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Introduction

Ce travail est entierement consacré aux écoulements autour d’une particule cy-
lindrique confinée en régime visqueux c’est-a-dire aux faibles nombres de Reynolds.
Ce domaine est fascinant et plein de surprises. Qui peut soupconner qu’une multi-
tude de phénomenes qui nous entourent (la plupart du temps sans méme qu’on s’en
apercoive), font intervenir des écoulements entrant dans ce domaine? Du fait de leurs
petites dimensions, le déplacement des micro-organismes fait naturellement partie de
cette catégorie. Ces minuscules organismes ont développé des modes de propulsion
(flagelles des spermatozoides de la figure 1, mouvement en hélice de la queue de Esche-
richia coli...) qui sont propres a leur condition « d’étres évoluant a faibles nombres de
Reynolds »!. La mécanique des suspensions (particules colloidales, lit fluidisé, trans-
port de sédiments (fig.2)...), les macromolécules, les émulsions ou les mousses entrent
également dans cette classe. En médecine, un examen tres courant consiste a mesu-
rer la vitesse de sédimentation des globules rouges dans le plasma. Ce test de routine
garde un intérét en particulier dans le diagnostic de trés nombreuses affections ainsi
que dans la surveillance des maladies inflammatoires. La sédimentation des impuretés
solides est souvent aussi la premiere étape dans ’assainissement des eaux usées. On
sait qu’une suspension concentrée mettra beaucoup plus de temps a décanter qu’une
suspension diluée a cause des contre-écoulements vers les zones de fluide clair ce qui
tend a ralentir la sédimentation. Le viscosimetre a chute de bille qui est composé d’une
sphere tombant dans un tube de section cylindrique, est I’'une des techniques les plus
communes dans la détermination de la viscosité des fluides. Le régime de I’écoulement
autour de la bille est encore un régime a faible nombre de Reynolds. La correction
de la force de trainée sur la bille due & son interaction avec la paroi du tube doit étre
précisément connue si ’on veut faire des mesures correctes de viscosité. Dans I'industrie
miniere, on est parfois confronté a des explosions de matériaux combustibles sous la
forme de poussieres en suspension dans 'atmosphere. Un autre mode de transport est
celui de la saltation rencontrée entre autres lors de la formation des dunes de sables ou
de Pagrégation des flocons de neige. Les écoulements dans les milieux poreux (roches
réservoirs pétrolieres, colonne de chromatographie, ...) sont encore des écoulements a
faibles nombres de Reynolds. Plus récemment, le développement des micro-systemes
(MEMS) et des techniques d’analyse physico-chimique intégrées ont encore élargi le
champ d’application des écoulements a faibles nombres de Reynolds. Ce régime ne se

1. Pour un organisme ayant une taille de l’ordre de 1um et une vitesse de déplacement dans I’eau
de l'ordre de 1m/s, on calcule un nombre de Reynolds de I'ordre de 10™*
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Fia. 1 — Superposition de 4 clichés montrant le mouvement hélicoidal du flagelle d’un
spermatozoide d’oursin (Lytechinus pictus). Source: H.A. Stone, Harvard University

limite pas pour autant uniquement aux objets des petites dimensions. Les mouvements
du magma dans le manteau terrestre (tectonique) ou ceux des glaciers (bandes de
Forbes), lorsqu’on les observe sur des échelles de temps suffisamment longues, s’appa-
rentent également, malgré leurs dimensions considérables (plusieurs kilometres) a des
écoulements treés visqueux bien que les matériaux mis en jeu aient un comportement
rhéologique a mi-chemin entre le solide et le fluide. Le nombre de Reynolds peut encore
étre petit du fait de la masse volumique du fluide. Les écoulements autour d’un objet
dans 'atmosphere raréfiée a quelques kilometres d’altitude au-dessus de la surface de
la Terre entrent dans cette catégorie (évidemment dans ce cas, les dimensions de 'objet
doivent étre grandes en comparaison du libre parcourt moyen des molécules d’air pour
rester dans le cadre de la mécanique des milieux continus). Du fait de la complexité
mathématique de I’équation de Navier-Stokes, les écoulements a faibles nombres de
Reynolds pour lesquels ont peut négliger I'inertie du fluide, ont également été tres tot
des objets d’étude dont les solutions ont servi de base a la résolution de problemes plus
délicats. Ces travaux pionniers ont également permis de mettre au point et d’appli-
quer de nouvelles techniques mathématiques comme la méthode des développements
asymptotiques raccordés ou la méthode de réflexions.

On pourrait penser que tous les problemes ou entrent en jeu des écoulements vis-
queux sont parfaitement connus et maitrisés. Hélas (ou heureusement pour les cher-
cheurs), il n’en est rien. On comprend aujourd’hui correctement 1’hydrodynamique
d’une particule de forme simple isolée mais de nombreuses questions restent ouvertes
lorsqu’il s’agit de comprendre le comportement d’un tel objet en présence d’autres par-
ticules ou de parois. En compagnie de voisines ou proche de parois solides, le mouvement
d’une particule est en effet trés perturbé par rapport a la situation ou cette particule
se trouverait seule dans un fluide s’étendant & l'infini. Le comportement collectif de
particules n’est pas simplement égal a la somme des comportements individuels de cha-
cune de ses parties. On parle alors généralement d’interactions hydrodynamiques. Le
transfert de quantité de mouvement aux faibles nombres de Reynolds étant peu effi-
cace, une particule en mouvement induit dans le fluide une perturbation qui s’atténue
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Fic. 2 — La baie de Mahajamba o Madagascar chargée de sédiments suite a la
déforestation. Source: NASA ISS FarthCam

tres lentement dans l'espace. Le comportement d’une particule est alors influencé par
la présence des objets dans son voisinage et ce, méme a tres grandes distances. C’est
ce comportement que nous avons essayé de comprendre dans ce travail. Il reste encore
aujourd’hui un enjeu aussi bien fondamental et théorique que pratique.

Un des problemes qui a intéressé notre équipe est celui de la modélisation numérique
du transport de fibres courtes. Ce travail est tributaire d’une part de I'influence des
interactions hydrodynamiques sur leur orientation et d’autre part de I'influence de ces
mémes interactions sur 'hypothése, communément admise dans la plupart des études
voulant modéliser le transport de ces fibres, qui consiste a supposer que la fibre a la
méme cinématique que la particule du fluide non perturbé. L’autre probléme qui nous
a intéressé est celui de la correction de la viscosité en se basant uniquement sur un
effet volumique (a la maniére Einstein, Batchelor, ...). La question que 1’on se pose est :
I'introduction d’un bruit géométrique dans une telle suspension, a fraction volumique
constante, affecterait-elle la viscosité de la suspension? Afin d’élucider la physique sous-
jacente a ces problemes, nous nous sommes volontairement restreints a I’étude d’un
objet de forme simple (une particule cylindrique peut parfaitement modéliser une fibre
courte aux fortes concentrations ; ceci n’est plus le cas en régime tres dilué) en présence
de parois solides paralléles dans divers types d’écoulements (écoulement & vitesse uni-
forme, écoulement de Poiseuille, rotation de la particule). La premiere partie du manus-
crit est dédiée a 1’étude des écoulements bidimensionnels autour d’un cylindre confiné.
Nous traitons tout d’abord le cas du cylindre centré avant de généraliser ’étude a la
situation ot le cylindre se trouve a une position quelconque entre les plans. Nous tirons
profit de ces études pour développer la technique de la matrice de résistance que nous
avons élargie au terme de pression permettant de déterminer certaines caractéristiques
des problemes de la sédimentation et du transport d’une particule cylindrique libre
dans un écoulement de Poiseuille. La seconde partie du mémoire est consacrée a ’étude
du transfert d’un scalaire passif (masse ou chaleur) sur la paroi d’un cylindre confiné.
Comme dans la premiere partie, nous découplons le cas particulier d’un cylindre en
situation symétrique du cas d’'un cylindre excentré. Ces études sont conduites pour
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deux types de conditions aux limites sur les parois paralleles (température uniforme ou
adiabaticité). Elles peuvent permettent de répondre a la question: l'introduction d’un
bruit géométrique (position ou taille) sur un systéme ordonné constitué de cylindres pa-
ralleles en écoulement transverse aux faibles nombres de Reynolds et aux forts nombres
de Péclet a-t-il un effet sur le rehaussement ou de réduction du flux global?
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premiere partie

Ecoulement bidimensionnel
autour d’un cylindre confiné
entre deux plans paralleles






Chapitre 1

Etude bibliographique

L’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre, a l'instar de celui autour d’une
sphere, est un probleme classique que ’on rencontre dans tous les livres de mécanique
des fluides [1-6]. Son étude s’est révélée étre d'une extraordinaire richesse comme en
témoigne ’abondante littérature scientifique qui lui est consacrée. Le parametre qui
controle I’écoulement d’un fluide newtonien incompressible de masse volumique p, de
viscosité dynamique p et de vitesse uniforme au loin U, autour d’un cylindre cir-
culaire de longueur infinie de diametre D est le nombre de Reynolds Re = pUso D/
qui est le rapport des forces d’inertie pU?/D aux forces de viscosité plU/D? par unité
de volume (ou qui peut également étre interprété comme le rapport du temps pD?/pu
mis par la quantité de mouvement pour diffuser sur une distance D au temps D/U
qu’elle met pour étre convectée sur la méme distance). Les différents régimes et leurs
transitions sont aujourd’hui bien étudiés d’un point de vue expérimental, analytique et
numérique dans le cas d’un cylindre en milieu infini dont nous rappelons ici quelques
caractéristiques (voir la figure 1.1):

- pour Re < 1, on parle d’écoulement purement visqueux ou d’écoulement ram-
pant. C’est ce régime des tres faibles nombres de Reynolds auquel sera consacrée une
grande partie de ce mémoire. L’écoulement est laminaire, stationnaire, parfaitement
symétrique entre 'amont et I’aval du cylindre. Cette propriété découle directement de
la réversibilité des écoulements aux faibles nombres de Reynolds, caractéristique qui
sera largement exploitée dans ce travail dans le cas des écoulements confinés. On peut
encore remarquer sur la photographie en haut & gauche de la figure 1.1 que I’écoulement
autour du cylindre est perturbé sur des distances tres importantes. Ceci est du a la
moindre efficacité de la diffusion a transporter la quantité de mouvement.

- pour 5 < Re < 47, ’écoulement est encore stationnaire mais il apparait en aval
du cylindre deux tourbillons contrarotatifs fixes appelés tourbillons de recirculation. La
symétrie amont-aval de 1’écoulement a disparu. La taille de ces tourbillons augmente
de facon continue jusqu’a Re =~ 30 puis décroit. Leur taille est de 'ordre du diametre
du cylindre pour Re = 20.

- pour 47 < Re < 140 — 200, le régime cesse d’étre stationnaire et 1’écoulement
dépend explicitement du temps. Les tourbillons se détachent alternativement et périodi-
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Fi1G. 1.1 — Ecoulements a différents nombres de Reynolds autour d’un cylindre. Source :
M. Van Dyke, An Album of Fluid motion [7]

quement en aval du cylindre formant ce qu’on appelle une allée oscillante de Bénard-
Von Kdrmdn. Les tourbillons du coté supérieur du cylindre tournent dans le méme sens
et ceux du coté opposé ont le sens de rotation inverse. Dans la direction longitudinale,
les tourbillons d’un méme c6té se trouvent a mi-distance des tourbillons du c6té opposé.
Ils peuvent étre observés jusqu’a des nombres de Reynolds tres élevés comme dans les
écoulements océanographiques ou atmosphériques derriere des obstacles de grandes
dimensions (Fig.1.2). Du fait de la dissymétrie de I’écoulement et sa périodicité, la
force résultante instantanée n’est plus parallele a la vitesse de I’écoulement a 'infini. Il
apparailt une force de portance perpendiculaire a cette vitesse, dirigée alternativement
dans un sens puis dans l'autre. Le nombre de Strouhal St = fD /U, caractérisant la
fréquence f de largage des tourbillons, est une fonction du nombre de Reynolds. La
force de trainée oscille a la fréquence f autour d’une valeur moyenne non-nulle alors
que la force de portance oscille a la fréquence f/2 autour d’une valeur moyenne nulle.
La limite haute de ce régime, comprise entre 140 et 200, présente une grande dispersion
dans la littérature.

- aux nombres de Reynolds encore supérieurs, le sillage devient tridimensionnel, des
mouvements turbulents incohérents a des échelles spatiales de plus en plus petites se
superposent aux grandes structures cohérentes. La régularité de l’allée tourbillonnaire
disparait peu a peu et la partie avale du cylindre est occupée par un sillage qui oscille
irrégulierement. Une série de bifurcations se succedent pour mener I’écoulement vers
un régime chaotique.

On peut trouver une revue tres détaillée de ces différents régimes dans le livre de
Tritton [6] ou dans article de Williamson [8].
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Fia. 1.2 — Vue satellite d’une allée de Bénard-Von Kdrmdn générée derriére lile de
Guadalupe, a l'ouest de la Basse-Californie, Mexique. Source : GOES-CIMMS

1.1 Cylindre en milieu infini aux faibles nombres de Rey-
nolds

1.1.1 Etudes analytiques et numériques

De part leurs implications industrielles, une grande partie des études consacrées aux
écoulements autour des cylindres, tant expérimentales que théoriques, est dédiée aux
régimes des grands nombres de Reynolds. Comme nous I’avons précisé en introduction,
les écoulements a petits nombres de Reynolds n’en sont pas moins dignes d’intéréts.
L’approche théorique des problemes autour d’objets aux faibles nombres de Reynolds
peut étre faite dans 'ouvrage de Happel et Brenner [3]. On cite généralement Stokes [9]
comme étant I'un des pionniers dans I’étude des écoulements correspondant a ce régime.
Il proposa de linéariser ’équation de Navier-Stokes en négligeant le terme d’inertie
devant le terme de viscosité, conduisant ainsi a ’équation de Stokes:

p% = —VP+ uV3i

Cette approximation se justifie dans le cas ou la vitesse est trés faible (les termes
d’inertie sont quadratiques en vitesse), dans le cas ou la viscosité est tres grande et
dans le cas ou le cylindre est de petite dimension ( les forces d’inertie sont inversement
proportionnelle a cette dimension alors que les forces de viscosité sont inversement pro-
portionnelles au carré de cette dimension). La résolution de ’équation de Stokes fut
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un succes pour le probleme tridimensionnel d'une sphere fixe! de rayon R dans un
fluide a la vitesse Uso. Stokes [9] donna la solution des champs hydrodynamiques et
I'intégration des contraintes sur la surface de la sphere aboutit a la célebre formule de
Stokes pour la trainée Fg = 6muRUs. En 1889, Whitehead [10] tenta d’améliorer cette
expression en prenant en compte l'inertie du fluide. Dans son approche, il a cherché une
solution de I’équation de Navier-Stokes en supposant qu’elle pouvait s’écrire comme la
somme de la solution de I’équation de Stokes déja résolue et d’une perturbation. Cette
démarche conduit alors pour la perturbation a une solution qui est non nulle a I’infini
ce qui n’est pas acceptable. On parle alors parfois de paradoze de Whitehead?. L uti-
lisation de I’équation de Stokes pour obtenir la solution correspondant a 1’écoulement
bidimensionnel autour d’un cylindre fut un autre échec. Sa résolution conduit alors a
des solutions qui, si elles satisfont a la condition aux limites & la surface du cylindre,
doivent croitre au moins de fagon logarithmique a l'infini. Il est alors impossible de
trouver une solution non-triviale vérifiant a la fois la condition de non-glissement sur
le cylindre et la condition aux limites & l'infini. C’est ce qu’on appelle le paradoze de
Stokes. 1l fallut attendre Oseen [11] en 1910 pour comprendre ce paradoxe. Il comprit
que ’équation de Stokes n’est pas valide lorsqu’on s’éloigne du cylindre. Il montra en
outre que le champ de vitesse obtenu dans le probleme de la sphere n’est pas correct a
grande distance de celle-ci car lorsqu’on s’en éloigne, les termes d’inertie, négligés dans
I’équation de Stokes, deviennent plus grands que les termes de viscosité. En d’autres
termes, I’équation de Stokes n’est pas une bonne approximation de I’équation du mou-
vement dans la région éloignée de ’obstacle. Il proposa également un moyen de résoudre
ce probléeme: puisque les termes d’inertie sont importants a grande distance et que la
vitesse tend alors vers sa valeur a ’'infini (700, il émit I'idée de linéariser les termes d’iner-
tie (ﬁ.ﬁ)ﬂ' dans I’équation de Navier-Stokes autour de la vitesse a l'infini, c’est-a-dire
de les remplacer par (17006)17 Les équations linéaires qui en découlent sont appelées
les équations d’Oseen :

ou

P ot

Cette approche fut couronnée de succes®. Oseen [11] résolut le probléme de 1’écoulement
autour d’une sphere et Lamb [12] celui de I’écoulement autour d’un cylindre. Son calcul

donne alors I’expression de la force de trainée que I'on nomme généralement formule
de Lamb :

+ p(Use.V)i = =V P + uV2%i

4mpUso
p_ AmUs (1.1)

€

avec € = 1/2 — v + In(8/Re) et v = 0.5772... la constante d’Euler. Bairstow et al. [13]

1. Il s’agit en fait d’un probleme 3D dégénéré en un probleme 2D & cause a sa symétrie axiale

2. En réalité, il n’existe pas de paradoxe: I’erreur de Whitehead consiste a chercher une perturbation
de la solution de Stokes dont on sait, comme le montrera plus tard Oseen [11], qu’elle n’est pas valide
a l'infini

3. Pour anecdote, en se basant sur un raisonnement erroné, Oseen arriva a la conclusion abusive que
ces équations étaient également valables aux grands nombres de Reynolds
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ont étendu la solution de I’équation d’Oseen a des nombres de Reynolds supérieurs et
ont obtenu pour la force ’expression :

A puUs

E = R (Re DI (Re/4) + Ky (Re /)Ty (ReJA)

(1.2)

ou les I, et K,, sont respectivement les fonctions de Bessel modifiées du premier et
du second type. Nous avons simplifié cette expression lorsque Re << 1 grace aux
développements asymptotiques des fonctions de Bessel (voir par exemple 'ouvrage de
Watson [14]) et en utilisant le logiciel Mathematica :

2 x? x?
Ko(x) = (ln; —v)(1+ Z) +tot O(zh) (1.3)
Ki(z) = %—g(%fv+ln§)+(9(x3) (1.4)
Ip(z) =1+ m: + O(z*) (1.5)
r 2
m@=§+ﬁ+0@ﬂ (1.6)

ot 'on a posé © = Re/4. En négligeant les termes d’ordre supérieur & Re?, la formule
1.2 devient :

A7 puUs Re? 1
= 11— ol (1+4—6)] (1.7)

Bairstow et al. [13] ont donné également la force de trainée sur un cylindre elliptique
de grand axe 2a et de petit axe 2b. Lorsque ’écoulement est parallele au grand axe, ils
ont obtenu:

F

P A puUs
~a/(a+b)—v+In(8/Re)

avec Re = pUs(a + b)/p. On retrouve évidemment la formule 1.1 lorsque a = b.
Dans le cas ou I’écoulement est parallele au petit axe, il suffit d’intervertir a et b dans
I'expression 1.8. Harrison [15] a également poursuivi le travail de Lamb [12] et a donné
la force de trainée sous la forme trés complexe suivante :

(1.8)

Fo 8mulUs
= 1+ (Ko(Re/4)/K1(Re 9))[8/Re — Ko(Re/4)/K1(Re/4)]

La simplification de cette expression pour Re << 1 par 'utilisation des développements
1.3 et 1.4 donne:

(1.9)

_ 47rquo(1 _ Re?
€ 32

F ) (1.10)
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Faxén [16] a étudié le méme probleme et a calculé la force de trainée sous la forme du
rapport de deux déterminants infinis. Il a évidemment résolu ’équation d’Oseen pour
aboutir & ce résultat. En prenant le premier terme dans le développement de chacun de
ces deux déterminants, on trouve en premiere approximation, ’expression de la force
de trainée suivante:

_ 8TuUso
F= (Re/4)K1(Re/4) + 2Ko(Re/4) (1.11)

Nous avons simplifié de la méme maniere la formule 1.11 pour les faibles valeurs de Re:

AU 1 Re?

e e
Les formules 1.2 de Bairstow et al. [13], 1.9 de Harrison [15] et 1.11 de Faxén [16]
n’apportent qu’une tres faible amélioration a la formule 1.1 de Lamb comme on peut s’en
rendre compte sur la figure 1.3 olt 'on a tracé le coefficient de trainée Cp = 2F/(pU2 D)
en fonction du nombre de Reynolds. Davies [17] a calculé les expressions du champ de
vitesse a partir de ’équation d’Oseen en utilisant la méthode de Lamb poussée a un

ordre supérieur. Il a obtenu pour la force de trainée I’expression :

F:

) (1.12)

K1(Re/4) — (Re/16)Ko(Re/4) + (Re/16)2K1(Re/4)

1 TR R (e a) + (e 8) Ky (Re/4) — (Re/16)Ko(Re/4)

(1.13)

Davies [17] s’est contenté du développement a l'ordre 1 de cette expression et a donc
retrouvé la formule 1.1 de Lamb [12]. En poussant le développement a 'ordre supérieur,
nous avons obtenu:

A7 puUs Re?
— =
€ 162
L’expression 1.13 corrige sensiblement mieux la formule de Lamb que les formules 1.2
de Bairstow et al. [13], 1.9 de Harrison [15] et 1.11 de Faxén [16] (Fig. 1.3 et 1.4).
L’article de Davies [17] n’est pourtant que rarement cité, ceci provenant peut-étre de
la complexité de ’expression 1.13. Cette derniere formule est en outre bien meilleure

que les expressions obtenues a partir de techniques plus récentes et plus complexes.

F

(12 + % 5] (1.14)

Depuis ces premiers travaux en effet, de nombreux auteurs ont tenté de trouver, en
particulier par la méthode des développements asymptotiques raccordés, de nouvelles
approximations a ce probleme. Son principe est le suivant : le domaine fluide est divisé
en une région intérieure ou se trouve le cylindre dans laquelle on cherche une solution
de I’équation de Stokes avec la condition de non-glissement sur le cylindre et en une
région extérieure avec la condition aux limites portant sur la vitesse Uy, ol I'on résout
I’équation d’Oseen. Les deux solutions sont ensuite raccordées a l'interface des deux
domaines pour obtenir une solution unique. Des variantes plus détaillées faisant inter-
venir des domaines intermédiaires ont également été utilisées. Kaplun [18], en se basant
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sur la résolution des équations de Navier-Stokes, a par exemple obtenu I'expression de
la force de trainée suivante:

Ja A pUs

1+ Z—Z) (1.15)
n=2

€
On y voit que la formule 1.1 de Lamb [12] est corrigée par la série du membre de
droite, la premiere approximation étant obtenue pour le coefficient as = —0.8669. Kida
et al. [19,20], utilisant une approche intégrale des développements asymptotiques, ont

proposé l'expression suivante :

8mulUs
F=—r— 1.16
e+vVe2+35 (1.16)
Tomotika et al. [21,22] donnent quant a eux la force de trainée sous la forme:
A pUs Re? 5 1
F = 1-— — - = 1.1
e gyl o T (117)

Proudman et al. [23] ont également étudié ce probleme. Dans leur travail, ils ont fait
la remarque qu’il était vain de chercher a obtenir des solutions meilleures que celle
obtenue par Lamb [12] & partir des équations d’Oseen car la formule 1.1 était déja la
plus précise qu’on puisse obtenir & cet ordre de précision. Sur cette base, les travaux de
Bairstow et al. [13] ou de Tomotika et al. [21,22] seraient & peine valides. Concernant
les travaux traitant des raccordements asymptotiques, on peut encore citer ceux de
Lagerstrom [24], Van Dyke [25], Tamada et al. [26] ou encore Skinner [27] qui a étendu
les développements de Kaplun [18] et de Proudman et al. [23], pour obtenir ’expression :

2

47m6UC>o - 0.8662369 _ .1R2€8 (e — %)] (1.18)
On constate que cette expression est identique & la formule 1.15 donnée par Kaplun [18]
au terme en Re? prés qui ne représente d’ailleurs qu’une correction trés minime. En
combinant la technique des développements asymptotiques raccordés avec des résultats
numériques, Keller et al. [28] ont également résolu ce probleme et ont obtenu exacte-
ment la méme expression 1.18 que Skinner [27]. Lee et al. [29] ont utilisé une méthode
numérique de collocation couplée avec la technique des développements asymptotiques
pour obtenir I’expression :

F:

AmplUs 1 1

F = ke T ey 2 T (1.19)

Ces techniques de raccordements asymptotiques sont tres difficiles & mettre en ceuvre
et les solutions qu’elles donnent ne sont généralement plus valides au-dela de Re ~ 0.1
comme on peut s’en rendre compte sur la figure 1.3 exception faite de la formule 1.16
proposée par Kida et al. [19,20] qui reste valable jusqu’a des nombres de Reynolds
bien supérieurs. On peut par ailleurs s’étonner de la bonne tenue de la formule 1.13
de Davies [17] dont le travail est pourtant rarement cité. Nous avons rassemblé dans



10 Etude bibliographique

la figure 1.4 les expressions qui nous apparaissent étre les meilleures accompagnées
de résultats expérimentaux. Tous ces résultats analytiques, issus de développements
asymptotiques ou de calcul de perturbations, donnent des solutions ou intervient un
terme logarithmique du nombre de Reynolds. Nous allons voir dans le prochain para-
graphe que les solutions des problémes concernant les cylindres confinés donnent des
solutions qui ne présentent plus ce caractere singulier. Disons également rapidement
un mot sur le travail de Batchelor [30] utilisant la «théorie des corps élancés™*» pour
déterminer le mouvement d’un object de section arbitraire. Cette technique est basée
sur l'utilisation de singularités distribuées le long de ’axe du cylindre placé dans un
écoulement décrit par I’équation de Stokes. Appliquée au cas d’un cylindre de longueur
finie [ grande devant son rayon a évoluant a vitesse constante en milieu illimité, cette
théorie conduit pour la force de trainée a I’expression :

F = 47pUle(1 — 0.193¢ 4 0.215¢% 4 0.97¢%) (1.20)

ot ¢ = [In(l/a)]™! est un parametre géométrique fonction du rapport de forme du
cylindre. Ce résultat a été confirmé par Keller et al. [31]. Il est tres important de noter
que dans le cas d’un cylindre de longueur finie, la solution de 1’équation de Stokes
existe. Cette force tend évidement vers 'infini lorsque | — oco. Quant a la force par
unité de longueur F/I, elle tend vers 0 dans cette méme limite ce qui démontre que la
solution de I’équation de Stokes pour un cylindre infini conduit & une force par unité
de longueur nulle confirmant la formule 1.1 de Lamb [12] pour Re — 0.

Des résolutions numériques nombreuses, utilisant des techniques et des algorithmes
trés variés, ont également été menées pour tenter de résoudre le probleme du cylindre
en milieu infini. Elles concernent pourtant rarement le régime des faibles nombres de
Reynolds. On peut par exemple citer larticle de Allen et al. [32] pour des nombres de
Reynolds allant de 0 & 102, celui de Dennis et al. [33] dans la gamme 0.01 & 10, celui de
Dennis et al. [34] pour Re < 100 ou récemment celui de Lange et al. [35] qui utilisent
la technique des volumes finis pour simuler I’écoulement autour d’un cylindre dans
la gamme 10~% < Re < 200. Dans la plupart des cas, ces études numériques sont en
accord avec les formules analytiques. Notons que dans les travaux numériques consacrés
aux écoulements aux faibles nombres de Reynolds, on est confronté au probleme du
confinement du a la finitude du domaine de calcul.

Disons enfin quelques mots sur le probléme du cylindre en mouvement de rotation
uniforme & la vitesse w en milieu infini. Aux faibles nombres de Reynolds Re = 2pwa?/p,
la résolution de ce probléme classique® montre que le moment (par unité de longueur)
des forces visqueuses par rapport a 'axe du cylindre a pour expression :

M = 4drpwa®

4. En anglais: slender body theory
5. voir par exemple page 96 du livre de Comolet [5]
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Le moment M étant proportionnel a la vitesse de rotation w du cylindre, cette solution
est une solution de type Stokes. Contrairement au cas de la translation, il n’y a pas de
paradoxe pour le probleme de la rotation.

1.1.2 Etudes expérimentales

Les études expérimentales sont également trées nombreuses pour les écoulements
autour des cylindres a grands nombres de Reynolds mais plutot rares dans le cas des
régimes tres visqueux. Entrant dans cette derniere catégorie qui nous intéresse plus
particulierement, on peut par exemple se référer au travail de Tritton [36]. Ce dernier a
étudié la force de trainée sur un cylindre (une fibre de quartz) qui fléchit sous 'action
d’un écoulement pour des nombres de Reynolds se situant dans la gamme 0.5 < Re <
100. Les expériences de Jayaweera et al. [37] se situent dans la gamme 0.001 < Re <
1000. Ce travail consiste en la mesure de la force de trainée sur des fibres cylindriques en
sédimentation dans des fluides visqueux. Huner et al. [38] ont effectué des expériences
du méme acabit dans la gamme 0.23 < Re < 2.6. Dans ces deux derniers travaux,
les auteurs ont corrigé de fagon empirique ou semi-empirique leurs résultats pour tenir
compte de la longueur finie de leurs cylindres et de leur confinement. Les mesures de
Finn [39] se situent dans la gamme 0.06 < Re < 6. Son montage consiste en un fil
métallique de quelques microns de diametre accroché par son extrémité supérieure a
un support et & autre extrémité duquel est suspendue une petite masse. Sous 'action
d’un écoulement d’air, le fil s’incline et connaissant la valeur de 1’angle d’inclinaison,
un simple bilan des moments a 1’équilibre permet de déterminer la trainée sur le fil
cylindrique. Une approche expérimentale indirecte de ce probleme peut étre trouvée
dans le travail de Williams et al. [40]. Leur montage qui consiste en un pendule de torsion
dont les bras supportent deux cylindres baignant dans un fluide visqueux, permet la
mesure des coefficient d’inertie et d’amortissement du systeme. Les auteurs extrapolent
leurs résultats au cas ou la période d’oscillation du pendule est infinie et moyennant
quelques hypotheses, ils proposent ’expression :

_ ArpUso k' Re?
- 173.98

N . . / , .
ou le coefficient d’amortissement k& est donné par ’expression :

(1.21)

ANy | 3T
k= x—NOsm(cpl — o — Z)

avec N, et ¢, le module et la phase de la fonction de Kelvin ker, (x) + ikei,(z) d’ar-
gument z = 0.15163Re. Une partie des résultats de Tritton [36], Finn [39], Jayaweera
et al. [37] et de Huner et al. [38] est reportée sur la figure 1.3 et 1.4. Dans les articles de
Wieselberger [41,42] et de Relf [43], on trouve encore quelques résultats expérimentaux
mais pour des nombres de Reynolds généralement supérieurs a I'unité. On peut faire la
remarque qu’il est impossible de faire des expériences sur un cylindre en milieu infini
(comme le prouvent les corrections dans les travaux de Jayaweera et al. [37] et de Huner
et al. [38]). L’environnement du cylindre, qu’il soit dans une soufflerie ou un réservoir
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quelconque, va créer immanquablement un confinement. Si cela ne préte pas trop a
conséquence pour les écoulements a grands nombres de Reynolds, il n’en est pas de
méme dans le cas des écoulements ou la viscosité est prédominante et 1’épaisseur de
couche limite tres grande. Nous verrons en effet que I'influence du confinement est d’au-
tant plus marquée que le nombre de Reynolds est faible. On comprend alors aisément
les difficultés qu’on eu les expérimentateurs pour essayer de faire coincider leurs me-
sures avec les expressions analytiques données plus haut, sans compter les difficultés
liées a la mesure de quantités tres faibles.

1.2 Cylindre en milieu confiné aux faibles nombres de
Reynolds

1.2.1 Etudes analytiques et numériques

Dans les travaux analytiques, le confinement d’'un cylindre peut étre réalisé de
plusieurs facons: il peut étre di a la proximité d’une seule paroi ou de plusieurs. Dans
ce cas, le paradozre de Stokes, propre aux écoulements en milieu illimité, disparait car
les solutions de I’équation de Stokes n’ont plus a étre raccordées a l'infini. On a en
quelque sorte introduit une longueur de coupure par la biais des conditions aux limites.
Un argument dimensionnel élégant est donné dans l'ouvrage de Happel et Brenner [3]
pour justifier cette observation®. L’équation d’Oseen donne évidemment toujours des
solutions mais 1’équation de Stokes en possede maintenant également. Les solutions
de ce type de problemes ont la particularité de donner une force de trainée qui est
proportionnelle & la vitesse du cylindre (ou a la vitesse du fluide & l'infini si le cylindre
est immobile) & 'instar de la force de Stokes sur une spheére en milieu infini. En d’autres
termes, le coefficient de trainée est du type Cp o Re~!. Par analogie, nous appellerons
par la suite «solutions de type Stokes» les solutions qui présenteront cette particularité.
Ce comportement est donc fondamentalement différent de celui observé et décrit dans
le paragraphe précédent traitant du cylindre en milieu infini ou il apparalt un terme
singulier logarithmique comme on peut le voir par exemple dans la formule 1.1 page 6 de
Lamb [12]. On trouve tres tot dans la littérature de telles solutions. Elles peuvent étre
regroupées principalement en sept familles: celle concernant un cylindre se déplagant
en milieu semi-infini parallélement & un seul plan (1), celle d’un cylindre se déplagant en
milieu semi-infini perpendiculairement & un seul plan (2), celle concernant un cylindre
se déplacant a vitesse constante entre deux plans de maniére symétrique (3), celle

6. Dans le cas d’un cylindre de longueur infinie de rayon a dans un écoulement a la vitesse U
dans un fluide illimité de viscosité dynamique u, la force F' sur le cylindre est une force par unité de
longueur. En régime visqueux, cette force ne peut dépendre que des parametres Uss, 1 et a, la masse
volumique p n’étant pas un parameétre (elle n’apparait pas dans I’équation de Stokes stationnaire).
Le seul groupe sans dimension qu’on puisse former a partir de ces grandeurs est F/uUs et I'on doit
donc avoir F/uUs = Cste. Une telle loi est visiblement impossible puisqu’elle indique que la force par
unité de longueur est indépendante du rayon du cylindre. En d’autres termes, si a — 0, cette force ne
disparait pas alors que le cylindre a disparu. Si 'on introduit par le biais du confinement une seconde
longueur caractéristique de coupure b, I’analyse dimensionnelle conduit maintenant & une loi du type
F/uUs = fonction(a/b) qui n’est plus nécessairement paradoxale
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d’un cylindre se déplacant a vitesse constante parallelement a deux plans de facon
dissymétrique (4), celle concernant un cylindre fixe placé symétriquement entre deux
plans paralleles dans un écoulement de Poiseuille plan (5), celle traitant d’un cylindre
en rotation uniforme pres d’un plan infini (6) et enfin celle concernant un cylindre
en rotation uniforme placé symétriquement entre deux plans (7). Dans ce qui suit, le
rayon du cylindre sera noté a. Dans le cas ou il n’y a qu'un seul plan, on appellera b la
distance entre le centre du cylindre et ce plan. En présence de 2 plans, b représentera la
demi distance les séparant. On définit le parameétre sans dimension k = a/b qui traduit
le confinement du cylindre. Lorsque le cylindre confiné entre deux plans est en dehors
du plan de symétrie, on notera c la distance entre le centre du cylindre et ce plan
de symétrie et on définit le parametre d’excentrement e = ¢/b. La vitesse du cylindre
mobile s’appellera U, la vitesse maximale de I’écoulement de Poiseuille sera notée U,,q.
et la vitesse de rotation du cylindre sera notée w (voir la figure 1.5 pour toutes ces
définitions). Les caractéristiques de ces études sont regroupées dans le tableau 1.1. On
y constate que la majorité des études analytiques sont basées sur I’équation de Stokes ce
qui confirme la disparition du paradoxe de Stokes dans le cas ou le cylindre est confiné.

1.2.1.1 Cylindre se déplagcant a vitesse constante parallelement & un seul
plan (figure 1.5-1)

Takaisi [48] a résolu I’équation d’Oseen” et obtenu pour la force de trainée I’expression :

AU
F=—— 1.22
In(2/k) (1:22)
En 1950, Wannier [44] s’est intéressé a 1’écoulement entre deux cylindres excentrés en
résolvant 1’équation de Stokes. En faisant tendre le rayon du cylindre extérieur vers
I'infini, on obtient la situation équivalente d’un cylindre pres d’un plan. La force de

trainée sur le cylindre est alors:

P 8Tl
In[(1+vV1-k%)/(1-vV1—-Ek?)]
Plus récemment, Jeffrey et al. [45] se sont penchés sur le méme probléme en résolvant

I’équation de Stokes dans un systeme de coordonnées bisphériques. Ils ont obtenu I'ex-
pression de la force résistante suivante :

(1.23)

P AU
In[(1+v1—Ek?)/K]
Les expressions 1.23 et 1.24 sont identiques. De plus, lorsque k& — 0, elles tendent
toutes deux vers l’expression 1.22 obtenue par Takaisi [48]. Par ailleurs, les études de
Wannier [44] et de Jeffrey et al. [45] révelent que dans l'approximation de Stokes, le
cylindre n’est soumis a aucun moment lorsqu’il se translate parallelement a un seul
plan.

(1.24)

7. Rappelons que 'obtention de cette solution ne nécessite nullement 'utilisation de ’approximation
d’Oseen



16

Etude bibliographique

U=0

1)

U=0 U=0
3) 4)
U=0
\a)
U,.
U=0 U=0
3) 6)

Fia. 1.5 — Différents types de confinements d’un cylindre dans les études analytiques
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Auteur Equation résolue Type de mouvement/écoulement
Wannier [44] Stokes Transl. unif. parallelement & 1 plan
Jeffrey et al. [45] Stokes Transl. unif. parallelement & 1 plan
De Mestre [46]* Stokes Transl. unif. parallelement & 1 plan
Katz et al. [47]* Stokes Transl. unif. parallelement a 1 plan
Takaisi [48] Oseen Transl. unif. parallelement a 1 plan
Katz et al. [47]* Stokes Transl. unif. perpendiculairement & 1 plan
Brenner [49]* Stokes Transl. unif. perpendiculairement a 1 plan
De Mestre et al. [50]* Stokes Transl. unif. perpendiculairement a 1 plan
Jeffrey et al. [45] Stokes Transl. unif. perpendiculairement & 1 plan
Faxén [51] Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
Takaisi [52] Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
De Mestre [46]* Stokes Transl. unif. parallelement a 2 plans
Katz et al. [47]* Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
Tachibana et al. [53] Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
Bézine et al. [54] Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
Bouard et al. [55] Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
Dvinsky et al. [56] Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
Bourot et al. [57] Stokes Transl. unif. parallelement & 2 plans
Harper et al. [58] Stokes Transl. unif. parallelement a 2 plans
Takaisi [59] Oseen Transl. unif. parallelement & 2 plans
Ristow [60] Navier-Stokes Transl. unif. parallelement a 2 plans
Hu [61] Navier-Stokes Transl. unif. parallelement a 2 plans

Feng et al. [62]

Navier-Stokes

Transl. unif. parallelement a 2 plans

Ben Richou et al. [63]

Navier-Stokes

Transl. unif. parallelement a 2 plans

Bairstow et al. [64] Stokes Poiseuille entre 2 plans
Faxén [51] Stokes Poiseuille entre 2 plans
Takaisi [65] Stokes Poiseuille entre 2 plans
Harrison [15] Stokes Poiseuille entre 2 plans
Bézine et al. [54] Stokes Poiseuille entre 2 plans
Dvinsky et al. [66] Stokes Poiseuille entre 2 plans
Ben Richou et al. [67] Navier-Stokes Poiseuille entre 2 plans
Jeffery [68] Stokes Rot. unif. pres d’1 plan
Wannier [44] Stokes Rot. unif. pres d’1 plan
Jeffrey et al. [45] Stokes Rot. unif. pres d’1 plan
Ranger [69] Stokes Rot. unif. pres d’1 plan
Howland et al. [70] Stokes Rot. unif. entre 2 plans
Hellou [71,72] Stokes Rot. unif. entre 2 plans
Hellou et al. [73] Stokes Rot. unif. entre 2 plans

* cylindre de longueur finie (les autres références correspondent & des cylindres de longueur infinie)
t cylindre excentré (les autres références pour 1 cylindre entre 2 plans concernent des cylindre centrés)

TaB. 1.1 — Caractéristiques des différentes études
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De Mestre [46] a exploité la «théorie des corps élancés» développée par Batchelor [30]
dans le cas d'un cylindre de longueur finie /. II a obtenu pour la trainée ’expression
complexe suivante :

1 [+l
F = dmulle{1+ S[W — 1 - 5/ In(1 — 2%)dz] + £2Q} (1.25)
—1

avec ¢ = [In(l/a)]~t, W = 2sinh=1(1/2b) — /1 + (2b/1)% + 2b/1 et

Lt 2 o qltx) (- )
Q_§/o [In(1—x*) + 1+ sinh 0 — sinh prA

B 14z B 11—z
2/(1+2)2+ (4b/1)2  2/(1 — )2+ (4b/1)?

|dx

Katz et al. [47] ont aussi exploité la «théorie des corps élancés» et ont proposé comme
expression de la force de trainée:

_ AmpUl
~In(2/k)

(1.26)

On retrouve la formule 1.22 obtenue par Takaisi [48] en prenant cette force par unité
de longueur.

1.2.1.2 Cylindre se déplacant a vitesse constante perpendiculairement a
un seul plan (figure 1.5-2)

Katz et al. [47] se sont ensuite intéressés au cas ol un cylindre de longueur finie translate
a vitesse constante perpendiculairement & un plan. Lorsque le cylindre est proche du
plan mais en dehors de la région ou s’applique la théorie de lubrification, ils obtiennent
pour la force résistante 1’expression :

druUl

F= e =1

(1.27)

De Mestre et al. [50] ont utilisé cette méme théorie et ont obtenu pour la force de
trainée la formule suivante®, valable pour a/l << 1 et b/l << 1:

F = dnpUle{1 + %[Wl —1.386]} (1.28)

avec € = [In(l/a)] 7! et Wy = 2sinh™1(1/2b) + 1//1 + (2b/1)2. Dans la limite b/l — 0
avec | >> b >> a, la formule 1.28 se simplifie en la formule 1.27 de Katz et al. [47],
expression également donnée par Lightill [75]. Dans la méme lignée, citons encore le
travail de Brenner [49] qui donne la trainée sous la forme:

8. Trahan et al. [74] indiquent dans leur travail que la constante numérique doit étre égale a 0.386
plutot que 1.386 dans I'expression 1.28 de De Mestre et al. [50]
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B druUl
~ 1/F, —0.751/b

F (1.29)
oll Fso = €—0.1932+0.215e3 4+ 0.97¢*. Cette expression est valable pour a << | << b.
Par une toute autre technique, Jeffrey et al. [45] ont traité le méme probléme mais pour
un cylindre de longueur infinie. Dans ce cas, ils obtiennent pour la trainée la formule:

Fo AU
[+ VIR k) - V1 k2

Dans le cas k << 1, la formule 1.30 se réduit a I’équation 1.27 en prenant [ = 1 dans
cette derniére ce qui montre que les approximations utilisées par Katz et al. [47] en
appliquant la «théorie des corps élancés» a un cylindre de longueur finie reviennent a
supposer que le cylindre est de longueur infinie lorsque k£ << 1. En d’autres termes,
lorsque la distance entre le cylindre et le plan est plus petite que le rayon a du cylindre,
les effets de bords sont négligeables et le cylindre se comporte comme un corps de
longueur infinie, méme si le rapport [/a est inférieur a 1. Ceci justifie que les résultats
de I’étude d’un cylindre de longueur finie en situation de confinement (comme dans le
cas d’une fibre cylindrique par exemple) sont équivalents a ceux d’un cylindre de taille
infinie en situation de confinement (comme dans notre étude).

(1.30)

1.2.1.3 Cylindre se déplagcant a vitesse constante symétriquement entre
deux plans paralléles (figure 1.5-3)

Faxén [51] a résolu ce probleme dans I’approximation de Stokes et a donné pour la force
de trainée ’expression :

AU
F =
—0.9156892732 + 1.72433844k2 — 1.730194k* + 2.405644k5 — 4.59131k8 —(lnk )
1.31
Takaisi [59] s’est attaqué également & ce probléme tout d’abord dans ’approximation
d’Oseen ou il a obtenu la force de trainée:

B AU
~ —0.9156 — Ink

puis en résolvant I’équation de Stokes pour aboutir au résultat plus précis suivant [52]:

(1.32)

P AU
~ —0.9156 + 1.7243k2 — Ink

Harper et al. [58] ont résolu le probléme plus général d’un cylindre entre deux plans
en situation excentrée par l'utilisation d’une méthode de raccordement asymptotique
valable pour les faibles valeurs de k. Dans le cas particulier ou le cylindre se trouve
exactement entre les deux plans, ils proposent une expression de la trainée tres proche
de la formule 1.32 donnée par Takaisi [59] :

(1.33)
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AU
F=———
—0.92 — Ink

De Mestre [46] a également traité ce probleme de fagon analytique mais pour un cylindre
de longueur finie [ en utilisant la «théorie des corps élancés» couplée a une méthode
analogue a celle que Faxén [76] avait utilisé pour traiter le cas d’une sphere se déplagant
a mi-chemin entre deux plans paralleles. L’expression de la force de trainée peut s’écrire :

(1.34)

l 1 [+l
F=dnpUle{l + 212677 —1— = [ In(1 —22)da]} (1.35)
2 2b 2 /)1
avec ¢ = [In(l/a)]~!. Katz et al. [47] ont également obtenu par 'utilisation de cette

méme technique ’expression de la trainée:

druUl

F =
In(2/k) — 1.609

(1.36)

Cette expression est trés proche des formules 1.32 de Takaisi [59] et 1.34 de Harper et
al. [58] puisque In2 — 1.609 ~ —0.91585. Grace a ’essor constant de la puissance des
ordinateurs et au développement parallele de nouvelles techniques depuis une trentaine
d’années, 'approche numérique s’est naturellement penché sur ce type de probleme.
En utilisant une méthode de collocation, Tachibana et al. [53] ont trouvé une solution
semi-analytique de ’équation de Stokes dans le cas bidimensionnel. Ils ont donné comme
expression de la force de trainée:

P A plU
~ —0.91527 + 1.70673k2 — 1.523k4 + 1.22664k6 — 0.558339k8 — Ink

(1.37)

La résolution numérique de ’équation de Stokes par une méthode d’équation intégrale
a été proposée par Bézine et al. [54]. Ils ne donnent malheureusement pas d’expression
générale de la force de trainée mais un résultat numérique pour le cas particulier ou

k=0.5:

F(k=0.5) = 98.8uU (1.38)

Bouard et al. [55] ont cherché pour la fonction de courant ) une solution satisfaisant a
I’équation de Stokes V4 = 0. Une telle solution respectant les symétries du probleme
et la condition d’adhérence a la paroi du cylindre se présente sous la forme d’une
somme de produits de Laplace contenant des puissances positives de la coordonnée
radiale r, soulevant ainsi la difficulté d’un raccordement & l'infini. Pour faire face a
cette divergence, les auteurs introduisent une longueur de coupure a 'amont et a ’aval
du cylindre, distance a laquelle ils raccordent par une méthode des moindres carrés
leur solution avec le champ de vitesse uniforme (ils se placent dans un repere lié au
cylindre). Ils ont calculé la force de trainée pour 0.001 < k < 0.9 sous la forme:

F = 4dmuU f(k) (1.39)
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avec les valeurs de f(k) données dans le tableau 1.2.

k 0.001 0.01 0.1 0.25 0.5 0.75 0.9
f(k) | 0.1669 | 0.2711 | 0.7126 | 1.749 | 7.914 | 68.50 | 861.1

TAB. 1.2 — Valeurs de la fonction f(k) de l'expression 1.39

En 1997, Ristow [60] a étudié numériquement par la méthode des différences finies la
sédimentation d’un cylindre confiné entre deux plans verticaux?. Il a cherché I’expres-
sion de la vitesse limite de chute en milieu confiné U sous la forme:

U

=1 (1.40)

ou Uy, est la vitesse terminale de sédimentation en milieu infini. Il obtient cette vitesse
en extrapolant, lorsque k — 0, les valeurs des vitesses U calculées pour différentes
valeurs de k. Il propose pour f(k) lexpression :

flk) ~1—1.14k

Les récents travaux de Ben Richou et al. [63] traitent également de ce probleme par
une méthode numérique basée sur une transformation en coordonnées curvilignes or-
thogonales des équations de Navier-Stokes et de continuité en formulation fonction de
courant-vorticité.

Pour finir ce paragraphe, mentionnons le travail analytique et numérique de Bourot
et al. [57] qui se sont moins intéressés a la détermination de la force de trainée qu’a
celle de la structure de I’écoulement dans cette configuration. Ils ont en particulier
montré l'existence de cellules de recirculation comme on peut le voir sur la figure 1.6,
structures analogues a celles que 1’on trouve dans le cas d’un cylindre en rotation (voir
le paragraphe 1.2.2.2).

Fia. 1.6 — Lignes de courant autour d’un cylindre en translation uniforme entre deux
plans paralléles en situation centrée avec k = 0.99. Source : Bourot et al. [57]

9. Notons que les nombres de Reynolds de cette étude ne respectent pas forcément la condition
Re << 1. Nous verrons un peu plus loin que cela n’est pas nécessairement incompatible avec les
«solutions de type Stokes». En effet, plus le cylindre est confiné, plus la transition entre le régime
linéaire et le régime inertiel est décalée vers les grands nombres de Reynolds
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1.2.1.4 Cylindre se déplagant a vitesse constante de fagon asymétrique
entre deux plans paralléles (figure 1.5-4)

A notre connaissance, la seule étude théorique qui traite de ce probleme est celle de
Harper et al. [58] déja citée. La force de trainée s’écrit sous la forme:

AU

- —K(e) — Ink (141)

F

ou K(e) = 1/2+ g(e) et g(e) est une fonction de l'excentrement e représentée sur la
figure 1.7 et définie par 'intégrale :

oo £2(5C — ec e)e ¢ —e)e
g(e):/o {5(0 5)[(1+€Z) + (1 —e)e]

n [5(C + €eS) — EcCI[1 — £(1 4 e)]eccH1-E0—e)]et
&z

£2(cS — esO)[(1 +e)e % — (1 — e)e]
(2 +4€)

N [c(S + €eC) — €sS)[1 — €(1 + e)]e® — [1 — £(1 — e)e] _ l}e_édﬁ (1.42)

§(z +4¢) §
avec s = sinh(£), S = sinh(ef), ¢ = cosh(§), C = cosh(ef) et z = sinh(2§) — 2.

F1g. 1.7 — g(e) en fonction de e. Source : Harper et al. [58]
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On remarque que la variation de g(e) n’est pas monotone ce qui signifie que la force de
tralnée est minimale en dehors du plan de symétrie. Leur travail prédit qu’elle le sera
pour e = 0.55. Cette technique ne peut en aucun cas donner de résultats précis pour
k > 0.01 et ne s’applique donc qu’aux tres faibles confinements.

En ce qui concerne les études numériques consacrées a ce probleme, on peut par exemple
citer les travaux de Dvinsky et al. [56], de Hu [61], de Feng et al. [62] ou encore ceux
de Ben Richou et al. [63]. Toutes ces études confirment la présence du minimum de
trainée en dehors du plan de symétrie.

1.2.1.5 Cylindre fixe placé symétriquement entre deux plans dans un écoulement
de Poiseuille plan (figure 1.5-5)

Bairstow et al. [64] ont étudié les problemes régis par 1’équation différentielle V4 = 0
(ot ¥ est la fonction de courant), c’est-a-dire par 1’équation de Stokes. Ils ont illustré
leur analyse en traitant 1’écoulement a faible nombre de Reynolds autour d’un cylindre
circulaire confiné symétriquement entre deux plans. En combinant traitement analy-
tique et numérique, ils ont obtenu 'expression de la trainée sur le cylindre sous forme
numérique dans le cas particulier ou k = 0.2:

F =226 uUpnaq (1.43)

Faxén [51] s’est basé encore sur la résolution de ’équation de Stokes pour obtenir
I’expression de la force:

AmpUmaz

T Ay — (1+0.5k% + Agk* + Ak + AgkS)ink + Bok? + Bak* + Bgk® + Bgk®
(1.44)

F

avec les coefficients numériques donnés dans le tableau 1.3.

Ao = —0.9156892732 | By = 1.26653975
Ay = 0.05464866 By = —0.9180433
Ag = —0.26462967 Bg = 1.877101
Ag = 0.792986 Bg = —4.66549

TaB. 1.3 — Coefficients de l’expression 1.44

Takaisi [65] a résolu I’équation de Stokes par une méthode des images analogue a celle
qu’avait utilisée Faxén [76] pour résoudre le cas de la sphere. Il a obtenu l’expression
de la force de trainée:

B T pUmaz (4k% — 8)
~1.8312 — 3.4486k2 + 2Ink

Harrison [15] a résolu encore ’équation de Stokes pour trouver 'expression de la force
de trainée suivante:

(1.45)
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B T pUmaz (4k% — 8)
©1.9362 — 3.7520k2 + 2ink

Bézine et al. [54] ont également cherché une solution a ce probleme (méthode identique
a celle décrite plus haut). Dans le cas ou k = 0.2, ils ont obtenu pour la trainée:

(1.46)

F(k=0.2) = 16.1uUpnqe (1.47)

Pour les études numériques, citons par exemple les travaux de Ben Richou et al. [67]
dont la méthode a été évoquée plus haut. Dans le tableau 1.4, nous comparons les
valeurs de la force de trainée données par certaines des expressions citées ci-dessus.
On constate que la formule 1.33 de Takaisi [52] n’est déja plus valide pour k& = 0.5
puisque la valeur qu’elle donne est tres différente des autres. Concernant 1’écoulement
de Poiseuille, les résultats sont globalement en bon accord.

Faxén Takaisi | Ben Richou | Bézine | Tachibana | Harrison
[51] [52,65] [63,67] [54] [53] [15]
F(k=0.5)/pU 104.668 | 60.252 99.6141 98.8 99.5 /
F(k=0.2/pUpmnqs | 16.2072 | 16.1533 16.3585 16.1 / 17.1989

TAB. 1.4 — Comparaison de quelques résultats analytiques et numériques. La premiére
ligne correspond a un écoulement uniforme pour k = 0.5 et la seconde a un écoulement
de Poiseuille pour k = 0.2

A noter que la valeur 2.26m ~ 7 de la formule 1.43 donnée par Bairstow et al. [64] est
tres éloignée des autres valeurs qui sont de 'ordre de 16.

A notre connaissance, il n’existe aucun travail traitant analytiquement, méme en régime
asymptotique, d’un cylindre excentré en écoulement de Poiseuille plan. Il existe cepen-
dant I’étude numérique de Dvinsky et al. [66] qui traite d’un cylindre centré mais aussi
excentré en résolvant ’équation de Stokes en formulation ¢ —w sur un maillage obtenu
par une transformation numérique des coordonnées du plan.

N

1.2.1.6 Cylindre en rotation uniforme a proximité d’un seul plan (figure
1.5-6)

Dans l'ordre chronologique, 1’équation de Stokes pour ce probleme a été résolue par
Jeffery [68] en 1922, Wannier [44] en 1950, Jeffrey et al. [45] et Ranger [69] en 1980.
Tous ces auteurs ont obtenu pour le moment des forces visqueuses 1’expression :

a = Ampwad” (1.48)

V1— k2 '

Lorsque le cylindre s’éloigne du plan (k — 0), on retrouve l’expression du moment en
milieu infini. Toutes ces études montrent également que le cylindre en rotation ne subit
aucune force en régime de Stokes.
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1.2.1.7 Cylindre en rotation uniforme placé symétriquement entre deux
plans (figure 1.5-7)

Howland et al. [70] ont résolu I’équation de Stokes pour ce probleme et ont obtenu le
moment sur le cylindre sous la forme:

M = drpwa® f (k) (1.49)

ou f(k) est une fonction du rapport de confinement & calculer numériquement. Les au-
teurs donnent en particulier les valeurs f(0.3) = 1.076, f(0.4) = 1.145 et f(0.5) = 1.25.
Par ailleurs, la structure de I’écoulement est assez intéressante dans cette configura-
tion. Dean et al. [77] ont été les pionniers dans 1’étude théorique de 1’écoulement plan
de Stokes dans un diedre. Ils ont en particulier esquissé la structure cellulaire d’un tel
écoulement et ont montré que la solution de I’équation de Stokes est complexe si ’angle
au sommet du diedre est inférieur &4 146.3°. Un peu plus tard, Moffat [78] a interprété ce
résultat comme prouvant ’existence d’une suite indéfinie de cellules, appelées cellules
de Stokes, dont l'intensité décroit exponentiellement lorsqu’on s’approche du coin de
ce diedre. Ces cellules sont visibles sur la figure 1.8 tirée de I'ouvrage de Van Dyke [7].
I a déterminé qualitativement la forme de ces cellules, en a calculé la longueur d’onde
et le coefficient d’amortissement entre autres dans le cas limite qui nous intéresse d’un
canal aux parois paralleles. O’Neill [79], Hancock [80] puis Bourot [81] ont analysé plus
précisément le probleme des écoulements cellulaires dans un canal aux parois paralleles.
Dans sa theése, Hellou [71] a étudié de fagon exhaustive les propriétés des écoulements
cellulaires engendrés par la rotation d’un cylindre centré entre deux plans. Pour cela,
il a utilisé une méthode des moindres carrés permettant de raccorder les solutions de
I’équation de Stokes développées respectivement dans le voisinage du cylindre (région
polaire) et dans la région éloignée du cylindre (région cartésienne). Une approche si-
milaire est adoptée dans différents articles du méme auteur (Hellou [72] et Hellou et
al. [73]).

Fia. 1.8 — Lignes de courant dans un diedre d’angle 28.5° engendrées par la rotation
d’un cylindre. Source : Van Dyke [7]

Quant au probleme du cylindre en rotation confiné et excentré, il n’a apparemment pas
encore été étudié.
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1.2.2 Etudes expérimentales
1.2.2.1 Cylindre en translation

Du point de vue expérimental et & I'instar du cylindre en milieu infini, on trouve
relativement peu d’études comparativement aux écoulements a grands nombres de Rey-
nolds. White [82] s’est intéressé a la chute de fils cylindriques de section circulaire de
diametre d, dans un réservoir de forme cylindrique de diametre D pour des nombres
de Reynolds dans la gamme 1075 — 100. Il s’est en particulier penché sur I'influence du
rapport du diametre du fil cylindrique a celui du réservoir, parametre de forme qui ap-
paraitra de fagon récurrente tout au long de ce mémoire. Son étude est assez imprécise
dans le sens que la vitesse de sédimentation U des cylindres est fortement influencée par
leur excentrement par rapport a ’axe de la cuve cylindrique, parametre qu’il ne controle
pas. Son étude a néanmoins le mérite de mettre en évidence 'existence de «solutions
de type Stokes» . Il a interpolé ses résultats par la formule empirique suivante :

_ 6.3uU
"~ 10g10(0.8D/d)

Les expériences de Jones et al. [83] qui se situent dans la gamme 0.1 < Re < 1, sont
tres proches de celles de White [82]. Une autre expérience intéressante a été effectuée
par Taneda [84] pour étudier les forces de trainée et de portance ainsi que le moment
subis par un cylindre en situation centrée et excentrée entre deux plans pour 107° <
Re < 107!, Dans son montage, le cylindre, placé sur un pivot, est immobile et une cuve
rectangulaire remplie d’un liquide visqueux est mise en mouvement autour de lui. Le
cylindre est alors dévié et un dispositif optique permet de repérer son inclinaison par
rapport a la verticale. Un simple bilan des forces et des moments a ’équilibre permet de
déterminer les différents efforts sur le cylindre. Lorsqu’il trace le coefficient de trainée
Cp en fonction du nombre de Reynolds, il trouve en représentation logarithmique des
droites de pente —1 caractéristiques des «solutions de type Stokes» comme on peut s’en
rendre compte sur la figure 1.9. Taneda [84] retrouve également le minimum de trainée
en dehors du plan de symétrie comme cela a été prédit plus tot de fagcon théorique par
Harper et al. [58]. Dans le travail de Bouard et al. [55], un cylindre placé & mi-distance
des parois latérales d’une cuve rectangulaire est mis en translation par I'intermédiaire
d’un chariot. En faisant varier le diameétre du cylindre, ils ont pu obtenir des résultats
pour des rapports de confinement compris entre 0.06 et 0.9. Dans un travail postérieur
de Bouard [85] reprenant un montage identique au précédent, I'influence du confinement
du cylindre est clairement mise en évidence bien que le traitement de ses résultats rende
difficilement visibles les «solutions de type Stokes» . Il donne quelques résultats dans la
gamme 0.02 < Re < 0.1 pour un rapport de confinement k£ = 0.5 mais la majorité de ses
mesures a été effectuée entre Re = 1 et Re = 50. Curtis et al. [86] ont quant a eux utilisé
la technique de I'analogie électrique pour étudier I’écoulement d’un cylindre centré entre
deux plans. Le travail de Ben Richou et al. [67] n’est pas uniquement numérique mais
également expérimental. Leur montage est analogue a celui de Taneda [84] & ceci pres
que c’est le cylindre qui se déplace dans un réservoir fixe et non l'inverse et que la
force est mesurée a I’aide d’une balance. Bien que cela ne soit pas I’objet principal de

(1.50)
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leur travail, 'importance des conditions aux limites apparait également tres clairement
dans les expériences de Jayaweera et al. [37] ou de Huner et al. [38]. Elles ont pour but
de mesurer les vitesses de sédimentation de fibres cylindriques. Dans I’article de Huner
et al. [38] par exemple, les fibres de longueur [ et de diametre 2a sédimentent dans
une cuve parallélépipédique contenant des huiles silicones. S’intéressant a la trainée
en milieu infini et désirant s’affranchir des effets de paroi, ils observent que I'influence
la plus marquée est celle des parois verticales distantes de 2b et paralleles a l'axe de
la fibre. Ils proposent alors pour la vitesse de chute en milieu infini Uy, la correction
suivante :

U 3.60k3 | 1
— =14+
Uso Re 2a

avec U la vitesse de sédimentation en milieu confiné mesurée expérimentalement, Re =
U2a/v le nombre de Reynolds basé sur le diametre du cylindre et & = a/b. Jayaweera
et al. [37] proposent quant a eux la correction :

U, wmp
U 1/2 — vy +1In(8/Rex) D

avec Reo, = Uso2a/v, o un coefficient numérique valant 2.1 et 7 la constante d’Euler.
Cette correction est tirée du travail de Brenner [49] dans lequel des particules sphériques
sédimentent dans des réservoirs cylindriques de diametre D. On peut s’interroger sur
le bien-fondé de I'utilisation de cette expression alors que dans leurs expériences, les
cylindres sédimentent dans un réservoir parallélépipédique. Un travail analogue est celui
de Stalnaker et al. [87]. Ils ont proposé pour la force de trainée 'expression :

AU
F = 1.51
—0.9157 — Ink + ¢, ( )
ol ¢ = 1.298a%20p0-13]=033 st un facteur correctif tenant compte de la longueur

finie { du cylindre '°. L’équation 1.51 est simplement une adaptation de I’équation 1.32
page 19 obtenue analytiquement par Takaisi [59]. On trouve dans l'article de Dhahir
et al. [88] des visualisations et des mesures de trainée pour un cylindre confiné entre
deux plans avec un rapport de confinement k& = 0.6 pour des nombres de Reynolds trés
inférieurs a 'unité. L’écoulement est un écoulement de Poiseuille et ’étude est menée
en faisant varier I’excentrement du cylindre. Cet article est par contre majoritairement
dédié aux fluides non-newtoniens et peu de résultats y sont disponibles pour les fluides
newtoniens. L’écoulement s’effectue de plus dans un canal de section carrée si bien que
le profil de Poiseuille plan n’est pas réalisé.

Récemment, le probleme du cylindre entre deux plans a trouvé un intérét particulier
dans le cadre du moulage des semi-conducteurs. Dans certains processus d’encapsula-
tion, une résine epoxy est injectée dans un moule sur un circuit électronique dont les fils

10. Dans cette expression, les longueurs a, b et [ doivent étre exprimées en centimetres. La présence
de ces grandeurs dimensionnelles montre le manque de généralité et de consistence de la formule 1.51
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Fia. 1.9 — Coefficient de trainée en fonction du nombre de Reynolds. Source : Taneda

[84]

de connection sont susceptibles de subir des déformations dues a 1’écoulement de cette
résine comme on peut le constater sur la figure 1.10. Cet effet, appelé ” wire-sweep”,
peut avoir des conséquences sur la qualité finale du composant car une déformation de
ces fils peut en modifier I'inductance mutuelle ou dans les cas les plus critiques, provo-
quer des court-circuits. Des approches expérimentales tres variées ont été menées pour
étudier cet effet. Lo et al. [89,90] ont par exemple utilisé des fibres optiques pour étudier
la déformation des fils cylindriques soumis & un écoulement de Poiseuille. Le principe
de fonctionnement de ces capteurs (Fig. 1.11) est le suivant: les fibres possedent en
leur centre une petite cavité cylindrique (typiquement de longueur comprise entre 30
et 400um) remplie d’air. La lumiere arrivant par la gauche de la fibre est partiellement
réfléchie sur la premiere interface fibre/air. La lumiére transmise dans la cavité remplie
d’air est & nouveau partiellement réfléchie a la seconde interface air/fibre. Une partie de
cette onde retourne alors vers la premiere interface ou elle est partiellement transmise.
Les deux ondes réfléchies interferent avec un déphasage proportionnel & la longueur de
la cavité. La déformation de la fibre dans un écoulement se traduisant par un allonge-
ment de la cavité, il est alors possible de déterminer la force subie par la fibre (il faut
de plus coupler cette étude avec une étude de résistance de matériaux pour connaitre
la relation entre la déformation de la fibre et les efforts qui lui sont appliqués).
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Fic. 1.10 — Inspection auzx rayons X d’un composé électronique. Déformation des fils
de connections (wire-sweep). Source : AMFIS

L’approche de Wang [91] est un peu plus classique dans le sens ot la déformation du fil
cylindrique n’est plus mesurée au moyen d’un capteur optique: différents poids morts
sont appliqués sur le fil et la déformation correspondante est mesurée. On obtient ainsi
une courbe étalon entre la fleche au centre du fil est la force appliquée. La déformation
du fil soumis & un écoulement est finalement mesurée par une caméra et I’analyse des
images permet de déterminer la force a laquelle le fil est soumis.

Reference Light  Sensing Light

5 /
\ ,

et s Mk [N
Pl N
a
Lead-In/Out Fiber Hollow Core
Gage Length

F1a. 1.11 — Principe du capteur optique ILFE. Source: Y. Lo et al. [89,90]

Terminons la revue des travaux expérimentaux par ceux consacrés a la chute d’un
cylindre perpendiculairement a un plan. On peut par exemple citer I'article de Trahan
et al. [74] qui estiment que les mesures expérimentales de la force de trainée peuvent
étre représentées par ’équation :

P AUl
~ 0.112 4 In(l/a) — 1.01sinh=1(0.751/b)

(1.52)

pour [/a > 38 et 0.5 < /b < 8 ce qui correspond a un cylindre «tres long» dans une
région «éloignée» de la paroi. Dans une région proche de la paroi, ils notent que les
effets de bord (la longueur finie du cylindre) n’ont plus d’influence et que la force ne
dépend plus que de k = a/b. Leurs mesures sont alors correctement représentées par
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I'expression 1.30 page 19 de Jeffrey et al. [45] pour un cylindre de longueur infinie. Chen
et al. [92] se sont principalement intéressés a la cinétique de la chute d’un cylindre vers
un plan. Lorsque le cylindre est tres loin du plan vers lequel il tombe, ils mesurent une
vitesse constante U, (notons que cette vitesse dépend de la longueur finie du cylindre
et de la présence des parois latérales du récipient contenant le fluide). Lorsqu’il se
rapproche du plan inférieur, la vitesse U du cylindre est affectée. Ils distinguent alors
3 régimes:

-~ 0 < U/Ux < 0.6 correspondant a la région proche du plan. Ils donnent alors
I’expression :

U Usoda® 01, 1 .05
— =0494(———)" (=)
Uso 0.494( lv ) (2k)
- 0.001 < AU/Uy < 0.4 avec AU = Uy — U. Dans cette région intermédiaire, ils
proposent :
AU
= 0.60(¢/b)>

avec la fonction ¢ = 1/94(2a)?32510-2757 =04 o7 les longueurs sont exprimées en

cm, la vitesse en cm/s et la viscosité en em?/s.

— AU/Us < 0.004 qui est la région éloignée du plan inférieur. Ils donnent pour la
trainée l'expression :

F
Z _1=0.12a%*
F @

otta = (Ul/v)(2a/1)/* et Fy est expression 1.20 page 10 déja rencontrée obtenue
par Batchelor [30], Russel et al. [93] ou Keller et al. [31].

Stalnaker et al. [87] ont proposé une expression légerement différente pour la derniere
expression de Chen et al. [92] dans la région éloignée du plan:

F l Fy
— =1-0.886(=—
Fy <21))47rquO

ou F, est la force de trainée qu’ils déterminent en extrapolant leurs mesures a b — oo.

1.2.2.2 Cylindre en rotation

En ce qui concerne les expériences relatives a la rotation du cylindre, elles se sont prin-
cipalement attachées a décrire la structure des cellules autour du cylindre confiné entre
deux plans. On peut citer les travaux de Hellou [71,72], Hellou et al. [73], Hajjam [94]
ou de Coutanceau et al. [95]. La figure 1.12 montre par exemple les structures cellulaires
autour d’'un cylindre entre deux plans avec un rapport de confinement k = 0.5 et un
nombre de Reynolds Re = 2pwa?/p = 1073, Sur la photographie du haut, on observe
dans le voisinage proche du cylindre la premiere série de cellules qui tournent dans le
sens opposé au cylindre. Celle du bas montre clairement I’existence de la deuxieme série



Conclusion 31

de cellules tournant dans le méme sens que le cylindre mais avec une vitesse plus faible
en moyenne que pour la premiere série de tourbillons.

Fia. 1.12 — Visualisation de l’écoulement engendré par la rotation d’un cylindre entre
2 plans. Source : Coutanceau et al. [95]

1.3 Conclusion

De part sa simplicité apparente, le cylindre a donc été tres tot un theme de recherche
comme nous avons pu le constater dans cette revue bibliographique si riche et qui
pourtant est loin d’étre exhaustive. Le fait remarquable concernant les écoulements
aux faibles nombres de Reynolds autour d’un cylindre est I’apparition du paradoze de
Stokes dans le cas ou le milieu fluide est illimité et la disparition de ce paradoxe en
présence d’un confinement. Dans toutes les études analytiques concernant le probleme
d’un cylindre entre deux plans paralleles, les auteurs, a ’exception d’un seul, ont traité
le cas d’un cylindre confiné de facon symétrique, c’est-a-dire se déplacant ou situé a
mi-distance des plans paralleles. Cette configuration géométrique sera traitée en détails
dans le chapitre 3. La seule étude théorique traitant d’un cylindre excentré est celle de
Harper et al. [58]. Treés peu de résultats expérimentaux ou numériques sont également
disponibles pour ce probleme. Ils proviennent respectivement de I’article de Taneda [84]
et de la récente these d’Etat de Ben Richou [96]. Ces résultats montrent en particulier
que la force de trainée sur le cylindre n’évolue pas de fagon monotone en fonction de
I’excentrement et que cette force passe par un minimum en dehors du plan de symétrie.
Ce résultat est a priori surprenant puisqu’il est caractéristique d’une dégénérescence
de symétrie. Nous reviendrons sur ce probleme dans le chapitre 4. Les seuls cas ou
I’on dispose d’une solution exacte sont donc ceux d’un cylindre en présence d’un plan
unique. Les autres situations avec deux plans n’ont que des solutions asymptotiques.
Ceci provient du fait qu’il est actuellement impossible de raccorder mathématiquement
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les géométries cylindriques et cartésiennes en présence de 2 plans (ce qui est faisable avec
un seul plan par le passage en coordonnées bipolaires). Devant les obstacles théoriques
que soulévent ces problemes, nous avons choisi dans ce travail d’adopter une approche
numérique dont nous exposons les grands traits dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Méthode numeérique

Mes premiers pas dans le monde du calcul numérique ont été effectués lors de mon
stage de DEA pendant lequel nous avons mis au point un code de calcul utilisant la
technique des volumes finis avec l'algorithme bien connu SIMPLE. Dans les premiers
temps de ce travail de these, nous avons également implémenté un nouveau programme
numérique basé sur une méthode de projection avec encore une fois la technique des
volumes finis. Cette technique, particulierement adaptée aux calculs en mécanique des
fluides, est aussi utilisée dans les codes de calculs commerciaux comme Fluent ou Star-
CD. Nous allons donc présenter brievement cette technique puis nous montrerons par
une étude comparative, que le code « maison » et le code Fluent donnent, dans le cadre
particulier de notre étude tout du moins, des résultats identiques ce qui nous a poussé
a migrer vers ce dernier.

2.1 Le principe de la technique des volumes finis

Toutes les équations de transport peuvent se mettre sous la forme générale suivante :

2 (00) + div(po) = div(Tygrado) + 5

ou S est un terme source, I'y un coefficient de diffusion et ¢ une variable générale
qui est transportée. Elle peut étre par exemple une composante du vecteur vitesse, la
température ou encore la concentration. Le principe de base de la méthode des volumes
finis, mise au point par Patankar [97], consiste en 'intégration de cette équation de
transport sur un volume de controle noté V' C, de surface de controle notée SC, ce qui
conduit a:

/ 9 tppyav + / b TS = / Tgrade. wdS + / Sav
ve Ot sC te; Ve

Si le probleme est dépendant du temps, il faut évidemment aussi intégrer cette équation
par rapport & celui-ci sur un intervalle de temps At ce qui donne la forme la plus générale
de I’équation de transport:
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/ / a(qu)dth—l—/ / pé T TdSdt =
atJve Ot atJsc
/ / T ygrade. wdSdt + / Sdvat
AtJsc atJve

Dans le cas d’'un maillage cartésien bidimensionnel, le volume de controle se réduit a
une cellule rectangulaire de volume AzAy (Az = 1). Par convention, on repeére cet
élément par un point P et les volumes de controles adjacents par les lettres majuscules
E, W, N et S qui signifient respectivement East, West, North et South. Les faces de
ce volume de controle sont quant & elles désignées par les lettres minuscules e, w, n et
s (voir la figure 2.1).

o N
Ay Vl/ W P o Z?
S e
Ax

FiG. 2.1 — Volume de controle

Tllustrons la technique par la résolution de I’équation de Laplace A¢ = 0. La formulation
volumes finis s’écrit donc:

0?9  0%¢
L’intégration sur le volume de contréle conduit a:
9¢ 9¢ 9¢ N
Byl(G52)e = (Gl + {5 = ()il =0 21)

L’étape suivante, appelée discrétisation, consiste a remplacer les opérateurs de dérivation
par leur approximation a un ordre donné. La technique la plus courante utilise le
développement en séries de Taylor :

0 1 0?
oz = Azy) = ¢p(z,y) £ Aa:—af - 5(A:I;)Q—ag;;5 SRR
0 1 0?2
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En combinant linéairement ces expressions, on en tire par exemple:

0, _ ¢z + Azy) — ¢(zy) _ ¢5—¢p
(%)e = A + O(Azx) = Ar + O(Ax)
a¢ _ ¢($7y) - gb(l‘ - Al',y) - ng - ng
(500 = o +0(ar) = LM 1 oA)
99, _ d(zy+ Ay) — ¢(z,y) _¢N—¢p
(@)n = Ay +0(Ay) = Ay T O(Ay)
(67/)5 = Ay +0(Ay) = Ay T O(Ay)
En insérant ces expressions dans 2.1, on obtient :
appp = apdp + awdw + angn + asgs (2.2)

avec

Ax A
aN:aS:A—y, aW:aE:A—Z, ap =any +as +aw +agp

Il faut finalement résoudre cette équation pour chaque volume de contréle du probleme.
Pour cela, il faut également se munir de conditions aux limites et éventuellement de
conditions initiales si le probleme dépend du temps. Divers algorithmes permettent
de résoudre ce systeme d’équations algébriques. On pourra par exemple se référer aux
livres de Nougier [98,99]. La résolution de I’équation de Navier-Stokes est beaucoup plus
complexe que I'équation de Laplace. En plus de sa non linéarité, I'une des difficultés
majeures a surmonter est le calcul de la pression. Dans le cas d’un fluide incompressible,
I’équation d’état du fluide se réduit a p = Cste. Il est alors difficile de faire le couplage
entre la vitesse et la pression. Patankar [97] a ainsi développé l'algorithme SIMPLE
(Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) qui consiste en des procédures
d’estimation et de correction des champs hydrodynamiques sur des maillages décalés?.
D’autres variantes plus complexes (SIMPLER, SIMPLEC) ont été développées par la
suite. Pour plus d’informations, on peut encore se réferrer a 'ouvrage de Versteeg et
Malalasekera [100].

2.2 Le code Fluent

Le logiciel commercial Fluent est leader sur le marché des codes de calculs de CFD.
C’est un logiciel convivial et trés généraliste. Ses principales caractéristiques sont :

— Technique des volumes finis avec discrétisation spatiale et temporelle au second
ordre

1. La pression et les vitesses sont calculés sur des maillages décalés pour éviter d’éventuelles oscilla-
tions des champs
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— Algorithmes SIMPLE, SIMPLEC et PISO

— Maillage structuré ou non-structuré

— Maillage dynamique, déformable et auto-adaptatif (voir plus loin)

— Nombreuses conditions aux limites pour les écoulements internes ou externes

— Parallélisation
Il permet d’effectuer des modélisations pour :

— Les écoulements stationnaires ou transitoires en 2D, 2D axisymétrique et 3D
— Les régimes laminaires et turbulents

— Les transferts de chaleur couplés par conduction, convection et rayonnement
— Les fluides incompressibles et compressibles

— Les mélanges d’especes avec ou sans réactions chimiques

— Les écoulements diphasiques dispersés ou non

— Les fluides non-newtoniens

— Les écoulements avec surface libre

— Les écoulements avec "résistances” (grilles, filtres, milieux poreux...)

Les maillages sont réalisés grace au logiciel Gambit. Il permet, sous une interface unique,
de modéliser la géométrie du probleme et de générer son maillage. L’importation de
géométries issues des logiciels de CAO (formats Parasolid, ACIS, STEP ou IGES) est
également possible.

Apportons enfin quelques précisions sur les techniques de maillage dynamique dispo-
nibles dans Fluent depuis sa version 6.0. Le code dispose de 3 modeles pour gérer la
déformation du maillage: dynamic layering, spring smoothing et local remeshing. Dans
notre travail, nous avons eu recourt au premier modele qui est adapté aux problemes
ol des objets ont des mouvements linéaires?. Dans ce modele, le maillage au niveau
des frontieres mobiles est modifié soit par scission, soit par coalescence des mailles qui
le composent. On doit donc spécifier des criteres de remaillage que sont les tailles li-
mites des cellules (taille minimale en-dessous de laquelle 2 mailles adjacentes doivent
coalescer et taille maximale au-dessus de de laquelle une maille doit étre scinder en 2).
Fluent détecte si ces criteres sont respectés et re-maille automatiquement le domaine
de calcul.

2.3 La méthode de projection

Les méthodes de projection sont des techniques de pas fractionnaires qui découplent
les mécanismes de convection-diffusion et I'incompressibilité. Elles ont été développées

2. Le déplacement de ces objet nécessite ’écriture d’'une UDF (User Defined Function). Une UDF
est un sous-programme écrit en langage C que ’on compile en interne dans Fluent. Ces fonctions ont
pour but de donner un peu de liberté a 'utilisateur dans la définition de certains problemes
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par Chorin [101], Temam [102] et Fortin et al. [103]. Il en existe de nombreuses va-
riantes. Dans celle que nous avons utilisée, inspirée par I’article de Ye et al. [104], nous
sommes amenés a résoudre I’équation de Navier-Stokes instationnaire pour un fluide
incompressible et newtonien. Cette équation est discrétisée sur un maillage cartésien
non-décalé en terme des variables primitives (', p). Sous forme intégrale, les équations
de conservation adimensionnelles s’écrivent alors:

T.7WdS =0 (2.3)

IS

SC

.
/ 8“dV+Re/ T (W 7)dS = —/ Vpdv+ [ Amav  (24)
ve Ot ] Ve Ve

pU()L
7!

La vitesse est normalisée par une vitesse caractéristique Uy, les variables d’espace par
une longueur caractéristique L, la pression par la contrainte visqueuse ulUy/L et le
temps par le temps de diffusion de la quantité de mouvement L?/v. Le choix de cette
normalisation repose sur le type d’écoulements que nous étudions (Re << 1). 7 est
le vecteur unité normal a la surface de controle. La méthode consiste a fractionner
I’équation de Navier-Stokes pour avancer du pas de temps n au pas de temps n + 1
en passant par une étape intermédiaire ou elle est résolue sans le terme de pression.
Pour cela, en plus des vitesses W (u,v) au centre des volumes de contrdle, on introduit
les vitesses ﬁ(U ,V') au centre des facettes de ces cellules (Fig. 2.2). Le terme convectif
est discrétisé en utilisant un schéma de type Adams-Bashforth utilisant les vitesses
ﬁ(U,V) sur les facettes des volumes de controle et les termes diffusifs sont discrétisés
par le schéma implicite de Crank-Nicholson.

avec Re =

N
Vin

ffffff ool U
§

FiG. 2.2 — Volume de contrale
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A cette premiere étape, connaissant les vitesses @ (u,v) et ﬁ(U,V) aux pas de temps
antérieurs n et n — 1, on calcule une vitesse intermédiaire w*(u*,0*) aux centres des
volumes de controle grace a la résolution de I’équation :

7* - U’n Re —n ﬁn — —n—1 ﬁn—l — 1 2—sx% 2—n
/ LY v =22 pan@wm)-wr (T W) dS = [ (VPR VR R dv
ve At 2 Jsc 2 Jve

Sur les frontieres du domaine, on prend comme condition aux limites @* = @™ pour

. . ;e e . . ;e e *
la vitesse intermédiaire. Les vitesses intermédiaires U (U*,V*) aux centres des facettes
sont calculées par interpolation linéaire des vitesses @™ (u*,v*) précédemment obtenues.
La seconde étape consiste en la résolution de I’équation de correction de la pression:

—n+l o
/ B S| —/ Vprtlav
Ve At ve

En prenant la divergence de cette expression, en appliquant le théoreme de Green-
Ostrogradsky et sachant que la vitesse @™ doit satisfaire & ’équation de conservation

de la masse:
/ (@™ 7)dS = 0
SC
on aboutit alors pour I’équation de la pression a ’expression :
1
V2prly = 7/ (T 7)ds
ve At Jsc
La condition aux limites pour la pression s’écrit v)p"“.ﬁ = 0. Lorsque la pression

p" 1 est déterminée, il reste a calculer les vitesses aux centres des volumes de controle
et de leurs facettes:

ﬂ)n+1 _ o At(ﬁp"Jrl)c ot ﬁn—i—l _ ﬁ* _ At(ﬁanrl)f

ou les indices c et f correspondent aux centres des volumes de controle et aux centres des
facettes de ces volumes de controle. On aura par exemple pour le gradient de pression
dans la direction x au centre P d’un volume de controle:

oz’ 2Ax
et pour le gradient de pression dans le direction y au centre n de la face nord:
oy’ Ay

L’introduction des vitesse ﬁ(U,V) aux centres des faces des volumes de controle présente
deux avantages principaux: elle permet d’éviter 'utilisation d’un maillage décalé qui
alourdirait sensiblement le solveur et elle évite les problemes relatifs aux méthodes
de collocation conventionnelles (oscillations en pression ou non-respect de la condition
d’incompressibilité). On pourra se référer a 'ouvrage de Ferziger et al. [105] pour plus
de détails.
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2.4 Comparaisons des différents codes de calcul

Nous nous sommes intéressés au probleme bidimensionnel qui servira de base a une
grande part du travail présenté dans cette partie du mémoire. Sa géométrie, présentée
sur la figure 2.3, se compose d'un cylindre circulaire de rayon a confiné entre deux
plans séparés de la distance 2b. Le centre du cylindre se trouve de plus exactement a
mi-distance entre ces plans paralleles. On définit le parametre sans dimension k£ = a/b
que nous dénommons rapport de confinement. Le cylindre se déplace dans un fluide
newtonien et incompressible de viscosité dynamique 1, de masse volumique p a la vitesse
uniforme U dans la direction parallele aux plans. Le nombre de Reynolds Re = pU2a/pu
est choisi égal & 2.1073. Etant donné la symétrie de I’écoulement autour du cylindre dans
ce régime et celle de la géométrie du probleme, le cylindre n’est soumis qu’a une force
de trainée F'(k). Nous avons résolu ce probleme numériquement avec le code Fluent
puis avec un programme basé sur la méthode de projection décrite dans le paragraphe
2.3. Ces résultats sont enfin comparés avec ceux issus d’une toute autre technique basée
sur la résolution des équations de conservation en formulation ¢ — w que Ben Richou
et al. [63] ont mise au point.

Fi1G. 2.3 — Schéma du probleme utilisé pour comparer les différents codes numériques

2.4.1 Utilisation du code Fluent

Il est trivial de mentionner que toute résolution numérique des équations de conser-
vation est tributaire du maillage sur lequel ces équations sont discrétisées. Le mailleur
attitré de Fluent se nomme Gambit. Il permet la création de la géométrie et de son
maillage. En ce qui concerne ce maillage, nous avons choisi une topologie de type
«HOH» permettant de raccorder la géométrie du cylindre a la géométrie des plans et
des limites du domaine de calcul. ’obtention d’un maillage correct dépend de plusieurs
parametres dont les plus importants sont la densité de volumes de controle et la lon-
gueur du domaine de calcul a 'amont et a 'aval du cylindre. Nos maillages sont tous
construits suivant le protocole suivant: pour une valeur & donnée, nous construisons
autour du cylindre de diametre 2¢ un domaine carré de coté 2b. Cette partie est com-
mune a tous les maillages. On construit ensuite, a amont et & I’avant de cette partie
deux autres domaines identiques et rectangulaires de cotés 2b et L. La figure 2.4 montre
de fagon schématique la structure typique du quart d’un tel maillage. Le nombre de
nceuds de maillage sur les segments AH, HG, BC, CF et DE est identique (il a été
pris égal a 45 ce qui correspond & 360 nceuds sur la circonférence totale du cylindre).
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Le nombre de noeuds sur les segments AB, CH et F'G est identique. Le maillage sur
ces segments est plus serré du c6té du cylindre, la taille des mailles évoluant suivant
une progression géométrique de raison de l'ordre de 1.02. Le segment C'H étant plus
grand que les segments AB et F'G, la raison géométrique pour les nceuds de ce seg-
ment est légérement supérieure de facon a conserver la taille des premieres mailles en
contact avec le cylindre3. Le nombre de noeuds sur ces segments varient entre 250 pour
le rapport de confinement le plus faible et 90 dans le cas opposé. Enfin, les segments
CD et EF sont maillés de telle sorte que la taille des mailles soit égale a la taille de
la derniere maille des segments BC' et F'G. Les pas de maillages y sont constants voire
en légere progression géométrique et le nombre de cellules dépend de la longueur L
de cette partie du domaine. Pour obtenir cette dimension qui dépend du rapport de
confinement k, nous avons progressivement étendu la taille du domaine de calcul (en
conservant la densité du maillage constante) jusqu'a ce que le calcul de la force de
trainée cesse d’y étre sensible. Un exemple de maillage est montré dans la figure 2.5.
En ce qui concerne le solveur, nous avons utilisé la version stationnaire, bidimension-
nelle et en double précision de Fluent. L’algorithme choisi est le SIMPLE classique. Les
termes de convection sont traités avec un schéma de type « Upwind » a ’ordre 2. Nous
arrétons le calcul lorsque tous les résidus (pression, vitesse et continuité) ont atteint la
précision machine. Quant aux conditions aux limites, plutot que de faire se déplacer
le cylindre a la vitesse U ce qui implique 1'utilisation d’un maillage dynamique, nous
avons opté pour la situation équivalente ou le cylindre est immobile alors que les plans
paralleles se déplacent a la vitesse —U. Les sections d’entrée et de sortie du domaine
de calcul ont également comme condition aux limites la vitesse —U (condition appelée
« velocity-inlet » dans le logiciel).

b L

G I E

Fia. 2.4 — Structure du maillage généré avec Gambit

3. Sion appelle N le nombre de noeuds sur les segments AB, CH et F'G, ¢1 la raison de la progression
géométrique sur les segments AB et F'G, on peut montrer que la raison g2 donnant la distribution

, o . . . N . . 1— —k 1—g-
géométrique des noeuds sur le segment C'H doit satisfaire a I’équation T :}V \}5 kk =3 ;fv
! - 92
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Fia. 2.5 — « Maillage type » obtenu avec Gambit pour k = 0.29

2.4.2 Utilisation du code « maison »

Le maillage sur lequel on applique la méthode de projection est différent du précédent.
Il s’agit d’un maillage purement cartésien avec des volumes de controles parallélépipédi-
ques. La circonférence du cylindre est donc découpée en « marches d’escalier » comme
on peut s’en rendre compte sur la figure 2.6 sur laquelle le quart de cercle est discrétisé
en 40 marches (dans le maillage généré avec Gambit, ce nombre était de 90; il a fallu
ici adopter un compromis entre la précision et le temps des calculs). Les dimensions du
domaine de calcul sont estimées en utilisant des criteres identiques a ceux évoqués dans
le paragraphe précédent. La résolution numérique des différents systemes d’équations
algébriques linéaires a été effectuée avec la méthode itérative S.O.R. classique (Suc-
cessive Over Relaxed) avec des coefficients de relaxation de l'ordre de 0.3. Un autre
point essentiel dans 'utilisation de cette méthode est lié au fait qu’il s’agit d’un code
instationnaire. Il est vite apparu que la valeur du pas de temps At avait une importance
énorme. Evidemment, plus le pas de temps est petit et plus le calcul met longtemps a
converger. Ce qui est plus critique, c’est que la valeur de At a également une influence
sur la qualité des résultats finaux. Pour prendre en compte cela, nous avons donc dit
procéder de la maniere suivante: nous avons effectué un premier calcul avec un pas
de temps Aty qui a abouti aprés convergence a une solution S; donnant une force de
trainée F}. Nous avons effectué ensuite un nouveau calcul en repartant de la solution S
avec un pas de temps Ats < At1 qui a donné une nouvelle solution S et une nouvelle
trainée Fh. Si || (Fo — F1)/F» ||< 1%, nous en concluions que le pas de temps Aty est
adapté. Dans le cas contraire, nous poursuivions le processus avec des pas de temps de
plus en plus petits. Par exemple pour un nombre de Reynolds de I'ordre de 1073, les
résultats cessent d’étre sensibles au pas de temps lorsqu’il est de Iordre de At = 10
(pas de temps adimensionnel).

2.4.3 Résultats

Sur la figure 2.7, nous avons tracé les résultats issus des deux logiciels décrits ci-
dessus. Ce graphe montre 1’évolution de la force de trainée normalisée par la force
visqueuse pU (par unité de longueur de cylindre) en fonction du rapport de confinement
k lorsque le cylindre est en situation centrée. Sur cette figure sont également présentés
les résultats tirés de I’article de Ben Richou et al. [63] utilisant une toute autre technique
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Fi1G. 2.6 — « Maillage type » obtenu avec le code « maison »

numérique (formulation ¢ — w, méthode des singularités). Le tableau 2.1 donnent les
valeurs numériques de la trainée et les erreurs relatives de ces calculs. Ces dernieres
sont toutes inférieures & 4 %. Les résultats de ces trois logiciels sont visiblement en tres
bon accord ce qui est confirmé sur la figure 2.8 ou nous avons tracé la répartition de
la vorticité sur la circonférence d’un cylindre confiné avec un rapport de confinement
k = 0.9 donnée par le logiciel Fluent et le logiciel basé sur la méthode de projection
développé par nos soins.

I I I I I I I I I
1000000 £ Ben Richou (y—o) :
; X Méthode de projection ]
100000 O  Fluent .
= ; ]
3 - ]
= 10000 |- -
© F ]
] - ]
@ 1000 4
— F ]
= [ ]
L 100; E
10 [
1 I 1 1 1 1 1 1 1 | | ]

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

-
o

Fi1c. 2.7 — Comparaison entre différentes approches - Force de trainée normalisée en
fonction de k = a/b
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k| (1) Projection | (2) Ben Richou | (3) Fluent | Err. 1-2 | Err. 1-3 | Err. 2-3
0.1 8.879 9.096 8.955 2.45 0.86 1.55
0.2 16.421 16.501 16.534 0.49 0.69 0.20
0.4 52.284 53.025 52.377 1.41 0.18 1.22
0.5 99.353 99.611 99.322 0.26 0.03 0.29
0.6 205.79 206.61 206.59 0.40 0.39 0.01
0.7 500.03 502.2 501.7 0.44 0.34 0.1
0.8 1625 1630 1628 0.33 0.21 0.12
0.85 3618 3614 3620 0.1 0.06 0.16
0.9 10793 10786 10799 0.06 0.05 0.11
0.95 66410 64873 66373 2.31 0.05 2.21
0.97 246490 238517 244357 3.23 0.87 2.45

TAB. 2.1 — Comparaison entre les différentes approches - Valeurs numériques de la

trainée et erreurs relatives exprimées en %

Sur les figures 2.9, 2.10 et 2.11, nous montrons des visualisations correspondant au
cas k = 0.29 et Re = 2.1073 permettant également de comparer les deux méthodes.
Les figures de gauche ont été obtenues avec le logiciel Fluent et celles de droite par la
méthode de projection. On peut encore constater I’équivalence entre les deux approches.

600

k=0.9

400 |-

200

oal/U

-200

-400

-600

Fluent
= Méthode de projection

0

30

60 90

120 150 180 210 240 270 300 330 360
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FiGc. 2.8 — Comparaison entre différentes approches - Distribution angulaire de la vor-
ticité sur le cylindre pour k = 0.9
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Fluent Méthode de projection

Fi1Gc. 2.9 — Lignes de courant

Méthode de projection

Fia. 2.10 — Contours de la composante de la vitesse paralléle aux plans

Fluent Méthode de projection

e ( X\ s \ r’ A

O =

Fia. 2.11 — Contours de la composante de la vitesse perpendiculaire aux plans
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2.5 Conclusion

La bonne concordance des résultats donnés par le code Fluent et le code basé sur
la méthode de projection, résultats confirmés par un autre code de calcul totalement
indépendant (formulation 1) —w, méthode des singularités), nous a permis de confirmer
que le logiciel Fluent était capable de traiter ce type de probleme. Il a en outre I’avantage
non négligeable d’étre plus facile d’utilisation mais surtout d’étre beaucoup plus rapide
a converger que notre propre programme qui exigerait encore une certaine optimisation.
Etant donné les bons résultats donnés par Fluent et les avantages qu’il apporte, nous
avons fait le choix de I'utiliser en priorité dans ce travail. Le probleme test qui nous a
servi a comparer les différentes approches numériques va a présent étre développé plus
en détails.
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Chapitre 3

Cylindre confiné en situation
centrée

Dans ce chapitre, nous allons approfondir I’étude d’un cylindre centré entre deux
plans paralleles. Dans un premier temps, nous allons reprendre et développer le cas test
du paragraphe précédent correspondant a un cylindre se déplagant a vitesse uniforme
puis nous aborderons le cas ou le cylindre est fixe dans un écoulement de Poiseuille.
Nous verrons enfin ce qui se passe lorsque le cylindre est mis en rotation a vitesse
uniforme.

3.1 Cylindre en translation uniforme

La géométrie du probleme est rappelée sur la figure 3.1. Elle consiste en un cylindre
de rayon a se déplacant symétriquement entre deux plans paralléles distants de 2b.
En choisissant un repere orthonormé d’origine le centre du cylindre avec 'axe des x
parallele aux plans, le cylindre se meut a la vitesse ﬁx dans un fluide newtonien incom-
pressible (viscosité dynamique p, masse volumique p). On définit comme précédemment
le rapport de confinement k£ = a/b et le nombre de Reynolds Re = pU,2a/ .

y

{/, X

FiG. 3.1 — Schéma du probleme du cylindre en translation

Tant que I’écoulement reste stationnaire, ses symétries imposent qu’il n’existe ni force
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transversale ni couple sur le cylindre®. Il n’est alors soumis qu’a la seule force de trainée
FTrans(k Re) orientée dans la direction de son mouvement et de sens opposé. Dans un
premier temps, nous nous sommes intéressés a la variation de cette force en fonction
du nombre de Reynolds. Nous nous sommes ensuite penchés sur les «solutions de type
Stokes» qui surviennent aux faibles nombres de Reynolds.

3.1.1 Influence du nombre de Reynolds

Sur la figure 3.2 nous avons représenté la force de trainée normalisée en fonction du
nombre de Reynolds Re = pU,2a/u dans la gamme [1077;30] et pour des valeurs de
k = a/b variant entre 1073 et 0.9. La trainée normalisée est définie par 1’expression :

T
ATrans(k, Re) _ F Tans<k'7R€)
’ ,U/Um
Sur cette méme figure, nous avons également tracé la formule 1.16 page 9 de Kida et
al. [20] correspondant au cylindre en milieu infini?, c’est-a-dire correspondant & k = 0.
De cette figure, on peut tirer les remarques suivantes :

— pour un rapport de confinement &£ donné, la force de trainée normalisée présente
deux comportements distincts. Tant que le nombre de Reynolds reste inférieur a
une valeur critique Re. qui est une fonction de k, AT7%"%(k,Re) est indépendante
de Re. Cela se traduit par la présence d’un plateau. Dans ce régime, la force de
trainée est donc de la forme F77% o ul,, la constante de proportionnalité ne
dépendant que du parametre k. Par analogie avec la formule de Stokes pour la
sphere en milieu infini Fg = 6mruls, nous dénommons ces solutions «solutions
de type Stokes» et nous les noterons par la suite Ag{g&i(k) Pour Re > Re, les
solutions de type Stokes disparaissent et AT7"$(k, Re) est une fonction croissante
de Re.

— la solution de Kida et al. [20] correspondant au cas du cylindre en milieu illimité,
tout comme toutes les autres solutions analytiques mentionnées dans 1’étude bi-
bliographique, ne présente pas ce double régime. Ce type de solutions est ca-
ractérisé par la présence de termes logarithmiques singuliers qui excluent I’exis-
tence d'un « régime plateau ».

— plus le rapport de confinement k est grand et plus Re, est grand. Les «solutions
de type Stokes» existant dans l'intervalle |0; Re.[, cela signifie que plus le cylindre
est confiné et plus le domaine d’existence de ces solutions est grand.

1. Comme nous ’avons vu dans la bibliographie, I'instationnarité survenant avec l’apparition des
tourbillons de Bénard-Von Kéarman a lieu pour un nombre de Reynolds de I'ordre de 47 en milieu infini.
En milieu confiné par contre, cette instabilité se déclenche pour un nombre de Reynolds supérieur et
ceci d’autant plus que le confinement est important (voir par exemple la thése de Guerouache [106])

2. Au vue de 'étude bibliographique réalisée précédemment, cette formule ressort comme étant la
meilleure de toutes dans la gamme de nombres de Reynolds abordée ici comme le montre la figure 1.4
page 12
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FI1G. 3.2 — AT7(k Re) en fonction de Re
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Le confinement diminue donc l'influence de l'inertie® en retardant ses effets. On
peut s’en convaincre grace a la figure 3.3 ou est tracée, en fonction du nombre de

Reynolds, la quantité :

AT (. Re) — AL (k)

Aliores (k)

Pour compléter cette étude, nous avons représenté sur la figure 3.4 les lignes de
courant autour du cylindre pour k£ = 0.5 et des nombres de Reynolds allant de 0.1
a 20. On observe clairement que pour Re < 1, la structure de I’écoulement est inva-
riante avec des symétries «<haut-bas» et «xamont-aval». Pour Re = 10, I’écoulement
perd sa symétrie «xamont-aval» et pour Re = 20, il y a apparition des tourbillons
de recirculation en aval du cylindre. On peut donc en conclure que pour ce confi-
nement k = 0.5, 'inertie, qui se manifeste par une disymétrisation «amont-aval»
des lignes de courant, commence a étre effective pour un nombre de Reynolds cri-
tique compris entre 1 et 10. A titre de comparaison, cette figure montre également
sur sa partie droite les lignes de courant obtenues expérimentalement pour un cy-
lindre en «milieu infini» tirées de l'ouvrage de Van Dyke [7] pour des nombres
de Reynolds approchant les notres. La réduction de l'inertie par le confinement y
est nettement observable. On voit par exemple que pour Re = 1.54, les lignes de
courant en milieu infini ne sont déja plus symétriques entre I’amont et ’aval du
cylindre. Pour Re = 9.6 encore, le décollement et les tourbillons de recirculation
sont déja visibles ce qui n’est pas le cas en milieu confiné.

12 ey

(k)

—m—k=0.001
10 = 65— k=0.01
—A—Kk=0.05
—v—k=0.1

——k=0.2
—0—k=0.29
—eo—k=0.44

Trans
Stokes

(K)VA
T

—A— k=0.6

Trans
Stokes
o
I
i

[ATrans(k’ Re)-
\\\
N
~

10" 10° 107 10" 10° 10’
Re=pU 2al/p

Fia. 3.3 — [AT78 (k, Re) — ALrans (k)] /ALrens (k) en fonction de Re

3. Dans sa these de doctorat, Coutanceau [107] a fait la méme observation dans le cas d’une sphére

chutant dans ’axe d’un tube cylindrique
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— d’apres les remarques faites ci-dessus, on peut s’attendre, lorsque k£ — 0, & ce
que Re. — 0. Ceci est tout a fait compatible avec les solutions du type Kida et
al. [20] ou Lamb [12] qui ne présentent pas de «régime plateau» et qui dépendent

toujours de Re. On pourrait dire de ces solutions qu’elles sont «inertielles» des
Re = 0.

— -

—— . —
\\%

Re=0.1

<<<

- —
e =z

F1a. 3.4 — Lignes de courant. A gauche : autour d’un cylindre centré de confinement
k = 0.5 pour 0.1 < Re < 20. A droite: autour d’un cylindre en milieu infini pour
0.16 < Re < 26. Source: Van Dyke [7]
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3.1.2 Solutions de type Stokes

Dans le paragraphe précédent, nous avons mis en évidence I'existence de «solutions
de type Stokes» dont la principale caractéristique réside dans leur indépendance du
nombre de Reynolds. On peut les définir par la relation :

ATrans k) = li ATT’ans kR
Stokes( ) Reallr%rc}c(k) ( ) 6)

Nous avons tracé ces solutions en fonction du rapport de confinement k sur la figure 3.5.
On constate que la force de trainée est une fonction croissante monotone du rapport
de confinement k. Elle doit étre théoriquement nulle lorsque k& = 0. Plus le cylindre est
confiné, plus la résistance qu’il subit est grande et elle diverge lorsque £ — 1 comme
le confirmera plus loin le calcul de lubrification. Lorsque k augmente, la force varie
d’abord de maniere relativement lente puis croit de plus en plus vite lorsque k — 1.
Cela explique pourquoi sur la figure 3.2, les courbes A(k,Re) ont I'air regroupées pour les
faibles valeurs de k alors qu’elles sont clairement distinctes pour les valeurs supérieures
du confinement.

Sur cette méme figure, nous avons également représenté certains résultats analytiques,
numériques et expérimentaux tirés de la littérature et mentionnés dans 1’étude biblio-
graphique. Concernant les travaux analytiques, on peut faire les remarques suivantes:

— la formule 1.33 page 19 de Takaisi [52] cesse d’étre valide pour k compris entre
[0.2 —0.3]

— la formule 1.31 page 19 de Faxén [51] cesse d’étre valable pour k compris entre
[0.4 — 0.5]

— la formule 1.37 page 20 de Tachibana et al. [53] cesse d’étre valable pour k compris
entre [0.6 — 0.7]

— les valeurs de Bouard et al. [55] données par la formule 1.39 page 20 sont en
excellent accord avec nos résultats jusqu’a k = 0.9

— il en est de méme avec les valeurs numériques calculées par Ben Richou et al. [63]
jusqu’a k = 0.99

En ce qui concerne les résultats expérimentaux, on peut dire que:

— Taneda [84] a effectué des mesures pour k variant entre 0.01 et 0.1. Les mesures
qu’il a obtenues sont du méme ordre de grandeurs que les nétres comme on peut
le voir dans le tableau 3.1. Le confinement étant tres faible, les valeurs a mesurer
expérimentalement le sont également ce qui peut justifier les différences

— les travaux de Curtis et al. [86] ne sont valides qu’aux tres faibles valeurs de k et
s’écartent des valeurs numériques des k ~ 0.2 (Tab. 3.2)

— ceux de Ben Richou et al. [63] sont meilleurs et semblent valides jusqu’a k ~ 0.3
(Tab. 3.3)
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Fi1a. 3.5 — ALrns (k) en fonction de k
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— ceux tirés des expériences de Bouard et al. [55] sont en bon accord avec nos
résultats numériques (Tab.3.4) sauf pour k£ = 0.75 ou la différence est de 'ordre
de 30%. Les auteurs ont relevé ’anomalie de cette valeur et I'ont attribuée a des
effets d’extrémités? du cylindre qui augmentent avec le rapport confinement k.

Fluent | Taneda
k=0.01| 341 3.03
k=10.02| 4.20 4.44
k=0.04 | 5.46 3.57
k=0.1 8.96 6.80

TAB. 3.1 — ALrans (k) - Comparaison entre les valeurs expérimentales de Taneda [84]
et Fluent

Fluent | Curtis® | Curtis®

k=10.048 | 5.92 5.4 6.0
k=0.096 | 8.72 7.6 7.9

=0.169 | 13.83 11.1 11.3
k=0.208 | 17.33 13.2 13.4
k=0.334 | 35.51 24.2 27.4
k=0.418 | 58.6 35 40
k =0.500 | 99.32 48 59

TAB. 3.2 — ALrans (k) - Comparaison entre les valeurs expérimentales de Curtis et
al. [86] et Fluent

% Mesures par détermination de la vitesse limite de chute de fils cylindriques
¥ Mesures par la technique de 'analogie électrique

Fluent | Ben Richou
k =0.02 4.20 4.20
k =0.05 6.03 6.21
k=0.1 8.96 8.93
k=0.125 10.57 10.80
k=10.25 22 22.89
k=0.32787 | 34.28 40.24

TAB. 3.3 — ALrans (k) - Comparaison entre les valeurs expérimentales de Ben Richou

et al. [63] et Fluent

4. Cette explication est en contradiction avec la remarque faite dans l'article de Trahan et al. [74]
selon laquelle ces effets d’extrémités cessent de jouer aux forts confinements. [’anomalie est probable-
ment due & la difficulté de contréler un bon parallélisme entre le cylindre et les parois pour de tels
confinements
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Fluent | Bouard
k=0.1 8.96 8.8
k=0.251] 21.99 22
k=0.5 | 99.32 98
k=0.75 | 859.64 600

TAB. 3.4 — Ag{g,:fs(k) - Comparaison entre les valeurs expérimentales de Bouard et
al. [55] et Fluent

Nous comparons finalement nos résultats avec ceux issus des études numériques de
Hu [61]° et de Dvinsky et al. [56]% dans le tableau 3.5. La concordance est trés bonne
entre nos résultats et ceux de Hu [61]. Les résultats de Dvinsky et al. [56] manquent de
précision pour k < 0.3.

Fluent | Hu [61] | Dvinsky et al. [56]
k =0.05 6.03 5.91 3.95
k=0.1 8.96 8.86 6.6
k=0.125| 10.57 10.45 9.2
k=025 | 21.99 21.78 23
k=05 | 99.32 100 100

TAB. 3.5 — ALrans (k) - Comparaison entre les valeurs numériques de Hu [61] et Fluent

Une autre représentation de tous ces résultats est visible sur la figure 3.6 ott ALT91 (k)
est donnée en fonction de (1 — k)/k en échelles logarithmiques. Elle nous permet entre
autre de vérifier nos résultats par leur comparaison a la formule asymptotique qui va
étre discutée ci-aprés. Nous avons effectivement déterminé la forme asymptotique de
Ag{g&ss(k) lorsque k — 1. Dans ce cas, les contraintes sont localisées principalement
dans une zone de faible étendue située entre les plans et la paroi du cylindre. On peut
s’en persuader en observant la figure 3.7 ot nous avons tracé la répartition angulaire
du module de la vorticité” sur la paroi du cylindre pour k variant entre 0.9 et 0.99.
On constate clairement lorsque £ — 1 que la vorticité sur le cylindre est de plus en
plus confinée autour du point situé & § = 90°. On trouverait la méme chose autour du
point situé a ’angle # = 270°. On peut alors utiliser I’hypothese de lubrification pour
développer les solutions dans ces 2 zones d’étendue réduite d’ouverture 2o centrées
autour de 6 = 90° et § = 270°. On trouve que les «solutions de type Stokes» s’écrivent
sous la forme® :

5. Résultats déterminés graphiquement a partir la figure 4 page 447 de cet article

6. Résultats déterminés graphiquement & partir la figure 2 page 395 de cet article

7. A la paroi du cylindre, la vorticité et la contrainte visqueuse sont proportionnelles

8. Les constantes A, B et C qui apparaissent dans cette expression proviennent du fait que
I'intégration des contraintes sur le cylindre s’effectue sur des zones d’ouverture 2« ou la valeur exacte
de a est a priori inconnue
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Fi1G. 3.7 — Distribution angulaire du module de la vorticité sur le cylindre

1—-k 1—k 1—k
lim AGF (k) = 0mv/2(= =) 772 4+ 24A(= ) 2+ 6mva(— =) 2

k

+(243+120)(%)—1 —|—27r\@(1;)_1/2+... (3.1)

e

F1G. 3.8 — Lignes de courant autour du cylindre pour k = 0.9 et Re = 1072

Les 4 premiers termes de cette expression sont liés au contre-écoulement de fluide,
conséquence du confinement du cylindre. Ce contre-écoulement ou «backflow» en anglais
est clairement visible sur la figure 3.8 ou sont tracées les lignes de courant autour du
cylindre pour k = 0.9. Du fait de ’encombrement géométrique créé par les plans, le
fluide poussé par la cylindre en mouvement doit étre évacué a travers les étranglements
situés entre les plans et le cylindre. Par comparaison, la figure 3.9 montre les lignes
de courant autour du cylindre en milieu infini sans contre-écoulement. Le terme en
puissance —1/2 de l'expression 3.1 provient quant a lui de I’écoulement de cisaillement
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F1G. 3.9 — Lignes de courant autour du cylindre en milieu infini pour Re = 1072

entre le cylindre et les plans. Sur la figure 3.10, nous avons tracé la distribution de la
pression sur la surface du cylindre pour différentes valeurs de k variant entre 0.3 et 0.7.
Les angles 8 = 90° et § = 270° correspondent aux points les plus proches des plans.

100

50

X

P(6)/(nU /a)

-100

0 90 180 270 360
(%)
Fia. 3.10 — Répartition angulaire de la pression sur le cylindre

On observe aussi sur cette figure que la pression est maximale en valeur absolue aux
points § = 0° et § = 180° qui correspondent respectivement au bord de fuite et d’at-
taque mais aussi aux points d’arrét aval et amont. Plus on confine le cylindre, plus la
pression augmente au point d’arrét amont et diminue dans la méme proportion au point
d’arrét aval. En ce dernier point, on peut s’attendre a ’apparition de la cavitation si
la pression chute en-dessous de la pression de vapeur saturante (ceci n’a pas encore été
observé a notre connaissance).

Par ailleurs, le calcul de lubrification se décompose en la contribution de la force de
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pression qui s’écrit :

1—k 1—k
A, = 9mf2(T)‘5/2 + 243(7)—1 + (3.2)
et en la contribution de la force de viscosité qui est :
1—k 1—k
Ay = 67T\/§(T)_3/2 + 120(7)—1/2 ... (3.3)

Aux grands confinements, c’est donc la force de pression qui prédomine et I’on pourra
écrire le développement 3.1 lorsque k — 1 sous la forme:

lim ALrans (1) ~ \/> ﬂ —5/2

kLIIi Stokes( ) ~ 91 2( L ) (34)
Cette expression est en tres bon accord avec nos résultats numériques pour k£ > 0.9
(voir la figure 3.6 page 55). On posséde donc une solution valide pour k < 0.7 grace
a la formule 1.37 de Tachibana et al. [53], des valeurs numériques discretes données
par Bouard et al. [55] valables jusqu'a k& = 0.9 et une solution valide pour k£ > 0.9
(expression 3.4). Il nous a semblé intéressant d’obtenir une expression unique valable
quelle que soit la valeur de k. En remarquant que toutes les expressions analytiques
ont la méme forme (voir les formules 1.31 & 1.37 pages 19), il nous est apparu judicieux
d’interpoler nos résultats numériques par une expression du méme type, a savoir :

1
Y, Asnk? 4 Bink
En appliquant la méthode des moindres carrés a nos résultats numériques a ’aide du

logiciel Mathematica, nous avons alors déterminé les coefficients Ag, et B (Tab. 3.6)
de I'expression 3.5.

Asiore (k) (3.5)

Ay = —0.0728436 | A1 = 1656.05
A, = 0.136319 Ay = —2524.9
As= —0.10011 | Ay = 2728.73
Ag = —0.56907 | Aoy = —2044.47
Ag = 8.14218 Agy = 1010.47
Ajp = —56.894 | Agg = —296.412
Aps = 253.902 Asg = 39.0968
Ay, = —773.113 | B = —0.0795135

TaAB. 3.6 — Coefficients numériques de l’expression 3.5

La série au dénominateur de la formule 3.5 contient 15 termes. Ce nombre a été arrété
de sorte qu’on obtienne une interpolation des résultats numériques donnant une erreur
relative par rapport & ces résultats toujours inférieure & 1% sauf pour k& = 0.99 ot I'on
atteint une erreur relative de 1.5%. Sur les figures 3.5 et 3.6, nous avons tracé cette
fonction et ’on constate qu’elle est bien valide dans la gamme 1073 < k < 0.99.
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On peut encore vérifier la validité de cette formule en comparant le résultat qu’elle
donne avec un résultat issu de article de Feng et al. [62]. Bien que ce travail consiste
en une étude numérique (méthode DNS) de I’écoulement autour d’un cylindre confiné
entre deux plans paralleles dans un fluide viscoélastique, il donne néanmoins quelques
courbes et valeurs correspondant au fluide newtonien. On y trouve par exemple pour
k = 0.25 la valeur 21.75 de la trainée normalisée®. La formule 3.5 donne quant & elle
la valeur 21.99 soit une erreur relative de I'ordre de 1%.

Le mouvement du cylindre engendre enfin une perte de charge AP77%"$(k) dont nous
avons tracé la forme normalisée APT74"8(k)2b/(uU,) sur la figure 3.11 en fonction de
(1 — k)/k. Plus le rapport de confinement k est grand, plus la différence de pressions
est forte et ’on observe une divergence lorsque k — 1. Sur la méme figure, nous avons
tracé également la forme asymptotique 3.4 de la force de pression sur le cylindre obtenue
précédemment.
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F1a. 3.11 — Perte de charge en fonction de (1 — k)/k

3.2 Cylindre fixe dans un écoulement de Poiseuille

On s’intéresse a présent au cas ou le cylindre est immobile dans un écoulement de
Poiseuille défini par le profil :

Y
Um(y) = Umaw[l - (5)2]

9. Cette valeur a été déduite de la figure 5 page 70 de cet article
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avec Upae la vitesse maximale de I'écoulement (Fig. 3.12). Le nombre de Reynolds
s’écrit maintenant 10 :

_ PUnmaz2a
i

Re

U

710X

Fia. 3.12 — Schéma du probléme du cylindre en écoulement de Poiseuille

Comme dans le cas précédent, tant que ’écoulement reste stationnaire, le cylindre n’est
soumis qu’a une force de trainée FF°%(k, Re) fonction du rapport de confinement et du
nombre de Reynolds. Dans un premier temps, nous avons étudié 'influence du nombre
de Reynolds sur les solutions avant de nous intéresser aux «solutions de type Stokes» .

3.2.1 Influence du nombre de Reynolds

Sur la figure 3.13, nous avons tracé la force de trainée normalisée en fonction de Re
pour différentes valeurs du rapport de confinement k. Elle est définie par ’expression :

) FPois kR
APOZS(k’Re) — ( ) e)
1Unmaz
Les observations faites dans le paragraphe 3.1.1 peuvent étre renouvelées ici a 'iden-
tique. Nous en rappelons donc brievement les grandes lignes :

— pour chaque valeur de k, il y a deux régimes d’écoulement dont la transition s’ef-
fectue pour un nombre de Reynolds Re.. Pour Re < Re., on a un régime «plateau»
correspondant aux «solutions de type Stokes» ott A¥%(k,Re) est indépendant de
Re. On appellera AL%% (k) de telles solutions. Pour Re > Re., AT (k,Re) est
une fonction croissante de Re.

10. On aurait également pu choisir comme vitesse de référence la vitesse moyenne U = 2Upmas/3.
Notre choix a été orienté par le fait que lorsque k — 0, le cylindre «voit» un écoulement uniforme a la
vitesse Upmaz ce qui rend la comparaison avec le cas du cylindre en déplacement uniforme plus aisée
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— plus k est petit, plus Re. est petit. Le confinement réduit 1'influence des forces
d’inertie.

3.2.2 Solutions de type Stokes

On peut définir les «solutions de type Stokes» par la relation :

Asioes(K) = | lim A (k,Re)

Nous les avons représentées en fonction de k sur la figure 3.14. Comme dans le cas du
cylindre se déplagant a vitesse constante, on retrouve encore une fois une croissance
monotone de Agt";ges(k). Les solutions analytiques appellent aux remarques suivantes :

— la formule 1.45 page 23 de Takaisi [65] n’est valide que pour k < 0.1
— L’expression 1.46 page 24 de Harrison [15] est correcte tant que k < 0.4
— la formule 1.44 page 23 de Faxén [51] est valable pour k < 0.5

Les seuls résultats expérimentaux que nous avons trouvés sont ceux issus de ’article
de Dhahir et al. [88]. On ne peut malheureusement pas comparer nos résultats aux
leurs car I’écoulement de Poiseuille n’est pas plan dans leurs expériences. On trouve
par contre quelques résultats issus de calculs numériques comme ceux de Ben Richou et
al. [67] ou de Dvinsky et al. [66]. Nous comparons nos valeurs avec celles de ces articles
dans le tableau 3.7.

Fluent | Ben Richou et al. | Dvinsky et al.
k=0.05 | 6.02755 5.99999 8.45
k=0.1 | 891633 9.1630 11.43
k=0.2 | 16.2315 16.3585 19.14
k=0.3 | 27.9529 28.4828 30.91
k=0.4 | 48.6038 48.8511 53.15
k=0.5 | 88.3908 88.8184 97.41
k=0.6 | 175.189 177.8771 182.32
k=0.7 | 403.184 405.41181 396.62
k=0.8 | 1233.08 1256.1650 1165.33
k=0.9 | 7687.97 7631.3287 6537.29

TAB. 3.7 — ALeis (k) - Comparaison entre les valeurs numériques de Ben Richou et

al. [67], Dvinsky et al. [66] et Fluent
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On constate l'excellent accord entre les résultats de Ben Richou et al. [67] et les notres.
La comparaison avec les valeurs numériques issues de l'article de Dvinsky et al. [66]
sont plus problématiques: en effet, bien que les auteurs assurent que leurs résultats
coincident avec ceux de Faxén [51], Harrison [15] ou Takaisi [65] pour les faibles valeurs
de k, lexploitation de leurs courbes!'! donnent des valeurs différentes de celles des
auteurs cités et des notres. Ceci est clairement visible dans le tableau 3.7 et sur la
figure 3.14 ou les points de Dvinsky et al. [66] pour k£ < 0.2 sont largement au-dessus
de tous les autres. Au-dela, pour k plus petit que 0.9 (limite haute de leur étude),
I’accord est bien meilleur entre les différentes approches.

Tout comme dans le cas du déplacement uniforme du cylindre, on utilise la représentation
«log-log» dans la figure 3.15 dans laquelle on peut comparer les différents résultats avec
le développement asymptotique en lubrification suivant :

. 672
: Pois _
l}:l—{% AS’tokes(k) - k ( k

L=k 5 164 1=k

PR )_2+M/$/§(1_k)_3/2

k

(16B+8C) 1—Fk, _,4
+ k ( k )
ou les constantes A, B et C' dépendent des bornes d’intégration définissant le domaine
sur lequel I’on considére qu’a lieu le transfert de quantité de mouvement 2. La contri-
bution de la force de pression s’écrit :

672
k

P+ DR D2 ()
et celle due a la force visqueuse :
o Amv2 1—k 8C 1—k
APois -3/2 | °% -1
Lorsque k est tres proche de 1, c’est toujours la force de pression qui est prépondérante
et on peut écrire:

Pois __
A7 =

. 67v2 1 —k
li APozs k) ~ —5/2 '

klinl Stokes( ) L ( L ) (3 6)
On dispose donc de solutions analytiques valides pour k < 0.5 et d’une solution asymp-
totique valide pour & > 0.9. L’intervalle entre ces deux bornes est encore plus large a

combler que dans le cas précédent. Plutot que d’extrapoler une fois encore a nos valeurs

numériques, nous avons cherché la relation entre ALT%s (k) et AL (k). Sur la figure

3.16, nous avons tracé le rapport de ces deux quantités. Elles sont exactement dans un

rapport égal & 1+ k?/2. On peut alors écrire pour AL%% (k) la formule suivante :

11. Nous avons utilisé 2 logiciels différents (ImageJ et Curve Unscan) pour étre strs des valeurs
déduites des figures (Fig.2 page 407 notamment) de I’article de Dvinsky et al. [66]
12. Voir la remarque 8 au bas de la page 56
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) ATLrans
At = 52 (3.7
ou A:gtrg,?ess(k:) est donnée par la formule 3.5 page 59. Une fois encore, on peut tester
cette formule en comparant le résultat qu’elle donne avec un résultat issu de article
de Feng et al. [62]. Pour k = 7/12 ~ 0.583, l'article donne la valeur 152 de la trainée
normalisée en écoulement de Poiseuille 3. La formule 3.7 donne quant & elle la valeur
155 soit une erreur relative de l'ordre de 2%.

1.50 —

1.45 [ | Flue2nt
1+k°/2
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Fi1G. 3.16 — ALrans (k) /ALoS (k) en fonction de k

(k)

Pois
Stokes

(k)/A

Trans
Stokes

La figure 3.17 montre enfin la perte de charge normalisée APT%(k)2b/(11Upmas) en
fonction de (1 — k)/k ainsi que le développement asymptotique donné par la formule
3.6. Comme dans le cas de la translation uniforme, cette perte de charge diverge lorsque
k — 1 avec la méme rapidité (exposant —5/2 pour les deux problémes). On confirme
ici que c’est la force de pression qui est prédominante lorsque k& — 1 puisqu’alors la
force totale AL2i (k) se confond avec APP! (k)2b/(1Upmaz)-

13. Détermination graphique issue de la figure 2.a page 67 de cet article
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F1a. 3.17 — Perte de charge en fonction de (1 —k)/k

3.3 Cylindre en rotation uniforme

Le probléme est maintenant celui du cylindre centré en rotation uniforme a la vitesse
Q. (Fig. 3.18). On définit le nombre de Reynolds basé sur le diametre 2a du cylindre

et sa vitesse périphérique Q,a :

200,02
Re:pa

FiG. 3.18 — Schéma du probleme du cylindre en rotation

En écoulement stationnaire, le cylindre n’est soumis qu’au moment M. (k,Re) des forces
visqueuses sur le cylindre qui s’oppose a sa rotation. On définit le moment adimensionnel

I'(k,Re) par lexpression :
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M, (k,Re)

T'(k =
(k,Re) o

Comme dans les deux sections précédentes, nous allons préciser I'influence du nombre
de Reynolds sur I'(k,Re) puis celle du rapport de confinement k.

3.3.1 Influence du nombre de Reynolds

Dans la gamme des nombres de Reynolds considérés dans cette étude (Re < 30),
ceux-ci n'ont aucune influence sur la valeur de I' (Fig. 3.19). Nous n’observons que
des «solutions de type Stokes» que nous baptisons I'gsores(k). Il n’y a aucune transition
entre des «régimes plateau» et d’éventuels régimes inertiels. D’apres les expériences de
Hellou [71], les effets d’inertie deviennent pourtant significatifs a partir d’'un nombre
de Reynolds de I'ordre de 5. Au-dela de cette valeur, il a observé expérimentalement
que ’écoulement devient tridimensionnel avec 'apparition de trajectoires hélicoidales
dans ’écoulement principal (celui directement engendré par la rotation du cylindre).
Des structures cellulaires verticales se développent pour un nombre de Reynolds com-
pris entre 25 et 30 dans la zone de la premiere cellule. Au-dela, I’écoulement ne semble
pas étre affecté. Il reste plan et la deuxieme série de cellules est identique a celle ob-
servée en régime de type Stokes. Nous n’observons donc aucun régime inertiel car
nous n’avons résolu numériquement que le probleme bidimensionnel. Dans ces condi-
tions, I’écoulement dans le voisinage du cylindre est toujours, en premiére approxi-
mation, un écoulement par cercles concentriques. La vitesse y est orthoradiale et le
gradient de vitesse radial. Les termes d’inertie sont alors nuls pour des raisons pure-
ment géométriques. Cela est encore renforcé par l'effet des parois: plus le cylindre est
confiné, plus les «solutions de type Stokes» vont exister jusqu’a des nombres de Rey-
nolds importants comme on a pu s’en rendre compte dans les paragraphes 3.1 et 3.2
précédents.

3.3.2 Solution de type Stokes

Sur la figure 3.20, nous avons représenté le moment adimensionnel I'gyores(k) en
régime de Stokes pour Re = 1073. Lorsque k& — 0, le moment tend vers la valeur
théorique ' qui vaut 47. Cette asymptote horizontale est la conséquence de I’absence
de paradoxe dans ce probleme en milieu infini. La présence des parois ne semble pas
avoir autant d’effet que dans les cas de la translation et de ’écoulement de Poiseuille.
Pour k£ = 0.3, la différence entre la valeur de I'gsores €t la valeur en milieu infini n’est de
de 8%. Pour k = 0.4, cette différence atteint 15% et pour k = 0.5, c’est-a-dire lorsque
le cylindre occupe la moitié de la largeur du canal, elle est de 25%. La comparaison
des résultats de nos calculs avec les valeurs théoriques de Howland et al. [70] et ceux
issus du mémoire de these de Hellou [71] sont en excellent accord comme on peut le
voir dans le tableau 3.8.

14. Rappelons qu’en milieu infini, le moment par unité de longueur subi par un cylindre de rayon a
en rotation & la vitesse Q. dans un fluide de viscosité p vaut 47uQ.a’
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k=01|k=03|k=04|k=05]k=09
Fluent 12.666 | 13.521 | 14.393 | 15.726 | 42.691
Hellou 12.664 / / 15.721 | 42.672

Howland et al. / 13.521 | 14.388 | 15.708 /

TAB. 3.8 — Comparaison des valeurs de T giopes(k) données par Fluent, Hellou [71] et
Howland et al. [70]

Lorsque k — 1, le moment diverge a l'infini. Un calcul de lubrification montre que le
comportement dans cette région est du type:

1—k
lim Psrores (k) ~ 4W\/§(T)*1/2 (3.8)

Ce comportement asymptotique est visible sur la figure 3.21 ot 'on a tracé I'gsopes (k) en
fonction de (1 — k)/k. On remarque que le moment diverge moins vite que les forces de
trainée en écoulement de Poiseuille et en translation uniforme qui ont un exposant égal
a —5/2 (expressions 3.4 et 3.6). Cette «faible» divergence a également pour conséquence
qu’il faut confiner beaucoup le cylindre avant d’étre en régime de lubrification. Pour
k = 0.99, la différence entre la valeur calculée numériquement et celle déterminée a
partir de la formule 3.8 est de I'ordre de 8%. Pour le méme confinement, dans les cas
du cylindre en translation et en écoulement de Poiseuille, cette différence est de 'ordre
de 2% et 1% respectivement. Pour k& = 0.999, la différence s’est réduite mais est encore
de Pordre de 4% dans le cas de la rotation.

Contrairement aux deux précédents problemes, tant que le cylindre reste dans le plan
de symétrie, il n’y a aucune différence de pressions AP entre deux sections droites
arbitrairement éloignées du cylindre puisque la rotation du cylindre «envoie» autant de
fluide vers I’amont que vers 'aval. Il existe néanmoins une répartition intéressante de
la pression autour du cylindre en rotation. On voit sur la figure 3.22 que la pression est
extrémale sur les plans avec une surpression du coté ou le fluide pénetre dans ’espace
entre le cylindre tournant et les plans et une dépression la ou le fluide en ressort.
Remarquons sur cette figure encore la présence de 2 points-selle pour la pression qui
se manifestent par le passage de celle-ci par un extremum entre le plan et le cylindre.
La figure 3.23 montre comment varie le coefficient de pression sur le plan inférieur, ce
coefficient étant défini par:

P(k,x/a)
Cylkr/a) = =

ou P(k,zr/a) est la pression & une abscisse x, normalisée par le rayon du cylindre a, sur
le plan inférieur. On constate que la valeur des extrema de pression augmente fortement
avec le confinement. Appelons P4, (k) la valeur extrémale de la pression sur le plan
et Cpmaz(k) la valeur du coefficient correspondant. Les zones du cylindre en face des
endroits ou ces extrema se produisent sont aussi des lieux ou la pression augmente et
diminue fortement mais légérement moins en valeur absolue qu’au niveau des plans. La
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ol la pression chute, on peut s’attendre a I'apparition de bulles de cavitation. Cette
baisse de pression est d’autant plus importante que le cylindre est confiné comme on
peut s’en rendre compte sur le graphique 3.24 ou 'on a tracé le coefficient de pression
Cp,maz (k) en fonction de (1 —k)/k.

-0 00553225
0 00655314 W\ LULE 0.00627617

Fia. 3.22 — Isovaleurs de la pression autour d’un cylindre en rotation pour k = 0.7
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FiG. 3.23 — Coefficient de pression sur le plan inférieur prés d’un cylindre en rotation
pour différents confinements k

Remarquons enfin sur la figure 3.25 que les points de stagnation et les extrema en
pression ne coincident pas.
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F1G. 3.24 — Coefficient de pression mazximal sur les plans en fonction de (1 —k)/k

Fia. 3.25 — Isovaleurs de la pression et lignes de courant autour d’un cylindre en
rotation pour k = 0.7
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Disons enfin quelques mots sur la structure des cellules qui apparaissent dans le fluide.
Elles sont clairement visibles sur la figure 3.26 ou sont tracées les lignes de courant
données par notre calcul numérique superposées a une photographie tirée du travail de
Coutanceau et al. [95]. Les premieres séries de cellules (dont on ne voit qu'une moitié)
sont qualitativement en bon accord avec les visualisations. On observe par contre une
différence pour les deuxiemes séries de cellules. Alors que Fluent donne des cellules
parfaitement antisymétriques !, le cliché de Coutanceau et al. [95] montre une légere
dissymétrie des lignes de courant. Dans le tableau 3.9, nous avons regroupé quelques
caractéristiques !¢ de ces cellules (longueurs L1, ... L5 définies sur la figure 3.27) tirées
des travaux de Hellou [71] (analytique/numérique), Hellou [73] et Hellou et al. [72]
(expérimental), de Coutanceau et al. [95] (expérimental) et de notre calcul numérique.

F1G. 3.26 — Lignes de courant pour k = 0.5, Re = 1073 - Superposition avec un cliché
tiré de larticle de Coutanceau et al. [95]

F1G. 3.27 — Caractéristiques des cellules de recirculation engendrées par la rotation d’un
cylindre entre deux plans

15. Rappelons que Pantisymétrie des cellules se traduit par ¥ (z,y) = ¥ (z,—y) si Pon choisit un repere
d’origine le centre du cylindre et d’axes x et y respectivement parallele et orthogonal aux plans
16. Ces longueurs sont normalisées par la demi distance b entre les plans paralleles
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Li/b Ly /b L3/b Ly/b Ls/b
Fluent 1.04 2.78 2.75 1.47 2.77
Hellou [71] 1.06967 | 2.79771 | 2.79163 | 1.50659 | 2.79685
Hellou et al. [72] 1.1 2.78 / 1.5 /
Hellou et al. [73] 1.07 2.798 2.792 1.51 2.795
Coutanceau et al. [95] 1.09 2.77 / 1.56 2.81

TaAB. 3.9 — Comparaison des caractéristiques des cellules issues de différentes sources

On constate que les valeurs sont globalement en bon accord entre elles. Les écarts
minimes entre les différentes approches s’expliquent par le fait que les rapports lon-
gueur/largeur du canal sont différents pour certaines études. Notre calcul numérique a
été effectué pour un canal dont le rapport valait 8.5 alors que dans les expériences de
Coutanceau et al. [95], de Hellou [72] et de Hellou et al. [73], ce rapport est de 7 au
maximum. Quand aux résultats issus du mémoire de these de Hellou [71], ils corres-
pondent & un canal de longueur indéfinie. Remarquons enfin que le calcul numérique
permet de visualiser la troisitme série de tourbillons (dont on ne voit qu’une petite
partie & droite de la figure 3.27) ce qui est treés difficile & obtenir expérimentalement.
L’intensité des écoulements cellulaires successifs décroit en effet de maniere exponen-
tielle si bien que les temps d’observation deviennent tres longs'” et que I’écoulement
peut étre sujet a des courants perturbateurs surtout d’origine thermique.

3.4 Conclusion

Les problemes des écoulements engendrés par la translation uniforme d’un cylindre
et celui d’un cylindre fixe dans un écoulement de Poiseuille montrent en situation
centrée des caractéristiques communes. De fagon générale, plus le cylindre est confiné,
plus la résistance qu’il subit est grande. Pour un confinement donné, il existe, en des-
sous d’une valeur critique du nombre de Reynolds, des «solutions de type Stokes» pour
lesquelles la force sur le cylindre est proportionnelle a la vitesse. Ce type de solu-
tion linéaire n’existe pas en milieu infini. En s’inspirant des expressions théoriques,
on peut trouver des fonctions d’interpolation permettant d’exprimer ces solutions ca-
ractéristiques en fonction du confinement. Les forces de trainée dans le cas uniforme
et de Poiseuille sont liées entre elles par une relation quadratique en k tres simple.
Concernant le probleme du cylindre centré en rotation, on constate I’omniprésence
des «solutions de type Stokes» dans la gamme des Re explorée. Ce probleme admet une
solution de type Stokes méme en milieu infini contrairement au cas du cylindre en trans-
lation o1 I'on est confronté au paradoxe de Stokes et aux expressions du «type Lamb»
qui présentent un caractere inertiel permanent. Le moment subi par le cylindre est une
fonction croissante du confinement. L’écoulement autour du cylindre est caractérisée
par une série de cellules de recirculation qui s’amortissent rapidement en s’éloignant du

17. Hellou [71] a par exemple estimé qu’il fallait, & Re = 1073, un temps de Pordre de 4 jours pour
que la deuxiéme série de cellules soit entierement formée
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cylindre. Pour les trois problemes, les forces de trainée et le moment divergent lorsque &
tend vers 1. La configuration du cylindre centré n’étant qu’un cas particulier, il semble
intéressant de voir comment vont évoluer les propriétés des écoulements lorsque le cy-
lindre se trouve en dehors du plan de symétrie. C’est ce que nous nous proposons de
faire dans le prochain paragraphe.
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Chapitre 4

Cylindre confiné en situation
excentrée

Comme on 'a évoqué dans la partie dédiée a la bibliographie, il n’existe, a notre
connaissance, qu'une seule d’étude analytique traitant du probleme d’un cylindre évoluant
entre deux plans paralleles en dehors de leur plan de symétrie (celle de Harper et
al. [58]). Les autres travaux qui abordent ce sujet sont d’origine soit numérique, soit
expérimentale. La rareté des informations relatives a ce probleme en justifie donc une
étude détaillée. Comme nous ’avons fait dans le chapitre précédent, nous allons voir,
dans l'ordre, le probleme du cylindre se déplagant a vitesse uniforme parallelement aux
plans, celui du cylindre fixe en écoulement de Poiseuille et finalement celui du cylindre
en rotation. La géométrie de tous ces problemes est représentée sur la figure 4.1.

Fi1G. 4.1 — Schéma du probleme du cylindre excentré

Le parametre de confinement k est toujours égal au rapport du rayon a du cylindre a
la demi-distance b entre les plans paralleles. L’excentrement du cylindre est caractérisé
par le parametre sans dimension e = ¢/b ou c¢ est la distance entre 'axe du cylindre
et le plan médian aux plans paralleles. Ce parametre varie entre 0 lorsque le cylindre
est centré et la valeur e, = 1 — k lorsque le cylindre est tangent a I'un des plans.
La plupart des résultats donnés ci-aprés concernent un seul rapport de confinement,
k = 0.29, exception faite de ’étude de la trainée dans le cas ou le cylindre se déplace
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a vitesse constante (section 4.1.3) ou plusieurs rapports de confinement seront utilisés.
De méme, nous nous sommes restreints aux régimes de «type Stokes» pour lesquels les
efforts normalisés sont indépendants du nombre de Reynolds. Ce dernier parametre a
ainsi été fixé a la valeur Re = (0.1 dans toutes ces études.

4.1 Cylindre en translation uniforme

On définit tout d’abord un repere d’origine le centre du cylindre. On suppose que
le cylindre se translate a la vitesse U, parallelement aux plans (Fig. 4.2). Puisque

. . Trans . .
le cylindre est en dehors du plan de symétrie, la force 7 qu’il va subir n’est
e . N . , ., Trans

plus colinéaire a la vitesse. Elle se décompose donc en une force de trainée F’)x

T T
et une force de portance ?y " Le cylindre va également subir un moment M - rene
dirigé suivant ’axe des z. Le déplacement du cylindre engendre enfin une différence de

pressions ApTrans = pTrans _ plrans Te nombre de Reynolds a comme expression
Re = pU,2a/ .
—Trans
7
< Us Z(e X ﬁ'Tmns
Trans l ': x PTnms
])uvu/ | amont
1
- _ —————— ﬁ‘Trum‘
Trans
F

Fi1G. 4.2 — Définition des forces, du moment et des pressions pour le cylindre excentré
en translation uniforme

Par convention, on suppose que le cylindre se déplace dans le plan zy vers les x < 0 et
que lorsque e/ep,q, augmente, le cylindre se rapproche du plan supérieur. Le moment

M ZTmnS subi par le cylindre sera pris positif dans le sens horaire. Pour k et Re constants,
les efforts sur le cylindre ne dépendent que de ’excentrement. Dans un souci de clarté,
on utilisera par la suite 'excentrement réduit e/e;q.. = /(1 — k) qui varie entre 0 et 1
plutot que e qui varie entre 0 et 1 — k. Nous allons a présent étudier quelques propriétés
de cet écoulement.

4.1.1 Répartition des débits de fluide

Lorsque le cylindre avance a la vitesse U,, il déplace une quantité de fluide dont
une partie est évacuée par la section de passage la plus large ht = b(epar + €) avec
un débit QT et dont une autre partie passe par la section de passage la plus étroite
h™ = b(€maz — €) avec un débit Q. La somme Q = Q1 + Q™ de ces débits est égale a
Q = 2aU, (Fig. 4.3).
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h — O = J.r u_.dy

0=0"+0"=U,2a

h* —*

O = J;+ u,.dy

F1G. 4.3 — Profil de vitesse dans une section passant par le centre du cylindre et normale
aux plans

Nous avons tracé ’évolution de ces débits, normalisés par le débit total @), en fonction
de 'excentrement réduit e/e,q, sur la figure 4.4. Ces débits ont été calculés a partir
des champs de vitesse obtenus numériquement.

1.4 —— —
10 o m e T T _______ 7T
09| -
08| -
07| i
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0.5 ——Qn u,
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01| i
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Q'/QetQ/Q

ele

max

F1G. 4.4 — Répartition des débits en fonction de l’excentrement en écoulement uniforme

Dans chaque section de passage h™ et h™, chaque débit QT et Q~ se décompose en
un débit d’entrainement di au cisaillement & la paroi du cylindre (cette partie don-
nant une contribution négative dans le calcul de chaque débit) et en un débit da au
contre-écoulement (contribution positive dans le calcul de chaque débit) comme cela
est schématisé dans la figure 4.3. Lorsque e/e,,q; augmente, le débit QT dans la sec-
tion de passage la plus large h™ commence par augmenter, dépasse Q pour une valeur
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€/€emaz =~ 0.4, passe par un maximum pour /€4, ~ 0.7 puis décroit pour tendre vers le
débit total Q. L’évolution du débit Q~ est la symétrique par rapport a la valeur 0.5. On
note donc que le débit @~ s’annule pour e/eq, = 0.4 ce qui signifie que le débit d’en-
tralnement par cisaillement est exactement compensé par le débit de contre-écoulement.
Au-dela de cet excentrement, le débit du contre-écoulement est plus faible que le débit
de cisaillement ce qui donne globalement un débit Q~ négatif. Lorsque €/€mqe = 1, @~
est nul puisqu’aucun fluide ne peut plus passer par cette section (h~ = 0).

4.1.2 Points d’arrét et extrema de pression

La figure 4.5 montre les lignes de courant autour du cylindre dans un repere ou celui-
ci est immobile pour différents excentrements. On constate que les points de stagnation
sur le cylindre, diamétralement opposés pour €/e,q, = 0, se rapprochent 1'un de l'autre
et se déplacent vers le plan le plus proche quand I’excentrement augmente. Sur la figure
4.6, nous avons tracé I’évolution de la position angulaire § (angle défini dans la vignette
incluse dans la figure) du point de stagnation amont (le cylindre se déplace vers la
gauche) en fonction de l’excentrement!. La détermination de la position de ce point
a été réalisée «graphiquement» par mesure de 'angle 6 avec le logiciel d’analyse et de
traitement d’images ImageJ.
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F1G. 4.5 — Lignes de courant autour d’un cylindre en translation uniforme (repére lié
au cylindre) pour e/emaz =: a) 0 - b) 0.281 - ¢) 0.563 - d) = 0.845

1. La position de I'autre point de stagnation est simplement égale a m — 6
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F1G. 4.6 — Localisation des points d’arréts et des extrema de la pression pour un cylindre
excentré en translation uniforme en fonction de ’excentrement

Sur ce méme graphique, nous avons également tracé 1’évolution de la localisation d’'un
des deux extrema de pression sur la paroi du cylindre. On constate qu’aux faibles excen-
trements, les points de stagnation et les extrema en pression sont quasiment confondus
mais pour un excentrement supérieur a e/e,q, ~ 0.35, 'extremum de pression se situe
(Fig. 4.7).

a un angle supérieur a celui du point de stagnation

Fia. 4.7 — Lignes de courant et champ de pression autour d’un cylindre en translation
uniforme pour €/emar ~ 0.85. La pression est normalisée par sa valeur mazimale. A
Uamont, le point d’arrét se situe a 01 ~ 45° et 'extremum de pression a 0o ~ 61°
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La pression n’est alors pas a un extremum aux points de stagnation. Sur la figure
4.8, nous avons tracé la répartition angulaire de la pression sur le cylindre pour des
excentrements variant entre e/epq,; = 0.141 et 0.915, cette pression étant représentée
sous la forme sans dimension du coefficient de pression C, = P/(uUg/a). Comme
nous 'avons déja évoqué, la chute de pression a ’aval du cylindre peut étre le siege
d’une cavitation pour les forts excentrements, ceci étant renforcé lorsque le rapport de
confinement k augmente.
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Fi1G. 4.8 — Répartition de la pression autour du cylindre en translation uniforme a
différents excentrements pour k = 0.29

4.1.3 Force de trainée

On définit la force de trainée sans dimension (par unité de longueur de cylindre)
par:

FIrans(k Re.e/emazr)
pUqg

La figure 4.9 montre 1’évolution de cette grandeur ramenée a sa valeur dans ’axe, en
fonction de I’excentrement pour £ = 0.1, 0.29, 0.44 et 0.6. On constate le caractere assez
surprenant de cette évolution: pour chacune des valeurs de k, la force commence par
décroitre, passe par un minimum, augmente fortement puis diverge lorsque /€4, — 1.
En d’autres termes, la position centrale du cylindre n’est pas celle qui lui confere le
minimum de résistance. Cela a déja été mentionné dans ’article théorique de Harper et
al. [58] dans le cas des confinements tres faibles (k < 0.01), dans le travail expérimental

de Taneda [84] et dans les travaux numériques de Hu [61] ou dans ceux de Ben Richou
[96] (these d’état).

ATTS (| Re.e/emaz) =
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Les résultats de Taneda [84] sont difficilement exploitables car le rapport de confinement
k n’est pas mentionné dans ses expériences. On peut néanmoins tenter de I’estimer, par
exemple & partir de la valeur de la force lorsque le cylindre est en situation centrée.
Taneda [84] donne la valeur A77%(k.e/emqr = 0) =~ 7. En se servant de la formule
3.5 page 59 déterminée dans le chapitre précedent consacré au probléme du cylindre
centré, on peut alors estimer que k est compris entre 0.06 et 0.072. Ce rapport est bien
trop éloigné des notres pour espérer une comparaison quantitative. Les courbes 4.9 et
4.10 ont néanmoins une allure qualitativement identique.
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12 ® Re=4510"° * |
o Re=1710"

oo, i
[ ]
.O.Oo

6 Il 1 1 1 | 1 | 1 |
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max
FIG. 4.10 — ATr en fonction de e/emae dans les expériences de Taneda [84]

Hu [61] a effectué un calcul de lubrification et a obtenu la forme asymptotique suivante
pour la force de trainée:

27r\/§
: Trans __
lgr(l)A =—in (4.1)
ol
=" = (0~ e/eman)

est la distance, normalisée par le rayon a, entre le cylindre et le plan le plus proche.
Jeffrey et al. [45] ont également proposé Iexpression suivante :

Trans __ am
In[l+e++/(1+¢€)?—1]

dont le développement asymptotique, que nous avons effectué avec Mathematica, donne :

(4.2)

2. Nous avons arbitrairement choisi la valeur k£ = 0.065 pour tracer les résultats de Taneda [84] dans
la figure 4.10 pour calculer la valeur de €0 =1 — k
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Dans les expressions 4.1 et 4.2, la force est principalement due a la contribution des
forces de pression comme dans le cas du cylindre centré. On constate par contre que
la force diverge moins rapidement dans ce cas (exposant —1/2 ici contre —5/2 dans la
formule 3.1 page 57 correspondant au cas du cylindre centré). La différence provient du
fait que dans le cas centré, le cylindre se rapproche des deux plans a la fois ce qui oblige
le contre-écoulement a passer a travers les deux interstices situés entre le cylindre et
les plans. Ce n’est plus le cas pour un cylindre excentré ou le contre-écoulement a tout
loisir de s’écouler entre le cylindre et le fluide libre. Dans la figure 4.11, nous avons
tracé ATT%3(k ) en fonction de e pour les rapports de confinement k = 0.1, k = 0.29,
k = 0.44 et k = 0.6. On remarque que la formule 4.2 de Jeffrey et al. [45] et nos calculs
sont en bon accord pour £ = 0.1 et que pour les rapports de confinement supérieurs, la
formule 4.2 et nos résultats ne s’accordent plus. Ceci est certainement da a l'influence
du plan le plus éloigné que Jeffrey et al. [45] ne prennent pas en compte dans leur calcul
et dont I'influence va croissante lorsque k£ augmente.

Nous allons a présent étudier deux propriétés des courbes représentant la force de
tralnée : la position de leur minimum et la valeur relative de ce minimum par rapport
a la valeur de la force au centre.
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4.1.3.1 Localisation du minimum de trainée

On cherche & quantifier la valeur de e/e,q, pour laquelle la force de trainée atteint
sa valeur minimale. Nous appelons (€/€mqz )min cette abscisse particuliere. Les résultats
sont regroupés dans le tableau 4.1.

2 011029044 0.6
(¢/€maz)min | 0.6 | 0.7 | 0.8 | 0.875

TaB. 4.1 — Position du minimum de la force en fonction de k

On constate que la valeur de (e/€maz)min est fonction croissante de k, au moins tant
que k < 0.6 comme on peut s’en rendre compte sur la figure 4.12.
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F1a. 4.12 — (e/emaz)min €n fonction de k

La régression linéaire de ces points donne 1’équation :

(¢/€maz)min = 0.543 + 0.560k (4.4)

L’ordonnée a l'origine 0.543 de cette expression est a comparer avec le résultat issu de
'article théorique de Harper et al. [58]: pour k < 0.01, ils estiment que le minimum de
trainée se situe autour de e/eyq, ~ 0.55 ce qui est en bon accord avec notre valeur. Si
l'on tente par contre une comparaison avec les résultats de Taneda [84], le résultat est
moins bon. On peut en effet évaluer le minimum autour de e/e;,q, ~ 0.5 pour un rapport
de confinement estimé a k = 0.065. A ce rapport de confinement devrait correspondre
d’apres l'expression 4.4 la valeur (e/emaz)min = 0.579. La valeur expérimentale 0.5 est
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donc stirement peu précise, d’autant qu’elle est inférieure a la valeur théorique 0.55
donnée par Harper et al. [58]. Dans son travail numérique, Hu [61] estime que pour
k = 0.5, le minimum de trainée se trouve en (e/€maz)min =~ 0.8. L’expression 4.4 donne
pour ce rapport de confinement la valeur 0.823 soit une différence relative de ’ordre
de 3%. On peut encore tester cette formule grace & un résultat trouvé dans le travail
numérique de Feng et al. [62] : pour k = 0.25, il obtiennent la valeur (e/enqz )min = 0.667
alors que 'expression 4.4 prédit la valeur 0.683 soit une différence de 'ordre de 2%.
Dans le travail numérique de Dvinsky et al. [56], on trouve les valeurs rassemblées dans
le tableau 4.2. Leurs valeurs sont en bon accord avec les notres et avec la formule 4.4
jusqu’a un confinement k = 0.6. Au-dela, on observe une divergence entre les résultats.
Les résultats de Dvinsky et al. [56] cessent srement d’étre corrects puisqu’ils donnent
méme une décroissance de (e/emaz)min entre k = 0.8 et k = 0.9.

k 0.3 04 {05 0.6 0.7 0.8 | 0.9
(€/emaz)min | 0.71429 | 0.75 | 0.8 | 0.85 | 0.86667 | 0.95 | 0.84

TAB. 4.2 — Valeurs de (€/€maz)min dans Uarticle de Dvinsky et al. [56]

4.1.3.2 Valeur du minimum de la force de trainée

Sur la figure 4.13, nous avons représenté la valeur de la trainée normalisée minimale,
rapportée a sa valeur au centre, en fonction de ’excentrement. On constate que plus
k augmente, plus le minimum de la force est prononcé. Le confinement accentue donc
I'importance du minimum. Comme précédemment, on peut faire une régression linéaire
de ces points en forcant I’ordonnée & l’origine a la valeur 1 qui est celle attendue
naturellement (absence de minimum en milieu infini). On obtient une droite d’équation :

ATrans ( (e/emam)min)
ATrans (e/emax — 0)

Dans leur article, Harper et al. [58] trouvent pour & = 0.01 que le minimum de la
trainée ne differe que de 2% de la force au centre. Ce résultat est en accord avec la
relation 4.5. La relation 4.5 est aussi tres proche de celle donnée par Ben Richou [96]
dans sa these d’état ou il a donné I’équation :

ATrans ( (e/emax ) m'm)
ATrans(e/emax — 0)

On trouve dans larticle de Feng et al. [62], pour k& = 0.25, la valeur 0.826 pour le
rapport de la force minimale et de la force au centre. L’expression 4.5 prévoit quant a
elle la valeur 0.820 ce qui donne une différence inférieure & 1%.

—=1-0.72163k (4.5)

= 0.9937 — 0.6828k
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4.1.4 Moment

On définit le moment sans dimension (par unité de longueur de cylindre) par I’expres-
sion :

MZTM”S(k,Re,e/emm)
pUza

FTTans(k,Re,e/emam) =

La figure 4.14 montre I’évolution du moment en fonction de l’excentrement pour un
cylindre de confinement k = 0.29. Il est nul au centre pour des raisons de symétrie.
Il commence par diminuer, passe par un minimum puis augmente légerement au voisi-
nage de la paroi lorsque e/eq,; — 1. L'existence de ce moment est «paradoxale». En
effet, Jeffrey et al. [45] puis Wannier [44] ont calculé ce moment & partir du champ de
vitesse déterminé dans I’approximation de Stokes dans le cas d’un cylindre se transla-
tant parallelement a un seul plan. Les deux analyses conduisent alors a la nullité de ce
moment. Bien que personne n’ait effectué le calcul, il n’y a aucune raison de penser que
la situation a deux plans devrait donner une conclusion différente. L’existence de ce
moment devrait donc étre liée & I'inertie comme c’est le cas pour la force de portance.
Nos calculs contredisent pourtant cette hypothese puisqu’ils sont effectués en régime
de type Stokes et que les efforts sont indépendants du nombre de Reynolds. De plus,
'existence de ce moment est confirmée dans 'article de Hu [61] qui traite d’un cylindre
excentré entre deux plans.
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FIG. 4.14 — TT7978(k = 0.29,¢/€maz) en fonction de e/emar ¢ Re = 0.1

Celui-ci a effectué un calcul de lubrification (en négligeant donc l'inertie) et a obtenu,
dans la limite des faibles distances entre le cylindre et la paroi, une expression du
moment de la forme:

lim TI7frens — ¢ (4.6)

6/6maz_’1

ou C est une constante positive non nulle. Le point remarquable de ce calcul est que le
moment apparait indépendant de la distance au plan. Ceci semble étre plus en accord
avec nos résultats puisque les calculs de Hu [61] confirment la non nullité de ce moment.
Nous reviendrons a la section 5.5 du chapitre 5 sur ce probléeme et montreront que les
calculs de Jeffrey et al. [45] et de Wannier [44] sont tout & fait justes et que I'existence
de ce moment est liée au contre-écoulement et a la présence du second plan.
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4.1.5 Perte de charge

Lors de son déplacement, le cylindre induit également une différence de pressions
ApTrans — (Paval — Pamom)Tm”S comme cela est schématisé sur la figure 4.2. Dans le
graphique 4.15, nous avons tracé la différence de pressions normalisée II77% définie
par ’expression :

APTrans(k Re.e/emaz)2b
pUs

HTm"S(k,Re,e/emm) =

On constate que la perte de charge est maximale dans le plan de symétrie (e/émmq = 0)
et décroit de manieére monotone lorsque ’excentrement augmente.

40' |} ) I I |} |} 1 I I
\.
35| - i
—
X
(3] ||
£
9 30| i
Q
o
N n
o
N 25+ .
X
‘nv
c | |
S
-
B 20l ]
| |
N\
1 1 1 1 1 1 1 1 H

15
0.00102030405060708091.0
ele

max
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4.1.6 Remarques concernant la structure de I’écoulement

La figure 4.16 montre les lignes de courant autour du cylindre dans un repere fixe
pour divers excentrements. On remarque plusieurs points intéressants sur cette figure:
on voit tout d’abord I’étendue des cellules de recirculation, c’est-a-dire du contre-
écoulement généré par le mouvement du cylindre confiné par les plans. Les deux cellules
accolées au cylindre ont déja été observées (voir par exemple la figure 3.8 page 57 dans
le cas d'un cylindre centré). La structure des cellules secondaires engendrées par les
premieres cellules liées au cylindre a par contre été rarement décrite. Le seul travail qui
lui est consacré est, & notre connaissance, une note de Bourot et al. [57] et uniquement
dans le cas d’un cylindre centré.

F1G. 4.16 — Lignes de courant autour du cylindre en translation uniforme dans un repére
fize pour k = 0.29 et Re = 0.1 avec e/emaz =:a) 0 -b) 0.141 - ¢) 0.282 - d) 0.423 - e)
0.563 - f) 0.704 - g) 0.845

A titre indicatif, nous montrons dans la figure 4.17 les lignes de courant pour k = 0.5
et e/emar = 0 tirées de cet article. Dans le cas centré seulement, on peut observer un
écoulement a cellules symétriques par rapport au plan médian (vignette a) de la figure
4.16, figure 4.17 et figure 4.18 en haut). Deés que le e/emqr # 0, cette organisation
n’existe plus. Ces cellules sont donc de méme nature que les cellules de Stokes observées
dans le cas du cylindre en rotation et 'on devrait avoir théoriquement une famille de
cellules s’étendant indéfiniment dans le canal. Pour le vérifier, nous avons utilisé un
domaine de calcul beaucoup plus étendu que celui correspondant aux images de la
figure 4.16. Nous avons en effet fait passer les longueurs amont et avale de 10 a 60
rayons de cylindre et obtenu les lignes de courant visibles dans la figure 4.18.
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F1G. 4.17 — Lignes de courant autour du cylindre en translation uniforme dans un repére
fize pour k = 0.5, €/€mez =0 et Re << 1. Source : Bourot et al. [57]

F1G. 4.18 — Lignes de courant autour du cylindre en translation uniforme dans un repére
fize pour k = 0.29 et Re = 0.1. En-haut: €/emar =0 - En-bas: e/epmqr = 0.704

En ce qui concerne le cas centré (vignette du haut dans la figure 4.18), on remarque la
méme structure que celle de la vignette a) de la figure 4.16 avec des longueurs de cellules
plus grandes dans le cas d’un domaine plus étendu. Le cas excentré est plus intéressant :
les excentrements dans la vignette du bas de la figure 4.18 et celui de la vignette f) de la
figure 4.16 sont identiques. Comme dans le cas précédent, le fait d’allonger le domaine de
calcul augmente la longueur des cellules mais on remarque également I’existence d’une
troisieme série de cellules qui n’apparaissait pas, faute d’espace, dans le petit domaine
de calcul. Comme dans le cas d’un écoulement engendré par un cylindre en rotation,
I’amortissement de ces cellules est exponentiel mais avec une décroissance beaucoup plus
importante? dans le cas du cylindre en translation. Il est par conséquence pratiquement
impossible d’observer les cellules d’ordre supérieur. Remarquons pour conclure que dans
le cas €/emaz # 0, la deuxieéme et troisieme famille de cellules s’apparentent a des cellules
antisymétriques®. Cela n’est pas rigoureusement exact comme cela est visible dans la
vignette b) de la figure 4.16 mais 1’écoulement dans ces cellules semble tendre vers cette
organisation pour e/epq, — 1 (vignettes ¢) a g) de la figure 4.16 et image du bas de
la figure 4.18). Cela s’explique facilement lorsqu’on observe la structure de la premiere
famille de cellules (celle contigué au cylindre) qui est analogue a la cellule principale
engendrée par un cylindre en rotation (voir par exemple la figure 1.12 page 31 ou 3.27
page 76), et ce d’autant plus que I’excentrement est important et que la cellule située
entre le cylindre et le plan le plus voisin est petite.

3. A titre d’exemple, pour la premiere famille de cellules, le coefficient d’amortissement est de 1’ordre
de 360 dans le cas antisymétrique (cylindre centré en rotation) et de l'ordre de 5000 dans le cas
symétrique (cylindre centré en translation)

4. Rappelons qu’une cellule est symétrique si ¢ (z,y) = —¢(z, — y) et antisymétrique si ¥ (z,y) =
’l/)(ﬂ?, - y)
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4.2 Cylindre fixe dans un écoulement de Poiseuille

Le cylindre est & présent fixe dans un écoulement de Poiseuille plan (Fig. 4.19) avec
un profil de vitesse d’équation, lorsque l'origine du repére est dans le plan médian :

_ Y
ux(y) = Umaw[l - (5)2]

Le nombre de Reynolds de ’écoulement s’écrit Re = pU,az2a/ .

= Pois
pFois ( max
amont

PP(W
aval

Fia. 4.19 — Définition des forces et du moment sur le cylindre excentré en écoulement
de Poiseuille plan

4.2.1 Répartition des débits de fluide

Comme dans la partie précédente, on s’intéresse ici a la répartition du débit total
Q (Fig. 4.20) entre le débit QT sur la section de passage la plus large ht = b(epaz + €)
et le débit @~ sur la section de passage la plus étroite h™ = b€z — €) avec:

b 4bUmazL’
Q= / ug(y)dy = 3
—b

Contrairement au cas du cylindre en translation uniforme, il n’y a plus ici de contre-
écoulement de fluide. Dans les sections h™ et h™, les profils de vitesse sont toujours
dirigés dans le méme sens que le profil de Poiseuille.

—) | O =_[/ u.dy

2a

RO J'pu.dy

Fic. 4.20 — Profils de vitesse dans une section passant par le centre du cylindre et
normale aux plans
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L’évolution des débits avec I’excentrement est représentée sur la figure 4.21. En I’absence
de contre-écoulement, le débit QT ne peut dépasser le débit total Q et le débit Q~ ne
peut pas étre négatif. Dans les sections h™ et h™, le profil de vitesse n’est pas un profil
de Poiseuille parfait a cause de la courbure de la paroi du cylindre. La vitesse maximale
des profils dans chacune de ces sections est alors plus pres du cylindre que des plans.
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Fi1G. 4.21 — Répartition des débits en fonction de [’excentrement en écoulement de
Poiseuille

4.2.2 Points d’arrét et extrema de pression

Sur la figure 4.22, nous avons tracé les lignes de courant autour du cylindre pour
e/emar = 0, €/€maz = 0.704, e/emar = 0.845 et e/emar = 0.986. Comme dans le
cas ou le cylindre se déplace a vitesse constante, les points d’arrét se rapprochent
symétriquement 'un de 'autre et tendent vers le plan le plus proche lorsque 1’excen-
trement augmente. Par contre, pour un excentrement supérieur a e/enq,; ~ 0.887, il
nalt au niveau du plan le plus proche et de chaque coté du cylindre, deux zones de
recirculation® visibles sur les vignettes c) et d) de la figure 4.22. On peut comparer
ces deux zones de recirculation a celles prévues par Davis et al. [108] qui ont calculé
I’écoulement de Stokes entre un cylindre et un seul plan dans un écoulement de ci-
saillement pur et avec celles visualisées expérimentalement par Taneda [109] dans des
conditions similaires & celle de Davis et al. [108]. La figure 4.23 montre l’allure des lignes
de courant obtenues par ces auteurs et celles calculées par nous. Bien que les conditions
aux limites soient différentes entre notre probléeme et celui de Davis et al. [108] et de
Taneda [109], on retrouve dans les trois cas ces zones tourbillonnaires localisées dans les
coins formés par le cylindre et le plan. Comme le suggere Davis et al. [108], I'existence
de ces tourbillons est liée au cisaillement. Ils ont également calculé que ces tourbillons
apparaissent lorsque la distance entre le centre du cylindre et le plan était inférieure a
1.685a ou a est le rayon du cylindre.

5. A noter que ces tourbillons n’ont pas été observés dans le cas ou le cylindre est en situation centrée
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c) d)

Fi1G. 4.22 — Lignes de courant autour d’un cylindre dans un écoulement de Poiseuille -
a)e/emar =0 - b) €/emar = 0.704 - ¢) e/emar = 0.845 - d) €/emar = 0.986

Fi1a. 4.23 — Lignes de courant: a) dans le travail de Davis et al. [108] - b) pour un

cylindre en écoulement de Poiseuille a e/emar = 0.704 - ¢) dans le travail de Taneda
[109]
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F1G. 4.24 — Lignes de courant pour €/epmq; = : a) 0.887 - b) 0.901 - ¢) 0.915 - d) 0.930
¢) 0.944 - f) 0.960 - g) 0.972 - h) 0.986



Cylindre fixe dans un écoulement de Poiseuille 99

Dans notre travail, ils naissent pour un excentrement supérieur a e/e,,q, =~ 0.887 ce qui
correspond a la distance 1.275a. L’écart peut s’expliquer en partie par la différence des
conditions aux limites: chez Davis et al. [108], le cisaillement est constant (Oyu, = k)
alors qu’il varie linéairement avec la distance au plan dans notre cas (Jyu, = ry). Il
existe également un second plan dans notre étude, second plan absent du travail de
Davis et al. [108]. Ces derniers prévoient également l'existence de tourbillons secon-
daires, tertiaires... que nos calculs numériques ne donnent pas. Lorsque ’excentrement
augmente, ces tourbillons grossissent et se rapprochent I'un de ’autre comme on peut
le voir sur la figure 4.24. La genese de ces tourbillons trouve son origine dans le rap-
prochement vers le plan le plus proche de la ligne de courant passant par les points
d’arrét. Cette ligne de courant, le plan le plus proche et le cylindre constituent un tube
de courant dans lequel ’écoulement est décéléré puis accéléré ce qui conduit a ’appa-
rition de ces recirculations des que ce changement de signe s’effectue sur une distance
suffisamment courte.

Pour en revenir aux points de stagnation, la croissance de ces tourbillons contrarie leur
rapprochement lorsque le cylindre se dirige vers le plan le plus proche. Pour e/enq0 >
0.901, on observe méme un «recul» de ces points.

i o— 00Ty,
O/O/

- /O/ -
o7 0

- .

- — \. -

S _

12 | ~ h
4t ™~ 1
16 |- ™
-18 ™ 7]
-20 |- | —O0— Point d'arrét "
-22 | | —m— Extremum de pression u /—
|
1

6 (°)

-24 1 ] ] ] ] ] ] 1 1
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
ele

max

.0

F1G. 4.25 — Localisation des points d’arrét et des extrema de pression pour un cylindre
excentré dans un écoulement de Poiseuille en fonction de ’excentrement

Sur la figure 4.25, nous avons tracé I’évolution de la position angulaire de I'un des points
de stagnation. Les points d’arrét évoluent donc dans un domaine assez restreint avec
une amplitude de 'ordre de 10°. Dans le cas ou le cylindre est en translation uniforme,
ces points se déplacent beaucoup plus avec une amplitude de 'ordre de 80° (Fig. 4.6
page 83). Les points ot la pression atteint un extremum sont représentés également sur
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la figure 4.25. Contrairement a ce qui se passait dans le cas précédent (voir la figure 4.6
page 83), ces points évoluent dans le sens contraire des points de stagnation: lorsque
I’excentrement augmente, le maximum et le minimum de pression ont tendance a se
rapprocher en se déplagant vers le plan le plus éloigné (Fig. 4.26). La figure 4.27 montre
la distribution de la pression autour du cylindre, cette pression étant représentée sous
la forme sans dimension Cp(0) = P(0)/(pUmaz/a).

F1a. 4.26 — Lignes de courant et champ de pression autour d’un cylindre en écoulement
de Poiseuille pour €/emar =~ 0.85. La pression est normalisée par sa valeur maximale.
A Uaval, le point d’arrét se situe a 01 = 9° et Uextremum de pression d 09 ~ —18°
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Fi1G. 4.27 — Répartition de la pression autour du cylindre dans un écoulement de Poi-
seuille a différents excentrements pour k = 0.29
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On constate que C), varie avec une amplitude moins grande que dans le cas du cylindre
en déplacement uniforme (Fig. 4.8 page 84). On en conclut que la cavitation aura plus
de mal & apparaitre par rapport au cylindre en translation uniforme et que si elle
apparait, ce sera toujours a I'aval du cylindre mais du coté du plan le plus éloigné.

4.2.3 Force de trainée

Intéressons-nous & présent & la force de trainée F.I'° subie par le cylindre fixe dont la
forme sans dimension s’écrit :

Poi
F;%(k,Re.e/emax)

APois kR maz) =
( ' eae/e ) NUmax

Cette force est représentée sur la figure 4.28. Elle est maximale dans le plan de symétrie
en e/emar = 0 et décroit contintiment lorsque I'excentrement augmente. Contrairement
a ce qui se passait dans le cas du cylindre se déplagant a vitesse constante, il n’y a pas
de minimum de force et donc pas de brisure de symétrie. Ceci est du a I'absence de
contre-écoulement dans cette configuration. Il n’y a de méme plus de divergence de la
trainée lorsque e/eq,; — 1 puisque dans ce cas, la vitesse du fluide tend vers 0 vers les
parois. Qualitativement, cette allure a été également trouvée expérimentalement par
Dhahir et al. [88] dans le cas d'un écoulement de Poiseuille dans une section carrée.
Cette condition aux limites ne permet pas par contre de comparer quantitativement
nos résultats aux leurs. La figure 4.31 montre néanmoins une bonne similitude entre
les visualisations expérimentales de Dhahir et al. [88] et celles obtenues par nous-méme
montrant en particulier le rapprochement des points d’arrét vers le plan le plus proche.

4.2.4 Moment

Le cylindre subit également un moment M °* dii aux forces de viscosité dont la forme
adimensionnelle est :

MP (k,Re.e/ema)
malUmaz

FEOiS(k,Re,e/emaa;) =

La figure 4.29 représente son évolution avec I’excentrement. Le moment est nul en situa-
tion centrée a cause de la symétrie de 1’écoulement. Lorsque I'excentrement augmente,
le moment qui est positif augmente de fagcon monotone. Le signe positif indique que le
cylindre tournerait, s’il était libre, dans le sens trigonométrique®, c’est-a-dire dans le
sens du roulement sur le plan, en bonne adéquation avec le sens de la vorticité induite
par I’écoulement de Poiseuille.

4.2.5 Perte de charge

La condition aux limites a I’entrée du domaine est un profil de Poiseuille. On travaille
donc & débit imposé. Il en résulte que la différence de pressions APT9 = (Puyu —

6. Ceci est valable pour un cylindre dans le demi-plan supérieur. Dans le demi-plan inférieur, on
observerait le sens opposé
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Fia. 4.31 — Lignes de courant autour d’un cylindre en écoulement de Poiseuille pour
k=0.6, ¢/emaz = 0.5 et Re << 1. A gauche: dans le travail de Dhahir et al. [88] - A
droite : dans nos calculs numériques

Pamont)P °%is entre les sections d’entrée et de sortie varie avec l’excentrement. Cette
différence de pressions est celle engendrée par la présence du cylindre, c’est-a-dire la
différence de pressions entre deux sections arbitraires autour du cylindre distantes d’une
longueur L a laquelle on retire la différence de pressions due a I’écoulement non perturbé
de Poiseuille AP = 22U, L/ b2. On définit la différence de pressions normalisée I17%
par ’expression :

APP(k, Re,e/emaz)2b
NUmaz

HPOiS(/c,Re,e/emax) =

Cette fonction est tracée dans la figure 4.30 ou ’on constate que la position centrée est
celle qui engendre le maximum de perte de charge. La différence de pressions est en effet
presque deux fois plus importante pour e/emq,; = 0 que pour e/emq,; — 1. Cela provient
simplement du fait que I’écoulement de Poiseuille est maximal en e/e,q, = 0 et décroit
rapidement en intensité pres des plans. Le fait de placer un obstacle a ’endroit ou
I’écoulement est le plus important va logiquement générer la perte de charge maximale.

4.3 Cylindre en rotation uniforme

Le cylindre est a présent en mouvement de rotation uniforme autour de son axe a
la vitesse angulaire 2, (Fig. 4.32). Le nombre de Reynolds est Re = 2p8,a?/p.

4.3.1 Structure des lignes de courant

Comme nous ’avons déja vu dans la partie dédiée a la bibliographie, 1’écoulement
autour d’un cylindre confiné en rotation est caractérisé par la présence de cellules qu’on
nomme généralement cellules de Stokes, qui se développent indéfiniment en séries au-
tour du cylindre. Sur la figure 4.33, nous avons représenté I’évolution de ces cellules en
fonction de l’excentrement ”. Il est particulierement intéressant d’observer I’évolution

7. Les vignettes de cette figure ne montrent que la structure de I’écoulement au voisinage du cylindre.
Il existe évidemment au-dela d’autres structures
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Fi1G. 4.32 — Définition des forces et du moment sur le cylindre excentré en rotation
uniforme

de la cellule principale en contact direct avec le cylindre: on constate que lorsque 1'ex-
centrement augmente, la taille de cette zone a tendance & diminuer. Si pour e/eq, = 0
elle occupe toute la largeur du canal, elle a quasiment disparu pour e/é;,q, = 0.986.
La dimension radiale de cette zone est de 'ordre de la distance au plan le plus proche
h™ = b(emaz — €). Sur le plan le plus proche du cylindre, cette cellule a une étendue
L™ et sur le plan le plus éloigné, elle occupe la longueur L~. La figure 4.34 montre
I’évolution de ces longueurs avec I’excentrement. Si la distance L™ ne devient nulle que
lorsque e/epq: — 1, la distance L~ tend rapidement vers 0 pour un excentrement de
lordre de e/epq, =~ 0.4. Au-dela de cet excentrement, les deux cellules tourbillonnaires
en contact avec la cellule principale se rapprochent et commencent a fusionner. La dis-
tance 2L entre le centre de ces cellules diminue lorsque I’excentrement augmente ce qui
est clairement visible sur la figure 4.35 ol nous avons tracé cette distance normalisée
par b. Au-dela de e/emqs ~ 0.3, L semble diminuer linéairement avec 1’excentrement.
La position verticale de ces centres varie par contre trés peu, ceux-ci restant & mi-
distance des plans paralleles sauf pour les excentrements proches de 1 pour lesquels
on observe un léger décalage vertical dans la méme direction que le déplacement du
cylindre. Ainsi, pour e/e;,q, = 0.986, ce décalage vaut seulement 0.04b. La figure 4.36
montre les lignes de courant et le champ de pression autour d’un cylindre excentré
en rotation pour e/e;,.. ~ 0.85. La pression est extrémale sur le plan le plus proche
du cylindre avec une surpression du c6té ou le fluide pénetre dans l'interstice entre le
plan et le cylindre tournant et un dépression a la sortie de cette zone. La pression est
par contre quasiment constante du co6té du plan le plus éloigné. Comme dans le cas
du cylindre centré, on remarque la présence de 2 points-selle pour la pression dans le
figure 4.36. La figure 4.37 montre comment est répartie la pression autour du cylindre.
Le pression est donnée sous la forme adimensionnelle Cy, () = P(0)/(u2.). On constate
que la dépression a I’aval du cylindre est d’autant plus importante que 1’excentrement
est important. Si cavitation il y a, elle apparaitra donc d’autant plus facilement que
€/€maz mais aussi évidemment que k sont grands.
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F1G. 4.33 — Lignes de courant autour d’un cylindre excentré en rotation pour e/emar = :
a)0-0)0.141 - ¢) 0.282 - d) 0.423 - ¢) 0.563 - f) 0.704 - g) 0.845 - h) 0.986
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FI1G. 4.34 — Longueurs Lt et L™ de la cellule principale en contact avec les plans,
normalisées par la distance b
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Fia. 4.35 — Distance 2L entre les centres des premiéres cellules, normalisée par la
distance b
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F1G. 4.36 — Isovaleurs de la pression autour d’un cylindre en rotation pour €/emas =~
0.85. La pression est normalisée par sa valeur maximale
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F1a. 4.37 — Répartition de la pression autour du cylindre en rotation pour différents
excentrements
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4.3.2 Force de trainée

Le cylindre excentré en rotation va subir en dehors du plan de symétrie une force de
trainée F¥°' dont nous avons tracé sur la figure 4.38 pour k = 0.29 la forme normalisée
définie par :
F:ﬁOt(kaReae/emax)

182a

AROt(k‘,Re,e/emaw) =

On peut observer 1’évolution singuliere de cette force : nulle au centre pour des raisons de
symétrie, elle commence par décroitre, passe par un minimum puis finit par augmenter
prés du plan.

4.3.3 Moment

De la méme facon, le cylindre va subir un moment MF* que nous étudions sous la
forme sans dimension :

M (k,Re.e/ema)

FROt maxr) —
(kR femar) o

Il est représenté sur la figure 4.39. Son évolution est monotone décroissante avec une
divergence a proximité du plan a l’excentrement maximal. Cette divergence du mo-
ment subi par le cylindre en rotation uniforme pour e/e;q, — 1 est Panalogue de la
divergence de la force de trainée subie par le cylindre en translation uniforme quand
e/emaz — 1 ( voir la figure 4.9 page 85). On trouve dans l'article de Jeffrey et al. [45]
I’expression du moment subi par un cylindre en rotation a proximité d’un plan unique.
Ils ont obtenu ’expression asymptotique suivante :

hot — ir ~ A (4.7)
JI-1/(1+re&) e
dans la limite o1 e = h~ /a — 0 est le rapport de la distance minimale A~ = b(eyqz —€)

séparant le cylindre du plan le plus proche et du rayon du a cylindre. Nos résultats
et l'expression 4.7 sont représentés sur la figure 4.41. Dans la limite ou € — 0, les
deux approches coincident a quelques pourcent pres. Rappelons que dans leurs calculs,
Jeffrey et al. [45] ne se sont préoccupés que d’un seul plan alors que nous en avons deux
dans notre étude.

4.3.4 Perte de charge

Il reste finalement a étudier I’évolution de la différence de pressions Aphot — (Paval —
Pamont)ROt que nous traitons sous la forme normalisée :

APF K Re,e/emar)2b
182 a

HROt(k,Re,e/emaz) =

La figure 4.40 la représente. Elle évolue de fagon monotone d’une valeur nulle dans le
plan de symétrie & une valeur constante positive lorsque e/epq, — 1.



Cylindre en rotation uniforme

111

0.0 T T T T T T T T T
0.5 | :
[
AX _1 0 | |
®©
£
Q
~
Q
o 15} -
C\l_ n
(e )
_Ié
X 20} i
°
(14 |
< \
-2.5 - .\ i
l\.——.”
-3.0 I I ! I I I I I I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
ele
max

FIG. 4.38 — A (k = 0.29,e/emaz) en fonction de e/emazr ¢ Re = 0.1



112 Cylindre confiné en situation excentrée

L | | | | | | | I |
| .\.\
15 |- .\. -
20 L '\ i
.

g -25 | m
Q .
()

g '30 — \.—
o
Il 35+ .
= .
g
[, -40 a
45 L |
-50 B | | | | | | | | | .I

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

ele

max

FIG. 4.39 — TRk = 0.29,¢/emaz) en fonction de e/emar 6 Re = 0.1



Cylindre en rotation uniforme

| | | | ] | ] | |
I,A
6 _/
./
5 /
[ |
—
>
£
o T
—
D
CN |

(o]
S s
(e
I
=
g 2r
=

1L

0. | | | | | | | | |

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.50.6 0.7 0809 1.0

ele

max

FIG. 4.40 — [T (k = 0.29,e/emaz) en fonction de e/emar @ Re = 0.1

113



114 Cylindre confiné en situation excentrée

60— —————rrry —
E_ Jeffrey et al |3
—m— Fluent 3
—_— _;
2 -z
» :
N E
o ]
]| p
= ]
e -
"5 .
X N ]
= \.\\\l\
T, ]
\\!:!!.
10 ! . ; —
0.1 1

€
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4.4 Conclusion

La physique de I’écoulement autour d’un cylindre excentré entre deux plans pa-
ralleles est donc beaucoup plus riche que celle concernant le cylindre centré. La force de
trainée sur le cylindre dans le cas de la translation uniforme montre une évolution non-
intuitive avec passage par un minimum. Ce comportement peut étre associé au contre-
écoulement de fluide. En effet, en 'absence de «backflow» comme dans 1’écoulement
de Poiseuille, ce minimum n’apparait plus. Dans le cas de la rotation, I’excentrement
a comme conséquence la déformation importante des cellules tourbillonnaires avec en
particulier la quasi disparition de la cellule principale autour du cylindre et la fusion
des cellules secondaires aux grands excentrements. Dans chacune des trois études que
nous venons de mener, nous avons quantifié la force de trainée sur le cylindre, le mo-
ment qu’il subit et la perte de charge qu’il engendre. Nous allons & présent utiliser ces
résultats pour caractériser le mouvement d’un cylindre libre en exploitant la technique
de la matrice de résistance.
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Chapitre 5

La matrice de résistance

5.1 Généralités

L’une des conséquences de la linéarité de ’équation de Stokes est qu’il existe une
simple relation de proportionnalité entre les forces et les couples sur les parois solides
et les vitesses caractéristiques du fluide [3,4, 56, 66]. Nous avons vu que le probléme
du cylindre dans ’approximation de Stokes en milieu infini aux faibles nombres de
Reynolds conduit au paradoxe de Stokes et que la solution de Lamb issue de ’approxi-
mation d’Oseen a un comportement logarithmique singulier. La linéarité en vitesse de
la force de trainée n’est donc pas assurée. Heureusement, nous avons également vu que
le confinement du cylindre permettait de retrouver la linéarité entre les efforts et les
vitesses tant que le nombre de Reynolds est suffisamment faible. Les «solutions de type
Stokes» sont donc parfaitement adaptées a la technique de la matrice de résistance que
nous rappelons ici.

X

Fia. 5.1 — Force et couple s’exercant sur un objet se déplacant et tournant dans un
fluide visqueuz

Soit un solide, de dimension caractéristique L, se déplagant dans un fluide de viscosité

dynamique p. D’une maniere générale, son mouvement est la combinaison d’une trans-
—

lation de vitesse U et d’une rotation de vecteur ¢ (Fig. 5.1). Si 'on appelle F; et M;
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les composantes de la force et du couple exercés sur le solide, on peut montrer qu’elles
satisfont aux relations:

Fy = p(AiUj + By L) (5.1)

M;/L = u(Ci5U; + Dy Q5 L) (5.2)

Les coefficients sans dimension A;; et D;; relient respectivement les forces aux vitesses
de translation et les couples aux vitesses de rotation. Les coefficients sans dimension
B;; et Cj; représentent respectivement les forces induites par les rotations et les couples
induits par les translations. Les tenseurs A;;, B;j, C;; et D;; ont en outre des propriétés
de symétrie tres générales indépendantes de la forme du solide se traduisant pas les
relations :

Aij = Aji, Dij=Dji et By =Cy (5.3)

Si en plus le solide possede des éléments de symétrie, il existera d’autres relations entre
ces coefficients. En regroupant les expressions 5.1 et 5.2, on obtient :

Foo| | Aij Bij Ui
ML |~ ¢y Dy || QL

ou la matrice des tenseurs A;;, Bjj, ... est appelée matrice de résistance. Nous allons
appliquer ce formalisme au probléeme du cylindre confiné.

5.2 La matrice de résistance dans le cas du cylindre confiné

Nous prenons comme longueur caractéristique le rayon a du cylindre et choisissons un
repere d’origine le centre du cylindre orienté comme sur la figure 5.2.

FiGc. 5.2 — Schéma du systéme

Le cylindre est susceptible de se déplacer en translation dans le plan zy aux vitesses
U, et Uy et de tourner autour de I'axe des z a la vitesse €2, induisant les forces I,
F, et le couple M,. En plus de ces forces et de ce couple, les mouvements du cy-
lindre induiront également une différence de pressions AP = P, — Pamont (autre que
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I’éventuelle différence de pressions hydrostatique) entre deux sections arbitrairement
éloignées du cylindre. Cette différence de pressions doit également étre liée aux vitesses
caractéristiques. Dans le cas ou le cylindre est fixe dans un écoulement de Poiseuille, on
peut par exemple relier AP A la vitesse débitante U = 2U,,,4,/3 de I’écoulement !. Avec
toutes ces considérations, la matrice de résistance prend la forme généralisée suivante,
en ne retenant qu'une écriture unique A;; pour les différents coefficients :

Fy Ay Ap Az Ap Uy
E, _ Ao A Az Aoy Uy
M.ja | ~H| Asy Asy Ass Asg Qa

AP2b Ay Ay Ayz Ay U

La force de portance F), est une force d’origine inertielle. L’approximation de Stokes
sous laquelle nous développons le formalisme de la matrice de résistance conduit en
effet a la nullité de cette force. Nous allons donc, dans un premier temps, considérer
comme nuls les coefficients A2 et As;. Notre systeme se réduit alors a:

F, A Az Au Uz
M./a | =p| A3z Aszs Az Qza
AP2b Ay Agz Aw U

Grace aux différentes études menées dans les paragraphes précédents, il nous est tres
simple de définir les coefficients A;; de cette matrice. L’étude du cylindre en translation
va permettre de remplir la premiére colonne de la matrice, soit les coefficients A;;. On
a en effet dans ce cas 2, = U = 0 si bien que 1'on trouve:

Trans
F:c

Al = ———

—_ ATrans
pUq

A41 _ APTrzms2b _ HTrans
pUqg
Le probléeme du cylindre en rotation donne les coefficients A;3 de la deuxiéme colonne
puisqu’en posant U, = U = 0, on aboutit a:

FRot
Aqa = —Z — ARot
13 MQza
MRot
A = z — FRot
33 NQza2

1. Cette différence de pressions est celle induite par la présence du cylindre, elle ne prend pas en
compte la perte de charge due a I’écoulement de Poiseuille AP = 3/,LUL/b2 ou L est la distance entre
les sections de mesure des pressions
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APT2b - por

Apga =
43 10na

Enfin, I’étude du cylindre fixe en écoulement de Poiseuille va compléter la troisieme
colonne A;4 puisqu’en posant U, = ), = 0, on obtient :
FPois 3

Agy = - :7APois
14 HU )

Ay = 7Appii82b = §HP°is
pU 2

La figure 5.3 montre 1’évolution des 9 coefficients de la matrice de résistance généralisée
simplifiée (sans force ou vitesse suivant I’axe des y). On y remarque en particulier que les
symétries sont respectées puisqu’on retrouve bien A3 = Asgy, A1q4 = Ay et Agqg = Ays.
Notons enfin que les signes des coefficients A;3 et A3; dépendent de la localisation du
cylindre par rapport au plan médian: pour un cylindre évoluant dans le demi-plan
supérieur, on obtient pour ces coefficients les signes de la figure 5.3 alors que pour une
évolution dans le demi-plan inférieur, ces coefficients seront de signe contraire.

5.3 Exploitation de la matrice

Nous allons utiliser cette matrice pour résoudre deux problemes classiques mais dont
il n’existe pas de solutions analytiques. Dans un premier temps, nous allons déterminer
I’écoulement engendré par la sédimentation de la particule cylindrique puis nous verrons
comment cette particule est convectée dans un écoulement de Poiseuille plan.

5.3.1 Sédimentation du cylindre

Supposons que le cylindre de masse volumique p; sédimente dans un fluide de masse
volumique py = ps — Ap (Ap > 0) entre deux plans verticaux ('accélération de la pe-
santeur étant dirigée suivant ’axe des z). A I’équilibre, le poids apparent de la particule
Apgma® compense la force de trainée et le systeme a résoudre s’écrit :

—Apgma? A Az Au Us
0 =pu| A3z Asz Az Q.a
AP2b Ay Ays Ay 0

L’inversion de ce systéeme permet de déterminer la vitesse de sédimentation :
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By —Ass
A11A33 — A13A31

Uz )U* (5.4)

La vitesse de rotation du cylindre en sédimentation s’écrit :

Asp U~

Q, = — 5.5
(A11A33 - A13A31) a (5:5)
Enfin, la différence de pressions a pour expression :
Ay3Asz — Ay A *
Ap = (AasAst — A Ass, pU (5.6)

VA1 Asz — Aj3Asz’ 2b

ot I'on a posé U* = Apgra?/u qui est une vitesse caractéristique de sédimentation du
cylindre?. La figure 5.4 montre comment varie la vitesse de rotation 2, du cylindre
libre avec 'excentrement. Elle est évidemment nulle au centre, passe par un extremum
pour un excentrement de l'ordre de e/e;q, ~ 0.65 avant de s’annuler a4 nouveau a
proximité d’un plan. Le signe négatif de cette vitesse nous indique que le cylindre qui
avance vers les x > 0 doit tourner dans le sens horaire lorsqu’il se rapproche du plan
supérieur, c’est-a-dire dans le sens inverse de celui qu’il aurait s’il roulait sur le plan. A
remarquer que dans le cas d’une sphere sédimentant dans un tube cylindrique, celle-ci
finit par changer de sens de rotation au voisinage de la paroi solide.
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F1G. 5.4 — Evolution de la vitesse de rotation du cylindre en sédimentation en fonction
de l’excentrement pour k = 0.29

2. Cette vitesse est a rapprocher de celle de la sphere sédimentant en milieu infini U* = 2Apga®/9u
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F1a. 5.5 — Lignes de courant autour d’un cylindre libre en sédimentation pour k = 0.29
et €/emaz = 0.845

On trouve parfois dans la littérature scientifique [61,110,111] le terme de «anomalous
rolling» concernant cette rotation contraire a Iintuition. La figure 5.5 montre les lignes
de courant autour du cylindre dans un référentiel qui lui est lié. On y constate que
I’écoulement entre le cylindre et le plan le plus proche est pratiquement bloqué si
bien que la majorité du fluide s’écoule dans la section la plus grande, entralnant le
cylindre dans son mouvement. On comprend alors mieux le sens de rotation apparem-
ment «anormal» du cylindre. La figure 5.4 montre aussi la vitesse de rotation obtenue
a partir de l'article de Dvinsky et al. [56] pour le rapport de confinement k& = 0.30. Les
deux approches sont en accord satisfaisant.

La figure 5.6 montre comment varie la vitesse de sédimentation U, du cylindre avec ’ex-
centrement. On constate que la position centrée ne donne pas la vitesse de sédimentation
maximale. Celle-ci est atteinte pour un excentrement de l'ordre de e/ep,q; =~ 0.7. Enfin
la vitesse de chute décroit tres rapidement lorsqu’on se rapproche d’une paroi. Cette
évolution est a rapprocher de celle obtenue pour la force de trainée dans le probleme
de la translation du cylindre. Sur ce méme graphique, nous avons également tracé
I’évolution de cette vitesse dans le cas olt ’on bloquerait la rotation du cylindre (2, = 0)
déterminée ci-dessus. On constate que cylindre va sédimenter moins vite lorsqu’on le
prive de sa rotation quel que soit son excentrement (sauf au centre ou 2, = 0 par
symétrie). Cette diminution est évidemment d’autant plus grande que €2, est impor-
tant, c’est-a-dire autour de l’excentrement e/e;q, =~ 0.65 mais cette correction reste
néanmoins peu significative puisqu’elle n’est au maximum que de 2%. On peut com-
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prendre I'influence de la rotation en se rappelant qu’un cylindre tournant dans le sens
horaire (Fig. 5.5) va engendrer une dépression & son amont créant une force hydrodyna-
mique dirigée dans le sens de son déplacement, réduisant donc sa trainée et en définitif
augmentant sa vitesse de sédimentation.
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Fia. 5.6 — Evolution de la vitesse de translation du cylindre en sédimentation en fonc-
tion de ’excentrement pour k = 0.29

Sur le graphique 5.6, nous avons également tracé I’évolution de la vitesse de sédimentation
que nous avons déterminée en exploitant une courbe de I’article de Dvinsky et al. [56]3.
Bien que les allures soient identiques, on note cependant une différence entre nos calculs
et ceux de Dvinsky et al. [56] avec un écart relatif maximum de 10% en e/epmqs = 0.
Une partie de cet écart peut étre mis au crédit de la différence des rapports de confi-
nement k. En effet, pour e/e;nq., = 0 par exemple, I'écart relatif entre les vitesses de
sédimentation pour k£ = 0.30 et £ = 0.29, calculées a partir des résultats précédemment
établis et confirmés, n’est que de 6%. Si I'on se souvient en outre que les résultats de
Dvinsky et al. [56] ne sont pas corrects pour k£ < 0.3 dans le cas centré (voir par exemple
la figure 3.5 page 53 ou le tableau 3.5 page 56), on peut alors comprendre le reste de
I’écart.

Sur la figure 5.7, nous avons tracé le rapport de la vitesse |2.a| et de la vitesse Uy
en fonction de e/e 4. La périphérie du cylindre a une vitesse toujours inférieure a sa

3. Cette courbe correspond & un rapport de confinement légérement supérieur au nétre (0.30 au lieu
de 0.29)
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Fia. 5.7 — Rapport des wvitesses de rotation et de translation pour le cylindre en
sédimentation en fonction de l’excentrement pour k = 0.29

vitesse de translation. On peut ainsi comparer les vitesses de glissement et de roulement
dans la limite ou le cylindre toucherait le plan. Apparemment le rapport de ces vitesses
semble tendre vers 0 ce qui indique que le cylindre serait immobile & la paroi. A noter
que cette limite est sujette a caution dans la mesure ou l'on n’a pas tenu compte ni
d’éventuelles rugosités empéchant le cylindre de toucher le plan, ni des forces de Van der
Waals qui interviennent a tres courtes distances, ni finalement d’une possible cavitation
naissant a cause de la chute de pression déja évoquée.

La figure 5.8 représente enfin I’évolution de la perte de charge induite par le déplacement
du cylindre en sédimentation en fonction de son excentrement. Elle est maximale au
centre et décroit contintiment lorsque le cylindre se rapproche d’un plan. La mesure de
cette perte de charge permettrait d’introduire une méthode originale pour déterminer
la vitesse de sédimentation puisqu’en faisant le rapport des expressions 5.4 et 5.6, on
obtient la relation:

2 —Ass
poAgz Az — Ay Ass

De la méme facon, on peut relier la perte de charge et la vitesse de rotation en faisant
le rapport des expressions 5.5 et 5.6. On obtient alors:

U, )AP

- A
pa - AyzAzr — Ay Aszz

Q, AP
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Fia. 5.8 — Evolution de la perte de charge induite par le cylindre en sédimentation en
fonction de l’excentrement pour k = 0.29

Les figures 5.9 et 5.10 montrent comment évoluent les rapports normalisés uU, /(2bAP)
et u€,a/(2bAP) avec I'excentrement. On pourrait imaginer ensuite que la connaissance
de U; ou de €2, permette de remonter a la position de la particule puisque ces grandeurs
sont des fonctions de I'excentrement du cylindre.

Un cas particulier est celui concernant le cylindre en situation centrée. On a alors
A1 = A3 = Az = Aszq = 0. La vitesse de sédimentation dans le plan de symétrie se
simplifie alors pour donner ’expression :

U* U*
_All = _ATTans

Uz (k,e/emar =0) =

L’étude de la variation avec k de AT"%(k.e/epnqr = 0) a été effectuée dans le chapitre
consacré au cylindre centré. Nous avions alors trouvé pour ce coefficient I’expression? :

-1
ATTans k oz = — )

dont les coefficients sont rappelés dans le tableau 5.1.

4. Dans l'expression 3.5 page 59, le signe négatif de ce coefficient n’apparait pas explicitement
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F1G. 5.9 — Evolution du rapport de la vitesse chute du cylindre en sédimentation et de
la perte de charge en fonction de l’excentrement pour k = 0.29
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Fia. 5.10 — Evolution du rapport de la vitesse rotation du cylindre en sédimentation et
de la perte de charge en fonction de ’excentrement pour k = 0.29
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Ag = —0.0728436 | Ajg = 1656.05
Ay =0.136319 Ajg = —2524.9
Aq = —0.10011 Agg = 2728.73
Ag = —0.56907 Agg = —2044.47
Ag = 8.14218 Agq =1010.47
Ao = —56.894 Ags = —296.412
A2 = 253.902 Agg = 39.0968
Ay =—-773.113 | B=-0.0795135

TAB. 5.1 — Coefficients numériques des expressions 5.7 et 5.8

La vitesse de sédimentation dans le plan de symétrie s’écrit donc:
Us(kse/emar = 0) = (3 Agnk®™ + Blnk)U* (5.8)
n

Elle est tracée dans la figure 5.11. On y constate logiquement que plus k est grand, plus
la vitesse de sédimentation diminue. Elle tend vers 0 pour k& — 1 lorsque le cylindre
est bloqué par les plans et vers I'infini lorsque £ — 0. Dans cette figure, nous avons
également tracé la vitesse de sédimentation dans le plan de symétrie issue de D'article
de Dvinsky et al. [56]. Les deux approches sont en bon accord sauf pour les rapports
de confinements les plus faibles comme nous 'avons déja soulignés.
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F1G. 5.11 — Evolution de la vitesse de sédimentation du cylindre en fonction de k pour
€/emaz =0
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F1G. 5.13 — Lignes de courant autour d’un cylindre libre en sédimentation pour k = 0.29
dans un référentiel lié auz plans pour e/emaz =: a) 0 - b) 0.141 - ¢) 0.282 - d) 0.423
-¢) 0.563 - ) 0.704 - g) 0.845 - h) 0.986. L’accélération de la pesanteur est verticale
descendante et le cylindre se déplace vers le bas
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Pour £ — 0, l'obtention de la vitesse de sédimentation pour un cylindre en milieu
illimité n’est pas si immédiate que dans le cas de la sphére. On peut considérer le
probleme en 3 dimensions d’un cylindre de rayon a et de longueur | >> a. Il faut
donc égaler le poids apparent Apgma®l avec la force de trainée. Cette dernieére peut
étre obtenue en résolvant ’équation de Stokes, par exemple par la «théorie des corps
élancés». En utilisant la formule de la trainée 1.20 page 10 de Batchelor [30] :

F = 4npUgel(1 — 0.193¢ + 0.215¢% 4 0.97¢°)
on obtient pour la vitesse de sédimentation 1’expression :

U*
U. =
T 4me(1 - 0.913¢ + 0.21562 + 0.97¢3)

avec ¢ = [In(l/a)]~t. Lorsque {/a — oo, ¢ — 0 et l'on retrouve bien que U, — oo
comme nous ’avons déterminé numériquement.

A titre d’exemple, nous avons tracé dans la figure 5.12 les lignes de courant de ’écoule-
ment lorsqu’on se place dans un référentiel lié au cylindre pour les parametres physiques
suivants: py = 1000kg.m=3, Ap = 0.1kg.m™3, 4 = 1Pa.s, a = lem et g = 10m.s~2
donnant la vitesse caractéristique U* = 3.14.10"*m.s~ 1. Avec ces valeurs, on obtient
une vitesse de sédimentation de lordre de U, ~ 107®m.s~! et une vitesse de rota-
tion Q, ~ 10 *rad.s™' correspondant bien & des nombres de Reynolds tres faibles
prUza/p ~ 1074 et przaQ/,u ~ 107°. L’accélération de la pesanteur est dirigée vers le
bas. La structure de I’écoulement est semblable a celle obtenue dans le cas d’un cylindre
en translation uniforme (voir par exemple la figure 4.5 page 82) car la rotation du cy-
lindre ne modifie I’écoulement que dans une zone de tres faible étendue dans 'immeédiat
voisinage du cylindre. On constate en particulier que les points d’arrét sur le cylindre,
diamétralement opposés dans le plan de symétrie pour e/e,q, = 0, se rapprochent 1'un
de l'autre du coté du plan le plus proche lorsque I'excentrement augmente. La figure
5.13 représente la méme chose mais dans un référentiel 1ié aux plans paralleles. On
y voit clairement le contre-écoulement et les cellules de Stokes de part et d’autre du
cylindre.

e/emaz | Err(%) | M.(N.m)

0 3.81072 | 6.5107 12
0.141 |4.61073 | 1.410°1°
0.282 | 6.81072 | 1.710°10
0.423 | 5.51072 | 2.510°10
0.563 | 6.8107° | 1.810~ 1Y
0.704 | 1.41072| 7510710
0.845 | 4.41072 | 1.21077
0.986 | 201072 | 1.910°®

TAB. 5.2 — Efforts sur le cylindre libre en sédimentation
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Pour vérifier la justesse ce ces calculs, nous avons déterminé a posteriori les efforts
subis par le cylindre. Ils sont regroupés dans le tableau 5.2 ou la premieére colonne
contient I’excentrement, la deuxieme ’erreur relative entre le poids apparent et la force
de trainée (cette force doit compenser le poids apparent du cylindre Apgma?) et la
derniere colonne la valeur du moment M, . La faiblesse de ces valeurs confirme bien que
le cylindre est a 1’équilibre et que nos résultats sont cohérents.

5.3.2 Transport du cylindre dans un écoulement de Poiseuille

Ce probleme présente un intérét autant pratique que fondamental. Il concerne en
effet tout ce qui a attrait au transport de particules en milieu confiné. Dans une série
d’expériences, Segré et al. [112-114] ont découvert que lorsqu’on introduit une suspen-
sion diluée de particules sphériques de flottabilité neutre dans une canalisation cylin-
drique de rayon R siege d’un écoulement de Poiseuille, les particules proches de ’axe
du tube et celles situées a proximité de sa paroi migraient vers une position d’équilibre,
formant un anneau de forte concentration en particules centré sur ’axe du tube et de
rayon approximatif 0.6 R. De nombreuses études ont tenté d’expliquer cet effet mais au-
cune théorie définitive n’existe encore vraiment. Seules de couteuses études numériques
comme celle de Joseph et al. [115] qui ont utilisé une méthode DNS (Direct Numerical
Simulation) peuvent & I’heure actuelle s’attaquer a ce challenge mais avec encore un
nombre limité de particules. Sans résoudre complétement ce probleme tres complexe, la
technique de la matrice de résistance permet néanmoins d’obtenir relativement simple-
ment certains des résultats obtenus par ces lourdes méthodes numériques, en particulier
les vitesses de glissement. En effet, imaginons qu’une particule cylindrique, de flottabi-
lité neutre, soit libérée dans un écoulement de Poiseuille plan de vitesse moyenne U. A
I’équilibre, cette particule qui ne subit ni force ni couple, aura une vitesse de transla-
tion U, et une vitesse de rotation {2,. Dans le formalisme de la matrice de résistance,
le systeme se rameéne alors a:

0 A Az Au Uz
0 =p| A3 Aszz Az Qa
AP2b Ay Agz Au U

L’inversion de ce systéeme conduit alors pour la vitesse de translation a ’expression :

A13A34 — A14As3 o

U, = 5.9
(A11A33 — A1343 (5:9)
La vitesse de rotation du cylindre s’écrit quant a elle:
As1 Ay — A1 Ay U
Q. — 31414 11434, U (5.10)

C VA Ass — Az A a

5

Enfin, la différence de pressions® a pour expression :

5. Rappelons que AP est ici la perte de charge due uniquement & la présence de la particule cylin-
drique. La perte de charge totale pour une vitesse U donnée est obtenue en ajoutant & ce AP la chute
de pressions classique d’un écoulement plan de Poiseuille
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Aq(A13A34 — A1aAss) + Agz(As1 Arg — A Asa) + Aga(AnAsg — Ag1dss)  wU
AnAszs — A13As 2b
(5.11)
La figure 5.14 représente la vitesse de déplacement U, donnée par la formule 5.9 en
fonction de ’excentrement. Sur cette méme figure, nous avons également représenté le
profil de Poiseuille plan. On constate que le cylindre se déplace toujours moins vite
que la vitesse du fluide non-perturbé et ce d’autant plus que le cylindre est proche de
la paroi. Le lieu ou le cylindre sera transporté le plus rapidement est donc le plan de
symétrie. Une étude pour e/e;,q, = 0 montre de plus que le cylindre sera d’autant plus
rapide que le rapport de confinement est faible. Ceci est clairement visible sur la figure
5.15 o1 l'on a tracé 1’évolution de U, en fonction de k~! pour le cylindre se déplacant
dans le plan de symétrie. Lorsque k~! — oo ce qui veut dire que le cylindre est de moins
en moins confiné, sa vitesse de transport U, tend vers la vitesse U,,qq, C'est-a-dire la
vitesse locale du fluide non-perturbé. Dans la limite opposée k~! — 1 ce qui signifie
que le cylindre occupe tout I'espace entre les plans, sa vitesse de translation tend vers
2Upaz/3 = U car il se comporte comme un bouchon qui avance & la vitesse moyenne
de I’écoulement. L’étude du cylindre centré effectuée dans la partie précédente nous
permet au passage de donner une expression a la vitesse de transport dans le plan de
symétrie. Dans ce cas en effet, les coefficients A3, A3y, Asq et Ay sont tous nuls si
bien que la vitesse dans le plan de symétrie se réduit a:

AP = {

U (ke emar = 0) = — 2477 = L, (5.12)
x Y maxr — - - .
An Afigies
En utilisant I’expression 3.7 page 67, on trouve finalement :
3U U,
Uy (k.e/€maz = 0) = —=2 (5.13)

T 24k 1+ K22

On peut comparer ce résultat a celui obtenu a partir du travail analytique de Faxén [51].
S’il n’a pas directement résolu ce probleme, celui-ci a en effet calculé les expressions des
forces de trainée pour un cylindre dans ’axe lorsqu’il est fixe dans un écoulement de
Poiseuille (formule 1.44 page 23) et se déplacant & vitesse uniforme (formule 1.31 page
19). A partir ce ces expressions, on obtient alors 'expression de la vitesse de transport
en écoulement de Poiseuille suivante© :

—0.9156 + 1.7243k* — 1.7301k* + 2.4056k5 — 4.5913k> — Ink U
Ao — (14 0.5k2 + Agk + ... + Agk®)ink + Bok? + ... + ng;S} max

(5.14)

ou les coefficients A,, et B, sont donnés dans le tableau 1.3 page 23. On ne peut pas

attendre de ’expression 5.14 qu’elle soit valable au-dela de k = 0.4 puisque chacune

Uz(k,e/emar =0) = {

6. Pour un probléeme de mise en page, les coefficients numériques au numérateur de cette expression
ont été tronqués. On se référera a l’expression 1.31 page 19 pour plus de précision
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des expressions qui la composent cesse d’étre correcte pour k supérieur a cette limite.
Ceci est confirmée dans la figure 5.15 ou nos calculs et ceux de Faxén [51] divergent
méme plus tot pour k= < 5 c’est-a-dire pour £ > 0.2. On peut enfin comparer nos
résultats avec ceux obtenus numériquement par Dvinsky et al. [66]. Ils ont proposé pour
la vitesse de transport I'expression suivante, obtenue par une régression non-linéaire de
leurs résultats:

_ Umax
1+ (k/2)1 91

Comparée a I'expression 5.13, la formule 5.15 présente des différences comme cela est
visible dans la figure 5.15. Si Dvinsky et al. [66] trouvent un exposant proche du notre
(1.91 contre 2) et si les deux expressions ont la méme limite lorsque & — 0 elles
different par contre sensiblement lorsque k — 1. L’expression 5.15 donne alors la limite
0.793U,q: qui ne correspond a aucune valeur particuliere et ’expression 5.13 tend
vers 0.667Unae = 2Umaz/3 = U qui semble plus correcte physiquement. De plus, les
développements limités lorsque k — 0 des expressions 5.14 de Faxén [51] et 5.13 déduite
de nos calculs donnent la méme forme 1 — k?/2 pour U, /Upnqz alors que I'expression
5.15 de Dvinsky et al. [66] conduit & 1 — (k/2)}?1. Dvinsky et al. [66] ont également
proposé une expression pour la vitesse de transport en dehors de ’axe sous la forme:

Ua:(kve/emax)
Uz (ke/emaz =0

Uz (k,e/€maz = 0) (5.15)

] =1- Zan(k)(e/emaz)%

S’ils ne donnent pas la valeur des coefficients a,, pour k = 0.29, ils la donnent pour le
rapport £ = 0.30 tres voisin. En utilisant leur expression 5.15 pour la vitesse dans le
plan de symétrie, on obtient apres réduction ’expression :

U.(k = 0.30,e/€maz)

= = 1.461[1 — 0.7712(e/emaz)* + 1.121(e/emaz)* — 1.35(e/emaz)°]

(5.16)
Cette expression a été tracée dans la figure 5.14 ot ’on constate une bonne concordance
pour e/emq,; < 0.5 et une légere différence lorsque e/enq, — 1, le profil de Dvinsky
et al. [66] tendant plus rapidement que le nétre vers 0 lorsque e/e;,q4, — 1. La figure
5.16 représente ’évolution de la vitesse de rotation du cylindre avec l’excentrement
calculée a partir de la formule 5.10. Elle est nulle au centre puis augmente, passe
pas un maximum pour e/e,,.. ~ 0.8 et chute finalement au voisinage du plan. Etant
positive, cela signifie que le cylindre, lorsqu’il se rapproche du plan supérieur, tourne
dans le sens qu’il aurait s’il roulait sur le plan en allant de la gauche vers la droite,
c’est-a-dire dans le sens trigonométrique. Contrairement au probleme précédent de la
sédimentation, il n’y a pas de rotation «anormale» dans cette situation. Sur cette méme
figure, nous avons tracé I’évolution de la vorticité d’une particule fluide dans un profil
de Poiseuille :

1
w:;ﬁxw



134 La matrice de résistance

| I I | | I | I I
0.20 p _
7/
=
V.
S y
x 0.15 | -
©
S
O
—
(<)) /
o 0.10f Z
N
o 7
1
5N 0.05 - / —o— Fluent .
c - - 43|=(1/2) [VA U]
—&— Dvinsky et al pour k=0.30 (1987)
0.00 | 1 | | | | | 1 |
0.0 O. 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
ele
max

Fia. 5.16 — Evolution de la vitesse de rotation du cylindre libre dans un écoulement de
Poiseuille plan en fonction de I’excentrement pour k = 0.29

avec Uy (y) = Unaz[1 — (y/b)?]. On calcule alors aisément :

2 = 20— Db/ emar)
On constate que la vitesse de rotation et la vorticité d’une particule de fluide coincident
bien aux faibles excentrements et s’écartent énormément & proximité de la paroi.
Dvinsky et al. [66] ont également déterminé la vitesse de rotation pour un rapport
de confinement tres proche du notre (k = 0.30). Nous 'avons tracé dans la figure 5.16
ou 'on constate que les deux approches sont qualitativement en bon accord.

La figure 5.17 montre les lignes de courant autour du cylindre libre convecté dans un
écoulement de Poiseuille a divers excentrements dans un référentiel lié au cylindre.
On remarque en particulier sur cette figure la présence de zones de recirculation qui
proviennent des mouvements du cylindre en translation (vitesse U) et en rotation
(vitesse €2,).
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Fi1a. 5.17 — Lignes de courant autour d’un cylindre libre dans un écoulement de Poi-
seuille plan pour k = 0.29 dans un référentiel lié au cylindre pour e/emaz = a) 0 - b)
0.141 - ¢) 0.282 - d) 0.423 - €) 0.563 - f) 0.704 - g) 0.845 - h) 0.986. Le fluide se déplace
de la gauche vers la droite
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Fi1G. 5.18 — Rapport des vitesses de rotation et de translation pour un cylindre libre
dans un écoulement de Poisewille plan pour k = 0.29
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Fi1c. 5.19 — Ewolution de la perte de charge engendrée par un cylindre libre dans un
écoulement de Poiseuille plan en fonction de l’excentrement pour k = 0.29
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Si ’on calcule les efforts sur le cylindre induits par ces écoulements, on trouve que la
force de trainée FI'°%/(uU) et que le moment MP°¥*/(yUa) sont de 'ordre de 1073.
Si 'on compare ces valeurs a celle d’un cylindre fixe en écoulement de Poiseuille (voir
les coefficients A4 et Asy de la figure 5.3 page 119 par exemple), on trouve entre elles
une différence de 'ordre de 10® & 10%. On peut donc légitimement considérer qu’on a
F, = 0 et M, =~ 0 sur le cylindre et que nos calculs sont par conséquent valides. La
figure 5.18 montre le rapport de la vitesse €2,a du cylindre et de sa vitesse translation
U, en fonction de ’excentrement. Lorsque le cylindre se rapproche du plan, on constate
que le rapport des vitesses tend vers une valeur de I'ordre de 0.4. Cela signifie que le
cylindre doit avoir lorsque /€4, — 1 un mouvement de roulement avec glissement
puisque la vitesse Q,a est différente de la vitesse de translation U,.

Pour conclure ce probleme, nous montrons dans la figure 5.19 comment varie la perte
de charge AP (perte de charge sans celle induite par 1’écoulement de Poiseuille) donnée
par 'expression 5.11 induite par la présence du cylindre en fonction de ’excentrement.
Tout comme les vitesses de translation et de rotation, elle est minimale, en valeur
absolue, dans le plan de symétrie puis augmente, toujours en valeur absolue, lorsque le
cylindre se déplace a proximité d’un plan.

5.4 Prise en compte de la force de portance

Dans la section précédente, nous avons négligé la portance Fy. Cette force est en
effet d’origine purement inertielle puisque la linéarité de I’équation de Stokes conduit
a sa nullité. Le traitement que nous avons effectué jusqu’a présent est par conséquent
la premiére approximation d’une solution plus générale prenant en compte l'inertie du
probleme. On peut en effet écrire le développent suivant :

F, Uz

Fy :u{[M]+Re[M]+Re2[M]+ } Uy
M./a 0 ! AT T 0.
AP2b U

ol Re est le nombre de Reynolds. My est la matrice de résistance construite a partir de
celle que nous venons de caractériser dans la section précédente et dont la symétrie est
la signature de la linéarité (donc de 1’absence d’inertie) du probléme. Les matrices M,
My, ... qui vont permettre de prendre en considération l'inertie ne sont quant a elles
pas nécessairement symétriques. En nous limitant & une situation faiblement inertielle,
nous n’allons conserver que les deux premiers termes de ce développement. Nous allons
tout d’abord expliciter les matrices My et M; puis utiliser ce nouveau développement
pour compléter le probleme de la particule cylindrique en situation de sédimentation
et celui de la particule convectée dans un écoulement de Poiseuille.

5.4.1 Ecriture des matrices M, et M;

La matrice My est basée sur celle que nous venons d’étudier dans la section 5.2. On
a écrit en effet :
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F, An
F, _ Agy
Mz/a a A31
AP2b A

Arg
Ao
Asz
Ay

Az
Ao
Ass
Ay

La matrice de résistance

A14 Ux
Ay U,
A34 Q.a
A44 U

Pour des raisons de symétrie, on doit annuler tous les coefficients A;> et Ay; excepté le
coefficient diagonal Aso. La matrice My a donc la forme suivante :

An
0
Az
Ag

My =

0
Ago
0
0

A1z
0
As3
Ay

Ag
0
A3y
Ay

Le coefficient Ags est quant a lui obtenu en faisant se déplacer le cylindre perpendicu-
lairement aux parois paralleles. Les autres coeflicients sont ceux déja obtenus et qu’on

peut voir dans la figure 5.3 page 119.

La matrice M; s’écrit dans le cas le plus général :

/
11
/
21
M = ;
31
/
41

/
12
/
22
/
32
/
42

/
13
/
23
/

/
A43

/
14
/
24
/

/
A44

En se limitant & une faible inertie (Re = 1), les seuls coefficients non nuls sont :

— A%, qui correspond & une force de portance F, engendrée par une translation U,

du cylindre parallelement aux plans

— Abs3 qui correspond & une force de portance Fy, induite par une rotation du cylindre

a la vitesse Q.

— A5, qui correspond & une force de portance F, subie par le cylindre dans un

écoulement de Poiseuille

Les autres coefficients sont nuls encore une fois pour des raisons de symétrie. Les coef-
ficients A%, doivent en outre étre indépendants du nombre de Reynolds comme nous le
vérifierons par la suite. Dans cette deuxiéme approximation, on obtient donc le systéme :

F, An 0 A Ay 0 0 O 0 Uz
MZ/CL A31 0 A33 A34 0 0 0 0 QZCL
AP2b Ay 0 Ay Ap 0 0 O 0 U

M(] Ml

En notant A9y = ReAb;, Aoz = ReAhs et Ayy = ReAs,, il faut donc résoudre:
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F; Aip 0 Az Ay U,
F, _ Aoy A Az Aoy Uy
Mz/a K A31 0 A33 A34 Qza
AP2b Ay 0 Ay Ay U

M

Hormis Ao, ces coefficients peuvent étre déterminés grace aux simulations que nous
avons effectuées précédemment. La figure 5.20 montre comment varie le coefficient Agq
en fonction de e/ey,q,. On constate que la force de portance est toujours négative, ce qui
signifie que lorsque le cylindre s’approche d’un plan, il ressent une force répulsive c¢’est-
a-dire dirigée vers le plan de symétrie”. Ce résultat est cohérent avec les observations
de Feng et al. [62,111]. Sur la figure 5.21, nous avons représenté la force de portance
que subit le cylindre lorsqu’il est en rotation uniforme autour de son axe a la vitesse 2.
L’évolution est assez surprenante puisque la portance change de signe lorsque le cylindre
se rapproche d’un plan. Pres de ’axe, il ressent une force attractive qui s’annule pour
€/€emaz ~ 0.65. Au-dela, la portance est répulsive. La figure 5.22 montre enfin comment
varie le coeflicient Aoy avec I'excentrement. On constate encore cette fois que la force
est répulsive et toujours dirigée vers le plan de symétrie. Ces trois coefficients sont
évidemment identiquement nuls pour e/e,,q, = 0 pour des raisons de symétrie. Nous
avons également vérifié que les coefficients Af, = Ag;/Re ne dépendent pas du nombre
de Reynolds. Cela est clairement montré par exemple dans la figure 5.23 ou l'on a
tracé A, pour Re = 0.1 et Re = 0.01 et ol 'on observe la compléte superposition des
résultats. Une remarque analogue peut étre faite pour les coefficients A%, et Abs. Ceci
justifie parfaitement la validité de notre développement au moins tant que Re < 0.1.

7. Le signe de Az; est tributaire de la position du cylindre par rapport au plan de symétrie: la force
de portance étant toujours dirigée vers ce plan, elle est négative dans le demi-plan supérieur (ce qui
correspond & notre cas) et positive dans le demi-plan inférieur. On peut faire la méme remarque en ce
qui concerne les coefficients Aa3 et Ass. Le signe de Ag; avec @ # 2 est par contre indépendant du sens
de rotation ou de translation du cylindre. Le coefficient As2 est quant a lui toujours négatif
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F1G. 5.20 — FEvolution du coefficient Ay en fonction de e/epqy pour k = 0.29 et Re = 0.1
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F1G. 5.23 — Evolution du coefficient AL, en fonction de e/epmar pour k = 0.29

Le coefficient A9y demande un traitement spécial puisqu’il s’obtient en faisant se déplacer
le cylindre perpendiculairement aux plans. Le probléeme est donc instationnaire géométri-
quement. I1 a été résolu par Roussel [116] dans le cadre du Master qu'il a effectué
dans notre laboratoire. Pour cela, il faut utiliser une technique de maillage déformable
implémentée sous Fluent. L’évolution de ce coefficient est montrée sur la figure 5.24.
Cette force, lorsque le cylindre se rapproche d’un plan, est toujours répulsive et évolue
de facon monotone avec ’excentrement. Elle diverge tres rapidement a proximité d’un
plan. On peut comparer son comportement dans le voisinage immédiat d’un plan avec
un calcul de lubrification effectué par Jeffrey et al. [45] dans le cas d’un cylindre progres-
sant a vitesse uniforme perpendiculairement a un seul plan. Ils ont obtenu I’expression :

—4ruU,

FTrans €) = Yy 5.17
v (© Infl+e+/A+e)?—1—-[1+€2-1]/(1+¢€) (5:17)
ol € = h™/a est la distance minimale entre le cylindre et le plan le plus proche,

normalisée par le rayon du cylindre. Le comportement asymptotique en régime de
lubrification calculé par Mathematica de I’expression 5.17 donne:

lim ngrans(e)\ _dnv2
e—0 ,“Uy o 63/2

(5.18)

Dans le graphe 5.25, nous comparons nos résultats avec ’expression 5.18. On constate
que les deux approches concordent parfaitement dans la limite ¢ < 0.1. La différence
lorsque € > 0.1 est & mettre au crédit de l'influence du plan supérieur (celui duquel
s’éloigne le cylindre), plan qui n’existe pas dans le travail de Jeffrey et al. [45].
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La figure 5.26 montre comment évolue le coefficient Agy pour différentes valeurs du
rapport de confinement k. Cette figure met en évidence I'influence du plan supérieur
puisque plus k est faible, plus le le comportement de Jeffrey et al. [45] donné par
I’expression 5.17 est atteint rapidement, c’est-a-dire pour une valeur de € plus grande.
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Fi1G. 5.26 — Evolution du coefficient Aso en fonction de € pour différentes valeurs de k

5.4.2 Probleme de la sédimentation du cylindre

L’inversion de la matrice dans la cas du cylindre en sédimentation permet d’obtenir la
vitesse de déplacement transversale U, :

U, = Re Ay Ass — Ay Azt

Aga(A11A33 — A13A31)
Les vitesses U, (2, ainsi que la perte de charge AP restent inchangées par rapport
au cas précédent ol 'on ne tenait pas compte de la force de portance. La figure 5.27
montre comment évolue avec I’excentrement la vitesse transversale U, normalisée par
la vitesse U* = Apgma?/u pour Re = 0.1. Elle est négative donc toujours dirigée vers
le plan de symétrie. En module, elle est nulle dans le plan médian, augmente lorsqu’on
s’en éloigne, passe par un extremum pour €/emq; =~ 0.5 puis diminue et tend vers 0
lorsque €/émar; — 1. Une particule placée en dehors du plan de symétrie aura donc
toujours tendance a y revenir. Ce résultat est cohérent avec les études précédentes qui
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montrent qu'un cylindre en sédimentation va toujours migrer vers le plan de symétrie
(voir par exemple I’étude numérique de Joseph et al. [115]).
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Fi1G. 5.27 — Ewvolution de U,/U* en fonction de e/emqr pour k = 0.29 pour Re =
0.1(l’accélération de la pesanteur est paralléle aux plans)

On peut également s’intéresser au probleme de la sédimentation perpendiculairement
aux plans. Dans cette configuration, la vitesse de sédimentation n’est pas constante
si bien qu’il faudrait, en toute rigueur, tenir compte dans le bilan des forces de la
masse ajoutée et du terme héréditaire de Basset. On peut chercher un critere de quasi-
stationnarité® en comparant le temps de la diffusion visqueuse dans l'interstice h~ = ea
entre le cylindre et le plan le plus proche et le temps de convection sur la méme longueur :

(ea)?
v

Il faut donc que le nombre de Reynolds soit faible par rapport & €. On suppose que
cette condition est remplie dans la suite si bien que 'on peut négliger les termes de
masse ajoutée et de Basset. En prenant le poids apparent du cylindre suivant ’axe des
1y, on obtient alors aisément la vitesse de sédimentation suivante :
U*
Ao

€a . Ua
<< — soit — <<e€
U v

U, =—

Cette vitesse? est représentée sur la figure 5.28. Si le cylindre commence sa sédimentation

8. Un critere équivalent a été proposé par Brenner [117] et Ambari et al. [118] dans le cas d’une
sphére s’approchant d’un plan infini

9. Notons que dans la gamme des nombres de Reynolds considérés ici (Re < 0.1), cette vitesse est
indépendante du nombre de Reynolds puisque la force de trainée pour un déplacement perpendiculai-
rement aux plans est du type Stokes
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lorsqu’il est tangent au plan supérieur, on peut imaginer que dans la moitié supérieure
du canal, il va tout d’abord accélérer jusque dans le plan de symétrie (en e/e;q, = 0)
ou il atteint sa vitesse maximale puis qu’il va décélérer symétriquement dans la moitié
inférieure du canal pour tendre vers le plan inférieur avec une vitesse limite nulle.
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F1G. 5.28 — Evolution de U, /U* en fonction de e/emqs pour k = 0.29 (I'accélération de
la pesanteur est perpendiculaire aux plans)

Si le mouvement est quasi-statique, on peut calculer I'accélération a partir de la vitesse
Uy(y) en utilisant la relation :

_dvy, _dUydy _ ., dUy
TSR T Ay dt - Y dy

En prenant un référentiel fixe par rapport aux plans paralleles dont 'origine est dans
le plan de symétrie, le cylindre va évoluer entre ¥mar = €mazb lorsqu’il est tangent au
plan supérieur et —ymq, lorsqu’il vient toucher le plan inférieur. Sur la figure 5.29, nous
avons tracé I'accélération v normalisée par 1’accélération caractéristique v* = U*?/a en
fonction de ¥/ymaz- On constate que l'accélération est une fonction impaire de y/Ymaz,
qu’elle est maximale en y/ymaz ~ 0.6 dans le demi-plan supérieur et nulle dans le plan
de symétrie en y/yYmar = 0, c’est-a-dire 1a ou le cylindre atteint sa vitesse maximale
(voir la figure 5.28). Dans le demi-plan inférieur, on retrouve ’évolution similaire dans
la phase de décélération du cylindre.

5.4.3 Probléeme du transport du cylindre en écoulement de Poiseuille

Dans le cas du cylindre de flottabilité neutre dans un écoulement de Poiseuille, 'inver-
sion de la matrice de résistance permet d’obtenir pour la vitesse U, I'expression :
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F1a. 5.29 — Evolution de v /v* en fonction de y/Ymaz pour k = 0.29

U, = Re Ab (A3 A1y — A13Azy) + Adz(A11 A3y — Az1A1y) + Ab (A3 Az — A1 As) T
Aga(A11A33 — A13431)
Encore une fois, les vitesses Uy, §2, et la perte de charge AP gardent la méme expression
que dans le cas ol Fy, était négligée. La figure 5.30 montre 1'évolution de U, en fonction
de I'excentrement dans le cas ou Re = 0.1. Comme dans le cas de la sédimentation,
cette vitesse est négative donc dirigée vers le plan de symétrie. Elle est nulle dans ce
plan en e/enq, = 0, passe par un extremum pour €/€pq., =~ 0.35 ol son module est
maximal puis tend vers 0 lorsque le cylindre se rapproche d’un plan. Cette évolution
est partiellement satisfaisante car si elle confirme que la position symétrique est une
position d’équilibre!?, elle est en désaccord avec l'effet Segré-Silberberg [112-114] qui
prédit un changement de signe pour U, avec une position d’équilibre intermédiaire
entre le plan de symétrie et les parois paralleles. Le fait que nous ne trouvions pas
ce comportement permet par conséquent d’affirmer catégoriquement que cet effet est
d’origine inertielle puisque qu’il ne se manifeste pas avec notre degré d’approximation.

5.5 Remarques sur les travaux de Wannier [44] et de Jef-
frey et al. [45]

En 1981, Jeffrey et al. [45] ont résolu analytiquement ’équation de Stokes par une
transformation des coordonnées bipolaires du plan dans le cas d’un cylindre se déplagant
a proximité d’un unique plan. Ils ont étudié trois mouvements du cylindre parmi lesquels

10. Cette position d’équilibre est une position d’équilibre instable
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FI1G. 5.30 — Evolution de U, /U en fonction de e/emqs pour k =0.29 et Re = 0.1

sa translation uniforme parallelement au plan et sa rotation uniforme autour de son
axe. Ces travaux révelent deux résultats qui nous ont surpris car en contradiction avec
nos propres calculs: Jeffrey et al. [45] ont en effet montré qu’un cylindre en translation
parallelement au plan ne subit aucun couple et que corrélativement, un cylindre en
rotation ne ressent aucune force de trainée paralleéle au plan (figure 5.31).

Fi1a. 5.31 — En haut : problemes de la translation du cylindre - En-bas : problemes de la
rotation du cylindre - A gauche : en présence de 2 plans (comme dans notre étude) - A
droite : en présence d’un seul plan (comme chez Jeffrey et al. [45])
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Wannier [44] a confirmé ce dernier point. En présence de deux plans par contre, nos
calculs concluaient & Uexistence de cette force (coefficient Ay3) et de ce couple (coeffi-
cient As;) et aucun argument ne semblait justifier cette contradiction apparente. Afin
de comprendre ce résultat, nous avons effectué I’étude suivante [116] : nous avons main-
tenu constante la distance du cylindre a un plan, disons le plan supérieur, et nous avons
progressivement éloigné 'autre plan (Fig. 5.32). La distance du cylindre au plan fixe
normalisée par le rayon du cylindre est égale a € = 0.724. En partant d’une situation
centrée, le rapport de confinement k = a/b diminue de la valeur ke, = 1/(1+¢€) =~ 0.58
puisque le rayon du cylindre a étant fixe, la distance 2b entre les plans augmente. Quant
a 'excentrement, on peut facilement montrer qu’il diminue lorsque le plan s’éloigne et
qu’il est lié a k et € par la relation:

e 1—-k(l+e
emam_ 1-k

La figure 5.33 représente 1’évolution du coefficient Agj, c’est-a-dire du moment subi
par le cylindre en translation parallelement aux plans, en fonction de k. En k = ka0,
le cylindre avance a mi-distance des deux plans et le moment est nul par raison de
symétrie. Lorsque le plan inférieur s’éloigne, k diminue et le moment augmente en
valeur absolue, passe par un extremum pour k ~ 0.48 avant de tendre vers 0 lorsque k
tend vers 0. On retrouve donc bien pour cette limite le résultat de Jeffrey et al. [45] de
la nullité du moment en présence d’un seul plan. En faisant une étude similaire pour le
cylindre en rotation, on retrouve la méme évolution pour le coefficient A3 c’est-a-dire
pour la force de trainée subie par le cylindre. On peut donc en conclure que l'existence
de ce moment et de cette force en présence du deuxieme plan est directement liée
au contre-écoulement engendré par le confinement. En présence d’un plan unique, ce
«backflow» est repoussé a 'infini loin du cylindre et n’exerce plus d’effort sur celui-ci.

Plan fixe

Plan « mobile »

Fia. 5.32 — Schéma du systéeme étudié
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F1a. 5.33 — Coefficient A1 en fonction de k pour e = 0.724

5.6 Conclusion

Nous avons utilisé le concept de la matrice de résistance pour résoudre les problemes
d’une particule cylindrique circulaire confinée entre deux parois paralleles lorsqu’elle
est en sédimentation ou transportée dans un écoulement de Poiseuille. Notre travail
a permis de déterminer les caractéristiques des mouvements de la particule et des
écoulements du fluide pour ces deux situations dans le cas purement visqueux puis
tres faiblement inertiel. En ce qui concerne le premier probleme, le point important est
I’existence d’une position intermédiaire entre le plan de symétrie et les parois paralleles
ou la vitesse de sédimentation est maximale. Notons également le sens de rotation
non intuitif du cylindre qui semble «rouler a contre-sens» en comparaison d’une par-
ticule qui roulerait sur un plan. Pour le second probleme, le fait remarquable est que
la particule avance avec une vitesse plus faible que celle du fluide non perturbé!!.
Contrairement au cas de la sédimentation, la vitesse est dans ce cas maximale dans le
plan de symétrie. L’approximation «tres faible inertie» a permis de répondre a certaines
questions et a confirmé notamment que 'effet Segré-Silberberg est d’origine inertielle
et ne devrait se manifester qu’a des nombres de Reynolds supérieurs a ceux considérés
dans cette étude. Du point de vue de ’analyse, ce type de problemes se révele souvent
trop complexe a résoudre et I’on ne connait que des solutions particulieres comme en
régime de lubrification ou en situation faiblement perturbée par rapport a un probleme
parfaitement symétrique. L’alternative est alors I'utilisation de calculs numériques uti-
lisant des techniques complexes (méthode DNS notamment) et qui exigent de cotiteux

11. On trouve dans la littérature nombre de travaux ou cette hypothese d’égalité des vitesses est posée
sans autre précaution. Certains codes de calculs numériques commerciaux font de méme
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moyens de calculs. La matrice de résistance se présente alors comme une alternative
moins exigeante pour résoudre divers problemes de transport de particule. On peut
évidemment 1’étendre a des situations tridimensionnelles.
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deuxieme partie

Transfert de masse ou de chaleur
sur un cylindre confiné entre
deux plans paralleles






Chapitre 1

Etude bibliographique

La connaissance et la compréhension du transfert de chaleur ou de masse sur la
paroi d’un cylindre de section circulaire sont nécessaires dans de nombreuses appli-
cations, notamment pour les échangeurs de chaleur, 'anémométrie a fil chaud ou le
dimensionnement des conducteurs électriques dans le cas du transfert thermique et
pour le probleme de filtration de particules microscopiques sur des membranes com-
posées de fibres cylindriques ou pour celui impliquant des procédés électrochimiques en
ce qui concerne le transfert massique. Le transfert de chaleur peut se faire selon plu-
sieurs modes : transfert diffusif, convectif ou radiatif. Le transfert convectif se décline
encore en convection naturelle lorsque la mise en mouvement du fluide est provoquée
par une hétérogénéité de masse volumique et en convection forcée lorsque la mise en
mouvement du fluide est provoquée par un moyen extérieur. Lorsque les deux types
de transfert cités précédemment interviennent ensemble, on parle de convection mixte
(on peut remarquer que sous le terme de transfert par convection naturelle, il ne faut
pas oublier d’inclure le transfert par diffusion qui est toujours présent; de méme pour
la convection forcée, si poussée d’Archimede et diffusion il y a, ces modes de trans-
port se cumulent). Dans cette étude, nous nous limiterons & la convection forcée et au
transfert purement diffusif. Rappelons que la dynamique de 1’écoulement d’un fluide
incompressible newtonien de masse volumique p, de viscosité dynamique p, de vitesse
Uy, autour d'un cylindre de diametre 2a est caractérisée par le nombre de Reynolds
Re = pUx2a/p. L’analyse dimensionnelle [119] montre qu’en plus de Re, le transfert
de chaleur en convection forcée est totalement défini par un second nombre sans di-
mension appelé nombre de Prandtl Pr = v/ap ot v = p/p est la viscosité cinématique
du fluide et ar = A\/pC), sa diffusivité thermique avec A sa conductivité thermique et
C) sa chaleur spécifique a pression constante. Le nombre de Prandtl peut s’interpréter
comme le rapport du temps (2a)%/ar que met la chaleur pour diffuser sur la distance
2a et du temps (2a)?/v que met la quantité de mouvement pour diffuser sur la méme
distance. L’équivalent du nombre de Prandtl pour le transfert de masse est le nombre de
Schmidt S¢ = v/ay ou ayy est la diffusivité moléculaire du fluide. Sc est aussi le rap-
port du temps (2a)?/axs que met la matiere pour diffuser sur la distance 2a et du temps
(2a)? /v déja défini. Le flux de chaleur est généralement normalisé par un flux de chaleur
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de référence pour construire le nombre de Nusselt Nu. Le flux de matiére normalisé
s’appelle quant & lui le nombre de Sherwood Sh. On appelle Pe = RePr = Uy D/ar le
nombre de Péclet thermique et Pe = ReSc = Uxo D /s le nombre de Péclet massique.
Le nombre de Nusselt pour un cylindre de rayon a, porté a la température constante
To, dans un fluide a la température & 'infini T, s’écrit :

2T \(OT /) p—qadh
2malNTo — Two) /2a)

Nu =

Comme nous 'avons souligné dans la premieére partie, la majorité des études, tant
théoriques qu’expérimentales, est consacrée aux écoulements aux grands nombres de
Reynolds. Il en découle naturellement que beaucoup de travaux concernant les transferts
de masse ou de chaleur sont dédiés aux régimes des grands nombres de Péclet. On
trouve néanmoins quelques études traitant des transferts de masse ou de chaleur faisant
intervenir des écoulements aux faibles Re. En 1954, Cole et al. [120] ont considéré
le probleme d’un cylindre isotherme a la température Ty placé dans un écoulement
uniforme Uy a la température 7. En imitant la démarche de Lamb [12], ils ont utilisé
I'approximation d’Oseen [11] appliquée a I’équation de conservation de la chaleur pour
approcher la vitesse du fluide par la vitesse loin du cylindre Uy. Ils ont ainsi déterminé
le champ de température sous la forme d’une série infinie de fonctions trigonométriques
et de fonctions de Bessel modifiées dont les coefficients sont obtenus grace a la condition
limite a la paroi du cylindre. En calculant le flux de chaleur au travers d’une surface
cylindrique concentrique au cylindre et de rayon arbitrairement grand, ils ont obtenu
I’expression du flux de chaleur qui, pour les faibles nombres de Péclet, s’écrit :

2
Ny=+——FF— 1.1
U7 In(8/Pe) — (1.1)
ou~y = 0.5772... est la constante d’Euler. Cette expression est en quelque sorte I’équivalent
de la formule 1.1 page 6 de Lamb [12]. Illingsworth [121] utilisa la méme technique pour

obtenir la formule plus générale:

Iy(Pe/4) (Pe/4)

Nu = 2[K0P6/4 22 Tﬁ‘x)] (1.2)

avec I, et K, les fonctions de Bessel modifiées. Lorsque Re est petit et que Pr est de
lordre de 1, cette expression se simplifie en:

L2 Pey 2
A= 7~ S Gagp ) -

In(8/Pe) —
Cette expression n’est rien d’autre que la formule 1.1 de Cole et al. [120] corrigée d'un
terme en Pe?. L’analyse théorique de King [122], inspiré par un travail antérieur de
Boussinesq [123], donne pour le nombre de Nusselt 'expression :

2
Nt = 7B (Pe << 0.08) (1.4)
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1 [2P
Nu==+/"=5  (Pe>0.08) (1.5)
T ™

La formule 1.5 qu’on appelle la loi de King, sert de base aux expressions utilisées en
anémométrie a fil chaud. Il faut noter que la condition aux limites sur la paroi du
cylindre dans le travail de King [122] est du type «densité de flux constante» alors
que les autres travaux correspondent a une condition de type «température constantes».
Wood [124], en utilisant I’approximation d’Oseen [11] pour obtenir le champ de vitesse,
a donné ’expression complexe suivante pour le nombre de Nusselt :

et

Nu— 2[0(P6/4){ B A(Pr)Iy(Pe/4)
K()(Pe/4) K()(Pe/4) [Io(R€/4)K0(R€/4) + Il(R€/4)K1(R€/4)]
p(Pr)lo(Pe/4)

" Ro(Pe/DTo(Re/A)Ko(Re/d) + h(Re/ K (Rejpe) (0

ot A(Pr) et u(Pr) sont des fonctions intégrales du nombres de Prandtl que 'on doit
déterminer numériquement. En particulier dans le cas de l'air (Pr = 0.72), Wood [124]
a déterminé A\(0.72) = 1.38 et u(0.72) = 0.40. Dans la limite ou Re — 0, nous avons
développé les fonctions de Bessel modifiées et obtenu ’expression :

B 2 - A(Pr)

 In(8/Pe) — v [in(8/Pe) —~][in(8/Re) — 1]
p(Pr) — 3A(Pr) )

[in(8/Pe) — ~][in(8/Re) — ~]?

Nu

(1.7)

Cette formule n’est pas valable au-deld de Re > 1072 dans le cas de l’air. En utilisant
les champs de vitesse déterminés par Proudman et al. [23] et par Kaplun [18], Hieber
et al. [125] ont développé des solutions pour deux cas limites. Dans le cas ou Re — 0,
ils proposent ’expression :

_ 2 _ 5(Pr)
- In(8/Pe) — 7{1 [in(8/Pe) — 7]2} (1.8)

ot 6(Pr) est une fonction du nombre de Prandtl & calculer numériquement! (cette
expression est une variante de ’expression 1.3 de Illingsworth [121] et est donc tres
proche de celle de Cole et al. [120]). Dans le second cas, ils considerent la limite Pr =
Re @ (0 < a < 1) et Re — 0. Pour différents nombres de Reynolds et pour une
large gamme de nombres de Prandtl, on peut calculer la valeur du parametre a =
—In(Pr)/In(Re) et le nombre de Nusselt a pour expression :

Nu

= 2 _ k(@)
~ In(8/(1 - a)Pe) — 7{1 [in(8/(1 — a)Pe) — 7]2} (1.9)

1. Ils donnent dans leur article 6(0.72) &~ 1.38, §(1) ~ 1.63 et §(6.82) ~ 3.42

Nu
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avec

kla) =(1-2a)n2+ (1/2 —v)(1 —a) +in(l —a) + (1 +v — In2) (1.10)

Kassoy [126] a également utilisé la méthode des développements asymptotiques rac-
cordés pour déterminer le champ de température avec une amélioration dans la prise
en compte des variations des propriétés physiques du fluide et la possibilité d’une vitesse
de glissement a la paroi du cylindre. Pour le cas particulier d’un cylindre isotherme avec
adhérence du fluide a la paroi, il donne I'expression du nombre de Nusselt suivante :

B 2 (- 2PrMsy(Pr)
"~ In(8/Pe) — v [In(8/Re) — v+ 1/2][In(8/Pe) — ]

Nu } (1.11)

ou

My(Pr) = /0 T K2(aPr) Ko@) To(2) + K1 (2) 11 (2)]wdz

et My(Pr = 0.72) = 1.3092 pour l'air. Nakai et al. [127] ont utilisé une méthode
analogue a celle de Kassoy [126] et ont donné la formule:

2 2
YT 93 In8/3 — InPe . —0.4319 + In(8/Pe)

Ces deux derniéres expressions, comme celles de Illingsworth [121], de Wood [124], et
de Hieber et al. [125], tendent toutes vers la formule de Cole et al. [120] pour Pe — 0.

(1.12)

Les approches numériques de ce probléme sont relativement nombreuses. On peut
par exemple se référer au travail de Dennis et al. [128] qui ont résolu 1’équation de
Navier-Stokes et celle de I’énergie pour des nombres de Reynolds compris dans I'inter-
valle 0.01 — 40 ou plus récemment & Lange et al. [35] qui ont déterminé les champs
de vitesse et de température autour d’un cylindre circulaire chauffé dans la gamme
1074 < Re < 200. Ils ont proposé une loi de corrélation dans I’air par ajustement de
leurs données numériques :

Nu = 0.082Re’® 4 0.734ReX (1.13)

avec x = 0.05 + 0.226 Re 9%, Kurdyumov et al. [129] ont développé une solution basée
sur un calcul de couche limite valide dans le cas Pr — oo et 'ont étendu aux nombres
de Prandtl de ’ordre de 1. Ils ont proposé I'expression :

Nu = 2[Wy(Re)Pr'/? + Wi(Re)] (1.14)

ou les fonctions du nombre de Reynolds Wy et W7 s’écrivent, avec ( = logio(Re/2):
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Wo(Re) = 0.46271 exp(1.01633¢ + 0.05121¢%?)  pour  2.1072 < Re < 6.28
oler = O.474[Re/ln(2/Re)]1/3 pour  Re < 2.1072

0.10666 exp(0.41285¢ + 0.43847¢>
+0.19150¢3 + 0.01802¢* — 0.005225¢°)  pour  2.1072 < Re < 6.28
Wl(Re) =

0.0917 pour  Re < 2.1072

On dispose de relativement peu de données expérimentales concernant les transferts
dans le régime des bas nombres de Reynolds. Les expériences de King [122] dans la
gamme 0.1 < Re < 200 sont réputées étre imprécises pour Re < 1 et rappelons de plus
qu’elles concernent une condition de densité de flux imposée sur le cylindre. Piret et
al. [130] ont étudié le transfert convectif sur des fils électriques de platine et de nickel
dans I’eau pour des nombres de Reynolds compris entre 0.1 et 15. Ils ont interpolé leurs
données par la loi:

Nu = 0.965Re"28 pr03 (1.15)
Van der Hegge Zijnen [131] a proposé la corrélation dans 'air pour la gamme 0.01 <
Re < 5.10°:
Nu = 0.35 4 0.50Re"? (1.16)
En compilant les données issues de nombreuses études, Van der Hegge Zijnen [132] a
également proposé ’expression :
Nu = 0.38Pr%2 + (0.56 Re®5 + 0.001 Re) Pr033 (1.17)

Davis [108] a obtenu des résultats pour les grands nombres de Péclet et pour des
nombres de Reynolds compris entre 0.1 et 200. McAdams [133] a cherché une loi de
corrélation pour ces valeurs expérimentales et a proposé pour 0.1 < Re < 1000 'ex-
pression :

Nu = 0.32 + 0.43Re%-52 (1.18)
Whitaker [134] a proposé dans l'intervalle 1 < Re < 10° et pour 0.67 < Pr < 300 la
formule :

Nu = (0.5Re®? + 0.07Re?/) Pro4 (1.19)

Ulsamer [135] a trouvé quant a lui, en analysant encore une fois les données expérimen-
tales de Davis [108], que pour un nombre de Reynolds compris entre 0.1 et 50, la valeur
de l'exposant du nombre de Reynolds était plutot 0.385 au lieu de 0.52. On peut encore
citer les expériences de Hilpert [136] concernant le transfert de chaleur sur des fils
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électriques chauffés dans un écoulement d’air. Il a donné le nombre de Nusselt sous la
forme :

T
@)
ou C' et n, donnés dans le tableau 1.1, sont des constantes dépendant de la gamme du
nombre de Reynolds dans laquelle I’écoulement se situe. T;, et T, sont respectivement la
température du fil électrique cylindrique et celle de I’air loin de celui-ci. L’introduction
du coefficient T3, /T a pour but de prendre en compte la dépendance en température
des propriétés physiques du fluide?.

e

Nu = C[Re( " (1.20)

Re C n
1-4 0.891 | 0.330
4 —40 0.821 | 0.385
40 — 4000 0.615 | 0.466

4000 — 40 000 0.174 | 0.618
40 000 — 400 000 | 0.0239 | 0.805

TAB. 1.1 — Coefficients de [’expression (1.20)

On peut noter que les deux premieres discontinuités des pentes dans la formule 1.20 ont
lieu pour Re = 4 ce qui correspond approximativement a I'apparition des tourbillons
de recirculation a ’aval du cylindre et pour Re = 40 ce qui correspond grossierement
au largage instationnaire de ces tourbillons. Une approche similaire a été adoptée par
Collis et al. [137]. Dans ce travail, ils ont proposé la loi:

T

Nu:(T
o0

)1T(A + BRe™) (1.21)
ou T, = (T +Too)/2 est la moyenne arithmétique de la température du cylindre et de
celle du fluide et ou les constantes A, B et n dépendent du nombre de Reynolds (Tab.
1.2). Contrairement a Hilpert [136], ils n’ont distingué que deux régimes d’écoulement
dont la transition correspond a l'apparition de I’allée de Bénard-Von Kérman autour
de Re ~ 44.

0.02 < Re <44 | 44 < Re < 140
n 0.45 0.51
A 0.24 0
B 0.56 0.48

TAB. 1.2 — Coefficients de [’expression (1.21)

Pour 0.02 < Re < 0.5, ils ont proposé également une loi du type «Cole et Roshko»
modifiée (Eq. 1.1) sous la forme:

2. Dans 'anémométrie & fil chaud, le rapport T\, /T porte le nom de coefficient de surchauffe
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T, 1
—1y0.17 (1.22)
T 1.18 — 1.10log1p Re

Kramers [138], en réutilisant les données compilées par Ulsamer [135], a proposé dans
la gamme 2 < Nu < 20, la loi suivante:

Nu = (

Nu = 0.42Pr%2° 4 0.57Pr"33Re%®  pour 0.71 < Pr < 525 (1.23)

En reprenant les données expérimentales de Hilpert [136], King [122] et de Collis et
al. [137], Fand et al. [139] ont suggéré la corrélation suivante :
Tm

Nu = (T—)0'17(0.184 + 0.324Re"? + 0.291 ReX) (1.24)

avec Y = 0.247 4 0.407Re%168. Une formule souvent citée dans les ouvrages d’ingénierie
est donnée par Churchill et al. [140] valable pour RePr > 0.2:

[1+ (0.4/Pr)2/3]1/4 282000
On retrouve la plupart de ces références dans les articles de Morgan [141] et de

Zukauskas [142,143] qui résument la majorité des études relatives au transfert de chaleur
sur un cylindre lisse. Nous avons tracé certaines de ces expressions dans la figure 1.1.

Nu=0.3+

(1.25)

Concernant le transfert de masse sur un cylindre, on peut citer le travail de Langmuir
[144] qui s’est penché sur le probleme de la filtration des aérosols. Il a basé sa théorie
sur I’équation d’Oseen en supposant que la diffusion massique se déroulait pendant le
temps que le fluide mettait pour passer de § = 7/6 jusqu'a @ = 57/6, 6 étant 'angle
compté a partir du point d’arrét amont du cylindre. Cette hypothese assez étrange
conduit pour le nombre de Sherwood a I’expression :

0.335Pe4
o = B (R (1.26)
pour un nombre de Reynolds dans I'intervalle 0.03 — 0.4 et un nombre de Schmidt dans
la gamme 1000 — 28000. Friedlander [145] a adopté une autre technique basée sur le
concept de couche limite. Bien que cette approche soit généralement pertinente pour
les écoulements aux grands nombres de Reynolds, il I’a adaptée aux faibles nombres de
Reynolds en se servant de la fonction de courant de 1’écoulement laminaire déterminée

par Tomotika et al. [22]. Il a ainsi obtenu pour le nombre de Sherwood I’expression? :

0.821Pel/3
Sh= ———~ (1.27)
[2 — In(Re)]}/3
Cette relation est limitée aux écoulements ou la couche limite est «mince» c’est-a-
dire pour les grands nombres de Péclet et pour des nombres de Reynolds inférieurs a

3.1l semble que le préfacteur 0.568 donné pour cette loi dans I'article de Dobry et al. [146] soit
erroné.
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FiGc. 1.1 — Nombre de Nusselt pour un cylindre en milieu infini en fonction du nombre
de Reynolds avec de l'air (Pr =10.72)
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1073. Par un autre calcul numérique cette fois, Friedlander [145] a estimé que pour
Re = 107! et pour des nombres de Schmidt plus grands que 100, le flux de matiere
normalisé pouvait s’écrire :

Sh = 0.557P¢!/3 (1.28)

Entre les limites de validité des formules (1.27) et (1.28), il a déterminé le nombre
de Sherwood par interpolation de ces expressions. Friedlander [147] s’est également
intéressé a la captation des aérosols par des objets de géométrie cylindrique (comme la
captation de la pollution par des brins d’herbe) et a proposé I’expression :

Sh = 0.6835c!"/3 Re?166 (1.29)

qui est supposée valable dans la gamme 40 < Re < 4000.

Concernant les travaux expérimentaux, on peut citer ceux de Dobry et al. [146]
qui ont utilisé une méthode électrochimique pour déterminer le transfert massique sur
une électrode composée d’un fin fil métallique pour des écoulements correspondant a
des nombres de Reynolds compris entre 0.02 et 8. Ambari et al. [148] ont également
étudié le transfert de masse sur un cylindre par la méthode électrochimique pour des
solutions diluées de polymeres. Pour leur solvant qui est newtonien, ils obtiennent pour
le nombre de Sherwood ’expression :

Sh=0.765c"/Re®®  (1.107° < Re < 7) (1.30)

qui est proche de 'expression 1.15 de Piret et al. [130] déja citée. Une approche similaire
a été adoptée par Vogtlander et al. [149]. IlIs ont quant & eux trouvé que le nombre de
Sherwood variait comme Re%? et Sc0-33.

On ne dispose pour ainsi dire d’aucun travail traitant des transferts de chaleur ou
de masse sur un cylindre lorsqu’il est en situation de confinement. Cette situation se
présente pourtant couramment. Le transfert de chaleur sur un fil chaud va par exemple
étre différent lorsqu’on place la sonde a proximité d’une paroi solide. Les échangeurs
de chaleurs sont également toujours confinés par des parois. Les seules études que nous
rapportons a ce sujet sont des études numériques traitant du transfert de chaleur a
proximité d’une seule paroi. Le travail de Lange et al. [150] étudie le transfert de chaleur
sur un cylindre a proximité d’une paroi conductrice de la chaleur ou isolante dans le
but d’estimer les corrections a apporter a la vitesse dans la technique de 'anémométrie
a fil chaud. Les articles de Shi et al. [151,152] sont dans le méme esprit.

1.1 Conclusion

En ce qui concerne les transferts en fluides illimités, cette revue bibliographique
montre qu’aux faibles nombres de Reynolds, il existe une plus grande dispersion des
résultats en comparaison de ceux traitant du probleme dynamique. Ceci est clairement



166 Etude bibliographique

visible sur la figure 1.1. L’expression 1.13 de Lange et al. [35], obtenue par une approche
numérique, semble étre valide pour Re << 1 mais aussi jusqu'a Re = 200 ce qui
en fait une expression utile. Ce travail est de plus en bon accord avec les résultats
expérimentaux de Collis et al. [137]. Ces travaux, qui rejoignent ceux du type Cole et
al. [120] aux faibles nombres de Péclet, semblent plus vraisemblables que les autres
pour des valeurs de Pe ~ 1. Il n’existe pas a notre connaissance d’étude analytique
ou expérimentale concernant les transferts de chaleur sur un cylindre en milieu confiné
pour un écoulement dans le régime de Stokes. Hormis les quelques travaux numériques
cités plus haut, nous n’avons aucune information concernant ce sujet. Ceci nous a
donc incité a pousser plus loin nos investigations dans ce sens. A partir des champs
hydrodynamiques calculés dans la partie I, nous allons maintenant voir comment sont
modifiés les transferts lorsque le cylindre est centré (Chap. 2) puis excentré (Chap. 3).
Les problemes thermique et massique étant strictement équivalents dans la mesure ou
I’on peut négliger la dissipation visqueuse, hypothese que nous supposons vraie dans la
suite, nous ne parlerons plus désormais que des transferts de chaleur.
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Chapitre 2

Cylindre en situation centrée

Ce chapitre est consacré au transfert de chaleur sur la paroi du cylindre lorsque
celui-ci se trouve exactement a mi-distance des plans paralleles. L’étude de I'influence
du rapport de confinement k& = a/b est menée tout d’abord dans le cas ou les plans
sont & une température constante (condition de type Dirichlet) puis dans le cas ou
ces plans sont adiabatiques (condition de type Neumann). Dans tous les cas, nous
supposons que les propriétés physiques du fluide sont indépendantes de la température
ce qui permet de découpler les problemes dynamique et thermique. En conséquence,
nous avons choisi d’étudier les transferts sur le cylindre dans des écoulements déja
décrits dans la partie précédente. Nous supposons alors que le cylindre est animé d’un
mouvement de translation de vitesse U, dans un fluide immobile loin de celui-ci ou
qu’il est immobile et soumis & un champ de vitesse uniforme U, (voir par exemple la
figure 3.1 page 47). Ces conditions aux limites dynamiques ne sont pas rappelées dans
les schémas qui suivent.

2.1 Conditions aux limites de type Dirichlet

La figure 2.1 montre les conditions aux limites relatives au transfert de chaleur
pour cette étude. Le cylindre est a la température Tj alors que les plans paralleles
et la section d’entrée du domaine sont a la température T,. A la section de sortie,
la condition aux limites s’exprime par la relation 07/0x = 0 ce qui signifie que les
isothermes sont orthogonales a cette section. Nous nous intéressons au flux de chaleur
® (il s’agit d'un flux par unité de longueur de cylindre) sur le cylindre que l'on traite
sous sa forme adimensionnelle du nombre de Nusselt défini par ’expression :

.

Nu —
U= GAT

ou A est la conductivité thermique du fluide et AT = Ty — T. Les champs de vitesses
sont ceux déja obtenus dans la partie I de ce mémoire dans le cas d’un cylindre en
translation uniforme et en régime de type Stokes!.

1. Remarquons que le régime de Stokes n’implique pas nécessairement que le nombre de Reynolds
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FiG. 2.1 — Conditions aux limites de type Dirichlet

Par la suite, une variation du nombre de Péclet sera par conséquent le fait d’une
variation du nombre de Prandtl & un nombre de Reynolds constant que nous avons
choisi égal & 1073. Nous rappelons que le nombre de Péclet a pour expression Pe =
U2a/a = RePr ou « est la diffusivité thermique du fluide et Pr = v/a le nombre de
Prandtl.

2.1.1 Influence du nombre de Péclet

Dans un premier temps, nous avons étudié I’évolution du flux sur le cylindre en fonc-
tion du nombre de Péclet. Cette évolution est représentée pour des rapports de confi-
nement k variant entre 1073 et 0.9 sur la figure 2.2. Plusieurs remarques intéressantes
peuvent étre faites a la vue de cette figure:

— pour un rapport de confinement k£ donné, on peut constater tout d’abord I’exis-
tence de deux régimes distincts, avec un « régime plateau » purement diffusif
pour les plus faibles valeurs de Pe ou le nombre de Nusselt ne varie pas avec le
nombre de Péclet et un régime convectif pour les valeurs supérieures de Pe ol le
nombre de Nusselt varie suivant une loi du type Nu o« Pel/3. Par analogie avec
le probleme du transfert de quantité de mouvement étudié précédemment, nous
appelons Nugiokes(k) les solutions correspondant aux « régimes plateau » et 1’on
parlera de «solutions de type Stokes» pour le transfert de chaleur,

— pour un nombre de Péclet donné, plus le rapport de confinement %k est grand et
plus le flux augmente,

— la gamme d’existence d’un « régime plateau » est d’autant plus étendue que le
rapport de confinement k est important. Cela signifie aussi que le nombre de Péclet
de transition Pe. entre le régime de type Stokes et le régime de convection forcée
est une fonction croissante du rapport de confinement k. On peut s’en rendre
mieux compte en observant la figure 2.3 ou nous avons représenté 1’évolution

soit tres petit. Nous avons vu en effet dans la partie dédiée au transfert de quantité de mouvement que
le confinement atténue les effets de 'inertie
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de la quantité [Nu(k,Pe) — Nugtores(k)]/Nustokes (k) en fonction du nombre de
Péclet.
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Sur la méme figure, nous avons également tracé la courbe que donne la formule 1.1 de
Cole et al. [120] correspondant au cas d’un cylindre en milieu infini. Comme c’était le
cas pour la formule de Lamb (formule 1.1 page 6) ou pour 'une de ses «variantes», la
formule de Cole et al. [120] (formule 1.1 page 158) tend de maniére singuliere vers la
valeur nulle quand Pe — 0 et ne présente aucun «régime plateaus.

— 18 T T Ty Ty T
5 L
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Fia. 2.3 — [Nu(k,Pe) — Nugiores(k)]/Nustokes(k) en fonction de Pe (conditions aux
limites de type Dirichlet)

2.1.2 Influence du rapport de confinement k

Sur la figure 2.4, nous avons représenté 1’évolution du nombre de Nusselt en fonction
du rapport de confinement k pour des nombres de Péclet valant Pe = 1000, 100 et
1072. On peut faire deux remarques concernant ces courbes:

— les évolutions du flux sont similaires quelle que soit la valeur du nombre de Péclet
et I’on observe une croissance monotone du nombre de Nusselt lorsque k£ augmente

— pour une valeur de k& donnée, le flux est d’autant plus important que le nombre
de Péclet est grand comme on pouvait s’y attendre

Sur la figure 2.5, nous avons représenté la répartition du flux sur la paroi du cylindre
pour Pe = 1000. Cette distribution étant symétrique (¢() = ¢(—6)) comme on peut
le voir sur la figure 2.6, elle n’est représentée que dans l'intervalle [0,180°]. On constate
sur la figure 2.5 que le transfert est localisé dans les zones polaires autour de 90° et
270° car I’épaisseur de la couche de transfert est conditionnée par la distance minimale
entre les plans et le cylindre. En ordres de grandeur, la densité de flux s’écrit :
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F1G. 2.5 — Répartition angulaire du flux sur le cylindre pour Pe = 1000 (conditions aux
limites de type Dirichlet)
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c)

F1G. 2.6 — Isothermes autour du cylindre pour Pe = 1000 et k =: a)0.1 - b)0.3 - ¢)0.9
(conditions auzx limites de type Dirichlet)
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1000 T T T T T T T T T T T
& 900 |3 .
~§. 800 | |= -
~ 700+ E
X
= 600 i
[T
() 500 E
e
N) 400 - -
»
g 300 E
QO 200t .
OO,
100 e aasat | 1 | | 1 h ) 0o a s
0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180

0 (°)

F1G. 2.7 — Répartition angulaire du flux sur le cylindre pour Pe = 0.01 (conditions aux
limites de type Dirichlet)

Fi1G. 2.8 — Isothermes autour du cylindre pour Pe = 0.01 et k =: a)0.1 - b)0.3 - ¢)0.9
(conditions auzx limites de type Dirichlet)
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To — T A AT
pox A2 = (P (2.1)

b—a 1-k

Cette grandeur augmente donc rapidement lorsque & — 1. La méme remarque peut
étre faite dans le cas on Pe = 0.01. La distribution du flux est donnée en figure 2.7. Le
transfert se fait encore principalement autour des points 8 = 90° et # = 270°. On observe
par ailleurs une double symétrie dans ce cas: en plus de la symétrie ¢(0) = ¢(—0) due
au fait que le cylindre est centré, on a la symétrie p(0) = p(m — ) due au fait que le
transfert est purement diffusif. La couche limite thermique est symétrique entre ’amont
et I’aval du cylindre. Ceci est clairement visible dans le figure 2.8.

2.1.3 Solutions de type Stokes

Sur la figure 2.9, nous avons représenté les «solutions de type Stokes» pour le trans-
fert de chaleur en fonction du rapport de confinement k. L’analogie avec 1’évolution
de Agtokes(k) est évidente et nous avons donc cherché une fonction d’interpolation du

type:

1

Nugioke(k) =
UStok ( ) EnAanQ"—l—Blnk

(2.2)

dont les coefficients numériques sont donnés dans le tableau 2.1.

Ap = 0.13667 Ajg = 1491.77
Ag = —0.523494 | Ay = —1431.7
Ay =9.01196 A6 = 750.647
Ag = —75.5258 | A1g = —165.643
Ag = 334.283 B = —0.494384
Ajg = —922.444

TAB. 2.1 — Coefficients numériques de l’expression 2.2

Comme dans le cas de la force, lorsque £ — 1, on peut effectuer un développement
asymptotique dans la limite de lubrification pour le transfert de chaleur. Nous avons
obtenu dans ce cas I'expression :

. 1k
Ile1 NUStakes(k) = 2\/5(7) 1/2

Cette expression est tracée dans la figure 2.9. Dans le tableau 2.2, nous comparons
les résultats de l'interpolation avec les valeurs numériques. L’erreur relative est tou-
jours inférieure & 0.5% ce qui confirme la validité de I'expression 2.2 dans la gamme
1073 < k < 0.99. Certains des résultats présentés dans cette partie ont fait 'objet de
communications lors de conférences avec actes [153,154].
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F1G. 2.9 — Nugiokes en fonction de k (conditions aux limites de type Dirichlet)
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k| Nu(Fluent) | Nu(Expr. 2.2) | Erreur (%)
107° | 0.2817 0.28155 0.053
1072 0.4136 0.41436 0.184
0.05 0.61928 0.61864 0.104
0.1 0.788 0.78701 0.125
0.2 1.084 1.08485 0.078
0.29 1.356 1.35636 0.026
0.44 1.892 1.89005 0.103
0.55 2.408 2.41237 0.181
0.6 2.704 2.70122 0.103
0.7 3.474 3.47215 0.053
0.8 4.736 4.74147 0.115
0.9 7.482 7.46156 0.274
0.95 11.27772 11.29094 0.117
0.99 27.035 27.12964 0.349

177

TaB. 2.2 — Erreur relative entre les nombres de Nusselt donnés par l’expression 2.2 et

par le calcul numérique

2.2 Conditions aux limites de type Neumann

de Fluent

Nous supposons a présent que les plans paralleles sont adiabatiques, les autres
conditions aux limites restant par ailleurs inchangées (Fig. 2.10). Comme dans la section
précédente, nous allons en premier lieu nous intéresser a I’influence du nombre de Péclet

puis aux solutions de type Stokes.

FiG. 2.10 — Conditions aux limites de type Neumann
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2.2.1 Influence du nombre de Péclet

La figure 2.11 montre comment varie le nombre de Nusselt lorsque le nombre de
Péclet augmente pour des rapports de confinement k compris entre 0.1 et 0.9. On
note des similitudes mais également des différences avec ce que nous avons obtenu
précédemment pour les conditions aux limites de type Dirichlet (Fig. 2.2). Concernant
les similitudes, on observe toujours, pour un rapport de confinement k£ donné, I’existence
de deux régimes, le premier pour les faibles nombres de Péclet pour lequel Nu ne dépend
pas de Pe, c’est-a-dire des «solutions de types Stokes», et un second régime pour les
grandes valeurs de Pe ot le nombre de Nusselt varie comme Pel/3. Au chapitre des
différences, on doit tout d’abord noter que les courbes «se croisent» aux transitions
entre les régimes de type Stokes et les régimes convectifs. Ceci n’existe pas avec des
conditions de type Dirichlet. Dans ce probleme en effet, quelle que soit la valeur de Pe,
plus k est important, et plus le flux transféré est grand. Avec les conditions aux limites
de type Neumann, cela reste encore vrai pour Pe >> 1, mais cela ne vaut plus pour les
régimes de type Stokes. En effet, pour Pe << 1, Nu est d’autant plus faible que k est
grand. On note enfin que les régimes de types Stokes persistent tous jusqu’a un nombre
de Péclet critique de 'ordre de 1072 commun & toutes les courbes donc indépendant
de la valeur de k alors que pour les conditions de Dirichlet, le nombre de Péclet de
transition est une fonction croissante de k.

2.2.2 Influence du rapport de confinement

Pour confirmer certaines des observations faites dans le paragraphe précédent,
nous avons tracé dans la figure 2.12 les évolutions du nombre de Nusselt en fonc-
tion du rapport de confinement k& pour Pe = 1000, Pe = 100 et pour Pe = 0.01.
Cette représentation montre clairement la décroissance du transfert pour Pe = 0.01
et sa croissance pour Pe = 100 et 1000. La comparaison avec les résultats obtenus
précédemment avec des conditions aux limites de type Dirichlet est intéressante. Sur
les figures 2.13 et 2.14 nous avons tracé les variations du nombre de Nusselt avec le
rapport de confinement k£ pour Pe = 100 et Pe = 1000 pour les deux types de condi-
tions aux limites. Nous constatons que ces évolutions sont semblables. En y regardant
de plus prét, on ne note effectivement aucune distinction entre les deux problemes dans
le cas Pe = 1000 quelle que soit la valeur de k. En ce qui concerne le cas Pe = 100,
les deux problemes cessent de donner des résultats identiques lorsque & — 1. Ceci se
comprend aisément en sachant que la couche limite thermique est d’autant plus fine
que Pe est grand et que le fait d’approcher le cylindre d’une paroi avec une condition
d’adiabaticité aura tendance a faire diminuer le transfert : tant que le nombre de Péclet
est suffisamment grand, la couche limite thermique, tres ténue, n’interagit pas avec la
paroi isolante et I'on se retrouve avec le méme résultat que celui obtenu dans le cas
ol les conditions aux limites sont de type Dirichlet. En d’autres termes, le cylindre ne
«ressent» pas l'influence des plans.
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F1G. 2.12 — Nombre de Nusselt en fonction de k pour Pe = 0.01, 100 et 1000 (conditions
aux limites de type Neumann)
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FiG. 2.13 — Comparaison des nombre de Nussell obtenus avec des conditions aux limites
de type Dirichlet et Neumann en fonction de k pour Pe = 100

Par contre lorsque le nombre de Péclet diminue, la couche limite thermique s’épaissit et
I'influence des conditions d’adiabaticité intervient de plus en plus pour réduire le flux
et ce d’autant plus tot que le rapport de confinement k est grand.

Pour Pe = 0.01, la couche limite thermique est limitée par le confinement et I'adiaba-
ticité des plans joue pleinement son role: lorsque le confinement augmente, le transfert
sur la paroi du cylindre va baisser. La distribution du transfert sur le cylindre, reportée
sur la figure 2.15, le confirme. On constate de plus sur cette figure que le transfert se
fait principalement autour du point d’arrét amont (§ = 180°) alors que dans le cas
des conditions aux limites de type Dirichlet, le transfert est localisé autour des points
6 = 90° et 8 = 270° (Fig. 2.5). Sur la figure 2.16, nous avons tracé pour k& = 0.6
I’évolution de la distribution de la densité de flux avec le nombre de Péclet, ces den-
sités étant normalisées par leur valeur maximale. On note bien pour ce confinement
le déplacement angulaire du maximum de densité de flux de 8 = 180° pour Pe << 1
vers § = 90° (et vers son symétrique non représenté 6 = 270°) lorsque le nombre de
Péclet augmente, ce «basculement» traduisant la perte d’influence des conditions de
type Neumann sur le transfert de chaleur due a 'amincissement de la couche limite
thermique.
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Fia. 2.14 — Comparaison des nombre de Nusselt obtenus avec des conditions auz limites
de type Dirichlet et Neumann en fonction de k pour Pe = 1000

2.2.3 Solutions de type Stokes

Comme nous venons de le voir (Fig.2.11), dans le cas ou les conditions aux limites
sont de type Neumann, il existe aussi des «solutions de type Stokes» pour Pe << 1 pour
lesquelles le nombre de Nusselt est indépendant du nombre de Péclet. Contrairement &
ce qui se passait avec une condition du type température imposée sur les plans paralleles
ou les «solutions de type Stokes» sont des fonctions croissantes de k, celles-ci sont &
présent des fonctions monotones et décroissantes du rapport de confinement k. Nous
avons cherché une fonction d’interpolation sous la forme:

1

Nugtokes(k) = S Ak

dont les coefficients sont reportés dans le tableau 2.3.
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F1a. 2.15 — Répartition angulaire du flux sur le cylindre pour Pe = 0.01 (conditions
aux limites de type Neumann,)

Ap = 2.990152169063148 Ag = —1.0523843048163891.10°
A = 136.92939884730947 Ag = 1.5344866428444672.10°
Ag = —4259.732490349418 Ajp = —1.5908331760322857.108
Az = 73139.3520724898 Aj1 = 1.145079798747015.10%
Ay = —713940.7278591124 Ao = —5.440091814570284.107

As = 4.383276794792116.10° A3 = 1.5338987357435942.107
Ag = —1.8034523540794373.107 | A4 = —1.9439267769396305.10°
A7 = 5.166724229811835.107

TAB. 2.3 — Coefficients numériques de l’expression 2.3

La figure 2.17 compare les valeurs numériques et celles données par 'expression 2.3.
L’accord est excellent pour 1073 < k < 0.99 avec des erreurs relatives inférieures a
0.2%.
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2.3 Conclusion

Le confinement d’un cylindre en situation centrée entre deux plans paralleles a
comme conséquence qu’il existe des «solutions de type Stokes» pour le transfert sur sa
surface, que les plans soient isothermes (conditions aux limites de type Dirichlet) ou
isolants (conditions aux limites de type Neumann), lorsque le nombre de Péclet est tres
faible. Dans le premier cas, plus le confinement est important, plus le nombre de Nusselt
est grand alors que dans le second, c’est 'inverse qui se produit. Lorsque le nombre de
Péclet est tres grand, les deux probléemes tendent vers la méme solution d’un transfert
par convection forcée.
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Chapitre 3

Cylindre en situation excentrée

Nous étudions a présent le méme probleme que dans le chapitre précédent mais en
faisant maintenant varier ’excentrement e du cylindre. Rappelons que ce parameétre
vaut e = ¢/b ou ¢ est la distance entre ’axe du cylindre et le plan médian aux parois
paralleles et b la demi-distance entre ces parois (Fig. 3.1). Il varie entre 0 lorsque le
cylindre est centré et e, = 1 — k lorsque le cylindre touche une paroi. Nous allons
observer comment cette dissymétrie va modifier les transferts sur le cylindre et ceci
pour deux types de conditions aux limites. Les résultats présentés ici correspondent au
rapport de confinement k£ = 0.29 mais peuvent étre étendus aux autres confinements
dont les résultats ne sont pas présentés ici.

3.1 Conditions aux limites de type Dirichlet

Dans ce cas, les conditions aux limites sont de type « températures imposées »
comme nous le rappelons dans la figure 3.1. Le cylindre a une température Ty, les plans
paralleles et I’écoulement a 'amont du cylindre sont a la température T, et sur la
section avale, on a 97'/0x = 0.

Fia. 3.1 — Conditions aux limites de type Dirichlet

Sur la figure 3.2, nous avons tracé le nombre de Nusselt normalisé par sa valeur lorsque
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le cylindre est en situation symétrique (€/emq. = 0) en fonction de e/e,q, pour Pe =
2.1073, 20 et 1000. Sur cette figure, on peut remarquer que le flux transféré passe
par un minimum pour Pe = 1000 & une valeur de /€4, =~ 0.7. A cet excentrement
particulier, le flux a baissé de plus de 8% par rapport & sa valeur au centre. Lorsque le
nombre de Péclet diminue, ce minimum s’atténue. Pour Pe = 20, la baisse n’est plus
que de l'ordre de 6%. La localisation de ce minimum a également tendance & se décaler
vers les faibles excentrements puisqu’il se situe a une valeur de 'ordre de e/epq: ~ 0.6.
En revanche, cet extremum a complétement disparu pour Pe = 2.1073. La variation
du flux transféré est alors monotone et croissante.
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F1G. 3.2 — Flux normalisé en fonction de e/epmqr pour différents Pe (conditions aux
limites de type Dirichlet). Les points ont les mémes étiquettes que sur la figure 3.3
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Pour confirmer cette évolution, nous avons calculé pour la valeur e/ep,q,; = 0.704 la
variation du flux normalisé en fonction du nombre de Péclet. Nous avons choisi cette
valeur particuliere de I’excentrement car elle correspond approximativement au mini-
mum de transfert aux grands nombres de Péclet. Les résultats sont représentés dans la
figure 3.3.
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F1a. 3.3 — Fluz normalisé en fonction de Pe pour e/emaqe = 0.704 (conditions aux
limites de type Dirichlet). Les points ont les mémes étiquettes que sur la figure 3.2
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Ce graphe permet de distinguer deux « régimes limites » situés aux tres faibles nombres
de Péclet et aux tres grands nombres de Péclet (pour plus de clarté, nous avons
numéroté les points de calcul de 1 & 12 dans les figures 3.2 et 3.3):

— pour Pe << 1, les points 1, 2 et 3 correspondant respectivement & Pe = 2.1073,
2.1072 et 0.2 sont sur un palier de valeur supérieure a 1 (absence du minimum de
flux)

— pour Pe >> 1, les points 10, 11 et 12 correspondant respectivement a Pe = 60,
200 et 1000 sont sur un autre palier dont la valeur est cette fois inférieure a 1
(présence du minimum de flux)

— entre ces deux régimes, le flux normalisé diminue de fagon monotone. Le point 8
correspondant a Pe = 10 donne la valeur 1 du flux normalisé. Cette valeur du
nombre de Péclet marque donc la transition entre « les régimes avec minimum »
pour Pe > 10 et « les régimes sans minimum » pour Pe < 10.

Grace a la figure 3.3, on peut donc estimer qu’il y aura un minimum pour des nombres
de Péclet supérieurs a une valeur de 'ordre de 10 (le point numéroté 8 sur les figures 3.2
et 3.3). Il nous a semblé intéressant de voir dans quelles conditions pratiques on pourrait
observer ce minimum. Nous nous sommes donc penchés sur les cas de ’eau, de Iair et du
glycérol dans des conditions de température et de pression standards. On sait que plus
k est grand, plus les «solutions de type Stokes» sont présentes aux nombres de Reynolds
importants. La transition entre le régime linéaire des «solutions de type Stokes» et le
régime inertiel a lieu & un nombre de Reynolds Re. qui est une fonction croissante de k.
Ceci a été mis clairement en évidence dans le cas ou le cylindre est en situation centrée.
En est-il de méme lorsque le cylindre est excentré et dans affirmative, les transitions
entre les deux régimes ont-elles lieu au méme nombre de Reynolds critique? En d’autres
termes, cette transition dépend-elle sensiblement de ’excentrement? Pour tester cette
hypothese, nous avons étudié 1’évolution de la force de trainée pour un excentrement
e/€maz = 0.704 en fonction du nombre de Reynolds. Nous avons ainsi calculé :

FTrans(k = 0.29,e/emar = 0.704,Re)

ATTans (k= 0.29.¢/eman = 0.704,Re) =
( efe e) i

Les résultats sont comparés avec ceux obtenus dans le cas du cylindre centré dans les
figures 3.4 et 3.5. On y constate qu’effectivement, les transitions sont indépendantes de
€/€maz puisqu’elles ont lieu au méme nombre de Reynolds Re.(k = 0.29) =~ 1. Ceci nous
permet donc d’exploiter la figure 3.2 page 49 correspondant au cas du cylindre centré
pour estimer les nombres de Reynolds critiques Re.(k). Dans le tableau 3.1, les deux
premieres colonnes rassemblent respectivement le rapport de confinement & et le nombre
de Reynolds de transition Re. approximatif correspondant. Les trois colonnes suivantes
donnent les nombres de Péclet de transition séparant les régimes avec minimum de flux
de ceux sans minimum pour les trois fluides considérés. En se basant sur la valeur
Pe = 10 issue de la courbes 3.3, on peut en effet estimer! les régimes ot1 la présence
d’un minimum de flux se manifestera.
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Ces régimes sont repérés par les valeurs en gras du nombre de Péclet?. Dans le cas
de air, on peut estimer qu’il y aura un minimum si le confinement du cylindre est
supérieur a k = 0.6. Pour 'eau, le confinement minimal est de ’ordre de k = 0.1 alors
que pour le glycérol, la condition sur la valeur de k est beaucoup moins restrictive du
fait de la grande valeur de son nombre de Prandtl.

Nombre de Péclet
k Rec(k) | Air (Pr~0.7) | Eau (Pr ~7) | Glycérol (Pr ~ 20000)
0.001 | 0.01 0.007 0.07 200
0.01 0.1 0.07 0.7 2000
0.1 1 0.7 7 20000
0.44 10 7 70 200000
0.9 100 70 700 2000000

TAB. 3.1 — En gras, régimes susceptibles de présenter un minimum de transfert pour
Uair, Ueau et le glycérol

Afin d’expliquer la présence de ces deux régimes (régime avec passage par un minimum

et régime de croissance monotone), nous avons tracé les répartitions angulaires de la
densité de flux sur le cylindre dans les figures 3.6 et 3.7.

Pe=1000 Dirichlet

T T T T T T T T T T T
2000 |- —u—e/ew:O E i
——ele =0423 | |—»
max —
——ele _ =0.563 -
1500 E

——ele =0.704
max
——ele_ =0.915

——ele =0.972
max

1000

[ 0-0-0-0-0-0-0nG-00-0-C-O- e g

500 b P itss st z

Densité de flux (W/m?)

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0(°)

F1G. 3.6 — Répartition angulaire du flux sur le cylindre pour Pe = 1000 (conditions aux
limites de type Dirichlet)

1. Cette valeur du nombre de Péclet n’est évidemment valable que pour des confinements voisins de
k=10.29

2. Si l'on s’intéresse au transfert de masse, il faut remplacer le nombre de Prandtl par le nombre de
Schmidt qui est de 'ordre de 1000 pour une solution de molécules «simples»; on se retrouve alors dans
une configuration analogue a celle du glycérol
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F1G. 3.7 — Répartition angulaire du fluz sur le cylindre pour Pe = 2.1073 (conditions
aux limites de type Dirichlet)

Les isothermes sont représentées dans les figure 3.8 et 3.9 pour Pe = 1000 et Pe =
2.1073. Dans ces figures, lorsque e/e;q; augmente, le point du cylindre correspondant
a 0 = 270° se rapproche de I'un des plans. Dans un souci de simplicité, nous désignerons
par la suite «zone 1» la région centrée autour de 'angle § = 270° et «zone 2» la région
correspondant & 'intervalle 0° < 6 < 180°.

Premier cas: Pe >> 1

En ce qui concerne le régime des grands nombres de Péclet, on observe clairement sur
la figure 3.6 que lorsque le cylindre se rapproche d’un plan, le flux transféré augmente
fortement dans la zone 1 alors qu’il diminue dans la zone 2. Pour les excentrements les
plus faibles (e/emqez < 0.7), c’est ce deuxieme effet qui est prédominant. La baisse du
flux sur la partie du cylindre tournée vers le plan le plus éloigné est plus importante que
le rehaussement du flux sur la paroi du cylindre tournée vers le plan le plus proche. Le
flux va donc globalement diminuer. Pour e/e;,q, ~ 0.7, la hausse du flux dans la zone 1
compense sa baisse dans la zone 2: on se trouve alors au minimum. Pour e/é,q, > 0.7,
la hausse du flux dans la zone 1 devient prépondérante sur sa baisse dans la zone 2 et
le flux transféré va globalement augmenter. La combinaison de cette diminution pour
les excentrements les plus faibles et de la forte augmentation pour les excentrements
les plus grands rend donc compte de la présence d’un minimum aux grands nombres
de Péclet. Tres proche d’un plan, c’est la distance la plus faible € = b(eq0 — €) entre
le cylindre et le plan qui gouverne la brusque remontée du flux.
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F1G. 3.8 — Isothermes autour du cylindre pour Pe = 1000 (conditions auz limites de
type Dirichlet)
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FiG. 3.9 — Isothermes autour du cylindre pour Pe = 2.1073 (conditions aux limites de
type Dirichlet)
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En effet, la densité de flux ¢ dans cette zone est proportionnelle a:

TO - Too

5T)

@ o< A(

ol A est la conductivité thermique du fluide et §7 I’épaisseur de couche limite thermique.
Lorsqu’on s’approche d’un plan, I’épaisseur de couche limite thermique est bornée par
la distance €. Lorsque e — €42, € — 0 et donc 07 — 0: ¢ va augmenter fortement
(comme dans le cas centré, voir la section 2.1.2 page 171). Ceci est également visible sur
les différents schémas de la figure 3.8. Aux grands nombres de Péclet, la couche limite
thermique autour du cylindre est trés mince en comparaison avec la distance entre les
plans, sauf a proximité immédiate de ceux-ci ou elle est limitée par l'interstice entre
le cylindre et la paroi plane. On observe aussi sur ces schémas 1’épaississement de la
couche limite thermique du c6té du cylindre tourné vers le plan le plus éloigné qui est
la cause de la baisse du flux dans cette zone.

Second cas: Pe << 1

Pour Pe = 2.1073, on constate sur la figure 3.7 que la répartition angulaire du flux
est sensiblement différente. La différence la plus grande tient au fait que lorsque le
cylindre s’approche d’un plan, il n’existe quasiment plus dans ce cas de baisse du flux
dans la zone 2. Par contre, la hausse du flux dans la zone 1 est encore présente. En
I’absence d’effets antagonistes, le minimum du flux ne peut plus apparaitre et 'on se
retrouve avec une croissante monotone du flux avec I’excentrement. La forte hausse au
voisinage de la paroi (e — €42) s’explique de la méme fagon que dans le cas Pe >> 1.
En observant les vignettes de la figure 3.9, on remarque que dans le régime des faibles
nombres de Péclet, ’épaisseur de couche limite thermique est tres grande et occupe
tout ’espace possible. Une variation de la position du cylindre n’a que peu d’influence
sur l'espacement des isothermes au voisinage du cylindre ce qui implique une faible
variation du gradient de température et donc du flux transféré.

Une partie de ces résultats a été publiée dans les actes du congrés SET 2006 [155].

3.2 Conditions aux limites de type Neumann

Nous supposons a présent que les plans paralleles sont adiabatiques, les autres
conditions aux limites restant par ailleurs inchangées (Fig. 3.10)
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VIn=0

Fia. 3.10 — Conditions auz limite de type Neumann

La figure 3.11 montre le nombre de Nusselt normalisé par sa valeur lorsque le cylindre
est en situation symétrique (e/emqz = 0) en fonction de e/e,q, pour Pe = 2.1073, 20
et 1000.
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F1G. 3.11 — Flux normalisé en fonction de e/emar pour différents Pe (conditions aux
limites de type Neumann)
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Par comparaison avec la figure 3.2 (conditions aux limites de type Dirichlet), on constate
des similitudes mais aussi des différences apportées par les nouvelles conditions aux
limites. Pour les grands nombres de Péclet, le flux passe également par un minimum
pour €/emqr = 0.704. Par contre pour les plus faibles valeurs de Pe, on observe non
seulement la disparition du minimum (comme dans le cas précédent) mais également
une diminution du transfert. Rappelons que la tendance avec les conditions aux limites
de type Dirichlet était & une augmentation du flux avec atténuation puis disparition
du minimum. On est donc passé pour les faibles Pe d’une situation d’augmentation
monotone (Dirichlet) du flux & une situation de diminution monotone (Neumann).
Derniére chose remarquable, la courbe relative & Pe = 2.1073 se trouve au-dessus de
celle correspondant a Pe = 20. Pour mieux comprendre toutes ces évolutions, nous
avons tracé pour la valeur e/en,q, = 0.704 la variation du flux normalisé en fonction du
nombre de Péclet (Fig. 3.12).
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F1G. 3.12 — Fluz normalisé en fonction de Pe pour e/emq; = 0.704 (conditions aux
limites de type Neumann)



Conditions aux limites de type Neumann 199

Cette figure rend effectivement bien compte de cette curieuse évolution. On y distingue
comme dans le «cas Dirichlet» deux régimes limites situés aux grands nombres et pe-
tits nombres de Péclet. L’évolution du flux normalisé entre ces deux régimes limites
n’est par contre plus monotone comme c’était le cas pour les conditions aux limites
de type Dirichlet. En partant des faibles valeurs du nombre de Péclet et en suivant la
numérotation des points de calcul, on a alors:

— pour les points de 1 a 2, on a un palier correspondant au « régime limite » pour
les tres faibles Pe. Bien que la valeur de ce palier soit inférieure a 1, cela ne
caractérise pas la présence d’'un extremum car I’évolution du flux est décroissante
monotone dans cette gamme de nombres de Péclet. Le flux normalisé décroit
lentement avec ’excentrement pour les points sur ce palier.

— pour les points de 2 a4 8 (0.06 < Pe < 20), le flux normalisé décroit encore de
maniére monotone sans minimum. Entre les points 2 et 5 compris (0.06 < Pe < 3),
le flux normalisé décroit de plus en plus vite avec I’excentrement alors que pour les
points de 5 a 8, la vitesse de décroissance du flux normalisé avec ’excentrement
devient de plus en plus faible sans toutefois retrouver la lente décroissance du
premier palier.

— pour les points 9 et au-dela, on observe le second palier correspondant au « régime
limite » pour les grands Pe. Cette fois-ci, la valeur de ce palier, de I'ordre de 0.92,
est bien une caractéristique de la présence d’'un minimum de flux et I’évolution
du flux n’est plus monotone.

Pe=1000 Neumann
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F1G. 3.13 — Répartition angulaire du flux sur le cylindre pour Pe = 1000 (conditions
aux limites de type Neumann,)



200 Cylindre en situation excentrée

Sur les figures 3.13, 3.15 et 3.14, nous avons tracé la répartition angulaire du flux sur
la paroi du cylindre pour des nombres de Péclet valant respectivement 1000, 20 et
2.1073. Les figures 3.16, 3.17 et 3.18 représentent les isothermes correspondantes. On
peut noter qu’aux grands nombres de Péclet la répartition des densités de flux sont
identiques dans les cas Neumann et Dirichlet comme le confirme l'identité des courbes
3.6 et 3.13. Cette analogie s’explique aisément par le fait qu’aux grandes valeurs de Pe,
la couche limite thermique est beaucoup plus petite que la distance entre le cylindre et
le plan le plus proche. Par conséquent, la condition aux limites sur les plans paralleles ne
se fait plus sentir. Dans ces conditions, I’évolution du flux passe aussi par un minimum.
Les isothermes de la figure 3.16 page 202 sont en tous points identiques a celles visibles
dans la figure 3.8 page 194. Pour Pe << 1, comme la couche limite est tres grande, le
transfert est tres sensible a la condition aux limites sur les parois adiabatiques. La figure
3.14 montre que dans le cas centré, le transfert s’effectue principalement & ’amont du
cylindre (# = 180°) de maniere symétrique.
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FIG. 3.14 — Répartition angulaire du fluz sur le cylindre pour Pe = 2.10~3 (conditions
aux limites de type Neumann)

Cependant, lorsque le cylindre s’excentre, 1’éloignement d’un des plans isolants réduit
Iinfluence de la condition d’adiabaticité de ce plan comme le montre la figure 3.18.
Dans la zone du cylindre qui fait face a ce plan, on va donc assister a un rehaussement
de la densité de flux. Mais le rapprochement de 'autre plan tend par contre a réduire
la densité de flux dans la zone interstitielle entre le cylindre et ce plan. Ces deux effets
antagonistes conduisent globalement a une diminution du transfert car la diminution
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Pe=20 Neumann
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F1G. 3.15 — Répartition angulaire du flur sur le cylindre pour Pe = 20 (conditions aux
limites de type Neumann)

du flux est drastique (la distance interstitielle tend vers 0) alors que l’augmentation
est bornée par le confinement. Entre les deux régimes limites, nous assistons a un
régime intermédiaire ou la diffusion et la convection jouent des roles de méme intensité.
L’évolution est alors non monotone en fonction de Pe. D’une part, ceci est du aux
effets opposés induits par la sensibilité aux conditions adiabatiques des parois paralleles
accompagnant le phénomene de diffusion et d’autre part a la prise en main du transfert
par la convection a partir du moment ou celle-ci devient prédominante pour Pe =~ 3
correspondant au minimum de la courbe 3.12. On peut s’en rendre compte sur la figure
3.15 qui montre la répartition angulaire de la densité de flux sur le cylindre pour Pe = 20
ainsi que la figure 3.17 représentant les isothermes au méme nombre de Péclet.
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F1G. 3.16 — Isothermes autour cylindre pour Pe = 1000 (conditions aux limites de type
Neumann)
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F1a. 3.17 — Isothermes autour du cylindre pour Pe = 20 (conditions auz limites de type
Neumann)
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3.3 Conclusion

Apres avoir étudié l'effet du confinement sur le transfert, nous avons donné des
résultats exhaustifs sur 'effet de dissymétrie sur ce transfert confiné. Comme il est
bien établi que les conditions aux limites jouent un réle important dans ces transferts
confinés, nous avons étudié séparément le transfert sur un cylindre maintenu & une
température fixe alors que les plans qui le confinent sont soit isothermes soit adiaba-
tiques. Dans les deux cas, nous avons obtenu un résultat non intuitif montrant qu’aux
grands nombres de Péclet, I'effet de I'excentrement se traduit par une évolution non
monotone du flux a 'identique de 1’évolution obtenue pour la trainée dans le cas dy-
namique. Ce comportement confirme 'existence de la similitude de Reynolds entre les
deux problemes. Aux faibles nombres de Péclet, nous assistons a une augmentation
monotone avec I’excentrement dans le cas Dirichlet et une évolution inverse dans le cas
Neumann.
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troisieme partie

Conclusion générale
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Dans la premiere partie de ce mémoire, nous nous sommes efforcés de comprendre
et de caractériser les écoulements bidimensionnels aux faibles nombres de Reynolds au-
tour d’une particule cylindrique de section circulaire lorsqu’elle est confinée entre deux
plans paralleles. La revue bibliographique a montré que ce probleme, comme celui d’un
cylindre non confiné, présente de grandes difficultés théoriques. On est par exemple
confronté en milieu infini au célebre paradoxe de Stokes. L’équation d’Oseen, bien que
linéaire, admet une solution correspondant & une force de trainée sur le cylindre qui n’est
pas linéaire en vitesse. Par chance, ce comportement singulier disparait en présence d’un
confinement comme nous ’avons confirmé dans notre travail. Les études théoriques sur
le cylindre confiné sont relativement rares et se contentent généralement de traiter des
situations limites comme la lubrification ou des problemes tres faiblement perturbés
par rapport a des situations symétriques. Devant la grande complexité théorique de ces
systemes, nous avons naturellement adopté une approche numérique. La technique des
volumes finis a été choisie parce qu’elle est particulierement bien adaptée pour résoudre
les équations de Navier-Stokes aux tres faibles nombres de Reynolds. Nous avons tout
d’abord construit un programme basé sur une méthode de projection puis nous avons
comparé ses résultats avec ceux donnés par le code commercial Fluent sur quelques cas
tests. Les bons résultats obtenus par ce dernier code nous ont finalement décidé a I'uti-
liser principalement dans cette étude. Nous avons alors décrit les efforts (forces, couples
et pertes de charges) subis et induits par la particule cylindrique lorsqu’elle est en mou-
vement de translation uniforme, de rotation uniforme puis fixe dans un écoulement de
Poiseuille, tout d’abord dans le cas particulier ou elle est en situation centrée, puis dans
le cas général ou elle est en position excentrée. L’ensemble de ces résultats nous a en-
suite servi de base de données pour construire une matrice de résistance que nous avons
élargie en introduisant le terme de perte de charge. Cette technique est rendue possible
grace a la linéarité des solutions en régime confiné. L’utilisation de cet outil nous a
finalement permis de décrire la sédimentation d’une particule libre puis son transport
dans un écoulement de Poiseuille plan (particule de flottabilité neutre ou non). Dans le
cas de la sédimentation, la non monotonie de la vitesse de chute de la particule en fonc-
tion de son excentrement prouve clairement que la viscosité d’une suspension dépend
non seulement de la concentration volumique mais encore de la position de chacune des
particules ce qui tend & confirmer que cette viscosité est fluctuante. A ’occasion, nous
avons expliqué certaines questions restées en suspens jusqu’a présent. Parmi elles, nous
avons clairement démontré que ’hypothese communément admise dans la modélisation
du transport des fibres, consistant a supposer qu’elles ont la méme cinématique que les
particules du fluide non perturbé, ne se justifie pas dans le cas des fortes concentrations
comme 'on en rencontre dans les procédés industriels d’injection de matériaux com-
posites. En effet nous avons montré que la particule cylindrique n’est ni convectée a la
méme vitesse ni ne tourne a la méme vitesse que la particule fluide. Cette étude sur
la dynamique des écoulements autour d’un cylindre confiné permet en outre de nous
éclairer et de compléter nos connaissances sur les interactions hydrodynamiques entre
une particule cylindrique et des frontieres planes. Disposant désormais des champs de
vitesse pour ce systeme, il nous a semblé intéressant de les utiliser afin de résoudre les
problemes concernant le transfert d’un scalaire passif sur la paroi du cylindre confiné.
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Ceci a été l'objet de la seconde partie de ce mémoire. Le cylindre est supposé étre a
température constante. Quant aux plans paralleles, ils sont soit a température imposée
également (condition de type Dirichlet) soit adiabatiques (condition de type Neumann).
Concernant le cylindre centré, nous avons montré qu’il existait des solutions de type
Stokes pour le transfert, solutions analogues a celles concernant la force de trainée dans
le cas dynamique. Le flux de chaleur augmente avec le confinement aux grands nombres
de Péclet quel que soit le type de condition aux limites. Aux faibles nombres de Péclet
par contre, I’adiabaticité des plans paralleles fait baisser le transfert lorsque le confi-
nement augmente alors qu’il est toujours rehaussé pour des parois isothermes. Apres
avoir étudié l'effet du confinement sur le transfert, nous avons donné des résultats ex-
haustifs sur l'effet de la dissymétrie sur ce transfert confiné lorsque les plans sont soit
isothermes, soit isolants. Dans les deux cas, nous avons obtenu un résultat non in-
tuitif montrant qu’aux grands nombres de Péclet, l'effet de I'excentrement se traduit
par une évolution non monotone du flux a l'identique de I’évolution obtenue pour la
trainée dans le cas dynamique. Ce comportement confirme 'existence de la «similitude
de Reynolds» entre les deux problémes. Aux faibles nombres de Péclet, nous assistons &
une augmentation monotone avec ’excentrement dans le cas Dirichlet et une évolution
inverse dans le cas Neumann. L’ensemble de ces effets de rehaussement ou de réduction
accompagnant cette dissymétrie nous conduit & penser qu’il serait possible d’exploi-
ter ces résultats, soit pour augmenter le transfert(cas des échangeurs souvent placés
dans des configurations ordonnés par I'introduction d’un bruit géométrique), soit pour
minimiser le transfert (cas des isolants composites alvéolés).
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Résumé : Les interactions hydrodynamiques sont souvent négligées dans le trans-
port de particules a cause de leur complexité. Aux fortes concentrations, ces inter-
actions se manifestent par une différence entre les cinématiques de ces particules
et celle du fluide non perturbé contrairement aux hypotheses communément ad-
mises. Aujourd’hui, seuls de lourds calculs numériques (DNS) peuvent résoudre
ces problemes. Nous développons ici une méthode alternative, basée sur la ma-
trice de résistance généralisée, appliquée au transport d’une particule cylindrique
confinée. Pour la sédimentation, elle chute plus vite en position dissymétrique. En
déterminant la cinématique de la particule en écoulement de Poiseuille nous mon-
trons la non validité de I’hypothese évoquée. Ensuite nous étudions les phénomenes
de transferts sur le méme cylindre. Selon la condition aux limites, on peut soit
réduire, soit augmenter le flux sur le cylindre.

Mots-clés : Interactions hydrodynamiques, régime de type Stokes, particule cy-
lindrique, matrice de résistance, sédimentation, suspension, contre-écoulement,
cellules de Stokes, transfert de chaleur/masse

Summary : The hydrodynamic interactions are often neglected in the transport
of the particles due to their complex nature. At high concentrations, these in-
teractions induce a discrepancy between the kinematics of the particles and the
non perturbed fluid contrary to the commonly admitted assumptions. Nowadays,
only extensive numerical computations (DNS) may solve this sort of problems.
We have thereby developed another approach based on the generalized resistance
matrix and we have applied it to the transport of a confined cylindrical particle.
Concerning the sedimentation, it falls faster in an asymmetrical position. The
study related to the kinematics of this particle in Poiseuille flow confirms the
non validity of the hypothesis as mentioned above. Finally we have studied the
transfer phenomena on the cylinder and according to the boundary condition, the
flux can either be reduced or increased.

Keywords : hydrodynamic interactions, Stokes type regime, cylindrical particle,
resistance matrix, sedimentation, suspension, backflow, Stokes eddies, heat/mass
transfer
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