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Abrévations des espace-temps

Espace (Anti)-de Sitter — Espace (A)dS
Espace Schwarzschild-(Anti)-de Sitter —  Espace S(A)dS
Espace Schwarzschild-Gauss-Bonnet — Espace SGB

Conventions 4 D—dimensions

Nous nous placerons généralement dans le systeme d’unités naturelles: Ai=c=kp =G =1
dans le cas des théories usuelles & 4 dimensions. En ce qui concerne la constante de Newton,
des précautions doivent étre prises quand nous considererons le cas de théories avec dimensions
supplémentaires.

Nous noterons systématiquement D le nombre total de dimensions (spatiales et temporelle)
et n = D —1 le nombre de dimensions spatiales. Dans les théories & dimensions supplémentaires,
la constante de Newton G peut acquérir une valeur différente de celle donnée précédemment,
correspondant au cas quadri-dimensionnel. La constante de Newton Gp et la masse de Planck
Mp & D dimensions sont liées I’une & ’autre via la relation Gp = (I/MD)D_2, oth=c=1.
Dans le cas 4—dimensionnel, la relation G = (1/Mp;)* est bien retrouvée.

Conventions pour la fonction métrique

Tout au long de ce manuscrit, nous aurons affaire & des systémes stationnaires et a symétrie
sphérique. Dans ce cas, la métrique est entierement déterminée, en plus de la partie angulaire,
par la composante deux fois temporelle goo du tenseur métrique g,, qui ne dépend que de la
coordonnée radiale r. Dans tous ces cas, nous dénoterons cette composante h(r), en tant que
fonction, et ’appellerons fonction métrique.



Introduction

« On ne sait pas que Cela est au delad des témnébres
Etant & la fois la Connaissance,

L’objet de la Connaissance,

Et le chemin qui y méne

Cela réside au coeur de 1l’univers. »

La Bhagavad-Gita

La physique est actuellement en croisade vers le graal d’une théorie unique, expliquant tout
ce qui nous entoure. Motivée par de plus en plus de faits expérimentaux tendant & prouver
que ’ensemble des théories que nous connaissons devrait converger & haute énergie, nous ne
pouvons cependant ignorer qu’éprouver une hypothése n’est pas équivalent & la démontrer.
Ce monothéisme, cette recherche d’unicité, au sein de la physique moderne proviendrait-il d’un
principe déique ? Nous pouvons nous poser la question de savoir si la physique est méta-humaine
ou non. Cette théorie unique existe-t-elle en soi, quelque part dans un méta-univers que nous
cherchons? Ou bien ne sommes nous pas simplement en train de construire tout ceci? Cela
pose aussi la question de la vérité cachée derriére une théorie physique? La physique nous
renseigne-t-elle véritablement sur ’essence du monde, si tant est qu’il en ait une ? La physique
est & mon avis un angle d’attaque pour répondre a des questions fondamentales sur le monde qui
nous entoure. Un angle d’attaque qui me semble juste, que je défends, sans pour autant exclure
d’autres approches (philosophiques) et ainsi éviter de me faire le chantre d’un scientisme mal
venu®. Quelles qu’en soient les réponses, ces questions nous poussent & avancer dans cette veine
d’une seule et unique théorie fondamentale afin de confirmer ou d’infirmer cette hypothese.

Dans cette recherche d’une théorie unique, la gravitation tient une place privilégiée. Bien
qu’étant probablement ’interaction la plus étudiée dans I’histoire des sciences, elle n’en reste
pas moins une des plus fascinantes et mystérieuses. La révolution d’un espace-temps dynamique,
introduit au début du siécle dernier par A. Einstein, a permis de faire entrer la physique dans
le domaine du questionnement cosmologique, affirmant a la fois le caractere fondamental de
cette interaction dans la physique, mais aussi le caractere fondamental de la physique en tant
que proposition sur le monde. Pourtant la théorie de la Relativité Générale n’est peut-étre
pas la théorie ultime de la gravitation, car dans ce corpus théorique, cette interaction résiste
toujours a ’autre grande révolution physique qu’est la Mécanique Quantique. Le probleme d’une

311 ne s’agit ici aucunement de « relativisme » mais bien d’une défense d’une liberté de raisonnement (voir
d’un devoir de raisonner), sans pour autant passer au-dela de questions d’éthique ni d’un engagement idéologique.
Il ne s’agit pas non-plus d’un soutien a la religion, la critique d’une science qui peut, dans son action politique,
suivre la trace des implications politiques des religions en étant la preuve. Parole d’athée...

xi



X1 INTROUDUCLION

formulation quantique de la gravitation est donc central dans les constructions théoriques qui
tentent, si ce n’est une unification totale, au moins une unification partielle des interactions
fondamentales. Obtenir une théorie quantique de la gravitation nécessite de modifier soit la
Relativité Générale, soit la Mécanique Quantique et probablement les deux. Parmi les nombreux
modeles théoriques visant cet objectif, la théorie des cordes et la gravité quantique & boucle
sont stirement les deux voies les plus prometteuses. Elles procedent pourtant de deux manieres
différentes. D’une part, la théorie des cordes ne cherche pas seulement une formulation quantique
de la gravitation mais aussi & unifier I’ensemble des interactions. Son origine sociologique se
trouverait plutot du coté des particulistes® et vise essentiellement & faire émerger une théorie de
la gravitation quantifiable d’une approche de type théorie de champ®, conduisant souvent & des
modifications du Lagrangien d’Einstein-Hilbert. D’autre part, la gravité quantique & boucle est
quant & elle moins ambitieuse, son but étant uniquement d’obtenir une formulation quantique
de la gravitation, et son origine sociologique serait a chercher du c6té des relativistes. L’idée
de cette formulation consiste & établir de nouvelles régles de quantification permettant une
quantification non-perturbative de la Relativité Générale. D’une certaine maniere, les théories
des cordes tentent de faire émerger la gravitation d’une théorie quantique des champs unifiée
tandis que la gravité quantique a boucle s’efforce de développer des méthodes de quantification
adaptables a la Relativité Générale. Ces théories, bien que loin d’étre completes, présentent
un certain nombre de réussites, parfois communes, parfois propres. Dans le jeu de la bataille
théorique en physique, un des grands juges est 'expérience. Pour différencier entre modeles
de gravité quantique, si une telle théorie est nécessaire, il est indispensable d’identifier des
phénomenes dépendant significativement des effets de gravité quantique. Il s’agit donc d’étudier
les phénomenes ot un champ gravitationnel fort rencontre la Mécanique Quantique.

Face a ce défi théorique de 'unification des deux grandes théories de la physique moderne, le
processus d’évaporation des trous noirs, découvert par S. Hawking dans les années soixante-dix,
est un outil de choix. Avec la phénoménologie de I’Univers primordial, ce mécanisme est parmi
les seuls ou des effets de gravité quantique jouent un réle important. Si aujourd’hui ’ensemble
des physiciens s’accorde quant au role central de ce processus dans la physique future, les trous
noirs ne furent pas toujours considérés a leur juste valeur. Tout comme le positon, les trous
noirs sont d’abord une solution, la premieére qui fut trouvée, des équations d’Einstein. Mais son
importance, qui doit bien valoir celle du positon, a mis bien plus de temps a s’imposer : de 1916,
date de sa découverte, a la fin des années cinquante, la solution de Schwarzschild, fut considérée
comme une aberration®, au mieux une simple solution ne décrivant aucun phénomene existant
dans la nature, des équations de la Relativité Générale, Einstein lui-méme ne portant aucun
crédit & cette solution”. A partir des années soixante, sous I'impulsion de physiciens comme
Wheeler, les trous noirs accedent tout de méme & une meilleure considération, du moins d’un
point de vue théorique. Ce sera durant les années soixante que ces objets acquierront réellement
leurs lettres de noblesse grace a ’'observation des premiers quasars et autres noyaux actifs de
galazie dont la quantité extréme d’énergie libérée ne semble s’expliquer que par un moteur
central du type trou noir : la solution de Schwarzschild, hérésie de la physique du début du
vingtieme siecle, se trouve en fait bien correspondre & des objets existant dans le cosmos. Les
années soixante-dix furent ’age d’or de la physique des trous noirs dont les principales propriétés
furent déterminées et qui, avec la cosmologie physique, ont permis de mettre en avant toute
la richesse et les mysteres de la théorie d’Einstein. Depuis les années soixante, un faisceau de
preuves expérimentales confirme ’existence de ces objets et leur étude présente de nombreux

4Les cordes ont d’ailleurs originellement été introduites afin de résoudre des problémes liés & la spectroscopie
hadronique et a l'interaction forte.

5La Relativité Générale peut étre vue avec une approche de théorie de champ, mais elle n’est pas quantifiable,
du moins avec les procédures connues.

6La métrique de Schwarzschild peut étre utilisée pour décrire 1’espace-temps autour de n'importe quel objet
gravitationnel statique et & symétrie sphérique. Cependant, dans le cas d’une étoile ou une planéte, la région
en-dega du rayon de Schwarzschild et ’horizon n’existent pas et c’est bien ces caractéristiques 1a qui posaient
tant de problemes aux physiciens du début du siecle.

711 n’aura malheureusement pas le temps de se rendre compte qu’il s’agissait, peut étre, de sa deuziéme plus
grande erreur.
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intéréts : des intéréts astrophysiques pour ’étude des objets les plus violents du cosmos et du
ceeur des galaxies, en cosmologie via l'utilisation des quasars comme sonde et par la possible
production de trous noirs durant les toutes premieres fractions de fractions de fractions... de
seconde de I’Univers, et enfin, des implications en physique trés fondamentale, comme nous
allons le voir tout au long de ce manuscrit de these.

Le processus d’évaporation des trous noirs, ainsi que son roéle dans ’énonciation des quatre
principes de la thermodynamique des trous noirs, est certainement le mécanisme le plus specta-
culaire impliquant un tel objet : un trou noir placé dans le vide va perdre de sa masse, et donc
diminuer de taille, en émettant tout type de particules provenant de la brisure des fluctuations
quantiques du vide compte tenu de la présence d’un horizon. Ce phénomene est une conséquence
de la dynamique des champs quantiques dans un champ de gravitation intense, induisant une
forte courbure de 'espace-temps : il est un archétype de la théorie quantique des champs en
espace-temps courbe et ne peut avoir lieu qu’en combinant, méme si cela reste semi-classique,
la Mécanique Quantique et la Relativité Générale. Puisque la courbure induite par le trou
noir, et plus précisément la présence d’un horizon, cause la brisure des fluctuations du vide, la
forme du spectre de particules émises par ce dernier est fortement dépendante du profil précis
de ’espace-temps & proximité du trou noir. Ainsi, si la théorie de la gravitation s’avere étre
différente de la Relativité Générale, tout en conservant la présence de trous noirs et le concept
de courbure, le spectre d’émission est modifié et il peut alors étre considéré comme un regard
sur la théorie décrivant ’interaction gravitationnelle. Cette ligne de pensée guide fortement le
travail présenté dans la suite : les spectres d’émission de trous noirs dans des cadres théoriques
étendant la Relativité Générale seront dérivés. Ces calculs ont alors plusieurs applications : il
pourront dans un premier temps permettre d’effectuer des investigations quant aux possibilités
expérimentales de détection d’effets de gravitation quantique grace au mécanisme d’évaporation
des trous noirs. Dans un deuxieéme temps, ces résultats permetteront aussi de répondre & une
question fondamentale : les principes de la thermodynamique des trous noirs, et en particulier
le second principe généralisé, restent-il vérifiés dans ces cadres théoriques étendus de la Relati-
vité Générale? Enfin, de fagon plus globale, ils s’inscrivent dans la logique d’obtention de tous
les éléments nécessaires & 1’élaboration d’expériences de pensée faisant intervenir la Mécanique
Quantique et la gravitation.

La premiere partie de ce manuscrit consiste a établir le cadre théorique. Apres un modeste
historique de la gravitation, s’adressant aux non-spécialistes, la théorie d’Einstein de la Relati-
vité Générale sera présentée, ainsi qu’une de ses conséquences les plus spectaculaires, et qui nous
intéresse tout particulierement : ’existence de trous noirs. Le dernier chapitre de cette partie
présentera l'extension de la Relativité Générale que nous avons considérée, la théorie de Love-
lock, que nous limiterons au deuxiéme ordre en courbure scalaire. Cette extension regroupe a la
fois I’ajout d’une constante cosmologique et la prise en compte du terme de Gauss-Bonnet dans
I’action gravitationnelle. Nous présenterons aussi les conséquences, et avantages, de considérer
des théories ayant plus de trois dimensions spatiales; tout d’abord car cela est nécessaire en
théorie de Lovelock afin que le terme de Gauss-Bonnet devienne dynamique®, ensuite car la
théorie des cordes prévoit un nombre de dimensions égal & dix et, enfin, car 'ajout de dimen-
sions supplémentaires permettrait d’observer 1’évaporation de trous noirs microscopiques dans
les années & venir tout en résolvant le probléme de la hiérarchie. Enfin, notons que la théorie de
Gauss-Bonnet peut aussi émergé comme la limite basse énergie de certaines théories des cordes.

La deuxieme partie s’attache & la problématique de ’évaporation des trous noirs, d’un point
de vue tant théorique que phénoménologique, et plus largement & celle de la propagation de
particules dans un espace-temps courbe. Le premier chapitre présentera la maniere dont les
trous noirs de Schwarzschild émettent des particules scalaires, en suivant I’approche de Unruh,
dans le cadre de la Relativité Générale. Les quatre principes de la thermodynamique des trous
noirs seront aussi présentés dans ce chapitre. La problématique plus générale de la dynamique

8Dans un espace-temps a quatre dimensions, le terme de Gauss-Bonnet est une dérivée totale et, pour devenir
dynamique, il doit alors étre couplé & un champ scalaire.
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d’un champ scalaire immergé dans un espace-temps statique et & symétrie sphérique est abordée
dans le second chapitre de cette partie : je présenterai une méthode que j’ai mise en place se
basant sur le développement semi-classique de la partie radiale de I’équation de Klein-Gordon
dans ’espace de configuration a une particule ainsi que son application & quelques espace-temps
concrets. Les résultats préliminaires d’une extension des méthodes semi-classiques dans 1’espace
de configuration de champ, utilisant la représentation de Schrédinger de la théorie des champs,
seront présentés dans le chapitre suivant. Les chapitres qui suivent seront quant & eux dédiés au
processus d’évaporation a proprement parler. J’aborderai d’une part la manieére de calculer de
facon exacte le spectre d’émission de particules scalaires, fermioniques et de spin 1 en résolvant
soit analytiquement, soit numériquement les équations de champ dans une métrique de fond
induite par un trou noir. Ces calculs sont indispensables afin de déterminer la probabilité qu’une
particule issue d’une fluctuation du vide puisse échapper a ’attraction gravitationnelle du trou
noir, appelée facteur de corps gris. Jinsisterai sur la nécessité d’investigations numériques et
présenterai le programme que j’ai réalisé permettant le calcul de ces facteurs de corps gris
sur ’ensemble de la gamme énergétique. Les résultats, tant numériques qu’analytiques, que
j’ai obtenus pour ’émission de particules par des trous noirs de Schwarzschild en théorie de
Lovelock seront aussi présentés dans ce chapitre. D’autre part, ’avant-dernier chapitre de cette
partie se focalisera sur les possibilités expérimentales de détection d’effets gravitationnels par
évaporation des trous noirs : je rappellerai tout d’abord comment des trous noirs microscopiques
pourraient étre formés lors de collision ultra-énergétique de particules si I’échelle de Planck est
de lordre du TeV, comme cela est possible dans les modeles branaires a la Arkani-Hamed,
Dimopoulos & Dvali. J’en profiterai pour rappeler les résultats précurseurs obtenus grace a
cette idée si de tels trous noirs se formaient aupres d’un collisionneur comme le LHC. Puis
j’aborderai la possible production de ce type de trous noirs lors de phénomenes astrophysiques :
notre étude a montré que la production, et évaporation, de trous noirs microscopiques dans la
galaxie ou dans I’Univers primordial n’était actuellement pas en contradiction avec les données
observationnelles. Enfin, je présenterai les différentes contraintes qui seraient obtenues sur la
gravitation de Lovelock en détectant les produits d’évaporation des trous noirs éventuellement
formés au LHC : nous avons montré qu’il serait possible d’obtenir une information quant & la
présence du terme de Gauss-Bonnet dans I’action gravitationnelle mais qu’il serait tres difficile
d’obtenir une information quant & la présence d’un terme d’ordre zéro, i.e. d’une constante
cosmologique.

Finalement, la troisiéme partie de ce manuscrit est dédiée a I’étude de deux problématiques
de cosmologie physique : celle des inhomogénéités primordiales & petites échelles de longueur et
celle de la Matiere Noire. Pour la premiere, je montrerai que si la supersymétrie s’avere étre une
symétrie fondamentale de la nature, alors le nombre de trous noirs primordiaux, directement
lié a l'intensité des fluctuations primordiales de densité, peut étre fortement contraint dans une
gamme de masse jusqu’a présent peu étudiée, grace a leur émission de gravitinos. Dans un second
chapitre, je présenterai la problématique de la Matiere Noire ainsi que différents candidats pour
expliquer cette matiere inconnue. Je me focaliserai sur un candidat proposé récemment : la
particule de Kaluza-Klein la plus légere. Enfin, je montrerai une étude de détection indirecte de
cette Matiere Noire via sa contribution, sous forme d’antiprotons, au rayonnement cosmique.



Premiere partie

La gravitation dans tous ses états






Chapitre 1

De Newton a Einstein

« ‘Kun ?’ said the Fisherman of the Moon.

‘Payah kun’ said the eldest Magician. ‘See now that you pull the Sea
twice a day and twice a night for ever, so that the Malazy fishermen may
be saved paddling.’ [...]

Now listen and attend!

From that day to this the Moon has always pulled the sea up and down
and made what we call the tides. »

The Crab That Played With the Sea de Rudyard Kipling

Remarque préliminaire :

Ce bref chapitre destiné au non-physicien entend replacer la génese de certains concepts
utilisés pour cette these dans leur perspective historique, soulignant ainsi leur caractere révo-
lutionnaire rapidement oublié avec la pratique.

Parmi les quatre interactions fondamentales connues de nos jours, la gravitation est sans
doute la plus fascinante de toutes. L’expérience quotidienne nous y confrontant, cette force est
de toute évidence la premiere a avoir été étudiée par les hommes. Responsable de la chute des
corps (et donc des grillages au troisieme étage de la Tour Eiffel), mais aussi de la mécanique
céleste, Aristote proposait déja deux siecles avant notre ére un modéle du mouvement des
astres a 1’aide de spheres de cristal. Bien qu’admis et soutenu par une église montante, il devint
nécessaire de corriger le modele d’Aristote pour rendre compte des observations de plus en plus
précises des mouvements des planetes.

11 fallut cependant attendre plusieurs siecles, quelques longues-vues, et malheureusement de
nombreux brilés vifs, et une pomme, pour qu’un trés célebre alchimiste énonce une théorie
mathématique de la gravitation expliquant aussi bien le mouvement des boulets de canon
(Parmée étant déja intéressée par les sciences) que celui des planetes. La théorie de la gra-
vitation selon Newton s’appuie sur un a priori concernant ’espace et le temps : ceux-ci sont
absolus et identiques pour tous les corps présents. Autrement dit, les longueurs mesurées sont
indépendantes du mouvement et le temps s’écoule de la méme maniére pour tout observateur.
Pendant plusieurs siecles, la théorie de Newton ainsi que ses conceptions concernant 1’espace

3
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et le temps, furent & la base de bien des triomphes scientifiques allant de 1’électrostatique & la
thermodynamique. Pourtant, I’histoire de la gravitation ne s’arréta pas & Newton et les concepts
fondateurs de cette théorie commencerent & vaciller avec ’étude de 1’électromagnétisme.

Si l’on en croit les prédictions de la mécanique newtonienne, la vitesse de la lumiére (comme
celle de n’importe quel corps en mouvement) devrait étre indépendante de la direction de propa-
gation uniquement pour un observateur au repos dans ’espace absolu. De méme, si ’observateur
se trouve dans le TGV en provenance de Marseille et en direction de Paris, la lumieére allant
vers le Sud lui paraitra se déplacer plus rapidement que celle allant vers le Nord. A la fin du
dix-neuvieéme siecle, cette prédiction n’avait toujours pas été vérifiée expérimentalement et il
fallut I'ingéniosité d’un jeune physicien pour “combler” ce manque. Cependant, le résultat de
Michelson ne fut pas celui attendu : contrairement & ce qu’énoncaient les lois de Newton, la vi-
tesse de la lumiere etait indépendante de la direction méme pour un observateur en mouvement.
Y-aurait-il donc une faille dans la théorie de Newton ? L’expérience de Michelson, faite en 1881,
fut renouvelée en 1887, avec ’aide de Morley, pour aboutir de nouveau & cette déconcertante
constatation. De grands physiciens de 1890 comme Lorentz, Poincaré et Larmor, s’attaquerent
donc au probleme. La solution la plus élégante consistait alors & supposer que la longueur
des objets en mouvement se contractait. Cette solution était d’autant plus intéressante qu’elle
permettait d’obtenir une forme simple des équations de 1’électromagnétisme de Maxwell, qui
semblaient bien difficiles & accomoder avec les lois de Newton. Mais cette solution ne semblait
pas si élégante que cela aux yeux des physiciens de ’époque : si I’espace absolu n’existait plus,
le temps absolu, quant & lui, continuait d’exister. Pourquoi ’espace se contracterait-il et pas le
temps ? L’élégance n’est pas une mince affaire en physique.

Bien évidemment, parler de contraction des longueurs faisait rire bon nombre de physiciens
de la fin du dix-neuvieme siécle. Parler de dilatation du temps relevait alors de la pure science-
fiction. Et pourquoi ne pas ajouter des dimensions supplémentaires & ’espace ? Jusqu’en 1905, le
probléme entre électrodynamique et mécanique newtonienne ne fut pas résolu et les discussions
sur la contraction des longueurs et la dilation du temps furent oubliées. C’était sans compter
sur Pesprit acéré d’un jeune physicien brillant et moustachu. Albert Einstein avait trouvé la
solution & l’expérience de Michelson : L’espace absolu n’existe pas, et le temps absolu non
plus. Il y a une faille dans les fondations de la physique newtonienne. S’inspirant des travaux
de Poincaré, Einstein rejetait ’espace et le temps absolus et, en conséquence, le fait que les
longueurs et les durées mesurées sont identiques pour tous les observateurs et ceci quelque
soit leur mouvement. De plus, la notion de mesure ne peut étre que relative, puisque 1’espace
et le temps absolus n’existent plus. Méme si de nos jours la Relativité Restreinte constitue
une révolution scientifique car elle est la premieére théorie de jauge, 'avancée conceptuelle se
tenait, a I’époque, dans la nouvelle représentation, le nouveau paradigme, a ’encontre de notre
expérience quotidienne, que sont I’espace et le temps.

Albert Einstein ne se contenta pas de mettre le doigt sur la faille des lois de Newton, il
proposa, aussi les fondations d’une nouvelle théorie qui était en bien meilleur accord avec le
monde observé. La théorie de la Relativité Restreinte se base historiquement sur deux principes
fondamentaux :

— quelle que soit leur nature, ’espace et le temps doivent étre constitués de maniere & rendre
la vitesse de la lumiere identique dans toutes les directions et absolument indépendante du
mouvement de la personne qui la mesure, c’est la constance de la vitesse de la lumiere! ;

— quelle que soit leur nature, les lois de la physique doivent traiter tous les états du mou-
vement sur un pied d’égalité, c’est le principe de relativité.

Le premier principe permet, entre autres, de confirmer 1’expérience de Michelson et rend enfin
la théorie de 1’électromagnétisme de Maxwell belle et simple. Le second est un rejet absolu de
I’espace et du temps absolus. La conséquence la plus extraordinaire de ces deux principes est
la suivante : s¢ deuz personnes sont en mouvement l'une par rapport a lautre, alors ’espace de

1Ce principe est historique car il a été montré que la constance de la vitesse de la lumiére est une conséquence
des symétries d’espace-temps imposées pour construire le groupe de Poincaré.



l'un est un mélange de l’espace et du temps de Uautre. Et il en va de méme pour le temps.
Cette théorie, basée sur un méta-principe (le principe de relativité n’étant pas une loi phy-
sique), permit donc d’expliquer le mouvement des corps & grande vitesse ainsi que celui de la
lumiere. Elle aboutit aussi au surprenant, mais non moins célébre, résultat que la masse est de
I’énergie et que rien ne peut se déplacer plus vite qu’a la vitesse de la lumiére dans le vide. Ce-
pendant, tout ceci ne fonctionne qu’en ’absence de gravité et, bien que la Relativité Restreinte
n’ait été vraiment acceptée qu’a partir de 1930, il devint alors naturel pour Einstein de refor-
muler la gravitation en accord avec les deux principes fondateurs de la Relativité Restreinte.

Albert Einstein était un personnage audacieux, renforcé d’une tres grande intuition phy-
sique. Méme s’il était évident que la gravitation selon Newton ne pouvait étre en accord avec la
Relativité Restreinte (en particulier parce que la force de gravitation selon Newton est instan-
tanée et se propagerait donc plus vite que la lumiere), il n’existait a ’époque aucune expérience
ni observation plagant la gravitation de Newton en porte-a-faux. Mais Einstein intuitait tout de
méme la nécessité de modifier la gravitation. De nouveau, de grands progres conceptuels furent
nécessaires a ’aboutissement d’une nouvelle théorie de la gravitation. La Relativité Restreinte
n’était valable qu’en l’absence de gravitation car cette théorie faisait appel uniquement a des
référentiels inertiels, par exemple le référentiel associé & une particule n’étant soumise & aucune
force. Einstein réalisa cependant en 1907 que méme en présence d’un corps massif, source de
gravitation, il est possible de trouver des référentiels équivalents a des référentiels inertiels :
« J’étais assis & mon bureau a 1’Office des brevets & Berne, quand une idée me vint soudain : si
une personne est en chute libre, elle ne sentira plus son propre poids » . Le fait de ne plus sentir
son poids lorsque 'on est en chute libre a pour conséquence qu’un référentiel en chute libre ne
ressent plus Ueffet de la gravitation : il est donc équivalent a un référentiel inertiel sans gravité
dans lequel les lois de la Relativité Restreinte s’appliqguent. Ce principe d’équivalence, fonda-
mental dans 1’élaboration de la Relativité Générale, s’appuie sur ’égalité entre masse inertielle
et masse gravitationnelle. Autrement dit c’est votre énergie au repos, i.e la masse, qui fait que
vous étes sensible a la force gravitationnelle mais qui intervient aussi dans votre propension &
vous déplacer, i.e votre inertie. Il est de plus indispensable que ce référentiel en chute libre soit
petit, pour ne pas étre sensible aux forces de marée, permettant ainsi de définir des référentiels
inertiels locauzx.

A partir de ce principe d’équivalence, le physicien allemand formula un principe de rela-
tivité généralisé : les lois de la physique prennent la méme forme mathématique quelque soit
le petit référentiel d’inertie (en chute libre) dans lequel ces lois sont exprimées. En appliquant
ce principe, les premieres indications d’une théorie géométrique de la gravitation se révelerent,
Einstein en déduisant la dilatation gravitationnelle du temps : lorsque l'on est au repos vis a
vis d’un corps massif, le temps s’écoule d’autant plus lentement que ’on est proche de ce corps.
Il semblerait donc que la présence d’'un corps source de gravitation déforme le temps. Mais,
comme le principe de relativité implique que le temps et ’espace se mélangent, la présence d’un
corps gravitationnel doit donc déformer 1’espace et le temps.

L’idée de courbure, terme plus adéquate que déformation , de espace et du temps s’avéra
d’autant plus importante qu’elle permit & Einstein de résoudre un autre probléeme inhérent 3 la
construction d’une théorie relativiste de la gravitation. Pour formuler le principe d’équivalence
généralisé, il était inévitable de considérer un petit référentiel pour s’affranchir des forces de
marée. Ces forces, dans la version newtonienne, proviennent de la dépendance de la force gra-
vitationnelle avec la distance entre les deux corps en interaction. Si le référentiel en chute libre
est grand, alors la force de gravitation n’est pas identique en tout point de ce référentiel et
il subit un étirement dii aux forces de marée. Il était donc indispensable que toute nouvelle
théorie de la gravitation puisse expliquer ces forces. Encore une fois, Einstein effectua un bond
conceptuel en avant : c’est la courbure de ’espace et du temps qui sont la cause des forces de
marée. Pour aboutir & un tel résultat, il fallut tout d’abord adopter le concept d’espace-temps
introduit par Minkowski. Il ne faut plus considérer ’espace et le temps mais plutot un espace, au



0 COArliRE 1. DE NEW1LIUN A BIINO LELIN

sens mathématique du terme, & quatre dimensions dont trois sont spatiales et une temporelle.
Ensuite, inspiré par la dilatation gravitationnelle du temps, Einstein chercha & construire une
théorie en se basant sur I’idée qu’un corps gravitationnel courbe l’espace-temps.

La notion d’espace courbe fut introduite par le mathématicien Riemann et développé en
grande partie par ce dernier et par Ricci. La courbure d’un espace change radicalement sa
géométrie, qui n’est alors plus euclidienne. L’exemple le plus simple est le suivant : un plan
est un espace euclidien & deux dimensions alors qu’une sphére est un espace non-euclidien 3
deux dimensions. D’un point de vue plus mathématique, la géométrie sur un espace courbe
peut s’obtenir en s’affranchissant du cinquiéme postulat d’Euclide. Ce postulat énonce qu’en
considérant une droite A et un point M en dehors de celle-ci, alors il existe une et une seule
droite passant par M et parallele & A. C’est en violant ce postulat que des mathématiciens
comme Gauss ou Lobatchevsky ont pu construire les premiers espaces courbes présentant des
propriétés tres étranges, comme ’absence de droites globalement paralléles pour une sphere. La
violation du dernier postulat d’Euclide peut se voir de différentes manieéres : comme ’absence de
droite parallele ou bien comme le fait que des paralleles peuvent se croiser. Les mathématiciens
instiguateurs de la géométrie courbe définirent aussi ce qu’est une “ligne droite” sur un espace
courbe : il s’agit de la plus courte distance entre deux points et ils ’appelérent géodésique?.
Par exemple, sur une sphere, une géodésique correspond & un méridien. Et comme tous les
méridiens se croisent aux poles, il n’existe pas deux droites globalement paralleles entre elles
sur une sphere.

Albert Einstein comprit alors qu’en courbant I’espace-temps, il est alors possible d’expliquer
les forces de marée tout en conservant le principe de relativité généralisé. Pour cela, imaginons
tout d’abord un espace-temps sans corps massif, les particules libres vont alors suivre des trajec-
toires correspondant 3 des lignes droites et ceci quelque soit le référentiel considéré, en vertu du
principe de relativité. Plagons alors un corps gravitationnel dans notre espace-temps. Conser-
ver le principe de relativité généralisé comme dogme fondamental du mouvement libre signifie
qu’une particule se propageant librement dans cet espace-temps en présence de gravité doit
suivre une ligne droite dans chaque référentiel d’inertie. Or ces référentiels d’inertie en présence
de gravité ne sont autres que les petits référentiels en chute libre. Supposons maintenant que
le corps gravitationnel courbe effectivement 1’espace-temps, alors la particule libre en présence
de gravité suit une géodésique puisqu’elles doit suivre une ligne droite dans un espace courbe?
en vertu du principe de relativité généralisé. Considérons maintenant deux particules test qui
tombent sur le corps gravitationnel que nous venons de placer, pourquoi pas la Terre. Ces deux
particules test, en supposant qu’elle puissent traverser la Terre, vont se rencontrer au centre
de notre planete sous l'influence des forces de marée. En d’autres termes, leurs trajectoires
se croisent. Un tel comportement s’interprete aisément en terme d’espace courbe : les deux
particules suivent chacune une géodésique (ce qui correspond bien & une particule libre dans
un référentiel en chute libre) pouvant se croiser en vertu de la courbure de l’espace. Cette
découverte constitue un argument tres solide en faveur d’une courbure de I’espace-temps due a
la présence d’un objet gravitationnel :

— toute particule se propageant librement en présence de gravité suit une géodésique de

I’espace-temps, assurant ainsi la parfaite application du principe de relativité généralisé;

— les forces de marée sont une manifestation de la courbure de ’espace-temps.

Bien que le plus gros progres fut relatif & ces considérations géométriques, il restait pourtant
un lourd travail & mener afin de déterminer la maniére dont un objet massif peut courber
I’espace-temps. Pour cela, Einstein dut se plonger dans les calculs tensoriels et la géométrie
différentielle introduite par Riemann. Avec I’aide de son ami mathématicien Marcel Grossmann,
il réussit finalement en 1915, aprés de nombreuses tentatives, & établir une loi qui permet de
lier un objet mathématique appelé tenseur de coubure de Riemann, objet décrivant la courbure
d’un espace, & un autre tenseur appelé tenseur énergie-impulsion qui permet de décrire la source

2Nous appelerons maintenant géodésique les lignes droites dans un espace courbe et ligne droite les lignes
droites dans un espace euclidien...
3...une exception & la note précédente.



gravitationnelle, en supposant la forme la plus simple, la proportionnalité 4. Bien évidemment,
a la limite des faibles champs de gravitation, il est possible de retrouver les lois de Newton a
partir des équations d’FEinstein.

La Relativité Générale passa alors avec succes tous les tests expérimentaux et observation-
nels. Elle est a la source de la cosmologie physique moderne, et de la compréhension de bien
des phénomenes astrophysiques. Mais la plus grande contribution de la Relativité Générale et
Restreinte est sans doute la révolution conceptuelle qui fut nécessaire a I’avenement d’une telle
description de l’espace-temps qui devient alors une entité dynamique et non une toile de fond
sur laquelle nous nous déplacons. Cette révolution reste d’autant plus marquante qu’elle fut le
fruit de pratiquement un seul homme. Pourtant aujourd’hui encore, & la lueur de la Mécanique
Quantique, la gravitation n’est toujours pas bien comprise et il semblerait qu’un nouveau chan-
gement de paradigme soit nécessaire a la mise en place d’une nouvelle progression quant a la
compréhension du monde qui nous entoure. Tout comme la théorie de Newton, il semblerait
que celle d’Einstein posséde probablement ses limites.

Le début du vingtieme siecle faisait face & deux questions : celle de 1’électrodynamique
des corps, résolue par la Relativité Restreinte, et celle de l'infiniment petit, abordée par des
physiciens comme Bohr, Planck et Einstein. De nouveau, la mécanique newtonienne n’était plus
apte & expliquer les mouvements des particules et des atomes. Mais, la conception d’espace et de
temps absolus n’était pas en cause comme pour ’expérience de Michelson. Cette fois-ci c¢’était
la notion de déterminisme et de localisation qui devait étre remise en question et il fallut les
efforts combinés de nombreux théoriciens comme Heisenberg ou Schrédinger pour aboutir & une
autre théorie fondamentale : la Mécanique Quantique. Les concepts de la Mécanique Quantique
sont tout aussi révolutionnaires que ceux de la Relativité Générale et Restreinte, mais ils ne
s’appliquent pas du tout aux mémes domaines. Pourtant, deés les premiers pas de la Mécanique
Quantique, les physiciens essayerent d’incorporer la relativité dans cette nouvelle théorie. Mais
ce travail s’averera, et s’avere toujours, beaucoup plus difficile qu’il n’y parait.

Actuellement, et apres les travaux de physiciens tel Feynman, trois des forces fondamentales
sont décrites par la théorie quantique des champs qui a pu unifier la Mécanique Quantique et
la Relativité Restreinte. Mais appliquer les schémas de quantification usuels & la Relativité
Générale n’aboutit qu’a une impasse. En effet, quantifier une théorie peut se faire en deux
étapes : on recherche tout d’abord les solutions classiques, 7.e non quantiques, des équations du
mouvement des champs libres puis on applique une régle de commutation qui permet d’exprimer
le champ en terme d’opérateurs agissant sur un espace de Hilbert décrivant les états physiques
du systeme. Une fois les champs quantifiés, il est alors possible de prédire les probabilités
d’interaction entre les particules élémentaires en introduisant de maniere perturbative les inter-
actions entre champs. Pourtant, en appliquant ce schéma & la Relativité Générale, les calculs
aboutissent systématiquement & I’infini, et aucune méthode ne peut remédier & ce probleme. De
plus les principes méme de la Mécanique Quantique et de la Relativité Générale menent & des
paradoxes dans leurs conjonctions. Partons d’un corps dont la masse est égale a celle de Planck,
environ 2 x 1078 kg, et confinons le dans une sphére de rayon égal & la longueur de Planck,
environ 1.6 x 10735 m. La Relativité Générale nous apprend alors que ce corps n’a d’autre choix
que de s’effondrer pour former un trou noir. Toute la matiére se retrouve donc localisée dans
la singularité centrale. Que nous dit alors la Mécanique Quantique? La longueur de Compton
associée a la masse de Planck n’est autre que la longueur de Planck. Donc la matiere ne doit
pas étre localisée & mieux que cette longueur. Nous nous trouvons donc face & un paradoxe : la
matiere est-elle localisée ou non ? Deux théories nous fournissent deux réponses différentes.

Aujourd’hui la physique fait de nouveau face & un probléme majeur : comment obtenir
une théorie quantique de la gravitation? Car, méme si la quantification perturbative de la
Relativité Générale ne mene & rien, la compréhension du monde qui nous entoure dans le
langage de la physique semble devoir passer par une unification de la Mécanique Quantique

4Quelques jours avant Einstein, le mathématicien Hilbert, dériva aussi les équations d’Einstein, mais ’idée de
courbure et les principes fondateurs de la Relativité Générale sont le fruit des reflexions du physicien uniquement.
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et de la Relativité Générale, au sens large du terme. Et depuis prés de trente ans, nombre
de physiciens brillants travaillent sur de possibles solutions comme la théorie des cordes ou la
gravité quantique & boucle. Il faudra sirement beaucoup d’audace et probablement une nouvelle
révolution scientifique. Car trouver cette nouvelle théorie ne consiste siirement pas seulement &
unifier les principes de la Mécanique Quantique & ceux de la Relativité Générale, mais aussi a
transcender ces principes pour en définir de plus fondamentaux.

Le but de cette theése n’est pas de trouver une telle théorie, mais d’apporter un certain
éclairage sur la gravitation selon Einstein ainsi que sur certaines pistes d’investigation d’une
théorie quantique de la gravitation. Ce projet est certes plus modeste, mais des Albert ne
naissent pas tous les jours. Ne m’en veuillez donc pas trop de ne poser qu’une petite brique a
I’édifice plutot que les fondations.



Chapitre 2

La Relativité GGénérale et
quelques conséquences

« The revolution will not be televised »

Gil Scott Heron

La Relativité Générale est actuellement la théorie la plus aboutie décrivant I’interaction
gravitationnelle. Le but de ce chapitre est de présenter les principes fondamentaux de cette
théorie ainsi qu’une de ses conséquences, confirmant une prédiction vieille de deux siecles [2] :
Iexistence de trous noirs.

Nous adopterons les conventions suivantes dans ce chapitre : les unités naturelles i = ¢ =
kp = 1 seront utilisées a ’exception de quelques cas ou nous utiliserons les unités du systeéme
international. Par ailleurs, les indices tensoriels seront en lettres latines (i, j, k- - -) pour les co-
ordonnées spatiales et en lettres grecques (u, v, p---) pour des coordonnées spatio-temporelles.
De plus, la coordonnée temporelle sera systématiquement indexée par l'indice 0 ou t.

2.1 Les principes de la Relativité Générale

Ce chapitre & pour but de donner une introduction rapide de la théorie de la Relativité
Générale en tachant de souligner le sens physique de cette démarche plutét que ses aspects
techniques. Dans un premier temps, nous postulerons les deux principes fondamentaux de cette
théorie. Nous décrirons ensuite les objets mathématiques nécessaires a sa construction puis nous
établirons les équations d’Einstein. Enfin, nous reviendrons sur quelques ingrédients essentiels
de la Relativité Générale en insistant sur 'interpétation géométrique de ces derniers.

2.1.1 Les principes de relativité et d’équivalence

La théorie de la gravitation d’Einstein se base sur deux principes fondamentaux : le principe
d’équivalence, déja utilisé dans la théorie de Newton et le principe de relativité généralisé, qui
est une extension du principe de relativité en présence d’un champ gravitationnel.

9
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Le principe d’équivalence

Si I’on suppose que la masse inertielle m; est égale & la masse gravitationnelle mg, alors un
corps en chute libre ne ressent pas la gravitation et un référentiel localement inertiel peut étre
associé a ce corps.

En effet, en supposant m; = my et en se placant dans le référentiel en chute libre suf-
fisamment petit pour que le champ reste constant, la force d’inertie va compenser la force
gravitationnelle et les équations du mouvement ne font plus apparaitre le champ gravitation-
nel. Un observateur en chute libre ne peut déterminer s’il est soumis ou non a un tel champ
extérieur. De maniere générale, il est toujours possible de définir en tout point un référentiel
localement inertiel dans lequel les équations du mouvement ne font plus intervenir le champ
gravitationnel!.

Le principe de relativité générale

Dans la mesure ot il n’existe pas d’espace-temps absolu et donc pas de référentiel privilégié,
les lois de la physique doivent étre indépendantes du référentiel inertiel choisi. Les équations
fondamentales de la physique doivent donc revétir la méme forme mathématique dans tous les
référentiels inertiels. Il est alors nécessaire d’obtenir une formulation covariante des équations.

En présence de gravitation, les référentiels en chute libre sont des référentiels localement
inertiels. L’existence de ces référentiels est essentiel : la gravitation étant une interaction de
portée infini, il ne peut exister de référentiels globalement inertiels. Cependant, compte tenu
du principe d’équivalence, il existe toujours des référentiels localement inertiels. Ces deux prin-
cipes fondamentaux, par ailleurs testés expérimentalement, sont & la base de la formulation
géométrique covariante de la Relativité Générale : le principe de relativité généralisée impose
une écriture covariante des lois de la physique, qui sont identiques pour tout référentiel, et le
principe d’équivalence que ces lois sont localement lorentzienne dans les référentiels en chute
libre.

2.1.2 Tenseurs

Comme il a été vu dans le chapitre 1, une description géométrique de la gravitation requiert
de passer d’un espace plat a un espace courbe. Un tel passage implique I'utilisation d’un systeme
de coordonnées qui, a priori, n’est pas cartésien. Cela se comprend aisément sur I’exemple d’une
sphere : il est impossible de créer un systeme cartésien de coordonnées sur cet espace et on utilise
a la place les deux coordonnées longitude et latitude. Cherchons & déterminer la distance entre
deux points A et B, il est alors nécessaire de calculer l'intégrale suivante :

B
L=R / 8 + sin?(8)dg?, (2.1)
A

ott R est le rayon de la sphere et (6, ¢) la latitude, & T pres, et la longitude. Cette relation peut

s’écrire de maniére contractée en appelant z les différentes coordonnées et en introduisant un

tenseur de rang 2 g;; :
B
L= / v/ |gijdaidad). (2.2)
A

Cette nouvelle classe d’objets mathématiques que sont les tenseurs est trés commode en
Relativité Générale. Ils peuvent étre vus comme une généralisation des vecteurs, un vecteur
étant un tenseur de rang 1, et suivent la loi de transformation suivante par changement de
coordonnées globales z# — '

Suu’p’ = (6Hmul)(6'/'1'”)(60'1:[))5“1/,): (23)

1En termes mathématiques, localement signifie jusqu’au premier ordre inclu.
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ou d, = &% correspond & la dérivée partielle par rapport & la coordonnée z#. A partir d’'un
tenseur de rang n, un tenseur de rang (n — 2) peut étre construit en prenant une contraction
sur deux indices :

SH = ghe

vps (2.4)
et la contraction d’un tenseur de rang 2 est appelée trace.

Un exemple de tenseur extrémement important en Relativité Générale est le tenseur métrique
guv que nous avons déja introduit dans I'exemple de la sphére. Ce tenseur, symétrique, est défini

a partir de l'intervalle d’espace-temps :
ds® = g, datda”, (2.5)

et permet donc de calculer les distances dans un espace courbe?. Si 'espace-temps est Min-
kowskien, le tenseur métrique est alors diagonal avec g4 = 1 et g;; = —1. Lorsque ’on passe
a un référentiel non galiléen, le tenseur métrique prend une forme plus complexe et dépend
généralement de la valeur des coordonnées.

Il semble alors possible de construire différents tenseurs qui pourront nous étre utiles, en
particulier ceux faisant intervenir les dérivées partielles 0,,. On peut regarder comment se trans-
forme l'objet de rang 1 8,¢ et celui de rang 2 d,1" par changement de coordonnées, ¢ étant
un scalaire et 1 un vecteur :

Owd = (Owa")0ud (2.6)
A’ = (Buz*)(8,2” )0, 0" + (B at)(8,8,3” ).

Méme si 'application de la dérivation partielle sur un scalaire suit bien la loi de transformation
des tenseurs, ceci n’est plus le cas pour la dérivation d’un vecteur. Il est alors nécessaire d’in-
troduire une dérivée covariante V, qui élimine le deuxiéme terme de ’équation (2.7). Ainsi la
dérivée covariante V4", que I'on écrira par la suite ¢, ,, est un tenseur de rang 2 et s’écrit :

P, = 0 + T\, (2.8)

ou I' est le coefficient de connerion, qui n’est pas un tenseur. La loi de transformation des
coefficients de connexion est particuliere et permet d’assurer que l'objet VS, ou S est un
tenseur de rang n, est lui aussi un tenseur, dont le rang est n + 1. De maniere générale, un
terme +I" est ajouté pour chaque indice haut du tenseur dont on prend la dérivée covariante
alors qu’un terme —I" est ajouté pour chaque indice bas :

_ n
P1 Pk Pl"'/\"'Pk'

n k
Vi Un o ViU Vi ViAo ln A V1D,
VS e = 08Py Y TV S N T, ST (2.9)
=1 i=1

Ces coeflicients de connexion peuvent étre exprimés en fonction du tenseur métrique et ils sont
alors appelés symbole de Christoffel lorsqu’écrit sous cette forme :

1
F/\uu = Egl\p (6ugup + augpu - 8/)9;“/) - (210)

Définis ainsi, les coefficients de connexion assurent que les dérivées covariantes du tenseur
métrique g, et de son inverse® g#” sont nulles.

L’information de la courbure d’un espace est contenue dans le tenseur de Riemann qui est
de rang 4 et peut étre construit a partir des symboles de Christoffel :

RF, 5 =0.T" 5 — s, + s — F“B,\I"‘W. (2.11)

2En Relativité Générale, il s’agit d’un espace-temps, il est alors plus approprié de parler d’intervalle entre
deux événements.
3on a la relation Jua g™’ = 6M”.
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Bien que construit avec des éléments non-tensoriels, le tenseur de Riemann est bien un tenseur
)

qui possede la propriété d’avoir toutes ses composantes nulles si et seuleument si ’espace est

plat. 11 est utile d’ajouter a ce tenseur deux de ses contractions :

R, = R, (2.12)
R = R\, (2.13)

qui sont respectivement le tenseur et le scalaire de Ricci.

La Relativité Générale utilise un langage tensoriel pour décrire la gravitation car les équations
faisant intervenir des tenseurs sont covariantes, assurant ainsi le respect du principe de relati-
vité.

2.1.3 Equation des géodésiques et équations d’Einstein
Equation des géodésiques

En espace euclidien, la trajectoire d’une particule libre entre deux points A et B est donnée
par la ligne droite qui joint ces deux points, la ligne droite correspondant & la courbe de plus
petite longueur. Déterminer la trajectoire d’une particule sous ’effet de la gravitation suit une
démarche identique & la précédente : il s’agit de chercher la trajectoire d’une particule libre dans
un espace-temps courbe, la courbure étant fixée par le champ gravitationnel. La trajectoire de
cette particule, appelée géodésique sera donnée par la courbe d’intervalle extrémal entre les
événements A et B.

Pour obtenir '’équation des géodésiques, la distance fonctionnelle L = [ ds doit étre extrémisée.
En paramétrisant la trajectoire par p, I'intervalle est donné par ’intégrale suivante :

dx* dxv

g’“’%d—p (2.14)

Extrémiser cette grandeur fonctionnelle L revient & maximiser le temps propre 7 de la particule
considérée et aboutit & I’équation suivante :
A2zt dx dz”

v — = —. 2.15
dp? T dp dp (2.15)

1l s’agit d’une équation tensorielle qui est donc 1ndependante du systeme de coordonnées. Evi-
demment cette équation correspond & I’équation F=md=0en mécanique newtonienne et
donne la trajectoire d’une particule dans un espace-temps courbe, donc soumis a la gravitation
qui n’est plus une force dans cette théorie.

Cependant, cette équation ne nous apprend pas comment l’espace-temps est courbé en
présence d’objets gravitationnels. Elle nous permet seulement de connaitre le comportement
des particules une fois la courbure connue.

Equations d’Einstein

La courbure de ’espace-temps étant une manifestation de la gravitation, les équations d’Ein-
stein font le lien entre matiére-énergie et courbure. Il existe deux méthodes pour dériver ces
équations et nous présenterons ici celle développée par Einstein.

L’équation d’Einstein est une équation tensorielle qui suppose que la courbure de I'espace-
temps est proportionnelle au contenu énergétique :

Gp,l/ = K?Tp,ua (216)

ou G est un tenseur lié a la courbure, appelé tenseur d’Einstein, et T le tenseur énergie-
impulsion.
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On peut comprendre assez aisément I’origine de ces deux tenseurs : T' doit prendre en compte
la densité d’énergie, la quantité de mouvement ainsi que les contraintes mesurées par un obser-
vateur au point considéré. Le tenseur énergie-impulsion contient donc toutes les informations
suivantes :

— la quadri-impulsion par unité de volume ¢

multiplicatif pres;

— la projection de la quadri-impulsion nu% ;

— la densité d’énergie p, il s’agit de la composante T ;

— les différentes composantes des contraintes suivant différentes directions linéairement

indépendantes de ’espace, ce qui correspond aux composantes T7%.
Ce tenseur T symétrique est par conséquent ’objet géométrique indépendant du référentiel
choisi qui nous renseigne sur le contenu énergétique du systeme considéré et agit donc comme
source de gravitation. Il doit étre de divergence nulle afin de préserver la conservation de
I’énergie :

dV , il s’agit du quadri-vecteur T#° & un facteur

W=, (2.17)

Comme on cherche une relation de proportionnalité entre la courbure et le contenu énergétique,
le tenseur G doit posséder les propriétés suivantes :

— @ doit étre symétrique et de rang 2;

— @G doit étre nul en espace plat?;

— (@ est fonction uniquement du tenseur de Riemann, ses contractions et du tenseur métrique ;

— @ doit étre linéaire en tenseur de Riemann;

— G doit étre & divergence nulle.
1l est important d’apporter un certain éclairage quant a la derniere condition vérifiée par le
tenseur d’Einstein. La condition G**, = 0 ne découle pas de la condition T*?, = 0, mais d’une
condition d’nvariance de jauge provenant de I’identité de Bianchi®. En effet la géométrie de
lespace-temps est décrite par dix fonctions g,,. Les équations d’Einstein ayant pour voca-
tion de prédire I’évolution de la géométrie de ’espace-temps, il semble nécessaire de préciser
dix conditions initiales. Cependant, le principe de relativité impose que les lois physiques ne
dépendent pas du systéeme de coordonnées choisi : le choix des coordonnées est I’affaire des phy-
siciens et non de la physique et le systéme de coordonnées ne doit pas étre déduit des équations
d’Einstein. Le tenseur énergie-impulsion et le tenseur d’Einstein étant symétriques, il existe 10
équations d’Einstein. Cependant, ’identité de Bianchi, équivalente & VG = 0, réduit le nombre
d’équations indépendantes a six : les quatres degres de liberté qui disparaissent par application
de cette identité mathématique correspondent & la liberté du choix du systeme de coordonnées,
i.e. la liberté du choix de jauge.

Einstein a montré que le seul tenseur qui possédait I’ensemble des propriétés citées ci-dessus

est : 1
§guuR- (2.18)

Il reste maintenant & déterminer la constante de proportionnalité qui lie G & T. Ceci s’ob-

tient en exigeant que la limite en champ faible de la Relativité Générale donne la mécanique
87rG
C

Guw =R, —

Une approche lagrangienne peut aussi étre développée pour dériver les équations d’ Elnsteln.
L’action doit étre une quantité scalaire vis-a-vis d’un changement global de coordonnées impo-
sant une densité lagrangienne fonction de la courbure scalaire. Cette densité, pour la Relativité
Générale, est alors assez simple puisqu’il s’agit du terme d’ordre 1 courbure scalaire :

Sra / d*z/—gR. (2.19)

La densité tensorielle \/—g, la racine carrée de la valeur absolue du déterminant du tenseur
métrique, est introduite afin d’assurer que la quantité d*z\/—gR est un scalaire, compensant

4Nous verrons plus tard que cette condition peut étre relachée.
511 a été montré que cette identité mathématique est équivalente 3 G* ';',, =0
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exactement la transformation de 1’élément infinitésimal d*z, étant lui aussi une densité ten-
sorielle, lors d’un changement de coordonnées. Les équations d’Einstein découlent alors de
Papplication du principe variationnel de moindre action par rapport au tenseur métrique g,,
sur ’action S = Sgg + Smat :

5SRG _)le et 6Smat
69;“/ ‘Sg;w

= Ty (2.20)

2.1.4 Interprétation géométrique

La Relativité Générale peut étre interprétée de maniere géométrique. Nous allons essayer
dans ce court chapitre de reprendre quelques ingrédients essentiels de la théorie d’Einstein et
de les étudier a la lumiere de la géométrie Riemannienne.

Le principe d’équivalence énonce que tout référentiel en chute libre est localement inertiel :
il existe alors un systeme de coordonnées £% tel que les équations de la physique prennent
une forme localement lorentzienne. L’équation du mouvement d’une particule s’écrit alors
d;f: = 0, ol T est le temps propre défini par dr? = —n,dé*d&P. Lors d’un changement de coor-
données quelconque £ — z#, I’équation du mouvement devaent 2a,laors exactement 1’équation des
géodésiques (2.15) avec le symbole de Christoffel I',, = g%%
dr* = —g,,dztdz” avec gy, = na@% gii. Bien qu’étant une quantité purement géométrique,
le symbole de Christoffel peut étre interprété comme une accélération induite par linterac-
tion gravitationnelle. De plus, comme le symbole de Christoffel est lié aux dérivées du tenseur
métrique, ce dernier peut donc s’interpréter comme le potentiel gravitationnel. A partir du
principe d’équivalence, il est donc possible de construire deux quantités géométriques, F"W
et guv, qui caractérisent l'interaction gravitationnelle. Cela souligne de nouveau le fait que la
gravitation, en vertu du principe d’équivalence, peut étre vue comme un effet géométrique de
I’espace dans lequel les particules se meuvent.

La dérivation covariante s’explique elle aussi tres bien en termes géométriques. En effet,
I’espace-temps étant courbé, les coordonnées vont, de maniere générale, varier le long d’une
trajectoire. Si cette trajectoire est décrite par un parametre p et que ’on s’intéresse a la variation
d’un vecteur A, suivant cette trajectoire, on va naivement calculer sa dérivée d(z)“ = d;p" ‘Z’;‘,‘,‘.
En faisant ce calcul direct, on prend en compte la variation intrinseque de A, ainsi que celle
du systeme de coordonnées. Pour avoir la variation intrinseque du vecteur, il est nécessaire de
compenser la variation du systéme de coordonnées suivant la trajectoire. On va donc chercher
un opérateur différentiel qui ne prend en compte que cet effet. Il est montré que cet opérateur
est la dérivation covariante par rapport a p : Dg; L= %Amuﬁ. La dérivation covariante, outil
indispensable de la Relativité Générale, prend sa source dans la géométrie courbe : elle assure
une formulation covariante de la dérivation car elle compense les variations du systéme de
coordonnées et permet de sonder les variations intrinseques d’un tenseur.

Avec cette interprétation géométrique de la dérivation covariante, il est alors aisé de construire
les équations de la physique en espace courbe. L’équation des géodésiques signifie que la variation
intrinseque de I'impulsion est nulle le long d’une géodésique. Il est alors montré que I’équation
(2.15) est la conséquence de ’équation DD2 2" — ( traduisant Iinvariance dans la quadri-vitesse
en espace-courbe. De maniére générale, les équations de la physiques en espace-temps courbe
sont identiques a celle en espace-temps Minkowskien en remplacant les dérivations usuelles par

des dérivations covariantes.

et le temps propre devient

2.1.5 Dérivation de Lie et vecteur de Killing

On présente dans ce court chapitre quelques aspects de la Relativité Générale, sans prétendre
a l’exhaustivité, qui seront utiles dans la suite de ce mémoire.

8Evidemment, il s’agit de la définition méme, dans le cadre de la géométrie riemanienne, de la dérivation
covariante, la définition présentée dans le chapitre 2.1.2 étant plus une propriété de cet opérateur.



Zod. LES PRRINUIFES DE LA RELATIVILE GENERALRK

Dérivation de Lie

Si la dérivation covariante permet de sonder les variations intrinseques d’un tenseur, il reste
nécessaire de créer un outil permettant de sonder la transformation d’un tenseur lors d’un
changement de position. Cet objet, appelé dérivation de Lie et noté £, prend en compte deux
effets : la variation du tenseur ainsi que celle du systeme de coordonnées lors d’un changement
de position infinitésimale. Ces deux effets doivent étre combinés pour pouvoir évaluer la valeur
d’un champ de tenseur en un point donné apres un tel changement de position infinitésimale.
Pour construire cet objet, prenons ’exemple de effet d’une transformation infinitésimale du
systeme de coordonnées sur un tenseur deux fois contravariant :

¢ — o' =gt —eh(x)
AP(z) o AM(). (2.21)
Afin d’exprimer le tenseur dans le nouveau systéme de coordonnées, on procede d’abord & un
développement limité

0A™ (z) »

A (z) = A (2 +dz) = A" (2) + FrTamCE (2.22)

puis on transforme le tenseur pour passer de A’ & A en appliquant la loi de transformation
(2.3), tout en se limitant au premier ordre,

All“’

(0% = g2x) (87, — §25) 4>

gz’ (2.23)
— uv _ 0¥ Aup _ Oe¥ AXv .
= 4 o7 A e A
En combinant les deux équations ci-dessus, toujours en se limitant au premier ordre, le tenseur
dans le nouveau systeme de coordonnées apparait comme la somme du tenseur au méme point
et d’'un terme, linéaire en dérivation, exprimant le changement infinitésimal de coordonnées :

A (@) = AR () = B AR (@) — B AN () + PP

A (2) + Lo AP (). (2.24)

C’est cet opérateur linéaire que l'on identifie & la dérivation de Lie et il a été montré que

cette dérivation peut s’écrire aussi bien avec les dérivations directes qu’avec les dérivations
covariantes : DA (2)

v _ 8e” AupA Je* AAv V(@) A

LAM(D) = —I5AM(r) - B AN (x) + 240l

3 2.25
= — AN (z) — €8 AN (2) + A (). (2.25)

Dans la suite, la direction de la dérivation de Lie ne sera plus systématiquement définie par un
champ de vecteur infinitésimal car un champ de vecteur tangent & la direction souhaitée est
suffisant. Nous pourrons par exemple utiliser des vecteurs unitaires définies & partir du vecteur
infinitésimal par e# = utd.

A titre d’exemple, nous allons considérer une courbe v le long de laquelle les coordonnées
x? restent constantes. Un déplacement infinitésimal le long de cette courbe se traduit par le
vecteur y* = 6%, exprimé dans ce systéme de coordonnées. Les termes g—;L: sont alors nuls et
le terme a,g:x(z) se limite & la dérivation suivant la coordonnée z°
de Lie est ainsi grandement simplifiée, prenant la forme suivante :

uniquement. La dérivation

OAM ()
£ AR () = ———=. 2.26
A (@) = Z (2:26)
Si de plus, le tenseur est invariant le long de la courbe 7, i.e. £,A""(z) =0, alors cela signifie
que le tenseur ne dépend pas de la coordonnée z°. Autrement dit, si la dérivation de Lie est
nulle suivant une direction, il est possible de trouver un systéme de coordonnées tel que le
tenseur considéré ne dépende pas d’une des coordonnées, 2° par exemple. Réciproquement, si
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un tenseur, dans un systéeme de coordonnée donné, ne dépend pas d’une des des coordonnées,
par exemple 2, alors la dérivation de Lie suivant la direction z° est nulle.

Il est intéressant de comparer la dérivation de Lie & la dérivation covariante. La dérivation
covariante permet de sonder les variations intrinseques d’un champ tensoriel en s’affranchissant
de la variation du systéme de coordonnées alors que la dérivation de Lie permet de sonder la
transformation d’un champ tensoriel évalué en un point fixé lors d’'un changement infinitésimal
de position, en s’affranchissant donc de la variation du champ lors de ce changement de position.
D’une certaine maniére, la dérivation covariante donne la propagation du champ alors que la
dérivation de Lie donne la maniere dont un champ apparait lorsqu’un observateur se déplace.

Vecteur de Killing

Considérons un espace-temps décrit par le tenseur métrique g*” ne dépendant pas de la
coordonnée z°. Compte tenu des résultats précédents, on peut construire un champ de vecteur
& = 6% tel que la dérivation de Lie du tenseur métrique suivant cette direction est nulle
£Leg"” = 0. Ce champ de vecteur est alors appelé vecteur de Killing. La condition £¢g*” = 0
permet de montrer qu'un vecteur de Killing doit vérifier la condition §,;x + &x;, = 0. L’intérét
de la dérivation de Lie est donc d’avoir acces aux symétries du probleme : ces symétries sont
données par les direction suivant lesquelles la dérivation de Lie du tenseur métrique est nulle.

Les vecteurs de Killing permettent de trouver les constantes associées a un mouvement
le long d’une géodésique. Considérons une géodésique décrite par le parametre affine A\ et de
vecteur tangent u*, ainsi qu’un vecteur de Killing £”. 1l est alors possible de construire une
grandeur scalaire G = u*§, qui reste constante le long de la géodésique :

% (ngu) = (uugu)q,

= ub u’ &, +utuly, (2.27)
~——

= 0,

le premier terme s’annulant car il correspond & l’équation des géodésiques et le second car
le tenseur utu” est symétrique alors que le tenseur £, est antisymétrique. Par exemple, si
le systeme est décrit par une métrique ne dépendant pas du temps, le vecteur 5&) défini par
562)3“ = 0; est un vecteur de Killing et permet de définir comme quantité conservée, qui peut
s’interpréter comme ’énergie, £ = —§é)uu.

2.2 Les trous noirs : résultats fondamentaux

Malgré la complexité des équations d’Einstein, une solution en a été trouvée des 1916 par
Karl Schwarzschild. Cette métrique concerne uniquement les systémes statiques et a symétrie
sphérique. La conséquence la plus spectaculaire de cette métrique, et probablement de la théorie
de la Relativité Générale, est la prédiction d’un nouvel objet : les trous noirs, dont les preuves
tangibles d’existence n’ont été observées qu’au début des années soixante. Cependant, et méme
si les objets qui nous intéressent ici sont bien les trous noirs, la métrique de Schwarzschild
permet de décrire ’espace-temps autour de n’importe quel objet gravitant, statique et a symétrie
sphérique comme le Soleil ou la Terre.

La solution de Schwarzschild ne permet de décrire que les trous noirs sans charge ni moment
angulaire et, bien que les métriques prenant en compte ces effets soient connues, nous nous
limiterons au cas des trous noirs de Schwarzschild. Dans un premier temps nous présenterons
cette métrique dans le cadre de la Relativité Générale. Une discussion quant aux propriétés de
ce type d’espace-temps sera présentée dans un deuxieme chapitre dans lequel la véritable nature
de ’horizon est abordée. Finalement, nous anticiperons sur les parties suivantes en présentant
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la métrique décrivant les trous noirs de Schwarzschild dans le cadre de théories de la gravitation
allant au dela de la Relativité Générale.

2.2.1 La métrique de Schwarzschild
Forme de la métrique statique et a symétrie sphérique

Cherchant a décrire I’espace-temps autour d’un objet statique et a symétrie sphérique, la
métrique de Schwarzschild ne doit dépendre que des quantités 77, drdr et 7dri ainsi que de dt.
1l existe alors un systéme de coordonnées (7, x1,x2,x3) tel que la métrique ne dépende que de
ces trois quantités et prenne nécessairement la forme suivante :

ds® = F(r)dr® — C(r)dFdi — D(r) (7di)* — 2E(r)Fdrdr. (2.28)

Compte tenu de la symétrie spherique, il convient de se placer dans le systeme de coordonnées
sphériques :

1 = rsinfcosyp
z3 = rsinfsing (2.29)
T9 = rcosé.

Dans ce systéeme de coordonnées, la métrique adopte alors une forme séparée en une partie
radiale, temporelle et angulaire :

ds* = F(r)dr® — 2E(r)rdrdr — D(r)r’dr® — C(r) (dr® + r*dQ?), (2.30)
ot dQ? = d#? + sin® fdy? est I’élément infinitésimal d’angle solide. La liberté de jauge de la

Relativité Générale permet de re-synchroniser le temps 7, et ce en chaque point, a ’aide d’une
fonction ®(r) telle que :

0P
dt = dr + 5 dr, (2.31)
et 9%
ﬁF(T) + E(r)r = 0. (2.32)

C’est bien evidemment ’invariance de jauge de la théorie de la Relativité Générale qui permet
non-seulement de re-synchroniser le temps mais aussi de choisir cette nouvelle synchronisation
en imposant la forme de la fonction ® par la relation ci-dessus. Cette relation a été choisie car
elle permet d’annuler les termes de type drdt, la métrique s’écrivant alors :

ds* = F(r)dt* — G(r)dr? — C(r) (dr* + r*dQ?). (2.33)
11 reste encore un degré de liberté de jauge qui va permettre “d’éliminer” la fonction C' en cher-

chant une coordonnée radiale 7' telle que C(r') = 1. En imposant que cette nouvelle coordonnée
vérifie 7> = C(r)r2, alors

r'dr'
= o (2.34)
72 % +rC(r)
et il s’ensuit une métrique du type
ds® = B(r')dt? — A(r')dr'? — r'*dO2. (2.35)

On reconnait tres bien sous cette forme la symétrie sphérique via la partie angulaire ainsi que
I'invariance temporelle puisqu’aucun des facteurs de cette métrique ne dépend de la variable de
type temps. Dans ce systeme de coordonnées, le tenseur métrique est diagonal et ses éléments
valent :

git = B(,rl)7 960 = _le (2 36)

g = —A("), gpp = —r'? sin? 6. ’
Cette forme diagonale est générale & tout espace-temps isotrope et statique et sera appellée, de
maniere générique, métrique de Schwarzschild ou métrique de type Schwarzschild. Cette forme
de métrique ne préjuge en rien de la distribution radiale de la source de gravitation et s’applique
donc a une grande variété d’objets.
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Le cas des trous noirs

Plagons maintenant une masse ponctuelle M dans ’espace-temps en la position radiale
r = 0. Afin d’alléger ’écriture, la coordonnée radiale est maintenant notée r. Cet objet vérifiant
les conditions de stationnarité et de symétrie sphérique, ’espace-temps autour de cette masse
sera décrit par la métrique de Schwarzschild. Il reste cependant & déterminer les fonctions A et
B. Pour cela, il est nécessaire de calculer explicitement les composantes non-nulles du tenseur
d’Einstein dans la métrique de Schzwarzschild et ainsi que celle du tenseur énergie-impulsion et
résoudre les équations d’Einstein, afin de déterminer les fonctions A et B. En ce qui concerne
le tenseur énergie-impulsion, le calcul est tres simple : toutes ses composantes sont nulles en
tout point de ’espace sauf en celui ou se trouve la masse ponctuelle ou elles deviennent infinies.
Pour le tenseur d’Einstein, il faut tout d’abord calculer les coefficients de connection puis les
composantes du tenseur de Ricci, qui sont données dans 1’équation ci-dessous :

R, =0sip#v
B" 1B [fA" B 1A

fm=sp~1B\2"B) 74
r A B 1
Rga——l-i-ﬂ (_Z+§> +Z (2.37)

R,, = sin? ORgg
R - B 1B (A B\ 1B
941 A

17 B

r A

La notation prime signifie la dérivation par rapport a la coordonnée radiale.

Les équations d’Einstein consistent simplement & annuler les composantes du tenseur d’Ein-
stein sauf au point ou se trouve la masse ponctuelle. La résolution des quatre équations s’ef-
fectue en exprimant tout d’abord la fonction B en fonction de la fonction A. La condition
R;/B + R, [A = 0 est équivalente & In (AB) = cste et conduit donc a

cste
A= —. 2.38
> (2:39)
L’espace étant asympotiquement plat, les fonctions métriques A et B doivent tendre vers 1
quand 7 — +oo fixant la constante ci-dessus égale a 1. En exprimant R,.. et Ry en fonction
de B et de ses dérivées, les composantes purement radiale et purement zenithal du tenseur de
Ricci sont liée I'un a l'autre par :
R'9
2rB’
Résoudre I'équation Rgy = 0, qui prend la forme (rB)' — 1 = 0 quand elle est exprimée en
fonction de B, est donc suffisant. La fonction B prend la forme alors la forme :

Ry, = (2.39)

cste
B(ry=1+ —. (2.40)
r
La constante se trouve grace aux conditions asymptotiques : loin de la masse ponctuelle, le
champ est faible et la composante temporelle du tenseur métrique gs¢, qui n’est autre que la
fonction B, s’exprime en fonction du potentiel newtonien ® par g;; = 1 — 2$. Le potentiel
Newtonien étant donné par & = GM /r pour une masse ponctuelle, la fonction B s’écrit

B(r)=1- 2(’;M , (2.41)

et la métrique finale

2
ds® = (1 - 2G—M) dt® — IL — r2d02. (2.42)
r —
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2.2.2 Singularité, horizon et systémes de coordonnées
Singularité

La métrique, bien qu’extrémement simple, présente deux points singuliers en r = 0 et
r = 2GM. Tout d’abord, la singularité & l'origine est une singularité essentielle, indépendante
du systeme de coordonnées. Cette singularité est une propriété intrinseqe de ’espace-temps, et
ce de par sa construction méme : le systeme gravitationnel étant une masse ponctuelle en r = 0,
le tenseur énergie-impulsion diverge en ce point entrainant cette singularité. La singularité en
r = 2G' M est quant & elle une singularité de coordonnées et elle disparait dans des systemes de
coordonnées différents, mais décrivant le méme espace-temps, comme le systéme de Painlevé.
En effet, le scalaire de Ricci est régulier en r = 2G M : cette singularité n’est donc pas une
propriété intrinseque de ’espace-temps comme l’est la premiere.

Horizon

Il se passe pourtant quelque chose de particulier en r = 2GM. En effet, les composantes gy
et g~ changent de signe en cette position. Ainsi la signature (+ — ——) initiale, » > 2GM, du
tenseur métrique devient (— + ——) pour 7 < 2GM. Or, la coordonnée de type temps est celle
affiliée au signe +, donc la coordonnée de type temps au dela de 2GM devient de type espace
en deca de cette distance radiale et inversement pour la coordonnée radiale r. Cela s’interprete
de la manieére suivante : en de¢a de r = 2G M, ’espace devient dynamique et s’effondre sur lui
méme. D’une certaine maniere, ’espace s’écoule dans cette région. Cela signifie que l’espace-
temps autour d’une masse ponctuelle est globalement dynamique et donc dépendant du temps.
Ce comportement n’est pas sans conséquence : la distance radiale r = 2G M définit un horizon
d’évenements puisque, d’une part, si une masse, méme non ponctuelle, est confinée dans une
région de taille plus petite que 2G M, alors elle doit s’effondrer sur elle-méme et, d’autre part,
tout objet, matiere ou rayonnement, ne peut que tomber dans la singularité centrale s’il se trouve
en-deca de la distance radiale r = 2G M. Cet horizon d’événement, qui prend 'apparence d’une
spheére de rayon, appelé rayon de Schwarzschild, rg = 2GM délimite deux zones d’espace-temps
causalement déconnectées I’'une de l'autre : aucune information ne peut aller d’un observateur
en-deca de 'horizon vers un observateur au-dela, ’horizon ne pouvant étre franchi que dans
le sens des r décroissants. Cet horizon définit un objet appelé trou noir, en ’occurence de
Schwarzschild car il est sans moment angulaire ni charge.

Nous renvoyons le lecteur au chapitre 6.4 de la référence [5] pour une plus ample description
qualitative de la métrique de Schwarzschild.

La véritable nature de I’horizon : coordonnées de Kruskal

Il existe un systeme de coordonnées dans lequel le caractere globalement dynamique de
I’espace-temps de Schwarzschild est illustré. Ce systéme, déterminé par Kruskal, est défini par :

2 2 T T
- o " (2.43)
PR = tanh Py B

Dans ce systeme de coordonnées, la métrique devient explicitement dynamique, i.e. le tenseur
métrique dépend de 7, mais la singularité de coordonnées en rg disparait :

32G3M* ( r )

ds’ = ——exp | —— ) (dr? — dp?®) — r*(p, 7)dQ>. 2.44
o o (r ) (@ = di?) =) (249

Dans le systeme de Kruskal, les coordonnées restent toujours du méme type sur ’ensemble de

I’espace-temps, excepté en r = 0 puisqu’il s’agit de la singularité essentielle : 7 est de type

temps et p de type espace partout.
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Le systeme de coordonnées de Kruskal peut étre étendu vers des valeurs de p négative [6].
Le demi-plan p < 0 est une extension de 1’espace-temps de Schwarzschild car le systeme de
coordonnées de Schwarzschild coincide uniquement avec le demi-plan p > 0. L’étude ci-dessous
se limitera au cas p > 0, son but étant de permettre une meilleure compréhension de l’espace-
temps décrivant un trou noir et non une description exhaustive des extensions possible vers
d’autres Univers [6].

Dans ce systeme de coordonnées, les trajectoires a rayon fixé sont décrites par des hyperboles
p? — 72 = cste(r) dont les asymptotes sont les deux bissectrices du plan (p,7), la constante
dépendant de la position r considérée. Ainsi, les trajectoires en dehors de ’horizon apparaitront,
dans le systéme de coordonnées de Kruskal, comme des sphéres, compte tenu de l’extension
angulaire, se propageant a une vitesse inférieure & celle de la lumiére, autorisant un observateur
3 rester sur cette surface. Pour » = rg, I’équation de ’hyperbole devient p? — 72 = 0, il s’agit
donc des deux bissectrices du plan (p,7) et I'horizon devient une sphére se propageant 3 la
vitesse de la lumiere. La singularité centrale se présente quant & elle comme une hyperbole
d’équation p? — 72 = —1. Pour r < rg, les trajectoires sont des surfaces se propageant & une
vitesse plus grande que celle de la lumiere. Il est alors impossible pour un observateur en-deca
de I’horizon de rester a une distance fixe de la singularité car il ne peut se propager plus vite que
la lumiere : les surfaces de rayon inférieur le rattrapent ’observateur dont la position décroit
pour finalement atteindre la singularité centrale. Les trajectoires physiquement permises sont
celles qui se trouvent dans le cone de lumiere défini en n’importe quel point d’espace-temps
(po,T0) par les équations (p— po) £ (7 —70) = 0, le signe + correspondant & un photon émis vers
I’extérieur du trou noir et le signe — & un photon émis vers l'intérieur. Les lignes de photons
seront donc soit paralléles, soit perpendiculaires & la ligne décrivant 'horizon. La pente des
trajectoires r = cste se trouve dans le cone pour r > rg et en dehors pour r < rg, illustrant
la vitesse des trajectoires selon leur position radiale. De plus, pour r > rg, le photon émis vers
Pextérieur s’éloignera du trou noir tandis que celui émis vers ’intérieur traversera I’horizon puis
atteindre la singularité centrale. Cependant, pour r < rg, les deux photons émis rencontreront
la singularité centrale. Ceci est évident pour le photon émis en direction de la singularité et,
pour celui émis vers ’extérieur, vient du fait qu’il ne peut rattraper ’horizon, qui se déplace a
la vitesse de la lumiere et qu’il sera rattrapé par la singularité qui se déplace plus rapidement
que le photon. L’ensemble de ces explications sont représentées graphiquement sur la figure 2.1.

2.2.3 Trous noirs au dela de la Relativité Générale

De nombreuses observations signent la présence de trous noirs dans I’Univers. Il est nécessaire
que les extensions envisagées de la théorie d’Einstein prédisent elles-aussi ’existence de ces ob-
jets. Cependant, et bien que les caractéristiques essentielles d’un trou noir (horizon et singularité
centrale) doivent apparaitre, le profil de courbure induit par le trou noir est a priori différent
d’une théorie & ’autre. Pour les trous noirs de Schwarzschild, la métrique conservera la forme
donnée par ’équation (2.35) avec la fonction A égale & 'inverse de la fonction B. Ainsi, la
métrique décrivant un trou noir de Schwarzschild, et ce dans n’importe quelle extension de la
Relativité Générale prédisant l’existence de tels objets, prendra la forme suivante :

2
ds? = h(r)d? — % —r2d0%_,. (2.45)

La métrique est écrite pour un espace-temps de dimension D, qui peut étre différent de 4.
La partie angulaire est donc simplement donnée par 1’élément infinitésimal sur une sphere de
rayon 7 et de dimension D — 2, dQ2,_, représentant 1’élément infinitésimal d’angle solide dans
un espace 3 D — 1 dimensions. Dans cette approche, ’ensemble des D — 1 dimensions spatiales
ainsi que la dimension temps sont supposées étre étendues.
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F1a. 2.1 — Diagramme de Kruskal pour un espace-temps de Schwarzschild. Dans ce plan (p, 7),
Ihorizon est représenté par les bissectrices p £ 7 = 0 (lignes rouges) et la singularité centrale
(courbes vertes) par ’hyperbole p? — 72 = —1. Les trajectoires & r = cste (courbes noires)
sont aussi des hyperboles d’asymptote 'horizon avec p > 7 pour r > rg, en dehors du trou
noir, et p < 7 pour r < rg, dans le trou noir. Les cones de lumiére pour les deux exemples de
trajectoires sont aussi représentés.

Relativité Générale a D dimensions

Nous pouvons tout d’abord généraliser & un nombre de dimensions quelconque la métrique
dérivée dans le chapitre précédent. Le résultat obtenu décrira I’espace-temps autour d’un trou
noir plongé dans un Univers & D dimensions avec comme théorie sous-jacente de la gravitation,
la Relativité Générale :

Syrav X | dPz/—gR. 2.46
g

La généralisation D—dimensionnelle de la métrique de Schwarzschild suit une démarche iden-
tique au calcul & quatre dimensions [7]. Les équations d’Einstein impliquent que :

cste
la constante d’intégration, qui n’est autre que le rayon de Schwarzschild g, se trouvant en
exigeant que la masse Arnowitt, Deser & Misner (ADM) [8, 9, 10] soit la masse du trou noir
[7] :

1
er[ 167G M ] (2.48)

(D — 2)2p s
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Qp_o étant Pangle solide total dans un espace & D — 1 dimensions, c’est & dire I'aire d’une
spheére unitaire & D — 2 dimensions donnée par :

@)z

Qp_s = (2.49)

ou I' est la fonction factorielle d’Euler.

Théorie de Gauss-Bonnet

Il existe aussi des solutions de type trous noirs de Schwarzschild en théorie de Gauss-Bonnet
qui sont obtenues en injectant la métrique (2.45) dans les équations d’Einstein, données dans le
chapitre 3.3. Cette solution a tout d’abord été obtenue dans la référence [33] et a été étendue
a différentes topologies par [124, 125]. La fonction métrique prend alors la forme suivante :

_ r? 64ra(D — 3)(D —4)GM
h(r) =k + 5a(D —3)(D 1) (1 + \/1 + D = 2)0p 1P ) , (2.50)

a étant la constante de couplage de Gauss-Bonnet. Il a été montré dans la référence [33] que
ce type d’espace-temps possédait deux branches, correspondant chacune au signe (+) ou (—).
La branche (+) représente un trou noir plongé dans un univers de type Anti-de Sitter avec
un parametre de masse négatif tandis que la branche (=) correspond & un trou noir dans un
Univers asymptotiquement plat avec un parametre de masse positive. Il a cependant été montré
que dans les deux, ’énergie ADM restait positive [11]. L’extension & différentes topologies est
obtenue en changeant la valeur du parametre k : la topologie est elliptique si £ = 1, plate si
k = 0 et hyperbolique si k = —1. Par la suite, nous ne considérerons que la branche (—) et une
topologie elliptique car cela correspond au trou noir de Schwarzschild usuel. Le parametre k
sera donc systématiquement choisi égal & 1 et le signe (+) ne sera plus mentionné.

L’horizon du trou noir s’obtient en annulant la fonction métrique h(r). A la différence de
la Relativité Générale, une expression explicite de la taille de ’horizon ry en fonction du
parametre de masse ne peut étre trouvée. Dans le cas général, c’est la masse qui s’exprime
explicitement en fonction du rayon de Schwarzschild :

(D —2)Qp_or0 3 (1 N a(D - 3)(D - 4)) '

M= (2.51)

167G %

A titre indicatif, nous donnons ici action décrivant la théorie de Gaus-Bonnet afin de
pouvoir comparer rapidement & la Relativité Générale :

Syrav / dPzy/=g [R+ o (R* —4R*" Ry, + R*" Ry,p0)] - (2.52)
Cette action sera expliquée plus en détail dans le chapitre suivant.

Espace avec constante cosmologique

La solution décrivant un trou noir de Schwarzschild plongé dans un Univers ayant une
courbure constante a été trouvé par [12]. La fonction métrique pour un tel espace-temps prend

la forme
w 2Ar?

D=3 (D=1} (D-2)’
A étant la constante cosmologique qui peut étre soit positive, soit négative selon la courbure de
I’Univers. Le parametre u se lie directement & la masse du trou noir par

167GM

uw= D—295 (2.54)

h(r) =1- (2.53)
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Le deuxiéme terme dans la fonction métrique représente 'influence de la masse du trou noir
sur ’espace-temps tandis que le troisieme terme représente le terme de courbure constante.
Comme pour les trous noirs en théorie de Gauss-Bonnet, la masse s’exprime explicitement, via
le parametre p, en fonction du rayon de Schwarzschild, mais cette relation n’est pas inversible :

p=rp? (1 — ﬁ%) . (2.55)

Mentionnons aussi 'action de la Relativité Générale avec constante cosmologique comme
outils de comparaison :

Syrav o / dPz\/=g[R — 2A]. (2.56)
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Chapitre 3

Au dela de la théorie d’Einstein

« Votre théorie est folle, mais pas assez pour &tre juste »

Niels Bohr

La Relativité Générale d’Einstein a passé de nombreux tests expérimentaux avec succes et
cette théorie est maintenant acceptée comme la théorie de 'interaction gravitationnelle. Il existe
cependant trois autres interactions fondamentales qui sont, elles, décrites par la Mécanique
Quantique : 'interaction électromagnétique, I'interaction nucléaire forte et 'interaction nucléaire
faible. Le corpus théorique de la Mécanique Quantique est nécessaire a la compréhension de ces
trois interactions et a finalement abouti au modele standard de la physique des particules basé
sur une théorie quantifiée des champs. Ce modele incorpore avec succes la Relativité Restreinte
a la Mécanique Quantique et, en plus d’'une compréhension fine des particules et de leurs in-
teractions, prédit les phénomenes, par ailleurs mesurés expérimentalement, avec une précision
sans précédent. Il permet de plus 'unification de 'interaction nucléaire faible & ’interaction
électromagnétique.

Pourtant, comme toute belle histoire, il y a des zones d’ombre : le modele standard de la
physique des particules, tout d’abord, souffre de nombreux problémes tant d’un point de vue
théorique qu’expérimental. En effet, 'unification électro-faible introduit une symétrie chirale qui
est violée par les termes de masse dans le lagrangien. Pour pouvoir rendre les particules massives,
et elles le sont, un mécanisme de brisure spontanée de symétrie a été introduit conduisant a
I’apparition d’une particule scalaire fondamentale : le boson de Higgs. Bien que cette particule
n’ai toujours pas été détectée, les contraintes indirectes actuelles indiquent qu’elle devrait étre
observable, si cette particule existe, au Large Hadron Collider (LHC) qui entrera en service
en 2007. D’un point de vue théorique, le succes de 'unification électro-faible semble indiquer
que 'ensemble des interactions s’unifie en une unique au-dela d’une certaine échelle d’énergie.
Cependant, dans le cadre du modele standard, les couplages électromagnétique, faible et fort
ne convergent pas en un point. Bien que ce probléme puisse étre résolu, notamment grice a
la supersymétrie, la question de I'unification reste problématique lorsque 1’on prend en compte
la gravitation. En effet, une quantification perturbative de la gravitation aboutit & une théorie
non-prédictive car elle est non-renormalisable.

Ce choix d’obtenir une théorie ultime qui décrirait I’ensemble de la physique constitue la
principale motivation pour dépasser le cadre de la Relativité Générale. Cependant, comme nous
le verrons dans la premiere partie de ce chapitre, les observations cosmologiques justifient déja
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d’étudier des extensions de la Relativité Générale. Dans un deuxiéme temps, les différentes
modifications que nous avons plus particulierement étudiées, & savoir ’ajout d’une constante
cosmologique et du terme de Gauss-Bonnet, seront présentées plus en détail. Ces extensions ont
pour avantage de s’insérer naturellement & la fois dans le cadre d’une théorie de la gravitation
basée sur un développement en puissance de la courbure scalaire ainsi que dans le cadre des
théories avec dimensions supplémentaires, qui seront présentées dans une derniere partie.

3.1 Mais pourquoi?

La recherche d’une théorie unique permettant de décrire I’ensemble des phénomenes présents
dans ’Univers nécessite évidemment la construction d’une théorie quantique de la gravitation,
et donc une modification de la Relativité Générale et/ou de la Mécanique Quantique. Cepen-
dant, indépendamment de D’attrait esthétique d’une telle unification et au vu de nombreuses
observations récentes et de différentes impasses théoriques, une modification de la Relativité
Générale devient une voie d’investigation prometteuse.

Les observations cosmologiques de précision [15, 16] indiquent que 1’Univers, d’un point de
vue énergétique, est essentiellement composé de trois ingrédients : le rayonnement, nettement
sous-dominant, la matiere, environ 30%, et finalement une forme d’énergie inconnue appelée
Energie Noire, qui est dominante & hauteur de 70%. Cette forme d’énergie, qui posséde une
pression négative, entraine une expansion accélérée de I’Univers qui est tres bien prédite par
I’ajout d’une constante cosmologique positive dans les équations d’Einstein. Mais, bien que
de nombreux modeles de microphysique comme les champs de quintessence ou les fluctuations
quantiques du vide tentent de 'expliquer, le mystére de 'origine de la constante cosmologique
reste tout entier et l'utilisation d’une telle constante se justifie essentiellement dans une ap-
proche phénoménologique du probleme de ’énergie noire. De plus, les observations combinées
du fond diffus cosmologique [16] et des courbes de rotation des galaxies [18] indiquent que la
majeure partie de la matiere est non-baryonique et, tout comme 1’énergie noire, de type inconnu
[19]. Cette Matiére Noire peut étre expliquée & l'aide de modeles de microphysique incorpo-
rant de nouvelles particules, comme la supersymétrie [20, 21] ou les théories de Kaluza-Klein
[22, 23, 24]. Dans les théories supersymétriques, les nouvelles particules sont les partenaires su-
perpsymétriques des particules du modele standard alors que dans les théories de Kaluza-Klein,
il s’agit des excitations d’ordre supérieur dues & la présence de dimensions supplémentaires. Ce-
pendant, une alternative aux modeles de type microphysique est envisageable puisque le com-
portement “anormal” des courbes de rotation des galaxies, tout comme l’expansion accélérée
actuelle de notre Univers, peuvent étre vus comme une déviation du potentiel gravitationnel &
grande distance ; déviation qui nécessite donc une modification de la Relativité Générale [25, 26]
par l'ajout de termes supplémentaires dans le Lagrangien.

D’un point de vue théorique, la principale difficulté quant & la construction d’une théorie
quantique de la gravitation vient de la non-renormalisibilité de la Relativité Générale. Pour
remédier a cette difficulté et pouvoir quantifier la gravitation comme une théorie de champs,
il est possible de modifier la théorie d’Einstein en ajoutant, de nouveau, des termes d’ordre
supérieur en courbure scalaire. Ces nouvelles théories sont alors renormalisables et possedent
la particularité d’étre asymptotiquement libres. Par ailleurs, les développements limités de cer-
taines théories des cordes & basse énergie montrent que des termes d’ordre supérieur s’ajoutent
au terme d’ordre 1 de la Relativité Générale. Finalement, les théories des cordes permettent de
résoudre de nombreux problemes théoriques, a la fois dans le secteur de la gravitation et dans
le secteur du modele standard de la physique des particules, comme celui de la Hiérarchie : les
conséquences phénoménologiques de ces théories sont donc de grande importance.
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3.2 Espace avec constante cosmologique

La construction originelle de la Relativité Générale s’appuie sur le fait que I’impulsion-
énergie courbe ’espace-temps. L’hypothese, faite par Einstein, que 'espace-temps est asymp-
totiquement plat semble donc tout & fait naturelle. Il est cependant possible de s’affranchir de
cette hypothese et de construire une théorie dans laquelle ’espace-temps posseéde une courbure
constante, méme en ’absence d’objet gravitationnel. C’est ce que fit Einstein en introduisant la
fameuse constante cosmologique A dans son équation de la gravitation, ce qui revient & prendre
en compte un terme d’ordre zéro en courbure scalaire! :

1
R, — §R9uv + Agyy = 81T, (3.1)

L’ajout de cette constante suscite un grand intérét d’un point de vue théorique depuis la
découverte de la correspondance entre les théories de champs conformes et les théories sur
espace avec constante cosmologique [13, 14]. Elle entraine aussi de nombreuses conséquences
cosmologiques; la plus importante étant que, prise positive, elle permet de rendre compte de
Paccélération de I’Univers [15]. En effet, suivant le signe de la constante cosmologique, deux
types d’Univers peuvent étre obtenus en résolvant les équations d’Einstein : si cette derniere est
positive, il s’agit d’un espace dit de de Sitter (dS), et si elle est négative, il s’agit d’un espace
Anti-de Sitter (AdS).

Ces deux types d’espace s’obtiennent en résolvant les équations d’Einstein sans source?.
Mais ces espaces peuvent aussi se construire avec une approche géométrique : Les espaces
(A)dS & D dimensions seront des hypersurfaces de courbure constante dans un espace & D + 1
dimensions ; l'espace dS ayant une courbure positive et 1’espace AdS une courbure négative
[27, 6]. Deux métriques sont principalement utilisées pour décrire les espaces (A)dS : tout
d’abord la métrique de Robertson et Walker, qui est d’intérét cosmologique. Dans un espace
vide & quatre dimensions, elle prend la forme suivante :

ds* = dr? — a%ez\/gT (dp® + p*dQ?) . (3.2)

Un espace de Sitter décrit donc un univers en expansion accélérée -ou bien inflationnaire, si on
adopte le langage de I’Univers primordial- alors qu’un espace Anti-de Sitter correspond & un
Univers oscillant qui débute par un Big Bang et finit par un Big Crunch.

Tl existe aussi une métrique statique qui permet de décrire les espaces (A)dS et qui est
utilisée afin d’étudier des systémes gravitationnels évoluant dans un tel Univers. Toujours en se
placant dans le cas & quatre dimensions, cette métrique s’écrit ainsi :

A dr?
ds> =(1-— —r2> dt? — ————— —r2d02. 3.3

( 3 (1-4r2) (33)
La transition de la métrique de Robertson et Walker & la métrique statique s’obtient en posant

A
_ 1 /3 A2 _ 3t sz 1

T =1+ 5\/;ln (1 - 37 ) et p = \;ﬁ [28, 29]. De nouveau, des propriétés différentes
apparaissent suivant le signe de la constante cosmologique : un espace de Sitter présentera un
horizon en Rgs = \/% masquant a tout observateur situé a l’origine des coordonnées spatiales

la région définie par r > Rygs (cet observateur est comme entouré par un trou noir). En espace
Anti-de Sitter, un tel horizon n’est pas présent mais les trajectoires des particules sont fermées.

3.3 Théorie de Lovelock de la gravitation

La théorie de la Relativité Générale n’étant pas renormalisable, une description quantique
de la gravitation se basant sur une quantification perturbative de cette derniere est donc vouée a

11 action prenant alors la forme S = [ d*z\/—g (R — 2A).
2(C’est la constante cosmologique qui peut étre vue comme source de courbure.
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I’échec. 1l existe essentiellement deux constructions théoriques tentant d’obtenir une description
quantique de linteraction gravitationnelle : la gravité quantique & boucle qui propose une
quantification non-perturbative de la Relativité Générale [30] et la théorie des cordes [31] qui

incorpore la supersymétrie et agit dans un espace-temps 3 10 dimensions®.

3.3.1 Terme de Gauss-Bonnet : un premier pas vers la théorie de
Lovelock

Une conséquence des théories des cordes est d’aboutir & des théories effectives de la gravita-
tion incluant des termes d’ordre supérieur en courbure scalaire de ’espace-temps. La Relativité
Générale est décrite par ’action suivante :

S = M£_2
167

/ dPz\/—gR. (3.4)

N

Une approche phénoménologique consiste & considérer ’action précédente comme le terme
d’ordre 1 d’'un développement limité d’une théorie plus générale. Ce terme d’ordre 1, bien
que dominant dans la plupart des cas, peut devenir insuffisant dans les régions de forte cour-
bure ou ’ajout d’un terme d’ordre 2 deviendrait indispensable. Une telle extension de la gravité
est alors décrite par ’action suivante :

§==2 / dP2v/=g (R+ & (01 Ryuvpo R**° + a2 Ry R* + a3R?)) (3.5)

oll a est une constante de couplage de dimension (longueur)?. Afin que la théorie ne contienne
pas de particules fantémes [32], le triplet (a1, s, as) doit étre pris égal & (1,—4,1). Ce terme
quadratique, appelé terme de Gauss-Bonnet, modifie le spectre du graviton (le médiateur de
l'interaction gravitionnelle) en espace plat [33] et il apparait naturellement en théorie des cordes
hétérotiques [34, 35]. Il est cependant important de noter une propriété fondamentale de ce
terme : il s’agit d’un invariant topologique dans un espace-temps & quatre dimensions et il ne
contribue donc pas & la dynamique de la gravitation car il est de divergence nulle. Dans une
théorie a quatre dimensions, il est nécessaire de coupler ce terme & un champ scalaire pour le
rendre dynamique (voir [43] ainsi que les références citées). Pour rendre ce terme dynamique,
il est aussi possible de considérer, comme nous le verrons ultérieurement, des théories avec
dimensions supplémentaires : ’espace-temps devenant D —dimensionnel avec D > 4, le terme
de Gauss-Bonnet n’est plus une dérivée totale et contribue alors aux équations de champs.

La prise en compte de ce terme de Gauss-Bonnet a permis de nombreuses investigations
en cosmologie et en physique des trous noirs. Il permet par exemple d’apporter des éléments
de réponse au probleme de la constante cosmologique [36, 37, 38, 39], en particulier dans les
modeles de type Randall-Sundrum [40] bien que ce terme conduise & des instabilités [41], ou bien
de proposer une solution au probléme de la fin de vie des trous noirs [44, 45, 46], en imposant
par exemple une masse minimale [42, 43].

3.3.2 Théorie de Lovelock : généralisation aux ordres supérieurs

Une telle approche de la gravitation s’inscrit dans un cadre plus général consistant &
considérer un lagrangien sous la forme d’un développement en puissance de la courbure scalaire;
autrement dit avec des dérivées d’ordre supérieur de la métrique. L’une de ces théories la plus
prometteuse est la théorie de la gravitation de Lovelock [47, 48] ol chaque terme additionnel,
de puissance n en courbure scalaire, prend la forme suivante :

‘Cn —9~n 6a1b1---anbn Rcldl . ‘chdn

cidi+Cndn a1b1 anbn?

(3.6)

3La M-théorie en prévoyant 11.
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/ dPz/—g i AnLn, (3.7)
n=0

ou A, est une constante et L, est appelé densité eulerienne d’ordre n en puissance de la
courbure scalaire et correspond donc & un ordre 2n en dérivation de la métrique. Le tenseur §
est une extension du tenseur de Kronecker totalement antisymétrique vis & vis des indices en
haut et des indices en bas. Cette théorie de la gravitation est remarquable & différents points
de vue : tout d’abord elle contient la Relativité Générale, et la redonne en posant A, = 0
pour tout n # 1, ainsi que la Relativité Générale avec constante cosmologique et la gravitation
de Gauss-Bonnet ; les densités euleriennes d’ordre 0 et d’ordre 2 correspondant respectivement
a4 une constante cosmologique (imposant A\g = A) et au terme de Gauss-Bonnet (imposant
A2 = @). Il a de plus été montré qu’un développement de la métrique, autour d’un espace plat,
d’une telle théorie n’introduit aucune particule fantéme [32] et que, bien que le lagrangien fasse
intervenir des dérivées d’ordre maximal 2m, les équations d’Euler-Lagrange se limitent & des
dérivées de la métrique au plus d’ordre 2 [47, 48], tout comme les équations d’Einstein. L’ordre
maximal des densités euleriennes nécessaires & la construction de la théorie de Lovelock est
fortement contraint par le nombre de dimensions : tout comme pour le terme de Gauss-Bonnet
la densité eulerienne d’ordre n est a divergence nulle dans un espace-temps & 2n dimensions
et celles d’ordre supérieur sont rigoureuseument nulles. Autrement dit, dans un espace-temps
a D dimensions, seules les densités euleriennes d’ordre inférieur ou égal, si D impair, ou bien
strictement inférieur, si D pair, & |D/2]| auront une contribution dynamique aux équations de
champs et, & moins d’un espace-temps ayant une infinité de dimensions, la théorie de Lovelock
sera toujours une somme finie de densités euleriennes. Par exemple, pour un espace temps a 10
dimensions, comme il ’est prévu par les théories des cordes, le lagrangien de Lovelock s’arrétera
au terme d’ordre 5 en courbure scalaire.

Cependant, bien que cette théorie ne fasse intervenir qu’une somme finie de densités eu-
leriennes, les équations de champs, et a fortiori leur résolution, deviennent trés rapidement
extrémement compliquées. Les équations de champs pour une théorie de Gauss-Bonnet sans
source prennent la forme suivante :

1 39uv (Ropys PP’ — AR)s R + R?)
Ry — §guuR +Aguw = a | —2RR,, +4R,,RP, ) (3.8)
+4RpﬂRppﬁu - 2RHP,H'YRMPB7

Il est important de noter que ’ensemble de ces théories avec ordres supérieurs en courbure
scalaire modifie uniquement la dynamique gravitationnelle et le lagrangien décrivant le com-
portement de la matiére n’est pas modifié. Ainsi, si une source de gravitation est présente, le
terme habituel 87T}, apparaitra dans les équations de champs. De plus, les champs, soit de
matiere soit de jauge, ne se coupleront toujours qu’a une seule métrique afin de préserver le
principe d’équivalence.

3.4 Théorie avec dimensions supplémentaires

Comme nous ’avons précisé précédemment, les théories des cordes ainsi que la M-théorie
sont des théories avec dimensions spatiales supplémentaires, six pour la théories des cordes et
sept pour la M-théorie. Cependant, ces dimensions supplémentaires ne sont pas rigoureuseument
identiques aux trois dimensions usuelles. En effet ces dernieres sont dites étendues, alors que
les dimensions supplémentaires sont refermées sur elles-méme. Plus particulierement, elles sont
dites compactifiées de maniere & obtenir une taille suffisamment petite pour qu’elles n’aient pu
étre observées a I’heure actuelle : leur rayon de compactification peut par exemple étre choisi
de l'ordre de la longueur de Planck. Bien que compactifiées, ces dimensions supplémentaires
ne sont pas forcément courbées? : prenons I’exemple d’une unique dimension supplémentaire

4Non-courbé signifiant ici que le tenseur métrique ne dépend pas de la coordonnée associée & cette dimension.
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qui prend la forme d’un cercle de rayon R, alors cette dimension est bien compactifiée car
elle se referme sur elle-méme mais elle présente bien une géométrie plate car sa contribution a
lintervalle ds? sera R2d#?, ou 8 est ’angle polaire.

Rajouter des dimensions supplémentaires, indispensables a la cohérence des théories des
cordes, ouvre tout un panel de possibilités quant a la propagation des champs dans les dimen-
sions supplémentaires. Il existe d’un c6té les modeles de types Universal Extra-Dimensions,
dits UED [49], dans lesquels tous les champs sont autorisés & se propager dans ’ensemble des
dimensions. A 'opposé de ces modeles, se trouvent ceux de type Arkani-Hamed, Dimopoulos
& Dwali, dits ADD, [50, 51, 52] dans lesquels uniquement la gravitation peut se propager dans
les dimensions supplémentaires (communément appelé bulk), alors que les champs du modele
standard sont confinés sur notre espace-temps 3 (3 + 1)—dimensions (communément appelé
brane). A la lisiere de ces deux modeles se trouvent des modeles intermédiaires dans lesquels
uniquement les champs de jauges peuvent se propager dans le bulk [53, 54, 55]. Dans les modeles
UED et ADD, la géométrie des dimensions est généralement choisie plate, il existe cependant
des modeles a dimensions supplémentaires dans lesquels la géométrie des dimensions supplé-
mentaires n’est plus plane mais prend une géométrie de type AdS. Dans ces modeles de type
Randall-Sundrum [40], que nous dénommerons par les initiales RS ou I'anglicisme warpé, les
géométries sur la brane et dans les dimensions supplémentaires sont de plus enchevétrées I'une
a Pautre et plusieurs configurations existent dans lesquelles un plus ou moins grand nombre de
champs peuvent se propager dans les dimensions supplémentaires.

3.4.1 La tour de Kaluza-Klein

Une des particularités des théories de Kaluza-Klein est ’apparition de toute une zoolo-
gie de particules correspondant aux excitations des champs, qui peuvent étre ceux du modele
standard, dans les dimensions supplémentaires : & chaque particule est associé un spectre dis-
cret de particules, appelé tour de Kaluza-Klein, di uniquement & la présence des dimensions
supplémentaires.

Pour comprendre ce point, prenons ’exemple tres simplifié d’une particule scalaire, de masse
m se propageant dans un espace-temps avec 1 dimension spatiale étendue z et une dimension
temporelle ¢. La propagation de cette particule est décrite par I’équation de Klein-Gordon

o2 o2
_a_tf: 6;5 my (3.9)

dont le spectre en énergie est donné par E? = p? + m? ot E et p sont 1’énergie et I'impulsion,
valeurs propres des opérateurs i9; et i0,. Ajoutons maintenant une dimension spatiale compac-
tifiée y & ce modele et supposons, toujours par souci de simplification, que cette dimension est
un cercle de rayon R. L’équation de Klein-Gordon prend alors la forme suivante
2 2 2
—6—¢=—8—¢—6—¢+m2¢ (3.10)
ot? or?2  Oy?

dont la résolution devra faire intervenir I’énergie E et l'impulsion p, suivant la dimension
étendue ainsi que p, suivant la dimension compactifiée. Or, la compactification de la dimension
y implique des conditions aux limites périodiques quant & la fonction d’onde 9 (y) = ¥ (y + 27 R)
et "impulsion p, est donc quantifiée de maniere a respecter les conditions aux limites : p, = n/R
avec n € N. Le spectre en énergie se décompose en une partie continue, i.e. la partie du modele
standard, et une partie discréte, i.e. la tour de Kaluza-Klein, E? = p2+n?/R?+m?. La particule
du modele standard correspond alors & 'excitation d’ordre 0 de la tour de Kaluza-Klein, et donc
de masse m, tandis que les particules de Kaluza-Klein sont les excitations d’ordre supérieur et
auxquelles une masse mg g = \/m? + n?/R? est associée. Ces excitations d’ordre supérieur & 0
apparaissent bien comme des particules de masse m ik et non comme une particule du modele
standard avec une impulsion p, = n/R suivant la dimension supplémentaire, tout d’abord
car un détecteur de particule ne sera pas sensible & la composante extra-dimensionnelle de
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I'impulsion, apparaissant donc comme une énergie de masse; ensuite, comme nous le verrons
dans le chapitre 10, pour des raisons de symétrie qui interdisent les transitions de ces excitations
vers la particule du modele standard correspondante.

La taille caractéristique des dimensions supplémentaires devant étre bien inférieure aux
échelles de longueur sondées par les collisionneurs les plus énergétiques, il est raisonnable de
se donner comme ordre de grandeur pour R le TeV~! ou le dixieme de TeV~!. Avec une telle
taille caractéristique, ’énergie associée est de 'ordre de 1/R ~TeV et le terme de masse initiale
m, au maximum de 'ordre de grandeur de 1’échelle électro-faible, devient négligeable : la masse
des particules de Kaluza-Klein est donc approximativement mgx =~ n/R ~TeV. Avec une
telle masse, ces particules n’ont pu étre détectées aupres des collisionneurs, mais, comme nous
le verrons dans les chapitres suivants, leurs caractéristiques peuvent étre contraintes par des
observations cosmologiques. Cependant, cet ordre de grandeur reste extrémement approximatif
et ce pour différentes raisons : nous supposons ici que tous les champs, et en particulier ceux du
modele standard, peuvent se propager dans ’ensemble des dimensions supplémentaires, ce qui
entraine une tres forte contrainte sur leur taille caractéristique. De plus, le modele précédent ne
comporte qu’une seule dimension supplémentaire avec une géométrie tres simple et ne se soucie
pas d’une construction cohérente d’une théorie des particules avec dimensions supplémentaires
prenant en compte 1’ensemble des interactions connues. Finalement, la condition R <TeV~!
a été choisie car cela correspond a 1’échelle de longueur associée a 1’énergie dans le centre de
masse proton/antiproton du Tévatron, ce qui est bien supérieur & ’énergie dans le centre de
masse parton/parton, qui est celle qui a du sens pour déterminer 1’échelle de longueur sondée.
L’intérét de ce petit modele réside donc essentiellement dans sa simplicité et sa capacité a établir
clairement le principe des théories de Kaluza-Klein.

3.4.2 Le modele ADD et le probleme de la Hiérarchie

Il existe de nombreux modéles avec dimensions supplémentaires et ce paragraphe, comme
une grande partie du travail présenté par la suite, se limite & ceux de type ADD car ils permettent
d’une part de résoudre géométriquement le probleme de la hiérarchie et offent d’autre part une
riche phénoménologie des trous noirs. En effet si I’on se place dans le cadre du modéle standard
de la physique des particules, il existe deux échelles d’énergie & prendre en compte : ’échelle
électro-faible Mgw ~ 100 GeV correspondant a 'unification électro-faible et 1’échelle de Planck
3 quatre dimensions Mp; ~ 10'° GeV, correspondant & ’échelle 3 laquelle la gravitation s’unifie
aux autres interactions fondamentales. S’il est possible d’unifier ’ensemble des interactions
fondamentales, il ne semble pas esthétiquement naturel que ces deux échelles soient séparées
de dix-sept ordres de grandeur. De plus, les divergences apparaissant dans le calcul perturbatif
a une boucle de la masse du Higgs sont quadratiques, voir quartiques dans certains modeéles,
en échelle de coupure ultra-violette. Une stabilisation de cette masse & des ordres perturbatifs
plus élevés requiert donc un ajustement fin de I’échelle & haute énergie, qui n’a donc a priori
aucune raison d’étre prise égale & 1’échelle de Planck [56]. Enfin, supposer que cette échelle est
bien une échelle fondamentale de la nature revient & supposer que l'interaction gravitationnelle
reste identique sur 33 ordres de grandeur : la gravitation n’a été testée expérimentalement que
jusqu’a ’échelle du centimeétre ~ 1033£p;, ce qui n’est pas le cas de I’interaction électro-faible
qui est testée expérimentalement jusqu’a 1’échelle électro-faible. Ce probleme, dit de hiérarchie,
peut étre résolu en définissant un mécanisme qui abaisse 1’échelle de Planck & une valeur proche
de celle de 1’échelle électro-faible.

Les modeles ADD se basent sur cette approche : le fait que 1’échelle de Planck soit si élevée
provient du fait que l'interaction gravitationnelle possede une faible intensité en comparaison
des autres interactions, i.e. la constante de Newton G est tres faible. Cependant, si la gravitation
seule peut se propager dans ’ensemble des dimensions, nous avons acces a l’échelle de Planck
uniquement sur le brane alors que nous avons acces & 1’échelle électro-faible dans son ensemble
puisque les champ du modele standard sont confinés sur le brane. Autrement dit, la constante
de Newton est si faible parce que nous ne mesurons que sa projection & quatre dimensions,
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mais 1’échelle de Planck doit étre donnée en utilisant la constante de Newton sur ’ensemble des
dimensions. Notons D le nombre total de dimensions, Mp ’échelle de Planck & D—dimensions
et V le volume des dimensions supplémentaires compactifiées, il est possible de relier Mp &
Mp; via le théoreme de Gauss [50] :

M2 ﬁ
Mp = (%) : (3.11)

Dans un tel modele, selon le nombre de dimensions supplémentaires et leur taille, i.e leur
rayon de compactification, il est possible d’abaisser 1’échelle de Planck D—dimensionnelle 3
Pordre du TeV, pour D > 6, sans étre en contradiction avec les données expérimentales. En
supposant que toutes les dimensions supplémentaires ont une géométrie plane et sont de méme
taille, cela aboutit, en fonction du nombre de dimensions, & des rayons de compactification
allant de quelques fermis & une fraction de millimetre. Ces modeles, bien que résolvant le
probléme de la hiérarchie de fagon élégante, supposent qu’il est possible de confiner les champs
du modele standard sur le brane. Trouver un tel mécanisme représente la partie non triviale
[50, 51, 52] et, d’une certaine maniere, le probléme de la hiérarchie se retrouve transposé sur un
probleme de dimensionnalité : pourquoi I’Univers a-t-il, par exemple, 8 dimensions de la taille
du nanometre® ?

5Solution & tous les problémes de financement.



Deuxieme partie

Mécanique Quantique et trous
noirs : au-dela de la Relativité
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Chapitre 4

Les trous noirs s’évaporent

Lorsque la Mécanique Quantique se méle & la Relativité Générale, les trous noirs ne sont
pas si noirs. En effet, c’est en 1974 que Stephen Hawking montra que ces objets émettent un
flux de particules et que, par conservation de 1’énergie, ils perdent également de la masse. Ceci
conduisit Hawking & conclure que les trous noirs s’évaporent [57, 58].

Il existe plusieurs fagons de dériver le flux d’émission des trous noirs : le calcul exact [59], ou
semi-classique [60, 61, 62], de la densité d’états a I’infini du trou noir; le calcul semi-classique
de la probabilité tunnel de traverser I’horizon de lintérieur vers l'extérieur [63]; l'existence
d’un instanton dans l'extension euclidienne de la géométrie de Schwarzschild [64] ou encore
la détermination du bruit du vide sur un détecteur non-inertiel [65]. Quelque soit la méthode
utilisée, le phénomene fait appel au comportement particulier de la Mécanique Quantique en
espace-temps courbe. Dans ce chapitre, la méthode développée par Unruh permettant d’obtenir
le flux & Vinfini pour un trou noir éternel [66] est revisitée et les étapes usuellement passées
sous silence décrites. Nous nous pencherons ensuite sur la loi d’évaporation ainsi que sur la
thermodynamique des trous noirs.

Par souci de simplicité, nous nous contenterons du cas de particules scalaires de masse nulle
émises par un trou noir de Schwarzschild. Les constantes fondamentale h, ¢, kg et G seront
prises égales & un.

4.1 Quantification du champ scalaire

La théorie quantique des champs en espace courbe est une théorie semi-classique. En effet,
il s’agit quantifier tous les champs présents sauf le champ gravitationnel. Cependant, tous les
champs se déplaceront dans un espace courbé par la présence d’objets gravitationnels comme
un trou noir.

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’il existait plusieurs systemes de coordonnées
ayant un sens physique et permettant de décrire la physique d’un trou noir. Le choix des
coordonnées est un point essentiel lors de la quantification car un état vide différent peut étre
associé a chaque systeéme considéré et parmi ces différents vides, un seul correspondra a I’état
fondamental. Dans le cas de I’évaporation des trous noirs, les coordonnnées de Schwarzschild
joue un réle puisque la variable temporelle est aussi le temps propre d’un observateur infiniment
loin du trou noir. Par ailleurs, le systéeme de Kruskal joue lui aussi un role car il est régulier sur
I’ensemble de 'espace-temps de Schwarzschild.

Avant de justifier quel systeme de coordonnées sera préférentiellement utilisé, les différents
criteres permettant de choisir 1’état fondamental parmi les différents états vides ainsi que
quelques considérations de symétrie seront présentés. Puis la quantification du champ pour
un observateur lointain et pour un observateur en chute libre sera abordée.
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4.1.1 Choix de I’état vide en théorie quantique des champs en espace
courbe

Une particularité de la théorie quantique des champs en espace courbe est I’apparition d’états
vides différents selon 1’observateur considéré. En effet, & un changement d’observateur, non-
inertiel, correspond un changement, non-lorentzien, du systéme de coordonnées, en particulier
de la coordonnée de type temps, et donc une nouvelle maniere de définir les excitations d’énergie
positive du champ. Ainsi, I’état fondamental, vide d’excitation, va changer d’un observateur & un
autre et il n’existe pas d’état vide canonique comme dans un espace-temps Minkowskien. Cette
particularité amene & se poser toujours la méme question lorsque ’on aborde le comportement
d’un champ quantique en espace courbe : quel état vide correspond a I’état fondamental ?

Plusieurs criteéres existent pour répondre a cette question. Tout d’abord, si I’espace présente
un vecteur de Killing de type temps global, il est aisé d’utiliser un systéme de coordonnées
ayant comme coordonnée temporelle celle associé au vecteur de Killing pour définir les énergies
positives et négatives et par conséquent appliquer aisément la procédure de seconde quantifi-
cation, qui se fait sur des tranches a temps fixé. Cependant, dans un espace-temps donné, il
n’est pas toujours possible de définir un vecteur de Killing de type temps partout. Dans ce
cas, il faut alors chercher un systéme de coordonnées relatif & un vecteur de Killing dans une
région donnée de ’espace-temps considéré : un vecteur de Killing sur ’horizon d’un trou noir
par exemple, ou bien, pour un espace-temps asymptotiquement plat, le sytéme de coordonnées
pour un observateur & l'infini dont le temps donnera un vecteur de Killing de type temps a
Pinfini. II est aussi possible de choisir ’état fondamental en exigeant qu’il soit invariant sous
certaines transformations, en particulier les isométries de ’espace-temps considéré. Enfin, il est
aussi adéquat de se donner des criteres permettant d’exclure les états vides comme état fon-
damental. Par exemple, il faudra que le tenseur énergie-impulsion sur 1’état choisi ne diverge
en aucun point régulier de 'espace-temps. Ce dernier point est particulierement bien illustré
dans le cas des trous noirs : en choisissant 1’état fondamental comme I’état vide relatif & un
observateur a l'infini du trou noir, le tenseur énergie-impulsion diverge a I’horizon, qui n’est
pourtant pas une région singuliere. Il faut donc choisir un autre état vide, qui s’avére étre celui
de 'observateur en chute libre, pour définir ’état fondamental.

4.1.2 Quelques considérations de symétrie

Quantifier un champ scalaire libre se propageant dans un espace courbe nécessite tout
d’abord de bien étudier les symétries de ’espace-temps considéré afin d’obtenir une décomposition
judicieuse du champ scalaire. Cette décomposition judicieuse consiste & écrire le champ sous
forme d’états propres dont les valeurs propres associées sont les constantes du mouvement,
données par les vecteurs de Killing du probleme. A ces constantes du mouvement, correspond
un ensemble d’opérateurs.

Pour un trou noir de Schwarzschild, il existe plusieurs vecteurs de Killing qui permettent de
définir les quantités conservées correspondant & des observables physiques pour un observateur
infiniment loin du trou noir. Tout d’abord, nous pouvons considérer le vecteur de type temps
{ﬁ) tel que fé) 0, = O qui permet de définir des fréquences normales qui seront 1’énergie des
particules pour un observateur lointain. S’ajoutent & ce vecteur les vecteurs 5&)) ainsi que les
vecteurs 651) et f(”z) définis respectivement par 5(@8“ = 0y, 5{‘1)(9” = sin pdy + cot 6 cos pd,, et
Eé)a = —cospdy + cot @ sinpd,, permettant de définir le moment angulaire [4]. II est alors

possible de décomposer le champ sous forme d’état propre de fréquence normale e~ et de
moment angulaire Y (8, ¢).

Cependant, il existe un autre vecteur de type temps n* qui est un vecteur de Killing sur
I’horizon passé du trou noir. Il est alors possible de définir des fréquences normales, différentes
des précédentes, a partir de ce vecteur de Killing défini par n#0, = Oy, ol Uk est la coor-
donnnées de type lumiere de Kruskal [66]. Ces fréquences normales sont celles mesurées par un
observateur en chute libre.
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4.1.3 Quantification pour un observateur lointain

Le champ ® va étre quantifié suivant les états propres d’énergie mesurés par un observateur
a linfini. Ils faut donc résoudre I’équation de Klein-Gordon dont les solutions @y, ¢, (t,7, Q)
seront les états propres d’énergie :

o, = O (V=99"" 0w 0,m(t,7m,Q)) = 0. (4.1)

-

Le systeme étant & symétrie sphérique, les solutions se décomposent naturellement suivant les
harmoniques sphériques ®,, ¢ (t,7,Q) x Ry o(r)Y,5 (e~ la partie radiale vérifiant® :

[%dﬂir?h(r)d% + w? — (1 - g) Wrijl)] Ry4(r) =0. (4.2)

En négligeant le potentiel effectif V% = (1 — 2M) 444U

iwv

, les fonctions d’ondes sont alors des
ondes sphériques Ry, ¢m(r)e”®! o« €<= + €= Le mode u représente les ondes sortant du
trou noir (outgoing mode) alors que le mode v représente les ondes entrantes (ingoing mode).

Pour un observateur lointain, le champ scalaire peut donc étre quantifié ainsi :

w,l,m w,l,m

LY / dwYE () [bw,e,mcb"“tg"""g Fdy g m®99m9 L O (4.3)
Zm

Ce qui permet de définir un premier état vide par : by e.m |0m) = dwe;m |OMm) = 0 (by,e,m €t
dy.0,m étant les opérateurs d’annihilation).

Lors de cette quantification, les fréquences w sont définies par la dérivée partielle 9;®,, =
—iw®,,, ou t est le temps défini dans la métrique de Schwarzschild. Ces fréquences représentent
donc les fréquences positives pour un observateur placé a l'infini du trou noir. Cependant, cette
quantification présente plusieurs problémes [66] :

— un détecteur en chute libre ne sera pas sensible a ces fréquences mais & celles définies par

la dérivée O,, ou T est le temps propre du détecteur ;

— un mode s’échappant d’une étoile en effondrement gravitationnel n’aura pas une fréquence

positive définie vis & vis de 0;;
— la dérivée du propagateur de Feynman sera singuliere au niveau de ’horizon conduisant
a une divergence du tenseur énergie-impulsion dans cette région d’espace-temps..

4.1.4 Quantification pour un observateur en chute libre

La quantification du champ scalaire pour un observateur & ’infini présente des difficultés et
il est donc nécéssaire de choisir un autre systéme de coordonnées dans lequel la quantification ne
présentera pas tous ces inconvénients. Compte-tenu du principe d’équivalence, il semble naturel
que le référentiel le plus adapté pour décrire la physique de ce champ soit le référentiel de
l’observateur en chute libre.

Les fréquences positives sont donc définies par la dérivée partielle par rapport aux coor-
données de Kruskal : 0y, 8K = —iwg®EK . Et le champ scalaire est quantifié de la maniére
suivante :

e*inUK

1.
o o Y / dwi [awK,g,erfb(Q)# +al Y Q)
L,m

+ingoing modes,

einUK

r (4.4)

définissant un nouvel état vide par : a,, ¢,m |Oy) = 0, qui est différent de celui présenté dans le
paragraphe précédent.

11.a dérivation complete de cette équation, qui n’est pas indispensable dans ce chapitre, est donnée dans le
chapitre 5.1.1.
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Cette quantification ne présente aucun des désavantages relatifs & la quantification vis & vis
de I’observateur lointain et de nombreux arguments plaident en sa faveur : les modes ¥ sont
des modes propres de 'opérateur Oy, sur I’horizon passé, i.e. la surface décrivant les modes
sortant au niveau de ’horizon du trou noir, et ils définissent les fréquences positives auxquelles
sera sensible un détecteur en chute libre ainsi qu’un état vide invariant par translation dans
le temps. Pour toutes ces raisons, l’état fondamental |0y) sera choisi comme état de base du
champ plutét que Uétat |0pq).

4.2 Le spectre d’émission d’un trou noir

Le fait que les trous noirs émettent un flux de particules tient essentiellement dans la re-
lativité des opérateurs de création/annihilation. En effet, ces derniers permettent la création
ou la destruction d’une excitation a une fréquence donnée. Or ces fréquences w sont définies
comme la variable conjuguée d’une coordonnée temporelle z° : elles sont les valeurs propres de
Popérateur iJy. En décomposant le champ suivant une base de fréquences normales données, ces
dernieres ne décrirons I’énergie d’une particule que pour un observateur dont le temps propre
coincide avec la coordonnée z°. Les opérateurs de création/annihilation d’excitations du champ
a une énergie donnée, i.e. & une fréquence normale donnée, sont alors relatives au systeme de
coordonnées choisi. En ce qui concerne la radiation de Hawking, un observateur & l'infini sera
sensible aux excitations par rapport au temps de Schwarzschild ¢. Pourtant, ’état fondamental
est défini comme vide d’excitations par rapport au temps de Kruskal, c’est a dire par rapport
aux fréquences auxquelles un observateur en chute libre est sensible. Ainsi, il se peut que I’état
fondamental ne soit pas vide d’excitations auxquelles un observateur & ’infini est sensible.

Dans cette partie, nous décrirons tout d’abord comment obtenir ce flux puis nous détaillerons
ensuite la méthode développée par Unruh. Comme nous nous intéressons ici aux particules
émises par le trou noir, seuls les modes sortants sont & prendre en considération. Nous omettrons
donc les indices ingoing et outgoing.

4.2.1 Définition de ce spectre

Nous venons de voir que 1’état fondamental devait étre I’état vide relatif & un observateur
en chute libre |0y). Pourtant un détecteur placé & 'infini sera sensible aux quanta de fréquence
positive définie par la dérivée partielle par rapport & son temps propre 9. Autrement dit, un
détecteur placé a l'infini sera sensible aux quanta obtenus par application des opérateurs b, ¢,m
et bL, om (que nous appellerons quanta de Minkowski).

Pour connaitre le flux de particules, il convient alors de déterminer le nombre de quanta de
Minkowski présents dans I’état fondamental |0) :

dN

B = Oulbl g mboem 0u) (4.5)
ou k représente 'impulsion de la particule émise. Pour un champ scalaire sans masse, le terme
d’espace de phase sera d®k = 4nw?dw.

4.2.2 La transformation de Bogoljubov

Pour calculer le flux, il est necessaire de déterminer le lien entre les opérateurs création /annihilation
) A 112 K ) cps
bu,¢,m €t les opérateurs ay . ¢,m- La tiche est délicate car un mode ®; , . de fréquence positive
wg est une combinaison des modes @, ¢, pour des valeurs de w positives et négatives.
Unruh a développé une méthode permettant de quantifier le champ vis & vis d’un observateur
en chute libre mais suivant une base de fréquence w et non wg . Cette méthode consiste & imposer

une quantification & la fois & 'intérieur et & ’extérieur de ’horizon. Soient les fonctions :

out(I)w,Z,m = q)w,ﬁ,mc')('r - 2M) et inq)w,ﬁ,m = (I)w,f,me(QM - 7')7 (46)
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ou M est la masse du trou noir. 4@, ¢,m est donc nulle & 'intérieur de I’horizon et ;, P, ¢.m &
I'extérieur de I’horizon.

Pour un observateur lointain, le champ se quantifie donc de la manieére suivante :

@ o Z / dw [Outbw,&m outq’w,f,m + inbw,f,m in(I)w,&m + H'C'] (4'7)

Lm

et I état [Op¢) est annulé par les opérateurs ouibu,e,m €t inbuw,o,m-
Il peut étre montré [66] que la fonction ‘/I;w,l,ma définie par

27 M —27 M
e wout¢w,l,m+e 4 wz’nq)w,f,m

2sinh (drMw)

; (4.8)

(I>w,€,m =

est une combinaison linéaire des fonctions <I>ffK tm
1y

tives. Le champ peut donc étre quantifié suivant les modes ®,, ¢, mais tout en restant une
quantification vis a vis d’un observateur en chute libre :

pour les fréquences wg strictement posi-

oy / duw [aw,e,mcﬁw,e,m SR g H.c.] , (4.9)
Lm

avec I’état fondamental |0y) annulé par opérateur Gy, ¢.m.
On obtient donc la transformation de Bogoljubov suivante :

Gt = { Pl)euthotm + P Ghinltm POUE > 0 (4.10)

p(w)outbl,g’m +p(—W)inbL’e’m pour w <0,

avec les coefficients p(w) donnés par la projection de (/I;w,g’m SUT 44t Py 0,m €6 in Py £,m, SOit p(w) =

e2™w /(2 ginh (47 M w))l/ % Sachant que pour un champ scalaire a,, = —atw, la transformation
de Bogoljubov inverse est la suivante :

1
ou bw m= o5, N~ o5, Aw m —w)a! . 4.11
19w, ¢, pz(w) — pz(_w) [p(w)a L, +p( w)aw,f,m] ( )

Le spectre d’émission du trou noir se déduit alors directement de la transformation de
Bogoljubov

dN P*(-w) o 1
= w,l,m iy y— 4.12
d3kdt (pQ(w) _p2(_w))2 <0U| Ay .0, aw,l,m |0L{> 687er _1 ( )

et suit une loi de corps noir d une température Ty = ﬁ.

De maniere plus rigoureuse, la loi d’émission d’un trou noir est une loi de corps gris car nous
avons négligé le potentiel effectif Veg. La loi de corps noir est donc multipliée par un facteur
de corps gris I'(w, M) dépendant de I’énergie et du spin des particules émises et de la masse
du trou noir : % = 65,(‘:47’3{)1 D. Page a calculé la valeur de ce facteur pour des champs
scalaires, bispinoriels et vectoriels [67, 68, 69] pour des trous noirs de Schwarzschild, de Kerr
et de Reisner-Nordstrom. Une étude détaillée de ces facteurs de corps gris et leur calcul exact
sont les objets principaux de cette these et seront donc abordés dans la suite de ce manuscrit.

Il est important de noter que la présence d’un horizon est nécessaire pour que ce processus
de radiation ait lieu. Autrement dit, la Terre ou méme des étoiles supermassives n’émettent pas

de particules par ce processus.



CHAFTIRE 4. LES LROUS NULIRO O LVAFURELIN T

4.3 L’état quantique

La transformation de Bogoljubov permet, en plus de définir le spectre d’émission d’un trou
noir, de trouver le lien entre I’état vide |0y), que nous appelerons vide de Unruh, et I’état vide
de Minkowski |04).

La relativité des opérateurs création/annihilation permet de construire deux bases ortho-
normées distinctes de ’espace des états physiques. La premiere s’obtient par ’application des
opérateurs dy, ¢, sur 'état vide de Unruh et la seconde par application des opérateurs ;5. ¢,m
et outby,¢,m sur ’état vide de Minkowski.

L’état vide de Unruh peut donc se décomposer sur la base des quanta de Minkowski |0y) =

H Z Onm lowtMwews » inMuw;,, )- BN appliquant opérateur @y, ¢, sur |0y) et en tirant parti

Wout ,Win T,

de la transformation de Bogoljubov, on obtient la relation suivante :
Z [p(w)\/ﬁan,m |out(n - ]-)wa inm—w)

! = (4.13)
—p(—w)\/m + ]-an,m |outnw7 1n(m + 1)—w) ’

sachant que ;pby.e.m = — inbiw’ om- Comme il s’agit d’une base orthonormée, nous aboutissons
a la relation de récurrence suivante :
p(W)Vn + lani1,m — p(—w)vmag,m-1 =0, (4.14)
ce qui, plus généralement, donne :
pour tout (ng,mMg)  Qnotn,motn = e_”4”M“’ano,m0. (4.15)

Les termes ay, 0 sont de la forme :

_ _ ,—4mMw
pour n =0 ) =e 0,0, (4.16)

pour tout n 0  @n,0|out(n — 1)u,in0r) =0,

donnant a0 = 0, pout tout n non-nul. Compte tenu de la relation de récurrence (4.14), seuls
les termes diagonaux ay, , seront non-nuls. Aprés normalisation, I’état quantique se décompose

donc ainsi : )
|0U> = H Z e "7Tu |outnw; z'nn—w> ; (4.17)
w n

avec Ty la température de Hawking définie dans le chapitre 4.2. L’état quantique correspond
bien & un état thermique. Cependant, il n’y a pas de thermalisation explicite des particules
mais plutdt une polarisation du vide qui prend I'apparence d’un état thermique. Le role des
fluctuations du vide apparait trés clairement sur cet état quantique : & un nombre n de particules
d’énergie positive a ’extérieur du trou noir correspond toujours un méme nombre de particules
d’énergie négative & l'intérieur. L’énergie totale est donc bien nulle mais ’énergie est positive a
I’extérieur du trou noir et négative, sans compter la masse du trou noir, a I’intérieur.

4.4 L’évaporation des trous noirs

Nous venons de voir que pour un observateur lointain, un trou noir émet un flux thermique
de particules scalaires de masse nulle & une température Ty = ﬁ' Ce résultat se généralise
a tout type de particule (bispinorielle, vectorielle...) tant que la masse de la particule est plus
petite que la température du trou noir. Un trou noir va donc émettre toutes les particules

élémentaires avec le spectre thermique suivant :

dN; _ gsr(wiMJSJM)
dwdt T — (—1)2s

; (4.18)



4.9. 1OLRMUODYNANMIQUE DES LT ROUS NULRO

ol s est le spin de la particule; p sa masse; gs son nombre de degrés de liberté interne et
I(w, M, s, u) le facteur de corps gris. Lorsque l’on passe d’un type de particule & un autre, le
facteur de corps gris change peu, la radiation des trous noirs est donc démocratique, dans le
sens ou la probabilité d’émission est presque identique pour toutes les particules au nombre
de dégrés de liberté interne pres. Par exemple, la probabilité d’émission d’un électron est le
double de celle d’un neutrino car 1’électron possede deux états d’hélicité alors que le neutrino
n’en présente qu’un.

Cependant, un trou noir ne va pas émettre indéfiniment des particules. En effet lors du pro-
cessus d’émission, la masse du trou noir diminue. Considérons un trou noir isolé de masse initiale
M; et donc de température initiale T; = Swll\li : ce trou noir va émettre par exemple un photon
d’énergie w et le systéme atteint un état final {trou noir+photon}. L’énergie étant conservée
dans tout systéme isolé, la masse du trou noir apres I’émission du photon doit nécessairement
diminuer de w. Ce trou noir est donc dans un état final avec une masse My = M; — w et une
température Ty = ﬁ qui est supérieure & T;. Les trous noirs s’évaporent donc en émettant

tous les types de particules élémentaires.

L’évaporation des trous noirs est un processus ezplosif. Un trou noir s’évaporera d’autant
plus vite que sa température est élevée. Or la température d’un trou noir évolue comme l’inverse
de sa masse. Ces objets s’évaporeront donc de plus en plus vite au cours du temps puisque leur
température augmentera au fur et & mesure que leur masse diminue. A titre d’exemple, un trou
noir de la masse d’une montagne (soit environ 10'¢ g) a un temps de vie 7 ~ 10%! s, ce qui est
supérieur & I’age de 1’univers, alors qu'un trou noir de la masse d’une colline (environ 10° g)
s’évapore totalement en 7 ~ 1 s.

4.5 Thermodynamique des trous noirs

La découverte par Stephen Hawking du rayonnement thermique des trous noirs invita les
spécialistes & rechercher une relation entre la thermodynamique et les trous noirs. Le résultat
de ces études se résument en quatre principes de la thermodynamique des trous noirs ; principes
largement inspirés de ceux de la thermodynamique classique, d’ot leur nom.

4.5.1 Vers la thermodynamique des trous noirs

Avant la découverte du rayonnement des trous noirs, il existait déja des indications allant
dans le sens d’un lien entre thermodynamique et trou noir. Wheeler fut le premier a remarquer
que pour que le second principe de la thermodynamique reste valable, il était nécessaire d’at-
tribuer une entropie au trou noir. En effet, si un corps, possédant une certaine entropie, est
absorbé par un trou noir, 'information est alors perdue et pour un observateur lointain I’en-
tropie diminue. Pour “restaurer” le second principe de la thermodynamique, il est nécessaire
d’attribuer une entropie propre au trou noir. De plus, un corps absordé par un trou noir trans-
met, en plus de sa masse, sa charge et son moment angulaire, son entropie, augmentant celle
du trou noir d’au moins la quantité emportée par le corps.

Bekenstein remarqua que 'aire d’un trou noir A se comporte de maniere similaire & I’en-
tropie. En effet, d’apres le théoreme de ’aire énoncé par Hawking, cette quantité ne diminue
dans aucun processus classique. Plus précisément, un trou noir a ’équilibre est décrit par trois
parametres : sa masse M, sa charge () et son moment angulaire J; et son aire est fonction de

ces trois parametres :
J2
A=dr | 2M? — Q> +2M M2 —Q* =75 |- (4.19)

Ainsi, lorsque le trou noir passe d’un état stationnaire a un autre, son aire, son moment angulaire
et sa charge variant respectivement de dA, dJ et d(), sa masse, i.e. son énergie interne, varie
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de :
dM = 8idA +QdJ + ®dQ, (4.20)
Y
M2_Q2—I2
ol k = 4m +—— est la gravité de surface a I'horizon du trou noir, {2 = % sa vitesse
(M+,/MLQLAJT22)
angulaire et & = 47Q) T son potentiel électrique.

Cette relation est & comparer au premier principe de la thermodynamique, qui s’énonce de
la maniere suivante :

dE = TdS + QdJ + dQ, (4.21)

ou E représente ’énergie interne du systéme, T sa température et S son entropie. Les deux
derniers termes représentent quant & eux la variation d’énergie de rotation et celle d’énergie
électrique. La loi de radiation des trous noirs nous permettant de faire le lien entre la gravité
de surface et la température Ty = 5%, les relations (4.20) et (4.21) sont équivalentes si on pose
le lien suivant entre ’aire du trou noir et son entropie :

A
SpH = T (4.22)

Cette entropie est communément appelée entropie de Bekenstein-Hawking.

Pour un trou noir décrit par sa masse M, sa charge ) et son moment angulaire J, il
est alors possible de définir les trois grandeurs thermodynamiques que sont la température,
I’énergie interne et ’entropie. Elle sont définies dans le tableau 4.5.1, dans lequel les constantes
fondamentales A, ¢, ky et G sont ré-introduites.

température Ty = (hk) / (2mkpc)
énergie interne Ey = Mc?
entropie Su = (A?) / (4hG)

TaB. 4.1 — Variables thermodynamiques pour un trou noir de masse M, de charge () et de
moment angulaire J

4.5.2 Les quatre principes de la thermodynamique des trous noirs

En se basant sur ’analogie entre trou noir et thermodynamique, Bardeen, Carter et Hawking
[70] formulérent les quatre principes de la thermodynamique des trous noirs :

Principe zéro

La gravité de surface k d’un trou noir stationnaire est constante sur toute la surface de
I’horizon.

L’équilibre thermodynamique n’autorisant pas que différentes parties du systéme soient a des
températures différentes, ce principe postule ’existence d’un état d’équilibre thermodynamique
et de température pour un trou noir.
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Premier principe

Lorsqu’un systéme contenant un trou noir passe d’un état stationnaire & un autre, sa masse
change de :

dM = TydSy + QdJ + $dQ + o, (4.23)

ol dq est la contribution & la variation de la masse totale due au changement de la distribution
stationnaire de matiere & ’extérieur du trou noir, les autres termes étant identiques a ceux de
la formule (4.20).

Second principe

Dans tout processus classique, ’aire d’un trou noir A, et par conséquent son entropie Sg,
ne diminuent pas :

ASy > 0. (4.24)

Cette loi découle du théoréme de aire et souligne 'irreversibilité inhérente au systéme dans
son ensemble, définissant ainsi la direction de la fleche du temps. Ce principe signifie que la
partie de I’énergie interne du trou noir qui ne peut étre extraite augmente nécessairement avec
le temps et I'entropie quantifie 'information concernant la structure interne du trou noir que
I’on ne peut extraire.

Troisiéme principe

Il est impossible, quelle que soit la procédure, de réduire la température d’un trou noir a
zéro en une série finie d’opérations.

Cela rejoint le troisieme principe de la thermodynamique tel que Nernst ’avait énoncé :
il est impossible de diminuer la température de tout systéme jusqu’a la température du zéro
absolu en un nombre fini d’opérations. Cependant Planck proposa une version plus forte de ce
principe : ’entropie de tout systeme tend vers une constante qui peut étre prise égale & zéro
quand la température tend vers zéro. Il est amusant de noter que pour un trou noir, I’entropie
tend vers 'infini quand la température tend vers zéro et réciproquement.

4.5.3 Second principe généralisé

Si ’on retourne au processus d’évaporation des trous noirs, il apparait que le second prin-
cipe est violé puisque l’aire du trou noir diminue lors de ’évaporation quantique. Cependant,
I’évaporation des trous noirs génere un flux thermique de particules en dehors du trou noir et
donc une élévation de I’entropie dans l'espace environnant. Il est donc possible que ’entropie
généralisée, quant & elle, vérifie bien le second principe.

En posant S, et Sg, 'entropie de la matiere environnant le trou noir et celle du trou noir,
Pentropie généralisée n’est autre que la somme de ces deux contributions S = Sy, + Sg. Lors
de I’évaporation du trou noir, S,, varie de dS,, > 0 et Sy varie de dSg < 0. Zurek et Page ont
alors montré la relation suivante [71, 72] :

dSy, 4
_&om _Zp 4.2
dSuy 3 (4.25)

R =
ou Bj est toujours supérieur a % et il s’ensuit AS > 0 lors de ’évaporation du trou noir. Il a aussi
été montré que s’il existe une radiation de corps noir a la température T'.,q & ’extérieur du trou
noir, alors ’entropie généralisée augmente encore, excepté dans le cas Ty..q = T ol 'accrétion
compense exactement 1’évaporation. Dans ce cas, 'entropie généralisée reste constante.

Ces résultats constituent une base solide pour postuler un second principe généralisé de la
thermodynamique des trous noirs :
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Second principe généralisé

Dans tout processus physique concernant un trou noir, I’entropie généralisée S ne diminue
pas :
AS =AS,, + ASg >0, (4.26)

De nouveau, nous retrouvons ce lien tres fort entre “degrés de chaos” de la matiere que nous four-
nit S,, et géométrie du trou noir fournie par Sg. Un tel lien prend sa source dans les équations
d’Einstein qui relient les caractéristiques physiques de la matiére aux propriétés géométriques
de P’espace-temps.

Entropie et paradoxe

La découverte par Bekenstein et Hawking qu’une entropie peut étre associée & un trou noir
est un theme central de la physique moderne car elle aboutit & deux paradoxes : 'interprétation
de la formule de 'aire et la violation de I'unitarité lors de ’évaporation.

Tout d’abord, la formule de l'aire signifie qu’approximativement un degré de liberté se
trouve par unité de surface de Planck ¢%,;. Compte tenu de I'extréme petitesse de la valeur de
la longueur de Planck, n’importe quel trou noir, exceptés ceux de quelques masses de Planck,
possederait un nombre de degrés de liberté interne immense. Or la Relativité Générale ne prévoit
aucun degré de liberté interne aux trous noirs. Deuxiément, le processus d’évaporation des trous
noirs remplace petit & petit un trou noir par un bain thermique de particules complétement
décohérent? : I’état quantique final est un état mélangé. Cependant, lors de ’effondrement
gravitationnel donnant naissance au trou noir, ’état initial peut étre pur : le processus de
Hawking entrainerait la transition d’un état quantique qui peut étre pur vers un état quantique
nécessairement mélangé, violant ainsi ’unitarité de la théorie quantique.

Ces deux paradoxes jouent un role central dans les nouvelles constructions théoriques, qui
tentent d’ailleurs d’en fournir une explication. Il semble de plus en plus admis que le processus
d’évaporation des trous noirs constitue une expérience de pensée incontounable pour tester la
cohérence des nouvelles propositions théoriques. La théorie des cordes et la gravité quantique a
boucle arrivent chacune & expliquer ’entropie des trous noirs, du moins dans des cas particuliers,
et ce avec des approches completement différentes. La réussite de la théorie des cordes [73] sur ce
sujet est cependant plus aboutie : dans le cas de la gravité quantique a boucle, il est nécessaire
d’ajuster la valeur du parametre de Immirzi pour obtenir le coefficient 1/4 dans la formule de
Bekenstein-Hawking?. En ce qui concerne le paradoxe de Iinformation, il est communément
admis que l'informations cachées se trouvent dans les corrélations quantiques (& la maniére de
la cryptographie dont I'information est cachée dans les corrélations entre la clé et le message
recu), qui ne sont malheureusement pas prises en compte dans la description semi-classique
usuelle du mécanisme d’évaporation. Il a cependant été montré qu’a un niveau élémentaire
de gravité quantique, les processus successifs de formation puis d’évaporation d’un trou noir
dans un univers asymptotiquement Anti-de Sitter ne perdent pas d’information, ni de cohérence
quantique [74] : en décrivant la gravité & un niveau quantique par une intégrale de chemin, la
formation et 1’évaporation d’un trou noir peuvent étre vues comme un processus de diffusion,
qui est unitaire dans un univers AdS.

4.6 Résumé ou comment rendre les chapitres précédents
presque inutiles

L’évaporation des trous noirs vient du mélange de deux principes fondamentaux de la phy-
sique moderne : les fluctuations quantiques du vide, qui proviennent du principe d’incertitude

2La cohérence quantique entre les particules issues des fluctuations du vide est perdue.
3L’argument peut tout de méme é&tre retourné : la relation de Bekenstein-Hawking permet de déterminer le
parametre de Immirzi.
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de Heisenberg, et les forces de marées qui illustrent la courbure de I’espace temps engendrée par
la présence d’un corps gravitationnel. Il est alors concevable que dans une région de ’espace-
temps, les forces de marée soient importantes au point de fournir un travail suffisant pour
matérialiser une paire particule/antiparticule issue d’une fluctuation du vide.

Au niveau de ’horizon d’un trou noir, les forces de marée sont trés intenses (i.e. ’espace
est trés courbé) et la matérialisation des paires particule/antiparticule est alors possible. Ce-
pendant, rien ne prouve que c’est précisément la particule d’énergie positive qui s’échappe pour
atteindre un observateur lointain tandis que celle d’énergie négative tombe dans le trou noir?.
Les études détaillées de ce processus menées par Hawking ont montré qu’il s’agit effectivement
de la particule d’énergie négative qui tombe dans le trou noir et de celle d’énergie positive qui
s’en échappe pour atteindre l'infini. Mais elles ont aussi montré que la présence d’un horizon
est une condition nécessaire pour que ce processus de radiation apparaisse. Enfin, le spectre
d’émission des trous noirs a pu étre calculé : ce spectre suit une loi de corps gris avec une
température Ty = ﬁ associée au trou noir. Donc plus le trou noir est 1éger, plus il est chaud.
Ceci se comprend tres bien dans la mesure ou ’espace-temps au niveau de 1’horizon est d’autant
plus courbé que le trou noir est léger.

Il est donc maintenant évident qu’un trou noir émet une radiation. Mais, lors de ce processus
de radiation, le trou noir absorbe une particule d’énergie négative ; c’est-a-dire que le trou noir
perd de I’énergie. Or la masse d’un trou noir étant sa seule source d’énergie, il est nécessaire que
le trou noir perde de sa masse en émettant des particules. Autrement dit, un trou noir s’évapore
et ce processus est explosif puisque plus le trou noir est 1éger plus il émet de particules et donc
plus il s’évapore vite.

Pour conclure, contrairement & 1’adage usuel de la Relativité Générale, les trous noirs pour-
raient émettre des particules : ils seraient méme d’autant plus chaud et lumineux que leur
masse est faible. Les principes de la thermodynamique s’appliquent alors aux trous noirs en
supplantant la gravité de surface & la température, ’aire & ’entropie et la masse a ’énergie
interne.

4Cest ici que le presque du titre se justifie.
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Chapitre 5

Méthodes semi-classiques :
application a la théorie de champ
en espace courbe

Etudier la propagation de particules sous l'influence d’un champ de gravitation implique
de résoudre les équations de la Mécanique Quantique en espace-temps courbe. Dans la plupart
des cas, il est impossible de résoudre ces équations de maniere analytique et des investiga-
tions numériques sont nécessaires. Il est cependant possible d’appliquer certaines méthodes
d’approximation afin d’obtenir des résultats, certes approchés, mais permettant néanmoins de
déterminer quelques caractéristiques du systeme. Les méthodes semi-classiques, appelées aussi
WKB, font partie de ces techniques couramment utilisées en Mécanique Quantique et nous
verrons dans ce chapitre qu’elles peuvent étre facilement étendues afin d’étudier la propagation
de particules dans un espace-temps de type Schwarzschild, i.e. statique et a symétrie sphérique.
Dans un premier temps nous expliciterons l'interprétation semi-classique de la partie radiale
de I'équation de Klein-Gordon. Puis, dans une deuxiéme partie, la résolution semi-classique
ainsi que le calcul de la probabilité tunnel et du spectre d’énergie, dans cette approche, seront
présentés. Finalement, nous appliquerons ces résultats au comportement d’une particule sca-
laire dans des espace-temps Anti-de Sitter (AdS) et Schwarzschild-Anti-de Sitter (SAdS), i.e.
trou noir de Schwarzschild avec constante cosmologique négative, afin de dériver, dans le cas
AdS, le spectre en énergie des états stationnaires et, dans le cas SAdS, le spectre en énergie
des résonances ainsi que leur largeur de bande. Dans ce chapitre, nous ne considérerons que des
particules scalaires.

5.1 Etude dans P’espace de configuration a une particule
[110]

5.1.1 Equation d’onde radiale

La dynamique d’un champ scalaire couplé & la gravitation est régie par la généralisation de
I’équation de Klein-Gordon en espace-temps courbe. Cette extension s’effectue en remplacant
les dérivations usuelles par rapport aux coordonnées en dérivations covariantes, ce qui donne
pour un champ sans masse :

. 1
6“611,(} — QJ;H = \/—__gau (\/ —ggyyayé) s (51)

Dans le cas d’un espace-temps de type Schwarzschild, la métrique de fond prend la forme

47
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générale suivante :

2
ds® = h(r)dt* — ar r2d6? — r?sin? (0)dy?, (5.2)
h(r)
le tenseur métrique g, et son inverse g*” s’écrivant, de fagon matricielle :
h(r) 0 0 0
_ 0 —hl(r) O 0
g = 0 0 —7‘2 0 ) (53)
0 0 0 —r?sin®(6)
et
h=1(r) 0 0 0
_ 0 —h(r 0 0
g ! = 0 0( ) _r72 0 (54)
0 0 0 —r2sin"2(f)

Le déterminant vaut donc —g = r*sin?@. Puisque le tenseur métrique, dans le systeme de
coordonnées de Schwarzschild, est diagonal, ’équation de Klein-Gordon se décompose en une
partie temporelle, une partie radiale et une partie angulaire :

rsin (6) 9*
h ot?

9,0 8. 9 1 P
— Sin (0)57‘ h& — @Sln (0)% — ma—w ¢ =0. (55)

La résolution de 1’équation ci-dessus est simplifiée grace aux symétries des espaces de type
Schwarzschild permettant une séparation des variables : les solutions se décomposent en le
produit d’états stationnaires, d’états propres de moment angulaire et d’une partie radiale. Les
états stationnaires, i.e. les états propres de I'opérateur (0;)2, et les états propres de moment
angulaire, i.e. les états propres de la partie angulaire du laplacien, sont respectivement donnés
par les fonctions e ~** et les harmoniques sphériques Y}%,. En divisant I’équation par 2 sin () /h,
82
a2

0? h 0 2, 0 h(r) 0 . 0 h(r) 0?

a2 " r2ar "ar  rZsin (6) 90 St (6)% " r2gin? 6) 8p?

I’opérateur ainsi que la partie angulaire Ag du Laplacien apparaissent :

] d =0. (5.6)

L’ansatz ®(t,7,0,¢9) = e~ Y. (0, 0)R(r) est alors introduit dans ’équation de Klein-Gordon
qui se sépare alors en une équation temporelle, une équation angulaire et une équation ra-
diale. Les solutions temporelles sont les états stationnaires et les solutions angulaires sont les
harmoniques sphériques. Enfin les solutions radiales sont données par la fonction R satisfaisant :

W) d oy dRE) (wz ey HEHD ) R(r) = 0. (5.7)

r2 dr dr r2

Dans cette équation, la quantité w est la valeur propre de la partie temporelle et représente la
fréquence normale de 'onde vis-a-vis de la coordonnée t et la quantité £ (£ + 1) est la valeur
propre de ’équation angulaire ou £ est le nombre quantique de moment orbital.

Les états stationnaires et les harmoniques sphériques étant bien connus, toute la dynamique
sera déterminée une fois la partie radiale de ’équation de Klein-Gordon résolue. Ecrite sous la
forme (5.7), linterprétation de chaque terme n’est pas évidente. Cette équation différentielle
peut cependant étre rendue plus limpide. En effet, en posant U (r*) = rR(r) et en introduisant la
nouvelle coordonnée radiale tortoise r*, définie telle que dr* = h=1(r)dr !, I’équation précédente

IDans tous les espace-temps que nous considérerons par la suite, la fonction liant 7* & r sera une bijection
croissante, du moins sur une région causalement connectée. Par exemple, la fonction f : r — r* = f(r)
sera une bijection croissante de [rg,~+oo[ dans | — oo, +oo[ pour des trous noirs de Schwarzschild en espace
asymptotiquement plat ou bien une bijection croissante de [rm,rgs|[ dans | — oo, +00[ pour des trous noirs de
Schwarzschild avec constante cosmologique positive ; ry étant I’horizon du trou noir et rgg ’horizon de Sitter.
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prend la forme d’une équation de Schrédinger :

PU (z(e+ 1), 1dn(r)

Cdre?

) U(r*) = —w?U(r*). (5.8)

r2 r dr

La coordonnée tortoise permet de repousser I’horizon du trou noir en r* — —oo, limitant ainsi
I’espace accessible & ’extérieur du trou noir.

Ecrire la partie radiale de ’équation de Klein-Gordon sous cette forme présente quelques
avantages. Tout d’abord, elle permet une interprétation physique plus aisée des différents
ingrédients : le premier terme du membre de gauche correspond au carré de 'opérateur im-
pulsion, le deuxiéme terme de ce méme membre est un terme de type potentiel et enfin, le
membre de droite correspondrait a ’énergie totale. Cependant, on trouve dans la littérature
deux interprétations de ce terme de type potentiel. D’une part, il va étre interprété comme

un potentiel V(r) = h(r) (Z(i—tl) + %%) et, d’autre part, comme le carré du potentiel

V2(r) = h(r) (“‘fg” + %%(:)). Ce point sera traité plus en détail dans le paragraphe suivant
ou je donnerai I'interprétation choisie dans la suite de ce travail. Deuxiemement, puisqu’elle
prend P’apparence d’une équation de Schrédinger, il sera possible d’adapter les méthodes uti-
lisées en Mécanique Quantique non-relativiste pour résoudre cette équation. En particulier, il
est possible d’adapter les approches semi-classiques, qui constitue un outil puissant et relati-
vement simple a mettre en place, pour étudier la propagation de particule dans des potentiels

compliqués.

5.1.2 Interprétation semi-classique de I’équation de Klein-Gordon

Nous venons de voir qu’apres un changement de variable adéquat, la partie radiale de
I’équation de Klein-Gordon dans un espace-temps de type Schwarzschild prenait la forme d’une
équation de Schrédinger stationnaire, qui s’écrit sous la forme générale suivante :

PP,

— + U=0 5.9

T 7O (59)
ol p représente I'impulsion et £ une variable spatiale. Dans le cas d’un probleme de Mécanique
Quantique non-relativiste, cette fonction s’écrit

p*() =2m (w -V (9)), (5.10)

w représentant 1’énergie de la particule, m sa masse et V' le potentiel dans lequel cette derniere
évolue. Dans ce cas, la relation de Hamilton-Jacobi non-relativiste, que ’on appellera aussi
relation de dispersion pour des problémes stationnaires, H = p?/2m + V, H représentant I’ha-
miltonien, est bien retrouvée sous forme d’opérateurs.

Pour une particule se propageant dans un espace-temps de type Schwarzschild, 'impulsion
revét la forme suivante

P’(€) =w® — M(9), (5.11)

la fonction M faisant intervenir le moment orbital ainsi que la fonction métrique et sa dérivée
premiere. La similitude avec le cas non-relativiste suggere d’interpréter la fonction M comme
le potentiel effectif vu par la particule scalaire : M(§) = V;(£), £ étant le nombre quantique de
moment orbital. Cette convention est largement adoptée dans I’ensemble des travaux concernant
la propagation de champ scalaire en espace-temps de type Schwarzschild, que ce soit pour I’étude
des facteurs de corps gris [105, 106] ou celle des modes quasi-normaux des trous noirs (nous
renvoyons le lecteur aux références [75, 76] ainsi que celles citées dans ces articles pour une
discussion sur les modes quasi-normaux). Il est cependant possible d’interpréter différemment
cette fonction sans introduire de modifications quant aux résultats impliquant cette équation
différentielle. Cette interprétation « alternative » releve autant d’un souci esthétique que du
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souhait d’obtenir une relation de dispersion homogene. En effet, nous proposons ici d’interpréter
la fonction M comme le carré du potentiel effectif et non comme le potentiel effectif lui-méme,
ce qui aboutit a la relation de dispersion suivante :

w? =p* + V2 (5.12)

La relation ci-dessus est donc homogene et se rapproche davantage de la relation de Hamilton-
Jacobi pour une particule relativiste, libre et massive, donnée par H?> = p? + m2. Une in-
terprétation identique est faite pour I’étude du mouvement, classique radial d’une particule-test

donné par ’équation suivante
dr\® L?
(é) + h(r) (1 + TZ) - B, (5.13)

ou F et L représentent respectivement ’énergie et le moment angulaire. La variable 7 correspond
au temps propre défini par dr2 = ds?. Le second terme du membre de gauche, h(r)(1+ %;), est
alors interprété comme le potentiel au carré [116].

Cependant, le choix que nous faisons ne correspond pas & la relation de Hamilton-Jacobi
pour une particule relativiste sans masse se propageant dans un potentiel ne dépendant que de
Iespace. En effet, la propagation d’une particule massive dans un potentiel purement spatial

est décrite par le Lagrangien
. N2
£(&€) =-m1- (&) +Vv(©, (5.14)

aboutissant a la relation de dispersion

0L
H=£a—€.—£:\/p2+m2+V(§), (515)
ot la notation & signifie la dérivatoin par rapport au temps ¢. En prenant la masse égale & zéro, le
comportement quantique de cette particule devrait alors étre décrit par ’équation différentielle

(inge +7©) wie.0 =in5 ). (5.16)
L’équation différentielle (5.9) modélisant 1’évolution d’un champ scalaire en espace-temps de
type Schwarzschild n’est donc pas la version quantique, i.e. sous forme d’opérateurs, de la
relation de Hamilton-Jacobi (5.15). Pour trouver la déclinaison classique de notre probléme, il
faut intégrer le fait que ce que nous avons défini comme étant le potentiel, peut étre vu comme
une masse dépendant de la position. La propagation d’une particule scalaire sans masse dans
un espace courbe se ramene, d’un point de vue classique, & celle d’une particule libre, massive
et dont la masse dépend de la position. Le Lagrangien classique s’écrit alors en remplagant le
terme de masse par le potentiel :

c(ed)=-ven1- (¢, (517

ce qui aboutit & la relation de Hamilton-Jacobi désirée (5.12). L’équation quantique correspon-
dant & cette relation classique est une équation de Klein-Gordon & une dimension dans laquelle
la masse dépend de la position

%)

5 (&, 1). (5.18)

(125 + V) vt ) = -1

2
11 peut étre vérifié que pour des états stationnaires, i.e. —h2%7'f(§,t) = wP(&,t), la relation
de dispersion (5.12) est bien retrouvée. Si ’on veut se ramener au cas d’un champ scalaire se
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propageant dans un espace-temps de type Schwarzschild, alors la coordonnée temporelle ¢ de
I’équation ci-dessus correspondra au temps de Schwarzschild tandis que la coordonnée spatiale
& correspondra a la coordonnée tortoise 7*.

Il est important de noter que 'interprétation de la fonction M ne modifie en rien la résolution
de I’équation (5.9), et donc les quantités physiques calculées par la suite comme les sections
efficaces d’absorption ou le spectre des modes quasi-normaux, car c’est la fonction M, prove-
nant de la métrique sous-jacente, qui dicte la forme du potentiel et non Iinverse. Il s’agit ici
d’une alternative d’interprétation qui permet une meilleure compréhension de 1’évolution d’un
champ scalaire dans un espace-temps courbe de type Schwarzschild. Par exemple, la fonction
M devient négative en-deca de I’horizon d’un trou noir et le potentiel imaginaire pur, signifiant
que ’horizon est un absorbeur parfait.

5.1.3 Resolution semi-classique, spectre en énergie et probabilité tun-
nel

Ansatz semi-classique et équation du mouvement

La partie radiale de ’équation de Klein-Gordon pouvant s’écrire sous la forme d’une équation
de Schrodinger, il est alors possible d’adapter facilement les méthodes semi-classiques quant a la
résolution de ce type d’équations au cas de la propagation d’un champ scalaire dans des espaces-
temps de type Schwarzschild. Ces méthodes ont déja permis de nombreuses investigations pour
la théorie quantique des champs en espace courbe. D’une part, les méthodes WKB ont été
adaptées par Schutz & Will [77] et Iyer & Will [78], puis étendues par Konoplya [79], afin de
déterminer le spectre des modes quasi-normaux, i.e les résonances, d’une grande variété de trous
noirs. D’autre part, ces méthodes ont aussi été utilisées avec succes pour retrouver le spectre
de fluctuations primordiales aussi bien dans le cas d’une inflation en espace de Sitter que d’une
inflation en loi de puissance [80]. Il est cependant important de garder & l’esprit que ’approche
semi-classique reste une approximation et ne fournit donc que des résultats approchés, bien que
leur précision puisse étre tout a fait suffisante dans un certain nombre de cas. De plus, méme si
la précision de cette approche peut étre améliorée en augmentant ’ordre semi-classique, comme
cela a été fait par Konoplya [79] pour le cas des modes quasi-normaux ou par les auteurs des
références suivantes [81, 82, 83] pour le cas des fluctuations primordiales, il a été montré [84] que
cette méthode implique une série divergente, du moins dans le cas des fluctuations primordiales,
et que la précision ne peut étre améliorée au deld d’un certain ordre. L’approximation semi-
classique doit tout d’abord étre vue comme un outil d’investigation adéquat afin d’obtenir,
relativement facilement, un ordre de grandeur des phénomenes mais elle ne doit pas, exceptés
les cas ou le potentiel est proche d’un potentiel quadratique, étre considérée comme un outil de
précision.

Pour résoudre de maniére semi-classique 1’équation (5.18), il nous faut supposer, dans une
approche de type intégrale de chemins, que les chemins classiques sont dominants comparés aux
autres chemins. Il est possible d’introduire ’ansatz semi-classique 4 suivant pour le propagateur

€ h 5

(F,T) =Y FulF,T) (5.19)

ou Z et F symbolisent respectivement ’état initial et 1’état final, et S,(F,Z) correspond
a Daction classique. Puisque nous ne considérons que les chemins classiques, une fois 1’an-
satz précédent introduit dans I’équation (5.18), un développement limité au premier ordre en
constante de Planck réduite A est effectué, ceci aboutissant & I’équation semi-classique suivante

. 8S 8F 8%s . 8S OF 8%s
ih\25¢; og; + aszF) ih (255 + atf2F)

() +v)r ~(8)'F

, (5.20)
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ou l'indice f signifie événement final. L’indice n a été omis par simplicité d’écriture, I’équation
ci-dessus s’appliquant & chaque chemin classique. La signification physique d’une telle équation
est claire : I’ordre zéro correspond a ’équation de Hamilton-Jacobi classique alors que le premier
ordre correspond & la premiere correction quantique sur la solution classique. L’action classique
étant connue (voir I’équation (5.17)), la solution compléte semi-classique du probléme sera donc
donnée en déterminant la fonction F' qui doit étre solution de ’équation aux dérivées partielles

89S OF 9*S , _O0S OF 9%S

P TP p 922 T2 5.21
0ts ¢ 0€s Oty 0ty oty 21

L’équation du mouvement semi-classique (5.20) se réduit bien & cette derniere puisque 'action
classique vérifie nécessairement la relation de Hamilton-Jacobi conduisant & un terme d’ordre
zéro en constante de Planck réduite nulle. Plut6t que de résoudre ’équation (5.21), nous pouvons
chercher une équation pour le module carré de la fonction F'. En multipliant ’équation ci-dessus
par le complexe conjugué F! de la fonction F, nous obtenons :

a 2 aS 6 2 65 _
B—Ef (|F| 6_§f) - 6_tf (|F| 6—“) =0. (5.22)

Tout comme en Mécanique Quantique non-relativiste, I’équation ci-dessus peut étre vue comme
une équation de continuité puisqu’il est possible de définir un quadri-vecteur courant covariant
Ju semiclassique

~ oS
L2
Ju=IFI" 50 (5.23)
tel que ’équation (5.22) ne soit autre que la conservation du quadri-courant 3,, :
duj* = 0. (5.24)
De plus, ’énergie et I’impulsion classique étant données par
oS oS
pr=—— et Ef=——/ (5.25)
T~ og T "oty
I’écriture contravariante du courant semi-classique devient alors
"=~ |Ff’p", (5.26)

ol p* = (Ey,py) est le quadri-vecteur impulsion classique.

Cas des systémes stationnaires

Solution sous forme de fonction de Green :

Si le systéme considéré est soumis & un potentiel purement spatial, les fonctions d’ondes
seront stationnaires et la partie temporelle de ’ansatz semi-classique sera donnée par les fonc-
tions e !, En introduisant cette forme de solution dans I’équation différentielle (5.18), nous
avons a traiter une équation de Schrodinger indépendante du temps :

w? = V2(&) | ¥(¢) =0. (5.27)
p2(€)

A,
dg?

Pour ce genre d’équation, 'approximation semi-classique devient, dans la limite des phases
stationnaires, I'approximation WKB et la fonction d’onde semi-classique est donnée par la
fonction d’onde WKB :

A [*
(&) = m exp (z /go p(:z:)d:c). (5.28)
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Selon la valeurs relatives de I’énergie et du potentiel, la fonction p sera soit réelle soit imaginaire
pure. Revenons quelque peu a ’approche semi-classique : pour un systeéme stationnaire, il est

plus judicieux de considérer des chemins & énergie fixée. Cette transformation s’obtient en
cherchant la fonction de Green associée au propagateur semi-classique :

G (&, &5 w) / P(F,T)e". (5.29)

La contribution dominante au propagateur vient des chemins dont l’action est minimale. Ainsi,
uniquement les chemins dont le temps est égal au temps classique mis pour joindre & a &5 &
’énergie w, contribueront de facon significative & la fonction de Green ci-dessus®. Ces temps
classiques ¢ sont donnés par ’équation :

S

- el =¥ (5.30)

et I’action est alors développée autour de . Cette condition est appellé condition des phases
stationnaires car la phase du propagateur varie peu le long des chemins conservés. Sous cette
hypothese, 1’équation (5.22) donnant la fonction F' se résoud directement et donne :

p(&)
F(F,I)= ] —=. (5.31)
B =1 pie)
Par ailleurs, la phase s’écrit :
o(F,I) = S(F,I) + wt, (5.32)
ce qui devient au voisinage d’un extremum, c’est & dire d’'un chemin classique :
o(F,T,w) :/ (asdf 6Sdt) + wt, (5.33)
Eetyter o€

ou l’intégration se fait suivant un chemin classique. Puisque le systéme suit une trajectoire
classique, les quantités 0S/0¢ et S /0t sont respectivement égales 4 I'impulsion classique p(§) =
— V2(&) et & ’opposé de I’énergie w. La phase prend alors la forme suivante

o(F T,w) ~ /E p(E)de. (5.34)

La fonction de Green semi-classique, dans I’approximation des phases stationnaires, revient bien

donc a la solution WKB
Fo (i [ m©)cc). (5.39)
ele

gzaé.fa Z

Dans ce résultat, la phase acquise a chaque point tournant n’est pas prise en compte, ce point
étant abordé dans le paragraphe suivant.

Validité de ’approximation et raccordement aux points tournants :

La méthode WKB étant une approximation, il est nécessaire de déterminer son domaine de
validité. Pour cela il suffit de dériver deux fois par rapport & la variable spatiale la fonction

2En passant dans le temps complexe, le terme exp (z§') devient exp (—S). Si & une énergie w, le temps ne
correspond pas a un temps classique, alors la valeur de S sera élevée et sa contribution & la fonction de Green
exponentiellement supprimée.
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d’onde WKB, ce qui permet de déterminer I’équation différentielle dont la fonction d’onde WKB
est une solution exacte :

d 5 s [ 3 (dp > 1) -
(7 +7©) 50 = ( i (%) -5 e (5.36)
L’approche WKB sera une bonne approximation de la solution exacte si la condition suivante

est vérifiée :
3 (@) _1d&p

2
|p | > 4p? \ d¢ 2p dE2

. (5.37)

Si I"impulsion est linéaire en &, le membre de droite de 1’équation ci-dessus est nul® et ’approxi-
mation WKB donnera des résultats exacts, ’équation de Schrodinger se ramenant a celle d’un
oscillateur harmonique. Dans les autres cas, les résultats & 'ordre WKB seront d’autant plus
précis que le carré de I’impulsion est dominée par son terme d’ordre 2 dans un développement
limité.

Au vu, d’une part, de la condition de validité ci-dessus et, d’autre part, de la fonction
d’onde WKB (5.28), il est évident que ’approximation n’est plus valide & proximité des points
tournants, qui sont les points ou p? s’annule. Puisqu’d ces points, p devient nulle, la fonction
d’onde 9 ainsi que le membre de droite de équation (5.37) divergent. Il est donc nécessaire, afin
de déterminer ce qu’il se passe en ces points, et en particulier pour joindre les fonctions d’onde
WKB définies de part et d’autre de ce type de points, de trouver une méthode de régularisation
qui s’obtient en linéarisant la fonction p?

P& ~ —ME— &), (5.38)

ou &; correspond au point tournant. La solution exacte de I’équation de Schrédinger avec une
impulsion linéaire en £ est donnée par les fonctions de Airy

() = BAi (M (6~ &) + B:Bi (M (€ - &)). (5.39)

Joindre les fonctions d’onde WKB de part et d’autre du point tournant revient donc & identifier,
a proximité de celui-ci, les fonctions WKB aux fonctions de Airy. Pour cela, supposons que la
fonction p? est positive pour ¢ < & et négative pour & > & . On procede tout d’abord un
développement limité des fonctions de Airy au voisinage de &; :

4

)‘2:/1? € — f1|_é [(Bz —iBy) exp (1§\/X|§ —£1|g +i§)
+(By +iBy) exp (—i2VAlE — &|* —iF )] pour £ < &
o=9 (5.40)
A\_/? |§—§1|_% [% exp (—%x/ilf—&lg)
| +B2exp (2VAIE -1l pour £ > &1.

A gauche du point tournant, la fonction d’onde WKB sera la somme de modes oscillants
décrivant des ondes se propageant vers les £ positifs et d’amplitude A, ainsi que des ondes
se propageant vers les £ négatifs et d’amplitude A;,. A droite de ce point, la fonction d’onde
WKB sera la somme d’une onde évanescente d’amplitude A,, et d’'une onde exponentielle-
ment divergente d’amplitude Ag4;,. En remplacant la fonction p? par sa forme linéarisée dans la

3Ce résultat se vérifie aisément pour p2(¢) = A&2. Pour tous les autres cas du type p?(€) = A\¢2 + pé + v, un
changement d’origine permet de se ramener au cas précédent.
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solution WKB, nous obtenons :

A te—alF [Agwen (-i2VAIE - &)

i +A;n exp (i%ﬁ|§—£1|2 ] pour & < &

P(€) = 4 (5.41)
A e =& [Aaaexp (-3VAIE - &)
Agioexp (3VAIE - &%) pour £ > &1.

En identifiant la fonction d’onde WKB 4 la solution faisant intervenir les fonctions de Airy, il
est possible d’exprimer les amplitudes & gauche en fonction des amplitudes a droite :

()= (5 1) () o

La détermination finale s’obtient en appliquant certaines conditions aux limites qui dépendront
du probléme considéré. Par exemple, si la fonction d’onde fait face & une barriére de potentiel
infinie, alors le coefficient Ag;, doit étre nul et tous les autres coefficients peuvent étre exprimés
en fonction du coefficient A,y

Ain = eii%Aout et Aeva = eii%Aout- (543)

Ecrites sous cette forme, les conditions de jonction des solutions montrent qu’au point tournant,
une phase est ajoutée. En particulier, dans un puits de potentiel, 'onde réfléchie acquierera une
phase de —m/2 & chaque point tournant et la fonction de Green prendra alors la forme suivante

G (&, &5 w) Z eXp (Z /En

ou ¢, représente le nombre de points tournants rencontrés sur la trajectoire classique &,,;-

cl

pn(§)dE — iqnﬂ-/2> > (5.44)

Spectre en énergie et effet tunnel

Spectre d’énergie :

Si le systéme quantique considéré se trouve dans un puits de potentiel infini, alors le spectre
d’énergie doit étre discret. Cette propriété doit se retrouver au niveau semi-classique. Puisque
pour un systéme stationnaire, ’équation de Klein-Gordon prend la forme d’une équation de
Schrodinger, le spectre d’énergie, & ’ordre semi-classique, doit étre donné par la regle de Bohr-
Sommerfeld

]{P(f)df = (n + %) T neN. (5.45)

L’intégration se fait sur une trajectoire classique, que nous spécifierons plus tard, nécessairement
fermée compte-tenue de la forme du potentiel.

Pour déterminer le spectre en énergie d’'un systéeme quantique plongé dans un puits de
potentiel infini, il faut rechercher les poles de la densité d’états g(w) donnée par la trace de la
fonction de Green. Dans 'approche semi-classique, la trace de la fonction de Green consiste a
sommer la contribution de tous les chemins classiques qui reviennent a leur point de départ &.
En appelant & et & les deux points tournants se plagant chacun de chaque c6té du puits, ces
chemins seront les multiples des deux chemins “élémentaires” suivants {£ — & — € = & — &}
et {£ = & — & — & — &} La densité d’états devient alors

/1 \/75 _2; exp <2m /51 n(&)d{—imr). (5.46)
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Une fois P’intégrale ainsi que la somme calculées, la densité d’états prend la forme suivante

E2
1 —exp <2i / pn(ﬁ)d§>
&2 )
1+exp (21/ pn(ﬁ)d§>

Les poles de la densité d’états fournissent alors une condition sur ’impulsion classique, ce qui
donne, en remplagant p par son expression en fonction de I’énergie :

/:2\/w?—7v2(§)d§:(n+%>7r neN. (5.48)

Cette condition est bien évidemment la régle de Bohr-Sommerfeld, la trajectoire classique devant
étre celle qui joint les deux points tournants.

gw) = (& —&) (5.47)

Effet tunnel :

L’effet tunnel peut étre aussi retrouvé a un ordre semi-classique. Il est cependant nécessaire
d’autoriser, a un niveau classique, que les trajectoires des particules puissent s’étendre sous les
barrieres de potentiel. Ceci peut étre effectué de différentes manieres, soit en autorisant 1’action
classique a devenir imaginaire pure, soit en transformant le temps en imaginaire pure, inversant
ainsi le potentiel, les barrieres devenant des puits. La premiere méthode a déja été utilisée
pour déterminer les conditions de jonction aux points tournants tandis que la seconde méthode
correspond & la méthode des instantons. Dans le cas de la Mécanique Quantique non-relativiste,
la probabilité tunnel & 'ordre semi-classique le plus bas prend la forme suivante :

13
T = exp (-2 / pn(E)d§>, (5.49)

les points &; correspondant aux deux points tournants. Nous devons donc retrouver cette méme
relation dans notre cas.

Considérons la propagation d’une particule de —oo vers +oo et faisant face & une barriere
de potentiel. Supposons aussi que le potentiel soit nul aux infinis. Nous pouvons faire cette
hypothese sans perdre en généralité car nous cherchons uniquement la transmission sur une
unique barriere de potentiel. A gauche de la barriere, la fonction d’onde sera donnée par la
superposition de modes sortants, i.e. se propageant vers les £ positifs, et de modes rentrants,
i.e. se propageant vers les £ négatifs, tandis qu’elle sera uniquement composée de modes sortants
a droite de la barriere. Enfin, puisqu’aucune source de particules n’est présente & droite de la
barriere, la fonction d’onde sera uniquement composée d’une onde évanescente sous la barriere
de potentiel.

\/I% (Ameiiffi pw)du + AoUtei ffel p(u)du) pour £ < &

$(8) = \/‘;(—g)lAevae_ J& pour & < § < &2 (5.50)

e
1B el pour & < £.

V()

En appliquant la procédure de jonction au premier point tournant, et en imposant Ag;, = 0,
nous obtenons les conditions déja énoncées précédemment dans I’équation (5.43) :

Ain = eii%Aout et Aeva = eii%Aout- (551)

La procédure de jonction en &, est facilement déduite de la procédure précédente de la maniere
suivante : la fonction d’onde sous la barriere est tout d’abord écrite en faisant explicitement
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intervenir la profondeur de pénétration : ¢)(€) = |p(§)|_1/ ? Agyae T exp (— fé [p(u)] du) avec

T =] 512 |p(u)| du. Ensuite, un changement de variable £ — £ = —£ est effectué. Avec de telles
transfgormations, il est possible d’appliquer directement les conditions données par 1’équation
(5.42) en effectuant, dans le cas général, les remplacement suivants :

Ae'ua — eTAdi'u
Adiv — eiTAe'ua
Aout - Bin
Ain - Bout -

(5.52)

Cela donne finalement la relation suivante By = e~ 7€'d Agyq. Il est maintenant possible de
relier I’amplitude des ondes sortantes & droite de la barriere en fonction de celle des ondes
sortantes a gauche de cette barriere. La probabilité tunnel sera alors donnée par

3]
T=e? =exp (—2/ pn(E)d§>, (5.53)

1

qui est bien le résultat attendu. Il est cependant important de noter que I’amplitude des ondes
réfléchies au premier point tournant est exactement égale a celle des ondes incidentes. Ainsi, &
I’ordre semi-classique, la réflexion sur une barriere de potentiel, méme finie, est totale. Ce com-
portement provient bien évidemment de cette approche qui, se basant sur la solution classique,
n’autorise pas la traversée d’une barriere de potentiel & moins de permettre a ’action classique
de prendre des valeurs complexes. De plus, la probabilité tunnel & ’ordre semi-classique ne sera
qu’une bonne approximation pour de grandes barriéres de potentiel. En effet, on peut voir que
le résultat ci-dessus est égal a la limite de la probabilité tunnel exacte quand la barriere est
infiniment haute. De plus, compte tenu de la réflexion totale au premier point tournant, le flux
de particules n’est pas conservé. En appelant R le coefficient de réflexion, nous avons

T+R=1+e%>1. (5.54)

Cet écart vis-a-vis des lois de conservation fondamentales ne sera pas dramatique si la trans-
mission est tres faible, c’est-a-dire pour une barriere de potentiel soit grande, soit épaisse. Dans
un probleéme de diffusion, il y aura un domaine de validité d’utilisation d’une telle expression de
la probabilité tunnel comme amplitude de diffusion. Cette approximation ne sera plus valable
dans un domaine d’énergie que nous qualifierons d’intermédiaire, en comparaison a la barriere
de potentiel : cette approximation n’est évidemment pas valable & proximité du maximum de la
barriére, les deux points tournants devenant infiniment proches. Ce domaine d’invalidité s’étend
pour des énergies inférieures et supérieures & ce maximum. Sous la barriere de potentiel, il est
nécessaire que l'énergie soit suffisamment faible pour que la barriere puisse étre considérée
comme grande, définissant une limite & basse énergie en-deca de laquelle I’approximation WKB
est justifiée. Pour des énergies supérieurs au potentiel, I’approximation WKB prédit une trans-
mission totale, T' = 1, ce qui surestime la transmission exacte et définit une énergie au-dela de
laquelle 'approximaion WKB est suffisamment précise. Ces limites & basse et haute énergies
dépendent de la forme du potentiel.

L’ensemble des résultats précédents s’applique & la propagation d’un champ scalaire dans
tout espace-temps statique et & symétrie sphérique. A I’aide de ces résultats, nous allons pouvoir,
dans un premier temps, déterminer le spectre d’énergie pour un champ scalaire se propageant
dans un Univers AdS et, dans un deuxiéme temps, les caractéristiques fondamentales, & savoir
position en énergie et largeur de bande, d’états quasi-stationnaires, i.e des résonances, pour
la propagation autour d’un trou noir de Schwarzschild immergé dans un Univers AdS. Ces
espaces-temps étant statiques et & symétrie sphérique, un champ scalaire pourra étre étudié en
séparant la partie radiale de la partie angulaire, donnée par les harmoniques sphériques, et de
la partie temporelle, donnée par les fonctions e~**. Dans la suite, nous nous focaliserons donc
uniquement sur la partie radiale du champ.
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5.2 Application aux espaces-temps a courbure négative
[110]

5.2.1 Spectre en énergie dans un Univers AdS : résultats et précision
de I’approche

Un espace AdS correspond & un espace vide contenant une constante cosmologique A
négative. Ce type d’espace peut aussi étre vu comme les hypersurfaces de dimension D, ayant
une courbure négative constante, d’un espace de dimension D + 1 [27]. Le rayon de courbure
R4qs d’une telle hypersurface peut s’exprimer en fonction de la constante cosmologique et du
nombre de dimensions par :

(D-1)(D-2)

2 . (5.55)

Rpqs =

La métrique décrivant cet espace-temps s’exprime alors aisément en fonction de ce rayon de
courbure :

2 d 2
ds? = (1 + = ) i — — T a0}, (5.56)
Ras 1 = .

Nous rappelons que Q% _, désigne angle solide de dimension D — 2.

Résultats exacts

Dans le cas d’un couplage minimal, I’équation de Klein-Gordon est résolue dans le systéme
de coordonnées suivant [27] :

t
- , 5.57
’ Raas (5:57)

r r2 ™
= 2arctan + 4/l =] - =, 5.58
P <RAdS Rias > 2 (5:58)

les coordonnées angulaires ne changeant pas. Dans ce systéme, la métrique revét la forme :

. R?
2 _ AdS 2 3.2 .2 02 )
ds o2 (p) (dr* — dp* — sin? (p)dQ?), (5.59)

et Iansatz U(1,p, Q) = e~ 7Y (Q)R(p) peut étre utilisé pour résoudre I’équation de Klein-
Gordon*. La fonction d’onde radiale R(p) est alors solution de ’équation différentielle ci-

dessous : ) d ) dn s
cos? (p d sin? (p dR e + ~
sin? (p) dp (cos2 (p) dp) + ( sin? (p) ) R =0, (5.60)

qui peut étre résolue de maniere exacte en remplacant la fonction inconnue ainsi que ’argument
de cette derniére par :

cos (2p) (5.61)
R(p) = sin®(p)cos” (p)P(p). (5.62)

Avec une telle transformation, I’équation (5.60) prend la forme d’une équation de Jacobi [87] :

!
|

d’pP
dz?
4Puisque la métrique dans ce nouveau systéme de coordonnées est toujours statique et & symétrie sphérique,

la séparation de variable utilisée pour la résolution dans le systéme de coordonnées de Schwarzschild s’applique
aussi dans ce cas.

(1-2%) +(b—a—(a+b+2)z)%+n(n+a+b+1)P(z):0, (5.63)
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imposant les quatre contraintes suivantes :

a+b+2 = (+1+8, (5.64)

b—a = B-2-1, (5.65)

BB-3) = 0, (5.66)
nm+atb+1) = i(u2—(€+ﬂ)2). (5.67)

Les solutions de 1’équation (5.63) sont les polynémes de Jacobi p® (2) avecn € Net a > —1
et b > —1. La solution finale de ’équation de Klein-Gordon s’exprime alors en fonction de ces
polyndmes :
. £+1/2,
R(p) = sin’ (p) cos® (p) P15 (cos (20) (5.68)

avec 8 = 3 afin de respecter b > —1.

La résolution de la partie radiale de I’équation de Klein-Gordon impose que la quantité
(v—£—3)/2 soit un entier naturel. Cette conditon permet de déterminer le spectre des fréquences
propres v, valeurs propres de 'opérateur i0;,

{”"’O}neN = {2n+£+3},cn- (5.69)

Pour un observateur placé a origine des coordonnées de Schwarzschild, les fréquences propres
du champ ne seront pas les fréquences v mais les fréquences w, valeurs propres de ’opérateur i0;.
Le lien entre ces deux fréquences propres s’obtient par la relation entre le temps de Schwarzschild
t et le temps 7. Puisque 8, = Ra4s0;, le spectre de fréquences propres pour un observateur &
I’origine des coordonnées de Schwarzschild est alors :

{””’O}neN ={@n+L+3)Ryks} - (5.70)

Ainsi, le spectre des fréquences propres d’un champ scalaire se propageant dans un espace-temps
AdS et minimalement couplé & la gravité, permettant de définir les états d’énergie positive et
négative pour un observateur a l’origine des coordonnées, est discret et présente une énergie de
point zéro. En anticipant sur le paragraphe a venir, I’apparition d’une telle énergie de point zéro
est naturelle dans la mesure ot I’ajout d’une constante cosmologique négative peut s’interpréter
comme un potentiel ne s’annulant jamais. Dans le cas d’un couplage conforme, le spectre en
énergie présente, qualitativement parlant, les mémes caractéristiques. Cependant, la résolution
de ’équation de Klein-Gordon pour un tel couplage utilise les polynémes de Gegenbauer [87]
et le spectre en énergie prend alors la forme suivante [88]

{Vn,O}neN = {(TL +4+ 1) R;hliS}neN ) (5.71)

¢ étant toujours le moment orbital.

La comportement d’un champ scalaire en espace-temps AdS a aussi été étudié dans les
références [89, 90] pour un couplage minimal & la gravité et dans la référence [88] pour un
couplage conforme. Ces études aboutissent aussi & un spectre discret des fréquences normales
du champ.

Résultats a ’ordre semi-classique

Pour la résolution semi-classique, nous travaillerons de nouveau dans le systéme de coor-
données de type Schwarzschild car c’est & partir de ce systéeme que le potentiel est déterminé.
La fonction métrique h étant donnée par h(r) = 1+ r2/R?% 5, la coordonnée tortoise r* et le
potentiel peuvent étre explicitement exprimés en fonction de la coordonnée r pour le premier
et de la coordonnée r* pour le second :

r* = Rq4s arctan (

), (5.72)

AdS
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et
~ 1 oE+1)
R? 45 €08 (r*/Raqs) [tan® (r*/Raas)

Vi (r*) +2]. (5.73)
La fonction permettant de passer de r & r* est une bijection de [0, +oo[ vers [0, Ragsm/2[ et
le potentiel, représenté sur la figure (5.1), est stationnaire et prend la forme d’un puits pour
toutes les valeurs du moment angulaire excepté le cas £ = 0. Pourtant, pour ce cas précis, en
autorisant r* & appartenir & P'intervalle | — Raqsm/2, Raqsm/2[, ce potentiel Vj reste un puits
de potentiel, symétrique par rapport a r* = 0. De plus, puisque les particules doivent étre
confinées dans l'intervalle [0, Raqs7/2[ afin d’assurer que la coordonnée r reste positive, une
barriere de potentiel infinie peut étre ajoutée, arbitrairement, dans le potentiel Vy. Le potentiel
vu par un champ scalaire est alors un puits de potentiel pour toutes les valeurs du moment
orbital, imposant ainsi un spectre discret des fréquences propres du champ, spectre qui peut
étre déterminé a l’ordre semi-classique.

INI
T

Potential V in units of
N
(6]
T

| TTTT |_|,J.I-l-l-|-”l-l+'|'
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T T
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Tortoise coordinate

FiG. 5.1 — Potentiel vu par un champ scalaire se propageant dans un Univers AdS & quatre
dimensions, en fonction de la coordonnée tortoise r*. Le potentiel est exprime en unité de \/|A].

La question de 'interprétation physique des fréquences propres, particuliérement en termes
d’énergie de particules, se pose en espace courbe. En effet, en espace plat, ces fréquences per-
mettraient de définir les énergies positives et négatives des particules. Cependant, dans le cas
des espaces courbes, ces fréquences propres ne pourront définir les énergies positives et négatives
que pour un observateur placé en r = 0, la fonction métrique h et sa dérivée étant respective-
ment égale & un et nulle en ce point. Autrement dit, en déterminant le spectre des fréquences
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propres de l'opérateur i0;, il sera possible de déduire le spectre en énergie tel qu’il sera vu par
un observateur en r = 0 : Uinterprétation du spectre de fréquence en énergie de particule est
donc relative & un observateur. Une deuxieéme question se pose : comment le cas £ = 0 va-t-il
étre traité ? D’une part, le spectre en £ = 0 peut étre déterminé en prolongeant le potentiel
dans les r* négatifs et, de facon intuitive, diviser le résultat par deux. Cependant cette approche
ne prend pas en compte le comportement singulier du potentiel. En effet, ce dernier peut étre
vu comme une fonction de deux variables : la position r* et le moment angulaire £, considéré
comme continu. Cette fonction de deux variables n’est alors pas continue au point (r*,£) = (0,0)
puisque, si £ = ¢ infiniment petit, le potentiel tend vers I'infini quand »* — 0 tandis que si £ = 0,
alors le potentiel tend vers \/i/ R44s quand r* — 0. Il est donc plus judicieux de rajouter un
mur réfléchissant en »* = 0 pour le cas £ = 0, le potentiel devenant ainsi une fonction continue
des deux variables (r*,£).

Moment orbital nul :

Pour ce cas, une barriere de potentiel infinie, et infiniment pentue, est ajoutée en 7* = 0 afin
de s’assurer que les particules de moment orbital nul se propagent uniquement dans l’intervalle
r € [0, 4+o00[. Cependant, rajouter une telle barriére modifie la regle de Bohr-Sommerfeld puisque
la pente infinie de la barriere en r* = 0 impose de nouvelles conditions aux limites se traduisant
par une nouvelle phase dans la fonction d’onde WKB?® [85]. Cette nouvelle phase prise en
compte, la régle de Bohr-Sommerfeld devient

3
?{p(r*)dr* = (n + Z) ™ mneN. (5.74)
Compte tenu de la réflexion totale en r* = 0, le potentiel, impliqué dans 'impulsion classique

p, prend la forme suivante :

1
V2 r*) = i
o) R ;s cos? (r*/Raas

) [6(r*/Baas) +2] (5.75)

ott la distribution de Dirac remplace le terme £(¢ + 1)/ tan? (r*/Raq4s) afin de simuler ce mur
infini. Ce choix permet en effet d’assurer que le potentiel tend toujours vers I'infini quand r*
tend vers zéro pour toutes les valeurs du moment orbital.

Introduire une distribution de Dirac dans le potentiel impose une légere modification de
I'intégration sur le chemin classique. Dans ce cas, les deux points tournants % sont donnés par

Ww2R2

™™ =0 et r} = Ryqsarctan ( % — 1). (5.76)
L’intégrale intervenant dans la regle de Bohr-Sommerfeld doit étre traité avec précaution aux
bornes : tout d’abord, la distribution de Dirac fera intervenir, une fois la primitive trouvée, une
distribution de Heavyside © (r*2 /R,%xds) et ensuite la primitive conduit & une fonction dont
I'argument tend vers l'infini quand r* tend vers 7%, cette fonction admettant cependant une
valeur finie en ce point. L’intégration ne peut donc pas étre directement effectuée de r* & r%
et il est plus judicieux d’écrire la regle de Bohr-Sommerfeld ainsi

ri—e
lim p(r*)dr* = (n + g) T neN. (5.77)

e—0 r* de

5La dérivation de la densité d’états dans le chapitre précédent utilisait les conditions de jonction en supposant
que, sous le potentiel, la fonction d’onde était une onde évanescente, conduisant & un déphasage de —m/2 pour
I’onde réfléchie. Ceci n’est plus valide dans le cas d’un mur totalement réfléchissant puisque la fonction d’onde
doit étre strictement nulle dans la région “derriére” le mur, ici r* < 0.
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L’intégration sur le chemin classique vaut m(wRaqs — v/2), permettant de déduire le spectre en
énergie a cet ordre d’approximation :

{“’"’O}neN ={(2n+v2+3/2) R;;S}HEN : (5.78)

Les fréquences propres ont pour unité naturelle 'inverse du rayon de courbure de 'univers
considéré et une énergie de point zéro woo = (V2 + 3/2) R} apparait.

Moment orbital non-nul :

Dans le cas d’'un nombre quantique orbital non-nul, la définition usuelle de la regle de Bohr-
Sommerfeld peut étre appliquée puisque le puits de potentiel ne présente aucune barriere de
pente infinie. En posant y = tan (r*/Ra4s), les points tournants sont donnés par les solutions
de ’équation algébrique suivante :

29 + (2+ €L +1) —w?R?) y® + L(L+ 1) =0, (5.79)

issue de 1’équation w? = V2(r*). Afin d’obtenir deux racines qui soient 3 la fois différentes et
positives, il est nécessaire que les trois contraintes ci-dessous soient vérifiées :

0 > 24L(+1)—w?R?, (5.80)
0 < (24£((+1)—w’R?)® —80(L+1), (5.81)
0 < 8(L+1), (5.82)

la derniere d’entre elles étant systématiquement vérifiée puisque £ € N. Les deux points tour-
nants r% sont alors déduits des deux racines positives de I’équation quartique ci-dessus :

1 . ;
Yt = 5\/“)2}3,24515 —2—L(f+1)x \/(2 +LL+1) - w2Rﬁ‘dS)2 —80(L+1), (5.83)
avec 15 = Raggarctan (y+). Finalement, les niveaux d’énergie seront donnés en résolvant

I’équation algébrique suivante :

1 /y+(“’"’”) Raas
n+ - )m— Vw2, —V2(y)dy =0, 5.84
( 2) Y () 1 +y2 N ( ) ( )

(n,£) étant considéré comme un couple de parametre et w étant I'inconnue, dépendant de ces
parametres.

A la différence du cas ¢ = 0, l'intégrale de 'impulsion classique ne peut étre trouvée de
maniere analytique. La régle de Bohr-Sommerfeld est en conséquence inversée de maniere
numérique pour chaque valeur du couple de parametres (n,£), le cas £ = 0 inclus. Les résultats
pour les différentes fréquences propres, en unité de RZ}iS, sont représentés sur la figure 5.2.
La partie de gauche montre ces fréquences en fonction du nombre n avec le moment angulaire
comme parametre alors que la partie de droite correspond a la situation inverse : £ devient
la variable et n le parametre. Ces résultats indiquent qu’a ’ordre semi-classique, les niveaux
d’énergies varient linéairement avec £ et n. Plus particulierement, il est assez aisé de voir que,
sur I’ensemble des valeurs de n et £ considérées, le spectre en énergie est retrouvé a l'ordre
semi-classique avec une grande précision : wsc(n,£) ~ (2n + £+ 3) R, 'indice (sc) dénotant
le résultat semi-classique.

Précision des résultats semi-classiques

Puisque le spectre exact est connu, il est possible de déterminer ’erreur relative des résultats
précédents :

, (5.85)

w

Aw Wee — W
w
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F1G. 5.2 — Niveaux d’énergie a ’ordre semi-classique en unité de Rzis, pour un champ scalaire
se propageant dans un Univers AdS. Gauche : Niveaux d’énergie en fonction de l’entier n avec le
moment orbital £ comme parametre. Droite : Niveaux d’énergie en fonction du moment orbital
¢ avec entier n comme parameétre.

dont la valeur, en fonction des parametres (n, £), est représentée sur les courbes de la figure 5.3.
Tout comme la figure précédente, la partie de gauche correspond a lerreur relative en fonction
de D’entier n alors que la partie de droite correspond & D’erreur relative en fonction du moment
orbital £. Les valeurs prises par cette erreur, au maximum de quelques pourcents, confirment que
I’estimation semi-classique des niveaux d’énergie fournit des résultats tres précis. Cependant, il
est nécessaire de séparer les erreurs dues a l'inversion numérique de la régle de Bohr-Sommerfeld
des erreurs inhérentes a la méthode semi-classique.

Les erreurs numériques ont deux origines : la précision de la résolution de I’équation algébrique
(5.84) d’une part et, d’autre part, I’évaluation de I'intégrale impliquée dans cette équation. La
premiere source d’erreur est de l'ordre de 10~7. En ce qui concerne l’estimation numérique
de lintégrale W entrant dans la regle de Bohr-Sommerfeld, un algorithme simple (méthode
des trapézes) a été utilisé. L'erreur relative sur la détermination de w, due & cette estimation
approchée, vaut :

Auw| W) dW (5.36)

W lw w  dw
€(w) étant Perreur relative de l'intégration numérique dont une formule exacte est donnée dans
la référence [123]. Prenant en compte la taille du pas d’intégration, cette erreur relative reste
plus petite que 10710 et ce sur une large gamme de valeurs de w. Ainsi, ’erreur relative sur la
détermination semi-classique des fréquences propres induite par les approximations numériques
reste de I'ordre de 10~7. Or, lerreur relative totale varie de 0.1 % & quelques pourcents dans
la gamme de parametres (n, £) étudiée. L’erreur due aux approximations numériques est donc
négligeable et l'erreur représentée sur la figure 5.3 donne donc, avec une trés grande précision,
Perreur due a la méthode semi-classique elle-méme.

En ce qui concerne ’erreur d’origine théorique, elle représente I’anharmonicité de I'impul-
sion au carré p?(r*) provenant de la forme compliquée du potentiel. Une estimation quanti-
tative de cette anharmonicité requiert un développement limité de 'impulsion au carré. Ce-
pendant, le comportement général de lerreur relative d’origine théorique peut se comprendre
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F1G. 5.3 — Erreur relative Aw/w de I'estimation semi-classique des niveaux d’énergie. Gauche :
Erreur relative en fonction de I’entier n avec le moment orbital £ comme parametre. Droite :
Erreur relative en fonction du moment orbital £ avec 'entier n comme parametre.

qualitativement sans faire appel & un tel calcul. Premiérement, lorsque lentier n augmente,
I’énergie de la particule augmente elle-aussi. Une particule & haute énergie se rapproche du
comportement classique et donc Perreur relative doit diminuer pour des entiers n plus élevés.
Deuxiémement, 1’énergie ainsi que le minimum du potentiel augmentent avec le moment orbi-
tal £. Cependant, en considérant la quantité (w(f) — Vypin(£)) comme une fonction de £, avec
Vimin(€) = (V2 + /L€ + 1)) R, s, cette quantité décroit quand le nombre quantique orbital ¢
augmente. Autrement dit, les niveaux d’énergie se rapprochent du minimum du potentiel pour
les valeurs élevées du moment orbital, réduisant ainsi ’influence de I’anharmonicité.

5.2.2 Etats quasi-stationnaires en espace SAdS : position et largeur
de bande

Potentiel dans un tel espace

Un espace-temps de type Schwarzschild-Anti-de Sitter correspond & un trou noir de Schwarz-
schild plongé dans un univers AdS. La métrique pour un tel systéme est donc donnée par celle
présentée dans la section 2.2, dont nous rappelons ici ’expression, en nous limitant au cas d’une
constante cosmologique négative et en I’écrivant en fonction du rayon caractéristique R 445 des
univers AdS :

2 d 2
ds® = (1 - TD% + Rgds) i’ ~ - -0, (5.87)

o

T TR
Cette étude se limite au cas D = 4. Cependant, les résultats présentés restent généraux et
peuvent étre qualitativement étendus a des espaces-temps de dimension plus élevée. De plus,
le rayon caractéristique des univers AdS R4s ainsi que le rayon de Schwarzschild du trou
noir g seront choisis comme parametres caractéristiques de I’espace-temps SAdS. Le rayon de
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Schwarzschild étant 'unique valeur de r réelle et positive, pour laquelle la fonction métrique
s’annule, le parametre p peut alors étre exprimé en fonction de rg et Raqgs :

2

=y (1+ T ) (5.89)

2
RA ds

En partant de la fonction métrique, la coordonnée tortoise et le potentiel vu par une particule
scalaire sont donnés, en fonction de r, par les expressions suivantes :

TH r—rHg
r* = R? In A 5.89
A4S 312 + Ry s <Wﬂwm+%+m%> (5.89)
3r% + 2R? 2
+ 5 ;H+ AZdS > arctan (—;-}_er )],
(3ry + R%49) V3 + 4R% g \3rg +4R% o

et

. 2 (e+1)  p 2
‘72 1 K r + =4+ — .
er) ( r Ris r2 r® Rius)’ (5.90)

ou le parametre p a été conservé dans le potentiel afin d’alléger 1’écriture. De plus, le potentiel
ne peut étre explicitement écrit comme une fonction de la coordonnée tortoise car la relation
r* = f(r) n’est pas inversible.
Premieérement, la fonction métrique h(r) étant positive sur lintervalle [0, +oo], la fonction
f passant de r & r* sera une bijection croissante®. Lorsque r tend vers 0, la coordonnée tortoise
tend vers —oo tandis que lorsque r tend vers I'infini, elle tend vers un rayon maximum 7§ 4,g
donné par
TR 45 (3% + 2R% )

*

TSAS T D32 1 R o)\/31% + ARG g
Donc r*, en tant que fonction, sera une bijection croissante de [0, +oo[ dans | — 00, 7% 4,4]-
En ce qui concerne le potentiel, sa forme générale dépendra du rapport de taille ), défini par
17 = ru/Rads, entre la taille de I'horizon du trou noir et la taille caractéristique de 1'Univers
AdS : si 7 < 1, alors le trou noir est petit en comparaison du rayon de I’Univers AdS et
la courbure proche de I’horizon du trou noir est principalement dictée par le trou noir. Dans
le cas contraire, i.e. n > 1, le trou noir a une taille plus grande que le rayon R44s et la
courbure est dominée par la contribution de la constante cosmologique méme tres proche de
I’horizon du trou noir. Malgré cette dépendance avec la hiérarchie de taille, le comportement
asymptotique de ce potentiel reste inchangé quelle que soit la valeur de 7. En effet, quand r tend
vers ’infini, le potentiel tend aussi vers l'infini car dominé par la contribution de la constante
cosmologique alors que le potentiel tend vers zéro quand r tend vers rg puisque la fonction
métrique s’annule a ’horizon du trou noir. De tels comportements asymptotiques ne peuvent
dépendre du rapport 7 car ils proviennent de propriétés fondamentales des espace-temps SAdS.
La figure 5.4 représente ce potentiel en fonction de la coordonnée tortoise pour un rapport
n < 1. Quelle que soit la valeur du nombre quantique orbital £, ce potentiel exhibe une barriere
finie correspondant au potentiel gravitationnel du trou noir’. Le potentiel est alors caractérisé
par deux extrema locaux, un maximum V4, en ry, . et un minimum Vi, en k. tout deux
dépendant du moment orbital. De plus, la barriere finie avec la barriere infinie en 3 4 ;5 délimite
un puits de potentiel local. Dans le cas d’un rapport n plus grand que l'unité, le barriere de
potentiel finie va disparaitre tant que le moment angulaire sera plus petit qu’une valeur critique
L.. Pour £ < /., le potentiel sera une fonction monotone croissante entre 0 et +o0o tandis que
pour £ > £. le potentiel reprendra la forme donnée par la figure 5.4. Ce comportement est

(5.91)

SNous rappelons que, par définition de la coordonnée tortoise, % = h~Y(r) = f/(r), qui est donc toujours
positive.

11 sera montré dans la section suivante que cette barriére finie est responsable des facteurs de corps gris car
elle conditionne la possibilité pour une particule d’échapper ou non au potentiel gravitationnel.
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F1a. 5.4 — Potentiel en espace-temps SAdS vu par une particule scalaire, en unité de /|A|, en
fonction de la coordonnée tortoise et pour un rapport n < 1 (voir texte pour une définition de

n)-

une conséquence du fait que pour n > 1, la courbure & proximité de I’horizon est dominée
par la constante cosmologique. Cependant, pour des valeurs suffisamment élevées du moment
angulaire, le potentiel centrifuge devient assez important pour faire émerger de nouveau cette
barriere de potentiel finie, puisque la probabilité d’échapper au trou noir est accrue pour des
moments angulaires plus élevés. La valeur du moment angulaire permettant ’apparition de
la barriere de potentiel dépend fortement de la hiérarchie de taille : pour n = 1 le moment
angulaire critique £, vaut environ 10 alors que pour n = 2, la valeur critique est déja de I’ordre
du million. Le potentiel, pour ces deux cas, est représenté sur la figure 5.5.

Solution stationnaire 4 I’ordre WKB

Adoptant un point de vue semi-classique, les fonctions d’onde radiales devront étre séparées,
selon le nombre de points tournants, en deux classes : d’une part les fonctions d’onde avec une
énergie les plagant dans le puits de potentiel, et affichant trois points tournants, et, d’autre part,
les autres, affichant un seul point tournant. Cette caractétristique est en effet primordiale pour
I’étude WKB car elle fixe le nombre de zone de jonction, et donc de zone ol "approximation
n’est plus valable. La premiere classe de fonctions d’onde sera donnée pour les énergies comprises
dans Vintervalle [Vinin, Vinaz] et la deuxiéme classe pour les énergies en dehors de cet intervalle,
mais positives. Finalement, toutes les fonctions d’onde seront déterminées en appliquant deux
conditions aux limites : premierement, la valeur de la fonction d’onde doit tomber & zéro en
TS 44> Puisqu’il s’agit d’une barriere de potentiel infinie, et deuxiémement le systeme est décrit
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F1a. 5.5 — Potentiel scalaire en espace-temps SAdS en unité de /|A| en fonction de la coor-
donnée tortoise 7* et ce pour différentes valeurs du moment orbital £ et deux valeurs du rapport
de hiérarchie de taille : = 1 & gauche et 7 = 2 a droite.

par des ondes planes en r* — —o0 car le potentiel s’annule dans cette région :

B = A—\/"fe’m* + %ei‘”* quand r* = —00 (5.92)
0 quand r* = r3,4q-

En toute généralité, les fonctions d’ondes WKB dans le cas d’un seul point tournant, que
nous noterons r§, prennent la forme suivante :

Apws S5 pl@)de A, i [T p(z)de
—Lout o U7g + in_ o 5
Gomy=d VO e
Adiv ef:(*) |p(z)|de + Acva o~ f:a |p(z)|dz
Ip(r )] ()]

pour r* < r}

3

(5.93)
pour r* > rj.

Les conditions aux limites seront vérifiées si A4;, = 0 et les conditions de jonction sont identiques
a celles présentées comme exemple dans la section précédente. La solution finale dans le cas
d’un unique point tournant est alors entierement décrite & ’aide d’une seule amplitude (nous
choisirons Agy;) :
VAW (ei Jig p@ae _ =il p(z)dw) pour r* < 1%
bt =q VIR
Acva _,~ 15— [7y IP(2)|d2
Ip(r*)]

(5.94)
pour r* > rj.

Dans le cas de trois points tournants, la fonction d’onde WKB, toujours en toute généralité,
s’ecrira cette fois :

[ Acw eifrf plo)de Ain e_ifrf Py pour r* < r}
V() . Vp(r*) .
. i d - d
. 7f‘i(’”*)|efr1 ip(@)lde 7]4&(““*)‘@ «p Ip@)lds pour ¢*< r* < r3
Py =q V. P (5.95)
, p(w)d i [T p(2)d
Bow _oHry PO 4 By o~y PO s o <

\Vp(r*) . p(r*) .
_ Baiy A lp@lde B, = [T p(2)ldz
VA et

* *
pour r* > rg.

Les conditions aux limites sont, comme dans le cas & un seul point tournant, statisfaites en —oo
et seront satisfaites en 1% 4,5 si Bgiy = 0. Pour obtenir la solution finale pour la fonction d’onde



CHAFIIRE 9. MELTHODES SOEIVII-OLASSIYUES LIN ESFACE COURDE

WKB, la jonction s’effectue en premier lieu au point tournant rj, car nous avons une condition
sur Bg;, puis en 75 et finalement en r}. Le résultat final est alors le suivant :

pour r* < 7}

( s X . opr*
* d . =i d
Ao (ezfrl pla)de _ i J7 ple) w)

—iZ— T:pm dz
Ao ~15=1y IP(@)] pour ry < r* <r}

(5.96)

- i ::pz dzr ) ::pz dzr
Acyre (ef2 (e _ oidey 7o) ) pour 75 < r* <1}

Aoyre™™ =47 Ip@)lda
L 2y/lp(r)]

pour 7* > rj,

avec T = f:f |p(z)| dz. Bien que le comportement général d’une telle solution soit cohérent,
il reste un phénomeéne qui ne peut étre retrouvé au premier ordre WKB. En effet, puisqu’il y
a une réflexion totale sur la barriere infinie en rj, il est possible de considérer qu’il y a une
source de particule & droite de la barriere de potentiel finie. Ainsi le coefficient A44;, devrait étre
différent de zéro. Or, au premier ordre WKB, cette amplitude est nulle et les particules restent
piégées dans le puits.

A partir des solutions précédentes, nous pouvons calculer la densité de probabilté de présence
d’une particule scalaire dans un tel espace temps. Cependant, cette densité de probabilité reste
a Pordre WKB et ne sera pas valide dans certaines régions, en particulier & proximité des points
tournants. Cette densité de probabilité p est définie ainsi :

p(r*) i [@bT(r*)e*"“t@t (¢I(T*)eiwt) _ wl(r*)eiwtat (wr(r*)efiwt)] (5‘97)
= 2wl (r)er (),

ce qui aboutit, dans le cas de trois points tournants, & :

p(T*) [1 + cos (2f p(z)dz + %)} pour r* < *
Wexp( 2f |dx) pour rf < r* <r}

~ 2
A(r*) = 2w | Aout| (5.98)
. 2p(r ) [1 + cos (2f p(z)de + %)] pour r3 < r* < 1§
W exp ( 2f |d:z:) pour r* > rg,
et, dans la gamme d’énergie correspondant & un point tournant, a :
) 2 [1 + cos (2 fT* p(x)dz + %)] pour 7% < 7%
p(r*) = 2w |Aout|2 pir) (5.99)

Ip(i—*)l exp ( 2f 7)) d:z:) pour r§ < r*.

Dans les zones ou 1’énergie est supérieure au potentiel, la densité de probabilité est donnée par
I'interférence entre deux ondes de méme amplitude en quadrature alors que, lorsque I’énergie est
plus faible que le potentiel, elle décroit avec la profondeur traversée. Cette densité de probabilité
est représentée sur la figure 5.6 dans le cas d’un moment orbital £ = 6 pour trois valeurs
caractéristiques de 1’énergie : une énergie plus petite que le minimum du potentiel, 'unique
point tournant r§ étant & gauche de la barriere de potentiel finie; une énergie telle que la
particule tombe dans le puits local, i.e. Vi < w < Vipas, le systéme présentant cette fois-ci
trois points tournants; et une énergie plus grande que le maximum local du potentiel, le point
tournant 5 étant dans ce cas a droite de la barriere finie. L’échelle verticale représente & la fois
une échelle en énergie, permettant de cibler la position énergétique de chaque cas, mais aussi en
densité de probabilité : pour chaque énergie considérée, le zéro de la densité de probabilité est
symbolisé par la ligne horizontale placée a 1’énergie considérée. De plus, I'unité de densité de
probabilité est identique pour les trois cas, permettant de comparer directement les amplitudes
les unes par rapport aux autres. Finalement, la partie & gauche du maximum local n’est pas
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clairement représentée. Cependant, le potentiel retombant rapidement & zéro lorsque r* — —o0,
la densité de probabilité est donnée avec assez de précision par 'interférence d’ondes planes a
la fréquence w :
1 T
lim p(r*) = 3 [1 + cos (2wr* + )+ (P)] , (5.100)

7*——00 2

la phase ¢ prenant en compte la borne inférieure de l'intégration. Les divergences apparaissant
a chaque point tournant illustre la non validité de 'approximation WKB dans de telles régions.
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F1G. 5.6 — Densité de probabilité de présence en fonction de la coordonnée tortoise r* juxtaposée
au potentiel (trait plein) pour un moment orbital £ = 6 et pour n = 0.1 : la ligne en tiret
représente le cas w < Vi, case, la ligne en pointillé au cas Viin < w < Viper et la ligne
alternée tiret-pointillé au cas w > Vi,42. Chaque densité de probabilité est placée a la hauteur
de son énergie, la ligne horizontale symbolisant le zéro de cette densité. Les différents points
tournants sont aussi représentés et 1’énergie de chaque cas peut étre déterminée, soit en unité
de /|A] sur I’échelle de gauche, soit en unité de rz' a droite.

Spectre et largeur de bande des résonances

La présence d’un puits de potentiel local entraine ’apparition d’états quasi-stationnaires
dans la gamme d’énergie se trouvant entre le minimum et le maximum local du potentiel. Ces
états quasi-stationnaires correspondent & des résonances dans la densité d’états entierement
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caractérisées par leur position en énergie et leur largeur de bande, ces deux quantités étant
respectivement données par la partie réelle et la partie imaginaire des fréquences propres com-
plexes. Compte tenu de la forme compliquée du potentiel, il est évident que les caractéristiques
des résonances ne peuvent étre déterminées analytiquement. Il est alors possible de déterminer
ces quantités soit de manieére exacte & I’aide d’investigations numériques soit de maniere ap-
prochée en utilisant les résultats semi-classiques présentés précédemment, permettant ainsi une
premiere estimation des caractéristiques des résonances. A 'ordre semi-classique, les parties
réelles et imaginaires des fréquences propres se calculent séparement : 1a partie réelle correspond
aux fréquences de résonance dans le puits et sera donc donnée par la regle de Bohr-Sommerfeld
tandis que la partie imaginaire représente le nombre de particules par unité de temps qui
traverse la barriere de potentiel finie par effet tunnel et sera donc donnée par la probabilité
tunnel T' & I’ordre WKB multipliée par le nombre de collisions de particules unité de temps. La
fréquence complexe v = w — i’ est déterminée, dans "approximation semi-classique, grace aux
deux relations suivantes :

TE 1
/ V@ = VE(r)dr = (n + 5) m (5.101)
s
Fn’g = Wnpe X T. (5102)

La probabilité tunnel & 'ordre WKB peut étre calculée grice & la formule (5.53). Cepen-
dant, cette expression n’est valable que pour des barrieres élevées en comparaison & ’énergie
considérée. Or, dans ce cas précis, les énergies, c’est a dire la partie réelle des fréquences propres,
seront souvent comparables au maximum local du potentiel et la formule (5.53) n’est alors plus
valable car l'effet tunnel aura lieu proche du seuil. Le probleme de la diffusion pres du seuil a
Vordre WKB a été traité dans les références [77, 78] ot une méthode valide, que ’énergie soit
plus faible ou plus élevée que le maximum du potentiel, est proposée. Avec une telle méthode,
la probabilité tunnel est alors donnée par :

_ 1
= [ D (5.103)
avec 1/2
) d2p2 'f‘* -
p+1/2 = ip*(rf o) l2 % (5.104)
Thmas

*

* aps 1& quantité p + 1/2 sera un imaginaire pur et

La dérivée seconde de p? étant négative en r
la probabilité T sera bien réelle.

Le calcul explicite des fréquences propres dans le cas de la propagation dans un espace-temps
SAdS requiert de prendre certaines précautions. En particulier, ne pouvant inverser la relation
r* = f(r), il est donc impossible d’exprimer explicitement le potentiel comme une fonction de
r*. Cependant, comme le passage de r & r* est une bijection croissante, nous pouvons utiliser
directement la coordonnée radiale de Schwarzschild r plutot que 7*. Ainsi, les positions rm,in
et Tmaee des extrema seront données en résolvant 1’équation dd—V: = 0 et les points tournants
r; en résolvant I’équation V2(r) = w?. Une fois passées dans le systéme de coordonnées de

Schwarzschild, les parties réelle et imaginaire des fréquences propres se déduisent des deux

relations ci-dessous :
ro dr 1
2 _V2p)— = — .1
/T2 Vene =V (T)h(r) <n+ 2) ™ (5.105)

Wn,¢
Fn,f 1 + eQiﬂ(p—‘,—l/?) ’ (5106)
avec L1
. d d
w4+ 1/2 = ip*(rmaz) l2% (h(r)% (h(r)p® (r))) ] . (5.107)
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Pour déterminer les valeurs de wy ¢ et de I'y, ¢ des calculs numériques sont pourtant indispen-
sables, tout d’abord afin de déterminer la position des extrema du potentiel ainsi que les points
tournants r, et rg, ensuite pour résoudre I’équation algébrique que constitue la regle de Bohr-
Sommerfeld et aboutir & wy . Une fois la partie réelle déterminée, il est aisé de calculer la
largeur de bande puisque ’expression de u + 1/2 peut se calculer analytiquement en fonction
de wy ¢ et Tymqe. Les fréquences propres vy, ¢ peuvent étre considérées comme des fonctions de
quatre variables : 'entier n, le moment orbital £ et les deux échelles de grandeur caractéristiques
des espace-temps SAdS rg et Rags. Les études numériques a 'ordre WKB tendent & montrer
que U'influence des parametres (n,£) peut étre découplée de celle des parametres (rg, Raqs)-
Plus particulierement, ces fréquences propres peuvent toujours s’exprimer en unité de RZ}iS et
se sépareront en produit de deux fonctions, une dépendant du couple (n, £) et autre du rapport
n=rg/Rags :

(5.108)
(5.109)

Wn,¢
Fn,l =

5 (nae) X 92(77) X RZ}iS;
g93(n, £) x ga(m) X Ry

La décomposition ci-dessus n’est cependant pas mathématiquement prouvée et n’est probable-
ment valable qu’a l'ordre semi-classique. Les résultats seront présentés en unité de chlis pour
quatre valeurs du rapport 1 de hiérarchie de taille, n = {0.0005,0.001,0.01,0.1}, correspondant
tous & des cas ou la barriere de potentiel finie est présente & tous les ordres multipolaires.
L’ensemble des résultats est présenté dans les tableaux 5.1 & 5.4. Les traits apparaissant dans
le tableau 5.4 pour certaines valeurs du couple (n,£) signifient que ces modes de résonance ne
sont pas autorisés car ils correspondraient a une énergie supérieure & Vi q5-

| n=0 | n=1 | n=2 | n=3
=0 2.49 — 0.24 4.51 — i0.44 6.52 — i0.63 8.53 —40.83
=1 3.82 — i0.02 5.82 —0.04 7.82 —40.05 9.82 —40.07
?= 4.86—141.610"° | 6.86 —42.310°° | 8.86—143.010"° | 10.85—43.7 103
=31 58 —i9.010° [ 788 —41.210° % | 988 —:1.510% | 11.87—i1.810° ¢
(=4168 —i46107% | 888 —46.010% | 10.88 —i7.310°°% | 12.88 — 8.7 10~ F
=5|789—-42310"7]9.80-42910"7 | 11.88—43.510"7 | 13.88 — 4.1 10—~

TaAB. 5.1 — Fréquences propres complexes (v, X Rags) pour n = 5 x 10~* en fonction du
nombre quantique orbital £ et de 'entier n impliqué dans la regle de quantification de Bohr-
Sommerfeld.

Lorsque le rapport 7 tend vers zéro, cela signifie que ’espace-temps devient purement AdS et
les états quasi-stationnaires doivent tendre vers les états stationnaires obtenus dans un univers
AdS. Excepté pour le cas £ = 0, nous voyons que la partie imaginaire de v, tend bien vers
zéro et la partie réelle vers (2n + £ + 3)RZés quand n — 0. Cependant, dans le cas £ = 0 la
partie réelle ne tend pas vers la fréquence propre obtenue dans le cas AdS, valant & l'ordre
semi-classique, (2n + % + ﬁ)RZ}iS, mais vers le résultat suivant :

lim (wn,0) = (2n +1+ \/5) R,ls,

n—0

(5.110)

qui correspond au résultat qui aurait été obtenu si le fait que le puits de potentiel dans un
univers AdS présente un mur infiniment pentue en r* = 0 et £ = 0 n’avait pas été pris en
compte. Pourtant cette précaution n’a pas a étre considérée pour un espace-temps SAdS, la
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| n=0 | n=1 | n=2 | n=3
(=0 2.51 —10.24 4.54 — 70.44 6.55 — 10.64 8.56 — 10.83
/=1 3.83 —20.027 5.82 —30.042 7.82 —30.057 9.81 —40.071

(=21 48 —-41.610"3 | 6.86 —¢2.3 1073 | 8.86—143.010~° | 10.85—i3.7 10~3

=358 —49.010° [ 7.87—41.210 * | 987 —41.510 % | 11.87—i1.810 *
(=468 —i4610°% | 888 —146.010°% | 10.88 —i7.4 10~ | 12.88 — 8.7 10~ F
=51 789 —i23107 | 989 —429107 | 11.89 —43.5 107 | 13.88 —i4.1 10—~

TAB. 5.2 — Fréquences propres complexes (v, ¢ X Raqs) pour 7 = 1073 en fonction du nombre
quantique orbital £ et de entier n impliqué dans la régle de quantification de Bohr-Sommerfeld.

|| n=>0 | n=1 | n=2 | n=3
£=0 2.61 —¢0.26 4.64 — 10.47 6.63 —:0.70 8.62 — 10.97
/=1 3.82 —10.028 5.79 —40.044 7.77 —40.060 9.74 —40.079

(=21 485 —i1.7103 | 6.83—42.41073 | 881 —:3.210"3 | 10.78 — 4.1 10~3

=3 || 5.87—49.2107° | 7.85—-i1.210 % | 9.83—i1.6 10 * | 11.80 —42.0 10~ *
(=41688—i4.8107%]8.86—1:6.210° | 10.84 —i7.710°° | 12.82—-49.3 10°F
(=5 788—-i2410"7 | 9.87—43.010°7 | 11.85—i3.710~7 | 13.83 —i4.4 10~

TAB. 5.3 — Fréquences propres complexes (V¢ x Raqs) pour 7 = 1072 en fonction du nombre
quantique orbital £ et de I’entier n impliqué dans la regle de quantification de Bohr-Sommerfeld.

barriére de potentiel n’étant pas infiniment pentue, ni & gauche ni & droite, et ce pour tous les
ordres multipolaires. Autrement dit, & 'ordre WKB, il existe une transition singuliére entre les
espaces-temps SAdS et un univers AdS. Il peut cependant étre conjecturé qu’un tel comporte-
ment persiste & un ordre purement quantique puisque le potentiel SAdS ne semble pas tendre
continiment vers le potentiel AdS lorsque le rapport 5 tend vers zéro. Il reste tout de méme a
se poser la question de savoir si une telle transition d’un espace-temps SAdS vers un Univers
AdS peut avoir lieu car cela signifierait qu’un trou noir puisse s’évaporer totalement sans laisser
de singularité nue. Il est aussi important de noter que dans un Univers ol le nombre total de
dimensions serait strictement supérieur & 4, alors la discontinuité du potentiel en espace AdS
en (r*,£) = (0,0) disparait : quel que soit l’ordre multipolaire, le potentiel AdS diverge quand
r* — 0. Ainsi la transition singuliere entre espace-temps SAdS et AdS disparait elle aussi.

5.2.3 Conclusion

Il a été montré dans ce chapitre que la propagation de particules scalaires dans un espace-
temps de type Schwarzschild peut étre facilement abordée & l'ordre semi-classique. Pour cela,
j’ai démontré que ’ensemble des résultats semi-classiques connus en Mécanique Quantique se
retrouvait dans le cas relativiste grace a un developpement du propagateur quantique autour
du chemin classique. Cela requiert cependant de garder & D’esprit que la relation de dispersion
n’est plus donnée par la loi de Hamilton-Jacobi non-relativiste mais par la relation de dispersion
qu’aurait une particule relativiste dont la masse dépend de la position. L’apparition de cette
masse effective dépendant de 1’espace correspond & ’effet commun du potentiel gravitationnel
et du potentiel centrifuge.

Ce formalisme semi-classique a alors été appliqué dans le cas de la propagation de particules
scalaires dans des espaces-temps Anti-de Sitter et Schwarzschild-Anti-de Sitter. J’ai montré
dans le premier cas que le spectre de fréquences normales du champ doit étre discret. Les
valeurs de ces fréquences sont déterminées & 1’ordre semi-classique mais aussi de maniére exacte,
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| n=0 n=1 n=2 n=3
T=0] 265-i0.75 ] ] 7
=1 3.6-i0.12 54— i0.95 / i
(=21 4.74—i8.6 1073 6.52 — 40.055 8.22 —10.459 9.81 —:3.42
=3 | 5.77—45.510"* | 7.58 —i2.8 103 9.34 — ¢0.019 11.03 —20.15
(=416.79-434107° | 862—41.510"* | 10.41—-48.210~* | 12.15—45.5 10~3
£=5]780—-4i2.010% | 9.65—48310 % | 11.46—i3.910°° | 13.23 —i2.210*

o

TAB. 5.4 — Fréquences propres complexes (v, ¢ X Raqs) pour 7 = 107! en fonction du nombre
quantique orbital £ et de entier n impliqué dans la régle de quantification de Bohr-Sommerfeld.

permettant une évaluation empirigue de la précision du développement WKB en espace AdS :
Perreur relative sur le spectre de fréquences normales, & I’ordre WKB, n’excede pas quelques
pourcents et tombe trés rapidement en-dessous du pourcent pour des fréquences plus élevées.

Une telle précision suggere d’appliquer cette approximation au cas des espaces-temps SAdS
pour lesquel aucun résultat exact, analytique ou numérique, n’est connu. J’ai pu alors montrer
que des résonances dans la densité d’états apparaissent puisque le potentiel affiche un puits
local. Les caractéristiques de ces résonances, spectre en fréquence normale et temps de vie, ont
été évaluées a l'ordre semi-classique. Cette étude souléve un point particulier des espaces-temps
AdS et SAdS : pour un nombre de dimensions égal & 4, le spectre en énergie des résonances
monopolaires subit une transition singuliere lors du passage d’un espace SAdS a un espace AdS.
Ce point est doublement intéressant : il touche d’une part & la fin de vie des trous noirs (si le
trou noir ne disparait pas, alors la transition singuliere ne peut avoir lieu) et d’autre part, il
n’apparait que si I’espace-temps est quadri-dimensionnel (pour D > 4, le potentiel en espace
AdS est un puits de potentiel & tous les ordres multipolaires).

Différentes pistes peuvent alors étre envisagées pour étendre ces études semi-classiques.
La premiere voix, présentée dans le chapitre qui suit, consiste & effectuer ce développement
autour des solutions classiques dans l’espace des configurations de champs, ®(Z,t), plutét que
dans l'espace de configuration & une particule, (£%). La deuxiéme voix, en cours d’investigation
[91], consiste quant & elle & généraliser ’approximation semi-classique & n’importe quel type
d’espace-temps afin d’obtenir une expression WKB du propagateur décrivant la dynamique
d’une particule scalaire. Les résultats préliminaires suivant cette seconde piste soulignent d’une
part une analogie entre le propagateur pour des particules se déplagant en espace courbe et le
propagateur a énergie fixée en Mécanique Quantique non-relativiste ; la masse de la particule
dans le cas relativiste jouant un role similaire & 1’énergie dans I’étude non-relativiste. D’autre
part, les équations du mouvement semi-classiques pour la propagation dans une métrique de
fond quelconque se raménent & une équation de conservation du quadri-courant d’amplitude de
probabilité, défini & 'ordre semi-classique ; une extension naturelle du résultat obtenu dans ce
chapitre pour la propagation en espaces de type Schwarzschild.
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Chapitre 6

Développement semi-classique
dans ’espace de configuration du
champ : quelques perspectives

Les méthodes semi-classiques peuvent étre étendues au-dela de la résolution approchée de
I’équation de Schrodinger. En théorie quantique des champs, il est possible de définir deux
types d’espaces de phase : l'espace de phase & une particule (£,p), avec p = g—fg, et 'espace
de phase du champ (®,II), avec II = g—i. L’étude semi-classique précédente se tenait dans
I’espace de phase & une particule mais elle pourrait étre menée dans ’espace de phase des
champs eux-mémes. Cette extension de ’approximation semi-classique pourrait trouver des
applications prometteuses pour la propagation de champs en espaces courbes & la fois dans
le domaine de la prédiction (possibilité de calculer ’évolution du champ dans des métriques
de fond compliquées) et dans celui de I'interprétation (évolution de ’amplitude de probabilité
d’étre dans une configuration de champ donnée).

Dans ce chapitre, les préliminaires d’un formalisme semi-classique dans l’espace de confi-
guration du champ seront abordés. Pour cela, la représentation de Schrédinger de la théorie
quantique des champs [92], dont nous rappellerons dans un premier temps les principes fon-
damentaux, sera adoptée. Apres avoir clairement défini le propagateur semi-classique, cette
méthode d’approximation sera appliquée a I’étude d’un champ libre se propageant dans un
espace-temps Minkowskien et dans un espace-temps de type de Sitter. Les prémices d’une regle
de quantification @ la Bohr-Sommerfeld en théorie des champs seront aussi présentés. Enfin, les
limites d’une telle méthode seront mises en exergue dans une derniére partie, dans laquelle les
motivations de ce formalisme seront aussi rappelées.

Les développements semi-classiques présentés dans ce chapitre ne sont qu’a un stade préli-
minaire. Il ne faut donc pas voir ’ensemble de ces calculs comme des résultats définitifs mais
comme une premiere estimation des possibilités semi-classiques dans I’espace de configuration
du champ, la rigueur mathématique n’étant pas toujours au rendez-vous.

6.1 Représentation de Schrodinger en théorie des champs

La version la plus populaire de la théorie quantique des champs consiste en une interprétation
en terme de particules basée sur une procédure de seconde quantification dans une approche
de type Heisenberg. La théorie quantique des champs peut cependant aussi étre abordée dans
une vision de type Schriodinger : les états quantiques évoluent avec le temps et il est possible de
définir un systeme d’états physiques décrivant la probabilité d’étre dans une configuration de
champs donnée. Cette représentation de Schrodinger se base sur une approche Hamiltonienne
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et fait appel au calcul fonctionnel.

Mon objectif étant de formuler le développement semi-classique dans I’espace de configura-
tion de champ, la formulation de Schrédinger de la théorie quantique des champs est indispen-
sable : elle permet une correspondance directe entre l’espace de configuration & une particule
(%) de la Mécanique Quantique non-relativiste avec ’espace du champ (®(%)) de la théorie
quantique des champs. C’est dans cette formulation qu’il est possible d’investiguer les chemins
quantiques suivis par le champ et d’effectuer un développement perturbatif autour du chemin
classique.

6.1.1 Equation fonctionnelle de Schrodinger

L’idée maitresse de cette représentation est de définir ’équivalent de la fonction d’onde
utilisée en Mécanique Quantique non-relativiste : la fonctionnelle de Schrédinger qui sera une
fonctionnelle des configurations de champs. Il est assez simple de déterminer une analogie directe
entre cette représentation et la Mécanique Quantique non-relativiste. Les quantités dynamiques
de la Mécanique Quantique et leur analogue pour la théorie de champs, ainsi que les espaces

N

de Hilbert associés & ces quantités dynamiques, sont représentés dans le tableau 6.1. Tout

Mécanique Quantique Théorie Quantique des Champs

z (%)

|z) tel que % |z) = T |z) |<I>) tel que & |<I>) o(Z) |P)
p=—ihl (&) = —ihsgs

(@, 1) (), 1

|9(t)) tel que (z[y(t)) = ¢ (1) | [¥(E)) tel que (@|U(t)) = ¥ [®(Z),1]

TAB. 6.1 — Opérateurs canoniques et fonction d’onde en représentation de Schrédinger de la
Mécanique Quantique et leur équivalent en théorie quantique des champs.

comme en mécanique quantique, il est possible de définir un espace de Hilbert |¥(¢)), dont les
vecteurs de base évoluent avec le temps et renseignent sur la densité de probabilité pour que
le systeéme soit dans une configuration de champ donnée. Les valeurs moyennes des quantités
observables sont obtenues en moyennant leur opérateur associé sur ’état quantique dans lequel
le systeme se trouve. Enfin, il est facile de vérifier que la regle de commutation canonique,
[®(Z),I1(#')] = ihd(Z — &), tient toujours grace & la définition de 'opérateur impulsion. Notons
que cet opérateur se définit comme la dérivation fonctionnelle par rapport au champ ® considéré
comme fonction des seules variables spatiales puisque lapproche Hamiltonienne supprime la
dépendance en temps des opérateurs d et I1. La notation 5<1>(*) dénote la dérivation fonctionnelle

définie par [93] :

(6.1)

G [f(@) +ed8*(§ - 2)] - G[f(@)]
s .
Dans la définition ci-dessus, la dérivation fonctionnelle se fait par rapport a des fonctions qui
seront considérées comme des fonctions des seules variables d’espace. Une telle définition aboutit
3 la relation g;g”ﬁ) =87 - &).

Enfin, 'évolution des états quantiques s’obtient en résolvant ’équation de Schrédinger ap-

pliquée & la fonctionnelle d’onde ¥ [®(Z),t]. Pour cela, il faut écrire la version quantique de
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I’équation de Hamilton-Jacobi, exprimée & 1’aide des variables canoniques de I’espace de phase
qui, pour un champ soumis & un potentiel, prend la forme suivante :

H= /d% [%m + % (Vo)? + V(d))] , 6.2)

lopérateur V n’agissant que sur les trois dimensions spatiales et V' représentant le poten-
tiel. L’équation d’évolution de la fonctionnelle d’onde, qui est donc une équation fonctionnelle,
procede de maniere identique & la Mécanique Quantique en remplacant I’Hamiltonien et les
deux variables canoniques par leurs opérateurs respectifs :

m wja(@), 1) = / & [ Z 5@6) %(V(I))2+V(<I>)]l11[ti>(a‘:‘),t]. (6.3)

La constante de Planck, excepté dans les cas mentionnés, sera prise égale & 1 par la suite. En
multipliant I’équation ci-dessus par ¥f, une équation fonctionnelle de continuité est obtenue

_. 3 — _
5o B@. 0+ [ st Tia@.0 =0, (6.4)
avec la densité de probabilité p et la densité de courant de probabilité J données par :
pl2@),1] = ¥[e(D),t] T [2(D),1] (6.5)
a4 = et g0 2. 4]
J[®(Z),1] 5 [lll [®(Z), 1] 6(1)(5)\Il[<l>(a:),t] HC.|. (6.6)

L’opérateur [ d%(m‘sﬁ n’est autre que la généralisation & un nombre de degrés de liberté infini
et continu de ’opérateur divergence assurant que 1’équation fonctionnelle ci-dessus est bien une
équation de continuité.

6.1.2 Espace de Fock en représentation de Schrodinger

Il est possible de trouver la représentation de Schrédinger de l'espace de Fock pour un
champ libre. Puisque les vecteurs de base de cet espace correspondent aux états propres de
I’Hamiltonien, la fonctionnelle de Schrodinger décrivant un tel état sera un état stationnaire
d’énergie E : U [®(F),t] = ¢ [®(F)] x e *Ft. Une fois cette séparation de variable effectuée,
I’équation de Schrédinger prend la forme suivante :

1

EV [$(F),t] = 3 /d% [—5(;(—3?)2 + (V®)’ +m2<I>2] T [®(Z),1]. (6.7)

Puisque le champ est libre, nous pouvons tout aussi bien travailler dans 'espace de Fourier, les
opérateurs d et 11 prenant la forme suivante :

A~ N 3 - e

b4 tel que B(F) = / (;lw’)“ S(R)eF7 (6.8)
. 5 $e 5 g

II - & tel que 55(3) = / OIS 5¢(E)e kZ (6.9)

Une définition de la dérivation fonctionnelle dans ’espace de Fourier est alors déduite et, si

appliquée 2 la fonctionnelle identité dans I’espace de Fourier, donne ‘;I;E’;.)) = (2m)303(k+¢). Cela
permet d’écrire I’équation de Schrédinger dans ’espace de Fourier, et donc de se débarrasser
des termes du type 9;P :

w [4(F). ] =%/(d3k [ S TP

5 |~ 5959 w [6(F), 1], (6.10)
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avec wi = k? + m?. 1l sera montré ultérieurement que le terme §;® peut s’interpréter comme
un couplage du champ en un point avec ce méme champ en un second point, infiniment proche
du premier. Dans 1’espace réel, ce couplage n’est pas évident & traiter tandis que dans ’espace
de Fourier, ce terme devient un couplage quadratique simple.

Pour trouver la fonctionnelle de Schrédinger pour chaque vecteur de base de 1’espace de
Fock, il suffit d’adapter la méthode utilisée pour un oscillateur harmonique : i) les opérateurs
de création/annihilation ay,/ az, sont exprimés en fonction des opérateurs canoniques de champs
/11, ii) 'état fondamental étant vide de particule, impose que 'application de I'opérateur
ar sur sa fonctionnelle donne zéro et iii) les états excités sont construits en appliquant les
opérateurs a;rg sur la fonctionnelle fondamentale. Dans ’espace de Fourier, les opérateurs de
création/annihilation s’écrivent :

1 - ) 0
w = 7 lvwm(k) N wk&j)(ic')] ’ (6.11)
R B Bt 90

ol l'opérateur impulsion est directement écrit comme la dérivation fonctionnelle par rapport a la
conﬁgurati_,on de chaimp. Puisque le champ est réel dans I’espace direct, sa transformée de Fourier
vérifie ¢! (k) = ¢(—k). En appliquant cette condition sur les opérateurs de création/annihilation,
il est montré que a;rc = a_g. Autrement dit, la création d’une particule d’impulsion E est
équivalente a la destruction d’une particule d’impulsion —k'. En appliquant 'opérateur ay, a
I’état fondamental, nous obtenons I’équation fonctionnelle suivante pour la fonctionnelle de
Schrodinger o de P'état vide [94] :

l ; ;E) - wma'c’)] v [6(R)] =0, (6.13)

. . . . , . —1/2
dont la solution est donnée par une gaussienne centrée en zéro et d’écart-type w, /

Yo [$(F)] = Nexp (—% / %wk [6(R)

2). (6.14)

Dans ’espace réel, cette fonctionnelle s’écrit [94] :

o [®(F)] = N exp (—% /d3m<I>(:E')\/m2 - V2<I>(:E)>. (6.15)

Nous n’avons plus qu’a appliquer les opérateurs création sur la fonctionnelle ci-dessus pour
obtenir 'ensemble des vecteurs de bases. Pour simplifier les calculs, nous travaillerons dans
une approximation discrete dans espace de Fourier : [d®k/(2m)® — 3°,. La fonctionnelle
fondamentale prend alors la forme suivante :

%o [c;S(E)] = N[ exp (—%wk ‘qs(i?)‘z). (6.16)
k

11 suffit maintenant d’appliquer successivement les opérateurs création & une impulsion & donnée
pour obtenir les états a plusieurs particules, le résultat attendu devant étre similaire a celui
des états excités d’un oscillateur harmonique. Plus précisément, la fonctionnelle a plusieurs
particules sera, par extension de la fonctionnelle ci-dessus, le produit tensoriel de différents
oscillateurs harmoniques, chaque fréquence correspondant & 1’énergie de la ou des particules, la

IMentionnons que dans la décomposition du champ, particules et antiparticules sont identiques.
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variable de position z étant remplacée par la valeur du champ d)(E) a Iimpulsion considérée.
Commencons par I’état a une particule a I’énergie wj, :

¥, [B(@)] = afto [6(F)] = v/2rd(-Do [9(F)] - (6.17)

Dans cette expression, on voit clairement que cet état correspond bien au produit tensoriel d’une
excitation d’un oscillateur harmonique & la fréquence wy, i.e. une particule & I’énergie wq, avec
une infinité d’oscillateurs harmoniques non-excités, i.e. vide de particules, ayant une énergie
différente de w,. En appliquant n fois I’opérateur ag avec les constantes de normalisation, qui
sont de fait rigoureusement égales a celles d’un oscillateur harmonique, nous obtenons pour

létat |ng) la fonctionnelle ci-dessous :

W )1/4 Hy, (y@$(=)

™ 2”qn

G, = ( do [#(F)] - (6.18)
La fonction H,,, dénote le polynome de Hermite d’ordre n,. Nous pouvons maintenant construire
n’importe quel état |...,ny, ...) ayant plusieurs particules & des énergies différentes qui prendra
donc "apparence du produit tensoriel de plusieurs oscillateurs harmoniques a différents degrés
d’excitation :

- 14an \/_¢( ) 1 o2
wnﬂwpn[¢ﬂﬁ]:aN' EI(“*) / S@Fﬂﬂﬁ )e*§“4¢“” . (6.19)

L’énergie d’un tel état s’obtient finalement en injectant cette solution dans ’équation de Schrodin-
ger (6.10). L’énergie vaut alors :

s Z%@+) (6.20)

qui est, heureusement, égale & I’énergie obtenue dans ’approche standard. Enfin, dans 'ap-
proximation d’un spectre discret, les vecteurs de base de ’espace de Fock ont la représentation
de Schrédinger suivante :

Wk ) 1/4 Hny, (M(ﬁ(—ﬁ))

Uy [0001] = NS (2

6.21
" V2rkmy,! ( )

™

X exp (—iwk (nk + %) t— %wk ‘¢(E) 2) } )

qui correspond bien au produit tensoriel d’excitations d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques,
non-couplés les uns aux autres puisque le champ est libre.

La représentation de Schrédinger de 'espace de Fock pour un champ scalaire libre avait aussi
été déterminée par les auteurs de la référence [95] & ’aide de deux méthodes. La premiére consiste
a résoudre directement 1’équation de Schrodinger pour des états stationnaires en cherchant les
solutions sous forme gaussienne. La seconde procede de maniére identique & celle exposée ci-
dessous mais généralisée au cas d’un spectre continu dans ’espace de Fourier. Dans ce cas ci, une
généralisation & un nombre de degrés de liberté continu des polynémes de Hermite intervient
dans la fonctionnelle :

v, [¢(E),t] = Ne iBatp, [...,¢(i£,-),___; 1‘5] bo [4)(1‘5)] , (6.22)

dont une expression explicite est fournie dans la référence [95]. Une construction de l’espace
de Fock en représentation de Schrédinger dans ’espace réel et dans l'espace de Fourier, se
trouve dans la référence [92]. La méthode est identique & celle présentée ici en appliquant les
opérateurs création exprimés dans ’espace réel sur la fonctionnelle de I’état fondamental donnée
par 'expression (6.15).
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6.1.3 Propagateur quantique
Définition et équation d’évolution

A partir de cette approche de Schrédinger, il est possible de définir un propagateur quantique
donnant la probabilité que le systeme présente la configuration ® & un instant ¢, celui-ci étant
dans la configuration ®y & un instant initial ¢3. Ce propagateur s’exprime naturellement en
fonction de Popérateur évolution U(t, to) :

K [®,t, B0, t0] = (®,t|®0,t0) = (B| U(t, o) |®o) Ot — to). (6.23)

Puisque les états |¥(t)) forment une base de I’espace des états physiques, nous pouvons exprimer
ce propagateur en fonction des fonctionnelles de Schrédinger & ’instant initial et final :

K[®,t,80,t] — / D[] (8] T (¢, o) [T (t0)) (T (f0)| o) O(t  to) (6.24)

/D[lI!]lIl[(I>,t] Tl [®, 1) O(t — to),

avec la mesure du champ donnée par D [¥] = H d®(Z). L’évolution du propagateur s’obtient
xr

en lui appliquant Iopérateur 52 :

E -
.0 . t 0
zaK[Q,t, Dg,t0] = i [ D[T(te)] T [P, to] ai’[@,t]@(t—to) (6.25)
+i [ D) ¥ [0, 10] ¥ (2,156 1),
qui devient ,
ZE%K [q)a t7 ‘I)OatO] = I_irK [(}, t7 (I)07t0] + ’Lh(;(q’ - q>0)5(t - tO)a (626)

puisque ¥ est solution de I’équation de Schrédinger 9, ¥ = HU. La constante de Planck a été
de nouveau introduite dans I’équation ci-dessus car cette derniére représente ’équation centrale
de I’évolution du propagateur.

Propagateur pour un champ libre

Grace a la représentation de Schrédinger de 'espace de Fock pour un champ libre, le propa-
gateur quantique peut étre explicitement dérivé. Les états |...,ng, ...) formant une base ortho-
normée, ce dernier sera le produit sur chaque mode de Fourier E du propagateur d’un unique
oscillateur harmonique :

K[ptdo,to] = D oo, [d)(’?);t] Tl . [d)o(l?),to] (6.27)
= 1> % (45(’;);'5) ‘I'Ernk) (¢0(E),t0) : (6.28)
k Nk

La fonction ¥(,,) correspond a la fonction d’onde d’un état excité d’ordre ny d’un oscillateur
harmonique de fréquence wy dont les arguments sont la valeur du champ ¢ en k et le temps.

Puisque ® est réel, ¢! (£) = ¢(—k). Nous prendrons comme convention pour le calcul du propa-
gateur que ¢ = ¢(k) et ¢! = ¢(—k) ainsi que At pour I'intervalle de temps (t —to) afin d’alléger
les écritures.
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Pour effectuer la somme sur Uentier n, nous utilisons la régle de somme des polynoémes de
Hermite qui s’écrit [96], pour des arguments réels :

n 2 2
_(w2+y2)2 z (@), (y) = 1 (_3: +y —2xyz>
e H,(z)H,(y) = ———exp|{ ————————— ]. (6.29)
| n n .2
= 2mn! V1—22 1-=%

Cette somme apparait dans le propagateur quantique pour un champ libre, une fois les fonctions
U (,,) explicitement écrites, avec des arguments complexes :

Klp,t;60,0) = [[D \/LT'“ Hoe (V25 2%”:’“ (v&ido) (6.30)

k ng

X exp <—iwk [nk + %] At — %wk [|¢|2 + |¢0|2D-

Une fois la regle de somme étendue au cas d’arguments complexes, le propagateur prend alors
la forme suivante :

K 9.t o, to] H \ 2z7rs1n 2imsin (wi At) xp Ek 91" + 6ol ]) (6.31)

(] i)

Finalement, ’expression du propagateur ci-dessus se simplifie en combinant les deux exponen-
tielles pour donner ’expression suivante :

K¢, do,to] H \/ 2imsin ( kat ( [2 sin ( ukat)] (6.32)
X [ (|¢|2 + |q§0|2) cos (wrAt) — 2Re [¢! o] ])

1l est de nouveau retrouvé qu’'un champ libre est un ensemble d’oscillateurs harmoniques non-
couplés puisque son propagateur est donné par le produit tensoriel des propagateurs de chaque
oscillateur harmonique a la fréquence propre wy, [97].

6.2 Développement semi-classique

6.2.1 Propagateur a 'ordre semi-classique
Expression générale

Le propagateur quantique en théorie de champ peut aussi s’écrire comme une intégrale de
chemin sur ’ensemble des configurations de champ liant ’état initial & ’état final, Pamplitude
de probabilité d’étre sur un chemin donné étant fournie par I’action :

(1)

K [, B0, to] = / D [8] exp ( isa, E]) (6.33)

D¢ (to)

La notation @ signifie tous les chemins que suit le champ. Le propagateur est ici écrit en
faisant apparaitre la constante de Planck en vue du développement semi-classique qui consiste
a ne considérer, comme dans ’espace de phase & une particule, que les premieres corrections
quantiques autour du chemin classique. Pour cela, nous effectuons un développement limité au
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deuxiéme ordre de I’action autour de sa valeur sur le chemin classique. En écrivant & = &+ §®2,
ce développement prend la forme :

S (8,7 = So [8,7] + 51 [8,7] + 5, [8,7] + 0 (52°), (6.34)
avec
So[8,] = § [é,t] (6.35)
S84 = 0 (6.36)
S0 = 5 [ad [(at(s:p)z - (vep)* - 0 ] (5@)2]. (6.37)

Le terme d’ordre zéro correspond & I’action classique. Celui du premier ordre est évidemment nul
en vertu du principe de moindre action % = 0. Enfin, le terme d’ordre 2 décrit ’action d’un

champ quantique de masse effective m? donnée par la courbure du potentiel autour du chemin
classique. Tout comme dans ’espace de phase & une particule, I’approximation semi-classique
revient donc a se limiter au terme d’ordre deux dans le potentiel et cette approximation fournira
donc des résultats exacts si le potentiel est quadratique. Le propagateur, & ’ordre semi-classique,
prend alors la forme suivante :

R0t = op (1500,680.0]) (6.38)

(5¢(t):0 _ z _ B
<[ pswlen (_52 [5<I>,t]).
d¢o(to)=0 h

Le terme quantique dans le membre de droite de I’équation ci-dessus dépend des configurations
initiale et finale du champ via la dérivée seconde du potentiel qui est une fonction de @,
donc de ses valeurs limites. La partie quantique du propagateur peut alors s’écrire comme une

fonctionnelle des configurations de champ initiale et finale :

K [®,t; B0, to] = F [, t; o, to] exp (%S[@,t;@o,to]) (6.39)

Expression des premiéres contributions quantiques

Il reste & déterminer ’expression de la fonctionnelle F' qui prend en compte les premieres
corrections quantiques. Pour cela il est nécessaire d’étendre a un nombre de degrés de liberté
infini les résultats obtenus par C. Morette concernant le propagateur semi-classique dans le cas
d’un systéme & quatre degrés de liberté [99]. Il est montré dans la référence précédente que le
propagateur semi-classique dans ’espace de configuration & une particule (:U” (T))MZOM b T
étant le temps propre et D le nombre de dimensions d’espace-temps, prend la forme suivante :

1
2

K [z (1); 2 (r0)] = (2imh) %

S i
_gr L&l (). P
(}t?/t l@x”@xﬁ] X exp (hS [z#(7); x§ (T())]). (6.40)
Dans cette expression le nombre de dimensions intervient car il représente le nombre de degrés
de liberté. Dans le cas du propagateur semi-classique dans ’espace de configuration de champ,

les degrés de liberté seront les valeurs du champ prises en chaque point d’espace, le temps étant
ici un parametre équivalent au temps propre dans I’espace de phase & une particule. L’amplitude

2Toute quantité A évaluée sur le chemin classique sera notée par la suite A.
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due aux contributions quantiques dans le propagateur semi-classique devrait étre donnée par :

2

528

F @ .(P = SH(ASDA (7
[®,t; Bg, to] G

(6.41)

det l(Ziwh)
&y

2

528
5®(Z)0(7)

II

-

T

(2imh)

Le passage de la premiere a la seconde ligne se fait aisément puisque nous ne considérons que
des théories dont la densité lagrangienne n’implique la valeur du champ et de ses dérivées qu’en
un unique point d’espace-temps. Le déterminant est alors diagonal et peut se simplifier en un
produit infini sur tous les points d’espace. Puisque le calcul de la référence [99] est valide pour un
nombre arbitraire de degrés de liberté, la généralisation ci-dessus est 1égitime. Il est cependant
préférable de vérifier que ce résultat est bien exact, la fonctionnelle F' se calculant en deux
étapes : son module carré est d’abord déterminé par une propriéte d’unitarité du propagateur,
puis la phase par le fait que le processus est markoffien®.

) N L2
Détermination du module carré |F|” :

En faisant tendre ¢ vers tg, la configuration de champ finale doit tendre vers la configuration
de champ initiale. Le propagateur étant une amplitude de probabilité, cette condition d’unitarité
se traduit par :

[ DI K (0,850, t0] K [0, 850, t0] = 5 (B0 — ). (6.42)
Pour simplifier le calcul de l’intégrale ci-dessus, nous allons supposer un trajet infinitésimal :

t =tg+ 0t et & = &g + §®. L’action peut alors étre développée autour de sa valeur en @, le
temps t étant ici un parametre :

68
L))

(@0 (%) — 2(Z)) - (6.43)

S[®,; o, to] 2S[®at;@;t0]+/d3$
(]

Ce développement est alors injecté dans la condition d’unitarité pour donner :

50— 2) = [ DIBF[B,t:00,t0] F! (8, %), 0] (6.44)
' 85
X exp (%/d3x(<}0(i") - <I>6(:Z")) X <3 )
®
Comme il I’est montré dans lannexe A, la quantité % = IIy(Z). Nous effectuons alors le
changement de variable d’intégration suivant :
® — I (6.45)
. ~1
01l -
D[® D |Iy| . 4

Ce changement de variable est naturel puisque lors d’'un déplacement infinitésimal, I'impulsion
Ty suffit & définir la configuration d’arrivée ®. Finalement, pour calculer explicitement la condi-
tion d’unitarité, nous prenons de nouveau ’approximation discréte afin d’obtenir un produit de

3Un processus markoffien est un processus dont I’événement & un temps t; ne dépend que de I’événement
au temps t;_1. Pour ces processus, il y a multiplaction des probailités (des amplitudes de probabilités pour la
Meécanique Quantique) d’événements successifs.
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fonctions exponentielles :

~ —1
[Is@@-2@ = I / (afto(@) |F (3, 30)” (%) (6.47)

x

oll nous avons utilisé le fait que F[®,; ®o,to] F1 [®,¢; B),t0] = |F [®, B]|*. Cette égalité est
possible car les chemins considérés sont infiniment proches. Nous avons aussi tenu compte de
ce que la fonctionnelle F[®, ®] est du type exp ([ d®zf(Z)) pour transformer, dans approxi-
mation discréte, la fonctionnelle |F[®, &]|” en un produit infini de fonctions |F(®(F), B0 ())|”.
Pour qu’en chaque point d’espace, la condition d’unitarité soit remplie, il est nécessaire d’avoir :
1 6T,
27h 09()’

|F (®,®)|" = (6.48)
afin de faire apparaitre le produit d’ 1ntegra1e du type (2mh) ! [ e (u= vPdp dont la valeur est
8(u —v). En utilisant I’expression de Iy comme la dérivation fonctionnelle de ’action classique
en ¥, et en prenant le produit sur tout ’espace des fonctions |F (P, tI>0)|2, P’expression pour la
fonctionnelle |F [®, ®o]|> est alors en accord avec celle proposée dans la formule (6.41) :
2 5*5
F[®, %" = 2rh)~ 7. 6.49

Détermination de la phase de F' :

Dans le cas d’un nombre fini de degrés de liberté, la phase de la fonctionnelle F' se détermine
en appliquant la propriété de semi-groupe [100]. Pulsque Iopérateur évolution satisfait & ’équation
Ult,to) = U(t, t1)U(t1,to), Iévolution de Pamplitude de probabilité décrit un processus mar-
koffien et le propagateur, qui appartient & un semi-groupe, vérifie :

K [z} (1); 2% (70)] /K[xb )| K [ (3); 2 (10)] datf (6.50)

Cette condition sur le propagateur semi-classique impose une phase de —m/4 pour chaque
degré de liberté justifiant la forme du propagateur semi-classique pour un systeme & D degrés
de liberté donné dans la formule (6.40). Cette condition tient toujours dans le cas d’un nombre
de degrés de liberté infini et prend la forme :

La fonctionnelle F' et I'action classique étant diagonales en Z, le propagateur semi-classique
peut s’écrire comme un produit infini sur chaque point d’espace et la condition de semi-groupe
ci-dessus devient une condition de semi-groupe en chaque point d’espace :

HK ) 580 t) = ] / d43:(H) K (B(3), t; 8:(7), ;) (6.52)

Cette condition s’applique & chaque degré de liberté de facon identique a la détermination de
la phase pour un nombre fini de degrés de liberté. La fonctionnelle F' aura alors une phase de
—m /4 par degré de liberté :

F[@,t;cbo,to]zl;[ \/211% i ‘;5%() (6.53)



O0.2. DEvVELOPERMEINL SENMI-CLASOIQYUL

Dynamique semi-classique

Une équation du mouvement pour la fonctionnelle semi-classique F' [®,t; ®¢, o] se dérive en
introduisant ’ansatz (6.39) dans I’équation d’évolution du propagateur. Une fois injectée dans
I’équation de Schrédinger et en se limitant au premier ordre en A, la fonctionnelle F' est solution
de I’équation suivante :

27,7'1 = —ih2E
O P e LR
5¢(i)) +(V)* +2V(?)

Le terme d’ordre zéro en constante de Planck correspond & ’équation de Hamilton-Jacobi pour
un champ scalaire (voir annexe A) et s’annule donc. La fonctionnelle F' est alors solution de

I’équation fonctionnelle suivante :
85 ) 1( &8
(5@(:3)) 55(@ 2 (5@(:3)2)] F=0. (6.55)

Ces calculs sont similaires au développement semi—c1a551que de la Mecamque Quantique non-
relativiste. En particulier, en appliquant I'opérateur 2 5; & la fonctionnelle |F| nous obtenons
aussi 'approximation semi-classique de ’équation de continuité (6.4) :

qui est la généralisation & un nombre de degrés de liberté infini de I’équation de continuité
semi-classique en Mécanique Quantique :

AEEIE 4 v (P ri ) =o. (6.57)

De maniere tres similaire, la fonctionnelle |F|2 représente la densité de probabilité et le produit
de cette densité avec I'impulsion classique II |F‘|2 la densité de courant de probabilité, tous deux

a Dordre semi-classique. En appliquant successivement ’opérateur % puis % a I’équation de

Hamilton-Jacobi, il est possible de vérifier que Pexpression (6.41) pour la fonctionnelle |F|* est
bien solution de 1’équation (6.56).

6.2.2 Application : champ scalaire libre en espace plat et de Sitter

Application au cas d’un champ scalaire libre

Pour un champ scalaire libre classique, il est plus aisé de travailler dans I’espace de Fourier
plutét que dans Despace réel car cela permet de transformer le terme (V®)? en k2 |4|* tout en

conservant une action diagonale vis-a-vis du mode de Fourier k. L’action pour un champ libre

s’écrit alors :
/ / &k U_

avec wi = k* + m? et dont les solutions classiques, i.e.

2
—wi |9l ] ; (6.58)
55 _ 4 .
oD 0, sont données par :
¢(k,7) = Aexp (—iwy (1 —to)) + Bexp (iwk(T — to)). (6.59)
A et B sont des constantes d’intégration déterminées grice aux conditions aux limites : &

Uinstant initial to, le champ vaut ¢(tp) = ¢¢ et a linstant final ¢, le champ vaut ¢(t) = ¢,
donnant pour les constantes A et B :

_ ¢ ¢Oezkat _ ) ¢ _ ¢067iukAt
A= ( 2sin (wy At) ) et B =i ( 2sin (wy At) ) ’ (6:60)
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la quantité At définissant toujours l'intervalle de temps (t — to) et B # At car le champ prend
des valeurs complexes dans ’espace de Fourier. Les solutions classiques de champ connues, il est
possible de calculer explicitement I’action classique S en effectuant I'intégration sur le temps :

~ Br ot )
S=2 / ) / drw?Re [ABfe*M(T*fo)]. (6.61)
to

Une fois l'intégration sur le temps effectuée et en remplacant les constantes A et B par leur
expression en fonction des conditions aux limites, ’action classique d’un champ libre est alors
la suivante :

~ d3k Wi 2 2
S = [( )cos wrpAt) — 2Re[ TH . 6.62
/ (23 [ZSin (kat)] [9]” + |¢ol (wrAt) olol (6.62)
Dans le cas d’un spectre de Fourier discret, il suffit de remplacer [ d®k/(2w)3par }°,.
Puisque ’action décrivant un champ libre reste diagonale dans I’espace de Fourier, le propa-
gateur semi-classique s’exprime aussi dans cet espace comme le produit infini sur chaque mode
de Fourier des propagateurs pour chaque mode :

828 2
Ko, t; do, to] = 2inh | 35381 (B) eXp( Sg, t; ¢0,t0]> (6.63)
Soit :
A _ 1 (525 2 iwk
K1:t; 0,10l = 1;[ 2inh | 56(F)3®} (F) exp([M] (6:64)

x [(161” + |60 cos (wrt) - 2Re [96}]] ) } :

Finalement, en appliquant ’opérateur a laction classique, le propagateur semi-

62
sp(k)sof (k)
classique décrivant un champ libre est donné par la formule ci-dessous :

. W
K19, do, o] H \ 2z7rhsm Qirhsin (wpAt) © ( [2hsm (kat)] (6.65)

x[ (161 + |0l cos (wrAt) — 2Re [41 o] ]).

Puisque pour un champ libre le potentiel est d’ordre 2 et indépendant du temps, la méthode
semi-classique fournit un résultat exact : le propagateur semi-classique est strictement égal au
propagateur quantique.

Résultats préliminaires pour un champ en espace de Sitter

Un espace-temps de type de Sitter, avec des sections spatiales euclidiennes, est décrit par la
métrique dynamique suivante :

ds®> = a®(n) [dn® — dZdi] (6.66)

a étant le facteur d’échelle et 1 le temps conforme, lié au temps cosmique ¢ par dnp = a~'(t)dt.
En appelant H la constante de Hubble, le facteur d’échelle s’écrit a(t) = ef*. Le temps conforme
prend alors la forme suivante n = —H ~le ™ et le facteur d’échelle a(n) = —(Hn)~'. Pour un
champ libre non massif, I’action s’écrit :

_ % / d* 27/ =G, 0" " T (6.67)
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L’action ci-dessus peut étre ramenée & ’action d’un champ libre se propageant dans un espace
plat, mais ayant une masse dépendant du temps. En redéfinissant le champ par ¥ — & = a(n) 7P,
I’action prend la forme suivante :

S = % / dn / &z [(a,,@)2 —(V®)? - mz(n)<I>2] , (6.68)

avec m?(n) = —id/a = —2/n?, la notation a signifiant la dérivation partielle par rapport
au temps conforme. Le systéme peut alors étre décrit par une dynamique Hamiltonienne en
définissant les deux variables canoniques ® et II de maniere usuelle :

M=, (6.69)

et "Hamiltonien H devient :
1
H=g /d% [H2 + (V®)* +m?(n)®?| . (6.70)

La premiére étape d’une étude semi-classique consiste a déterminer ’action classique en
fonction des configurations initiale et finale du champ. La procédure est identique a celle utilisée
dans le cas du champ libre. Puisque le potentiel est quadratique, ’action classique est écrite
dans ’espace de Fourier ou elle reste diagonale :

s=1 [an [ o [0 - 168 - mew o] (6.7)

Le champ étant réel dans l’espace réel, la relation (]5(—]—5) = ¢f(l_5) apparait pour le champ
dans l'espace de Fourier. Cette simplification permet de plus d’étudier chaque mode de Fourier
indépendamment des autres modes. Les solutions des équations d’Euler-Lagrange, pour un
espace de Sitter, sont connues et s’expriment en fonction des fonctions de Hankel qui prennent,
pour une masse nulle, la forme suivante :

p(k,n) = A (1 - ;—n) e~ik(n—m) B (1 + kin) eik(n=mo), (6.72)

Comme pour le champ libre, les constantes d’intégration s’expriment en fonction des conditions
aux limites, (¢, 7o) initialement et (¢,n) au final :

ki.e—z’k(n—no)(z)_ ko é

% kno—+i 70
A = S - (6.73)
kn—i ,—2ik(n—mo) _ kmo—i
kn+i kno-+i
_kn_ ik(n—mo) 4 _ _kno
B = i€ ¢~ i %0 (6.74)
knti p2ik(n—mo) _ kmoti )
kn—1i kno—1

Il est maintenant nécessaire d’introduire cette solution dans I’expression de I’action puis de faire
I'intégration sur la variable temporelle 7. Finalement, en fonction des conditions aux limites,
I’action prend la forme suivante :

~ 3
Stomdoml = 5 [ s [P0 6 + PO 6ol (6.75)

+F{Y (1, m0)Re [66}] + F{*) (7,m0)1m [0} |
Nous gardons la notation ¢ = ¢(E) et ¢t = qﬁ(—E) pour alléger 1’écriture. Les fonctions Fi(k)

sont des fonctions réelles des deux variables 7 et 79 et sont paramétrisées par la norme du mode
de Fourier k. Ces fonctions peuvent étre calculées analytiquement, une fois I'intégration sur
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la variable temporelle dans ’action effectuée. Leurs expressions extrémement longues, données
dans 'annexe B, ne sont pas fournies ici car elles n’apportent rien quant au raisonnement qui
suivra. Le propagateur semi-classique peut étre déduit de cette action et, en appelant S*) la
densité d’action dans l’espace de Fourier, ce propagateur s’écrit :

i (k) (k)
Kg,m00,m] = ][] \/F3 (77;770)2;;74 (1, o) (6.76)
k

X exp (%g(k) [‘15;77;(]50,770])] .

Grace au propagateur semi-classique, il est possible de déterminer 1’évolution de la fonction-
nelle d’onde décrivant le vide de Bunch-Davies* |B) & cet ordre d’approximation. A I'instant
initial, i.e. juste avant le début de l'inflation, ’espace-temps peut étre considéré comme Min-
kowskien et la fonctionnelle d’onde initiale est donc décrite par le méme paquet d’onde Gaussien
que celui décrivant I’état vide pour un champ libre :

|B) = ¥ [¢o,m0] =N ][] [eXp (—%k lgo|” — ignoﬂ ) (6.77)
k

Le propagateur étant un noyau intégral de ’opérateur évolution, la fonctionnelle d’onde décrivant
Pétat quantique |B) & un instant 7 se déduit de cette fonctionnelle & un instant précédent 7o
par :

Up[p,n] = /D[¢0]K[¢ﬂ7;¢0,770] ¥ [¢o, o] - (6.78)

Cette intégration peut étre effectuée en utilisant ’approximation semi-classique du propagateur,
donnant la fonctionnelle d’onde semi-classique du vide de Bunch-Davies & un instant quelconque

n:

5 [6,1] / D (o] K [6,17; 0,10] ¥ [0, 0] (6.79)

Il

+oo
dRe [¢o] dIm [¢o] K [¢,m; do,m0] ¥ [do, 0] -
1;[//_00 n; G0, M n

La fonctionnelle d’onde a un instant quelconque se décompose en une partie gaussienne et une
partie de type onde progressive :

. 3 —2im (F3 + Fy) k(B +E)
Uplpn] = 1;[ l Py exp( B (P + BY) |#| (6.80)

N [ Fu B2+ Fy? |¢|2 k
exp (i |5 o ism )| -

Nous avons allégé I’écriture en supprimant les indices (k) et les arguments (1, 10) des fonctions
F;. 1 faut cependant garder a I’esprit qu’une dépendance avec le temps conforme et le mode de
Fourier & est contenue dans ces fonctions. Les valeurs attendues du champ et de ses fluctuations
sont alors simplement obtenues en prenant les valeurs moyennes de ¢ et ¢* sur I’état |B), la

fonctionnelle |¥5|* donnant la densité de probabilité :

(6(n)
(@) = [ D¢ [ealom. (652)

/ D166 15 [, (6.81)

4Le vide de Bunch-Davies est 1’état fondamental pour une théorie scalaire libre dans un espace-temps dS.
Cet état est celui qui tend vers le vide de Minkowski en début de phase inflationnaire, c’est & dire lorsque
P’espace-temps tend vers un espace plat statique.
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Ces intégrales se calculent extrément facilement & I’ordre semi-classique puisque la densité de
probabilité |¥p|? est une Gaussienne centrée en zéro avec un écart-type ox(n) qui dépend &
la fois du temps considéré et de la norme du mode de Fourier k. A l'ordre semi-classique, la
statistique du champ est donc entierement déterminée par les deux quantités suivantes :

(B(m) =0 et (¢2(n) = ox(n). (6.83)

L’inflation a alors pour effet de modifier uniquement la largeur du paquet Gaussien, et ce de
maniere différente pour chaque mode de Fourier, amplifiant ainsi certains modes. De plus, les
modes qui seront plus ou moins affectés par I'inflation dépendront bien évidemment du temps
auquel les fluctuations sont évaluées. Par exemple, les modes a petites échelles de longueur ne
seront pas modifiés puisque lorsque k¥ — +00 le champ est trés bien décrit par un champ libre.

La dynamique d’un champ scalaire dans un espace-temps de de Sitter a été étudiée dans
le cadre de la représentation de Schrodinger & 1’aide d’une résolution directe de 1’équation
fonctionnelle de Schrédinger [98, 95]. Une telle résolution est possible car 'action décrivant ce
systeme prend la forme d’une action libre avec une masse dépendant du temps. La fonctionnelle
d’onde ainsi trouvée pourrait alors étre comparée au propagateur semi-classique afin d’évaluer
la précision de ’approche semi-classique.

6.2.3 Regle de quantification : préliminaires

Comme il I’a été vu dans le chapitre précédent, I’approximation semi-classique en Mécanique
Quantique non-relativiste permet d’obtenir une regle de quantification de 1’énergie via la loi de
Bohr-Sommerfeld. 11 est alors envisageable d’étendre cette régle dans le cas de la représentation
de Schrodinger de la théorie quantique des champs, ce qui aboutirait & une regle, semi-classique,
de premiere quantification. Pour cela, il est nécessaire de calculer la fonctionnelle densité d’états
dont les poles donneront les énergies admises par un systeme quantique. Dans la suite, unique-
ment les systémes stationnaires seront considérés.

Propagateur semi-classique a énergie fixée

Pour un systeéme indépendant du temps, il est plus judicieux d’utiliser le propagateur G
a énergie fixée E qui s’obtient en prenant la transformée de Fourier, dans le domaine temps-
fréquence, du propagateur a temps fixé K. A ’ordre semi-classique, ce propagateur G se définit
alors :

G[®, B0; E] = / AP (@, Bo; 1] exp (1S [®, Bo;] +iEt). (6.84)

Pour simplifier I’écriture, le temps initial sera pris égal a zéro, cette simplification ne réduisant en
rien la généralité des résultats puisque nous considérons des systeémes stationnaires ne dépendant

que de l'intervalle temporel. Ce propagateur sera dominé par la contribution des chemins dont
a8
Bt
mis par un systéme classique d’énergie E pour passer de la configuration ®¢ & la configuration
®. Nous pouvons alors effectuer un développement limité de 'action classique autour de ces

temps 7 :

la phase varie peu, décrits par la condition £ = — ‘_. Les temps # correspondent aux temps
i

g[q),q)o;t] :g[(ﬁ,q)o;ﬂ + 8—5

F 1 928
ot

(t— )+5 ¥ t—0?+0(t-1?. (6.85)

i t

Ceci donne pour la phase semi-classique ¢ = S[®, ®g;t] + Et :
.

o= 50,007 +Bi+ 122

5 57 t—02+0(t-1?°). (6.86)

i
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Le terme d’ordre zéro en t peut étre écrit comme une intégrale sur ’espace-temps :
G g 3 |lae 1 i
S [@,Qo;ﬂ = dr | d&°z §H — 56@6’@ - V(®) (6.87)
0

Et = /0 de / P H(Z). (6.88)

La variable 7 est une variable d’intégration temporelle et la quantité H est la densité Hamil-
tonienne qui peut s’exprimer via 1’équation de Hamilton-Jacobi (voir annexe A) en fonction
des champs canoniques ® et II et du potentiel. Le terme d’ordre zéro en ¢ prend alors la forme
suivante :

i
S [@, ®;1] +E£=/ dT/d3xﬁ2(a?,T). (6.89)
0

Le passage de t = 0 &  correspond au chemin classique d’énergie E passant de la configuration
®, a la configuration ®. Nous effectuons alors le changement de variable suivant :

~\ —1
T® et dr= (%‘f) d® (@) = T~Y(Z, 7)dd(&), (6.90)

et la phase, a ’ordre zéro, apparailt comme une intégrale le long du chemin classique d’énergie
E

5 [®,@0; 1] +E£=/d3 / 795 6@, (6.91)

ou 'impulsion classique est écrite comme la dérivée fonctionnelle de 'action par rapport au
champ. La notation D [ ] signifie que ’intégration s’effectue le long d’un chemin classique.
Le propagateur a énergie fixée prend alors la forme suivante dans ’approximation des phases

stationnaires :
5 (F) (SS 5
G[®,80;E] = exp / dz / —d@(:f) (6.92)

@o(i‘)
92
/th [®, Do; t] exp (2 8675 (t—{)2).

De plus, dans le cadre de cette approximation, la fonctionnelle F' ne dépend pas du temps et

s’écrit :
1 [oH
F[®,80;1] = [[ ———1/ —=, 6.93
2 20;1] g\/zmno 0P (69

'expression de II, en fonction de H se déduisant de I’équation de Hamilton-Jacobi. L’intégrale
sur le temps se réduit alors & une intégrale Gaussienne :

i 2 Q N 23 -1
/dtexp (5 %Tf ~(1:—1:)2> =1/ (‘;?) , (6.94)
t

x
avec § telle que S = [d°z3 et :

0%3 _ OH 1:[67{
o2 ot TP
La deuxiéme expression de 2 5 t2 § g'obtient grace au fait que nous considérons un chemin & énergie
fixée imposant dH = 0. En combinant I’ensemble des formules ci-dessus, nous avons finalement

(6.95)
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pour le propagateur semi-classique a énergie fixée :

1 [

~ 1 *@ 53 -
G[3,20;E] = [[ | ———ex (z —d<1>(:z)> . (6.96)
/@) Joco 3

Dans I’équation ci-dessus, nous avons directement transformé le terme el @*2f(@) en IL ef (@)
afin d’écrire le propagateur sous la forme d’un produit infini sur ’espace.

Propagation dans un puits de potentiel et régle de quantification

Si le champ évolue dans un puits de potentiel, alors ses configurations évolueront entre deux
configurations limites ®, données par les configurations tournantes I = 0 :

HE) — % (VB4)2 — V(®1) =0, pour 7 € R (6.97)

Les chemins classiques définis, la regle de Bohr-Sommerfeld peut s’étendre a ’espace de confi-
guration de champ en calculant la densité d’état a une énergie donnée a ’ordre semi-classique :

= /D[@]é[@,@;E]. (6.98)

Les chemins classiques revenant a leur configuration de départ sont les suivants : pour tout n €
N, (nx){® > P, - P_ > d} et (nx){® > &_ —» &, — &}. La densité d’états, somme sur
I’ensemble de ces chemins, est alors la somme sur n de deux chemins classiques “élémentaires”,
{250, 2P > Plet {2 PP, — D}:

24 (%)
Z Hl ®_ — d,)exp <2z|n|/ 6—Sd<1> )+icpn>] : (6.99)

n=—oo (@)

Une phase supplémentaire ¢, a été rajoutée et correspond a la somme des phases ¢ acquises
par le propagateur semi-classique & chaque point tournant : ¢, = 2|n| . Le terme 7(¢_ —
®,) correspond au temps pour passer d’une configuration tournante & une autre & ’énergie E

L =1
et s’obtient & partir de ff:r ‘H‘ D[®]. 1l s’agit donc de la demi-période classique d’oscillation
du champ dans le puits de potentiel. Une fois 1a somme sur entier n effectuée, la densité d’états

prend alors la forme suivante :
®+(%) 56
1+ exp 21/ —d®(F) + 2ips
(“) 6@

g(B) =] |r(¢- - 24) ERE:
1—exp (21/ —dd (%) + 2i90i>

Les poles de la densité d’états donnent les niveaux d’énergie. Il est ainsi possible d’établir une
regle de quantification, & ’ordre semi-classique, de la densité d’énergie en chaque point d’espace :

(6.100)

®+(%) 5§
/ —d®(Z) + ¢+ =nm, pour T€R® et n €N (6.101)
11 est donc nécessaire de trouver la phase acquise a chaque configuration tournante. Par généralisation
des résultats connus pour un nombre de degrés de liberté discret, il est naturel que cette phase,
pour chaque degré de liberté, c’est-a-dire en chaque point d’espace, vaille —m/2, conduisant &
une regle de Bohr-Sommerfeld similaire a celle obtenue en Mécanique Quantique non-relativiste :

2+(#) 58 1
/ —d®(7) = (n + —) 7, pour F€ER® et n € N. (6.102)
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6.3 Discussion-Amélioration-Perspectives

L’étude ci-dessus est tres préliminaire et de nombreuses améliorations peuvent et doivent y
étre apportées. Cependant, au-deld méme de ces améliorations, la question du champ d’utilisa-
tion d’une telle approche se pose. Ces deux points, amélioration et nécessité du développement
semi-classique, sont abordées ici.

6.3.1 Passage discret/continu : un point & traiter rigoureusement

Dans tout le développement semi-classique, nous avons couramment eu recours a la trans-
formation suivante :

exp (/f(a':’)d%) = Hexp (f(®))- (6.103)

Cette transformation peut se faire par I'intermédiaire d’une approximation discrete / Pz —
Z. Ce passage continu & discret nécessite de quadriller ’espace avec une longueur de maille €.

Tn

Une fois les calculs effectués dans cet espace discrétisé, la longueur de maille £ est mise & zéro
afin de retrouver le résultat pour un espace continu. Cette opération a éte faite de nombreuses
fois durant le développpement semi-classique précédent. Cependant, la maniére dont elle a
été utilisée peut étre remise en question a cause du gradient du champ vis-a-vis de ’espace
intervenant dans I’action. En effet, en passant dans un espace discret, le gradient prend alors

la forme suivante :

6_‘1) 5 ®(zny1) — (}(xn)’
oz €

et ’action s’écrit, dans un espace uni-dimensionnel :

S= /dtzn: l% (%—‘DQ _ % (@(an)E— q’(m"))Q _ V(@(mn))] . (6.105)

L’action n’est donc plus diagonale en x,,. Or cette propriété a été utilisée lors du développement
semi-classique. Puisque le passage de continu a discret annihile la diagonalité de S, il est
nécessaire, afin de valider les résultats ci-dessus, de s’assurer, lors du passage discret a continu
en fin de calcul, que cette propriété apparaisse de nouveau.

(6.104)

6.3.2 Calcul des phases : un deurieme point a traiter rigoureusement

Dans les calculs précédents, nous n’avons pas traité de maniere rigoureuse le probleme de la
phase des contributions quantiques. L’extension du résultat de la référence [100] semble juste
compte tenu de 'accord entre le propagateur semi-classique et le propagateur quantique pour
un champ libre. Cependant, le probléme de la phase acquise par le propagateur semi-classique
au niveau des points tournants n’a pas du tout été traité dans I’étude précédente. Ce point est
pourtant fondamental pour tout probléeme d’interférence quantique et son origine tient dans
I’approximation des phases stationnaires. En effet, cette approximation permet de diviser la
dynamique en une dynamique rapide et une dynamique lente, de nouveau hamiltonienne sur un
espace de phase de dimension réduite. La méthode des phases stationnaires consiste alors, afin
de simplifier la dynamique, & décrire la dynamique lente par la moyenne de ’hamiltonien lent
sur la période de ’hamiltonien rapide. Cette séparabilité entre dynamique lente et dynamique
rapide, pour I’étude d’un systeéme quantique, correspond & séparer la partie classique de la partie
quantique, les points tournants de la partie classique revétant donc un caractere particulier.
Ce point se démontre mathématiquement par I’étude asymptotique des intégrales oscillantes
qui souligne que la limite quand A — 0 de l'intégrale de chemin de Feynman est donnée par
le comportement de I’action au niveau des points critiques [101]. Les points critiques étant
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définis par 6S = 0 : ils décrivent les chemins classiques et 'intégrale de Feynman, dans cette
approximation, est déterminée par 1’action classique.

En Mécanique Quantique non-relativiste, le calcul de la phase acquise au passage d’un point
tournant peut étre trouvé dans l'ouvrage de Schulman [102] et une preuve en a été donnée
dans le chapitre précédent lors de la procédure de jonction des fonctions d’onde WKB. Pour

N T . . . «, s 2
un systéme unidimensionnel, au niveau d’un point tournant x;, la quantité s2—>—
’ ) Oz Oxo

change de
signe. En terme de phase, cela signifie que |F(z, ;z,°0)|2 est multiplié par e!™ au passage du point
tournant, la phase acquise par le propagateur semi-classique étant alors de 3. Le calcul de
Schulman montre que la phase diminue et, en appelant g le nombre de points tournants sur la

trajectoire classique allant de z¢ & z, le propagateur semi-classique s’écrit alors :

n
2

- 1 3?8 : iP5 .om

q étant appelé l'indice de Maslov. 1 serait donc nécessaire d’étendre ’analyse de Schulman au
cas de la théorie des champs.

6.3.3 Ce développement est-il prédictible ?

L’utilité d’effectuer un développement semi-classique de la théorie quantique des champs
dans sa représentation de Schrédinger peut étre remise en question. La motivation d’une telle
approche est la suivante : dans la plupart des cas, la théorie quantique des champs est prédictive
dans une approche perturbative autour de la solution libre. Effectuer un développpement semi-
classique de cette théorie revient donc & faire une étude perturbative autour de la solution
classique. Cependant, la solution classique, qui consiste & trouver les solutions des équations
d’Euler-Lagrange, sont aussi difficiles & trouver que la solution libre est facile & déterminer. De
plus, cela souleve la question de l'utilité de la méthode semi-classique : en imaginant que les
solutions classiques puissent étre trouvées, alors il est possible d’effectuer la procédure usuelle
de seconde quantification et de résoudre donc le probléme quantique sans aucun développement
perturbatif. Pourquoi alors utiliser le développement semi-classique ?

L’argument ci-dessus n’enterre pourtant pas l'idée d’un développement perturbatif autour
de la solution classique. En effet, dans le cas de la Mécanique Quantique non-relativiste, un tel
développement permet d’obtenir certains résultats sans pour autant résoudre les équations du
mouvement classique. Dans le cas des systémes stationnaires, la connaissance de la forme du
potentiel permet & elle seule de déterminer, & ’ordre semi-classique, les niveaux d’énergie ainsi
que la probabilité tunnel. Nous pouvons donc conjecturer que ces cas de figure se retrouvent pour
la théorie quantique des champs. Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé I’analogue
de la regle de quantification de Bohr-Sommerfeld, qui devient une regle de quantification sur la
densité d’énergie plutot que sur ’énergie elle-méme. Il est cependant nécessaire d’inverser deux
équations « algébriques » : la premiere correspond & I’équation (6.97) et permet de déterminer
les configurations tournantes et la deuxiéme a ’équation (6.101) qui, une fois les configurations
tournantes déterminées, permet d’obtenir les valeurs autorisées de la densité d’énergie. Ces
deux équations, une fois écrites en fonction des configurations de champs, prennent la forme
suivante :

H@) - 5 (VB2) ~V(82) =0, FER (6.107)
et )
<I>+(5) . 1 9 2 . ,'fe R3
L_@) [2 (H(m) -5 (Ve)’ - V(@))] 4B(7) +pu =nm, oy (6.108)

Le gradient du champ intervenant dans ces équations, il est évident que leur inversion ne peut
étre aisément réalisée. Encore une fois, il semble qu’un développement perturbatif autour de la
solution classique ne puisse pas prédire simplement de résultats.



Ja CHAFTIRE 0. DEVELOPERENVIEIN 1T OENVII-OULASOIYQUL DAINS L'EOrACE DU CHAMIE

1l serait utile de reconsidérer rigoureuseument ces développements dans un espace discrétisé.
Cela permettrait d’'une part de confirmer, ou non, les passages rapides entre espace continu
et discrétisé et d’autre part de remplacer les gradients du champ par un couplage entre la
configuration de champ en deux points voisins du maillage. Ceci permettrait peut-étre de se
sortir d’impasses similaires & celles qui viennent d’étre présentées pour la régle de quantification
semi-classique. Ce travail consisterait a faire une étude semi-classique d’une chaine de Klein-
Gordon.

6.3.4 Perspectives

Le processus d’amplification des fluctuations quantiques du vide lors de la phase inflation-
naire présente de nombreuses similitudes avec le processus d’évaporation des trous noirs : dans
les deux cas, les fluctuations du vide sont rendues réelles par amplification gravitationnelle. Etu-
dier ces phénomenes, c’est se placer dans une configuration ou l'infiniment petit rencontre des
champs gravitationnels intenses et permet donc de porter un premier regard sur les frontieres
de la physique standard. La représentation de Schrédinger de la théorie quantique des champs
peut apporter des éléments nouveaux sur ces processus et I’expérience acquise grice a I’étude
de la phase inflationnaire peut étre utile pour la compréhension du mécanisme d’évaporation
de Hawking, ’approche de Schrédinger apportant un regard nouveau sur ce processus [103].

La dynamique des champs en espace-temps courbe implique des équations particulierement
compliquées et toute méthode approximative pour leur résolution ou pour obtenir des informa-
tions sur la dynamique est bienvenue. Une fois I’ensemble des difficultés citées dans les trois
paragraphes ci-dessus résolues, les méthodes semi-classiques dans I’espace de configuration du
champ devraient étre étendues & la dynamique des champs dans un espace-temps courbe donné,
et en particulier pour la propagation dans les espaces-temps de type Schwarzschild. La conti-
nuité logique de I’étude menée dans ce chapitre serait d’aborder des problémes similaires & ceux
vus dans les chapitres 5.2.1 et 5.2.2, et de les résoudre a ’ordre semi-classique, dans I’espace de
configuration du champ.



Chapitre 7

Evaporation au-dela de la
Relativité Générale

La construction d’une théorie quantique de la gravitation nécessite de s’accorder avec deux
contraintes, qui peuvent assurément s’entreméler : d’une part obtenir une construction mathé-
matiquement cohérente et, d’autre part, une théorie en accord avec des faits expérimentaux ou
observationnels. Face au nombre grandissant de propositions, il est nécessaire de s’intéresser au
peu d’objets réunissant les conditions nécessaires pour pouvoir accéder & des effets quantiques
de la gravitation. A ’exception de 'univers primordial, les petits trous noirs sont vraisemble-
blement les seuls & offrir ce genre de conditions, & savoir une forte courbure de 1’espace-temps
associée & des phénomenes quantiques®. De plus, la température et les facteurs de corps gris d’un
trou noir dépendant fortement de la métrique de fond, le processus de radiation de Hawking
dépend alors de la théorie de la gravitation considérée : I’évaporation des trous noirs fournit
une sonde directe de la théorie de la gravitation sous-jacente

Dans ce chapitre, les spectres de radiation des trous noirs de Schwarzschild sont calculés
dans deux cadres théoriques étendant la Relativité Générale : la théorie de Gauss-Bonnet a
D dimensions et la Relativité Générale avec constante cosmologique positive, elle aussi a D
dimensions. Je présenterai tout d’abord la partie non-triviale, et jusqu’a présent non-calculée,
du couplage entre un trou noir et les champs quantiques (les facteurs de corps gris), en abordant
dans un premier temps leur origine ainsi que leurs méthodes de calculs. Ensuite, je décrirai
le programme numérique écrit pendant cette these permettant une détermination exacte sur
I’ensemble du spectre énergétique des facteurs de corps gris dans les cadres théoriques présentés
ci-dessus. Finalement, je montrerai les résultats obtenus ainsi que les spectres d’émission de
particules scalaires, fermioniques et vectorielles. Les résultats déterminés & ’aide d’une approche
semi-classique seront aussi abordés en fin de ce chapitre.

7.1 Facteurs de corps gris : généralités

7.1.1 Définition

Les trous noirs s’évaporent en émettant toutes les particules du modele standard suivant une
loi de corps gris. Il a été montré dans le chapitre 4 que la distribution thermique apparait na-
turellement pour un observateur lointain et la température du trou noir peut alors s’interpréter
comme le travail que le trou noir fournit pour briser? les fluctuations quantiques du vide. Ce-
pendant, un terme potentiel, correspondant a la fois au potentiel gravitationnel et centrifuge,

111 est amusant de noter qu’un trou noir ayant la masse du Mont Blanc a un rayon de Schwarzschild de ’ordre
du fermi.

2 Briser s’utilise ici dans le sens de séparer : la paire particule/antiparticule ne s’annihile pas et la fluctuation
est dite brisée.
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est négligé dans ’approche de Unruh et c’est justement lui qui modifie 1égerement la loi de
corps noir. Le processus de radiation des trous noirs se décompose alors en deux étapes : la
gravité de surface, i.e la température, brise les fluctuations du vide au niveau de I’horizon, puis
la particule émise doit traverser une barriere de potentiel avant de s’échapper définitivement du
trou noir et atteindre un observateur placé a 'infini. Le flux de particules émises comporte trois
termes : une distribution thermique provenant de la brisure des paires particule/antiparticule,
un terme de section efficace d’émission o, correspondant & la probabilité de s’échapper compte
tenu du potentiel centrifuge et de la courbure ’espace-temps autour du trou noir, et finalement
un terme d’espace de phase :

3
d_N = % XUg(M,S,UJ) X d—k3
dt  eTm +1 (27)

Dans le spectre différentiel en énergie dN/dwdt, un terme de facteur de corps gris I'(M, s,w)
correspondant au produit de la section efficace d’émission avec le terme d’espace de phase
apparait, ou M est la masse du trou noir, s le spin de la particule et w son énergie. Ces facteurs
de corps gris ont été calculés par Page dans le cas de trous noirs de Schwarzschild et de Kerr &
4 dimensions pour des particules scalaires, fermioniques et bosoniques de spin 1 [67, 68, 69].

Bien qu’inattendu, le calcul de la température d’un trou noir de Schwarzschild s’effectue
relativement facilement et ne nécessite pas de reprendre tout le formalisme développé dans le
chapitre 4. De nombreuses méthodes, soit exactes comme le calcul, par abus de langage, de la
gravité de surface, soit approchées comme une méthode de type WKB [63], permettent d’obtenir
cette température. La partie non triviale du calcul du flux d’émission n’étant pas le calcul de
la température mais plutot celui du terme de section efficace d’émission, nous allons décrire
essentiellement le calcul de cette derniéere. Mentionnons uniquement une méthode développée
par Hartle et Hawking [59] qui fournit une formule simple pour la température d’un trou noir
de Schwarzschild vu par un observateur & linfini :

(7.1)

1 dh

Ty = — —
H 47rdrTH

(7.2)

ol h correspond & la fonction métrique. Cette formule est issue d’un calcul explicite de la densité
d’états de fréquences normales données par les fréquences associées au temps de Schwarzschild
t : en passant dans le temps complexe, il est montré qu’une singularité périodique de période
Tgl apparait. Cette singularité se traduit alors par une contribution thermique a la température
Ty dans la densité d’états. Puisque nous ne considérerons que des trous noirs de Schwarzschild,
toutes les températures de trous noirs étudiés seront dérivées a ’aide de cette formule.

7.1.2 Exemple d’un champ scalaire sans masse

Pour dériver la section efficace d’émission d’un champ scalaire et sans masse, une approche
purement quantique doit étre adoptée : la particule considérée est décrite par une fonction
d’onde scalaire et la section efficace se déduit de la probabilité que cette fonction d’onde a de
traverser la barriere de potentiel®>. Comme il s’agit d’une probabilité d’émission, I’'onde sera
composée de modes rentrants et sortants au niveau de ’horizon du trou noir et uniquement de
modes sortants infiniment loin de ce dernier (il n’y a aucune source de particules & ’infini du trou
noir). Cependant par symétrie, la section efficace d’émission sera identique & celle d’absorption
et il est alors possible de retourner le probleme : I'onde sera composée de modes rentrants et
sortants & l'infini et uniquement de modes rentrants au niveau de ’horizon. Quelque soit le
point de vue adopté, émission ou absorption, la section efficace sera bien celle qui intervient
dans le spectre d’émission.

311 s’agit uniquement d’un simple effet tunnel.
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Equation du mouvement

Compte tenu des symétries de l’espace-temps de Schwarzschild, la section efficace est donnée
par le théoréme optique en théorie quantique de la diffusion [97] :

. (2¢ + 7
Z T4, (7.3)
¥4

ou A, correspond au coefficient de transmission du mode de moment angulaire ¢, égal au moment
orbital pour les particules scalaires. Ces coefficients de transmission sont obtenus en résolvant la
partie radiale de ’équation de Klein-Gordon qui prend la forme générale donnée dans le chapitre
5.1.1. Etudier cette équation sous la forme d’une équation de Schrédinger (voire équation 5.8)
est une étape indispensable car elle permet d’identifier le potentiel (voire chapitre 5.1.1) vu par
le champ et dont la forme est capitale puisque la formule (7.3) n’est valable que dans le cas d’une
pénétration adiabatique du potentiel : afin de pouvoir définir des états asymptotiques libres,
le potentiel doit tendre vers zéro ou une constante & la fois proche de ’horizon et & Pinfini du
trou noir. Par définition de ’horizon, h(rg) = 0, cette condition d’adiabaticité est bien vérifiée
au niveau de I’horizon, ou bien quand r* tend vers —oo. A 'autre extrémité, la condition d’un
espace asymptotiquement plat est suffisante pour que le potentiel tende vers zéro & ’infini du
trou noir*. A titre d’exemple, la figure 7.1 représente le potentiel scalaire V pour différentes
valeurs du moment angulaire £ en fonction de la coordonnée radiale de Schwarzschild r et de la
coordonnée radiale tortoise pour un trou noir de Schwarzschild en Relativité Générale a quatre
dimensions.

Dans le cas ol le potentiel vu par la particule scalaire possede les propriétés citées ci-dessus,
le coefficient de transmission se déduit des différents flux sortants et rentrants & l’infini et
au niveau de I’horizon. En indexant les quantités par in et out pour les modes rentrants et
sortants et par (h) et (co) pour les modes au niveau de I’horizon et ceux & I’infini, le coefficient
de transmission est donné par :

) ,Sfft)) /F, ézz point de vue de l'emission
|AZ | = (7_4)
FM 7 point de vue de l'absorption

ol le flux ]-'(Sut Vin correspond 3 la partie radiale du quadri-courant J, : J. = 2hr?Im [(Iﬁ@T(I)].
Le calcul de ce coefficient nécessite donc la connaissance de la fonction d’onde et par conséquent

de résoudre ’équation de Klein-Gordon.

Méthode exacte de calcul

Méme dans le cas le plus simple d’un trou noir de Schwarzschild en Relativité Générale
quadri-dimensionnelle, il n’existe pas de solution analytique & ’équation (5.7) et un calcul
numérique s’impose. La méthode, qui sera décrite en détail dans le chapitre 7.2 mais dont les
points importants sont présentés ici, est alors la suivante : le point de vue absorption est adopté
et I’équation de Klein-Gordon est numériquement résolue pour différentes valeurs de 1’énergie
depuis I’horizon du trou noir jusqu’a une distance suffisamment grande pour étre considérée
comme infiniment éloignée du trou noir. Au niveau de ’horizon du trou noir la fonction d’onde
prend la forme d’ondes planes vis-a-vis de la coordonnée tortoise :

R(r*) ~ Agz)e_m* + Af,z)te“” (7.5)

4Une étude plus fine devient nécessaire pour les univers de type (A)dS.
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Fi1G. 7.1 — Gauche : Potentiel V' vu par une particule scalaire se propageant dans un espace-
temps courbé par un trou noir de Schwarzschild en fonction de la variable radiale de Schwarz-
schild r. Droite : Méme potentiel exprimé en fonction de la coordonnée tortoise r*.

et on impose que A((,Z)t = 0 car il n’y a que des modes rentants. Infiniment loin du trou noir, la

fonction d’onde prend la forme d’ondes sphériques vis-a-vis de la coordonnée de Schwarzschild
T

e*iwr eiwr
R(r) ~ AP T 4 4l (7.6)
r r
Cette forme théorique est alors ajustée sur la solution numérique avec les amplitudes Agff})out

comme parametres libres. Connaissant les solutions asymptotiques, 'amplitude de diffusion
peut directement étre exprimée en fonction des amplitudes des ondes a l'infini et & proximité
de ’horizon grace a un calcul explicite des flux et, d’un point de vue absorption, prend la forme
suivante :

2 2
, | AP AL
2 _ 2 in _ 1 _ out

D’un point de vue pratique, ’équation (5.7) est directement utilisée et par conséquent toutes
les grandeurs divergent & ’horizon. La résolution numérique se fait alors a partir de r;,; =
ri + €, avec € suffisamment petit pour n’introduire qu’une erreur négligeable, en appliquant les
conditions aux limites suivantes :

Rirw) =1 et G0 =35, (78)
qui assurent I'absence de modes rentrants et fixent le flux & ’horizon égal & 1. Le coefficient de
transmission est finalement calculé avec les valeurs des parametres issues de ’ajustement.

Une autre source d’erreur provient de l'incapacité de calculer la somme sur tous les moments
angulaires. Cependant, comme le montre la figure 7.1, la barriere de potentiel augmentant avec
£, le coefficient de transmission diminue et la section efficace est dominée par les modes de
faible moment angulaire. Il est alors possible de limiter la somme & un certain rang m telle que
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les contributions & la section efficace des ondes partielles de moment angulaire supérieur & m
deviennent négligeables.

Bien qu’une méthode numérique soit indispensable pour calculer cette section efficace sur
I’ensemble du spectre en énergie des particules, il existe des méthodes analytiques qui pre-
mettent de calculer cette grandeur dans deux cas limites : pour des particules dont I’énergie est
pratiquement nulle, i.e. w <K r;,l, ou pour des particules de tres haute énergie, i.e. w > r;,l,
l'inverse du rayon de Schwarzschild étant 1’échelle d’énergie naturelle pour les particules®. Ces
méthodes ont été utilisées avec succes pour calculer les facteurs de corps gris dans le cadre des
théories des cordes [108], pour des trous noirs & D dimensions en espace asymptotiquement
plat [109, 111] ou de Sitter [105] ou bien pour des trous noirs de Schwarzschild en gravité
de Gauss-Bonnet [106]. La limite & haute énergie (cas ultra-relativiste) se raméne & un calcul
classique, i.e. non quantique : il revient & chercher la distance la plus proche & laquelle une
particule test peut s’approcher du trou noir avant d’étre absorbée, la section efficace étant alors
donnée par la surface du disque contenu dans cette derniére orbite stable. Cette valeur limite,
aussi appelée limite géométrique car se basant uniquement sur la géométrie du trou noir, a
été utilisée avec succes pour des géométries simples comme les trous noirs de Schwarzschild en
Relativité Générale & quatre dimensions [67, 69, 68, 6] mais peut s’appliquer & des géométries
plus compliquées [105, 106]. L’équation du mouvement p#p, = 0 d’une particule test en orbite
circulaire autour d’un trou noir de Schwarzschild, et ce quelque soit la théorie sous-jacente,
prend la forme suivante [104, 106] :

ol ¢ décrit ’angle azimutal et b correspond au quotient du moment angulaire de la particule
sur son moment linéaire. Pour avoir une orbite définie, il est nécessaire que b < min(r/v/h) et la
distance minimale d’approche de la particule est alors donnée par ce minimum b, = min(r/v/h).
Finalement, la section efficace d’absorption dans le régime ultra-violet est simplement donnée
par laire géométrique circonscrite par cette derniere orbite stable o, = 7b2.

En ce qui concerne la limite & basse énergie, la démarche est bien plus complexe et se
base essentiellement sur des méthodes mathématiques de résolution de 1’équation de Klein-
Gordon. Nous ne rentrerons pas dans les détails d’un telle analyse et nous renvoyons le lec-
teur aux références [109] pour le cas des trous noirs de Schwarzschild D—dimensionnels ainsi
qu’aux références [112, 113, 114, 105] pour le cas de trous noirs de Reissner-Nordstrom et
de Schwarzschild-de Sitter. Mentionnons tout de méme 1’idée générale de cette méthode : des
solutions approchées pour w — 0 pres de ’horizon du trou noir et infiniment loin de ce der-
nier sont trouvées et ensuite ces deux solutions asymptotiques sont raccordées dans une région
intermédiaire afin d’obtenir une expression analytique du coefficient de transmission. Ce rac-
cordement nécessitant d’étendre intelligemment les solutions asymptotiques dans une région ou
elles ne sont plus valables, les formes approchées citées précédemment ne sont pas suffisantes
et une étude plus rigoureuse de I’équation (5.7) s’impose. En se référant & [109], il est montré
que, dans le cas de trous noirs de Schwarzschild D—dimensionnels et aprés un changement
de variable adéquat, les ondes sont décrites par des fonctions hypergéométriques & proximité
du trou noir et par des fonctions de Bessel fractionnaire d’ordre ¢ + 1/2 loin du trou noir
6. En identifiant les modes rentrants et sortants dans ces solutions et en les raccordant dans
une région intermédiaire, il est possible d’obtenir une forme analytique pour la section efficace
d’absorption.

5Cette échelle d’énergie est une conséquence directe de la nature quantique des particules imposant une
comparaison entre leur longueur d’onde et la taille du trou noir.

6Les fonctions de Bessel correspondant aux états propres du Laplacien en coordonnées sphériques, cette
solution approchée revient a négliger le potentiel gravitationnel, tout en conservant le potentiel centrifuge.
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Approche semi-classique

Le calcul des facteurs de corps gris étant issu de la diffusion quantique sur une barriére de
potentiel gravitationnel, il est possible d’utiliser la méthode semi-classique afin de déterminer
une valeur approchée de ’amplitude de diffusion |Ag|2. Ainsi, & I’ordre semi-classique le plus bas,
la probabilité tunnel donnée dans I’équation (5.53) peut fournir 'amplitude de diffusion. Ce-
pendant, le coeflicient de transmission entrant dans le calcul des facteurs de corps gris s’obtient
a laide des flux de la fonction R, décrivant la propagation dans un espace courbe, tandis que
la probabilité tunnel semi-classique s’obtient en étudiant la fonction U(r*) = rR(r), décrivant
la propagation dans un espace plat avec un terme potentiel. Il nous faut donc exprimer le flux
de la fonction R, & ’infini et & proximité de I’horizon du trou noir, en fonction du flux de la
fonction U :

R O
_ 9.2 O 95t
Fr = 2r°h(r)Im (7“2 " R ) . (7.10)
En remplacant R par son expression en fonction de U, le flux prend la forme suivante :
t 2
Fr = 2h(r)Im (U(r) 60;%(’“) + 'U(:” ) . (7.11)

Le deuxieme terme de la parenthese étant réel, il disparaitra. La derniere étape consiste a passer
de r & r*. Comme dr* = h~'dr, nous avons finalement égalité parfaite entre les flux :

Fr =2Im (U(r*)%) . (7.12)

Compte tenu de ’égalité des flux, I’amplitude de diffusion sera exactement donnée par la pro-
babilité tunnel de la fonction pour une particule décrite par la fonction U et la section efficace,
a ’ordre semi-classique, prend alors la forme suivante :

0y@) =Y EE N e ( / s Vf(r*)dr*), (7.13)

14

les points tournants r} dépendant & la fois de ’énergie et du moment orbital considérés.

Comme il I’a déja été signalé dans le chapitre 5.1.3, la probabilité tunnel utilisée ci-dessus
présente deux incovénients majeurs : elle surestime la probabilité de diffusion pour des particules
d’énergie supérieure a la barriere et elle n’est plus du tout valide & proximité du seuil. Or, puisque
dans le calcul des facteurs de corps gris toutes les énergies et moments angulaires sont mis en
jeu, une partie significative de la diffusion concernera des énergies et moments angulaires pour
lesquels la probabilité tunnel ci-dessus n’est plus valable. En estimant les facteurs de corps gris
a lordre WKB, il ne faudra pas perdre de vue que ’estimation au niveau des résonances sera
fortement surestimée. Cependant, nous pouvons nous attendre & ce que la position en énergie de
ces résonances soit relativement bien retrouvée et que la limite a haute énergie soit exactement
retrouvée. Afin d’améliorer ’estimation semi-classique des facteurs de corps gris, nous pouvons
utiliser la probabilité tunnel semi-classique optimisée pour fonctionner au seuil proposée dans
les articles [77, 78], et déja utilisée dans le chapitre 5.2.2 pour I’étude d’un champ scalaire
en espace SAdS. Avec une telle expression, les facteurs de corps gris prendront alors la forme
suivante

_ 20+ )7 2im(ut1/2)) "
74(w) _%:T (1+e ( />) , (7.14)
avec 12
d2p2(7“*) -
20 %
n+ 1/2 =1p (rmaz) [2 W " ) (715)

qui dépendra du moment angulaire et de 1’énergie considérée via la fonction p?. Dans le régime
infra-rouge, 14 ou les phénomenes quantiques dominent, il semble a priori hasardeux d’utiliser
une telle méthode d’approximation.



(1. FPACIEURS DE CORES GRIO @ GERNERALILLEDS 101

7.1.3 Particules avec spin

D’un point de vue qualitatif, le cas des particules scalaires s’étend aisément aux particules
avec un spin non-nul : il s’agit toujours d’adopter une description purement quantique des
particules et de chercher le coefficient de transmission de cette derniére. La section efficace
sera de nouveau donnée par la formule (7.3) en remplacant le moment orbital £ par le moment
angulaire total j = £+ s de la particule considérée. Cependant, d’un point de vue technique,
la tache se complique grandement avec l'introduction du spin car ce dernier “se couple” au
champ gravitationnel : par exemple, les matrices de Dirac sont modifiées en espace courbe et
les particules sans masse de spin 1 ne sont pas décrites par deux équations de Klein-Gordon.

Pourquoi le spin doit-il intervenir dans la propagation des particules? I a été vu dans
le chapitre 2 que l'introduction de la dérivation covariante est indispensable pour compenser
l’effet de la variation des coordonnées curvilignes le long d’une trajectoire et permettre de
définir le transport parallele. Cependant lors d’un transport paralléle sur une courbe fermée, les
composantes du vecteur changent entre le départ et ’arrivée car les coordonnées ont changé :
il ne s’agit pas d’une différentielle exacte. Si 'on s’interesse & la propagation d’une particule
spinorielle, les particules de matiere, ou vectorielle, les bosons de jauge, il est nécessaire de
prendre en compte que le long de sa trajectoire les composantes du spin vont étre modifiées et
cet effet non trivial introduit un “couplage” du spin avec le champ gravitationnel. D’un point
de vue plus formel, ce “couplage” apparait puisque le Lagrangien décrivant la propagation
d’une particule de spin quelconque dans un espace-temps courbe doit vérifier deux invariances
de jauge : linvariance par changement de coordonnées généralisées imposée par le principe
d’équivalence et ’invariance de Lorentz lors d’une transformation infinitésimale de Lorentz
dans le référentiel localement inertiel [107], afin de prendre en compte la structure de spin du
champ étudié.

Newman et Penrose ont développé un formalisme utilisant une tétrade particuliere qui per-
met de décrire les particules de spin non-nul dans un espace-temps courbe [115, 116]. C’est dans
ce formalisme que tout d’abord Teukolsky et Press ont pu calculer les équations des perturba-
tions scalaires, spinorielles, vectorielles et tensorielles pour un trou noir de Kerr [117, 118, 119].
C’est aussi grace a ce formalisme que les équations de la Mécanique Quantique pour des parti-
cules de spin non-nul peuvent étre déduites. Dans le cas de probleme & symétrie sphérique, il
est possible d’obtenir une forme générale de ’équation d’onde d’une particule de spin donné s.
Cette analyse généralisée (master analysis dans la littérature) consiste tout d’abord & obtenir les
équations de champs dans le formalisme de Newman-Penrose et ensuite & chercher des solutions
sous la forme d’états propres d’énergie et de moment angulaire ®,(t, 7, Q) = e"“!Y (Q)R,(r),
ou an,s sont les harmoniques sphériques de spin. Les particules sont alors entiérement décrites
par la partie radiale des équations de champs :

sd [ 1 ,dPs wirt iswr? dh _
A%(A dr)+(T+2zswr— 3 %—A)PS—O (7.16)

ott les fonctions A = r2h(r), P,(r) = A*R,(r) et la constante A = j(j+1)—s(s—1) ont été intro-
duites pour simplifier ’écriture. Dans cette équation, s représente I’hélicité et peut donc valoir
+1/2 pour les fermions et =1 pour les bosons de jauge sans masse. La résolution de 1’équation
ci-dessus pour une particule se propageant autour d’un trou noir permet de déterminer la
probabilité de transition de cette derniére et par conséquent la section efficace d’émission via
Péquation (7.3) en remplacant le moment orbital £ par le moment angulaire total j = £+ s de
la particule. L’équation ci-dessus est extrémement pratique car elle s’applique aussi aux parti-
cules scalaires en prenant s = (. Dans la suite nous raisonerons sur cette équation générale et
sur la fonction P, plutot que sur R, I’équation différentielle vérifiée par cette derniere étant
légerement plus compliquée. Notons que dans le cas de particules scalaires, les fonctions Fp et
Ry coincident.

Malgré quelques différences, toutes les méthodes de résolution de cette équation différentielle
citées pour le cas des particules scalaires sont applicables au particules de spin non-nul. En
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particulier, pour le cas de particules de haute énergie, la limite géométrique est rigoureuseument
la méme que dans le cas des particules scalaires : & trés hautes énergies, toutes les particules
tendent vers un comportement classique et l’effet du spin devient négligeable. La méthode
analytique dans le cas ou w — 0 s’applique aussi au cas des particules avec spin bien que
I’analyse de I’équation différentielle ainsi que les solutions asymptotiques different de celles des
particules scalaires [111] : par exemple les fonctions de Kummer apparaitront & la place des
fonctions de Bessel fractionnaires pour les solutions loin du trou noir. Finalement, les méthodes
numériques s’étendent aisément au cas général avec comme solutions asymptotiques :

Py(r) — Agﬁ)e_"“”"* + AP Asgiwr* quand 7 — rg

out
—iwr iwr (717)
Py(r) - Agzo) jl—Qs + Af,‘jj? € quand r — +oo.

En toute rigueur, le champ comportant deux composantes =+ |s|, il est nécessaire de résoudre
deux équations différentielles correspondant aux composantes s = +|s| et s = —|s|. Cepen-
dant, Cvetic et Larsen [108] ont montré que la composante + |s| emportait majoritairement les
modes rentrants et la composante — |s| majoritairement les modes sortants. D’un point de vue
absorption, ce sont les modes rentrants qui servent au calcul du coefficient de transmission et
résoudre uniquement ’équation pour la composante + |s| est suffisant.

Comme pour les champs scalaires, une fois les solutions asymptotiques connues, il est possible
de déterminer 'amplitude de diffusion entrant dans les facteurs de corps gris en fonction des
amplitudes des modes grace & un calcul explicite des flux. Pour les champs de spin 1/2, le
flux est défini comme la composante radiale du quadri-courant J# = 20% z ¥, ¥, évaluée
sur une sphere de dimension deux. Pour les champs de jauge, le flux se déduit de la trace
du tenseur énergie-impulsion T* = 204 ;0% 5 AP TL' P lui aussi évalué sur une sphere
de dimension deux. Un calcul explicite de ces deux quantités est présenté dans les références
[108, 111] aboutissant, d’un point de vue absorption, & une expression générale pour amplitude
de diffusion : ,

42 _ o 2(1—2s)
|A;[" =7 4()

H (7.18)

7.1.4 Cas des dimensions supplémentaires

Que se passe-t-il dans le cas ou la théorie sous-jacente présente des dimensions supplémen-
taires 7 Encore une fois, d’'un point de vue qualitatif cela ne change rien et ’ensemble des
idées et des méthodes de calcul présentées précédemment reste tout a fait valable. Quelques
différences sont cependants introduites car il devient nécessaire de différencier les particules
émises uniquement sur la brane de celles qui peuvent se propager dans le bulk.

Dans le cadre des modeles ADD, les particules du modele standard sont, par construction,
confinées sur la brane et le seul changement dans le calcul des sections efficaces d’absorption
vient de la forme de la fonction métrique de la brane. En appelant h la fonction métrique
dans le bulk, il peut étre montré que la projection de la métrique du bulk sur la brane dans
le cas de dimensions supplémentaires étendues et planes induit une métrique, sur la brane, de
type Schwarzschild avec la fonction métrique h. Ainsi, I’émission de particules confinées sur la
brane dépend implicitement du nombre de dimensions supplémentaires via la fonction métrique
induite sur la brane. Bien que dans les modeles ADD les dimensions supplémentaires ne sont
pas étendues, elles restent tout de méme grandes et peuvent étre considérées comme étendues
si la taille du trou noir considéré est bien plus petite que celle des dimensions supplémentaires.
Cette hypothese simplificatrice vaut aussi bien pour la dynamique des particules autorisées
a se propager dans le bulk que lors de la construction des solutions des équations d’Einstein
décrivant un trou noir de Schwarzschild D —dimensionnel.

Toujours dans le cadre des modeles ADD, les particules se propageant dans le bulk sont les
gravitons ainsi que les particules scalaires ne portant aucune charge du modele standard. De
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telles particules peuvent a priori exister bien qu’aucune particule élémentaire scalaire n’ait été
observée : les champs scalaires jouent déjd un role essentiel en physique des hautes énergies” et
en cosmologie®. Pour de telle particules, la partie radiale de la dynamique & D dimensions est
modifiée et devient :

:25’?2 dg D=2 dizlir) N (wz B h(r)%#) R(r) = 0. (7.19)

La présence de ces dimensions supplémentaires modifie explicitement la dynamique radiale des
particules autorisées a se propager dans le bulk, tout d’abord d’un point de vue cinétique via
la généralisation D—dimensionnelle du Laplacien et ensuite d’un point de vue potentiel via la
forme de la fonction métrique et du potentiel centrifuge. Si pour les particules confinées sur la
brane les solutions asymptotiques ne changent pas, il n’en va pas de méme pour les particules
se propageant dans le bulk : bien qu’elle reste inchangée prés de I’horizon, la fonction d’onde
radiale loin du trou noir est donnée par la généralisation & D dimensions des ondes sphériques
e—le‘ ele‘

R(r) ~ Agfbo)\/ﬁ + Agfz) =
La section efficace d’absorption differe elle-aussi du cas & quatre dimensions et se déduit de

la généralisation & D dimensions du théoréme optique [120] :

(7.20)

>, 2D 477 (258) (24D —3)(¢+ D — 4)!

o) = (D — d)wb—2 17
4

| Al (7.21)

qui redonne bien la forme habituelle en posant D = 4. Finalement le terme d’espace de phase
dans le flux émis sera lui aussi modifié ainsi :

@k dPk
(@m)*  (2m)P

(7.22)

pour prendre la forme dP~'k = Qp_5 x wP2dw, ot Qp_, représente I’angle solide total de
dimension (D — 2), dans le cas d’une particule de masse nulle.

Tout comme pour les champs scalaires confinés sur la brane, il est possible d’écrire la partie
radiale de ’équation de Klein-Gordon sous la forme d’une équation de Schriédinger. Pour cela,
il est & nouveau nécessaire d’utiliser la coordonnée tortoise r* comme coordonnée spatiale et
d’effectuer le changement de fonction inconnue suivant U (r) = r(P~2)/2R(r). Avec ces nouvelles
variables, I’équation différentielle est alors la suivante :

d2
T2
U =w?U (7.23)
Ll+D-3) D-—2dh h(r) ’
+h(r) - t— g T (D -4)(D - 2)—4T2

le deuxieme terme du membre de gauche pouvant s’interpréter comme un terme de type poten-
tiel. La méme ambiguité concernant ce terme, potentiel ou carré du potentiel, que pour le cas
des champs confinés sur la brane se retrouve dans la littérature. Comme précédemment, nous
interpréterons ce terme comme le carré du potentiel bien que, en ce qui concerne le calcul des
facteurs de corps gris, 'interprétation en terme de V ou V2 ne change rien.

L’étude du spectre d’évaporation des trous noirs dans des cadres théoriques faisant interve-
nir des dimensions supplémentaires est faisable dans la mesure ou ces dimensions sont planes
et étendues. De telles conditions seront toujours des approximations dans le cas des théories

"La masse des particules proviendrait de leur interaction avec un boson scalaire, le boson de Higgs, dont la
valeur attendue du champ sur I’état vide n’est pas nulle.

8La phase primordiale d’inflation serait déclenchée par un champ scalaire loin de son état d’énergie minimum
et en roulement lent.
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actuelles avec dimensions supplémentaires comme les modeles ADD ou RS. Cependant cette
approximation est largement justifiée si la taille du trou noir est bien inférieure & celle des
dimensions supplémentaires. Cette hypothese sera toujours en toile de fond pour le au calcul
des spectres d’émission des trous noirs ainsi que dans leur éventuelle détection.

7.2 Facteurs de corps gris : calculs numériques

A Theure actuelle, 'unique maniere de déterminer les facteurs de corps gris sur I’ensemble
du spectre énergétique passe par une étape numérique afin de pouvoir résoudre les équations
de la Mécanique Quantique en espace courbe. J’ai donc développé un programme de calcul
numérique permettant de déterminer avec une précision ajustable les facteurs de corps gris
pour des particules scalaires, fermioniques et des bosons de jauge confinés sur notre brane ainsi
que pour des particules scalaires pouvant se propager dans le bulk, émises d’une part par des
trous noirs de Schwarzschild & D dimensions immergés dans un Univers de Sitter et d’autre
part, par des trous noirs de Schwarzschild en théorie de Gauss-Bonnet & D dimensions. Dans
cette partie, la structure et les principes de I’évaluation numérique des facteurs de corps gris
sont présentés. La premiere partie traite de la structure générale du programme alors que nous
nous attarderons dans la seconde partie sur les “subtilités” propres a chaque cas étudié dans
cette these.

7.2.1 Principe général du programme

Le programme de calcul numérique des facteurs de corps gris procede en trois étapes : pour
une valeur donnée de ’énergie w et du moment angulaire £, la partie radiale des équations,
donnée de fagon générale par I’équation (7.16), est tout d’abord résolue numériquement. Puis,
a partir de la solution numérique, les amplitudes des modes rentrants et sortants & 'infini sont
estimées et utilisées pour déterminer le coefficient de transmission. Finalement, ce coefficient de
transmission permet de calculer la contribution du multipdle d’ordre £ 4 la valeur de la section
efficace d’absorption & I’énergie w. Ces étapes sont alors reprises pour ’ordre multipolaire suivant
et ce jusqu’a atteindre une précision suffisante sur la section efficace d’absorption avant de passer
a une nouvelle valeur de I’énergie. La figure (7.2) représente, sous forme d’un schéma, la structure
générale du programme de calcul de la section efficace d’absorption avec, en particulier, les trois
grandes étapes.

En ce qui concerne la résolution numérique, I’équation radiale (7.16) est écrite sous la
forme d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre, tout d’abord car 'utilisation
d’équations du premier ordre est plus aisée et ensuite car la fonction d’onde est complexe et
doit donc étre décomposée en sa partie réelle et sa partie imaginaire. En appelant U et V les
parties réelle et imaginaire de la fonction d’onde radiale, le systeme différentiel prend la forme
suivante :

dUu dUu
ar Fi(r)  Fy(r) 0  Fi(r) dr
ilo | [ 1 0 0o 0 U -
a| v [T o —me) RE BE || W (7.24)
dr 0 0 1 0 dr
\%4 \%4

ou les fonctions Fj, réelles, ne dépendent que de la coordonnée radiale r ainsi que de 1’énergie,
du moment angulaire et du spin et contiennent toute 'information sur la courbure de ’espace-
temps. Ce systéme est ensuite résolu & l'aide d’une méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre
[123], choisie principalement pour sa simplicité et sa robustesse. Le point de vue de ’absorption
est utilisé pour le calcul des sections efficaces. Les conditions aux limites s’appliquent donc a
I’horizon du trou noir ot ’on impose que la fonction d’onde radiale soit uniquement composée de
modes entrants et la résolution numérique part du rayon de Schwarzschild jusqu’a 'infini spatial.
Cependant de nombreuses précautions doivent étre prises quant & la résolution numérique :
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F1G. 7.2 — Schéma représentant la structure générale du programme calculant la section efficace
d’absorption en fonction de I’énergie de la particule

tout d’abord l'intégration ne peut étre commencée stricto sensu a ’horizon du trou noir car la
fonction métrique, et donc les fonctions F;, divergent a cet endroit, tout comme elle ne peut étre
effectuée jusqu’a l'infini spatial. De plus, les effets de décalage gravitationnel vers le rouge ou
vers le bleu doivent étre pris en compte car ils modifient la fréquence de ’onde. Pour surmonter
ces problemes, l'intégration numérique est commencée & r;,; = rp + €, en prenant soin de
choisir £ suffisamment petit pour que erreur induite sur la solution numérique soit négligeable
et elle est stoppée a une valeur r,,,, suffisamment élevée pour étre considérée comme ’infini.
Les valeurs de ces deux grandeurs dépendent & la fois des trous noirs considérés et du type de
particules émises mais elles restent du méme ordre de grandeur suivant tous les cas considérés :
e est de l'ordre de 107*ry et T4, de Pordre de 300/w. Les conditions aux limites prennent
alors la forme suivante :

dP; iw
Py(rin) =1 = — . .
s(Tmz) et dr h(hm) (7 25)

ce qui assure, en plus de 'annulation des modes sortants, que le flux entrant est égal a 1.
L’évolution de la fréquence de la fonction d’onde selon I’endroit considéré force & modifier la
valeur du pas de I'intégration numérique de maniere & ce qu’il reste bien inférieur & la longueur
d’onde locale tout en assurant de ne pas requérir trop de points et donc de temps d’intégration.
Une méthode efficace consiste a utiliser directement les formules de décalage vers le rouge induit
par la courbure de l'espace-temps wj,.(r) = w/1/h(r) : en appelant Ar le pas de l'intégration,

on peut le choisir de maniére & avoir Ar < \/h(r)/w.

La deuxieme étape de l'intégration numérique consistant & extraire les amplitudes de la
fonction d’onde, il est nécessaire d’identifier les modes sortants et entrants dans la solution
numérique. Pour cela, connaissant la forme asymptotique des fonctions d’ondes quand r — 400,
une procédure d’ajustement par test de x? de la solution analytique sur la solution numérique
a grande valeur de r, ou les amplitudes des différents modes sont les parametres libres, est
utilisée. Puisque la fonction d’onde se décompose sous forme d’ondes sphériques a l'infini Ps(r) ~
A giwr fp1=2s 4 Al)giwr j. log fonctions U et V sont des combinaisons de fonctions sinus
et cosinus avec des amplitudes données par des combinaisons des parties réelle et imaginaire
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(o0)

des coefficients A, Jin

Re <ASZ° )) Re (A((,ﬁ))

Ulr) = | — et + | cos (wn) (7.26)
+ Imf;“if’) - Im(fm)) sin (wr)

Vo) = Imf:‘iif’) +Im(fm)) cos (r) (1.1
+ —Reff’(f) +Re(’i$3)) sn (o).

La précision de I’ajustement dépend énormément de 1’énergie et de ’ordre multipolaire considérés
mais elle est, dans la plupart des cas, sans conséquence sur la précision du calcul de la section
efficace en comparaison des autres sources d’erreurs induites lors de la résolution numérique.

Une fois ces amplitudes déterminées, le coefficient de transmission est calculé en utilisant soit
I’amplitude des modes entrants et sortants, soit ’amplitude des modes sortants uniquement ; le
coefficient de transmission |.A;|” étant donné par :

2
. ey 1 AL)
2 2(1-2s) 1 _ out
;" =ru ne ne (7.28)

Le coeflicient de transmission calculé, il est aisé d’obtenir la contribution d’ordre j a la section
efficace via la relation o;(w) = (25 + )7 |Aj|2 /(wrg)?. En toute rigueur, la section efficace
totale a I’énergie w est finalement donnée en sommant la totalité des ordres multipolaires. Or
une telle opération n’est pas faisable numériquement. Cependant la somme peut étre tronquée a
un ordre m, introduisant une nouvelle source d’erreur sur la détermination de la section efficace,
puisque le potentiel augmente avec le moment angulaire. La valeur de m est choisie de maniere
a ce que la contribution des ordres supérieurs a m soit négligeable.

7.2.2 Spécificités selon les cas étudiés
Spécifités dues au spin

Le spin de la particule intervenant dans I’équation de champ, son influence sur la détermination
numérique des facteurs de corps gris est par conséquent prépondérante, tant au niveau du
systeme différentiel & intégrer qu’au niveau de I’évaluation des amplitudes de probabilité. En
se focalisant tout d’abord sur le cas d’un champ scalaire, le systeme différentiel est grandement
simplifié car la fonction F3 est rigoureuseument nulle. En effet, cette derniere caractérise le
« couplage » entre le spin de la particule et le champ gravitationnel, qui devient nul pour une
particule de spin nul. Cette fonction F3 étant nulle, les parties réelle et imaginaire de la fonc-
tion d’onde radiale évoluent donc indépendamment 'une de ’autre et sont solution du méme
systeme différentiel ; 'unique différence entre les deux parties provenant des conditions initiales
imposées. D’apres I’équation (7.28), la détermination numérique des amplitudes de probabilité
nécessite deux ajustements avec chacun quatre parametres libres pour la partie réelle et la partie
imaginaire. Cependant, ces ajustements sont simplifiés en regroupant les différentes amplitudes
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de probabilité de la maniere suivante :

4= A e re(a),

Ay = Im(AL) —m(A89), (1.29)
By = Im(AL) +1Im(4C)), '
B, = —Re(Agfbo))+Re<Agc$)).

Avec cette redéfinition, I’évaluation des amplitudes de probabilité nécessite d’abord deux ajus-
tements avec chacun deux parametres libres, A; et A, pour la partie réelle et By et By pour
celle imaginaire, puis l'inversion du systeme algébrique mentionné ci-dessus. L’avantage d’un
tel changement est double : d’une part, ’ajustement des fonctions analytiques sur les solutions
numériques est amélioré et d’autre part, la détermination des amplitudes de probabilité est plus
rapide.

Pour les fermions, la fonction F3 n’est cette fois-ci plus nulle compliquant légerement la
résolution numérique. Une différence de taille apparait aussi dans le cas des fermions : ne
résolvant que la composante + |s| des équations de champ, les modes sortants seront pratique-
ments nuls |A0ut|2 < |Am|2. Plus particulierement, les investigations numériques ont montré
qu’imposer A,,; = 0 introduit une erreur négligeable quant & la détermination des facteurs de
corps gris pour les fermions. Avec une telle simplification, les fonctions U et V deviennent &
I'infini :

U(r) = Re (Ag;o)) cos (wr) + Im (AEZO)) sin (wr), (7.30)
V(i) = Im (Az(zo)) cos (wr) — Re (Agfﬂ) sin (wr). (7.31)

Travailler sous cette approximation est trés pratique pour deux raisons : d’une part les ajus-
tements se font avec deux parametres libres permettant un gain de temps et, d’autre part,
nous avons deux estimations indépendantes de la partie réelle et imaginaire de "amplitude
permettant ainsi une vérification de la résolution numérique.

Pour les champs de jauge, la situation devient cependant plus délicate pour la raison sui-
vante, déja mis en exergue par les auteurs de la référence [104] : travaillant avec la composante
+ s/, la contribution des modes sortants au niveau de I’horizon sera fortement supprimée par un
terme (r2h(r))!*l. Or, Pintégration numérique se fait & partir de I’horizon du trou noir oll nous
imposons ’absence de mode sortant. Cependant, la moindre petite erreur dans I’estimation des
fonctions U et V, et il y en a nécessairement, peut étre confondue avec une contribution due a
un mode sortant. L’intégration numérique s’éloignant de I’horizon, cette petite contribution est
alors amplifiée et la solution & l'infini est alors fortement contaminée par des modes sortants.
Autrement dit, la résolution numérique de I’équation de champ pour des particules avec spin
n’est pas stable vis-a-vis des conditions initiales. Cette instabilité n’apparait pas dans le cas des
fermions mais elle devient importante pour les bosons de jauge rendant la résolution directe
des équations de champ impossible. Cependant, une solution pour surmonter ce probléeme [104]
consiste & résoudre I’équation différentielle pour la fonction F(y) telle que P; = yF(y)e ™" et
y = r/rm. Avec ces nouvelles variables, il devient nécessaire de résoudre I’équation différentielle
suivante :

d’F . dF .
W)y =~ + 2y (h(y) — iwray) — —j(G + 1)F =0, (7.32)
dy dy
imposant comme conditions initiales
dF g (5 +1
Fuy=1 e 9E| _HU+D (7.33)
dy y=1 2Wrg

Avec cette équation, les problemes de contamination disparaissent et ’estimation des facteurs

de corps gris est alors faisable. Tout comme pour les particules de spin %, la fonction d’onde est



1Us CHOAFTIRE (. LBVAPUORALION AU-DELA D LA [RELATLIVILE GRINERALR

principalement dominée par les modes rentrants et I’amplitude des modes sortants peut alors
étre mise égale & zéro infiniment loin du trou noir sans perdre en précision.

Spécificités dues a la métrique

La métrique va elle aussi énormément conditionner la précision requise dans la résolution
numérique des équations de champ. Fixant la forme du potentiel, elle va tout d’abord imposer
la valeur de r & atteindre pour pouvoir considérer que "approximation en onde sphérique est
suffisante. De plus, elle fixera aussi le choix du pas d’intégration, qui devra étre variable, puisque
la métrique est caractéristique de la courbure et donc des effets de décalage gravitationnel vers
le rouge ou le bleu des ondes.

Dans le cas d’une théorie de Gauss-Bonnet sans constante cosmologique, I’espace-temps est
asymptotiquement plat. De plus, le terme de Gauss-Bonnet étant une premiere correction a
la Relativité Générale, son action se limite aux petites distances, c’est-a-dire & proximité du
trou noir. Autrement dit, 'influence du terme de Gauss-Bonnet sera négligeable une fois loin
du trou noir et la valeur de r & atteindre pour que I'approximation sphérique soit justifiée est
alors sensiblement identique & celle requise en Relativité Générale et peut étre prise de l'ordre
de 300/w. En ce qui concerne le début de 'intégration, un pas adaptif est nécessaire compte
tenu des effets de décalage vers le rouge. La méthode est alors la suivante : un pas Az, est
choisi a ’infini, 14 ol les effets de décalage en fréquence sont négligeables. Ce pas est choisi de
maniere & avoir un nombre de point N suffisamment grand durant une oscillation Az = w/N.
11 est alors possible de calculer un pas qui prend en compte les effets de décalage gravitationnel
en fréquence : en r le pas Az(r) = Azo+/h(r). Il sera cependant nécessaire de faire attention
de ne pas s’approcher trop pres de ’horizon car Az(r) tend vers zéro dans cette région, ce qui
augmenterait considérablement le temps de calcul.

Dans le cas d’un Univers de Sitter, la situation se complique fortement puisqu’un deuxiéme
horizon s’ajoute & I’horizon du trou noir. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant,
I'intégration numérique doit étre faite de I’horizon du trou noir & I’horizon de Sitter. Cette taille
limite fixe directement la valeur maximale de r & atteindre durant l'intégration. Cependant,
puisqu’il s’agit d’un horizon, il faudra, numériquement parlant, stopper la résolution avant de
Patteindre pour éviter toute divergence. En approchant de cet horizon, la solution est décrite,
comme a proximité de I’horizon du trou noir, par des ondes planes dont la fréquence augmentera
par décalage gravitationnel vers le bleu. Cette particularité nécessite d’appliquer de nouveau
un pas adpatatif, donné grace a la méthode précédente. De plus, I’estimation des facteurs de
corps gris se faisant par ajustement sur les solutions numériques proches de ’horizon de Sitter,
la résolution numérique se doit d’étre suffisamment précise augmentant ainsi le temps de calcul
de maniere significative en comparaison d’un calcul en espace-temps asymptotiquement plat.
L’ajout d’'un deuxieme horizon peut avoir des conséquences assez significatives en regard du
spin de la particule : en effet, celui-ci risque de renforcer la contamination des solutions par des
modes sortants et l'effet pourrait devenir significatif méme dans le cas de champ fermionique.

7.3 Facteurs de corps gris : résultats et spectres

7.3.1 Résultats avec terme de Gauss-Bonnet [106]

La métrique décrivant ’espace-temps autour des trous noirs de Schwarzschild en théorie de
Gauss-Bonnet est présentée dans le chapitre 2.2.3. De plus, pour que le terme de Gauss-Bonnet
soit dynamique sans couplage avec un champ dilatonique, il est nécessaire que le nombre de
dimensions soit strictement supérieur & cing.

Propriétés thermodynamiques de ces trous noirs

La thermodynamique des trous noirs de Schwarzschild en théorie de Gauss-Bonnet est
décrite par la masse, la température et ’entropie, d’abord calculées par [33] puis intensément
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étudiées dans les références [124, 125]. Les deux premiéres grandeurs sont déduites de la fonction
h(r) intervenant dans la métrique décrivant I’espace-temps autour d’un tel trou noir et s’ex-
priment toutes deux en fonction de la taille de ’horizon du trou noir rg. La fonction métrique
pour les trous noirs de Schwarzschild-Gauss-Bonnet, en se limitant & la branche (+) et & une
topologie elliptique, prend la forme suivante

r2 64na M
h(r)=1+_—=[1+,/1- : 7.34
*) 2a ( \/ (D — 2)QD_2M’D”rD—1> (7.34)

ou M est la masse du trou noir, @ = a(D — 3)(D — 4), a étant la constante de couplage de
Gauss-Bonnet et Mp la masse de Planck D—dimensionnel. Qp_5 est ’angle solide total & D —2
dimensions, qui est aussi la surface d’une hypersphere unitaire & D — 2 dimensions. Ceci conduit
aux expressions suivantes pour la masse et la température Ty :

_ D=9 Mp gt (. a(D-3)(D-4)
7, — D=3k +aD-5(D-4) (7.36)

Arry [rY + 2a(D —4)(D - 3)]

T" correspondant a la fonction factorielle de Euler.
L’entropie de ces trous noirs est calculée de maniére thermodynamique en imposant que
les trous noirs de Gauss-Bonnet vérifient le premier principe. Ainsi entropie se définit de la

maniere suivante : M
Spu = / BH (7.37)
TH

La température et la masse s’exprimant en fonction du rayon de Schwarzschild, 'intégrale ci-
dessus se calcule sur la variable rg en imposant que ’entropie soit nulle quand I’horizon du
trou noir l’est. Cette condition limite tient dans l'interprétation de I’entropie des trous noirs
comme l'information cachée par ’horizon. L’entropie doit donc s’annuler en ’absence d’horizon
et s’écrit alors :

rH oM
Spg = / TI;I(TH) 3 BHdT'H (7.38)
0 TH
_ Qp_arg ’Mp? L4 2 (D—2)(D -3)
B 4 ¥ '

Puisqu’un trou noir de Schwarzschild est, géométriquement parlant, une sphere de dimension
D — 2 et de rayon rg, la surface de son horizon est donc A = D,er*Q. L’entropie des trous
noirs de Gauss-Bonnet ne vérifie donc pas la loi des aires, i.e. Spg o A, car si cela avait été le
cas, elle prendrait la forme :

1 1
Spm = ZAMB*Z = ZQD_zrgﬂMg*. (7.39)

Revenons a l’entropie donnée par I’équation (7.39), il est possible qu’elle devienne négative.
Ceci a lieu pour des valeurs de la constante de couplage de Gauss-Bonnet telle que

r2
a<_2(D—2§{(D—3)' (7.40)

Donc, si la constante de couplage de Gauss-Bonnet est négative, certains trous noirs peuvent
avoir une entropie négative et 'interprétation d’un tel résultat n’est pas aisée. S’agit-il d’un
défaut dans la définition de ’entropie ? Ce comportement ne pourrait-il pas imposer une taille
minimale pour les trous noirs? Afin de rester conservatif dans 1’étude des facteurs de corps
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gris ci-apres, nous nous limiterons & des valeurs de la constante de couplage de Gauss-Bonnet
positives assurant une entropie positive quelque soit la taille du trou noir considéré. La gamme
de valeurs étudiées pour « est choisie de maniere heuristique : cette constante de couplage
ne devra étre ni trop petite, pour qu’il y ait des effets visibles dans le future, ni trop grande
pour que ces effets n’aient pu étre observés jusqu’a maintenant. De plus, le terme de Gauss-
Bonnet décrivant les premieres correction a la Relativité Générale apparaissant dans la région
de Planck, il semble naturelle que la valeur de la constante de couplage a soit de 'ordre de
M 52, a plus ou moins un ordre de grandeur pres. Notre étude s’étendra sur une gamme allant
de quelques fractions de M 52 a une dizaine de M 52.

Forme du potentiel et solutions asymptotiques

L’espace-temps autour d’un trou noir de Schwarzschild en gravitation de Gauss-Bonnet &
D dimensions est asymptotiquement plat. Par conséquent, le potentiel vu par une particule
scalaire s’annule infiniment loin du trou noir et l'utilisation du théoreme optique pour le calcul
de la section efficace est alors justifiée. Ce potentiel est donné par la formule vue dans le chapitre
5.1.1 en prenant la fonction métrique dans le cas de trous noirs de Gauss-Bonnet.
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F1a. 7.3 — Potentiel scalaire sur la brane pour un trou noir de Schwarzschild en gravité de
Gauss-Bonnet en fonction de la coordonnée radiale de Schwarzschild r. Haut : D est pris égal &
5 et la constante de couplage o égal 4 0.1 M 52 a gauche et 10 M 52 a droite. Bas : D est pris
égale & 10 et la constante de couplage o égale 3 0.1 M 52 a gauche et 10 M 52 a droite.
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La figure 7.3 représente ce potentiel pour un nombre de dimensions D égal 4 5 et 10 et pour
une constante de couplage o égale & 0.1 M 52 et 10 M 52. Tout d’abord, le potentiel augmente et
s’amincit légerement quand le nombre de dimensions augmente. En ce qui concerne les particules
de basse énergie, il n’est pas aisé de tirer une conclusion quant a la valeur de la section efficace
d’émission. Mais pour les particules de haute énergie, on s’attendra & ce que la section efficace
diminue quand la dimensionnalité de I’espace augmente. Vis-a-vis de la constante de couplage
a, le potentiel diminue et s’élargit quand cette derniére augmente. De nouveau, bien qu’il
soit impossible de tirer des conclusions quant au comportement & basse énergie de la section
efficace, la limite a haute énergie de cette derniere augmentera avec la valeur de la constante de
couplage. Les solutions aux limites pour les fonctions d’ondes seront données par les solutions
asymptotiques décrites dans les chapitres 7.1.2, 7.1.3 et 7.1.4 : des ondes sphériques a l’infini
du trou noir, puisque l’espace est asymptotiquement plat, et des ondes planes en fonction de la
coordonnée tortoise au niveau de ’horizon.

Section efficace d’émission

A Taide du programme numérique présenté précédemment, nous avons pu obtenir les -
différentes sections efficaces d’absorption, ou facteurs de corps gris, pour des champs scalaires,
fermioniques et de jauge confinés sur la brane ainsi que pour des champs scalaires se propageant
dans le bulk. La section efficace d’absorption sera exprimée, pour le cas de champs confinés sur
la brane, en unités de wr% et, pour les champs se propageant dans le bulk, en unités de la surface
du trou noir & D — 2 dimensions A = () D,Qrf]_z et représentée comme une fonction de I’énergie
de la particule w normalisée & l'inverse de la taille du trou noir. L’unité des abscisses sur les
différents graphiques sera donc le parameétre sans dimension wrg. Le choix de cette unité est une
conséquence directe du fait que le processus de diffusion des particules s’échelonne directement
sur la taille du trou noir car ’énergie de la particule n’a de sens, en terme de diffusion, qu’en
comparaison de la longueur d’onde associée a la taille de ’objet diffusant, qui est le trou noir.
De plus, les sections efficaces présentées ci-dessous seront toujours normalisées a la surface
émettrice du trou noir, bidimensionnelle ou (D — 2)—dimensionnelle selon le champ considéré.
Ainsi, il ne faudra pas perdre de vue que les augmentations ou diminutions induites par, soit
le nombre de dimensions, soit la constante de couplage de Gauss-Bonnet, seront en unités de
surface de trou noir et se traduiront simplement, en terme de flux, si les trous noirs sont de
taille identique. La surface émettrice d’un trou noir de Schwarzschild étant proportionnelle &
une puissance de son rayon, la taille du trou noir peut étre vue comme 'unité naturelle des
facteurs de corps gris.

Champ scalaire confiné sur la brane :

La figure 7.4 représente la section efficace d’absorption d’un champ scalaire avec le systéme
d’unité convenu précédemment. La partie de droite permet de déduire I’influence de la constante
de couplage de Gauss-Bonnet, le nombre de dimensions étant fixe, tandis que la partie de
gauche permet de déduire I’effet du nombre de dimensions. Ce dernier est pris égal & {5,6,10}
et la constante de couplage & 0.1 M 52 sur la partie gauche tandis que D vaut 6 et a =
{0,0.1,1,10} M 52 sur la partie droite de la figure. Premiérement, la section efficace d’absorp-
tion, comme dans le cas de la Relativité Générale & D dimensions dont une étude exhaustive se
trouve en référence [104], tend vers une valeur constante qui est la surface & quatre dimensions
du trou noir 47r% lorsque I’énergie de la particule s’annule. Des similitudes avec le cas de la
Relativité Générale apparaissent aussi concernant ’influence du nombre de dimensions : une
augmentation de la dimensionnalité de ’espace induit une diminution de la section efficace d’ab-
sorption sur ’ensemble du spectre en énergie. Deuxiémement, pour un nombre de dimensions
fixé, une augmentation de la valeur de la constante de couplage de Gauss-Bonnet entraine une
augmentation de la section efficace d’absorption.
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F1G. 7.4 — Section efficace d’absorption d’un champ scalaire confiné sur la brane par un trou
noir de Schwarzschild en gravité de Gauss-Bonnet et fonction de 1’énergie de la particule wrg.
Gauche : La constante de couplage de Gauss-Bonnet a est prise égale & 0.1 M 52 et le nombre
de dimensions D & {5,6,10}. Droite : La constante de couplage de Gauss-Bonnet est prise égale
4 {0,0.1,1,10} Mp? et le nombre de dimensions 4 6.

Champ de fermions confiné sur la brane :

La figure 7.5 représente la section efficace d’absorption d’un champ fermionique avec la méme
présentation que dans le cas d’un champ scalaire, & savoir la partie de gauche correspondant a
une valeur fixée de la constante de couplage de Gauss-Bonnet et différentes valeurs du nombre
de dimensions et la partie droite correspond au cas contraire. Les différentes valeurs choisies
pour D et a sont identiques au cas d’un champ scalaire. De nouveau, l’effet du nombre de
dimensions est similaire au cas de la Relativité Générale a D dimensions : une augmentation
du nombre de dimensions entraine une diminution de la section efficace d’absorption & haute
énergie et une augmentation de cette derniére & basse énergie. En ce qui concerne Deffet de la
constante de couplage de Gauss-Bonnet, cette derniere influence la section efficace de maniere
opposée au nombre de dimensions : 1a ol une augmentation de D entraine une augmentation
de la section efficace, une augmentation de la constante de couplage entraine quant & elle une
diminution du facteur de corps gris et réciproquement. De plus, quand wrgy — 0 la section
efficace tend vers une constante non-nulle qui dépend & la fois du nombre de dimensions et
de la constante de couplage de Gauss-Bonnet?, chacun de ces parametres agissant de maniére
opposée : la limite & basse énergie de la section efficace d’absorption diminue avec le nombre de
dimensions tandis qu’elle augmente pour des valeurs plus faibles de a. Finalement, la limite &
haute énergie du facteur de corps gris pour les fermions est identique & celle pour les scalaires
pour une valeur fixée du couple (D, a). Ce résultat est en effet prévisible car a haute énergie,
le spin de la particule n’a plus d’effet et les particules peut étre considérées comme classiques.

Champ de jauge confiné sur la brane :

En ce qui concerne le cas de champs de jauge confinés sur la brane, les résultats sont
représentés sur la figure 7.6 avec un “format” identique aux cas scalaire et fermionique. De
maniere générale, les conclusions tirées dans le cas des champs fermioniques s’appliquent au cas
des champs de jauge, excepté pour la limite infra-rouge. En effet, pour les champs de spin 1,
la section efficace tend cette fois-ci vers zéro quand wryg — 0, et ce quelque soit la valeur du
couple (D, a). Cependant, le facteur de corps gris tombe plus ou moins rapidement & zéro selon

911 n’existe pas d’interprétation intuitive de ce comportement. Il peut cependant étre noté qu’un terme de
couplage entre le spin du champ et la courbure intervient : il est donc a priori possible que la limite infra-rouge
dans le cas de particule de spin non nul dépende du nombre de dimensions D et de la constante de couplage «
via la coubure.
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F1G. 7.5 — Section efficace d’absorption d’un champ fermionique confiné sur la brane par un
trou noir de Schwarzschild en gravité de Gauss-Bonnet et fonction de I’énergie de la particule
wrg. Gauche : la constante de couplage de Gauss-Bonnet « est prise égale a3 0.1 M 52 et le
nombre de dimensions D & {5,6,10}. Droite : la constante de couplage de Gauss-Bonnet est
prise égale & {0,0.1,1,10} M2 et le nombre de dimensions & 6.

la valeur des parametres D et a. Le comportement de cette chute suit la méme dépendance en
D et a que la section efficace fermionique a basse énergie : la section efficace, dans le régime
de basse énergie, diminue quand le nombre de dimensions diminue ou bien quand la constante
de couplage de Gauss-Bonnet augmente. Finalement, tout comme pour les fermions, la limite
a haute énergie est identique & celle des champs scalaires.

Champ scalaire se propageant dans le bulk :

Pour finir, les résulats obtenus dans le cas de I'absorption de particules scalaires autorisées
a se propager dans le bulk sont représentés sur la figure 7.7. Les valeurs pour le nombre de
dimensions et la constante de couplage sont identiques aux cas précédents. Il faut cependant
se rappeler que 'unité pour la section efficace est cette fois-ci la surface &4 D dimensions du
trou noir. En ce qui concerne la limite & basse énergie ainsi que l'influence de «, les conclusions
sont, qualitativement parlant, les mémes que pour un champ scalaire confiné sur la brane :
d’une part, la section efficace tend systématiquement vers la surface D—dimensionnelle du trou
noir quand wry — 0 et, d’autre part, une augmentation de la constante de couplage de Gauss-
Bonnet entraine une augmentation de la section efficace. D’un point de vue quantitatif, il y a
cependant une différence : I’effet de a est bien plus important sur un champ se propageant dans
le bulk que sur un champ se propageant uniquement sur la brane. Concernant I’effet du nombre
de dimensions, les conclusions concernant le cas d'un champ sur la brane ne s’appliquent pas
dans le cas de la propagation dans le bulk puisqu’une augmentation du nombre de dimensions
conduit & une augmentation du facteur de corps gris. Cependant, ce comportement en fonction
du nombre de dimensions rejoint celui du facteur de corps gris pour un champ scalaire se
propageant dans le bulk en théorie de la Relativité Générale & D dimensions [104].

Analyse semi-analytique :

Les résultats ci-dessus ont pu étre corroborés grace & une analyse semi-analytique de la
limite & haute énergie de la section efficace d’absorption obtenue par la méthode décrite dans
le chapitre 7.1.2. Dans le cas de particules confinées sur la brane, il faut minimiser la quantité
r/+/h(r) afin de déterminer la position r. de cette derniére orbite dont I’aire géométrique sera
Paire d’un disque de rayon b, = r./+/h(r.). La limite & haute énergie pour les champs se
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Fi1G. 7.6 — Section efficace d’absorption d’un champ de jauge confiné sur la brane par un trou
noir de Schwarzschild en gravité de Gauss-Bonnet et fonction de 1’énergie de la particule wrg.
Gauche : la constante de couplage de Gauss-Bonnet « est prise égale 4 0.1 M 52 et le nombre
de dimensions D & {5,6,10}. Droite : la constante de couplage de Gauss-Bonnet est prise égale
4 {0,0.1,1,10} Mp? et le nombre de dimensions 4 6.

propageant uniquement sur la brane, quelque soit leur spin, est alors donnée par la :

wr2

d , (7.41)
r2 _ 64naM
142 (1 \/1 + (Dz)QD_QMg_QT?q)

r. étant solution de I’équation algébrique suivante

0g(w — +00) =

= . 7.42
(D — Z)QD_QT?_I (D - 2)QD—2 7'?_3 ( )

\/ |, 847aGMpr(D = 3)(D —4) _ 8x(D —1)GMzn
Les valeurs de r. peuvent étre déterminées numériquement selon les valeurs du couple de pa-
rametres D et a. Les résultats obtenus quant & la valeur de la limite & haute énergie pour des
valeurs de a égales & {0,0.1,1,10} Mp? et des valeurs de D allant de 5 & 11 sont répertoriés
dans le tableau 7.1 ou la section efficace est toujours en unités de mr%. Ces résultats sont en
excellent accord avec les résultats obtenus précédemment par les auteurs de la référence [104]
correspondant au cas a = 0 ainsi qu’avec les résultats numériques présentés ci-dessus.

o,/(mr) | a=0]a=01]a=1]a=10

D=5 4.00 4.59 9.46 51.2
D=6 3.07 3.91 7.64 11.4
D=7 2.60 3.53 5.70 6.62
D =28 231 3.24 4.53 4.88
D=9 2.12 3.00 3.82 3.98
D =10 1.98 2.80 3.34 3.43
D=11 1.87 2.63 3.00 3.06

TAB. 7.1 — Limite & haute énergie des facteurs de corps gris pour une émission sur la brane en
unités de 7rZ;.
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F1G. 7.7 — Section efficace d’absorption d’un champ scalaire se propageant dans le bulk par un
trou noir de Schwarzschild en gravité de Gauss-Bonnet et fonction de I’énergie de la particule
wrg. Gauche : la constante de couplage de Gauss-Bonnet a est prise égale a 0.1 M 52 et le
nombre de dimensions D & {5,6,10}. Droite : la constante de couplage de Gauss-Bonnet est
prise égale a {0,0.1,1,10} M2 et le nombre de dimensions & 6.

Pour les particules autorisées a se propager dans le bulk, la dérivation de la limite géométrique
procede de la méme fagon, ’équation du mouvement en fonction de ’angle azimutal prenant
exactement la méme forme que dans le cas a quatre dimensions, et le régime classique accessible
est de nouveau donné par b < min(r/+/h(r)). Puisque la fonction métrique est identique pour
des particules se propageant dans le bulk ou sur la brane, les valeurs de b. définissant la derniere
orbite stable seront identiques au cas précédent. Cependant, 1’aire géométrique de cette orbite
sera différente car nous considerons maintenant un espace & D dimensions. Cette aire peut étre
vue soit comme celle d’un disque & D — 2 dimensions soit comme le volume d’une sphére & D —3
dimensions'® et tous deux de rayons b.. Une fois cette surface, ou volume, trouvée, la limite
géométrique & haute énergie du facteur de corps gris prend la forme suivante

. a(D—4)/2
(D -2)T[(D-2)/2]
T étant ici la fonction factorielle de Euler. De nouveau, il y a un trés bon accord entre la limite &

haute énergie déterminée par cette analyse classique, dont les valeurs sont représentées dans le
tableau 7.2, et celle trouvée par une résolution numérique des équations de champs quantiques.

og(w = +00) = bP-2, (7.43)

L’interprétation intuitive de l'influence du terme de Gauss-Bonnet ainsi que de la dimension-
nalité de ’espace-temps sur la propagation des particules n’est pas aisée. Une étude numérique
exhaustive était donc indispensable afin d’aboutir aux résultats qui viennent d’étre présentés.

Observables : spectres d’émission et rapports bulk/brane

Spectres d’émission

Bien que les facteurs de corps gris soient riches en renseignements concernant ’influence de
la théorie de la gravitation sous-jacente sur la propagation des particules a proximité des trous
noirs, il est nécessaire de retourner & I’observable physique permettant de sonder la structure de
I’espace-temps autour des trous noirs que sont les spectres d’émission de ces derniers. Puisque
nous ne considérons que des particules de masse nulle, les flux prendront la forme suivante

>N 1 4no, (w,s, Mpr) w?

dtdw ~ (27)° exp (0/Tr) — (—1)%° (7.44)

10Pour D = 4, une sphére & D — 3 dimensions est un cercle dont le volume est la surface du disque qu’il
contient, donc bien la surface d’un disque & D — 2 dimensions.
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04/Ap—2 || @a=0]a=01]a=1]a=10
D=5 1.70 2.09 6.19 N
D=6 1.77 2.87 11.0 24.5
D=7 1.85 3.97 13.2 19.1
D=8 1.93 5.31 14.6 18.1
D=9 2.01 6.81 15.8 18.3
D =10 2.08 8.40 17.0 19.0
D =11 2.16 10.0 18.3 19.9

TAB. 7.2 — Limite a haute énergie des facteurs de corps gris pour une émission dans le bulk en
unités de Ap_s.

pour les particules confinées sur la brane et

d’N . 1 QD_QUg (w,s,MBH) wP—2
dtdw — (27)P1 exp (w/TH) — 1 ’

(7.45)

pour les particules scalaires se propageant dans le bulk. Puisque ’effet du nombre de dimensions
a été intensément étudié dans la référence [104], nous nous concentrerons dans cette partie sur
leffet de la constante de couplage de Gauss-Bonnet sur les spectres d’émission des trous noirs
de Schwarzschild. Pour étudier ces spectres d’émission, il est nécessaire de fixer une grandeur
caractérisant de maniére univoque le trou noir. Il est possible de choisir soit son rayon de
Schwarzschild rg, soit sa masse. En choisissant le rayon de Schwarzschild, la masse du trou noir
considéré variera avec la constante de couplage de Gauss-Bonnet puisque ces trois grandeurs,
Mpy, rg et «, sont liées les unes aux autres par une unique équation. Avec un tel choix,
I'influence de la constante de couplage sera investiguée pour des trous noirs de méme taille mais
de masse différente. Ce choix est a priori le plus aisé puisque la température Ty et les facteurs
de corps gris sont des fonctions explicites des deux variables rg et « et s’échelonnent en fonction
de la taille du trou noir. D’une certaine maniére, en théorie de Gauss-Bonnet, la taille des trous
noirs est 'unité naturelle des grandeurs déterminant leurs spectres d’émission. Cependant, la
grandeur caractéristique d’un trou noir que ’on peut espérer mesurer n’est pas son rayon de
Schwarzschild, mais sa masse. Adoptant un point de vue phénomeénologique, nous considérerons
les spectres d’émission pour des trous noirs de méme masse et donc étudier I'influence de « sur
ces spectres signifiera que les trous noirs n’auront pas la méme taille. Ceci complique extrément
les choses car il est alors nécessaire de considérer la température et les facteurs de corps gris
comme des fonctions de a et de la masse Mgy, qui est une fonction de «. Ainsi, I'influence de
la constante de couplage de Gauss-Bonnet sur les spectres d’émission dépendra de la masse du
trou noir et une influence générale, indépendante de la masse, ne pourra étre trouvée.

Compte tenu de la remarque précédente, Ueffet de la constante de couplage de Gauss-Bonnet
sur les spectres d’émission sera étudié pour quatre masses différentes de trous noirs Mgy =
{10,100, 1000, 10000} Mp, les plus basses représentant des trous noirs dénotés comme légers et
les plus élevées des trous noirs dénotés comme lourds. A une masse de trou noir donnée, modifier
la constante de Gauss-Bonnet va jouer sur les spectres de deux manieres différentes : cela va
tout d’abord modifier la température, et ce, compte tenu de I’expression de cette derniere, de
facon non-monotone. Deuxiemement, cela va modifier les valeurs des facteurs de corps gris et
de maniere fortement dépendante de la masse du trou noir. En effet, augmenter la constante de
couplage entraine, d’une part, une augmentation des facteurs de corps gris, du moins dans une
large gamme en énergie et ce quelle que soit la taille du trou noir, mais uniquement en unités de
surface du trou noir et, d’autre part, une diminution de la taille du trou noir. Ainsi, en faisant
varier la constante «, deux mécanismes agissant de maniere opposée entrent en jeu et, selon la
masse considérée, 'un ou ’autre des effets sera dominant aboutissant soit & une augmentation
des particules émises, soit & une diminution, quand a augmente. Il est important de noter que
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leffet du terme de Gauss-Bonnet sur la taille des trous noirs est fortement supprimé quand la
masse augmente car ce terme de Gauss-Bonnet agit a petites distances, correspondant & des
faibles masses de trous noirs, tandis que son effet sur les facteurs de corps gris a lieu & toutes
les masses car la rétrodiffusion des particules émises a lieu & proximité du trou noir, 1& ou le
terme de Gauss-Bonnet reste important, et ce quelle que soit sa taille.
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Fia. 7.8 — Flux de particules scalaires confinées sur la brane émises par un trou noir de
Schwarzschild-Gauss-Bonnet en fonction de ’énergie w de la particule en unités de Planck
Mp. La constante de couplage de Gauss-Bonnet prend les valeurs a = {0,0.1,1,10} M 52, le
nombre de dimensions est fixé & 6 et les trous noirs ont des masses de Mgy = 10 Mp (haut
gauche), Mgy = 100 Mp (haut droit), Mgy = 1000 Mp (bas gauche) et Mgy = 10000 Mp
(bas droit).

La figure 7.8 représente les spectres d’émission de particules scalaires confinées sur notre
brane pour les quatre valeurs de masse données ci-dessus ainsi que pour quatre valeurs de la
constante de couplage a = {0,0.1,1,10} M 52. De cette figure, nous concluons que pour les
trous noirs légers, une augmentation de la constante de couplage de Gauss-Bonnet entraine une
diminution du nombre de particules scalaires émises car, considérant un systeéme & tres haute
énergie, la diminution de la taille du trou noir est leffet dominant. Cependant la situation
s’'inverse lorsque les trous noirs deviennent lourds et une augmentation de a aboutit & une
augmentation du nombre de particules émises. En effet, pour les trous noirs lourds, le terme
de Gauss-Bonnet, agissant a petite distance, est sous-dominant par rapport a la taille du trou
noir qui est, avec une bonne approximation, donnée par sa taille en relativité générale a D
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dimensions. Cependant, 'augmentation des facteurs de corps gris en unités de surface du trou
noir n’est, quant a elle, pas supprimée, entrainant la hausse du flux de particules émises. De plus,
le fait que le changement de taille soit important pour les trous noirs légers et peu important
pour les trous noirs lourds se voit directement sur les graphiques : si, pour une masse donnée,
rg change de maniére significative avec la constante de couplage «, alors la température suit
ce changement et la position du maximum du spectre, directement liée & la température du
trou noir, doit aussi se déplacer. Ce comportement est clairement identifié sur les spectres pour
un trou noir de 10 M 52, ol la position du pic de la loi de corps gris change considérablement
d’un spectre a ’autre tandis que ce pic ne bouge pratiquement pas pour un trou noir de
Mpyg = 10000 Mp.
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Fia. 7.9 — Flux de particules bispinorielles confinées sur la brane émises par un trou noir de
Schwarzschild-Gauss-Bonnet en fonction de ’énergie w de la particule en unités de Planck Mp.
La constante de couplage de Gauss-Bonnet prend les valeurs o = {0,0.1,1,10} M 52, le nombre
de dimensions est fixé & 6 et les trous noirs ont des masses de My = 10 Mp (haut gauche),
Mpg =100 Mp (haut droit), Mg = 1000 Mp (bas gauche) et Mpyr = 10000 Mp (bas droit).

Les figures 7.9 et 7.10 représentent les flux de fermions et de bosons de jauge émis par des
trous noirs de Gauss-Bonnet pour le méme jeu de valeurs de la masse et de la constante de
couplage a que dans le cas des particules scalaires. D’un point de vue qualitatif, I'influence de
« sur le nombre de particules de ce type émises est identique au cas des particules scalaires, et
ce pour les mémes raisons. Cependant, d’un point de vue quantitatif, d’'une part la diminution
du flux pour les trous noirs 1égers est plus importante pour les particules de spin plus élevé
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et d’autre part, 'augmentation du flux pour des trous noirs lourds est plus faible pour des
particules de plus grand spin. Cette différence quantitative s’explique par l'effet dépendant du
spin de la constante de couplage sur les facteurs de corps gris. En particulier, pour les particules
de spin nul, une augmentation de a conduit & une augmentation des facteurs de corps gris sur
I’ensemble du spectre énergétique alors que pour les particules de spin non-nul, il existe une
énergie w., qui dépend de la taille du trou noir, en de¢a de laquelle les facteurs de corps gris
diminuent et au-dela de laquelle ils augmentent quand « augmente. De plus, bien que dans un
régime & haute énergie augmenter la constante de couplage a conduit & augmenter la valeur
des facteurs de corps gris pour toutes les particules, cette augmentation est diminuée pour
des particules de spin plus élevé dans une gamme d’énergie intermédiaire w ~ 7“1}1. Cest la
combinaison de ces deux effets, dépendant du spin, qui explique que le flux de particules émises
soit plus faible quand le spin des particules augmente. De plus, Iénergie critique w,. apparait
trés nettement sur les spectres de particules avec spin non-nul émises par des trous noirs lourds
(graphique en bas & droite des figures 7.9 et 7.10), les spectres se divisant en une partie a faible
énergie diminuant pour des valeurs de «a plus élevées et une partie a haute énergie ou le nombre
de particules émises augmente avec la constante de couplage a.
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Fia. 7.10 — Flux de particules vectorielles confinées sur la brane émises par un trou noir de
Schwarzschild-Gauss-Bonnet en fonction de I’énergie w de la particule en unité de Planck Mp.
La constante de couplage de Gauss-Bonnet prend les valeurs o = {0,0.1,1,10} M 52, le nombre
de dimensions est fixé & 6 et les trous noirs ont des masses de Mgy = 10 Mp (haut gauche),
Mgy =100 Mp (haut droit), Mpg = 1000 Mp (bas gauche) et Mgy = 10000 Mp (bas droit).
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Finalement, la figure 7.11 montre les spectres d’émission de particules scalaires pouvant
se propager dans le bulk. Comme pour les particules émises sur la brane, ces spectres sont
représentés a la fois pour différentes valeurs de la constante de couplage de Gauss-Bonnet,
et pour différentes valeurs de la masse du trou noir : a = {0,0.1,1,10} Mp;? et Mpy =
{10,100, 1000,10000} Mp. D’un point de vue qualitatif, I'influence de la constante de couplage
de Gauss-Bonnet sur I’émission de ces particules est identique & celle sur I’émission des particules
confinées sur la brane. D’un point de vue quantitatif, tout d’abord pour les trous noirs légers, la
diminution du flux est plus importante pour les particules émises dans le bulk car la diminution
de la taille du trou noir, induisant une diminution de la surface émettrice, agit a la puissance
D — 2 dans le bulk et & la puissance 2 dans la brane. Ensuite, pour les trous noirs lourds,
laugmentation du flux de particules émises est plus important pour les particules pouvant se
propager dans le bulk puisque les facteurs de corps gris pour de telles particules augmentent
d’avantage avec a que les facteurs de corps gris pour les particules confinées sur la brane.
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Fig. 7.11 — Flux de particules scalaires autorisées & se propager dans le bulk émises par
un trou noir de Schwarzschild-Gauss-Bonnet en fonction de l’énergie w de la particule en
unités de Planck Mp. La constante de couplage de Gauss-Bonnet prend les valeurs a =
{0,0.1,1,10} M 52, le nombre de dimensions est fixé & 6 et les trous noirs ont des masses
de Mgy = 10 Mp (haut gauche), Mgy = 100 Mp (haut droit), My = 1000 Mp (bas
gauche) et Mgy = 10000 Mp (bas droit).
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Rapport du taux d’émission dans le bulk sur celui sur la brane :

Afin de sonder la structure de I’espace-temps & proximité d’un trou noir, il est nécessaire
de reconstruire les spectres de radiation impliquant de pouvoir détecter les particules émises.
Bien qu’en apparence triviale, cette question doit étre posée car seules les particules émises
sur la brane pourront étre détectées. Il est donc nécessaire de contrbler quelle est la fraction
de particules émises sur la brane par rapport & celle émise dans le bulk. Il a par exemple été
montré que les trous noirs D—dimensionnels émettent principalement sur la brane dans un
cadre ADD [126] alors qu’ils émettent principalement dans le bulk dans le cadre de modele RS
via I’émission de quanta CFT lorsque la dualité AdS/CFT est respecté [127]. Puisque dans les
modeles de type ADD, seules certaines particules scalaires peuvent se propager dans le bulk, ce
rapport devra étre évalué uniquement pour les champs scalaires et prend la forme suivante :

dNpur QD2 w\ P-4 Uébu”c) v 46

dNbrane B ( 4r ) . (27T) * a_g(}brane) ‘ ( ‘ )
Ce rapport est donc simplement donné par le produit du rapport des termes d’espace de phase,
i.e. les deux premiers termes, multiplié par le rapport des sections efficaces d’absorption. La
figure 7.12 montre ce rapport pour le jeu de masses et de constantes de couplage de Gauss-
Bonnet cités précédemment. Tout comme pour les spectres d’émission, I’influence de la constante
de couplage de Gauss-Bonnet sur ce rapport dépend de la masse du trou noir. Premierement,
ce rapport reste, dans I'ensemble des cas présentés ci-dessous excepté un, inférieur & 1. De plus,
pour les trous noirs légers, une augmentation de la valeur de « conduit & une diminution de ce
rappport assurant que, quelque soit la valeur de a, le rapport reste inférieur & 1 et le trou noir
émet principalement sur la brane. Cependant, pour les trous noirs lourds, ce rapport augmente
avec la valeur de la constante de couplage de Gauss-Bonnet autorisant alors, pour des valeurs
suffisamment élevées de a, un rapport dNpyir/dNprene plus grand que 1.

Pour une meilleure investigation de cette éventualité, il est possible de déterminer une
limite supérieure a ce rapport, considéré comme une fonction de la masse. Cette limite s’obtient
en considérant des trous noirs a rayon de Schwarzschild fixé, ce qui équivaut a négliger la
diminution de taille du trou noir lorsque la constante de couplage a augmente. Puisque cette
diminution affecte plus les particules émises dans le bulk que celles émises sur la brane, le
rapport dNpyir /dNprane pour des trous noirs ayant le méme rayon de Schwarzschild sera bien la
valeur maximale qu’il peut atteindre lorsque la masse du trou noir varie. Plus particulierement,
cette limite supérieure serait atteinte par un trou noir ayant une masse infinie, puisqu’il s’agit
du seul trou noir dont une variation de la constante de couplage a ne ferait pas varier sa taille.
Cette limite supérieure est représentée sur la figure 7.13 en fonction de I’énergie de la particule
avec soit a (partie gauche), soit le nombre de dimensions D (partie droite) comme parameétre.
En se focalisant dans un premier temps sur la partie droite de cette figure, une augmentation du
nombre de dimensions entraine une diminution du rapport de flux émis dans le bulk sur le flux
émis sur la brane, comme c’est le cas dans le cadre de la Relativité Générale & D dimensions.
Deuxiémement, il est possible que la limite supérieure du rapport dNpyik /dNprane puisse devenir
plus grande que 1 comme il Pest vu sur la partie gauche de la figure 7.13. Cependant, ce rapport
ne devient que tres 1égerement supérieur & 1 et ce pour une valeur de « égale & 10 M 52. Donc
pour qu’un trou noir émette principalement dans le bulk, rendant sa détection difficile, il faudrait
qu'’il ait une grande masse et que la constante de couplage de Gauss-Bonnet soit tres élevée.
Cette conditon est cependant peu favorisée, en premier lieu car elle requiert une constante de
couplage improbable, ensuite car elle nécessite de pouvoir produire des trous noirs lourds, i.e.
avec Mpg > 10000 Mp. Comme il le sera vu ultérieurement, l'unique possibilité de pouvoir
observer si finement des trous noirs en évaporation consiste a les produire au sein des futurs
collisionneurs de particules, comme cela est possible dans les scénarii ADD abaissant ’échelle de
Planck a Mp ~ 1 TeV. Cependant, les trous noirs produits auraient alors des masses allant de
I’ordre du TeV a la dizaine de TeV pour le LHC, ce qui est bien inférieur aux dizaines de milliers
de masse de Planck nécessaires. Ainsi, dans un scénario ADD, les trous noirs potentiellement
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observables seront bien dans la catégorie légers et s’évaporeront en emettant principalement
des particules sur la brane. Cette situation favorable d’un point de vue détection est d’autant
plus renforcée que ’ensemble des particules du modele standard sont, par définition des branes,
confinées sur ces dernieres.
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F1G. 7.12 — Rapport du nombre de particules émises par un trou noir de Schwarzschild-Gauss-
Bonnet pouvant se propager dans le bulk sur le nombre de particules émises confinées sur la
brane en fonction de 1’énergie w de la particule en unités de Planck Mp. La constante de
couplage de Gauss-Bonnet prend les valeurs a = {0,0.1,1,10} M 52, le nombre de dimensions
est fixé & 6 et les trous noirs ont des masses de Mpy = 10 Mp (haut gauche), Mpy = 100 Mp
(haut droit), Mpr = 1000 Mp (bas gauche) et Mpy = 10000 Mp (bas droit).

Domaine de validité des résultats

Les calculs précédents ont été effectués sous certaines hypotheses. Tout d’abord, la métrique
a D dimensions utilisée pour modéliser les trous noirs de Schwarzschild en théorie de Gauss-
Bonnet a été dérivée en supposant toutes les dimensions étendues. Bien évidemment, afin de res-
pecter les contraintes expérimentales, il faut non seulement que les dimensions supplémentaires
soient compactifiées mais aussi que leur taille caractéristique ne soit pas trop élevée. Ainsi, pour
que la métrique utilisée ci-dessus soit une bonne approximation, il est nécessaire que la taille
du trou noir soit bien inférieure a celle des dimensions supplémentaires. Par exemple, dans les
modeles ADD et en imposant une échelle de Planck de 'ordre du TeV, la taille caractéristique
des dimensions supplémentaires s’étale de quelques fermis & quelques dixiémes de millimetre
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F1G. 7.13 — Rapport du nombre de particules émises par un trou noir de Schwarzschild-Gauss-
Bonnet pouvant se propager dans le bulk sur le nombre de particules émises confinées sur la
brane en fonction de I’énergie de la particule wrgy normalisée a l'inverse de la taille du trou
noir. Gauche : La constante de couplage est prise égale & {0,0.1,1,10} M 52 et le nombre de
dimensions est fixé & 6. Droite : La constante de couplage est fixée a 0.1 Mp,? et le nombre de
dimension est pris égale & {5,6,10}.

selon le nombre de dimensions supplémentaires. Ce modele est donc un cadre particulierement
favorable pour appliquer les résultats ci-dessus quand a ’étude de trous noirs dont la masse
s’échelonnera entre (10°TeV—1)P~3 x M52 et (10'6TeV—1)P—3 x M52

Deuxiemement, pour que ’étude précédente soit valide, il est nécessaire que la longueur
d’onde de la particule émise soit, elle aussi, plus petite que la taille des dimensions supplémentaires.
Si cette condition n’est pas vérifiée, alors la particule émise ne ressent plus l'effet des dimen-
sions supplémentaires et les facteurs de corps gris doivent étre étudiés dans un formalisme &
quatre dimensions. Cette restriction impose une coupure & basse énergie w. ~ R~!, R étant
la taille caractéristique des dimensions compactifiées, en-deca de laquelle nos résultats ne sont
plus valides. D’un point de vue phénoménologique, cette coupure & basse énergie n’est cepen-
dant pas dramatique puisqu’aussi bien le nombre de dimensions que la constante de couplage
de Gauss-Bonnet, laissent une marque claire sur les facteurs de corps gris dans le domaine &
haute énergie, 14 ol le formalisme & D dimensions est valide.

7.3.2 Résultats avec constante cosmologique [105]

La métrique décrivant les trous noirs de Schwarzschild-de Sitter (SdS) est présentée dans
le chapitre 2.2.3. A la différence de la théorie de Gauss-Bonnet, il n’y a pas de restriction
dimensionnelle afin que la constante cosmologique soit dynamique et nous travaillerons pour ce
cas avec un nombre de dimensions variant de quatre 3 onze!l.

Propriétés thermodynamiques de ces trous noirs

La fonction métrique décrivant ’espace-temps autour d’un trou noir immergé dans un espace
de Sitter prend la forme suivante :

B 2Ar?
rP=3  (D-1)(D-2)"

h(r) =1— (7.47)

1175 distinction particules dans le bulk ou sur la brane n’a de sens que pour D > 4.



124 CHOAFTIRE (. LBVAPUORALION AU-DELA D LA [RELATLIVILE GRINERALR

Les quantités thermodynamiques de ce type de trous noirs sont données en appliquant la méme
procédure que pour les trous noirs en théorie de Gauss-Bonnet

Mpn = S(D—2)Qp ,MD2D-3 (1 2 (7.48)
BH - 2 D—2 D TH (D—l)(D—Q) 7 -
1 2A7r2
Ty = D-3)— 2 4
" Ay (( - p= 2) (7.49)

Ce type d’espace-temps présentant un deuxiéme horizon rgg (voir chapitre 2.2.3), une deuxiéme
température peut alors étre définie :

1 2A7r2
Tis = D—3)——2ds )
45 4nrgs (( 3) D - 2) ’ (7 50)

qui est inférieure & la température du trou noir Ty puisque r4s > rg. En appliquant la méme
définition thermodynamique que dans le cas des trous noirs de Gauss-Bonnet, ’entropie des
trous noirs Schwarzschild-de Sitter vérifie la formule de aire :

1 1
Spm = ZQD,Qrg—ZMg—Q = ZAM5_2. (7.51)

A la différence des trous noirs de Schwarzschild en théorie de Gauss-Bonnet, ’ajout d’une
constante cosmologique, qu’elle soit positive ou négative [59], ne modifie pas la formule de I’aire
pour 'entropie, du moins pour les trous noirs de Schwarzschild.

Forme du potentiel, condition d’adiabaticité et solutions asymptotiques

Lorsque l'on considere des espaces-temps avec constante cosmologique, la question des états
asymptotiques lors du calcul des sections efficaces d’absorption devient primordiale. En effet,
I’espace-temps n’étant plus asymptotiquement plat, il est impossible de définir des états asymp-
totiques libres pour les fonctions d’ondes et encore moins de placer un observateur infiniment
loin du centre diffuseur. Cet effet se caractérise par le fait que le carré du potentiel, dont I’ex-
pression est rappelée dans I’équation (7.54), diverge en +0o pour une constante cosmologique
non-nulle, positive ou négative

Virane(r) = (1 - r5_3 - @ _31)\57 — 2)> (7.52)
[ 095 - )
Veur(r) = (1 - 7'15—3 D _231;5) — 2)) (7.53)
* :(2£+D4;23)2 — +(D-2y e 2(11776 1)] ’

le premier potentiel correspondant & celui sur la brane et le deuxiéme au potentiel dans le bulk.
Les carrés de ces deux potentiels en fonction de la coordonnée radiale r est représentés sur la
figure 7.14 pour D = 5, u = 1 et Ar% = 0.01 et pour différentes valeurs du moment orbital £.
Cette figure montre le potentiel & proximité de I’horizon du trou noir et bien avant d’atteindre
I’horizon de Sitter, ne permettant pas de voir la divergence vers —oo de ce dernier lorsque
T — +00.

Cependant, pour une constante cosmologique positive, il est possible de placer judicieuse-
ment ’observateur afin de se ramener & des conditions équivalentes & un espace asymptotique-
ment plat. Tout d’abord, un espace-temps SdS présentant deux horizons, celui du trou noir et
I’horizon cosmologique, considérer la propagation d’une particule initialement au-dela de ’ho-
rizon cosmologique n’a pas de sens car cette région est causalement déconnectée du trou noir.
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F1G. 7.14 — Carré du potentiel scalaire pour un trou noir de Schwrazschild-de Sitter avec D = 5,
p=1et Ar% = 0.01 ainsi que pour différentes valeurs du nombre quantique orbital £. Gauche :
potentiel sur la brane. Droite : potentiel dans le bulk.

De plus, le potentiel s’annule a la fois & ’horizon du trou noir et a ’horizon cosmologique : au
niveau de ces deux horizons, il est possible de définir des états libres. En placant I’observateur
exactement & ’horizon cosmologique, il peut étre considéré comme infiniment loin du centre dif-
fuseur. Ceci se justifie pleinement car la propagation des champs s’étudie plus naturellement en
utilisant la coordonnée radiale tortoise qui, dans le cas d’un espace-temps a quatre dimensions,
s’écrit :

3
B rilo|r — 7y
= Z v (7.54)
i=0

r; représentant les trois racines du trinéme P(z) = 3u— 3z + A\z®, les deux racines positives cor-
respondant aux deux horizons présents dans les espaces SAS. Compte tenu de ’équation (7.54),
passer de la coordonnée r & la coordonnée r* permet de se limiter & la zone entre les deux hori-
zons en effectuant une bijection de [rg,74s] dans |]—oo, +00[. Dans le systéme de coordonnées
tortoise, la propagation d’une particule de ’horizon du trou noir vers ’horizon cosmologique se
ramene a la propagation de —oo vers +o0 avec le potentiel qui tend asymptotiquement vers zéro
dans les deux cas. La coordonnée tortoise présente le méme comportement pour un nombre de
dimensions plus élevé et aussi bien pour des particules se propageant uniquement sur la brane
que dans le bulk. En plagant ’observateur au niveau de I’horizon cosmologique, il est donc
possible de se ramener, comme dans le cas asymptotiquement plat, & un probléeme de diffusion
avec des états initial et final asymptotiquement libres.

Cependant, les états asymptotiques different de ceux obtenus pour des espaces asymptoti-
quement plats : si la fonction d’onde reste identique au niveau de I’horizon du trou noir, elle ne
prend pas la forme d’une onde sphérique pres de ’horizon cosmologique mais celle d’une onde
plane. Les états asymptotiques s’écrivent alors de la maniére suivante :

Py(r) — Agfb)e_m* + Ag’;)tAseiW* quand r = Ty
(7.55)
Py(r) — Aﬁfﬁs)e*"““ + Af,‘f,f)AseW* quand T — r4s.
D’un point de vue numérique, cette solution reste problématique car elle ne devient précise
qu’une fois extrémement proche de I’horizon de Sitter, exigeant énormément de temps de calcul
pour extraire avec confiance les amplitudes des modes rentrants et sortants. C’est pourquoi une
solution asymptotique différente, valide sur une plus grande gamme de r avant ’horizon, est
utilisée comme base théorique pour extraire les amplitudes des modes proches de rgs. Cette
solution s’obtient en s’inspirant des méthodes analytiques mises en ceuvre afin de déterminer les



120 CHOAFTIRE (. LBVAPUORALION AU-DELA D LA [RELATLIVILE GRINERALR

facteurs de corps gris dans la limite w — 0 [109, 111]. Dans le cas de particules scalaires, cette
procédure consiste tout d’abord & remplacer la fonction h(r) par la fonction f(r) telle que :

2Ar%,

f(r)y=h(r)|1- PESICENIE (7.56)

puis & redéfinir la fonction inconnue par P(r) = f*(1— f)?F(f). La partie radiale de 1’équation
de Klein-Gordon prendra alors la forme d’une équation hypergéométrique [87] prés de ’hori-
zon cosmologique, imposant des relations entre les parametres a, f ainsi que des parametres
de fonctions géométriques. La fonction P pourra donc s’exprimer & l’aide de fonctions hy-
pergéométriques dont les parametres seront choisis en requérant que P vérifie les bonnes condi-
tions aux limites, en 'occurence qu’elle ne diverge pas exponentiellement en ry5. Finalement,
pres de ’horizon cosmologique r ~ 145, la fonction d’onde radiale scalaire prend alors la forme
suivante [109, 111] :

Lwrgg Lwrgg

P(r) = Bie™ 225 log [£(r)] + Bye' A6 108 [f(r)], (7.57)

avec Ac = (D — 3) — 2Ar%g/(D — 2). Puisque le terme Ac est toujours négatif et que la
fonction f décroit a I’approche de ’horizon de Sitter, le terme B; sera 'amplitude du mode
rentrant et le terme Bs celle du mode sortant permettant ainsi une évaluation de I’amplitude de
diffusion. Avec la solution approchée ci-dessus, ’ajustement sur la solution numérique atteint
une précision suffisante pour une bonne détermination des amplitudes By /5.

Section efficace d’émission

Champ scalaire confiné sur la brane :

La détermination numérique des facteurs de corps gris se fait en prenant en compte la
remarque précédente et I’amplitude de diffusion est donc déterminée en utilisant les amplitudes
des modes sortants et rentrants a I’horizon du trou noir et a I’horizon de Sitter. Pour des champs
scalaires se propageant sur la brane, les résultats numériques sont présentés sur la figure 7.15.
Ils correspondent & la section efficace d’absorption, en unité de 7%, en fonction de ’énergie
de la particule, en unité de r3", avec le nombre de dimensions D = {4,5,9} comme paramétre
pour la partie gauche, et la valeur de la constante cosmologique A = {0,0.01,10~1-5,0.05} 7'1}2
comme parametre pour la partie droite. L’effet du nombre de dimensions est identique au
cas de la Relativité Générale sans constante cosmologique ou de la théorie de Gauss-Bonnet :
des espaces-temps avec un nombre de dimensions plus élevé correspond & une diminution de la
section efficace sur tout le domaine énergétique. Par ailleurs, ’effet d’une constante cosmologique
positive non-nulle laisse une trace tres nette dans les sections efficaces d’absorption sous la
forme d’une divergence infrarouge. Ce résultat important signe un comportement typique de
la présence de deux horizons dans l’espace-temps considéré et il a été montré qu’une telle
divergence apparait aussi pour des trous noirs chargés [112, 113, 114]. Cette empreinte nette &
basse énergie s’interpréte comme la délocalisation totale du quantum considéré entre les deux
horizons. De plus, la figure de droite semble indiquer qu’une augmentation de la valeur de la
constante cosmologique conduit a une légere augmentation de la section efficace d’absorption
pour des énergies intermédiaires ainsi qu’a haute énergie.

Champ scalaire se propageant dans le bulk :

La figure 7.16 représente les facteurs de corps gris, en unité de la surface & D dimensions du
trou noir, pour des particules scalaires pouvant se propager dans le bulk. La partie de gauche se
focalise sur I'influence du nombre de dimensions avec D = {5,7,8} et A = 0.01 rl_f, tandis que la
partie droite s’intéresse & 1’effet de la constante cosmologique avec A = {0,0.01,1071-5,0.05} r;f
et D = 5. L’émission dans le bulk présente quelques différences qualitatives par rapport a
celle sur la brane : tout d’abord, une augmentation du nombre de dimensions aboutit & une
augmentation de la section efficace & basse énergie qui proviendrait de la multiplicité plus élevés
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F1c. 7.15 — Section efficace d’absorption, en unité de 7r%, de particules scalaires confinées
sur la brane par un trou noir SdS en fonction de ’énergie de la particule en untié de r;ll.
Gauche : la valeur de la constante cosmologique est fixée a A = 0.01 r;f et le nombre de
dimensions vaut D = {4,5,9}. Droite : la valeur de la constante cosmologique est fixée &

A ={0,0.01,1075,0.05} r;* et le nombre de dimensions vaut D = 4.

que chaque mode multipolaire pour des espaces-temps de dimensionnalité plus grande!2. Dans
la partie haute énergie, et ce bien que les figures ci-dessous ne le montrent pas, 'influence du
nombre de dimensions est identique au cas asymptotiquement plat : la limite & haute énergie
de la section efficace augmente avec le nombre de dimensions. En ce qui concerne I’influence
de la constante cosmologique, les résultats sont qualitativement identiques a 1’émission sur la
brane : une augmentation de la valeur de la constante cosmologique entraine une augmentation
des facteurs de corps gris sur ’ensemble du spectre en énergie et sa simple présence conduit &
I’apparition d’une divergence infra-rouge.

Résultats analytiques :

Pour I’émission de particules scalaires par des trous noirs SdS, des investigations analytiques
peuvent étre menées non seulement dans le domaine classique, i.e. a haute énergie, mais aussi
dans le domaine a basse énergie. Pour la limite a haute énergie, la méthode est identique a
celle utilisée dans le chapitre précédent. Pour les trous noirs de Gauss-Bonnet, une inversion
numérique d’une équation algébrique était nécessaire. Cette inversion numérique n’est pas in-
dispensable dans le cas de trous noirs SdS car la valeur de r minimisant la fonction r/+/h(r)
peut étre trouvée analytiquement. Pour les particules confinées sur la brane, la limite & haute
énergie s’écrit o, = b2 avec

N [ S
2Ar, 12
_m}

Dans le cas de champs ayant acces au bulk, la limite géométrique de la section efficace est
donnée par la formule (7.43) en prenant le résultat analytique ci-dessus pour b.. Les tableaux
7.3 et 7.4 listent un ensemble de résultats analytiques obtenus pour la limite & haute énergie
des facteurs de corps gris, le premier tableau correspondant aux champs scalaires confinés sur

12Pour les particules confinés sur la brane, la multiplicité d’un mode £ est 2¢ + 1 quelle que soit la dimen-

sionnalité de ’espace-temps. Cependant, pour les particules se propageant dans le bulk, la multiplicité vaut
(2¢+D—3)(¢+D—4)!

D —1) et augmente avec le nombre de dimension.
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F1a. 7.16 — Section efficace d’absorption, en unité de 2p_4, de particules scalaires se propageant
dans le bulk, et émises par un trou noir SdS, en fonction de ’énergie de la particule en unité
de r;{l. Gauche : la valeur de la constante cosmologique est fixée & A = 0.01 7'1}2 et le nombre
de dimensions vaut D = {4,5,9}. Droite : la valeur de la constante cosmologique est fixée &
A ={0,0.01,101%,0.05} r5” et le nombre de dimensions vaut D = 5.

la brane et le second a ceux autorisés a se propager dans le bulk. Pour les particules confinées
sur la brane, I'unité de la section efficace est mr% tandis que 'unité est Qp_» pour les particules
se propageant dans le bulk. Chaque tableau se scinde en deux : la moitié gauche donnant les
facteurs de corps gris en fonction du nombre de dimensions et la moitié droite les donnant
en fonction de la valeur de la constante cosmologique. En ce qui concerne I’émission sur la
brane, les calculs analytiques sont en tres bon accord avec les résultats numériques confirmant
I'influence du nombre de dimensions et de la constante cosmologique sur les facteurs de corps
gris. Pour ’émission dans le bulk, les résultats de la partie gauche du tableau confirment qu’une
augmentation du nombre de dimensions conduit & une augmentation des facteurs de corps gris
dans le domaine ultraviolet. De plus, les résultats analytiques concernant 'influence de A (partie
droite) sont en excellent accord avec les résultats numériques.

D Og [7‘(7’%{ ] AT2 Og [T".%-I ] Og [WT%{ ]
pour Ar%, = 0.01 H pour D =4 pour D =5

4 6.8591 0 6.7500 4.0000

b) 4.0201 10-4 6.7511 4.0002

6 3.0774 10—3 6.7607 4.0020

8 2.1179 10-1-8 7.1114 4.0645

11 1.8699 101 8.0962 4.2131

TAB. 7.3 — Limite géométrique de la section efficace d’absorption de particules scalaires confinées
sur la brane par un trou noir SdS. La partie gauche fournit le résultat en fonction du nombre
de dimensions alors que la partie droite les fournit en fonction de la valeur de la constante
cosmologique.

Il est aussi possible de déterminer la valeur de 'amplitude de diffusion dans le domaine
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0y [Ap-_2] 5 oy [Ap-2]

b pour Ar% =0.01 Argy pour D =5
0 1.6977
5 1.7105 10—4 1.6978
6 1.7757 1073 1.6989
7 1.8535 1072 1.7105
8 2.0117 10-15 1.7389
11 2.1622 10! 1.8351

TAB. 7.4 — Limite géométrique de la section efficace d’absorption de particules scalaires pouvant
se propager dans le bulk par un trou noir SdS. La partie gauche fournit le résultat en fonction
du nombre de dimensions alors que la partie droite les fournit en fonction de la valeur de la
constante cosmologique.

infra-rouge en se limitant a ’ordre monopolaire. La méthode, utilisée avec succes dans les
références [112, 113, 114], est la suivante : des solutions asymptotiques sont trouvées en rg et
rqs- Ces deux solutions sont ensuites raccordées a un troisieme type de solutions valable dans
une région intermédiaire entre les deux horizons. Une fois ce raccordement effectué, il est possible
d’exprimer 'amplitude des modes sortants et rentrants & proximité de ’horizon de Sitter en
fonction de I'amplitude des modes au voisinage du trou noir. L’amplitude de diffusion peut
alors étre explicitement calculée puisque le rapport des flux est lié aux rapports des amplitudes
des modes. Afin de trouver les solutions & proximité des deux horizons, I’équation (5.8) de type
Schrédinger est utilisée pour donner comme solutions asymptotiques :

U(r*) = Ajetwr” pour T ~rg (7.59)
U(T’*) — Ble—iwr* + Bzez'wr* pour r ~ryg, (760)

ol la condition d’absence de mode sortants & 1’horizon du trou noir a été appliquée. Il est
nécessaire d’exprimer ces solutions en terme de la fonction P d’une part et en fonction de la
variable r d’autre part. L’expression de la coordonnée tortoise en fonction de r est la suivante :

o Inlr ) _In(ras —r) N In(r 4 rm) (7.61)

T T %ky T 2kus 2%,

m=1

avec 1, les racines de ’équation h(r) = 0 et k,, la gravité de surface & la position r,, définie
par :

1 dh
km == — 7.62
™2 dr ( )

Tm
Le résultat ci-dessus pour la coordonnée tortoise est la généralisation du résultat donné au
début de ce chapitre pour le cas & quatre dimensions. Puisque P(r) = U(r)/r, les solutions
asymptotiques finales, aprés un développement limité de ’exponentiel, sont les suivantes :

A . [In(r—rg) In(rgs —rH)

P = —<1- — .

(r — rg) - { iw [ o ks (7.63)

—~ In(rg +rm)
1 . ln(rdg — TH)
P(T — ’rds) = @ (Bl + Bz) =+ ZUJ(—Bl + B2) T (764)
In(rgs —r) + R In(rgs + rm)
okas | = 2kn ‘
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La solution dans une région intermédiaire ne peut étre trouvée qu’a ’ordre monopolaire et,
puisque w — 0, prend la forme suivante!3

In(r—rg) In(rgs—r) + § In(r +rp)

2 - 2
Zk‘HTH 2kd5rd5 1 Zk‘mT?n

Avec I’ensemble de ces solutions, les amplitudes & ’horizon de Sitter peuvent étre reliées a celles
pres de ’horizon du trou noir via les constantes C;, valables dans une région intermédiaire :

Ci = —iwrgA; et Cy= % + O( ) (7.66)
h
1
C) =iwrgs (Be — By) et Cy= e (B1 + B3) + O(w). (7.67)
ds

Il est maintenant possible de calculer le coefficient de transmission T' et de réflexion R sur la
barriére de potentiel :

B, |2

R:E

2 2\ 2 2 .2

_ 4

_ (M) et T=1-R= TasTh __ (7.68)
Tas T TH (Tas + )

L’amplitude de diffusion étant donnée par la probabilité de transmission par effet tunnel, la
section efficace a basse énergie sera alors la suivante

T 4r2.r?

w? (rig +ri)
en se limitant & 1’ordre monopolaire. Cette approximation est grandement suffisante puisqu’il
s’agit de la contribution dominante. Avant d’interpréter ce résultat, regardons le cas de parti-
cules se propageant dans le bulk. La méthode est exactement identique a celle utilisée ci-dessus.
Les solutions approchées, a ’ordre monopolaire et quand w — 0, sont alors les suivantes :

Ay

Pir—ra) = —pgme " (7.70)
TH
1 - _—
P(r —rgs) = NGEE {Bleﬂw + Bae™" }, (7.71)
Tis
In(r) In(r—rg) In(rgs—r
Pr,w=0) = C; |- (r) + ( D72) ( o 2) (7.72)
1% Qk‘HTH des’r
D-3
|
+ n(r 1; + (s,
m=1 2km T

lexpression de r* en fonction de r ne changeant pas. La jonction des différentes solutions
asymptotiques procede exactement de la méme maniere pour aboutir & ’expression finale des
probabilités de transmission et de réflexion dans le bulk :

2 —
R rie? —rp? ot T = 4 (rasr)’? (7.73)
ris Ty (rgs “+rg P

ainsi qu’a celle de la section efficace d’absorption :

2D—4,(D=3)/2 (D - 3)F (%)] l 4 (Tder)D_Q ]
( .

og(w—0) = l D2 D-2)2

(7.74)
rs S +Th

13En imposant £ = 0 et w = 0, I’équation radiale est alors % (rzh(r)%) =0.
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Que ce soit pour les particules émises sur la brane ou dans le bulk, puisque "amplitude de
diffusion |Ag|2 =T tend vers une constante, la section efficace diverge en w=2 (wP~*) pour les
particules émises sur la brane (dans le bulk). Ce comportement est typique des espaces-temps
ou deux horizons sont présents. Dans le cas d’espaces asymptotiquements plats, il a été montré
[109, 111] que 'amplitude de diffusion se comporte de la maniére suivante

|[Ae)? o (wre)®™? et Ay o« (wrg)*P72, (7.75)

pour les champs confinés sur la brane et ceux se propageant dans le bulk. Ce comportement
assure la convergence vers une valeur finie non-nulle de la section efficace quand w — 0. Dans le
cas de trous noirs SdS, le deuxiéme horizon rend ’amplitude de diffusion constante conduisant
a la divergence infra-rouge mentionnée.

Observables : spectres d’émission et rapport bulk/brane

Définition de la température :

A partir de la détermination théorique des facteurs de corps gris, nous avons accés aux
spectres d’émission, toujours donnés par une loi de corps gris, de particules scalaires que ce
soit sur la brane ou dans le bulk. Cependant, la courbure asymptotique non-nulle impose de
reconsidérer la, température des trous noirs SdS. En effet, la température calculée & l’aide de la
gravité de surface, que ce soit en théorie asymptotiquement plate ou non, sera celle vue par un
observateur placé dans une région plate de ’espace-temps considéré. Dans un cadre théorique
asymptotiquement plat, il suffit de considérer un observateur infiniment loin du trou noir pour
qu’une telle condition soit remplie. C’est pourquoi, pour 1’émission de trous noirs de Gauss-
Bonnet, cette méthode pouvait étre utilisée avec siireté et les spectres calculés avec une telle
température correspondaient & des spectres vus par un observateur & 'infini. Ce raisonnement
ne peut tenir dans le cas de trous noirs SdS car il n’existe aucune région plate. Puisqu’il n’est
pas possible de considérer un observateur dans une telle région, la température sera évaluée
pour un observateur placé dans une zone dont les caractéristiques sont « les plus proches »de
celles de l'infini spatial dans un espace sans constante cosmologique, i.e. la région la plus plate
possible. Cette position rg est donnée par I’endroit ol ’accélération est nulle et se détermine en
résolvant % = 0. A une telle position, les effets de la constante cosmologique et du trou noir se
compensent exactement assurant une accélération nulle. De plus, en 7, la fonction métrique est
maximale et sa valeur est la valeur la plus proche de 1 qu’elle peut atteindre en espace-temps
SdS, confirmant de nouveau que la position rq est la plus proche de la “platitude”. La résolution
de % = 0 aboutit & ’expression suivante pour rg :

1/(D-1)
o [<D ~1)(D-2)(D - 3)#] | (776)

4A

L’observateur n’étant plus dans une région plate, la température du trou noir lui apparaitra
comme décalée vers le bleu :
1 dh

T(OO) -
H 4 dr

o7 1 dh
H= ——F——= =
rH 4m+/h(ro) dr

Puisque h(rg) < 1, la température sera plus élevée que si elle est estimée avec la formule de
Hartle-Hawking.

(7.77)

TH

Spectres d’émission :

Les figures 7.17 et 7.18 représentent le taux d’émission d’énergie défini par :

£E &N
dwdt ~ Y dwdt’

(7.78)
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Cette quantité est préférée au flux de particules compte tenu de la divergence infrarouge des
facteurs de corps gris. Afin d’assurer la conservation de ’énergie, il est en effet nécessaire de
vérifier qu’aucune quantité d’énergie infinie ne puisse étre émise par le trou noir, et ce méme si
la probabilité d’émission de particules tend vers l'infini quand w — 0. Il est évident, au vu des
taux d’émission de la figure 7.17, que I’énergie est effectivement bien conservée. Cependant, la
divergence des facteurs de corps gris laisse une empreinte claire sur ce taux : & la différence du
cas asymptotiquement plat, il tend vers une valeur non-nulle quand w — 0 indiquant que les
trous noirs SdS peuvent émettre une fraction non-négligeable de leur énergie par 'intermédiaire
de quanta d’ultra-basse énergie. De plus, la divergence étant plus marquée pour des valeurs de
la constante cosmologique plus élevées, le taux d’émission de ces quanta augmente donc avec
la valeur de A. Ce comportement, caractéristique de la présence d’une constante cosmologique
positive non-nulle, apparait aussi bien pour 1’émission d’énergie sur la brane que dans le bulk,
bien que l'effet soit plus marqué pour I’émission sur la brane.

Jd’E

dtde
d’E
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FiG. 7.17 — Taux d’émission d’énergie d’un trou noir SdS sous forme de particules scalaires
confinées sur la brane en fonction de ’énergie de la particule en unité de rl_{l. Gauche :la valeur
de la constante cosmologique est fixée & A = 0.01 7 et le nombre de dimensions & D = {4, 5,9}.
Droite : la valeur de la constante cosmologique est fixée & A = {0,0.01,1071-5,0.05} 7‘1}2 et le
nombre de dimensions a D = 4.

En se focalisant sur la figure 7.17, il apparait que le taux d’émission d’énergie augmente
a la fois avec le nombre de dimensions, ce résultat étant identique au comportement pour des
trous noirs de Schwarzschild en espace asymptotiquement plat [104], et la valeur de la constante
cosmologique. Comme il I’a été mentionné précédemment, ce comportement est possible uni-
quement parce que le préfacteur 1/4/h(rg) impliqué dans la température surpasse effet de la
décroissance de la gravité de surface pour des valeurs de constantes cosmologiques plus élevées.
En ce qui concerne le taux d’émission d’énergie dans le bulk, ce dernier se comporte de la
méme maniere que le taux d’émission sur la brane : il augmente avec le nombre de dimensions
et avec la valeur de A. Il réside cependant une différence entre ’émission sur la brane et celle
dans le bulk : la position du maximum d’énergie émise est fortement décalée vers les hautes
énergies pour I’émission dans le bulk en comparaison a la position du maximum pour I’émission
sur la brane. Ce phénomene vient du fait que la probabilité d’absorption, équivalente a celle
d’émission, a basse énergie est plus faible dans le bulk que sur la brane, augmentant de fait le
taux d’émission vers les hautes énergies puisque la quantité d’énergie potentiellement émise par
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unité de temps contenue par le trou noir est quant a elle fixée.
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FiG. 7.18 — Taux d’émission d’énergie d’un trou noir SdS sous forme de particules scalaires
pouvant se propager dans le bulk en fonction de I’énergie de la particule en unité de r;II.
Gauche : la valeur de la constante cosmologique est fixée & A = 0.01 r;lz et le nombre de
dimensions & D = {4,5,6,7}. Droite : la valeur de la constante cosmologique est fixée & A =

{0,0.01,107%,0.05} r;* et le nombre de dimensions & D = 5.

Rapports du taux d’émission dans le bulk sur celui sur la brane :

La figure 7.19 représente le rapport d’énergie émise par le trou noir dans le bulk sur celle
émise sur la brane. L’allure de ces courbes prouve que ce rapport reste inférieur & 1, assurant que
le trou noir émet principalement des quanta scalaires sur la brane et non dans le bulk, comme
cela est le cas dans le cadre de la Relativité Générale & D dimensions ou en théorie de Gauss-
Bonnet. Compte tenu des limites géométriques de la section efficace dérivées précédemment
(voir équation (7.59) et (7.43)), effet de la constante cosmologique s’annule dans le rapport
dEyur [ dEprane quand w — 00 ; rapport qui devient identique & celui d’un trou de Schwarzschild
en espace-temps plat. La constante cosmologique laisse cependant une empreinte sur ce rapport
dans le domaine de basse énergie : la présence de la constante cosmologique abaissant la barriere
de potentiel dans le bulk D(D — 2)/8 fois plus que sur la brane, le rapport dEpyix/dEbrane
augmente donc avec la valeur de la constante cosmologique a basse énergie, comme il Iest
clairement vu sur la partie droite de la figure 7.19. D’autre part, une augmentation du nombre de
dimensions entraine une forte diminution du rapport dEjpyk, /dEprane sur 'ensemble du spectre
en énergie, bien que cette différence diminue & plus haute énergie. Le comportement 3 basse
énergie de ce rapport est une conséquence de la variation du rapport Touik/Torane, T étant le
coefficient de transmission, qui augmente avec A et diminue avec D. Ce rapport est donné par

I’expression suivante :
Tyur (1 Pt -2 (7.79)
Tbrane B n 1- nD72 ’ .

ol 1) = ri/rqs est le rapport entre la taille de ’horizon du trou noir et celle de ’horizon de
Sitter. Un trou noir SdS n’étant défini que si Ry < Rps, le rapport 7 est toujours inférieur a
un. La quantité Tk /Torane ci-dessus diminue donc avec D et augmente avec A, puisque cette
derniére augmente la valeur r4s. Le rapport du nombre de particules émises dans le bulk sur
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celui émises sur la brane dNpyr/dNprane, évidemment égale au rapport dEpy/dEprane, peut
s’exprimer dans la limite basse énergie en fonction du rapport ci-dessus (voir équations (7.69),
(7.74) et (7.46)) :

dByuk  _ - (D — 3) Thuik

dEbTane D-1 Tbrane

Puisque le préfacteur devant Tpyix, /Torane ne fait pas intervenir la valeur de la constante cos-
mologique, le comportement du rapport dEpyik/dEprane quand w — 0 suit celui du rapport
des amplitudes de diffusion, & savoir il augmente avec A. En ce qui concerne 1’évolution avec le
nombre de dimensions, le préfacteur décroit avec ce parameétre. De plus, le rapport Tyuir /Torane
diminue quand D augmente, conduisant ainsi & la diminution du rapport dEpyx, /dEprane pour
des valeurs du nombre de dimensions plus élevées. Nous retrouvons donc bien analytiquement
ce qui était suggéré numériquement.
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FiG. 7.19 — Rapport du taux d’énergie émise dans le bulk sur celui émise sur la brane par un
trou noir SdS en fonction de I’énergie des quanta émis en unité de r;'. Gauche : la valeur de
la constante cosmologique est fixée & A = 0.01 r,;* et le nombre de dimensions & D = {4, 5,9}.
Droite : la valeur de la constante cosmologique est fixée & A = {0,0.01,1071-%,0.05} 7‘1}2 et le

nombre de dimensions & D = 4.

Domaine de validité des résultats

Comme pour les trous noirs en théorie de Gauss-Bonnet, la métrique ci-dessus décrivant
I’espace-temps autour d’un trou noir SdS est obtenue en supposant les dimensions supplémentaires
étendues. La discussion du domaine de validité concernant la taille des trous noirs & considérer
ainsi que la coupure a basse énergie de la particule émise a appliquer afin que les calculs ci-dessus
soient valides est donc identique au cas des trous noirs de Gauss-Bonnet. Cependant, pour le
cas de trou noir SdS, la limite & basse énergie est assez contraignante en vue d’une éventuelle
détection de linfluence de la constante cosmologique sur I’évaporation des trous noirs, cette
influence apparaissant essentiellement via la divergence infrarouge des facteurs de corps gris.
Pour des trous noirs plongés dans un univers ayant D > 4 dimensions, la divergence infra-
rouge doit étre prise avec précaution. Pourtant, & la différence des trous noirs de Gauss-Bonnet,
les résultats précédents sont valides dans des univers & quatre dimensions, ces derniéres étant
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nécessairement étendues. Dans ce cas-ci, la coupure & basse énergie n’a donc plus lieu d’étre et
la divergence infrarouge est bien présente dans les facteurs de corps gris.

7.3.3 Résultats semi-classiques [110]

Comme il vient d’étre montré, le calcul exact des facteurs de corps gris est une opération assez
lourde requérant, d’une part, des investigations analytiques pouvant étre spécifiques & chaque cas
étudié et, d’autre part, des investigations numériques qui nécessitent un grand temps de calcul.
Il est important de garder a I’esprit que chaque ordre multipolaire de chaque point de chaque
courbe dans chaque figure requiert la résolution numérique d’un systéme différentiel ainsi qu’un
ajustement global de fonctions completes sur des solutions numériques parfois instables. Dans
loptique d’alléger la détermination de ces facteurs, la méthode semi-classique décrite dans le
chapitre 7.1.2 peut s’avérer fort utile. Il ne faut cependant pas perdre de vue que cette méthode
fournit uniquement des valeurs approchées et bien que plus facilement mise en place, ne pourra
déboucher que sur un premier ordre de grandeur des facteurs de corps gris. Il sera de plus
indispensable d’identifier les domaines d’énergie dans lesquelles I’approximation semi-classique
est justifiée.

Solution WKB dans une métrique de Schwarzschild

Considérons le cas simple de I’émission d’un trou noir de Schwarzschild & quatre dimensions,
dont D’espace-temps est décrit par la métrique originelle de Schwarzschild dont la forme est
rappelée ci-dessous :

d 2
ds? = (1 - TTH) dt* — 1 _TT_H —r2df? — r? sin? (0)dy?. (7.80)

Dans une telle métrique, la coordonnée tortoise et le potentiel vu par une particule scalaire
prennent la forme suivante :

r* = r+rgl(r—rg), (7.81)
V2(’f') — (1 _ TTH) (f(ﬁlr‘i—i—l) + Z_I;) . (7.82)

Ce potentiel est représenté sur la figure 7.20 en fonction de la coordonnée tortoise pour différentes
valeurs du nombre quantique orbital £. Le potentiel s’annule & ’horizon du trou noir et infini-
ment loin de ce dernier, c’est-a-dire quand r* tend vers —oo et +00. Tout comme dans le cas des
espaces-temps SAdS, il est impossible d’inverser la relation r* = f(r) et d’exprimer directement
le potentiel en fonction de la coordonnée tortoise. Cependant, r* est une bijection croissante de
r. Il est donc possible de travailler sur la coordonnée r sans ajouter de complication, en parti-
culier pour la détermination des points tournants. Ce potentiel présente un maximum localisé
en Tmag :

4
_ ) 3"H pour £ =10
"'maz { T (3L —3++V9+9L%>+14L) pour £ #0, (7.83)

avec L = £(£ + 1). Pour une particule & une énergie w donnée, les points tournants seront
obtenus en résolvant I’équation V2(r) = w?. Ce probléme se divise en deux cas : si ’énergie est
supérieure au maximum de la barriere, alors il n’y a aucun point tournant et si I’énergie est
inférieure au maximum de la barriére, il existe alors deux points tournants r4 qui nécessitent
la résolution d’une équation polynomiale d’ordre 4 qui, bien qu’une résolution analytique soit
possible (méthode de Cardan [128]), sera résolue numériquement.

Traitant un probléme stationnaire, la résolution & l’ordre semi-classique de ’équation de
Schrédinger sera donnée par les solutions WKB, notées U (r*) par la suite. A la différence des
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Fig. 7.20 — Potentiel vu par une particule scalaire se propageant dans un espace-temps de

Schwarzschild & quatre dimensions en fonction de la coordonnée tortoise r*.

calculs précédents, un point de vue émission est adopté imposant 1’absence de mode rentrant a
I'infini du trou noir. Les fonctions d’onde asymptotiques sont alors les suivantes :

~ A . * A t i *
li * — m _—iwr out iwr 84
r*—lflgooU(r ) \/Ee + \/E € ’ (78 )
. Bout o
li * — out iwr . .
T*_lgooU(r ) \/56 (7.85)

Si ’énergie de la particule est plus grande que le maximum de la barriere, alors la transmission
est totale et il n’y a aucune réflexion. L’amplitude A;, devient égale & zéro et la fonction d’onde
WKB se compose uniquement de modes sortants :

*

00 = Lut)exp <z / ' p(x)d:z:). (7.86)

p(r* 5

[o]

Au contraire, si ’énergie de la particule est inférieure & la barriere de potentiel, une partie de
I’onde est réfléchie et une autre partie est transmise par effet tunnel. Puisqu’il n’y a aucune
source a l'infini du trou noir, il ne peut y avoir d’onde exponentiellement croissante sous la
barriere de potentiel. Une fois les conditions de jonction appliquées aux deux points tournants,
la situation étant identique au calcul de P’effet tunnel dans le chapitre 5.1.3, la fonction d’onde
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WKB se comporte ainsi

Ags (ei f:{ p(z)dz
Vp(r*)

pour r* < r*

R f:: p(z)dz)
e -

~ T ";* d.
U(r*) = f\:(it*)le e p(@)lde pour r* < r* <71} (7.87)
i d
Agpe™" o f’+ playde pour 7} < r*,
p(r*)

avec T = f::““ |p(r*)| dr*.

Sections efficaces d’absorption

L’amplitude de diffusion est alors donnée par I'une ou ’autre des formules énoncées dans
le chapitre 7.1.2. Cependant, comme il est impossible d’inverser la relation r* = f(r), il est
nécessaire d’exprimer ces relations en termes de la coordonnée r. Compte tenu de la bijectivité
croissante de r* en fonction de 7, nous obtenons :

|4¢)* = exp (2 / ” er)\/oﬂ - Vz(r)dr) (7.88)

pour amplitude de diffusion & ’ordre WKB le plus bas, et :

. —1
A, = (1 n 62”(‘”‘1/2)) , (7.89)
avec
d (. dp(r) i
p+1/2 = ip*(rmaz) l2h(r) o (h(r) o ) ] , (7.90)

pour ’amplitude de diffusion optimisée au seuil, i.e. quand 1’énergie de la particule est proche du
maximum de la barriere de potentiel. En ce qui concerne la premiere méthode WKB présentée
ci-dessus, l'intégrale du module de l'impulsion entre les deux points tournants est facilement
évaluée numériquement a ’aide d’'une méthode des trapezes. Il faut cependant noter que, tra-
vaillant avec la coordonnée r, les pas d’intégration devront étre choisis tres fins afin de corres-
pondre a des pas suffisamment petits pour la coordonnée r*, le passage de r a r* correspondant
a un étirement, en particulier & proximité de ’horizon.

La figure 7.21 représente la section efficace d’émission, & ’ordre WKB et exacte, de particules
scalaires émises par un trou noir de Schwarzschild & quatre dimensions en fonction de I’énergie
de la particule. La partie gauche de la figure représente les résultats obtenus en utilisant les deux
amplitudes de diffusion a ’ordre WKB, ainsi que le résultat exact obtenu grace & une étude
numérique. La partie droite de la figure représente quant a elle ’erreur relative sur I’estimation
de ces sections efficaces a ’aide des méthodes WKB. Cette erreur relative est définie de facon
algébrique :

Aag B Js(]WKB) _ Uéezact)

o4 - o_éezact) (791)

Comme il ’a été mentionné dans le chapitre 7.1.2, la méthode au premier ordre WKB surestime
I’amplitude de diffusion, et donc le facteur de corps gris, au niveau des résonnances tandis que
l'utilisation de la méthode optimisée au seuil permet une bien meilleure estimation dans ce
domaine, quoique légerement sous-estimée. Il faut cependant noter que d’une part la position
des résonances est tres bien retrouvée avec les deux méthodes WKB et que d’autre part, U'erreur
relative au niveau des résonances diminue rapidement avec ’énergie des particules. Cette erreur,
dans le cas de I’estimation au premier ordre WKB, n’est pas dramatique car elle conduit & une
structure tres piquée aisément identifiable correspondant & une erreur relative ne dépassant pas
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35 %. Comme il I’est clairement vu sur la partie droite de la figure 7.1.2, ’approximation WKB,
qu’elle soit optimisée au seuil on non, n’est plus valide & trés basse énergie et conduit a une
divergence de la section efficace d’absorption. Dans le cas de ’approche WKB au premier ordre,
cette divergence apparait dés le mode monopolaire puisque |4g|> — e V™" quand w — 0. Ce
comportement est beaucoup plus problématique puisque sans ’appui d’un résultat exact, il est
extrément difficile d’identifier si la méthode WKB entraine une simple erreur ou bien si elle
devient totalement non prédicitive, comme cela est le cas ici. Cette difficulté d’identification
g’illustre tres bien au regard du comportement dans le domaine infrarouge des facteurs de
corps gris pour un trou noir SdS qui présente la méme divergence infrarouge, celle-ci étant en
I’occurence physique.
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F1G. 7.21 — Gauche : facteurs de corps pour des particules scalaires émises par un trou noir
de Schwarzschild & quatre dimensions. La courbe en trait plein correspond au résultat exact
obtenu grace a un calcul numérique, la courbe en tiret au résultat & 'ordre WKB le plus bas
et la courbe en pointillé au résultat & 'ordre WKB optimisé au seuil. Droite : erreur relative
Aoy /o, de Pestimation a I'ordre WKB des facteurs de corps gris. La courbe en tiret correspond
a Derreur relative sur l'estimation au premier ordre WKB et celle en pointillé & ’erreur sur
I’estimation optimisée au seuil.

Malgré ces désavantages, I’évaluation des facteurs de corps gris & I’aide des méthodes semi-
classiques permet d’obtenir & ’aide de calculs simples & mettre en oeuvre un premier ordre de
grandeur des facteurs de corps gris avec une précision satisfaisante pour des énergies au dela
de 0.67‘1:,1. Dans le régime d’énergie couvert par la figure 7.1.2, l’erreur relative moyenne, pour
w > 0.67‘;11, est d’environ 10% pour la méthode la moins précise et il a été testé que cette
erreur relative décroit jusqu’a w ~ 3r1}1. De plus, les deux méthodes semi-classiques redonnent
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exactement la limite & haute énergie des facteurs de corps gris o, (w — 00) = 277r% /4. Un tel
résultat, bien qu’attendu et méme condition minimum pour que les méthodes semi-classiques
soient fiables, a été démontré analytiquement dans la référence [129] & condition que la valeur de
Pamplitude de diffusion WKB tende vers 1 lorsque I’énergie de la particule tend vers 'infini (voir
équation (4.2) et (4.3) de la référence [129]). Les méthodes WKB utilisées ci-dessus remplissent
cette condition et fournissent donc nécessairement une évaluation exacte de la limite & haute
énergie des facteurs de corps gris. Il semble donc qu’une évaluation des facteurs de corps gris
a 'ordre WKB s’avere étre un outil aisé & mettre en place permettant d’obtenir un premier
ordre de grandeur des facteurs de corps gris si ’on ne considere pas le domaine infrarouge, i.e.
w K rg . Ces méthodes ont d’ailleurs été utilisées afin de déterminer les facteurs de corps gris
pour des gravitons émis par des trous noirs de Schwrazschild & D dimensions [129].

Spectre d’émission

A partir des résultats ci-dessus, il est donc possible de calculer I’observable physique, a I’ordre
WKB, liée aux facteurs de corps gris, qu’est le spectre d’émission. Ce spectre d’émission est une
loi de corps gris & la température Ty = (47rg)~!, pour des trous noirs de Schwarzschild, et
doit donc présenter un pic aux alentours de wp;. ~ 1.61'y. La position de ce pic est valable pour
une loi de corps noir mais, les facteurs de corps gris devenant trés rapidement une fonction
oscillante autour de la limite & haute énergie'*, la méthode fournit tout de méme un bon
ordre de grandeur pour le spectre d’émission des trous noirs de Schwarzschild. En unité de
r;II, la position du pic est donc environ & wp;c ~ 0.137‘1_{1. L’évaluation des facteurs de corps
gris & ordre WKB n’étant valable que pour des énergies supérieures a 0.67‘[_{1, il semble que
I'utilisation des résultats WKB ne soit pas appropriée pour estimer les spectres d’émission.
Cette prédiction est confirmée par les résultats présentés sur la figure 7.22 montrant le spectre
de particules scalaires émises par un trou noir de Schwarzschild obtenu de quatre manieres
différentes : la courbe en trait plein représente le spectre exact; la courbe en tiret le spectre
au premier ordre WKB, la courbe en pointillé le spectre WKB optimisé au seuil et la courbe
en trait alterné pointillé-tiret une loi de corps noir & la température du trou noir et avec une
surface émettrice égale a la limite géométrique de la section efficace d’absorption. Il est évident,
au vu de ces résultats, que I’approche WKB ne présente ici aucun intérét phénoménologique
particulier puisque, mis & part la queue a haute énergie, aucune des deux méthodes utilisées
n’aboutit a une bonne évaluation du spectre d’émission. De plus, utiliser une loi de corps noir
a la température du trou noir et avec une surface émettrice égale & la section efficace a haute
énergie reproduit bien mieux ce spectre tout en étant tres facilement calculée. L’ensemble des
résultats présentés dans cette section amenent & la conclusion suivante : utiliser une approche
semi-classique pour évaluer les facteurs de corps gris s’avere intéressante d’'un point de vue
théorique, permettant d’avoir un premier ordre d’idée quant & l’influence de la courbure de
I’espace-temps & proximité d’un trou noir sur ’absorption des particules, mais s’avere de peu
d’intérét phénoménologique.

7.4 Conclusions et perspectives

7.4.1 Conclusions

J’ai montré dans ce chapitre que le processus d’évaporation des trous noirs peut renseigner
sur la théorie gravitationnelle sous-jacente. En particulier, j’ai montré qu’une information cen-
trale sur le profil de courbure de 'espace dans lequel les particules se propagent est contenue
dans les facteurs de corps gris et que cette information se transpose dans ’observable que sont
les flux de radiation de Hawking.

141 e5 oscillations sont la conséquence des résonances successives quand I’énergie de la particule est proche du
maximum de la barriere de potentiel. Chaque maximum dans la section efficace correspond & une résonance a
un nouvel ordre multipolaire.
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Fic. 7.22 — Spectre d’émission de particules scalaires par un trou noir de Schwarzschild &
quatre dimensions déterminé de quatre manieres différentes : la courbe en trait plein représente
le spectre exact ; la courbe en tiret le spectre au premier ordre WKB, la courbe en pointillé le
spectre WKB optimisé au seuil et la courbe en trait alterné pointillé-tiret a une loi de corps
noir a la température du trou noir et avec une surface émettrice égale a la limite géométrique
de la section efficace d’absorption. Les pics apparaissant sur la courbe en tiret refletent le
comportement tres piqué des facteurs de corps gris au premier ordre WKB.

J’ai développé une méthode numérique permettant de déterminer la valeur des facteurs
de corps gris sur I’ensemble de la gamme énergétique pour des champs scalaires, des champs
fermioniques et des champs de jauge. Cette méthode numérique a été appliquée dans le cadre
de la théorie de Lovelock a D dimensions dont les résultats démontrent I’influence directe des
parametres de la théorie (nombre de dimensions, valeur de la constante cosmologique et valeur
de la constante de couplage de Gauss-Bonnet) sur les facteurs de corps gris. Ces résultats
sont par ailleurs confirmés dans le domaine ultra-violet et infra-rouge par des investigations
analytiques.

J’ai aussi montré que les développements semi-classiques en espace-temps de type Schwarz-
schild s’averent étre un premier outil d’investigation trés prometteur pour déterminer ’influence
d’une théorie sur le processus de Hawking. Cette méthode approximative n’est pas valable sur
I’ensemble de la gamme énergétique mais fournit des résultats d’une assez grande précision pour
des énergies supérieures & environ 0.6 x r;ll.

7.4.2 Perspectives : facteurs de corps gris

La méthode numérique ainsi que la détermination semi-classique des facteurs de corps
gris s’étendent a d’autres cas. Elles peuvent étre appliquées a des théories gravitationnelles
différentes (les théories scalaire-tenseur qui sont elles aussi une voie prometteuse) ou bien &
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des champs différents de ceux considérés dans cette étude. Tout d’abord, il est nécessaire de
calculer les facteurs de corps gris pour les champs du modele standard, i.e. champs de matiere
et champs de jauge confinés sur la brane'®, émis par un trou noir de Schwarzschild-de Sitter.
Ensuite, dans le cadre des scenarii branaires ADD, la détermination de facteurs des corps gris
pour les gravitons est bien évidemment la suite logique de mon étude. Enfin, dans une optique
plus générale de dynamique des champs en espaces-temps courbes, I’étude de la propagation de
champs massifs, & commencer par les scalaires, est aussi un probléme a aborder.

Facteurs de corps gris pour les champs avec spin en espace SdS

La présence d’une constante cosmologique positive et non-nulle dans les équations d’Einstein
conduit a l'apparition d’une divergence infra-rouge dans les facteurs de corps gris. Il n’est
cependant pas évident que cette divergence perdure pour des particules de spin non-nul puisque
la valeur du spin intervient de facon non-triviale dans les coefficients de transmission & basse
énergie. En effet, le comportement infra-rouge des facteurs de corps gris pour un trou noir de
Gauss-Bonnet tend & prouver qu’il ne faut pas généraliser le cas scalaire aux cas avec spin
non-nul. De plus, dans le cadre de la Relativité Générale D—dimensionnelle, les coefficients de
transmission pour un champ de spin s, s = % ou 1, sont proportionnels & (er)Q(Hs), j étant
le moment angulaire total [109].

Les investigations numériques préliminaires montrent que la divergence infra-rouge est bien
présente pour les champs de spin % mais qu’elle disparait pour les champs de jauge. Ce compor-
tement est le résultat probable d’un effet de spin a basse énergie mais aucune investigation ana-
lytique n’a été menée pour confirmer ce résultat. Il est important de garder a Uesprit que I’ajout
d’un deuxiéme horizon complique énormément le probleme, tant d’un point de vue numérique
qu’analytique, et rend les investigations pour les particules avec spin bien plus longues. Il s’agit
néanmoins d’une voie naturelle de développement de cette étude.

Facteurs de corps gris pour les gravitons

D’un certain point de vue, le graviton est une particule standard des modeles ADD et
déterminer leur taux d’émission par les trous noirs émerge naturellement des motivations
données pour les champs scalaires et les champs du modele standard. L’étude des gravitons
présente de nombreux intéréts. Tout d’abord, seuls ces particules et les particules scalaires
n’ayant aucune charge vis-a-vis du modele standard peuvent se propager dans les dimensions
supplémentaires : leur étude permet donc une compréhension des effets D—dimensionnels sur
la propagation. Les particules scalaires permettent les mémes investigations mais ces particules
restent sujet a caution alors que les gravitons, dans les modeles « standards », existent bel-
et-bien. Ensuite, les gravitons donnent accés au comportement de particules de spin 2 dans
un espace-temps courbe. Enfin, d’un point de vue observationnel, ces particules ne peuvent
pas étre détectées : déterminer leur taux d’émission est donc nécessaire pour déterminer la
quantité d’énergie manquante et donc ’incertitude sur la reconstruction des grandeurs thermo-
dynamiques (masse et température) de trous noirs éventuellement détectés par leurs produits
d’évaporation.

La dynamique d’un graviton dans un espace-temps courbe s’obtient en étudiant les pertur-
bations métriques autour de la métrique de fond. Ce calcul renvoie a celui de la dynamique
des ondes gravitationnelles loin de leur source (la métrique de fond étant alors minkowskienne)
et correspond & une extension & D dimensions du calcul originel de Regge et Wheeler visant
a déterminer la stabilité de « la singularité de Schwarzschild » [130]. Evidemment, le spectre
du graviton est intimement 1ié au lagrangien gravitationnel et il peut étre envisagé que si la
Relativité Générale n’est plus la théorie gravitationnelle sous-jacente, alors le spectre du gra-
viton doit étre différent. Dans le cas de la théorie de Gauss-Bonnet, il est montré que les

15Ces calculs peuvent bien évidemment étre étendus & n’importe quel type de champ, comme les champs
supersymétriques par exemple (spin s = 0, 1/2, 1 et 3/2).
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équations dynamiques des perturbations métriques autour d’un espace de fond sont identiques
a celles de la Relativité Générale. Ainsi, les équations du mouvement pour un graviton se pro-
pageant autour d’un trou noir de Schwarzschild en théorie de Gauss-Bonnet sont identiques,
a la métrique de fond pres, a celles décrivant la propagation d’un graviton autour d’un trou
noir de Schwarzschild. Les équations de champs sont tout d’abord décomposées en une partie
tensorielle de trace nulle, une partie vectorielle et une partie scalaire [131]. Ensuite, compte
tenu des symétries des trous noirs de Schwarzschild, les différents éléments se décomposent en
une partie temporelle, une partie angulaire et une partie radiale. Comme pour les particules
scalaires et celles du modele standard, les solutions des parties temporelles et angulaires sont
respectivement les états stationnaires et les harmoniques sphériques de spin. La partie radiale
prend alors la forme d’une équation de Schrodinger [131] :

[h(r)dir (h(r)dir) +? vV ()| RV (r) = 0. (7.92)

Les potentiels scalaire, vecteur et tenseur dépendent de la métrique de fond. Pour une métrique
de Schwarzschild en Relativité Générale D—dimensionnelle, les potentiels prennent la forme :

Vi) = M fyerp g @002 (D 2)2m] | (7.93)

V) = M fuerp-g UEUO=D SO g
s ) [ @ +ptwstz

Ve = 45 | 2m + (D —2)(D - 1)z)° (795)

avec

D-3
m:l—h(r) ( ) , m=Ll+D—3)—D+2,
= (D -2)*(D1)*, z =16m’ + 4m*D(D — 2), (7.96)
w——12m(D 2)[ (D—-6)+(D—-4)(D-2)(D-1)],
=(D-2)(D-1) [4m (2D2 — 11D +18) + (D — 4)(D — 2)(D — 1)(D - 6)] .

Dans le cas de trous noirs de Gauss-Bonnet, les trois potentiels doivent étre dérivés en suivant
la méthode de [131] en prenant la fonction métrique pour un trou noir de Schwarzschild-Gauss-
Bonnet.

L’évaluation numérique des facteurs de corps gris procéede alors de fagon identique aux cas
étudiés précédemment : les équations pour les trois modes, tenseur, vecteur et scalaire, sont
numériquement résolues en imposant comme conditions aux limites qu’il n’y ait aucune source
de particule & proximité de ’horizon du trou noir. Le potentiel s’annule en r — rg et r — +00
pour les trois modes et les solutions asymptotiques sont donc'®

A(h) —iwr® quand r = r
RV (r) = " 7.97
¢ () A(oo) —iwr A(oo) wr  quand r = 4o00. (7.97)
Le coefficient de transmission est alors défini pour chaque mode par :
2
2 A(OO)
Ain

161, ’annulation des potentiels en 7z est uniquement due 3 la présence de ’horizon. De méme, ’annulation
en l’infini est une conséqunce du fait que ’espace est asymptotiquement plat. Il n’est donc pas nécessaire de
connaitre la forme exacte des potentiels pour en déduire leur comportement asymptotique.
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et la section efficace d’absorption [132] :

2
NKS,V,T ‘Ai,V,T‘

9 o D—-2
-5 (Z) e o

Les coefficient NV, ZS VT représente la multiplicité des modes scalaire, vecteur et tenseur dans un
espace-temps D —dimensionnel [132, 133] :

(2¢+D-3)(¢t+D - 4)!

N} = A0 3! (7.100)
(l+D—-3)20+D—-3)({+D—-5)!
Ny = A ()Z(+1)!(D—i)(! ) (7.101)

(D —1)(D—4)(¢+D —2)(¢ = 1)(2£+ D = 3)(¢+ D = 5)!

Ny = 20+ 1)I(D —3)!

(7.102)

Dans le cadre de la Relativité Générale & D dimensions, les facteurs de corps gris ont d’abord
été calculés a 'ordre WKB [129] puis de maniére exacte grace a un calcul analytique dans le
domaine infra-rouge [133, 132] et grice & un calcul numérique sur 'ensemble de la gamme
énergétique [132]. Grace la méthode décrite ci-dessus, ces résultats pourront étre étendus aux
cas de trous noirs de Schwarzschild en théorie de Gauss-Bonnet, du moins de fagon numérique.

Etats quantiques liés autour d’un trou noir

La plupart des particules du modele standard sont massives et il est donc essentiel d’étudier
I'influence de la masse sur la propagation des particules en espace-temps courbes et plus parti-
culierement sur le processus d’évaporation des trous noirs. Tout comme en mécanique classique,
aucun état 1ié n’apparait dans pour des particules de masse nulle : il n’y a pas de puits dans le
potentiel défini dans le chapitre 5.1.1, qui aurait alors permis ’apparition d’une liaison gravi-
tationnelle. Ainsi, par analogie avec la mécanique classique, nous pouvons nous attendre & ce
que des états liés quantiques apparaissent dans la dynamique de champs massifs.

Pour une particule scalaire de masse u, ’équation de Klein-Gordon prend la forme suivante
[107] :

1
V=g
Dans un espace-temps de Schwarzschild & quatre dimensions, cette équation est résolue par
séparation des variables. Le champ se décompose suivant une partie temporelle, une partie
angulaire et une partie radiale : ® = e~V ! (6, ) R(r). La fonction d’onde radiale est alors
solution de I’équation différentielle :

3o (V—=99°%95®) + 1*® = 0. (7.103)

M s v - ) (U2 )| Ry o (7.104)

qui prend la forme d’une équation de Schrédinger grace aux changements usuels de variable et
de fonction inconnue, r — r* et R(r) — U(r) = rR(r) :

B d*U

dr*

+ (w? = VZ(r)) U =0. (7.105)

Le potentiel intervenant dans cette équation correspond a la contribution du potentiel centri-
fuge, du potentiel gravitationnel et de la masse du champ :

v = hir) (A5 4 1504 2). (7.106)
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1l est intéressant de noter que la masse décalée vers le rouge ou le bleu par la courbure de I’espace-
temps, i.e. le terme h(r)u?, agit comme un potentiel. Cette contribution supplémentaire fait que
le potentiel ne tend plus vers zéro a 'infini mais vers u. Le carré de ce potentiel est représenté
sur la figure 7.23 pour trois valeurs de la masse du champ : 2 =0, 0.1 et 0.4 r;f. Pour chacune
de ces valeurs, les potentiels monopolaire, £ = 0, et dipolaire, £ = 1, sont tracés. Cette figure
montre qu’un puits de potentiel local apparait pour une masse non-nulle du champ. La présence
de ce puits dépend de la valeur de p : pour u? = 0.1 r;f, le puit est présent des le potentiel
monopolaire tandis que pour p? = 0.4 r;f, ce minimum n’apparait qu’a ’ordre dipolaire.

©
»~

4 in units of [rj
o
(6}

0.3

0.2

0.1

Scalar potential vZforD

2 2 6 8 10 12 14 16 18
Radial coordinate r/rH

Fi1Gg. 7.23 — Carré du potentiel pour un champ scalaire se propageant dans un espace-temps
de Schwarzschild quadri-dimensionnelle en fonction de la coordonnée radiale r. La masse du
champ est prise égale & u?> =0, 0.1 et 0.4 r;f et les potentiels monopolaire, £ = 0, et dipolaire,
¢ = 1, sont représentés pour chacune de ces valeurs. Le potentiel le plus élevé est le potentiel
dipolaire.

L’apparition d’un puits & un ordre multipolaire £ donné est conditionnée par les racines de
avg _ 0:
dr — Y °

I’équation algébrique
rapr® — 20+ 1)r® = 3rg (1 — (0 + 1))r + 473, = 0. (7.107)

Cette équation cubique admet deux racines supérieures a rg si la masse p est plus faible qu’une
certaine masse critique, py (¢), donnée par :

1
W= S (—27{11 +1/7292 + 432J2> : (7.108)
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avec

Jio= BU+1P+C2U+1)2—0+1) -1, (7.109)
Jo = C(C+1)?[9+146(¢+ 1) +962(¢ + 1)°] . (7.110)

Si la valeur de u est plus grande que u4(£), alors I’équation cubique n’admet qu’une racine
réelle négative. Le comportement général du potentiel peut alors étre dressé a partir de cette
masse critique p4 () : si par exemple la masse p de la particule se situe dans l’intervalle
[+ (€1), py (€1 + 1)], alors le potentiel sera une bijection croissante de [rg, oo[ dans [0, u[ pour
tous les ordres multipolaires inférieurs ou égaux a ¢; tandis qu’une barriere de potentiel et un
puits local, tous deux dus & l’attraction gravitationnelle du trou noir, apparaitront pour tous
les ordres multipolaires strictement supérieurs a ¢;.

L’allure générale du potentiel est conditionnée par une seconde masse critique, appelée u_(£).
Cette deuxiéme valeur particuliere de la masse définit les hauteurs relatives de la barriere de
potentiel proche de I’horizon du trou noir et de la masse de la particule. Une telle condition peut
se traduire de la maniére suivante : si la masse de la particule est plus grande que la barriere
de potentiel, alors le systeme ne présente aucun point tournant pour une énergie de particule
égale & sa masse. Ainsi, la masse de la particule sera la valeur la plus élevée du potentiel si
'équation algébrique V/(r) = p? n’admet pas de racines supérieures & ry. Comme dans le cas
précédent, cette équation est cubique :

r3—€(€+21)r2—1_£(€+1)r+r—g:0, (7.111)
THM 14 12

et elle n’admet pas de solutions supérieures & rg si yu > p_(£). La masse u_ (£) est alors donnée

par :
2 __ 1 /12
/J_ = ﬂ —L1 + Ll + 27L2 5 (7112)
avec
Li = 200+1)2+30°7(0+1)*> —30(£+1) -2, (7.113)
Ly = C(+1)2[e+1)+1)°. (7.114)

Pour un moment angulaire donné £, la masse u_(¢) est toujours inférieure & la masse p (¥).
Les valeurs de ces deux grandeurs sont données dans le tableau 7.5 pour différentes valeurs
du nombre quantique orbital £. Le comportement du potentiel peut alors étre classifié selon

O p '] | s ]
0 2/v2r 1/2
1 0.794 0.931
2 1.275 1.480
3 1.768 2.046
4 2.264 2.617
5 2.761 3.191

TAB. 7.5 — Masses critiques p4(£), en unité de r;', pour différentes valeurs du moment angu-
laire.

la masse de la particule : il part toujours de zéro en r = ry et tend vers g en +oo, i) si
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1 < p—(£), le potentiel atteint un maximum plus grand que g puis passe par un minimum ; ii)
si p = p—(£), le potentiel atteint un maximum strictement égal & p et passe par un minimum ;
i) si p—(£) < p < p4(€) le potentiel atteint un maximum inférieur & g puis un minimum et
iv) si g > py(€) alors le potentiel est une bijection croissante. La figure 7.24, dans laquelle
le potentiel monopolaire pour des masses de particules scalaires correspondant aux quatre cas
cités ci-dessus est représenté, illustre ce comportement. Dans la suite, je me focaliserai sur le cas
monopolaire et les deux masses critiques seront simplement notées -, les résultats s’étendant
qualitativement & des ordres supérieurs. Finalement, dans le cas ou pu < p4, les positions de la

4 in units of [r,ﬁ

Scalar potential vZforD

Radial coordinate r/rH

FIG. 7.24 — Potentiel monopolaire pour cinq masses de particules : i) u? = 0.1 r;f correspondant
ap = p_(0); i) p = p_(0); i) u2 = 0.2 r5 correspondant & p—(0) < p < ps(0); iv)
p=pus(0) et v) u? = 0.4 r5? correspondant & g > 1y (0).

barriere de potentiel, r_, et du minimum local, r, sont données par les deux racines supérieures
a ry de Iéquation cubique (7.107) :

[cos (6) — V/3sin (a)] , (7.115)

RIFE|+

[cos (6) + v/3sin (9)] : (7.116)

2
6= %arctan (M—Jr) —1]. (7.117)



(4. CUONCLUSIUNO Ll FPEROFECLLIVEDS 140

Le comportement asymptotique de ces deux positions est en accord avec I’étude du potentiel
monopolaire pour une particule de masse nulle :

limr, = +oo, (7.118)
. 4

;PLI%) r- = grm (7.119)
lim ry = 2rg. (7.120)

Bt

Le minimum disparait quand @ — 0 et la position du maximum tend bien vers celle dérivée dans
le cas de masse nulle(voir référence [110] et le chapitre 7.3.3 de ce manuscrit). Enfin, lorsque
la masse de la particule est égale & uy, les deux racines sont dégénérées et valent 2ry. Ce cas
correspond & la courbe alternée pointillé-tiret de la figure 7.24 dans laquelle un point selle en
r = 2rg apparait : il représente la dégénéresence des minimum et maximum du potentiel.

Il est évident que la masse de la particule doit étre proche des valeurs critiques -, pour que
son effet sur la propagation de la particule soit significatif : si la masse est largement inférieure
a p—(0), son effet dans le potentiel est négligeable tandis que si p > p4 alors Ueffet de la masse
est dominant, excepté proche de ’horizon du trou noir ou ’attraction gravitationnelle domine.
Entre ces deux cas limites, la complexité du potentiel entraine des effets tout a fait nouveaux.
En particulier, si un un puits de potentiel est présent, alors des états liés, quantiques, doivent
apparaitre dont l’énergie est inférieure & 1’énergie de masse de la particule compte tenu de
I’énergie de liaison gravitationnelle. Tout comme en mécanique classique, les états liés n’existent
que pour les particules massives car il n’y a pas de puits pour p = 0. Cependant, a la différence
de la mécanique classique, ces états peuvent exister & I’ordre monopolaire, ¢’est-a-dire pour un
moment angulaire nul. Ainsi, il serait possible qu’a un niveau quantique, un halo sphérique
de particule en orbite autour du trou noir se forme. Par ailleurs, si la masse de la particule
se trouve entre 4 (¢ — 1) et py(£), les états liés apparaitront avec une distribution angulaire
principalement dictée par ’ordre multipolaire le plus bas dans lequel un puits de potentiel est
présent. Dans ’exemple ci-dessus, elle sera donc dominée par ’harmonique sphérique d’ordre £ :
Y.t (6, ). Afin de fixer les ordres de grandeurs pour que de tels phénomenes soient significatifs,
le tableau 7.6 représente le rayon de Schwarzschild, la masse et la température que devrait avoir
un trou noir afin que la masse de différents types de particules du modele standard soit égale aux
masses critiques p4. Ces particules ne sont évidemment pas décrites par des champs scalaires
mais leur masse permet de définir tout de méme 'ordre de grandeur des caractéristiques des
trous noirs pour lesquels ’effet de p est, a priori, important. Enfin, les états liés seront décrit
par des états quasi-stationnaires compte tenu de la barriére de potentiel finie & gauche du puits :
ces états possedent un temps de vie du fait de la probabilité tunnel non-nulle de traverser la
barriére a gauche et d’étre absorbé par le trou noir. La barriere de potentiel a droite est, quant a
elle, infiniment épaisse et ne permet donc aucune transition tunnel vers 7 — +00 qui limiterait
le temps de vie des états quasi-stationnaires.

Les états liés vont jouer un role important durant le processus d’évaporation de Hawking.
D’une part, la propagation des particules est influencée par la présence du terme de masse dans
le potentiel, modifiant ainsi les facteurs de corps gris. D’autre part, une partie des particules
émises a basse énergie va étre piégée dans le puits : ces particules ne seront pas détectées par un
observateur & l’infini et pourront formé un halo autour du trou noir si le temps de vie des états
liés est suffisamment grand. Dans le méme esprit qu’un halo QCD, ce halo pourrait modifier
significativement les spectres d’émission, tels qu’ils seraient vus par un observateur & l'infini, &
cause de l'interaction entre particules émises et particules du halo. Ce dernier point reste pure-
ment spéculatif car il nécessite I'existence d’états liés, donc un puits de potentiel suffisamment
profond, avec un temps de vie élevé, c¢’est-a-dire une barriére d¢ gauche suffisamment grande
et/ou épaisse. Pour le cas £ = 0, les deux masses critiques sont de l'ordre de grandeur de la
température du trou noir :

87
_=—Tg et =27Ty. 7.121
1% o7 H el [y TLH ( )
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particules = p_ pour £=0 B =pq pour £ =0

(type et masse) || 7y [fm] | Mpy [kg] | Tu [MeV] || ry [fm] | Mpn [kg] | T [MeV]
electron 140 9 x 103 0.1 190 1.2 x 10 0.08
1 =511 keV

muon 0.72 5 x 1011 21.7 0.93 6 x 1011 16.7
p = 105 MeV

charm 0.06 4 x 100 248 0.08 5 x 1010 190
p~1.2 GeV

top 4%x10~* | 2.5 x 108 36 x 10° 56x10~% | 3.7x 108 28 x 103
p~ 175 GeV

W boson 9x107* | 6x10° 16 x10° || 1.2x 1073 | 8x 108 12 x 10°
u =80 GeV

TAB. 7.6 — Rayon de Schwarzschild, masse et température qu’un trou noir devrait avoir pour
que la masse de différentes particules du modele standard (électron, muon, charm, top et boson
W) soit égales aux masses critiques pi.

Ainsi, quand la température du trou noir devient légérement supérieure 4 la masse de la par-
ticule, l'effet de p, et plus particulierement du puits de potentiel, est important. Il serait alors
envisageable qu’un comportement particulier dans la dynamique d’évaporation apparaissent
a chaque fois que la température du trou noir atteint une valeur dont une des deux masses
critiques p+ correspondantes soit égale a une masse de particule.

La premiére étape consiste donc & déterminer les caractéristiques, fréquences normales w et
largeur de bande T', des états liés. Ce calcul peut tout d’abord se faire a Pordre semi-classique
en appliquant la méthode utilisée dans le chapitre 5.2.2. Le spectre de fréquences des états
liés dépendra de la valeur de p. En particulier, le spectre sera infini si gy < p_ et fini si
p— < p < piy. En effet, & Pordre semi-classique, le spectre de fréquences est donné par la regle
de Bohr-Sommerfeld :

ro(w)

VneN, Vw? — Vz(r)% = (n + %) . (7.122)

r1(w)

La regle de quantification est ici écrite en fonction de la coordonnée radiale de Schwarzschild.
Il est évident que la fréquence maximale autorisée pour un état lié est le plus petit des deux
maxima du potentiel : la fréquence maximale sera donc p pour p < pi— et Vimaq) = V(r—) pour
> p—. Dans le deuxieéme cas, le membre de gauche est une intégrale dont les bornes sont finies
et dont l'intégrand n’admet que des valeurs finies sur ’ensemble de l'intervalle d’intégration :
le membre de gauche est donc fini et il existe un entier 7,4, au-dela duquel la regle de Bohr-
Sommerfeld n’admet aucune solution en fréquence. Le spectre des états liés est alors fini et
contient n,,,, états. Dans le cas ou pu < p_, la borne d’intégration supérieure est alors +oo
quand w = u. Or, dans le cas monopolaire, la fonction & intégrer se comporte comme r en +00.
Ainsi le membre de gauche de la régle de Bohr-Sommerfeld tend vers l'infini quand w — p et n
peut donc prendre une infinité de valeurs. Enfin, en effectuant le changement de variable z =
r/rm, 'équation cubique (7.111), dont les racines fournissent la position des points tournants rq
et ra, et la regle de Bohr-Sommerfeld (7.122) ne dépendent que de z et des parameétres réduits
wrg et pry. Ainsi, le spectre en fréquence normales des résonances, en unités de r,}l, ne dépend
que de urg et prend la forme suivante :

{nen = { 200 . (7.123)

TH

fn étant une fonction de la variable urg paramétrisée par 'entier n intervenant dans la regle de
Bohr-Sommerfeld. Le tableau 7.7 compile un ensemble de résultats sur le spectre en fréquence
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| w=025x pi;
n 0 1 2 3 4 5
wrg || 1.2456.1071 | 1.2491.10~ T | 1.2496.10~ ' | 1.2498.10~ 1 | 1.2498.10~ 1 | 1.2499.10 !
Try || 1.4871.1072 | 1.4938.1072 | 1.4947.10~2 | 1.4950.10~2 | 1.4951.102 | 1.4952.102

[ p=p-
n 0 1 2 3 4 5

wrg || 3.7468.10~1 | 3.8262.10~ ! | 3.8395.10~! | 3.8439.10~! | 3.8458.10~ ! | 3.8468.10~!

Trg || 1.6853.10°1 | 1.8697.10~1 | 1.9017.10~! | 1.9121.10~ ! | 1.9168.10~! | 1.9192.10°!

| w=08x s
n 0 1 2 3 4 5
wrg || 3.8835.10° 1 / / / / /
Trg || 1.9070.10 1 / / / / /

TAB. 7.7 — Spectre des fréquences normales w et largeur de bande I' en unités de rl}l trois
valeurs différentes de la masse de la particules couvrant lescas g < po—, p = p— et p > p_. Les
résultats sont & ’ordre semi-classique et la regle est résolue par méthode numérique.

et la largeur de bande des états liés a ’ordre monopolaire. La regle de Bohr-Sommerfeld est
inversée numériquement pour fournir la valeur de w et la largeur de bande est déterminée en
appliquant la formule de [78] pour la probabilité tunnel. La valeur de la masse de la particule est
fixée & trois valeurs différentes : 0.25x 4, ce qui est plus faible que p—, p— et 0.8 x py, ce qui est
plus élevé que p_. Ces résultats préliminaires sont en accord avec ’analyse qualitative ci-dessus :
le spectre semble infini pour p < p_ (des niveaux jusqu’a n = 25 sont trouvés numériquement)
alors qu’il devient fini pour g > p_. D’un point de vue quantitatif, les résultats sont assez
surprenants : pour g = 0.8 X py, seul le niveau n = 0 existe puisque pour n > 1 :

r2(n) dr 1
2—V21"—<<n+—>7r. 7.124
" J ( )h(r) 5 ( )

Il semblerait que les états liés disparaissent tres rapidement quand la masse du champ devient
supérieure & pu_ puisqu’a ’ordre monopolaire g ~ 0.769u .

L’influence d’un terme de masse sur la section efficace d’absorption de particules scalaires est
importante : quand la longueur d’onde de la particule tend vers I'infini, la section efficace diverge
[134]. Ce résultat, démontré analytiquement par des méthodes similaires & celles présentées dans
ce chapitre, se comprend aisément en terme de potentiel. La section efficace d’absorption pour
un observateur & l'infini prend la forme suivante [134] :

AOEDY % |A?, (7.125)
4

ol k est impulsion de la particule définie par w? = k2 + p? et |Ay|* représente le coefficient
de transmission. La définition de I'impulsion n’est ici valable que pour un observateur & 1’infini
du trou noir et ne concerne que les particules qui s’échappent définitivement de ’attraction
du trou noir, i.e. dont la fréquence normal w est supérieure & u. A la différence des particules
de masse nulle, la barriere de potentiel & traverser n’est plus infiniment épaisse quand w —
et le coefficient de transmission tend donc vers une valeur finie non-nulle dans cette limite
basse énergie. Or, quand w — p, k tend vers zéro et le rapport |A[|2 /k? diverge. Le calcul
numérique de la section efficace d’absorption pour un observateur placé a I’infini spatial confirme
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Absorption cross-section in units of [Ttr

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Normalized energy of the particle [wr]

Fi1G. 7.25 — Section efficace d’absorption pour des particules scalaires massives en fonction de
leur énergie a ’infini. La section efficace diverge bien quand w — p pour des masses non-nulles.
La section efficace représentée ici est pour un observateur a ’infini : ’énergie ne peut donc
pas étre inférieure & ’énergie de masse car de telles particules seraient piégées dans le puits de
potentiel proche du trou noir.

cette divergence infra-rouge dans le cas de particules massives. De plus, les particules ayant
une fréquence normale inférieure & leur masse seront piégées dans le puits de potentiel et
n’atteindront jamais l'infini. Ce calcul de section efficace doit aussi étre mené pour le cas
de particules dont la fréquence normale se trouve entre le minimum du puits de potentiel et
I’énergie de masse de la particule : dans ce domaine énergétique, la section efficace présentera
des résonances chaque fois que la fréquence normale correspond & une fréquence du spectre des
états quasi-stationnaires.

7.4.3 Perspectives : thermodynamique des trous noirs

L’étude des trous noirs dans le cadre de la Relativité Générale a montré qu’il existe une
tres forte analogie entre les lois de la dynamique de ces objets et les principes fondamentaux
de la thermodynamique. Cette analogie a conduit Bardeen, Carter et Hawking & postuler les
principes de la thermodynamique des trous noirs. Erigées au rang de principes, les quatre lois
de la thermodynamique des trous noirs sont alors invoquées dans des cadres théoriques qui vont
bien au dela de la Relativité Générale, supposant donc que ces postulats sont vérifiés. Or, dans
des cadres théoriques au dela de la théorie d’Einstein, rien ne prouve qu’ils le soient.

Le principe zéro, tout d’abord, stipule que la température est identique sur toute la surface
du trou noir : la température d’un trou noir peut donc étre déduite de la gravité de surface.
Le premier principe, ensuite, nous donne la loi de variation de I’énergie interne en fonction de
la variation d’entropie et la température : elle permet de donner une définition thermodyna-
mique de ’entropie. Le second principe, dans sa version généralisée, indique que 'entropie d’un
systéme contenant un trou noir ne peut qu’augmenter, aussi bien lors des processus classiques
que lors des processus quantiques. Enfin, le troisieme principe énonce qu’un trou noir ne peut
totalement disparaitre en un nombre fini d’opérations. Ce dernier peut étre invoqué afin d’as-
surer la conservation de I’énergie lors du processus d’évaporation. Dans le cadre de Relativité
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Générale, tous ces principes sont issus de certaines propriétés des trous noirs : par exemple,
Hawking & Hartle ont montré que la gravité de surface donnait la température [59] et le second
principe, & Pordre classique, provient du théoréeme de aire.

Dans un cadre théorique au-dela de la Relativité Générale, il est nécessaire de vérifier que
les quatre principes cités ci-dessus, du moins leur auto-cohérence, sont toujours vérifiés. En ce
qui concerne le principe zéro, la démonstration de Hartle & Hawking [59] ne se limite pas au cas
des trous noirs de Schwarzschild en Relativité Générale. Ainsi, la température d’un trou noir
statique et a symétrie sphérique, et ce dans n’importe quelle théorie métrique de la gravitation,
est donnée par la gravité de surface au niveau de I’horizon, la symétrie sphérique assurant de
fait le principe zéro. Le premier principe, combiné avec le troisieme, permet de définir I’entropie
de maniere thermodynamique :

dM

Mg
S(Mpm) =50 = [

la valeur de ’entropie pour une masse nulle pouvant étre fixée & zéro. Cette définition thermo-
dynamique est la plus usitée et peut dévier de la loi des aires, i.e. S x Apg, comme cela est le
cas en théorie de Gauss-Bonnet. Avec une telle définition de ’entropie, il devient indispensable,
pour obtenir une auto-consistance de ces quatre principes, de s’assurer que le second est bien
vérifé lors de processus classiques ou quantiques.

Processus classique

Lors des processus classiques, vérifier le second principe consiste & s’assurer, pour les trous
noirs de Schwarzschild, que la variation d’entropie suit la variation de masse, puisque dans
tout processus classique la masse du trou noir ne peut qu’augmenter. Il est alors nécessaire
de vérifier que la quantité 5 dS — reste positive. La définition thermodynamique assure cette
relation puisque :

s 1
dMpr ~ Tg’

qui est bien positive par définition de la température. Pour des trous noirs ayant par exemple
un moment angulaire et/ou une charge, il est alors nécessaire de s’assurer que la quantité
ds = dJBH + aQSH dQ By reste positive.

I's aglt bien la d’ une approche thermodynamique dans laquelle la loi de laire, Spg o A,
n’est pas nécessairement vérifiée. Cependant, dans le cadre de la Relativité Générale quadri-
dimensionnelle, cette loi est bien vérifiée et il fut montré par S. Hawking que I'aire d’un trou
noir ne peut qu’augmenter lors de tous processus classiques.

(7.127)

Processus quantique

Pour les processus quantiques, la question est plus délicate puisqu’il devient donc nécessaire
de vérifier que la quantité d’entropie sous forme de rayonnement de corps gris émise par le trou
noir reste supérieure a celle perdue par ce dernier lors de ’émission de quanta. Il faut alors
reprendre les travaux de Zurek [71] et Page [72] dans le cadre de théorie au-dela de la Relativité
Générale. Pour un tel calcul, la connaissance exacte des facteurs de corps gris devient alors
indispensable.

La quantité d’entropie créée durant un temps dt est donnée par ’entropie d’'un bain de
particules dont la distribution statistique est la loi de radiation de Hawking. Elle peut étre
déterminée soit & partir d’un ensemble statistique [135], soit & partir de la matrice densité de
chaque mode émis par le trou noir [72] :

sz',Z,m,s dNi,lf,m,s !
dt ~ o Z/ { dwdt lnl( dwdt ) +1

i,¢,m,s

sz'st
+ln 1+ ——— 12
n[ dwdt ]} (7.128)
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le signe 4+(—) corespondant aux degrés de liberté bosoniques(fermioniques). La quantité %
est le spectre de radiation de la contribution d’ordre multipolaire £ et m et d’hélicité s d’un
degrés de liberté i d’une particule du modele standard. Cette quantité d’entropie est alors
comparée & la quantité d’entropie perdue par le trou noir compte tenu de sa perte de masse. A
partir de sa définition thermodynamique, I’entropie perdue vaut :

dSpu 1 dMpy

= __ 12
dt Ty dt (7.129)
avee dM dN;
BH i,4,m,s
— _ . .1
= ;ﬂ; /0 fiso—2 =2 dow (7.130)

La somme sur tous les degrés de liberté angulaire £, m peut étre directement incluse dans le

spectre :
dMBH /
- 1
Z dwdt (7.131)
avec : N oy
is 5 Amog(w,s)w
dwdt dw = ew/Tu — (—1)2s’ (7.132)

La connaissance des facteurs de corps gris est donc indispensable & la vérification du second
principe et, compte tenu de leur forme numérique, implique une évaluation numérique des
deux intégrales ci-dessus. Quantifier 'irréversibilité du mécanisme de Hawking est donc une
application directe des résultats présentés dans les parties précédentes de ce mémoire.



Chapitre 8

Les trous noirs comme sonde de
nouvelles physiques

Les spectres d’émission de trous noirs dépendant directement de la théorie de la gravitation
sous-jacente, le processus de radiation de Hawking peut, en principe, étre utilisé afin de sonder
la structure de ’espace-temps & proximité d’un trou noir. Il ne faut cependant pas perdre de
vue que ce processus, jusqu’a présent non-observé, n’est détectable que pour des trous noirs
de petite taille. Utiliser le processus de radiation de Hawking n’est possible qu’en considérant
des phénomenes impliquant des trous noirs microscopiques. La phénoménologie des modeles a
dimensions supplémentaires ¢ la ADD présente plusieurs situations dans lesquelles des trous
noirs de petites tailles seraient formés, offrant, d’un point de vue expérimental, un double
avantage : une détection du processus d’évaporation des trous noirs et un nouveau test de la
Relativité Générale (sans oublier un prix Nobel).

De petits trous noirs ont également pu se former dans 'univers primordial, en conséquence
de fluctuations de densité ou de processus exotiques. Ce point sera abordé ultérieurement.

La question de l'information concernant le lagrangien gravitationnel qui pourrait étre ex-
traite en observant le processus d’évaporation des trous noirs est considérée dans ce chapitre sous
I’oeil des modeles & dimensions supplémentaires de type ADD. Les contraintes expérimentales
sur ces modeles seront d’abord présentées [136, 137, 138]. Dans un deuxiéme temps, la possible
production de trous noirs lors de collisions ultra-énergétiques de particules sera abordée. Dans
un monde branaire avec une échelle de Planck au TeV, une telle production peut avoir lieu par
interaction du rayonnement cosmique avec le milieu galactique ou atmosphérique ou bien par
collision de protons dans le futur collisionneur du CERN. Finalement, je présenterai dans une
troisieme partie la production galactique et cosmologique de trous noirs microscopiques ainsi
que leur possible signature expérimentale puis, dans une quatriéme partie, la production au
sein des collisonneurs ainsi que la possible détection d’un terme de Gauss-Bonnet ou bien d’une
constante cosmologique dans le Lagrangien de la gravitation. Quelques pistes d’investigation
sur la fin de vie des trous noirs seront aussi abordées dans cette derniere partie.

8.1 Les contraintes expérimentales actuelles

Dans les modeéles de type ADD, linteraction gravitationnelle observée est si faible car nous
n’avons acces qu’a sa projection sur notre brane quadri-dimensionnelle : dans ’ensemble des
dimensions supplémentaires, ’intensité de cette interaction peut étre bien plus élevée. Dans ce
scenario, ’échelle de Planck fondamentale D-dimensionnelle Mp, est alors abaissée et devient
bien inférieure & 1’échelle de Planck observée Mp;, quadri-dimensionnelle. Ces modeles ayant
été originellement introduits pour résoudre le probléme de la hiérarchie, ’échelle fondamentale
Mp est fixée & une valeur de 'ordre du TeV afin de s’approcher significativement de 1’échelle

153
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electro-faible. I s’agit d’une sorte de choix de « naturalité ». Une phénoménologie riche ap-
parait alors dans les processus d’énergie supérieure au TeV, que ce soit du point de vue de la
physique des particules (échange de gravitons) que de celui de la gravitation (modification du
potentiel newtonien, production de trous noirs). L’étude des différents phénomenes typiquement
extra-dimensionnels permet dés & présent de tester la viabilité des scenarii ADD et fournir les
premieres contraintes. De plus, si les modeles ADD s’averent étre une bonne description de la
physique au dela du TeV, ils pourront étre testés et fortement contraints dans un futur proche.

8.1.1 Contrainte de la pomme

L’échelle de Planck & D dimensions se lie a celle quadri-dimensionnelle de la maniere suivante

[50] : )
My — (M71%1>’”' (8.1)

ou V est le volume des dimensions supplémentaires. Si les dimensions supplémentaires ont une
taille caractéristique R, leur volume est approximativement donné par V ~ RP~*. En imposant
Mp & étre de l'ordre du TeV, Mp; étant de l’ordre de 10'? GeV, il est possible de déterminer
la taille caractéristique des dimensions supplémentaires selon leur nombre. Pour D = 5, R vaut
10'3 ¢m, environ la taille du systéme solaire, et tombe directement & quelques centaines de
micrometres pour D = 6. Or, & des échelles de longueur inférieures & R, les phénomenes gra-
vitationnels sont sensibles & ’ensemble des dimensions et le potentiel gravitationnel newtonien
n’est plus en 1/r mais en 1/r?~3. Compte tenu de la valeur de R pour D = 5, la dynamique du
systeme solaire serait différente de celle observée puisqu’elle serait décrite par un potentiel en
1/rP=3 excluant de fait les modeles avec un nombre de dimensions égal & 5. Cependant, la loi
de la gravitation de Newton n’a pas été testée en dessous de longueurs de quelques centaines de
micrometres, ce qui rend les modeles ADD ayant un nombre de dimensions supérieur ou égal &
6 viables.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous ne considererons donc que des espaces-temps avec
un nombre de dimensions au minimum égal a 6.

8.1.2 Contraintes provenant des collisionneurs

Les contraintes quant a la valeur de 1’échelle de Planck a D dimensions obtenues aupres des
collisionneurs proviennent essentiellement de la non-observation de I’émission de gravitons réels,
i.e. de la radiation gravitationnelle, ou bien ’échange de gravitons virtuels, ¢.e. de processus de
diffusion gravitationnelle.

Que ce soit I’émission directe de gravitons ou la diffusion gravitationnelle, I'interaction
impliquant un graviton est supprimée par un facteur 1/M 3, empéchant, a priori, 'observation de
tels proscessus. Cependant dans les modeles ADD, tous les modes de Kaluza-Klein du graviton
vont intervenir et leur grand nombre pourra compenser cette suppression. Le nombre de modes
de Kaluza-Klein présent entre 1’ordre n et n + dn, dont la masse vaut alors m = n/R, est :

dN = Qp_snP5dn, (8.2)

avec (p_5 ’angle solide total dans un espace comptant D — 4 dimensions. L’approximation
continue est justifiée si I’écart énergétique entre deux niveaux de Kaluza-Klein Am/m ~ n~1,
donc pour les excitations élevées du graviton. Le nombre de Kaluza-Klein revient & calculer
le nombre de modes avec une impulsion n présents dans les dimensions supplémentaires, qui
forment un espace de dimensions D — 4. En supposant le spectre de Kaluza-Klein continu, le
nombre de modes entre 'impulsion n et n + dn est alors le volume élémentaire compris entre
les deux hyperspheres (D — 5)—dimensionnelles de rayon n et n + dn, justifiant la formule (8.2).

En remplacant n par son expression en fonction de la masse du mode et R par son expression
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en fonction de Mp et Mp;, le nombre de mode de Kaluza-Klein ayant une masse entre m et
m + dm devient :

_ Mg, p-s
dN = Qp_s e dm. (8.3)

D
Les expériences aupres des collisionneurs mesurant des sections efficaces inclusives, ’ensemble
des modes de Kaluza-Klein va alors jouer un role et le facteur M3, compense exactement le
facteur de suppression intervenant dans ’amplitude d’interaction.

Des recherches d’émission de gravitons réels ont été menées aux expériences L3, H1, aux
expériences DELPHI, ALEPH et OPAL du collisionneur LEP et aux expériences DO et CDF
du Tevatron. L’expérience L3 fournit les contraintes les plus fortes en terme de limite inférieure
sur la masse de Planck & D dimensions [139]. D’autre part, ’échange de gravitons virtuels a été
recherché au sein des expériences ALEPH, DELPHI, L3, OPAL, H1 ainsi qu’aux expériences D0
et CDF. Parmi ’ensemble de ces expériences, les limites inférieures obtenues par la collaboration
DO [140, 160, 138] sont les plus contraignantes. Le tableau 8.1 résume l’ensemble des limites
inférieures les plus élevées obtenues a ’aide des deux processus cités ci-dessus.

Emission de gravitons réels
D 6 7 8 9 10 11
Mp (TeV) | 23 1.5 1.2 091 0.76 0.65
Echange de gravitons virtuels

D 6 7 8 9 10 11
Mp (TeV) | 0.88 0.77 0.58 047 0.39 0.35

TAB. 8.1 — Limites inférieures quant & la masse de Planck D-dimensionnelle obtenue par la
non-observation d’émission ou d’échange de gravitons aupres de collisionneurs comme LEP ou
le Tevatron (d’apres [136]).

8.1.3 Contraintes astrophysiques et cosmologiques

Dans le cadre des modeles ADD, des gravitons de Kaluza-Klein vont étre présents dans I'uni-
vers et donc modifier I’évolution de certains objets astrophysiques ainsi que le scenario cosmo-
logique. Ces modifications, pouvant étre significatives ou non, permettent elles aussi d’apporter
un certain nombre de contraintes sur les scenarii ADD.

Premiérement, les supernovae vont perdre de 1’énergie par émission de gravitons de Kaluza-
Klein via des réactions du type vy = GG ou ete™ — GG. En imposant que cette nouvelle perte
d’énergie ne soit pas importante au point de modifier I’évolution observée, les limites suivantes
ont pu étre déterminées [141, 143] :

Mp > 26.5—188 TeV pour D =6, (8.4)
Mp >21—-13TeV pour D=T. (8.5)

Les étoiles a neutrons font aussi partie des objets astrophysiques permettant de sonder les sce-
narii extra-dimensionnels. Les gravitons de Kaluza-Klein se désintégrant en photons, électrons,
positons et neutrinos & proximité de ces objets compacts, il est nécessaire que ces produits de
désintégration, en venant frapper 1’étoile, ne I’échauffent pas de maniere excessive. Les limites
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inférieures obtenues a 1’aide de ces contraintes sont les suivantes [142, 143] :

Mp > 1100 — 3600 TeV pour D =6, (8.6)
Mp >19—-190 TeV pour D =17. (8.7)

D’autres contraintes peuvent étre obtenues & I’aide du rayonnement de fond gamma : les
gravitons de Kaluza-Klein présents dans 'univers vont se désintégrer en particules du modele
standard qui contribueront au rayonnement cosmique. En particulier, ils se désintegreront en
photons 7 et il est indispensable que leur contribution au rayonnement de fond n’excéde pas
I’'observation. A partir des mesures de ce fond gamma entre 800 keV et 30 MeV, les limites
inférieures suivantes ont pu étre dérivées [144] :

Mp >210-660 TeV pour D =6, (8.8)
Mp >83—-229TeV pour D=T. (8.9)
De plus, la production de gravitons de Kaluza-Klein dans 1’Univers primordial aboutirait & un
découplage matiere-rayonnement qui aurait lieu beaucoup plus tét, ne permettant pas ’obser-

vation d’un Univers tel que nous le voyons. Ce phénomeéne a permis de placer de nouvelles
limites sur Mp [145] :

Mp > 161 —1900 TeV pour D =6, (8.10)
Mp >12-98 TeV pour D=7, (8.11)
Mp >23—-14TeV pour D =38. (8.12)

Finalement, si I’Univers s’averait présenter une échelle de Planck au TeV alors, et comme
il le sera vu plus tard, des trous noirs microscopiques seraient formés lors de collisions ultra-
énergétiques de particules. Ces collisions pourraient avoir lieu lors de la pénétration de rayons
cosmiques d’énergie extréme dans ’atmosphere terrestre. Ainsi des trous noirs microscopiques
seraient produits dans I’atmospheére et pourraient, ou auraient di, selon la valeur de Mp, étre
observés. La non-observation de ce phénomene conduit a une limite inférieure quant a ’échelle
de Planck & D dimensions qui est, & I’aide des données I’AGASA :

Mp>11-12TeV pour D=9, (8.13)
Mp>11-13TeV pour D =10, (8.14)
Mp >12-13TeV pour D =11. (8.15)

8.1.4 En résumé

Dans le cadre des scenarii ADD, et sous certaines hypotheéses concernant le profil de la
géométrie extra-dimensionnelle [146], ’ensemble des contraintes présentées ci-dessus ameénent
aux conclusions suivantes :

— le cas D = 5 est d’ores et déja exclu;

— le cas D = 6, bien que n’étant pas exclu, et méme si les arguments de naturalité restent
délicats & manipuler, semble difficile & mettre en ceuvre afin de résoudre le probléme de
la hiérarchie;

— les cas ot D > 8 sont tres peu contraints, 1’échelle de Planck pouvant descendre au TeV,
offrant un vaste panel phénoménologique accessible dans les années a venir;

— ce sont les données astrophysiques et cosmologiques qui sont les plus contraignantes!.

8.2 Production de trou noir a I’échelle du TeV

Comment un trou noir peut-il se former? Quel que soit le mécanisme de formation, une
condition suffisante consiste & confiner une énergie £ dans une région de taille maximale égale

114 TeV c’est peanut pour l’univers primordial.
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au rayon de Schwarzschild rg(E) associé & cette énergie, par exemple rg = 2E dans le cas
de la Relativité Générale. Ainsi, un trou noir peut étre formé si, lors d’une collision de deux
particules, cette condition se réalise [147]. La formation de trous noirs par collisions de particules
ne peut donc vraisemblablement étre observée que dans les modeles ADD, 1’échelle de Planck
étant abaissée jusqu’au TeV.

3-brane

Fi1a. 8.1 — Schéma représentant la production d’un trou noir lors de la collision trans-planckienne
de deux particules élémentaires i et j (d’apres [159]).

La collision classique de deux particules élémentaires avec une énergie E dans le centre de
masse est schématisée sur la figure 8.1 : un trou noir de masse E va se former si le parameétre
d’impact est inférieur au rayon de Schwarzschild associé a E. Cette condition permet de définir
géométriquement la section efficace de production :

o =nry(E). (8.16)

Dans cette équation, la dépendance en énergie est implicite via le rayon de Schwarzschild et
cette forme est conservée car le lien entre rg et E va dépendre de la théorie de la gravitation
sous-jacente. Cette approche reste cependant trés approximative, du moins dans son principe,
et repose sur une vision classique de la collision impliquant /s >> Mp. Une approche plus
rigoureuse, mais toujours classique, consiste a estimer si un horizon d’évenements apparait ou
non lors de la collision. Cela nécessite d’une part de décrire les particules sous le regard de la
Relativité Générale et d’autre part, de rechercher les conditions de formation de cet horizon. Ce
calcul, tout d’abord mené par Penrose [148] et D’Eath & Payne [149, 150, 151] dans le cas d’un
parametre d’impact nul, a été plus intensément étudié depuis la proposition des modeles ADD,
en particulier par Giddings & Eardley [152], Yoshino & Nambu [153] et Yoshino & Rychkov
[154]. Malgré ces nombreuses études, et bien qu’une certaine convergence dans les résultats
émerge, la question n’est pas encore tranchée et ce pour plusieurs raisons. Tout d’abord, les cal-
culs cherchent & démontrer I’apparition d’un horizon apparent, qui est une condition suffisante
pour qu’un horizon d’événements apparaisse. Ainsi, les sections efficaces déterminées peuvent
étre vues comme des limites inférieures. Deuxiémement, les pertes d’énergie sous forme d’ondes
gravitationnelles doivent étre prises en compte, compliquant la situation. Troisiemement, les
corrections quantiques sont, en principe, a prendre en compte, méme si ces corrections de-
vraient devenir rapidement négligeables en s’éloignant de 1’échelle de Planck. Finalement, et cet
argument est stirement le plus fort, les calculs sont tout simplement affreusement compliqués
imposant un certain nombre de simplifications. Retenons seulement que, bien qu’il soit encore
argumenté que certains facteurs de suppression quantique puissent apparaitre, ’approximation
géométrique mentionnée ci-dessus fournit un excellent ordre de grandeur quant & la valeur de la
section efficace de production de trous noirs. Dans une approche phénoménologique, la section
efficace de production peut donc étre prise de la forme suivante [152] :

o =mr4(E)F(E), (8.17)
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la fonction F' permettant de prendre en compte les raffinements du calcul ainsi que des éventuels
facteurs de suppression ou d’amplification. Dans la suite, la section efficace géométrique sera
considérée comme une approximation suffisante qui pourra étre uniformément supprimée sur
I’ensemble du spectre de masse en vue d’une prise en compte d’effet inélastique.

Si les modeles ADD se trouvent étre une bonne description de la physique au dela de
I’échelle du TeV, quelles seront les situations ou les collisions de particules seront suffisamment
énergétiques pour produire des trous noirs ? Nous pouvons penser tout d’abord au rayonnement
cosmique d’énergie extréme, constituant une source de particules dont ’interaction avec les
noyaux de l’atmosphere [155, 156, 157, 158] ou du milieu interstellaire [161] est suffisamment
énergétique. Il existe une seconde possibilité : 1’énergie dans le centre de masse des collisions
proton/proton du futur accélérateur du CERN, le LHC, étant de 14 TeV, des trous noirs
pourraient étre formés aupres de cet instrument dans un futur proche [159, 160]. Que ce soit dans
le cas de l'interaction du rayonnement cosmique ou au sein du LHC, les collisions mentionnées
impliquent des particules composites que sont les hadrons. La section efficace de production des
trous noirs lors de ces réactions est donc obtenue en convoluant la section efficace de production
de trous noirs, appelée partonique, avec les fonctions de distribution des quark et gluons présents
dans les hadrons interagissants. En supposant que la collision ait lieu entre deux protons, ce
qui sera le cas pour les collisions au LHC, et la situation dominante pour l'interaction entre
rayonnement cosmique et milieu interstellaire, la section efficace différentielle de la réaction
pp — BH + X est déterminée en utilisant ’approche de la luminosité partonique [160] :

do
dMpH

(pp = BH + X) = > _ w1 (Mpn)

a,b s

fa(@a) fo( — (8.18)

$Ta | Tq

ZMBH /1 M%H)d.’ll'a

2
Mgu

fi(z;) étant la fonction de distribution du parton (PDF) ¢ ayant la fraction d’impulsion z; et /s
est I’énergie dans le centre de masse proton/proton. La partie géométrique 7r% correspond 3
I’interaction entre les deux partons a et b tandis que la partie intégrale correspond & la luminosité
partonique de la collision ayant une énergie & la masse Mpg. La section efficace différentielle
dans le cas d’une collision proton/proton au LHC, /s = 14 TeV, est représentée sur la figure 8.2
en fonction de la masse du trou noir formé (d’apres [160]). Cette expression de la section efficace
s’avere extrément utile car les PDF impliquées peuvent facilement étre ré-échelonnées pour des
énergies de centre de masses différentes de 14 TeV, celles-ci ne dépendant que du rapport
Mg /+/s. Ainsi, la section efficace de production pour des collisions proton/proton avec une
énergie dans le centre de masse différente de celle du LHC peuvent aisément se déduire des
sections efficaces dérivées dans la référence [160] dans le cas du LHC.

8.3 Contraintes astrophysiques [161]

Méme si la possible production de trous noirs microscopiques aupres des futurs grands
collisionneurs de particules ou bien par interaction de rayons cosmiques avec ’atmospheére soit le
processus privilégié pour la détection d’un tel phénomene, il existe pourtant d’autres situations
dans I"Univers ou de tels trous noirs seraient formés. D’une part, la collision de rayons cosmiques
d’ultra-haute énergie sur les atomes du milieu interstellaire de la Voie Lactée devrait conduire
a une production non négligeable de trous noirs. D’autre part, lors de sa phase primordiale,
I'univers atteint des températures considérables conduisant potentiellement & une production
thermique de trous noirs microscopiques. Ces deux processus entraineront une sur-production
de particules via I’évaporation des trous noirs ainsi formés, pouvant éventuellement conduire &
de nouvelles contraintes sur les modeles ADD.
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F1G. 8.2 — Section efficace différentielle pour la réaction pp — BH + X obtenue pour une collison
ayant lieu au LHC d’énergie dans le centre de masse proton/proton égale a4 14 TeV (d’aprés
[160]).

8.3.1 Production galactique et rayonnement cosmique
Taux de production des trous noirs

Le nombre de trous noirs formés par unité de temps et par unité de volume s’obtient en
intégrant, sur le domaine énergétique permettant d’avoir une énergie de collison supérieure a
I’échelle de Planck, les interactions entre les rayons cosmiques et les atomes de milieu interstel-
laire :

dNBH *© do
— 0% = dnp(E — (MBu, E E, 1
TPt = o s, 0BT gy (M, Bor) dBor, (619

D

¢(Ecr) représentant le flux de rayons cosmiques, do/dMpg la section efficace différentielle
de production de trous noirs a la masse Mpy et nrsy la densité du milieu interstellaire.
Nous supposerons que ce milieu est composé & 90 % d’hydrogene et & 10 % d’hélium. Nous
intéressant & un phénomene moyen sur ’ensemble de la galaxie, nous pouvons prendre pour
la densité du milieu interstellaire la valeur suivante nrsy ~ 1.3 cm 2. Pour une échelle de
Planck a 1 TeV, I’énergie minimale d’intégration pour obtenir ’énergie suffisante dans le centre
de masse est alors de 5.5 x 10!'* GeV. Les rayons cosmiques concernés seront ceux d’énergie
au-delad du genou, le point ol le spectre inclusif de rayonnement cosmique, globalement donné
par une loi de puissance, s’adoucit. Le flux de rayons cosmiques sera alors évalué a ’aide des
données de 'expérience KASKADE [162], prenant en compte les contributions des atomes d’hy-
drogene, d’hélium, de carbone, de silice et de fer. Finalement, la section efficace différentielle
de production de trous noirs est obtenue par la méthode mentionnée dans le chapitre précédent
en convoluant la section efficace géométrique parton-parton avec les fonctions de distribution
partoniques. Les résultats obtenus sont rassemblés dans le tableau 8.2 ou la fréquence de pro-
duction de trous noirs dans la Voie Lactée ainsi que leur température & différentes masses sont
représentées pour deux valeurs de 1’échelle de Planck & D dimensions et deux valeurs du nombre
de dimensions.

11 est clairement établi, au vu des résultats du tableau 8.2, que le taux de production de trous
noirs reste assez faible, et ce compte tenu du faible flux de rayons cosmiques dans le domaine
énergétique allant du PeV au EeV. Cependant, en ramenant ce taux de production a la taille
de la Voie Lactée V ~ 10%° m?, la fréquence de production de trous noirs microscopiques dans
I’ensemble de la Voie Lactée atteint environ 10'® s~! pour une échelle de Planck & 1 TeV. II faut



10U CHAFrI1IRE o, LES 1ROUS NULRS CUOMME SONDE DE NOUVELLES FHYOIQULED

Mp (TeV) | Mpu (GeV) | zfrBi— (GeV~'s7'm=®%) | D || Tu (GeV)

dtdVdMpgy

1 Mp 10~H 11 434
6 172

10Mp 10~% 11 325

6 80

100Mp 1050 11 244

6 37
10 Mp 10°% 11 4340
6 1725
10Mp 1050 11 3258

6 800
100Mp 105 11 2443

6 371

TAB. 8.2 — Fréquence de production de trous noirs dans la Voie Lactée ainsi que leur température
a différentes masses pour deux valeurs de I’échelle de Planck & D dimensions 1 TeV et 10 TeV
et deux valeurs du nombre de dimensions 6 et 11.

aussi remarquer que, la section efficace de production p+ p — BH décroissant rapidement avec
la masse du trou noir, ce taux de production est tres sensible & la masse du trou noir formé. Ce
taux de production dépend aussi, en principe, du nombre total de dimensions. Cependant, cette
dépendance marginale n’est pas mentionnée dans le tableau 8.2 car inférieure aux incertitudes
introduites dans le calcul.

Emission d’antiprotons

Puisque des trous noirs microscopiques sont potentiellement formés dans notre galaxie,
leurs produits de désintégration vont contribuer au rayonnement cosmique. Pour étudier les
conséquences phénoménologiques de ce processus, nous nous focaliserons sur le spectre d’an-
tiprotons pour les raisons suivantes : ce spectre est a la fois bien connu, tant d’un point de
vue expérimental que théorique, et trés petit comparé au flux de protons (p/p ~ 1075). Ce
flux d’antiprotons, représenté sur la figure 8.3, ayant une origine secondaire provenant de la
spallation des rayons cosmiques primaires sur le milieu interstellaire [163] (principalement les
collisions protons/protons), il est indispensable que la contribution d’antiprotons d’origine pri-
maire, comme ceux venant de I’évaporation de trous noirs, soit extrémement faible afin de ne
pas excéder le flux observé.

Le flux d’antiprotons primaires s’obtient en convoluant le flux d’antiprotons provenant d’un
unique trou noir avec le spectre de masse des trous noirs présents dans notre galaxie :

dtdVdE- E — (Mg, E 2
dtdVdE; /MD /M%/2Mpl ¢ CR)”ISMdMBH( BH, EcR) (8.20)
dN;
x . (EﬁJMBH;ECR) dECRdMBH,

la quantité dN;/dEj représentant le nombre d’antiprotons émis par un unique trou noir durant
son temps de vie. Ce flux élémentaire se déduit de la loi de radiation de Hawking pour des
trous noirs & D dimensions intégrée sur le temps de vie. Cependant, les trous noirs formés
par collision de particules sur le milieu interstellaire sont extrémement chauds et ils émettront
directement des quarks et des gluons qui s’hadroniseront : le flux élémentaire est alors donné
par la convolution de la loi de radiation de Hawking pour tous les degrés de liberté QCD avec les
fonctions de fragmentation de ces derniers, le tout intégré sur le temps de vie du trou noir. Une
simplification est tout de méme faisable : les trous noirs étant tres chauds, il peut étre considéré
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Fi1G. 8.3 — Flux d’antiprotons contenus dans le rayonnement cosmique. Les points représentent
les données expérimentales et les courbes la prédiction théorique avec ses incertitudes, les anti-
protons étant supposés d’origine secondaire. La figure provient de la référence [163].

que durant leur temps de vie trés bref (de I'ordre de 10727 s pour un trou noir de 5 TeV, une
échelle de Planck de 1 TeV et un nombre de dimensions égal & 10), aucune thermalisation n’est
possible. Ainsi, le nombre moyen de degrés de liberté QCD émis par un trou noir, initialement
a la masse Mppg et a la température Ty, est alors le suivant :

MpH
2Ty’

Nocp(Mpw) = ZNi (8.21)

en supposant que fermions et bosons sont tous deux décrits par une statistique de Boltzmann.
Cette approximation est possible puisque QCD de fonde & la fois sur des bosons (gluons) et
des fermions (quarks). En effectuant un calcul exact, le facteur 2 intervenant dans 1’équation
ci-dessus serait remplacé par un facteur 1/0.46 pour des fermions et 1/0.68 pour des bosons.
Plutét que de prendre en compte l’ensemble du spectre d’émission, nous considérerons que
chaque quanta est émis, dans le référentiel ol le trou noir est au repos, avec une énergie égale a
la température du trou noir, le nombre de quanta émis étant donné par le nombre moyen dérivé
ci-dessus. En appelant dg;/dE; la fonction de fragmentation pour le degré de liberté QCD i, le
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flux d’antiprotons primaires sera donné par ’expression suivante :

dtdVdE; /MD /M%/2Mpz > ‘b(ECR)"ISMm (MBH, Ecr) (8.22)

i

X (g{ﬁ;) 5;; (Eﬁ, MBH; ECR) dECRdMBH.
La fonction de fragmentation dépend de 1’énergie du rayon cosmique impliqué dans la collision
originelle puisque le trou noir formé n’est pas au repos : il est nécessaire de prendre en compte
le boost de Lorentz dans I’énergie du quark ou gluon émis par le trou noir. Les quanta QCD
émis auront donc une énergie s’étalant de E,,;, = y6gTe(1—088H) & Enin = vy8aTa(1+6BH)
selon la direction du quanta émis par rapport & celle du trou noir. La figure 8.4, représentant
la fonction de fragmentation en antiprotons pour un quark u & 200 GeV émis par un trou
noir produit par un rayon cosmique & 108 GeV, 3 la fois dans le référentiel du trou noir et
dans le référentiel galactique, illustre 'importance du boost relativiste quant a la distribution
énergétique des antiprotons. Les fonctions de fragmentation sont déterminées & 1’aide du simu-
lateur Monte-Carlo PYTHIA [164] qui se base sur le modeéle des cordes de couleur de Lund.

Flux attendu d’antiprotons

Une fois les antiprotons émis par les trous noirs, ils se propageront dans la Voie Lactée
avant d’atteindre notre systeme solaire. Cette propagation est modélisée par un systéme &
deux zones [163, 165] : la Voie Lactée est décrite par un cylindre dans lequel se trouvent les
sources, ici les trous noirs, entouré de part et d’autre d’un halo diffusif dans lequel les rayons
cosmiques subissent un mouvement aléatoire di a la diffusion sur les irrégularités du champ
magnétique. Cette approche est résumée dans le schéma montré en figure 8.5. Il est aussi pris
en compte, dans ce modele, un vent convectif provenant de la galaxie. Les parametres libres
sont au nombre de cinq : Ko, d décrivant le coefficient de diffusion (K (E) = K¢BR?%), la taille
du halo diffusive L, la vitesse des vents convectifs Vo et la vitesse des ondes d’Alfven V,. Ces
cinq parametres ont été fortement étudiés et contraints grace i une étude exhaustive [165]
des données de rayonnement cosmique et nous avons choisi de les fixer & leur valeur moyenne
autorisée. Le spectre d’antiprotons initialement émis est de plus modifié par des gains d’énergie
par ré-accélération diffusive ainsi que par des pertes lors d’interactions inélastiques, mais non-
annihilantes, sur le milieu interstellaire. Le traitement de ce dernier effet, faisant intervenir une
équation intégro-différentielle, est étudié dans la référence [166] et aboutit & une composante
dite tertiaire. Afin de mettre en place cette propagation dans notre galaxie, nous avons eu
acces au programme de résolution numérique de la propagation développé par les auteurs des
références [163, 165] dans lequel les trous noirs microscopiques produits dans la Voie Lactée
constitueront une source primaire d’antiprotons. Une description approfondie de ce modele de
propagation et de la méthode utilisée pour résoudre ’équation de diffusion qui en découle se
trouve dans la référence [167]. Mentionnons simplement que les cingq parametres libres du modele
de diffusion sont contraints & l’aide du rapport bore sur carbone (B/C) et conduisent & une
excellente estimation du flux d’antiprotons secondaires, les erreurs dues aux dégénérescences sur
les parameétres étant inférieures aux incertitudes des mesures. Les incertitudes théoriques sur
le flux d’antiprotons secondaires restent petites car I’origine de ces rayons cosmiques se trouve
dans le disque galactique, tout comme pour le bore et le carbone : ils suivent le méme trajet
diffusif. En ce qui concerne les antiprotons primaires que nous considérons ici, nous pouvons
aussi nous attendre a ce que l'intervalle autorisé sur les cinq parametres libres entraine une
faible incertitude sur les flux car les trous noirs micorscopiques sont eux aussi localisés dans le
disque galactique.

La figure 8.6 représente le flux d’antiprotons primaires provenant de 1’évaporation des trous
noirs microscopiques formés dans notre galaxie aussi bien au niveau interstellaire, noté IS, qu’au
niveau de ’atmosphere terrestre, noté TOA pour top of atmosphere. Une possible inélasticité



6.9, CUNLIRAINITES ASLRULFH Y SIYUES 100

10 1 10 107 10
Kinetic energy (GeV)

dg(E)/dE before the boost (1/GeV)

3

Antiprotons — 200 GeV quarks

dg(E)/dE before the boost (1/GeV)
|
w

Lol I Ll Lol Lol Lol
10 1 10 102 WOB 104

Kinetic energy (GeV)
Antiprotons—200 GeV quarks

Fia. 8.4 — Fonction de fragmentation en antiprotons pour un quark u & 200 GeV émis par un
trou noir produit par un rayon cosmique & 108 GeV en fonction de ’énergie de ’antiproton.
Haut : allure dans le référentiel du trou noir. Bas : allure dans le référentiel galactique.

dans la production de trous noirs est aussi prise en compte comme une simple baisse de la
normalisation de la section efficace différentielle de production de trous noirs. Dans chaque cas
étudié, les flux se trouvent dans une bande d’incertitude théorique, délimitée par les courbes
en tiret, correspondant & I’ensemble des valeurs des cinq parametres astrophysiques autorisées
afin d’étre en accord avec les données de rayonnement cosmique. Les flux TOA sont inférieurs
aux flux IS a basse énergie pour finalement converger & haute énergie, ce comportement pro-
venant de la modulation solaire qui limite I’entrée dans le systeme solaire des particules de
basse énergie. Il est clair, vu les flux obtenus, que la production d’antiprotons primaires est
largement inférieure & celle d’antiprotons secondaires. Ceci provient essentiellement de ce que
la section efficace de production de trous noirs, pourtant élevée, reste bien inférieure & la section
efficace de production d’antiprotons par collison proton/proton au-dessus du seuil. En effet la
section efficace de production de trous noirs est de I'ordre de quelques centaines de picobarns
tandis que la section efficace totale pp est d’une centaine de millibarn avec une multiplicité en
antiprotons proche de l'unité & 1 TeV. Bien que le flux primaire reste nettement inférieur au
flux secondaire entre 0.1 GeV et 100 GeV, le spectre primaire & haute énergie est cependant
plus dur. Ce résultat est la conséquence du boost relativiste appliqué aux fonctions de frag-
mentation devenant ainsi plus dures et se reflétant dans le spectre final & haute énergie. Ainsi,
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FiG. 8.5 — Représentation schématique du modele de diffusion a deux zones. Schéma réalisé par
D. Maurin [167].

compte tenu des pentes des flux primaires et secondaires (qui refletent les spectres sources car
les fonctions de fragmentation sont plus piquées et agissent comme des distributions de Dirac
dans les convolutions), les antiprotons provenant de I’évaporation de trous noirs microscopiques
devraient devenir dominants pour des énergies supérieures 3 4 x 101°GeV. Cette caractéristique,
bien qu’extrémement interessante en vue d’une preuve expérimentale d’une échelle de Planck
au TeV, implique malheureusement des énergies bien au dela du domaine accessible a 1’obser-
vation, qui est actuellement de 'ordre de la centaine de GeV pour les antiprotons. Bien que ce
résultat n’offre pas de potentiel d’exclusion de régions de I’espace des parametres des modeles
ADD, il assure que la phénoménologie des trous noirs dans de tels scénarii est comptatible avec
les observations de rayonnement cosmique.

Etude avec I’émission de photons

Les trous noirs formés par collisions ultra-énergétiques dans la galaxie ne vont pas s’évaporer
en émettant uniquement des antiprotons et, parmi ’ensemble des particules émises par ces
objets, les photons gamma offrent eux aussi un moyen d’exploration de la phénoménologie des
modeles ADD en requérant, tout comme pour les antiprotons, que le flux de gammas issus des
trous noirs en évaporation n’excéde pas le fond. Lors du processus de radiation, les photons
gamma, auront une double origine : une émission directe via les fluctuations des degrés de
liberté électromagnétiques et une émission indirecte via la désintégration de pions neutres lors
de la fragmentation des degrés de liberté QCD. Compte tenu du grand nombre de degrés de
liberté QCD, en comparaison au nombre de degrés de liberté électromagnétique, 1’émission
indirecte de photons sera le processus dominant. Et, puisqu’un grand nombre de pions sont
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F1G. 8.6 — Flux d’antiprotons primaires IS et TOA (voir texte pour les notations) en fonction
de I’énergie en GeV sans inélasticité dans la production de trous noirs (courbes du haut) et avec
inélasticité (courbes du bas). Ces flux sont représentés par une bande délimitée par les courbes
en tirets correspondant aux incertitudes théoriques du modele de propagation.

produits lors du processus d’hadronisation des quarks et des gluons, 1’émission de photons
gamma, sera bien plus importante que celle d’antiprotons. Cependant, le fond gamma, est, lui
aussi, bien plus important que le “fond” d’antiprotons secondaires. Le flux de photons gamma,
émis par les trous noirs microscopiques a été évalué de maniere identique au flux d’antiprotons.
En particulier, le générateur PYTHIA [164] a été utilisé pour le processus de fragmentation
et le spectre de photons obtenu boosté par transformation de Lorentz. A la différence des
antiprotons, les photons se propagent en ligne droite, aucun modéle de propagation n’étant
par conséquent nécessaire, et ils ne subiront pratiquement aucune absorption dans le domaine
énergétique dominant de la centaine de MeV (puisque le seuil de création de paires sur les fonds
diffus infra-rouge et micro-onde n’est pas atteint). Le confinement galactique n’ayant plus lieu,
il est aussi nécessaire de prendre en compte la contribution extraglactique qui s’avere cependant
étre négligeable, tout comme pour le cas des trous noirs primordiaux [168]. Le flux de photons
gamma, provenant de trous noirs microscopiques ainsi déterminé reste bien inférieur au fond
gamma observé et ce jusqu’a des énergies de 10'® GeV. Cependant, une extrapolation jusqu’a
de telles énergies, qui sont bien au deld de la coupure GZK, a peu de sens, en particulier en
songeant que cela nécessite des énergies bien plus élevées pour les rayons cosmiques a l’origine
du trou noir formé. Tout comme pour I’émission d’antiprotons, la production astrophysique de
trous noirs microscopiques due a un univers avec une échelle de Planck de ’ordre du TeV n’est
pas en contradiction avec les observations actuelles du point de vue de leur émission de photons
gamma.

L’émission de neutrinos pourrait aussi étre considérée. Cependant, comme pour les photons
gamma, le spectre est dominé par la contribution des désintégrations de pions chargés issus de
I’hadronisation des quarks et gluons. Le flux de neutrinos primaires est maximal autour de la
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centaine de MeV, et du méme ordre de grandeur que celui de photons : les neutrinos primaires
sont alors noyés dans le fond (atmosphérique par exemple), ne permettant aucune détection de
trous noirs microscopiques.

8.3.2 Contraintes cosmologiques
Contribution a la Matiére Noire

Si les trous noirs produits dans la Voie Lactée par collisions de particules forment des reliques
stables, alors ces reliques contribueraient & la Matiere Noire. Bien qu’une théorie quantique de
la gravitation soit nécessaire a 1’étude de la fin de vie des trous noirs, de nombreuses études,
aussi bien quadri-dimensionnelles que D-dimensionnelles, basées, par exemple, sur les théories de
corde [43] ou sur une modification du groupe de renormalisation de la métrique de Schwarzschild
[169], ont montré que le processus d’évaporation s’arréte avant la disparition compléte du trou
noir pour laisser une relique stable dont la masse serait de 'ordre de grandeur de la masse de
Planck. De tels résultats sont en accord avec la conjecture de la censure cosmique proposée par
R. Penrose. De telles reliques contribueraient a la Matiere Noire : ce sont des objets massifs,
M, ~ Mp et interagissant extrémement faiblement, leur section efficace géométrique étant
Ogeom ~ WE%), £p étant la longueur de Planck & D dimensions. La quantité de masse sous forme
de reliques contenues dans notre galaxie s’obtient en intégrant le spectre de masse de trous noirs
formés dans la Voie Lactée, voir équation (8.19), sur ’ensemble du volume galactique ainsi que
sur I’ensemble du temps de formation :

to gal Ygal dN
aftot — 21 RM, ., BH 8.23
Mra /MD/ / / "dtdVdMpy’ (8.23)

for'm

Ry et ygo étant le rayon et la hauteur de la Voie Lactée, et ¢y et tsorm 1’Age actuel de
I’univers et I’époque de formation de notre galaxie. En prenant M, ~ Mp, la masse totale des
reliques présentes dans notre galaxie serait de M9} ~ 10'? g, correspondant & une contribution
strictement négligeable a la Matiere Noire. De nouveau, la production de trous noirs dans le

cadre des modeéles ADD ne contredit en rien cette observation cosmologique.

Production thermique et nucléosynthése primordiale

Finalement, si 'univers primordial atteint des températures supérieures a I’échelle de Planck
a D dimensions, alors des trous noirs microscopiques seront produits de maniere thermique. 1l
est donc nécessaire de vérifier que leurs produits d’évaporation n’induisent pas de phénomenes
en contradiction avec les observations actuelles. Cette condition sera vérifiée tant que les trous
noirs ainsi formés se désintegrent bien avant la nucléosynthése primordiale, leur produit de
désintégration contribuant uniquement au bain thermique. Si I’évaporation se prolonge signi-
ficativement jusqu’a la nucléosynthése primordiale, I’entropie libérée par ce processus pourrait
modifier I’abondance relative des éléments légers, par ailleurs fortement contrainte. Le temps
de vie 7 d’un trou noir & D dimensions avec une masse initiale Mpg est donné par la relation
suivante :

MBHZMD(MDT)%. (824)

Pour que les trous noirs microscopiques formés thermiquement survivent jusqu’a la nucléosynthese
primordiale, leur temps de vie doit étre de 'ordre d’une centaine de secondes imposant des
énergies de collisions de particules allant de 1020 GeV & 1022 GeV selon le nombre de dimen-
sions supplémentaires considérées. Ces énergies, bien supérieures a ’échelle de Planck quadri-
dimensionnelle, n’ayant aucune signification physique claire, laissent penser que la production
thermique de trous noirs microscopiques dans I’Univers primordial n’induira aucune modifica-
tion de I’abondance relative des éléments légers.
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8.4 Contraintes aupres des collisionneurs

Malgré la richesse de la phénoménologie astrophysique des trous noirs microscopiques, il
n’est malheureusement pas possible de faire des recherches de précision par cette approche.
Cependant, avec une échelle de Planck au TeV, il est envisageable de produire des trous noirs
au LHC. Ces trous noirs extrémement petits vont alors s’évaporer quasiment instantanément
et leurs produits de désintégration? seront par la suite détectés. La situation est alors la sui-
vante : dans le cadre des modeles ADD, des trous noirs pourraient étre formés au LHC et se
désintegreraient au milieu des plus grands détecteurs de particules jamais construits permettant
I’acces & des phénomenes tres fins sur le spectre d’émission de ces objets, éventuellement dus a
des écarts par rapport & la théorie de la Relativité Générale.

Les premiéres études suivant cette idée [159, 160] se basent sur une description du pro-
cessus d’évaporation de Hawking dans le cadre de la Relativité Générale & D dimensions : il
fut montré qu’il était possible de reconstruire la loi de Hawking, c’est-a-dire la température
du trou noir en fonction de sa masse et d’en déduire le nombre de dimensions spatiales [160].
Ce phénomene d’écrantage par 'horizon mettrait fin a la physique des particules aupres des
collisionneurs pour la remplacer par la physique de la gravitation & haute énergie. La figure 8.7
montre cette dépendance de la loi de Hawking avec le nombre de dimensions ainsi que les pos-
sibilités expérimentales du détecteur ATLAS quant & la reconstruction de cette loi. Ce résultat
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Fic. 8.7 — Loi de Hawking pour des trous noirs & D dimensions telle qu’elle serait reconstruite
en détectant avec ATLAS les produits de désintégration de trous noirs microscopiques formés
au LHC [160].

nécessite d’une part la connaissance du nombre de trous noirs formés aupres du LHC et d’autre
part, une simulation du processus d’évaporation. Le nombre de trous noirs produits, représenté
sur la figure 8.8, s’obtient en convoluant la section efficace de production de trous noirs par

2Nous pourrons remarquer que depuis que les trous noirs sont entrés dans le champ des physiciens des
particules, ils ne s’évaporent plus : ils se désintégrent. Ah, le repli communautaire...
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interaction proton/proton avec la luminosité du LHC. Dans cette étude, il est supposé qu'’il
n’y a aucune thermalisation de ’horizon entre deux émissions successives de particules. Cette
hypothese d’évaporation instantanée permet de déterminer le nombre de quanta émis d’une
maniere identique & celle présentée dans le chapitre 8.3.1 concernant 1’émission d’antiprotons
par des trous noirs microscopiques galactiques.

dN/dMg,, x 500 GeV
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F1G. 8.8 — Nombre de trous noirs formés au LHC en fonction de leur masse pour différentes
valeurs de I’énergie de Planck & D dimensions. La zone grisée correspond aux différentes valeurs
prises pour le nombre de dimensions allant de 6 & 11. Les lignes en tiret et pointillé représentent
le bruit de fond du modele standard [160].

Si les modeles ADD avec une énergie de Planck au TeV sont avérés, alors la détection
d’événements trou noir, i.e. p + p — BH, sera tres facile. Comme il I'est clairement vu sur la
figure 8.8, le nombre de trous noirs produits est tres grand, atteignant la centaine de millions
d’événements dans le cas le plus favorable. Un tel nombre provient d’une section efficace de
production élevée pour un processus exotique, environ 400 picobarns. De plus, la signature
expérimentale de la désintégration de ces objets présente des caractéristiques spécifiques[159] :

— une grande multiplicité, environ 50 quanta émis pour un trou noir ayant une masse de
10 TeV;

— une grande diversité en type de particules, I’évaporation se couplant démocratiquement
aux champs quantiques;

— une distribution angulaire de type % ~ Ng+ N sin (¢), Ng correspondant aux particules
émises pendant la phase ol le trou noir est de type Schwarzschild et N7 a celui pendant
la phase ot le trou noir formé n’a pas encore totalement perdu son spin;

— une fraction non négligeable de leptons, pouvant atteindre de tres hautes énergies Ej., >
100 GeV;

— une topologie des événements, du moins sur une base statistique, quasi-sphérique, les
écarts a la sphéricité provenant de la phase ot le trou noir n’a pas totalement éliminé son
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spin ;
— dans le cas de formation de reliques stables, une trés grande énergie manquante F,,; ;55 ~
Mp ~ 1 TeV.
Les investigations expérimentales possibles grice a toutes ces caractéristiques sont décrites de
maniere exhaustive dans la référence [159]. La masse du trou noir pourra étre déduite de I’énergie
totale émise par ce dernier, plus éventuellement 1’énergie manquante, tandis que la température
viendra de la reconstruction du spectre d’émission.

8.4.1 Contraintes en théorie de Gauss-Bonnet [170]

Puisqu’il serait possible au LHC d’observer des effets trés fins sur le spectre de radiation
des trous noirs, nous pouvons décrire leur processus d’évaporation dans le cadre de la théorie
de Gauss-Bonnet plutét que dans celui de la Relativité Générale afin d’explorer les possibilités
expérimentales du détecteur ATLAS en vue d’une éventuelle détection, voire mesure, d’un tel
terme additionnel dans le Lagrangien de gravitation.

Production et thermodynamique

Afin de déterminer le nombre de trous noirs de Gauss-Bonnet produits au LHC, nous pren-
drons pour section efficace de production de trous noirs par interaction parton/parton la section
efficace géométrique o = 7r%. La luminosité du LHC ainsi que les fonctions de distribution
partonique du proton ne dépendant pas de la théorie de la gravitation sous-jacente, le nombre
de trous noirs de Gauss-Bonnet formés au LHC se déduit directement alors de celui obtenu
dans le cadre de la Relativité Générale. Ce nombre de trous noirs produits étant donné pour
une masse fixée[160], il devra simplement étre ré-échelonné par la taille du trou noir en théorie
de Gauss-Bonnet a la méme masse :

2
dN(GB) riB) dN(RG)
g M7 N\ ) M (529

les indices (GB) et (RG) signifiant respectivement en théorie de Gauss-Bonnet et en Relativité
Générale. Cette méthode permettra de déduire tres rapidement le nombre de trous noirs de
Gauss-Bonnet formés au LHC & partir des résultats de la référence [160].

La figure 8.9 représente le rapport entre la température d’un trou noir de Gauss-Bonnet et
celle d’un trou noir en Relativité Générale en fonction de sa masse et pour différentes valeurs du
nombre de dimensions, la constante de couplage de Gauss-Bonnet étant fixée 4 A = 1 TeV~2 et
A = 0.01 TeV—2. Le comportement non-monotone de la température avec la masse en théorie de
Gauss-Bonnet nous incite & considérer 1’évaporation avec thermalisation plutét que soudaine
afin de tirer meilleurs avantages de la dynamique du processus. Jusqu’a présent, les études
négligeaient la thermalisation pour des raisons de simplicité. En prenant en compte cet effet,
nous traitons ici le probleme de fagon plus exhaustive et raffinée. Faire cette hypothese entraine
cependant un accroissement, au cours de ’évaporation, de I’écart entre les spectres d’émissions
de trous noirs selon la théorie considérée : au fur et & mesure que le trou noir s’évapore, sa taille
diminue et effet du terme de Gauss-Bonnet sur le spectre de radiation devient de plus en plus
dominant. Ceci est confirmé par les spectres exacts calculés dans le chapitre 7.3.1 et représentés
sur les figures 7.8 & 7.11 et I’hypothese de thermalisation compleéte sera alors un cas favorable
en terme de discrimination entre les deux modeles, Gauss-Bonnet ou Relativité Générale.

Spectres d’émission intégrés

Tirer avantage de la dynamique d’évaporation revient a calculer des spectres intégrés sur le
temps de vie en tenant compte de 1’évolution des parametres régissant le processus. De plus,
I’évaporation de trous noirs de masse voisine du TeV est extrément bréve et aucune détection
d’effets instantanés, a I’échelle du trou noir, n’est alors possible. La dynamique de I’évaporation
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Fi1c. 8.9 — Rapport entre la température d’un trou noir de Gauss-Bonnet et celle d’un trou noir
en Relativité Générale en fonction de sa masse en unité de Planck et pour différentes valeurs du
nombre de dimensions. Haut : la constante de couplage de Gauss-Bonnet est fixée 3 1 TeV~2.
Bas : la constante de couplage de Gauss-Bonnet est fixée & 0.01 TeV—2.

est aussi bien décrite par sa variation de masse que celle de sa taille. Cependant, puisque
toutes les quantités thermodynamiques dépendent explicitement du rayon de Schwarzschild et
implicitement de la masse, ce sera la taille du trou noir qui sera la variable la plus pertinente.
Le flux intégré, pour une particule de type i, est alors donné par :

dN dMgr\ "' (dMgg\ (d&N;
() () (e e

ro étant la taille initiale du trou noir. Le taux de perte de masse dMp g /dt s'obtient en intégrant
le spectre instantané sur ’ensemble des énergies émises :

dMBH R 24 N
_ 2
Z/ dtdw (8.27)

Les facteurs de corps gris sont impliqués dans le calcul du flux intégré via le taux de perte
de masse et le spectre d’émission instantané d?N;/dtdw rendant 'intégrale ci-dessus calculable
uniquement de maniére numérique. Cependant, les trous noirs formés au LHC seront tres chauds
et les particules seront principalement émises a grandes énergies. Ainsi, les facteurs de corps gris
seront approchés par leur limite & haute énergie sur I’ensemble du spectre. Sous cette hypothese,
le spectre d’émission des trous noirs revét la forme d’une loi de corps noir et le taux de perte
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de masse peut se calculer analytiquement (il s’agit de la loi de Stefan) :

7
T%Tﬁr [g

dMpy 47 (D— 1)2/“"3) D-1

a 15

. Ny + N,,] , (8.28)

Ny (Np) étant le nombre de degrés de liberté fermionique (bosonique) du modele standard. Les
deux autres termes intervenant dans le flux intégré s’obtiennent aussi analytiquement

dMpy (D=2 PV2MP"2 (g
drg &l ((D — 1)/2)D Tﬁ? ’ (8.29)
X [(D = 3)ry + (D = 5)(D — 4)(D = 3)A]
&2 N; 42 (D 1)2/(D 3) D D142 02
dtdw - exp (w/TH(T’H)) — (3_1)25 ’ (830)

g; représentant le nombre de degrés de liberté interne & la particule de type 7. Ces trois quantités
permettent de faire une unique intégration numérique afin d’obtenir le flux intégré sur le temps
de vie des trous noirs. Ces flux intégrés en fonction de 1’énergie pour ’émission d’un degré de
liberté bosonique par un trou noir de masse initiale Mpyg = 10 TeV sont représentés sur la
figure 8.10 pour différentes valeurs du nombre de dimensions et de la constante de couplage de
Gauss-Bonnet.

Ces spectres d’émission serviront alors de loi de probabilité en vue d’une simulation de
I’évaporation des trous noirs & laquelle s’ajoutera une seconde loi de probabilité, cette fois-ci
discrete, permettant de déterminer le type de particules préférentiellement émises. Cette seconde
loi de probabilité se définit comme le rapport entre le nombre total moyen de particules de type
1 émises divisé par le nombre total de particules émises :

S [N &N
P (’): o dtdw / Z/ didw ™ (8:31)

Supposant de nouveau que les facteurs de corps gris sont égaux & la limite a haute énergie sur
I’ensemble du domaine énergétique, 'intégration des spectres d’émission peut se faire analyti-
quement et la distribution de probabilité ci-dessus prend la forme suivante :

. CiGi
P@)=347—"——, 8.32
0= 3517, (8.32)

avec ¢; = 1 si la particule est un boson et 3/4 si c’est un fermion.

Détection et mesure de la constante de couplage de Gauss-Bonnet

Afin d’évaluer la possibilité de détection et de mesure par ’expérience ATLAS de la constante
de couplage de Gauss-Bonnet, il faut simuler la détection des particules et la reconstruction
du spectre intégré de radiation des trous noirs. Pour cela, le nombre de trous noirs produits
pour chaque intervalle de masse sera déterminé grace a la méthode citée précédemment. La
dynamique de 1’évaporation, pour une masse initiale donnée, sera simulée par une méthode
Monte-Carlo en tirant aléatoirement le type de particules émises, quark, gluon, lepton etc, puis
son énergie grace aux deux distributions de probabilité calculées dans le paragraphe précédent.
Ne seront ensuite conservés pour la reconstruction des spectres que les électrons, positons
et photons dont ’énergie est supérieure a 100 GeV. Sur ces particules prises en compte, une
incertitude due & la mesure est ajoutée. Pour cela, nous prenons une approximation extrémement
simple pour le détecteur ATLAS en ne considérant qu’une incertitude sur ’énergie, la résolution
prévue étant AE/E = \/a?/E + b avec a = 10 %/vVGeV et b = 0.5 %. Cette procédure
s’effectue pour chaque intervalle de masse nous permettant de recueillir un ensemble de spectres
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Fic. 8.10 — Flux intégré de photons émis par un trou noir de masse initiale Mgy = 10 TeV,
I’échelle de Planck étant fixée & 1 TeV. Haut : la constante de couplage de Gauss-Bonnet A
est prise égale & 0 TeV~2 & gauche et 0.5 TeV~2 & droite et le nombre de dimensions égal &
D ={6,7,8,9,10,11}. Bas : le nombre de dimensions est pris égal & 6 & gauche et 11 & droite
et la constante de couplage de Gauss-Bonnet égale & A = {0.1,0.5,1,5,10} TeV~—2.

d’émission intégrés reconstruits par ATLAS qui pourront étre alors comparés & des prédictions
théoriques.

Pour comparer les spectres reconstruits aux prédictions théoriques, il est nécessaire de
connaitre la masse de Planck ainsi que les parametres thermodynamique initiaux du trou noir
(masse et température). La masse de Planck pourra se déterminer aisément grace & un effet
de seuil : aucun trou noir ne sera produit avec une masse plus faible que celle de Planck.
La masse du trou noir et sa température sont déterminées une fois le spectre reconstruit,
I’énergie totale contenue dans ce spectre étant égale a la masse initiale du trou noir et la po-
sition du maximum du spectre étant directement liée & la température initiale. Ces mesures
devraient étre faisables compte tenu du nombre d’événements trou noir, de la faiblesse du bruit
de fond (voir figure 8.8) et du faible pourcentage de particules émises ne pouvant étre détectées
(puisque seulement 5 % de I’énergie émise par le trou noir devrait partir sous forme de neu-
trinos et gravitons). Nous avons aussi vérifié & P’aide du logiciel PYTHIA [164] qu’une trés
faible partie des photons, électrons et positons directement émis par le trou noir se trouve au
milieu d’un jet hadronique rendant leur détection impossible. Finalement, tout comme pour
I’étude des trous noirs produits dans notre galaxie, cette étude a été menée en prenant en
compte d’éventuelles sources d’inélasticité dans la production de trous noirs. Adoptant une
approche purement phénoménologique pour cet effet, la section efficace partonique de produc-
tion de trous noirs a été diminuée jusqu’a un millieme de la section efficace géométrique :
o ={1,0.1,0.01,0.001} 7r%.
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Fic. 8.11 — Distribution de x?/d.o.f obtenue pour des valeurs d’entrées de (D,)\) =
(10,1 TeV~2), partie supérieure, et (D,)\) = (8,5 TeV~—2), partie inférieure. La partie droite
est une représentation du x2/d.o.f dans laquelle la surface du rectangle est proportionnelle 3
la valeur du x?/d.o.f.

Les spectres reconstruits pour chaque jeu de valeurs du couple (D, \) et pour chaque inter-
valle de masse sont alors comparés aux prédictions théoriques et une analyse de x2 est effectuée
permettant ainsi d’étudier les valeurs de D et A compatibles avec les données reconstruites par
ATLAS. Cette analyse a été faite pour un grand nombre de valeurs d’entrée des parametres du
modele D et A et la figure 8.11 représente un exemple de la distribution de x?/d.o.f obtenue
pour des valeurs d’entrées de (D,)\) = (10,1 TeV~2) et (D,A) = (8,5 TeV~2) sur laquelle
il est clairement vu que le x?/d.o.f atteint sa valeur minimale pour les valeurs d’entrée des
parametres (D, \) définissant la physique, et ce de facon tres piquée. Les mémes résultats ont
été obtenus pour une large gamme de valeurs de ces parametres ainsi qu’en prenant en compte
I’inélasticité et il semble possible de détecter, et éventuellement mesurer, une théorie de la gra-
vitation présentant un terme de Gauss-Bonnet. Qutre la vérification que la valeur minimum du
x?2/d.o.f se trouve pour les valeurs d’entrée du nombre de dimensions D et de la constante de
couplage de Gauss-Bonnet A (ce qui est la moindre des choses), un intervalle de valeurs auto-
risées par la détection du couple (D, ), représentant les possibilités de détection de ATLAS, a
été déterminé : les valeurs de (D, \) compatibles avec les spectres reconstruits seront celles dont
le x2/d.o.f <2x2,:,/d-0.f- X2, représente la valeur minimum de la distribution de x2. Bien
que ce criteére ne soit pas rigoureux en terme d’analyse statistique, il peut cependant se tra-
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duire en terme d’un niveau de confiance suffisamment élevé pour que les intervalles déterminés
caractérisent les possibilités de détection au LHC. Le tableau 8.3 compile les intervalles de va-
leurs pour le couple de parametres (D, \) en fonction des valeurs “physiques” de ces derniers.
Excepté le cas A = 5 TeV~2 dans un Univers 4 six dimensions et avec une forte inélasticité ot la
reconstruction est alors impossible, il est toujours possible de reconstruire les valeurs d’entrée
des parametres physiques avec un intervalle de confiance dont la largeur, selon les cas étudiés,
varie du simple, le cas (D, A [TeV~2]) = (6,0.5), au double, le cas (D, A [TeV~2]) = (8,5). Ce-
pendant, il est, dans tous les cas reconstruits, toujours possible de discriminer entre une théorie
avec ou sans terme de Gauss-Bonnet.

Valeurs autorisées (min/max) pour (D, \)

A=05TeV > A=1TeV > A=5TeV~?

D=6 || 1:0.30/058; D:6/6 | A:078/1.18; D:6/6 | A:>3.15; D:6/7
2:0.39/0.58; D :6/6 | A:0.78/1.18; D :6/6 | A:>3.15; D :6/8
A:0.39/0.58; D :6/6 | A:0.78/1.18; D :6/6 | A:>2.20; D :6/8
A:0.39/0.58; D : 6/6 A:0.78/1.32; D : 6/7 reconstruction impossible

D=7 || A:0.39/0.58; D :7/7 A:0.78/1.18; D : 7/7 A:>396;D:7/8
A:0.39/0.58; D :7/7 A:0.78/1.18; D : 7/7 A>377; D:7/9
A:0.39/0.58; D :7/7 A:0.78/1.18; D :7/8 A:>356;D:7/9
A:0.16/0.58; D : 7/8 A:0.18/137; D:7/11 | A:>1.58; D:6/11

D=8 || A:0.39/058; D:8/8 | A:099/1.18; D:8/8 | A:4.56/6.92; D : 8/9
A:0.39/0.58; D : 8/8 A:0.99/1.18; D :8/8 A:4.34/7.50; D : 8/9
A:0.39/0.58; D:8/8 | A:0.77/1.18; D:8/9 | A:>3.95; D :8/11
A:0.20/0.79; D : 7/9 A:0.22/1.56; D:7/11 | A:>234; D:7/11

D=9 || X:0.39/0.58; D :9/9 A:0.99/1.18; D :9/9 A:4.74/5.34; D : 9/9
X:0.39/0.58; D:9/9 | X:0.99/1.18; D:9/9 | \:4.55/5.91; D : 9/10
X:0.18/0.58; D:9/10 | A:0.37/1.18; D :9/11 | \:3.59/7.29; D : 8/11
X:<0.96; D :8/11 X:0.22/1.58; D:8/11 | A:>2.37; D:7/11

D=10 || X:0.18/0.58; D : 10/11 | A :0.99/1.18;D : 10/10 | X: 4.74/5.53; D : 10/10
A:0.18/0.58; D :10/11 | A:0.58/1.18; D : 10/11 | X : 4.36/5.71; D : 10/11
X:0.18/0.58; D :10/11 | A:0.58/1.58; D :9/11 | X:3.58/6.72; D : 9/11
A:0.18/0.97; D:9/11 | A:0.39/1.96; D :8/11 | A:>2.77; D : 8/11

D=11 || X:0.39/0.99; D :10/11 | A :0.99/1.58;D : 10/11 | A: 4.74/5.53; D : 11/11
X:0.39/0.99; D :10/11 | X:0.98/1.58; D : 10/11 | X : 4.57/6.12; D : 10/11
A:0.39/0.99; D :10/11 | A:0.75/1.77; D : 10/11 | A: 4.14/7.16; D : 9/11
A:0.39/1.56; D:9/11 | A:0.75/2.37; D:9/11 | A:>2.96; D : 8/11

TAB. 83 — Valeurs reconstruites pour D et A [TeV~2] en fonction des valeurs « phy-
siques »d’entrée en imposant x?/d.o.f < 2x2,;,/d-o.f. La premidre ligne correspond & o = mr%,
la seconde & o = 7r%/10, la troisitme & o = 7% /100 et la quatrieme o = 7r%/1000.

Perspectives

L’étude ci-dessus montre que, dans un Univers ou I’échelle de Planck est de ’ordre du TeV,
il serait possible, & ’aide du processus d’évaporation de Hawking, de mesurer la contribution
d’un terme de Gauss-Bonnet dans ’action de la gravitation au sein du futur collisionneur
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LHC. Du moins, et ce puisqu’une compleéte simulation des possibles événements trous noirs n’a
pas été menée, semble-t-il possible pour un détecteur comme ATLAS de faire la distinction
entre une théorie de la gravitation avec ou sans le terme de Gauss-Bonnet. Cette étude peut
par ailleurs étre améliorée sur différents points. Premierement, nous avons considéré que la
loi de Hawking restait valable sur I’ensemble de la durée de vie des trous noirs, ce qui n’est
évidemment pas le cas. D’une part, les effets quantiques sur la gravitation devraient étre pris en
compte? et d’autre part, le nombre moyen de particules émises en fin de vie devenant inférieur
a 'unité, il devient nécessaire d’appliquer une coupure & haute énergie, grace & une fonction
de Heavyside par exemple, dans le spectre d’émission afin de proprement prendre en compte la
conservation de I’énergie. Ce dernier point peut devenir primordial dans le cas d’espace-temps
de dimensionnalité élevée pour lesquels le nombre moyen de particules émises par les trous noirs
formés au LHC est plus petit que 1 dés les premiers instants de I’évaporation. Refaire I’étude
en appliquant la coupure a haute énergie peut s’avérer indispensable bien que cette troncature
reste une approche phénoménologique et qu’une véritable compréhension de la fin de vie des
trous noirs soit nécessaire. Deuxiémement, cette étude devrait étre effectuée dans le cas de
trous noirs avec spin, la collision parton/parton ayant dans la plupart des cas un parametre
d’impact non-nul. Cependant, cela requiert de trouver des solutions des équations d’Einstein-
Gauss-Bonnet de la forme de Kerr, ce qui n’est pas encore été fait*, et ce bien que les solutions
décrivant des trous noirs de Kerr D—dimensionnels dans le cadre de différents modeles existent :
Relativité Générale & D dimensions avec [171, 172] ou sans [7] constante cosmologique, ou bien
en supergravité a cing et sept dimensions [173, 174, 175]. Finalement, une véritable simulation
de la reconstruction des spectres d’émission de trous noirs a ’aide du détecteur ATLAS est
nécessaire. Cela requiert d’une part une simulation compléte du détecteur et d’autre part, une
estimation du bruit de fond. Ce n’est qu’avec une étude de ce type que la distribution de 2
précédente prendra tout son sens statistique.

8.4.2 Contrainte sur la constante cosmologique [177, 176]
Propriétés thermodynamiques

Les possibilités expérimentales du LHC quant & la recherche d’informations sur la théorie
de la gravitation peuvent aussi étre exploitées afin de contraindre I’éventuelle présence d’une
constante cosmologique, qu’elle soit positive ou négative. Cependant, les propriétés thermody-
namiques des trous noirs immergés dans un univers (A)dS, voir les équations (7.49) et (7.49),
different énormément de celle des trous noirs de Gauss-Bonnet. En particulier, dans un univers
de type de Sitter, il existe une masse maximale autorisée pour les trous noirs déterminant de
fait, si des trous noirs sont formés avec une certaine masse Mpg, une limite supérieure quant
a la valeur d’une constante cosmologique positive. Cette limite supérieure se détermine en im-
posant que la température des trous noirs reste positive. Ainsi, si la masse maximale de trous
noirs observés au LHC est M., la limite supérieure pour la constante cosmologique est la
suivante :

(D-2)(D-3)
2r4 (Mmaz)

La taille de ’horizon d’un trou noir de masse M, s’obtient en inversant I’équation (7.49). Ce
critére peut apparaitre comme trés contraignant : 1’énergie maximale de collision au LHC étant
de 14 TeV, si uniquement des trous noirs avec une masse maximale bien inférieure a ces 14 TeV
se forment, alors cette coupure peut étre interprétée comme ’effet d’une constante cosmologique
positive et une valeur pour A peut étre déterminée grace & la relation ci-dessus. Pourtant, ce
critére est en réalité extrémement peu contraignant, comme cela est illustré sur la figure 8.12
qui représente la masse maximale permise pour les trous noirs de Schwarzschild en fonction de

A< (8.33)

3En un sens, le terme de Gauss-Bonnet prend en compte ces effets, du moins une partie. Cependant, il ne
s’agit pas d’une théorie ultime.

4Nous avons mené cette investigation en collaboration avec S. Alexeev et N. Popov mais les ansatz usuels ne
fonctionnaient pas dans ce cas. De nouvelles pistes prometteuses sont en cours d’étude.
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la valeur de la constante cosmologique. En effet, dans le meilleur des cas, I’'observation d’un trou
noir de masse 14 TeV, le maximum possible au LHC, dans un univers ot ’échelle de Planck est
égale & 1 TeV impose une limite supérieure sur la constante cosmologique de ’ordre du TeV?2.

O Il ‘ Il Il Il ‘ Il Il Il ‘ Il Il Il ‘ Il Il Il ‘ Il Il Il
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

F1Gc. 8.12 — Masse maximale pour des trous noirs de Schwarzschild plongés dans un univers
dS en fonction de la valeur de la constante cosmologique, ces deux quantités exprimées en
TeV. La masse de Planck est prise égale a 1 TeV et le nombre de dimensions varie de 6 & 11,
correspondant aux courbes allant de droite & gauche.

Pour obtenir des informations plus contraignantes, 1’étude faite précédemment dans le cas
des trous noirs de Gauss-Bonnet peut étre reprise, les hypotheses faites restant pour la plupart
valides. En particulier, comme les trous noirs observables au LHC seront tres chauds, la limite &
haute énergie pour les facteurs de corps gris sera une tres bonne approximation. La question de la
thermalisation lors de la dynamique de ’évaporation se pose de nouveau : les deux cas limites
sont & considérer, & savoir une thermalisation compléete entre 1’émission de chaque particule
et aucune thermalisation. Chacun de ces cas a ses avantages : d’'un c6té I’hypothese d’une
thermalisation compléte devrait éviter des éventuelles dégénérescences lors de la reconstruction
du couple (D, A) puisque la variation de température est prise en compte. Mais, la constante
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cosmologique agissant a grande échelle, son influence sur le processus d’évaporation diminuera
au fur et & mesure que le trou noir perd de sa masse, ce dernier devenant de plus en plus
petit. Ce phénomene est tres bien illustré sur la partie gauche de la figure 8.13 qui représente la
température d’un trou noir en fonction de son rayon en espace-temps asymptotiquement plat,
A =0, et en espace (A)dS, A = +1 TeV?, la masse de Planck étant fixée & 1 TeV et le nombre
de dimensions & 8. Les trois températures convergent vers la méme valeur quand rg — 0 :
sous ’hypothese de thermalisation compléte, les derniéres particules émises ne contribueront
que trés peu aux différences entre les spectres en univers asymptotiquement plat et ceux en
univers (A)dS. Au contraire, sous I’hypothese d’absence de thermalisation, les écarts entre la
température avec constante cosmologique et celle sans cette constante restent inchangés et
précisément 13 ou les écarts sont le plus élevés lors de ’évaporation. L’influence de la constante
cosmologique, décroissant avec la masse du trou noir, est a 'opposé de l'effet du terme de
Gauss-Bonnet, agissant quant a lui & petite échelle de longueur. La partie droite de la figure
8.13 montre le rapport entre la température avec constante cosmologique et la température sans
cette constante pour un trou noir de 5 TeV, permettant ainsi de se mesurer de 'influence de cette
constante sur la thermodynamique des trous noirs. Selon ’hypothése faite sur la thermalisation,

o
e 1<}
o o
S
e

Temperature (TeV)
: 5
L

T(with A)/T(without A)

=]
o o
o o
L

e
N
a

s N B Sy
0.15
0.1
f e
005 [
P R R HH\ PN R o Lo TN N U R SO O B
1 2 3 4 5 6 20 -15 -0 -5 0 5 10 15 20
Black Hole radius (TeV) A (TeV?)

Fic. 8.13 — Gauche : température d’un trou noir en fonction de la taille de son horizon dans
un Univers de Sitter (bas), asymptotiquement plat (centre) et Anti-de Sitter (haut). La masse
de Planck est fixée & 1 TeV, le nombre de dimensions a 8 et la constante cosmologique, dans
le cas non-asymptotiquement plat, & |[A| = 1 TeV2. Droite : rapport entre la température avec
constante cosmologique et la température sans cette constante pour un trou noir de 5 TeV en
fonction de la valeur de la constante cosmologique pour un nombre de dimensions allant de 6 &
11 (effet de moins en moins important).
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les spectres intégrés auront la forme suivante pour un degré de liberté donné :

dN; O fdMpr\ " (dMpr\ (dN;
_ 34
d /( i) () () dem (8.54)
L -1 ..
dN: dM(mz) d2N-(zm)
- M BH i i i
dw BH( dt ) ( dtdw (8.35)
TBH

La premiere équation correspond au cas avec thermalisation et la seconde & 1’émission instan-
tanée. L’indice (ing) dans le spectre sans thermalisation signifie que la quantité est prise pour
une température de trou noir égale a sa température initiale.

Détection et mesure de la constante cosmologique

La possible détection, voire mesure, d’une constante cosmologique au LHC grace & 1’évapo-
ration des trous noirs procede de maniere identique a la mesure de la constante de couplage
du terme de Gauss-Bonnet. Nous ne reviendrons donc pas sur la méthode de simulation des
spectres, le choix des particules & conserver ainsi que la reconstruction des spectres par un
détecteur comme ATLAS. Lors de la simulation Monte-Carlo de la désintégration des trous
noirs, la distribution de probabilité en énergie sera donnée par les formules 8.34 et 8.35 selon
I’hypothese choisie. Nous pouvons tout d’abord investiguer les possibilités de détection de la
présence d’une constante cosmologique en comparant, grace & une méthode de x2, les spectres
avec une constante cosmologique non-nulle reconstruits par ATLAS & un spectre théorique pour
A = 0. Pour chaque valeur du nombre de dimensions et de la constante cosmologique, le 2
est obtenu en sommant sur I’ensemble du spectre de masse de trous noirs formés. Le critere

Valeur minimale [A|_. , en TeV?, détectable au LHC

Avec Thermalisation Sans Thermalisation
ds AdS ds AdS
D=6 0.02 0.02 0.012 0.008
0.52 0.44 0.30 0.22
D=7 0.04 0.04 0.02 0.02
0.98 0.98 0.66 0.62
D=28 0.08 0.06 0.04 0.04
1.8 1.6 1.1 1.0
D=9 0.10 0.10 0.08 0.06
2.6 2.4 1.7 1.4
D =10} 0.14 0.14 0.12 0.08
3.0 3.2 2.7 2.2
D=111| 0.18 0.18 0.14 0.12
4.5 3.6 3.2 2.9

TAB. 8.4 — Constante cosmologique minimale détectable au LHC en reconstruisant les spectres
d’émission de Hawking. Pour chaque cas considéré, Univers de Sitter ou Anti-de Sitter, cette li-
mite est déduite sous deux hypotheéses, avec ou sans thermalisation, et en prenant en compte une
forte inélasticité (seconde ligne) ou non (premiere ligne) dans la section efficace de production
de trous noirs.
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statistique pour discriminer une mesure comptatible ou non avec une constante cosmologique
nulle est similaire au précédent : les cas incomptatibles avec A = 0 sont ceux pour lesquelles
X2/d.o.f > 2x2.n/d-0.f, X2 étant la valeur de la distribution de x? obtenue pour un flux
reconstruit avec une constante cosmologique nulle. Cette méthode permet donc de définir une
valeur minimale pour la constante cosmologique |A|, .., en valeur absolue, pour que son effet
puisse étre détecté auprés du LHC. Le tableau 8.4 montre I’ensemble des valeurs minimales de la
constante cosmologique détectables au LHC, sous les deux hypotheses mentionnées ci-dessus, et
en prenant en compte ou non une forte inélasticité dans la section efficace de production de trous
noirs. Comme nous pouvions nous y attendre, une forte inélasticité entraine une détérioration
des possibilités de détection, et ce de plus d’un facteur 10, sur la valeur de la constante cos-
mologique accessible. Il a été contrdlé que cette détérioration est principalement due aux effets
statistiques. Comme il I’a été expliqué dans le paragraphe précédent, supposer que le processus
d’évaporation est tellement bref qu’aucune thermalisation n’est possible accroit les possibilités
de détection d’ATLAS. Ainsi, plus cette hypothese sera justifiée, plus la sensibilité du LHC a
la présence d’une constante cosmologique sera accrue.

Les possibilités de mesure des parametres fondamentaux de la théorie que sont le nombre
de dimensions et la valeur de la constante cosmologique s’étudient en appliquant la méme
méthode que pour la mesure de la constante de couplage de Gauss-Bonnet. Cependant, sous
I’hypothese d’évaporation soudaine, la mesure combinée de ces deux parametres est en principe
dégénérée. En effet, la comparaison des spectres revient & comparer, dans ce cas, la température
initiale du trou noir formé connaissant sa masse. Or, pour une masse fixée, il n’existe pas un
unique jeu de parametres D et A aboutissant a la température mesurée, entrainant alors cette
dégénérescence. La partie gauche de la figure 8.14 représente la température d’un trou noir de
5 TeV en fonction de la valeur de la constante cosmologique pour un nombre de dimensions
allant de 6 & 11. La dégénéréscence est clairement vue sur cette figure puisqu’une isotherme, i.e
une ligne horizontale, passe par plusieurs courbes correspondant chacune & un couple (D, A). En
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F1c. 8.14 — Gauche : température d’un trou noir de 5 TeV en fonction de la constante cosmo-
logique A pour un nombre de dimensions allant de 6 & 11 (de bas en haut). La masse de Planck
est fixée & 1 TeV. Droite : exemple de distribution de y? obtenue & ’aide d’une simulation
Monte-Carlo, en effectuant ’hypothese de thermalisation compléte, pour des valeurs d’entrée
de D=8et A =—2.5 TeV2.
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principe, cette dégénéréscence peut étre levée en autorisant une thermalisation, méme partielle,
puisque cela rajoute la variation de la température dépendant elle aussi du couple (D, A).
Ainsi, en reprenant la simulation Monte-Carlo sous I’hypothése d’une thermalisation complete,
il pourrait étre possible de mesurer les deux parameétres D et A. Bien qu’une étude systématique
n’ait pas été menée, il semblerait que l’effet de la constante cosmologique sur la variation de
la température soit trop petit pour lever de maniere significative la dégénérescence. Comme le
montre la partie droite de la figure 8.14, représentant un exemple type des distributions de 2
obtenues pour des valeurs d’entrée fixées du couple (D, A). De plus, puisque nous avons considéré
une thermalisation complete, il s’agit la de la meilleure levée de dégénérescence possible, a
moins de tenir compte de la véritable valeur des facteurs de corps gris sur ’ensemble du spectre
énergétique. Autrement dit, & moins d’une mesure indépendante du nombre de dimensions ou
de la valeur de la constante cosmologique, il ne semble pas possible de mesurer conjointement et
de maniere univoque au LHC la dimensionnalité de ’espace ainsi que la valeur de la constante
cosmologique. Il est tout au plus envisageable, pour chaque valeur du nombre de dimensions, de
déterminer un intervalle dans lequel la valeur de A doit se trouver. Par exemple, pour des valeurs
d’entrée de D = 8 et A = —2.5 TeV?, les valeurs autorisées de la constante cosmologique, et ce
pour chaque valeur du nombre de dimensions, sont compilées dans le tableau 8.5. Ces résultats
ont été obtenus avec une masse de Planck & 1 TeV et une forte inélasticité. Les possibilités de
mesure d’un détecteur comme ATLAS sont donc fortement limitées : pour D > 9, un univers
Anti-de Sitter peut apparaitre comme étant de type de Sitter.

Valeurs autorisées (min/max) pour A [TeV?]

D=6: -10.4/-74 D=9: -1.0/35
D=7: -82/-44 D=10: 3.3/82
D=8: -48/-0.8 D=11: 82/12:6

TAB. 8.5 — Valeurs aurorisées pour A [TeV?2] pour chaque valeur du nombre de dimensions avec
comme parametres d’entrée D = 8 et A = —2.5 TeV2. La masse de Planck est prise égale 3
1 TeV et une forte inélasticité quant & la production de trous noirs a été prise en compte dans
la simulation Monte-Carlo

Comparaison avec 1’autre mesure

La récente découverte de 'expansion accélérée actuelle de 'univers [15] peut s’expliquer
par la présence d’une constante cosmologique positive. Cependant, la mesure de la vitesse
d’expansion de l'univers, se traduit par une valeur de la constante cosmologique de l'ordre de
10790 eV2, Qu’attendre alors du LHC qui, dans le cadre des modeles ADD, ne peut détecter la
présence d’une constante cosmologique qu’autour du TeV ? En fait, que peut-on espérer d’une
expérience de physique de haute énergie, environ 10 TeV, quant & un probléme de physique de
tres basse énergie 3 environ 10730 eV ?

Bien que ces investigations restent exotiques, il ne faut cependant pas les oublier pour au-
tant : la mesure cosmologique de A concerne une constante cosmologique d’un univers quadri-
dimensionnel (au moins de maniére effective & ces échelles). Or ’étude précédente s’intéresse
précisément & une constante cosmologique dans des univers de dimensions plus élevées, puisque
le processus de Hawking est sensible & la courbure dans le bulk. Le lien entre la constante
cosmologique quadri-dimensionnelle et celle & D dimensions n’est pas triviale. Soit les dimen-
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sions supplémentaires sont étendues, alors ces deux constantes sont du méme ordre de gran-
deur® et nous ne pourrons rien tirer du LHC, soit ces dimensions sont compactifiées et alors
le lien entre les valeurs effectives dans le bulk et sur la brane dépend des modeles, autorisant
ainsi des valeurs de la constante cosmologique dans le bulk tres élevées alors que la “projec-
tion” quadri-dimensionnelle serait tres faible. Evidemment, les dimensions supplémentaires sont
nécessairement compactifiées, mais elles peuvent étre suffisament grandes pour étre considérées
comme étendues. La taille des dimensions supplémentaires est donc le critére majeur quant a
la détermination des possibilités expérimentales du LHC.

8.4.3 Fin de vie des trous noirs : études préliminaires

L’étude de trous noirs éventuellement produits au LHC offrirait non seuleument un nouveau
regard sur la gravitation, mais aussi sur le processus d’évaporation lui-méme. Etrangement, cette
deuxieme approche, qui apporterait elle aussi un éclairement nouveau sur les théories physiques
fondamentales, a été tres peu abordée. Pourtant, observer la dynamique de 1’évaporation est
tres riche d’informations car, bien que la loi de Hawking semble établie, elle présente toujours
un certain nombre de problemes. En premier lieu, la loi de Hawking ne prend pas en compte
la conservation de 1’énergie puisqu’elle prédit une probabilité non-nulle d’émettre un quanta
avec une énergie supérieure a la masse du trou noir. D’autre part, elle prédit une évaporation
totale du trou noir laissant ainsi une singularité nue d’espace-temps, contraire a la conjecture de
la censure cosmique proposée par R. Penrose. Finalement, ’approche de Hawking étant semi-
classique, la gravitation n’est pas quantifiée et elle ne peut en principe permettre une description
de la fin de vie des trous noirs, la température et la masse atteignant 1’échelle de Planck.
Etudier la dynamique de I’évaporation des trous noirs de maniere expérimentale permettrait
donc d’obtenir une grande quantité d’informations quant aux problemes cités ci-dessus. De plus,
la multiplicité moyenne des particules produites par des trous noirs au LHC est tres faible, les
trous noirs étant tres rapidement dans le régime de fin de vie. Ainsi, les modifications de la loi
de Hawking nécessaires dans la région de Planck affectent un grand nombre de particules et
sont donc nécessaire quant & une bonne simulation des possibles événements observés au LHC.

Cette question peut étre abordée de deux points de vue : soit nous avons sous la main un
cadre théorique cohérent pour la description de la fin de vie des trous noirs, et dans ce cas le LHC
permettrait de tester cette, ou ces théories; soit nous adoptons une approche phénoménologique,
sans préjuger du cadre théorique, pour résoudre la fin de vie des trous noirs et chercher alors
des signatures expérimentales caractéristiques d’une modification de la loi de Hawking en fin
d’évaporation. L’étude de la fin de vie des trous noirs que nous avons initiée dans la référence
[177] adopte la seconde approche®, le but étant de trouver les observables discriminant entre
deux hypotheses introduites pour résoudre la conservation de ’énergie :

— D’évaporation suit la loi de Hawking jusqu’a ’émission de I’avant derniere particule, incluse,

le dernier quantum émis emportant toute 1’énergie disponible restante;

— la loi d’émission de Hawking est tronquée & ’aide d’une fonction de Heavyside assurant,

a chaque instant, qu’aucune particule avec une énergie supérieure & la masse du trou noir

ne puisse étre émise.
La premiere hypothese, utilisée dans la plupart des générateurs, assure une conservation de
I’énergie intégrée sur l’ensemble du processus d’évaporation tandis que la seconde conserve
I’énergie de maniére dynamique. La deuxieme hypothese est plus réaliste sur la fin de vie des
trous noirs : au fur et & mesure que le trou noir s’évapore, le maximum de son spectre se décale
vers les hautes énergies tandis que 1’énergie disponible se décale vers les basses énergies abou-
tissant rapidement & une probabilité d’émission pour les particules avec une énergie inférieure a

5Dans le cas de dimensions supplémentaires étendues, la projection de la métrique de Schwarzschild dans le
bulk sur la brane conserve la fonction métrique h(r).

6La premiere approche a été abordée par I’étude des trous noirs de Gauss-Bonnet dans le chapitre 8.4.1 ainsi
que dans la référence [178] dans laquelle la fin de vie des trous noirs est décrite dans le cadre des théories des
cordes (en-dega d’une certaine taille, les trous noirs sont décrits par un ensemble de longues cordes trés excitées)
et laisserait une signature expérimentale claire.
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I’énergie disponible extrémement faible. Plus particulierement, le temps d’émission entre deux
quanta tend vers 'infini et cela a permis de montrer que le processus d’évaporation pouvait
s’arréter laissant place & une relique [43, 179] en accord avec la conjecture de la censure cos-
mique. Il est donc nécessaire de prendre en compte 1’éventuelle formation d’une relique stable,
se traduisant par une énergie non-émise lors de I’évaporation, dans ’étude de la fin de vie des
trous noirs.

Pour cette étude, un générateur Monte-Carlo d’événements trous noirs a été concu : la
masse du trou noir est tirée aléatoirement selon le spectre de masse calculé dans la référence
[160]; le type de particules est obtenu selon le nombre de degrés de liberté interne convolué
avec le caractere fermionique ou bosonique et son énergie associée est déterminée par le spectre
instantané qui sera, suivant ’hypothese considérée, la loi de Hawking tronquée ou non. La
dynamique d’évaporation de chaque trou noir sera stoppée selon qu’une masse relique ou non
est prise en compte. Ce générateur a de plus été interfacé avec le logiciel PYTHIA [164] afin
de pouvoir hadroniser les degrés de liberté QCD émis. Notons que dans ce générateur, les trous
noirs sont produits au repos. Finalement, cette étude a tout d’abord été menée sans prendre
en compte la présence du détecteur ATLAS, mais en appliquant cependant des coupures sur la
pseudo-rapidité et 'impulsion tranverse des leptons et jets, compilées dans le tableau 8.6. Cette
premiere approche permet en effet d’observer I'influence des différents scenarii d’évaporation
sur des observables comme le flux, I’énergie manquante (dans le sens non-émise), la multiplicité
ou encore le rapport leptons sur hadrons. Ensuite, le générateur Monte-Carlo a été interfacé
avec le programme de simulation rapide du détecteur ATLAS, ATLFAST [180], afin de sonder
les possibilités expérimentales relatives & ’étude de la fin de vie des trous noirs. L’ensemble
de cette étude a été réalisé en simulant un million d’évenements trow noir avec une masse de
Planck égale & 1 TeV, une masse relique égale & la masse de Planck et un nombre de dimensions
fixé & huit.

photons électrons muons jets
pr >10GeV pr>5GeV pr>6 GeV pr > 15 GeV
In| < 2.5 In] <2.5 Inl < 2.5 nl <5

TAB. 8.6 — Criteres de sélection appliqués a I'impulsion transverse pr et la pseudo-rapidité n
des particules émises.

Etude de 1’émission directe

L’étude sans détecteur prouve que les quatre cas étudiés, conservation de I’énergie dynamique
ou non avec apparition d’une relique stable ou non, sont clairement différentiables les uns des
autres. Les deux approches relatives & la conservation de ’énergie se distinguent a la fois grace
a la multiplicité, figure 8.15, et aux flux intégrés, partie gauche de la figure 8.16, tandis que
celles relatives a la relique stable se distinguent elles aussi grace aux flux mais surtout grace a
I’énergie manquante, partie droite de la figure 8.16. Rappelons que si une relique stable apparait,
sa masse sera de 'ordre du TeV et il en sera donc de méme pour 1’énergie manquante. De plus,
comme il ’est aisément vu sur la figure 8.16, les flux intégrés sont particulierement sensibles a la
formation ou non d’une relique stable. Autrement dit, une simulation rigoureuse des évenements
trous noirs au LHC doit prendre en compte l'influence d’une relique, conduisant alors & un fort
potentiel d’investigation de la fin de vie des trous noirs.
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F1G. 8.15 — Multiplicité de ’émission des trous noirs par processus de Hawking. Haut : hypothese
de conservation intégrée de I’énergie. Bas : hypothese de conservation dynamique de 1’énergie.
Dans les deux cas, ’histogramme en trait plein correspond a une évaporation totale du trou
noir alors que I’histogramme en pointillé & la formation d’une relique stable.

Simulation de la reconstruction par ATLAS

Le programme ATLFAST permet de simuler le calorimetre d’ATLAS, la reconstruction des
particules se faisant a 1’aide d’un algorithme de cénes en pseudo-rapidité et angle azimuthal et,
pour chaque position angulaire, une résolution gaussienne en énergie est appliquée. Les coupures
utlisées dans I’étude sans détecteur sont aussi prises en compte. Différents criteres de sélection
sur les énergies transverses sont aussi mis en ceuvre afin de discriminer les événements trous
noirs du fond QCD :

— présence d’un lepton de haute énergie (Er > 25 GeV);

— ou présence d’une importante énergie transverse manquante (Et > 25 GeV);

— ou présence d’un jet de haute énergie (E7 > 150 GeV);

— ou présence de deux jets de haute énergie (Er > 50 GeV).

Avec de tels criteres de sélection, efficacité pour des événements trous noirs est de ’ordre
de 99 % en I'absence de formation de reliques stables et de 86 % avec formation. Dans cette
étude avec détecteur, ’énergie manquante n’est plus définie comme ’énergie non-émise ou
non-détectée, mais comme un défaut d’impulsion. L’énergie manquante, dans ce cas, se déduit
alors de la masse invariante reconstruite et la présence d’une masse relique en tant que telle
n’apparait donc pas. Les études préliminaires semblent indiquer que les variables discrimantes
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F1G. 8.16 — Gauche : flux total de particules émises pour un million d’éveénements trous noirs. Le
pic sur la courbe pleine n’est pas un artefact mais correspond au cas physique ou une particule
emporte toute 1’énergie. Droite : energie manquante. Pour les deux graphiques, un trait plein
correspond & une conservation intégrée de 1’énergie et un trait pointillé & une conservation
dynamique; un trait noir correspond & une évaporation totale tandis qu’un trait gris a la
formation d’une relique.

entre les quatre hypotheses quant a la dynamique de I’évaporation et la fin de vie des trous
noirs sont I’énergie transverse manquante, la multiplicité et ’énergie transverse visible. La figure
8.17 représente la distribution des événements trous noirs en fonction de 1’énergie manquante
transverse et de la multiplicité en jets. S’il est évident que I’énergie manquante semble un bon
facteur discriminant afin de déterminer si les trous noirs s’évaporent totalement ou non, la
multiplicité n’est plus aussi discrimante avec une simulation réaliste du détecteur. Dans le cas
de I'absence de reliques, partie gauche de la figure 8.17, la multiplicité permet en effet une
bonne différenciation entre conservation dynamique ou intégrée de 1’énergie. Cependant, si les
trous noirs finissent par former une relique, alors la multiplicité ne permet plus cette distinction,
comme il ’est clairement vu sur la partie droite de la figure 8.17. L’étude de la distribution
des évenements en fonction de ’énergie manquante transverse et de I’énergie visible transverse
aboutit & la méme conclusion : si la discrimination entre conservation intégrée ou dynamique
de ’énergie est possible avec une évaporation totale, cette distinction n’est plus faisable lorsque
le trou noir finit par former une relique stable.
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F1a. 8.17 — Distribution du nombre d’événements trous noirs en fonction de 1’énergie manquante
transverse et de la multiplicté en jets. Haut : conservation intégrée de I’énergie avec évaporation
totale & gauche et formation d’une relique & droite. Bas : conservation dynamique de ’énergie
avec évaporation totale & gauche et formation d’une relique a droite.



180 CHAFrI1IRE &. LES 1ROUS NULRS CUOMME SONDE DE NOUVELLES FHYOSIQULED



Troisieme partie

Un peu de cosmologie
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Chapitre 9

Gravitinos et spectre de masse
des PBHs

Les trous noirs ne constituent pas qu’une source d’information sur la théorie de la gra-
vitation, mais aussi une sonde cosmologique. En effet, si de tels objets se sont formés dans
I’univers primordial, alors leur action gravitationnelle ou leurs produits d’évaporation, que ce
soit maintenant ou il y a longtemps (bien longtemps, dans une galaxie lointaine, trés lointaine)
sont riches d’informations sur les inhomogénéités de I'univers aux tres petites échelles de lon-
gueur. Les trous noirs primordiaux représentent donc un outil complémentaire au Fond Diffus
Cosmologique.

Dans ce chapitre, nous quitterons les théories de la gravitation & D dimensions pour revenir
au cadre théorique de la Relativité Générale & quatre dimensions, par ailleurs bien plus exo-
tique que le précédent! Les méthodes de formation des trous noirs primordiaux ainsi que les
contraintes obtenues sur ces objets seront briévement récapitulées dans une premiere partie.
Nous présenterons ensuite de nouvelles contraintes sur le spectre de masse de trous noirs pri-
mordiaux dérivées a ’aide de leur émission de gravitinos. Les limites supérieures sur ce spectre
de masse seront finalement utilisées afin de contraindre le spectre de puissance primordiale aux
échelles de longueur relatives & la formation des trous noirs primordiaux.

9.1 Les trous noirs primordiaux

9.1.1 Formation des PBH

Bien avant la proposition de Banks & Fischler de formation de trous noirs microscopiques
dans le cadre des scenarii ADD, un mécanisme de formation de trous noirs de masse suffi-
samment faible pour que le processus d’évaporation devienne important était déja connu. En
effet, lors de la phase inflationnaire primordiale de notre univers, les fluctuations quantiques du
vide sont amplifiées, et ce & toutes les échelles de longueur, expliquant ’ensemble des anisotro-
pies observées [181]. En particulier, Pamplification aux petites échelles pourrait conduire & des
contrastes de densité & la fois suffisamment élevés et confinés pour que des trous noirs, avec
une masse arbitrairement faible, apparaissent. Les plus légers de ces trous noirs primordiaux
(PBH) s’évaporent via le processus de Hawking & différents instants selon leur masse initiale.
Cependant, le calcul originel du spectre de puissance des fluctuations primordiales est invariant
d’échelle et, une fois normalisé sur le spectre de puissance & grande échelle contraint par le Fond
Diffus Cosmologique (CMB), ne permet pas d’obtenir une puissance significative aux échelles
de longueur de formation des trous noirs pour qu’une quantité suffisante de PBHs se forme.
Mais, les échelles de longueur du CMB étant de 50 & 60 ordre de grandeurs supérieures a celles
relatives aux PBHs, la conclusion précédente suppose donc que la physique est identique sur
ces 50 ordres de grandeurs. Il est donc plausible que le spectre soit plus bleu en diminuant les
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échelles de longueur sondées!, permettant une formation significative de PBHs et il existe un
grand nombre de scenarii cosmologiques dans lesquels une partie non-négligeable de 'univers
s’effondrerait pour produire des PBH. Parmi ceux-ci, certains seront contraints par la suite &
l'aide des PBHs : les modeles brisant I'invariance d’échelle (BSI) conduisant & une bosse dans
le spectre de puissance pouvant se situer & une échelle ou les PBH se forment [182, 183] ou
bien des phénomeénes de transition de phase (lors de la brisure électro-faible par exemple) dans
lesquels les collisions de bulles de faux vide entraine I’apparition de trous noirs primordiaux.

9.1.2 Contraintes observationnelles

La possible détection des produits d’évaporation des PBHs permettrait, en plus d’une confir-
mation observationnelle du processus de Hawking, de découvrir ’existence de petits trous
noirs et d’en tirer une importante quantité d’informations sur les fluctuations primordiales
aux tres petites échelles. Le processus de Hawking n’étant toujours pas expérimentalement
observé, 'existence des PBHs n’est donc pas encore confirmée par I'observation. Cependant,
leur non-observation a déja permis d’obtenir de trés bonnes contraintes sur la densité de PBHs,
QppH = pPBH/ Perit, Présents dans I"univers aujourd’hui, pouvant se traduire en une contrainte
sur le contraste de densité primordiale aux échelles de longueur sondées par ces objets.

Si des trous noirs se sont formés dans 'univers primordial, une certaine partie d’entre eux
sont en train de s’évaporer actuellement, leurs produits de désintégration contribuant au rayon-
nement cosmique. En estimant la contribution au rayonnement cosmique des particules émises
par les PBHs, une limite supérieure sur la densité de ces derniers présents actuellement dans
l'univers [166, 184] a été déterminée. La méthode est identique & celle utilisée dans le chapitre
8.3.1 : le flux d’antiprotons primaires provenant des PBHs qui se concentrent dans le halo de
matiere noire, ne doit pas excéder le flux observé d’antiprotons d’origine secondaire. L’utili-
sation du rayonnement en photon gamma permet aussi d’aboutir & une limite supérieure sur
QppH, la contribution provenant du rayonnement des PBHs ne devant pas excéder le fond
diffus gamma, auquel la contribution des galaxies lointaines est soustraite. Chaque méthode a
son avantage, le signal d’antiprotons ne donne acces qu’aux PBHs confinés dans le halo diffusif
(la contribution provenant des sources présentes dans le halo de matiére noire mais hors du
halo diffusif étant négligeable [166]) mais le fond d’antiprotons secondaires est ténu, tandis que
le signal standard de gamma est bien plus élevé mais permet l’acces a 1’émission de PBHs & des
distances cosmologiques, z < 700. Dans les deux études, la limite supérieure sur la densité de
trous noirs primordiaux est de 'ordre de Qppr < 107°.

La densité de trous noirs primordiaux actuellement présents dans 'univers étant tres faible,
la limite supérieure mentionnée ci-dessus peut étre traduite en une contrainte forte quand a la
fraction 8 d’univers primordial qui s’effondre sous forme de trous noirs primordiaux. Cependant,
la contrainte provenant des antiprotons ne concerne que les PBHs formés dans une gamme de
masse leur permettant de s’évaporer actuellement. L’utilisation de la contrainte antiprotons
aboutit donc & une limite supérieure sur cette fraction 8 dans une certaine gamme de masse.
La masse du trou noir formé dans 'univers primordial étant lié & la taille de la fluctuation et
I’amplitude de la fraction au contraste de densité, les contraintes aboutissant & 8 en fonction de
la masse du PBH sont bien une expression des inhomogénéités primordiales. Dans un modele
de type BSI [182, 183], la traduction de la contrainte antiprotons en terme d’inhomogénéités
primordiales a abouti & une fraction d’univers 3 s’effondrant en PBH variant de 10727 4 10~14
pour des masses de trous noirs s’étalant de 10** g & 2 x 10'7 g [185]. On peut noter que ces
valeurs sont inférieures a celles de Qpppy car il s’agit de contrainte au moment de la formation
des trous noirs qui a lieu dans un univers dominé par le rayonnement ou les PBHs sont « moins
dilués » par I'expansion que la matiere relativiste. D’autres méthodes, plus ou moins fiables,
sont utilisées afin d’étendre la limite supérieure sur 5 & un spectre de masse plus large. Par
exemple, si des trous noirs sont en fin de vie pendant la nucléosynthése primordiale, alors

1Les résultats récents de WMAP [17] ne vont pas en ce sens. Il s’agit cependant d’une mesure sur une trés
petite plage d’échelles de longueur et qui ne s’inscrit pas en faux par rapport a cette étude.
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Fi1G. 9.1 — Limite supérieure sur la fraction d’univers primordial s’effondrant en trous noirs
primordiaux (PBHs) en fonction de la masse des PBHs (voir texte pour une explication de ces
limites).

leurs produits de désintégration tres énergétiques vont briser les éléments légers en formation,
dont ’abondance est par ailleurs fortement contrainte. Ainsi, il est nécessaire que trés peu
de trous noirs ayant un temps de vie, directement lié & leur masse, égale a 1’époque de la
nucléosynthese primordiale se forment afin de ne pas modifier I’abondance des éléments 1égers.
Cette contrainte, appelée aussi contrainte de sur-production d’entropie, correspond & des masses
de PBHs allant de 10° g & 10'* g. Il est aussi nécessaire que les PBHs ne soient pas produits
en trop grand nombre sinon ils fermeraient 'univers. Cette contrainte agit sur deux gammes de
masses : premierement pour Mpgr > 1015 g, cette masse limite correspondant & des trous noirs
dont le temps de vie est égal a I’dge de 'univers, les PBHs ne s’évaporent pas et contribuent
directement & la quantité de matiere. Pour des masses inférieures & 10° g, les contraintes sont
plus pauvres : d’une part, si Mpgpgy < 10% g, il est nécessaire que les hypothétiques reliques
stables ne soient pas en nombre suffisamment élevé pour fermer 'univers et, d’autre part, pour
10% g< Mppg < 10° g, la contrainte provient du rapport baryon sur photon. L’ensemble
des limites supérieures obtenues avec les contraintes citées ci-dessus est récapitulé de maniere
quantitative sur la figure 9.1 et permet d’obtenir de nombreuses informations sur le spectre
de fluctuations primordiales aux tres petites échelles, moyennant un modéle cosmologique de
production de PBHs. En particulier, cette fraction d’univers s’effondrant en PBHs permet
d’obtenir des contraintes sur ’indice spectral ainsi qu’un éventuel running de ce dernier.
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9.2 Nouvelles contraintes sur le spectre de masse [187]

Contraintes en mSUGRA

Si la supersymétrie (SUSY) est bien une symétrie fondamentale de la nature [20], les parte-
naires supsersymétriques associés aux particules du modele standard sont alors produites dans
I"Univers primordial conduisant & une nouvelle composante de matiére et/ou de rayonnement.
Cette nouvelle composante peut étre salutaire ou problématique : au contraire du neutralino
qui apporte une solution au probleme de la Matiere Noire, le gravitino, partenaire SUSY du
gravitons, peut aboutir & des prédictions en contradiction avec les contraintes cosmologiques
actuelles. Dans le cadre de la Supergravité minimale (mSUGRA), cette super-particule est
métastable et sa masse est de 'ordre de ’échelle électro-faible, i.e. 100 GeV, par construc-
tion. Etant métastables, les gravitinos produits dans I’Univers primordial vont se désintégrer
apres la nucléosynthese primordiale au risque de dissocier les éléments légers. Toute source de
production primordiale de gravitinos doit donc étre étudiée en regard de cette contrainte?. En
particulier, les trous noirs primordiaux, se couplant via la gravitation aux champs quantiques,
seront une source importante de gravitinos.

Habituellement, le probléeme des gravitinos en cosmologie s’étudie via leur désintégration
en photon-photino, le flux de photons de hautes énergies détruisant alors les éléments légers
produits lors de la nucléosynthese primordiale. Il existe cependant un canal plus sensible basé
sur la désintégration du gravitinos en gluon-gluino [188, 189]. Dans cette approche, confirmée
par de récentes analyses [190], les antiprotons issus de la fragmentation du gluon vont interagir
avec les noyaux légers en équilibre formant ainsi une source de noyaux légers hors équilibre.
Ainsi, les noyaux de ®Li, “Li et "Be produits par collisions de noyaux hors équilibre avec les
noyaux de *He & I’équilibre sont comparés aux abondances, par ailleurs trés faibles, observées
pour de tels éléments. Cette étude aboutit & la limite supérieure suivante quant & la densité de
gravitinos pouvant étre formés dans 1’Univers primordial [188, 189] :

ng < 11x 107 %m 1/, (9.1)
mg/o étant la masse du gravitino en GeV. Cette forte contrainte sur la densité de gravitinos
peut alors étre traduite en une contrainte sur le nombre de PBHs formés en la reliant au nombre
de gravitinos émis par de ces objets. Cette contrainte s’appliquera a des trous noirs de faibles
masses car pour émettre des gravitinos, la température des PBHs doit étre supérieure & la masse
du gravitino, imposant des trous noirs de masse inférieures & M [g] < (10'® g)/ms/> [GeV]. Les
PBHs considérés auront alors une température au moins égale 100 GeV et la limite géométrique
sera une approximation suffisante pour les facteurs de corps gris. Le nombre total de quanta
émis par degrés de liberté s’obtient en intégrant le spectre de Hawking sur 1’énergie ainsi que
sur le temps durant lequel le trou noir peut émettre ce type de quanta :

, 27 x 1024 [T gT
N / / . 2
LAC e — /T o (_1)% (92)

N

Dans cette équation, T; correspond a la température a partir de laquelle le trou noir peut
émettre le quanta de type 4, i.e. T; = m, m étant la masse du quanta. La quantité x correspond
A w/T, w étant ’énergie de la particule émise et o représente le nombre de degrés de liberté en
Supergravité avec M?dM = —asygradt. Le nombre de gravitinos émis par les PBHs déduit de
la formule précédente ne devant pas excéder la limite supérieure dérivée en [188, 189], cette li-
mite se traduit naturellement en une limite supérieure sur la densité de trous noirs primordiaux
en fonction de leur masse. Enfin, en supposant que les PBHs se sont formés durant une époque
dominée par le rayonnement, la densité de PBHs peut alors étre liée & la fraction d’Univers
B qui s’effondre sous forme de trous noirs. La figure 9.2 représente les résultats obtenus sur

2C’est ainsi que 'on peut dériver une contrainte sur la température de reheating de 1'Univers [186].
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cette fraction en fonction de la masse des PBHs et ce pour deux valeurs de la masse du gravi-
tino (courbes bleues). Ces résultats, mis en regard des limites obtenues avant (courbe noire),
permettent une amélioration dans une gamme de masse, Mppy < 10'° g, ou les contraintes
précédentes étaient pauvres et peu fiables. Pour Mppy > 1010 g, la limite supérieure remonte
rapidement puisque les trous noirs ne sont plus assez chauds pour émettre des gravitinos.
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F1G. 9.2 — Limites supérieures sur la fraction d’Univers 8 qui s’effondre en PBHs en fonction
de la masse du trou noir formé. La courbe noire correspond aux résultats précédents et les
deux courbes bleues aux résultats obtenus a I’aide des gravitinos dans le cadre mSUGRA, pour
mg/s = 100 GeV (courbe du bas dans la région des masses élevées) et mg/, = 1 TeV (courbe
du haut dans la région des masses élevées).

Contraintes en GMSB

L’utilisation de gravitinos émis par les PBHs permet d’obtenir le méme type de contraintes
dans des scenarii SUSY différents. Par exemple, dans le cadre des modeles de Brisure de Su-
persymétrie par Médiation de Gauge (GMSB), le gravitino est la particule SUSY la plus légere,
qui pourrait compter pour la Matiere Noire si la R-parité est conservée. Ainsi, il est nécessaire
que la densité de gravitino {13/ o, mesurée aujourd’hui, n’excede pas la densité de matiére ob-
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servée (dpr 0. La densité de gravitinos émis par les PBHs se reliant a la fraction S, la condition
Q3/2,0 < Qs de traduit par :

B < _ Ome (9.3)

— b
M3/2  [teq
M3/2MPBH ty

dans laquelle la dilution des gravitinos a été prise en compte. Dans cette formule, Mppy
représente la masse initiale du PBH formsé, t., est le temps ou I’ere radiative cesse et ¢ est
I'instant de formation du PBH. Les contraintes de WMAP fixant la densité de matiere & environ
0.27 [16], les limites supérieures quant & § sont représentées sur la figure 9.3 dans deux cas
extrémes pour la masse du gravitino : mg;,, = 107% GeV et mg ;2 = 10 GeV. Ces limites
supérieures sont du méme ordre de grandeur dans la gamme de masse peu contrainte, M <
1019 g, mais s’étendent & des plus grandes valeurs de la masse des trous noirs primordiaux, les
valeurs autorisées de la masse du gravitino étant plus faibles dans le cadre des modeles GMSB
que mSUGRA.

upper limit on B(M)

log(8)

r m3/2=
[ 100 keV

- r v this work
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F1G. 9.3 — Limites supérieures sur la fraction d’Univers 8 qui s’effondre en PBHs en fonction
de la masse du trou noir formé. La courbe noire correspond aux résultats précédents et les
deux courbes bleues aux résultats obtenus & I’aide des gravitinos dans le cadre GMSB, pour
msz/2 = 107° GeV (courbe du bas dans la région des masses élevées) et m3/5 = 10 GeV (courbe
du haut dans la région des masses élevées).
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9.3 Conséquences cosmologiques [187]

Toute contrainte sur la densité de PBHs dans 1’Univers primordial peut renseigner sur les
inhomogénéités primordiales aux tres petites échelles de longueur. Les contraintes présentées
ci-dessous ne sont pas & mettre en concurrence avec les contraintes CMB, mais doivent se
voir comme une étude complémentaire compte tenu des 50 ordres séparant les échelles de
longueur sondées par le CMB et celles sondées par les PBHs. Pour contraindre le spectre de
puissance primordiale P(k), nous transcrirons les limites supérieures sur § en contrainte sur
lindice spectral n, défini par P(k) o< k™ (n = 1 pour un spectre invariant d’échelle). La variance
du spectre de masse des PBHs oppp (t) va évoluer en fonction de I'indice spectral [191, 192] :

opBH (tform) = oppH (to) (M> ’ (

M (to) (9.4)

n—1
MH(teq) ) o
MH(tform) ’

tsorm représentant 'instant de formation du trou noir, t., l'instant de la transition de I’ére
radiative & ’eére de poussiére et to 'instant présent. My (t) est la masse de Hubble, qui est égale
en premiére approximation & la masse du PBHs & ¢f,,,. La variance de masse aujourd’hui est
mesurée par le CMB et cette quantité n’évolue que si le spectre de puissance n’est pas invariant
d’échelle. Pour compléter 1’étude, la fraction d’Univers § s’effondrant en trou noir se déduit de
la variance dans le spectre de masse via, :

UPBH(tform) ( 62, )
~ exp | — mn , 9.5
g V2T 0min P 20'123BH (tform) ( )

la quantité d,,4, ~ 0.3 étant la valeur minimum du contraste de densité pour qu’un trou noir
primordial se forme. Ainsi, les limites supérieures obtenues dans le chapitre précédent menent
aux estimations de l'indice spectral suivantes : n < 1.20 dans le cas des modeéles mSUGRA,
les limites précédentes étant de l’ordre de 1.23 et 1.31 [192, 193] et dans le cadre des modeles
GMSB, n < 1.20 pour mg/, ~ 10 GeV et n < 1.21 pour mg/, ~ 100 keV. Ces améliorations
sont essentiellement dues & la grande gamme de masses sondées ainsi que la contribution des
faibles masses, augmentant la sensibilité au “bras de levier” due a I’écart a I'invariance d’échelle,
appelé tilt. En supposant une ére de poussiére primordiale de notre Univers, la fraction d’Univers
s’effondrant est alors augmentée et vaut 3 > 6'3/2 aboutissant & une contrainte plus forte sur
I’indice spectral n < 1.19. Le résultat est exprimé ici du point de l'indice spectrale n dans le but
de souligner I’amélioration apporter par cette étude sur celles qui la précédent. Il s’agit 14 d’une
formulation effective : un indice spectrale substantiellement supérieur & ’unité est aujourd’hui
exclu par les mesures du CMB [17]. Cela n’invalide pas pourtant autant le résultat présenté
ci-dessus : les PBHs permettent de contraindre la valeur de spectre de puissance primordiale &
des échelles bien plus petites que celles sondées par le CMB.

Bien que le spectre de puissance primordiale soit génériquement prédit comme invariant
d’échelle, une certaine “excursion” autour de cette prédiction est autorisé via le running de
I'indice spectral [194], c’est-a-dire sa dépendance avec le nombre d’onde k, défini par :

k ns(ko)+3asIn (%)
P(k) = P(ko) (k_> . (9.6)
0
Dans le cadre de la Supergravité, un running positif a, s’avererait trés prometteur. L’étude
précédente impose comme limite supérieure sur ce running a; < 2 x 1073, offrant une grande
capacité d’exclusion puisque dans un large panel de modeles d’Univers primordial, inflation-
naires [195] ou alternatifs [196], le running prédit serait de 'ordre de 1073.

Motivé par des modeles microphysiques [182], de nouvelles contraintes cosmologiques peuvent
étre obtenues en explorant des spectres de puissance ayant a la fois un tilt et une marche a
une échelle caractéristique augmentant de maniere significative la puissance aux petites échelles
de longueur. L’amplitude de la marche p=2 est définie comme le rapport entre la puissance en
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upper limit on n for spectra with a step

log(p)

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2
n max

FiGg. 9.4 — Valeur maximale autorisée de l’indice spectral en fonction du parametre p
de lamplitude de la marche présente dans le spectre de puissance primordiale : p—2

P(ksmall length)/P(klong length)-

deca de la marche sur la puissance au dela de la marche. Il est alors possible de déterminer la
valeur maximale autorisée pour I'indice spectrale en fonction de ce parameétre p. Les résultats
sont présentés sur la figure 9.4 et montrent, dans une ére radiative ou de poussiere, que la li-
mite supérieure sur n devient extrémemement contraignantes pour des faibles valeurs de p. Les
différentes valeurs des masses de gravitinos utilisées sont incluses dans 1’épaisseur des lignes.
Cette présentation des résultats permet une comparaison directe avec les études des modeles
BSI et apporte une amélioration notable par rapport aux travaux précédents.

Enfin, cette limite supérieure permet d’exclure I’hypothéese de la Matiere Noire sous forme de
reliques stables [199] imposant, dans les modeles avec une marche, que cette derniére apparaisse
dans une gamme de masse inférieure & 10° g. Notre étude prouve que ’amplification requise
n’est pas compatible avec la contrainte des gravitinos.



Chapitre 10

Matiere Noire de Kaluza-Klein

La cosmologie physique est particulierement intéressante et riche en ce sens qu’elle présente
plusieurs énigmes. Le probléme de la Matiere Noire fait partie de ces questions auxquelles les
cosmologistes tentent de répondre : il se dessine un faisceau de preuves expérimentales assez
convergent pour conclure que la plus grande partie de la matiére présente dans notre univers
n’est pas visible, mais par ailleurs pas assez convergent pour déterminer quelle est cette matiere!.
De nombreuses propositions théoriques provenant soit de ’astrophysique soit de la physique des
particules et satisfaisant aux conditions nécessaires pour étre de la Matiere Noire existent, mais
aucune d’entre elles n’est confirmée expérimentalement, bien que certains candidats soient déja
exclus.

Cette question est abordée dans ce chapitre & la lumiere des théories a dimensions supplé-
mentaires. Apres une rapide présentation des observations soulevant le probléme de la Matiere
Noire et des différents candidats, nous présenterons un candidat qui a émergé récemment : la
particule de Kaluza-Klein la plus 1égere (LKP). Finalement, la possible détection indirecte via la
mesure dans le rayonnement cosmique des produits d’annihilation de la LKP, si cette particule
s’averait étre le principal constituant de la Matiere Noire dans la Voie Lactée, sera abordée.

10.1 Le probleme de la Matiere Noire

10.1.1 Indices observationnels

Les méthodes d’observations de la Matiere Noire, sans parler ici de détection ici, se basent
sur un principe simple : puisqu’elle ne peut étre observée par sa lumiére, il faut rechercher ses
effets gravitationnels. Le premier indice observationnel poussant a postuler Iexistence d’une
matiere non visible dans 'univers provient de ’observation des courbes de rotation de galaxies
spirales [18]. En effet, en mesurant la distribution de masse lumineuse d’une galaxie, il est
possible, grace au théoréme du viriel?> de déterminer la vitesse de rotation de la galaxie en
fonction de la distance & son centre, cette vitesse pouvant étre mesurée par ailleurs. Or, ces
deux approches expérimentales ne concordent pas. Cependant, il est possible d’ajouter assez
loin du centre galactique une certaine quantité de matiere, qui serait donc invisible, afin que
les résultats issus du théoreme du viriel s’accordent avec 'observation directe des courbes de
rotation.

L’études des amas de galaxies permet aussi de mettre en évidence la présence de Matiere
Noire. 1l est possible de mesurer d’une part la masse gravitationnelle des amas en étudiant
la dispersion de vitesse des galaxies autour de la vitesse moyenne et d’autre part, la masse

111 est intéressant de noter que malgré des faiblesses théoriques, les théories MOND, pour Modified Newton
Dynamics, permettent de rendre compte des courbes de rotation des galaxies de fagon spectaculaire et sans
Matiere Noire [200].

2Epot + 2E,in = 0, I'énergie potentielle provenant du champ de gravitation.

197
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lumineuse de ’amas en sommant la contribution de chaque galaxie. Les résultats de ces études
prouvent encore que la masse totale gravitationnelle est supérieure a la masse lumineuse. Bien
que fréquemment utilisée cette méthode se base sur deux hypotheses : la “virialisation” des amas
et l'isotropie du champ de vitesse. S’ajoutent & cette étude les observations en rayonnement
X du gaz chaud présent dans les amas, riches d’informations sur la quantité de baryons. Ces
études montrent que le rapport My /My, ~ 10 — 12 %, indiquant que la Matiére Noire ne serait
pas baryonique.

L’étude des effets de lentilles gravitationnelles est aussi un outil important pour 1’observation
de Matiere Noire. Lorsque un objet gravitationnel tres massif se trouve sur la ligne de visée
entre ’observateur et la source, alors les rayons lumineux vont étre courbés conduisant a des
images déformées. L’empreinte gravitationnelle par effet de lentille peut donc révéler la présence
de Matiére non-lumineuse. L’effet de weak lensing, quoique plus difficile & observer, est le plus
prometteur quant & I’observation de Matiere Noire car il permet de cartographier la distribution
de masse.

La quantité de matiere est maintenant tres bien connue grace a des mesures combinées
de différentes sondes cosmologiques. D’une part, le CMB est tres sensible & la géométrie de
I'univers et permet une mesure précise de la densité totale dénergie ;. De plus, une fois
combiné & d’autres observables cosmologiques, en particulier avec les Supernovae et les mesures
des grandes structures, il permet d’avoir acces a la densité d’énergie de chaque constituant de
I’univers. Ces études combinées ont permis de montrer que l'univers était pratiquement plat
Qiot ~ 1, principalement constitué d’une énergie inconnue, appelée Energie Noire, 2y ~ 0.7 et
de matiere 7 ~ 0.3 de nature en grande partie inconnue puisque la contribution provenant
des baryons est de quelques pourcents €2, ~ 0.04. Les mesures les plus récentes des parametres
cosmologiques se trouvent dans la références [17] o les trois années de prises de données de
I’expérience satellite WMAP sont prises en compte.

Toutes ces mesures soulévent un probleme de compréhension de nombreux phénomenes
astrophysiques et cosmologiques qui semblent d’origine commune, les observations mentionnées
ci-dessus étant en accord les unes par rapport aux autres. Pourtant, la Matiere Noire n’a
été observée que par son action gravitationnelle qui ne permet pas de déterminer quelle est
sa nature. De plus, il n’est pas encore exclu que la Matiere Noire ne soit pas a ’origine de
ces phénomenes, remettant ainsi en cause son existence. Des modifications de la dynamique
newtonienne, comme les théories de type MOND [201] pour Modified Newton Dynamics, ou bien
des modifications des lois de la gravitation a grande distance, comme les théories scalaire-tenseur
[202] ou encore celles en f(R) [203], pourraient aussi expliquer les observations citées ci-dessus.
1l faut cependant insister sur le fait que la Matiere Noire reste 'explication la plus favorisée
puisqu’elle est la seule qui offre actuellement un cadre unifié pour résoudre les probleémes mis
en exergue par ’observation, & 1’exception de l’accélération de l'univers qui est une question
majeure mais non abordée dans cette these.

10.1.2 Quelques candidats Matiére Noire

Résoudre le probleme de la Matiere Noire consiste & trouver un objet matériel qui puisse
rendre compte des observations. Ce candidat doit alors vérifier deux propriétés élémentaires :

— il doit étre suffisament lourd et/ou dense pour étre la principale contribution & la densité

de matiere et,

— il doit tres peu interagir pour ne pas étre observable avec les techniques actuelles.
Une fois ces deux caractéristiques statisfaites, il sera nécessaire de s’assurer que le candidat
choisi puisse rendre compte quantitativement de la densité de matieére mesurée sans contredire
les autres observables cosmologiques. En particulier, les données actuelles favorisent un scenario
avec une Matiere Noire froide et essentiellement non-baryonique. Les candidats & la Matiere
Noire peuvent étre classés selon leur nature : Matiere Noire baryonique ou non, et selon leur
appartenance “socio-physique” : astrophysique ou physique des particules.
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Matiere Noire baryonique

En ce qui concerne la Matiere Noire baryonique, il existe tout d’abord deux candidats
d’origine astrophysique : les nuages de gaz moléculaire de Hy et des MACHOs pour Mas-
sive Compact Halo Object. Le gaz moléculaire est extrémement difficile & mettre en évidence
expérimentalement et son existence est sujet & caution : il a pu étre observé en grande propor-
tion dans la galaxie NGC 891 mais il serait absent de la Voie Lactée. Les MACHOs peuvent
étre des étoiles peu rayonnantes (naines brunes ou naines rouges) ou des trous noirs. Cependant
les expériences EROS [205] et MACHO [206] ont montré que ces candidats ne peuvent étre la
source principale de Matiere Noire.

Les observations les plus récentes tendent & prouver que la Matiere Noire non-baryonique
est principalement composée de gaz chaud inter-galactique. Les galaxies sont entouré d’halos
de ce gaz dont l'observation en rayon X montre que leur masse est bien plus élevée que celle
des galaxies.

Matiére Noire non-baryonique

Il existe un premier candidat provenant de la physique des particules : le neutrino, puisque
ce dernier s’avere étre une particule massive. Le neutrino en tant que constituant dominant de
la Matiere Noire est cependant tres peu favorisé : compte tenu de leur faible masse, ils seraient
encore ultra-relativistes a I'instant de leur découplage [207], engendrant des structures bien plus
grandes que celles observées [208].

Le candidat le plus prometteur, du moins le plus répandu, pour expliquer la Matiére Noire
non-baryonique fait appelle & des extensions du modele standard de la physique des particules.
En effet toute modification de ce modele, et il y en a, entraine nécessairement une modification
de la physique de l'univers primordial. Ainsi tout nouveau type de particules serait produit
dans l'univers treés jeune et pourrait contribuer & la Matiére Noire, si ce n’est completement
expliquer sa présence. Il faut donc chercher dans les extensions du modele standard de nouvelles
particules qui soient stables, massives et qui interagissent faiblement, impliquant nécessairement
qu’elles soient neutres vis-a-vis de la QED et de la QCD. La plus populaire de ces particules,
appelées WIMPs pour Weakly Interacting Massive Particle, est la particule supersymétrique la
plus légere (LSP). La supersymétrie [20], seule extension du groupe de Poincaré introduisant
une symétrie entre boson et fermion, permet de résoudre de nombreux probléemes du modele
standard tout en retrouvant ses résultats principaux. Dans un cadre supersymétrique, il est
possible de déterminer le caractere de la particule par une parité particuliere : si la particule
est déja dans le modele standard, sa R—parité vaut R = +1 alors qu’elle vaut R = —1 g’il
s’agit d’un partenaire supersymétrique. Ainsi, en imposant la conservation de cette parité cela
interdit & une particule supersymétrique de se désintégrer en particule du modele standard et
la particule supersymétrique la plus légeére est ainsi stable [209]. La LSP varie selon le modele
supersymétrique considéré. Dans le cas de ’extension minimale du modele standard incluant
la supersymeétrie, la LSP est, dans une grande région de I’espace des parametres, le neutralino
qui interagit faiblement et a une masse au moins de quelques dizaines de GeV. C’est donc
un bon candidat Matiere Noire. Dans un modele de type GMSB, le gravitino est la particule
supersymétrique la plus légere qui est aussi un bon candidat Matiére Noire : il peut atteindre
des masses de l'ordre de quelques GeV et il interagit gravitationnellement, donc avec une tres
faible intensité?.

L’ajout de WIMPs froids (c’est-a-dire non-relativistes) permet de rendre compte de ’obser-
vation, la densité relique de ces particules dépendant des valeurs des parametres de la théorie
des particules via la section efficace d’annihilation et la masse du WIMP. La présence de WIMPs
permet d’expliquer la formation des grandes structures [210] et fournit un spectre de fluctua-
tion de masse suffisant pour ’apparition de halos galactiques [211]. Enfin, les halos de WIMPs
prennent une forme essentiellement universelle dépendant de la masse de la particule Matiere

3Les espoirs de détection deviennent malheureusement nuls.



pALY) CHAFIIRE 1U. MALIERE NOIRE DE KALULA-KRILIIN

Noire et qui explique bien les courbes de rotation des galaxies & grandes distances [212].

Malgré ces succes, la présence de WIMPs en tant que contribution majeure & la Matiere
Noire souffre de certains problémes. En particulier, les WIMPs s’accumulent au centre des ga-
laxies ne reproduisant plus les courbes de rotation proche du centre galactique [213]. De plus, les
WIMPs auraient tendance & s’accumuler en petits grumeaux conférant alors une sous-structure
au halo de Matiére Noire appelée, en anglais, clumpiness. Cette sous-structure confirmée par
des simulations numériques & N-corps [215] est essentielle pour I’estimation des effets observa-
tionnels.

L’axion peut aussi étre un bon candidat a la Matieére Noire. Ces particules proviennent
d’une extension du Modele Standard visant & expliquer pourquoi la violation de symétrie CP
par linteraction forte est faible (les contraintes sur cette violation provenant par exemple des
mesures du moment dipolaire du neutron). L’idée de Peccei & Quinn [216] consiste & rendre
dynamique l'intensité du terme qui viole CP dans le lagrangien QCD afin qu’il atteigne un état
d’équilibre dans le potentiel effectif ne violant plus, ou peu, cette symétrie. Ce potentiel effectif
s’obtient en ajoutant de nouveaux champs et possede une symétrie chirale spontanément brisée.
Cette nouvelle symétrie chirale présentant de plus une anomalie, le boson de Goldstone issu de
la brisure spontanée de la symétrie devient donc massif. Avec cette transformation, les termes
violant CP sont éliminés dans 1’état vide grace & ’ajout d’une nouvelle particule massive :
Paxion. Le calcul de la densité relique d’axions présents dans 'univers [217] montre que cette
particule contribuerait de maniere importante a la Matiere Noire si sa masse est de ’ordre du
peV, en accord avec les bornes supérieures expérimentales qui sont de l’ordre de 0.01 eV. Une
masse si faible conduirait, comme pour les neutrinos, a de la Matiere Noire chaude et donc & des
inconvénients identiques quant 3 la formation des grandes structures. Cependant, & la différence
des WIMPs ou des neutrinos, les axions peuvent étre produits de maniére non-thermique dans
I’'univers primordial, autorisant des vitesses non-relativistes.

10.1.3 Profil des halos de Matiére Noire

La Matiere Noire ne se distribue pas de maniére uniforme dans tout I'univers mais elle se
concentre autour et dans les galaxies sous forme de halos, dont la taille caractéristique est bien
plus grande que celle des galaxies. Une galaxie est comme une fine éponge flottant entre deux
eaux au milieu d’un bocal spherique. Cependant le halo de Matiere Noire, bien qu’isotrope,
n’est pas un milieu homogene : la distribution radiale de la densité de Matiere Noire est une
fonction de la distance au centre.

La forme du profil de Matiere Noire & intérieur des galaxies reste une question ouverte.
D’une part, les simulations a N corps dans les modeles cosmologiques A-CDM menent & un profil
universel sans noyau [212, 213, 214]. A approche du centre galactique, ce profil diverge comme
r~7, r étant la distance au centre galactique et v un exposant variant de 1 & 1.5, conduisant &
une densité de Matiere Noire tres piquée dans la région du centre galactique. Les simulations
numériques les plus récentes indiquent cependant que la divergence ne devrait pas étre plus
pentue que 1.2. Il est aussi important de noter que cette divergence apparait pour des distances
au centre galactique plus petites que la résolution typique des simulations numériques. D’autre
part, de nombreuses analyses des courbes de rotation des galaxies indiquent que le halo de
Matiere Noire présenterait un coeur de densité constante au centre galactique [218, 219]. Le
profil de Matiere Noire peut prendre une forme mathématique générique avec 4 parametres
libres, a, 5, v et a, qui détermineront le type de profil considéré :

1+ (r@/a)a] (B—7)/
1+ (r/a)>

o

pcom(r) = pcomoe [7]7 (10.1)

L’index ® signifie que la quantité est prise a la distance radiale du systéme solaire r = 8 kpc. La
densité de Matiere Noire au niveau du systeéme solaire est prise égale & popme = 0.3 GeV.cm ™2,
Les valeurs des parametres ajustables pour les trois profils considérés, isotherme, Navarro-Frenk-

White (NFW) et Moore, sont récapitulées dans le tableau 10.1. Le premier type de profil est
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issu de 'analyse des courbes de rotation alors que les deux suivants proviennent des simulations
numériques. La distance caractéristique a est prise égale a la taille du noyau central dans le cas
du profil isotherme, qui ne présente pas de divergence centrale puisque le parameétre -y est mis
égal a zéro.

Modele de halo a B v alkpc
Cored isothermal [219] 2 2 0 4
Navarro, Frenk & White [212] 1 3 1 25
Moore [213] 1.5 3 13 30

TAB. 10.1 — Profil de Matiere Noire dans la galaxie : valeurs des parametres pour les trois
modeles considérés.

10.2 WIMPs dans les modeles extra-dimensionnels : la
LKP

Bien que la LSP soit actuellement le plus populaire des WIMPs, d’autres candidats ne
peuvent étre écartés. En particulier, il a été montré que les nouvelles particules apparaissant
dans les théories de dimensions supplémentaires pouvaient produire un candidat Matiere Noire
[221, 222, 225]. Ces investigations furent menées dans deux cadres théoriques avec dimensions
supplémentaires : les modeles de type Universal Extra Dimension (UED) et les modeles Higher
Dimensional Warped Grand Unified Theory de type Randall-Sundrum (RS).

10.2.1 Un bon candidat Matiére Noire ?

Pour obtenir un bon candidat Matiere Noire, il est tout d’abord nécessaire de trouver une
nouvelle particule qui soit stable, i.e. ne se désintegre pas en particule standard, grace a une
symétrie, ou du moins métastable par un couplage peu intense, si aucune symétrie n’assure sa
stabilité. Il faudra ensuite s’assurer que cette particule interagit bien faiblement.

Cas UED

Puisque tous les champ peuvent se propager dans les dimensions supplémentaires, 1’in-
variance par translation spatiale est préservée dans toutes les dimensions et I'impulsion des
particules conservée le long des dimensions supplémentaires, du moins au niveau de 'arbre. Les
masses des particules de Kaluza-Klein sont alors dégénérées a chaque niveau ni i de la tour de
Kaluza-Klein et ce nombre de Kaluza-Klein est conservé lors d’interaction dans la théorie effec-
tive & quatre dimensions. Cependant, la dégénérescence de masse est levée par la contribution
des boucles lorsque la compactifications des dimensions supplémentaires est prise en compte
[226]. La divergence induite par les boucles impose alors une renormalisation [227] qui viole la
conservation du nombre de Kaluza-Klein mais conserve une autre symétrie appelée parité de
Kaluza-Klein consistant & effectuer une translation de 7R, R étant la taille des dimensions sup-
plémentaires, puis & multiplier par (—1)"%% . Puisque cette parité doit étre conservée, certaines
transitions entre niveaux de Kaluza-Klein sont interdites? comme la transition de nxx =1, la

4Par exemple, en supposant que tout soit invariant par translation, les transitions d’un niveau nxx & un
niveau n’ ;- seront possibles uniquement si les nombres de Kaluza-Klein sont de méme parité.
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particule de Kaluza-Klein la plus légere (LKP), vers nx x = 0, la particule du Modele Standard.

Par conservation de la parité de Kaluza-Klein, la LKP, qui est le premier état d’excitation
de Kaluza-Klein des particules sans masse du Modele Standard, est stabilisée. Pour étre un
WIMP, il est nécessaire d’isoler la particule qui interagira le moins. Le meilleur candidat sera
donc le premier niveau de Kaluza-Klein du boson de jauge B relatif 4 la symétrie d’hypercharge,
ou du neutrino, puisque ces particules interagiront par interaction faible. Le premier niveau de
graviton de Kaluza-Klein peut aussi étre un WIMP car il interagit par gravitation. Cependant,
la faiblesse de l'interaction gravitationnelle entrainerait un treés faible taux d’auto-annihilation
conduisant tres probablement & une densité relique de gravitons de Kaluza-Klein qui fermerait
I’univers.

Cas RS

Dans ce cas-ci, 'invariance par translation suivant les dimensions supplémentaires ne peut
intervenir pour stabiliser la LKP et en pratique, le modele ne posseéde qu’une dimension supplé-
mentaire. Pourtant, il est de nouveau possible de trouver une particule stable de Kaluza-Klein
en imposant la stabilité du proton. En effet, dans un scénario avec grande unification et présence
de dimensions supplémentaires, le nombre baryonique, a priori incomptatible avec les théories
GUT, peut étre un bon nombre quantique : le groupe de jauge unifié peut étre brisé par des
conditions aux limites le long de la dimension supplémentaire permettant d’obtenir les quarks
et les leptons du modele standard répartis dans différents multiplets du groupe de jauge. Par
exemple, pour une théorie GUT SO(10), les quarks gauches sont dans un premier multiplet, les
quarks droits dans un second et les leptons dans un troisieéme [222]. En imposant que le nombre
baryonique est un bon nombre quantique, une symétrie, appelée Z3, qui laisse inchangés les
champs du modele standard, apparait alors

U 2imlb—(ne—nc) /3]y (10.2)

b étant le nombre baryonique, n. le nombre de couleur et n. celui d’anti-couleur. Les autres
particules provenant de la théorie de grande unification sont quant a elles modifiées par le
changement de phase ci-dessus et sont donc chargées vis-a-vis de la symétrie Z3. De plus, a la
différence des champs du modele standard, ces champs de grande unification n’ont pas de niveau
zéro de Kaluza-Klein. Donc, en imposant la conservation de la symétrie Z3, il est impossible aux
excitations de Kaluza-Klein des champs hors modele standard de se désintégrer en particules
du Modele Standard et la plus légere d’entre-elle, i.e. le mode ngx = 1, sera stable. Imposer
cette symétrie Z3 se justifie car elle permet de rendre le proton stable (sa section efficace est
supprimée par ’échelle de Planck) [222]. Ainsi, comme dans les théories UED, la particule la
plus légere® sous symétrie Zs est stable.

11 est nécessaire de vérifier que la particule de Kaluza-Klein la plus légere est aussi tres peu
interagissante. L’étude de la dépendance en masse des différentes excitations de Kaluza-Klein
montre d’une part que ce sont les excitations fermioniques qui auront la masse la plus 1égere
et d’autre part qu’elle doit se trouver dans le multiplet contenant le quark top droit [222]. Ce
multiplet contient & la fois un neutrino droit de Dirac et un neutrino gauche de Dirac, dont
le premier mode de Kaluza-Klein peut prétendre & étre la LKP. Cependant, les expériences
de détection directe de Matiere Noire par collision élastique excluant déja la possibilité d’un
neutrino gauche comme candidat Matiére Noire [228] et la premiére excitation de Kaluza-Klein
du neutrino droit de Dirac devient la LKP stable. Bien que le couplage du neutrino de Dirac au
bosons de jauge Z' et X, soit plus élevé que celui aux bosons du modele standard, les bosons
de jauge de Kaluza-Klein ont une masse supérieure a 3 TeV, assurant une faible interaction de
la LKP, qui devient par conséquent un WIMPS.

5Cette particule est communément appelée LZP. Nous garderons cependant la notation LKP par simplicité,
mais aussi car cette LZP, selon les modéles et contraintes phénoménologiques, peut s’avérer étre aussi la LKP.
8Pour étre en accord avec les tests électro-faibles de précision, 1’échelle de Kaluza-Klein My x devrait étre
de P’ordre de la dizaine de TeV [223]. Cependant, il a été montré & partir de la correspondance AdS/CFT que le
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10.2.2 Densité relique

Trouver un candidat Matieére Noire ne résoud pas le probleme. Encore faut-il vérifier que
la densité relique du WIMP considéré est en accord avec la densité de Matiere Noire mesurée.
Le scénario est le suivant : les LKPs sont produites thermiquement dans I'univers primordial
lorsque la température de ce dernier le permet, c’est a dire lorsque T > Mk p. Ces LKP vont
alors disparaitre, principalement par annihilation mais aussi par co-annihilation si la deuxieéme
particule de Kaluza-Klein la plus légere est de masse proche de celle de la LKP. Enfin, ces
particules sont diluées avec ’expansion de l'univers. Lorsque la longueur de Hubble Ly =
¢/H, H étant la constante de Hubble qui détermine le taux d’expansion de 'univers, devient
supérieure au libre parcours moyen de la LKP, ces derniéres ne peuvent essentiellement plus
interagir car trop éloignées les unes des autres. Les particules LKPs sont donc gelées et leur
densité ne varie plus que par effet de dilution. La transition entre particules interagissantes et
particules gelées se détermine en comparant le taux d’annihilation I' au taux d’expansion de
I'univers H, la température de transition étant approximativement obtenue quand I' = H.

La dynamique de la densité n de LKPs est donnée par I’équation de Boltzmann dans un
univers en expansion [217] :

Z—Z +3Hn = —(ov) (n* —nl,). (10.3)
La quantité o correspond & la section efficace d’annihilation, v a la vitesse des particules et
Neq & la densité & I’équilibre thermique. Le taux d’annihilation est alors simplement donné par
I = n{ov). Pour un univers avec T > Mpkp, la densité de LKPs est obtenue en intégrant
une loi de corps noir : n o« T3. Compte tenu de la limite supérieure sur la taille des dimensions
supplémentaires, la LKP sera une particule lourde (de la dizaine de GeV au TeV) et constituera
donc de la Matiere Noire froide. Ainsi, lorsque T' <« My i p, la densité prendra alors la forme
suivante : 32

g =g (ML) e s (104

27

g étant le nombre de degrés de liberté interne de la LKP. Le taux d’annihilation va donc
diminuer exponentiellement avec la température de ’'univers pour finalement devenir inférieur
au taux d’expansion H, qui lui varie en T2 pour une ére radiative. Trouver la densité relique
consiste donc a résoudre I’équation de Boltzmann en utilisant la température de 'univers comme
signature temporelle, puisque c’est aussi cette quantité qui détermine le processus de gel des
particules LKPs. La densité relique sera alors donnée par la densité apres le découplage. Dans
un univers dominé par le rayonnement, I’évolution de la constante de Hubble est donnée par :

473 g, T* .
v = (105)
ce qui donne, en appelant z = Mrxp/T :
dx
~ —-H 10.
g x, (10.6)

g« correspondant au nombre de degrés de liberté relativiste. Cette procédure permet donc
d’écrire ’équation de Boltzmann en fonction de la température T plutoét que de la variable

dynamique ¢ :

Zn +3Hn = — (ov) (n* —nl,). (10.7)

Hx—
T

1l est alors commode d’utiliser la densité par unité d’entropie Y = n/s avec l’entropie s donnée
par s = 272g, T3 /45, la conservation de I’entropie par volume comobile (sa® = cste) fournissant

groupe de jauge électro-faible peut &tre étendu & SU(2)r, X SU(2)r x U(1)p_r [224]. Cette nouvelle symétrie
permet alors d’abaisser ’échelle de Kaluza-Klein & 3 TeV tout en restant en accord avec les tests électro-faibles.
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dd—? +3Hn = s%. Une fois cette contrainte écrite en fonction de la variable z, I’équation de
Boltzmann prend la forme :

dy Tgx (oV)
T = MixpMpy 15 a2 (Y2 -Y2). (10.8)

La résolution de cette équation nécessite de connaitre la section efficace d’annihilation o, qui
dépend du modele de dimensions supplémentaires considéré.

Cas UED

Dans ce cas, il est possible d’utiliser un développement non-relativiste de la section efficace
d’annihilation, dominée par la production de fermions et de bosons de Higgs :

(ov) ~a+b{v®) =a+6b/z. (10.9)
Une formule analytique pour ce développement a été trouvée [221] :

= 4raiN (YA +Y3)

a(BLkpBrxp = ff) = WE ; (10.10)
LKP
= Ara? N (Ya + Y4
b(BLxkpBrxkp = ff) = — 19;/—521? H), (10.11)
LKP

avec N., Y; et Y qui sont le nombre de couleur, d’hypercharge gauche et d’hypercharge droite
du fermion sortant. L’équation (10.8), une fois ’approximation non-relativiste pour la section
efficace introduite, peut étre résolue et donne pour la densité de LKP [221] :

1.04 x 10° zp 1

QLKph2 = .
Mp,; \/g_*a+3b/:1:p

(10.12)

Dans cette équation, la densité d’énergie, ramenée 3 la densité critique p. = 3H?/87G, Qrkp =
Mpgp x n(t = +00)/p. multiplié par le carré de la constante de Hubble h? en unité de
100 km.s~1.Mpc~1, a été utilisée car elle correspond & ’observable cosmologique. La quantité
zp détermine la température au moment du découplage et elle est donnée par la relation
algébrique implicite :

1.1 45 g a+6b/zp
=ln|=(=+2)M M — . 10.13
TF n<2(2+ YMrkxpMp 820 our ) ( )

Cette densité relique dépend bien évidemment de la masse de la particule via la définition
de la densité d’énergie, mais aussi via la section efficace d’annihilation et la température de
découplage.

En exigeant que la densité relique de LKP, pour résoudre le probleme de la Matiere Noire,
soit égale & la densité de matiere présente dans L univers Q,h2 ~ 0.15, la masse de LKP doit
se trouver entre 700 GeV et 900 GeV. La prise en compte d’une possible co-annihilation, si les
masses de la LKP et de la seconde particule la plus 1égere sont proches, permet cependant de
diminuer cette masse jusqu’a 300 GeV [221]. Enfin, une analyse récente incluant le deuxiéme
niveau de Kaluza-Klein montre que la partie supérieure de ’intervalle de masse serait favorisée
[237].

Cas RS

Tout comme pour la stabilisation et I'identification de la LKP, le calcul de densité relique
dans un modele warpé est plus délicat que dans un modele UED, aucune formule analytique
pour la section efficace d’annihilation ne pouvant étre dérivée. Nous renvoyons le lecteur aux
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références [222, 225] pour une étude détaillée qui peut se résumer ainsi : pour une LKP de
masse inférieure a 100 GeV, "annihilation se fait essentiellement par le canal s avec un échange
de boson Z. Pour des valeurs de masse plus élevées, la LKP s’annihile principalement en quark
top par échange de boson X de grande unification en voie ¢. L’échange par voie s de boson Z',
donnant en produit de sorties des pairs tf, bb, W+ W~ et Zh sont aussi dominants & grande
masse.

Expliquer la Matiere Noire par la LKP impose une masse pour ce WIMP de 20 GeV a
80 GeV pres de la résonance en boson Z et des masses de l'ordre de plusieurs centaines de GeV
ailleurs [222, 225].

10.2.3 Investigations expérimentales

Dans le cadre des modeles UED, la détection directe de LKP dans des détecteurs au germa-
nium, & l'iodure de sodium et au xénon [228, 229] ainsi que la détection indirecte par émission
de photons gamma, de neutrinos ou de positons et par émission synchrotron [229, 230, 231,
232, 233, 234] ont eté abordées. Le flux de neutrinos provenant de ’annihilation de LKP dans
le coeur du Soleil a aussi été considéré [235]. Toutes ces pistes de détection ne se sont pas
avérées fructueuses, tous les flux calculés étant bien trop faibles pour apporter une quelconque
contrainte sur le modele UED de Matiere Noire. Le cas de la LKP dans le cadre des modeles
warpés a aussi été pris en considération en étudiant le signal attendu dans les télescopes a
neutrinos et les téléscopes & photons gamma ainsi qu’en positons cosmiques [236]. Comme pour
le cas UED, le signal reste trop faible pour obtenir des contraintes sur le modele.

10.3 Détection indirecte par antiprotons galactiques [220]

Tout comme pour la Matiére Noire supersymétrique ou pour les trous noirs microscopiques
en évaporation, une détection indirecte peut étre envisagée en estimant la contribution au
rayonnement cosmique des produits d’annihilation de la LKP. Pour les mémes raisons que dans
le cas des trous noirs microscopiques (voir chapitre 8.3.1), les antiprotons dans le rayonnement
représentent, une sonde prometteuse en vue d’explorer une région de ’espace des parametres de
plusieurs modeles de dimensions supplémentaires.

10.3.1 Source et propagation

Le calcul de flux d’antiprotons arrivant sur Terre et provenant de I’annihilation de LKP dans
le halo de Matiere Noire procede en deux étapes : le calcul du terme source puis la propagation
des antiprotons dans le halo diffusif.

Le terme source revient & compter le taux d’annihilation de LKP dont les canaux de sorties
contiennent un antiproton. Ce taux est donné par la convolution des fonctions de fragmentation
avec le nombre d’annihilation donnant des paires quark-antiquark :

1 dNbar
qzjs“KP (r,Tp) = 3 Z <Uv>q,-q,. (dTp> npkp(r), (10.14)
q p q;

dNparp

T; étant 1'énergie cinétique de 'antiproton, T la fonction de fragmentation et (ov), .. la
section efficace d’annihilation moyenne dans le canal considéré et qui sera prise dans sa limite
non-relativiste. Ce terme source dépend de la position compte tenu de la variation de densité
le long du profil de halo de Matiere Noire :

nprp(r) = p;fip(r)- (10.15)
LKP
Il est donc indispensable de se donner un profil de halo de Matiéere Noire pour définir complétement

le terme source. Le calcul des flux d’antiprotons seront effectués avec les trois profils de halo
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présentés dans le chapitre 10.1. La masse de la LKP sera prise de 300 GeV & 1 TeV dans le
cadre des modeles de UED et de 30 GeV & 70 GeV dans le cadre des modeles RS. Le flux total
sera naturellement augmenté pour des LKP plus légeres puisque, & densité d’énergie de Matiere
Noire fixée, une plus faible masse de LKP entraine une plus forte densité de ces particules et
donc un taux d’annihilation plus élevé. Cet argument doit cependant étre combiné avec les
valeurs de la section efficace d’annihilation et avec la multiplicité d’antiprotons.

Le schéma de propagation est de nouveau le modele diffusif & deux zones [167], déja utilisé
dans le chapitre 8.3.1. Une différence apparait cependant avec le cas des trous noirs micro-
scopiques : le halo de Matiere Noire englobe le halo diffusif et la Voie lactée et la répartition
des sources se complique par rapport au cas du chapitre 8.3.1 ou elles se concentraient dans le
disque galactique. Cette particularité a déja été traitée dans le cas des trous noirs primordiaux
[166]. En particulier, il a été montré que la contribution de 1’émission venant des régions au
dela du halo diffusif était négligeable. Les cinq parameétres libres du modele, normalisation et
indice spectral du coefficient de diffusion, vitesse des vents convectifs et d’Alfven et taille du
halo diffusif, sont fortement dégénérés lorsqu’estimés a ’aide des données concernant le rapport
B/C. Pourtant, en utilisant la région autorisée de ’espace de ces parameétres, cela conduit &
une tres faible incertitude sur le flux d’antiprotons secondaires car tous ces rayons cosmiques
suivent le méme parcours : ils sont émis et détectés dans le disque galactique. Cependant, pour
les antiprotons provenant de 'annihilation de LKP, ces incertitudes risquent de conduire & de
grandes variations sur le flux d’antiprotons car ils proviennent du halo et ne sont plus limités
au disque. Puisque le parcours suivi par les rayons cosmiques provenant du halo de Matiere
Noire differe de celui suivi par les rayons cosmiques secondaire, les dégénérescences sur les pa-
rametres du modele sont modifiées conduisant & des incertitudes théoriques plus élevées. Dans
le cas de ’annihilation de particules supersymétriques, les incertitudes induites sur le flux d’an-
tiprotons primaires étaient de 'ordre de 100 [238] et nous pouvons nous attendre & ce méme
type de résultats pour le cas présent. Le tableau 10.2 récapitule les valeurs minimum, maxi-
mum et médianes autorisées pour ces cinq parametres afin d’étre en accord avec les données
B/C, la vitesse d’Alfven n’étant pas mentionnée car son influence est moindre que celle des
autres parametres. Chacun de ces parametres va influer sur le flux d’antiprotons primaires.
Tout d’abord, 'augmentation de la taille du halo va augmenter a la fois le nombre de sources
et la distance qu’un rayon cosmique peut parcourir avant de s’échapper de la galaxie. De plus,
les vents galactiques de convection auront pour effet d’éloigner les particules du disque. Enfin,
les trois parametres K, L et V. sont corrélés : une faible valeur de Ky correspond & une faible
valeur de L et une valeur élevée de V., trois conditions qui conduisent toutes & une diminution
du signal.

§ Ko [kpc®/Myr] L [kpc] V. [km/s]

Maximum 0.46 0.0765 15 5
Médian 0.70 0.0112 4 12
Minimum 0.85 0.0016 1 13.5

TAB. 10.2 — Parametres astrophysiques utilisés dans le modele de diffusion & deux zones en
accord avec les données B/C'. § correspond & I'indice spectral du coefficient de diffusion, Ky &
sa normalisation, L 3 la taille du halo diffusif et V; & la vitesse des vents convectifs.

La résolution de ’équation de diffusion des rayons cosmiques s’effectue en décomposant la
solution et le terme source suivant la base des fonctions de Bessel Jo(&;7/Rgar), & étant le zéro
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d’ordre i de la fonction de Bessel Jy [167]. En théorie, le développement en série de Bessel est
infini si 'on veut prendre en compte la divergence centrale qui apparait dans les profils de halo
de Moore et NFW. Une telle série ne peut étre traitée numériquement. Pour échapper a ce
probléme, le profil est adouci & proximité du centre galactique tout en s’assurant que le nombre
d’annihilation de LKP reste identique. Pour un rayon inférieur a r., le profil usuel p en =7 est
remplacé par un profil en sinus-cardinal noté sin, :

plr) _ (T—)7 - (M)Z =1+ [ﬂ sin2 (”—T)] . (10.16)
p(re) r p(re) 3(3—27) “\re

Cette nouvelle distribution de la densité de Matiere Noire renormalisée conserve bien le nombre
total d’annihilation de LKP. Le rayon r. est pris égal & 500 pc assurant une convergence de la
solution pour un développement jusqu’a Npg.s = 300. Il est de plus inutile de considérer des
valeurs plus faibles pour r., ce qui augmenterait Np.s, puisque la probabilité qu’un antiproton

détecté dans le systeme solaire provienne du noyau central varie peu pour de telles valeurs de
re [239, 240].

10.3.2 Résultats en UED

Les résultats dans le cas des modeles UED sont présentés sur la figure 10.1, chaque graphique
correspondant a un des trois jeux de parametres astrophysiques présentés dans le tableau 10.2.
Tous les flux sont interstellaires, i.e. sans la modulation solaire. La masse de la LKP est prise
égale & 300 GeV et 1 TeV et la courbe bleue en trait plein correspond & un profil isotherme,
celle rouge en tiret & un profil NFW et celle de couleur magenta en pointillé & un profil de
Moore. La courbe noire en trait plein représente le flux d’antiprotons d’origine secondaire. Les
flux primaires étant bien inférieures au flux secondaire, il est impossible & ’aide des antiprotons
d’exclure des régions de ’espace des parametres du modeles UED considéré (avec parité de
Kaluza-Klein conservée) ni de confirmer ou infirmer ’hypotheése postulant que la LKP est la
source principale de Matiere Noire.

Il est cependant important d’étudier ’influence des parametres d’entrée physique sur le flux
d’antiprotons primaires. Tout d’abord, une augmentation de la masse de la LKP conduit & une
diminution du signal puisque le terme source varie en M 14( p- En passant de 300 GeV a1 TeV,
le flux d’antiprotons primaires est divisé par un facteur (10/3)* ~ 120 : un tel comportement est
clairement vu sur les différentes figures. Deuxiemement, les parametres astrophysiques, comme
attendu, agissent tres peu sur le flux d’antiprotons secondaires tandis qu’ils influencent celui
d’origine primaire. Cependant, méme en augmentant le plus possible la diffusion galactique,
les flux primaires restent sous le flux secondaire excepté pour une masse de 300 GeV, avec
un profil de Moore et pour des énergies supérieures & la centaine de GeV. Enfin, le choix du
profil de halo de Matiere Noire, et en particulier d’une forte densité centrale, influence peu
le flux d’antiprotons provenant de 'annihilation de LKP. Le passage d’un profil doux de type
isotherme & un profil divergent au centre de type Moore n’entraine qu’un accroissement de ce
flux d’un facteur 2 & 3 dans le cas d’'un maximum de diffusion. Cette augmentation est plus
faible pour une diffusion médiane et disparait complétement pour un minimum de diffusion.
Cela provient du fait qu’il s’agit essentiellement d’un phénomene local qui, & la différence des
gammas, ne sonde que tres peu le centre galactique.

Compte tenu de la petitesse du signal en antiprotons et des incertitudes théoriques, autori-
sant une grande dispersion du signal en antiprotons, il semble difficile de détecter de la Matiere
Noire de Kaluza-Klein par ce canal. Réciproquement, ce résultat valide la LKP comme tres bon
candidat Matiere Noire.

10.3.3 Résultats en RS

Dans le cadre des modéles RS, la masse de 1a LKP est beaucoup plus faible et nous pouvons
espérer une détection. La figure 10.2 montre le flux d’antiprotons top of atmosphere primaires
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Fi1c. 10.1 — Flux interstellaire d’antiprotons d’origine primaire. Sur chaque graphique, et pour
une masse de LKP donnée (300 GeV ou 1 TeV), la courbe bleue en trait plein correspond & un
profil isotherme, celle rouge en tiret & un profil NFW et celle de couleur magenta en pointillé
a un profil de Moore. La courbe noire en trait plein représente le flux d’antiprotons d’origine
secondaire. Haut : diffusion médiane. Bas : diffusion minimum & gauche et maximum & droite.

pour des masses de LKP allant de 30 GeV a 70 GeV aux cotés des mesures expérimentales.
Ces résultats sont obtenus pour un profil isotherme avec le jeu de parametres astrophysiques
offrant le maximum de diffusion. Pour Mpxp = 40 — 50 GeV, le signal passe au-dessus du
fond et aurait déja di étre détecté, supposant les hypotheéses sur le profil de Matiere Noire et
les parametres de diffusion exactes. Ceci est possible car cette gamme de masse correspond &
Mrgp = Myzo/2 et le processus d’annihilation est dominé par la résonance du Z0.

Bien que prometteur, il est nécessaire d’étudier I'influence des parametres de propagation
d’une part et du profil de halo d’autre part avant de conclure sur la possible exclusion de
certains modeles RS. La figure 10.3 montre I'influence des parametres astrophysiques, & gauche,
et du profil de halo, & droite. Les parametres de diffusion dégradent considérablement le signal
puisque, pour des masses de LKP de 40 GeV et 50 GeV, le flux d’antiprotons décroit de deux
ordres de grandeur en passant d’un maximum a un minimum de diffusion. Les incertitudes liées
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Fi1a¢. 10.2 — Flux d’antiprotons primaires pour des masses de LKP allant de 30 GeV a 70 GeV,
I’échelle de Kaluza-Klein étant fixée & Mgxg = 3 TeV. Les mesures expérimentales de flux
d’antiprotons ainsi que le spectre théorique d’antiprotons secondaires (courbes noires) sont
aussi représentés sur la figure.

au profil du halo sont quant & elle moins contraignantes, comme il ’est vu sur la partie droite
de la figure 10.3 qui correspond de plus & un choix de parametres astrophysiques autorisant un
maximum de diffusion. Pour un choix de parametres aboutissant & un minimum de diffusion, les
trois profils ne peuvent plus étre distingués les uns des autres sur le flux d’antiprotons primaires.

10.3.4 Halo grumeleux et exclusion

Le flux d’antiprotons primaires étant proche de celui d’origine secondaire, une détection
peut étre envisagée et des écarts aux parametres canoniques astrophysiques, cosmologiques ou
de physique des particules peuvent entrainer ’exclusion de certains modeles. Par exemple, les
récentes simulations numériques montrent que le halo de Matiere Noire aurait une structure
grumeleuse conduisant alors & un accroissement du flux primaire si la Terre se trouve a proxi-
mité d’un de ces agrégats. Afin d’évaluer les conséquences de cette sous-structure, nous avons
considéré un facteur d’accroissement global, appelé de facteur de boost, et comparé la somme
du flux primaire et secondaire aux données présentées dans les figures 10.2 et 10.3. Il faut
noter qu’uniquement le flux primaire, issu d’annihilation de Matiere Noire, est affecté par ce
facteur de boost et non le flux secondaire d’origine standard. La compatibilité entre données
et prédiction s’effectue & I’aide d’un test du x2. Les données provenant des expériences ballon
CAPRICE, BESS, IMAX et MASS et de 'expérience spatiale AMS, sont considérées avec leurs
incertitudes provenant de la statistique et du probleme de reconstruction et de contamination
par une composante atmosphérique. Les antiprotons détectés ayant subis la modulation solaire,
il est nécessaire de déconvoluer cet effet afin de pouvoir comparer les flux au niveau interstel-
laire. Pour cette déconvolution, trois valeurs du potentiel de modulation ont été considérées
(¢ = 500 MV, 700 MV et 1000 MV), chaque valeur étant adaptée pour une des prises de
données. Les erreurs utilisées dans la construction de la distribution de x? sont les erreurs
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F1G. 10.3 — Gauche : influence des parametres du modele de propagation sur le flux d’antiprotons
primaires. Le passage d’'un maximum de diffusion & un minimum, tout en étant en accord avec
les données B/C, diminue le flux de primaires de deux ordres de grandeur. Droite : influence
du profil de Matiere Noire sur le flux d’antiprotons provenant de ’annihilation de LKP. Ce flux
augmente pour les profils ayant la plus grande concentration de LKP au centre galactique.

expérimentales. La figure 10.4 présente la valeur de la distribution de x? par degrés de liberté,
leur nombre étant environ égale a 50, en fonction de la valeur du facteur de boost pour les trois
jeux de parametres du modele astrophysique : courbe rouge pour un maximum de diffusion,
verte pour la diffusion médiane et magenta pour un minimum de diffusion. La signification
statistique de la distribution doit ici étre prise avec précaution.

Si le nombre d’antiprotons primaires excede le flux observé, et ce & cause du facteur de
boost, alors ce modele peut étre exclu. Bien que cette condition d’exclusion soit difficilement
traduisible en termes statistiques’, nous pouvons appliquer le critere de sélection déja appliqué
dans les études précédentes : les valeurs de parametres aboutissant & un x?/d.o.f > 2x2.,,./d.o.f
sont exclues. x2,,,, est la valeur minimum de la distribution et s’obtient en I’absence de boost.
Ce critére, en terme statistique, correspondrait environ & une exclusion & 99.99 % de niveau de
confiance. Dans la plupart des cas, le flux primaire ajouté au flux secondaire est en accord avec
les données et nous pouvons chercher la valeur du facteur de boost a partir de laquelle il y a
incomptatibilité entre prédictions et observations. Pour I’ensemble des valeurs de parametres du
modele de propagation, du modele de dimensions supplémentaires et pour un profil isotherme,
le tableau 10.3 représente les valeurs du facteur de boost au-deld desquelles le modele est exclu.
Si ce facteur s’aveére étre égal a 200, alors une grande partie des modeles RS développé dans
la référence [222, 225] avec une échelle de Kaluza-Klein de 3 TeV sont exclus tandis que la
détection peut étre envisagée dans le futur pour des échelles plus élevées. Au vu des simulations
numériques, cette valeur pour le facteur de boost n’est pas aberrante, quoiqu’élevée.

Notons que ces résultats concernent les modeles de type Randall-Sundrum, 'influence de la
structure grumeleuse dans le cadre théorique UED ayant été considérée dans la référence [241].
11 a été montré que pour une LKP de 800 GeV avec un facteur de boost de 200, une distortion
claire du flux d’antiprotons, due & 'annihilation de LKP, devrait apparaitre pour des énergies
au-deld de 10 GeV et atteindre son maximum & environ 100 GeV. Pour des profils sans cette
sous-structure, les auteurs de la référence [241] montrent, comme ’étude ci-dessus, que le flux

"Le fait que les valeurs de la distribution de x? par degré de liberté soit toujours supérieures a 1 prouve que
les erreurs expérimentales ne sont pas correctement estimées.
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F1G. 10.4 - Valeur de la distribution de x? en fonction du facteur de boost pour les trois modeles
de diffusion, maximum (rouge), médian (verte) et minimum (magenta).

primaire reste bien en-dec¢a du flux secondaire.

Les expériences d’astroparticules sont donc aujourd’hui 4 la « limite de sensibilité » pour son-
der des scenarii réalistes faisant intervenir des dimensions supplémentaires. La mise en évidence
de la LKP serait une avancée majeure pour la Matiere Noire et pour la structure fondamentale
de l'espace-temps, du moins dans les modeles de type RS qui prennent en compte la gravita-
tion®. Il faut néanmoins noter que, comme cela est souvent le cas avec des processus exotiques,
chaque modele peut étre contraint en ’absence de signal. En revanche, si un signal est détecté,
la discrimination entre les différentes théories est pratiquement impossible puisque la forme
spectrale des flux est dominée par les fonctions de fragmentation qui interviennent de facon

générique. Nous pouvons cependant espérer qu’une telle discrimination sera alors testée aupres
des collisionneurs.

8Un grand défaut des modeles UED est justement qu’ils n’incorporent pas la gravitation.



z1z

CHAFLLRE 1U.

MALIERE NOIRE DE KALULZA-K LN

masse LKP  Diffusion minimale

Diffusion médiane

Diffusion maximale

30 GeV

40 GeV

50 GeV

60 GeV

70 GeV

80 GeV

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

Mkk
Mkk

Mgk
Mgk

=3 TeV

=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

:13.1
214

2.09
33.9

1.74
27.5

22.9
355

79.4
1240

191
2930

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

Mgk
Mgk

=3 TeV

=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

=3 TeV :
=6 TeV :

: 2.08
33.10

exclu
5.25

exclu
4.27

3.55
55.0

12.3
191

29.3
464

MKK =3 TeV
MKK =6 TeV :
MKK =3 TeV
MKK =6 TeV :
MKK =3 TeV
Mgk =6 TeV :
MKK =3 TeV :
MKK =6 TeV :
MKK=3 TeV
MKK =6 TeV
MKK =3 TeV
MKK =6 TeV

: exclu
12.9

: exclu
2.09

: exclu
2.70

1.41
224

: 5.01
: 78.2

:12.0
: 185

TAB. 10.3 — Valeur du facteur de boost au dela de laquelle le scenario LKP pour la Matiere
Noire est exclu. Le critere d’exclusion est x?/d.o.f > 2x2,.,/d.o.f. Différentes valeurs pour
les parametres de diffusion sont prises en considération et le halo de Matieére Noire est choisi

comme isotherme.
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Annexe A

Calcul fonctionnel : quelques
outils

Cette annexe a pour but de fournir quelques résultats de calculs fonctionnels ainsi que leur
démonstration. Ces calculs sont une extension des résultats connus en mécanique classique a
un systeme ayant un ensemble continu de degrés de liberté et, bien que couramment utilisés,
la démonstration et ’origine de ces résultats ne sont que peu, voir pas, mentionnées dans la
littérature.

L’approche de Schrédinger se fonde de plus sur une description Hamiltonnienne de la
mécanique classique dans laquelle le temps est un parametre extérieur déterminant I’évolution
du systéme. Je rappelle ici la définition de la dérivation fonctionnelle [93] et je fournis ensuite
une démonstration des équations de Hamilton-Jacobi dans le cas d’une théorie de champ sca-
laire, réel. Cette démonstration nécessite de déterminer 1’élément différentiel d’une fonctionnelle
de type S[®(Z)] dont je donne aussi une démonstration pour la théorie de champ considérée.

Définition 1 Soit G une fonctionnelle de C*°(M) — R, C*étant l’ensemble des fonctions
dérivables définies sur une variété M (manifold en anglais) de dimension D, la dérivation
fonctionnelle de G par rapport 6 f € C* s’écrit :

SG[IX)] _ { 5G [£(X) + 28 (X — Y)] - G [£(X)] }
e—0

SfY) :

Définition 2 Soit une fonctionnelle G, cette fonctionnelle est extrémale si sa dérivation fonc-
tionnelle s’annule :
0G [ (X)]

i)

Cela permet de définir de maniere fonctionnelle le principe de moindre action. En théorie
de champ, P’action est une fonctionnelle des champs ®(&,t), eux-mémes fonctions de (n + 1)
variables. Le principe de moindre action devient alors :

iS[e(Z,t)]
5(&,t)

et aboutit aux équations d’Euler-Lagrange.

Formule 1 Soit un champ ®4(Z) dont ’évolution est paramétrisée par un paramétre affine t et
soit une fonctionnelle S de ce champ qui prend la forme suivante :

S[@t(f),t]z/dt/d"wﬁ (<I>,6M<I>)=/d”ws(<1>(f,t)).
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L’élément différentiel d’une telle fonctionnelle s’écrit :

6S = —dt d"z
* / 5‘I’t

Démonstration : Effectuons un décalage infinitésimal en champ ® — & + §® et en temps t —

t + dt. La fonctionnelle S prend alors la forme suivante :

0s(®(Z,1) L Os(®(

ot Ut g

7, t
S[® + 60, t + dt] :S[<I>,t]+/d"m[ %8 so3)| . (A1)
z
Ce développement est possible car s est une fonction d’une infinité de variables : le temps t et
chaque valeur du champ pris en tous les points de la variété (®(Z)),,. Ici nous supposons que
s est completement dérivable. Le parametre ¢ étant indépendant de la variété M, nous avons :

/d" 63 (z, t 85 [zt(x,t] it (A.2)

En appliquant la définition de la dérivation fonctionnelle & la fonctionnelle S et en utilisant son
expression comme l’intégrale sur 'ensemble de la variété M, nous obtenons :

55 [0(2),1 _ 0s(8(@),1)
5@ 0v@) (4.3)

Nous retrouvons donc bien I’expression pour 1’élément différentiel donné dans la formule (1).
Notons ici que, bien que le parametre ¢ influence la valeur du champ ®, le champ est défini sur
la variété M a laquelle ¢ ne fait pas partie. La dérivation fonctionnelle se fait donc par rapport
au champ & défini uniquement sur M.

Dans une approche Hamiltonienne de la mécanique, I’action est de la forme donnée dans la
formule (1) et les champs sont définis sur la partie spatiale de ’espace-temps dont ’évolution est
déterminée par un parametre extérieur ¢ qui est le temps. Nous pouvons, a ’aide de I’élément
différentiel calculé ci-dessus, définir la dérivée totale par rapport au temps de ’action. Lorsque
nous décalons le temps d’une quantité infinitésimale dt, ’action varie d’une quantité dS a cause
de sa dépendance explicite avec le temps mais aussi car cette variation temporelle entraine une
variation du champ d’une quantité 6® = Bt 92 4t L’évolution du champ avec le temps s’obtient en
revenant & I’approche Lagrangienne ®(&%,t). La dérivée totale de ’action par rapport au temps,
dans une approche Hamiltonienne, est la suivante :

dS [®(Z), 1] _ oS Ie 0SS 09 (A4)
dt ot 6<I>t( z) ot
Ce résultat est la généralisation a un nombre de degrés de liberté continu de la dérivée totale
de ’action pour un nombre fini m de degrés de liberté :

dS[®(2),1] _ Z S dz;

dt 63:,- 6t (A5)

Formule 2 Soit une action S décrivant un champ scalaire ® soumis d un potentiel V(®). Dans
une approche Lagrangienne, cette fonctionnelle s’écrit :

S = / g %@@(f,t)@”é(f,t) - V(<I>)] ,

et dans une approche Hamiltonienne :

S = /dt/d"a: :%11(5:’)2 _ Liva@)? - V(q>)] _
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oL _ 8%

Le champ 11 est l'impulsion généralisée définie par la relation canonique usuelle II = 56,8 = Bt

L’impulsion généralisée peut alors étre définie & partir de ’action :

L _ 05[2(9), 1]
(z) = T(a’:’)’

S étant Uaction classique. Notons qu’il ne s’agit pas du principe de moindre action car le champ
impliqué dans la formule ci-dessus n’est défini que sur la partie spatiale.

Démonstration : Appliquons la dérivation fonctionnelle terme & terme dans ’expression de ’ac-
tion :

% [ / d”+1y(8t<I>)2: -0 (A.6)
[ / d"+1y6i<1>8i<1>: = / dtd;0'® (A7)
%@ [ / d”+1yV(<I>): = / dtg—g. (A.8)

La premiere relation vient du fait qu’une dérivation par rapport au temps est impliquée alors
que nous faisons une dérivation fonctionnelle par rapport au champ comme fonction évoluant
dans la partie spatiale. La dérivation fonctionnelle fera intervenir une distribution de Dirac du
type 6%(Z — ), dont la dérivée par rapport au temps est nulle. La deuxiéme relation n’est autre
que la réduction du principe de moindre action dans R™ avec une métrique euclidienne, n étant
le nombre de dimensions spatiales. Enfin, le dernier terme se calcule aisément car le potentiel
peut étre vu comme une fonction du champ ® évalué en ¥ :

ééif) / Ay V() = / vty 8(;((3)7) 5 (7 — ) = / a2 (A.9)

La dérivation fonctionnelle de 'action prend alors la forme suivante :

oim OV
/ d0B() ~ o (A.10)

Si maintenant nous considérons I’action classique S vérifiant le principe de moindre action, alors
le champ ® est solution des équations d’Euler-Lagrange donnant 8;0"®(%) — $& = 6t8t<1>( 7).

Nous avons alors :
58 <I> t Ly .

La dernieére égalité provient de la définition canonique de ’impulsion généralisée II.

Formule 3 Soit une action S définie de maniére identique o la formule (2) et vérifiant le
principe de moindre action. Appelons £ = %@L(I)@”(I) — V(®) la densité lagrangienne et L =
J d"xL le Lagrangien. Soit la densité Hamiltonienne de cette action définie par H = I x %—‘f -
et H I’Hamiltonien associé. Nous avons alors I’équation de Hamilton-Jacobi suivante :

~ ~ 2
a3 1 &S 1. .

Démonstration : En fonction du Lagrangien, I’action s’écrit :

31,4 = /dtL [@,4]. (A.12)
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Sa dérivée totale par rapport au temps s’écrit d’une part :

ds
9 _ e, = / &L, (A.13)
dt
et, d’autre part : ;
ds 0S8 " o
— = — (%) — A.14
dt 8t+/dm(m)at’ (A-14)
otl nous avons utilisé le fait que S vérifie le principe de moindre action pour exprimer 6255) =
TI(Z). Nous avons donc :
a8 0P
—— = [ dz |Il——-L]. Al
ot / v [ ot E] (A.15)
Par définition, H = H% — L donc nous obtenons la premiére relation —%—f = H. La deuxiéme

relation s’obtient en exprimant explicitement 1’Hamiltonien en fonction du champ :

H = /d"a: Bm + %8,-(1)6"<I>+V(<I>)] (A.16)

~ 2
L1 ss 1. ]
/d 7|5 (—@(f)) +§8Z<I>8<I>+V(<I>1 :

ou nous utilisons de nouveau ’expression de 'impulsion généralisée en fonction de S.



Annexe B

Action classique pour un champ
scalaire en espace de Sitter

Cette annexe a pour but de montrer que ’action classique décrivant un champ scalaire se
propageant dans un espace-temps de type de Sitter prend la forme générale suivante :

- d*k
Stmanml = 5 [ s [0 0m) 168 + FO ) lnP (B.1)

+E(1.m)Re 99} + F{*)(n,m0)1m [5}]] -

Les notations ¢g et ¢ correspondent aux configurations prises par le champ aux instants intial 79
et final . Nous rappelons que dans un espace de Sitter, les solutions des équations de champs,
a un instant 7, s’expriment & l’aide des fonctions de Hankel :

b (k,7)=A (1 - k_’—T> e k(r=m) L B (1 + ];_T) eik(r—m0) (B.2)

avec les constantes d’intégrations A et B données par :

k. o—ik(n—mo) g _ _kmo_ 4

kn+i kno+i 70
A = - - B.
kﬂ—ie—%k(n—no) _ kmo—1i ( 3)
kn+i kno+1
_kn_gik(n—mo) 4 _ _kno
B - Fn—iC D = Tne=iPo (B.4)
knti o2ik(n—no) — kmoti -~ ’
kn—1i kno—1

L’action classique S s’obtient en introduisant les solutions ci-dessus dans I’expression générique
de P’action, qui prend alors la forme suivante :

5 =3/ % / dr [hn(r) (AP +|B) + 2Re[gx(r)] Re [AB]  (B.5)

—2Im [g(r)] Im [AB]],

avec

3 ik(r— 3 6 2i
hk(T) = W et gk(T) =e€ k( 7]0) <_W + T—2 — 2k2 — m) . (B6)

Puisque les constantes A et B ne dépendent que de ’instant initial et 'instant final, I’intégration
sur la variable temporelle T ne porte que sur les fonctions hy et gx. En appelant Hy(ne,n) et
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Gr(no,n) ces intégrales, ’action prend la forme suivante :

s =3/ %[Hmo,n) (141 +1B1*) + 2Re[Gi(mo, )] Re [ABT]  (B.7)

—2Im (G (no,n)] Im [AB1]] .

Les expressions analytiques des fonctions Hj, et G, obtenues grace aux logiciel MAPLE, sont :

1 1
Hy(n,m0) = k™2 (———), B.8
% (1, M0) s (B.8)
et
—ik(n—m0) 1 4 e—ik(n—mo) 1
G S | L 7 S B.9
1,70) (—-3)-3 — (B.9)

1 —k(n—no) 1 )
() (LY e
3 n Mo

—%ikek"o (D0, ikn) — T(0, ik0)) -

La fonction I'(a, z) est la fonction incompléte d’Euler. Cette fonction n’étant pas définie en
z = 0, il sera nécessaire de s’assurer que l'intervalle de temps conforme [1o,7] ne passe pas par
cette valeur.

1l suffit maintenant de remplacer les constante A et B par leur expression en fonction des
configuration initiale et finale du champ, ¢g et ¢, pour obtenir la forme (B.2) de I’action. En
développpant les différentes termes faisant intervenir les constantes, nous obtenons :

Cy 19 + G gof* + CsRe [99}]

2 2
|Al” +[B|" = D, ; (B.10)
et
Ry |¢|* + Ro |¢o|” + RsRe [¢¢$] + R4Im [¢¢$]
Re[AB!] = , (B.11)
D,
19 + I |gof” + IsRe [#9}| + TuIm [49]]
Im [AB'] = : (B.12)
D,
Les fonctions C;, D;, R; et I;, qui dépendent de 7, 19 et k, sont données par :
C, = 2k*? (B.13)
C, = 2k™n3, (B.14)
Cs = —4Re [k%mo (kno +7) (kn — 4) e*“c@v*"o)] , (B.15)
puis
. 2
Di = |(kn—i)(kno +i)e2*r-m) — (kg — i) (ke + 1), (B.16)
2
Dy = |+ Dsin(k(y = m) = k(g = m)cos (ktn = m)| . (BaD
et
R = (K*n3 — 1)k*?, (B.18)
Ry = [(K*n* —1)cos(2k(n—mno)) — 2knsin (2k(n — no))] k°np, (B.19)
Ry = —2k%nmo [(K*nmo — 1) cos (k(n —no)) — k(n + mo) sin (k(n —mo))],  (B.20)
Ry = 2K*nmo [k(n + mo) cos (k(n — o)) + (k*nmo — 1) sin (k(n — m0))] , (B.21)
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ainsi que
I = 2K, (B.22)
I, = [(K*n®—1)sin(2k(n —mno)) + 2kn cos (2k(n — no))] k*ng, (B.23)
Is = —Ry, (B.24)
Ii = Rs. (B.25)

(

L’action classique S s’écrit donc bien sous la forme (B.2) avec les fonction F, *) données par :

Hy x C 2

F® (,m0) = % + 5 (R1 x Re[Gr] — I x Im [G}] ) (B.26)
Hy, x C 2

F2(k) (77;770) — % + D_2 <R2 x Re [Gk] — .[2 x Im [Gk] ), (B27)
Hy, x C 2

Fék) (m,m0) = % + D; (R;,» x Re[Gy] — I3 x Im [G] ), (B.28)

F®M (n,m) = Dl2 (R4 x Re[G}] — I x Im [G] ) (B.29)
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Conclusion

« Entre la disparition d’une pensée et 1l’apparition d’une autre, il
y a un intervalle vide qui dépasse toute imagination. »

Chandra Swami

Dans son livre [1], K. Thorne qualifie les trous noirs d’Einstein’s outrageous legacy, le scan-
dale d’une théorie d’une rare élégance. Pourtant la phénoménologie des trous noirs est main-
tenant devenue un point incontournable dans la recherche d’une théorie quantique de la gravi-
tation via leur processus d’évaporation. Bien qu’encore non découvert, ce phénomene est tres
bien établi d’un point de vue théorique et a déja permis de placer de tres bonnes contraintes sur
la densité de trous noirs formés dans 1’Univers primordial. Au-dela de cet attrait cosmologique,
le processus de Hawking renseigne sur la cohérence des théories physiques fondamentales. A
I’heure actuelle, I’évaporation des trous noirs fait partie des rares phénomenes dans lesquels des
effets de gravité quantique pourraient étre observés. De plus, le principe holographique, ravivé
par la correspondance (A)dS/CFT, est trés lié & la problématique de ’entropie de Hawking-
Bekenstein. Comprendre ce processus dans le cadre des théories allant au-dela de la Relativité
Générale, comme celle de Lovelock, s’avere donc un outil essentiel afin de sonder la cohérence
des dites extensions.

L’étude de I’évaporation des trous noirs nécessite 1’évaluation parallele de deux quantités : la
température d’une part et les facteurs de corps gris, i.e. la probabilité qu’un quantum s’échappe
définitivement de Dattraction du trou noir, d’autre part. La deuxiéme quantité requiert la
résolution des équations de champ dans un espace-temps courbe compliquant fortement les
calculs, a la différence de la température qui, du moins dans le cas de trou noir de Schwarzschild,
se détermine aisément. Dans le cadre de la théorie de Lovelock, les valeurs exactes de ces facteurs
pour les particules du modele standard ainsi que des particules scalaires confinées ou non sur la
brane, émises par des trous noirs de Schwarzschild, sont données dans ce manuscrit. L’emphase
a été mise sur les évaluations numériques, qui sont un outil indispensable au calcul de ces
facteurs sur ’ensemble du spectre énergétique, permettant in fine de déterminer les spectres
d’émission des trous noirs. Les résultats numériques sont de plus confirmés par des investigations
analytiques dans les domaines infra-rouge et ultra-violet.

Ce travail de fond a d’abord permis de montrer I'influence de la théorie de Lovelock sur le
mécanisme d’évaporation : aussi bien le terme d’ordre zéro, i.e. constante cosmologique, que
le terme d’ordre deux, i.e. terme de Gauss-Bonnet, laissent une marque claire dans le spectre
d’émission, et donc dans la dynamique d’évaporation. Cette situation, bien que non-observée
actuellement, montre I'importance de ce phénomene en tant qu’expérience de pensée en vue de
tester la cohérence de la théorie de Lovelock. Le calcul des facteurs de corps gris est indispensable
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afin de vérifier que les quatre principes de la thermodynamique des trous noirs restent justes
dans ce nouveau corpus théorique. D’autre part, il a été montré que la détermination exacte des
spectres d’émissions permettait des investigations expérimentales si l’on se place dans le cadre
des modeéles branaires d¢ la Arkani-Hamed, Dimopoulos & Dvali. Il serait en ’occurence possible
de déterminer si le terme de Gauss-Bonnet est présent ou non dans ’action gravitationnelle
en détectant les produits d’évaporation des trous noirs microscopiques éventuellement formés
dans les futurs collisionneurs, d’énergie de collision supérieure au TeV. Une étude préliminaire
sur l’influence de la constante cosmologique a prouvé que la détermination des facteurs de
corps gris s’avere indispensable pour lever certaines dégénérescences entre les parametres fon-
damentaux du modele, e.g. nombre de dimensions et valeur de la constante cosmologique. La
phénoménologie des trous noirs ainsi formés a aussi été abordée d’un point de vue astrophy-
sique pour montrer que la production de micro-trous noirs dans la galaxie ou dans 'univers
primordial n’était pas en contradiction avec les données actuelles.

L’étude des facteurs de corps gris se base sur la dynamique des champs dans une métrique
de fond non-Minkowskienne impliquant des équations différentielles dont la solution n’est pas
connue dans la plupart des cas. J’ai aussi montré qu’il est possible d’obtenir une premiere esti-
mation de la dynamique d’un champ scalaire dans des espaces-temps de type Schwarzschild sans
pour autant faire appel a des calculs numériques. Pour cela, une méthode générique consistant
a approcher la fonction d’onde radiale d’une particule scalaire par sa fonction d’onde WKB a
été développée et certains points ont été considérablement éclaircis en comparaison des études
de types WKB déja existentes. L’utilité d’une telle approximation a aussi été prouvée en ’ap-
pliquant & trois cas d’espace-temps quadri-dimensionnels, statiques et a symétrie spherique : les
espaces Anti-de Sitter ainsi que les trous noirs de Schwarzshild et Schwarzschild-Anti-de Sitter.

Les trous noirs constituent aussi une sonde cosmologique prometteuse car leur formation
dans l'univers primordial renseigne directement sur les inhomognéités de densité aux tres pe-
tites échelles de longueur. A partir des fortes contraintes quant & la production de gravitinos
dans P'univers primordial, j’ai montré qu’il était possible d’améliorer la limite supérieure sur la
fraction d’univers s’effondrant en trous noirs, et ce dans une gamme de masses peu explorée.
Cette limite supérieure s’obtient en tirant parti du processus d’évaporation des trous noirs :
ils émettront, entre autres types de particules, des gravitinos dont la densité est fortement
contrainte, apportant ainsi de nouvelles informations sur le spectre de fluctuations primordiales
a petite échelle. Finalement, dans les modeles cosmologiques, la Matiere Noire joue un role
central bien que sa nature soit jusqu’a présent inconnue. Pour répondre & ce probleme, un can-
didat de type WIMP, qui serait la particule de Kaluza-Klein la plus légere dans les modeles
UED ou bien la particules stabilisée par la symétrie Z3 dans les modeles RS, a vu le jouril y
a quelques années. Parmi les nombreuses voies de détection, directe ou indirecte, d’un tel can-
didat, nous avons pu montrer qu’il serait difficile de contraindre les modeles avec dimensions
supplémentaires via la contribution des produits d’annihilation de LKP aux antiprotons cos-
miques dans le cas de halo de Matiére Noire non-grumeleux. S’il existe une telle sous-structure
dans le halo, les expériences actuelles et a venir peuvent présenter une excellente sensibilité a
ce phénomene dans le cadre des modeles de type RS.
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