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Chapitre 1

Introduction

Qu’est-ce que bien programmer ? Outre le fait d’écrire des programmes compré-
hensibles et exploitables par d’autres personnes, il s’agit avant tout de parvenir a
écrire des programmes sans erreur. Mais comment savoir si un programme n’a pas
d’erreur 7 En le démontrant. Autrement dit, bien programmer nécessite de faire des
mathématiques.

Mais comment savoir si la démonstration que le programme n’a pas d’erreur n’a
elleeméme pas d’erreur ? En écrivant une démonstration qui peut étre vérifiée par
une machine. Autrement dit, bien programmer nécessite de faire des mathématiques
formelles.

C’est a cela que nous nous intéressons dans cette these : définir un systeme formel
dans lequel on puisse programmer et montrer qu'un programme est correct.

Mais il ne faut pas croire que le travail se trouve multiplié par deux : programmer
et démontrer. En fait, d'une démonstration qu'une spécification est correcte, on peut
extraire un programme sans erreur! Cela est di a la terminaison de “I’élimination
des coupures” en logique intuitionniste découverte par G. Gentzen en 1933 [55].

Plus précisément, nous allons considérer une classe particuliere de systemes for-
mels, les systemes de types. Nous allons étudier les propriétés des systemes de types
lorsqu’on y ajoute des définitions par récriture. La récriture est un paradigme de
calcul simple et général a base de regles telles que x + 0 — x, c’est-a-dire, si j’ai une
expression de la forme x + 0, alors je peux la simplifier en z.

Mais pour qu’un tel systeme serve a prouver la correction de programmes, il
faut s’assurer que lui-méme est correct, c’est-a-dire, qu’on ne puisse pas y montrer
n’importe quoi. C’est pourquoi nous allons donner des conditions sur les définitions
et montrer que ces conditions assurent la correction du systeme.

Avant cela, revenons un peu en arriére et voyons comment sont apparus les
systemes de types, quels résultats ont déja été obtenus et quelles sont nos contribu-
tions (résumées dans le Sous-chapitre [1.4)).
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1.1 Historique

Ce sous-chapitre n’a pas la prétention de fournir un apercu historique absolument
rigoureux. Nous souhaitons seulement rappeler les concepts de base sur lesquels
repose notre travail (types, A-calcul, etc.) et montrer comment celui-ci s’inscrit dans
la continuation de travaux visant a introduire toujours plus de calcul dans la logique
ou, dualement, a introduire toujours plus de logique dans la programmation. Nous
prendrons donc certaines libertés avec le formalisme utilisé.

Le lecteur rompu a ces notions (en particulier le Calcul des Constructions et
le Calcul des Constructions Inductives) peut aller directement au Sous-chapitre
suivant ol nous présentons nos motivations pour I'ajout dans le Calcul des Construc-
tions de récriture aussi bien au niveau des objets qu’au niveau des prédicats.

La Théorie des ensembles

Un des premiers systemes formels qui permettent de décrire ’ensemble des
mathématiques est la théorie des ensembles de E. Zermelo (1908) étendue plus tard
par A. Fraenkel (1922). Il a été suivi par la théorie des types de A. Whitehead et
B. Russell (1911) [I19], aussi appelée logique d’ordre supérieur. Ces deux systémes
formels ont été introduits pour répondre a l'incohérence de la théorie des ensembles

de G. Cantor (1878).

En logique du premier ordre, dans laquelle est généralement exprimée la théorie
des ensembles de E. Zermelo et A. Fraenkel, les objets du discours sont définis a
partir de constantes et de symboles de fonctions (0,4, ...). Ensuite, des symboles
de prédicats (€, ...), les connecteurs logiques (V,A,=, ...) et les quantificateurs
universels et existentiels (V, 3) permettent d’exprimer des propositions sur ces objets.

Un des axiomes de la théorie des ensembles de G. Cantor est I'axiome de compré-
hension qui dit que toute proposition définit un ensemble :

(3z)(Vy) y € z & P(y)

A partir de cet axiome, on peut exprimer le paradoxe de Russell (1902). En
prenant P(z) = x ¢ x, on peut définir 'ensemble R des = qui n’appartiennent pas
a eux-mémes. Alors, R € R < R ¢ R et on peut déduire que toute proposition est
vraie. Pour remédier a ce probleme, E. Zermelo a proposé de restreindre I’axiome
de compréhension de la maniere suivante :

(V2)3x)Vy) y ez < y € 2z A P(y)

c’est-a-dire que, désormais, on ne pourra définir par compréhension que des sous-
ensembles d’ensembles précédemment définis.
La Théorie des types

En théorie des types, 'idée n’est pas de restreindre ’axiome de compréhension
mais d’interdire des expressions comme x ¢ x ou x € x, en restreignant I’application
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d’un prédicat a un objet. Pour cela, on associe a chaque symbole de fonction et a
chaque symbole de prédicat (sauf le symbole d’appartenance) un type de la maniere
suivante :

— a une constante, on associe le type ¢,
— a une fonction prenant un argument, on associe le type ¢ — ¢,
— a une fonction prenant deux arguments, on associe le type ¢t — ¢ — ¢,

— a une proposition, on associe le type o,
— a un prédicat prenant un argument, on associe le type ¢ — o,
— a un prédicat prenant deux arguments, on associe le type ¢ — ¢ — o,

Alors, on peut appliquer une fonction f prenant n arguments a des objets
t1,...,t, sile type de f est ¢+ — ... — ¢+ — ¢ et chacun des t; est de type ¢. Et
on peut écrire que des objets t1,...,t, vérifient un prédicat P a n arguments si le
type de P est 1 — ... — ¢ — o et chacun des t; est de type ¢.

Enfin, on considére qu'un ensemble n’est plus un objet (une expression de type
t) mais un prédicat (une expression de type ¢ — 0). Et, pour représenter = € E,
qui signifie que x vérifie E, on écrira Ez (application de E a x). Ainsi, on vérifie
aisément qu’il n’est pas possible d’exprimer le paradoxe de Russell : on ne peut pas
écrire xx pour représenter x € x car il faudrait que z soit a la fois de type ¢ — o0 et
de type ¢. Par la suite, on écrira t : 7 pour signifier que t est de type 7.

Maintenant, pour représenter les entiers naturels, il y a plusieurs possibilités.
Mais il est toujours nécessaire de poser un axiome d’infinité pour ¢ et de pouvoir
exprimer l’ensemble des entiers naturels comme le plus petit ensemble contenant
zéro et stable par incrémentation. Pour cela, il faut pouvoir quantifier sur des en-
sembles, c’est-a-dire sur des expressions de type ¢ — o et non plus seulement sur des
expressions de type ¢.

C’est 1a que le terme de logique d’ordre supérieur prend tout son sens. Désormais,
on ne va plus se restreindre aux expressions d’objets et de prédicats décrites précé-
demment, on va considérer ’ensemble des expressions que l'on peut former par
application en respectant les types, quels que soient ceux-ci :

— On définit I'’ensemble des types simples comme le plus petit ensemble T contenant
t, o et ¢ — 7 des lors que o et T appartiennent a T

— On définit I"’ensemble des termes de type T comme le plus petit ensemble contenant
les constantes de type 7 et les applications tu des lors que ¢ est un terme de type
o — 7 et u un terme de type o.

Enfin, on introduit une notation explicite pour désigner les fonctions et les en-
sembles, la A-abstraction, et on inclut dans les constantes les connecteurs et quan-
tificateurs en leur assignant les types suivants : V: 0 — 0 — 0o, A : 0 = 0 — o,
V. : (t — 0) — o, ...Par exemple, si ¢ désigne I'ensemble des entiers natu-
rels, on peut désigner le prédicat “est pair” (de type ¢ — o) par l'expression
pair = Az : 0.3, (Ay :e.x = 2 X y) qu'on abrégera par Az : .3y :tx = 2 x y. Le
langage des termes ainsi obtenu s’appelle le A-calcul simplement typé, noté A~.
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Mais que dire de pair?2 et Jy:1.2 = 2 x y? La seconde expression s’obtient en
substituant x par 2 dans le corps de pair. Cette opération de substitution s’appelle
la B-réduction. De maniere générale, Ax:7.t appliqué a u se S-réduit en le terme ¢t
ol z est substitué par u : Az:7.t u =g t{z — u}.

Il est assez naturel de considérer ces deux expressions comme dénotant la méme
proposition. C’est pourquoi on rajoute 1’aziome de conversion suivant :

P&(@ si P—=g@
On aboutit alors a la théorie des types de A. Church (1940) [28].

Dans une telle théorie, il est possible de quantifier sur I'univers des propositions
lui-méme : VP : 0.P = P. Autrement dit, une proposition peut étre définie en
quantifiant sur ’ensemble des propositions, y compris elle-méme. Si on autorise de
telles quantifications, on dit que la théorie est imprédicative, sinon on dit qu’elle est
prédicative .

Les mathématiques comme langage de programmation

La B-réduction correspond au processus d’évaluation d’une fonction. Lorsqu’on
a une fonction f définie par une expression f(x) et qu’'on veut sa valeur en 5 par
exemple, on va substituer z par 5 dans f(z) et simplifier 'expression obtenue jusqu’a
obtenir la valeur de f(5).

On peut alors se demander quelles fonctions on peut ainsi définir dans la théorie
des types de A. Church. En fait, bien peu. Sur les entiers de Peano (i.e. en pre-
nant 0 : ¢ pour zéro et s : ¢ — ¢ pour la fonction successeur), on ne peut exprimer
que des fonctions constantes et des fonctions qui ajoutent une constante a 'un de
leurs arguments. Sur les entiers de A. Church, ou n est représenté par le terme
Ax it Af:o — o.f ... fx avec n occurrences de f, H. Schwichtenberg [105] montra
qu’on ne peut exprimer que des polynomes étendus (plus petit ensemble de fonctions
clos par composition et contenant la fonction nulle, la fonction successeur, les pro-
jections, l’addition, la multiplication, la fonction caractéristique de {0} et la fonction
caractéristique de N\ {0}).

Bien sur, il est possible de montrer 'existence de nombreuses fonctions, ¢’est-a-
dire de prouver une proposition de la forme (Vz)(3y) Pzy ou le prédicat P représente
le graphe de la fonction. Dans la théorie des types intuitionniste par exemple (i.e.
sans I’axiome du tiers-exclu PV —P), il est possible de montrer I'existence de toutes
les fonctions primitives récursives. Mais on ne dispose pas de terme f : ¢ — ¢ qui
nous permette de calculer les puissances de 2 par exemple, c’est-a-dire, tel que
fn—)g ... 78 2™,

La représentation des démonstrations

G. Frege et D. Hilbert ont proposé de représenter une démonstration d’une
proposition ) comme une suite P, ..., P, de propositions telles que P, = Q et,
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pour chaque i, soit P; est un axiome, soit P, est une conséquence des proposi-
tions précédentes par modus ponens (de P et P = @ on peut déduire @) ou par
généralisation (de P(x) avec x quelconque on peut déduire (Vx)P(z)). Cependant,
pour faire de telles démonstrations, il est nécessaire de considérer de nombreux
axiomes, indépendants de toute théorie, qui expriment le sens des connecteurs lo-
giques.

Plus tard, en 1933, G. Gentzen [55] a proposé un nouveau systeme de déduction
ou les axiomes logiques sont remplacés par des regles d’introduction et d’élimination
des connecteurs et quantificateurs :

(axiome) 711?1% TP
'P I'HQ 'FPAQ I'FPAQ
K - - = dlim1) — % élim2) -~ ¥
(A-intro) TFPAQ (A-élim1) TP (A-élim2) TFQ

o DPEQ o [FP=Q THP

(i-ln I'O) m (:>-e lm) FI—Q
T+ P(t) - (@x)P T,PFQ

F-intro) —————— 3-élim)[!
(Fntro) T 5550 (euml TFQ

ou I' est un ensemble de propositions (les hypotheses). Un couple I' - @ formé d’un
ensemble de propositions I' et d’une proposition @ s’appelle un séquent. Alors, une
démonstration d’'un séquent I' - ) est un arbre dont la racine est I' F @), les noeuds
sont des instances des regles de déduction et les feuilles sont des applications de la
regle (axiome).

L’élimination des coupures

G. Gentzen a remarqué que certaines démonstrations peuvent étre simplifiées.
Par exemple, cette démonstration de @ :

I,PFQ

——— (=-intro)

I'FP=Q kP
'@

(=-élim)

fait un détour qui peut étre éliminé. Il suffit de remplacer dans la preuve de I', P -
Q les feuilles (axiome) donnant I', P,T” + P par la preuve de I' - P ou T est
remplacé par I', I”. En fait, & tout endroit ol il y a une coupure, c’est-a-dire une regle
d’introduction suivie d’une regle d’élimination du méme connecteur, il est possible
de simplifier la démonstration. Il montra alors le résultat remarquable suivant : le
processus d’élimination des coupures termine.

Ainsi, toute proposition démontrable admet une démonstration sans coupure.
Or, en logique intuitionniste, toute preuve sans coupure d’une proposition (3x)P(x)
doit nécessairement se terminer par une regle d’introduction dont la prémisse est
de la forme P(t). Donc, le processus d’élimination des coupures fournit le témoin ¢

1. z ne doit apparaitre ni dans I" ni dans Q.
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de la proposition d’existence. Autrement dit, toute fonction dont on peut prouver
I'existence est calculable.

Si on peut exprimer les démonstrations elles-mémes comme des objets de la
théorie, il devient alors possible d’exprimer bien plus de fonctions que celles permises
par le A-calcul simplement typé.

L’isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard

En 1958, Curry [38] a remarqué qu’aux types du A-calcul simplement typé on
peut faire correspondre les propositions formées a partir de I'implication seulement
(il identifie — et =) et qu’a un terme de type 7 on peut faire correspondre une
preuve de la proposition correspondant & 7. Autrement dit, le A-calcul simplement
typé permet de représenter les preuves de la logique propositionnelle minimale. Pour
cela, a chaque proposition P on associe une variable particuliere xp de type P. Alors,
on définit le Ad-terme associé a une preuve par récurrence sur la taille de la preuve :

— une preuve de I' = P obtenue par (axiome) est représentée par la variable zp ;

— une preuve de I' = P = @ obtenue par (=-intro) a partir d'une preuve 7 de
I', P F @ est représentée par le terme Axp: P.t ou t représente 7 ;

— une preuve de I' F @ obtenue par (=-élim) & partir d’'une preuve r de I' - P = Q
et d’une preuve 7’ de I' = P est représentée par le terme tu ol ¢t représente 7 et
u représente 7.

L’ensemble de A-termes ainsi obtenus peut étre défini directement de la maniere
suivante. On appelle environnement un ensemble I' de couples x : P formés d’une
variable x et d'un type P (représentant une proposition). Alors, un terme t est de
type P (une preuve de P) dans l'environnement I' si I' - ¢ : T peut étre déduit des
regles d’inférence suivantes :

(axdome) =B P
z:PFHt:Q

(:>—1nt1‘0) F'FXe:Pt:P=Q

't:P=Q TI'ktu:P
F'Fitu:Q

(=-¢lim)

En 1965, W. W. Tait [110] a remarqué que la S-réduction correspond & 1’élimina-
tion des coupures. En effet, si on annote ’exemple de coupure donné précédemment,
on obtient :

z:PFHt:Q
(=-intro)
I'EAXz:Pt:P=Q 'Fu:P
I'FXx:Ptu:q@

(=-€élim)
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Si on f-réduit Az: P.t u en t{x — u}, on obtient exactement le terme corres-
pondant a la preuve sans coupure de I' - (). Ainsi, I'existence d’une preuve sans
coupure correspond & la normalisation faible de la B-réduction, c’est-a-dire, a 1’exis-
tence, pour tout A-terme typable ¢, d’une séquence de S-réductions aboutissant a un
terme f-irréductible (on dit encore en forme normale). C’est pourquoi la normali-
sation occupe une place si importante dans I’étude des systemes de types.

En 1968, N. de Bruijn [39] a proposé un systeme de types dépendants étendant
le A-calcul simplement typé et dans lequel il est possible d’exprimer les propositions
et les preuves de toute la logique intuitionniste du premier ordre. Ce systeme a
été a la base d’un des tous premiers programmes informatiques de démonstration
formelle : AUTOMATH. Un type dépendant est tout simplement une fonction qui, a
un objet, associe une expression de type. Il permet de représenter les prédicats et les
quantifications sur des objets. En 1969, W. A. Howard [67] a considéré un systéme
similaire mais sans le considérer comme un systeme logique a part entiere.

Dans un systeme avec types dépendants, la bonne formation des types dépend
de la bonne formation des termes. Il est donc nécessaire de considérer des envi-
ronnements avec des variables de types et de rajouter des regles assurant la bonne
formation des types et des environnements ('ordre des variables y étant désormais
important). Enfin, il est nécessaire de rajouter une regle de conversion qui permette
d’identifier les propositions S-équivalentes. On aboutit alors & un ensemble de regles
de typage semblables & celles de la Figure (il s’agit la d’une présentation moderne
qui n’émergera qu’a la fin des années 80).

Dans ce systeme, x est le type des propositions et des ensembles du discours
(entiers naturels, etc.) et O celui des types de prédicat (dont fait partie x). Par
exemple, ’ensemble des entiers naturels nat a le type %, le prédicat pair a le type
(n : nat)x qu’on abrége par nat — * car n n’apparait pas dans x (produit non
dépendant) et nat — x a le type O. Partant de la régle (ax), les regles (var) et
(weak) permettent de construire des environnements bien formés. La régle (prod-
A7) permet de former des propositions et la regle (prod-AP) des types de prédicats.
Dans le cas d’une proposition, si le produit n’est pas dépendant (z n’apparait pas
dans U), il s’agit d’une implication ; sinon il s’agit d’une quantification. Autrement
dit, en I'absence de la regle (prod-AP), on retrouve le A-calcul simplement typé. La
reégle (abs) permet de former une fonction (si s = %) ou un prédicat (si s = O). Enfin,
la regle (app) permet l'application d’une fonction ou d’un prédicat a son argument.
Autrement dit, les regles (abs) et (app) généralisent les régles (=-intro) et (=-élim)
du A-calcul simplement typé.

Du point de vue de la programmation, les types dépendants permettent d’ac-
croitre I'information sur les données et donc de réduire les erreurs. Par exemple, on
peut définir le type (list n) des listes d’entiers de longueur n en déclarant list : nat —
*. Alors, la liste vide nil a le type (list 0) et la fonction cons qui ajoute un entier x
en téte d’une liste £ de longueur n a le type nat — (n:nat)(list n) — (list (s n)).
On peut ainsi chercher a vérifier si une liste ne dépasse pas une certaine longueur
(dépassement d’indice dans un tableau).
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centering

FIGURE 1.1 — Regles de typage de AP

Fx:0

THT:se{x0}

(var) T,o:Thka:T
. FHt:T THU:se{x0}
(weak) Iz:URt:T
'-T:% Tax:TkHU:*
(prod-A~) 'k (z:T)U : %
AP I'tT:x yz:THU:O
(prod-AP) 'k (z:T)U : O
Fe:Tkuw:U Tk (x:T)U :se{*0}
(abs)
FFXe:T.ou: (x:T)U
FFt:(z:U)V TI'ku:U
(app) :
I'Ftu: V{zr— u}
'Et:T T<—>Z,T/ =T : %
(conv)

'kt T

Les définitions inductives

En logique d’ordre supérieur, le principe de récurrence associé aux entiers na-
turels ne peut étre démontré qu’a partir d’'une définition imprédicative de ceux-ci.
Autrement dit, si on souhaite rester dans un cadre prédicatif, il est nécessaire de
poser le principe de récurrence comme un axiome.

C’est pourquoi, en 1971, P. Martin-Lof [83] a étendu le calcul de N. de Bruijn
en y incluant des expressions pour représenter des types inductifs et leurs principes
de récurrence associés. Par exemple, le type des entiers naturels est représenté par
le symbole nat : x, zéro par 0 : nat, la fonction successeur par s : nat — nat et une
preuve par récurrence d’un prédicat P : nat — o par rec”’ : PO — (Vn:nat.Pn —
Ps(n)) — ¥n : nat.Pn. Dans la régle de conversion (conv), a la f-réduction, P.
Martin-Lof ajoute la ¢-réduction qui correspond aux coupures de récurrence :

DRt:T Tb T THT :«
THt:T

(conv)

Dans le cas de nat, ces régles qui définissent la ¢-réduction sont celles du systeme
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T de K. Godel [63] :

T60P<p0,ps,0) —. Do

P(p07p875(n)) —, Ps N ’I”GCP(

rec D0y Dss M)

ou pg est une preuve de PO et ps une preuve de Vn:nat.Pn — Ps(n). A partir de
ces regles, en prenant P = Ax:nat.nat, il est possible de définir des fonctions sur les
entiers naturels comme par exemple ’addition ou la multiplication :

(

x+y rec’ (y, Au.Av.s(v), x)
rxy = recl (0, \u v +y, )

Pour s’en convaincre, posons f = Au.Av.s(v) et montrons que 2 + 2 se récrit en
4:2+42=rec(2,f,2) =, f27rec(2, f,1) =5 s(rec(2, f,1)) =, s(f2 rec(2, f,0)) =3
s(s(rec(2, f,0))) —. s(s(2)) = 4.

En fait, dans cette théorie, il est possible d’exprimer par un terme toute fonc-
tion dont 'existence est prouvable en arithmétique intuitionniste d’ordre supérieur
prédicative (et ces fonctions sont également celles qui sont exprimables dans le
systeme T de K. Godel).

Le polymorphisme

Le probleme de I’élimination des coupures en arithmétique intuitionniste d’ordre
supérieur imprédicative a été résolu par J.-Y. Girard [6I] en 1971. Pour cela, il
a introduit un systéme de types polymorphes Fw (J. Reynolds [103] a introduit
indépendamment un systéme similaire restreint aux quantifications du second ordre).
Un type polymorphe est une fonction qui, & un type, associe une expression de type.
Et pour représenter les preuves des propositions imprédicatives, il faut également que
les termes eux-mémes soient polymorphes, c’est-a-dire qu’ils puissent étre appliqués
a des expressions de types. Formellement, pour les quantifications de second ordre
(i.e. sur les propositions), cela se traduit par le remplacement dans les regles de la
Figure de la regle (prod-AP) par la regle :

r-r7:0 I''e:THU:*%

(prod-F) TF (z:T)U : %

qui permet par exemple de former le type (P:%*)P — P qui correspond a la propo-
sition VP : 0.P = P en logique d’ordre supérieur. Pour les quantifications d’ordre
supérieur, il faut rajouter la regle :

'=7T:0 INa:THU:O
'k (x:T)U : O

(prod-Fw)

qui permet la formation de types de prédicats comme par exemple x — % qui cor-
respond a 0 = o en logique d’ordre supérieur.

Dans ce systeme, il est donc possible d’exprimer toute fonction dont ’existence
est prouvable en arithmétique intuitionniste d’ordre supérieur imprédicative.
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Par ailleurs, du point de vue de la programmation, le polymorphisme permet
de formaliser les algorithmes génériques par rapport a des types de données. Par
exemple, pour tout type A, on peut parler du type (list A) des listes d’éléments de
type A en déclarant list : x — *.

En 1984, T. Coquand et G. Huet [34] ont alors défini et étudié un systeme,
le Calcul des Constructions (CC), qui fait la synthese entre le systeme de N. de
Bruijn et celui de J.-Y. Girard (il contient toutes les regles de formation du produit
précédentes) et dans lequel il est possible d’exprimer 1’ensemble de la théorie des
types (mais il ne permet pas d’exprimer plus de fonctions que Fw). Ce systéme a
servi de base au programme de spécification et de démonstration formelle Coq [52].

Les Systémes de Types Purs (PTS)

A la fin des années 80, H. Barendregt [9] a remarqué que beaucoup des systémes
de types introduits dans les dernieres décennies (A7, AP, F, Fw, CC, etc.) se dis-
tinguent seulement par les regles de formation du produit qui y sont autorisées. C’est
cela qui a conduit a la présentation des regles de typage que nous avons adoptées.
En considérant la regle de typage générale suivante paramétrée par deux sortes
s1,82 € {x,0} :

I'ET:s;y Tx:THU: s
' (x:T)U : s9

(81732)

il est possible d’avoir 4 regles différentes ((*,) correspondant & (prod-A—), (*,0)

a (prod-AP), (O,%) & (prod-F), et (O,0) a (prod-Fw)) et donc de former, a partir

de (%,%), 8 systemes différents que 1’on peut organiser en un cube dont chaque

direction correspond a la présence ou non de types dépendants (regle (x,0)), de

types polymorphes (régle (O,%)) ou de constructeurs de type (regle (O,0)) (voir

Figure .

— A7 désigne le A-calcul simplement typé de A. Church [2§],

— LF (Logical Framework) désigne le systeme de R. Harper, F. Honsell et G. Plotkin
[66],

— AP désigne le systeme AUTOMATH de N. de Bruijn [39],

— F et Fw désignent respectivement le A-calcul polymorphe du second ordre et
d’ordre supérieur de J.-Y. Girard [62],

— CC désigne le Calcul des Constructions de T. Coquand et G. Huet [35].

Cela va conduire S. Berardi [I§] et J. Terlouw [112] & une étude plus systématique
des systemes de types en fonction des types exprimables, jusqu’a la définition par
H. Geuvers et M.-J. Nederhof des Systémes de Types Purs (PTS) [57] qui sont des
systemes de types paramétrés par :

— un ensemble de sortes S représentant les différents univers du discours ({x, O}
dans le Cube),

— un ensemble d’aziomes A C S2 représentant comment ces univers sont inclus les
uns dans les autres ({(x,0)} dans le Cube) et la regle :
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FIGURE 1.2 — Cube de Barendregt
Fw CcC

(O, %) types| polymorphes
F

(O0,0) constriicteurs d¢ types

A~ LF, AP
(%, %) types simples (%, 0) types dépendants

(ax) ((s1,82) € A)

Fs1: 89
— un ensemble de régles de formation du produit B C S? représentant les quantifi-

cations possibles ({(*,*, %), (x,0,0), (O, %,x), (0,0,0)} dans le Cube) et la regle :

I'ET:s1 Tx:THU: s
'k (x:T)U : s3

(prod) ((s1,52,53) € B)

Le Calcul des Constructions Inductives (CIC)

On a vu que le Calcul des Constructions est un systeme tres puissant dans
lequel il est possible d’exprimer beaucoup de fonctions. Cependant, ces fonctions ne
peuvent pas toujours étre définies de la maniere que 'on veut. Par exemple, il ne
semble pas possible d’y programmer la fonction prédécesseur sur les entiers naturels
de fagon & ce que son évaluation se fasse toujours en temps constant [62]. Ce n’est
pas le cas dans le systeme de P. Martin-Lof ou les entiers naturels et leur principe
de récurrence sont des objets & part entiére du systeme alors que, dans le Calcul des
Constructions, ils sont définis de maniere imprédicative.

C’est pourquoi, en 1988, T. Coquand et C. Paulin ont proposé le Calcul des
Constructions Inductives (CIC) [36] qui fait la synthese entre le Calcul des Construc-
tions et la théorie des types de P. Martin-Lof et permet ainsi de programmer plus
efficacement. En 1994, B. Werner [118] a montré la terminaison de ’élimination des
coupures dans ce systeme. (En 1993, T. Altenkirch [2] a également montré cette
propriété mais pour une présentation du calcul avec jugements d’égalité.)

Mais, méme dans ce systeme, certains algorithmes ne sont toujours pas ex-
primables. L. Colson [29] a montré par exemple que, si on utilise une stratégie
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d’évaluation d’appel par valeur (réduction des arguments d’abord), la fonction mi-
nimum de deux entiers naturels ne peut pas étre implémentée par un programme
dont le temps d’évaluation est proportionnel au minimum des deux entiers.

1.2 Motivations

Nous avons dit au tout début que la récriture est un paradigme de calcul simple
et général basé sur la donnée de regles de récriture. Cette notion est bien sur tres
ancienne mais elle a vraiment commencé a étre étudiée dans les années 70 a partir
des travaux de D. Knuth et D. Bendix [17]. Ces derniers ont étudiés la récriture pour
déterminer si, dans une théorie équationnelle donnée, une équation est valide ou non.
Ensuite, la récriture a été rapidement utilisée comme paradigme de programmation
[96, 65], 53, 69], O0] puisque toute fonction semi-calculable peut étre définie par des
regles de récriture.

Voyons 'exemple des opérations arithmétiques sur les entiers naturels définis a
partir de 0 pour zéro et s pour la fonction successeur :

O+z — =z
s(x)+y — s(z+vy)

Oxzxz — 0
s(z)xy — (zxy)+y

Ces regles définissent completement ’addition et la multiplication : partant de
deux entiers quelconques p et ¢ (exprimés & partir de 0 et s), p+q et px ¢ se récrivent
en un nombre fini d’étapes en un terme qui ne peut plus se récrire, c’est-a-dire en
un entier représentant la valeur de p 4+ ¢ et p X ¢ respectivement.

Récriture d’ordre supérieur

On peut également envisager des définitions par récriture qui utilisent des pa-
rametres de fonctions ou des abstractions : c’est la récriture dite d’ordre supérieur
par opposition a la récriture du premier ordre qui n’utilise pas de parametres fonc-
tionnels ou d’abstractions. Par exemple, la fonction map qui & une fonction f et une
liste d’entiers (aq,...,ay) associe la liste (f(a1),..., f(a,)) peut étre définie par les
regles suivantes :

map(f,nil) — nil
map(f,cons(xz,l)) — cons(fz,map(f,¥))

ou nil est la liste vide et cons la fonction qui ajoute un élément a la téte d’une liste.
Ainsi, les regles qui définissent les récurseurs des types inductifs (la ¢-réduction)
sont un cas particulier de récriture d’ordre supérieur.

Définitions plus faciles

On peut voir que de telles définitions sont bien plus naturelles et faciles a écrire
que celles a base de récurseurs de la théorie des types de P. Martin-Lof ou du Calcul
des Constructions Inductives. Par exemple, la définition de la fonction < sur les
entiers naturels nécessite deux niveaux de récursion :
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Az.rec(x, \y.true, \nzy.rec(y, false, \n'2’.zn’ y))

tandis que la définition par récriture est :

0<y — true
s(x) <0 — false
s(z) <s(y) — =<y

Définitions plus efficaces

D’un point de vue calculatoire, les définitions par récriture peuvent étre rendues
plus efficaces en ajoutant des regles. Par exemple, avec une définition par récurrence
sur son premier argument, n + 0 nécessite n + 1 étapes de calcul. En ajoutant la
regle n + 0 — n, cela ne prend plus qu’une étape.

Cependant, il peut devenir plus difficile de s’assurer que, pour toute séquence
d’arguments, la définition conduit toujours, en un nombre fini d’étapes (propriété de
normalisation forte), & un résultat unique (propriété de confluence), qu’on appelle
la forme normale de I'expression de départ.

Types quotients

Jusqu’a maintenant nous avons toujours parlé des entiers naturels mais jamais
des entiers relatifs qui, pourtant, occupent une place tout aussi importante. Une
maniere de représenter les entiers relatifs est d’ajouter aux cotés de 0 et s une
fonction prédécesseur p. Ainsi, p(p(0)) représente —2. Malheureusement, dans ce
cas, un nombre peut avoir plusieurs représentations : p(s(0)) ou s(p(0)) représentent
tous les deux 0. En fait, les entiers relatifs sont les classes d’équivalences modulo les
équations p(s(x)) = x et s(p(x)) = x.

Cependant, il est possible d’orienter ces équations en un systeme de récriture
confluent et fortement normalisant : p(s(z)) — = et s(p(z)) — =z, chaque nombre
ayant ainsi une forme normale unique. On voit donc que la récriture nous permet de
modéliser des types quotients de maniere interne sans avoir recours a des extensions
supplémentaires [13].

Plus de termes typables

L’introduction de récriture dans un systeme de types dépendants peut permettre
de typer davantage de termes, donc de formaliser davantage de propositions. Dans
le Calcul des Constructions Inductives, considérons le type listn : nat — x des listes
d’entiers naturels de longueur n avec les constructeurs niln : listn(0) pour la liste
vide et cons : nat — (n: nat)listn(n) — listn(s(n)) pour ajouter un élément en
téte d’'une liste. Soit alors la fonction appn : (n:nat)listn(n) — (n':nat)listn(n’) —
listn(n +n') de concaténation de deux listes. Tout comme + a été défini & I'aide du
récurseur associé a nat (par récurrence sur son premier argument), appn peut étre
défini a I’aide du récurseur associé a listn (par récurrence sur son premier argument).
Mais alors les propositions suivantes ne sont pas typables alors qu’elles sont a priori
tout a fait acceptables :

appn(n, £,0,¢") 14
appn(n +n',appn(n, 6,0’ 0),n" ") = appn(n,f,n' +n" appn(n’, 0',n" "))



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans la premiere régle, le membre gauche est de type listn(n + 0) et le membre
droit de type listn(n). On peut montrer par récurrence que n + 0 est égal & n mais
n + 0 n’est pas Pi-convertible a n car + a été défini par récurrence sur son premier
argument. On ne peut donc pas appliquer la régle de conversion (conv) pour typer
I’égalité.

Dans la seconde régle, le membre gauche est de type listn((n +n’) +n”) et le
membre droit de type listn(n+ (n’+n")). De méme, bien qu’on puisse montrer que
(n+n') +n” soit égal a n + (n’ +n'") (associativité de +), ces deux termes ne sont
pas Se-convertibles. On ne peut donc pas appliquer la régle de conversion pour typer
I’égalité.

Cela nous montre les limitations des définitions & ’aide de récurseurs. L’utili-
sation de la récriture, et en particulier de la récriture associative et commutative,
c’est-a-dire en remplagant dans la régle de conversion (conv) la (-réduction par une
relation de réduction —x engendrée par un ensemble R a priori quelconque de
regles de récriture définies par 1'utilisateur :

I'¢t:T THERT’ THT : %
'kt T ’

(conv)
les égalités précédentes deviennent typables.

Preuves équationnelles automatiques

Une autre motivation pour vouloir introduire de la récriture dans les systémes de
types est que cela facilite considérablement les preuves équationnelles, ce pourquoi a
ét¢é introduite la récriture. En effet, dans le cas d’un systeme confluent et fortement
normalisant, pour vérifier que deux termes sont égaux, il suffit de vérifier qu’ils ont
la méme forme normale.

De plus, dans la mesure ou 'égalité de deux termes est décidable, il n’est pas
nécessaire de garder la trace des étapes de récriture qui ont mené a ’égalité puisqu’on
peut refaire le calcul a volonté. Cela permet de réduire la taille des preuves et donc
de pouvoir traiter des preuves de tailles plus importantes.

Intégration de procédures de décision

On peut également imaginer définir des prédicats par récriture ou avoir des regles
de simplification sur les propositions, généralisant ainsi les définitions par élimination
forte du Calcul des Constructions Inductives [99]. Par exemple, on peut envisager
I’ensemble de regles de la Figure [68] ot xor (“ou” exclusif) et A sont considérés
comme des symboles commutatifs et associatifs, et ou L représente la proposition
toujours fausse et T la proposition toujours vraie (en considérant une constante [
de type T).

J. Hsiang [68] a montré que ce systéme est confluent et fortement normalisant,
et qu'une proposition P est une tautologie (i.e. est toujours vraie) si P se réduit
sur T. Cet ensemble de regles constitue donc une procédure de décision pour les
tautologies propositionnelles classiques.

Ainsi, la récriture (au niveau type) permet la formalisation et I'intégration de
procédures de décision. En effet, du fait de la régle de conversion (conv), si P est une
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FI1GURE 1.3 — Procédure de décision pour les tautologies propositionnelles classiques

Pxorl — P

PxorP — L -P — PxorT

PAT — P Pv@ — (PAQ)xorPxor@Q

PAL — | P=@Q — (PAQ)xorPxorT

PAP — P P& Q@ — (Pxor@)xorT
PA(QxorR) — (PAQ)xor(PAR)

tautologie alors I, la preuve canonique de T, en est une preuve. Autrement dit, si la
relation de typage est décidable, pour savoir si une proposition P est une tautologie,
il suffit de proposer I comme preuve au programme de vérification.

Enfin, on peut également envisager des regles de simplification de 1’égalité sur

les entiers naturels comme celles de la Figure [1.4] ol + et X sont associatifs et
commutatifs, et = est commutatif.

FIGURE 1.4 — Regles de simplification de I’égalité sur les entiers naturels

z+0 = = r=z — T
z+s(y) — s(z+y) s(x) =s(y) = z=y
xx0 — 0 s(zx)=0 — L
rxs(y) — (zxy)+ax r+y=0 —- 2=0Ay=0
rX(y+2) = (zxy)+(vx2) rxy=0 = z=0Vy=0

1.3 Travaux antérieurs

Les premiers travaux sur la combinaison A-calcul typé et récriture (du premier
ordre) sont dis a V. Breazu-Tannen en 1988 [23] qui a montré que la combinaison
du A-calcul simplement typé avec de la récriture du premier ordre est confluente
si la récriture est confluente. En 1989, V. Breazu-Tannen et J. Gallier [24], et M.
Okada [97] indépendamment, ont montré que la normalisation forte également est
préservée. Ces résultats ont été étendus par D. Dougherty [44] & tout ensemble
“stable” de A-termes non typés.

En 1991, J.-P. Jouannaud et M. Okada [72] ont étendu le résultat de V. Breazu-
Tannen et J. Gallier a la récriture d’ordre supérieur sous la condition que les regles
d’ordre supérieur vérifient le Schéma Général, une généralisation du schéma de
récursion primitive. Avec de la récriture d’ordre supérieur, la normalisation forte
devient plus difficile & montrer car, dans ce cas, il y a interaction entre récriture et
B-réduction, ce qui n’est pas le cas avec de la récriture du premier ordre.

En 1993, M. Ferndndez [51] a étendu la méthode de J.-P. Jouannaud et M.
Okada au Calcul des Constructions en se restreignant a de la récriture au niveau
objet et a des symboles de fonction simplement typés. Les méthodes utilisées pour
la récriture du premier ordre et les systémes de types non dépendants [24, [44] ne
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peuvent pas s’appliquer car, dans ce cas-la, la récriture n’est pas seulement une
addition syntaxique : en étant rajouté a la g-réduction dans la régle de conversion
(conv), la récriture est une composante a part entiere du typage ; en particulier, elle
permet de typer davantage de termes.

D’autres méthodes pour montrer la normalisation forte des systemes de récriture
d’ordre supérieur ont également vu le jour. En 1996, J. van de Pol [115] a étendu
a lordre supérieur l'utilisation d’interprétations strictement décroissantes sur un
domaine bien ordonné. Et, en 1999, J.-P. Jouannaud et A. Rubio [74] ont étendu
a lordre supérieur la méthode RPO (Recursive Path Ordering) [100, 41I]. Cette
méthode (HORPO) est plus puissante que le Schéma Général puisqu’elle consiste &
définir un ordre sur les termes de maniére récursive.

Dans tous ces travaux, mémes ceux concernant le Calcul des Constructions, les
symboles de fonction sont toujours simplement typés. C’est T. Coquand [31] en 1992
qui a initié I’étude de la récriture avec des symboles dépendants et polymorphes. Il a
étudié la complétude des définitions par récriture en présence de types dépendants.
Pour la normalisation forte, il a proposé un schéma plus général que celui de J.-P.
Jouannaud et M. Okada, car permettant des définitions par récursion sur des types
inductifs strictement positifs [36]), sans que toutefois ce schéma implique la normali-
sation. En 1996, E. Giménez [60] a défini une restriction de ce schéma pour laquelle il
a montré la normalisation forte. En 1999, J.-P. Jouannaud, M. Okada et moi-méme
[22] 2] avons étendu le Schéma Général afin de traiter les types strictement positifs
mais en conservant des symboles simplement typés. Enfin, en 2000, D. Walukiewicz
[117] a étendu au Calcul des Constructions le HORPO de J.-P. Jouannaud et A.
Rubio avec des symboles dépendants et polymorphes.

Mais il reste toujours un point commun entre tous ces travaux : la récriture est
toujours restreinte au niveau objet.

En 1998, G. Dowek, T. Hardin et C. Kirchner [47] ont proposé une nouvelle
approche de la déduction pour la logique du premier ordre : la Déduction Naturelle
Modulo une congruence = sur les propositions. Ce systéme de déduction consiste a
remplacer les regles de la Déduction Naturelle par des regles équivalentes modulo
=. Par exemple, la régle (=-élim) est remplacée par :

- r-rR r-=p  _
(=-élim-modulo) “Tro siR=P=Q

Ils ont montré que la théorie des types simples et la théorie des ensembles
skolémisée peuvent étre vues comme des théories du premier ordre modulo une cer-
taine congruence utilisant des substitutions explicites [1]. Et G. Dowek et B. Werner
[48] ont donné différentes conditions assurant I’élimination des coupures dans un tel
systeme.

1.4 Contributions

Notre principale contribution est d’établir un ensemble de conditions tres généra-
les pour assurer la normalisation forte du Calcul des Constructions étendus avec de
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la récriture au niveau des types [19]. A titre d’exemples, nous montrons que nos
conditions sont vérifiées par un important sous-systeme du Calcul des Constructions
Inductives (CIC) et par la Déduction Naturelle Modulo une large classe de théories
équationnelles.

D’une certaine maniere, notre travail peut étre vu comme une extension de la
Déduction Naturelle Modulo au Calcul des Constructions, ou la congruence considé-
rée non seulement inclut de la récriture du premier ordre mais également de la
récriture d’ordre supérieur puisque, dans le Calcul des Constructions, fonctions et
prédicats peuvent étre appliqués a des fonctions et a des prédicats.

Notre travail peut donc servir de base a une puissante extension des systemes
de spécification et d’aide a la démonstration actuels comme Coq [52] ou LEGO [&]]
qui ne permettent que des définitions par récursion. En effet, la normalisation forte
non seulement assure la cohérence logique du systéme (si les symboles considérés
sont cohérents) mais aussi la décidabilité de la vérification de type, c’est-a-dire, du
probleme consistant a savoir si un terme est une preuve d’une proposition ou non.

Pour réaliser une telle extension, plutét que de récrire completement le noyau de
ces systemes pour prendre en compte la récriture, il peut étre intéressant de faire
appel a des applications spécialisées comme CiME [30], ELAN [77] ou Maude [90].

Enfin, en terme d’extraction de programmes a partir de preuves de correction
[98], on peut envisager d’extraire les programmes vers des langages & base de récriture
et ainsi de parvenir a des programmes extraits plus efficaces.

Considérer une forme de récriture au niveau des types n’est pas tout a fait nou-
veau : ¢’est I’ “élimination forte” dans le Calcul des Constructions Inductives, c’est-
a~dire la définition de prédicats par récurrence sur des types inductifs. La nouveauté
ici est de ne pas se restreindre a des définitions par récurrence mais de considérer un
ensemble a prior: quelconque de regles de récriture fournit par I'utilisateur. Or, les
preuves de normalisation avec élimination forte de B. Werner [118] ou T. Altenkirch
[2] utilisent de maniere essentielle le fait qu’il s’agisse de définitions par récurrence.

Par ailleurs, aucune des méthodes utilisées dans le cas de récriture du premier
ordre [24] [, [44] ne peut s’appliquer. Cela tient a plusieurs raisons. Premiérement,
nous considérons des récritures d’ordre supérieur et celles-ci, contrairement aux
récritures du premier ordre, interagissent avec la S-réduction. Deuxiemement, la
récriture est intégrée a la régle de conversion du systéeme de types ce qui fait que
davantage de termes peuvent étre typés.

Pour établir nos conditions et montrer la normalisation forte, nous avons adapté
la méthode des candidats de réductibilité de Tait et Girard [62] également utilisée
par F. Barbanera, M. Ferndndez et H. Geuvers [7, [0, [5] pour la récriture au niveau
objet, et par B. Werner et T. Altenkirch pour I’élimination forte. Cependant, tous
utilisent comme candidats des ensembles de A-termes purs (non typés) et, mis a part
T. Altenkirch, ils utilisent tous des langages ou des systémes de types intermédiaires.
En nous appuyant sur un travail de T. Coquand et J. Gallier [33], nous utilisons des
candidats faits de termes bien typés et n’utilisons aucun langage intermédiaire. Nous
obtenons ainsi une preuve plus simple et plus courte pour un résultat plus général.
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Signalons également trois autres contributions.

Pour permettre le filtrage sur des symboles définis et la définition de types quo-
tients a l'aide de regles de récriture sur les constructeurs [70] (ce qui n’est pas
possible dans le Calcul des Constructions Inductives), nous considérons une notion
de “constructeur” plus générale que celle qui est généralement retenue pour les types
inductifs (voir le Sous-chapitre [6.2)).

Nous donnons des conditions pour assurer qu'une regle de récriture préserve le
typage dans un PTS quelconque (voir le Chapitre . Ces conditions sont bien plus
générales que celles employées jusqu’a maintenant. En particulier, elles permettent
d’éliminer de nombreuses non-linéarités diies au typage, ce qui est un gain tres
important en terme d’efficacité d’une part et de facilité a montrer la confluence
d’autre part.

Nous établissons un corpus de propriétés (Chapitres (3] et [4) pour les Systémes
de Types Purs (PTS) ou, dans la regle de conversion (conv), la S-conversion est
remplacée par une relation a priori quelconque. Nous factorisons ainsi de nom-
breuses démontrations faites avec des relations particulieres et établissons quelques
propriétés nouvelles.

1.5 Plan de la these

Chapitre [3] : Nous étudions les propriétés de base des Systemes de Types Purs
dont la relation de conversion au niveau des types est abstraite. Nous appelons de
tels systémes des Systémes de Types Modulo (TSM).

Chapitre |4] : Nous étudions les propriétés d’une classe particuliere de TSM,
ceux dont la relation de conversion est engendrée par une relation de réduction et
que nous appelons les Systemes de Types & Réduction (RTS). Un probléme essentiel
dans ces systemes est de s’assurer que la relation de réduction préserve le typage.

Chapitre [5| : Nous donnons des conditions suffisantes pour assurer la préserva-
tion du typage dans les RTS dont la relation de réduction est engendrée par des
regles de récriture et que nous appelons les Systemes de Types Algébriques (ATS).

Chapitre |§| : A partir de ce chapitre, nous considérons un Systeme de Types
Algébrique particulier, le Calcul des Constructions Algébriques (CAC). Nous don-
nons des conditions suffisantes pour assurer la normalisation forte d’un tel calcul.

Chapitre [7] : Nous donnons quelques exemples importants de systemes de types
vérifiant nos conditions de normalisation forte. Parmi ces systémes, on trouve un
sous-systeme avec élimination forte du Calcul des Constructions Inductives qui est
a la base du systeme Coq [52] et la Déduction Naturelle Modulo une large classe de
théories équationnelles.

Chapitre (8] : Nous établissons la correction de nos conditions de normalisation
forte en prenant tout particulierement soin d’indiquer les conditions utilisées. Un
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index permet de retrouver les endroits précis ou sont utilisées chacune des conditions.

Chapitre[9]: Nous terminons par ’évocation de plusieurs directions de recherche
qui pourrgient permettre d’améliorer nos conditions de normalisation forte.
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Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous définissons la syntaxe des systémes que nous étudierons
ensuite et rappelons quelques notions élémentaires sur le A-calcul, les Systemes de
Types Purs (PTS) (voir [10] pour plus de détails) et les relations. Cette syntaxe étend
simplement celle des PTS en y ajoutant des symboles (nat, 0, 4+, >, ... ) devant étre
appliqués & autant d’arguments que leur arité le spécifie (voir la Remarque [10| pour
une discussion a propos de cette notion).

Définition 1 (A-systéme sorté) Un A-systéme sorté est donné par :

— un ensemble de sortes S,

— une famille F = ( ;?L)Zez‘% d’ensembles de symboles,

— une famille X = (X*)*€S d’ensembles infinis dénombrables de variables,

tels que ces ensembles soient tous disjoints les uns des autres. Un symbole f € F;
est dit d’arité oy = n et de sorte s. Par la suite, on notera I’ensemble des symboles
de sorte s par F*® et I’ensemble des symboles d’arité n par F,.

Définition 2 (Termes) L’ensemble 7 des termes d'un A-systeéme sorté est le plus
petit ensemble tel que :

— les sortes et les variables sont des termes;

— si x est une variable et t,u sont des termes alors le produit dépendant (x:t)u et
Uabstraction [x:tju sont des termes;

— sit et u sont des termes alors ’application tu est un terme;

— si f est un symbole d’arité n et t1,. .., t, sont des termes alors f(¢,...,t,) est un
terme (certains symboles comme +, X, ...pourront étre notés de maniere infixe).

Variables libres et variables liées

Une variable x qui se trouve dans le champs d’une abstraction [z : 7] ou d’un
produit (:7') est dite lide. Comme il est de coutume, elle peut-étre remplacée par
toute autre variable, mais a condition que celle-ci soit de méme sorte. C’est ce qu’on
appelle 'a-équivalence. Une variable qui n’est pas liée est dite libre. Nous désignons
par FV(t) I'ensemble des variables libres d’un terme t et par FV*(¢) ’ensemble des
variables libres de sorte s. Un terme ne contenant aucune variable libre est dit clos.
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Nous utiliserons parfois la notation U — V' pour désigner un produit (x:U)V ou
x ¢ FV(V) (produit non-dépendant).

Vecteurs
Par la suite, nous utiliserons souvent des vecteurs (t_: U, ...) pour désigner des
séquences de termes (ou d’autres choses). La taille d’un vecteur ¢ est notée |t|. Par

—.

exemple, [Z : T|u désigne le terme [z1:Th]... [z, :Ty|u ou n = |Z|.

Définition 3 (Positions dans un terme) Pour désigner les sous-termes d’un ter-
me, on utilise un systéme de positions. Formellement, 'ensemble Pos(t) des positions
d’un terme t est le plus petit ensemble de mots sur 'alphabet des entiers positifs tel
que :
— Pos(s) = Pos(z) = {e},
— Pos((z:t)u) = Pos([x:t]u) = Pos(tu) = 1 - Pos(t) U 2 - Pos(u),
~ Pos(f(f)) = {e} U U{i-Pos(ti) | 1 <i < ap},
ol ¢ désigne le mot vide et - la concaténation. Alors, on désigne par t|, le sous-terme
de t & la position p et par t[u], le terme obtenu en remplagant ¢|, par u dans t. La
relation “est sous-terme de” est notée <.

Etant donnés un terme ¢ et un symbole f, on notera par Pos(f,t) 'ensemble des
positions p ou t|, est de la forme f (f) De méme, si x est une variable, on notera par
Pos(xz,t) 'ensemble des positions p telles que t|, est une occurrence libre de x.

Définition 4 (Substitution) Une substitution 6 est une application de X’ dans T
de domaine dom(f) = {x € X | 20 # =z} fini. Appliquer une substitution 6 & un
terme ¢ consiste a remplacer les variables libres de ¢ par leur image (en prenant soin
que les variables liées soient distinctes des variables libres). Le résultat est noté t6.
On désigne par dom?®(6) les variables du domaine qui sont de sorte s, par {& — t}
la substitution qui a x; associe t;, et par § U {x — t} la substitution qui & x associe
t et & y # x associe yb.

Relations
Nous rappelons maintenant quelques définitions élémentaires & propos des rela-
tions. Etant donné une relation binaire — sur les termes :
— < est I'inverse de —,
— —7T est la plus petite relation transitive contenant —,
— —* est la plus petite relation réflexive et transitive contenant —,
— <" est la plus petite relation réflexive, transitive et symétrique contenant —,
— | est la relation binaire —* *« (¢ | u s’il existe v tel que t —* v et u —* v).
Sit— t, on dit que t se récrit en t'. Sit —* t/, on dit que t se réduit en t'.
La relation — est stable par contexte si u — u' implique t[u], — t[u'], pour tout
terme t et position p € Pos(t).
La relation — est stable par substitution si t — t' implique t0 — t'6 pour toute
substitution 6.
La S-réduction (resp. n-réduction) est la plus petite relation stable par contexte
et substitution contenant [x:Ult u =g t{x — u} (resp. [x:Ultx —, t si x & FV(?)).
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Un terme de la forme [z : U]t u (resp. [z : Ultx avec x ¢ FV(t)) est un S-radical
(resp. n-radical).

Normalisation

La relation — est faiblement normalisante si, pour tout terme ¢, il existe un
terme irréductible ¢’ en lequel ¢ peut se réduire. On dit alors que t’ est une forme
normale de t. La relation — est fortement normalisante (bien fondée, noethérienne)
si, quelque soit ¢, toutes les réductions issues de ¢ sont finies.

Confluence

La relation — est localement confluente si, dés qu'un terme ¢ se récrit en deux
termes distincts w et v, alors u | v. Enfin, — est confluente si, dés qu’un terme t se
réduit en deux termes distincts u et v, alors u | v.

Il est assez facile de voir que si — est localement confluente et fortement norma-
lisante alors — est confluente [94], et que si — est confluente et faiblement norma-
lisante alors chaque terme ¢ admet une forme normale unique notée ¢ |. (Le symbol
J désigne ici une relation unaire postfixée, ce qui permet de le différencier de son
autre utilisation.)

Ordres lexicographiques et multi-ensembles

Etant donné des ordres >1,...,>, sur des ensembles Ff, ..., E,, nous désignons
par (>1,...,>n)lex Lordre lexicographique construit sur Ey X ... x E, & partir de
>1,...,>,. Rappelons que, pour n = 2, nous avons (z,y)(>1, >2)ex(2’, y') siz >1 2

ou, z =17 ety >9.

Soit EZ un ensemble. Un multi-ensemble M sur E est une application de E dans
N, M (z) désignant le nombre de fois ou = “apparait” dans M. Nous noterons par
M(E) I'ensemble des multi-ensembles finis sur E (i.e. & domaine fini).

Soit > un ordre sur E. L’extension multi-ensemble de > est 'ordre >, sur
M(E) égal a la fermeture transitive de la relation > définie par : M U {z} = N U
{y1,--.,yn} (n > 0) si, pour tout i, = > y; (z est remplacé par un nombre fini,
éventuellement nul, d’éléments plus petits).

Une propriété importante de ces extensions est qu’elles préservent la bonne fon-
dation. Pour plus de détails sur ces notions, le lecteur est invité a consulter [43] [3].
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Chapitre 3

Systemes de Types Modulo
(TSM)

Dans ce chapitre, nous considérons une extension des PTS avec des symboles de
fonctions et une regle de conversion (conv) ol <>} est remplacée par une relation de
conversion C a priori quelconque.

Il y a déja eu différentes extensions des PTS, en particulier :

— En 1989, Z. Luo [80] a étudié une extension du Calcul des Constructions avec
une hiérarchie cumulative de sortes (x < O = Og < O; < ...), le Calcul des
Constructions Etendu (ECC) : C est le plus petit pré-ordre contenant <%, < et
compatible avec le produit (U’ C U et V C V' implique (z:U)V C (x:U")V’).

— En 1993, H. Geuvers [50] a étudié les PTS avec n-réduction : C = >3, .

— En 1993, M. Ferndndez [51] a étudié une extension du Calcul des Constructions
avec récriture d’ordre supérieur a la Jouannaud-Okada [72], le AR-cube : C = —hR

U G p.
BR
— En 1994, E. Poll et P. Severi [101] ont étudié les PTS avec abréviations (let x=
.in ...):C= <—>/’g U ¢+3 oll =4 est le remplacement d’une abréviation par sa

définition, celle-ci pouvant étre donnée dans un environnement quelconque.

— En 1994, B. Werner [118] a étudié une extension du Calcul des Constructions avec
types inductifs, le Calcul des Constructions Inductives (CIC) : C = gy, OU
est la réduction associée aux schémas d’élimination des types inductifs.

— Entre 1995 et 1998, G. Barthe et ses coauteurs [14} [15] [16], 12] consideérent différen-
tes extensions du Calcul des Constructions ou des PTS avec des relations de
conversion plus ou moins abstraites souvent basées sur la récriture a la Jouannaud-
Okada [72], étendant ainsi les travaux de M. Fernandez [51].

Dans ces travaux, des propriétés de base bien connues des PTS sont redémontrées
du fait de l'introduction de nouvelles constructions ou d’une nouvelle relation de
conversion C. C’est pourquoi il nous a paru utile d’étudier les propriétés des PTS
dotés d’une relation de conversion C abstraite.

Le besoin n’est pas nouveau puisque cela a déja été partiellement entreprit dans

31



32 CHAPITRE 3. SYSTEMES DE TYPES MODULO

des développements formels :

— En 1994, R. Pollack [102] prouve formellement dans LEGO [81], une implémenta-
tion de ECC avec types inductifs, que la vérification de type dans ECC (sans
type inductif) est décidable (en supposant bien sir que le calcul est fortement
normalisant). La vérification de type consiste & dire si, dans un environnement I"
donné, un terme t est de type T' (i.e. une preuve de T'). Ce faisant, il montre de
nombreuses propriétés des PTS en considérant une relation de conversion C = <
réflexive, transitive et stable par substitution et contexte.

— En 1999, B. Barras [11] prouve formellement dans Coq [52], une autre implémenta-
tion de ECC avec types inductifs, que la vérification de type dans Coq (avec
types inductifs cette fois-ci) est décidable (1a encore en supposant que le calcul est
fortement normalisant). Pour cela, il montre également de nombreuses propriétés
des PTS en considérant une relation de conversion C = < réflexive, transitive et
stable par substitution et contexte. En fait, il considére une extension des PTS avec
un schéma de regles de typage pour pouvoir introduire de nouvelles constructions
de maniere générique (abréviations, types inductifs, schémas d’élimination).

Ainsi, d’un c6té, nous faisons moins d’hypotheses sur la relation de conversion C
que n’en font R. Pollack ou B. Barras. Cela est justifié par le fait que, dans le travail
de M. Fernandez [51] par exemple, pour pouvoir établir que la réduction préserve le
typage, il est indispensable que la relation de conversion ne soit pas transitive. D’un
autre coté, le typage de nos symboles de fonction n’est pas aussi général que celui
de B. Barras.

3.1 Définition

Définition 5 (Environnement) Un environnement I' est une liste de couples
x; : T; constitués d’une variable z; et d’un terme T;. On notera par () ’environ-
nement vide, par £ 'ensemble des environnements et par z;I" le terme T; associé
a la variable z; dans I'. L’ensemble des variables libres d’un environnement I' est
FV(T) = J{FV(al') | z € dom(T")}. Le domaine d’un environnement I' est 'en-
semble des variables auxquelles I' associe un terme. Etant donnés deux environne-
ments I' et I, T est inclus dans IV, noté I" C I, si tous les éléments de I' apparaissent
dans I'V dans le méme ordre.

Définition 6 (Assignement de type) Un assignement de type est une applica-
tion 7 de F dans T qui, & un symbole f d’arité n, associe un terme clos 7y de la
forme (& : T)U ou |Z| = n. Nous noterons par I'y I'environnement & : T

Définition 7 (TSM) Un Systeme de Types Modulo (TSM) est un A-systeme sorté
(S, F,X) avec :

— un ensemble d’aziomes A C S2,

— un ensembles de régles de formation du produit B C S3,

— un assignement de type 7,

— une relation de conversion C C T2.
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Un STSM (resp. nTSM) est un TSM tel que |3C C (resp. |,C C).

Définition 8 (Typage) La relation de typage d’'un TSM est la plus petite relation
ternaire - C € x T x T définie par les régles d’inférence de la Figure Par rapport
aux PTS, nous avons une nouvelle regle, (symb), pour typer les symboles et, dans
la regle de conversion (conv), nous considérons la relation abstraite C au lieu de la
[B-conversion. Un terme t est typable s’il existe un environnement I' et un terme 7'
tels que I' =t : T' (T est le type de t dans I'). Un environnement I' est valide s’il
existe un terme typable dans I'. Dans la regle (symb), la prémice “I" valide” n’est
donc utile que si f est d’arité nulle (n = 0).

~-T={teT | e&IT T, I't:T} est 'ensemble des termes typables,

- Ty={TeT |3dre& I'ET:s} est ensemble des prédicats de sorte s,

-T={teT |FTe&IT T, T'tt:TetTHFT:s} est'ensemble des objets
de sorte s,

~-E={Te&|3t,TeT, 't:T} est 'ensemble des environnements valides.

FIGURE 3.1 — Regles de typage des TSM

(aX) m ((81, 52) € ./4)
F7p:s T valide <
TFHti:Tiy ... DFty:Thy (f € Fn,
(symb) T U 7= (Z:T)U,
o y=A{@~1})
I'-T:s 29\ dom(T
(var) ToTra:T (v € &%\ dom(I))
'tt:T T'FU:s
(weak) o UFLT (x € X%\ dom(T"))
I'-T:s1 T,x:THU: s
(prod) TF @)U 55 ((s1,52,53) € B)
Fe:Tku:U Tk (x:T)U :s
(abs)
Fkz:Tu: (x:T)U
F'Ft:(x:U)V I'kFu:U
(app) :
M'Fitu: V{zx— u}
FHt:T THT :§
(conv) (TeT)

'kt T
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Remarque 9 (Conversion)

Il pourrait paraitre plus naturel de définir (conv) de maniére symétrique en
rajoutant dans les prémices, ' =T : s ou I' = T : s’. Nous avons choisi de considérer
cette regle-la pour deux raisons. Premiérement, c’est ainsi qu’elle est définie dans les
textes de référence sur les PTS [57, [10]. Deuxiémement, d’un point de vue pratique,
cela évite un test supplémentaire. Toutefois, nous verrons dans le Lemme que,
pour beaucoup de TSM, nous avons I' - T : s’. Nous désignerons par 5 la relation
de typage définie par les mémes regles d’inférence que b excepté (conv) que nous
remplacons par :

T't:T TFT:s TFHT :s
I'k¢:T7

(conv’) (recT

Nous montrons 1’équivalence entre k5 et - dans le Lemme
Dans le méme ordre d’idée, dans les TSM dits complets (Vs1,s2 € S,3s3 €
S, (s1,s2,s3) € B), la régle (abs) peut étre remplacée par :

ae:Thkru:U
PE[z:Tu: (z:T)U

(abs’) (U ¢ SouiseS, (Uys) € A)

Enfin, nous désignerons par F, la relation de typage définie par les mémes regles

d’inférence que - excepté (weak) que nous remplagons par :

'kt:T THU:s
z:UFt:T

(weak’) (x € X5\ dom(T), t € XUS)

c’est-a-dire, ou 'affaiblissement est restreint aux variables et aux sortes (t € X US).
Nous montrerons I’équivalence entre b, et F dans le Lemme

Remarque 10 (Arité)

Enfin, on peut se demander pourquoi les symboles sont dotés d’une arité fixe alors
qu’en général, dans le A-calcul, il est d’usage de considérer des constantes d’ordre
supérieur. Bien sur, cela ne constitue pas une restriction puisqu’a un symbole f
d’arité n et de type (¥ : T )U, on peut toujours associer un “double” curryfié f¢
de méme type mais d’arité nulle défini par la regle f¢ — [Z : f] f(&). De plus, en
pratique, on peut toujours dissimuler a l'utilisateur 1’existence de cette arité en 7-
expansant si f n’est pas suffisamment appliqué, et en complétant par des applications
si f est trop appliqué. Cependant, on aurait une présentation plus simple ou la regle
(symb) serait réduite & :

|—7'f:8

(symb’) W

(f € F?)

A notre connaissance, mis & part les travaux de Jouannaud et Okada [73] et
de G. Barthe et ses coauteurs [14] [I5, 16} 12], la plupart des autres travaux sur
la combinaison A-calcul typé et récriture [23] 24) [51] ne font pas usage d’une arité
pour le typage des symboles. Nous avons choisi d’utiliser une telle notion pour des
raisons purement techniques. Avec la méthode que nous employons pour montrer la
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normalisation forte, nous avons besoin qu’une application uv ne soit pas un radical
de récriture (voir le Chapitre [5| pour I'explication de ces notions et le Lemme m
cas T = (x:U)V, (b), (R3) pour l'utilisation de cette propriété). L’introduction
d’une arité nous permet de distinguer syntaxiquement entre I’application du A-calcul
et I'application d’'un symbole. On peut se demander si cette notion est vraiment
indispensable.

Définition 11 (Substitution bien typée) Etant donnés deux environnements
valides T" et A, une substitution 0 est bien typée entre T' et A, 0 : T — A, si, pour
tout x € dom(T"), A F z6 : 2T'6.

Par exemple, dans la regle (symb), nous avons v : I'y — I' oli, rappelons-le,
I'y=2a: T.

3.2 Propriétés

Dans ce sous-chapitre et le suivant, on passe en revue un certain nombre de
propriétés bien connues des PTS (sauf le Lemme [22)) qui sont vraies pour tous
les TSM. Mis & part le nouveau cas (symb) que nous détaillerons a chaque fois,
les preuves sont identiques aux preuves habituelles dans le cas des PTS. Le fait que
dans (conv), <—>E soit remplacé par une relation quelconque C n’a aucune importance.
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [57, 10} 56].

Lemme 12 (Variables libres) Soit un environnement I' = Z : 7. SiT ¢t : T
alors :

(a) les x; sont des variables deux a deux distinctes,
(b) pour tout i, FV(T;) C {z1,...,zi—1},
(c) FV(t) UFV(T) C dom(I).

Preuve. Par récurrence sur I' - ¢ : T. Nous ne détaillons que le nouveau cas
(symb). (a) et (b) sont satisfaits par hypothese de récurrence. Voyons (c¢) maintenant.
Par hypothese de récurrence, FV(7f) = 0 et, pour tout ¢, FV(¢;) C dom(I'). Donc
FV(f(#)) C dom(T"). De méme, FV(Uv) C dom(T") car FV(U) C {#} et y = {& + t}.

Lemme 13 (Sous-termes) Siun terme est typable alors tous ses sous-termes sont
typables.

Preuve. Par récurrence sur I' F ¢ : T. Dans le cas (symb), par hypothese de
récurrence, pour tout i, tous les sous-termes de t; sont typables. Donc, tous les
sous-termes de f(f) sont typables. |

Lemme 14 (Environnement) Soit I' = ' : T un environnement valide.
(a) Si x; est de sorte s alors x1:Ty,...,x;—1:T;j—1 F T; : s.
(b) Pour tout i, z1:T1,...,z;:T; b a;: T;.
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Preuve. Par (var), (b) est une conséquence immédiate de (a). On montre (a)
par récurrence sur I' F ¢ : T. Dans le cas (symb), comme I' est valide, il existe v et
V tel que I' - v : V. Donc, par hypothese de récurrence, (a) est vérifié. |

Le lemme suivant correspond a une forme d’a-équivalence sur les variables d’un
environnement.

Lemme 15 (Remplacement) SiT,y:W,I"-¢: T, ye€ X% et z € X*\ dom(T, y:
W,T) alors T, 2. W, T {y — 2} H t{y — 2z} : T{y — z}.

Preuve. Par récurrence sur I', y: W, TV -t : T. Soit 0 = {y — 2}, A=T,y: W, T’
et A’ =T,2:W,IV6. Dans le cas (symb), par hypothése de récurrence, nous avons
A’ valide et, pour tout i, A’ - t;6 : Tyvf. Donc, par (symb), A’ F f(t8) : Ur6. R

Lemme 16 (Affaiblissement) SiT'Ft:T et CIVe€EalorsI"H¢:T.

Preuve. Par récurrence sur I' - ¢ : T. Dans le cas (symb), par hypothese de
récurrence, nous avons I valide et, pour tout ¢, IV F ¢; : T;y. Donc, par (symb),
IV f(t) : Uy. u

Lemme 17 (Transitivité) Soient I' et A deux environnements valides. SiT'F¢: T
et, pour tout z € dom(I'), A+ x : 2", ce qu'on notera par A - T', alors A+t :T.

Preuve. Par récurrence sur I' F ¢ : T. Dans le cas (symb), par hypothese de
récurrence, nous avons A valide et, pour tout i, A  ¢; : T;y. Donc, par (symb),
A f(E):Ur. u

Lemme 18 (Permutation faible) Si I',y: A,z: B,I' -t : T et I' - B : s alors
Iz:B,y: ATV +¢t:T.

Preuve. Soit A =T,y:A,z2:B,I" et A’ =T,2:B,y:A,T". D’apres le lemme de
transitivité, il suffit de montrer que A’ est valide et que A’ = A. Et pour cela, il suffit
de montrer que A’ est valide. Par le lemme d’environnement, nous avons I' - A : s’
et, par hypothese, nous avons I' - B : s. Donc, par affaiblissement, I', z: B, y: A est
valide. Supposons que IV = 7 : T et posons A; =y A, z:B,xy1:T1,...,x;:T; et
Al =T,z:B,y:A,x1:T1,...,x;:T;. Montrons par récurrence sur i que A/ est valide.
Nous avons montré que Afj est valide. Supposons que A soit valide. Par le lemme
d’environnement, A; F Tjyq : si41. Comme A = Ay, AJ F Tipq 2 osiq1 et Af ) est
valide. Donc, A’ est valide et A/ ¢ :T. [ |

Lemme 19 (Equivalence de k, et F) bk, =F.

Preuve. Tout d’abord, il est clair que F, C F. Il suffit donc de montrer la
réciproque, par récurrence sur I' - ¢ : T'. Le seul cas un peu ennuyeux est bien sir
celui de (weak). De I' ¢ : T et I' - U : s, nous déduisons I',x: U F ¢t : T. Par
hypothese de récurrence, nous avons I' bt : T et I' ,U : s. Il faut alors modifier
la preuve de I' F,t : T en rajoutant z:U aux endroits appropriés de fagon a obtenir
une preuve de I', z: U bt : T. Voir Lemme 4.4.21 page 102 dans [56]. |
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Maintenant, voyons ce que 'on peut dire des dérivations de I' - ¢ : T et de la
forme de T en fonction de ¢. Pour cela, nous allons introduire des relations liées a la
regle (conv).

Définition 20 (Relations de conversion)

— T CrT ssi TCT etilexiste s telque '=T": ¢,

~TCprT ssi TCT etilexisteset s’ telsquel’FT:setT'HT': 4,

T CI ssiD=2:T, T =% : T et soit |Z] = 0, soit il existe j tel que
T; Cormy,yzjr:Tya Tj’» et, pour tout i # j, T; = 1.

Nous avons Cr C Cr mais, contrairement a Cp, Cr n’est pas défini de maniere
symétrique. Cela est dii & Pasymétrie de la régle (conv) qui demande I' = T" : ¢
mais pas I' F T : s. Toutefois, nous verrons dans le Lemme [37| que, pour beaucoup
de TSM, ces deux relations sont égales.

Lemme 21 (Inversion) Supposons que I'-¢:T.

— Sit = s alors il existe s’ tel que (s,s") € Aet s Cf T.

fSit:f(f),fe]-"s,Tf:(f:f)Uet’y:{fo}alorsl—rf:s,"y:(:E':T’)—>F
et Uy CL T.

~Sit=xecX%alors'Fal':set o' C. T.

- Sit=(x:U)V alors il existe (s1,82,83) € Btelque ' -U : 81, I'yz: UV : 59 et
S3 Cfﬁ T.

— Sit=[z:Ulv alors il existe V tel que I',z:U Fv: Vet (z:U)V C T.

~Sit = wv alors il existe V et W tels que I' F w : (x : V)W, I' - v : V et
W{zx—v} CiT.

Preuve. Une dérivation de typage se termine toujours par une regle distincte
de (weak) et (conv) suivie d’une séquence éventuellement nulle d’applications de
(weak) ou (conv). On obtient ainsi le terme & quoi 7" doit étre convertible. Pour les
jugements de typage, il suffit de faire un affaiblissement pour les exprimer dans I".H

Lemme 22 (Conversion pour les environnements) Sil'F¢: T et I’ CI” alors
I"t:T.

Preuve. Nous avons I' = 7 : T, IV = & : T, j tel que T; Coymyyzj1:Ty 1 TJ’
et, pour tout ¢ # j, T; = T]. Par transitivité, il suffit de prouver que, pour tout ¢,
I"Fa; T Soit n = |Z], Ty =x1:Th, ... xj-1:Tj—1 et To = xjq1: Tjqa, ..., T T
Nous procédons par récurrence sur la taille de I's.

Si Ty est vide, I' = T'y,z;: Tj et TV = I'1, x; : T;. Puisque T' est valide, I'; est
valide et, pour tout i < j, I't & 2; : T;. Puisque T; Cr, T7, il existe s et s’ tels que
[y = Tj:setI'y =T : s’ Par (weak), on obtient, pour tout i < j, I' - z; : T}
et par (var), on obtient IV F xz; : Tj' De I'y - T} : s, on obtient aussi, par (weak),
I+ Tj : s. Donc, par (conv), I'" - z; : T}.

Supposons maintenant que I's = I's, xy, : T),. Posons A =T'y,z;:7;,T'5 et A’ =
['y,z;: T}, I's. Par hypothese de récurrence, pour tout i < n, A’ - z; : T;. Puisque
I est valide, il existe s tel que A F T, : s. Par transitivité, on obtient A’ - T, : s.
Donc, par (var), on obtient IV & x,, : T}, et par (weak), IV F a; : T;. |
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3.3 TSM stables par substitution

Définition 23 (TSM stable par substitution) Un TSM est stable par substi-
tution si sa relation de conversion C est stable par substitution.

Lemme 24 (Substitution) SiC est stable par substitution, '=¢:Tet 6 : ' — A
alors A +1t6:T6.

Preuve. Par récurrence sur I' = ¢ : T. Dans le cas (symb), par hypothese de
récurrence, nous avons A + ;0 : T;v6. Done, par (symb), A F f(L?O) s U~6. |

Corollaire 25 Si C est stable par substitution, I',z: U, I = ¢ : T et ' - w : U alors
LTz — u} b t{x— u}: T{x — u}.

Preuve. Cela revient & montrer que § = {x — u} est une substitution bien
typée de ',z : U,TV a I',T7f. Procédons par récurrence sur la taille de I". Si I
est vide, c’est immédiat car I' est valide et I' = w : U. Supposons maintenant que
I"=T",y:V.Posons A =T,2:U,T" et A’ =T, T"6. Par hypothese de récurrence,
0: A — A’ Puisque A FV : s, par substitution, on obtient A’ - V@ : s. Donc, par
(var), A’ y: V6O y: VO. Maintenant, soit z € dom(A). Comme A F z : zA, par
substitution, A’ F 2 : zAf. Alors, par (weak), A’ y: VO z: 2A6. [ |

Corollaire 26 Si C est stable par substitution, 6 : I'o — I'y et 65 : I'y — I'y alors
9102 : FO — Fg.

Preuve. Soit x € dom(Ty). Puisque 6y : Ty — T'1, par substitution, on obtient
T'x - 2601 : zlg61, et puisque 62 : I'y — I's, par substitution encore, on obtient
FQ F J}9192 . .7}1_‘09192. [ |

Définition 27 (Sorte maximale) Une sorte s est mazimale si aucune sorte s’
vérifie (s,s’) € A.

Lemme 28 (Correction des types) Si C est stable par substitution et I' - ¢ : T

alors, soit T’ est une sorte maximale, soit il existe une sorte s telle que I' = T : s.
Autrement dit, T = (J{T§ UT{ | s € S}.

Preuve. Par récurrence sur I' = ¢ : 7. Dans le cas (symb), nous avons - 7 : s.
Par inversion, il existe s’ tel que I'y = U : s’. Comme v : I'y — I', par substitution,
P-Uy:s. [ |

Lemme 29 (Inversion pour les TSM stables par substitution) Supposons
que I'+=¢:T.

— Sit = s alors il existe s’ tel que (s,s") € Aet s Cf T.

fSit:f(f),fe]:s,Tf:(f:f)Uetv:{fwf}alorsl—q:s,'y:(f:f)—>f‘
et Uy C. T.

~Sit=zecXalors'al':set o' C5 T.
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- Sit=(x:U)V alors il existe (s1,2,83) € Btelque ' -U :s1, T,z: UV : 59 et
S3 Cfi T.

— Sit=[z:Ulv alors il existe V tel que I',z:U Fv: Vet (z:U)V C T.

—Sit = wv alors il existe V et W tels que ' - w : (x: V)W, T' F v : V et
W{z— v} Cy T.

Preuve. Seuls les cas t = f (f} et t = wv ont été modifiés, en remplcant Cp par
Cr.
~ t = f(t). Par inversion, - 7y : s, v : (' : T) — T et U~y C; T. Par inversion encore,
il existe s’ tel que Z: T F U : s'. Donc, par substitution, I' - U~ : s’ et U~y Cr T.
— t = wv. Par inversion, il existe V et W tel que ' F w : (z: V)W, T'F v : V et
W{z — v} Ci T. Par correction des types, il existe s tel que I' = (z: V)W : s. Par
inversion, il existe s’ tel que I',z:V = W : s'. Donc, par substitution, I' - W{x
v}:s et W{z— v} CL T. |

3.4 TSM logiques

Nous introduisons maintenant une importante classe de TSM pour laquelle la
B-réduction préserve le typage.

Définition 30 (TSM logique) Un TSM est logique si sa relation de conversion
est compatible avec le produit :

(z:T)U C} (2":T")U" implique T' C} T" et U Cf. . U'{2" = =}.

T Cf T’ signifie qu’il existe une séquence de termes T telle que T' =Ty Cr T
...Th_1 Cr T,, = T'. Ainsi, il n’y a aucune raison a priori de prendre U (CEI:T
U'{a" = z} plutét que U Cf .1 U'{z’ = z} avec i # 0. En effet, comme 7' Cf. T,
d’apres le Lemme de conversion pour les environnements, ce choix n’a pas d’impor-
tance.

La compatibilité avec le produit n’est pas une condition nouvelle et apparait
dans tous les travaux cités précédemment mais, a notre connaissance, elle n’a jamais
fait ’objet d’une dénomination particuliere.

Tous les TSM cités au début de ce chapitre sont logiques. Dans le cas ou C =«*
avec — une relation de réduction confluente, il est clair que C est compatible avec le
produit. Montrer cette propriété quand on ne dispose pas de la confluence est plus
délicat. C’est le cas des PTS avec n-réduction [56] ou du AR-cube [51], une extension
du Calcul des Constructions avec récriture d’ordre supérieur a la Jouannaud-Okada
au niveau objet.

Lemme 31 (Correction de la S-réduction) Dans un STSM logique, sil' -t : T
ett =gt alorsTHt:T.

Preuve. Nous dirons qu’un environnement & : T' se S-récrit en un environnement
T noté T : T —p @' 2 T, 81 ¥ = &’ et, soit || = 0, soit il existe j tel que Ty — 5 T}
et, pour tout ¢ # j, T; = T}. Nous prouvons simultanément que :
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(a) sit =gt alors Tt : T,
(b) sil' g IV alors I ¢ : T,
par récurrence sur I' ¢ : T

(ax) Fs1:82  ((s1,82) € A)
Aucune SB-réduction n’est possible dans s; ou dans I' = ().

F7pis Dvalide 'ty :Tyy... Tt Thy (fif@
(symb) T U 7= (z:T)U,
it v=A{Z~t})

(a) Si f(t) —p t' alors t' = f(') avec j tel que t; —g t; et, pour tout i # j,
t; = t,. Par hypotheése de récurrence, nous avons, pour tout i, I' - ¢, : T;~.
Soit 4/ = {Z — t'}. Nous avons U~"*« BU~ et, pour tout i, Tyy =5 Ty
Comme |gC C, Uy’ C Uy et Tyy C Tyy'. Si nous prouvons que chaque T3/
est typable par une sorte dans I' alors, par (conv), nous avons I' - ¢} : T;+/
et, par (symb), I' F ¢ : U~'. Il suffit alors de montrer que U~ est typable par
une sorte dans I' pour pouvoir appliquer & nouveau (conv) et conclure que
Lt :U.

Commencons par vérifier que U~ est typable par une sorte. Nous avons
F 74 : s. Par inversion, vy : (& : T) — T et il existe s’ tel que & : T - U : &
Par substitution, il vient donc I' - U~ : §'.

Maintenant, nous allons montrer que chaque T;7 est typable par une sorte.
Pour cela, il suffit de montrer que v : (¥ : f) — I'. En effet, puisque F
Tf : s, par inversion, chaque T; est typable par une sorte dans I'; 1 = z1:
T1,...,72;_1:T;_1. Montrons donc par récurrence sur 7 que v’ : I'; — T,

Pour ¢ = 0, il n’y a rien & prouver. Supposons donc que ' : I'; — I'. Alors
vy i Tipr = TsiT bt Ti419'. Nous savons que T' - i, @ Tiy 17, que
Tiv1y —>E T; 117 et qu'il existe s tel que T'; = T;11 : s. Donc, par substitution,
' Ti19' : s et, par (conv), I' =t Ti1y/.

(b) SiT' —4 I" alors, par hypothese de récurrence, I est valide et IV - t; : Tjy.

Donc, par (symb), IV - f(t) : U~.
r=T:s

Le:ThHx:T

(a) Aucune S-réduction n’est possible dans z.

(var)

(b) Il y a deux cas, selon que la S-réduction ait lieu dans I" ou dans T :

— I' -3 I". Par hypothese de récurrence, I'' = T' : s. Donc, par (var), IV, z:
THx:T.
— T — T'. Par hypothese de récurrence, I' - T” : s. Donc, par (var), T', z:T" F
z:T'. Comme [ gC C,T'CT. CommeI' - T : s, par (conv), I'z:T' Fz : T.
I'tt:T T'HU:s
Lx:UFt:T
(a) Sit —p t' alors, par hypothese de récurrence, I' = ¢/ : T. Comme I' - U : s,
par (weak), I z:U ¢ : T.
(b) Il y a deux cas, selon que la S-réduction a lieu dans I' ou dans U :

(weak)

— I" =5 I'". Par hypothese de récurrence, I' ¢ : T et I' = U : s. Donc, par
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(weak), IV, z:UFt:T.
—~ U —3 U'. Par hypothese de récurrence, I' F U’ : s. Donc, par (weak),
D,z:U' Ft:T.
I'T:s1 Ix:THU:s
(prod) T I—l(x:T)U - 2 ((s1,s2,83) € B)
(a) Il y a deux cas selon que la S-réduction ait lieu dans 7" ou U :
— T —p T'. Par hypothese de récurrence, I' F 77 : sy et T,a: T F U : s9
Donc, par (prod), on obtient I' + (z:T")U : s3.
— U —3 U'. Par hypothése de récurrence, I', : T+ U’ : s9. Donc, par (prod),
'E (z:T)U' : s3
(b) SiI' =4 I alors, par hypothese de récurrence, I' =T : sy et IV, 2:T = U : s5.
Dong, par (prod), IV F (x:T)U : s3.
Fe:Tku:U T'F(x:T)U :s
(abs)
Pk [z:Tu: (x:T)U
(a) Il y a deux cas selon que la S-réduction ait lieu dans 7" ou dans u :
— T —5 T'. Par hypothese de récurrence, I'z: T Fu: U et ' (x: 1)U : s.
Par (abs), I'F [z:T|u : (x:T")U. Comme (z:T")U<+ B(z:T)U et }5C C,
(x:T"U C (2:T)U. Comme I' - (z:T)U : s, par (conv), I'F [z:Tu : (x:
T)U.
— u —g u'. Par hypothése de récurrence, ',z : T + o/ : U. Comme T' - (z
T)U : s, par (abs), I' - [x: T : (z:T)U.
(b) Si I' = I" alors, par hypothese de récurrence, IV, z: T F uw : U et I' - (z
T)U : s. Donc, par (abs), I" F [z:T|u: (z:T)U.
F'Ft:(x:U)V I'kFu:U
CFtu: V{zx— u}
(a) Il y a trois cas selon que la S-réduction ait lieu dans ¢, dans u ou au sommet
de tu :

— t —p t'. Par hypothése de récurrence, I' - ¢/ : (z:U)V. Comme I' - : U,
par (app), I' - t'u: V{x — u}.

— u —g u'. Par hypothese de récurrence, I' - v/ : U. Par (app), I’ F tu/ :
V{z — «'}. Comme V{z — u'}*«+ pV{z — u} et [3C C, V{z —
uw'} C V{x — u}. Par inversion, il existe s tel que I' F V{z — u} : s
Donc, par (conv), I' - tu’ : V{x — u}.

—t = [xz:U']v et tu —p v{x — u}. Par inversion, il existe V' tel que I', z: U’ F
v:V'et (x:U")V' C} (z:U)V. Par compatibilité avec le produit, U' Cf U
et V’ (C’ﬁx:U V. Par conversion de ’environnement, I',x:U F v : V' et, par
(conv), I'z:UFwv: V.

(b) SiT" =4 I' alors, par hypothese de récurrence, I" -t : (z:U)V T'Fwu:U.

Donc, par (app), IV - tu : V{z — u}.

r+t:T TCT TrFHT:§
FEt:T"
(a) Sit —pg t' alors, par hypothese de récurrence, I' = ¢/ : T. Comme 7' C T" et

CET : ¢, par (conv), 'H¢ : T

(app)

(conv)
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(b) SiT —3 I alors, par hypothese de récurrence, I'' ¢ : T et IV = T" : . Donc,
par (conv), IV ¢ :T". ]



Chapitre 4

Systemes de Types a Réduction
(RTS)

Maintenant, nous allons étudier le cas des TSM dont la relation de conversion C
est de la forme | avec — une relation de réduction. Nous appellerons de tels systemes
des Systemes de Types a Réduction (RTS). Excepté ECC [80], semble-t-il, qui utilise
une notion de sous-typage, les systémes cités précédemment sont des RTS, soit par
ce qu'ils sont définis comme tels [51], [14], soit parce qu’ils sont définis avec C =+«*
et — confluente, ce qui est équivalent [99] 56, 118, [101]. L’étude générale de tels
systémes est justifiée par le fait que, dans [51], la preuve que la réduction préserve
le typage repose sur le fait que C soit de la forme |. Enfin, pour ECC, on peut se
demander s’il n’y a pas un RTS équivalent.

Les preuves des Lemmes B0 et [52]sont largement inspirées de celles données
par H. Geuvers et M.-J. Nederhof [57] ou H. Geuvers [56].

4.1 Définition

Définition 32 (RTS) Un pré-RTS est un TSM dont la relation de conversion C
est de la forme | ou — désigne une relation stable par substitution et contexte. La
relation — est appelée relation de réduction du pré-RTS. Un pré-RTS est confluent
si sa relation de réduction est confluente. Un pré-RTS est admissible si sa relation
de réduction préserve le typage : ' =t : T et t — ¢ impliquent ' = ¢ : T. On dit
alors que c’est un RTS.

Tout pré-RTS vérifie les propriétés élémentaires suivantes :

Lemme 33 La relation C est :

— stable par substitution : 7' C T” implique 760 C T'6.

— stable par contexte : T C T" implique C[T], C C[T"],.
— symétrique : T'C T" implique 7" C T.

— préserve les sortes : s C s’ implique s = .

Dans ECC, la relation de conversion C n’est pas symétrique et ne préserve pas les
sortes. Il serait intéressant de chercher a reformuler certaines des propriétés ci-apres

43
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dans le cadre plus général des Systemes de Types purs Cumulatifs (CTS) dont fait
partie ECC. Pour cela, nous renvoyons le lecteur aux travaux de Z. Luo [80], R.
Pollack [102] et Barras [11].

La préservation du typage peut étre étendue aux types, aux environnements et
aux substitutions :

Définition 34 Une substitution 0 se récrit en une substitution €', 6 — ¢’, s’il existe
x tel que 0 — x6’ et, pour tout y # x, yd = y#’. Un environnement I' = 7 : T se
récrit en un environnement IV, T — IV, si IV = # : T" et il existe i tel que T} — T!
et, pour tout j # i, T; = Tj.

Lemme 35 Dans un RTS :

(@) silFt:TetT —T alorsH1¢:T,
(b)ysif:T — Aeth —0 alorsd : T — A,
(c)siThHt:TetD =T alors IV ¢ :T.

Preuve.

(a) Par correction des types, soit T' = s soit ' = T : s. Le cas T = s n’est pas
possible puisque s n’est pas réductible. Donc, I' = T : s et, par préservation du
typage, I' = T" : s. Donc, par (conv), I'F1¢:T".

(b) Par récurrence sur la taille de I'. Si I" est vide, c’est immédiat. Supposons alors
que I' =T",x:T. Puisque 6 : I" — A, par hypothese de récurrence, 6/ : IV — A.
11 suffit alors de prouver que A F z6 : T¢. Comme 0 : I' — A, nous avons
A F z6 : TO. Par préservation du typage, A F z6 : T6. D’apres le lemme
d’environnement, il existe s tel que I' H T : s. Par substitution, A - 76 : s.
Puisque T0 —* T, TO C T#' et, par préservation du typage, A =T : s. Donc,
par (conv), A+ x8 : T¢.

(c) Supposons que I' =T'y,2: T, Ty et IV =T'1,2: T, T'9. Par le lemme d’environne-
ment, I'y - T : s. Par préservation du typage I'y = T” : s. Donc I' C I” et, par le
lemme de conversion des environnements, IV ¢ : T'. |

Lemme 36 (Inconvertibilité des sortes maximales) Dans un RTS, si s Cf T
alors s C- T'. Dong, si s est maximale alors T' = s.

Preuve. Par cas sur le nombre de conversions entre s et 7. Si s = T, c’est
immédiat. Supposons alors que s Cr T” Cf: T'. Par définition de Cr, il existe s’ tel que
I'ET':s. Comme C =] et s est irréductible, 7" —* s. Par préservation du typage,
I'ts:setsChLT. [ |

On obtient ainsi I’équivalence entre les relations de conversion Cr et Cr, et un
raffinement du lemme d’inversion pour les RTS.

Lemme 37 (Equivalence de Cr et Cr) Dans un RTS, Cr = Cr.

Preuve. Tout d’abord, nous avons Cr C Cr. Montrons la réciproque. Supposons
que T Cr T'. Comme il existe ¢ tel que I' - ¢ : T', par correction des types, soit T est
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une sorte maximale, soit il existe s tel que I' =T : s. D’apres le lemme précédent, T’
ne peut pas étre une sorte maximale. Donc, il existe s tel que ' =T : s et T Cr T".

Définition 38 (Sorte réguliére) Une sorte s est réguliére si, pour tout (si, s2, s)
€ B, s = s. Un TSM est régulier si toutes ses sortes sont régulieres.

La plupart des PTS que 'on peut rencontrer dans la littérature sont réguliers.
Pour ces systémes, il est souvent fait usage de l'abréviation (s1,s2) € B pour
(s1,52,52) € B [57, 10].

Lemme 39 (Inversion pour les RTS) Supposons que I'+¢: T

— Sit = s alors il existe s tel que (s,s') € Aet s’ CL T.

fSitzf(f},fe]-'s,Tf:(f:f)Uet’yz{:E’Hf}alorsl—szs,fy:(a?’:f)—>1“
et Uy Cf T. De plus, si s est réguliere alors I' = U~y : s.

~Sit=zecX%alors'Fal':set o' Cp T

— Sit = (2:U)V alors il existe (s1,52,53) € Btelque ' -U : 51, ,z:UF V :sg et
S3 CF T.

— Sit=[z:Ulv alors il existe V tel que I',z:U Fv: Vet (x:U)V C; T.

— Sit=wv alors il existe Vet W tels que ' w: (z: V)W, T Fv: Vet W{z —
v} Cp T. De plus, si I' = (z: V)W : s et s est réguliere alors I' - W{z — v} : s.

Preuve. Les modifications des cas t = s et t = (z:U)V découlent de 'inconver-
tibilité des sortes maximales. Il ne nous reste donc plus qu’a montrer les propriétés
supplémentaires dans le cas ot on a une sorte réguliere. La propriété pour t = f (f)
découle, par itération, de celle pour t = uwv.

Supposons que I' - (z: V)W : s. Par inversion, il existe (s1,s2,53) € B tel que
[yx:V =W sy et s3 Cp s. Par préservation des sortes, s3 = s. Par régularité,
s9 = s3. Donc, I',z: V = W : s et, par substitution, I' F W{x — v} : s. |

4.2 RTS logiques et fonctionnels

Définition 40 (TSM fonctionnel) Un ensemble de regles B est fonctionnel si
(s1,s2,83) € B et (s1,52,s4) € B impliquent s3 = s5. Un TSM est fonctionnel si A
est une relation fonctionnelle et B est fonctionnel.

La plupart des PTS que ’on peut rencontrer dans la littérature sont fonctionnels.
Par ailleurs, dans un TSM régulier, B est fonctionnel. Donc, pour qu’un TSM régulier
soit fonctionnel, il suffit que A soit une relation fonctionnelle.

Lemme 41 (Convertibilité des types) Dans un RTS logique et fonctionnel, si
FEt:TetTkHt:T alors T Cy T
Preuve. Par récurrence sur ¢. Nous suivons les notations du lemme d’inversion.

— t = s. Par inversion, il existe s} et s5 tels que (s,s]) € A, (s,s5) € A, s) Cf. T et
s5 Cf T'. Par fonctionnalité, s| = s,. Donc, par symétrie, T' C}. T".
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~ t = f(t). Par inversion, Uy Ci T et Uy Ci T'. Donc, symétrie, T Cf T".

— t = x. Par inversion, 2" Cf T et zI" Cf T". Donc, par symétrie, T C}. T".

—t = (x:U)V. Par inversion, il existe (s1,s2,53) € B et (s),s,55) € B tels que
FFU:s, U8, T,0:UFV s, T,x:UFV :sh, s3 CLTetsy ChT.
Par hypothése de récurrence, s; Cf s} et so (CiimU s4. Par préservation des sortes,
s1 = s} et sy = s5. Donc, par fonctionnalité, s3 = s5 et, par symétrie, T' C}. T".

— t = [x:Ulv. Par inversion, il existe V et V' telsque ', z:U v : V, T, 2:U b v : V',
(z:U)V Cf T et (z:U)V’ Cp T'. Par hypothese de récurrence, V Cf .y V. Par
stabilité par contexte, (z:U)V Cf (z:U)V’. Donc, par symétrie, T Cf T".

— t = wv. Par inversion, il existe V, V/, W et W' tels que T'Fu: (z: V)W, T'Fw:
(x: VW' W{z — v} Cf T et W{zx — v} C; T". Par hypothése de récurrence,
(x: V)W C} (x: V)W'. Par compatibilité avec le produit, W Cy. ., W'. Par
substitution et stabilité par substitution, W{z — v} Cf W'{z — v}. Donc, par
symétrie, T Cf T". [ |

Lemme 42 (Correction de la conversion) Dans un RTS logique et fonctionnel,
silFT :setT Cr T alorsI' =T : s.

Preuve. Par définition de Cr, il existe s’ tel que I' = T” : s’. Comme C =,
il existe U tel que T —* U et T" —* U. Par préservation du typage, I' - U : s et
'+ U : s'. Par convertibilité des types et préservation des sortes, s = s’ et ' = T" : s.

Lemme 43 (Equivalence entre + et ) Dans un RTS, k, =F.

Preuve. Tout d’abord, il est immédiat que - CF. Montrons la réciproque par
récurrence sur I' - ¢ : T'. Le seul cas ennuyeux est bien stir (conv). Par hypothese de
récurrence, nous avons I' kit : T et ' T7 : s, 1l est facile de vérifier que les lemmes
de substitution et de correction des types sont aussi valables pour ;. Ainsi, par
correction des types, soit T est une sorte maximale, soit il existe s’ tel que I' KT : 5.
Si s’ est une sorte maximale alors T" —* s’ et s’ est typable, ce qui est exclu. Donc,
I' =T : s'. Par convertibilité des types et préservation des sortes, s = s’ et, par
(conv’), Tt : T". |

Lemme 44 (a-Equivalence) Dans un RTS logique et fonctionnel, si (z:T)U Cr
(' : T"U" alors = et a’ sont de la méme sorte et (z' : T")U’ est a-équivalent a
(x:THU'{2' — x}.

Preuve. Supposons que z soit de sorte s et 2’ de sorte s’. Par définition de
Cr, nous avons I' - (z: T)U : sg et T' = (2/ : T")U’ : s4. Par inversion, nous avons
Toe:THU :spet e/ : T F U @ s). Par le Lemme d’environnement, nous
avons ' = T : s et ' = T" : s’. Par correction de la conversion et préservation des
sortes, s = s'. Donc x et 2’ sont de méme sorte et (2’ : T")U’ est a-équivalent a
(x:THU' {2/ — x}. |

Lemme 45 (Sorte maximale) Dans un RTS logique et fonctionnel, si s est une
sorte maximale et T' - ¢ : s alors ¢ est de la forme (Z : t)s’. De plus, si t Cy t' alors
t' est de la forme (77 : t')s’ avec |§] = |Z.
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Preuve. Montrons la premieére assertion par cas sur t. Remarquons tout d’abord
qu’il n’existe aucun s’ tel que I' - s : s’. Sinon, par inversion, il existerait s” tel que
(s,8") € Aet s C} s, ce qui est exclu puisque s est maximale.

—t = f(f). Soit 74 = (7 : TYU et v = {& — t}. Par inversion, il existe s’ tel que
'k U~y: s et Uy Cf s. Par correction de la conversion, I' = s : s'. Ce cas est donc
impossible.

— t =z € X%, Par inversion, I' F 2T : ¢ et 2T Cr s. Par correction de la conversion,
'+ s:s'. Ce cas est donc impossible.

— t = [x:UJv. Par inversion, il existe V et s’ tel que I',z:U Fv: V, Tk (z:U)V : ¢
et (z:U)V C} s. Par correction de la conversion, I' - s : s’. Ce cas est donc
impossible.

—t = wv. Par inversion, il existe V, W et s tel que I' F W{x — u} : ¢ et
W{z — u} Cj s. Par correction de la conversion, I' - s : §'. Ce cas est donc
impossible.

I1 ne reste plus que les cas t = (z:U)V et t = s'. Donc t doit étre de la forme
(Z:1)s'.

Montrons maintenant la deuxieme assertion. Par correction de la conversion,
[kt :s. D’aprés la premiére assertion, ¢’ est de la forme (77 : #)s”. Par compatibilité
avec le produit et a-équivalence, et quitte & échanger les roles de ¢ et t/, on peut
supposer que i = 7 et ¢ = ti. Ainsi, ' C% (7 : @)s” ou IV = & : t. Prouvons
alors par récurrence sur le nombre de conversions entre s' et (Z': @)s” que |Z] =0 et
s'=5".8is = (Z:u)s", c’est immédiat. Supposons alors que s’ C. v Cf, (Z': @)s”.
Par correction de la conversion, I'' I v : s. Donc, d’apres la premiere assertion, v est
de la forme (' : @’)s”". Comme C = et s’ est irréductible, v —* s’. Donc |Z| =0 et

s =§'. Ainsi, v = ¢ et, par hypothese de récurrence, |Z] =0 et s” = 5. [ |

4.3 RTS logiques et injectifs

Définition 46 (TSM injectif) Un ensemble de regles B est injectif si (s1, s2, s3) €
B et (s1,85,53) € B implique sy = s5. Un TSM est injectif si A est une relation
fonctionnelle et injective et B est fonctionnel et injectif.

Dans un TSM régulier, B est fonctionnel et injectif. Donc, pour quun TSM
régulier soit fonctionnel, il suffit que A soit une relation fonctionnelle et injective.

Lemme 47 (Séparation) Dans un RTS logique et injectif, si s; # so alors, pour
tout i € {0,1}, T;* NT;* = 0.

Preuve. Montrons que ¢ € T;' N T;? implique s; = sg, par récurrence sur ¢.

Cas i = 0. Il existe I'; tel que I'; =t : ;.

—t = s. Par inversion, il existe s} tel que (s,s}) € A et s (Cfij s;. Par fonc-
tionnalité, sy = s5. Notons s par la sorte 57 = s5. Alors s’ Cf, s;. Donc, par
préservation des sortes, s1 = s9 = s'.

—t=f(), feFetr=(F:TU.Soit T =F:T et y={&+ t}. Par
inversion, - 77 : s, y: ' = I'j et Uy (Ci'ij s;. Par inversion encore, il existe s’ tel
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que I' - U : . Par substitution, I'; = U~ : s’. Par correction de la conversion,
I'; F sj : §'. Par inversion et préservation des sortes, (s;,s’) € A. Donc, par
injectivité, s; = so.

—t = € X° Par inversion, I'; = 2I'; : s et 2[; (Cl*ij sj. Par correction de la
conversion, I'; - s; : s. Par inversion et préservation des sortes, (s;,s) € A.
Donc, par injectivité, s; = so.

—t = (z: U)V. Par inversion, il existe (3],35,35’) € Btelquel; U : st
Lj,z:UFV: s? et s;’ Cr, sj. Par hypothese de récurrence, st = sb et 2 = s3.
Donc, par fonctionnalité, s? = s3. Notons s la sorte s = s3. Alors, s (Ci'ij s; et,
par préservation des sortes, s; = sg = s.

—t =[z: U]v Par inversion, il existe V; et 84 tel que I'j,z:U - v : Vj, I
(x:U)V; - s et (x: U)V Ct, s;. Par inversion encore, 11 existe (s}, s%,s3) € B

30750 °]
tel que I'; I— U : J, Lj,z:U =V : s] et 5? Cr r; ]. Par préservation des
sortes, 55’ = 4 Par hypothése de récurrence, s} = s% et 5% = s3. Donc, par

fonctlonnahte 31 = 32 Notons s la sorte 31 = sg’ = 31 = 52 Par correction de

la conversion, I' F s; : s. Par inversion et préservation des sortes, (sj,s) € A.
Donc, par injectivité, s; = so.

— t = wv. Par inversion, il existe V; et Wj tels que I'; - w : (x;:V;)W;, T'j vV
et Wi{z; — v} Ct, sj. Soit I, =Tj,2;:Vj et 0; = {x; — v}. Par correction
des types, il existe s’ tel que I'; - (a:j Vi)W ts ’ . Par hypothese de récurrence

sur u, ) = s. Posons s = 51 = s. Par 1nver81on il existe (sj, > ]) € B tel
que I'; = Vj : Jl-, F; =Wj sj et s? (Ci'ij s'. Par préservation des sortes, s? =5
Par hypothése de récurrence sur v, s% = s%. Donc, par injectivité, s% = s%.
Posons s” = s = s3. Comme 0; : T'; +— T, par substitution, T'; - W;6; : s

Par correction de la conversion, I'; - s; : s”. Par inversion et préservation des
sortes, (sj,s”) € A. Donc, par injectivité7 51 = S9.

Cas i = 1. Il existe I'j et T} tels que I'; F ¢ : T et I'; =T : s

— t = 5. D’apres le cas 1 = 0, il existe s’ tel que s (C* T;. Par correction de la
conversion, I'; - s’ : s;. Par inversion et preservatlon des sortes, (s',s;) € A.
Dong, par fonctionnalité, $1 = $So.

- t= f(t_) D’aprés le cas ¢ = 0, il existe s’ tel que I'; F T} : s'. Par convertibilité
des types et préservation des sortes, s; = s9 = s'.

—t=x¢€ X% D’apres le cas i = 0, I'; - T} : 5. Donc, par convertibilité des types
et préservation des sortes, s = so = s.

—t = (x:U)V. D’apres le cas i = 0, il existe s tel que s (Cl’ij T;. Par correction de
la conversion, I'; = s : s;. Par inversion et préservation des sortes, (s, s;) € A.
Dong, par fonctionnalité, s; = so.

— t = [z:Ulv. D’apres le cas ¢ = 0, il existe s tel que I'j - T} : s. Par convertibilité
des types et préservation des sortes, s; = sy = s.

— t = wv. D’apreés le cas i = 0, il existe s” tel que I'; - T; : s”. Par convertibilité
des types et préservation des sortes, s; = s9 = s'. |

Lemme 48 (Classification) Dans un RTS logique et injectif, soit (s1,s2) € A et
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Tgl C Tizv soit (s1,s2) ¢ A et Tél N Tiz = (.

Preuve. Si (s1,s2) € A, il est clair que Tj' C Tj2. Montrons alors que ¢ €
Ty N Ti? implique (s1,s2) € A, par récurrence sur ¢. Soient I', I et T' tels que
I'kt:is, IVFt:TetI'FT: so.

— t = s. Par inversion, il existe s} et s tels que (s,s]) € A, 5§ Cf s1, (s,85) € A
et s5 C;, T. Par préservation des sortes, si = s1. Par fonctionnalité, s} = s5. Par
correction de la conversion, I' b s : s5. Donc, par inversion et préservation des
sortes, (sh,s2) € Aet (s1,s2) € A.

—t = f(t). Soit 74 = (¥ : TYU et v = {& — t}. Par inversion, il existe s} et s}
tels que I' = Uy = sy, Uy Cf s1, IV F U~y = 85 et Uy Cf, T. Par correction de la
conversion, I' - s1 : 8] donc, par inversion et préservation des sortes, (s1,s]) € A.
Par séparation, s = s}. Par correction de la conversion, I" - T : s. Donc, par
séparation, s, = sg et (s1,s2) € A.

—t = € X*° Par inversion, I' - 2T : s, 2" C}. 51, I - oIV : s et 2" C}, T. Par
correction de la conversion, I' F s1 : s. Par inversion et préservation des sortes,
(s1,s) € A. Par correction de la conversion, I" = T : s. Donc, par séparation,
s = sy et (s1,82) € A.

—t = (x:U)V. Par inversion, il existe (sq, s, Sc) et (s}, s}, s.) € B tels que I' F
U:se, Da:UFV s, 8.Chsi,I"FU :5,, IV z:UFV:sets, Cf T.
Par préservation des sortes, s, = s1. Par correction de la conversion, I - s/, : s9.
Par inversion et préservation des sortes, (s.,s2) € A. Par séparation, s, = s}, et
sp = 3. Donc, par fonctionnalité, s, = s, et (s1,s2) € A.

—t = [z : Ulv. Par inversion, il existe V, s, V' et s’ tels que T,x : U F v : V,
P (@:0)V s (z:U)VCE s, INz:Ukov:V  IT'F (x:0)V' : & et
(z : U)V' Cf, T. Par correction de la conversion, I' - s : s et I' = T : 5.
Par inversion et préservation des sortes, (s1,s) € A. Par séparation s’ = sj.
Par inversion encore, il existe (sq, Sp, S¢) €t (s, s),s.) € B tels que I' - U : s,
De:UFV sy, scChs, VU :s, et IV z:UF V' :s)ets, Cf s Par
préservation des sortes, s, = s et s, = §'. Par séparation, s, = s}, et s, = s,
Donc, par fonctionnalité, s. = s/, et (s1,s2) € A.

— t = wv. Par inversion, il existe V., W, s, V' et W/ et ' tels que ' w : (x: V)W,
F'EW{z—ov}:s, W{x— v} Cf s1, IV Fu: (z: VYW, I"F Wz — v} :5 et
W'{x — v} C% T. Par correction de la conversion, I' - s1 : s et IV = T : §'. Par
inversion et préservation des sortes, (s1,s) € A. Par séparation, s = s’ et s’ = sa.
Donc, (s1,s2) € A. [ |

Remarque 49 (Classes de typage)

Avec le lemme de correction des types, nous avons vu qu’un terme typable est
nécessairement dans I'un des ensembles T? ot i € {0,1} et s € S. Avec les lemmes
de séparation et de classification précédents, on peut décrire avec précision les liens
entre ces ensembles.

Dans un TSM injectif, I’ensemble des axiomes A est nécessairement une réunion
disjointe de “chaines” maximales, c’est-a-dire d’ensembles A’ tels que :
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— si (s1,82) € A et (s2,s3) € A alors (sg,s3) € A,
— si (s2,53) € A’ et (s1,52) € A alors (s1,s2) € A'.

Par exemple, dans le cas ou A est fini, une chaine maximale est de la forme
{(s1,52), (52,83), -+, (Sn,Snt+1)} avec si,...,s, distincts deux & deux. Pour une
telle chaine, on obtient les n classes de typage T7', Ti?, ..., Ti", plus les deux
classes T;""" et Tg"™ si sp41 est distinct des autres s;. Finalement, une sorte s qui
ne fait partie d’aucun axiome donne lieu a deux classes, T{ et T§.

4.4 RTS confluents

Ci-apres, nous montrons des résultats de dépendance des types par rapport aux
variables ou aux symboles. Le premier résultat, la dépendance par rapport aux
variables, est plus connu sous le nom de Lemme de Renforcement. Nous présentons
une preuve de ce lemme dans le cas d'un RTS fonctionnel (et confluent) inspirée
de celle de H. Geuvers et M.-J. Nederhof [57]. L. S. van Benthem Jutting [114] a
montré que tout PTS vérifie cette propriété. Il serait intéressant d’examiner cette
preuve pour I'adapter aux RTS.

Lemme 50 (Dépendance par rapport aux variables) Dans un RTS confluent
et fonctionnel,
si A,z VA" Ft 2T et z ¢ FV(A')t) alors il existe T7 tel que T —* T’ et
AN T

Preuve. Par récurrence sur A, z:V, A’ =t : T.

(ax) Impossible.

(symb) Soit I' = A,z : V,A’. Montrons que U~y lui-méme fait I'affaire. Par hy-
pothese de récurrence, pour tout i, il existe T/ tel que T;y —* T} et A, A" +
t; : T]. Montrons que v : I'y — A, A’ Soit v; = {z1 — t1,...,2; — t;} et
Iy =x1:T,...,z;:T;. Montrons que ~; : I'; — A, A’ par récurrence sur i. Pour
i = 0, il n’y a rien & montrer. Supposons alors que ~; : I'; — A, A’ et montrons que
Yit1 : Tig1 = A, A, Comme F 7 : s, par inversion, pour tout j, il existe s; tel que
I'y_1 T : sj. Ainsi, par le lemme d’environnement, FV(T}) C {z1,...,2j-1}.
Donc, pour tout j < i+ 1, Tjyi41 = Tjvi. Ainsi, 41 : I — A, A’ et il ne nous
reste plus qu’a montrer que A, A’ Ft;41 : Ti119;. Nous avons A, A’ = #;11 : Tz'l+1'
Comme T'; - Tjiq : sj11 et v : Ty — A, A/, par substitution, A, A"+ Ty 17 @ Sit1.
Done, par (conv), A, A" F ti11 @ Tiy1yi et g1 : Tiyn — A, A’. Finalement,
Y= :Ty = A A" Comme I'y - U : s, par substitution, A, A" U~ :s.

(var) Soit ' = A, z:V, A’. Par hypothese de récurrence, A, A’ T : s. Donc, par
(var), A Az :THax:T.

(weak) Si z = x, T lui-méme fait affaire puisque I' - ¢ : T'. Sinon, soit I' = A, z:
V, A’. Par hypothese de récurrence, il existe T" tel que T —* T, A, A’ =t : T’ et
A, A" U : s. Dong, par (weak), A, A" x:Utt:T.

(prod) Soit I' = A,z : V,A’. Par hypothese de récurrence, A, A" = T : s1 et
A, A x:THU : sy. Dong, par (prod), A, A"+ (z:T)U : s3.
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(abs) SoitI' = A, z:V, A’. Par hypothese de récurrence, il existe U’ tel que U —* U’
et AJA'Jz:T F u: U'. Montrons que A, A’ b (x: T)U' : s. Alors, par (abs),
AA Fz: Tl : (z:T)U'. Comme I' - (z:T)U : s, par inversion, il existe
(s1,82,8) € Btel que ' T : sy et Tyx:T F U : s3. Comme z ¢ FV(T),
par hypothese de récurrence, A, A’ = T : s;. Comme A,A',z:T F u : U’, par
correction des types, soit U’ = s’ soit A, A/, z:T + U’ : s’. Supposons que U’ = s'.
Comme I',z: T F U : s9, par préservation du typage, I',z: T = U’ : s3. Donc
(s',s9) e Aet AJA' x:TFU': sy. Si maintenant A, A',x:T + U’ : ¢ alors, par
convertibilité des types, s’ = s9. Ainsi, dans tous les cas, I',z:T U’ : s9. Donc,
par (prod), A, A"+ (z:T)U’ : s.

(app) Soit I' = A, z: V, A’. Par hypothese de récurrence, il existe Uy, U} et V tels
que U =* U, U =* U, V =* VI, AN Ft: (x:U)V et AJA' F u: Ul
Par confluence, il existe U” tel que U —* U” et Uy —* U”. Par préservation du
typage, A, A" t: (x:U")V' et AJA" F u : U”. Donc, par (app), A, A" F tu :
V{x — u}.

(conv) Par hypothése de récurrence, il existe T tel que T —* T" et A, A" ¢ :T".
Par confluence, il existe 7" tel que T" —* T" et T —* T""". Par préservation du
typage, A, A"+t T". [ |

Corollaire 51 Dans un RTS confluent et fonctionnel, si A,z : V,A' =t : T et
2 ¢ FV(A',t,T) alors A, A"+t :T.

Preuve. D’apres le lemme, il existe 7" tel que T —* T" et A, A’ -t : T'. Par
correction des types, soit T' est une sorte maximale et 7" = T, soit A, z: V,A' T : s.
Alors, d’apres le lemme, A, A’ T : s. Donc, par (conv), A, A’ F¢:T. [ |

Lemme 52 (Permutation forte) SiT,y:A,z:B,I" -t :T et y ¢ FV(B) alors
I,z:B,y:AT"+t:T.

Preuve. Soit A =T',y: A,2: B,T" et A’ =T,2:B,y: A, T'. D’apres le lemme
de transitivité, il suffit de montrer que A’ est valide et que A’ = A. Et pour cela,
il suffit de montrer que A’ est valide. Par le lemme d’environnement, nous avons
'FA:set,y:AF B:s'. Dapres le lemme précédent, I' - B : s'. Donc, I', 2: B
est valide et, par affaiblissement, I', 2 : B,y : A aussi. Supposons que IV = 7 : T et
posons A; =T, y: A, z:B,wy:Th, ...,z Ty et A, =T,2:B,y: A,z :Th,...,x;: T;.
Montrons par récurrence sur ¢ que A} est valide. Nous avons montré que Af est
valide. Supposons que A/ soit valide. Par le lemme d’environnement, A; = Tj41 : Si41.

Comme A} = Ay, Al T ¢ 541 et Al est valide. Donc, A’ est valide et A" ¢: T.
|

Définition 53 (Compatibilité par rapport & un pré-ordre) Soit > un pré--
ordre sur F. Etant donné un symbole g, nous désignerons par b, la relation de
typage du RTS dont les symboles sont strictement inférieurs a g.

— — est compatible avec > si, pour tout symbole g et tout terme ¢, ¢, des lors que
tous les symboles de ¢ sont strictement inférieurs & g et que t — t/, alors tous les
symboles de ¢’ sont strictement inférieurs a g.
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— T est compatible avec > si, pour tout g, tous les symboles de 7, sont inférieurs ou
égaux a g.

Lemme 54 (Dépendance par rapport aux symboles) Soit un RTS confluent
et fonctionnel et > un pré-ordre sur F tel que — et 7 soient compatibles avec >. Si
'kt : T et les symboles de I' et ¢t sont strictement inférieurs & g alors il existe T”
telque T —*T" et Tyt : TV,

Preuve. Par récurrence sur ' ¢ : T'.

(ax) Immédiat.

(symb) Montrons que I' -, f (t) : U~y. Par hypothese de récurrence, pour tout 4, il
existe T} tel que Tyy —* T et I' k4 ¢; : T;. Montrons que v : I'y — I dans k. Soit
vi=A{r1 = t1,...,x; =t} et Ty =x1:Th, ..., z;: T;. Montrons que v; : I';y = T'
par récurrence sur i. Pour ¢ = 0, il n’y a rien & montrer. Supposons alors que
v; : I'y = T et montrons que ;41 : ;11 — I'. Comme 7 est compatible avec >, par
hypothese de récurrence, b4 7 : s. Par inversion, pour tout j, il existe s; tel que
I'j_1 k4 Tj : sj. Ainsi, par le lemme des variables libres, FV (7)) C {z1,...,2j-1}.
Donc, pour tout j <7+ 1, Tjvi41 = Tjv;. Ainsi, 7,41 : I'; = I et il ne nous reste
plus qu’a montrer que I' g ¢;41 : Tir17;. Nous avons I' g ¢;41 - Tz'/+1- Comme
[ by Tig1 : sip1 et v« Iy — I, par substitution, I' by Tj117; : si41. Donc, par
(conv), I' kg tip1 @ Tig17vi et vig1 @ Tigr — T'. Finalement, v = v, : I'y — T
Comme I'y 4 U : s, par substitution, I' by U~y : s.

(var) Par hypotheése de récurrence, I' -4 T' : s. Donc, par (var), I'z:T gz : T.

(weak) Par hypothese de récurrence, il existe 7" tel que T —* T, T' kg ¢ : T' et
I'4 U :s. Donc, par (weak), I',z:U gt : T".

(prod) Par hypothese de récurrence, I' g T : s et I,z : T 4 U : so. Donc, par
(prod), I' =g (2:T)U : s3.

(abs) Par hypothese de récurrence, il existe U’ tel que U —* U’ et I, z: T kg u: U'.
Montrons que I' -4 (z:T)U’ : s. Alors, par (abs), I' -y [z:Tu : (z:T)U’. Comme
I'F (z:T)U : s, par inversion, il existe (s1,s2,s) € B tel que I' = T : 51 et
I'x:T = U : s3. Par hypothese de récurrence, I' =y T" : s1. Comme I',z: T F, u :
U’, par correction des types, soit U’ = ¢’ soit I',z:T +, U’ : s'. Supposons que
U' =5 Comme I'yx:T F U : s9, par préservation du typage, I'x:T = U’ : so.
Donc (s',s2) € Aet T z:T 4 U’ : s5. Si maintenant I',z:T -, U’ : &' alors, par
convertibilité des types, s’ = so. Ainsi, dans tous les cas, I, x:T t, U’ : s5. Donc,
par (prod), I' g (z:T)U’ : s.

(app) Par hypothese de récurrence, il existe Uy, U} et V tels que U —* Uy, U —*
Uy, V.>*V T kgt (x:U)V et T k4 u: Uy Par confluence, il existe U” tel
que U] —* U" et Uy —* U”". Par préservation du typage, I' b4 ¢t : (z:U")V' et
'ty u:U". Donc, par (app), I' b4 tu : V'{z — u}.

(conv) Par hypothese de récurrence, il existe 7" tel que T —* T" et T' k4 ¢ = T".
Par confluence, il existe 7" tel que T" —* T" et T —* T"". Par préservation du
typage, I' kg t : T”. Comme — est compatible avec >, les symboles de 7" sont
strictement inférieurs a g. |



Chapitre 5

Systemes de Types Algébriques
(ATS)

Maintenant, nous allons étudier le cas des RT'S dont la relation de réduction est
engendrée par la S-réduction et des regles de récriture. Avant cela, il convient de
bien définir ce qu’on entend par récriture dans un contexte de typage fort et d’ordre
supérieur comme c’est le cas dans les systemes de types.

Au premier ordre, c’est-a-dire dans une algebre de termes du premier ordre, une
regle de récriture est généralement définie comme un couple I — r de termes tels
que [ ne soit pas une variable et les variables qui apparaissent dans r apparaissent
également dans [ (sinon la récriture ne termine pas). Ensuite, on dit qu'un terme ¢
se récrit en t' & la position p s’il existe une substitution o telle que t|, = lo (on dit
que t|, “filtre” 1) et t’ = t[ro], (t|, = lo est remplacé dans ¢ par ro). Nous renvoyons
le lecteur vers [43] [3] pour plus de détails sur la récriture du premier ordre.

Ici, nous allons considérer un mécanisme de récriture tres similaire en restreignant
les membres gauches des regles a appartenir a ’algebre des termes engendrée par
F et X. Par contre, les membres droits pourront étre quelconques. C’est un cas
particulier de Combinatory Reduction System (CRS)E] de W. Klop [78] pour lequel
il n’est pas nécessaire d’utiliser du filtrage d’ordre supérieur a la Klop ou a la Miller
[91], 95].

Cependant, nous avons montré dans [20] que le critére de terminaison que nous
allons présenter dans le chapitre suivant peut s’adapter, dans le cadre du A-calcul
simplement typé, a la récriture avec filtrage d’ordre supérieur a la Klop ou a la Miller.
Il serait donc intéressant de chercher a définir une notion de récriture avec filtrage
d’ordre supérieur en présence de types polymorphes et dépendants, et d’étudier si nos
conditions de terminaison peuvent également s’adapter a cette notion de récriture.

Définition 55 (Termes algébriques) Un terme est algébrique s’il est une va-
riable ou s’il est de la forme f (f} avec tous les t; eux-mémes algébriques. Nous
désignerons par T (F,X) I'ensemble des termes algébriques batis & partir de F et

1. Pour cela, il suffit de traduire [z:T]u par A(T, [z]u), (z:T)U par II(T, [z]U) et uv par Q(u,v),
ou A, IT et @ sont des symboles d’arité 2 et []- est opérateur d’abstraction des CRS.

53
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X, et par T(F, X) 'ensemble des termes algébriques typables.

Définition 56 (Récriture) Une régle de récriture est une paire [ — r constituée
de deux termes [ et r tels que [ est un terme algébrique différent d’une variable et
FV(r) C FV(I). Une regle [ — r est linéaire-gauche si aucune variable n’apparait
plus d’une fois dans [.

Etant donné un ensemble R de regles de récriture, la R-réduction —x est la
plus petite relation stable par substitution et contexte contenant R. Un terme de la
forme lo avec | — r € R et ¢ une substitution est un R-radical.

Etant donné un ensemble de symboles G, nous désignerons par Rg l’ensemble
des régles qui définissent un symbole de G, c’est-a-dire I’ensemble des regles dont le
symbole de téte du membre gauche est un symbole de G.

Un symbole f est dit constant si Rp = (), sinon il est dit (partiellement) défini.
Nous désignerons par CF ’ensemble des symboles constants et par DF ’ensemble
des symboles définis.

Définition 57 (ATS) Un ATS est un pré-RTS dont la relation de réduction — est
de la forme —r U —3 avec R un ensemble de regles de récriture.

Maintenant que nous avons introduit notre notion de récriture, nous pouvons
nous demander a quelles conditions celle-ci est correcte vis-a-vis de la relation de
typage.

Au premier ordre, dans les algebres sortées, pour que la récriture préserve la
sorte des termes, il suffit que, dans toutes les regles, le membre gauche et le membre
droit aient la méme sorte.

Transposée dans les systemes de types, cette condition donne : il existe un envi-
ronnement I et un type T tel que I' =1 : T et I' - r : T'. Cette condition est celle qui
a été retenue dans tous les travaux précédents combinant A-calcul typé et récriture.

Cependant, cette condition présente un inconvénient important. En présence de
types polymorphes ou dépendants, elle conduit & des regles fortement non linéaires.
Cela a deux conséquences importantes. Premierement, la récriture est fortement
ralentie a cause des tests d’égalité nécessaires. Deuxiemement, il est plus difficile de
montrer la confluence en présence de regles non linéaires.

Prenons 'exemple de la concaténation de deux listes polymorphes dans le Calcul
des Constructions (S = {x,0}, A= {(x,0)} et B = {(s1,52,53) € S? | 59 = s3}) :
— list € F' avec Ty = % — * le constructeur de type des listes polymorphes,

— nil € F; avec Tp = (A:x)list(A) la liste vide,

— cons € F§ avec Teons = (A:x)A — list(A) — list(A) la fonction ajoutant un
élément en téte d’une liste,

— app € F§ avec Tapp = (A:%)list(A) — list(A) — list(A) la fonction de concaténa-
tion de deux listes.

Une définition naturelle de app est :
— app(A, nil(A), ') =
— app(A, cons(A, xz,0),0') — cons(A,x,app(A, L, 1))
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Cette définition vérifie bien la condition. Il suffit de prendre I' = A : %,z :
Al list(A), 0 2 list(A) et T = list(A). Mais on peut se demander s’il est bien
nécessaire de faire le test d’égalité quand on veut appliquer la seconde regle. En
effet, si app(A, cons(A’,x, L), ") est bien typé, alors, par inversion, cons(A’, z, ) est
de type list(A) et, par inversion encore, list(A’) est convertible & list(A). Ainsi, au-
toriser la réduction méme si A’ est différent de A ne semble pas poser de probleme
puisque list(A") est convertible a list(A).

En fait, ce qui est important, ce n’est pas que le membre gauche d’une regle
soit typable, c’est que si une instance du membre gauche est typable alors I'instance
correspondante du membre droit a le méme type. Nous exprimons cela en disant
qu’il doit exister un environnement I' dans lequel typer le membre droit, et une
substitution p qui envoie les variables du membres gauches n’appartenant pas a I’
sur des termes typables dans I'. Ainsi, on peut considérer les regles suivantes :

— app(A, nil(A"),0') = 1/

— app(A, cons(A',z,0),0") — cons(A, x,app(A, L, 1))

en prenant I' = A :x,x: AL : list(A), 0 : list(A) et p = {A" — A}. Dans [19],
nous donnons 5 conditions, (S1) & (S5), qui doivent étre vérifiées par la reégle | — r,
I et p. Supposons que | = f(1), T = (2 : TYU et v = {& ~ I}. Alors, (S1) est
dom(p) € FV(I) \ dom(I") et (S2) est I' - lp : U~yp. Bien que ces deux premieres
conditions soient souvent réalisées, elles ne sont pas nécessaires pour montrer la
préservation du typage. C’est pourquoi, dans la définition suivante, elles ne figurent
pas. Cependant, nous verrons que (S2) est nécessaire pour montrer la normalisation

forte (voir Définition [81)).

Définition 58 (Reégle bien typée) Une regle [ — 7 est bien typée s’il existe un
environnement I' et une substitution p tels que, si I = f(I), 74 = (& : T)U et
v ={Z 1} alors :

(S3) ' r: U~p,

(S4) pour tout A, o et T, si Aklo:T alors o : T' — A,

(S5) pour tout A, o et T, si A+ lo : T alors, pour tout z, zo | zpo.

Par la suite, nous écrirons (I — r,T', p) € R pour signifier que [ — r, I et p vérifient
les hypotheses précédentes.

Un exemple, utilisant un type dépendant, nous est fourni par la concaténation
de deux listes de longueurs données et la fonction map qui, a une fonction f et une
liste aq .. .ay,, associe la liste f(a1)... f(ay) :

— T € F§ avec 77 = * une constante de type,

— nat € ]-"()D avec Tpqe = * le type des entiers naturels,

— 0 € F§ avec 19 = nat la constante zéro,

— s € Ff avec 75 = nat — nat la fonction successeur,

— + € F3 avec 74 = nat — nat — nat 1'addition sur nat,

— listn € f1D avec Tystn = nat — x le constructeur de types des listes de longueur
n?
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— niln € Fy avec Ty, = listn(0) la liste vide,

— consn € F§ avec Teonsn = 1 — (n:nat)listn(n) — listn(s(n)) la fonction ajou-
tant un élément en téte d’une liste,

— appn € F} avec Tappn = (n:nat)listn(n) — (n':nat)listn(n’) — listn(n +n’) la
fonction de concaténation de deux listes,

— mapn € F§ avec Tmapn = (T — T) — (n:nat)listn(n) — listn(n) la fonction qui,
a une fonction f : T — T et une liste a; ... a,, associe la liste f(ay) ... f(ay),

ou +, appn et mapn sont définies par :

- +(0,n") = n/

— +(s(n),n’) = s(n+n')

— appn(0,4,n', ') — ¢’

— appn(p, consn(xz,n,l),n' ') — consn(x,n+n', appn(n,t,n’ 1))

— mapn(f,0,0) — ¢

— mapn(f,p,consn(xz,n,l)) — consn(fx,n,mapn(f,n,r))

— mapn(f,p,appn(n,,n', ') — appn(n,mapn(f,n,£),n', mapn(f,n’, "))

Pour la seconde regle de appn, on peut prendre I' = x: T, n:nat,:listn(n),n’:
nat, 0’ : listn(n’) et p = {p — s(n)}. Cela nous évite d’avoir a vérifier que p est
convertible a s(n).

Pour la troisieme regle de mapn, on peut prendre I' = f: T — T,n: nat,?:
listn(n),n’ :nat, ¢ :listn(n') et p = {p — n + n'}. Cela nous évite d’avoir a vérifier
que p est convertible & n + n'.

Le lecteur pourra trouver d’autres exemples dans le Sous-chapitre

Lemme 59 (Correction de la récriture) Si R est un ensemble de regles bien
typées alors —x préserve le typage.

Preuve. Nous procédons comme pour la correction de — 3. Nous ne détaillons
que le cas (symb) :

Frpis Dalide Thty:Tiy. Tkt Ty €7
(symb) T U 7= (z:T)U,
it v=A{Z~t})

que t = lo et montrons que I' - ro : U~. Par (S4), o : I'y — TI'. Par (S3),
[y F 7 : Uyyp. Donc, par substitution, I' - ro : Uyypo. Par (S5), pour tout x,
xpo et xo ont un réduit commun que nous appellerons ¢,. Donc, en réduisant
successivement dans U~vgpo chaque xpo a t,, et dans Uvygo chaque xo & t, aussi,
on obtient U~ygpo | U~vgo. Mais Uygo = U~ et, par inversion, il existe s’ tel que
' U~y : s Dong, par (conv), I' - ro : Uyyo. |

Théoréme 60 (Admissibilité) Un ATS logique dont toutes les régles de récriture
sont bien typées est un RTS, i.e. sa relation de réduction préserve le typage.

Preuve. Pour —3, cela découle du fait que I’ATS est logique. Pour —x, cela
découle de la correction de la récriture. ]
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Comment s’assurer que les conditions (S3), (S4) et (S5) sont bien remplies ? Dans
toute leur généralité, elles sont stirement indécidables. D’une part, on ne sait pas si
et | sont décidables et, d’autre part, dans (S4) et (S5), nous quantifions arbitrai-
rement sur A, o et T'. Il est donc nécessaire de faire des hypotheses supplémentaires.
Nous envisageons successivement les trois conditions ci-apres.

Voyons (S3). En pratique, les symboles et les régles qui les définissent sont sou-
vent rajoutés les uns apres les autres (ou par paquets, mais argument qui suit peut
se généraliser). Soit (F,R) un systéme dans lequel - est décidable (par exemple, un
systeme fonctionnel, confluent et fortement normalisant), f ¢ F et Ry un ensemble
de regles définissant f et dont tous les symboles appartiennent & ' = FU{ f}. Alors,
dans (F',R), | est également décidable. On peut donc chercher & vérifier (S3) dans
ce systeme. Cela ne nous parait pas une grande restriction : il serait surprenant que
le typage d’une regle nécessite I'utilisation de la regle elle-méme !

Nous considérons maintenant (S4).

Définition 61 (Type canonlque et type derlve) Soit ¢ un terme de la forme (o
avec [ = f(I) algébrique, T = (7 : TYU et v = {Z — [}. Nous dirons que Uryo est le
type canonique de t.

Soit p € Pos(l) avec p # €. Nous définissons le type de t|, dérivé de t, T(t,p), de
la maniere suivante :

— si p =1 alors 7(t,p) = Tiyo,
— si p=iq et q # e alors 7(t,p) = 7(t;,q).

Le type de t|, dérivé de t ne dépend en fait que du terme juste au-dessus de t|,
dans t.

Le lemme suivant nous montre que le type canonique de ¢ et le type de t|, dérivé
de t sont bien des types pour t et t|, respectivement.

Lemme 62 Soit ¢ un terme de la forme lo avec | = f(l_j algébriqueet '-¢: T,V
le type canonique de t et p € Pos(l) avec p # €. Dans un TSM quelconque, I' ¢ : V
et 't : 7(t,p).

Preuve. De ' - ¢t : T, par inversion, on obtient immédiatement I' - ¢ : V.
Voyons I' - t|,, : 7(t, p) maintenant. Comme p # ¢, nous avons p = qi, t|, de la forme
g(ko) avec g(k) algébrique et t|q typable dans I'. Supposons que 74 = (& : TYU et
v = {Z+ k}. Alors, 7(t,p) = Tiyo et, par inversion, T - tlp : Tiyo. |

Lemme 63 (S4) Soit [ — r une régle et I' un environnement. Si, pour tout = €
dom(T), il existe p, € Pos(z,!1) tel que 7(l,p;) = «I', alors (S4) est vérifiée.

Preuve. Supposons A F lo : T. Comme [ est algébrique, par inversion, A - zo :
T(loyps) = 7(l, py)o = zl'o. |

Pour (S5), par contre, nous n’avons pas de résultat général. Par le Lemme d’inver-
sion, (S5) se ramene a un probleme d’unification modulo |*. La confluence de — (qui
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implique |*=]) peut donc étre tres utile. Malheureusement, il y a peu de résultats
généraux sur la confluence de - U — g (voir la discussion apres la Définition .
Par contre, on peut facilement montrer que la confluence locale est préservée.

Lemme 64 (Confluence locale) Si —x est localement confluente sur 7 (F, X)
alors -=—r U —3 est localement confluente sur 7.

Preuve. Nous écrirons ¢t —P ¢’ pour dire qu’il existe u tel que t|, — u et
t" = t[u'], (réduction a la position p). Supposons que t =P t; et t —7 t5 et montrons
par récurrence sur ¢t qu’il existe t’ tel que t1 —* t' et to —* t. Il y a trois cas :
e p et g n’ont pas de préfixe commun. Les réductions en p et ¢ peuvent se faire en
parallele : t1 =7 t], to =Pt} et t) = tb,.
e p=1ip' et ¢ =iq’. On peut conclure par hypothese de récurrence sur t|;.
e p=c¢ ou q = &. Quitte a échanger les roles de p et ¢, on peut supposer que p = &.

Il y a alors deux cas :

—t=[x:V]uvett; =u{x— v} On peut distinguer trois sous-cas :

o q=11¢ et V =7 V'. Alors ¢ = ¢; convient.

o q=12¢ et u =9 /. Alors t' = u/{z — v} convient.

0 q=2¢ et v =7 v'. Alors t' = u{x — v’} convient.

—t=lo,l > r € Rett; =ro.ll existe un terme algébrique u de taille maximale
et une substitution 6 tels que ¢t = uf et 0 = yb implique z = y (u et 0
sont uniques au choix des variables pres et u a les mémes non-linéarités que t).
Comme les membres gauches des reégles sont algébriques, u = lo’ et o = o’6.
Maintenant, on peut distinguer deux sous-cas :

o q¢ € Pos(u). Comme les membres gauches des regles sont algébriques, nous
avons u —g ro’ et u —g v. Par confluence locale de —¢ sur T (F, X), il existe
u’ tel que ro’ —* v et v —* /. Ainsi, t; = ro’0 —=* W0 et ty = v0 —* U0.

o ¢ = qiq et ulg, = x. Soit g, ...,qy, les positions des autres occurrences de z
dans u. Si on réduit t5 & chaque position ¢;¢’, on obtient un terme de la forme
lo’0" ou 0’ est la substitution égale & 6 sauf en x ou elle est égale au réduit de
z0. 1l suffit alors de prendre t' = ro’6¢’. [ |



Chapitre 6

Conditions de Normalisation
Forte

Dans ce chapitre, nous allons donner des conditions de normalisation forte pour
les ATS basé sur le Calcul des Constructions.

Définition 65 (CAC) Un Calcul des Constructions Algébriqgues (CAC) est un
ATS (S, F, X, A, B,7,R) tel que S = {x,0}, A = {(*,0)} et B = {(s1,52,83) €
S3 | 5o = s3}.

Un CAC est un ATS injectif et régulier.

6.1 Classification des termes

D’apres les lemmes de séparation et de classification, les termes typables sont
divisés en trois classes disjointes : T, T et T%. Pour les désigner, nous allons
introduire des notations plus explicites.

Définition 66 (Classes de typage)

— Soit K = T la classe des types de prédicats.
— Soit P = TY la classe des prédicats.

— Soit @ = T7 la classe des objets.

Qu’un terme appartienne a 'une de ces trois classes peut étre facilement décidé
en introduisant les classes syntaxiques suivantes :

Définition 67 (Classes syntaxiques)
e La classe syntaxique K des types de prédicats :
- x €K,
~sizeX, TeTetKekKalors (z:T)K € K.
e La classe syntaxique P des prédicats :
S x9Cp,
—siz e X, Te€T et PePalors (z:T)P€Petx:T|PeP,

99
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~-siPePetteT alors Pt € P,

~siFeFDetty,... t, €T alors F() € P.
e La classe syntaxique O des objets :

- X*CO,

~size X, TeT etueOalors [z:Tu e O,

—siue OetteT alors ut € O,

—sifeFretty,... t, €T alors f(t) € O.

Lemme 68 Les classes syntaxiques sont deux a deux disjointes et chaque classe de
typage est incluse dans la classe syntaxique qui lui correspond : K C K, P C P et
0OcCoO.

Preuve. Que les classes syntaxiques soit deux a deux disjointes découle immédia-
tement de leur définition. Montrons que si I' - ¢ : T alors ¢ appartient a la classe
syntaxique correspondant a sa classe de typage, par récurrence sur I' ¢ : T. Nous
suivons les notations des regles de typage.

(ax) Comme A = {(%,0)}, nous avons nécessairement s; = * et s, = 0. Or,
*e KN K.

(symb) Par inversion et régularité, I' - U~ : s. Donc, si f € F* alors f(t) € ONO,
et si f € F2 alors f(£) € PNP.

(var) Siz € X* alors x € 0N O, et si z € X7 alors x € PN P.

(weak) Par hypothese de récurrence.

(prod) Par régularité, U et (x:T)U ont le méme type. On peut donc conclure par
hypothese de récurrence sur U.

(abs) Par inversion et régularité, (x:T)U et U ont le méme type. On peut donc
conclure par hypothese de récurrence sur wu.

(app) Par inversion et régularité, V{z — u} et (x:U)V ont le méme type. On peut
donc conclure par hypothese de récurrence sur ¢.

(conv) Par correction de la conversion, T' et 7”7 ont le méme type. On peut donc
conclure par hypothese de récurrence. |

6.2 Types inductifs et constructeurs

Jusqu’a maintenant, nous n’avons fait que tres peu d’hypotheses sur les symboles
et les regles qui les définissent. Or N. P. Mendler [89] a montré que dans le -
calcul simplement typé, si un type et ses constructeurs ne vérifient pas une certaine
condition de positivité, alors autoriser des définitions par récursion sur de tels types
permet de définir des termes bien typés qui ne sont pas normalisants. Il a également
montré que, réciproquement, si tous les types sont positifs alors les définitions par
récursion sont fortement normalisantes.

N. P. Mendler dit qu'un type de base T apparait positivement dans un type U
si toutes les occurrences de 1" dans U sont a gauche d’un nombre pair de —. Enfin,
il dit qu'un type T est positif si T apparait positivement dans le type de chacun des
arguments de ses constructeurs. Ainsi, les types usuels tels que le type des entiers
naturels ou le type des listes d’entiers naturels sont des types positifs.
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Voyons un exemple de type T non positif. Soit U un type. Supposons que 1" ait
pour constructeur le symbole ¢ de type (T — U) — T. Alors, T n’est pas positif car
T apparailt a une position négative dans T" — U. Considérons maintenant la fonction
p de type T' — (T — U) définie par la régle p(c(x)) — x. Sion prend w: T — U =
Az.p(z)x, alors on vérifie aisément que we(w) : U n’est pas normalisant :

we(w) =g ple(w))e(w) =g we(w) =45 ...

Dans le cas ou U = *, on peut interpréter cela comme le Théoreme de Cantor,
a savoir : il n’y a pas de surjection d’un ensemble T dans ’ensemble de ses parties
T — x. Dans cette interprétation, p est l'injection naturelle entre T et T — *.
Dire que p est surjective est équivalent a dire (avec I'axiome du choix) qu’il existe
c tel que p o ¢ soit l'identité, c’est-a-dire, tel que p(c(x)) — z. Dans [46], G. Dowek
montre qu’'une telle hypotheése est incohérente. Ici, nous montrons le lien avec la
non-normalisation des types non-positifs.

N. P. Mendler donne également une condition, la positivité forte, dans le cas de
types dépendants et polymorphes. Une notion similaire mais plus restreinte, la posi-
tivité stricte, est utilisée par T. Coquand et C. Paulin pour le Calcul des Construc-
tions Inductives [36]. Enfin, le travail de N. P. Mendler a été étendu par R. Matthes
[R5 [86].

Nous introduisons ci-apres la notion plus générale de structure inductive admis-
sible. En particulier, nous ne considérerons pas qu’un constructeur soit constant :
il sera possible d’avoir des regles de récriture sur les constructeurs également. Cela
nous permettra d’avoir des types quotients tels que le type int des entiers relatifs
qu’on peut définir de la maniere suivante :

—nt € }"OD avec T;nt = « le type des entiers relatifs,

— 0 € F§ avec 19 = int la constante zéro,

— s € Ff avec 75 = int — int la fonction successeur,

— p € Fy avec 7, = int — int la fonction prédécesseur,

ou s et p sont définis par :
- s(p(x)) =@
- p(s(x)) = x

Définition 69 (Constructeurs) Soit C' un symbole de prédicat constant. Un sym-
bole f est constructeur de C si 7y est de la forme (¢ : U)C(¥) avec ay = |y]. Nous
désignerons par Co(C) 'ensemble des constructeurs de C.

Notre notion de constructeur non seulement inclut les constructeurs habituels,
constants, mais également tout symbole permettant de produire des termes de type
C. Par exemple :

— + € F3 avec 74 = int — int — int la fonction d’addition sur int,
— X € FJ avec Ty = int — int — int la fonction de multiplication sur int,

ou, dans le cas des listes polymorphes :
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— app € F3 avec Tapp = (A:%)list(A) — list(A) — list(A) la fonction de concaténa-
tion.

Remarquons que, si un symbole de prédicat doit avoir des constructeurs, alors
son arité ne peut pas étre prise n’importe comment :

Définition 70 (Arité maximale) Nous dirons qu'un symbole de prédicat F' est
d’arité mazimale si 7p = (£ : T)* et ap = |Z].

Lemme 71 Soit C' un symbole de prédicat constant et ¢ un constructeur de C.
Dans un CAC logique, si - 7¢ : O et - 7. : s alors s = x et C' est d’arité maximale.

Preuve. Supposons que 7¢ = (Z : V)W et 7. = (7 : U)C(%). Posons v = {Z
v}. Comme O est une sorte maximale et - 7¢ : O, d’apres le lemme sur les sortes

=

maximales, W est de la forme (&' : 1% )*. Maintenant, de - 7. : s, par inversion et
régularité, on déduit que I'c = C(v) : s, T = C(¥) : Wy et Wy Cf s. Comme
I'. = W~ : O, par correction de la conversion, I'. - s : O et, par inversion, s = .
Donc, d’apres le lemme sur les sortes maximales, |7/| =0 et W = . |

Définition 72 (Structure inductive) Une structure inductive est donnée par :

e un pré-ordre >¢ sur CF- dont la partie stricte, >¢, est bien fondée ;

e pour chaque symbole de prédicat constant C', un ensemble Ind(C) € {1,..., ac}
dit des positions inductives de C tel que si 7¢ = (Z : T)x et i € Ind(C) alors
x; € XU

e pour chaque constructeur ¢, un ensemble Acc(c) C {1,...,a.} dit des positions
accesstibles de c.

Les positions accessibles permettent de désigner les arguments des constructeurs
qu’on veut utiliser dans les membres droits des regles de récriture. Les positions
inductives permettent de désigner les parametres en lesquels un constructeur de
type doit étre monotone.

Définition 73 (Positions positives et négatives) Soit 7' € 7 \ O. L’ensemble
des positions positives de T, Pos™(T), et 'ensemble des positions négatives de T,
Pos™(T'), sont simultanément définis par récurrence sur la structure de T de la
maniere suivante :
— Pos™(s) = Post(F(t)) = Pos™ =g,
— Pos™(s) = Pos™ (F(t)) = Pos™ —(7)
~ Pos®((z: V)W) = 1.Pos (V) U 2.Pos (W),

:VIW) = 1.Pos(V) U 2.Pos’ (W),

— Pos™(C(t)) = U {i.Pos™ (t;) | i € Ind(C)},
oud € {—,+}, —+ = —, —— = + (regle habituelle des signes). L’ensemble des

positions neutres de T est Pos?(T) = Pos™ (T) N Pos™ (T). L’ensemble des positions
non-neutres de T est Pos”(T) = (Pos™(T') U Pos™(T)) \ Pos(T).
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Les positions positives et négatives ne forment pas deux ensembles disjoints. Leur
intersection forme les positions neutres. Par exemple, toutes les positions de u dans
Vu ou toutes les positions de V' dans [x: V]W sont neutres. Nous verrons dans le
Sous-chapitre que ces sous-termes ne prennent pas part & l'interprétation d’un

type.

Dans [19], nous donnons 6 conditions, (I1) & (I6), pour définir ce qu’est une
structure inductive admissible. Mais il est en fait possible d’éliminer la condition
(I1) en modifiant légerement la condition (I2). C’est pourquoi, dans la définition
suivante, (I1) ne figure pas et (12) est placé apres (I6).

Définition 74 (Structures inductives admissibles) Une structure inductive

est admissible si, pour tout prédicat constant C', pour tout constructeur ¢ de type

(7: U)C(7) et pour tout j € Acc(c) :

(I3) VD € CF",D =¢ C = Pos(D,U;) C Pos™(Uj) (les symboles équivalents a C
doivent étre a des positions positives),

(I14) ¥D € CF",D >c C = Pos(D,U;) C Pos’(U;) (les symboles plus grands que
C doivent étre a des positions neutres),

(I5) VF € DF",Pos(F,U;) C Pos®(U;) (les symboles de prédicat définis doivent
étre a des positions neutres),

(I6) VY € FV2(U;), 31y < ac,v,, =Y (toute variable de prédicat de U; doit étre
parametre de (),

(I2) VY € FV2(U;),1y € Ind(C) = Pos(Y,U;) C Pos™(U;) (toute variable de
prédicat de U; qui est parametre inductif de C' doit étre a une position positive).

Par exemple, Ind(list) = {1}, Acc(nil) = {1} et Acc(cons) = {1,2,3} forme une
structure inductive admissible. Soit maintenant :

— tree € .7-"('):' avec Tyee = * le type des arbres a branchement fini et
— node € F} avec Tpode = list(tree) — tree son constructeur.

Comme 1 € Ind(list), Ind(tree) = 0 et Acc(node) = {1} forme une structure
inductive admissible.

Autoriser des symboles plus grands ou définis n’a pas d’importance du moment
qu’ils n’apparaissent qu’a des positions neutres car les sous-termes neutres ne sont
pas pris en compte dans 'interprétation d’un type.

La condition (I6) signifie que les arguments-prédicats d’un constructeur doivent
étre des parametres du type dont il est le constructeur. Une condition similaire
apparait dans les travaux de M. Stefanova [I08] (“safeness”) et D. Walukiewicz
[117] (“x-dependancy”). Par contre, dans le Calcul des Constructions Inductives
(CIC) [99], il n’y a pas de telle restriction. Cependant, en examinant les régles de
typage des schémas d’élimination, il apparait qu’aucune fonction intéressante ne
peut étre définie sur un type ne vérifiant pas cette condition.

Prenons comme exemple le type des listes hétérogenes non vide (nous suivons la
syntaxe CIC) :
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— listh = Ind(X : x){C1|C2} ou C1 = (A:*)(x: A)X et Cy = (A:%)(z: A)X — X,
— endh = Constr(1,listh),
— consh = Constr(2,listh).

La regle de typage du schéma d’élimination non dépendant (Nodep, ) est :

TH(ilisth THFQ:% TF fi:Cilisth,QY T fo: Collisth, Q)
I'= Elim (4, Q){ filfe} : Q

ou Ci{listh,Q} = (A:x)(z:A)Q et Coflisth,Q} = (A:%)(x: A)listh - Q — Q.
Ainsi, @, f1 et fo doivent étre typables dans I'. Le résultat de f1 ou f» ne peut donc
pas dépendre de A ou de z. Cela signifie qu’il est possible de calculer la longueur
d’une telle liste par exemple, mais qu’on ne peut pas en extraire un élément. Or, la
longueur d’une telle liste est une information qui peut sirement étre obtenue sans
utiliser une telle structure de données.

Parmi ’ensemble des symboles de prédicat appartenant a une structure induc-
tive, on peut distinguer différentes catégories.

Définition 75 (Prédicats primitifs, basiques et strictement positifs)

Un symbole de prédicat constant C' est :

— primitif si, pour tout D =¢ C, pour tout constructeur d de type 74 = (¥ : (j)D(u_f)
et pour tout j € Acc(d), U; est soit de la forme E(f) avec E <¢ D et E primitif,
soit de la forme E(t) avec E =¢ D.

— basique si, pour tout D =¢ C, pour tout constructeur d de type 7q = (¥ : [j)D(u_i)
et pour tout j € Acc(d), si E =¢ D apparait dans U; alors U; est de la forme
E(t).

— strictement positif si, pour tout D =¢ C, pour tout constructeur d de type 74 =
(i : U)D(w) et pour tout j € Acc(d), si E =¢ D apparait dans U; alors U; est de
la forme (Z: V)E(#) et aucune occurrence de D' =¢ D n’apparait dans les V;.

Il est aisé de voir qu’un prédicat primitif est basique et qu'un prédicat basique
est strictement positif. Le type listn des listes de longueur n est primitif. Le type
list des listes polymorphes est basique mais non-primitif.

Les prédicats strictement positifs sont les prédicats qui sont autorisés dans le
Calcul des Constructions Inductives. Comme exemple, on peut citer le type des
arbres bien fondés ou ordinaux de Brouwer[d :

—ord € }"OD avec T,q = * le type des ordinaux de Brouwer,
— 0 € F§ avec 19 = ord 'ordinal zéro,

— 5 € F} avec 73 = ord — ord 'ordinal successeur,

— lim € F} avec Ty, = (nat — ord) — ord Pordinal limite.

1. Un terme de type ord de la forme lim(f) ne correspond pas forcément & un ordinal limite.
Toutefois, si on choisit bien les fonctions f, on peut représenter un certain segment initial des
ordinaux dénombrables.
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Un autre exemple nous est donné par l'algebre de processus qui utilise un opéra-
teur de choix ¥ dépendant de la donnée qui lui est fournie [107] :
— data € f()D avec Tyata = * le type des données,
— proc € Fj' avec Tyroc = * le type des processus,
— o € F5 avec 1, = proc — proc — proc la mise en séquence de deux processus,
— + € F3 avec T4 = proc — proc — proc la mise en parallele de deux processus,
— 6 € F§ avec 15 = proc le processus bloquant (deadlock en anglais),

- ¥ € Ff avec s, = (data — proc) — proc le choix d’un processus selon une
donnée.

Un dernier exemple est celui des formules du calcul des prédicats du premier
ordre :
— term € .7:0D avec Tierm = * le type des termes,
— form € Fy' avec Tyorm = * le type des formules,
-V € Fj avec v = form — form — form le “ou” de deux formules,
— - € Ff avec 7, = form — form le “non” d’une formule,

— Y € Ff avec 7y = (term — form) — form la quantification universelle.

Pour l'instant, nous n’interdisons pas d’avoir des prédicats positifs non stricts.
Toutefois, dans le sous-chapitre suivant, nous verrons que, dans leur état actuel, les
conditions sur les regles de récriture ne permettent pas de définir des fonctions sur
des prédicats positifs non stricts.

Les types positifs non stricts peuvent pourtant étre utiles comme nous le montre
cette exemple d’affichage en largeur des labels d’'un arbre binaire a I’aide de conti-
nuations [87] :

— tree € }"OD avec Tyee = % le type des arbres binaires,
— L € Fy avec 71, = nat — tree le constructeur “feuille”,
— N € F3 avec Ty = nat — tree — tree — tree le constructeur “noeud”,

— list € .7:0D avec Tjs¢ = * le type des listes d’entiers,
— nil € F§ avec Ty, = list la liste vide,
— cons € F3 avec Tyons = nat — list — list I'ajout d’un élément en téte,

— cont € .7-"0D avec Teont = * le type des continuations,

- D € F§ avec Tp = cont,

- C € F} avec ¢ = ((cont — list) — list) — cont les constructeurs de continua-
tions,

— @ € F} avec Ta = cont — (cont — list) — list Papplication sur les continuations
définie par :

- Q(D,g) =g D

- Q(C(f)g) =~ fyg

— ex € F} avec Tg; = cont — list I'itérateur sur les continuations défini par :
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— ex(D) — nil
—ex(C(f)) — f [k:contlex(k)

— br € F3 avec T, = tree — cont — cont,

— br_fst € Fy avec Ty, gt = tree — list la fonction d’affichage en largeur des labels
définie par :

— br_fst(t) — ex(br(t, D))

— br(L(z),k) — C(|g:cont — list]cons(x,Q(k, g)))

— br(N(z,s,t), k) = C([g:cont — list|cons(x, Q(k, [m:cont]|g br(s,br(t,m))))

Il est connu qu’une telle définition est fortement normalisante car elle peut étre
codée dans le A-calcul polymorphe [85] [86]. Cependant, il n’est pas clair comment
définir une condition syntaxique, un schéma, qui permette d’assurer la normalisa-
tion d’une telle définition. En effet, dans le membre droit de la seconde regle de
ex, ex n’est explicitement appliqué a aucun argument plus petit que f. Mais il ne
pourra étre appliqué qu’a des sous-termes de réduits de f. Malheureusement, pas
tous les sous-termes d’un terme calculable ne sont a priori calculables (voir le Pa-

ragraphe [6.3.2)).

6.3 Schéma Général

6.3.1 Récriture d’ordre supérieur

Nous allons maintenant nous intéresser aux regles de récriture. Quelles conditions
peuvent nous permettre d’assurer la normalisation forte de -=—xr U —3? Depuis
les travaux de V. Breazu-Tannen et J. Gallier [24] et M. Okada [97] sur le A-calcul
simplement typé et le A-calcul polymorphe, puis les travaux de F. Barbanera [4] sur
le Calcul des Constructions et de D. Dougherty [44] sur le A-calcul pur, il est bien
connu que l'ajout de récriture du premier ordre au niveau objet a un A-calcul typé
préserve la normalisation forte. Cela vient du fait que la récriture du premier ordre
ne peut pas créer de nouveaux (-radicaux. Nous montrerons que ce résultat, sous
certaines conditions, s’étend également a la récriture au niveau des prédicats.

Cependant, il y a de nombreuses fonctions tres utiles dont la définition par
récriture ne rentre pas dans ce contexte de la récriture de premier ordre, soit par
ce que certains de ses arguments ne sont pas de type primitif (la fonction app de
concaténation de deux listes polymorphes), soit par ce que leur définition exploite les
possibilités offertes par I'ordre supérieur. C’est le cas par exemple de la fonction map
qui, & une fonction f (argument d’ordre supérieur) et une liste a; ...a, d’éléments,
associe la liste f(a1)... f(an) :

— map € F; avec Tpmap = (A:%)(B:%x)(A — B) — list(A) — list(B),
— map(A, B, f,nil(A")) — nil(B)

— map(A, B, f,cons(A’,x,£)) — cons(B, fx,map(A, B, f,{))

— map(A, B, f,app(A’, £,0')) = app(B, map(A, f, ), map(A, f,'))
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C’est également le cas des récurseurs ou principes de récurrence qu’on peut
associer aux prédicats inductifs (le récurseur étant une version non dépendante du
principe de récurrence). Voyons par exemple le cas du récurseur sur nat qui peut
nous permettre de définir des fonctions par récurrence (mais, bien sir, on préférera
donner une définition directement & I’aide de regles de récriture!) :

— natrec € Fj avec Tnatrec = (A:%)A — (nat - A — A) — nat — A,

— natrec(A, z, f,0) — x

— natrec(A,x, f,s(n)) — f n natrec(A,z, f,n)

— plus € F§ avec Tpus = nat — nat — nat 'addition sur les entiers défini a I'aide
du récurseur :

— plus — [p:nat][q:nat|natrec(nat, p, [¢' :nat][r:nat]s(r), q)

et du principe de récurrence sur nat, qui nous permet de représenter des preuves
par récurrence sur les entiers :

— natind € F} avec Tpatind = (P :nat — )P0 — ((n:nat)Pn — Ps(n)) — (n:
nat) Pn,

— natind(P, hg, hs,0) — hg

— natrec(P, ho, hs, s(n)) — hsn natind(P, ho, hs,n)

Les méthodes utilisées dans les travaux précédemment cités ne peuvent pas étre
appliquées a notre calcul car, d’'une part, contrairement a la récriture du premier
ordre, la récriture d’ordre supérieur peut créer des p-radicaux, et d’autre part, la
récriture est incluse dans la regle de conversion (conv) ce qui permet & davantage de
termes d’étre typés.

Mais il existe d’autres méthodes, valables dans le A-calcul simplement typé seule-
ment ou dans des systemes de types plus riches, pour montrer la terminaison de ce
type de définitions :

e Le Schéma Général, initialement formulé par J.-P. Jouannaud et M. Okada [72]
pour le A-calcul polymorphe et étendu au Calcul des Constructions par F. Barba-
nera, M. Ferndndez et H. Geuvers [7], est essentiellement une extension du schéma
de récursion primitive : dans le membre droit d’une regle f (l_j — 1, les appels a f
doivent se faire sur des sous-termes strictes de [. 11 permet de traiter des définitions
au niveau objet de symboles simplement typés définis sur des types primitifs. Il
a ensuite été reformulé et étendu aux types simples strictement positifs par J.-P.
Jouannaud, M. Okada et moi-méme pour le A-calcul simplement typé [22] et le

Calcul des Constructions [21].

e Le Higher-Order Recursive Path Ordering (HORPO) de J.-P. Jouannaud et A.
Rubio [74]E| est une extension aux termes du A-calcul simplement typé de I'ordre
RPO [100] 42] utilisé au premier ordre. Il a été récemment étendu par D. Walu-
kiewicz [I117] au Calcul des Constructions avec des symboles de type polymorphe

2. Signalons également les travaux précédents de C. Loria-Saenz et J. Steinbach [79], O. Lysne
et J. Piris [82] et J.-P. Jouannaud et A. Rubio [75].
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et dépendant, mais toujours au niveau objet et sur des types basiques. Le Schéma
Général peut étre vu comme une version non-récursive de HORPO.

o Il est également possible de chercher une interprétation pour chacun des symboles
de telle sorte que 'interprétation d’un terme décroisse strictement quand on lui
applique une regle. Cette méthode, introduite par J. van de Pol pour le A-calcul
simplement typé [115], étend a l'ordre supérieur la méthode des interprétations
connue au premier ordre. C’est donc une méthode tres puissante mais difficile a
utiliser en pratique, d’'une part parce que les interprétations sont bien siir elles-
mémes d’ordre supérieur, et d’autre part parce qu’elle est tres peu modulaire :
rajouter de nouvelles regles ou de nouveaux symboles nécessite de trouver une
nouvelle interprétation et de redémontrer sa stricte monotonie.

Pour traiter la récriture au niveau des prédicats, avec des symboles de type po-
lymorphe et dépendant et des types strictement positifs, nous avons choisi d’étendre
la méthode du Schéma Général. C’est cette extension que nous allons présenter dans
le reste de ce sous-chapitre.

Cependant, le Schéma Général ne représente qu’une partie des conditions de
normalisation forte, celle concernant la récriture d’ordre supérieur. Comme dans les
travaux précédents [72] [7], une autre partie des conditions concerne la récriture du
premier ordre que nous étendons ici au niveau des types.

6.3.2 Définition du schéma

A vrai dire, les conditions que nous allons présenter ci-apres ne se comprennent
pleinement qu’a la lumiere de la méthode employée pour montrer la normalisation
forte, & savoir la méthode de Tait et Girard des candidats de réductibilité [I11), [62].
Grosso modo, cette méthode consiste a associer un ensemble de termes fortement
normalisables, les termes calculables, a chaque type et a montrer que tout terme
bien typé appartient a ’ensemble associé a son type.

L’idée du Schéma Général est alors de définir, a partir d’'un membre gauche de
regle f (l_), un ensemble de termes dont on peut prouver la calculabilité si les I; sont
eux-mémes calculables. Nous appelons cet ensemble la cléture calculable de f(1).
Pour montrer la terminaison d’une définition, il suffit alors de vérifier que, pour
chaque regle, le membre droit appartient a la cloture calculable du membre gauche.

Pour construire la cloture calculable, dans un premier temps, nous définissons,
parmi les sous-termes des [;, un sous-ensemble dont les éléments sont calculables si
les I; sont calculables. Nous appellerons ces sous-termes les sous-termes accessibles.
Nous ne considérons qu’un sous-ensemble car pas tous les sous-termes d’un terme
calculable sont a priori calculables. Alors, nous construirons la cloture calculable en
appliquant a ces sous-termes accessibles des opérations préservant la calculabilité.

Pour pouvoir définir des fonctions intéressantes, parmi ces opérations, on doit
trouver celle consistant & appliquer des arguments & f (récursivité). Se pose alors le
probleme d’avoir un ordre bien fondé dans lequel les arguments décroissent stricte-
ment. La relation sous-terme strict > (en fait restreinte aux sous-termes accessibles
pour préserver la calculabilité) est suffisante pour traiter toutes les définitions sur
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des types basiques. Dans I’exemple de map, ¢ et £ sont des sous-termes stricts ac-
cessibles de app(A’, ¢, ¢'). Par contre, sur les types strictement positifs, cela n’est pas
suffisant comme le montre la définition suivante d’une “addition” sur les ordinaux
de Brouwer :

— + € F5 avec 74 = ord — ord — ord,
- +(z,0) > x

- +(z,s(y)) = s(+(z,9))

— +(x,lim(f)) — lim([n:nat] + (x, fn))

Un autre exemple nous est donné par les regles de simplification de I'algebre de
processus proc [107] :

~ +(p,p) = p
— +(p,0) = p

_ o.(.Z(f),p) — ¥([d:data] o (fd,p))

C’est pourquoi, dans la suite, nous utiliserons deux ordres distincts. Le premier,
>1, servira pour les arguments de type basique. Le second, >9, servira pour les
arguments de type strictement positif.

Enfin, pour apporter plus de souplesse dans la comparaison des arguments des
fonctions, a chaque symbole, nous associerons un statut qui décrit comment compa-
rer deux séquences d’arguments a ’aide d’une combinaison simple de comparaisons
lexicographiques et multi-ensembles [73].

Définition 76 (Relations d’accessibilité) Soit ¢ un constructeur de type (7 :

U)C(7), @ des arguments de ¢, v = {j — @} et j € Acc(c) une position accessible
de c. Alors :

e uj: U est faiblement accessible modulo p dans c(@): T, ¢(d@): T ) wu;:U, si
Tp=C(v)yp et Up=Ujyp.

e u;: U est fortement accessible modulo p dans c(@) : T, c¢(d@) : T >5 wj:U, si
Tp = C(V)yp, Up = Ujyp et Uj est de la forme (2 : T)D ().

Ces relations d’accessibilité vont nous servir & définir les ordres >1 et >5. Nous
avons >5 C >7. Pour des raisons techniques, nous prenons en compte non seulement
les termes mais également leur type. Cela est di au fait que nous ne sommes en
mesure de montrer que deux types convertibles ont la méme interprétation que si
ces deux types sont calculables. Cela induit certaines restrictions sur les types des
symboles.

En effet, Paccessibilité impose I’égalité (modulo I’application de p) entre les types
canoniques et les types dérivés (voir Définition . Plus précisément, pour que
t: Tl u:U,Iil faut que T soit égal (modulo p) au type canonique de ¢ et U au
type de u dérivé de ¢. Si de plus u : U > v : V, on voit alors que U doit aussi étre
égal (modulo p) au type canonique de wu.



70 CHAPITRE 6. CONDITIONS DE NORMALISATION FORTE

Définition 77 (Précédence) Une précédence est un pré-ordre >z sur F dont la
partie stricte > est bien fondée. Nous noterons par =r sa relation d’équivalence
associée.

Définition 78 (Statuts) Soit (z;);>1 une famille de variables.

e Statut. Un statut est un terme linéaire de la forme lex(mq,...,my) avec k > 1
et chaque m; de la forme mul(zy,,...,z,) avec p > 1. L’arité d'un statut stat
est le plus grand indice ¢ tel que x; apparaisse dans stat.

e Assignement de statuts. Un assignement de statuts est une application stat
qui, a chaque symbole f d’arité n > 0 et de type (7 : f)U, associe un statut
staty = lex(m) d’arité inférieure ou égale a n tel que :

— siz; € FV(staty) alors T; est de la forme C’} (1) avec C’} un symbole de prédicat

constant,
. k k
— si m; = mul(x,, ..., r,) alors C’fl =c...=¢ Cf”.
e Positions strictement positives. Soit f un symbole de statut lez(m). Nous
noterons par SP(f) 'ensemble des i tels que si m; = mul(xy,, ..., xy,) alors C}“
(et donc aussi C";Q, cey ijp ) est strictement positif.

e Compatibilité d’un assignement. Un assignement stat est compatible avec
une précédence > si :

— [ =7 g implique stat; = stat, et, pour tout 7, C’} =r C;.

e Ordre engendré par un statut. Soit > un ordre sur les termes et stat = lex(m)
un statut d’arité n. L’extension par stat de > aux séquences de termes de longueur
au moins n est 'ordre >4 défini par :

— U > U si M{Z — U} (5™)1ex M{Z — U},
— mul(@) >™ mul(v) si {4} >mu {T}

Par exemple, avec stat = lex(mul(x2), mul(z1,x3)), U >sqt U si ({ua}, {u1,us})
(>mu)tex ({v2}, {v1,v3}). Une propriété importante de 'ordre >t est qu’il est bien
fondé des lors que > est bien fondé.

Nous allons maintenant définir les ordres > et >s.

Définition 79 (Ordre sur les arguments d’un symbole) Soit (I = 7, T, p)
une regle telle que [ = f(l), 7 = (& : T)U, v = {& > 1} et staty = lex(m). Nous
dirons que :
ot:T>u:Usit:T (>))"u:U.
o t:T > u:Usi:
— t est de la forme ¢(f) avec ¢ un constructeur de type (Z: T)C(%),
— w est de la forme zi avec € dom(T'g), 2T de la forme (7 : U)D (@) et D =¢ C,
—t:T (5T 2 :V avec Vp = zl.
Maintenant, nous définissons l'ordre > sur les arguments de f (en fait les paires
argument-type u : U). C'est une adaptation de >gyq ; ou lordre utilisé est soit
>1 soit >9 selon que 'argument est & une position strictement positive ou non.
Supposons que staty = lex(my, ..., my). Alors :

o i >7 si m{E—a} (>h,..., > m{Z— T},



6.3. SCHEMA GENERAL 71

o mul(@) > mul(¥) si {@} (>p())mu {T} avec ¢(i) =2 sii € SP(f) et ¢(i) = 1
sinon.

Par exemple, on vérifie aisément que, dans la troisieme regle de ’addition sur
les ordinaux, lim(f) : ord >2 fn : ord. Pour cette régle, nous pouvons prendre
[y = x:ord, f:nat — ord et 'identité pour p. Alors, f € dom(T'y), 7(lim(f),1)p =
fTo = nat — ord et lim(f) : ord >4 f : nat — ord.

Définition 80 (Cléture calculable) Soit R = (I — r,Tg, p) une regle telle que
1= f(1), T = (T TU et y9 = {& — [}. La cléture calculable de R relativement
a une précédence >r et un assignement de statuts stat compatible avec > r est la
plus petite relation ternaire e C £ x T x T définie par les regles d’inférence de la
Figure Nous désignerons par k= la restriction de k. aux regles différentes de
(symb™).

On vérifie aisément que si I' it ¢t : T alors I' = I'g,IV. Et aussi que ke Chky et
k= chy

Il est important de noter que la cloture calculable peut facilement étre étendue
en rajoutant de nouvelles regles d’inférence. Pour préserver la normalisation forte, il
suffit alors de compléter la preuve du Théoreme [146| ou il est montré que les regles
de la cloture calculable préservent bien la calculabilité.

Déﬁnition 81 (Régle bien formée) Soit R = (I — r,Ty,p) une regle telle que
l=f(), 7y =(Z:T)U et yo = {& — [}. La regle R est bien formée si :
~Toklp:Unop,

— pour tout z € dom(Iy), il existe i tel que I; : Tyyo (>)* @ : 2T,

— dom(p) N dom(Ty) = 0.
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gk *x:0

Fpte7y:s I valide pour
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Ik g(u) : Vy

ok tg:s
T'kwu Uiy ... Thku,:Uyy

Itz g(u) : Vy

F()I_C$F028
I'gk z: a2l

I'kT:s
De:Thkax:T

'kt:T TTRU:s
Fx:Ukt:T
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'kt:(z:U)V Tku:U
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—

FIGURE 6.1 — Cloture calculable de (f(I) — 7, T, p)

(ge‘rﬁugf}—fv
Ty = (y:U)V,
y={y—u}, FT14:5)
(gef;fugf]:fv
Ty = (y:U)V,

y={y—u}, F14:s,
I:Tvy>w:U~)

(x € dom?®(T'y))

(r € X*\ dom(T")
UFV(D)

(x € X%\ dom(I)
UFV(0))

(T 1)
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Par exemple, considérons la regle :
appn(p, consn(x,n,l),n’ ') — consn(x,n +n',appn(n, €,n’, "))

avec g = z:T,n :nat,{: listn(n),n' : nat, ¢’ : listn(n') et p = {p — s(n)} (voir
Chapitre [5]). Nous avons Tg = Ip : listn(p + n’)p. Pour x, nous avons consn(z,n, () :
listn(p) >% x : T. On vérifie aisément que les conditions sont également vérifiées
pour les autres variables.

Définition 82 (Systéme récursif) Soit R = (I — r,Tg,p) une régle telle que
1= f(), 75 = (& : T)U et y9 = {& — [}. La regle R satisfait le Schéma Général
relativement a une précédence > r et un assignement de statuts stat compatible avec
>7 si R est bien formée et si I'g ke r : Uygp.

Un ensemble de regles R est récursif s’il existe une précédence >r et un assi-
gnement de statuts stat compatible avec > pour lequel toute regle de R satisfait

le Schéma Général relativement a > r et stat.

—
—

Au total, une regle (I — r,Tg, p) avec | = £(1), T = (7 TYU et o = {1},
est bien typée et bien formée si elle vérifie les conditions suivantes :
— dom(p) Ndom(Ty) = 0,
— pour tout z € dom(Iy), il existe i tel que l; : Tyyo (>)* @ : xT,

~ToFlp:Unop,

= Toter:Unyop,

— pour tout A, cet T,si AFlo:T alorso: ' — A,

— pour tout A, o et T, si A+ lo: T alors, pour tout =, zo | xpo.

Remarque 83 (Décidabilité)

A priori, du fait de la regle (conv) et de la condition F 74 : s pour les regles
(symb<) et (symb~), la relation k. peut ne pas étre décidable. Cependant, si on
suppose - 7, : s et on restreint la regle (conv) a un fragment confluent et fortement
normalisant de —, k. devient décidable (avec un algorithme semblable & celui pour
). En pratique, les symboles et les regles qui les définissent sont souvent rajoutés les
uns apres les autres (ou par paquets, mais 'argument qui suit peut se généraliser).

Soit (F,R) un systeme confluent et fortement normalisant, f ¢ F et Ry un
ensemble de régles définissant f et dont tous les symboles appartiennent & F' =
FU{f}. Alors, (F',R) est également confluent et fortement normalisant. On peut
donc chercher a vérifier si les régles de Ry vérifie le Schéma Général avec la regle
(conv) restreinte au cas ot T' | gg T". Cela ne nous parait pas une grande restriction :
il serait surprenant que le typage d’une regle nécessite I'utilisation de la regle elle-
méme !

Avant de détailler un exemple, nous allons montrer quelques propriétés simples
qui nous faciliterons les preuves d’appartenance a la cloture calculable. En effet,
pour montrer I'g k. 7 : U~yp, sachant que par (S3) nous avons I'g = r : Uygp, on
peut se demander dans quelle mesure une dérivation de I'g - r : U~yyp peut étre
transformée en une dérivation de I'g k¢ r : U~ygp. L’idéal serait qu’il suffise que les
symboles de r soient inférieurs ou égaux a f et que, dans le cas d’un appel récursif, les



74 CHAPITRE 6. CONDITIONS DE NORMALISATION FORTE

arguments soient strictement plus petits. Nous montrons ci-apres quelques résultats
qui permettent de traiter les termes ne contenant que des symboles strictement
inférieurs a f.

Définition 84 Une regle [ — r est compatible avec > si tous les symboles de r
sont inférieurs ou égaux a ceux de [. Un ensemble de regle R est compatible avec
> r si chacune des regles de R est compatible avec > ~.

11 est facile de vérifier que — est compatible avec > (Définition si et seule-
ment si R est compatible avec > .

Lemme 85 Supposons R et 7 compatibles avec >r. Quitte a renommer les va-
riables de I', si I' ¢ ¢ : T alors I'g, ' S ¢ : T

Preuve. Par récurrence sur I' ¢ ¢ : T, [ |

Lemme 86 (Substitution pour ) SiTy,I'F<t:T et 6:Ty, T — Iy, IV dans
(resp. dans =) alors T'o,I" k¢ t0 : TO (resp. To, IV .= 0 : T6).

Preuve. Par récurrence sur I'g, " .= ¢ : T'. On procéde comme pour le Lemme
|

Lemme 87 Si R et 7 sont compatibles avec >r, — est confluente et les symboles
de Ty sont inférieurs strictement & f alors, pour tout = € dom®(T'y), Ty .= 2T : s.

Preuve. Supposons que I'y = ¢ : U et que y; soit de sorte s;. Montrons par
récurrence sur 4 que, pour tout j < i, I'g = Uj : s5. Si i = 0, c’est immédiat.
Supposons alors ¢ > 0. Par hypothése de récurrence, pour tout j < 4, I'o k.= Uj : s,
et il nous faut montrer I'y L= U, : s;.

Posons I' = y1: U1, ..., y;—1 : U;_1. Soit Z une séquence de i— 1 nouvelles variables
distinctes de 7, 0 = {7 +— 2}, 0/ = {Z— ¢} et IV = Z: U6. Par (S3), Ty est valide.
Dongc, par le lemme d’environnement, I' = U; : s;. Comme les symboles de I' et U;
sont strictement inférieurs a f et — est confluente, par le Lemme | N VTR
Par remplacement, I ¢ U;6 : s;. Alors, par le Lemme Lo, IV =S U0« s;.

Montrons maintenant que 6 : T'g, IV — T'g dans <. Pour cela, il suffit de montrer
que, pour tout j < i, I'g k< 2;6' : U;00’, c’est-a-dire, 'y .= y; : Uj. Or, par hypothese
de récurrence, pour tout j < i, o k.= Uj : s;. Donc, par (acc), I'g K= y; : Uj. Ainsi,
0’ : T/ — Ty dans k< et, par le Lemme Lo S Ut s, |

Lemme 88 Si R et 7 sont compatibles avec >7, — est confluente et I'g,I' ¢ ¢ : T'
alors g, ' < ¢ : T

Preuve. Par récurrence sur la taille de I'. Supposons que I'g,T" = 3/ : U. Soit 7
une séquence de |g] nouvelles variables distinctes de , = {y — z}, 0/ = {Z — ¢}
et A = 7: Uf. Par remplacement, A k16 :T6. Par le Lemme Lo, ARSt0:T6.
Montrons maintenant que ¢’ : I'g, A — T'g,I' dans £= afin de pouvoir appliquer le
Lemme

Pour cela, il faut montrer que, pour tout z € dom(Tg, A), To, T b= 20" : (T, A).
Si z € dom(Ty), il faut montrer que 'y, I' = z : T, et si x = z; € dom(A), il faut
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montrer que Lo, T' = y; : U;. Autrement dit, il suffit de montrer que Ty, T" est valide
dans F=. Si T est vide, c’est immédiat car, d’apres le Lemme T’y est valide dans
F<. Supposons maintenant que I' = IV, y : U. Alors, A = A/, z:Uf. Par le lemme
d’environnement, I'g,I” ¢ U : s. Par hypothese de récurrence, I'o,I" K< U : s.
Donc, par (var), I'g,I' k< y : U et ', T" est valide dans k<. |

Un cas particulier utile du lemme est :

Corollaire 89 Si R et 7 sont compatibles avec >r et — est confluente alors, pour
tout g <r f,sit 74: s alors To kS 74 s.

Preuve. Comme 7 est compatible avec > x et — est confluente, par le Lemme
¢ 74 s. Donc, par le Lemme |88 T'g < 7, : 5. |

Maintenant, nous sommes en mesure de détailler un exemple. Considérons la
regle :

appn(p, consn(z,n,l),n' ') — consn(x,n + n',appn(n,t,n’, ')

avec g = z: T,n :nat, £ : listn(n),n' : nat, ¢’ : listn(n') et p = {p — s(n)} (voir
Chapitre [5). Prenons statapp, = lex(mul(z2)); appn >F consn,+; consn >r T et
+ >r 5,0 >x nat. Nous avons déja vu que cette regle est bien formée. Montrons
que I'g ¢ 7 : listn(s(n)). R et T sont compatibles avec > r.

Pour appliquer (symb<), nous devons montrer b Teonsn : *, Lo e Teonsn © *,
ok az:T,Tok n+n':nat et Tg ke appn(n, t,n',0') : listn(n + n'). 11 est aisé de
vérifier que b Teonsn : *. Alors, par le Corollaire on en déduit que I'g k& Teonsn : *.
I'gtez:T et gk n+n' : nat découlent du Lemme Reste a montrer I'g
appn(n, l,n' 1) : listn(n 4+ n').

Pour appliquer (symb~), nous devons montrer = 7Toppn @ %, T'o ke Tappn © *,
Ty ke n:nat, Ty ke € listn(n), To ke n' : nat, Ty ke € : listn(n') et consn(x,n,?) :
listn(s(n)) >1 € : listn(n). 1l est aisé de vérifier que & T4ppp : *. Alors, par le Corol-
laire on en déduit que Iy . Tappn : . Nous avons déja montré que consn(x,n,{) :
listn(p) >1 £ : listn(n). Les autres assertions découlent du Lemme

6.4 Conditions de normalisation forte

Définition 90 (Systémes de récriture) Soit G C F. (G, Rg) est un systéme de
récriture :
e du premier ordre si :
— G est constitué de symboles de prédicat d’arité maximale ou de constructeurs
de prédicats primitifs,
— toutes les regles de Rg ont un membre droit algébrique ;
e non-dupliquant si, pour toute regle de Rg, aucune variable n’a plus d’occurrences
libres dans le membre droit que dans le membre gauche;
e primitif si toutes les régles de Rg ont un membre droit de la forme [ : T)g(@)7
avec g soit un symbole de G soit un symbole de prédicat primitif;
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e simple §’il n’y a pas de paires critiques entre Rg et R :
— pas de filtrage sur des symboles définis,
— pas d’ambiguité dans 'application des regles;
e petit si, pour toute régle g(I) — r € Rg et tout X € FVO(r), il existe kx tel que
lnX - X;
e positif si, pour tout symbole g € G et toute régle | — r € Rg, Pos(g,7) C Pos™ (r);
e sir si, pour toute regle (g(f) —r,I',p) € Rg avec 74 = (& : T)U et y={¥+— f} :
— pour tout X € FVE(TU), X~yp € dom™(T"),
— pour tout X, X' € FVE(TU), Xyp=X'yp= X = X'.

Définition 91 (Conditions de normalisation forte)

(A0) Toutes les regles sont bien typées.

(A1) La relation —=—x U —3 est confluente sur 7.

(A2) Il existe une structure inductive admissible.

(A3) 1l existe une précédence = sur DF" avec laquelle Rpro est compatibleE] et
dont chaque classe d’équivalence modulo ~, la relation d’équivalence associée a
>, forme un systeme qui est soit :

(p) primitif,
(q) positif, petit et simple,
(r) récursif, petit et simple.

(A4) 1l existe une partition F; W F,, de DF (les symboles de premier ordre et les

symboles d’ordre supérieur) telle que :E]

(a) (Fu,Ruw) est récursif,

(b) (Fu,Ry) est str,

(c) aucun symbole de F,, n’apparait dans les regles de Ry,
(d) (F1,R1) est du premier ordre,

(e) si R, # 0 alors (F1,R1) est non-dupliquant,

(f) —R, est fortement normalisante sur T(F, X).

La condition (Al) assure, entre autres choses, que le CAC est logique. Avec
(A0), cela implique qu’il est admissible, c’est-a-dire, que la réduction préserve le
typage (Théoréme . On peut se demander dans quelle mesure la confluence est
nécessaire pour montrer la compatibilité avec le produit et donc, la correction de la
p-réduction. H. Geuvers [56] parvient a montrer cette propriété pour C = <—>}§n alors
que — g, n’est pas confluente sur les termes mal typés. M. Fernandez [51] parvient
également a montrer cette propriété pour C = —>ZR u 2R<— avec —g une relation
de récriture au niveau objet, sans faire d’hypothese sur la confluence de —g. Mais
ce dernier résultat utilise de maniere essentielle le fait que la récriture est cantonnée
aux objets. Il n’est pas clair comment ce résultat peut étre étendu a la récriture sur
les types.

On retiendra donc que les hypotheses (A1) et (A3) ne sont utiles qu’au cas ou
il v a de la récriture au niveau des types.

3. Voir Définition
4. Nous dénoterons Rr, par Ri et Rr, par Re.
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La condition (A1) peut paraitre difficile & remplir car, bien souvent, on montre
la confluence a partir de la normalisation forte et de la confluence (locale) des paires
critiques (résultat de D. Knuth et P. Bendix [I7] pour le premier ordre, étendu a
l'ordre supérieur par T. Nipkow [95]).

On sait que —g est confluente et qu’il n’y a pas de paires critiques entre R et la
regle de S-réduction car les membres gauches de R sont algébriques.

F. Miiller [92] a montré dans ce cas que, si —x est confluente et toutes les regles
de R sont linéaires-gauches, alors —r U —pg est confluente. Ainsi, la possibilité
que nous avons introduite dans les ATS de pouvoir linéariser certaines regles (sub-
stitutions p) tout en assurant la préservation du typage se révele tres utile (voir
Chapitre [5)).

Dans ce cas-la, et en supposant que —g, soit fortement normalisante comme
c’est demandé en (f), comment peut-on montrer la confluence de — 7 Dans le cas
oll =g, est fortement normalisante et non-dupliquante si R, # (}, on peut montrer
que —g, U —g, est aussi fortement normalisante (Théoreme . Ainsi, il suffit
d’examiner les paires critiques de R.

Dans (A4), dans le cas ou Ry, # 0, on demande & ce que les régles de Ry ne
dupliquent pas de variables. En effet, au premier ordre déja, la normalisation forte
n’est pas une propriété modulaire [113], méme avec des systémes confluents [50].
Par contre, elle est modulaire pour les systémes non-dupliquants disjoints [104].
Ici, R1 et Ry, ne sont pas disjoints mais définis hiérarchiquement : aucun symbole
de F, n’apparait dans les regles de R;. Dans [40], N. Dershowitz rassemble de
nombreux résultats sur la modularité de la normalisation forte pour les systemes du
premier ordre, notamment dans le cas de systémes hiérarchiquement définis. Il serait
intéressant d’étudier la modularité de la normalisation dans le cas de la récriture
d’ordre supérieur et, en particulier, d’autres conditions que la non-duplication qui
nous empéche par exemple de considérer ’exemple suivant :

0O/y — 0
s(@)/y — s((z—y)/y)
0O—y — 0
s(z) —0 — s(x)
s(z) —s(y) — z—y

qui est un systeme du premier ordre dupliquant et ne satisfaisant pas le Schéma
Général ; il ne peut donc étre placé ni dans R ni dans R,,. E. Giménez [59] parvient
a traiter cet exemple en utilisant le fait que le résultat de x — y est plus petit que

s(z).

Dans (A3), la condition de petitesse pour les systemes récursifs et positifs est
équivalente dans le Calcul des Constructions Inductive a la restriction de I’élimina-
tion forte aux types inductifs “petits”, c’est-a-dire aux types dont les constructeurs
n’ont d’autres arguments-prédicats que ceux du type. Par exemple, le type list des
listes polymorphes est “petit” car, dans (A:*)A — list(A) — list(A), le type de
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son constructeur cons, A est un argument de list. Par contre, un type T ayant
un constructeur ¢ de type x — T n’est pas petit. Ainsi, on ne peut pas définir de
fonction f de type T' — % avec la regle f(c(A)) — A. Une telle regle n’est pas petite
et ne forme pas un systeme primitif non plus. D’une certaine maniere, les systemes
primitifs peuvent toujours étre vus comme des systemes petits car ils ne contiennent
pas de projections et les types primitifs n’ont pas d’arguments-prédicats.

Enfin, dans (A4), la condition de sireté pour les symboles d’ordre supérieur si-
gnifie qu’on ne peut pas faire de filtrage ou tester I’égalité des arguments-prédicats
qui sont nécessaires au typage d’autres arguments. Dans son extension de HORPO
[74] au Calcul des Constructions, D. Walukiewicz [117] demande une condition si-
milaire. Elle donne quelques exemples (pathologiques) de non normalisation dis a
la violation de cette condition comme J(A, A,a) — a avec J : (A:%)(B:x)B — A
ou J(A,A,a,b) — b avec J : (A:x)(B:x)A — B — A. Par contre, la regle
map(A, A, [x: Alz, ) — £ qui parait bien inoffensive ne satisfait pas non plus cette
condition de stireté.

Nous pouvons maintenant énoncer notre principal résultat :

THEOREME : Un CAC satisfaisant les conditions de la Définition [91] est ad-
missible (i.e. la réduction préserve le typage) et fortement normalisant.

La preuve de ce théoreme essentiel fait 'objet du Chapitre |8} 11 généralise les
résultats de M. Ferndndez [51] et de J.-P. Jouannaud, M. Okada et moi-méme [21].
Au Chapitre [7], nous donnons plusieurs exemples importants de CAC vérifiant ces
conditions de normalisation forte : un sous-systeme avec élimination forte du Calcul
des Constructions Inductives (CIC) et la Déduction Naturelle Modulo (NDM) de
nombreuses théories équationnelles.

Cependant, ces conditions ne permettent pas d’accepter la procédure de décision
pour les tautologies propositionnelles classiques de la Figure Voyons pourquoi :

— Nous n’avons pas considérer de récriture modulo associativité et commutativité.

— Du fait que le systeme n’est pas linéaire-gauche, nous ne savons pas comment
montrer sa confluence quand il est combiné avec 5.

— Le systeme n’est pas primitif puisqu’il y a des projections (Pxor L — P). Il est
récursif (et positif aussi) et petit. Malheureusement, il n’est pas simple.

La récriture modulo AC ne nous parait pas une extension tres difficile & conduire.
Par contre, la confluence et la simplicité sont des problemes qui nous paraissent non
triviaux mais que nous espérons résoudre apreés cette these. Dans le Chapitre 9] nous
donnons encore d’autres directions de recherche mais ces trois-la sont assurément
les plus importantes.

De la normalisation forte, rappelons-le, on peut déduire la décidabilité de la
relation de typage, qui est la propriété sur laquelle repose les systemes d’aide a la
démonstration comme Coq [52] ou LEGO [81].
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Théoréme 92 (Décidabilité de ) Soit I' un environnement valide et 7" un terme
égal a O ou typable dans I'. Dans un CAC satisfaisant les conditions de la Défini-
tion vérifier qu'un terme ¢ est de type T dans I' est décidable.

Preuve. I' étant valide, il est possible de dire si ¢ est typable ou non, et si t est
typable, il est possible d’inférer un type T” pour ¢. Comme les types sont convertibles,
il suffit ensuite de vérifier que T et T” ont la méme forme normale. Nous renvoyons
le lecteur vers [32, [I1] pour plus de détails. [

Remarque 93 (Cohérence logique)

Dans le Calcul des Constructions pur (CC), il est assez aisé de vérifier que, dans
I’environnement vide, il ne peut y avoir de preuve de L = (P:%)P en forme normale
[10]. Donc, pour CC, la normalisation forte implique la cohérence logique.

Malheureusement, dans un CAC, la situation n’est pas aussi simple. D’un point
de vue logique, avoir des symboles est équivalent a travailler dans un environnement
non vide. Il se pourrait donc que les symboles et les regles qui les définissent per-
mettent de former une preuve de L en forme normale. Dans [106], J. Seldin montre
la cohérence des environnements “fortement cohérents”ﬂ de maniere syntaxique.
Cependant, pour montrer la cohérence d’environnements plus riches, il peut étre
nécessaire d’utiliser des outils sémantiques.

5. Un environnement I' est fortement cohérent si, pour tout z € dom(T"), soit 2I" est un type de
prédicat, soit xI" est S-équivalent & un terme de la forme yt.
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Chapitre 7

Exemples de CAC

7.1 Calcul des Constructions Inductives

Nous allons voir que nos conditions de normalisation forte nous permettent de
montrer la normalisation d’un sous-systéme important du Calcul des Constructions
Inductives (CIC) de B. Werner [I1§] qui sert de base au systeme de spécification
et de démonstration Coq [52]. Mais, comme CIC est exprimé dans un formalisme
différent du notre, cela va nous demander un travail assez important, certes routinier,
pour traduire CIC et montrer que cette traduction préserve le typage et réfléchit la
normalisation forte.

Afin de pouvoir typer les schémas d’élimination forte de maniére polymorphe,
ce qu’il n’est pas possible de faire dans le Calcul des Constructions, B. Werner se
place dans un systeme de types avec les sortes S = {x,0, A}, les axiomes A =
{(%,0),(0,A)} et les regles B = {(s1,52,53) € S® | 51 € {x,0}, 52 = s3} (en fait, il
dénote * par Set, O par Type et A par Extern).

Ensuite, il ajoute des termes pour représenter les types inductifs, leurs construc-
teurs et les définitions par récursion sur ces types :

e types inductifs : Un type inductif est dénoté par I = Ind(X : A){C} ot les C;
sont les types des constructeurs de I. Par exemple, Nat = Ind(X :%){X, X — X}
représente tout type isomorphe aux entiers naturels. Le terme A doit étre de la
forme (Z : A)x et les C; de la forme (2 : B) X avec X ¢ FV(im). De plus, les
types inductifs doivent étre strictement positifs. Dans CIC, cela signifie que, si
C; = (Z: é)Xﬁ”L alors, pour tout j, soit X n’apparait pas dans Bj, soit B; est de
la forme (gj’:ﬁ)ch’ et X n’apparait ni dans D ni dans ¢,

e constructeurs : Le i-éme constructeur d’un type inductif I est dénoté par
Constr(i, I). Par exemple, Constr(1, Nat) représente zéro et Constr(2, Nat) re-
présente la fonction successeur.

e définitions par récursion : Une définition par récursion sur un type inductif 1
est dénotée par Elim(I,Q,d,c) ou Q est le type du résultat, @ les arguments de
I et ¢ un terme de type Ia. L’élimination forte (dans le cas o @ est un type de
prédicat) est restreinte aux types inductifs dits “petits”, dont les constructeurs

n’ont pas d’autres arguments-prédicats que ceux du types. Plus précisément, un

81
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type inductif I = Ind(X : A){C_"} est petit si tous les types de ses constructeurs
sont petits et un type de constructeur C' = (2 : B) X1 est petit si {Z} N X7 =0
(cela signifie que les arguments-prédicats doivent faire partie de I'environnement
de typage I'; ils ne peuvent pas faire partie de C_”)

Pour formuler la relation de réduction associée a Elim (appelée t-réduction et
notée —,) et les regles de typage de ces constructions (Figure , il est nécessaire
d’introduire quelques définitions préalables.

Etant donné un type de constructeur C, on définit A{I, X, C,Q, c} de la maniere
suivante :

- A{I, X, Xm,Q,c} =Qmc
- A{I,X,(2:B)D,Q,c} = (2:B)A{l,X,D,Q,cz} si X ¢ FV(B)
- A{,X,(2:B)D,Q,c} = (z: B{X = I})((¥: DYQ{ ) — A{I,X,D,Q,cz} si
B = (5:D)Xq
La t-réduction est définie par la regle :

—

Elim(I,Q, %, Constr(i, I'Y 2){f} —., A[L, X,C;, f;, FunElim(I,Q, f)] Z

-

ot I = Ind(X : A){C}, FunElim(I,Q, f) = [#: Ally : IZ)Elim(I,Q, &,y){f} et

A[I, X, C, f, F] est défini de la maniére suivante :

- AlLX, Xm, f,F]=f

- A[l,X,(2:B)D, f,F] = [2:BJA[l,X,D, fz,F] si X ¢ FV(B)

~ Al X,(2:B)D, f, F| = [z: B{X = I}|]A[I, X, D, fz[§: D)(Fq (:9)), F| si B = (§:
D)Xq

Enfin, dans la regle de conversion (conv), en plus de la S-réduction et de la ¢-
réduction, B. Werner considere la n-réduction : [z:T|ux —, u si ¢ FV(u). Du fait
que — g, n'est pas confluente sur les termes mal typésﬂ considérer la n-réduction
créé de nombreuses difficultés [56]. Pour ce qui nous concerne, comme la condition
(Al) ne peut pas étre vérifiée en présence de n-réduction, nous ne pouvons pas
considérer la n-réduction. Trouver une condition plus faible que (A1) qui soit vérifiée
en présence de n-réduction et permette de montrer la correction de la réduction et
la normalisation forte est un probleéme que nous avons provisoirement laissé ouvert.

La (-réduction telle qu’elle est définie dans CIC introduit de nombreux S-radi-
caux, et les appels récursifs a FElim sont faits sur des variables liées qui seront
instanciées par des sous-termes stricts. Ainsi, d'une part, cela n’est pas tres efficace
car ces instanciations pourraient étre faites immédiatement apres la (-réduction, et
d’autre part, la forme actuelle du Schéma Général ne permet pas de traiter des
appels récursifs sur des variables liées, méme si celles-ci ne sont instanciables que
par des sous-termes stricts.

C’est pourquoi nous n’allons pas montrer la normalisation forte de la relation —g,
mais de la relation — g, ou —, est la relation de réduction dont un pas correspond
a une (-réduction suivie d’une série de [-réductions pour éliminer les S-radicaux
introduits par la ¢-réduction. C’est d’ailleurs cette relation de réduction qui est
implémentée dans le systeme Coq [52].

1. Remarque die a R. Nederpelt [93] : [z: A]x g [z: A]([y: Bly ) = [y: Bly.
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FIGURE 7.1 — Regles de typage de CIC

—,

A=(Z:A)» THA:O Vi, X:AFC;:%
L+ Ind(X:A){C}: A

(Ind)

I=Ind(X:A){C} THI:T

(Constr) T+ Constr(i,I): Ci{X—1}

A= (Z:A)x I=Ind(X:A4){C}
THQ:(7: AT — %
T, = A{I,X,C;,Q,Constr(i, I)}
y={Zw—a} Vj,Tra;j: Ay Thte:ld Vi,T'F f;:T;

(%-Elim) =
'+ Elim(I,Q,d,c){f} : Qdc

—,

A= (&:A)x I=Ind(X:A){C} est petit
THQ:(f: A)IZ—0O
T, = A{I,X,C;,Q,Constr(i, I)}
y={fw—d} VjTra;:Apy Trke:la Yi,TF fi:T;}

(O-Elim) =
I'F Elim(I,Q,a,c){f} : Qdc

T'H¢t:T T<—>}§mT’ T'+T :s
'kt T

(Conv)

Définition 94 (/-réduction) La //-réduction est la relation de réduction définie
par la regle :

Elim(I,Q, &, Constr(i, I ){f} —u A, X,Cy, f;,Q, f, 2]

ot I = Ind(X:A){C} et A'[I,X,C, f,Q, f,Z] est défini de la maniére suivante :

B A,[IaXaXm’va)ﬁm :f

~ AN'[LX,(2:B)D, £,Q, J, 25 = N[, X, D, f2,Q, 5 si X ¢ FV(B)

~ N[I,X,(2:B)D, f,Q, f,22] = N'[I, X, D, fz[ij: D|Elim(I,Q, {, 2),Q, 7] si B =
(7:D)Xq

Nous pensons que la normalisation forte de — g, implique celle de —g,. Mais,
comme ce probleme ne nous parait pas tres simple et n’est pas directement lié a
notre travail, nous en remettons la résolution a plus tard.

Conjecture 95 Si — g, est fortement normalisante alors — g, est fortement norma-
lisante.

Définition 96 (Type inductif admissible) Un type inductif I = Ind(X : A){C}
est admissible s’il vérifie les conditions (I5), (I6) (adaptées a la syntaxe CIC, une
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élimination forte étant considérée comme un symbole de prédicat défini) et la condi-
tion de streté suivante. Si A = (Z: A)x et C; = (2: B)Xm alors :

— Va; € X7, m; € X7,
- Vl’i,iﬂj S XD, m; = Mj = Ty = Tj.

Définition 97 (CIC™) Le sous-systeme que nous allons considérer, CIC™, s’ob-
tient en appliquant les restrictions suivantes :

e On exclut toute utilisation de la sorte A afin de rester dans le Calcul des Construc-
tions.

e Dans la régle (Ind), au lieu de demander que I = Ind(X : A){C} soit typable
dans un environnement I' quelconque, on demande que I soit typable dans I'envi-
ronnement vide car, dans CAC, les types des symboles doivent étre typables dans
I’environnement vide. De plus, on se restreint aux types admissibles en forme
normale.

La restriction & I' = () n’est pas une réelle restriction car tout type I = Ind(X:
A){é} typable dans un environnement I' = ¢/ : U peut étre remplacé par un type
I' = Ind(X': A{C'} équivalent : il suffit de prendre A’ = (7 : U)A, C! = (7 :
U)Ci{ X — X'} et de remplacer I par I'§ et Constr(i, I) par Constr(i, I').

Cependant, on est amené a modifier la définition de type de constructeur petit
de la manitre suivante : un type de constructeur C' d'un type I = Ind(X : A){C}
avec A = (7 : A)x est petit s'il est de la forme (Z : A)(Z: B) X avec {Z}NX° = 0.

e Dans la régle (x-Elim), au lieu de demander que @ soit typable dans un environ-
nement I quelconque, on demande que @ soit typable dans I’environnement vide.
De plus, on demande explicitement que [ et T; = A{I, X, C;,Q,Constr(i,I)}
soient typables.

e Dans la regle (O-Elim), au lieu de demander - @ : (7 : ff)]:i" — 0O, ce qui
n’est pas possible dans le Calcul des Constructions, on demande que Q) soit de
la forme [:Z”E][yla_:’]K avec T : A,y: IZ+ K : O, et que f; soit de type T, =
A1, X,C;, Ty, K,Constr(i, I)} ou A'{I, X,C, 7y, K,c} est défini de la maniere
suivante :

- AL X, Xm, 2y, K,c} = K{Z— m,y — c},
—si B = (7: D)X alors A'{I,X,(z: B)D,Zy,K,c} = (z: B{X — I})((7 :
DYK{Z —q,y—2j}) = N{I,X,D, &y, K, cz}.

De plus, on demande que @ soit en forme normale, que T; soit typable et que
les types inductifs qui apparaissent dans () soient des sous-termes de I. Enfin,
comme conclusion, on prend I' b Elim(I,Q,d, C){f} : K{Z — d,y — c} au lieu
de '+ Elim(1,Q,a, c){f} : Qdc.

Demander que @ soit de la forme [¥: ff] [y : IZ]K n’est pas une tres grande
restriction car, comme I’a montré B. Werner (Corollaire 2.9 page 57 de [118]),
si ' F Q : O alors il existe Q' de la forme (7 : U)* tel que Q —5 Q. Alnsi, si
FQ:(Z: ff)]a‘c’ — O alors a’c’:ff,y:[f F QZy : O. Donc, il existe Q' de la forme
(7 : U)* tel que QTy —7% Q'. Alors, [7: Ally: IZ)QTy —% [Z: Ay 1T]Q et [Z: A][y:
I7]Q7y — Q. Donc, par confluence, il existe Q" de la forme [f/_ﬂ [y:1Z)(y: U )x
tel que Q —7%, Q".
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Par contre, demander que les inductifs de () soient des sous-termes de I est
une restriction plus séveére diie uniquement au fait qu’on se restreint au Calcul
des Constructions et qu’on ne peut donc pas typer le schéma d’élimination forte
de maniére polymorphe (c’est pourquoi B. Werner se place dans un PTS plus
général).

e Dans la régle (conv), au lieu de demander T’ <—>Em T’, on demande T <%, T qui
est équivalent & T' | g, T” puisque — g, est confluente (CRS orthogonal).

Nous désignerons par — g, la relation de réduction de CIC™, par N F l'en-

semble des termes de CIC™ qui admettent une forme normale pour — g, (unique par

confluence), par t | la forme normale de ¢, et par - la relation de typage de CIC™

(Figure [7.2).

FIGURE 7.2 — Regles de typage de CIC ~

—,

A= (Z:A)x FHA:O Vi, X:AFCj:x
I =Ind(X:A){C} € N'F est admissible

(Ind) F7:A

I=Ind(X:A){C} THI:T
'tk Constr(i,I) : Ci{ X —1I}

(Constr)

A=(Z:A)x T=IndX:A{C} T+HI:T
FQ:(Z: AT — *
T, = A{I,X,C;,Q,Constr(i,I)} +T;:*
v={&wad} VjTra;:Ajy Trke:la i, Tk fi:T;

L'+ Elim(1,Q,a@,c){f} : Qdc

(%-Elim)

-,

A= (Z:A)x I=Ind(X:A4){C}
Q=[T:Ay:IZ)K e NF #:Ay:Ii+K:O
les inductifs de () sont des sous-termes de [
T, =A{I,X,C;, 2y, K,Constr(i,I)} FT;:0
y={Zw—a} VjTra;j:Ay Thte:ld Vi,I't f;:T;

(O-Elim) =
'F Elim(I,Q,ad,c){f}: K{Z— d,y— c}

LHt:T T(—)%L/T’ r+T7":s

(Conv) THt:T

Théoréme 98 1l existe un CAC T (de relation de typage ., et de relation de
réduction —) vérifiant les conditions de normalisation forte de la Définition et
une fonction (_) qui, & un terme de CIC™, associe un terme de T telle que :
—si'Ft: T alors (T') K. (t) : (T),

— si de plus t =g, t' alors (t) =T (¢/).

Ainsi, —g, est fortement normalisante dans CIC™.
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Définition 99 (Traduction) Nous définissons (t) sur les termes bien typés, par
récurrence sur I' =¢ : 7" :

e Soit I = Ind(X :A){C} avec A = (Z : A)x. Nous prenons (I) = [Z: (A)]Ind;(Z)
ou Indy est un symbole de type (A).

e Par hypothtse, C; = (Z : B)Xnmi. Nous prenons (Constr(i,I)) = [Z: (
Constr! () ou 0 = {X — (I)}, Constr! est un symbole de type (Z: B')Ind;(

B’ = (By) si X n’apparait pas dans Bj, et B} = (¢: (D))Ind;((q)) si Bj = (¥
D)Xq.

e Soit Q un terme qui n’est pas de la forme [ : A
Nous prenons (Elim(I,Q,d,c){f}) = WElim;((Q
un symbole de type (Q: (Z: (A)) (T — * (
T, = A{I,X,C;,Q,Constr(i, I)}.

e Soit Q un terme de la forme [7: A][y : IZ]K avec K = (j : U)*. Nous prenons
(Elim(I,Q,@,c){f}) = SElim?((Ei), (e), (f)) on SElim? est un symbole de type
(Z: (AN (y: (DE) ([ (T)K), T; = N{I, X, Cy, Ty, K, Constr(i, I)}.

e Les autres termes sont définis récursivement : (uv) = (u)(v), ...

SN—
~—~
11

Soit T le CAC dont les symboles sont ceux décrits précédemment et dont les regles
sont :

—

— A%}[/[IaXucivfi)Q)_fvz_?
SElim?(f,Constr{(?), ) — AYLX,C fi,Q, f, 7]

ou Ay [I,X,C, 7,0, 1,2 et NI, X, C, £,Q, f,7] sont définis de la manicre sui-

vante :

— AL X, X, f,Q, f,2) = AL X, X, £,Q, f, 2] = f,

~ NGIL X, (2:B)D, f,Q, f,27] = AL, X, D, f 2,Q, [, 7]
et Al (1, X, (2:B)D, f,Q, f,27] = Ay [I, X, D, f 2,Q, f, 7] si X ¢ FV(B)

- MY X, (2:B)D, £,Q. .22 = AGlL X, D, f 2 [§: DISElmZ (f.d,23), Q. [. 7]
et Ay I, X, (2:B)D, f,Q, f,22] =
AL, X, D, f z[§: DIWELim;(Q, f, 4, 29), Q, f, 7] si B= (§:D)X{

Comme — g,/ est confluente, T est un ATS logique. Donc, la S-réduction préserve
le typage. Cela va nous étre utile pour montrer que la traduction préserve le typage :

Lemme 100 Si ' ¢ : T alors (T') & (t) : (T).

Preuve. Par récurrence sur I' = ¢ : T'.

—.

(Ind) Nous devons montrer () : (A). Nous avons (I) = [Z: (A)]Ind(Z) avec

-,

Indy de type (A) = (Z:(A))x. Comme - A : O, par hypothese de récurrence, nous

avons =, (A) : D,_»c’est—é—dire, b Ting, : O. Par inversion, on obtient & : (A) b : O.

Donc, I' = & : (A) est valide et, par le lemme d’environnement et (weak), pour tout
i, I' oy 0 (Ag). Ainsi, par (symb), I' b Ind; (%) : % et, par (abs), I' . (I) : (A).
(Constr) Nous devons montrer (I') . (Constr(i,I)) : (C;0) on § = {X —1I}. Nous

—

avons C; = (7 : B) Xm, (Constr(i,I)) = [2:(B)¢'|Constrl (), 0/ = {X — (I)},
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Constr! de type (2: B)Ind;((m)), B, = (Bj) si X n’apparait pas dans Bj,
B = (§:(D))Ind;({(q)) si B; = (¥ )Xq, (Ci) = (Ci)0 = (Z:(B)0)(I)(m) et
(1) = (7 (A)) Ind (7).
Ainsi, (I)(m) —7 Ind;((n)). De plus, si X n’apparait pas dans B; alors B} =
(Bj) = (Bj)0'. i Bj = (§: D)X§ alors B, = (§: (D))Ind;((q)) et (B;)f' = (¥:
(D)(I)(q). Comme, (I)(q) —% Indr((q)), pour tout j, (B;)0" —7% Bj.

Comme I' - I : T, par hypothese de récurrence, (I') . (I) : (T') et (I') est
valide. Par ailleurs, par inversion, - I : A et X : A+ C; : . Par inversion
encore, X : A,Z : B F Xm : . Par hypothese de récurrence, . (I) : (A) et
X : (A),Z: (B) b, X(m) : . Par substitution, z : (B)#' k. (I)(m) : . Donc,
A =Z:(B)0' est valide. Comme (B)0" —7% B’, par préservation du typage sur les
environnements, il en va de méme de A’ = Z: B'. Donc, 7 : B' k- (I)(11) : * et,
par (prod), b, (2: B)Ind({(m)) : %, c’est-a-dire, b, Toppspnd © *-

Par le lemme d’environnement et (conv), pour tout j, A k., z; : B;. Donc,
par (symb), A k. Constr!(2) : Ind({(1m)) et, par (abs), k. (Constr(i,I)) : (Z
(B)0")Ind;((m)). Finalement, par (conv) et (weak), (I') k. (Constr(i, I)) : (C;0).

(x~-Elim) Nous devgns montrer (I') I—T<Elz’m(l,_6;2,c_i, ){f}) : (Qadc). Nous avons
(Btim(1,Q.a,(}) = WElimy((Q), (@, {¢), (7)), WElim; de type (Q: (B))(:
(AN (y: IZ)(f: (T)(Q)Xy, B = (T : A)IZ — %, T; = A{I, X, C;,Q,Constr(i, I)}

t (Qdc) = (Q){(a@){c). Afin de pouvoir appliquer (symb), montrons (1) (I')
Q)+ (B), (2) (T) F(@) = (A)Y', 3) (T) b () = (D)@, (4) () B (f) = ()Y
et (5) I_TTWElim[ Dk, ou ’Y/ - {Q = <Q>7f = <6>ay = <C>,f = < >} Dabord
remarquons que, comme I' - ¢ : Id@, par hypothese de récurrence, (I') =, (c) : (Ia)
et (') est valide.

(1) Comme F @ : B, par hypothese de récurrence, -, (Q) : (B). Donc, par affai-
blissement, (I') =.(Q) : (B).

(2) Comme T" + a] : Ajv, par hypothese de récurrence, (I') F (a;) : (4;7). Or,
(A7) = (A;)7 car FV(4;) € {z}.

(3) Comme I' - ¢ : Ia, par hypothese de récurrence, (I') = (c) : (I@). Or, (Id@) =
(INa) = (1)ay'.

(4) Comme I' = f; : T;, par hypothese de récurrence, (I') F.(f;) : (I3). Or,
(T;)y = (T;) car T; est clos (- T; : %).

(5) Soit A = Q : (B), & : (A),(y: (I)T) et A = A, f : (T). Montrons que
A’ est valide. En effet, si c’est le cas, alors A’ F, (Q)Zy : = et, par (prod),
= TwELim, : *. Nous avons k. (Q) : (B). Donc, . (B) : O. Par (var), @ : (B) -
+Q : (B). Par inversion, Q : (B),#: (A),y : (I)Z F,x : O et A est valide. Soit
A;=A, fi:(Th),..., fi:(T;). Montrons par récurrence sur i que A; est valide.
Si i = 0, c’est immédiat. Montrons alors que si A; est valide alors A;4; Pest
aussi. Comme F,(T;11) : %, par affaiblissement, A; F.(T;11) : *. Donc, par
(var), Ajy1 b firr = Tiga et Az+1 est valide.

(O0-Elim) Nous devons montrer (I') F_(Elim(I,Q,d, O{f}) : (K). Nous avons
(Elim(I,Q,@,){f}) = SElim? ((@), (), (f)), SELm de type (¥:(4))(y: I)(f"
(TYK) et T; = A'{I,X,C;,Q,Constr(i,I)}. Afin de pouvoir appliquer (symb),
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montrons (1) (T) b (@) : (A)7', (2) (T) () = (NFY, (3) (T) e (f) « (D) et

(4) FyTsElim, = O, ou v = {Z — (a),y — (¢), f <f)} D’abord, remarquons
que, comme I' - ¢ : Id, par hypothese de récurrence, (I') F,(c) : (Id@) et (I') est
valide.

(1) Comme I' - a; : A;v, par hypothese de récurrence, (I') F,(a;) : (4;7). Or,
(A7) = (Aj)7 car FV(4;) C {z}.

(2) Comme I' - ¢ : Id, par hypothese de récurrence, (I') k- (c) : (Ia@). Or, (Ia) =
(I)(@) = (I)zv".

(3) Comme I' F f; : T;, par hypothese de récurrence, (I') F.(fi) : (T3). Or,
(T;)y' = (T;) car T; est clos (F T; : O).

(4) Soit A = & : (A),y: (INF et A’ = A, f: (T). Nous avons A F (K) : O.
Montrons que A’ est valide. En effet, si c’est le cas, alors, par affaiblissement,
A" (K) : O et, par (prod), b Tsgiim, : *. Soit A; = A, fi:(Th),..., fi: (T;).
Montrons par récurrence sur i que A; est valide. Si i = 0, c¢’est immédiat.
Montrons alors que si A; est valide alors A;41 Pest aussi. Comme k= (Tj41) : O,
par affaiblissement, A; &, (T;11) : O. Donc, par (var), Ajyq by fivr @ Tip1 et
A1 est valide.

Les autres cas se traitent sans difficulté. [ |

Lemme 101 Les regles de Y sont bien typées.

Preuve. Nous devons montrer que chacune des régles vérifie les conditions (S3)

a (S5). Voyons le cas de WElimI(Q,f Constrl(2), ) — A wll, X,C, fi, Q, f. 2.

Le cas de SElim?(f, Constri(Z), = Al S, X, Gy, fi,Q, f.Z) se traite de maniére

similaire. Soit B = (% : A)IZ — *. Nous avons mywgiim, = (Q : (B)(Z: (A)(y :

(NZ)(f(T)QTy, Ty = AMI,X,C;,Q,Constr(i, 1)}, C; = (2: B)Xm, B; = (§

DO)XF si X € FV(B)), Tapeet = (2: B')Indi((m)), By = (B;) si X ¢ FV(B),

B} = (§f - (D7) Ind; ((§)) sinon, et Trnq, = (Z: (A)). Soit | = WElim(Q, T, c, f),

r=A] [I X,Ci, 1,Q,f.2), ¢ = Constr!(Z) et v = {y — ¢}. Nous prenons I' = Q:

(B), 7B, () et p = {Z > (7).

(S2) Nous devons montrer I' k.7 : Q(rt)c. Nous avons r = Ay, [I, X, C;, fi, Q, f, Z]
et T; = A{I, X,C;,Q, Constr(i,I)}. Cela ne présente pas de difficultés.

(S3) Nous devons montrer que si A - lo : T alors 0 : I' — A. Nous avons A F
+WElim[(Qo, Zo, Constr!(Zo), fa) T. Alors, par inversion, on déduit A +
Qo (B)o, A, Zo: Blo et AR, fo: (T)o, cest-a-dire, o : T — A.

(S4) Nous devons montrer que si A k. lo : T alors, pour tout x, zpo | zo.
Par inversion, nous avons A k. co : (I)Zo et Ind;((m)o) CA (I)Zo. Par
ailleurs, (I)Zo —7 Ind;(Zo). Donc, Ind;({ni)o) C* Ind;(Zo) et, par confluence,
Indr((m)o) | Ind;(Zo). Comme Ind; est constant et (m)o = Zpo, on obtient
Zo | Zpo. |

Lemme 102 Les regles de T sont bien formées.

Preuve. Voyons le cas de WElzm[(Q, Constr!(Z), f) — AW, X, C;, 1.0, f,
Z]. Le cas de SElzmI (&, Constrl(2), f) — AQ[I,X, Ci, 15, Q, f, Z] se traite de manie-
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re similaire. Soit B = (Z : A)I# — = Nous avons I' = Q : (B),Z: B/, f : (T)
et p = {& — (m)}. Nous devons montrer que chaque variable x € dom(I") est
faiblement accessible dans un des arguments de WElimy, que «I" est égal a Tp ou
T est le type de x dérivé de [ et que I' K lp : (QZy)7vp.

L’accessibilité est immédiate pour @ et f Les z; sont faiblement accessibles
puisque toutes les positions d’un constructeur sont accessibles (voir la définition de
Acc(Constrl)). Le type de z; dérivé de I est B;- qui ne dépend pas de Z. Donc,
Bip= B} = zI.

Voyons I' k- lp : (QZy)yp maintenant. Nous avons lp = WElim(Q, (m),
Constr!(Z), F) et (QZy)yp = Q(im)c. Pour appliquer (symb), nous devons montrer
(1) I—TTV[QElZ'm_{ tk, (2) T H.Q : (B), 3) T Fp(m) : (A)p, (4) T Foc: (I)(m) et
(5) T f : (T).

Montrons alors que I' est valide. Tout d’abord, WEIlim n’est défini que s’il existe
un terme bien typé de la forme Elim(I,Q’,a, c’){f_} Et, dans ce cas, nous avons
FQ :BettT:* Donc, - B:Oet F.(B) : O. Ainsi, Q: (B) est valide. Par ailleurs,
si WElim est bien défini alors Ind; est également bien défini, et donc Constri[ aussi.
Or, nous avons montré dans le lemme précédent que, dans ce cas, = TConstr! * % Par

affaiblissement, Q : (B) b, T, a4 : *- Par inversion, Q: (B), 2 B’ b Indr((m)) : %
et Q:(B),z: B’ est valide. Enfin, comme F T : *, Fr <f> : % et, par affaiblissement,
Q:(B),Z:B'E.(T) : . Donc T est valide.
1) Déja montré dans le lemme précédent.
3) De Z: B’ F.Indr({m)) : *, par inversion, nous déduisons z': B’ Fp () - (A)p.
Donc, par affaiblissement, I' k- (m) : (A)p.
(4) Comme T b, Z: B, par (symb), T' Foc : Indr((m)). Or, (I)(im) — Indr((m)).
D%

(
(2) Par le lemme d’environnement.
(

D’apres (3), I' k=, (m) - (A)p. Donc, par (app), I (1) ()
I'kEoc: (I)(m).

(5) Par le lemme d’environnement. [

. Donc, par (conv),

Lemme 103 Y vérifie les conditions de normalisation forte de la Définition

Preuve.

(A0) Déja montré.

(A1) Nous avons déja vu que — est confluente.

(A2) Pour la structure inductive, nous prenons :
— Ind; >¢ Indy si J est un sous-terme strict de I est un pré-ordre bien fondé,
— Ind(Indy) = 0,
— Acc(Constr!) = {1,...,n} ot n est I'arité de Constr!.
Montrons que cette structure est#admissible. Soi‘i C' un prédicat constant. %lors
C = Indy avec I = Ind(X:A){C} et A= (Z: A)*, et C est de type (Z: (A))x.
Soit ¢ = C’onstrif un des constructeurs de C. Par hypothese, C; = (Z': E)X m et
Bj = (§: D)X si X € FV(B;). Donc ¢ est de type (Z: B') avec B} = (By) si
X ¢ FV(B;), et By = (i :(D7))C((¢’)) avec X ¢ FV(DI¢¥) sinon. Soit ¥ = 1,
j € Acc(c) et U;j = B
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(I3) VD € CF",D =¢ C = Pos(D,U;) C Pos™(U,). Nécessairement, D = C.

Soit X ¢ FV(B;) et Pos(C,U;) = 0, soit B; = (§: D)Xq, X ¢ FV(D{).
Dans tous les cas, Pos(C, U;) C Pos™(U;).

(I4) VD € CFZ, D >¢ C = Pos(D,U;) C Pos’(Uj). Si D = Ind; >¢ C = Ind;

alors I est un sous-terme strict de J. Donc, J ne peut pas apparaitre dans
I et Pos(D,U;) = 0.

I5) YF € DFZ,Pos(F,U;) C Pos’(U;). Par hypothese sur les types de CIC™.
( J J

(I6) VY € FV®(U;), 31y < ac,v,, =Y. Par hypothese sur les types de CIC™.
(I2) VY € FV®(U;), vy € Ind(C) = Pos(Y,U;) C Pos™t(U;). Car Ind(C) = 0.

14 ik N c 1o . Q
(A3) Pour >, on prend I'égalité. Montrons que les regles qui définissent SElimj

forment un systeme :

— récursif : On le montre ci-apres pour tous les symboles.
— petit : Nous avons SElim?(f, Constri(Z), - NI, X, Cy, fi,Q, f. Z]. Nous

Q

désignerons par [ les arguments de SElim; et par r le membre droit de la
régle. Nous devons montrer que, pour tout X € FVZ(r), il existe un unique
kx tel que L, = X. Nous avons FVE(r) = {f3U({Z}NX"). Pour les fj, Clest
immédiat. Pour les z; € X H. cela découle de la restriction de 1’élimination
forte aux types inductifs petits : Z = £z avec {7} N X" = .

— simple :
(B1) Les symboles qui apparaissent dans les arguments de WElim; ou

SElz'm%2 sont constants.

(B2) Au plus une regle peut s’appliquer au sommet d’un terme de la forme

WElim(Q,d,c, f) ou SElimIQ(c_i, c,f).

(A4) Nous avons F; = (). Nous n’avons donc qu’a vérifier les conditions (a) et (b) :

(a) (F,R) est récursif : Voyons le cas de WElim(Q, , Constr{(?),f) —

Ayl X, Cy, fi,Q, f, Z]. Nous désignerons respectivement par [ et par r le
membre gauche et le membre droit de cette regle. Le cas de SElim?(:E’,
Constri(Z), f) — AL, X, Cy, fi,Q, f, Z] se traite de maniere similaire.

Pour la précédence >r, nous prenons WElim; > WElimj, WElim;
>z SElim%, SElim; >z WElim; et SElim; >7 SElim$ si J est un
sous-terme strict de I, et tous les symboles définis supérieurs aux symboles
constants.

Pour le statut, nous prenons statwgiim, = lex(mul(xy)) ou k est la
position de l'argument de type (I)Z. De méme pour SElim;. Il est donc
immeédiat que cet assignement est compatible avec > r.

Nous avons déja montrer que les regles étaient bien formées. Montrons
maintenant que 7 appartient a la cloture calculable de [, c’est-a-dire, I' K
r: Q{m)c on ¢ = Constr!(Z). Tout d’abord, remarquons que R et T sont
compatibles avec >x. C’est clair pour R. Pour 7, cela est dii & notre res-
triction sur S’ElimIQ : les inductifs de @ sont des sous-termes de I. Ainsi,
par les Lemmes [89| et [87] nous avons I' it zI" : s pour tout x € dom?®(I"), et
It 74 2 s pour tout g <r WElimj. A partir de la, on vérifie aisément que
Ckr:Q(m)e.
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(b) (F,R) est siir : Soit TU la séquence (Q), (A), (I)Z, (T), QZy. Nous devons

montrer :
~ VX € FVE(TU), X~p € dom”(T),
~ VX, X' € FVY(TU), Xyp=X"yp=> X = X'

Nous avons FVZ(TU) = {Q} U{Z} N X7, Qvp = Q € dom"(T") et zjyp =
(m;). Donc les propriétés précédentes sont vérifiées du fait de I'hypotheése
de stireté que nous faisons sur les types de CIC™. |

Il ne nous reste plus maintenant qu’a montrer que la traduction réfléchit la
normalisation forte :

Lemme 104 SiT'Ft:T et t —p, t" alors (t) —»1 ().

Preuve. Par récurrence sur I' ¢ : T'.

(Ind) Comme I € N'F, aucune réduction n’est possible.

(Constr) Comme I' - [ : T, par inversion, I € NF et aucune réduction n’est
possible.

(»Elim) Nous avons (t) = WElim;((Q), (@), (c), (f)). Comme T' + I : T, par
inversion, I € N'F et aucune réduction n’est possible dans I. Si Q —g, Q' alors,
comme - Q : (Z : A)IZ — «, par hypothése de récurrence, (Q) —* (Q') et
(ty =1 (t"). Si @ —p, @ alors, comme I' - @ : A’% par hypothese de récurrence,
(@ —* (@) et (¢) =T (). Enfin, si ¢ =g, ¢ alors, comme I' - ¢ : Id, par
hypothese de récurrence, (c) =1 (/) et (t) =T (t').

(O-Elim) Nous avons (t) = SElim?((d}, (e), (f}). Comme I’ I : T, par inversion,
I € N'F et aucune réduction n’est possible dans I. De méme, comme @ € N F,
aucune réduction n’est possible dans Q. Si @ —, @ alors, comme I' - @ : fffy,
par hypotheése de récurrence, (@) —* (@’) et (t) =T (¢'). Enfin, si ¢ —4, ¢ alors,
comme I' F ¢ : Id@, par hypothese de récurrence, (c) =T (¢/) et (t) =1 (/).

Les autres cas se traitent sans difficultés. [ |

7.2 Calcul des Constructions Inductives + Récriture

Nous venons de voir qu’une grande partie du Calcul des Constructions Inductives
est formalisable dans un CAC. Nous allons voir que nous pouvons rajouter & ce
CAC des regles de récriture qui ne sont pas formalisables dans CIC. Prenons les
symboles nat : x, 0 : nat, s : nat — nat, +, X : nat — nat — nat, list : x — *,
nil @ (A:*)list(A), cons : (A:x)A — list(A) — list(A), app : (A:*)list(A)) —
list(A) — list(A), len : (A : x)list(A) — nat la longueur d’une liste, in : (A :
*x)A — list(A) — * le prédicat d’appartenance d’un élément & une liste, incl : (A:
*)list(A) — list(A) — * le prédicat d’appartenance des éléments d’une liste & un
autre liste, sub : (A:x)list(A) — list(A) — x le prédicat “étre une sous-liste de”,
eq: (A:x)A — A — x I’égalité polymorphe, T : x la proposition toujours vraie, L : %
la proposition toujours fausse, = : x — %, V, A : x — % — %, et les régles suivantes :
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r+0 = =z rx0 — 0
O+z — = Oxz — 0
z+s(y) = s@+y) zxs(y) = (zxy)+z
s(z)+y — s(x+y) s(0)xz — =
(z+y)+z — x4+ (y+2) rxs(0) - z
-T — L PVT — T PANT — P
-1 = T Pvli = P PAlL — 1L
eq(A4,0,0) — T
eq(A,0,s(x)) — L
eq(A s( ),0) — L
eq(A,s(x),s(y)) — eq(nat,z,y)
app(A,nil(A"),0) — ¢
app(A, cons(A’,x,0),0) — cons(A,x,app(A, L, 1))
app(A, app(A', £, 0),0")  — app(A, L, app(A, €, L")
len(A,nil(A") — 0
len(A, cons(A',x,0)) — s(len(A,¥))
len(A,app(A',0,0")) — len(A,0) + len(A,1)
in(A,z,nil(A")) — L
in(A,x,cons(A',y, 1)) — eq(A,z,y)Vin(A, x,l)
sub(A,nil(A"),l) — T
sub(A, cons(A’, x,1), ml(A’)) - 1
sub(A, cons(A',x,1),cons(A”,2/,1")) — (eq(A,z,2") A sub(A,l]1))
Vsub(A, cons(A,x,1),1")
incl(A,nil(A'),l) — T
incl(A, cons(A',x,1),l") — in(A,z,U") Nincl(A, L1
eq(L,nil(A),nil(A") — T
eq(L,nil(A),cons(A',x,1)) — L
eq(L,cons(A’,z,1), ml(A)) — 1
eq(L,cons(A,x,1),cons(A", 2',1")) — eq(A,x,2") Aeq(list(A),1,1")

Le systéeme de récriture est récursif, simple, petit, sir et confluent (cela peut étre
prouvé automatiquement par CiME [30]). Comme les régles sont linéaires-gauches,
la combinaison avec —g est confluente. Donc, les conditions de normalisation forte
sont vérifiées.

On notera en particulier la derniere régle ou I' = A%, x: A, 2’ : A, £:list(A), 0 :
list(A) et p={A"— A, L~ list(A)}. Elle est bien formée : par exemple, cons(A’, 2’
0): L>{a’ : A Et elle vérifie le Schéma Général : {cons(A,xz,£): L, cons(A’, 2’ {'):
L} () mu {z: Az’ 2 A} {0 list(A), 0 : list(A)}.

Cependant, il manque de nombreuses autres regles importantes pour avoir une
procédure de décision pour les tautologies propositionnelles classiques (Figure
ou d’autres regles de simplification de I’égalité (Figure . Pour cela, il faudrait
avoir de la récriture modulo commutativité et associativité et affaiblir certaines
conditions dans la définition du Schéma Général.
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7.3 Déduction Naturelle Modulo

La Déduction Naturelle Modulo (NDM) pour la logique du premier ordre [47]
peut étre présentée comme une extension de la Déduction Naturelle avec la regle
d’inférence suivante :

I'HP $ P
rrg 1P=¢

ol = est une relation d’équivalence sur les propositions stable par substitution et
contexte. C’est une extension tres puissante de la logique du premier ordre puisque la
logique d’ordre supérieur et la théorie des ensembles skolémisée peuvent toutes deux
étre décrites comme des théories modulo (en utilisant des substitutions explicites
).

Dans [48], G. Dowek et B. Werner étudient la normalisation forte de I’élimination
des coupures dans le cas ou = est engendré par un systéme de récriture du premier
ordre confluent et faiblement normalisant. En particulier, ils prouvent la normali-
sation dans deux cas généraux : quand le systeme est positif et quand il est sans
quantificateur. Dans [49], ils fournissent un exemple de systéme confluent et faible-
ment normalisant pour lequel I’élimination des coupures n’est pas normalisante. Le
probleme vient du fait que la régle d’élimination du quantificateur V introduit une
substitution :

I+ Va.P(x)
TEPG)

Ainsi, quand un symbole de prédicat est défini par une regle dont le membre
droit contient des quantificateurs, sa combinaison avec la S-réduction peut ne pas
préserver la normalisation. Un critéere de normalisation pour la récriture d’ordre
supérieur comme celui que nous fournissons est donc nécessaire.

Maintenant, puisque NDM est un CAC (les connecteurs logiques peuvent étre
vus comme des symboles de prédicat constants), on peut comparer les conditions
générales données dans [48] avec les notres.

(A1) Dans [48], seulement —x doit étre confluent. Nous ne savons pas si cela
implique toujours la confluence de = U —3. C’est vrai si R est linéaire-gauche
car, alors, nous avons une union de CRS linéaires-gauches et confluents n’ayant
aucune paire critique I'un par rapport a lautre (résultat général di & V. van
Oostrom [116] et montré dans le cas particulier de —3 par F. Miiller [92]). Mais
nous ne connaissons pas de travaux qui montrent que, en présence de types
dépendants et de récriture sur les types, —g U —3 est confluent méme si R
n’est pas linéaire-gauche (V. Breazu-Tannen et J. Gallier ont montré dans [26]
la préservation de la confluence pour le A-calcul polymorphe d’ordre supérieur
avec récriture du premier ordre au niveau objet).

(A2) Les types de NDM sont primitifs et forment une structure inductive admissible
si on les prend tous équivalents.
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(A3) Dans [48], la normalisation forte de 1’élimination des coupures est prouvée
dans deux cas généraux : quand (DF~, Rpzo) est sans quantificateur et quand
il est positif. Les systemes sans quantificateur sont primitifs. Donc, dans ce cas,
(A3) est satisfait. Dans le cas positif par contre, nous demandons en plus que
les arguments des membres gauches des reégles soient faits de symboles constants
et qu’au plus une régle puisse s’appliquer au sommet d’un terme (conditions de
“simplicité”). D’un autre coté, nous fournissons un nouveau cas : (DF-, Rpzro)
peut étre récursif et simple (il est forcément petit).

(A4) Les regles sans quantificateur sont de premier ordre et ceux avec quantifi-
cateurs ne le sont pas. Dans [4§], ces deux types de regles sont traitées de la
méme maniére. Mais le contre-exemple donné dans [49] nous montre qu’elles ne
le devraient pas. Dans nos conditions, nous demandons a ce que les symboles
définis par des regles avec quantificateurs satisfassent le Schéma Général.

Théoréme 105 Un systeme NDM satisfaisant les conditions (A1), (A3) et (A4) est
fortement normalisant.



Chapitre 8

Correction des conditions de
normalisation forte

Notre preuve de normalisation forte est basée sur l'extension au Calcul des
Constructions par T. Coquand et J. Gallier [33] de la méthode de Tait et Girard
des candidats de réductibilités [62]. L’idée est d’interpréter chaque type 7' par un
ensemble [T] de termes fortement normalisants et de prouver que tout terme de
type T appartient a [T]. Nous renvoyons le lecteur vers le Chapitre 3 de la these
de B. Werner [I1§] pour une introduction sur les candidats, et vers l'article [54] de
J. Gallier pour une présentation plus détaillée. Une différence importante entre les
candidats de T. Coquand et J. Gallier et les candidats de B. Werner pour le Calcul
des Constructions Inductives est que les premiers sont constitués de termes bien
typés alors que les seconds sont constitués de termes purs.

8.1 Espace des termes interprétés

Afin de disposer de 'environnement dans lequel un terme est typable, nous rai-
sonnerons plutdt sur des fermetures (paires environnement-terme) que sur des termes
seuls.

Définition 106 (Fermeture) Une fermeture est un couple I' - ¢ constitué d’un
environnement I' € £ et d'un terme t € 7. Une fermeture I' - ¢ est typable s’il
existe un terme T € T tel que I' - ¢ : T. On notera par T I’ensemble des fermetures
typables.

L’ensemble des fermetures de type T'FT est Trpr = {IVFt € T | TV D T et
IV + ¢ : T} L’ensemble de fermetures de type I' T dont les termes sont forte-
ment normalisables sera noté SNp.p. La restriction d’un ensemble S C Tprp & un
environnement IV D T est S| = SN Tppr = {I"Ft € S | T" DT’}

On vérifie aisément les propriétés élémentaires suivantes :

Lemme 107
(a) siIVFt € Trer et IV C T € E alors It € Tryr.
(b) SiI' CIV € E alors TF’I—T - TFFT et TFFT‘F’ = TF’I—T-

95
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(c) Si T Cr T" alors Try7 = Try7.

Nous devons définir une interprétation pour tous les termes qui peuvent étre le
type d’'un autre terme, c’est-a-dire pour tous les termes T pour lesquels il existe
I et t tels que I' - ¢t : T. D’apres le lemme de correction des types, il existe s tel
que T'=soul' T : s. Ainsi, il nous faut une interprétation pour les termes des
ensembles suivants :

~B={TFTeéxT|lFeket T =0},
S TY =P = {TFT € ExT|THT: %},
~TY =R={TFKe&xT|THK:O}.

Un terme T tel que T'FT € P’ peut étre obtenu par application d’'un terme U a
un terme v. Par inversion, U doit avoir un type de la forme (x:V)W. Par correction
des types, il existe s tel que I' = (2: V)W : s. Comme T appartient & la méme classe
que U, T ¢ P' CP= T et U € T§, par classification, on obtient s = 0. Donc,
d’apres le lemme sur les sortes maximales, I'-U ne peut pas appartenir a 7. 1l nous
faut donc aussi donner une interprétation aux termes des ensembles suivants :

P ={TFT €& T |32,U,K,T+T: (z:UK ATFU:x A THK: 0O},
—?D:{FI—TESXT| IX,K,L,T+-T:(X:K)L ANTH-K:0ATFL:0O},
~P=P UPUP",

~-TY=BUKUP.

Afin de justifier notre définition de P et de s’assurer que les termes & interpréter
sont bien tous dans TY, il suffit de voir, d’aprés le lemme sur les sortes maximales,
que la projection de P sur T, c’est-a-dire {T' € T | 3T € &, THT € P}, est égale a
P.

Lemme 108 Les ensembles @0, F, @D, K et B sont disjoints deux & deux.

Preuve. Nous venons de voir que P est disjoint de P et P Puisque O n’est
pas typable, B est disjoint de tous les autres. P et K sont disjoints pulsque leurs
projections P et K sont disjointes. Il nous reste donc a vérifier que P" et P~ sont
bien disjoints. Supposons qu’il existe I'-T" € P NP". Alors il existe z, U, K, X, K'
etLtelsqueFFT.(x.U)K,FFU.*,FFK.D,I‘FT.(X.K’)L,I‘FK’:
et I' = L : O. Par convertibilité des types, (z:U)K C{ (X :K')L. Par compatibilité
avec le produit, U C{ K'. Par correction de la conversion, x = O, ce qui n’est pas
possible. |

Nous allons maintenant introduire une mesure sur TY qui nous permettra de
faire des définitions récursives bien fondées.

0 siT=0orI'FT:0
v(K) silFT:KetT'HK: DO
ou v est défini sur les types de prédicats de la maniere suivante :
-v(*)=0

-~ v((z:U)K) =1+v(K)

-~ v((X:K)L) =1+ max(v(K),v(L))

Définition 109 p(I'+T) = {
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On doit vérifier que cette définition ne dépend pas de K. Comme tous les types
de T sont convertibles les uns aux autres, il suffit de vérifier que v est invariante par
conversion :

Lemme 110 Si K C{ K’ alors v(K) = v(K’).

Preuve. Par récurrence sur la taille de K et K’. D’apres le lemme sur les sortes
maximales, K est de la forme (Z : T)*, K’ est de la forme (Z : T)* et |Z] = |7|.
Soit n = |Z| = |#’|. Par compatibilité avec le produit et a-équivalence, on peut
supposer que &' = Z. Sin = 0 alors K = K’ et v(K) = v(K'). Supposons alors
n > 0.Soit L = (22:15) ... (xn:Ty)* et L' = (x9:T3) ... (2y:T),)*. Par compatibilité
avec le produit, 71 C} 77 et L Cf. .y, L'. Par correction de la conversion, T3 et T}
sont typables par la méme sorte s. Par inversion et régularité, I',xq: 77 F L : O et
[,zy:T7y B L' : O, Ainsi, par hypothese de récurrence, v(L) = v(L') et, si s = O,
v(Ty) = v(T}). Done, v(K) = v(K'). |

Lemme 111 SiTFT € TY et 6 : T — A alors AT € TY et u(AFT6) = u(T'F
T).

Preuve. Tout d’abord, il est facile de montrer par récurrence sur la structure
des types de prédicats que, si K est un type de prédicats et # une substitution, alors
K6 est un type de prédicats et v(K6) = v(K). Montrons maintenant le lemme par
cas sur 7.
~T=0.AFTO=AFDOTY et u(A+TH) =0= puT+T).
~ I'+ T : O. Par substitution, AF 76 : 0, AFTO € TY et u(AFT) =0 = pu(T'F
T).

-I'ET:Ket ' - K : 0O Par substitution, A - 70 : Kf et A = K¢ : O.
Donc A T8 € TY. Maintenant, u(A F T70) = v(K0) et p(I'-T) = v(K). Or,
v(K0) = v(K). ]

8.2 Candidats de réductibilité

On notera par :

— SN Tensemble des termes fortement normalisables pour —,

— WAN Tl'ensemble des termes faiblement normalisables pour —,

— CR l’ensemble des termes t tels que deux réductions partant de ¢ confluent tou-
jours.

Définition 112 (Termes neutres) Un terme est neutre s’il n’est ni une abstrac-
tion ni de la forme c(£) oti ¢ est un constructeur.

Définition 113 (Candidats de réductibilité) Pour chaque I' - T € TY, nous
allons définir par récurrence sur pu(I'+7) :

— Pensemble Rrp des candidats de réductibilité de type T'HT,
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— la restriction R|r» d’un candidat R € Rprr & un environnement IV D T,
— la relation SI‘I—T sur R]_"|—T,

— I’élément T de Ryer,

— la fonction A de 'ensemble des parties de Ry dans Ryy-r.

o ['=10.
— Rrro = {STirm}.
— Rl = RN Trno.
— R1 <r+o R si Ry C Rs.

— Trro = SNryo.
= Areo®) = Trro.
e I'FT:s.

— Rpwr est ensemble de tous les sous-ensembles R de Tryr tels que :
(R1) R C SN (normalisation forte);
(R2) siI"Ft € Ret t — ¢’ alors I"Ht' € R (stabilité par réduction);
(R3) si It € Tryr, t est neutre et, pour tout ¢ tel que t — ¢/, I't € R,
alors It € R (stabilité par expansion pour les termes neutres) ;
(R4) sil"Ft € Ret IV C T € E alors I+t € R (stabilité par affaiblissement).
~ R|p = RN Ty
— R1 <rv7 R si R1 C R».
~ Trrr = SNpyr.
~ Arer®) =R si R #0, Trop sinon.
e I'FT:(z:U)K.
— Rpwr est 'ensemble de toutes les fonctions R qui, a I'V+u € Tp-y, associent un
élément de Rp/-7, et vérifient :
(P1) si u — v alors R(I"Fu) = R(I"F') (stabilité par réduction),
(P2) siI' CIV € E alors R(I'Fu)|p» = R(I"Fu) (compatibilité avec Paffaiblis-
sement).
- Rl = R‘TF’FU.
— Ry <prr Rq si, pour tout I'"Fu € Trry, Ri(T"Fu) <pipy Re(TFuw).
= Trrr(Mu) = Trirg.
= ArerR)I"Fu) = Appp, (R Fw) | R € RY).
e’ - T : (X :K)L. Notons Yp-i ensemble des couples (I" + U, S) tels que
I"'FU e Treg et S € Rriu.
— Rpwr est ensemble de toutes les fonctions R qui, & un couple (I + U, S) €
Y-k, associent un élément de Rppy et vérifient :
(P1) si U = U’ alors R(I"FU, S) = R(I"+U’, S) (stabilité par réduction),
(P2) siT" CI' € E alors R(T'FU, S)|r» = RI'FU, S|r) (compatibilité avec
affaiblissement).
- Rlp = R‘ZF’FK'
— Ry <prr Rs si, pour tout (I"FU, S) € Yy, Ri(T'HU, S) <pirrv Re(T'HU, S).
= Trrr(I'HU,S) = Trro.
= Arre(R)T'HU,S) = Appg {R(I'EU, S) | R € RY).
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Le lemme suivant assure que tous ces objets sont bien définis.

Lemme 114 (Propriétés des candidats)

(a
(
(
(
(
(
(
(
(

) RF}—Ta SF"T, TF|—T et /\FI—T sont bien définis.

b) Si T — T alors Rr-r = Rre1v.
c) SiR€ Rrrr et I' CTV € E alors R € Ryver.
d) Trer € Rrvr.

e
f

) SiT — T alors Tper = Ty
) SiT - IV € E alors TFI—T|F’ = TF’I—T'

g) Si R C Rpyr alors App(R) € Revr.
h) Si T — T alors Aprpp = Apege-

i) SiT CIV € E alors Apr(R) I = Aper({ Rl | R € R}).

Preuve. Par récurrence sur u(I'+T7).

o T =10.

(a) Immédiat.

(b) O n’est pas réductible.
(c) Nécessairement, R = SNryo. Donc Rl = SNryo N Treo = SNro € Rro.
(d) Immédiat.
(e) O n’est pas réductible.
(f) Trralr = SNrro N Trrn = SNpko = Trvea.
(&) Arro®) = Trro.
(h) O n’est pas réductible.
(i) /\n—u( Jirr = Trrolrr = Treo = Apeo({Rle | R € R}
o I'FT
(a) Immedlat
(b) Par préservation du typage, Tr-7 = Tri7.
(c) Par affaiblissement, R|p» C Trv7. Montrons maintenant que R|p vérifie (R1)

a (R4). Pour (R1), (R2) et (R4), c’est immédiat. Pour (R3), soit I+t € Tr/r
tel que t soit neutre et, pour tout t’' tel que t — ¢, I F¢' € R|p. Comme
R|r» € R, Ikt € R. Mais I+t € Trpp. Done IVt € R|p.

(d) Par définition, Tprr C Tryr et il est facile de vérifier que Trrp vérifie (R1)
a (R4).

(e) Par préservation du typage.

(f) Immédiat.

(g) Comme chaque élément de R est inclus dans Tryr et vérifie (R1) & (R4), il
est facile de vérifier qu'il en est de méme pour () R.

(h) Immédiat.

@) (MRl = (NR) NTrrr = {RNTrir | Re R} ={Rlr | R € R}

o I'FT:(x:U)K

(a) Il nous suffit de vérifier que pu(I"FTu) < u(I'FT) et que les définitions ne
dépendent pas du choix d’un type pour 7.
Par affaiblissement, I' = T : (z: U)K et I (2 : U)K : O. Par (app),
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I+ Tu : K{z — u}. Par inversion et régularité, I",z : U + K : O. Par
substitution, I = K{x + u} : O. Donc I'" F Tu € TY et u(I" - Tu) =
v(K{x — u}). Par invariance par substitution, v(K{z — u}) = v(K). Donc
puITFT) =v((z:U)K) =14+ v(K) > p(T'FTu).

Montrons maintenant que les définitions ne dépendent pas du choix d’un
type pour T'. Supposons que I' - T': (z/:U’)K’. Par convertibilité des types et
compatibilité avec le produit, U C} U’. Donc Trev = Trey et Reer, <rer,
Trer et Appg restent inchangés si on remplace U par U'.

(b) Par hypothese de récurrence, Rr/yry = Rr77y.-

(c) Immédiat.

(d) Vérifions que Trpp vérifie (P1) et (P2).
(P1) Par hypothese de récurrence (e), Ty = T 7w -
(P2) Par hypothese de récurrence (f), Trrpy|rr = Trorry.
)

(e) Par préservation du typage, Tprr et Tpry ont méme domaine. De plus, ils
sont égaux puisque, par hypothese de récurrence, Ty, vérifie (e).

(f) Trer|r et Trr ont méme domaine et sont égaux.

(g) Soit B = {R(I"Fu) | R € R}. Par définition, si R € Rrrr et I'Fu € Trry
alors R(I"+ w) € Rriry. Par hypothese de récurrence, Ap ., vérifie (g).
Donc, Apipgy,(R') € Rriry. Reste & voir si Ay vérifie (P1) et (P2).

(P1) Soit ®” = {R(I" - 4') | R € R}. Comme chaque R € R vérifie (P1),
R(I'"t+u') = R(I"+u). De plus, par hypothese de récurrence, Ap/q,, vérifie
(h). Done Apypy (R') = Apsgos (R7).

(P2) Soit ®1 = {R(I'Fu) | R € R} et o = {R(T'Fu)|p | R € R}. Comme
chaque R € R vérifie (P2), R(T' - u)|r» = R(I'  u). Par hypothese de
récurrence, Ap_p, vérifie (i). Donc Apy g, (R1) [0 = Aprppy, (R2).

(h) D’apres (a), Rrrr = Rrrr. Done, Appp et Apqv ont le méme domaine. Soit
R C Rrrp. Alors, Appp(R) et App/(R) ont le méme domaine et sont égales
car, par hypothese de récurrence, A, vérifie (h).

(1) ArerR)|r et Appr({ Rl | R € R}) ont le méme domaine et sont égales car,
siIFu € Tryp alors R(I"Fu) = Rl (I Fu).

e 'T:(X:K)L. La preuve est similaire au cas précédent. [

Lemme 115 Soit Xprp = {TVFt € Trep |t =af, t € X, t € SN} SiT T : s
alors Xry7 # 0 et, pour tout R € Rre7, Xrer C R.

Preuve. Xprr C Tryr. Comme X* est infini et dom(T) est fini, il existe x €
X%\ dom(T). Donc, par (var), I,z:T F x : T. Ainsi, I',2:T+x € Trrr et Xper # 0.
Maintenant, soient R € Rprp, I € €, x € X et t € SN tels que I+ at € Tpog.
Montrons que IV~ zt € R par récurrence sur  avec —ex comme ordre bien fondé.
Comme zt est neutre, par (R3), il suffit de montrer que tout réduit immédiat de =t
appartient a R. Mais c’est justement 'hypothese de récurrence. |

Lemme 116 (Complétude du treillis des candidats) Pour tout I'-T € TY,
(Rrer, <pprr) est un inf-demi-treillis complet. De plus, comme il admet T comme
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plus grand élément, c’est un treillis complet. La borne inférieure d’une partie de
Rrrr est donnée par A\py .

Preuve. Il est facile de vérifier par récurrence sur u(I'FT) que <p-7 est une
relation d’ordre (i.e. réflexive, transitive et anti-symétrique) et que Tppp est le plus
grand élément de Rp-p. |

8.3 Schéma d’interprétation des types

Nous définissons l'interprétation d’un type I'FT relativement a une substitution
0 : T' — A par récurrence sur la structure de T'. Pour cela, il nous faut donner une
interprétation aux variables et symboles de prédicat qui apparaissent dans 7T'. Nous
allons donc commencer par définir un schéma d’interprétation [[I‘I—T]]IA@§ qui utilise
un assignement de candidats £ pour les variables de prédicat et une interprétation
I pour les symboles de prédicat. Dans le Sous-chapitre nous définissons I’in-
terprétation des symboles de prédicat constants et, dans le Sous-chapitre nous
définissons 'interprétation des symboles de prédicat définis.

Définition 117 (Assignement de candidats) Un assignement de candidats est
une fonction ¢ de X% dans |J{Rarr | AFT € TY} de domaine fini. Etant donné
une substitution § : I' — A, on dit que & est compatible avec (6,1, A) si, pour
tout X € dom"(I"), X¢ € Rarxo. La restriction de ¢ & un environnement I' est
lassignement &|p défini par X (&|pv) = (X&)|r.

A toute substitution 6 : I' — A, on peut associer 1’assignement canonique &gy
tel que, pour tout X € dom"(I"), X& = T Arzp. D’apres le Lemme m (d), & est
compatible avec (0,T,A).

Lemme 118 Soit 6 : I' — A une substitution et £ un assignement de candidats
compatible avec (0,T, A).

(a) Sif — 0 alors 0’ : T — A et £ est compatible avec (6/,T, A).

(b) SSIACA"eEalors 0:T' — A et £|as est compatible avec (6,T, A').

Preuve.

(a) D’apres le Lemme nous savons que ¢ : T' — A. Soit X € dom”(T). Puisque
¢ est compatible avec (0,T',A), X¢ € Rarxg. D’apres le Lemme (b),
Rarxer = Rarxg- Donc X§ € Rar-xor-

(b) Par affaiblissement, 6 : I' — A’. Soit X € dom™(T"). Par définition, X (¢|a/) =
(XE&)|ar. Puisque £ est compatible avec (0,T', A), X¢ € Rarxg. Donc, d’apres
le Lemme m (C), (X§)|A/ € Ra-xg- [ ]

Soit F' un symbole de prédicat de type (Z : f)* Par la suite, on se permettra
de considérer F', qui n’est pas un terme en général, comme représentant sa forme

—.

n-longue [Z : T|F(Z).

Définition 119 (Interprétation d’un symbole de prédicat) Une interpréta-
tion pour un symbole de prédicat F' est une fonction I qui & un environnement A
associe un élément de Rarp tel que :
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(P3) si A C A’ € E alors Ia|ar = Iar (compatibilité avec Paffaiblissement).
Une interprétation pour un ensemble G de symboles de prédicat est une fonction
qui, a un symbole G € G, associe une interprétation pour G.

Définition 120 (Schéma d’interprétation) L’interprétation de THT € TY par
rapport & un environnement A € E, une substitution 6 : I' = A, un assignement de
candidats & compatible avec (6,T', A) et une interprétation Ir pour chaque F' € F°,
est un élément de Ry défini par récurrence sur 7' :

o [PFs]A ge = SNars,
[C+F@®]A g = Iarr(@) ot si me = (Z: T)U :

—a; = AFt;0 si x; € X*,

- a; = (Al—tzﬂ, [[Fl_ti]]IAﬁ%) six; € XD,

[TH (z: U)V]]A(,£ ={A'Ft e TAF(ng ve | VA"Fu € [[FI—U]]A,’MlA,, A"ty €
[T, 2:UFV]L, OU{zsu}, 5|M}

.[[Fl_( : )V]]AGE {A l_tETAF(XKQVQIVAH'_UE[[F"K]]A,
o [['F[x: U]V]]Aeg(A,'_u) [[F €T: U'_V]]Af OU{z—u} €| A0
o [TH[X:KV]L 4 (A'FU,S) = [T, X: K-V,

. [[FI—VU]]A@& = [[FI—V]]A@&(AI—UG),

o [CEVU]L ge = [THVIL g (AFUG, [TEUIA 4)-

Dans le cas ou I' = T' : s, nous dirons qu’une fermeture appartenant a [[FI—T]]IA,M

est calculable. Enfin, nous dirons que (6,T', A) est valide par rapport a £ si, pour
tout x € dom(I"), At-z6 € [[I’I—:cI’ﬂ[Aeé.

B.&lar?

OU{X—U}LE A U{X—S}

D’apres le Lemme I'identité est valide par rapport & tout assignement com-
patible avec elle.

Lemme 121 (Correction du schéma d’interprétation)
(a) [[I’I—T]]IA’@’§ est bien défini.

(b) [PET]A g¢ € Rarro-

(c) Si 8 — 6 alors [TFT]) g = [CETIA -

(

d) Si A C A € Ealors [TFT]A g ¢lar = [CETL, Dbl

Preuve. Notons tout d’abord que, pour (c), [I' + T]]IAﬁ,’é existe car, d’apres
le Lemme (a), 0 : T — A et £ est compatible avec (§',T', A). Pour (d), [I'+
T]]IA797§\A/ existe car, d’apres (b), [[FI—T]]IA,&E € RarT9, €t [[FFT]]IA’,G,SIN existe car,
d’apres le Lemme (b), 8 : T — A’ et |ar est compatible avec (6,1, A').

o T =s.
(a) Immédiat.
(b) D’apres le Lemme (d).
(c) Car [[FI—s]]IA,M ne dépend pas de 6.
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(d) [[F}_S]]IA@&’A’ = @A}—s mTA’I—s = @A’I—s = [[FFS]]IA’,Q,QA/‘
o T — F(f}
(a) [[FFT]]IA@& = IA|_F<C_I:) ouna; =AFtfsiz, € X*eta; = (Al—tzﬁ, [[Fl—ti]]IAﬂ,g)
si z; € X7, Par hypothese de récurrence (a) et (b), [[Fl—ti]]IA@g est bien défini
et appartient & Rar¢,9. Donc @ est dans le domaine de Iarp et [I' I—T]]IA 0¢

est bien défini.
(b) Par définition de Iz} p.

e I'=X.

(a) Immédiat.

(b) Car £ est compatible avec (0,T, A).

(c) Car [[FI—X]]IA,M ne dépend pas de 6.

(d) Par définition de &|a-.

o I'=(z:U)V.Soit I"=T,z:U.

(a) Supposons que A C A’ € E. D’apres le Lemme (b), 8 : T — A’ et &|a
est compatible avec (0,T', A). Ainsi, par hypothese de récurrence (a) et (b),
[FI—U]]IA,797§|A, est bien défini et appartient & Ra/rpyg.

Par correction des types, il existe s tel que I' = T : s. Par inversion, IV -
V :s. D’apres le lemme d’environnement, I' = U : x. Donc, par substitution,
A'FUO :x et [[FFU]]IA’,G,QA/ - TA/}—UQ.

Maintenant, soit A” Fwu € [['F U]]IA,@&‘A/ et 0 = U {x — u}. Puisque
0 :T - A, A F u:Ub etz ¢ FV(I'), nous avons o : IV — A”.
D’apres le Lemme m (b), &|ar est compatible avec (6,T', A”). Et puisque
dom" () = dom" () et o et  sont égales sur ce domaine, &|a~ est compatible
avec (o,I", A”). Donc, par hypothese de récurrence (a) et (b), [I"FV]4,
est bien défini et appartient & Ranye.

Enfin, par substitution, A” - Vo : s. Donc, [[F’I—V]]IA,,J’HM C Tanry, et
[[FI—T]]IAJQ’£ est bien défini.

(b) Par substitution, A + T : s. Donc, on doit prouver que [I' T]]IA@é est
inclus dans Tappy (immédiat) et satisfait (R1) a (R4). Nous avons vu en (a)
que, si A C A e E, AFwu e [IT'F U]]IA',Q,QA/ et 0 = 0U{z — u}, alors
1N U]]IA,’%'N et [TV I—V]]IA,,@HM sont respectivement inclus dans Ty et
Tanye et satisfont (R1) & (R4).

707£‘A”

(R1) D’apres le Lemme il existe y € X*\ dom(A’) tel que A y: U
y € [TFUTA, 0,6, Posons A" = A y:Ub et 0 = U {z — y}. Alors, par
définition, A"ty € [T’ I—V]]IA,, ol ar et, puisque [I” I—V]]IA,, N satisfait
(R1), ty e SN et t € SN.

(R2) Soit A"+ u € [T+ U]]IA'0§|A, et 0 = 06U {z — u}. Par définition,
A" Ftu € [T F V4 N et, puisque tu — t'u et [V F V]]IA,,
satisfait (R2), t'u € [["FV]4, et ' € [CET]A g

REIINZ

RN
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(R3) C’est dans ce cas que nous utilisons de maniere essentielle la notion
d’arité d’'un symbole et la distinction syntaxique entre application du A-
calcul et application d’un symbole évoquée dans la Remarque [I0] Soit
é” Fue [I'F U]]IA,@QA/ et 0 = 60U {x — u}. Par définition, A" + tu €
Tarrye et tu est neutre. Puisque [[FI—U]]IA,’%‘A/ satisfait (R1), u € SN.

Prouvons que tous les réduits immédiats v de tu appartiennent a [+
V]]IA,, 0.8| g2 PR récurrence sur u avec — comme ordre bien fondé. Comme

t n’est pas une abstraction, v" est soit de la forme t'u avec t' un réduit
immédiat de ¢, soit de la forme tu’ avec v’ un réduit immédiat de u. Dans
le premier cas, A”Ft'u € Tan-y, puisque, par hypothese, A"+t € [I'+
T]]IAﬁ{ et Afu e [[FI—U}]IA,’MM. Dans le second cas, A”Ftu' € Tan-vg
par hypothese de récurrence.
Puisque [I"-V],, satisfait (R3), A"Ftu € [I'FV]4,

A"kt e [THETTL g e

(R4) Supposons que A" C A” € E, A Fu € [T+ U]]IA’C@,&IAH et 0 =
6 U {z — u}. Par hypothese de récurrence (d), [I'+ U]]IA”,G’,&IM = [T+
U]]IA’,O,QA, ‘AH = [[FFU]]IA’,Q,QA/ QTANFUQ. Ainsi, A"y e [[FFU]]IA,@&'N,
A" Ftu € [I'FV]L, et At e [PET]A g

et

7U7$|A” 7U7£‘A”

70'76‘A/”

(¢) Montrons que [I" - T]]IA,Q,g C [k T]]IAﬂ,’g. L’inclusion inverse se traite de
maniere similaire. Puisque A F To : s, par conversion, Tarrg = Tarrg €t
A’tt € Tarrg. Maintenant, soit A" -u € [[FFU]]IA,’Q,QN, o=0U{x— u}
et o/ = o U{x — u}. Par hypothese de récurrence (c), [I' F U]]IA,79,7§|A, =
[[I‘I—U]]IA,@&‘A/. Donc, puisque [[FI—U]]IA,’M'N satisfait (R3), A"Ftu € [I"F
V]]IA@&. Et puisque o — ¢/, par hypothese de récurrence (c), A”+Htu € [+
VA e et At € [CET]L g -

(d) Montrons que [I' T]]Z@AA/ C Ik T]]IA',G,QA,' L’inclusion inverse se traite
de maniere similaire. Par définition, [I' T]]IA,G,§|A’ = [Tk T]]IA@& NTarrro.
Soit A"kt € [TET]A gelar, A" Fu e [[rkT]]fA,,MM et 0 = U {x — u}.
Par définition de [I" - T]]IAﬂf7 A"ty e [T F V]]IA’”,U,ilAm' Donc, puisque
A"t € Tarere, A"t € [[FFT]]IA/MN.

o T'= (X:K)V. Similaire au cas précédent.
o T'=[z:U]V.Soit I" =T,2:U.

(a) Soit A’ Fu € Tarpg et 0 = U {z — u}. Puisque A C A’ € E, par le
Lemme [118] (b), § : I' — A’ et £|as est compatible avec (6,T,A’). De plus,
puisque A" F w : U et = ¢ FV(I), o : I — A’. Par ailleurs, £|a/ est
compatible avec (o, I”, A’) puisque dom” (o) = dom”(#). Ainsi, par hypothese
de récurrence (a), [I'+ V]]IA,J’g‘A/ est bien défini et [I'+T" ]]IAﬂ’£ est bien défini.

(b) RarT0e est ensemble des fonctions qui & A’u € Tarpg associent un élément
de Ra(ro ) et vérifient (P1) et (P2). Par hypothese de récurrence (b),
[+ V]]IA,J’&‘A/ € Ratve. Comme (70 u) —5 Vo, par le Lemme m (b),
Ranve = Ran-(10 )
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(P1) Supposons que v — u'. [+ T]]IAﬂ’g(A’ Fu') = [I"FE V]]IA/J%'A, ou

o' = 0U{z — v'}. Comme 0 — ¢, par hypothese de récurrence (c),
[[rrFV]]IA,J,ﬂN = [[r/FV]]IA,mN et [CETTA gc € Rarro-

(P2) Supposons que A C A’ € E. [[FI—T]]IA?%(AI—u)M/ = [+ V]]IAJAA/.
Par hypothese de récurrence (d), [IV VﬂlA,a,g‘A’ =[I"k V]]IA/,J,qu, =
[CETTA g (A u).

(c) [I'F T]]IA,ef,g(A/ Fu) = [I"+ V]]IA’,U’,élA/
done, par hypotheése de récurrence (c), [IH V]]IA,J,’&A/ = [I'FV]L
[[F'_T]]IA,ef,g = [[F'_T]]IA,G,g-

(d) [T I—T]][A79’£|A/ = [+ T]]IA’97£’TA’FUG est la fonction qui, & A" Fu € Tanye,
associe [[F’I—V]]IA,,%&'M oo =0U{x > u}. Cest [[FT]L,

e T'=[X:K]V. Similaire au cas précédent.
o T'=Vu.
(a) Par hypothese de récurrence (a), [I' V]]IAﬂ’g est bien défini et appartient

A Rarve. Puisque T € TY et T # O, T est typable dans I'. Par inversion,
il existe U et K tels que TFV : (z: U)K et ' wu : U. Par substitution,
AFVO: (x:U0)KE et A F uf : Uf. Donc, Rarve est U'ensemble des
fonctions qui & A’ u' € Tarpg associent un élément de Ra/ygy . Ainsi,
comme AFuf € Taryo, [[I‘I—T]]IA@f est bien défini.

(b) [PFTTA g € Rar(vous) = Rarro-

(c¢) Par hypothese de récurrence (c), [I' - V]]IA,’G,{'N = [k V]]IA,M. Comme
ub —* uo et [CEV]} 5, vérifie (P1), [FT]L e = [CFTTA o ¢

(d) [PFTIA pelar = [CEVIL g (AR uf)|ar. Par (P2), [CEV]] 5 (AFub)|ar =
NG AN Fuf) = [TFV]A , c|lar(A'Fub). Par hypothese de récurrence
[ RS RS Y
(d), [CEVIA g elar(AFuf) = [CEVIQ g (A Fud) = [CETTL g -

e T'= (V U). Similaire au cas précédent. [

oto =ocU{x — u}t. o0 - 0o

et

)0—75|A/

707£|A’ '

Lemme 122 Soient deux interprétations I et I’ égales sur les symboles de prédicat
apparaissant dans 7', et soient deux assignements de candidats £ et & égaux sur les
variables libres de 7. Alors, [['+T7% , ¢ = [TETTA , ¢

Preuve. Par récurrence sur 7. [ |

Lemme 123 (Substitution de candidats) Soient I'g, I'; et I'e, trois environne-
ments valides, soit I'g = T € TY, soient 67 : I'g — I'y et 65 : I'1 — I'9, deux substi-
tutions, et soit &3, un assignement de candidats compatible avec (63,1'1,1'2). Alors,
I'assignement de candidats 1o défini par X&jo = [I'1F X 91]]1{2792752 est compatible
avec (6162, Lo, 2) et [T1ETOIL, g, c, = [CoFT1T, 0,0, 610

Preuve. D’apres le Lemme (b), X&12 € Rr,+x6,0,- Donc &1 est compatible
avec (010,10, a). Soit R = [Co-TIf, 4,g,¢,, €6 B = [C1FTOI]L, 5 ¢, Montrons
que R = R’ par récurrence sur 7. D’apres le Lemme (b), R et R' appartiennent
tous deux a RF2FT€102'
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o T'=s5. R =[lits]f, 5, ¢, = SNryrs = R.
o T = F(f) Supposons que 7p = (T : f)* Alors, R = I, p(a@) ot a; = I'at1;60162
si z; € X*, et a; = (Do Ft;6162, [T l—ifi]]%2 0,0, &2) si z; € XY. De méme, R’ =
IFQ)_F(C_L’I) Ofl a; = Fgl—tié?ng si T; € X*, et aé = (FQ |‘ti9192, [[Fl I—tiﬁl]]%%@?’g?) si
x; € X7, Par hypothese de récurrence, pour tout z; € X, [[gF ti]]fQ 0105612 =
[y l—t¢01]]1{2792752. Donc,d=a et R=R'.
e T=X. R=X&y=[1FX0il{, 9,0, =R
o T = (z:U)V. Soit I'y = T'g,z: U, I'} = I't,x:Ub et Iy -t € R. Comme
R € Rr,r79,0,, Th -t € Tryrre,6,- Soit T Fu € [+ U91]]1{,2 62,210 D’apres le
2
Lemme [121] (d), pour tout X € dom"(I'), X&olp, = [+ X@l]]l{,2 Par
N ‘ I _ 1
hypothese de récurrence, [[F1FU91]]F,27627§2|F/2 = [[FOI—U]]F,2
de RFQ)_T9192, F’Q’I—tu € [[FB"V]]{—\Q

,02,62 |r/2 ’

791927&2|F,2 . Par définition

. Par ailleurs, X§12|p/2/ = [+

,9192U{I}—>u},£12|r/2/
A 01 : F6 — Fll, 0y U {x — u} : F’l — Fg et 6165 U {:IZ —> u} =

2
I _
F’Q’,Qlezu{xHu},Elg‘Fg -

01(62U{x — u}). Donc, par hypothese de récurrence, [I'yF V]
I
M= VHl]]F,Q,
que R' C R.
o T'= (X:K)V. Similaire au cas précédent.

o T = [z:U]V. Soit T = Tg,x:U, T} =T1,2:U6; et Th+u € Tr,-pg,0,. Par
définition, R(I')Fu) = [Ty VL, . Par hypothese de récurrence,
2

I _
[Ty V]]F,Q,9192U{I0—>u},fl2|rl2 . Donc, R(TY + u) =

R'(T)Fu) et R=R'.
e T'=[X:K]V. Similaire au cas précédent.

/ IOl / A :
820} ol et 'ttt € R'. Ainsi, R C R’. De méme, on montrerait

79192U{x'—>u}7§12|1~/2

= [} F Voily,

792U{$Hu}7§2|r/2

e T =Vu. R=[I'yF V]]IL2 010561, (L2 - ub102). Par hypothese de récurrence, [I'o
V]]1£279192,§12 = [[Fll_velﬂf‘zﬂzyiz' Donc, R = R'.
e T'= VU. Similaire au cas précédent. |

8.4 Interprétation des symboles de prédicat constants

Dans ce sous-chapitre, nous définissons l'interprétation I pour les symboles de
prédicat constants par récurrence sur >¢. Soit C' un symbole de prédicat constant et
supposons que nous ayons déja défini une interprétation K pour tous les symboles
plus petits que C.

Comme N. P. Mendler [89] ou B. Werner [I1§], nous allons définir cette in-
terprétation comme le point fixe d’une fonction monotone sur un treillis complet,
la monotonie étant assurée par les conditions de positivité des prédicats inductifs
(Définition . La principale différence avec ces travaux est que nous avons une
notion de constructeur beaucoup plus générale puisqu’elle inclut toute fonction dont
le type de sortie est un symbole de prédicat constant, afin de pouvoir définir des
fonctions ou des prédicats par filtrage non seulement sur des constructeurs au sens
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habituel (constants) mais aussi sur des symboles définis.

Nous désignerons par :

— [C] l'ensemble des symboles de prédicats constants équivalents a C,
— 7 Pensemble des interprétations pour [C],
— < la relation sur Z définie par I < I’ si, pour tout D € [C] et A € E, Iarp <arp
Inrp-
Pour alléger les notations, étant donnée I € Z, nous désignerons [[I‘I—T]]fél5 par
[CETTA e

Soit D un symbole de predlcat constant équivalent a C'. Supposons que D soit
d’arité n et de type (7 : T)* Etant donné un environnement A, par définition,
Rarp est ensemble des fonctions qui, a ay € Ay, ..., a, € A,, associe un élément
de RAnFD@ ou :

—a; =AjFtiet A; = Tﬁi—lFTz‘e sixz; € X*,
- a; = (All—tl,Sl) et A; = EAi_ﬂ—Ti@ six; € XD,
~Ag=Aetf={T— 1t}

Définition 124 (Interprétation monotone) Soit I € Z, 7; € X7, A€ Eet @, a
deux séquences d’arguments pour I telles que a; = (A;Ft;,.5;), a; = (AjFt;,5]) et,
pour tout j # ¢, a; = a;. Alors I est monotone en son i-éme argument si S; < S, im-
plique Iarp (@) < Ia-p(@'). Nous désignerons par Z™ ’ensemble des interprétations
qui sont monotones en chacun de leurs arguments inductifs i € Ind(D).

Lemme 125 (I, <) est un treillis complet.

Preuve. Tout d’abord, < est bien une relation d’ordre puisque, pour tout D =¢
C et A €E, <arp est une relation d’ordre.

Montrons que Z™ admet comme plus grand élément la fonction I défini par
I—Ar,_ p = T arp. La fonction IB est bien une interprétation car, d’apres le Lemmem
(d) et (f), I—AFFD € Rarp et si A C A’ € E alors I—AFFDA = TA)—D’A’ = TArp =
IX,% p- Par ailleurs, [ T est le plus grand élément de Z puisque Tarp est le plus
grand élément de Rarp.

Montrons maintenant que I est monotone en ses arguments inductifs. Soit i €
Ind(D) et @,d deux séquences d’arguments pour IZ,_ p telles que a; = (A;Ft;,55),
a; = (A;Ft,87), Si < S} et, pour tout j # 4, a; = aj. Alors, 1 (@) = Ta-p@E =
I p(@).

Montrons maintenant que toute partie de Z™ admet une borne inférieure. Soit
J CI™ et I la fonction définie par IX, , = Axrp(Rarp) ot Rarp = {Iarp | I €
3. La fonction I est bien une interprétation car, d’apres le Lemme m (g) et (i),
IN-p € Rarp et si A C A’ € E alors IN plar = IAn p-

Montrons que I est monotone en ses arguments inductifs. Soit i € Ind(D) et
d,d deux séquences d’arguments de I3, ,, vérifiant les conditions pour montrer la
monotonie. Alors, IA, (@) = ({Iarp(@) | I € S} et I p(@) = N{Iarp(@) | I €
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3}, Comme chaque I est monotone en ses arguments inductifs, Iar-p (@) < In-p(@).
Donc, Ix (@) < Ix p(a@).

Il ne nous reste plus qu’a montrer que I” est la borne inférieure de . Tout
d’abord, pour tout I € ¥, I < I puisque I}, est la borne inférieure de Rarp.
Supposons maintenant qu’il existe I’ € Z™ tel que, pour tout I € &, I’ < I. Alors,
puisque I}, ;, est la borne inférieure de Rarp, I’ < I". |

Définition 126 (Interprétation des symboles de prédicat constants) Soit
¢ la fonction qui, & I € I™, associe 'interprétation ¢! telle que SOIAFD(a) soit
Iensemble des A’ +u € SN An-D() tels que si u se réduit en un terme de la forme

d(@) avec d un constructeur de type (7 : U)D(%) alors, pour tout j € Acc(d),
ANFujely:UF UJ']]IA',O,g\A, ot § = {§ — i} et, pour tout Y € FV(U;),
Y¢ = 5,, . Nous montrons ci-apres que ¢ est monotone. Nous pouvons donc prendre

Inrp = lUp(¢)ar-p ou lfp(p) est le plus petit point fixe de .

Cette définition a pour but essentiel d’assurer la correction de la relation d’acces-
sibilité (Lemme : si d(u) est calculable alors chaque u; accessible (j € Acc(d))
est calculable. C’est ce qui nous permettra d’assurer la calculabilité des variables
d’un membre gauche de regle si les arguments du membre gauche sont calculables,
et donc la calculabilité des membres droits qui appartiennent a la cléture calculable
de la regle.

Lemme 127 ¢! est bien défini et est bien une interprétation.

Preuve. Montrons tout d’abord que ¢! est bien défini. Tout d’abord, ¢ existe
du fait de ’hypothese (I6). Soit I'y = ¢/ : U. 1l faut s’assurer que 6 : Ty — A’ et que
£|ar est compatible avec (0,Tg, A’). Par préservation du typage, A’ F d(#@) : D(t).
Par inversion, A’ - d(@) : D(79), D(99) Ci, D(f) et, pour tout j, A’ = uj : U;0.
Donc, 6 : Ty — A’. Soit Y € FVD(Uj). Nous avons Y¢ = S, € Ra, t+,, - Par le
Lemme (c), Y¢|ar € Ravrt,, - Par (Al), comme D est constant, pour tout i,
v;0 | t;. Ainsi, par le Lemme IE (b), Rart,, = Rarrv,, 0. Par (I6), v,, =Y. Donc
Y& € Ranvyy- .

Enfin, il faut s’assurer que les interprétations nécessaires a la définition de [[¢: U+
Uj]]IA/,o,g\A, sont toutes bien définies. L’interprétation des symboles de prédicat cons-

tants plus petits que D est K. L’interprétation des symboles de prédicat constants

équivalents a D est I. Par (I4) et (I5), les symboles de prédicat constants plus

grands que D ou les symboles de prédicat définis ne peuvent apparaitre qu’a des
positions neutres. Or il est facile de vérifier que les termes qui se trouvent a de telles
positions ne sont pas interprétés.

Maintenant, montrons que cp]A,_ p € Rarp. Pour cela, on doit montrer que R =
ol (@) est inclus dans T A, +p( (immédiat) et satisfait les propriétés (R1) & (R4) :
(R1) Par définition.

(R2) Soit A’Fu € R et u tel que u — «/. Par définition, A"+ u € @AnkD(tﬁ'
Done, A'Hu/ € @AM—D(F)' Supposons que u' —* d(@) avec 14 = (§ : U)D(D).
Alors, u —* d(@). Donc, pour tout j € Acc(d), A'Fu; € [y ﬁFUj]]IA, 0,61, €
A'+u' € R.
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(R3) Soit A’Fu e TAWD(E) tel que u soit neutre et, pour tout v’ tel que u — o/,
A’ € R. Alors, A'Fu € @AM—D(E}' Supposons maintenant que u —* d(i)
avec 74 = (7 : U)D(7). Puisque u est neutre, il existe ' tel que u — u' et
' —* d(@). Donc, pour tout j € Acc(d), A"t wu; € [y : UF UJHIA’MIA/ et
A'tu € R.

(R4) Soit A’Fu € R et supposons que A’ C A” € E. Alors, A" +u € @AnkD(ﬂ‘
Supposons maintenant que u —* d(i) avec 74 = (¢ : U)D(¥). Alors, pour tout
j € Acc(d), A'tuj € Rjou R; = [§f: UI—Uj]]IA, 0.6]00° D’apres le Lemme 121 (b),
R; appartient a Ra,ru,¢ et donc satisfait (R4). Donc A"Fu; € Rj et A"Fu €
R.

Enfin, il ne nous reste plus qu’a montrer les propriétés (P1) a (P3). Pour (P1), la

stabilité par réduction, c’est immédiat car, si t — ¢ alors SN AnFD@E) = SNp D)

Pour (P2) et (P3), il est facile de voir que les fonctions ont le méme domaine et sont
égales. [ |

Lemme 128 ¢! est monotone en ses arguments inductifs.

Preuve. Soit i € Ind(D). Nous devons montrer que S; < S/ implique ¢4, (@) C
ol p(@). Soit alors A'Fu € ¢l p(@) et montrons que A’ u € pk, (a’). Tout
d’abord, A’Fu € SN An-D(D) Supposons maintenant que u se réduise sur un terme
de la forme d(@) avec d un constructeur de type (7 : U)D(%). Soit j € Acc(d). Nous
devons montrer que A’ u; € [§: U F U]k, 0.6, O0 0 = {§ — 4} et, pour tout
Y e FVE(Uy), YE =5 .
Nous avons A'Fu; € [y ﬁl—Uj]][A/ 0,615 oll, pour tout Y € FVP(U;), YE =S,
Si, pour tout Y € FVZ(U;), 1y # i, alors £ = & et A'Fuj € [7: ﬁFUj]]IA,QwA,.
Supposons maintenant qu’il existe Y € FV(U;) tel que 1y = i. Alors, Y& = S; <
Y¢ = 8. Par (I2), Pos(Y,U,) C Post(U;). Enfin, U; vérifie (I8), (I4) et (I5).
Montrons alors par récurrence sur 17' que, pour tout ' -7 € TY, A € E, 0 :
I' = A, & ¢ compatibles avec (0,1, A) tels que Y¢ < Y et, pour tout X # Y,
X&E=X¢
— si Pos(Y,T) C Pos™(T) et T vérifie (I3), (I4) et (I5) alors [I" - TﬂlAeg < [Tk
T]]IA,G,g”

— 81 Pos(Y,T) C Pos™(T) et T vérifie (I37), (I4) et (I5) alors [[I’I—T]]IAQ5 > [+
Tlhoe

ot (I37) est la propriété VD € CFZ,D =¢ C = Pos(D,T) C Pos (T). Nous

détaillons le premier cas; le second se traite de maniere similaire.

e T = s. Nous avons [[FI—T]]IA,(;’5 = SNpps = [[FI—T]]IAﬂ ¢

e T = E(t). Nous avons [I I—T]]IA’M = Iarg(@) et [T }—T]]IA@&, = Inrp(d) avec
a; = aé = Al‘tig six; € X*, et a; = (Al—tiH,Si), a; = (Al—tiH,S{), Sz = [[Ff—
tilhge ot S; = [CHt]4 g siz; € X7, Comme T vérifie (I3), (I4) et (I5), nous
avons £ € CF” et E <¢ D. Donc, Iarg est monotone en ses arguments inductifs.
Soit i < ap. Montrons que t; vérifie (13), (I4) et (I5) :
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(I3) Soit D’ =¢ D. Nous devons montrer que Pos(D', ;) C Pos™(t;). Si Pos(D’, t;)
= (), c’est immédiat. S’il existe p € Pos(D’,t;) alors i.p € Pos(D’,T). Comme
Pos(D',T) C Pos™(T) et Pos™(T) = {e} UJ{i.Post(t;) | i € Ind(E)}, nous
avons i € Ind(E) et p € Pos™(¢;).

(I4) et (I5) Soit D' >¢ D ou D' € DF". Nous devons montrer que Pos(D’,t;) C
Pos®(t;). Si Pos(D', ;) = ), c’est immédiat. S’il existe p € Pos(D’, t;) alors i.p €
Pos(D’, T). Comme Pos(D’, T) C Pos®(T) et Pos’(T) = {e} Ul {i.Pos’(t;) | i €
Ind(E)}, nous avons i € Ind(E) et p € Pos’(t;).

Voyons maintenant les relations entre S; et S.. Si Pos(Y,t;) = 0 alors, par hy-

pothese de récurrence, S; = S.. S’il existe p € Pos(Y,t;) alors i.p € Pos(Y,T).

Comme Pos(Y,T) C Pos™(T) et Post(T) = {e} UJ{i.Post(t;) | i € Ind(E)},

nous avons nécessairement i € Ind(E) et p € Pos™(¢;). Donc, par hypothese de

récurrence, S; < S;. Finalement, comme Ia; g est monotone en ses arguments
inductifs, on conclut que [[FI—T]]IA@5 < [[FI—T]]IAﬂ’g,.

e T'=Y. Nous avons [[FI—T]]IA’&g =YE<YE = [[FI—T]]IA@&,. Or, Pos(Y,Y) =¢ C
Pos™ (Y).

o T'=X #Y.Nous avons [[FT]} g = X = X&' = [TFT]L g

e = (x:U)V. Soit I" = I',x : U. Nous avons [I' T]]IAﬂ’§ = {A'Ft €
Tar@uvoyve | VA" Fu € [[Ff U]]IA/MA/, A" b tu € [TV F V]]IA,/’Q,QM} et
[[F = T]]IA,Q,g’ = {A/ Ft e TAF(:C:U@)V@ | VA" - u € [[F H U]]IA’,Q,E’lA/’ A"
tu € [I'FVI]L 4 g/l O 0 = 0 U {zx — u}. Nous devons montrer que [I' -
Tlape € [CETIL ger- Soit A'Ft € Tar(zuoyve et A" Fu e [T U]]IA,@&,'N.

Comme Pos(Y,T) C Pos™(T) et Post(T) = 1.Pos™ (U) U 2.Pos™(V), nous avons

Pos(Y,U) C Pos™ (U) et Pos(Y, V) C Pos™ (V). Montrons que U vérifie (I37), (I4)

et (I5) :

(I37) Soit D" =¢ D. Nous devons montrer que Pos(D’,U) C Pos™ (U). Si Pos(D’,
U) = 0, c’est immédiat. Sl existe p € Pos(D’,U) alors 1.p € Pos(D’, T). Comme
Pos(D',T) C Pos™(T) et Pos™(T) = 1.Pos™ (U) U 2.Pos*(V), nous avons p €
Pos™(U).

(I4) et (I5) Soit D' =¢ D ou D’ € DF". Nous devons montrer que Pos(D’,U) C
Pos®(U). Si Pos(D',U) = (), c’est immédiat. Sil existe p € Pos(D’, U) alors 1.p €
Pos(D', T). Comme Pos(D’, T) C Pos?(T) et Pos’(T) = 1.Pos’(U) U 2.Pos®(V),
nous avons p € Pos®(U).

De méme, V vérifie (I3), (I4) et (I5). Donc, par hypothese de récurrence, [I' -

I I I I o

Uapeny & I Ulavgg,, o [+ Viavggs € IF " Varg g, Alnst

" " / " /

A"y e [[Fl_U]]AQe,aA,v A"ktu e [T '_V]]A”,G’,E\M et A"Htu € [T I—V]]A,,ﬁ,
Donc, A'tt € [CET]} g et [TETIA g S ICETTR g e

o T'=(X:K)V. Similaire au cas précédent.

o =[z:UV. [I'+ T]]IAﬁ’5 est la fonction qui & A’ u € Taryg associe [V F
V]]IA,79,7£|A, 31‘1 I'=T,z:Uet 0 =0U{z+— u}. [[FI—T]]IA@E, est la fonction qui
a A'tu € Tarpg associe [I"+ V], ,, ¢l O I'=T,z:Uet 0 =0U{x — u}.
Nous devons montrer que, pour tout A’ - u € Taryg, [I7 V]]IA/ N < [+

&l an
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V]]IA’,e',g\A,' Comme Pos(Y,T) C Pos™(T) et Pos™(T) = 1.Pos(U) U 2.Pos™ (V),

nous avons Pos(Y, V) C Pos™ (V). Montrons que V vérifie (13), (14) et (I5).

(I3) Soit D’ =¢ D. Nous devons montrer que Pos(D’,V) C Pos™* (V). Si Pos(D,
V) =0, c’est immédiat. S’il existe p € Pos(D’, V') alors 2.p € Pos(D’, T'). Comme
Pos(D’,T) C Pos™(T) et Pos™(T) = 1.Pos(U) U 2.Pos*(V), nous avons p €
Pos™ (V).

(I4) et (I5) Soit D' =¢ D ou D’ € DF". Nous devons montrer que Pos(D’, V) C
Pos®(V). Si Pos(D', V) = 0, c’est immédiat. S'il existe p € Pos(D’, V) alors 2.p €
Pos(D', T). Comme Pos(D’,T) C Pos®(T) et Pos®(T) = 1.Pos(U) U 2.Pos®(V),
nous avons p € Pos?(V).

Done, par hypothese de récurrence, [IH V]]IA’,G',QA/ < [ME V]]IA,ﬂ, t [T+
Tlape <TI0

e T'=[X:K]|V. Similaire au cas précédent.

e 7' = Vu. Nous avons [I' - T]]IA,M = [Tk Vﬂ£797§(F Fu) et [I'F T]]IA,M’ = [Tk
V]]IAﬂ,g/ (TFu). Comme Pos(Y, T) C Pos™(T) et Pos™(T) = 1.Pos™ (V) U2.Pos(u),
nous avons Pos(Y, V) C Pos* (V). Montrons que V vérifie (I3), (I4) et (I5).

(I3) Soit D' =¢ D. Nous devons montrer que Pos(D’,V) C Pos™ (V). Si Pos(D,
V) = 0, ¢’est immédiat. S’il existe p € Pos(D’, V) alors 1.p € Pos(D’,T'). Comme
Pos(D',T) C Post(T) et Pos™(T) = 1.Pos*(V) U 2.Pos(u), nous avons p €
Pos™ (V).

(I4) et (I5) Soit D' =¢ D ou D' € DF". Nous devons montrer que Pos(D’, V) C
Pos®(V). Si Pos(D', V) = 0, c’est immédiat. S'il existe p € Pos(D’, V) alors 1.p €
Pos(D', T). Comme Pos(D’,T) C Pos(T) et Pos’(T) = 1.Pos’(V) U 2.Pos(u),
nous avons p € Pos®(V).

Donc, par hypothése de récurrence, [I'+ V]]IAﬂ’£ < [I'k V]][A,e,gf et [[FI—T]]IA’M <

[[FI—T]]IA’%,.

o T'= VU. Nous avons [[' =T}y = [[ - V]hy(THUI[CEUJL ) et [TF
Tlage = [0 FVIAge(@ F U T Uly ge)- Comme Pos(Y,T) C Pos™(T) et
Post(T) = 1.Pos™(V), nous avons Pos(Y, V) C Pos™ (V) et Pos(Y,U) = (). Nous
avons vu dans le cas précédent que V vérifie (I3), (I4) et (I5). Montrons que U
vérifie aussi (I3), (I37), (I4) et (I5).

(I3) et (I37) Soit D’ =¢ D. Nous devons montrer que Pos(D’,U) C Pos™ (U)
Pos™(U). S’il existe p € Pos(D’, U) alors 2.p € Pos(D’, T). Comme Pos(D', T)
Pos™(T) et Pos*(T') = 1.Pos™ (V), ce n’est pas possible. Donc, Pos(D’,U) = ()
Pos™(U) UPos™ (U).

(I4) et (I5) Soit D' =¢ D ou D' € DF". Nous devons montrer que Pos(D’, V) C
Pos®(V). S'il existe p € Pos(D’,U) alors 2.p € Pos(D’, T). Comme Pos(D’,T)
C Pos’(T) et Pos®(T) = 1.Pos’(V), ce n’est pas possible. Donc, Pos(D',U) =
0 C Pos®(U).

Donc, par hypothese de récurrence, [I' - V]]IA,(;’5 < [Tk V]]IAﬂ’g,, [T'F U]IA’M =

[PEUTA g e et [TFTTA g e < [CETIA e |

>£,|A/ €

NN C

Lemme 129 ¢ est monotone.
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Preuve. Soient I,I' € ™ tel que I < I’. Nous devons montrer que, pour tout
D=rC,Ac E,et a, o, p(@) < i, p(@). Soit alors A'Fu € ¢l p(@) et montrons
que A'Fu € ¢, /(@). Tout d’abord, A’ u € SNA,r-p@- Supposons maintenant
que u se réduise sur un terme de la forme d(i) avec d un constructeur de type
(7: U)D(%). Soit j € Acc(d). Nous devons montrer que A'u; € [§7: URU;]4,
ot § = {§f ~ i} et, pour tout Y € FVZ(U;), YE =S,

Nous avons A’ Fuj € [ : U F UJ']]IA’0§|A, et U; vérifie (I3), (I4) et (I5).
Montrons alors par récurrence sur T que, pour tout TFT € TY, A€ E, §: T — A,
¢ compatible avec (6,1, A) :

— si T vérifie (I3), (I4) et (I5) alors [F}—T]]Aef NG 0.6

— si T vérifie (I37), (I4) et (I5) alors [[FI—T]]AQ5 > [[F}—T]]Aag,

ot (I37) est la propriété VD € CF?,D =¢ C = Pos(D,T) C Pos™ (T). Nous

détaillons le premier cas; le second se traite de maniere similaire.

e T'=s. Nous avons [[FI—T]]IA’(,’5 = SNpps = [[FTTX 0

e T = E(t). Nous avons [[I“I—T]]IAQE = Inrg(@) et [THTTL, 0¢ = Inrp(d) avec a; =
a/ = AFt;0siz; € X%, et a; = (AF0,5;), a) = (Al—tlﬁ ShH, Si = [[Fl—ti]]A,(,,5 et

= [CFt]4 0eSLTi € X". Comme T vérifie (13), (I14) et (I5), nous avons E €
C]-' Het E <¢ D.Donc, Ia-g et I’ A+ sont monotones en leurs arguments inductifs.
Nous avons vu dans le lemme précédent que t; vérifie (I3), (I4) et (I5). Donc, par
hypothese de récurrence, S; < S;. Finalement, comme Iar g est monotone en ses
arguments inductifs et I < I, on conclut que Iarg(@) < Inrp(d’) < Iy, 5(@) et
donc que [THT]A 4, < [[F}—T]]A b

e 7'= X. Nous avons [[FI—T}]AMf [[F'_T]]Aeg

. I = (z : U)V. Soit I = T,z : U. Nous avons [I' - THIA,Q,g = {A'+t €
TAF(%:U@?V&? | VA" - u € [[F = Uﬂ[A’@ﬂ . A" -ty € [[F, = V]]IA”,@’,{|A//} et
[CFT]Rge = {AFt € Tar@uoyve | VA" Fu € [[Fl—U]]A,%' A" tu €
[ FVIL, N foud = 07U {z +— u}. Nous devons montrer que [[I’I—T]]IA,% -
IIF [ T]]A,G,ﬁ' SOlt A/ [ t e TAI—(x:UG)VB et A// ~ u € [[F [ U]]IA/
vu dans le lemme précédent que U vérifie (I137), (I4) et (I5) et que V vérifie (13),
(I4) et (15)1. Donc, par hypothese de récurrence, [[FI—U]]IA/,,(,’E'A,IQ [FI—U]]IA,V%‘N

/ / : : " "
et [I"EV]an g flar S cr l—V]]A/, O lan” élnsg AN TRS [[N_U]]A/ﬂély’ A ll—tu €
[T+ V]]IA,, N et AFtu e [I'FV IA,,’@, . Donc, A’Ht € [T'H T]]IA@§ et
[PET]A e © [[F"T]]IAeg

e T'=(X:K)V. Similaire au cas précédent.

o =[z:UJV. [I'+ T]]IAﬂ,5 est la fonction qui & A’ u € Taryg associe [V F
V]]IA/ﬁ,,ﬂN 31‘1 I'=T,z:Uetd =0U{x — u}. [[I‘I—T]]IA/ﬂ’5 est la fonction qui
a A’tu € Tarpg associe [[F’I—V]]IA// 0.y O8 I'=T,z:Uet =0U{x — u}.
Nous devons montrer que, pour tout A’'Fu € Tarpg, [I'FV]4 , o = [T+

797£‘A/

. N n
0.6/, Nous avons

7£‘A”

V]]IA/,ﬂ,,g'N. Nous avons vu dans le lemme précédent que V' vérifie (I13), (I4) et

(I5). Donc, par hypotheése de récurrence, I H V]]IA,ﬂ,’ﬂN < [k V]]IA/,ﬂ,’ﬂN et
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[TFETT}pe < [TFTTR e

e T'=[X:K]|V. Similaire au cas précédent.

e 7" = Vu. Nous avons [I' T]]IAﬁ?g = [I'kF V]]IAﬁ,g(F Fu) et I+ T]]IA@&/ =
[THVIL o (I'Fu). Nous avons vu dans le lemme précédent que V vériﬁe (I3),
(I4) et (I5). Donc, par hypothese de récurrence, [I' - V]4 0e < I'F V1K 0 €t
[PETTR pe < [THTTRp e

e T = VU. Nous avons [+ T[]}y, = [T FV]y, (CHUTEUlL,,) et [T
T]]IA’%, = [TF V]]IA’%,(F FUF U]]]A,e,gf)' Nous avons vu dans le lemme
précédent que U vérifie (I3), (I37), (I4) et (I5), et que V vérifie (13), (I4) et (I5).
Donc, par hypothese de récurrence, [I'FV]4 0e < < [PFV]R 06 [TFUTA 0e=1[I'F
Ulkpe et ITFTT g¢ < [TFTIR g u

Comme (Z™, <) est un treillis complet, ¢ admet un plus petit point fixe I qui
est une interprétation pour tous les symboles de prédicat constants équivalents & C.
Par récurrence sur >¢ on obtient ainsi une interprétation I pour tous les symboles
de prédicat constants.

Notons que, dans le cas d’un symbole de prédicat constant primitif, I'interpréta-
tion est simplement ’ensemble des termes fortement normalisables de ce type.

Lemme 130 (Interprétation des prédicats constants primitifs) Si C' est un
symbole de prédicat constant primitif alors Ianrc = T Arc-

Preuve. Comme Iarc < Tarc, il nous suffit de montrer que, pour tout u €
SN, C' primitif de type (¥ : ff)*, a arguments de Iarc, a; = A t; st x; € X%,

= (Ajt;,8) siz; € X°, et A’ D Ay, si A Fu:C(I) alors A'Fu e IAFC(*) par
récurrence sur u avec — U > comme ordre bien fondé. Supposons que u —* ¢(%) avec
¢ un constructeur de type (7 : U)C(%). Si u —»* ¢(@), nous pouvons conclure par
hypothese de récurrence. Supposons alors que u = c( ). Dans ce cas, nous devons
montrer que, pour tout j € Acc(c), A'twu; € [7: UrU, ]]A, N ou f = {y — u}
et, pour tout Y € FVD(Uj), Y¢ = S, . Par définition des symboles de prédicat
primitifs, pour tout j € Acc(c), U; est de la forme D(w) avec D un symbole de
prédicat primitif. Supposons que 7p = (Z : V). Soit a, = A'Fw;f si z; € X*, et

= (A'Fw;b, [y : (jkwi]]IA, 0.8]n ) sizg € X7 Comme u; € SN et A’y : D(wh),
par hypothese de récurrence, A’ I—uJ € Iarp(a@). Or, par (P3), Iarp(d') = Ian-p(d)

et [[y : UFUJ]]A’,G,&IA/ = IAq_D( ) Donc, A'tu e IA|_0( ) |

8.5 Ordre de réductibilité

Dans ce sous-chapitre, on suppose donnée une interprétation J pour les symboles
de prédicat définis et nous désignons [[FI—T]]IAU(;] epar [TET]A 4

Le point fixe de la fonction ¢ définie dans le sous-chapitre précédent peut étre
atteint par itération transfinie a partir du plus petit élément de Z". Notons par °
I'interprétation obtenue apres a itérations.
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Définition 131 (Ordre d’une fermeture) L'ordre de A'Ft € Iar-o(d@), o(A'+
t), est le plus petit ordinal a tel que A’+t € o}, ().

Cette notion d’ordre va nous permettre de définir un ordre bien fondé dans lequel
les définitions sur des prédicats strictement positifs décroissent strictement. En effet,
dans ce cas-la, I'ordre sous-terme ne suffit pas. Dans 'exemple de ’addition sur les
ordinaux de Brouwer (voir page [69)), nous avons la regle :

+(x, lim(f)) — lim([n:nat] + (x, fn))

Nous avons un appel récursif avec fn comme argument, qui n’est pas un sous-
terme de lim(f). Cependant, du fait de la définition de I'interprétation des symboles
de prédicat constant et de la définition de I'interprétation du produit, nous pouvons
dire que, si lim(f) est calculable alors f est calculable, et donc que, pour tout n
calculable, fn est calculable. Autrement dit, 'ordre de lim(f) est plus grand que
celui de fn : o(lim(f)) > o(fn).

Définition 132 (Ordre de réductibilité) On suppose donnés une précédence

> 7 sur F et un assignement de statuts stat compatible avec > . Soit f un symbole
d’arité non nulle et de statut stat; = lex(m1,...,my). Notons ©; 'ensemble des
quadruplets (g, A, 6, &) tels que, si 7y = (2 : f)U et 'y =12 T, alors g=r f, A €E,
§:T'y — A, £ est compatible avec (0,Ty,A), (0,T'y,A) est valide par rapport a &.
Nous munissons ©f de I'ordre 1y défini par :

e (9,4,0,6) Ty (¢, A,0,€) st mb (T}, ..., T)iex MO
o mul(w@) J% mul(d’) si {d} (3°)mu {@'} avec :
— J'=>>sii € SP(f) ott u > u si o(AFu) > o(A'Fu'),
— J=— Up> sinon.
Nous munissons © = (J{Of | f € F} de lordre de réductibilité T défini par
(9,4,0,8) (g, A0, &)sig>rg ou, g=rg et (9,A,0,8) T5 (¢, A,0,¢).

Lemme 133 L’ordre de réductibilité est bien fondé et compatible avec la réduction :
sif — 0 alors (g,A,6,8) 3 (g,A,0,¢).

Preuve. L’ordre de réductibilité est bien fondé car les ordinaux sont bien fondés
et les extensions lexicographiques et multi-ensembles préservent la bonne fondation.
Il est compatible avec la réduction par définition de I'interprétation des symboles de
prédicat constants. ]

Nous vérifions ci-apres, d’une part, que la relation d’accessibilité est correcte :
un sous-terme accessible dans un terme calculable est calculable, et d’autre part,
que l'ordre sur les arguments est également correct : si [; >2 u; et [; est calculable
alors u; est calculable et admet un ordre plus petit que celui de I;.

Lemme 134 (Correction de l’accessibilité) Si t : T>{u : U, T + tp : Tp,
o:T' = Aet Abto € [TFTplae alors T'Hup: Up et AFuo € [THUp]aoe.
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Preuve. Par définition de >7, nous avons ¢ de la forme ¢(%) avec ¢ un construc-
teur de type (7 : U)C(), Tp = C(8)yp ot v = {§ — @}, u = u; avec j € Acc(c) et
Up = Ujvp. Supposons que 7¢ = (& : T)«. Alors, [I'EC(V)vplaee = Inrc(a@) avec
a; = AFviypo si x; € X*, et a; = (AFviypo, S;) ou S; = [TFviyplace stz € X0,
Par définition de Iarc, AFujo € [I'eFUj]a ~poer avec, pour tout Y € FV2(U;),
Y¢ = 8, = [I'Fuyvplace Par (I6), v, =Y et Y = [I'F Yyp]ase. De
I' = tp : Tp, par inversion, on déduit que, pour tout i, I' = wu;p : U;yp. Donc,
vp : Te = I'. Ainsi, par substitution de candidats, [I'cFUj]a ypoer = [THUjvplA 06
et Atujo € [TFUp|a e |

Lemme 135 (Correction de l’ordre sur les arguments) Supposons que t : T
>o u : U, c’est-a-dire que t soit de la forme c(f} avec ¢ un constructeur de type
(Z : T)C(7), u soit de la forme z@ avec 2 € dom(I'y), zI'g de la forme (7 : U)D(&)
et D=¢ C,etquet:T (>5)" x:V avec Vp = aly.

Soit @ = {g— u}. SiT Ftp:Tp,o:T = A AFto € [I'FTplace
et, pour tout i, A F u;oc € [I'F Uib]a g, alors A zoto € [I' - D(W)0]a,0e et
o(AFto) > o(AFzoio).

Preuve. Soit p le chemin suivi de ¢ & z dans ¢ : T (>5)" z : V. Montrons que
Sip = j1...Jnjns1 alors c(t) : C(¥)y = co(t9) : CQ(173)70 Dg E Cl.(Ul)fyl >5
o D en () O (™) 5 Voavec, si T, = (27 THO(T) et v = {@ > 11} -

— pour tout i < n, ci41 (1) = t§i+1, Tfm = Cip1 (W) et W lyip = 0y pp,
-1, = (7:U)D(w") et W'y, = .

Procédons par récurrence sur n. Si n = 0, c’est immédiat. Supposons alors que
c(t) : C()y 5 tj, : Tiyyo (B5)F @ : V. Comme tj, : Tjyo (55)T 2 :V, tj, = c1(t)
avec 7, = (Z1 : TYC(TY) et Tjvop = C1(7Y)yip ot v = {&! + #'}. Par ailleurs,
par définition de >4, T}, est de la forme (Z: V)C}(@"). Donc, |Z] = 0, C} = C et
whyop = Ty1p. Ainsi, on peut conclure par récurrence sur t;, : Tj,y (>5)F 2 : V.

Comme nous sommes dans une structure inductive admissible (A2), on en déduit
que C >r Cy 25 ... 25 C, > D. Et comme D =r C et >r est bien fondé, nous
avons C =r C1 =r...=75 D.

Posons w41 = t|ptl, Wpi1 = D(W)0 et, pour tout i < n, w; = t|;,.; et W; =
C;i(%");. Montrons par récurrence sur n que, pour tout i < n + 1, AFw;o € [['F
Wila.ee et que, pour tout i < n, o(AFw;o) > o(AFwiyi0).

e Casn > 0. c(t) : O(¥)y >4 t;, : T,y (>5)F 2 : V. Par hypothese, nous avons T' -
c(t)p : C(0)yp et Alc(t)o € [TFC(7)yp]ase. Par correction de accessibilité,
Lt tjp: Tjyp et Attjo € [LFTjvplace. Comme Tjvp = Ci(7)y1p et
C1 =7 C, o(Atto) > o(At+t; o). Ainsi, on peut conclure par hypothese de
récurrence sur t;, : T}, 7.

e Casn = 0. c(f) : C(¥)y >4 = : V. Comme dans le cas n > 0, nous avons
Atzo € [TV p]a e Nous avons Vip = (7 : U)D(&). Soit m = |i| et 6y, = {y1
Ul,...,Yk — uk}. Montrons par récurrence sur k < m que AFzouio...upo €
[TF (Ykt1:Uk+10%) - - - (Ym : UnBk) D(W) 0k ] A 0¢ €t donc que o(Atto) > o(At'o).

Si k = 0, c’est immédiat. Supposons donc k& > 0. Par hypothése de récurrence,
AbFzouio... up_10 € |IF|— (yk : Ukek_l) - (ym : Umek_l)D(w)Hk_ﬂ]A,g,g. Comme



116 CHAPITRE 8. CORRECTION DES CONDITIONS

At ugo € [I'FUibi—1]a0e, nous avons A zouio...upo € [, yy: Upbp—1 F
(yk+1 : Uk+19k71) N (ym : Umﬁk,l)D(w)Gk,l]]Aﬂgg ou J/ = O’U{yk — uka}, {’ = f
siyr € X et & =EU{yp = [THug]ace} si yp € X7, Ainsi, par substitution de
candidats, [[F, Yk : Ukﬂk_l F (yk+1 : Uk+19k—1) ce (ym : UmHk_l)D(w)Hk_l]]A’U/,gl =
[TF (Ykt1:Uk+10k) - - - (Ym : U Ok) D(0) 0k ] A 0e - [ ]

8.6 Interprétation des symboles de prédicat définis

Dans ce sous-chapitre, nous définissons U'interprétation J pour les symboles de
prédicat définis par récurrence sur >.

Soit un symbole de prédicat défini F' et supposons que nous ayons déja défini
une interprétation K pour tous les symboles inférieurs a F'. Soit [F] 'ensemble des
symboles équivalents & F'. Nous définissons l'interprétation des symboles de [F] selon
que [F] est primitif, positif ou récursif.

Pour alléger les notations, nous désignerons [I" - T]]IA%?J par [I'+ T]]i,e,g- Et
pour les arguments des interprétations, nous utiliserons les notations données au
début du Sous-chapitre [8.4

8.6.1 Systemes primitifs

Définition 136 Pour chaque G € [F], nous prenons Jarg = T Ar-G-

8.6.2 Systemes positifs, petits et simples

Soit J l'ensemble des interprétations pour [F] et < la relation sur J telle que
J < J'si, pour tout G € [Flet A € B, Jarg <ara Jarq- Comme (Rarg, <arq) est
un treillis complet, il est facile de voir que (J, <) est également un treillis complet.

Définition 137 Soit 1 la fonction qui, & J € J, associe U'interprétation 1’ telle
que :

P [[l“l—r]]in’g?)S sit e WNNCR, tl=1lo et (G(I) —» r,T,p) € R
Yarqd@) =

TARI—G(E) sinon

ot1, pour chaque X € FV7(r), X¢ = Skx A, . Ci-apres, nous montrons que v est
monotone. Donc, nous pouvons prendre Jarg = Up(¢)arq-

Lemme 138 v/ est bien défini et est bien une interprétation.

Preuve. Par simplicité, au plus une seule régle peut s’appliquer au sommet de
G(t']). L'existence de kx est I'hypothése de petitesse. Maintenant, par (S4), si
f=loalorso:T — A,,. Par ailleurs, ¢ est compatible avec (o,T', A,,) puisque,
pour chaque X € FV°(r), X¢ = S, |a, € Ra,-xo car S, € Ryt €t par
petitesse, t,,, =l 0 = Xo.

Montrons maintenant que 1)? est une interprétation pour [F]. D’apres le Lemme
121| (b), [CF7]A, , ¢ € Raure = R, p(iy- Par aillewrs, To pgy € Ra - L ne

nous reste plus qu’a vérifier les propriétés (P1) a (P3).
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(P1) Supposons que t — #. Par (A1), — est confluente, donc {t} € WA si et
seulement si {f'} C WA, et si {{} € WA alors ¢ |= ¢ |. Donc, ¥4 (@) =
VARG (@)

(P2) Supposons que A, C A’ € E. D’apres le Lemme(d), [[F}—r]]img’gmz = [+
Tﬂ£,707§‘A/. Par ailleurs, TAnFF(E)|A’ = TA’FF(?)‘ DOI]C, ¢iFG(6)‘A’ = Qﬁi,l_G(C_i).
Maintenant, supposons que Ay C A} € E. Prenons aj, = A} F t; si z, €
X%, et aj = (A}t Sklay) sty € X". Alors, wi,_G(al,...,ak,l,ak)]A; et
wike(ah ...,ap—1,a;) sont égales puisqu’elles ont le méme domaine et sont
égales sur ce domaine.

(P3) Yarc|ar et Yarg sont égales puisqu’elles ont le méme domaine et sont égales
sur ce domaine. |

Lemme 139 v est monotone.

Preuve. Comme pour le Lemme [129 |

8.6.3 Systemes récursifs, petits et simples

Soit G € [F], A € E. A une séquence d’arguments @ pour Japg, nous associons
la substitution § = {Z — &} : T — A, et Iassignement £ = {Z — S|a,} compa-
tible avec (6,T'¢, A, ). Soit D lensemble des séquences @ telles que (6,T'¢, A,) soit
valide par rapport & £. Nous munissons D de 'ordre bien fondé suivant : @ 3 @ si

(G, An,0,8) 3 (G, A, 0,8).

Définition 140 Nous définissons alors Jap¢(@) par récurrence sur 7 :
. {TY CWNNCR, tl=l0,aleD

mo€ 5 et (G(I) > r,T,p) €R
TAn%G(F) sinon

ot, pour chaque X € FV7(r), X¢ = Siy A,

J
Jara(d@) = s

Lemme 141 J est bien défini et est bien une interprétation.

Preuve. Par simplicité, au plus une seule régle peut s’appliquer au sommet de
G(t']). L'existence de rx est I'hypothése de petitesse. Maintenant, par (S4), si
f=1loalors o : I — A,. Par ailleurs, ¢ est compatible avec (o,T",A,) puisque,
pour chaque X € FV°(r), X¢ = S.i|a, € Ra,Fxo car S,y € RAKXHRX et, par
petitesse, t,, = ., 0 = Xo.

La bonne fondation de la définition de J découle du Lemme [147 et du Théoréme
Dans le Lemme de réductibilité des symboles d’ordre supérieur, nous mon-
trons qu’a partir d’une séquence @ € D il est possible d’appliquer le Théoréme [146]
de correction de la cloture calculable. Et dans ce théoreme, nous montrons que, dans
un appel récursif G'(@’') (cas (symb~™)), nous avons @ 1 @'. Comme JJ est compatible
avec la réduction, @ 3 @ |.

Enfin, pour s’assurer que J est bien une interprétation, on procede de la méme
maniere que dans le cas d’un systeme simple et positif. |
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8.7 Correction des conditions de normalisation forte

Définition 142 (Cap et aliens) Soit ¢ une injection entre les classes de termes
modulo <* et X'. Le cap d’un terme ¢ par rapport & un ensemble G de symboles est
le plus grand terme capg(t) = t[z1]p, - .. [zn]p, tel que, pour tout i :

~ t|p, nest pas de la forme f(#) avec f € G,
X = C(t’pz)

Les t|p,, sont les aliens de t. Nous noterons par aliensg(t) leur multi-ensemble.

Lemme 143 (Pré-réductibilité des symboles de premier ordre) Soit f€F;
et t des termes tels que f (f) soit typable. Si les t; sont fortement normalisables alors
f(t) est fortement normalisable.

Preuve. Montrons que tout réduit immédiat #' de t = f(f) est fortement nor-
malisable. Ci-apres, par cap, on désigne le cap par rapport a JFi.

Cas R, # (). Par récurrence sur (aliens(t), cap(t))iex avec ((— U )mul, =Ry lex
comme ordre bien fondé (les aliens sont fortement normalisables et, par (f), —r,
est fortement normalisant sur T(Fp, X)).

Si la réduction a lieu dans cap(t) alors c’est une Rj-réduction. Par (c), aucun
symbole de F,, n’apparait dans les regles de Ry. Donc, cap(t) =z, cap(t'). Par (d),
les membres droits des regles de R; sont algébriques et, par (e), les regles de Ry
sont non-dupliquantes. Donc, aliens(t) >y aliens(t’) et nous pouvons conclure par
hypothese de récurrence.

Si la réduction a lieu dans un alien alors aliens(t) (— U > ) aliens(t’) et nous
pouvons conclure par hypothese de récurrence.

Cas R, = (). Puisque les ¢; sont fortement normalisables et qu’aucune S-réduc-
tion ne peut avoir lieu au sommet de ¢, t admet une forme S-normale. Notons Scap(t)
le cap de sa forme 3-normale. Montrons que tout réduit immédiat ¢’ de ¢ est fortement
normalisable, par récurrence sur (Scap(t),aliens(t))iex avec (—ry, (= U )mul)lex
comme ordre bien fondé (de méme, les aliens sont fortement normalisables et, par
(f), =R, est fortement normalisant sur T(Fy, X)).

Si la réduction a lieu dans cap(t) alors c’est une Ri-réduction. Par (d), les
membres droits des regles de Ry sont algébriques. Donc, ¢ admet une forme (-
normale et Bcap(t) =g, Beap(t’). On peut donc conclure par hypothese de récurren-
ce.

Si la réduction est une S-réduction dans un alien alors Scap(t) = Beap(t') et
aliens(t) (— U>)mu aliens(t’). Nous pouvons donc conclure par hypothese de
récurrence.

Reste le cas ou la réduction est une R1-réduction ayant lieu dans un alien u. Alors,
aliens(t) —mu aliens(t') et Bcap(t) —% Bcap(t'). Nous pouvons donc conclure par
hypothese de récurrence. Pour voir que Seap(t) R, Beap(t'), il suffit de remarquer
le fait suivant : si on S-normalise u, tous les résidus du R;-radical restent réductibles
car, par (c), aucun symbole de F,, n’apparait dans R. |

Théoréme 144 (Normalisation forte de —5) La relation —g, U —g,, est for-
tement normalisante sur les termes typables.
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Preuve. Par récurrence sur la structure des termes. Le seul cas un peu ennuyeux
est celui d’'un symbole. Dans le cas d’un symbole de premier ordre, on utilise le lemme
de pré-réductibilité des symboles de premier ordre. Dans le cas d’un symbole d’ordre
supérieur, il faut montrer que si f € F,,, t € SN et f(i) € T alors t = f(t) € SN
ou SN désigne ici la normalisation forte par rapport & »g=—g, U =g, -

Pour cela, montrons que tout réduit immédiat ¢’ de t est fortement normali-
sable par récurrence sur (f, @(t), . t) avec (>, (>N)stat s> (> U =R)statys (=R )1ex)lex
comme ordre bien fondé ou w(t) = 0 si ¢ n’est pas de la forme ¢g(@) et w(t) = 1
sinon. Supposons que #' = f(#') avec t; —x t. et, pour tout j # i, t; = ti. Alors
t (=R)ex U et w(t;) > w(t}) car si t; n’est pas de la forme g(@) alors t; ne I'est pas
non plus.

Supposons maintenant qu’il existe f(f) — 1 € Ry telle que t = loett' =ro.
Par (a), r appartient a la cloture calculable de I. Il est alors aisé de montrer que
ro est fortement normalisable en raisonnant par récurrence sur la structure de r.
A nouveau, le cas seul cas un peu ennuyeux est celui d’'un symbole. Mais, soit le
symbole est plus petit que f, soit il est équivalent & f et ses arguments @ sont
plus petits que [. Si l; > uj alors l; > uj et FV(u;) € FV(l;). Donc lio > ujo
et w(l;o) =1 > w(ujo). Si maintenant [; >o u; alors u; est de la forme x7 et
w(lio) =1> w(ujo) =0. [ |

Lemme 145 (Réductibilité des symboles de premier ordre) Soit f € Fi,
Tr=(@:T)U,AcE, 0:Tf— A et { compatible avec (0,5, A). Si (6,T'f, A) est
valide par rapport a £ alors Al f(Z0) € [['tFU]a -

Preuve. Posons t; = xz;0 et t = f (f) Si f n’est pas un constructeur alors ¢ est
neutre et il suffit de prouver que, pour tout réduit immédiat ¢’ de ¢, At-t' € [I'yF
U ﬂ ABE-

Si f est un constructeur alors U = C(¥) et [['y - Ulage = Iarc(@) ou a; =
At stz € X* et a; = (AFv;0,5]) avec S, = [LsFv]age si z; € X7, Soit
J € Acc(f). Puisque 6 est valide par rapport a §, AFt; € [I'y - Tj]ap,e. Donc,
dans ce cas également, il suffit de prouver que, pour tout réduit immédiat ¢’ de ¢,
ARt € [[Ffl—UﬂA’g’g.

Par ailleurs, pour les symboles de premier ordre, U = x ou U = C(¥) avec C' un
symbole de prédicat primitif. Donc [['s+UJage = SNarpg et il suffit de prouver
que tout réduit immédiat ¢ de t est fortement normalisable. C’est le lemme de
pré-réductibilité précédent. |

Théoréme 146 (Correction de la cléture calculable) Soit f € F, 74 =(Z: T)

U,R= (f(l3 —r,To,p) €ER, v ={F— f}, A€eE,o:Ty— A et £ compatible

avec (0,19, A) tels que :

e (0,19, A) est valide par rapport a &;

e pour tout i, AFlio € [LoFTivop]ace;

e pour tout g <z f,si 7y, = (¥: U)W, AN eE, 0 :T — A, £ est compatible avec
(0, Ty, A") et (0',Ty,A’) est valide par rapport a &', alors A’ - g()0" € [I'y
V]]A/’gljglA/ des lors que (f, A,v0,€) (g, A, 0", ¢).
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SiTg, ' t:T,ACA €E o :T = A, ¢ est compatible avec (¢/,T",A’)
et (o/,T',A’) est valide par rapport & &, alors A’ Ftoo’ € [[o,I' - T]ar o1 ¢ OU
é‘// — £|A’ U é‘/.

Preuve. Par récurrence sur IV k. ¢ : T (IY =Ty, "), nous montrons :
(a) A,}_tO'O'/ € [[Fll_T]]A/’a.o./é//’
(b)sit¢ Oett— t’ alors [[F/l—t]]A/ﬂg/,g// = [[F/l—t/]]A/’(m/’gu.
(ax) T'pke x: O
(a) A'Fx € [ToFO]ar
(b) * est irréductible.
Toketgis Tku :Ury... T kuy, : Uy
Ik g(u) : Viy
(a) Par hypothese de récurrence, A'Fu;o0’ € [I"-Uiy]ar g0 7. Par substitution
de candidats, il existe £ tel que [I' F Uiy]ape = [Ty b Uilaryoorem €t
[T'FVA]aee = [Ty V]aryoor g Alnsi, (yoo!, Ty, A') est valide par rapport
a " et, par hypothese sur g, A'Fg(¢)yoo’ € [LgFV]ar voor e
(b) Nous avons [Fll—g(ﬁ)ﬂA/JJ/gu = IAq_g((_i) avec a; = A'Fu;o0’ si y; € X*, et
ai = (A'Fujoo’, S;) et S; = [I'Fui]arporer) siy; € X7 Iy a deux cas

= @A’I—D-

7a’£‘A/

(symb<)

— u; — u}. On conclut par (P1).
— @ =100" et (g(I') = ', T",p') € R. Soit 0" = ¢"o0’. Par (A3), il y a deux
sous-cas :

e g appartient & un systéme primitif. Alors Tang = Tang et [I'F
9(@)]ar oo e = TAi—g(f'a'”) = T Arpo. Par substitution de candidats, il
existe " tel que [[F’I—r’a”]] Al ool g1 = [[F”I—TIHAQU///@//. Par ailleurs, r’ est
de la forme [ : T]g/(@)7 avec ¢’ ~ g ou g’ un symbole de prédicat constant
primitif. Si ¢’ >~ g alors Iairg = T anrg, et si g’ est un symbole de prédicat
constant primitif alors, d’apres le Lemme Intg = TAarkg. Donc,
[[F/,FT/]]AIJ///’&/// = TA’)—T’J’” et [[Fll_g(l_;O'”)]]A/pU/’g// = [[F’}—T/O'NHA/JU/@/.

e g appartient & un systéme positif ou récursif, petit et simple.

Comme A'Fuo0’ € [I"FUin]arporer € SN, par (Al), u;o0’ admet
une forme normale. Par simplicité, les symboles de I’ sont constants. Donc
w;oo’ est de la forme o™ avec o”oa’ —* o™, Par simplicité encore, au
plus une régle peut s’appliquer au sommet d'un terme. Donc Ian-4(@) =
[[F” H T/]]A/7U///7§/// avec, pour tout X € FVD(T/), X" = Skx = [[F/ +
lix 0" Ar 00 en. Par petitesse, lx, = X. Donc X¢" = [I"F Xo"|ar 500 ¢
et, par substitution de candidats, [[F”"T’]]A/,Um’gm = [[F’l—T/O'”]]A/JU/’gN.

Tokerg:s Thku :Ury... T kuy, s Upy

Ik g(u) : Vy
(a) Comme dans le cas précédent, nous avons (yoo’,T'y, A’) valide par rapport
a &". Montrons que (f, A,v00,&) Jf (g, A", yo0’,&"). Pour cela, il suffit de
montrer que, sil; : Tyyg >1 u; : Uj7y alors liabujaa’, et sil; : Tiyo >2 uj : Uj
alors o(AFlio) > o(A'Fujo0’).

(symb~) (I: Ty > @ : Ur)
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Supposons que I; : Tyyo >1 uj : Ujy. Alors, [; > uj et FV(u;) C FV(l;). Donc,
lioco" = lijo > ujo0’.

Supposons maintenant que [; : T;y0 >2 u; : Ujy. Par définition de >2, nous
avons u; = x¥, v € dom(I'g) et 2T’y = (7 : V)W. Soit § = {Z — ©}. Par
correction de l'ordre sur les arguments, il suffit de vérifier que :

(1) I’ = lip : Tivop,

(2) A'lioo’ € [[F,'_Tirmp]]A’,aa’,{”»

(3) pour tout k, A'Fugoo’ € [I'FVib]ar gor e

En effet, de cela on déduit que o(A'Fl;o0") > o(A'Fujoo’). Or lio = lijoo’
et o(AFlio) > o(A'Fl;0).

(1) Par définition d’une regle bien formée, I'g + f(f)p : Unpp. Donc, par inver-
sion, Tg = l;p : Tiyop. Comme T'y C IV € E, par affaiblissement, IV F [;p :
Tiryop-

(2) Par hypothese, Atljo € [TotTivopla,ee. Or lioo’ = lio et
[CotTivoplaroorer = [ToFTivoplaree o = [LobTivoplace

(3) Par hypothese, on a I & 27 : Uj7. Soit ¢ = |v]. Par inversion, il existe %
et W’ tels que IV ke 2v1...vg1 : (24 VOWa, TV Kowg 2 V] et W{zg
ve} Cf Ujvy, et pour tout k < ¢ — 1, I e wvr...vp ¢ (wpgr 0 Vi )Wy,
I vkgr 2 Vi et Wi {arr = vepr ) Cf (g2 Vi) Wi, Ainsi, par
hypothese de récurrence, pour tout k, A'Fvioo’ € [I"-V/] a7 56 ,¢7. Mon-
trons que V| C}, V0. Soit Wi = (2k41: Vitr1) ... (2¢: Vo)W et O = {z1 —
V1, ..., 2k—1 — Vk—1}. Montrons par récurrence sur k que V; C}, V0,_1 et
Wé{xk — Uk} Ci'i, WkOk.

e Cas k = 1. Comme (Z: V)W C% (z1:V{)W/, par compatibilité avec le
produit et a-équivalence (on prend z; = z1), V| C}, Vi et Wy (Cl’i,’Zl:Vl, Wi.
DOHC, W{{Cﬂl — Ul} (Ci‘:, W101.
e Cas k > 1. Par hypothese de récurrence, nous avons Wé_l{xk,l = Vk—1}
(Cfv Wi._10y—1. Or, W,;_l{xk_l — Uk—l} (C;/ (ka]é)Wé et Wi_10,_1 =
(2k : ViOg—1) Wib0k_1. Par compatibilité avec le produit et a-équivalence (on
prend x; = Zk), Vk, (Cfv Vi0r_1 et W,; CF’,zk:Vk/ W.0—1. Donc, W]::{:Ek —
Uk} (Ci:/ Wkﬂk.
En conclusion, A" vio0’ € [I'F V/]ar oo e €t VI CF, Vi = Vi6. Par
(conv’), les types utilisés dans une conversion sont typables. On peut donc
appliquer I'hypothése de récurrence (b). Ainsi, [IV - V/]ar0orer = [T F
VkeﬂA/7ggl7§// et A'Fugoo’ € [[F/f—VkQ]]A/JU/’g//.
(b) Comme pour (symb<).
FO I—C l’Fg S
I'g e x:aly
(a) Puisque (0,19, A’) est valide par rapport a &|ar.
(b) z est irréductible.
I T:s
IMxTkax:T
(a) Car (o0’,T', A’) est valide par rapport & &”.

Al

(acc)

(var)
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(b)

(weak)

(a)
(b)
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x est irréductible.
I'bt:T T'RU:s

IV x:UkRt:T
Par hypothese de récurrence, A’ Ftoo’ € [I" = T]ar gor e = [To, T,z : U F
T:I]A/,O'U/,gll'
Comme z ¢ FV(t), [I",2:UFt]ar oo ¢r = [I"Ft]ar 507 ¢7. Or, par hypothese
de récurrence, [[F/}—t]]A/JU/’g// = [[Fll—t/]]Alyaglé//.

d IMo:THU:s
(prod) s

(a)

(abs)

(a)

Nous devons montrer que A’ (v: Too')Uoo’” € [I"F s]ar0or 7 = SNass.
Par inversion, IV - T : §’. Par hypotheése de récurrence, A'+Too’ € [I'F
s'lar.5or 7. Montrons maintenant que Uoo’ € SN. Nous pouvons toujours
supposer que = ¢ dom(A’). Alors, oo’ : IV, 2:T — A" ou A" = A, z:Too’.

Soit & = &"|an siz € X* et & = " |an U{x — Tan,} siz € X7, Alors,

¢" est compatible avec (oo, T,z : T, A") puisque, si z € X7 alors x¢"” €

Ramte = Raess €, pour tout X € dom™(IV), X" = X¢" € Rarxoor

puisque ¢’ est compatible avec (oo’,T',A’). De plus, (oo’, T,z : T, A”) est

valide par rapport a £ car, par le Lemme A'tzoo’ = A'tx e [TV, z:

T+T]ar 5o ¢ Done, par hypothese de récurrence, A” = Uoo’ € [IV,z:TF

8’]]A”,0‘0”,§/” = SNA”I—S’-

Il y a deux cas :

— T — T'". Montrons que [I"+(z:T)U]a g0’ ¢# € [I"F (:T")U]. L’inclusion
inverse se prouve de maniére similaire. Soit A"Fw € [I"F (z:T)U]ar g0 ¢,
A"t € [I"ETNangoren),, €t 0" = 00’ U{z > t}. Par hypothese de
I'éCUI'I'eIlCG, IIF/ F T]]A”,UJ’,{”\A// = [[FI [ T/]] IR RAINE DOHC, A"+t e [[FI [
T]]A”,oa’,f”|A//’ A" = ut S [[F,, rz:TF U]]A”’,o”,ﬁ” et A"Fu S [[F/ H (QZ‘ :
T/)U]] Al oa! £

—~ U — U'. Montrons que [I"+(z:T)U]ar 5or,¢n € [I'F (2:T)U’]. L’inclusion
inverse se prouve de maniére similaire. Soit A”Fu € [I"+(z:T)U] A 5o £
A"t € [T'FT)an gor en)y €t 0" = 00’ U{z = t}. Alors, A" Fut € [TV, x:
THU]am gn gn) - Par hypothese de récurrence, [I', x:THU]am gn ¢n
[[F/, z:TF U/]]AW,O'",E"|A///' ]:)OI’IC7 A"t € [[F/, z:THF U/]]A”’,O'”,f”
A'tu e [[Fll— ($:T)UIHA/7UU/7§//.

MaeThu:U Uk (:T)U : s
'k [z:Tu: (z:T)U

Soit I = T", 2 : T. Nous devons montrer que A’k [z:Too'|luco’ € [I"F (x:

T)U]]A',gg/,g”- Soit A"t € [[FI FT]]A/,U(,/@// et S € Rany si x € X7, Soit

o’ =o' U{z s t}, " =" ansiz € X et & =" anU{z — S}siz e XP.

Nous avons o’ : T — A" ¢ est compatible avec (", T, A”) et (", 1", A")

est valide par rapport a £”. Donc, par hypothése de récurrence, A” -uo” €

R = [I"FU]an g ¢m. Alors, pour montrer que v = [z:Too'luoo’ t € R, il

nous suffit de montrer que T'oo’,uoco’ € SN. En effet, dans ce cas, il est facile

de montrer que tous les réduits immédiats du terme neutre v appartiennent a

R par récurrence sur (Too’,uco’,t) avec —ex comme ordre bien fondé. Par

"

|A”/

|A”’ =

t

N e
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hypothese de récurrence, nous avons A’ (z: Too' ) Uoo’ € [I'F s|ar 007
Donc, Too’ € SN. Enfin, si on prend ¢t = x, ce qui est possible d’apres le
Lemme nous avons vu que, par hypothese de récurrence, uc” = uoo’ €
SN.

(b) Il y a deux cas :
~ T — T'. Comme TA/FTUJ/ = TA’)—T’JUH [[IV Flx: T]“]]A’,aa’{” et [[F/ Flx:

T'u] ont le méme domaine et sont égales.

—u— . Soit A"+t € TanTo0r, S € Ranps six € X7, 0" = o0’ U{z v t},

" =¢"ansize X et & =" |anU{x— S}sixe X7, Par hypothese

de récurrence, [[F,, xT: Tl—uﬂ A g g = [[F/, z:TH U,]]A’Qa”,g”" Donc, [[F, - [x:

T]’LL]] A/,UUI7£// - [[F/ l_ [$ . T]u/]]A/7O'O'I,£// .

IMet:(z:O)V TVku:U
I tu: V{z— u}

(a) Par hypothese de récurrence, A'Ftoo’ € [I'H(2:U)V]ar ot ¢ €t A'Fuoco’ €
HF/ F U]]Alﬁaléu. Soit S = [[F, F u]]A/pU/’E// siz e X7, Alors, par définition
de [I"F (z: U)V]ar ooty Al Ftoc'uoe’ € R = [IV,2: U F V]argnen ol
o' =o' U{x—~uod'}, " =¢" siz e X* et & =¢"U{x— S}size X".
Par substitution de candidats, R = [I"FV{z — u}]a’ 50 ¢/

(b) Iy a trois cas :

—t — t'. Par hypothese de récurrence, [[F/ H t]]A/7JU/7§// = [[F, H t,ﬂA’,aa’,g”-
Donc, [[F/ H tu]]A’,ao’,E” = [[F/ F t]]Alvgg/@// (A/ Fuoo’, HF/ F u]]A/JU/,fu) = [[F/ H
(A" Fuod, [I'Fular oo er) = [Tt u]ar oot e

— u — u/. Par hypothese de récurrence, [I'"F u]ar gor er = [I' F W] A7 007 e
Par (P]_), [[F/ F t]](A/ H U,O'O'/7 [[F/ H u]]A/’Ugl’gu) = HF/ F t]](A, F U/UO',, [[F, H
U A7 oo er). Done, [I"Ftu]ar goren = [T FtW | aAr oo g7

~t=[z:Uvett =v{zx— u}. Soit ¢ = {z — u}loo’ et " =" U{z —

[[F, H u]]A/JJ/,gN}. Par substitution de candidats, [[F/ H t/]]A’,aa’,f” = [[F/, T :

U+ ’U]]A/’g//’gm. D’un autre coté, [I” F tu]]A’,ao’,&” = [I"+ t]]A/JU/’g//(A/ F

uoo’, [I" F ulargoren) = [,z : U v]]A/ﬂU/u{wagr}’gm = [Mz:U+

UHA/,U//7£/// .

Vkt:T TVT:s T|IT T'RT :s

IVt T’

(a) Soit U le réduit commun & 7" et 7”. Par hypothese de récurrence, A't+too’ €
[I:F/ }_ T]] A/,UUI7§//7 [I:F/ l_ T:[IA/,O'Ul,gll = [I:F/ l_ U:I]A/7UO'/,£H et IIF, l_ T/:I]A/7UO'/,£H = [I:F/ '_
U]]Alpgl’g//. DOIlC, [[IV F T]]A’,aa’,{” = [[F/ H T,]]A’,aa’,g” et A'Ftoo’ € [[F, F
T/]]A’,aa’,g” .

(b) Par hypothese de récurrence. |

(app)

(conv)

Lemme 147 (Réductibilité des symboles d’ordre supérieur) Soit f € F,,
=@ :T)U, A€E, 0:Ty = A et £ compatible avec (6,I', A). Si (6,I'¢, A) est
valide par rapport a £ alors Ak f(Z)§ € [L'yFU]a -

Preuve. Par récurrence sur ((f,A,0,£),70) avec (0, —)jex comme ordre bien
fondé.
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Posons t; = x;0 et t = f (f) Comme dans le lemme sur les symboles de premier
ordre, il suffit de montrer que, pour tout réduit immédiat ¢’ de ¢, At € [['yF
U]]Ajg’g.

Si la réduction a lieu dans un ¢; alors on peut conclure par hypothese de récurren-
ce car les candidats de réductibilité sont stables par réduction (R2) et I est com-
patible avec la réduction.

Supposons maintenant qu’il existe une regle (I — r,T'g, p) et une substitution o
telles que ¢t = lo. Supposons de plus que | = f(l_3 et v = {& — l_} Alors, 0 = 0.
Par (S5), pour tout x; € FVD(fU), Y00 | xivopo.

Montrons alors que [['y = Ulage = [Ty F Ulaqopoe et [LfF Tilage = [LpF
Ti]Aopoe- Par (S4), o : Ty — A. Par définition d’une regle bien formée, T'g -
lp : Uyop. Donc, par inversion, yop : I'y — I'g et yopo : I'y — A. Montrons
maintenant que £ est compatible avec (yopa, 'y, A). Soit z; € FV® (T U). Comme &
est compatible avec (y00, s, A), ;¢ € RAra;v00- Comme zv00 | xivopo, d’apres le
Lemme [114] (b), ;6 € RArey0po- Done, d’apres le Lemme (c), [TfFU]ape =
[TsUlanopog et [TiETilape = [UrFTilanopos:

Définissons maintenant & de telle sorte que [I'FUJA yopoe = [ToFUn0p]A 0
et [T F Tilanqopoe = Lot Tinoplase- Soit Y € dom™(Ty). Par (b), pour tout
X € FVE(TU), X~op € dom®(Tg) et, pour tout X, X’ € FV(TU), X~op = X'v0p
implique X = X'. Alors, §’il existe X (nécessairement unique) tel que Y = Xgp,
nous prenons Y¢ = X¢&. Sinon, nous prenons Y& = Tapy,. Vérifions que & est
compatible avec (o,Ig,A). Soit ¥ € dom™(Ig). Si Y = Xnop alors Y¢' = X¢.
Puisque ¢ est compatible avec (yopo,To, A), X§ € RaArx~ps- Comme Xygp =Y,
Y& € Rarye. Enfin, siY # Xvop, Y& = Tarve € Raryo. Donc, £ est compatible
avec (0,9, A). Par substitution de candidats, il existe £ tel que [CoFU~op] Aot =
[T Ulanopoer et, pour tout X € dom”(Ty), X¢" = [[oF Xroplape- Si X €
FVZ(TU) alors, par (b), Xyop =Y € dom™(I'g) et X¢” = Y¢' = X¢. Comme & et &
coincident sur FVY(U), [Tt FU]aropoe” = [LrEUlaropoe- Ainsi, [T U] A rpoe =
[CotFUrop]a0e- On montrerait de méme que [I't T3] A ~opoe = [ToFTivopla e

Prouvons maintenant que (o,T, A) est valide par rapport a &. Par définition
du Schéma Général, (I — 7, T, p) est bien formée : To F f(I)p : Urop, dom(p) N
dom(Ty) = 0 et, pour tout x € dom(Ty), il existe i tel que ; : Tiyo (>7)* = : aTy.
Par inversion, I'g = l;p : Tiyop. Comme Al-l;o € [I'oTiv0p]a,0¢5 Par correction de
laccessibilité, AFzo € [[oFaTop]a,qe- Comme dom(p)Ndom(Ty) = @, 2Tgp = Ty
et Atzo e [[FQ"l‘FQ]]AJg.

Ainsi, par correction de la cléture calculable, AFro € [[o-Uroplaee = [T
Ulaoe- |

Lemme 148 (Réductibilité des termes bien typés) Pour tout ' - ¢ : T, A €
E,0:T — A, £ compatible avec (0,T', A), si (0,T, A) est valide par rapport a £ alors
AHtl € [[FFT]]A’Q,g.

Preuve. Par récurrence sur I' - ¢ : T. On procede comme dans le lemme de
correction de la cloture calculable sauf dans le cas (symb) ou on utilise les lemmes
de réductibilité des symboles de premier ordre et d’ordre supérieur. |
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Théoréme 149 (Normalisation forte) Toutes les termes bien typés sont forte-
ment normalisables.

Preuve. Supposons que I' = ¢t : T. Soit 6 la substitution identité. C’est une
substitution bien typée de I' dans I'. Soit & ’assignement de candidats défini par
XE& = Trrx. Clest un assignement compatible avec (6,T',T") puisque, pour tout
X € dom"™ ('), X¢ € Rrrx. Enfin, (6,T,T) est valide par rapport & ¢ puisque, pour
tout « € dom(I"), '~z € [I'FaI']r g¢. Donc, d’apres le lemme de réductibilité des
termes bien typés, 't € [[FT]a ¢ et, puisque [I'FT]ap¢e € SN, t est fortement
normalisable. |
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Chapitre 9

Futures directions de recherche

Dans ce chapitre, nous énumérons plus ou moins par ordre d’importance cer-

taines de nos conditions de normalisation forte qu’il conviendrait d’affaiblir ou des
extensions qu’il conviendrait d’étudier. Mise a part la récriture modulo, tous ces
problémes nous paraissent assez difficiles.

e Récriture modulo. Dans notre travail, nous n’avons pas considéré de récriture
modulo certaines théories équationnelles extrémement utiles comme 1’associativité
et la commutativité. Il est important de pouvoir étendre nos résultats a ce type
de récriture. Mais, alors que cela ne semble pas poser trop de difficultés pour
ce qui est de la récriture au niveau objet, et nous avons déja quelques résultats
préliminaires dans cette direction, cela est moins clair dans le cas de la récriture
au niveau type.

Types quotients. Nous avons vu que la récriture permet la formalisation de
types quotients de maniere interne, en autorisant des regles sur des “construc-
teurs”. Cependant, prouver des propriétés par “induction” sur de tels types néces-
site de connaitre quelles sont les formes normales [70] et peut également nécessiter
une stratégie de réduction particuliere [37] ou de la récriture conditionnelle.

Confluence. Parmi nos conditions de normalisation forte, nous demandons non
seulement que la récriture soit confluente mais également que sa combinaison avec
la S-réduction le soit. C’est la une condition assez forte dans la mesure ou on ne
peut pas s’appuyer sur la normalisation forte pour montrer la confluence [95, [20].
Et mis & part les cas des systemes de récriture du premier ordre en ’absence de
types dépendants [26] ou des systemes d’ordre supérieur linéaires-gauches [92, [116],
peu de résultats sont connus sur la modularité de la confluence pour la combinaison
récriture d’ordre supérieur et S-réduction. Il serait donc intéressant d’étudier de
pres cette question tout a fait générale.

Confluence locale. Nous pensons que, peut-étre, la confluence locale est suffi-
sante pour établir notre résultat. En effet, confluence locale et normalisation forte
impliquent confluence. Cependant, dans ce cas, il semble nécessaire de montrer de
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nombreuses propriétés en méme temps que la normalisation forte, en particulier
la correction de la S-réduction ( “subject reduction”), ce qui semble difficile car
beaucoup de définitions reposent sur cette propriété.

e Simplicité. Pour les symboles de prédicat non primitifs, nous demandons que les
régles qui les définissent n’aient pas de paires critiques avec les autres régles. Ces
conditions tres fortes permettent de définir de maniere simple une interprétation
valide pour ces symboles de prédicats. Il conviendrait d’étudier dans quelle mesure
ces conditions peuvent étre affaiblies.

e Cohérence logique. Contrairement a ce qui se passe dans le Calcul des Construc-
tions pur, dans le Calcul des Constructions Algébriques, il n’est pas impossible
que les symboles et les regles de récriture permettent de former une preuve de
1L = (P:%)P en forme normale dans l'environnement vide. Dans ce cas, la nor-
malisation forte ne suffit plus a assurer la cohérence logique. Il convient donc de
rechercher des conditions syntaxiques sur les symboles et les régles qui assurent la
cohérence du systeme (& l'instar des environnements “fortement cohérents” de J.
Seldin [106]). Et, de manieére plus générale, il convient de rechercher et d’étudier
des modeles du Calcul des Constructions Algébriques.

° Conservativité.E]Nous avons vu que, dans le Calcul des Constructions, 'ajout de
regles de récriture permet de typer davantage de termes. Il conviendrait d’étudier
dans quelle mesure une proposition prouvable en utilisant un ensemble de regles
de récriture {l; — r1, ...} peut aussi étre prouvée en utilisant un ensemble d’hy-
potheses {l; = r1, ...}. Cela constitue une autre voix de recherche pour établir la
cohérence logique et mieux comprendre I'impact de la récriture sur le typage et
la prouvabilité.

e Définitions locales. Dans notre travail, nous nous sommes restreints a des sym-
boles définis de maniere globale. Cependant, en pratique, au cours de I’élaboration
d’une preuve formelle dans un systeme comme Coq [52], il peut étre utile d’intro-
duire des symboles et des régles de récriture permettant de simplifier celle-ci. Il
conviendrait de réfléchir aux problemes que cela peut poser d’avoir des définitions
locales et d’étudier dans quelle mesure nos travaux peuvent étre utiles pour les
résoudre. Le probleme des abréviations locales a déja été résolu par E. Poll et P.
Severi [I01]. Celui des définitions locales par récriture est abordé par J. Chrzaszcz
[27].

e HORPO. Pour assurer la normalisation forte des définitions d’ordre supérieur,
nous avons fait le choix d’étendre la méthode du Schéma Général de J.-P. Jouan-
naud et M. Okada [73]. Or, 'ordre HORPO de J.-P. Jouannaud et A. Rubio [74],
qui étend aux termes du A-calcul simplement typé 'ordre RPO de N. Dersho-
witz pour les termes du premier ordre, est naturellement plus puissant puisqu’il
est défini de maniere récursive. De plus, D. Walukiewicz a récemment étendu cet

1. Nous remercions Henk Barendregt pour nous avoir suggéré d’approfondir cette question.
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ordre aux termes du Calcul des Constructions avec symboles au niveau objet [117].
La combinaison de nos deux travaux devrait permettre d’aboutir & une extension
de HORPO aux termes du Calcul des Constructions avec symboles au niveau type
également.

n-Réduction. Parmi nos conditions, nous ’avons vu, nous demandons la con-
fluence de —-=—x U —3. Tels quels, nos résultats ne peuvent donc pas s’appli-
quer & la n-réduction, bien connue pour poser des difficultés supplémentaires [56],
puisque —3 U —, n’est pas confluente sur les termes mal typés. La encore, il
conviendrait d’étudier dans quelle mesure cette condition de confluence peut-étre
relachée.

Prédicats positifs non-stricts. Les ordres utilisés dans la définition du Schéma
Général pour comparer deux séquences d’arguments permettent d’accepter des
définitions par récursion sur des types basiques ou strictement positifs comme
c’est le cas dans le systeme Coq [52]. Cependant, N. P. Mendler [89] a montré
que les définitions par récursion sur des types positifs non-stricts [87] étaient
également fortement normalisantes. Il serait intéressant de parvenir a définir un
schéma permettant d’accepter de telles définitions. Cependant, dans ce cas, on se
heurte & une difficulté importante, comme celle que nous avons rencontré avec la
t-réduction du Calcul des Constructions Inductives (CIC) (voir discussion avant la
Définition : la présence d’appels récursifs avec des variables liées qui, bien sir,
ne peuvent étre instanciées que par des sous-termes stricts du membre gauche.
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