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A Odessos, un négociant revenu d’un voyage de plusieurs années me' fit cadeau d’une pierre
verte, semi-transparente, substance sacrée, parait-il, dans un immense royaume dont il avait au
moins cotoyé les bords, et dont cet homme épaissement enfermé dans son profit n’avait remarqué
ni les moeurs ni les dieux. Cette gemme bizarre fit sur moi le méme effet qu’une pierre tombée du
ciel, météore d’un autre monde. Nous connaissons encore assez mal la configuration de la terre. A
cette ignorance, je ne comprends pas qu’on se résigne. J’envie ceux qui réussiront a faire le tour
des deux cents cinquante mille stades grecs si bien calculés par Eratosthéne, et dont le parcours
nous ramenerait a notre point de départ. Je m’imaginais prenant la simple décision de continuer
a aller de ’avant, sur la piste qui déja remplagait nos routes. Je jouais avec cette idée. . Etre seul,
sans biens, sans prestiges, sans aucun des bénéfices d’une culture, s’exposer au milieu d’hommes
neufs et parmi des hasards vierges. . .Il va de soi que ce n’était qu’un réve, et le plus bref de tous.
(...) Néanmoins, ce réve monstrueux, dont eussent frémi nos ancétres, sagement confinés dans
leur terre du Latium, je I’ai fait, et de ’avoir hébergé un instant me rend & jamais différent d’eux.

Marguerite Yourcenar (Mémoires d’Hadrien)

ILe narrateur est Publius Aelius Hadrianus, empereur romain (76-138).



Le véritable savant met vingt bonnes années en moyenne a effectuer la grande découverte, celle
qui consiste a se convaincre que le délire des uns ne fait pas du tout le bonheur des autres et que
chacun ici-bas se trouve indisposé par la marotte du voisin. (...) Et je ne pouvais plus 'empécher
de me donner, Parapine, cent et mille haineux détails sur le métier bouffon de chercheur auquel il
était bien obligé pour avoir & bouffer de s’astreindre, haine plus précise, plus scientifique vraiment,
que celles qui émanent des autres hommes placés dans des conditions similaires dans les bureaux
ou magasins. (...) J’ai vu le monde devenir en moins de quelques ans une véritable pétaudiere
de publications universelles et saugrenues sur ce méme sujet rabaché. Je me résigne pour y
garder ma place et la défendre certes tant bien que mal, & produire et reproduire mon méme
petit article d’'un congres, d’une revue a l'autre, auquel je fais simplement subir vers la fin de
chaque saison, quelques subtiles et anodines modifications, bien accessoires...(...) Non, j’aime
autant vous l'avouer, je ne me sens plus de force a tracasser davantage, ce que je cherche pour
achever mon existence, c’est un petit coin de recherches bien tranquilles, qui ne me vaillent plus
ni ennemis, ni éleves, mais cette médiocre notoriété sans jalousie dont je me contente et dont j’ai
grand besoin.

Louis-Ferdinand Céline (Voyage au bout de la nuit).



This is my body. And I can do whatever I want to it. I can
— push it,
— study it,
— tweak it,
— listen to it.
Everybody wants to know what I'm on. What am I on? I'm on my bike, busting my ass, six

hours a day.

Lance Armstrong.
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Chapitre 0

Introduction

Les progres de la biologie moléculaire, comme ’automatisation du séquencage de ’ADN, ont provoqué
une explosion de la quantité de données disponibles, en particulier sous forme de séquences. Pour traiter
systématiquement ces données, on doit donc recourir & des calculateurs puissants ainsi qu’a des algorithmes
performants. On tombe ainsi naturellement dans le champ de compétence de I'Informatique.

0.1 Problemes étudiés

Dans ce mémoire, nous étudions la complexité algorithmique de plusieurs problemes de comparaison de
séquences biologiques.
Ces probléemes sont de deux sortes : extraction de motifs communs et recherche de similarités.

0.1.1 Extraction de motifs communs

Dans les chapitres 2 et 3, nous considérons plusieurs formes du probleme de l'extraction des motifs
communs a un ensemble de séquences donné. Les motifs communs permettent, en pratique, de classifier les
protéines grace a leur structure primaire. Les problemes que nous considérons appartiennent tous a la classe
des probléemes d’alignement multiple. Le concept d’alignement multiple est défini a la section 1.5. Un exemple
concret d’alignement multiple est présenté dans la figure 1 p. 6.

Meédiane et centre. Dans le chapitre 2, nous considérons le probléme de la médiane (resp. du centre) pour
la distance d’édition : on recherche un mot minimisant la somme (resp. le maximum) des distances d’édition
le séparant de chacun des mots d’un ensemble donné. La distance d’édition est définie dans la section 1.5.2.
Lorsqu’elle est correctement pondérée, elle mesure de maniere raisonnable la quantité d’évolution entre les
séquences.

Nous améliorons les résultats déja obtenus pour ces deux problemes.

Plus longue sous-séquence commune pour les mots circulaires et/ou non orientés. Dans le
chapitre 3, nous étudions les variantes pour les mots circulaires et/ou non orientés du probléme classique de
la plus longue sous-séquence commune (voir section 1.4). Nous généralisons pour chacune de ces variantes
les résultats obtenus pour le probléeme d’origine. Cette étude est motivée, d’'une part, par l'existence de
séquences biologiques circulaires et/ou dont on ne sait pas déterminer l'orientation, et qu’il est nécessaire de
comparer. D’autre part, dans le cadre de la reconnaissance des formes, il est souvent pertinent comparer des
séquences circulaires modélisant des contours de formes planaires.

0.1.2 Recherche de similarités locales

Dans le chapitre 4, nous considérons le probleme de la recherche des homologies locales entre deux
séquences données. Cette tache est d’'importance cruciale pour les biologistes, comme en témoigne I'utilisation



HPVYRGVR-KRNWGKWVSEIREP--RKKSRIWLGTFPSPEMAARAHDVAALSIKGASAILNFPDLAGS
HPVYRGVR-MRSWGKWVSEIRQP--RKKTRIWLGTFVTADMAARAHDVAALTIKGSSAVLNFPELASL
HPIYRGVR-QRNSGKWVSEVREP--NKKTRIWLGTFQTAEMAARAHDVAALALRGRSACLNFADSAWR
LKPYKGIR-MRKWGKWVAEIREP--NKRSRIWLGSYATPEAAARAYDTAVFYLRGPSARLNFPELLAG
QGKYRGVR-RRPWGKYAAEIRDSR-KHGERVWLGTFDTAEDAARAYDRAAYSMRGKAAILNFPHEYNM
GKKYRGVR-RRPWGKYAAEIRDSA-RHGARVWLGTFETAEEAALAYDRAAFRMRGAKALLNFPSEIVN
EKSFRGVR-RRPWGKFAAEIRDST-RNGVRVWLGTFDSPEAAALAYDQAAFLMRGTSAILNFPVETVQ
KRHYRGVR-MRPWGKFAAEIRDPT-RRGTRVWLGTFETAIEAARAYDKEAFRLRGSKAILNFPLEVDK
-RHYRGVR-QRPWGKFAAEIRDPA-KNGARVWLGTYETAEEAATIAYDKAAYRMRGSKAHLNFPHRIGL
PKKYRGVR-QRPWGKWAAEIRDP--HKATRVWLGTFETAEAAARAYDAAALRFRGSKAKLNFPENVGT
EIRYRGVR-KRPWGRYAAEIRDP--GKKTRVWLGTFDTAEEAARAYDTAARDFRGAKAKTNFPTFLEL
TKLYRGVR-QRHWGKWVAEIRLP--RNRTRLWLGTFDTAEEAALAYDKAAYKLRGDFARLNFPNLRHN
RKKFRGVR-QRPWGRWAAEIRDP--TRGKRVWLGTYDTPEEAAVVYDKAAVKLKGPDAVTNFPVSTTA
KTKFVGVR-QRPSGKWVAEIKDT--TQKIRMWLGTFETAEEAARAYDEAACLLRGSNTRTNFANHFPN
ASTYRGVTRHHQHGRWQARIGR--VAGNKDLYLGTFGTQEEAAEAYDVAAIKFRGTNAVINFDITRYD
SSKYKGVV-PQPNGRWGAQIYE----KHQRVWLGTFNEQEEAARSYDIAACRFRGRDAVVNFKNVLED

Fi1c. 1 — Un exemple d’alignement de 16 fragments de séquences protéiques trouvé sur le site de Pfam
(numéro d’accession : PF00847, identificateur : AP2-domain). Chaque lettre majuscule représente un acide
aminé et chaque - représente un espace inséré.

intensive des logiciels congus pour la traiter, tels FASTA [95] ou BLAST [2] pour ne citer que les plus connus.
Les homologies permettent de déduire les propriétés des molécules nouvellement séquencées a partir des
propriétés des séquences déja annotées. En pratique, les logiciels de recherche d’homologies fonctionnent sur
un méme principe : la filtration.

1. On commence par repérer, sur les séquences prises en entrée, les paires de régions qui partagent au
moins un nombre fixé de motifs communs de formes fixées. Ces formes sont appelées des graines.

2. On vérifie de maniere précise la similarité de chacune des paires de régions repérées. On retourne
seulement celles qui sont suffisamment longues et semblables pour mériter d’étre reportées.

Nous étudions dans ce mémoire la complexité de la détermination de bonnes graines, c’est-a-dire de graines
rendant le filtre associé sensible et sélectif.

0.1.3 Points de vue théoriques adoptés

Ce mémoire & pour objectif d’évaluer les ressources en temps de calcul nécessitées par la résolution
des problemes évoqués précédemment. Nous nous plagons du point de vue de chacune des trois principales
théories de la complexité algorithmique (déterministe) :

— la NP-complétude (voir section 1.2.3),

— Vapproximabilité (voir section 1.2.5) et

— la complezité paramétrique (voir section 1.2.4).

Introduisons sommairement ces théories.

0.1.3.1 NP-complétude

La NP-complétude est la plus ancienne et la plus rudimentaire des théories que nous considérons. Elle
a été batie au début des années 1970 par Cook [23] et Karp [59]. Elle permet de différencier les problemes
admettant un algorithme exact et de complexité polynomiale dans le pire des cas, des problemes dits NP-
difficiles. Dans ’état actuel des connaissances, on peut seulement conjecturer que les problemes NP-difficile
n’admettent pas d’algorithmes polynomiaux : c’est la fameuse conjecture P # NP. Néanmoins, méme si ’on
ne sait pas prouver cette conjecture, tout porte a croire qu’aucun probleme NP-difficile ne peut admettre
d’algorithme sous-exponentiel.

Le recours a une conjecture est général en complexité algorithmique. Depuis la preuve par Turing de
l'indécidabilité du probleme de larrét [112] & l'aide d’un argument de diagonalisation, on a pas prouvé
beaucoup de résultats négatifs.



0.1.3.2 Approximabilité

La théorie de I'approximabilité concerne seulement les problemes d’optimisation. Pour les problemes
d’optimisation pour lesquels il est difficile de trouver une solution optimale en temps raisonnable, il est
parfois possible de trouver facilement une solution seulement légerement sous-optimale. Tout comme une
heuristique, un algorithme d’approximation est censé retourner une solution “pas trop mauvaise” en un
temps “pas trop long”. Mais, contrairement a une heuristique, il doit étre possible de minorer la qualité de
la solution retournée et de majorer le temps de calcul dans le pire des cas.

Les premiers algorithmes d’approximation polynomiaux pour des problemes d’optimisation NP-difficiles
datent du milieu des années 1970 [57]. Il est & noter que la théorie de 'approximabilité a été révolutionnée
au début des années 1990 par le “théoréeme PCP” qui a permis de démontrer de nombreux résultats négatifs.
On trouvera dans [28, Chapitre 2] un historique détaillé.

0.1.3.3 Complexité paramétrique

La théorie de la complexité paramétrique a été développée & partir du début des années 1990 [29]. Son but
est de distinguer, parmi les problemes NP-difficiles, ceux qui admettent de “bons” algorithmes exponentiels
exacts. Précisons cette notion.

On cherche a construire un algorithme pour un certain probléeme NP-difficile. On considere un parameétre
p & valeurs entieres de ce probleme : p est une fonction associant un entier naturel p(x) & chaque instance z.
On suppose que, pour les instances x rencontrées en pratique, p(x) reste petit ou, du moins, que p(x) croit

faiblement devant la taille || de . Alors, un algorithme exponentiel prenant un temps ®<|x\p (x)) exploite

moins bien les propriétés de p qu’un algorithme, également exponentiel mais de complexité 0(2”(9‘) \x|)
Grossierement, la théorie de la complexité paramétrique a pour objectif de distinguer ces deux cas.



Chapitre 1

Définitions et notations

1.1 Mathématiques générales

La terminologie et les notations mathématiques utilisées tout au long de ce mémoire sont généralement
standard. On préférera le terme application & celui de fonction totale. On note \ la différence ensembliste :
X\Y ={re X :2¢Y} pour tous ensembles X, Y. Pour tout ensemble d’ensembles C, la réunion des
ensembles appartenant a C est noté indifféremment (JC ou |y X. Pour tout ensemble fini X, on note #X
le cardinal de I’ensemble X.

Z désigne ’ensemble des entiers relatifs et N désigne I’ensemble des entiers naturels. Pour tous a, b € Z,
on note [a,b] :={x € Z:a <z <b}. Un segment S de Z est une partie de Z telle que S = [min S, max S].
Pour tout X C Z et tout t € Z, on note X +t:={z+t: 2z X}

Remarque 1.1 Soient A, B, C et D des réels. Dans ce mémoire, une écriture du genre :

A > B (1.1)
= C (1.2)
> D (1.3)
> FE (1.4)

représente la conjonction des quatre assertions
A>B,B=C,C>DetD>E.

Elle les affecte de plus respectivement des numéros (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4). Elle n’indique pas que A est
égal a C.

1.1.1 Meétriques

Soient un ensemble quelconque U et une application d de U x U vers 'ensemble des nombres réels.

On dit que :

— d est symétrique lorsque, pour tous z, y € U, on a d(z,y) = d(y, x);

— d satisfait 'inégalité triangulaire lorsque, pour tous z, y, z € U, on a d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2) ;

— d est séparante lorsque, pour tous x, y € U tels que d(z,y) =0, on a z = y.
On dit que d est une semi-métrique sur U lorsque : d satisfait I'inégalité triangulaire, d est symétrique et
d(z,z) = 0 pour tout € U. On dit que d est une métrique sur U lorsque d est une semi-métrique sur U qui
est séparante.

Remarque 1.2 Sid est symétrique et satisfait l'inégalité triangulaire alors d ne peut prendre que des valeurs
positives ou nulles. En effet, pour tous x, y € U, on a d(z,z) < d(z,z) + d(z,z), dot 0 < d(z,z) <
d(z,y)+d(y,z) = 2-d(z,y), et par suite, d(x,y) est positif ou nul. Ainsi, les semi-métriques et les métriques
ne prennent que des valeurs positives.



Exemple 1.1 La distance euclidienne usuelle entre les points du plan ou de l’espace est une métrique. La
distance de Levenshtein [70], décrite dans la section 1.5.2, est une métrique sur les mots.

La métrique discréte sur U est 'application qui, & tout (z,y) € U x U, associe 1 si & # y et 0 sinon. La
distance “tout ou rien” sur U est 'application qui, & tout (z,y) € U x U, associe oo si x # y et 0 sinon.

1.1.2 Hypergraphes et graphes

Un hypergraphe (sur V') est un couple H = (V,€) ou V est un ensemble fini et ou € est un ensemble de
sous-ensembles de V. On appelle sommets (resp. hyperarétes) de H les éléments de V' (resp. de £). On note
|H| := #V le nombre de sommets de H.

Exemple 1.2 Soient Fy := {1,4,6}, E2 := {2,5}, F3 := {1,2,3,5}, B, := {1,2,4,6}, E5 := {3,4},
V :=1{1,2,3,4,5,6,7}, £ := {E1,Es,FE3,E4, E5} et H := (V,E). H est un hypergraphe dont les sommets
sont 1,2, 3,4,5,6,7 et dont les hyperarétes sont Ey, Fs, F3, Fy, Es.

Soit un entier r > 2. Un hypergraphe r-uniforme est un hypergraphe dont les hyperarétes sont toutes de
cardinal r. Un hypergraphe 2-uniforme est appelé un graphe. Les hyperarétes d’un graphe sont appelées
arétes.

1.1.3 Mots et langages

Nous nous inspirons librement de la terminologie et des notations de Lothaire [76, 77].

Un alphabet est un ensemble (fini ou infini) de symboles ou lettres. On suppose que la classe des symboles
de 'univers est un ensemble infini dénombrable. Dans toute la suite, la lettre ¥ désignera un alphabet. Un
mot w (sur 'alphabet ¥) est une suite de symboles (pris dans ¥) de longueur finie |w|. On note ¥£* I’ensemble
des mots sur X et, pour tout entier n > 0, on note X" I’ensemble des mots de longueur n sur X. La suite de
longueur 0 est appelée mot vide et notée € ou parfois — dans les alignements (voir section 1.5).

Exemple 1.3 w := allezl0OM est un mot de longueur |w| = 8 sur Ualphabet {a,b,1,e,z,0,M}.

1.1.3.1 Concaténation

Etant donnés deux mots z et y, on note xy la concaténation des mots x et y, c’est-a-dire le mot obtenu
en écrivant x et y bout a bout dans cet ordre. L’opération de concaténation est associative, ce qui permet,
par exemple, d’écrire sans ambiguité xyz & la place de (zy)z = x(yz) pour tous mots z, y, 2.

Exemple 1.4 Pour x := abra et y := cad, on a xyx = abracadabra.

Pour tout entier n > 1 et tout mot x, la concaténation de n copies de x est notée x” ; comme on convient

que z° := ¢, on a 2" = x(2™) pour tout n € N.

Exemple 1.5 bbgggaaayyerrrrrrr = b28°g?a’y?elr’.

1.1.3.2 Préfixe, suffixe, sous-chaine et lettres d’un mot

Soient deux mots w et x.

On dit que z est préfize (resp. suffize) de w lorsqu’il existe un mot u tel que w = zu (resp. tel que
w = uz). On dit que z est une sous-chaine de w lorsqu’il existe deux mots u, v tels que w = uzw.

Pour tout ¢ € [1,|w]], on note wi] la i-eme lettre de w, c’est-a-dire la lettre de w située & la position

i—1:w = w[lw[2]... w[jw|]. Pour chaque lettre a, on note |w|, := # {i € [1, |w|] : w[i] = a} le nombre
d’occurrences de la lettre a dans w. L’image miroir de w est le mot w := wl|wl|]...w[2]w[l]. Pour tous
entiers 4, j vérifiant 0 < ¢ < j < |wl, on note w(i; j] := wfi + Nw[i + 2]... w[j — lw[j] la sous-chaine de

w de longueur j — 4 commencant & la position i. Pour tout p € [0, |w]|], on note w® := w[1jw[2]...w[p] le
préfize de w de longueur p.



Exemple 1.6 Soit w := ALLEZLOM : w[l] = A, w[4] =E et w[|w|] =M; |w|, = 3; & = MOLZELLA ; w(3;6] =
EZL; w® = ALLEZ ; LOM est un suffize de w.

1.1.3.3 Distance de Hamming

La distance de Hamming est un moyen simple, mais pas toujours pertinent de mesurer la distance séparant
deux mots de méme longueur.

Pour tous mots z et 2’ de méme longueur, la distance de Hamming entre x et ', notée dy(z,z’), est
le nombre des indices i € [1, |z|] pour lesquels on a z[i] # x'[i]. On vérifie facilement que, pour tout entier
1>0,du(-, ) induit une métrique sur ’ensemble des mots de longueur .

Exemple 1.7 dy(ATTAAT, TATATT) = 3.

On convient que dy(x,y) = oo pour tous mots z, y avec || # |y|.

1.1.3.4 Langages

On appelle langage (sur l'alphabet ¥) tout ensemble de mots (sur X). Pour tout langage X, on note
o(X) le cardinal du plus petit alphabet X tel que X C ¥*; pour tout mot w, on note Xw := {zw: x € X}
et wX = {wz : 2z € X}. Pour tout langage fini X, on note |X|:= >y |7| (& ne pas confondre avec #X
qui désigne le nombre de mots appartenant a X).

Exemple 1.8 Pour X := {pif,plaf,he}, on a :
- 0o(X)=7 (X C{p,i,f,1,a,h,e}”),
— Xtoto = {piftoto,plaftoto,hetoto} et
- |X| = |pif| + |plaf| + |he| =3+4+2=0.

1.2 Complexité algorithmique

Les principaux résultats de ce mémoire sont des résultats de complexité algorithmique. Nous montrons
qu’un certain nombre de problemes liés & la bio-informatique, ne peuvent étre résolus en temps raisonnable,
sauf mise en défaut d’hypotheses communément admises comme la conjecture P & NP (voir section 1.2.3).
Dans cette section, nous commengons par définir informellement la notion de complexité en temps pour les
algorithmes (section 1.2.1), puis celle de probleme de décision (section 1.2.2). Ensuite, dans les sections 1.2.3,
1.2.4 et 1.2.5, nous introduisons brievement les trois principales théories baties pour discriminer les problemes
combinatoires traitables (en temps raisonnable).

1.2.1 Algorithmes et temps de calcul

Objet et taille. Dans ce mémoire, on appelle objet tout ce qui peut étre codé en machine, c’est-a-dire
tout ce qui peut-étre représenté naturellement & I’aide d’une suite finie de 0 et de 1. Par exemple, les entiers,
les mots et les hypergraphes sont des objets. De plus, récursivement, tout ensemble fini et toute suite finie
d’objets est un objet. Pour tout objet x, on note |z| la taille de Pobjet x, ¢’est-a-dire la longueur du mot
sur {0,1} qui le représente. On identifiera désormais les objets et leur codage : {0,1}" peut étre vu comme
I’ensemble de tous les objets.

Algorithme. Un algorithme est une méthode pouvant étre appliquée par une machine déterministe a un
objet pris en entrée. Pour une entrée donnée, un algorithme peut s’arréter au bout d’'un nombre fini d’étapes
et retourner un objet, ou bien boucler indéfiniement.

Soient une fonction ¢ : {0,1} — {0,1}” et un algorithme A. On dit que A calcule ¢ lorsque, pour tout
r€{0,1}":

— A retourne ¢(z) en temps fini lorsque = appartient au domaine de définition de ¢ et

— A boucle indéfiniment sinon.
La these de Church assure que la notion de calculabilité est indépendante du modele de machine considéré.
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Complexité. La complexité (en temps) d'un algorithme A est la fonction qui, & tout x € {0, 1}, associe
le nombre d’étapes au bout duquel 'algorithme A termine lorsqu’il prend = en entrée. Une fonction de
complexité est & valeurs dans N U {co}.

On dit quun algorithme A est polynomial lorsqu’il existe un polynéme f tel que, pour tout = € {0,1}"
pris en entrée, A termine au bout d’au plus f(|z|) étapes. On dit qu'une fonction ¢ : {0,1}* — {0,1}" est
calculable en temps polynomial lorsqu’il existe un algorithme polynomial qui la calcule.

1.2.2 Problémes de décision
1.2.2.1 Instances et algorithmes

Soit A un probléme de décision (voir [62] pour une définition formelle). Les instances de A sont parti-
tionnées en deux classes : les instances positives (appelées encore instances & réponse oui) et les instances
négatives (appelées encore instances d réponse non). Etant donnée une instance x de A, résoudre A consiste
a décider si x est ou non une instance positive de A. Un algorithme pour A est un algorithme retournant
oui (resp. non) pour chaque instance positive (resp. négative) de A prise en entrée.

Exemple 1.9 Considérons le probleme de décision PRIME : “Etant donné un entier naturel z, décider si
x est premier”. Les instances de PRIME sont les entiers naturels, les instances positives de PRIME sont les
nombres premiers et les instances négatives de PRIME sont les nombres composés.

1.2.2.2 Restriction

Soit X une partie de ’ensemble des instances de A. On appelle restriction de A a X le probleme de
décision dont I’ensemble des instances est X et dont les instances positives (resp. négatives) sont les instances
positives (resp. négatives) de A appartenant a X.

Exemple 1.10 On dit qu’un graphe G = (V,E) est disconnexe lorsqu’il existe une partie propre non vide
X GV telle que pour tout E € €, on ait E C X ou E CV \ X. On dit qu’un graphe est connexe lorsqu’il
n’est pas disconneze.

On nomme CONNECTED le probléme consistant & décider si un graphe donné est connexe. On vérifie
facilement que la restriction de CONNECTED auz graphes G possédant moins de |G| — 1 (resp. plus de
$(IGl = 1)(IG| — 2)) arétes n'admet que des instances négatives (resp. positives).

Notons qu’un algorithme pour A est également un algorithme pour toute restriction de A. Ainsi, restreindre
un probléme ne peut pas augmenter sa complexité algorithmique.

1.2.2.3 M-réduction

Soient Ay et Ay deux problemes de décision. Une M-réduction de Ay & As est une fonction calculable
associant, & chaque instance positive (resp. négative) de A, une instance positive (resp. négative) de As.

Exemple 1.11 On nomme ODD (resp. EVEN) le probléme de décision : “Etant donné un entier n, décider
si n est impair (resp. pair)”.

L’application qui, a tout entier n, associe n + 1 est une M-réduction de ODD a¢ EVEN mais aussi une
M-réduction de EVEN ¢ ODD. Il en est de méme pour Uapplication qui, a tout entier n, associe le reste de
la division euclidienne n + 1 par 8. Cette derniére réduction n’est pas injective.

Expliquons l'intérét des M-réductions en terme de construction d’algorithmes. Si 'on dispose d’une M-
réduction R de Ay & Ay et d’un algorithme As pour As, alors on peut construire un algorithme A; pour A;
de la maniere suivante. Pour chaque instance x1 de A; prise en entrée,

1. A; simule Papplication sur z; d’un algorithme calculant R, de maniére & obtenir 'instance xs := R(x1)
de A27

2. Aj retourne le résultat obtenu en appliquant de Ay sur zs.
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1.2.3 La théorie de la NP-complétude

Dans cette section, nous présentons une bréve introduction a la théorie de la NP-complétude dont le livre
de Garey et Johnson [40] constitue un guide complet. Informellement, le but de cette théorie est de classer
les problemes de décision en deux catégories. On cherche a distinguer les problémes qui peuvent étre résolus
par un algorithme rapide (méme dans le pire des cas) de ceux qui sont NP-difficiles.

— On entend ici par algorithme rapide, un algorithme dont la complexité a une croissance au plus poly-

nomiale en fonction de la taille de la donnée.

— Un probleme NP-difficile est un probleme au moins aussi coliteux en temps a résoudre que n’importe
lequel des problemes d’une classe extrémement vaste, la classe des problemes NP-complets. On trouvera
ci-apres une définition précise des termes “NP-difficile” et “NP-complet”.

Le point faible de la théorie de la NP-complétude est que 'on ne sait pas encore montrer que les deux
catégories de problemes évoquées ci-dessus sont disjointes, c’est-a-dire résoudre la fameuse conjecture P #
NP. Dans I’état actuel des connaissances, il n’est pas exclu que ’on puisse trouver un algorithme polynomial
pour un probleme NP-difficile mais, par expérience, toute tentative en ce sens se solde rapidement par un
échec.

1.2.3.1 Les classes P et NP

On dit qu’un probleme de décision est polynomial lorsqu’il admet un algorithme polynomial. On note
P la classe des probléemes de décision polynomiaux. Notons que toute restriction d’un probleme de décision
polynomial est un probléeme de décision polynomial.

Exemple 1.12 On vérifie facilement que le probléme consistant a décider si un mot donné est un palindrome
(c’est-a-dire s’il est égal a son image miroir) est dans P.

On note NP la classe des probléemes de décision admettant un algorithme de validation polynomial. Plus
formellement, soit A un probleme de décision. On appelle algorithme de validation polynomial pour A tout
algorithme polynomial C' pour lequel il existe un polynéme f vérifiant : pour chaque instance x de A, z est
une instance positive de A si et seulement s'’il existe un objet y de taille au plus f(|x|) tel que I'algorithme
C retourne oui pour l'entrée (z,y). L’objet y est appelé certificat polynomial de .

Exemple 1.13 Soit G = (V,&) un graphe. Un chemin hamiltonien de G est une bijection h : [1,|G|] - V
telle que pour tout i € [2,|G]], on ait {h(i—1),h(i)} € €. Autrement dit, un chemin hamiltonien est un
chemin passant une et une seule fois par chaque sommet.

Le probleme HAMILTON PATH s’énonce de la maniére suivante : “Etant donné un graphe G, décider si
G admet un chemin hamiltonien”. On conjecture (voir ’exemple 1.14 p. 13) que HAMILTON PATH n’est pas
dans P. En revanche, on peut montrer facilement que ce probléme est dans NP [24] car la tdche consistant
simplement a vérifier si un objet donné est bien un chemin hamiltonien de G est de complezité polyno-
miale. Soyons plus précis. D’une part, il est évident que la taille du codage d’un chemin hamiltonien de G
est polynomiale en la taille de G. D’autre part, on peut construire un algorithme de validation polynomial
retournant :

— oui pour chaque entrée de forme (G,h) ou G est un graphe et h un chemin hamiltonien de G,

— non pour toutes les autres entrées.

Notons que si C' est un algorithme de validation polynomial pour A alors C' est également un algorithme
de validation polynomial pour toute restriction de A. Ainsi, NP est stable par restriction.

1.2.3.2 Réductions de Karp et probléemes NP-complets

Soient A7 et Ay deux probléemes de décision. Une réduction de Karp de Ay & Ay est une M-réduction de
A1 a As calculable en temps polynomial.

Soit A un probleme de décision. On dit que A est NP-difficile lorsque pour tout A’ € NP, il existe une
réduction de Karp de A’ & A. On dit que A est NP-complet lorsque A est NP-difficile et appartient & NP.
Le théoreme de Cook [23] garantit l'existence de probléemes NP-complets. On trouvera de trés nombreux
exemples de probléemes NP-complets dans [40].
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Exemple 1.14 (Suite de ’exemple 1.13 p. 12) HAMILTON PATH est NP-complet [94].

La propriété fondamentale des problemes NP-difficiles est la suivante : si un probleme NP-difficile est
polynomial alors il en est de méme pour tous les problemes NP-complets et NP = P. Il est admis (mais pas
encore démontré) que 'on a P & NP.

Pour montrer qu'un probléme donné A est NP-difficile, la méthode standard, appliquée plusieurs fois
dans ce mémoire, consiste a :

— choisir judicieusement un probléme Ay connu comme étant NP-complet, puis a

— exhiber une réduction de Karp de Ag a A.

1.2.4 Complexité paramétrique

Les meilleurs algorithmes connus a 1’heure actuelle pour les problemes NP-difficiles ont une complexité
exponentielle dans le pire des cas. Néanmoins, certains de ces algorithmes exponentiels sont efficaces sur les
instances rencontrées en pratique.

Le but de la théorie de la complexité paramétrique, introduite par Downey et Fellows [29], est de distin-
guer, parmi les problemes NP-difficiles, ceux admettant des algorithmes exacts et efficaces en pratique.

Expliquons ce que nous entendons ici par “algorithme efficace en pratique”. Soit A un probleme de
décision et soit p une fonction associant, & chaque instance x de A, un entier p(x). On suppose que, pour les
instances x de A rencontrées en pratique, p(z) reste petit, disons O(log |z|). Ceci n’exclut pas, par exemple,

|maX p(z) = Q(n) lorsque n — oo. Un algorithme pour A terminant en temps 0(2”(1) \x|o(1)) pour chaque
poriin

|=
instance x de A prise en entrée peut étre considéré comme polynomial en pratique, méme s’il est exponentiel

dans le pire des cas. Ce n’est pas le cas d’un algorithme de complexité Q(\J;|O(p(l))>.

1.2.4.1 Problémes de décision paramétrés et la classe FPT

Pour tout probleme de décision A, un paramétre de A est une fonction définie sur I’ensemble des instances
de A. Un probléme de décision paramétré est un couple (A, p) ou A est un probleme de décision et ol p est
un parameétre de A.

Soit p un paramétre du probléme de décision A. On dit que (A, p) est F.P.T. (Fized Parameter Tractable)
lorsque :

— pour un certain polynéme f et

— pour une certaine fonction ¢ a valeurs positives définie sur I'image de p,
il existe un algorithme pour A, terminant en temps O(p(p(x))f(|x|)) pour chaque instance x de A prise en
entrée. Si f est de degré raisonnable et si ¢(p(x)) reste assez petit pour les instances x de A rencontrées en
pratique, alors on peut considérer que le probleme A est traitable. Ceci reste vrai méme si max;—, @(p())
croit exponentiellement en fonction de n.

On dit également que A est F.P.T. pour le paramétre p lorsque (A, p) est F.P.T.

Exemple 1.15 Soit G = (V, &) un graphe. On appelle transversal de G toute partie T C 'V telle que, pour
tout E € £, on ait ENT # (. On nomme VERTEX COVER le probléme de décision lié o la notion de
transversal : “Etant donné un graphe G = (V,€) et un entier k¥ > 0, décider si G admet un transversal de
cardinal k”.

Ce probléme est NP-complet [40] donc il n’admet vraisemblablement pas d’algorithme polynomial. En
revanche, on trouve dans [29] un algorithme qui, étant donné une graphe G et un entier k, calcule un
transversal de G de cardinal k en temps 0(2"' |G|), st un tel transversal existe. Notons que l’on trouve des
algorithmes de complexité encore plus faible effectuant le méme travail [21]. Il est donc possible trouver en
temps raisonnable un transversal de petite taille, méme dans un trés grand graphe.

Ainsi, VERTEX COVER est F.P.T. pour le paramétre associant lentier k & chaque instance (G, k).

On note FPT la classe des problemes de décision paramétrés (A,p) tels que A soit F.P.T. pour le
parametre p.
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Remarquons que la théorie de la complexité paramétrique généralise la théorie classique de la complexité :
par exemple, un probleme de décision est dans P si et seulement s’il est F.P.T. pour un parametre a valeurs
entieres borné.

1.2.4.2 Intraitabilité des problémes de décision paramétrés

Dans cette section, nous expliquons comment se convaincre qu’un probleme donné n’est pas F.P.T. pour
un parametre donné. Comme dans le cas de la théorie de la NP-complétude, on n’a pas d’autre choix que
d’exhiber des réductions depuis des problemes paramétrés que ’on conjecture comme n’étant pas F.P.T.

Beaucoup de problémes paramétrés naturels (on en trouve de nombreux parmi les problemes NP-
complets) semblent impossibles & classer dans FPT.

Exemple 1.16 Soit H = (V,€) un hypergraphe. On dit qu’une partie C C & est une couverture de H ou
que H est couvert par C lorsque V = JC, ¢’est-a-dire lorsque pour tout v € V, il existe E € C tel quev € E.
On nomme MSCp probléme de décision suivant : “Etant donnés un hypergraphe H = (V, &) couvert
par £ et un entier k£ > 0, décider si H admet une couverture de cardinal au plus k”. MSCp est le probleme
de décision associé au probleme d’optimisation MINIMUM SET COVER défini dans l'exemple 1.21 p. 16.
L’algorithme le plus simple pour MSCp a recours a la force brute : étant donnée une instance (H, k)
de MSCp avec H = (V,E), on teste, pour chaque sous-ensemble C C &€ de cardinal au plus k, si C est une

couverture de H. Cet algorithme est de complezité () ((#5)k> carily a ij:o (#;5) sous-ensembles C a tester.

1l ne semble pas que l'on puisse faire significativement mieux et le lecteur pourra essayer de s’en convaincre.
On conjecture que MSCp n’est pas F.P.T. pour le parameétre k.

Comme MSCp est NP-complet [24], montrer que MSCp n’est pas F.P.T. pour le parameétre k est encore plus
difficile & montrer que P & NP. On est donc naturellement amené & définir le concept de réduction suivant.

Soient (A1, p1) et (Ag, p2) deux problemes de décision paramétrés. On appelle FPT-réduction de (A1, p1)
a (Ag, p2) toute M-réduction R de A; & As pour laquelle il existe

— un polynéme f,

— une fonction ¢ a valeurs positives définie sur I'image de p; et

— une application ¢ de I'image de p; vers I'image de ps
vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. pour toute instance x1 de Ay, p2(R(x1)) = q(p1(x1)) (conservation du paramétre) et

2. il existe un algorithme calculant R(x1) en temps O(p(p1(z1))f(Jz1])) pour toute instance z; de A
prise en entrée (traitabilité paraméirique).
Notons que toutes les FPT-réductions exhibées dans ce mémoire sont également des réductions de Karp (on
peut toujours supposer que ¢ est identiquement égale a 1).

Soit W un ensemble de problémes de décision paramétrés et soit (A, p) un probléme de décision paramétré.
On dit que (A, p) est W-difficile lorsque pour tout (A’,p") € W, il existe une FPT-réduction de (A',p’) &
(A, p). On dit que (A, p) est W-complet lorsque (A, p) est W-difficile et appartient & W. On dit également
que A est W-difficile (resp. W -complet) pour le paramétre p lorsque (A, p) est W-difficile (resp. W-complet).

Comme précédemment, pour montrer que le probleme de décision paramétré (A, p) est W-difficile, il
suffit d’exhiber un probléeme W-complet et une FPT-réduction de ce probleme a (A, p).

On trouve dans [29] la description d’une suite infinie W[1], W[2], W[3], ... d’ensembles de problemes de
décision paramétrés vérifiant

FPT C W[1] C W[2] C W[3] C -

et telle que, pour tout entier ¢t > 1, il existe plusieurs probléemes W[t]-complets naturels. De plus, il suffit
qu’un probleme W{t]-complet soit F.P.T. pour que W[t] = --- = W[2] = W[1] = FPT. Il est admis (mais pas
encore montré) que FPT est une partie propre de W[1] et que pour tout entier ¢ > 1, W[t] est une partie
propre de W[t + 1].

Exhibons deux problémes classiques qui sont respectivement W/1]-complet et W[2]-complet pour un
parametre naturel.
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Exemple 1.17 ([29]) Considérons le probléme de décision associé (voir section 1.2.5.2) au probléme d’op-
timisation MAXIMUM INDEPENDENT SET IN GRAPHS (voir section 1.3.2). Ce probleme de décision est
W[1]-complet pour son paramétre “seuil d’acceptation” k.

Le probleme MSCp, défini dans l'exemple 1.16 p. 14, est W[2]-complet pour le paramétre k.

1.2.5 Optimisation combinatoire

Tous les problemes que nous avons considérés jusqu’ici sont des problemes de décision. Or, 'immense
majorité des problemes auxquels est confronté I'Informaticien sont des problemes de recherche. A chaque
instance d’un probleme de recherche est associé un ensemble de solutions qui n’est pas nécessairement réduit
a {oui} ou & {non}. Résoudre un probleme de recherche consiste, pour chaque instance donnée, & identifier
au moins une des solutions correspondantes.

Exemple 1.18 La complexité du probléme de recherche FACTORING, énoncé ci-apres, est la principale ga-
rantie de l'indéchiffrabilité du cryptosystéme RSA [24] : “Etant donné un entier naturel n, trouver un diviseur
de n distinct de 1 et de n”. Pour tout entier naturel n, l’ensemble de solutions associé a n est I’ensemble
des diviseurs non triviauzr de n. Le probléme PRIME, énoncé dans l’exemple 1.9 p. 11, consiste simplement
a décider si cet ensemble est non vide. Le probléme FACTORING est donc encore plus difficile.

Dans la section présente nous traitons de la notion de probleme d’optimisation. Cette notion généralise
naturellement celle de probleme de recherche. Chaque solution de chaque instance d’un probleme d’opti-
misation est affectée d’une mesure (voir section 1.2.5.1). Résoudre un probleme d’optimisation consiste &
trouver, pour chaque instance donnée, une solution correspondante de meilleure mesure possible. Dans les
sections 1.2.5.2 et 1.2.5.3 suivantes, nous introduisons les notions de résolution exacte et approchée pour les
problémes d’optimisation.

1.2.5.1 Problemes d’optimisation

Dans toute la section 1.2.5, 2 désigne un probleme d’optimisation combinatoire (pour une définition plus
formelle voir [5, Définition 1.16]) : Q peut étre un probleme de mazimisation ou de minimisation. A chaque
instance x de €, est associé un ensemble non vide Sol(x) de solutions. A chaque couple (z,s) ou = est une
instance de 2 et olt s € Sol(x), est associée une mesure discréte mes(z, s) € ZU{—00,00} : mes(z, s) mesure
la qualité de s comme solution de x.

— Dans le cas ou 2 est un probléme de maximisation, on pose but := sup. Etant donnée une instance z
de Q, résoudre Q2 consiste & trouver une solution s € Sol(z) telle que la mesure mes(x, s) soit la plus
grande possible.

— Symétriquement, si €2 est un probleme de minimisation alors on pose but := inf. Résoudre ) sur une
instance x donnée consiste a trouver une solution s € Sol(z) minimisant mes(z, s).

Exemple 1.19 Soit U un ensemble quelconque et soit une application d : U x U — Z.

Le probléme de la médiane pour la distance d (d-MEDIAN) s’énonce de la maniére suivante : “Etant
donnée une partie finie W C U, trouver un point p € U minimisant )y, d(p, w)”.

Si l'on prend pour ) le probléme d-MEDIAN, alors : but = min; l’ensemble des instances de ) est
I’ensemble des parties finies W C U ; Sol(W) = U quel que soit linstance W ; mes(W, p) = > oy d(p, w)
quel que soit € U.

Exemple 1.20 Soit T un ensemble de couples. On appelle couplage de T toute partie de M C T telle que
deuz éléments distincts de M n’aient aucune de leurs deux coordonnées en commun. Par exemple, T :=
{(a, 1), (2,2), (6,3), (c,2), (c, 4)} admet pour couplage {(a, 1), (b,3), (c,2)} mais pas {(a, 2), (b,3), (c,2)}.

Le probléme du couplage maximum (MAXIMUM 2-DIMENSIONAL MATCHING ou, en abrégé, Max 2-DM )
s’énonce de la maniére suivante : “Etant donné un ensemble de couples T', trouver un couplage de T de
cardinal maximum ”.

Si l'on prend pour Q le probléme du couplage mazimum alors : but = max ; Sol(T) est l’ensemble des
couplages de T ; pour tout couplage M de T, on a mes(T, M) = #M.
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Exemple 1.21 On nomme MINIMUM SET COVER (MSC) le probléme de minimisation suivant : “Etant
donné un hypergraphe H = (V, £) couvert par &, trouver une couverture de H cardinal minimum”. La notion
de couverture d’hypergraphe est définie dans l’exemple 1.16 p. 14.

Si l’on prend pour 2 le probléme MSC alors : but = min, Sol(H) est l’ensemble des couvertures de H et,
pour toute couverture C € Sol(H), on a mes(H,C) = #C.

Pour toute instance x de 2, on note opt(z) la mesure d’une solution optimale de x :
opt(z) = but {mes(z, s) : s € Sol(x)} .

1.2.5.2 Résolution exacte des problémes d’optimisation

Un algorithme exact pour £ est un algorithme retournant, pour toute instance x de €2, une solution
s € Sol(z) telle que mes(z, s) = opt(z).

Exemple 1.22 (Suite de I’exemple 1.20 p. 15) Le probléme du couplage maximum admet un algo-
rithme exact polynomial [94].

On appelle probléme de décision associé a ) le probleme de décision (noté p) suivant : “Etant donnés une
instance x de ) et un entier (noté généralement) k, décider si but{opt(z), k} = opt(x)”. Ainsi, une instance
de Qp est un couple (z, k) ol x est une instance de €2 et ou k est un entier. Le parametre supplémentaire k
est appelé seuil d’acceptation de I'instance (x, k). Notons que, si €2 est un probleme de maximisation (resp. de
minimisation) alors on a but{opt(x), k} = opt(x) si et seulement si opt(x) > k (resp. opt(z) < k).

Exemple 1.23 (Suite des exemples 1.16, 1.19, 1.20 et 1.21)
— Le probléme d-MEDIANp s’énonce : “Etant donnés une partie finie W C U et un entier K, décider
s'il existe p € U tel que Y,y d(p,w) < K7
— Le probleme MAX 2-DMp s’énonce : “Etant donnés un ensemble T’ de couples et un entier k£ > 0,
décider si T' admet un couplage de cardinal (au moins) k”.
— Le probleme MSCp est énoncé dans l’exemple 1.16 p. 14.

On note NPO (O pour Optimisation [5]) 'ensemble des problemes d’optimisation §2 possédant les propriétés
(NPO1), (NPO2) et (NPO3) suivantes.

(NPO1). La fonction mes( -, -) est calculable en temps polynomial.

(NPO2). Tl existe un polynéme f tel que pour toute instance x de €2 et toute solution s € Sol(x), on ait
Is| < f(|).

(NPO3). Le probleme de décision suivant est polynomial : “Etant donnés une instance x et de Q0 et un objet
quelconque s décider si s € Sol(x)”.

Plusieurs problemes d’optimisation rencontrés dans ce mémoire sont dans NPO.

Exemple 1.24 (Suite des exemples 1.19, 1.20 et 1.21) Vérifions que le probléeme MAX 2-DM est
dans NPO. Supposons donnée une instance T de MAX 2-DM.
— On peut calculer le cardinal d’un couplage donné de T en temps polynomial, donc MAX 2-DM vérifie
(NPO1).
— De plus, tout couplage de T est de taille au plus égale a la taille de T, donc MAX 2-DM satisfait
(NPO2).
— Enfin, décider si un objet donné est un couplage de T est réalisable en temps polynomial, donc MAX
2-DM vérifie (NPO3).
On vérifie de méme que MSC est dans NPO.
En revanche, lorsque U est infini, chaque instance de d-MEDIAN admet une infinité de solutions. Par
suite, d-MEDIAN n’est pas dans NPO car la propriété (NPO2) est mise en défaut.

D’une part, si 2 € NPO, alors on a (0p € NP. D’autre part, il suffit que Q2p ne soit pas polynomial pour
que €2 n’admette pas d’algorithme polynomial exact.
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Exemple 1.25 (Suite des exemples 1.21 p. 16 et 1.24 p. 16) Le probléme MSCp est NP-complet
[24] donc, sous Uhypothése P & NP, MSCp n’est pas polynomial. Par suite, toujours sous l’hypothése
P & NP, MSC n’admet pas d’algorithme exact polynomial.

1.2.5.3 Résolution approchée des problémes d’optimisation

Beaucoup de problemes d’optimisation n’admettent pas d’algorithmes polynomiaux exacts (ou alors seule-
ment dans le cas improbable ot NP = P). Pour de tels probléemes, il est donc naturel de se contenter
d’algorithmes d’approximation c’est-a-dire d’algorithmes susceptibles de ne retourner que des solutions sous-
optimales (voir [5] pour de nombreux exemples). Dans cette section, nous supposons que la fonction mes( -, -)
ne prend que des valeurs positives et que, pour toute instance = de 2, on a opt(z) < oo, méme lorsque {2 est
un probleme de maximisation et que Sol(x) est infini.

Borne d’approximation. Un algorithme (d’approzimation) pour ) est un algorithme retournant, pour
chaque instance x de 2 prise en entrée, un élément de Sol(x). Soit p une fonction associant, a chaque instance
x de ©, un réel p(z) > 1. On dit qu'un algorithme d’approximation pour 2 est de borne p lorsque, pour
chaque instance = de €, il retourne une solution s € Sol(x) vérifiant :

b x opt(z) < mes(zx, s) < p(x) x opt(z).

p(x)
Notons que si 2 est un probléme de maximisation (resp. de minimisation) alors la deuxiéme (resp. la premiére)
inégalité de I'encadrement ci-dessus est toujours vérifiée. On appelle p-approzimation de € tout algorithme
d’approximation pour 2 de borne p. Un algorithme d’approximation de borne constante égale a 1 est un
algorithme exact.

Exemple 1.26 (Suite de I’exemple 1.21 p. 16) Soit v la fonction qui, & chaque hypergraphe H = (V, )
couvert par £, associe v(H) := #&. Considérons lalgorithme d’approximation trivial retournant, pour chaque
instance H = (V,&) de MSC, l’ensemble € lui-méme. Cet algorithme admet pour borne v (il se peut que
Veé).

Soit p Uapplication qui, & chaque hypergraphe H = (V,€) couvert par &, associe p(H) = 1 +
In (maxgeg #E). Alors, il existe un algorithme d’approzimation (glouton) pour MSC admettant pour borne

p [24].

On appelle P.T.A.S. (Polynomial-Time Approzimation Scheme) pour € toute famille (4;),., d’algo-
rithmes indexée sur un ensemble I quelconque vérifiant : pour tout réel » > 1, il existe i € I tel que A; soit
un algorithme d’approximation pour 2 de borne constante 7.

Exemple 1.27 Le probléeme MAXIMUM KNAPSACK s’énonce : “Supposons donnés un ensemble fini I, deux
applications s, v : I — N et un entier M > 0. On cherche une partie J C I vérifiant ZjeJ s(j) < M et telle
que )y v(j) soit maximum”. Sous Uhypothése P & NP, MAXIMUM KNAPSACK n'admet pas d’algorithme
exact polynomial (son probléme de décision associé est NP-complet). En revanche, MAXIMUM KNAPSACK
admet un P.T.A.S. [52].

Probleme d’évaluation. On appelle probléme de d’évaluation associé a €2 le probleme d’optimisation
(noté Q) suivant : “Etant donnés une instance x de Q, trouver un entier n avec but{opt(z),n} = opt(z),
le plus proche possible de opt(z)”. Un algorithme exact pour Qg retourne l’entier opt(z) pour toute instance
x de €2 prise en entrée. Un algorithme d’approximation de borne p pour Qg retourne, pour chaque instance
x de ) prise en entrée, un entier compris entre opt(z) / p(z) et p(x) x opt(x). Supposons que la fonction
mes( -, - ) soit calculable en temps polynomial. Alors, il suffit que 2 admette une p-approximation pour que
Qg admette également un algorithme d’approximation de borne p : ) est au moins aussi difficile & approximer
que Qp.
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Exemple 1.28 On considére le probléme MINIMUM k-CENTER : “Supposons donnés un ensemble fini
U, une métrique d sur U et un entier & > 0. On cherche une partie C C U de cardinal £ minimisant
maxzey (mineeeo d(z, c)).” Ce probléme admet un algorithme d’approzimation de borne constante 2 [50, 42].
En revanche, on peut montrer (par des méthodes élémentaires) le résultat négatif suivant : s’il existe un
algorithme d’approximation de borne constante strictement inférieure a 2 pour MINIMUM k-CENTEREg, alors
NP =P [50, 42].

1.3 Le probleme de l'indépendant maximum

Le probleme de l'indépendant maximum est I'un des problemes d’optimisation combinatoire les plus
connus. Son probleme de décision associé est 'un des tous premiers problemes a avoir été montré NP-complet
par Karp en 1972 [59].

1.3.1 Définition

Soit H = (V,&) un hypergraphe. Un indépendant (ou stable) de H est une partie de V n’admettant
comme sous-ensemble aucun élément de £. On note «(H) le cardinal maximum d’un indépendant de H.
Dans le cas particulier oi H est un graphe, un sous-ensemble I C V est un indépendant de H si et seulement
si chaque aréte de H a au plus une extrémité dans I.

Exemple 1.29 (Suite I’exemple 1.2 p. 9) {1,3,5,6,7} est un indépendant de H de cardinal «(H), alors
que {1,3,4} n'est pas un indépendant de H (car Ej est inclus dans ce dernier ensemble).

On nomme MAXIMUM INDEPENDENT SET IN HYPERGRAPHS (MISH) le probléme de maximisation suivant :
“BEtant donné un hypergraphe H, trouver un indépendant de H de cardinal mazimum”. Ce probleme est
dans NPO. On pourra toujours considérer que les instances H de MISH sont des hypergraphes admettant
[1,|H]|] pour ensemble de sommets. Pour tout entier r > 2, on nomme r-MISH la restriction de MISH
aux hypergraphes r-uniformes. Le probleme 2-MISH est également nommé MAXIMUM INDEPENDENT SET
IN GRAPHS ou méme simplement MAXIMUM INDEPENDENT SET. Une instance générique de 2-MISH sera
indifféremment désignée par G ou H.

1.3.2 Complexité

Le probleme de décision MISHp associé a MISH s’énonce de la maniére suivante : “Etant donnés un
hypergraphe H = (V,€) et un entier k > 0, décider si H admet un indépendant de cardinal k 7. Le probleme
2-MISHp est :

— NP-complet [24],

— polynomial lorsque k est fixé (car on peut alors énumérer toutes les parties de V' de cardinal k en temps

polynomial) et

— WI[l]-complet pour le parametre k [29].

Notons que nous démontrons dans ce mémoire que r-MISHp est W([1]-difficile pour le parameétre k, quel que
soit lentier r > 3 (théoréme 3.2 p. 76).

1.3.3 Approximabilité

Le probleme MISH est tres difficile a approximer.
Résultats positifs. L’algorithme d’approximation trivial retournant, pour chaque hypergraphe H pris en
entrée, un indépendant de cardinal 1 admet pour borne |H|. La méthode d’approzimation par partitionnement
permet d’obtenir une borne de O(|H| /log|H]|) [46] (la meilleure connue & ce jour). Dans le cas particulier de

2-MISH, on peut faire encore légérement mieux et obtenir une borne de O(|G| / log? |G|) [16]. Des résultats
spécifiques & I’approximabilité de certaines restrictions de 3-MISH sont également connus [63].
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Résultats négatifs. Les résultats suivants assurent que la borne donnée ci-dessus pour 2-MISH est presque
optimale. Quel que soit le réel § vérifiant 0 < § < 0.5 (resp. 0 < § < 1), 2-MISH n’admet pas d’algorithme
d’approximation de borne |G \5 sauf si NP = P (resp. NP = ZPP) [47]. On trouvera dans [94] une définition
de la classe ZPP. On a P C ZPP C NP et on conjecture ZPP ¢ NP.

Il est également montré dans [33] que 2-MISH n’admet pas d’algorithme d’approximation de borne

G avec 5(n) = 1— o<(10g1ogn)*°-5> sauf si

NP < ZPTIME (20((10g”)(10g10g n)l'S)) )

Notre théoreme 3.3 p. 76 garantit que, quel que soit l'entier r > 3, les résultats ci-dessus restent vrai si
I'on remplace 2-MISH par »-MISH.

1.4 Le probleme de la plus longue sous-séquence commune

Le probleme de la plus longue sous-séquence commune est un probléme central en algorithmique du texte.
Il constitue une version dégénérée du probleme de l’alignement multiple (voir sections 1.5 et 2.4). Il trouve
de nombreuses applications, par exemple dans les domaines suivants : compression de textes, conception de
codes détecteurs d’erreur, comparaison de séquences biologiques, ... (voir [101] pour un survol).

Dans les chaptires 2 et 3 de ce mémoire, nous utilisons et nous généralisons un certain nombre de résultats
connus sur la complexité algorithmique du probleme de la plus longue sous-séquence commune.

1.4.1 Définition

Soient deux mots w et s. On dit que s est une sous-séquence de w lorsqu’on peut obtenir s a partir de w
en effagant des lettres (éventuellement toutes ou aucune).
Introduisons une notation non standard.

Définition 1.1
Soient un mot w quelconque et une partie I C [1,|w]].

On note sseq (w, I) la sous-séquence de w obtenue en effacant de w tous ses lettres apparaissant a des
positions n’appartenant pas a I — 1.

Plus formellement, pour toute suite strictement croissante d’indices 1 < iy < ip < -+ < i < |w|, on a
wlir]wlia] ... wlig] = sseq (w, {i1,92,...,9x}) -

Notons que sseq (w, I) est toujours de longueur #1I.

Exemple 1.30 Prenons w := abracadabra. Les mots
— ¢ = sseq (w, 0),
— a® = sseq (w, {1,4,6,8,11}),
— bredbr = sseq (w, {2,3,5,7,9,10}),
- (abra)® = sseq (w, [1,4] U [8,11]) et
- w = sseq (w, [1, 11])
sont des sous-séquences de w.

Soit X un langage non vide. Une sous-séquence commune de X est un mot s tel que, pour tout z € X, s est
une sous-séquence de z. On note les(X) la longueur maximale d’une sous-séquence commune de X.

Exemple 1.31 Soient x := ATCTGAT et y := TGCATA. Alors, TCTA et TGAT sont deux plus longues sous-
séquences communes de {x,y}, et donc les({x,y}) = 4.

On nomme LONGEST COMMON SUBSEQUENCE (LCS) le probléme de maximisation suivant : “Etant donné un
langage fini et non vide X, trouver une sous-séquence commune de X de longueur mazximale”. Ce probléeme
est dans NPO.
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1.4.2 Algorithmes exacts

Un algorithme de programmation dynamique connu depuis longtemps permet de calculer, pour deux
mots x, y donnés quelconques, une plus longue sous-séquence commune a = et y en temps quadratique
O(|z| ly]) [24]. 11 se généralise directement en un algorithme permettant de calculer, pour tout langage fini X
pris en entrée, une plus longue sous-séquence commune de X en temps O((#X ) Lex |x\) [53] (voir aussi
section 2.4.1). Ainsi, lorsque #X est fixé, le probleme LCS est polynomial.

Notons qu’il existe des algorithmes avec des complexités nettement meilleures pour de nombreuses res-
trictions intéressantes du probleme (voir [4, chapitre 4] et [108, chapitre 3] pour un survol). Par exemple, le
cas ol on se restreint a rechercher une plus longue sous-séquence commune a deuxr mots a été tres largement
étudié. Nous y reviendrons dans la section 1.5 dans le cadre plus général du probleme de 1’alignement de
deux mots.

1.4.3 Complexité paramétrique

Le probleme de décision LCSp associé & LCS s’énonce de la maniére suivante : “Etant donnés un langage
fini, non vide X et un entier k > 0, décider si X admet une sous-séquence commune de longueur k”.

La complexité paramétrique de LCSp a été étudiée pour toutes les combinaisons des 3 parametres #.X,
o(X) et k [14, 13, 97] :

— #X est le nombre de mots pris en entrée,

— 0(X) est le cardinal de l’alphabet d’entrée et

— k est la longueur minimum acceptable pour une plus longue sous-séquence commune de X.
Le tableau suivant résume les divers résultat connus :

#X o(X) k LCSp
borné - - polynomial [53]
- parametre | paramétre || F.P.T. (remarque 3.7 p. 68)
- borné par 2 - NP-complet [81]
parametre | borné par 2 - W/1]-difficile [97]
- - parametre || W[2]-difficile [14]
parametre — parametre || W[l]-complet [14]
parametre | paramétre - Wit]-difficile V¢ > 1 [13]

1.4.4 Approximabilité

On trouve dans [55] (voir aussi notre théoréme 3.4 p. 80) une réduction de MAXIMUM CLIQUE (qui est une
formulation alternative de 2-MISH) vers LCS garantissant le résultat suivant. Quelle que soit ’application
b de N x N x N vers I’ensemble des réels supérieurs ou égaux a 1, on a : si LCS admet un algorithme
d’approximation de borne b( mingex |z|,0(X), #X ) alors 2-MISH admet un algorithme d’approximation de
borne b(|G|,|G|,2|G]). Les résultats donnés dans la section 1.3 garantissent donc que LCS est tres difficile
a approximer.

Néanmoins, LCS admet des algorithmes d’approximation de bornes

— o(X) [55] (voir aussi la proposition 3.4 p. 71) et

— (mingex |z|) / log (minge x |x|) [46] (voir aussi la proposition 3.5 p. 73).

Notons qu’en toute rigueur, le rapport (minge x |z|)/log (min,c x ||) n’est pas défini lorsqu’on a min,¢ x |z| <
1 c’est-a-~dire lorsque X contient un mot «, vide ou réduit a une lettre. Or, dans ce cas, « ou € est 'unique
plus longue sous-séquence commune de X. Ainsi, ces instances “problématiques” se traitent trivialement et,
par conséquent, peuvent étre écartées.

1.5 Alignement

L’alignement est un moyen largement utilisé pour visualiser la similarité de deux ou plusieurs mots. Les
mots alignés sont des séquences biologiques dans la plupart des applications [45], mais pas seulement [101].
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1.5.1 Définitions

Un alignement est une matrice A vérifiant :
— chaque entrée de A est un mot de longueur au plus 1 (c’est-a-dire soit une lettre, soit le mot vide) et
— dans chaque colonne de A, il apparait au moins une lettre.
Soient un entier m > 1 et m mots wi, wa, ..., Wy,. On dit que A est un alignement de (w1, ws,. .., W)
lorsque A vérifie :
— A possede exactement m lignes et
— pour chaque i € [1,m], on obtient w; en concaténant les entrées de A situées sur sa i-eéme ligne (dans
Pordre naturel gauche-droite).
Autrement dit, la matrice & m lignes et n colonnes

Q1,1 Qla . Qg
Q21 Qg2 . Qopn
Qm1 Om2 - Qm n
est un alignement de (wy,wa, ..., wy,) si et seulement si, pour tout 7 € [1,m] et tout j € [1,n],

— a; ; est une lettre ou le mot vide,

- Wi = 01062 ... 04 et

- Q025 ... Oy j 75 e.
Notons que la matrice a m lignes et 0 colonne est I'unique alignement de m exemplaires du mot vide.
Lorsqu’on dessine un alignement, on convient de représenter le mot vide par — pour plus de clarté visuelle.

Exemple 1.32 La matrice

o ¢c t o b r — e —
o — t a — r i e s
o ¢c t a — — v e —
est un alignement de (octobre, otaries, octave).
Le nombre de colonnes d’un alignement de (wy,ws, ..., w,,) est compris entre max{|wy|, |wa|,...,|wn|}

et [wi] + [wa] + - - + |wnl.

Exemple 1.33 Soient wy := pif, we := plaf et w3 = he.

Alors
p i £ - - - - - p i £ -
- - — p 1 a £ — - et p 1l a f£
- - — - — — — h e h e — —
sont deux alignements de (wi,ws,ws) possédant respectivement |wi| + |we| + |ws] = 9 et

max{|wy |, |ws|, |ws|} =4 colonnes.

Dans le reste de ce chapitre, nous ne considérons plus que des alignements de deux mots. Nous reviendrons
au probleme de I'alignement multiple dans la section 2.4.

1.5.2 Distance d’édition

La distance d’édition est un moyen couramment utilisé pour mesurer la quantité d’évolution séparant
deux séquences biologiques. Soient ¥ un alphabet (éventuellement infini) et 7: (X U {e}) x (XU {e}) — Z.
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1.5.2.1 Définition

La fonction de pondération m permet d’associer un score a chaque alignement d’un couple de mots sur
3. Considérons un alignement a deux lignes

Af %} (6%} 079

B B2 - D

oun € Net ou les o; et les §; sont des éléments de 3 U {e} vérifiant «;53; # €. On définit le w-score de
Palignement A comme étant la quantité m(aq,31) + 7(ae, B2) + -+ + w(an, Bn). Notons que la valeur de
7(g,€) ne joue aucun role dans cette définition.

Exemple 1.34 Soient ¥ := {A,T,G,C}, x := ATCGAT, y := GATGCAT et 7 : {A,T,G,C,e} x {A,T,G,C,e} — Z
donnée par le tableau :

| A T G C =«
Al-5 3 2 2 4
T| 3 -5 2 2 4
G| 2 2 -5 3 47}
c|2 2 3 -5 4
el 4 4 4 4 «x
Alors,
— AT C G A T — AT C G — A T
GATGCAT} ot [GATGCAT

sont deuz alignements de (x,y) de w-scores respectifs 4—5—5+3+3—-5—5 = —10 et 4—5—5+4—5+4—5-5 =
—13.

Pour tous mots x, y € ¥*, la distance d’édition pondérée par m entre x et y (notée di(x,y)) est le m-
score minimum pour un alignement de (z,y). On vérifie facilement que, si 7 est symétrique (resp. satisfait
l'inégalité triangulaire, resp. est positive et séparante, resp. est une semi-métrique, resp. est une métrique)
alors il en est de méme pour df(-, -).

Remarque 1.3 Pour tout w € ¥*, on a :

w| |w]

di(w,e) = Zﬂ'(w[i],e) resp. di(e,w) = Zw(e,w[i])

i=1 i=1

e G [y )

est Vunique alignement de (w,e) (resp. (g,w)).

car

Soit & est la métrique discréte sur l’ensemble des symboles de 'univers augmenté de €. La distance
d’édition d5E est une métrique sur ’ensemble des mots appelée distance de Levenshtein [70]. On la notera
désormais dy,. Pour tous mots x, y, on peut dire informellement que dy,(z, y) est le nombre minimum d’inser-
tions, délétions et substitutions nécessaires pour transformer x en y. Cette derniére affirmation sera formalisée
a fin de la section 1.5.2.2 suivante.

Exemple 1.35 Soient un entier N > 1, x := (Ol)N ety = (1O)N. On a dy(z,y) = 2 car on peut aligner
optimalement (z,y) de la maniére suivante :

0

i1 01 .- 0 1 —
- 1 0 0

1

Notons que, par ailleurs, on a dy(z,y) = 2N.

22



1.5.2.2 Opérations d’édition

On considere les trois opérations élémentaires suivantes sur les mots : 'insertion d’une lettre, la délétion
(ou effacement) d’une lettre et la substitution d’une lettre par une autre. Ces opérations sont appelées
opérations d’édition élémentaires (OEE en abrégé).

Formellement, une OEE est un couple de la forme (uav, ufv) avec u, v € X* et a, f € X U {e} vérifiant
a # B.

Soient a, b € ¥ avec a # b.

1. Une insertion de b est une OEE de la forme (uv, ubv) avec u, v € ¥*.

2. Une délétion (ou effacement) de a est une OEE de la forme (uav, uv) avec u, v € £*.
3. Une substitution de a en b est une OEE de la forme (uav, ubv) avec u, v € £*,

La fonction 7 permet d’associer un codt a chaque OEE : pour tous u, v € X* et tous «, 8 € L U {e} avec
a # 3, TOEE (uaw, ufv) est affectée du coitt 7(a, ).

Une suite d’éditions élémentaires (SEE en abrégé) est une suite finie non vide (wq,ws, . ..,w;) de mots
sur X telle que pour tout ¢ € [1,1], (w;—1,w;) est une OEE. Soient z, y € £*. On dit qu'une SEE transforme
x en y lorsqu’elle admet z et y respectivement pour premier et dernier terme (wy = = et w; = y).

Remarque 1.4 Quels que soient les mots x et y, il existe toujours une SEE transformant x en y. 1l suffit
par exemple d’effacer toutes les lettres de x puis d’insérer toutes les lettres de y :

(x,mw—l),._.,x@)’x(l)’g’y(l),y(z),_“7y<|y\—1>,y) _

On définit le cout pondéré par m de la SEE (wo, w1, ..., w;) comme étant la quantité ¢; + co + -+ + ¢ o,
pour chaque i € [1,1], ¢; est le cotlit pour 7 affecté & 'OEE (w;_1,w;). Notons que, dans cette définition, les
valeurs des 7(a, ) (v € £ U {e}) ne jouent aucun role.

Exemple 1.36 Soient ¥ := {A, T} et w donnée par le tableau

(ORI I
T W % |
S ¥
* B N,

Le coit pondéré par m de la SEE
(TAATA, TATTA, TTTA, ATTA, ATA, AATA, ATATA)

est égal a1 +2+3+4+5+6 = 21.

On suppose que 7 satisfait I'inégalité triangulaire. Alors, pour tous x, y € ¥*, df(z,y) est le cotit pondéré

par m minimum sur toutes les SEE transformant z en y. En particulier, la distance de Levenshtein de = & y
est égale a la longueur minimale pour une SEE transformant = en y, diminuée de 1.

1.5.3 Distance d’édition et plus longue sous-séquence commune

Dans cette section, nous mettons en évidence les deux faits suivants :

1. Le probleme de 1’évaluation de la distance d’édition entre deux mots donnés est une généralisation du
probléeme de I’ évaluation de la longueur d’une plus longue sous-séquence commune a deux mots donnés.

2. Le probleme de la recherche d’'un alignement de score minimum entre deux mots donnés est une
généralisation du probleme de la recherche d’une plus longue sous-séquence commune a deux mots
donnés.

On définit de la maniére suivante une métrique A sur ’ensemble des symboles de 'univers augmenté de €.
Pour toutes lettres a, b avec a # b, A est donnée par :
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— Ma,a) =0 (Pappariement exact ne coiite rien),

- Ma,e) = Me,a) =1 (toute insertion/délétion cotite 1) et

— Aa,b) = 2 (toute substitution coiite 2).
Pour tous mots z, y, dp(z,y) est le nombre minimum d’insertions/délétions nécessaires pour transformer z en
y. En effet, pour toutes lettres distinctes a et b on a A(a, ) + A(e,b) = 2 = A(a, b) donc toute substitution de
a en b dans une SEE peut étre remplacée par une délétion de a suivie d’une insertion de b sans augmentation
de cofit.

On a vérifie facilement que dj(z,y) = |z| + |y| — 2 x les({z,y}) [4]. Plus précisément, soit

al a2 ... an
B P2 o Dn
un alignement de (x,y) de A-score minimum. Pour tout i € [1,n]| posons

a; sia; =0
Gi = :

€ sinon
Alors 163 . .. g, est une plus longue sous-séquence commune de {z,y}.

Exemple 1.37 (Suite de I’exemple 1.31 p. 19) Pour x := ATCTGAT et y := TGCATA, on a dp(z,y) =
|z + |y| — 2 x les({z,y}) =T+ 6—2x 4 =5 donc

TGAT} {ATCT
T et

G — A T -
- A — - T - — G C A T

A

sont des alignements de (x,y) de A-score minimal. On extrait respectivement de ces alignements les plus
longues sous-séquences communes TCTA et TGAT de {x,y}.

1.5.4 Calcul de la distance d’édition

On suppose que, pour tous «, f € XU {e} donnés, m(a, 3) est un entier calculable en temps constant.
Alors, étant donnés deux mots z, y € ¥*, on peut calculer un alignement de (z,y) de m-score minimum en
temps O(|x]| y|) et en espace linéaire [45] grace & la méthode de Hirschberg [48].

Notons que dans le cas ou ’alphabet-réservoir ¥ est fini, ce calcul peut étre effectué en temps légerement
sous-quadratique [26], mais en espace super-linéaire.

Notons que la complexité algorithmique de nombreuses variantes de la distance d’édition, plus perti-
nentes biologiquement, a été étudiée. Typiquement, on considere, en plus des OEE, de nouvelles opérations
d’édition affectées de cotits spécifiques. Par exemple, on peut autoriser des insertions/délétions de sous-
chaines non réduites a une seule lettre. On attribue a ces opérations un cott fonction des longueurs des mots
insérés/effacés [25, 43, 86]. Un autre exemple, consiste & autoriser des amplifications/contractions de lettres
[12]. Ces opérations sont affectées de cotits inférieurs a ceux des insertions/délétions des lettres correspon-
dantes. Etant donnés une lettre a et un entier k > 0, on appelle amplification (resp. contraction) de a d’ordre
k > 0, I'opération consistant & remplacer dans un mot une occurrence de a (resp. de a*) par a (resp. par a*).
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Chapitre 2

Complexité des problemes du centre
et de la médiane pour la distance
d’édition

2.1 Introduction

Pairwise alignment whispers. . .
... multiple alignment shouts out loud.
Arthur Lesk [51]

Extraction de motifs communs. Un principe fondamental de la bio-informatique est que deux séquences
biologiques similaires partagent en général des propriétés communes (nous reviendrons sur ce point a la
section 4.1.1.1). Malheureusement, la réciproque est fausse, ce qui est assez contre intuitif. En particulier,
il est vérifié empiriquement que des protéines semblables du point de vue de la structure secondaire, de la
structure tertiaire ou de la fonction peuvent avoir des structures primaires tres différentes : les séquences
correspondantes peuvent ne partager que peu de motifs communs, voire pas du tout. Notons que ceci laisse a
penser que la nature s’encombre de redondances, inutiles au premier abord. Le probleme de I'extraction des
motifs communs caractérisant une famille de protéines donnée est une tache importante en bio-informatique.

Signature. Les motifs communs extraits d’une famille de protéines (comme celle des hémoglobines ou
celle des anticorps) servent a lui fabriquer une signature. Typiquement, cette signature prend la forme d’une
expression réguliere. Etant donnée une nouvelle séquence d’acides aminés, on peut déterminer la famille a
laquelle elle appartient en la comparant aux signatures des diverses familles de protéines connues. Il existe
pour cela des banques de signatures en ligne comme PROSITE (http://www.expasy.org/prosite/) ou
PFam (http://www.sanger.ac.uk/Software/Pfam/). On pourra aussi consulter [8] pour d’autres exemples.

De la nécessité de comparer plusieurs séquences. Pour extraire les motifs communs les plus ca-
ractéristiques possible d’une famille de séquences, il faut comparer un nombre important de séquences ap-
partenant & la famille considérée. En effet, les motifs recherchés sont souvent petits et peu nombreux devant
la longueur des séquences. Donc, sur un nombre de séquences trop faible, on risque de ne pas les distinguer
ou de les confondre avec des motifs communs apparaissant par hasard.

Alignement multiple. L’alignement (voir définition page 21) est la formalisation la plus courante de la
comparaison de séquences. Il existe de nombreux logiciels dédiés a la construction d’alignements multiples,
comme par exemple, MSA [75], MACAW [103], ClustalW [110], MUSCLE [30], etc. Hormis MSA, ces logiciels
sont de nature heuristique.

25



Difficulté du probléeme de ’extraction des motifs communs. D’une part, rechercher des motifs
communs est rendu difficile par la complexité de la forme des motifs caractérisant les familles de séquences
étudiées en pratique. Les méthodes a disposition sont parfois trop rudimentaires pour extraire une quel-
conque information commune de séquences correspondant pourtant a des protéines possédant des propriétés
biologiques semblables.

D’autre part, la complexité du calcul d’un alignement optimal explose en fonction du nombre de séquences
traitées, pour la plupart des fonctions objectives envisagées. Ces fonctions attribuent un score a chaque
alignement. De leur nature dépendent les motifs communs que I’on cherche a découvrir dans les alignements
de meilleur score. Les fonctions de score les plus intéressantes tiennent compte de la distance évolutive entre
les séquences étudiées. On trouvera dans la section 2.4 un survol des divers résultats connus sur les problemes
d’alignement correspondants. De plus, dans la section 2.5.2, nous montrons que I'un des plus connus de ces
problémes d’optimisation d’alignement est difficile & résoudre exactement, méme si on se restreint a un
alphabet d’entrée binaire.

Meédiane, centre et consensus. Supposons donné un ensemble fini W de mots. Dans ce chapitre, nous
étudions la complexité de deux probléemes d’optimisation.

1. Le probleme de la recherche d’'un mot p minimisant la somme des distances d’édition aux mots de W.

2. Le probleme de la recherche d’'un mot g minimisant le maximum des distances d’édition aux mots de
w.

Le mot p est une médiane et le mot g est un centre de W. Chacun de ces mots peut étre considéré comme
un consensus approché de W dans le sens ot il contient des motifs communs aux mots de W. Notons que le
probléme de la médiane peut étre vu comme un probléme d’alignement multiple (voir section 2.4.4.1).

2.2 Position des problemes et exemples

Dans cette section, nous introduisons les problemes du centre et de la médiane sous leur forme la plus
générale. Nous donnons plusieurs exemples et démontrons quelques résultats élémentaires. Dans toute la
suite, U désigne un ensemble quelconque et d désigne une application U x U — Z U {oo}, appelée distance.
Dans la suite, la distance d sera souvent une semi-métrique ou une métrique (voir section 1.1.1), mais pas
toujours.

2.2.1 Médiane
Définition 2.1 (Médiane)
Pour toute partie finie W C U, on pose :

Sa(W) := /ifelfU ( Z d(lhw))

weWw
et on appelle médiane de W' pour la distance d, tout élément p € U tel que ), oy d(p, w) = Sg(W).

Comme d ne prend que des valeurs entieres, il suffit que la fonction d soit minorée pour que toute partie
finie de U admette une médiane pour d. En effet, la borne inférieure d’un ensemble d’entiers minoré est son
plus petit élément. Par exemple, toute semi-métrique est minorée par 0 (remarque 1.2 p. 8).

Exemple 2.1 (Un exemple facile) Placons-nous dans le cas ot U'on a U = Z et d(z,y) = |z — y| pour
tous x, y € Z. Soient x, p, y € Z avec x < pu <y, W1 :={x,y} et Wy := {x, u,y}.

Alors, on a Sq(W1) = Sq(W2) = y—x. Pour la distance d, [x,y] est l’ensemble des médianes de W1 alors
que u est 'unique médiane de Wy.

Etudions brievement ce que peuvent étre les médianes d’un ensemble a deux éléments.
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Proposition 2.1
On suppose que d est une semi-métrique sur U. Soient x, y € U.
Alors, x et y sont des médianes de {x,y} pour la distance d et Sq({z,y}) = d(x,y).

Preuve. En utilisant la symétrie de d et 'inégalité triangulaire, on obtient, pour tout p € U :

> d(pw) = d(p, )+ d(p,y) = d(x, p) + d(p,y) > d(z,y)
we{oy)

d’ott Sg({z,y}) > d(x,y). D’autre part, toujours en utilisant les propriétés de semi-métrique de d, il vient
aussi :
Sd({x’y}) < Z d(a:,w) = d($,$) + d(z,y) = d(x,y) .
we{z,y}
On en déduit que Sy({z,y}) = d(z,y) et que x est bien une médiane de {z,y} pour d (le cas de y est
symétrique). Q.E.D.

Exemple 2.2 (Médianes d’une paire de mots) Soient ¥ un alphabet quelconque, et m™ une semi-
métrique sur XU {e}. Soient x, y € * et W := {m,y} Alors, les médianes de W pour la distance d’édition
df, sont les mots sur 3 apparaissant dans une SEE transformant x en y, de cotit pondéré par m minimum.

Soient un entier N > 1 et W3 := {ON, 1N}. Caractérisons les médianes de W3 pour dy,. Les seules OEEs

apparaissant dans une SEE de longueur minimale transformant 0N en 1N sont des substitutions de 0 en
1 : chacune des N lettres de OV est substituée par un 1, ces opérations pouvant s’effectuer dans un ordre
quelconque. Ainsi, on a Sq; (W3) = dp(0N,1V) = N et les médianes de W3 pour d sont les mots sur {0, 1}
de longueur N.

Etant donné un langage fini W dont tous les mots ont méme longueur, on peut facilement calculer toutes
les médianes de W pour la distance de Hamming.

Proposition 2.2 (Médianes pour la distance de Hamming)
Soient un entier L > 1, un ensemble fini W de mots de longueur L et un mot u de longueur L.

Alors, 1 est une médiane de W pour la distance de Hamming si et seulement si pour tout i € [1,L], la
i-éme lettre p[i] de p maximise le nombre des w € W tels que w[i] = pli].

Preuve. Notons § la métrique discréte sur I’ensemble de tous les symboles de I'univers : pour toutes lettres
a, b avec a # b, on a §(a,a) =0 et §(a,b) = 1.
Pour tous mots z, y de longueur L, on a

L

du(z,y) = Z 6 (i, yli])

i=1
et, pour toute lettre a et tout indice ¢ € [1, L], on a
Z da,wli)) =#{w e W :wli] £at =m—#{w e W : w[i] = a}
weW

ou m désigne le cardinal de W. Pour tout mot u de longueur L, on peut alors écrire :

D dnlpw) =) (Z 5(u[i],w[i])> => <Z 5(u[i],w[i])>

weWw weW \i=1 i=1 \weWw

:Lm—z#{weW:w[i]:u[i]}.

i=1

Ainsi, le mot p minimise »_ .y du(p, w) si et seulement si, pour chaque i € [1,L], u[i] maximise
#{w e W : wli] = pli]}. Q.E.D.
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Exemple 2.3 Soient un entier N > 0, un entier o > 2 et o lettres ay, as, ..., as distinctes de 0. On pose :
Wy = {oN T a1 tN apt™ L a1V

Alors, les médianes de Wy pour la distance de Hamming sont les a1’ (a € {0,a1,az,...,a,}) et Sqy(Wy) =
N+o.

Reprenons maintenant la définition du probleme de la médiane donnée dans l'exemple 1.19 p. 15 :

Définition 2.2 (Le probléme de la médiane)
Le probléme de la médiane pour la distance d (d-MEDIAN) s’énonce de la maniére suivante : “Etant donnée
une partie finie W C U, trouver un point g € U minimisant )y, d(p, w)”.

Le seul résultat général connu sur ce probléeme est un résultat d’approximabilité :

Proposition 2.3 ([45])
Supposons que d soit une semi-métrique sur U calculable en temps polynomial. Alors, ’algorithme retournant,
pour chaque partie finie W C U, un élément w, € W minimisant )y d(w.,w), est un algorithme

d’approximation pour d-MEDIAN de borne 2 — #%/V.

Preuve. Comme d est calculable en temps polynomial, ’algorithme décrit est polynomial. Il reste & montrer
la validité de la borne annoncée.
Soit € U tel que Sg(W) = >, ey d(p, w). Soit w, € W minimisant d(u,w,,) :

Sa(W)
d < . 2.1
() < 250 (21)
Les propriétés de semi-métrique de d permettent d’écrire :
Z d(w*7w) S Z d(wuvw)
weW weW
= Z d(wy,, w)
weW\{w,}
< ) (dw, p) + d(p,wy))
weW\{w,}
= > (A w) +d(pwy))
weW\{w,}
et comme :
o [pw) +dpw,)) = > dpw)+ > dpw,)
weW\{w,} weW\{w,} weW\{w,}
= (Sa(W) = d(z,w,)) + (#W — 1), w,)
= Sa(W) + (#W — 2)d(p, wy)
on obtient :
S d(we, w) < Sal(W) + (#W = 2)d(1,w,)
weWw
Par suite, I'inégalité (2.1) permet la majoration :
Sqa(W) 2
d(wy, w) < Sqg(W W —2 =(2——)Sa(W
D d(w.,w) < Sa(W) + (# )#W W a(W)
weWw
c’est-a-dire exactement la borne annoncée. Q.E.D.
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2.2.2 Centre

Définition 2.3 (Centre)
Pour toute partie finie W C U, on appelle rayon de W pour la distance d, la quantité

Ry(W) := 911615 (zlgleav)é d(g,w)) .

On appelle centre de W pour la distance d, tout élément g € U tel que max,,cw d(g,w) = Rg(W).

Notons que, si d est minorée alors toute partie finie W C U admet un centre pour d et, si la distance d
est positive alors on a Rq(W) < Sg(W).

Exemple 2.4 Prenons pour d la distance usuelle sur Z comme dans l’exemple 2.1 p. 26. Alors, toute partie
finie W C Z est de rayon

max W —min W
Rqg(W) = { 5 w

et ses centres pour d sont

"maXW—&—minW—‘ ; \‘maXW—i—minWJ
e .

2 2

Notons que ces deuzx entiers sont égauxr ou non suivant que max W + min W est pair ou impair.

Exemple 2.5 (Centre d’une paire de mots, suite de I’exemple 2.2 p. 27) La paire de mots W =
{z,y} est de rayon [dy(z,y) / 2] pour la distance de Levenshtein. De plus, les centres de W pour dy, sont les
mots g apparaissant en position centrale [dy(x,y) / 2] ou |dy(2,y) / 2| dans une SEE de longueur minimum
dr(z,y) + 1 transformant x en y.

Pour la distance de Levenshtein, W5 = {ON, 1N} est de rayon [N /2] et, ses centres sont les mots

g € {0,1}" tels que {|gly.1gl, } = {[N/2],|N/2]}.

Exemple 2.6 (Suite de I’exemple 2.3 p. 28) Pour fizer les idées, supposons que N soit un entier pair
au moins égal a 4. Alors, on a Ra, (Wy) = N/2+1. De plus, les centres de Wy pour la distance de Hamming,
sont :

1. les mots de la forme ag avec a € {0,a1,az,...,a,} et g € {0,1}" vérifiant |g|, = |gl, = N/ 2 et,

2. les mots de la forme Og avec g € {0,1}" vérifiant |gl, =N /2—1 et |g], =N /2+ 1.
Notons que, pour la distance de Hamming, l’ensemble des centres et ’ensemble des médianes de Wy sont
disjoints.

Définition 2.4 (Le probléme du centre)
Le probléme du centre pour la distance d (d-CENTER) s’énonce de la maniére suivante : “Etant donnée une

2

partie finie W C U, trouver un point g € U minimisant max,ew d(g, w)”.

Notons que, sous les hypotheéses de la proposition 2.4 ci-dessous, la distance d est positive (re-
marque 1.2 p. 8) donc toute partie finie de U admet un centre pour d.

Proposition 2.4 ([10])

On suppose que d est finie, symétrique et satisfait I'inégalité triangulaire. Alors, Ialgorithme retournant,
pour chaque partie finie W C U, un élément w; quelconque de W est un algorithme d’approximation pour
d-CENTER de borne constante 2.

Preuve. L’algorithme décrit est trivialement polynomial. Il reste & montrer la validité de la borne annoncée.
Soit g tel que max,ew d(g, w) = Rg(W). Pour tout w € W, on a

d(wy, w) < d(wy, g) + d(g, w) = d(g, w1) + d(g, w) < Ra(W) + Ra(W)

d’ou
max d(wy,w) < 2-Rg(W
max (w1, w) < a(W)
c’est-a-dire exactement la borne annoncée. Q.E.D.

29



2.2.3 Digression : médiane et centre en géométrie
On étudie ici le probleme de 'existence et de I'unicité de la médiane et du centre pour les métriques
associées a des normes et, plus particulierement, a des normes euclidiennes.

On note R le corps des réels. Dans toute cette section, U désigne un R-espace vectoriel de dimension finie et
I - || une norme sur U. On prend pour d la métrique sur U associée & || - ||. On autorise ainsi exceptionnellement
d & prendre des valeurs réelles non entieres. Pour tous &, i € U et tout A € R, on a :

~ ||| = 0 si et seulement si & =0,

— [|AZ]] = |A] - |Z]| (homogénéité),

— 1Z4+ 9l < |7 + ||7]| (inégalité triangulaire) et

- d(@,9) = |7 -7l

Proposition 2.5 (Existence)
Toute partie finie d’un espace vectoriel normé U de dimension finie admet au moins un centre et au moins
une médiane pour la métrique associée & la norme de U.

Preuve. Cette preuve est fondée sur un argument de compacité.
Soit une partie finie W C U. On note f application de U vers R qui, a tout Z € U, associe

Fa)i= Y =il (resp. 1) = oc]E -] )
weWw

L’ensemble des médianes (resp. des centres) de W pour d est 'ensemble des points en lesquels f atteint sa
borne inférieure infzcy f(Z). Il s’agit de montrer que cet ensemble est non vide.

Soient wh € W et B := {9? eU:||Z|| < f(0)+ Hu_hu} La fonction f est continue sur la boule fermée B

qui est compacte donc il existe @ € B tel que :

£(@) = inf f(7). (2.2)

ZeB
Or, pour tout £ € U \ B, on a :
f(@) 2 ||& = w || = ([Z]] [l || > (f(a) + ||u71|\> = |l |l = £(0)
et, comme 0 est un élément de B, on a également f(@) < f(0). Il en résulte :
VieU\B 1@ > f(a). (2.3)

On déduit des assertions (2.2) et (2.3) que f atteint sa borne inférieure au point @ : @ est une médiane
(resp. un centre) de W pour la métrique associée a la norme de U. Q.E.D.
L’exemple suivant montre que, dans un espace normé quelconque, on n’a pas forcément unicité du centre
ni de la médiane.
Exemple 2.7 On suppose que U := R X R et que, pour tout (x1,72) E R X R, on a ||(z1,z2)|| = |z1| + |22]-
On pose W :={(-1,-1),(1,1)}.
1. On a Rg(W) =2 et les centres de W pour d sont les couples de la forme (—xz,x) avec —1 < x < 1.

2. On a de plus Sy(W) = 4 et les médianes de W pour d sont les couples (x,y) € R X R avec x et y
compris entre —1 et +1.

Supposons désormais que la norme || - || soit euclidienne. Elle vérifie alors la propriété suivante :

Proposition 2.6 (Cas d’égalité dans I’inégalité de Minkowski [109])
Si ||+ est une norme euclidienne sur un R-espace vectoriel U alors :

vi,gel @+l = 7] +[l7l < 77 =[IZ]7.
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Autrement dit, ||+ ]| = ||Z]| + ||7] si et seulement si Z et 7 sont colinéaires et de méme sens. A Daide de
la proposition 2.6 ci-dessus on montre que, dans un espace euclidien :

— tout ensemble fini de points admet un unique centre (proposition 2.8 p. 32), et que

— tout ensemble fini de points non alignés admet une unique médiane (proposition 2.7 p. 31).

Proposition 2.7 (Unicité de la médiane pour la distance euclidienne)
Soient U un espace euclidien et soit une partie finie W C U telle que les points de U appartenant a W ne
soient pas tous alignés.

Alors, W admet une unique médiane pour la métrique associée a la norme de U.

Preuve. L’existence d’une médiane de W pour la métrique d associée a la norme || - || de U est garantie par
la proposition 2.5 p. 30. Il reste a vérifier 'unicité.

Supposons que W admette deux médianes distinctes fi; et jio pour la métrique d. On va montrer que
tous les point de U appartenant a W sont sur la droite passant par fi; et jls.

D’une part, on a :

S iy =il = iz — @] = Sa(W)

TEW TEW
et
Vi e U [(fix — @) + (fiz — D)|| < ||fix — @] + || i — || (2.4)
d’ou
> iy = @) + (i = @) < > (i — @) + [|fiz — @) =2 Sa(W). (2.5)
GEW TEW
D’autre part, posant fi := 3(ji1 + fi2), il vient :
Vo eU (i1 — W)+ (H2 — @) = 2(fi — W)
d’ou :
> i = @) + (i — @)l =2 Y i~ @] >2-Sa(W). (2.6)
TEW TEW

En combinant (2.5) et (2.6), on obtient :

D — @) + (i = @)l = Y (i — &) + |ljiz — @) (2.7)

wew wveWw

(on obtient également que les deux membres de (2.7) sont égaux & 2-Sq(W) et & 2 5y [|if — W] mais cela
ne sera pas utile). On déduit de (2.4) et (2.7) que, pour tout W € W, on a :

| (fir — @) + (fiz — W)|| = ||fix — || + || iz — @] -

Il en résulte que les vecteurs ji; — W et jia — @ sont liés (proposition 2.6 p. 30) et, par suite, uf est sur la
droite passant par ji1 et fis. Q.E.D.

Examinons rapidement le cas ou tous les points de U appartenant & W sont alignés. Alors, il existe @,
b e U avec @ # 0 tels que W soit inclus dans la droite (affine) D := {)\d'Jr b:)e R}. Posant m := #W, on
peut trouver A1, Ao, ..., Ay € R tels que

W ={wi,ws,...,wy} avec w; := i@ + b pour tout i € [1,m].

Orientons alors D dans le sens (par exemple) de @ et supposons que les points de W sont numérotés dans
leur ordre d’apparition sur D. On a ainsi :

A <A< < Ay

— Si m est impair alors w(,,+1)/2 est I'unique médiane de W' pour d.
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— Sim est pair alors I'ensemble des médianes de W est le segment d’extrémités w|(;m11)/2) et Wiim1)/2]-
Il n’y a pas unicité dans ce cas.
Notons de plus que %(wl +wpy,) est Punique centre de W. Les preuves des assertions précédentes sont laissées
au lecteur.

Proposition 2.8 (Unicité du centre pour la distance euclidienne)
Toute partie finie d’un espace euclidien U admet un unique centre pour la métrique associée a la norme de

U.

Preuve. Soit une partie finie W C U. L’existence d’un centre de W pour la métrique d associée a la norme
|| - || de U est garantie par la proposition 2.5 p. 30. Il reste & vérifier 'unicité.

Soient deux centres §; et go de W. Si Rg(W) = 0 alors W est réduit & un point donc on a immédiatement
W ={g1} = {g2} et g1 = Go. Supposons désormais Ry(W) > 0.

Posons § := (g + g) et considérons & € W tel que :

15— a1l = ma 1§ - ]

On a
1§ — 9]l = Ra(W) (2.8)
et, comme g; est un centre de W, on a aussi
i — 0]l < Ra(W) (2.9)
pour tout ¢ € {1,2}. Il vient alors :
2-Ra(W) < 2(|g— 7 par (2.8)
=G -0+ (G —?)  car2(g-7) = (51 — V) + (52 - V)
< |lg1 — 7| + llg= — 7| par l'inégalité triangulaire
< 2-Rg(W) par (2.9).

Ainsi, toutes les inégalités apparaissant ci-dessus sont en fait des égalités. En particulier, on a
g1 — Il + llg2 — 7| = 2 - Ra(W) (2.10)

et
(g1 — V) + (G2 — D)l = |G — V| + [lg2 — 7 - (2.11)

En combinant (2.10) et (2.9) on obtient ||§1 — ¢]] = ||g2 — ¥]| = Ra(W). Or, I'égalité (2.11) permet d’appliquer
la proposition 2.6 p. 30 :

g1 — @l (g2 — ) = ||g2 — U]l (71 — ©)
11 en résulte Ry(W)(g1 — ¥) = Ra(W)(G2 — ¥) avec Rg(W) > 0 d’ou §1 = §o. Q.E.D.

Exemple 2.8 (Le cas du triangle) Plagons-nous dans le cas ot U est le plan euclidien usuel et ot W est
lensemble des trois sommets d’un triangle non aplati T .

La médiane et le centre de W pour la métrique associée a la norme de U sont constructibles
géométriquement [107]. On distingue plusieurs configurations suivant la mesure des angles de T

— Lorsqu’un angle de T est de mesure supérieure ou égale a 120 degrés alors le sommet correspondant
est la médiane de W.

— Lorsque tous les angles T sont de mesures inférieures a 120 degrés, la médiane de W est le point de
Torricelli-Fermat de T'. En se placant sur ce point, on voit chacun des trois cotés de T sous un angle
de 120 degrés.

— Si les trois angles du triangle T' sont aigus alors le centre de W est le centre du cercle circonscrit ¢ T'.

— Si le triangle T admet un angle obtus alors le centre de W est le milieu du coté de T opposé a l’angle
obtus.

32



2.3 Distance de Hamming

Dans cette section, nous donnons les principaux résultats de nature algorithmique connus sur les
problemes du centre et de la médiane pour la distance de Hamming, ainsi que sur leurs généralisations
les plus étudiées.

Pour tous mots ¢, w avec |¢| < |w]|, on note

ds(c,w):= min du(c,w(i;i+|c]])
i€[0,|w|—]el]

la distance de Hamming minimale entre ¢ et une sous-chaine de w de méme longueur que c.

2.3.1 Médiane pour la distance de Hamming

Considérons le probleme k-CONSENSUS PATTERN : “Supposons donnés deux entiers k, L > 0 et un
langage fini W ne contenant que des mots de longueur au moins L. On cherche un ensemble C de k mots
de longueur L minimisant ),y min.cc ds(c,w).”

— La restriction de k-CONSENSUS PATTERN aux instances (k, L, W) pour lesquelles k = 1, est appelée

simplement CONSENSUS PATTERN.

— La restriction de k-CONSENSUS PATTERN aux instances (k, L, W) pour lesquelles W ne contient que

des mots de longueur L, est appelée HAMMING MEDIAN k-CLUSTERING.
La restriction de k-CONSENSUS PATTERN aux instances (k, L, W) pour lesquelles on a & la fois k = 1 et
|lw| = L pour tout w € W, correspond au probléme de la médiane pour la distance de Hamming!. Cette
restriction admet un algorithme exact polynomial, comme on peut le déduire de la caractérisation donnée
dans la proposition 2.2 p. 27.

Le probléme CONSENSUS PATTERNp est NP-complet [73] et W[1]-difficile pour le parameétre #W. Cela
reste vrai méme si on se restreint aux instances pour lesquelles o(W) = 2 [39]. Sa complexité paramétrique
est également connue pour d’autres parametres (par exemple L) [39].

Notons que approximabilité de k-CONSENSUS PATTERN (resp. HAMMING MEDIAN k-CLUSTERING) a
également fait I'objet de travaux [56] (resp. [93]). En particulier, dés que o (W) et k sont bornés, k-CONSENSUS
PATTERN admet un P.T.A.S. [56].

2.3.2 Centre pour la distance de Hamming

Considérons le probleme k-CLOSEST SUBSTRING : “Supposons donnés deux entiers k, L > 0 et un langage
fini W ne contenant que des mots de longueur au moins L. On cherche un ensemble C' de k mots de longueur
L minimisant max,ecw min.cc ds(c, w).”

— La restriction de k-CLOSEST SUBSTRING aux instances (k, L, W) pour lesquelleson a k =1 et |w| =L
pour tout w € W, est appelée CLOSEST STRING. Ce probleme correspond au probleme du centre pour
la distance de Hamming.

— La restriction de k-CLOSEST SUBSTRING aux instances (k, L, W) pour lesquelles k = 1 est appelée
simplement CLOSEST SUBSTRING.

— La restriction de k-CLOSEST SUBSTRING aux instances (k, L, W) pour lesquelles W ne contient que
des mots de longueur L est appelée HAMMING RADIUS k-CLUSTERING.

Le probleme de décision CLOSEST STRINGp est NP-complet méme si on le restreint aux instances telles que
o(W) =2 [67]. Il en est donc de méme pour CLOSEST SUBSTRING p, k-CLOSEST SUBSTRINGp et HAMMING
RADIUS k-CLUSTERINGp.

2.3.2.1 Complexité paramétrique

La complexité paramétrique des problemes (k-)CLOSEST SUBSTRINGp et CLOSEST STRINGp est connue
pour la plupart des parameétres intéressants [35, 36, 39, 44].

ICette restriction de k-CONSENSUS PATTERN correspond en fait & la restriction de dg-MEDIAN aux instances W qui sont des
langages dont tous les mots sont de méme longueur.

33



En particulier, méme si o(W) n’est pas borné, CLOSEST STRING est F.P.T. pour le parametre #W [44].
Ceci contraste a la fois avec le probléeme du centre pour la distance d’édition (voir théoremes 2.2 p. 42
et 2.5 p. 51) et avec CLOSEST SUBSTRING [39]. En effet, ces deux derniers problemes sont W[1]-difficiles
pour le parametre #W méme si on les restreint aux instances pour lesquelles o(W) = 2.

Par ailleurs, étant donnés un ensemble fini W de mots de longueur L et un entier d > 0, on peut trouver
un mot g de longueur L vérifiant max,ew du(g, w) < d en temps O(|W|+ #W x d*™') si un tel mot g
existe [44].

2.3.2.2 Approximabilité

L’approximabilité de (k-)CLOSEST SUBSTRING, HAMMING RADIUS k-CLUSTERING et CLOSEST STRING
a également été étudiée [74, 72, 56, 41, 67, 34]. Notamment, dés que o(W) et k sont bornés, k-CLOSEST
SUBSTRING admet un P.T.A.S. [56]. En revanche, dans le cas ol k est non borné, il n’existe pas d’algorithme
d’approximation pour HAMMING RADIUS k-CLUSTERING de borne constante strictement plus petite que 2
sauf si NP = P; de plus, ce dernier résultat reste vrai méme si on se restreint aux instances pour lesquelles
o(W) =2 [41, 56].

2.4 Problemes d’alignement multiple

Dans cette section, nous passons en revue les principaux résultats connus sur les problemes d’optimisation
combinatoire liés a I’alignement multiple.

2.4.1 Un algorithme général

Nous montrons ici que, pour toute fonction de score prise dans une large classe, il existe un algorithme
calculant un alignement optimal de tout m-uplet de mots pris en entrée, en un temps polynomial & m fixé.

2.4.1.1 Position du probleme

Soit IT une application associant un coiit entier a chaque alignement-colonne (un alignement-colonne est
un alignement possédant une unique colonne). Dans certaines applications (voir section 2.4.2 par exemple),
seul les images par II des alignements-colonnes & entrées dans un certain alphabet fini étendu X U {e}
présenteront un intérét.

Pour tout alignement

g1 Q12 0 O1gp
a2 1 Q29 rr Q2n
= ;
Am,1 Am2 - Qmn
on appelle II-score de A la quantité
Q,j
n
Q2,5
>
Jj=1
Qm,j

Le II-score de A est donc la somme des II-scores de ses colonnes. On dit que A est II-optimal lorsque A
est de II-score minimum parmi tous les alignements de (wq,wa, ..., W) (OU w; := q; 1052 . . . ; , pour tout
i € [1,m]). Dans cette section, nous décrivons un algorithme exact pour le probléme d’optimisation suivant :
“Etant donnés m mots Wy, Wa, ..., Wn, trouver un alignement de (w1, wa, ..., Wy,) de -score minimum.” 11
peut sembler incongru de nommer “score” une quantité que ’on cherche a minimiser. Cet usage est néanmoins
répandu chez les Informaticiens travaillant sur la complexité des problemes d’alignement multiple. De toute
facon, on peut se ramener a un probléme de maximisation de score en changeant IT en —II. On fait I’hypothese
suivante sur la complexité de la fonction II. On suppose qu’il existe une fonction ¢ : N — N telle que : pour
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chaque alignement-colonne C' & m entrées, on peut calculer en temps O(p(m)) 'image de C par II. Ainsi,
on peut borner la complexité d’un algorithme calculant IT uniquement en fonction du nombre de lignes de
I’alignement-colonne pris en argument, indépendamment de la nature de ses entrées. Cette hypothese est
raisonnable car, en pratique, une lettre quelconque est encodable dans un mot-machine donc la taille d’un
alignement-colonne a m lignes est O(m).

Il est également raisonnable de supposer que ¢ est a croissance au moins linéaire (¢(m) = Q(m)). Alors,
la complexité de notre algorithme est

O(@(m)Qm [Tl + 1)>7 (2.12)

i=1

donc polynomiale pour m fixé.

Exemple 2.9 (Plus longue sous-séquence commune) On suppose que I1 associe

— —1 a chaque alignement-colonne dont toutes les entrées sont identiques et

- 0 a tout autre argument.
Alors, le II-score d’un alignement I1-optimal de (wy, wa, ..., wy) est égal ¢ —les({wy, wa, ..., wm}). De plus,
st A est un alignement -optimal de (w1, wa, ..., wy) alors, en effacant les colonnes de A de I-score nul, on
obtient un alignement de m exemplaires d’une plus longue sous-séquence commune de {w1,ws, ..., wn}t. On
retrouve ainsi le fait que ’on peut calculer une plus longue sous-séquence commune a un langage de cardinal
m en un temps polynomial a m fizé.

2.4.1.2 Description de I’algorithme

L’algorithme que nous décrivons ici généralise & un nombre quelconque m de mots, 1'algorithme qua-
dratique classique (voir section 1.5.4) calculant la distance d’édition entre 2 mots donnés. Il est fondé sur
I’observation :

Proposition 2.9 (Principe d’optimalité)
Soient A un alignement IT-optimal et A’ I'alignement obtenu a partir de A en effacant sa colonne la plus a
droite. Alors, A’ est également II-optimal.

La proposition 2.9 p. 35 va nous permettre d’utiliser le principe de programmation dynamique. Rappelons que
pour tout mot w et tout p € [0, |wl], w? désigne le préfixe de w de longueur p. Posons w := (w1, wa, . . ., Wy,)
et

P = [Ov |’LU1H X [07 ‘wQH X X [Oa |me :

Pour tout vecteur p = (p1,pa,...,pm) € P, notons

wP) .= (w%pl)7 wém), .. ,w,(,fm))
et T[p] le II-score d’un alignement IT-optimal de w(®). Par définition, T'[(|w:|, |wa], ..., |wm]|)] est le II-score

d’un alignement IT-optimal de w. Notre algorithme calcule dynamiquement toutes les entrées de la table
m-dimensionnelle T'[-] & I’aide de la relation de récurrence (2.13) établie ci-apres.

Relation de récurrence. Soit p € P et soit C' un alignement-colonne a m entrées. Alors, C' est la colonne
la plus & droite d’un alignement de w(P) si et seulement si pour tout i € [1,m], Pentrée située sur la i-eme
ligne de C est, soit w;[p;], soit un —. Notons que, si p; = 0 alors wl(pi) est le mot vide ; dans ce cas, I'entrée
située sur la i-eme ligne de la colonne la plus & droite d’un alignement de w(P) est nécessairement un —.

Ceci nous incite & considérer, pour tout vecteur binaire e = (ey, e, ..., em,) € {0,1}™, la matrice colonne
Cp.e & m entrées donnée par : pour tout i € [1,m], I'entrée de Cp, o située sur sa i-eme ligne est égale a

— w;lp;] sie; =1 et p; #£0,

— — sinon.
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Notons également Ep, l'ensemble des e = (e, ea,...,6e,) € {0,1}" pour lesquels il existe un i € [1,m]
vérifiant e; = 1 et p; # 0. Notons que Cp,  admet une entrée distincte de — si et seulement si e € Ep,.
Ainsi, C est la colonne la plus & droite d’un alignement de w(®) si et seulement s’il existe e € Ey, tel que
C = Cpe. Par ailleurs, supposons que Cp, ¢ soit la colonne la plus & droite d'un certain alignement de w(P),
Alors, en effacant cette colonne, on obtient un alignement de w(®=®) qui, par la proposition 2.9 p. 35, est
IT-optimal si I’alignement de départ est II-optimal.
On en déduit que pour tout p € P avec p # (0,0,...,0) on a :

T[p] = min (T[p —e] + II(Cpe)) - (2.13)
eckEp
Algorithme et complexité. Notre algorithme procede de la maniere suivante.
1. On initialise 7[(0,0,...,0)] & 0 car I'unique alignement de w((%-0-0) = (g,¢, ... ¢) est la matrice &
m lignes et 0 colonne dont le Il-score est nul par définition.

2. On énumere les p € P\ {(0,0,...,0)} dans ordre (par exemple) lexicographique et on calcule T'[p] &
l’aide de la formule (2.13) & partir d’entrées de T'[-] déja calculées.

3. Par la méthode standard du “backtracking” (ou retour arriére) on récupere un alignement II-optimal
de w.

Ny a#P =1[",(Jw| + 1) entrées de T & calculer et pour chaque p € P, le calcul de T'[p] prend un temps
O(p(m) x #Ep) = O(p(m)2™). Notre algorithme a donc bien la complexité indiquée en (2.12) (le temps
nécessaire au “backtracking” final est O(m Y ;" | |w;|), donc asymptotiquement négligeable).

2.4.2 Somme de toutes les paires
Jusqu’a la fin de la section 2.4, ¥ désigne un alphabet fini et 7: (XU {e}) x (XU {e}) — Z une fonction

de pondération.

Soit A = [Oéij] A
I (4,5)€[1,m]x[1,n]
appelle SP-score de A pondéré par w (SP pour SUM OF ALL PAIRS) la quantité

un alignement a entrées dans X possédant m lignes et n colonnes. On

m

Z Z Z W(ai’h, aj’h) .

h=1i=1 j=1

On nomme SP™-MSA (MSA pour MULTIPLE SEQUENCE ALIGNEMENT) le probléme : “Etant donnés m mots
w1, W, - .., Wy € X* trouver un alignement de (wq,wa, ..., wy) de SP-score pondéré par m minimum.” La
complexité de SP™-MSA a été étudiée [114, 15, 58, 32|, ainsi que son approximabilité [7, 58, 82].

Algorithme exact. SP™-MSA admet un algorithme exact dont la complexité est polynomiale & m fixé. En
effet, il suffit de prendre ’algorithme de la section 2.4.1 correspondant & une fonction de score II vérifiant :

(€3]
a2 m m
I : = ZZﬂ(ai,aj)
: i=1j=1
Om
pour tout entier m > 1 et tous oy, ag, ..., am € XU {e} avec oz ... auy, # €. Notons que les valeurs de II

pour les alignements-colonnes dont les entrées ne sont pas toutes dans X U {e} ne jouent aucun role.

Complexité. Pour que le probleme de décision associé & SP™-MSA soit NP-complet, il suffit que ¥ soit
de cardinal 2 et que 7 soit une métrique sur X U {e} [32]. A notre connaissance, il n’existe aucun résultat
concernant la complexité paramétrique de SP"-MSA.
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Approximabilité. Si 7 est une semi-métrique, alors il existe, pour chaque entier [ > 0, un algorithme
d’approximation pour SP™-MSA de borne 2 — [ / m [7]. En revanche, lorsque ¥ est de cardinal 3, il existe
une semi-métrique 73 sur X U {e} telle que : si SP™-MSA admet un P.T.A.S. alors NP = P [58].

2.4.3 Alignement phylogénétique
2.4.3.1 Arbre phylogénétique

La phylogénie est la science qui a pour but de reconstruire I’histoire évolutive des especes. Nous définissons
ici le concept d’arbre phylogénétique enraciné et expliquons sa signification biologique.

Graphe orienté. Un graphe orienté est un couple G = (V, A) ou V est un ensemble fini quelconque et
ot A est une partie de V' x V. Les éléments de V' (resp. de A) sont appelés sommets (resp. arcs) de G. Soit
r €V : r est une racine de G lorsque pour tout v € V, il existe un entier n > 0 et des sommets vy, vy, ...,
v, € V vérifiant r = vy, v, = v et (vi_1,v;) € A pour tout ¢ € [1,n]. Pour tout v € V, le degré sortant
de v dans G est le nombre des w € V tels que (v,w) € A. Le degré sortant mazimum de G est Pentier
AT(G) = maxyey #{w eV : (v,w) € A}.

Arbre enraciné. Un arbre enraciné non vide est un graphe orienté T' = (V, A) admettant une racine et
tel que #A = #V — 1. Une feuille (resp. un neud interne) de T est un sommet dont le degré sortant dans
T est nul (resp. non nul). On dit que T est un arbre phylogénétique lorsque T n’admet pas de sommet de
degré sortant égal a 1. On dit que T' est un arbre-étoile lorsque 1" n’admet qu'un seul sommet interne.

Signification biologique. Un arbre phylogénétique a pour fonction de représenter I'histoire évolutive
d’un ensemble d’espece. Dans un arbre phylogénétique T, les feuilles de T représentent les especes actuelles
étudiées. Les sommets internes de T représentent des especes éteintes. La topologie de T représente ’histoire
des événements de spéciation qui ont permis d’engendrer les especes représentées par les sommets de T' a
partir de leur ancétre commun représenté par la racine de 7.

2.4.3.2 Description des problémes

On nomme TREE"-MSA le probleme : “On suppose donnés un arbre phylogénétique T = (V, A) et une
application Uy associant un mot sur 3 a chaque feuille de T. On cherche un étiquetage £ : V' — X* prolongeant
lo tel que -, e di; (6(u), £(v)) soit minimum.”

Signification biologique. Expliquons la signification biologique de TREE™-MSA. Dans ce probléme, on
suppose connue ’histoire T' des événements de spéciation qui ont permis d’engendrer les séquences biologiques
£o(v) pour v feuille de T. On cherche & reconstruire les séquences ancestrales £(v) pour tout sommet interne
v de T. Si l’on se réfere au principe du mazimum de parcimonie ces séquences ancestrales sont telles que la
quantité totale d’évolution Z(W})e A 4E (é(u),ﬁ(v)) est minimale. Le principe du maximum de parcimonie,
souvent attribué au moine franciscain et philosophe Guillaume d’Ockham, peut étre énoncé grossierement
de la maniere suivante : “L’explication la plus simple est généralement la meilleure”.

Par ailleurs, notons qu’étant données une instance (7, ¢y) de TREE"-MSA et une solution ¢ de cette
instance, il existe une maniére canonique de construire un alignement des mots ¢y(v) pour v feuille de T
[101, 115]. Cet alignement est d’autant plus pertinent biologiquement que ¢ est une solution proche de
Poptimum.

La variante avec goulot d’étranglement. On considére également la variante de TREE"-MSA
nommée BTREE"™-MSA (B pour BOTTLENECK), ou 'on cherche un étiquetage ¢ : V. — X* minimisant
max(y )ea df (E(u), E(v)) au lieu de Z(u,v)eA df, (é(u), E(v)). BTREE"-MSA a été introduit pour pallier une
faiblesse de TREE™-MSA [99] : dans les instances rencontrées en pratique, certaines séquences biologiques
parmi les étiquettes £o(v) (v feuille de T') peuvent étre artificiellement sur-représentées et “attirer” vers elles
Pensemble des étiquettes ¢(v) pour v sommet de 7.
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2.4.3.3 Complexité des problemes d’alignement phylogénétique

La complexité [100, 114, 32] et 'approximabilité [54, 113, 115] de TREE"-MSA ont été étudiées (voir
aussi la section 2.4.4.1).

Algorithmes exacts. TREE"-MSA admet un algorithme exact, polynomial & #V fixé. En effet, on peut
se ramener & l'algorithme décrit dans la section 2.4.1 [101].

Complexité. Si X est de cardinal 2 et si 7 est une métrique sur ¥ U {e}, alors le probléeme de décision
associé & TREE"-MSA est NP-complet, méme si on le restreint aux instances (7, £y) telles que T soit un
arbre binaire (c’est-a-dire tel que AT (T') = 2) [32].

Approximabilité. Si 7 satisfait 'inégalité triangulaire alors, pour chaque constante deg > 2, le probleme
TREE™-MSA admet un P.T.A.S. dés qu'on le restreint aux instances (T, ¢y) vérifiant AT (T) = deg [113].
En revanche, lorsque X est de cardinal 7, on peut trouver une fonction de pondération 77 telle que : la
restriction de TREE™-MSA aux instances (T, {y) telles que T est un arbre-étoile n’admet pas de P.T.A.S.,
sauf si NP = P [114].

Alignement phylogénétique avec goulot d’étranglement. Il n’existe a notre connaissance qu’un
seul article traitant de BTREE"-MSA [99] (voir aussi la section 2.4.4.2). On trouve dans ce papier les
deux résultats suivants. D’une part, lorsque df, satisfait l'inégalité triangulaire, BTREE"™-MSA admet un
algorithme d’approximation de borne O(log(#V)). D’autre part, lorsque 7 est la métrique discréte sur
Y U{e}, BTREE"-MSA admet un algorithme exact polynomial & #V fixé. Notons que ce dernier algorithme
n’est que vaguement esquissé.

2.4.4 Meédiane et centre pour la distance d’édition

Le but du chapitre présent est d’étudier la complexité des problemes du centre et de la médiane pour
la distance d’édition. Dans cette section nous exposons les résultats déja connus sur chacun de ces deux
problemes ainsi que notre contribution.

2.4.4.1 Le probléme de la médiane pour la distance d’édition

On trouve plusieurs articles traitant de la complexité du probleme de la médiane pour la distance d’édition
[32, 104, 105, 27, 73] ainsi que de son approximabilité [73, 114]. Notons que df-MEDIAN correspond & la
restriction de TREE™-MSA aux instances (T, £y) pour lesquelles T est un arbre-étoile et £y est injective. Ainsi,
lorsque 3 est fini, dE-MEDIAN admet un algorithme exact, polynomial a #W fixé [100].

Un algorithme exact. Considérons le cas particulier du probléeme de la médiane pour la distance de
Levenshtein dy,. Le probléme d;-MEDIAN admet un algorithme exact, polynomial & #W fixé, méme si o (W)
est non borné. Décrivons succinctement cet algorithme [45]. L’idée est de se ramener & Palgorithme de la
section 2.4.1 en prenant pour II la fonction de score donnée par :

aq
Iy i=m—max (#{j € [I,m] : aj = a;})
(67
pour tout entier m > 1 et tous mots oy, as, ..., a,, de longueurs au plus 1 tels que ajas...q,, # €. En

général, I'image par II d’un alignement-colonne a m entrées est calculable en temps O(mZ) : pour chaque
tel,m], #{j€[l,m]:a; =a;} est calculable en temps O(m). Remarquons que, dans le cas particulier ol
lon a 3 = [1,0] pour un certain entier o > 0, on peut calculer 'image par IT d’un alignement & m entrées
en temps O(m) par une méthode de type “bucket sort”.

38



Soit une instance W de dr,-MEDIAN. Notons m := #W et écrivons W = {wy,ws,...,wy}. On ap-
plique sur linstance (w1, ws, ..., w,,) l'algorithme de la section 2.4.1 correspondant & la fonction II décrite
ci-dessus. On obtient un alignement IT-optimal A = [ai7j] | de (wi,ws,...,w,) en temps
O(m22m T2, (Jws| + 1))

Il ne reste plus qu’a extraire de A une médiane p de W pour di, en temps linéaire. On procede d’'une
maniere rappelant la proposition 2.2 p. 27. Pour chaque j € [1,n], on choisit un mot x; de longueur au plus 1
tel que le nombre des indices de lignes i € [1, m] pour lesquels p; = «; ; soit maximal. Alors, = pips ...ty
est une médiane de W pour dy, [45, théoréme 14.7.2].

(i,5)€[1,m]x[1,n

Complexité. Pour que le probleme de décision associé & df-MEDIAN soit NP-complet, il suffit que ¥ soit
de cardinal 2 et que 7 soit une métrique sur ¥ U {e} [32]. De plus, nous montrons que dr,-MEDIANp est
W/1]-difficile pour le parametre #W méme si on se restreint & des langages W sur des alphabets a 2 lettres
(voir, dans la section 2.5.2, le théoréme 2.3 p. 44).

Approximabilité. Si 7 est une semi-métrique alors df-MEDIAN admet un algorithme d’approximation de
borne 2 — #LW [45]. Cet algorithme est décrit dans la proposition 2.3 p. 28.

Lorsque X est de cardinal 7, on peut trouver une fonction de pondération 77 telle que : si di/-MEDIAN
admet un P.T.A.S. alors NP = P [114].

2.4.4.2 Le probléeme du centre pour la distance d’édition

Le probléme du centre pour la distance d’édition est équivalent & la restriction de BTREE™-MSA aux
instances (T, ) pour lesquelles T est un arbre-étoile.

Un seul article, publié en 2000 par de la Higuera et Casacuberta, traite spécifiquement de ce probleme
[27]. T est montré dans ce papier que di,-CENTERp est NP-complet méme si on se restreint a des langages
W sur des alphabets & 4 lettres. Dans la section 2.6 (voir aussi la section 2.5.1), nous améliorons ce résultat.
Nous considérons la propriété suivante :

Va,b e X a#b=m(a,e) <m(a,b)+m(be). (%)

Si ¥ est de cardinal 2 et si 7 est une métrique sur ¥ U {e} vérifiant la propriété (x), nous montrons que
d%-CENTERp est NP-difficile et W([1]-difficile pour le parametre #W. La propriété (*) est un renforcement
naturel de 'inégalité triangulaire. Elle signifie qu’effacer une lettre donnée a dans un mot coiite strictement
moins que de substituer a par b puis d’effacer b (quelle que soit la lettre b distincte de a).

Par ailleurs, lorsque X est fini, nous montrons (voir section 2.7) qu’il existe un algorithme exact pour
di-CENTER, polynomial a #W fixé. De plus, des que df, est symétrique et satisfait I'inégalité triangulaire,
df-CENTER admet un algorithme d’approximation de borne constante 2 [10]. Cet algorithme est décrit dans
la proposition 2.4 p. 29.

2.5 Intraitabilité des problemes du centre et de la médiane pour
la distance de Levenshtein

Dans cette section, nous considérons les problemes du centre et de la médiane pour la distance de
Levenshtein dr,. Nous montrons que les problemes de décision associés a d,-CENTER et di,-MEDIAN sont :
— NP-complets et
— WI[1]-difficiles pour le parametre “nombre de mots pris en entrée” (c’est-a-dire le cardinal de W).
De plus, nos preuves garantissent que ces résultats restent vrais méme si on restreint dp,-CENTER et d-
MEDIAN aux instances W qui sont des langages sur des alphabets & 2 lettres (c’est-a-dire telles que o(W) < 2).
Nous commengons (section 2.5.1) par la moins technique des deux preuves, celle concernant dr,-CENTERp.
La preuve pour di-MEDIANp (section 2.5.2) s’appuie sur des idées du méme genre. Dans les deux cas, on
exhibe une réduction depuis LCSp (voir section 1.4.3).
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Notons que nos résultats négatifs contrastent avec certains des résultats correspondants au cas ou la
distance de Levenshtein est remplacée par la distance de Hamming (voir proposition 2.2 p. 27 et la sec-
tion 2.3.2.1).

2.5.1 Intraitabilité du probléme du centre pour la distance de Levenshtein

Dans cette section, nous démontrons que dp-CENTERp est intraitable méme si I'on se restreint a des
langages W sur des alphabets a 2 lettres (théoréeme 2.2 p. 42). De la Higuera et Casacuberta avaient obtenus
en 2000 un résultat similaire, mais valable seulement pour des alphabets & 4 lettres [27]. Nous suivons le
schéma de preuve adopté par ces deux auteurs : nous réduisons LCSp a di,-CENTERp par 'intermédiaire du
probleme LCSY, introduit ci-dessous.

Définition 2.5
On nomme LCS% la restriction du probléme LCSp aux instances (X, k) pour lesquelles tous les mots
appartenant a X sont de longueur 2k.

Autrement dit, LCSOD consiste a décider si un langage donné X, dont tous les mots sont de longueur 2k,
admet une sous-séquence commune de longueur k.

Pour obtenir Pintraitabilité de LCSY, par réduction depuis LCSp (théoréme 2.1 p. 40) nous avons besoin
de deux lemmes (lemmes 2.1 p. 40 et 2.2 p. 40).

Le lemme 2.1 p. 40 est trivial. Il garantit qu’en concaténant une méme lettre a & la fin (resp. au début)
de tous les mots d’un langage X, on augmente de 1 la longueur des plus longues sous-séquences communes
de X. En effet, on se convainc facilement que, pour tout mot s, s est une sous-séquence commune de Xa si
et seulement si s est une sous-séquence commune de X ou la concaténation d’une sous-séquence commune
de X et d’'un a. On caractérise de méme les sous-séquences communes de aX.

Lemme 2.1 Pour tout langage non vide X et toute lettre a, on ales(Xa) =les(X) + 1 = les(aX).

Etant donné un langage X, le lemme 2.2 ci-dessous donne un procédé permettant de construire un langage
Y formé de mots arbitrairement longs mais possédant les mémes sous-séquences communes que X.

Lemme 2.2 Soient un langage X et deux familles de mots (zm)mex et (um)reX telles que, pour tout x € X,

Zp et ug naient pas de lettres en commun. Soit Y := UxeX {xzz,:cum}.
Alors, X et'Y ont les mémes sous-séquence communes.

Preuve. L’astuce consiste a remarquer que, pour tout mot s, s est une sous-séquence de x si et seulement
si s est sous-séquence de zz, et de zu,. Q.E.D.

Il est montré dans [27, Proposition 1] que la restriction de LCSY, aux instances (X, k) vérifiant o(X) < 4
est NP-complete. A Daide des deux lemmes précédents, nous pouvons maintenant améliorer ce résultat.

Théoréme 2.1
Meéme si on le restreint aux instances (X, k) pour lesquelles on a o(X) = 2, le probléeme LCSY, reste NP-
complet et W[1|-difficile pour le paramétre #X .

Preuve. LCS% est dans NP comme restriction de LCSp. On va maintenant réduire le probleme général
LCSp (paramétré par #X) a sa restriction LCSY, (paramétrée par #X) de maniére & pouvoir appliquer les
résultats donnés dans la section 1.4.3.

Soit (X, k) une instance de LCSp avec o(X) = 2. Sans perte de généralité on peut supposer X C {0,1}".
On calcule M := max,cx |z|, L := 2k + M + 1 puis

X:=J {moMoL—'“‘,xioMﬁ—‘”'} et ki=k+M41.
rxeX

Par construction tout les mots de X sont de longueur 1+ M + L = 2k donc (X'7 I%) est une instance de LCSY,.
De plus, la construction de (X, k) a partir de (X, k) peut facilement se réaliser en temps polynomial.
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Or, le lemme 2.2 p. 40 garantit ICS(X) = les(X10M); en appliquant M + 1 fois le lemme 2.1 p. 40, on
obtient donc les(X) = les(X10M) = les(X) + M + 1. On en déduit :

les(X) > k <= les(X) > k.

et, par suite, la transformation de (X, k) enA(X, k) est une réduction de Karp de LCSp & LCSY,.
Vérifions maintenant que le cardinal de X ne dépend que du cardinal de X (et pas de la nature des mots
appartenant & X, ni de k) :

Lemme 2.3 #X =2x #X.

Preuve. On a trivialement #X < 2 x #X. Il reste donc & montrer que les 10Ma’ =17l ((z,a) € X x {0,1})
sont deux & deux distincts. Soient deux éléments (x,a), (y,b) € X x {0,1}. Posons u := x10Mal~I=l
V= leMbL_|y| et supposons que u = v.

Comme on a L > M > |z|, la derniere lettre de u est un a. De méme la derniére lettre de v est un b. On
peut alors déduire de u = v que a = b.

D’autre part, I’égalité de u et v garantit aussi que x est préfixe de y ou que y est préfixe de z. Or, si
(absurde) z était un préfixe propre de y alors on aurait v[|y| + 1] = 1 # 0 = u[|y| + 1] : contradiction. On
exclut de méme le cas ou y est un préfixe propre de x. La seule possibilité restante est que x = y.

On a ainsi montré que (z,a) = (y,b). Q.E.D.

Le probleme LCSp reste NP-complet et W([1]-difficile pour le parameétre #X méme si on le restreint
aux instances (X, k) pour lesquelles on a o(X) < 2 [81, 97]. Comme les instances correspondantes (X, k) de
LCS% que construit notre réduction de Karp vérifient a la fois

— #X =2 x #X (lemme 2.3 p. 41) et

- O'(X ) =2 car 0 et 1 sont les deux seules lettres apparaissant dans X ,
on a démontré notre théoreme 2.1. Q.E.D.

Le lemme 2.4 ci-dessous met en exergue le lien entre la distance de Levenshtein et la notion de sous-
séquence que nous exploitons pour réduire LCS% & dp-CENTERp. Pour prouver le lemme 2.4 (ainsi que
d’autres résultats par la suite), nous aurons besoin de la remarque suivante qui est une conséquence directe
de la remarque 1.3 p. 22 :

Remarque 2.1 Pour tout mot g, on a dp(g,€) = du(e, g) = |g].

Autrement dit, la distance de Levenshtein de € & tout mot g est égale au nombre de lettres de g. Les plus
courtes SEE transformant € en g (resp. g en ¢) sont celles dans lesquelles il n’apparait que des insertions
(resp. des délétions), une pour chaque lettre de g.

Lemme 2.4 Pour tous mots x, y, on a :
(1). dr(y,@) > |y| — |z| et
(#4). dp(y,x) = |y| — |z| si et seulement si x est une sous-séquence de y.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que y est plus long que z.

(7). En combinant I'inégalité triangulaire dy,(y,e) < d.(y,z) + di(z, ) et la remarque 2.1 p. 41, on obtient :
di(y,x) = di(y,€) — du(z,€) = [y| — |z].

(#i). Si x est une sous-séquence de y alors on peut obtenir & partir de y en effacant |y| — |z| lettres de y.
On en déduit dr,(y, ) < |y| — |z| et I'inégalité inverse est garantie par le point (7).

Réciproquement, supposons que dr,(y, z) = |y|—|x|. Dans toute SEE transformant y en z il doit apparaitre
au moins |y| — || délétions car aucun autre type d’OEE ne fait décroitre la longueur. Par suite, ’hypothése
di(y,z) = |y| — || assure que dans une SEE de longueur minimale transformant y en , il n’apparait que
des délétions. On en déduit que = est une sous-séquence de y.

Q.E.D.

Le lemme suivant, conséquence du point (7) du lemme 2.4 p. 41 et de la remarque 2.1 p. 41, sert uniquement
a montrer que dr-CENTERp (et d,-MEDIANp) sont dans NP.
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Lemme 2.5 Soit W un langage fini et non vide.
Alors, tout centre et toute médiane de W pour dy, est de longueur au plus 2 X maxy,ew |w|.

Preuve. Soient w; € W et g un centre de W pour dr,. On a

— < < < =
lg| — |w1] < dv(g,wr) < 11;1163515%(9710) < wme%dL(&w) max |w]

car la premiére inégalité provient du point (i) du lemme 2.4 p. 41 et la derniere égalité de la remarque 2.1 p. 41.
On en déduit :
lg] < |w1]+ max |w| <2 x max |w| .
weW weW

Soient p une médiane de W pour dr, et w, € W minimisant dr,(p,w,). On a :

lpe] = Jwy| < di(p, w,,) par le point (i) lemme 2.4 p. 41
1
= EW Z dr(p, w) car w, € W minimise dr,(p, w,,)
weWw
1
= W > du(e,w)  car pminimise Y dy(u,w)
weWw weW
1
= W W par la remarque 2.1 p. 41.

Remarquons que ﬁ |W| est la longueur moyenne des mots appartenant & W. Il vient :

1
< — < ,
lul < lw| + W W] <2 x max ul

Q.E.D.

Théoréme 2.2

Le probléme de décision associé au probléme du centre pour la distance de Levenshtein (dy,-CENTERp ) est
a la fois NP-complet et W[1]-difficile pour le paramétre #W . De plus, ces résultats restent vrais, méme si
on restreint di,-CENTER aux instances W telles que o(W) = 2.

Preuve. Rappelons que dy, est calculable en temps polynomial. Ceci permet de construire un algorithme
polynomial retournant oui si et seulement si son entrée est de la forme ((W, k), g) ou

— (W, k) est une instance de d,-CENTERp et ou

— g est un mot vérifiant dr, (g, w) < k pour chaque w € W.
Par le lemme 2.5 p. 42, la taille d’un centre g de W pour dj, est polynomiale en la taille de (W, k). Il en
résulte que l'on a fabriqué un algorithme de validation polynomial pour dp-CENTERp, d’ou dp-CENTERp
est dans NP.

On va maintenant réduire LCSY, (paramétré par #X) a d-CENTERp (paramétré par #W) de maniere
a pouvoir appliquer le théoreme 2.1 p. 40.

Soit (X, k) une instance de LCSY, : pour tout z € X, on a |z| = 2k. Sie € X alors k = 0, X = {e} et
la seule sous-séquence commune de X est le mot vide dont la longueur est nulle. Sans perte de généralité,
on peut donc supposer que € ¢ X. On construit facilement en temps polynomial l'instance (W, k) de dy-
CENTERp ou W := X U {e}. On a alors (W) = ¢(X) mais aussi #WW = #X + 1. Ainsi, le parametre #W
de l'instance réduite (W, k) n’est fonction que du parametre #X de I'instance initiale (X, k).

Il reste a vérifier que notre transformation est bien une M-réduction. Plus précisément, nous allons
démontrer ’assertion suivante : pour tout mot g, g est une sous-séquence commune de X de longueur k si
et seulement si max,,cw dr,(g, w) est au plus égal a k.

e Supposons que g soit une sous-séquence commune de X de longueur k.
Le point (i) du lemme 2.4 p. 41 garantit que, pour tout x € X, on a

di(g,x) =dy(z,g9) = |z| —|g| =2k -k =k.
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De plus, par la remarque 2.1 p. 41, on a aussi dr,(g,¢) = |g| = k. On en déduit que, pour tout w € W, on a
dr,(g,w) = k d’olt maxy,ew dr,(g,w) = k, ce qu’on voulait & ce stade.

e Réciproquement, supposons que l'on ait max,ew di(g,w) < k.
Soit z € X. On a :

k> dy(g,x) carx € W
= di(z,9)
> |z| —|g| par le point (i) du lemme 2.4 p. 41
=2k — |g] car X est une instance de LCSY,
=2k —di(g,¢) par la remarque 2.1 p. 41
>2k—k care e W
=k.

Ainsi, toutes les inégalités apparaissant ci-dessus sont en fait des égalités. On en déduit
1. que 2k — |g| = k d’ou g est de longueur k et
2. que dp(z,g) = |z| — |g| ol g est une sous-séquence de z par le point (ii) du lemme 2.4 p. 41.

On a ainsi montré que g était une sous-séquence commune de X de longueur k.
Q.E.D.

2.5.2 Intraitabilité du probleme de la médiane pour la distance de Levenshtein

Dans cette section, nous considérons le probleme de décision dr-MEDIANp associé au probleme de la
médiane pour la distance de Levenshtein dr,. Nous montrons (théoréme 2.3 p. 44) que di,-MEDIAN est NP-
complet et W[1]-difficile pour le parametre “cardinal du langage W pris en entrée”, méme si on se restreint
a des langages W sur des alphabets a deux lettres.

Nous avons publiés ces résultats en 2003 [90]. Décrivons les meilleurs résultats connus & ce moment-la.

1. En 2000, de la Higuera et Casacuberta avaient obtenus des résultats pour dp,-MEDIANp similaires aux
noétres, mais sans pouvoir imposer de borne sur o(W) [27]. Nous nous inspirons de leur preuve.

2. Par ailleurs, Sim et Park avaient prouvé en 1999 le résultat suivant : si X est de cardinal 6, alors il existe
une métrique mg sur X U {e} telle que dg’-MEDIANp soit NP-complet [104]. Leur preuve consiste en
une réduction depuis le probleme de décision associé & SHORTEST COMMON SUPERSEQUENCE (SCSp).
Comme cette réduction a de bonnes propriétés, on déduit des résultats de Pietrzak concernant la
complexité paramétrique de SCSp [97] que di*-MEDIANp est W([1]-difficile pour le parametre #W.

Juste apres la publication des résultats exposés dans cette section, est paru un article décisif d’Isaac
Elias [32]. Celui-ci démontre que dE-MEDIANp est NP-complet pour tout alphabet ¥ de cardinal 2 et toute
métrique m sur ¥ U {e}. Néanmoins, sa réduction depuis VERTEX COVER ne permet de tirer aucune infor-
mation sur la complexité paramétrique de df,-MEDIANp.

Pour pouvoir réduire LCSp a di-MEDIANp et prouver le théoreme 2.3 p. 44 annoncé ci-dessus, nous
avons besoin de lier la distance de Levenshtein et la notion de sous-séquence a ’aide d’une inégalité plus fine
que celle énoncée dans le point (i) du lemme 2.4 p. 41.

Lemme 2.6 Pour tous mots z, y, on a dy(x,y) > max{|z|, |y|} — les({z, y}).

Preuve. Soit § la métrique discréte sur ’ensemble des symboles de l'univers augmenté de . Soit A un
alignement de (z,y) : on note n le nombre total de colonnes de A et [ le nombre de colonnes de A qui sont
des appariements exacts (c’est-a-dire le nombre de colonnes de la forme [§] ol a est une lettre).

En ne considérant que les [ colonnes de A qui sont des appariements exacts, on peut construire une
sous-séquence commune de {x,y} de longueur [ (voir section 1.5.3). On en déduit les({z,y}) > I.

D’autre part, chaque lettre de = (resp. de y) apparait dans 'une des n colonnes de A. On en déduit
n > |z| (resp. n > |y|).
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On a ainsi montré n—1 > max{|z|, |y|} —les({x, y}). Or, n—1 est exactement le d-score de A donc, quitte
& prendre A de §-score minimum dy,(x,y), on obtient I'inégalité recherchée. Q.E.D.

L’inégalité donnée dans le lemme 2.6 ci-dessus ne fait intervenir que 2 mots. Pour la généraliser a un
nombre quelconque de mots (lemme 2.8 p. 44) nous avons besoin du lemme suivant (lemme 2.7 p. 44).

Expliquons sa signification intuitive. Pour tout ensemble fini M et tous sous-ensembles S, So C M, on
aS1USy C M dou #M > #(S1US) = #5171+ #S2 — #(S1 N S3) et par suite S et Sy ont une intersection
de cardinal au moins #57 + #S3 — #M. Le lemme 2.7 p. 44 est 'analogue de cette minoration en terme de
sous-séquences.

Lemme 2.7 Soient un mot i et deur sous-séquences s1 et so de L.
Alors, {s1,s2} admet une sous-séquence commune de longueur au moins |s1| + |s2| — |ul.

Preuve. Soit M := [1,|p|]. Pour chaque i € {1, 2}, soit une partie S; C M telle que s; = sseq (p, S;). Alors,
sseq (u, S1 N S2) est une sous-séquence commune de {s1, s2} de longueur #(S1 N Sy) > #51 + #S52 — #M =
1] + |s2] — |- Q.E.D.

Lemme 2.8 Pour tout mot p et tout langage fini Y, on a :
D dn(py) + #Y = 1) |u > Y] —les({u} UY).
yey

Preuve. On procede par récurrence sur #Y. Si Y est de cardinal 0 alors les deux membres de 'inégalité
que lon cherche & montrer sont égaux & — |u|. Supposons maintenant #Y > 1.
Soient yo € Y et Y :=Y \ {yo}. En appliquant le lemme 2.6 p. 43 avec x := u et y := yp, on obtient :

dp (1, y0) = lyol —les({p, yo}) - (2.14)
Par ailleurs, I’hypothése de récurrence appliquée & Y’ donne :
ST dn(uy) + (#Y = 1) il = V']~ les({u} UY). (2.15)

y' ey’
On ajoute maintenant (2.14), (2.15) et l'inégalité triviale |u| > |p|. Il en résulte :
S () + Y |l 2 1Y)~ les({uk UY) + [yol — les({a vo}) + I
yey
Comme #Y' = #Y — 1 et comme |Y'| + |yo| = |Y|, on a en fait :
Y diliy) + #Y = 1)l > Y] = (es({u} UY") +les({p, yo}) = |l) - (2.16)
yey

Considérons alors une sous-séquence commune s; de {u} UY’ de longueur maximale les({u} UY”) et une
sous-séquence commune Sy de {u,yo} de longueur maximale les({u,yo}). Par le lemme 2.7 p. 44, {s1, s2}
admet une sous-séquence commune s de longueur au moins les({u} UY") +les({u, yo}) — |u|. Or, s est aussi
une sous-séquence commune de ({p}UY")U{p,yo} ={p}UY dou:

les({u} UY") +les({p, yo}) — |p| < |s| < les({p}UY).

En combinant cette derniere inégalité avec (2.16), on obtient le résultat recherché. Q.E.D.

Notons que lorsque Y est réduit & un singleton, le lemme 2.8 p. 44 se déduit du lemme 2.6 p. 43 (et
réciproquement). Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le théoréme 2.3 p. 44.

Théoréme 2.3

Le probléme de décision associé au probléme de la médiane pour la distance de Levenshtein (di,-MEDIAND )
est & la fois NP-complet et W[1]-difficile pour le paramétre #W . De plus, ces résultats restent vrais méme
si on restreint di,-MEDIAN aux instances W telles que o(W) = 2.
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Preuve. En s’appuyant sur le lemme 2.5 p. 42 et sur le fait que dy, est calculable en temps polynomial, on
montre facilement (voir la preuve du théoréme 2.2 p. 42) que toute instance (W, K) de dr,-MEDIANp admet
comme certificats polynomiaux les médianes de W pour dy,. Ainsi, d;-MEDIANp est dans NP.

1l reste & réduire LCSp (paramétré par #X) & d-MEDIANp (paramétré par #W). Soit (X, k) une
instance de LCSp avec X C {0,1}". Posant m := #X et

N :=max {|X|+ im(m —1) —k,m — 1}
on construit une instance (W, K) de dr,-MEDIANp avec :
W:=XxoNu{o:ie[l,m-1]},
K:=|X|+(m—-1)N—k—3m(m—1).
Cette construction s’effectue trivialement en temps polynomial. De plus,
HW =#(X0OM) 4+ (m—-1)=2x #X -1

donc le parameétre #W de linstance réduite (W, K) n’est fonction que du parameétre #X de 'instance
initiale (X, k). Il reste & vérifier que notre transformation est bien une M-réduction c’est-a-dire que : X
admet une sous-séquence commune de longueur (au moins) k si et seulement s’il existe u € {0, 1}* vérifiant

ZwEW dL(Na w) <K.

e Supposons que X admette une sous-séquence commune s de longueur k. On pose p := s0Y et on va
montrer que l'on a ) - dr (1, w) < K. ‘

Pour chaque i € [I,m —1],onai<m—1< N, d’olt 0* est une sous-séquence de p et par suite, le point
(#4) du lemme 2.4 p. 41 garantit :

di(p,0%) = |u| — 0| =k + N —i. (2.17)

Par ailleurs, i = sOV est une sous-séquence de z0" pour tout z € X, donc le lemme 2.4 p. 41 donne

également :
dr,(p, 20™) = |x0N| — |yl = |1’ON’ - |30N| = |z| —|s| = |z| — k. (2.18)

A Taide de (2.17) et (2.18), on peut maintenant calculer Y wew du(p,w) :

S dinw) = 3 dis0™) 4 Y (1,0

weW rxeX
= (x| - k) + i(k+N—i)
xeX =1
= (| X| = mk) + ((m — D)k + (m — 1)N — im(m — 1))

:I(7

ce qu’on voulait a ce stade.
e Réciproquement, supposons qu'il existe p € {0,1}" vérifiant > wew du(p, w) < K et montrons que I'on a
les(X) > k.

On commence par montrer que g contient au moins m — 1 occurrences de la lettre 0. Intuitivement, ceci
est du au fait que l'on a ajouté un nombre convenable, N, de 0 a la fin de chaque mot de X. La preuve
formelle s’appuie sur la remarque suivante :

Remarque 2.2 Pour tous mots u, v et toute lettre a, on a dy(u,v) > |v|, — |ul,-

La remarque 2.2 p. 45 se justifie par le fait suivant : modifier un mot w quelconque a 'aide d’une OEE fait
varier |w|, d’au plus 1.
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Lemme 2.9 |u|, > m —1.
Preuve. Pour tout 2/ € X0V, on a |2/|, > N, d'out
N —luly < |$/|o = |uly < du(p, '),

la derniere inégalité provenant de la remarque 2.2 p. 45. En sommant sur tous les 2’ de X0, on obtient :

mN —mluly < Y di(ua’) <K

z'eXoN
d’ou :
m|ply > mN — K

=mN — (| X|+ (m —1)N — k — im(m — 1))

=N —|X|+k+im(m—1)

> (I X[+ imim—1)—k) — | X|+k+ im(m—1)

=m(m—1).
On en déduit |p|, > m — 1, ce qui finit la preuve du lemme 2.9. Q.E.D.

Le lemme 2.9 p. 46 garantit que, pour tout i € [1,m — 1], 0° est une sous-séquence de u et donc,
dy, (1, 0%) = |u| — ¢ par le point (i7) du lemme 2.4 p. 41. Ainsi, on a :

m—1 m—1 m—1
S (0 = S Il = 3 i = (m— 1 — tm(m—1). (2.19)
i=1 i=1 i=1
Par ailleurs, on a aussi :
| X0N| =" |20 | = Y (2] + N) = |X| + mN (2.20)
reX reX
et
les({p} U X0N) <les(X0V) =1les(X) + N, (2.21)

la derniere égalité provenant du lemme 2.1 p. 40.
Il ne reste plus qu’a combiner les résultats précédents. Il vient :

K Z Z dL(ﬂﬂw)

weWw
=Y )+ Y 0
x’eXoN i=1
= 3 i a) + (m— 1)l — Smlm — 1) (2.222)
z'eXoN
> |XON‘ —les({p} U X0N) — Im(m — 1) (2.22b)
= |X|+mN —les({s} UXON) — Em(m — 1) (2.22¢)
> [X|+ (m—1)N —les(X) — sm(m —1). (2.22d)

En effet, les égalités (2.22a) et (2.22c¢) se déduisent respectivement de (2.19) et (2.20). De plus,
I'inégalité (2.22b) s’obtient en appliquant le lemme 2.8 p. 44 avec Y := X0V, et I'inégalité (2.22d) est
une conséquence immédiate de (2.21).

Les calculs ci-avant nous ont permis d’obtenir :

K > |X|+ (m—1)N —les(X) — 3m(m — 1)

d’oul la minoration annoncée :
les(X) > [X[+ (m—1)N—im(m—-1) - K =k.
Ceci conclut la preuve du théoreme 2.3. Q.E.D.
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2.6 Intraitabilité du probleme du centre pour une large classe de
distances d’édition

Dans la section précédente, nous avons montré la difficulté du probleme du centre pour une seule distance,
celle de Levenshtein (théoreme 2.2 p. 42). Dans cette section, nous généralisons ce résultat & une large classe
de distances d’édition. On suppose que la fonction de pondération 7 est une métrique sur X U{e} satisfaisant
la propriété naturelle (%) p. 39. Sous ces hypotheses, nous montrons (théoreme 2.5 p. 51) que le probleme
du centre pour la distance d’édition df; est

— NP-difficile, et

— W[1]-difficile pour le parametre “nombre de mots pris en entrée” (c’est-a-dire le cardinal de W).

De plus, notre preuve garantit que ces résultats restent vrais méme si ¥ est de cardinal 2. Elle est analogue
a celle du théoreme 2.2 p. 42 sauf qu’elle s’appuie sur une réduction depuis une version pondérée de LCSOD.

Dans la section 2.6.1, nous commencons par introduire formellement cette variante de LCS%
(définition 2.7 p. 47). Nous démontrons ensuite son intraitabilité dans le théoréme 2.4 p. 49. Enfin, dans la
section 2.6.2, nous déduisons de ce théoreme notre résultat principal concernant df-CENTER.

2.6.1 Le probleme de la sous-séquence commune pondérée

On définit tout d’abord la notion de longueur pondérée :

Définition 2.6 (Longueur pondérée)

On appelle longueur pondérée sur ¥* toute application ¢ : ¥* — N vérifiant :
— pour tout a € ¥, l(a) > 1 et
— pour tous x, y € X*, {(xy) = £(x) + {(y).

Toute longueur pondérée ¢ est un morphisme de monoides libres (on pourra se reporter & [77] pour plus
de détails sur les monoides libres). Ainsi, on a £(¢) = 0 et £ est défini par sa restriction a ¥ :

VweD f(w) =Y |w],la).

a€x

La longueur pondérée sur ¥* qui a toute lettre a € ¥ associe 1 est la longueur usuelle |- | sur X*.
On peut maintenant introduire le probleme de la sous-séquence commune pondérée et sa restriction
correspondant & LCSY, :

Définition 2.7
Soit ¢ une longueur pondérée sur X*.

On nomme (-WEIGHTED COMMON SUBSEQUENCE ((-WCS en abrégé) le probléme de décision : “Etant
donné un langage fini et non vide X C ¥* et un entier £ > 0, décider si X admet une sous-séquence commune
s telle que £(s) = k7.

On note (-WCS" la restriction de /-WCS aux instances (X, k) telles que, pour tout x € X, on ait
L(x) = 2k.

Remarque 2.3 Supposons que {(w) = |w| pour tout mot w. Alors (-WCS (resp. (-WCS®) n'est autre que
le probléme LCSp (resp. LCSY, ).

Le but de cette section est d’établir lintraitabilité de (~-WCS® pour toute longueur pondérée ¢
(théoreéme 2.4 p. 49). Pour ce faire, nous introduisons une classe treés particuliere de morphismes de monoides
libres, les morphismes amplifiants :

Définition 2.8 (Morphisme amplifiant)
On dit qu’une application f : ¥* — ¥* est un morphisme amplifiant sur X* lorsqu’elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

— pour tous x, y € 3*, f(zy) = f(x)f(y) (autrement dit, f est un morphisme) et
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— pour tout a € X, f(a) est une puissance de a non réduite au mot vide.

Notons que, comme précédemment, un morphisme amplifiant sur X* est entierement défini par sa res-
triction & X et transforme le mot vide en lui-méme.

De plus, tout morphisme amplifiant est injectif. En effet, il est évident que la restriction a ¥ d’un
morphisme amplifiant f sur 3* est injective et que f(X) est un code [77, Chapitre 6]. Un code est un langage
C tel que tout mot s’écrit d’au plus une facon comme concaténation de mots appartenant a C.

Exemple 2.10 Considérons le morphisme amplifiant f sur {a,b,c}* donné par : f(a) = aaaa, f(b) =b et
f(c) =cc. On a alors :
f(aaccabcb) = aaaaaaaaccccaaaabcch.

Le lemme suivant énonce la principale propriété des morphismes amplifiants que nous utilisons dans la
preuve du théoreme 2.4 p. 49.

Lemme 2.10 Soient un morphisme amplifiant f sur X* et un langage fini, non vide X C X*.
Alors, pour chaque sous-séquence commune t de f(X), il existe une sous-séquence commune s de X telle
que t soit une sous-séquence de f(s).

Preuve. Supposons, en préambule, que ¢ € X. Alors, on a € = f(e) € f(X) donc, t := € est la seule
sous-séquence commune de f(X). Par suite, il suffit de prendre s := € et le cas ot € € X est traité.
Terminons la preuve de notre lemme par récurrence sur | X]|.
Si un langage non vide X vérifie | X | = 0 alors X = {e}. Comme ce cas vient d’étre traité, notre récurrence
s’initialise bien. Supposons maintenant |X| > 1. Comme on peut aussi supposer ¢ ¢ X, il suffit de distinguer
deux cas complémentaires.

e Dans un premier temps, supposons que tous les mots de X se terminent par une méme lettre a € 3.
Alors, il existe X' C ¥* tel que X = X'a :on a |[X'| < |X| et f(X) = f(X')f(a). Notons « le plus long
suffixe de t qui est sous-séquence de f(a) et écrivons ¢ sous la forme ¢t = t'a avec t' € ¥*. Par construction,
t' est une sous-séquence commune de f(X’) donc 'hypothese de récurrence garantit qu’il existe une sous-
séquence commune s’ de X telle que ¢’ soit une sous-séquence de f(s’). Posant s := s'a, on obtient une
sous-séquence commune de X telle que ¢ soit une sous-séquence de f(s) : ce qu’on voulait & ce stade.

e Dans un second temps, supposons que X contienne deur mots se terminant par des lettres distinctes.
Alors, il existe a, b € ¥ et u, v € £* avec a # b et {ua,vb} C X. Quitte & échanger a et b, on peut
supposer que a n’est pas un suffixe de t. Comme ¢ est une sous-séquence de f(ua) = f(u)f(a) = f(u)al/ (@
t est en fait une sous-séquence de f(u). Par suite, posant X’ := (X \ {ua}) U {u}, t est une sous-séquence
commune de f(X’) et on a |X’'| < |X| (plus précisément, |X'| = |X| —1siu ¢ X et |X'| = |X| — |ual
sinon). L’hypothese d’induction garantit donc qu’il existe une sous-séquence commune s de X’ telle que ¢
soit une sous-séquence de f(s). Or, par construction de X', toute sous-séquence commune de X’ est aussi
une sous-séquence commune de X. On en déduit que s est une sous-séquence commune de X.
Q.E.D.

Notons que, dans 1’énoncé du lemme ci-dessus, nous supposons que le langage X est fini. En fait, méme
si on leve cette hypothese, le lemme de compacité suivant garantit que la conclusion du lemme 2.10 p. 48
reste encore valide. De toute facon, supposer X fini n’empéche pas I'application du lemme 2.10 p. 48 dans
la preuve du théoreme 2.4 p. 49.

Lemme 2.11 (Compacité) Soit X un langage non vide.
Alors, il existe un langage fini et non vide X' C X, tel que X et X' admettent les mémes sous-séquences
communes.

Preuve. Fixons un mot u € X. Comme un mot donné n’admet qu'un nombre fini de sous-séquences,
I’ensemble S des sous-séquences de u qui ne sont pas des sous-séquences communes de X est fini. Pour
chaque s € S, on peut trouver un mot z; € X n’admettant pas s comme sous-séquence. Posant X' :=
{u} U{xs : s € S}, on obtient une partie finie et non vide de X.
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Trivialement toute sous-séquence commune de X est une sous-séquence commune de X',

Réciproquement, supposons (absurde) qu’il existe une sous-séquence commune s de X’ qui ne soit pas
une sous-séquence commune de X. Comme u € X', s est une sous-séquence de u donc s € S. Or, s n’est pas
sous-séquence du mot x4 qui appartient & X’ : contradiction. Q.E.D.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.4
Soit ¢ une longueur pondérée sur X*.

Alors, (-WCS? est & la fois NP-difficile et W]l]-difficile pour le paramétre #X. De plus, ces résultats
restent vrais méme si 3 est de cardinal 2.

Preuve. Dans cette preuve, nous allons utiliser le morphisme amplifiant f sur {0, 1}* donné par : f(0) = 0t
et f(1) = 1%, Ce morphisme remplace chaque 0 (resp. 1) par un nombre de 0 (resp. de 1) égal & la longueur
pondérée de 1 (resp. de 0). Ainsi, on a

£(f(0)) = £(0)e(1) = £(f(1)) -

Donc, pour tout = € {0,1}", la longueur pondérée de f(z) ne dépend que de la longueur (usuelle) de f(x).
Plus précisément, on a

Vo e {0,1}°  L(f(x)) =£(0)¢(1) |z| . (2.23)

Cette propriété de f va nous permettre de réduire LCSY, (paramétré par #X) a (-WCS® (paramétré par
#X) de maniere & pouvoir appliquer le théoreme 2.1 p. 40.

Considérons une instance (X, k) de LCSY, avec X C {0, 1}*". On construit une instance (X, k) de &-WCS°
avec X := f(X) et k := £(0)¢(1)k. Pour tout = € X, (2.23) garantit que £(f(z)) = £(0)¢(1)(2k) = 2k. Par
suite, (X, k) est bien une instance de ~-WCS°.

D’autre part, il est évident que l'on peut construire ()A(,l%) en temps polynomial & partir de (X, k).
De plus, comme f est injectif, X et X sont de méme cardinal : le paramétre #X de l'instance réduite
(X, k) nest fonction que du paramétre #X de I'instance initiale (X, k). Il ne reste plus qu’a vérifier que
notre transformation est bien une M-réduction c’est-a-dire que : X admet une sous-séquence commune de
longueur k si et seulement si X admet une sous-séquence commune § telle que £(§) = k.

e Supposons que X admette une sous-séquence commune s de longueur k.
Alors §:= f(s) est une sous-séquence commune de X telle que ¢(§) = k (appliquer ’équation (2.23) avec
x:=s).

e Réciproquement, supposons que X admette une sous-séquence commune § telle que ¢(3) = k.
Par le lemme 2.10 p. 48, il existe une sous-séquence commune s de X telle que § soit une sous-séquence
de f(s). Comme § est une sous-séquence de f(s), on a £(5) < £(f(s)) d’ou :

01k =k = £(8) < £(f(s)) = £(0)£(1) |s] -

On en déduit |s| > k donc, quitte a effacer |s| — k lettres quelconques de s, on obtient une sous-séquence
commune de X de longueur k.
Q.E.D.

2.6.2 Le probleme du centre pour la distance d’édition
La propriété (x) p. 39 permet de généraliser le lemme 2.4 p. 41 aux distances d’édition pondérées par des

métriques :

Lemme 2.12 On suppose que 7 est une métrique sur ¥ U {e}.
Alors, les 3 assertions suivantes sont vraies quels que soient x, y € X* :

(1). di(y,x) = diy(y,€) — dip(w,€) ;
(7). six est une sous-séquence de y alors di(y,x) = dE(y,e) — di(z,¢€) ;
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11). st ™ satisfait la propriété (x) et si Y, x) = Y,E) — x,€) alors, T est une sous-séquence de y.
j tisfait | 1été t st df dg di l t 5 d
Preuve.

(7). Les hypotheses faites sur 7 garantissent que df satisfait 'inégalité triangulaire donc, en particulier, on
a df(y,e) < dE(y,z) + dE(z, ). On en déduit l’assertlon (7).
(#i). Supposons que x soit une sous-séquence de y.
Soient ¢ := |y| et I C [1,q] tel que & = sseq(y,I). Posons «; := yli] pour chaque i € I, a; := & pour
chaque i € [1,¢]\ I et
Ao |yl w2 eyl
o ay g
La matrice A est un alignement de (y, z). Sur la ligne supérieure de A, il n’apparait pas de — (seulement les
lettres de y dans l'ordre naturel gauche-droite). De plus, pour chaque i € [1,¢], la i-eme lettre y[i] de y est
représentée dans A au dessus de «; qui est :
— le mot vide si, pour obtenir z & partir de y, on efface y[i],
— yli] sinon.
Comme A est un alignement de (y,z) , on peut majorer df(y, z) par le m-score de A, d’ou :

q
dg(y, x Z m(y (2.24)
=1

Or,on a:
doalilai) = Y wlile)+ Y wlilyli) = Y. wylie)
i=1 ielLa\I iel ic[Lg\I

car m(a, &) = 0 pour tout o € X. Ceci permet d’écrire :

Z m(ylil,e) + Zﬂ(y[i]vf) - Zﬁ(y[i],&?)

i€[1,q]\I iel iel

W(y[i]v 6) - Z ﬂ'(y[i]v 6)

1 iel

g
A
S
<
Il |
Vi

K3

et, comme la remarque 1.3 p. 22 garantit
q
d(y,e) = > m(yli et di(z,e) =Y w(ylile),
=1 el
il vient :

m(ylil, i) = d(y, €) — di(x, ).

-

Il
—

K2

En combinant (2.24) avec cette derniere égalité, on obtient df(y, x) < df(y,e) — dE(z, €). Il suffit maintenant
d’utiliser le point (¢) pour obtenir le point (i7).

(#44). Supposons que 7 vérifie la propriété (x) et que df(y,z) = df(y,e) — d&(x, ).
Soit
{51 P2 -+ DBn

a1 (6] “ee (6779

un alignement de (y,z) de m-score optimal Y., 7(8;, ;) = df(y,x). Pour montrer que x est une sous-
séquence de y, il suffit de vérifier que :

Vi € [1,n] (o; = B;) ou (a; =€) (2.25)
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Comme y = 315 ... B, la remarque 1.3 p. 22 permet d’écrire : dft(y,e) = Y ., 7(3;,€) car w(8;,e) = 0 deés
que (3; = . De méme, on a également df(z,e) = >0 w(a;, ). Il vient alors :

n

Zﬂ' Giy o) = di(y, x) = di(y,e) — di(x,€) ZTI’ Bi,€) Zﬂ'(ai,e)
i=1 i=1

=1
d’ou

Zw(@-,s) = Z (7(Bs, ) + (i, €)) . (2.26)

Or, pour chaque ¢ € [1,n], on a l'inégalité triangulaire 7(03;,e) < w(8;, ;) + 7(c,€). Par suite, les deux
sommes sur ¢ intervenant dans (2.26) sont égales terme & terme. Ainsi, pour tout ¢ € [1,n], on a

m(Bi,€) = m(Bi, o) + (v, €) - (2.27)
Si on avait (absurde) ; = € alors (2.27) donnerait

0=m(e,e) =n(B;,¢e) = m(B;, ) + m(a,e) = 7(e, ;) + (e, €)
=2 X 7(e, o)

d’ott oy = € = f3;. Comme [%Z ] est une colonne d’alignement, on débouche sur une contradiction. Il en résulte
B; # € ou encore 3; € 3.

Supposons maintenant (absurde) que l'on ait 8; # «; et «; # €. Alors, «; et [; sont deux lettres
distinctes. La propriété (x) p. 39 garantit donc 7(5;,¢) < 7(8;, ;) + w(ey, €), ce qui contredit (2.27). On a
ainsi démontré (2.25), d’ou = est une sous-séquence de y.

Q.E.D.

Pour démontrer I'intraitabilité de df-CENTERp, nous exhibons une réduction depuis le probleme de
la sous-séquence commune pondérée par la fonction de longueur introduite ci-dessous (voir preuve du
théoréme 2.5 p. 51).

Lemme 2.13 Supposons que la fonction de pondération m : (X U {e}) x (X U {e}) — Z soit positive et
séparante.
Alors, Uapplication df(-,¢€) qui a tout w € *, associe df,(w,e) est une longueur pondérée sur X*.

Preuve. Laremarque 1.3 p. 22 garantit que, pour tout a € X, on a d(a,e) = 7(a, ). Comme 7 est positive,
a valeurs entieres et séparante, cette derniere quantité est au moins égale a 1.
On tire de plus de la remarque 1.3 p. 22 que, pour tous z, y € ¥*, on a

|| lyl
di(wy,e) = > _w(alil,e) + Y w(yli)e) = di(w,e) + di(y,e) .
i=1 j=1
Q.E.D.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer le résultat principal de la section 2.6 :
Théoréme 2.5
On suppose que la fonction de pondération 7 est une métrique sur ¥ U {e} vérifiant la propriété :
Ya,b e X a#b=m(a,e) <m(a,b)+7(be). (%)

Alors, le probleme de décision df,-CENTERp, associé au probléeme du centre pour la distance d’édition
pondérée par 7, est NP-difficile et W[1]-difficile pour le paramétre #W . De plus, ces résultats restent vrais
méme si alphabet ¥ est de cardinal 2.
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Preuve. On pose £ :=dE(-,¢). Par le lemme 2.13 p. 51, £ est une longueur pondérée sur X*. Ainsi, d’apres
le théoreme 2.4 p. 49, il suffit de réduire ~-WCS" (paramétré par #X) & df-CENTERp (paramétré par #W)
pour démontrer notre théoreme 2.5. Le gadget est similaire a celui utilisé dans la preuve du théoreme 2.2 p. 42.

Soit (X, k) une instance de &-WCS? : k est un entier naturel et X est une partie finie et non vide de
¥* telle que pour tout z € X, on ait df(x,e) = 2k. On construit I'instance (W, k) de di-CENTERp ol
W = X U{e} est un langage sur .

Trivialement, cette réduction prend un temps polynomial. De plus, on peut supposer sans perte de
généralité que € ¢ X et donc que #W = #X + 1. Ainsi, le parametre #W de linstance réduite (W, k)
n’est fonction que du parametre #X de linstance initiale (X, k). Il ne reste plus qu’a vérifier que notre
transformation est bien une M-réduction. Plus précisément, nous allons montrer que, pour tout g € ¥* on
a : g est une sous-séquence commune de X vérifiant df(g,e) = k si et seulement si max,ew df (g, w) est au
plus égal a k.

e Supposons que g soit une sous-séquence commune de X vérifiant df(g,¢) = k.
Pour tout = € X, g est une sous-séquence de x, donc le point (i¢) du lemme 2.12 p. 49 garantit

a5 (g,7) = di(x, 9) = d(a,2) — di(g,e) = 2k —k = k.

On a ainsi df(g,w) = k pour tout w € W, d’ott max,ew df(g,w) = k.

e Réciproquement, supposons maxyew df(g, w) < k.
Soit z € X. On a :

k> dg(g,x) carx € W
= dg(z,9)
> dg(z,e) — dg(g,€) par le point (i) du lemme 2.12 p. 49
> 2k — dg(g,¢) car X est une instance de ¢-WCS"
> 2k —k caree W
=k.

Ainsi, toutes les inégalités apparaissant ci-dessus sont en fait des égalités. On en déduit, d’une part, que
2k — dE(g,e) = k dou dE(g,e) = k et, dautre part, que df(z,g) = df(z,e) — dE(g,€), d’ou g est une
sous-séquence de z par le point (#¢) du lemme 2.4 p. 41.
On a ainsi montré que g est une sous-séquence commune de X telle que df(g,¢) = k.
Q.E.D.

2.7 Un algorithme exact pour le probleme du centre pour la dis-
tance d’édition

Nous décrivons ici un algorithme exact pour le probleme du centre pour n’importe quelle distance
d’édition. Cet algorithme est vaguement esquissé par Ravi et Kececioglu dans le cas de la particulier de
la distance de Levenshtein [99]. II possede une propriété théorique intéressante : celle d’étre polynomial
lorsque le nombre m de mots pris en entrée est fixé. En revanche, il est inefficace en pratique, méme si
m est petit. Ceci n’est pas étonnant, compte tenu du théoreme 2.5 p. 51 qui garantit que le probleme du
centre est en général W[1]-difficile pour le parametre m. Notons qu’il ne semble pas possible de se ramener
a I'algorithme générique d’alignement multiple de la section 2.4.1.

Dans toute la suite de la section 2.7,
— 3 désigne un alphabet fini et
- m:(ZU{e}) x (XU {e}) — Z est une application quelconque.
On se donne a résoudre le probleme df,-CENTER, c’est-a-dire le probleme du centre pour la distance d’édition
L, pondérée par 7. On pose de plus :

fi= | max |7(c, B)]
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de maniere & obtenir une constante positive vérifiant —x < w(«, 3) < 4k pour tous a, 8 € T U {e}.
Avant de décrire notre algorithme (section 2.7.2), nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

2.7.1 Résultats préliminaires

Si le cout de la délétion d’au moins une lettre de I’alphabet ¥ est strictement négatif, alors aucun langage
fini sur ¥ n’admet de centre pour la distance d’édition :

Remarque 2.4 On suppose qu’il existe a € 3 tel que m(a,e) < 0.
Alors, on alim,,_.« df(a™, w) = —o0 pour tout w € X*. Il en résulte que, pour toute partie finie W C 3%,
on a Rdg(W) = —oo et, par suite, W n’admet pas de centre pour df,.

En revanche, si le cotit de toute délétion de lettre est positif ou nul, alors on peut obtenir la borne suivante
et en déduire que tout langage fini et non vide admet un centre pour la distance d’édition :

Proposition 2.10
Supposons que la fonction de pondération © vérifie m(a,e) > 0 pour tout a € 3.
Alors,

(). pour tous g, w € ¥*, on a di(g,w) > —k |w|, et

(7). toute partie finie et non vide de ¥* admet un centre pour df,.
Preuve.
(4). Soit un alignement
a1 (2] cee (679
B P2 o D
n

d (g, w) = Zﬂ(ajvﬁj)~

Jj=1

de (g, w) de w-score optimal

Minorons cette somme en minorant individuellement chacun de ses n termes.
Notons j1, ja2, ..., jjw| les |w| indices vérifiant :

1§j1<j2<~-~<j|w‘§n et w:ﬁjlﬂjQ...ﬂj‘w‘.

— Pour chacun des |w| indices j € {jl,jg, . ,j‘w‘} on a trivialement mw(c;, §;) > —k, par définition de k.
— Pour chacun des n — |w| indices j € [1,n] \ {jl,jg, . ,j|w‘} on a #; = € donc o € ¥ et, par suite,
I'hypothese faite sur la fonction de pondération m dans cette proposition garantit m(cy;, 8;) = m(a,€) >
0.
Il en résulte :
dg(g,w) = (=k) - [w| + 0 (n = |w]) = =K |w|

ce qu’on voulait & ce stade.

(i1). Soit une partie finie W C X*. Posons £ := min,ecw |w|.
Le point (i) permet de minorer par —x¢ I’ensemble d’entiers

dg(g,w) :g € X* 5 .
{ max dp(g,w) : g }
Cet ensemble admet donc un plus petit élément, ce qui signifie que W admet bien au moins un centre pour

dr.
Q.E.D.

Nous aurons également besoin de la borne suivante :
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Proposition 2.11
Pour toute partie finie W C 3*, on a Rgz (W) < kM ot M := maxyew |w|.

Preuve. Pour tout w € W, la remarque 1.3 p. 22 permet d’écrire :

Jw
diy(e,w) =Y w(wli],e) < & |w| < &M
i=1

d’ou
Ry= (W) < dg(e < kM.
ag (W) < max (e, w) < %
Q.E.D.
2.7.2 Description de l’algorithme
On suppose donnés un entier m > 1 et m mots quelconques wy, wa, ..., Wy, € X*. Dans cette section, nous
décrivons un algorithme calculant un centre et le rayon de W := {wy, wa, . .., wy, } pour la distance d’édition
pondérée par w. Cet algorithme est polynomial a m fixé. Il est fondé sur le principe de programmation
dynamique.
Dans toute la suite de la section 2.7, on fait 'hypothese suivante :
VYa € X m(a,e) > 0. (%)

D’apres la remarque 2.4 p. 53, cette hypotheése est nécessaire pour que toute partie finie de ¥* admette un
centre pour df. Elle est également suffisante par le point (47) de la proposition 2.10 p. 53.

2.7.2.1 Table de programmation dynamique

Notre algorithme calcule dynamiquement une partie finie de la table 2m-dimensionnelle de booléens
définie ci-dessous, au lieu d’un tableau m-dimensionnel d’entiers comme dans la section 2.4.1.2.
On note :
P = [0, [w[] x [0, Jwa|] x -+ X [0, |wyp]

et, pour tout p = (p1,p2,...,pm) € P et tout d = (d1,ds,...,d,) € Z™, on pose :

oui sidge€ ¥*, Vi€ [l,m],dy (g,wgpi)) <d;

non sinon

Blp][d] := {

Expliquons comment la table B[-][-] peut étre utilisée pour résoudre le probléeme du calcul du rayon de
W. On peut remarquer des maintenant que le rayon de W pour df, peut étre calculé uniquement & partir de
la table booléenne m-dimensionnelle B[(Jwy], |wa], ..., |wn.])][] :

Remarque 2.5 Le rayon de W pour df, est la borne inférieure des entiers s’écrivant sous la forme

maxi<i<m d; avec d = (di,ds,...,dn) € Z™ vérifiant B[(Jwn], |we|,. .., |wn])][d] = oui.
Posons :
M = max {|w],|wa], ..., |wn|}
et
D = [—k|w|,kM] x [—k |ws|, kM] X - -+ X [—K |wm|, kM] .

La proposition 2.12 ci-dessous se démontre a l'aide des résultats de la section 2.7.1. Cette proposition ga-
rantit que, pour calculer le rayon de W, il suffit d’examiner un nombre fini d’entrées de la table B[-][-],
contrairement a ce que suggere la remarque 2.5 p. 54. Ce nombre d’entrées est au plus égal au cardinal de
D que 'on peut majorer par (26M)™. 1l est donc polynomial en la taille de I'instance W pour m fixé.
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Proposition 2.12
Le rayon de W pour df;, est le plus petit entier s’écrivant sous la forme max;<;<m, d; avec (d1,dg,...,dm) € D
vérifiant

B[(Jwa], lwa], -, [wmD][(d1,d2, .. .,dm)] = oui.
Preuve. Soit d = (dy,ds,...,dy) € D avec
B[(Jw1|,|wa|, .-, |wm])][d] = oui, (2.28)
tel que R := maxj<i<m d; soit minimum. Il s’agit de montrer que Rdg(W) = R.
On déduit de (2.28) qu’il existe gq € I* tel que, pour tout ¢ € [1,m], on ait

di(9a, w;) = dg (gd,wglwil)) <d; <R.

On a ainsi
7r < ” )<
Rag (W) < e di(9a, w;) < R
donc il ne reste plus qu’a vérifier I'inégalité inverse, c’est-a-dire R < Rdg(W)-
D’apreés le point (i7) de la proposition 2.10 p. 53, W admet un centre g pour df. On a trivialement :

B[(|w1‘ ) ‘w2| R |wm|)} [(dg(g7w1>7dg(ng2)a .- "dg(g’wm))} = oui.

D’autre part, le point (i) de la proposition 2.10 p. 53 et la proposition 2.11 p. 54 garantissent que

(dg(ng1)7dg(g7w2)v e vdg(gawm)) eD.

La minimalité de R permet alors d’écrire

R < max dg(g,w;) = Raz (W).

1<i<m
Q.E.D.

La premiere étape de notre algorithme pour d%-CENTER consiste a calculer dynamiquement B[p][d] pour
tout (p,d) € P x D. D’apres la proposition 2.12 p. 55, on pourra alors calculer facilement le rayon de
W pour df. Dans un second temps, on reconstruira un centre de W a l’aide de la méthode classique du
“backtracking”.

2.7.2.2 Caractérisation inductive de la table de programmation dynamique

Dans cette section nous montrons exhibons la caractérisation inductive de B[-][-] sur laquelle s’appuie
notre algorithme de programmation dynamique.

Proposition 2.13 (Initialisation)
Soit d = (dy,da,...,dy) € Z™.
Alors, B[(0,0,...,0)][d] = oui si et seulement si on a d; > 0 pour tout i € [1,m)].

Preuve.

e Supposons que l'on ait d; > 0 pour tout ¢ € [1,m]. La matrice & 2 lignes et 0 colonne, dont le m-score est
nul, est 'unique alignement de (g,¢) donc on a :

Vi € [1,m] dg (5,w§0)) =dg(g,6) =0.

11 en résulte que B[(0,0,...,0)][d] = oui.
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e Réciproquement, supposons que l'on ait B[(0,0,...,0)][d] = oui. Alors, il existe g € ¥* vérifiant
df, (g,wgo)> < d; pour tout i € [1,m]. On a ainsi :

lgl
T 0\ _ = _§ ;
d; ZdE ({Lwi ) _dE(gaE)—jzlﬂ(g[JLE)

d’apres la remarque 1.3 p. 22. Or, 'hypothese (#*) p. 54 assure que tous les 7(g[j],€) (7 € [1,]g]]) sont
positifs ou nuls donc il en est de méme pour leur somme. On en déduit d; > 0.
Q.E.D.

Pour tout i € [1,m], on note e; le m-uplet dans toutes les composantes sont nulles sauf la i-éme qui est
égale a 1 :

m
V(z1, 22, Tm) € Z™ Zziei:(xl,@,...,xm).
i=1

Théoréme 2.6 (Induction)
Soient p = (p1,p2,-..,Pm) € P avec p # (0,0,...,0),d € Z™ et [ :={i € [1,m] : p; # 0}.
Alors, on a B[p|[d] = oui si et seulement si I'une au moins des deux assertions suivantes est vérifiée :
1. il existe j € I tel que
Blp — ej][d — m(e, wj[p;])e;] = oui (E;)
ou

2. il existe a € ¥ et une partie non vide J C I tels que

B

p— Zei] d— Z m(a,€)e; — Zw(a,wi[pi])ei = oui. (Fug)

ieJ ie[l,m]\J ieJ

La preuve de ce théoreme est longue mais ne fait intervenir que des idées simples. Elle est reléguée en annexe,
page 121.

2.7.2.3 Calcul de la table de programmation dynamique

On déduit du théoreme 2.6 p. 56 et des résultats précédents, le corollaire suivant.

Corollaire 2.1
Supposons donné un couple (p,d) € P x D vérifiant p # (0,0,...,0) et ’hypothése suivante : pour tout
(p’,d’) € P x D avec p’ strictement avant p dans 'ordre lexicographique, B[p'][d’] est calculable en temps
O(m) (linéaire en la taille de p’ et d’).

Alors, on peut calculer Blp][d] en temps O(m2™).

Preuve. Vérifions tout d’abord que 'on peut légerement renforcer ’hypothese de notre corollaire. Posant
D:={d},dy,...,d,) €Z™ :Vie[l,m], d; <rxM},

ona D C D,et D\ D est I'ensemble des (d},db,...,d,,) € Z™ pour lesquels il existe i € [1,m] vérifiant
d; < —k |w;|. On déduit ainsi facilement du point (i) de la proposition 2.10 p. 53 la remarque suivante.

Remarque 2.6 Pour tout p' € P et tout d’ € D\ D, on a Blp'][d'] = non.

On peut ainsi remplacer D par D dans I'énoncé du corollaire 2.1. Autrement dit, on peut considérer que
B[p’][d’] est calculable en temps O(m) pour tout (p’,d’) € P x D tel que p’ soit strictement avant p dans
Pordre lexicographique.

Reprenons les notations du théoréme 2.6 p. 56 : p = (p1,p2,...,pm) et I = {i € [1,m] : p; # 0}. Ce
théoréme permet de calculer B[p][d] & I’aide d’entrées de B[-][-] calculables en temps O(m), comme atteste
les deux remarques suivantes.
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Remarque 2.7 Considérons les deux m-uplets d’entiers
P—e€j et pP-— Z €,
ieJ
qui interviennent respectivement dans les égalités (E;) et (F, ;) de l’énoncé du théoréme 2.6 p. 56.

Dés que J est non vide, ces deur m-uplets sont situés strictement avant p dans l’ordre lexicographique.

Remarque 2.8 Considérons les deur m-uplets d’entiers

d — (e, wj[p;])e; et d- Z m(a,e)e; — Zﬂ(a,wi[pi])ei

i€[1,m]\J ieJ

qui interviennent respectivement dans les égalités (Ej) et (Fy,7) de lénoncé du théoreme 2.6 p. 56.
Sid € D alors ces deuxr m-uplets sont des éléments de D.
Pour calculer B[p][d] & l'aide de I’équivalence fournie par le théoréme 2.6 p. 56 :
1. on teste 'égalité (E;) pour les #I éléments j de I, et
2. on teste égalité (F, ;) pour au plus (#X)(2#! — 1) couples (a,J) distincts.

Chacun des #1 + (#X) (271 — 1) tests évoqués ci-dessus est réalisable en temps O(m) d’apres ce qui précede.
Comme [ est une partie de [1,m], on a :

#I+ (#2)(27 —1) Sm+ (#)(2" —1) = 0(2™)

donc on peut calculer Blp][d] en temps O(m2™). Q.E.D.
Notre algorithme fonctionne de la maniere suivante.
1. Pour tout d € D, on calcule B[(0,0,...,0)][d] en temps O(m) en examinant le signe de chacune des
entrées de d, comme le suggere la proposition 2.13 p. 55. Cette étape prend un temps O(m - #D) C
O(m(26M)™).

2. On énumere les m-uplets p € P avec p # (0,0,...,0) dans l'ordre lexicographique. Pour chaque p, on
calcule, pour chaque d € D, Blp][d] en temps O(m2™), comme le permet le corollaire 2.1 p. 56.

3. D’apres la proposition 2.12 p. 55, il suffit de faire une passe sur la restriction a D de
B[(|wi|,|wa|, ..., |wm|)][-] pour obtenir le rayon de W pour df. Cette étape prend un temps
O(m - #D) C O(m(2sM)™).
4. A l'aide d’un “backtracking”, on récupere un centre de W pour df.
L’étape la plus coiiteuse en temps est la deuxiéme : il y a (#P — 1)(#D) entrées de B[-][-] & calculer et
on passe un temps O(m2™) sur chacune. Notre algorithme est donc de complexité O(m2™ (#P — 1)(#D)).
Cette complexité est bien polynomiale & m fixé car on a
m2"(#P — 1)(#D) <m2™ - (M +1)™ = 1)) - (26M)™

=0 (mnm(ZM)Qm) .

2.8 Conclusion

2.8.1 Récapitulatif des résultats connus sur la complexité des problemes d’ali-
gnement multiple

Chacun des problémes d’alignement multiple évoqués dans la section 2.4 admet un algorithme exact dont
la complexité devient polynomiale lorsque le nombre de mots pris en entrée est fixé (voir les sections 2.4.1
et 2.7).

En revanche, les problemes décision associés sont NP-complets méme dans le cas ou 'alphabet d’entrée
est binaire (voir [32] et les sections 2.5 et 2.6).
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Supposons que la fonction de pondération 7 soit une semi-métrique sur I’alphabet d’entrée ¥ augmenté
du mot vide. Alors, les problemes SP™-MSA, d,-MEDIAN et df-CENTER sont 2-approximables [45, 10] (voir
aussi les propositions 2.3 p. 28 et 2.4 p. 29). Si de plus le degré des arbres phylogénétiques pris en entrée est
borné alors TREE"-MSA admet un P.T.A.S [113]. Mais, on peut trouver une fonction de pondération 7 telle
que SP™-MSA (resp. df-MEDIAN) n’admette pas de P.T.A.S., sauf si NP = P [58] (resp. [114]).

2.8.2 Questions ouvertes

Le probleme du centre pour la distance d’édition. La complexité du probléme du centre pour les
distances d’édition dont la fonction de pondération 7 est une métrique sur XU{e} ne satisfaisant pas (*) p. 39
reste ouverte. Il est probable qu’il faille mettre en ceuvre des idées nouvelles par rapport a celles développées
dans la section 2.6. En effet, quand Isaac Elias a démontré, en 2003, la NP-complétude de df-MEDIAN pour
toute métrique 7 sur {0,1,¢e}, il a été est obligé de considérer séparément les cas 7(0,1) < 7(0,¢) + 7(e, 1)
et m(0,1) = w(0,¢e) + w(e, 1) [32].

Approximabilité. La question de I'existence d’'un P.T.A.S. reste ouverte pour d;-MEDIAN, d;-CENTER
et SP™-MSA lorsque 7 est la métrique discréte sur X U {e}.

On sait que df-MEDIAN et SP™-MSA sont difficiles & approximer pour certaines fonctions de pondération
7 mais ces fonctions font jouer des roles tres différents aux lettres de ’alphabet (contrairement & la métrique
discrete sur X U {e}) [114, 58].

En revanche, pour une légere variante de la distance de Levenshtein, le probleme de la médiane admet
un P.T.A.S. [73].

Complexité paramétrique. Pour la distance de Hamming, le probleme du centre a été montré F.P.T.
pour son parametre “seuil d’acceptation” [44] (voir aussi la section 2.3.2). Pour la distance Levenshtein,
cette question reste ouverte. Plus explicitement, supposons donnés un langage fini W et un entier d > 0.
On ne sait pas s’il est possible décider de V'existence d’un mot ¢ vérifiant max,ew di.(g,w) < d en temps
O((p(d) |W|O(1)>7 méme si 'application ¢ : N — N peut-étre choisie arbitrairement, indépendamment de W
et de d. Notons que 'on ne connait pas non plus la complexité de di,-MEDIANp pour son parametre “seuil
d’acceptation”.
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Chapitre 3

Complexité du probleme de la plus
longue sous-séquence commune pour
les mots non orientés et/ou circulaires

3.1 Introduction

De nombreux objets, rencontrés par exemple en reconnaissance des formes et en bio-informatique, sont
naturellement modélisés par des séquences circulaires et/ou non orientés de symboles. Pour comparer ces
mots sans début ni fin et/ou dont on a “oublié” le sens de lecture, il est souvent pertinent de les aligner.

3.1.1 Application des alignements de mots circulaires et/ou non orientés

Recensons quelques situations concrétes ot il est intéressant d’aligner des mots circulaires et/ou non
orientés.

3.1.1.1 En bio-informatique

Dans la nature, I'information héréditaire est portée par des molécules linéaires ou circulaires d’ADN ou
d’ARN [1]. Ces molécules sont représentées par des mots linéaires ou circulaires sur l'alphabet {A, T, U, G, C}.

— Les génomes bactériens, chloroplastiques et mitochondriaux sont en majorité circulaires.

— Le matériel génétique des virus est souvent porté par des molécules d’ADN circulaires. C’est le cas
en particulier des bactériophages, qui sont largement utilisés comme vecteurs pour cloner les génes de
diverses especes.

— Les plasmides sont de petites molécules circulaires, capables de se répliquer de maniere autonome. Ils
ont de nombreuses applications bio-technologiques.

Par ailleurs, Iorientation des molécules I’ADN et d’ARN (par convention dans le sens 5 — 3’) peut
poser des problemes pour le séquencage. Au cours de ce processus, maintenant automatisé, ’ADN que 1'on
traite est inséré dans un vecteur double brin pour y étre cloné. Or, pour des raisons techniques, il n’est pas
toujours possible de savoir dans quel sens, la molécule considérée est insérée dans le vecteur, c’est-a-dire sur
quel brin. Par exemple, pour comparer des EST (Expressed Sequence Tags), il est nécessaire de tenir compte
des deux orientations possibles.

3.1.1.2 En reconnaissance des formes

Le contour d’une forme planaire peut étre représenté par un mot circulaire. Une bonne maniere pour
comparer deux formes est de calculer le score minimum d’un alignement circulaire entre leurs contours
[96, 83, 17]. En pratique, ce type de comparaison est utilisé dans I'industrie pour classifier des objets défilants
sur un tapis roulant. Si le coté sur lequel les objets sont posés peut étre arbitraire alors son contour peut
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étre encodé dans un sens ou dans I'autre. Il est donc nécessaire d’effectuer une comparaison circulaire et non
orientée.

3.1.2 Complexité du probleme de 1’alignement multiple pour les mots circu-
laires et /ou non orientés

3.1.2.1 Etat de I’art sommaire

Il existe des algorithmes polynomiaux calculant, pour deux mots circulaires donnés, un alignement de
score optimum [80, 102] (voir section 3.3.1). Des heuristiques plus rapides que les algorithmes exacts sont
également utilisées en reconnaissance de formes [96, 87].

Pour un nombre quelconque de mots circulaires, la NP-complétude du probleme de la plus courte super-
séquence commune a été établie [85] (voir section 3.3.2). Ce dernier probleme d’optimisation peut étre vu
comme un cas particulier du probleme de I'alignement multiple de score optimum.

3.1.2.2 Description sommaire de notre contribution

D’apres 'exemple 2.9 p. 35, le probléme de la plus longue sous-séquence commune (LCS) peut étre vu
comme un cas particulier du probléeme de I’alignement multiple de score minimum pour les mots linéaires
orientés. Dans ce chapitre, nous considérons trois variantes de LCS :

1. celle pour les mots non orientés (LCUS),

2. celle pour les mots circulaires (LCCS) et

3. celle pour les mots circulaires et non orientés (LCUCS).

Le probleme LCUS (resp. LCCS, resp. LCUCS) peut étre vu comme un cas particulier du probleme de
Palignement de score minimum pour les mots non orientés (resp. circulaires, resp. circulaires et non orientés).

Nous étudions de maniere & peu pres exhaustive la complexité algorithmique des problemes LCUS, LCCS et
LCUCS, tant du point de vue paramétrique, que de ’approximabilité.

3.2 Définitions et notations

Pour tout langage fini et non vide X, nous utiliserons, les deux notations suivantes :
- M(X) := max,ex |z| dans la section 3.4 et
— {(X) := mingex |z| dans les sections 3.5 et 3.6.2.

3.2.1 Autour des mots circulaires et/ou non orientés

Dans cette section, nous expliquons comment définir formellement la notion de mot circulaire (orienté ou
non). La notion de mot circulaire est naturellement liée & la notion suivante de conjugaison.

Définition 3.1 (Conjugaison) .
Soient deux mots = et y. On dit que x est un conjugué de y ou que x est conjugué avec y, et ’on note r = v,
lorsqu’il existe deux mots u, v tels que x = uv et y = vu.

Tous les conjugués de y sont de méme longueur que y et, si y est non vide, y admet au plus |y| conjugués
distincts.
Un conjugué de y est souvent appelé décalé circulaire de y.

Définition 3.2
On note v la fonction qui, & tout mot non vide w, associe son premier décalé circulaire (vers la gauche)
y(w) = w2w[3]...w[|w|Jw[l]. On convient que y(g) :=e.

On vérifie facilement que ~ induit une bijection de ’ensemble des mots dans lui-méme.
Pour tout n € Z, on peut ainsi définir v comme étant la fonction obtenue en composant entre eux
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— n exemplaires de la fonction v lorsque n est positif et,

— —n exemplaires de la bijection réciproque de «y lorsque n est négatif.
Ainsi, 79 est la fonction identité sur les mots, ' = v, 7% est la bijection réciproque de v* pour tout k € Z
et, v (w) = y™(y"(w)) pour tout mot w et tous m, n € Z.

Exemple 3.1 Les conjugués de x := allezlom sont :

Y (z) =z, ' (z) = 11ezloma, v?(x) = lezlomal,
v3(x) = ezlomall, v} (x) = zlomalle, 75(z) = lomallez,
75 (x) = omallezl, 7"(z) = mallezlo.

Les remarques 3.1 et 3.2 ci-aprés permettent de démontrer le lemme 3.1 p. 61 qui relie la notion de
conjugaison et la fonction ~.

Remarque 3.1 Pour tout entier p > 0 et tous mots u, v avec |u| = p, on a v?(uv) = vu.

En particulier, on a y/*/(u) = w ainsi que l'assertion équivalente v = v~ */(u). Par suite, on démontre
facilement par récurrence que, pour tout entier ¢ > 0, on a 7‘1|“‘(u) =uetu= 7_‘1|“‘(u). En substituant
4" (w) & u, on obtient, pour tous q, 7 € Z : 44Vt (w) = 441l (47 (w)) = 4" (w). On en déduit :

Remarque 3.2 Pour tout n € Z et tout mot w, Y (w) = " (w) ot r est le reste de la division euclidienne
de |w| par n.
Lemme 3.1 Pour tous mots x, vy, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

. C
(). 22y,
(7). il existe n € Z tel que x =" (y) et
(#i1). il existe n € [0, |y| — 1] tel que x = y"(y).

Preuve. Laremarque 3.1 p. 61 permet de prouver (i) <= (7i¢) et la remarque 3.2 p. 61 permet de prouver
(i) <= (iii). Q.E.D.

On déduit facilement la proposition suivante de I’équivalence des points (i) et (i¢) du lemme 3.1 ci-dessus :

Proposition 3.1 ([76, 77]2
La relation de conjugaison = est une relation d’équivalence sur I’ensemble des mots.

Preuve. Soient trois mots z, y, z. On s’appuie en permanence sur le lemme 3.1 p. 61.

o

7z . \ c . 7’ .
e Posant u := ¢ et v := x, on peut écrire z = uv et x = vu d’ott x = x : la relation = est réflexive.

e On déduit immédiatement de la définition 3.1 p. 60 que la relation = est symétrique.

e Supposons x = y ety = Alors, il existe p, ¢ € Z tels que © = yP(y) et y = v%(z). Par suite, on a

x =PT4(z) d’onr x = 2 : la relation = est transitive.
Q.E.D.

Pour tout mot w, on appelle classe de conjugaison de w, la classe d’équivalence de w pour =. La classe de
conjugaison de w est I'orbite de w sous v, c’est-a-dire {w,v(w),»*(w),... ,’y‘“’"l(w)}. On voit maintenant
qu'’il est cohérent de définir formellement le mot circulaire orienté obtenu en joignant les deuz extrémités de
w comme étant la classe de conjugaison de w.

Remarquons maintenant qu’identifier un mot = avec son image miroir Z revient & oublier son orientation.
Ainsi, la notion de mot circulaire non orienté est naturellement liée & la relation suivante :

Définition 3.3 ve
Soient deux mots z et y. On dit que x est conjugué avec y a l'orientation pres et I'on note x = y, lorsque x
est conjugué avec y ou avec .
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ue

Notons que UC est 'abréviation de “Unoriented Cyclic”. Pour tous mots x, y, on a : x = y si et seulement
C C -

siz=youx=4g.
v " v . R . uc . P N
La proposition 3.2 ci-apres garantit que = est une relation d’équivalence sur les mots. Ainsi, pour tout
mot w, on peut définir formellement le mot circulaire non orienté obtenu en joignant les deux extrémités de

) — uc
w comme étant la classe d’équivalence pour = de w.
Pour montrer la proposition 3.2 p. 62, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2 (Compatibilité avec le passage & ’image miroir) Soient deuzx mots x et y. Alors, x est
conjugué avec y si et seulement si T est conjugué avec .

<

Preuve. Supposons z = y. Alors, il existe des mots u, v tels que £ = uv et y = vu. On a ainsi & = 04 et

. .. C
y=uv, dou T =g.

C C

On a ainsi montré 'implication : © = y = & = ¢. L’implication réciproque s’en déduit car le passage a
Pimage miroir est involutif (I'image miroir de 'image miroir d’un mot est le mot lui-méme). Q.E.D.

On déduit de la proposition 3.1 p. 61 et du lemme 3.2 p. 62 :

PI‘OpOSitiOII}C 3.2
La relation = est une relation d’équivalence sur les mots.

Preuve. On s’appuie en permanence sur la proposition 3.1 p. 61. Soient trois mots z, y, z.

ue

e Comme tout mot est conjugué avec lui-méme, on a x = z. Notre relation est réflexive.

<

uc uc 7 I .
e Supposons x = y et montrons y = x. Deux cas se présentent : premierement, si on a x = y alors on a

<

Y = x ; deuxiémement, si on a x = 4 alors, par le lemme 3.2 p. 62, on a & = y, d’ou y = Z. Dans les 2 cas,

. uc . L
on a bien y = x. Notre relation est symétrique.
uc uc uc , " . c
e Supposons x = y et y = z. Montrons x = z. Quatre cas se présentent : premierement, si on a x = y et
c [¢) N . ¢ <1 c . PN .
y = z alors on a © = z; deuxiémement, si on a x = y et y = Z alors on a © = Z; troisiemement, si on a x
c c . . C . c " . Cc .
et y=zalorsonaxz=gety =2 (lemme 3.2 p. 62), d’ott © = Z; quatritmement, si on a = = § et y
(<IN . C N c A uc )
alorson a x = § et § = z (lemme 3.2 p. 62), d’ott = z. Dans les 4 cas, on a bien = z. Notre relation est
transitive.

IS

Mo lile

Q.E.D.

3.2.2 Position des problemes

Dans cette section, nous définissons formellement :

— la notion de sous-séquence circulaire et/ou non orientée (définition 3.4 p. 62) ainsi que

— les problémes d’optimisation consistant & rechercher une sous-séquence circulaire et/ou non orientée,

de longueur maximale, commune & tous les mots d’un langage donné (définition 3.6 p. 64).

Rappelons (voir section 1.4) que, pour tous mots z et s, on dit que s est une sous-séquence de x lorsqu’on
peut obtenir s a partir de x en y effacant des lettres. Le probleme de la plus longue sous-séquence commune
(LCS) consiste a rechercher un mot de longueur maximale qui est une sous-séquence de chacun des mots
d’un langage donné.

Définition 3.4
Soient x et s deux mots quelconques.
— On dit que s est une sous-séquence non orientée (ou U-sous-séquence) de = lorsque s est une sous-
séquence de x ou I'image miroir d’une sous-séquence de x.
— On dit que s est une sous-séquence circulaire (ou C-sous-séquence) de x lorsque s est conjugué avec
une sous-séquence de x.
— On dit que s est une sous-séquence circulaire non orientée (ou UC-sous-séquence) de x lorsque s est
conjugué avec une sous-séquence de x ou avec I'image miroir d’une sous-séquence de x.
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Utilisons les notations introduites dans les définitions 3.1 p. 60 et 3.3 p. 61 : s est une C-sous-séquence
(resp. une UC-sous-séquence) de z si et seulement s’il existe une sous-séquence ¢ de x vérifiant s = ¢
(resp. s = t).

La remarque suivante pourrait constituer une alternative a la définition 3.4.

Remarque 3.3 Soient x et s deux mots quelconques :
— s est une U-sous-séquence de x si et seulement si s est une sous-séquence de x ou de T ;
— s est une C-sous-séquence de x si et seulement si s est une sous-séquence d’un mot conjugué avec x ;
— s est une UC-sous-séquence de x si et seulement si s est une U-sous-séquence d’un mot conjugué avec
x.

Remarque 3.4 Soit x un mot quelconque.
— Toute sous-séquence de x est a la fois une U-sous-séquence et une C-sous-séquence de x.
— Toute U-sous-séquence et toute C-sous-séquence de x est une UC-sous-séquence de x.

Exemple 3.2 (Suite de ’exemple 3.1 p. 61) Soit x := allezlom.
— mela est U-sous-séquence de x qui n’est pas une C-sous-séquence de x.
- malle est une C-sous-séquence de x car on a malle = allem et allem est une sous-séquence de x.
Mais malle n’est pas une U-sous-séquence de x.
— lamo est une UC-sous-séquence de x car on a lamo = mola ef mola est limage miroir de la sous-
séquence alom de x. Mais lamo n’est ni une U-sous-séquence, ni une C-sous-séquence de x.

Définition 3.5
Soit X un langage non vide.

On appelle U-sous-séquence (resp. C-sous-séquence, resp. UC-sous-séquence) commune de X tout mot
qui est une U-sous-séquence (resp. une C-sous-séquence, resp. une UC-sous-séquence) de chacun des mots
de X.

On note lcus(X) (resp. lees(X), resp. leucs(X)) la longueur d’une plus longue U-sous-séquence (resp. C-
sous-séquence, resp. UC-sous-séquence) commune de X.

Les notations lcus, lccs et lcucs ont été choisies car elles constituent des abréviations naturelles de “Lon-
gest Commun Unoriented Subsequence”, “Longest Common Cyclic Subsequence” et “Longest Common
Unoriented Cyclic Subsequence”.

On déduit de la remarque 3.4 p. 63 :

Remarque 3.5 Pour chaque langage non vide X, on a :

les(X) <lcus(X) <lcucs(X) et les(X) <lees(X) < lcucs(X).
L’exemple suivant montre que les quatre inégalités ci-dessus peuvent étre strictes et donc que la
définition 3.5 p. 63 est pertinente. Il montre également que les fonctions lcus et lccs ne sont pas compa-

rables.

Exemple 3.3 On a :

les(X1) = 1 < 2 = leus(Xy) = lees(Xy1) = leues(Xy)
lecus(X2) = 2 < 3 = lees(Xa) = leues(Xa)
lees(X3) = 5 < 6 = leus(X3) = leucs(Xs)

pour X, := {01,10}, X5 := {011,101} et X3 := {101001,100101}.

Introduisons maintenant les problemes dont nous étudions la complexité dans ce chapitre :
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Définition 3.6

On nomme LCUS (resp. LCCS, resp. LCUCS) le probléme d’optimisation : “Etant donné un langage fini et
non vide X, trouver une U-sous-séquence (resp. une C-sous-séquence, resp. une UC-sous-séquence) commune
de X de longueur maximale”.

Le probléme de décision LCUSp (resp. LCCSp, resp. LCUCSp) associé a LCUS (resp. LCCS,
resp. LCUCS) s’énonce : “Etant donnés un langage fini et non vide X et un entier £ > 0, décider si X
admet une U-sous-séquence (resp. une C-sous-séquence, resp. une UC-sous-séquence) commune de longueur
k7.

3.3 Résultats connus et notre contribution

Plusieurs problemes naturellement liés a LCCS ont été abordés dans littérature. Les principaux résultats
connus sur ces problémes sont exposés dans les sections 3.3.1 et 3.3.2 ci-apres. Ensuite, dans la section 3.3.3,
nous décrivons les résultats nouveaux que nous démontrons sur la complexité des problemes LCUS, LCCS
et LCUCS.

3.3.1 Alignement de deux mots circulaires et/ou non orientés

Le probleme de I'alignement de deux mots circulaires a été étudié par : Maes [80] (voir aussi [22]), Landau,
Myers et Schmidt [68], et Schmidt [102]. Ce probléeme est la généralisation naturelle de la restriction de LCCS
a des paires de mots.

Définition 3.7
Soient deux mots x et y.
— On appelle alignement non orienté (ou U-alignement) de (z,y) tout alignement de (x,y) ou de (z, 7).
— On appelle alignement circulaire (ou C-alignement) de (z,y) tout alignement d’un couple de la forme
(z,y') ou y’ est un mot conjugué avec y.
— On appelle alignement circulaire non orienté (ou UC-alignement) de (x,y) tout alignement d’un couple
de la forme (z,y') ot1 y' est un mot conjugué avec y ou avec §.

Dans toute la suite de cette section, ¥ désigne un alphabet fini ou infini et 7 : (XU {e}) x (XU{e}) = Z
est une fonction de pondération calculable en temps constant.

On dit qu’un alignement (resp. un U-alignement, resp. un C-alignement, resp. un UC-alignement) de (z, y)
est m-optimal lorsqu’il est de m-score minimum parmi tous les alignements (resp. les U-alignements, resp. les
C-alignements, resp. les UC-alignements) de (z,v). Etant donnés deux mots non vides T, y sur X, nous
considérons les trois problemes consistant respectivement a rechercher : un U-alignement, un C-alignement
ou un UC-alignement m-optimal de (z,y).

Rappelons que l'on peut calculer un alignement (classique) m-optimal de (z,y) en temps quadratique
O(lz| |y]) [45] (voir section 1.5.4).

3.3.1.1 Le probleme de I’alignement circulaire de score minimum

Pour calculer un C-alignement m-optimal de (z,y), une méthode naive consiste &

1. calculer un alignement m-optimal de (z,y’) pour chaque mot y’ conjugué avec y puis a

2. retourner un alignement de m-score minimum parmi tous les alignements calculés a I'étape précédente.
Comme y admet au plus |y| conjugués distincts, il y a au plus |y| alignements & calculer & étape 1 et, comme
chaque conjugué de y est de longueur |y|, cette procédure prend, au total, un temps O(|x| |y\2>

L’algorithme de Maes fait mieux : il calcule un C-alignement w-optimal de (z,y) en temps O(|z| |y|log |y|)
[80]. De plus, pour des fonctions de pondération particulieres, il est possible de faire encore mieux.

e Supposons que 7 soit la métrique discrete sur ¥, c’est-a-dire que df = dy,. Alors, le m-score d'un C-
alignement m-optimal de (z,y) est égal &

e:= min{dL(x,y') Ly = }
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et un tel C-alignement est calculable en temps O(e - |y|) [68].

e Supposons qu’il existe deux constantes entieres M, S > 0 telles que :

-M sia=p
+S  sinon ’

Va, f € XU {e} w(a,ﬁ):{

Alors, on peut calculer un C-alignement m-optimal de (x,y) en temps quadratique O(|z| |y|) [102].

3.3.1.2 Elimination des problémes d’orientation

Pour calculer un U-alignement (resp. un UC-alignement) m-optimal de (z,y), il suffit de calculer

— un alignement (resp. un C-alignement) m-optimal de (z,y) et

— un alignement (resp. un C-alignement) m-optimal de (z, 7).

Ensuite, parmi les deux alignements calculés, on en retourne un de 7-score minimum.

On a ainsi ramené le probleme de I'U-alignement (resp. de 'UC-alignement) m-optimal au probléme de
Palignement (resp. du C-alignement) m-optimal. Il en résulte que ’on peut calculer un U-alignement (resp. un
UC-alignement) m-optimal de (z,y) en temps O(|z||y|) + O(|z||g]) = O(|z| |y|) (resp. O(|z||y|log|y|) en se
fondant sur Palgorithme de Maes [80]).

3.3.1.3 Sous-séquences circulaires et/ou non orientées communes & deux mots

Dans la section 1.5.3 p. 23, nous avons introduit une fonction de pondération A vérifiant la propriété
suivante : calculer (le A-score d’)un alignement A-optimal de (x,y) revient & calculer (la longueur d’)une plus
longue sous-séquence commune de {z,y}. Cette propriété montre que le probléme de l'alignement de deux
mots généralise le probléeme de la plus longue sous-séquence commune a deux mots. Elle s’étend naturellement
aux problemes étudiés dans ce chapitre.

Soit A un U-alignement (resp. C-alignement, resp. UC-alignement) A-optimal de (z,y).

e On vérifie facilement que le A-score de A est égal & |z|+|y| —2 x lcus({z, y}) (resp. |z|+|y| —2 xlces({z, y}),
resp. |z| + |y| — 2 x leucs({z, y})).

e De plus, soit ¢’ le mot tel que A soit un alignement de (x,y’). Alors, A est un alignement A-optimal
de (x,y’). Par suite, on peut extraire de A en temps linéaire une sous-séquence commune s de {z,y'} de
longueur maximale les({x,y’}) (voir section 1.5.3). On vérifie facilement que s est une U-sous-séquence
(resp. C-sous-séquence, resp. UC-sous-séquence) commune de {z,y} de longueur maximale.

3.3.2 Le probleme de la plus courte super-séquence commune et sa variante
pour les mots circulaires

Le probléeme de la plus longue sous-séquence commune (voir section 1.4) admet pour probleme “dual”
le probleme de la plus courte super-séquence commune. Ce dernier probleme a fait I'objet de nombreux
travaux (voir section 3.3.2.1 ci-dessous). Sa variante pour les mots circulaires a été également abordée dans
la littérature (voir section 3.3.2.2).

3.3.2.1 Le probléme de la plus courte super-séquence commune dans sa forme classique

Soient un langage fini X et un mot s. On dit que s est une super-séquence commune de X lorsque tout
mot appartenant & X est une sous-séquence de s. On nomme SHORTEST COMMON SUPERSEQUENCE (SCS)
le probleme d’optimisation suivant : “Etant donné un langage fini X, trouver une super-séquence commune
de X de longueur minimale” .
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Algorithme exact. Tout comme LCS, SCS admet un algorithme exact, polynomial pour #X fixé [60].
En effet, il suffit de considérer 'algorithme de la section 2.4.1 correspondant a une fonction de pondération
IT bien choisie. On prend en I'occurrence pour II la fonction qui, & chaque alignement-colonne C, associe :
— 1 ¢’il n’apparait pas dans C' deux lettres distinctes,
— 400 sinon.
Autrement dit,

aq
n Qo :{1 si #{on,q0,..., 0} <2
+o0  sinon
am
pour tout entier m > 1 et tous mots a1, az, ..., a,, vides ou réduits a une lettre vérifiant oy ... o # €.

En toute rigueur, nous n’avons pas autorisé la fonction II & prendre la valeur +o0o dans la section 2.4.1.
Néanmoins, on peut facilement se rendre compte que, méme dans ce cas, 'algorithme décrit dans la sec-
tion 2.4.1.2 reste encore correct et de méme complexité. De toute facon, le lecteur pointilleux pourra toujours
considérer que, dans la suite, II(C') = m—+1 pour tout alignement-colonne C' & m entrées dans lequel apparait
deux lettres distinctes.

Supposons donnés m mots 1, Ta, ..., Tym- A Daide de I’algorithme de la section 2.4.1, on calcule, en temps

polynomial pour m fixé, un alignement IT-optimal A = [ai,j] (i.4)ELim] x[17] de (z1,22,...,Tm). Remarquons

que chacune des colonnes d’un alignement IT-optimal est de IT-score 1. Le nombre n de colonnes de A est

la longueur d’une plus courte super-séquence commune de {z1,Zs,. ..,y }. De plus, pour chaque j € [1,n],
notons a; la seule lettre apparaissant dans la j-éme colonne de A : on a {a1;,a2;,...,am;} C {a;,c}.
Alors, ajas ... a, est une plus courte super-séquence commune de {z1,Z9,...,Zm}.

Complexité. La complexité du probleme de décision SCSp associé a SCS a été exhaustivement étudiée.
Les résultats obtenus sont similaires & ceux concernant LCSp.

Lorsque le nombre de mots pris en entrée est non borné, SCSp est NP-complet [81]. De plus, méme si
lon restreint SCS aux langages X vérifiant o(X) = 2, SCSp reste NP-difficile [98]. D’autre part, SCSp reste
également NP-difficile si I'on restreint SCS aux langages X vérifiant |z| = 2 pour tout z € X [111].

Par ailleurs, SCSp est W([1]-difficile pour le paramétre #X (c’est-a-dire le nombre de mots pris en entrée)
et ce résultat reste vrai méme si 'on restreint SCS aux langages X vérifiant o(X) = 2 [97].

Approximabilité. On trouve dans [55] trois résultats concernant approximabilité de SCS.
1. Le probléme SCS admet un algorithme d’approximation de borne o(X).
2. Si SCS admet un algorithme d’approximation de borne constante alors NP = P.

3. Il existe une constante § > 0 telle que : si SCS admet un algorithme d’approximation de borne log5(#X )
alors on a

NP C DTIME (21%0“) ”) .

3.3.2.2 Le probléme de la plus courte super-séquence commune pour les mots circulaires

On nomme SHORTEST COMMON CYCLIC SUPERSEQUENCE (SCCS) le probléme d’optimisation suivant :
“Etant donné un langage fini X, trouver un mot s de longueur minimale tel que tout mot appartenant a X
soit une C-sous-séquence de s”. Ainsi, SCCS est a SCS ce que LCCS est a LCS. La complexité du probleme
de décision SCCSp, associé a SCCS, a été étudiée par Middendorf [85]. Ce dernier a montré que SCCSp
dans sa forme générale est NP-complet. Il obtenu également les trois résultats suivants.

1. Lorsqu’on le restreint aux langages X tels que || = 2 pour tout € X, SCCS admet un algorithme
polynomial exact, contrairement a SCS.

2. En revanche, SCCSp reste NP-difficile, méme si ’on restreint SCCS aux langages X tels que |z| = 3
pour tout z € X.

3. Par ailleurs, si I'on restreint SCCS aux langages X pour lesquels on a o(X) = 2 alors SCCSp reste
NP-difficile.
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3.3.3 Notre contribution

Le but du chapitre présent est d’étudier la complexité des problemes LCUS, LCCS et LCUCS, définis
page 64, lorsque le nombre de mots pris en entrée est non borné.

Difficulté de la résolution exacte des problemes LCUS, LCCS et LCUCS. Nous obtenons un
certain nombre de résultats sur la complexité des problemes de décision LCUSp, LCCSp et LCUCSp. Ces
résultats sont pour la plupart établis dans la section 3.4. Ils sont résumés dans le tableau ci-dessous :

#X o(X) k LCUSp / LCCSp / LCUCSp

borné - — polynomial (prop. 3.3 p. 68)

— param. | param. || F.P.T. (rem. 3.7 p. 68)

— au plus 2 — NP-complet (th. 3.1 p. 70)
param. | au plus 2 - W(1]-difficile (th. 3.1 p. 70)

- - param. || W[1]-difficile (prop. 3.6 p. 80 et 3.7 p. 83 )
param. — param. || cas non abordé ici
param. | param. - W/t]-difficile V¢ > 1 (th. 3.1 p. 70)

Pour toute instance (X, k) de LCUSp (resp. LCCSp, resp. LCUCSp),
— #X est le nombre de mots pris en entrée,
— 0(X) est le cardinal de lalphabet d’entrée et
— k est la longueur minimum acceptable pour une plus longue sous-séquence commune de X.

Approximabilité des problemes LCUS, LCCS et LCUCS. Dans la section 3.5, nous généralisons
a LCUS, LCCS et LCUCS les deux bornes d’approximation connues pour LCS [55, 46]. Enfin, dans la
section 3.6.2, nous montrons qu’il est difficile d’approximer LCUS, LCCS et LCUCS avec des bornes d’ordre
de grandeur nettement inférieur. En effet, & ’aide de réductions, nous montrons que :

1. LCUS et LCUS sont au moins aussi difficiles & approximer que le probleme de 'indépendant maximum
pour les graphes dans la section 3.6.2.2 et, que

2. LCCS et LCUCS sont au moins aussi difficiles a approximer que le probleme de I'indépendant maximum
pour les hypergraphes 3-uniformes dans la section 3.6.2.3.

Ces réductions permettent d’appliquer a nos problémes, les résultats de Hastad concernant le probleme de
I'indépendant maximum [47] (voir section 3.6.2.4).

3.4 Résolution exacte de LCUS, LCCS et LCUCS

Dans cette section, nous étudions la difficulté de la résolution exacte des problemes LCUS, LCCS et
LCUCS. Nous généralisons a ces trois problemes plusieurs résultats importants déja connus pour LCS.

Commencgons par deux remarques et une proposition faciles avant de démontrer nos résultats principaux
dans la section 3.4.2.

3.4.1 Résultats positifs

Dans toute cette section, X désigne un langage fini et non vide, et k est un entier positif.

Remarque 3.6 Les problémes LCUS, LCCS et LCUCS sont dans NPO (voir section 1.2.5.2 pour une
définition). Par suite, leurs problémes de décision associés, LCUSp, LCCSp et LCUCSp sont dans NP.

Détaillons un peu.
— Calculer la longueur d’une U-sous-séquence (resp. C-sous-séquence, resp. UC-sous-séquence) commune
de X donnée prend trivialement un temps polynomial : la propriété (NPO1) est vérifiée.
— Toute U-sous-séquence (resp. C-sous-séquence, resp. UC-sous-séquence) commune de X est de longueur
au plus £(X) = minge x |x|, donc sa taille est inférieure & celle de X : la propriété (N PO2) est vérifiée.
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— Décider si un mot donné est une U-sous-séquence (resp. C-sous-séquence, resp. UC-sous-séquence)
commune de X prend un temps polynomial : la propriété (N PO3) est vérifiée.

Remarque 3.7 Les probléemes LCSp, LCUSp, LCCSp et LCUCSp sont F.P.T. pour le parameétre
(0(X), k).

En effet, cherchons & résoudre LCSp (resp. LCUS, resp. LCCS, resp. LCUCS) sur l'instance (X, k).
1. On calcule le plus petit alphabet ¥ tel que X C ¥*.
2. Pour chaque s € ¥, on teste si s est une sous-séquence (resp. U-sous-séquence, resp. C-sous-séquence,
resp. UC-sous-séquence) commune de X.

L’étape 1 prend trivialement un temps polynomial. Comme ¥ est de cardinal o(X), il y a (O’(X))k mots
& énumérer a ’étape 2 et chacun des (o(X ))]C tests & effectuer prend un temps polynomial. Ceci justifie la
remarque 3.7 p. 68.

Par ailleurs, nos trois problemes sont, tout comme LCS, résolubles en temps polynomial lorsque le nombre
de mots pris en entrée est fixé.

Proposition 3.3
Chacun des probléemes LCUS, LCCS et LCUCS admet un algorithme exact, polynomial lorsque le nombre
#X de mots pris en entrée est fixé.

Preuve. Soit un langage fini et non vide X. On construit un algorithme exact pour LCUS (resp. LCCS,
resp. LCUCS) de la maniére suivante.

1. Posant m := #X, on numérote les éléments de X : X = {z1,22,...,Zm}
2. Pour chaque m-uplet (y1,y2,...,Ym) de mots vérifiant y; € {x;,Z;} (resp. y; = T;, TESP. Y; = x;) pour
tout ¢ € [1,m], on calcule une plus longue sous-séquence commune de {y1,¥y2,. .., Ym}-

3. Parmi les sous-séquences calculées a I’étape 2, on en retourne une de longueur maximale.

On vérifie facilement que cet algorithme est correct (voir remarque 3.3 p. 63). Reste & borner sa com-
plexité. L'étape 2 est celle qui prend le plus de temps. Tout d’abord, il y a au plus 2™ (resp. []i", ||,
resp. 2™ [T~ |z;|) m-uplets (y1,y2, ..., Ym) & énumérer. Ensuite, en utilisant Palgorithme exact standard de
programmation dynamique pour LCS, on peut calculer une plus longue sous-séquence commune de chaque
ensemble {y1,92,...,ym} en temps O(m[[;~, |z;|) [563]. Au total, la complexité de notre algorithme est

donc O(m2™ [T, |2i]) (vesp. O(m I, \xi\Q), resp. O(m?m I, |:rz|2>) : elle est bien polynomiale & m
fixé. Q.E.D.

3.4.2 Résultats négatifs

Cette section est dévolue a la preuve du théoreme 3.1 p. 70. Ce théoreme généralise & LCUSp, LCCSp
et LCUCSp les principaux résultats connus sur la complexité de LCSp (voir section 1.4). Essentiellement,
nous montrons que LCUSp, LCCSp et LCUCSp sont : NP-complets, et W[1]-difficiles pour le parametre
“nombre de mots pris en entrée” (c’est-a-dire le cardinal de X). De plus, nos preuves garantissent que ces
résultats restent vrais méme si on restreint LCUS, LCCS et LCUCS aux instances X qui sont des langages
sur des alphabets & 2 lettres (c’est-a-dire telles que o(X) < 2). Notons que ces résultats sont tout a fait
intuitifs. En effet, il est naturel de penser que LCUS, LCCS et LCUCS sont au moins aussi difficiles que
LCS. Néanmoins, la preuve du théoreme 3.1 p. 70, qui consiste & exhiber des réductions depuis LCSp, n’est
pas triviale.

On commence par établir le lemme de synchronisation suivant :

Lemme 3.3 (Synchronisation) Soient deux mots x et y el soient qualre entiers m, n, p, q vérifiant :
m>0,n>0,p>|x| et qg>|z

Alors, pour que les mots 0™ x1™ et 0Py1? soient égauz, il suffit que 0™ x1™ soit conjugué avec 0Py1? ou
avec l’image miroir de 0Py19.
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Preuve. Posons u := 0"x1™ et v := 0Py1%. Tout conjugué de u distinct de u est de 'une des trois formes
suivantes :

(a). 0721m"0™~J avec j € [1,m — 1],
(b). 170mx1"7 avec j € [1,n — 1],

(¢). ©21™0™x1 ol x; et zo sont deux mots tels que & = zqxo.

e Supposons u = v et montrons que u = v.

La derniére lettre du mot v est un 1 donc v n’est pas de la forme (a). De méme, la premiere lettre de v
est un 0 donc v n’est pas non plus de de la forme (b). Enfin, x est de longueur strictement inférieure & p donc
v admet 01+ comme préfixe, ce qui n’est pas le cas des mots de la forme (¢). Ainsi, la seule possibilité est
que u = v.

e Supposons (absurde) u =detu # 0.

Comme ¢ = 19§0P commence par un 1, ¥ n’est pas de la forme (a). De méme, comme ¥ finit par un
0, ¥ n’est pas de la forme (b). On en déduit que ¥ est de la forme (c¢). Ainsi, il existe deux mots z1, x2o
vérifiant © = z1x9 et 19507 = x21™0™x;. Comme on a supposé ¢ > || > |za| et p > |z| > |x1], on a
nécessairement zo = 11721 et z; = 0171l Connaissant maintenant la forme de z; et celle de T3, on peut
écrire : u = 0Mxqxo1" = Ol1l+mylr2ltn of § = 24,1702, = 1l@2l+nglz1l+m  On voit alors que u = v :
contradiction.

Q.E.D.

Introduisons maintenant notre gadget :

Définition 3.8 (Gadget)
Pour tout langage fini X, on note :

XUC .= {OQM(X)"'lleM(X)"'l tx € X} oun M(X)= ma))({|x| .
S

Le lemme suivant décrit le fonctionnement de notre gadget :

Lemme 3.4 Pour tout langage non vide X, les quatre quantités les(XYC), lcus(XU€), lees(XVC) et

lcucs(XVC) sont toutes égales
les(X) +4M(X) + 2.

Preuve. En appliquant plusieurs fois le lemme 2.1 p. 40 on obtient

les(XVC) = 1es (02M () H1 x 1 2M O+ — jeg(x12M O+ L onf(X) + 1

(3.1)
=les(X) +4M(X) + 2.
Il ne reste donc plus qu’a montrer les égalités :
leues(X V€)= lees(X YC) = leus(X V€)= les(X VO)
ou, plus simplement, 1'inégalité :
leues(X YC) < les(XVC) (3.2)

d’apres la remarque 3.5 p. 63.
Soit ¢ une UC-sous-séquence commune de X V¢ de longueur maximale lcucs(X Y¢). Pour chaque = € X, il

existe une sous-séquence t, de 02M(X)+1512M(X)+1 yérifiant ¢ = t.. Remarquons alors que la relation ¢ = to
force |t,| = |t| = leucs(XVC) pour tout x € X. Par suite, si 'on parvient & montrer que les ¢, (z € X) sont
tous égaux, alors on obtiendra une sous-séquence commune de X V¢ de longueur lcucs(XVC). Ainsi, on aura
montré (3.2) et on aura terminé la preuve du lemme 3.4.

Prenons z, y € X quelconques et montrons que t, = t,.

Comme ¢, est une sous-séquence de 02M(X)+1412M(X)+1 "oy peut écrire ¢, sous la forme :
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t, = 0™s,1™ avec s, sous-séquence de z et m, n € [0,2M(X) + 1].
De méme, on peut écrire :

t, = 0Ps, 19 avec s, sous-séquence de y et p, ¢ € [0,2M (X) + 1].

Par ailleurs, on a t = ty et t = t, donc, par la proposition 3.2, on a également ¢, = t,. Autrement dit,

0™s,;1™ est conjugué avec 0Ps,17 ou avec 0Ps,19.

Pour prouver que t, = t,, on va appliquer le lemme 3.3 p. 68 en substituant, dans son énoncé, s, & = et
sy a y. Mais, avant de pouvoir appliquer ce lemme de synchronisation, il reste & vérifier que ses hypotheses
sont satisfaites. On doit donc montrer les quatre inégalités m > 0, n > 0, p > |s,| et ¢ > |sy|. En fait, on
va montrer légerement mieux, a savoir que les quatre entiers m, n, p, ¢ sont tous strictement supérieurs a
M(X). Comme on a M(X) > |z| > |sz| et M(X) > |y| > |sy|, on aura fini.

Supposons (absurde) p < M(X). On a alors

leues(XYC) = [t| = [t,]

Q

= p F syl + q
< MX) + |yl o+ 2M(X)+1
< MX) + MX) + 2M(X
d’on
leues(XV€) < AM(X) +2 < les(X) +4M(X) + 2 = les(X V) ,

la derniére égalité provenant de (3.1). On obtient ainsi lcucs(XUC) < les(XVC), ce qui ne se peut pas
(remarque 3.5 p. 63). Notre raisonnement par Pabsurde garantit alors p > M (X). En raisonnant de la méme
maniére, on démontre que m, n et g sont strictement supérieurs & M (X). Q.E.D.

En fait, on pourrait montrer que, pour tout mot ¢, on a équivalence entre :
1. t est une plus longue UC-sous-séquence commune de X Y€ et

2. il existe une plus longue sous-séquence commune s de X telle que ¢ = 02M (X)+1512M(X)+1,

Théoréme 3.1
— Quel que soit l'entier t > 1, les probléemes LCUSp, LCCSp et LCUCSp sont Wt]-difficiles pour le
paramétre (#X,0(X)).
— Méme si on les restreint aux instances (X, k) vérifiant o(X) = 2, les problémes LCUSp, LCCSp et
LCUCSp restent :
— NP-complets et
— WI[l]-difficiles pour le parameétre #X.

Preuve. Par la remarque 3.6 p. 67, nos trois problemes sont dans NP. Montrons maintenant les divers
résultats d’intraitabilité.

Notons tout d’abord que restreindre le probleme LCS aux instances X pour lesquelles on a o(X) > 2
ne change pas sa difficulté. En effet, si un langage fini et non vide X vérifie o(X) < 1, alors X admet une
unique sous-séquence commune de longueur les(X) qui se calcule trivialement : c’est le mot le plus court
appartenant a X.

Considérons l'application qui, & toute instance (X, k) de LCSp avec o(X) > 2, associe le couple
(XUC,k+4M (X) —|—2). Cette application est trivialement calculable en temps polynomial. D’apres le
lemme 3.4 p. 69, elle réalise ainsi une réduction de Karp de LCSp a 'un quelconque des trois problemes
LCUSp, LCCSp ou LCUCSp. De plus, elle conserve les parametres qui nous intéressent : #XVUC = #X et
on peut toujours supposer que (X Y¢) = o(X). En effet, comme on a o(X) > 2, on peut facilement modifier
I'instance (X, k) de LCSp de maniére & ce que chacune des lettres 0 et 1 apparaissent dans au moins un mot
de X : il suffit de renommer deux lettres quelconques apparaissant dans X.

Ceci permet de généraliser & LCUSp, LCCSp et LCUCSp les résultats suivants concernant LCSp (voir
aussi la section 1.4.3) :

— NP-complétude méme lorsqu’on se restreint aux instances (X, k) vérifiant o(X) = 2 [81];

— W[1]-difficulté pour le parameétre #X méme lorsqu’on se restreint aux instances (X, k) vérifiant o(X) =

2 [97];

— Wit]-difficulté pour le parametre (#X,0(X)) quel que soit entier ¢ > 1 [13].

Q.E.D.
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3.5 Algorithmes d’approximation pour LCS, LCUS, LCCS et
LCUCS

Les propositions 3.4 et 3.5 suivantes généralisent a LCUS, LCCS et LCUCS les deux résultats positifs
connus sur approximabilité de LCS [55, 46]. Nous démontrons que chacun des quatre problemes LCS, LCUS,
LCCS et LCUCS admet les deux bornes d’approximation suivantes : o(X) dans la proposition 3.4 p. 71, et
0(X) /log £(X) dans la proposition 3.5 p. 73. Rappelons que £(X) = mingex |2|. Méme si ces bornes semblent
au premier abord ridiculement élevées, le corollaire 3.2 p. 83 garantit qu’elles sont quasi-optimales.

Proposition 3.4
Chacun des quatre problemes LCS, LCUS, LCCS et LCUCS admet un algorithme d’approximation de borne
o(X) (le cardinal de I'alphabet d’entrée).

Preuve. Counsidérons l'algorithme suivant, baptisé Long-Run par Jiang et Li [114] : pour chaque langage
fini et non vide X pris en entrée, Long-Run calcule une sous-séquence commune unaire ux de X de longueur
maximale.

Cet algorithme est implantable en temps polynomial : parmi toutes les lettres apparaissant dans au moins
un mot de X, on choisit une lettre a maximisant £,(X) := mingex ||, et on retourne ux := a’s*).

Par ailleurs, quel que soit X, ux est a la fois une sous-séquence, une U-sous-séquence, une C-sous-
séquence et une UC-sous-séquence commune de X (remarque 3.4 p. 63). Ainsi, Long-Run peut-étre vu
comme un algorithme d’approximation pour LCS, LCUS, LCCS et LCUCS. Reste a montrer qu’il admet
bien les bornes annoncées c’est-a-dire que uy est de longueur supérieure a les(X) / o(X), leus(X) / o(X),
lees(X) / o(X) et & leues(X) / o(X).

En fait, il suffit de vérifier I'inégalité |ux| > leucs(X) / o(X) (remarque 3.5 p. 63). La preuve que nous
en donnons est fondée sur la remarque suivante.

Remarque 3.8 Soit s un mot quelconque et soit a* une lettre dont le nombre d’occurrences dans s est
mazximal :

5]

a*

= ma§<|s|a avec 3 :={s[i] : i € [1,s]]}.
ac

Alors, le nombre d’occurrences de a* dans s est au moins égal au quotient de la longueur de s par le
nombre o({s}) de lettres distinctes apparaissant dans s :

1 1 1
S| . > —= sl, = =18l = =< 15| -

Prenons pour s une UC-sous-séquence commune de X de longueur maximale lecucs(X). Soit u I'unique
mot unaire de longueur |s| . sur 'alphabet {a*} : u = a*a*...a* avec |u| = |s|,.. Toute lettre apparaissant
dans s apparait aussi dans les mots de X donc on a o({s}) < o(X) et par suite, il vient

ul = Jsl, > — o touesl) , Teues(X)
g

{sh  olfsh) — o(X)

Or, u est une sous-séquence de s donc une sous-séquence commune unaire de X. Par maximalité de |ux|, on
a donc :

leucs(X)

> >
|’U,X‘ = \u| = 0_( )
Q.E.D.

Supposons donné un langage fini et non vide X. Considérons l’algorithme trivial, retournant :
— une lettre commune a tous les des mots de X, s’il en existe et
— le mot vide sinon.
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On obtient ainsi un algorithme d’approximation pour LCS, LCUS, LCCS et LCUCS de borne ¢(X). La
méthode d’approximation par partitionnement de Halldorsson [46], permet d’obtenir la borne légerement
meilleure de £(X) / log ¢(X) (proposition 3.5 p. 73).

Pour démontrer cette proposition, nous avons besoin de montrer 'existence d’un certain type d’algo-
rithmes exzponentiels exacts pour nos problémes (lemme 3.6 p. 72). Les algorithmes d’approximation polyno-
miauz décrits dans la démonstration de la proposition 3.5 p. 73 appliquent ces algorithmes exacts sur des
entrées de tailles logarithmiques.

Avant de pouvoir démontrer le lemme 3.6 p. 72 comme annoncé, nous avons besoin d’un résultat
préliminaire, relevant essentiellement du folklore.

Lemme 3.5 Soit un entier n > 0.

(7). L’ensemble des sous-séquences distinctes admises par un mot de longueur n est de cardinal au plus de
2",

(7). On peut construire cet ensemble en temps O(n2™).

Preuve. Soit w un mot de longueur n.

(). Considérons I’application sseq (w, -) qui, & toute partie I C [1,n], associe sseq (w, I) : sseq (w, -) induit
une surjection de I’ensemble des parties de [1,n] sur 'ensemble des sous-séquences de w. On en déduit que
w admet au plus 2" sous-séquences distinctes, ¢’est-a-dire ().

(ii). On construit facilement le langage {0,1}" en un temps O(n2") (lindaire en sa taille). Ensuite, pour
chaque mot u € {0,1}", on construit en temps O(n) la sous-séquence sseq (w, {i € [1,n] : u[i] = 1}) de w.
On obtient ainsi en temps O(n2") une liste de longueur 2™ dans laquelle chaque sous-séquence de w apparait

au moins une fois. On élimine les répétitions en temps linéaire a ’aide d’un tri par ordre lexicographique.
Q.E.D.

On peut vérifier que la borne donnée dans le point () est atteinte pour les permutations de longueur n.

Lemme 3.6 [l existe un algorithme exact pour LCS (resp. LCUS, resp. LCCS, resp. LCUCS) de complexité
O(2%) | X|%) ou c est une constante positive.

Preuve. On construit un algorithme exact pour LCS (resp. LCUS, resp. LCCS, resp. LCUCS) de la maniere
suivante. Supposons donné un langage fini et non vide X.

1. On choisit un mot z, € X de longueur minimum ¢(X).

2. On construit ’ensemble S des sous-séquences de ..

3. On construit le sous-ensemble S’ des mots de S qui sont des sous-séquences (resp. U-sous-séquences,
resp. C-sous-séquences, resp. UC-sous-séquences) communes de X.

4. On retourne un mot de longueur maximale appartenant & S’.
Clairement notre algorithme est correct. Reste & borner sa complexité.

L’étape 1 prend un temps O(#X) et, par le point (i) du lemme 3.5 p. 72, ’étape 2 prend un temps
O(E(X )2UX )). Par ailleurs, tester si un mot donné est une sous-séquence (resp. U-sous-séquence, resp. C-
sous-séquence, resp. UC-sous-séquence) commune de X prend un temps polynomial. Au cours de ’étape 3,
on réalise un test de ce genre pour chaque mot de S donc cette étape prend un temps O((#S) | X |O(1)>.
Enfin, I’étape 4 prend un temps O(#S").

On a #5' < #8 < 2X) par le point (i) du lemme 3.5 p. 72. Donc, au total, le temps de calcul de notre
algorithme est

O(#X + )2 + (#5) |X|*V + #5') € 02 x| 7).
Q.E.D.

Notons que le lemme 3.6 garantit que LCSp, LCUSp, LCCSp et LCUCSp sont F.P.T. pour le parametre
“longueur du plus court mot pris en entrée” (c’est-a-dire ¢(X)).
Avant d’énoncer la proposition 3.5, rappelons que le rapport ¢ /log ¢ n’est pas défini lorsque ¢ € {0,1}.
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Proposition 3.5
Lorsqu’on les restreint aux instances X pour lesquelles ¢(X) est au moins 2, les quatre problemes LCS,
LCUS, LCCS et LCUCS admettent chacun un algorithme d’approximation de borne ¢(X) / log £(X).

Preuve. Supposons donné un langage fini et non vide X avec £(X) > 2, et considérons I’algorithme suivant.

1. On prend un mot z, € X de longueur minimale ¢(X) et on le factorise sous la forme z, = z122... 2,

R 4(X)
#= g )
— pour tout i € [1,p], x; ;= x| —1)-£(X) /p];|i-€(X)/p]] est un mot de longueur O(log ¢(X)).

2. Pour chaque ¢ € [1,p], on calcule une sous-séquence (resp. une U-sous-séquence, resp. une C-sous-
séquence, resp. une UC-sous-séquence) commune s} de X \ {z.} U {z;} de longueur maximale.

J est un entier inférieur a £(X) /log¢(X), et ou

3. On calcule un indice j € [1,p] maximisant |sﬂ et on retourne s;.
e Montrons que notre algorithme est polynomial.

Notons que 1 + |log4(X)] est le nombre de chiffres apparaissant dans ’écriture en base 2 du nombre
¢(X) et que, pour tous entiers m > 0 et n > 1, [m / n] est le quotient de la division euclidienne de m par
n. Ainsi, 'entier p et les x; sont aisément calculables en machine : I’étape 1 prend un temps polynomial.

La seule difficulté se situe, par conséquent, au niveau de I’étape 2. Pour chaque ¢ € [1,p], le lemme 3.6 p. 72

garantit que s; est calculable en temps 0(2‘””' | X |O(1)). Or, le facteur exponentiel 2/% est polynomial en

¢(X) puisque |z;| = O(log£(X)). Il en résulte que s} est calculable en un temps polynomial en la taille de
X. Notre algorithme est bien polynomial.

e Montrons que notre algorithme est bien un algorithme d’approzimation pour LCS (resp. LCUS, resp. LCCS,
resp. LCUCS).

Le mot s; retourné par notre algorithme est une sous-séquence (resp. U-sous-séquence, resp. C-sous-
séquence, resp. UC-sous-séquence) commune de X \ {z.} U {z;} donc & plus forte raison de X : c’est bien
une solution a notre probleme.

e Montrons que notre algorithme admet bien pour borne £(X) /log€(X).

1l existe une sous-séquence s* de z, qui est également une sous-séquence (resp. une U-sous-séquence,
resp. une C-sous-séquence, resp. une UC-sous-séquence) commune de X de longueur maximale : |s*| = les(X)
(resp. |s*| = lcus(X), resp. |s*| = lees(X), resp. |s*| = lecucs(X)). Factorisons s* sous la forme

s* = 5182...8p OU §; est une sous-séquence de x; pour tout i € [1,p].

Pour tout i € [1,p], s; est une sous-séquence (resp. U-sous-séquence, resp. C-sous-séquence, resp. UC-sous-
séquence) commune de X \ {z.} U {z;} donc, on a

Vi € [1,p] [si| > |sil -
Par suite, la longueur du mot retourné par notre algorithme vérifie
P

. p N p 1 1. Ex
1 2> il > — i = > )
57 = mage |57 2 mage|si] 2 p; il = 515712 Txy g %)

d’oul la borne annoncée.

Q.E.D.

3.6 Inapproximabilité de MISH, LCS, LCUS, LCCS et LCUCS

Le but de cette section est de montrer que les problémes d’optimisation LCS et LCUS (resp. LCCS
et LCUCS), introduits dans la définition 3.6 p. 64, sont au moins aussi difficiles & approximer que le
probléme de l'indépendant maximum pour les graphes (resp. les hypergraphes 3-uniformes). Rappelons que
le probléeme de l'indépendant maximum pour les hypergraphes (MISH) ainsi que les diverses restrictions
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de ce probleme qui nous intéressent, sont introduits dans la section 1.3. On commence par établir dans la
section 3.6.1 quelques résultats liminaires concernant le probleme de I'indépendant maximum dans les hy-
pergraphes uniformes. Ces résultats vont nous permettre de réduire plus facilement nos problemes de plus
longues sous-séquences communes a 2-MISH et a 3-MISH dans la section 3.6.2.

3.6.1 Difficulté du probleme MISH

Dans toute cette section, on se donne une constante entiere » > 2. On cherche a comparer la complexité du
probléme de l'indépendant maximum pour les hypergraphes r-uniformes (r-MISH) avec celle du probleme de
I'indépendant maximum pour les graphes (2-MISH). Nous montrons que, du point de vue de 'approximation
et de la complexité paramétrique, r-MISH est au moins aussi difficile que 2-MISH (théorémes 3.2 p. 76
et 3.3 p. 76). Plus précisément, nous prouvons dans la section 3.6.1.2 que

— le probleme de décision r-MISHp associé a r-MISH est W[1]-difficile pour son parametre “seuil d’ac-

ceptation” (théoreme 3.2 p. 76) et que

— toute borne d’approximation pour r-MISH est valable également pour 2-MISH (théoréme 3.3 p. 76).

Les deux principaux résultats de la section 3.6.1.1 suivante sont les lemmes 3.7 p. 74 et 3.9 p. 75. Ils ont
pour fonction d’éliminer les “effets de bords” engendrés par plusieurs de nos gadgets. En effet, ces gadgets
ne permettent pas de réduire, comme nous l'aurions voulu, les problemes 2-MISH, 2-MISHp, 3-MISH ou
3-MISHp dans leur généralité a un certain nombre de nos problémes. Nous parvenons néanmoins a effectuer
des réductions depuis de légeres restrictions de 2-MISH, 2-MISHp, 3-MISH et 3-MISHp. Nous montrons
dans la section 3.6.1.1 que ces restrictions sont aussi difficiles que les problémes originaux.

3.6.1.1 Gestion des “effets de bord”

Les lemmes techniques 3.7 et 3.9 ci-dessous seront utilisés plusieurs fois dans ce mémoire.

Lemme 3.7 Soit une constante entiére kg > 0.
Le probléme de décision associé au probléme 2-MISH reste W[1]-difficile pour le paramétre k méme si on
le restreint auz instances (G, k) dont le seuil d’acceptation k est au moins ko.

Preuve. Supposons donnée une instance quelconque (G, k) de 2-MISHp. On note £ I'ensemble des arétes
de G. On peut supposer que G = ([1,|G]],E).

Soit Iy := [|G| + 1, |G| + ko] : Ip est un ensemble de cardinal kg ne contenant aucun sommet de G. On
construit une nouvelle instance (G, k) de 2-MISHp ot G := (V U Iy, &) et ol k := k + k. Informellement, G
est obtenu a partir de G en lui ajoutant &y sommets isolés. Notons que 1’on a k> ko.

Cette construction prend trivialement un temps polynomial. De plus, seuil d’acceptation k de linstance
réduite (é, k) n’est fonction que du seuil d’acceptation de 'instance initiale (G, k). Il reste & montrer que
notre transformation est bien une M-réduction c’est-a-dire que : G admet un indépendant de cardinal k si
et seulement si G admet un indépendant de cardinal k.

Si G admet un indépendant I de cardinal %k alors G admet pour indépendant I U Iy qui est de cardinal
k. Réciproquement si G admet un indépendant I de cardinal k alors I := I \ Ip est un indépendant de G de
cardinal au moins k donc G admet des indépendants de cardinal exactement k. Q.E.D.

Le lemme 3.8 ci-dessous n’a pour fonction que de faciliter la preuve du lemme 3.9 qui le suit. Rappelons

que «(H) désigne le cardinal maximum pour un indépendant de H.

Lemme 3.8 Soit une constante entiére kg > 0.

Alors, il existe un algorithme polynomial retournant, pour chaque hypergraphe H pris en entrée, un
indépendant Jr0 de H de cardinal min{a(H),ko}.

Preuve. Supposons donné un hypergraphe H.
1. On énumere les O(\H |k°> sous-ensembles de cardinal au plus ky de I'ensemble des sommets de H.

2. Parmi tous les sous-ensembles énumérés a 1’étape précédente, on élimine ceux qui ne sont pas des
indépendants de H.
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3. Parmi les ensembles restants, on en retourne un de cardinal maximum.
Cet algorithme prend un temps polynomial & kg fixé et retourne un indépendant de H de cardinal
voulu. Q.E.D.

Dans le cas ot on a a(H) < ko, J5°

J I’f," est un indépendant de H de cardinal k.

est un indépendant de H de cardinal maximal. Dans le cas contraire,

Lemme 3.9 Soit une constante entiére kg > 0 et soit une fonction p associant, a chaque hypergraphe r-
uniforme H, un réel p(H) > 1.

On considére la restriction de r-MISH aux hypergraphes r-uniformes H vérifiant a(H) / p(H) > ko. On
suppose que cette restriction admet un algorithme d’approzimation A de borne p(H).

Alors, le probleme r-MISH dans sa généralité admet un algorithme d’approzimation de borne p(H).

Preuve. On note Hj , la classe des hypergraphes r-uniformes H vérifiant a(H) / p(H) > ko. Soit un
polynome f tel que, pour tout H € Hy, , bris en entrée, l'algorithme A s’arréte au bout d’un temps au plus
F(IH]).

On considere I'algorithme B suivant. Pour chaque hypergraphe r-uniforme H pris en entrée, B commence
par simuler le comportement de ’algorithme A sur H en comptant le nombre d’opérations simulées.

(7). Si au bout d’un temps au plus f(|H|), algorithme A retourne un indépendant I de H de cardinal au
moins kg alors, B retourne I.

(#4). Dans le cas contraire (c’est-a-dire lorsqu’au bout d’un temps f(|H|), A n’a rien retourné ou a retourné
un objet qui n’est pas un indépendant de H de cardinal au moins kg), B retourne Jlkj’.

L’algorithme B prend un temps polynomial (on exploite le lemme 3.8 p. 74 pour implanter (iz)). Il reste &
montrer que B admet pour borne p(H).

e Supposons tout d’abord que H € Hy, ,- Lalgorithme A appliqué a H s’arréte au bout d’'un temps au
plus f(|H|) et retourne, par hypotheése, un indépendant I de H de cardinal #I > a(H) / p(H) > kg. Ainsi,
lalgorithme B se trouve dans le cas (i) et retourne I. Il se comporte donc de maniere correcte dans ce cas.

e Supposons maintenant que H ¢ Hj . On a alors ko > a(H) / p(H) mais aussi p(H) > 1 d'ou
min{a(H),ko} > a(H) / p(H). Dans le cas (i), B retourne un indépendant de H de cardinal au moins
ko et, dans le cas (i), B retourne un indépendant de H de cardinal min{a(H),ko}. De toute fagon, B
retourne un indépendant de H de cardinal au moins min{a(H), ko} ce qui est suffisant.

Q.E.D.

3.6.1.2 Résultats concernant MISH

Nous prouvons ici les résultats annoncés au début la section 3.6.1 (théoreémes 3.2 p. 76 et 3.3 p. 76
ci-dessous). Nos preuves consistent en des réductions de 2-MISH & r-MISH. Elles s’appuient sur le gadget
suivant :

Définition 3.9 (Le gadget)
Soit G = (V, ) un graphe quelconque. On note H(, I’hypergraphe r-uniforme
— admettant V' pour ensemble de sommets et
— dont les hyperarétes sont les parties de V' de cardinal r admettant comme sous-ensemble au moins un
élément de .

Notons que Krivelevich et Sudakov utilisent le gadget ci-dessus pour démontrer ’analogue de notre
théoréme 3.3 p. 76 correspondant au probléme de la coloration [64].
Le lemme suivant décrit le fonctionnement de notre gadget :

Lemme 3.10 Soit G un graphe.
1). L’application qui, a tout graphe G, associe HJ, est calculable en temps polynomial.
G

(#). Tout indépendant de G est un indépendant de H,.
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(143). Tout indépendant de H(, de cardinal au moins r est un indépendant de G.
Preuve.

(). Calculer 'ensemble des sommets de Hf, ne pose pas de probleme puisque c’est le méme que celui de G.
De plus, on peut calculer en temps polynomial I’ensemble des arétes de H/. a partir des arétes de G tout
simplement en utilisant la force brute. Dans un premier temps, on énumere les (lf‘) = O(|G|") ensembles de
sommets de G de cardinal r. Ensuite, on sélectionne parmi eux ceux qui contiennent au moins une aréte de
G. Cette procédure prend un temps polynomial a r fixé.

(7). Le point (ii) se déduit du fait que toute aréte de Hf, admet pour sous-ensemble une aréte de G.

(497). On justifie le point (447) en remarquant que tout ensemble de sommets de cardinal au moins r contenant
une aréte £ de G, contient aussi une hyperaréte de Hf, contenant E.
Q.E.D.

Notons que, en général, G et H/. n’ont pas exactement les mémes indépendants.
Exemple 3.4 Pourr =3 et G = ([1,4],{{1,2},{1,3},{2,4}}), on a :

HE = ([1,4],{{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2.3,4}}) .
L’aréte {1,2} de G est un indépendant de H2, mais pas de G.

Théoréme 3.2

Le probléme de décision associé au probléeme r-MISH est W([1]-difficile pour le paramétre k (le seuil d’accep-
tation de I'instance). De plus, quelle que soit la constante entiére kg > 0, r-MISHp reste W[1]-difficile méme
si on le restreint aux instances (H, k) pour lesquelles on a k > k.

Preuve. On va réduire

la restriction de 2-MISHp aux instances (G, k) vérifiant k > kg

a
la restriction de r-MISHp aux instances (H, k) vérifiant k > ko,

de maniere a pouvoir appliquer le lemme 3.7 p. 74.

Sans perte de généralité, on peut supposer ko > r. Transformons toute instance (G, k) de 2-MISHp, avec
k > ko, en l'instance (H(, k) de r-MISHp.

Le point (i) du lemme 3.10 p. 75 garantit que cette construction peut s’effectuer en temps polynomial.
De plus, le seuil d’acceptation de I'instance réduite (H, k) est le méme que celui de U'instance initiale (G, k).
Enfin, les points (i¢) et (éi7) du lemme 3.10 p. 75 garantissent que, pour tout ensemble I de cardinal k, G
admet I comme indépendant si et seulement si H admet I comme indépendant. On a ainsi montré que notre
transformation était en méme temps une FPT-réduction et une réduction de Karp. Q.E.D.

Théoréeme 3.3
Soit une application b associant, & chaque entier naturel n, un réel b(n) > 1. On suppose que r-MISH admet
un algorithme d’approximation de borne b(|H]|).

Alors, il existe un algorithme d’approximation pour 2-MISH de borne b(|G|).

Preuve. Soit A un algorithme d’approximation pour r-MISH de borne b(]H|). On va construire un algo-
rithme d’approximation de borne b(|G|) pour la restriction de 2-MISH aux graphes G vérifiant o(G) /b(|G|) >
r. On pourra alors appliquer le lemme 3.9 p. 75 avec r := 2 et p(G) := b(|G|), et on aura prouvé notre
théoreme 3.3.

Supposons donné un graphe G vérifiant a(G) / b(|G|) > r. On procede la maniére suivante :

1. on calcule I'hypergraphe r-uniforme H(, puis

2. en simulant une application de l’algorithme A sur H{,, on calcule un indépendant I de H{, de cardinal
au moins a(HZ) / b(|HE|) et on retourne I.
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L’algorithme décrit ci-dessus est implantable en temps polynomial : I'étape 1 d’aprés le point (i) du
lemme 3.10 p. 75 et I'étape 2 parce que A est polynomial. Il reste a montrer que notre algorithme admet bien
la borne annoncée c’est-a-dire qu’il retourne toujours un indépendant I de G de cardinal #1 > a(G) /b(|G]).

Comme G et H{, ont le méme ensemble de sommets, on a |H{| = |G|. De plus, le point (i) du
lemme 3.10 p. 75 donne a(G) < o(H). On en déduit que I'ensemble I calculé a I’étape 2 vérifie

o(HE)  a(HE) _ o(G)
2 50mL) = Bel) ~ bG)

Or, on s’est restreint aux graphes G vérifiant a(G) / b(|G|) > r donc on peut appliquer & I le point (4i7) du
lemme 3.10 p. 75 : I est bien un indépendant de G. Q.E.D.

Hastad a démontré que, pour tout réel § vérifiant 0 < § < 1, il n’existe pas d’algorithme d’approximation
pour 2-MISH de borne |G|°, sauf si NP = ZPP [47]. Le théoréme 3.3 p. 76 permet de généraliser ce résultat :

Corollaire 3.1
Soit un réel § avec 0 < § < 1.

Alors, il n’existe pas d’algorithme d’approximation pour r-MISH de borne |H |6, sauf si NP = ZPP.

3.6.2 Imapproximabilité de LCS, LCUS, LCCS et LCUCS

Dans cette section, nous considérons les problemes d’optimisation LCUS, LCCS et LCUCS introduits
page 64. Nous généralisons a ces trois problemes les résultats connus sur la difficulté a approximer LCS lorsque
le cardinal de lalphabet d’entrée (c’est-a-dire o (X)) est non borné [55]. Nous montrons par réduction que

1. LCS et LCUS sont au moins aussi difficiles & approximer que le probleme de I'indépendant maximum
pour les graphes (théoreme 3.4 p. 80), et que

2. LCCS et LCUCS sont au moins aussi difficiles a approximer que le probleme de I'indépendant maximum
pour les hypergraphes 3-uniformes (théoréme 3.5 p. 83).

Notons que, d’apres le théoreme 3.3 p. 76, le probleme de I'indépendant maximum pour les hypergraphes
3-uniformes est au moins aussi difficile & approximer que le probleme de I'indépendant maximum pour les
graphes.

Comme sous-produit de nos réductions, nous obtenons que chacun des trois problemes de décision LCUSp,
LCCSp et LCUCSp est W[l]-difficile pour son parametre “seuil d’acceptation” (propositions 3.6 p. 80
et 3.7 p. 83). Notons qu'il est connu depuis 1995, que LCSp est W|2]-difficile pour ce parametre [14].

3.6.2.1 Mots croissants, mots décroissants

Dans toute la suite de la section 3.6.2, nous convenons d’identifier I’ensemble des symboles de 'univers
avec I’ensemble N des entiers naturels. On peut donc définir naturellement les notions de mots monotones
et strictement monotones.

Définition 3.10
Soient w un mot et n := |w|. On dit que :
— w est croissant lorsqu’on a w[l] < w[2] < - <wln];
— w est décroissant lorsqu’on a w[l] > w[2] > -+ > w[n];
— w est strictement croissant lorsqu’on a w[l] < w[2] < -+ < w[n];
— w est strictement décroissant lorsqu’on a w[1] > w([2] > -+ > w[n].

Tout mot strictement croissant ou strictement décroissant est une permutation mais la réciproque est fausse
comme le montre le contre-exemple 132. Les mots 233355699 et 23569 sont respectivement croissant et
strictement croissant. Leurs images miroirs sont respectivement décroissante et strictement décroissante.
Plus généralement, on peut faire la remarque suivante :

Remarque 3.9 Un mot est croissant (resp. strictement croissant) si et seulement si son image miroir est
décroissante (resp. strictement décroissante).
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Remarque 3.10 Si un mot donné a la propriété d’étre croissant (resp. strictement croissant,
resp. décroissant, resp. strictement décroissant) alors toutes ses sous-séquences possédent la méme propriété.

Remarque 3.11 Le mot vide et les mots réduits a une lettre sont les seuls mots a étre la fois croissants et
strictement décroissants (resp. décroissants et strictement croissants).

Le lemme 3.11 ci-apres permet de généraliser aux probléemes LCUS et LCUCS les gadgets initialement
prévus pour leurs versions “orientées” LCS et LCCS (voir les lemmes 3.12 p. 79 et 3.14 p. 81).

Lemme 3.11 Soit un entier n > 1 et soit un mot w pouvant s’écrire comme la concaténation de n mots
croissants.

(7). Toute U-sous-séquence strictement croissante de w de longueur au moins n+ 1 est une sous-séquence
de w.

(i1). Toute UC-sous-séquence strictement croissante de w de longueur au moins n + 2 est une C-sous-
séquence de w.

Preuve. Par hypothese, on peut écrire w sous la forme w = wiws ... w, ou w; est un mot croissant pour
tout @ € [1,n].

(7). Soit s une U-sous-séquence strictement croissante de w vérifiant |s| > n + 1. Montrons que s est une
sous-séquence de w.

Comme s est une U-sous-séquence de w, s ou § est une sous-séquence de w. On va raisonner par ’absurde
et supposer que § est une sous-séquence de w. Ceci permet d’écrire s sous la forme § = s15o...5s, avec
s; sous-séquence de w; pour tout i € [1,n]. Fixons provisoirement ¢ € [1,n]. Le mot s; est & la fois une
sous-séquence de w; et une sous-séquence de 3. Or,

— w; est croissant et

— § est strictement décroissant, comme image miroir du mot strictement croissant s (remarque 3.9 p. 77).
Ainsi, d’apres la remarque 3.10 p. 78, s; est a la fois croissant et strictement décroissant. Il en résulte
que s; est vide ou réduit & une lettre (remarque 3.11 p. 78). Comme ceci est vrai pour tout ¢, on a |s| =
|si| + |s2| + -+ |sn] < n : contradiction.

(7). Soit ' une UC-sous-séquence strictement croissante de w vérifiant |s'| > n + 2. Montrons que s’ est
une C-sous-séquence de w.

s’ est une U-sous-séquence d’un certain conjugué w’ de w (voir la remarque 3.3 p. 63). Or, tout conjugué
de w s’écrit comme la concaténation de (au plus) n + 1 mots strictement croissants. On peut ainsi appliquer
le point (i) avec : w’ au lieu de w, n + 1 au lieu de n et ¢’ au lieu de s. On obtient ainsi que s’ est une
sous-séquence de w’ et donc, s’ est une C-sous-séquence de w.

Q.E.D.

L’exemple suivant montre que les deux bornes données dans le lemme précédent sont optimales.

Exemple 3.5 Soient w := 1623534125. Le mot w peut s’écrire comme la concaténation de n := 4 mots
strictement croissants : 16, 235, 34, et 125.
(7). s := 2356 est une U-sous-séquence strictement croissante de w de longueur n, mais s n’est pas une

sous-séquence de w.

(i1). s’ := 12356 est une UC-sous-séquence strictement croissante de w de longueur n+ 1 (car s’ est une
sous-séquence de l'image miroir 1521435326 du conjugué y(w) = 6235341251 de w); en revanche, s’
n’est pas une C-sous-séquence de w.

La notation suivante sera intensivement utilisée dans la suite pour encoder des ensembles avec des mots.

Définition 3.11
Pour tout ensemble fini S C N, on note ST 'unique mot sur S strictement croissant de longueur #15S.
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Autrement dit, ST est le résultat du ¢ri par ordre croissant des #S éléments de S. Par exemple,
{1,8,9,4}T = 1489, [2,6” = 23456 et (Z)T = e. Pour tout ¢ € [1,#5], ST[i] est le i-éme élément de S
pour lordre croissant et S = {ST[1], ST[2],..., ST[#S]}.

On a de plus la propriété de monotonie :

Remarque 3.12 Pour tous ensemble finis S, T C N, on a S C T si et seulement si ST est une sous-séquence
de TT.

3.6.2.2 Résultats concernant LCS et LCUS

Pour tout graphe G = (V,€) et tout sommet v € V, on note Ng(v) := {u € V : {u,v} ¢ £} I'ensemble
des sommets de G non adjacents & v. Remarquons que v € Ng(v).

Le gadget suivant, inspiré par Jiang et Li [55], permet de réduire 2-MISH & LCS et & LCUS de maniére
a pouvoir démontrer la proposition 3.6 p. 80 et le théoreme 3.4 p. 80 :

Définition 3.12 (Le gadget)
Soit G un graphe. On pose n := |G| et on suppose que G admet [1,n] pour ensemble de sommets.
On définit les mots suivants :

za1 = [L,n]] et xg.,:=Ngw)] [Lv-1] [v+1,n]]

pour tout v € [2,n]. On pose :
Xg:={zgv,:ve[l,n]}.

Le lemme 3.13 ci-apres synthétise les propriétés du gadget X . Décrivons succinctement le fonctionnement
de ce dernier. Le mot z¢,; force les sous-séquences communes de X a étre strictement croissantes. Pour
chaque sommet v # 1, le mot z¢ , pose une contrainte sur les sous-séquences communes de X contenant
v : il les empéche de contenir les lettres-sommets u adjacentes a v vérifiant v < v. Un mot donné est ainsi
une sous-séquence commune de X si et seulement s’il est de la forme I7 avec I indépendant de G (voir les
points (i) et (iv) du lemme 3.13 p. 79). Le lemme 3.12 ci-dessous va garantir que le gadget X fonctionne
indifféremment pour LCS et LCUS.

Lemme 3.12 Soit G un graphe admettant [1,n] pour ensemble de sommets et soit s une U-sous-séquence
commune de Xg de longueur au moins 3.
Alors, l'un des deux mots s ou § est une sous-séquence commune strictement croissante de X¢.

Preuve. Notons ¢ celui des mots s ou § qui est une sous-séquence de xg,1 = [1, n]T Alors, t est strictement
croissant (remarque 3.10 p. 78).

Soit v € [2,n]. t est une U-sous-séquence strictement croissante de longueur au moins 3 de zg 4. Or, ce
dernier mot s’écrit comme la concaténation des 2 mots croissants suivants : Ng(v)| et [1,v —1]T [v+ 1,7n]].
Le point (i) du lemme 3.11 p. 78 garantit alors que ¢ est une sous-séquence de g,y .

On ainsi montré que t est une sous-séquence commune strictement croissante de X¢. Q.E.D.

Rappelons que £(X) = min,c x |z| pour tout langage fini et non vide X.

Lemme 3.13 Soit G un graphe admettant [1,|G|] pour ensemble de sommets.
(1). L’application qui & G associe X¢ est calculable en temps polynomial.
). E(X(;) = O’(Xg) = #XG == ‘G‘

)
(#it). Soit I un indépendant de G. Alors, I est une sous-séquence commune de X¢ de longueur #1.
)

(iv). Soit s wune U-sous-séquence commune de Xg de longueur au moins 3. Alors, [ensemble
{s[1],8]2],...,s]|s]]} des lettres apparaissant dans s est un indépendant de G de cardinal |s|.
Preuve. Le point (i) est évidemment vrai. Posons n := |G|.
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(i). Tous les mots appartenant & X¢ sont sur I'alphabet [1,n] et g1 = [1,n]] est un plus court mot de
X¢. On a ainsi {(Xg) = 0(Xg) =n.

Par ailleurs, considérons un élément v € [1,n]. On remarque que v est la seule lettre appartenant & [1,n]
qui n’apparait pas dans le suffixe de zg,,, de longueur n — 1. Ainsi, les g, (v € [1,n]) sont deux & deux
distincts. On en déduit #Xg = n.

(¢44). Trivialement, I1 est une sous-séquence de 2,1 = [1,n]] (remarque 3.12 p. 79). De plus, soit v € [2,7n].
1. Supposons v & I. Alors, I est une sous-séquence du suffixe [1,v —1]T [v+ 1,n]] de zq,,.

2. Supposons v € I. Alors, I ne contient aucun sommet adjacent a v dans G, donc on a I C Ng(v).
D’apres la remarque 3.12 p. 79, IT est ainsi une sous-séquence du préfixe Ng(v)T de z¢ .

Dans les deux cas, IT est une sous-séquence de z¢,. On a ainsi montré que IT est une sous-séquence
commune de Xg.

(iv). Quitte & changer s en §, on peut, par le lemme 3.12 p. 79, supposer que s est une sous-séquence commune
strictement croissante de Xq.

En particulier, s ne contient pas deux occurrences d’une méme lettre. Par suite, ’ensemble des lettres
apparaissant dans s est bien de cardinal |s|.

Montrons maintenant que ’ensemble des lettres apparaissant dans s est un indépendant de G. Soient
deux lettres-sommets v, v' distinctes apparaissant dans s. On va vérifier que {v,v'} ¢ £ ou encore que
v" € Ng(v). Quitte & échanger v et v, on peut supposer que v'v est une sous-séquence de s. Comme s est
une sous-séquence de z¢,y, il en est de méme pour v'v. Or, la seule occurrence de v dans z¢ , se situe dans
son préfixe ]\_fg(v)T. Ainsi, v/ apparait également dans ce préfixe. Il en résulte v’ € Ng(v).

Q.E.D.

Proposition 3.6
Les problémes LCSp et LCUSp sont W[1]-difficiles pour le paramétre k (c’est-a-dire la longueur minimum
acceptable pour une plus longue sous-séquence commune de X).

Preuve. Considérons I'application qui, & toute instance (G, k) de 2-MISHp, associe U'instance (X¢, k) de
LCSp (resp. LCUSp). Cette application est calculable en temps polynomial (point (¢) du lemme 3.13 p. 79)
et conserve les seuils d’acceptation : le seuil d’acceptation de I'instance retournée est le méme que celui de
linstance prise en argument. De plus, si on restreint 2-MISHp aux instances (G, k) pour lesquelles on a
k > 3, notre application devient une M-réduction (points (ii¢) et (iv) du lemme 3.13 p. 79). On peut ainsi
appliquer le lemme 3.7 p. 74 et conclure. Q.E.D.

Théoreme 3.4
Soit une application b de N x N x N vers I'ensemble des réels supérieurs ou égaux a 1.

On suppose que 'un des problemes LCS ou LCUS admet un algorithme d’approximation de borne
b(l(X),0(X),#X). Alors, 2-MISH admet un algorithme d’approximation de borne b(|G|, |G|, |G]).

Preuve. Soit A un algorithme d’approximation pour LCS (resp. LCUS) de borne b (4(X),o(X), #X).
Etant donné un graphe G, on cherche a construire un algorithme d’approximation pour 2-MISH de borne
b(|G|,|G|,|G]). Le lemme 3.9 p. 75, appliqué avec r = 2 et ko = 3 garantit que l'on peut se restreindre au
cas ou (G) / b(|G], |G|, |G|) est au moins 3, ce que l'on fera désormais.

On procede de la maniere suivante.

1. On calcule le langage X¢.
2. En simulant une application de l’algorithme A sur X, on calcule une sous-séquence (resp. une U-sous-
séquence) commune s de X vérifiant :
ICS(Xg) (
resp.
(U(Xc),0(Xa), #Xc)

3. On retourne ’ensemble I des lettres apparaissant dans s.

leus(X¢) ) |

| 2 X e), o (Xe), #X0)

>
sl > ;

Cet algorithme s’implante en temps polynomial :
— D’étape 1 d’apres le point () du lemme 3.13 p. 79,
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— DI’étape 2 car algorithme A est polynomial et
— DI'étape 3 trivialement.

Montrons maintenant que notre algorithme approxime bien 2-MISH avec la borne souhaitée.
Les points (i) et (i4i) du lemme 3.13 p. 79, garantissent respectivement

b(l(Xa),0(Xa), #Xa) = b(G|, |G, |G])

et
leus(X¢g) > les(X¢g) > a(G).
On en déduit :

les(Xg) _ les(Xa) S a(G)
(l(Xe),0(Xa), #Xa)  b(|G,|G],|G]) ~ WG], |G|, |G)

> >3.
B >

Ainsi, d’apres le point (iv) du lemme 3.13 p. 79, Pensemble I retourné par notre algorithme est un indépendant
de G de cardinal #1I = |s| > «(G) / b(|G], |G|, |G)). Q.E.D.

3.6.2.3 Résultats concernant LCCS et LCUCS

La section précédente traite des problemes LCS et LCUS. La section présente est son pendant pour les
probléemes LCCS et LCUCS. Elle est organisée de la méme fagon. Le tableau suivant montre comme les
résultats démontrés dans ces deux sections se correspondent.

Problemes LCS et LCUS | LCCS et LCUCS
Section sec. 3.6.2.2 sec. 3.6.2.3
Définition du gadget déf. 3.12 p. 79 | déf. 3.13 p. 81
Gadget et (non) orientation | lem. 3.12 p. 79 | lem. 3.14 p. 81
Propriétés du gadget lem. 3.13 p. 79 | lem. 3.15 p. 82
Complexité paramétrique prop. 3.6 p. 80 | prop. 3.7 p. 83
Inapproximabilité th. 3.4 p. 80 th. 3.5 p. 83

Définition 3.13 (Le gadget)
Soit H = (V,€) un hypergraphe 3-uniforme avec V C N.
Pour chaque hyperaréte E € £, on définit un mot

yre = (VNE)T E1B3] (V\E)])? ET[2] (V\E)])* ET[1] (V\E)]

et on pose
Vi = {yuwp: E€ELU{(V) :pe[l,mpu]}

oll my est un entier non nul, ajusté pour que #Yy = |H|3 (cet entier existe car on a #{yup: E €&} <
#& < () <1HP).

Le lemme 3.15 ci-dessous résume les propriétés de notre gadget. Décrivons succinctement le fonction-
nement de ce dernier. Le mot V7 force toute C-sous-séquence commune de Yy a admettre un conjugué
strictement croissant. Les mots (V1)? pour p € [2,my] servent simplement & ajuster le cardinal de Y.
Pour chaque hyperaréte E = {ET[1], E1[2], E1[3]} € &, yu g empéche les C-sous-séquences communes
strictement croissantes de Yy de contenir simultanément les trois lettres ET[1], ET[2] et ET[3]. Un mot
donné est ainsi une C-sous-séquence de Yy si et seulement s’il admet un conjugué de la forme IT avec I
indépendant de H (voir les points (iii) et (iv) du lemme 3.15 p. 82). Le lemme 3.14 ci-dessous permet de
montrer que le gadget Yy fonctionne indifféremment pour LCCS et LCUCS.

Lemme 3.14 Soit H = (V,&) un hypergraphe 3-uniforme avec V. C N et soit s une UC-sous-séquence

commune de Yy de longueur au moins 11.
Alors, un conjugué de s ou de s est une C-sous-séquence strictement croissante de Yy .
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Preuve. Notons ¢ celui des mots s ou § qui est une C-sous-séquence de V1. Notons u celui des conjugués
de t qui est une sous-séquence de V1. Alors, u est strictement croissant. Il reste a vérifier que u est une
C-sous-séquence commune de Y.

D’une part, comme u est une sous-séquence de VT, u est également une sous-séquence de chacun des
(V1) (p € [1,ma]).

D’autre part, soit une hyperaréte de F € £ : u est une UC-sous-séquence strictement croissante de
longueur au moins 11 de yg, . Or, ce mot s’écrit comme la concaténation des 9 mots croissants suivants :
(VAE)T, ET[3], VA\E)], (V\E)], ET[2], (V\E)], (V\E)], ET[1] et (V\ E)]. Le point (ii) du
lemme 3.11 p. 78 garantit alors que u est une C-sous-séquence de yq,E.

On a ainsi montré que u est une C-sous-séquence de chacun des mots appartenant a Y. Q.E.D.

Lemme 3.15 Soit H = (V, &) un hypergraphe 3-uniforme avec V' C N.
(7). L’application qui & H associe Yy est calculable en temps polynomial.
). £(Yy) =o(Yy) = |H| et #Yy = |H|".
(#i7). Soit I un indépendant de H. Alors, IT est une C-sous-séquence commune de Yy de longueur #1.
)

. Soit s une UC-sous-séquence commune de Yy de longueur au moins 11. Alors, l’ensemble des lettres
apparaissant dans s est un indépendant de H de cardinal |s|.

Preuve.

(). On calcule facilement, & partir de H, les yu g (E € &) en temps polynomial. On ajoute ensuite successi-
vement les mots V7, (VT)Z, (VT)S, ... au langage {yy g : E € £} jusqu’a obtenir un ensemble de cardinal
|H|* qui nest autre que Y.

(7). Le cardinal de Yy est, par définition, égal & \H|3 De plus, tous les mots appartenant & Yz sont sur
Palphabet V et V1 est le mot le plus court de Y. On a ainsi £(Yy) = o(Yy) = |H|.

(i74). Tout d’abord, I est une sous-séquence de (V' 1)” pour tout entier p > 1.
De plus, soit I € £. yu, g est conjugué avec chacun des deux mots

yi% = (VAE)T ET1) (V\NE)]D)? ETB (V\E)])* ET[2] (V\E)]

et
y3% = (VAE)T E1121 (V\NE)])” ET[ (V\E)])* E1[8] (V\E)] .

On voit alors que :
~ (VA{ET[3]})T est une sous-séquence de y;?%,
~ (VA{ET[1]})] est une sous-séquence de y3%, et que
— (VA{ET[2]})T est une sous-séquence de y;?% et de y3 %

On en déduit que yp g admet pour C-sous-séquences :

VA{LETIDT, VALETRIDT et (VA{ET[BIDT.

Or, IT est une sous-séquence de I'un de ces trois mots puisque I est une partie de V n’admettant pas
simultanément pour éléments les trois extrémités E1[1], E1[2] et E1[3] de E. On en déduit que I7 est une
C-sous-séquence de yp -

(iv). Quitte a changer s en un conjugué de s ou de §, on peut, par le lemme 3.14 p. 81, supposer que s est
une C-sous-séquence strictement croissante de Y.

En particulier, 'ensemble des lettres apparaissant dans s est bien de cardinal |s|.

Montrons maintenant que ’ensemble des lettres apparaissant dans s est un indépendant de H.

Soit E € £. Soit s’ un conjugué de s qui est une sous-séquence de yg g. Supposons (absurde) que les 3
lettres-sommets appartenant a F apparaissent simultanément dans s. Elles apparaissent alors dans s dans
Vordre croissant ET [1] ET[2] E1 [3]. Par suite, elles apparaissent dans s’ dans 1'un des trois ordres suivants :
ET[1] ET[2] ET[3], ET[2] ET[3] ET[1] ou ET[3] ET[1] ET[2]. Or, les éléments de E n’apparaissent dans
yu,e que dans Pordre E1[3] ET[2] ET[1]. Ceci contredit le fait que s’ est une sous-séquence de yu g.
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Q.E.D.

Proposition 3.7
Les problémes LCCSp et LCUCSp sont W[1]-difficiles pour leur paramétre k (c’est-a-dire la longueur mini-
mum acceptable pour une plus longue sous-séquence commune de X ).

Preuve. Counsidérons lapplication qui, & toute instance (H, k) de 3-MISHp, avec k > 11, associe I'instance
(Y, k) de LCCSp (resp. LCUCSp).

Si l'on restreint 3-MISHp a ses instances possédant un seuil d’acceptation supérieur ou égal a 11, notre
application devient une M-réduction (points (4i%) et (iv) du lemme 3.15 p. 82), calculable en temps polynomial
(point (¢) du lemme 3.15 p. 82). On peut ainsi appliquer le théoréme 3.2 p. 76 et conclure. Q.E.D.

Théoréme 3.5
Soit une application b de N x N x N vers I'’ensemble des réels supérieurs ou égaux a 1. On suppose que 1’'un
des probléemes LCCS ou LCUCS admet un algorithme d’approximation de borne b (¢(X), o(X), #X). Alors,

3-MISH admet un algorithme d’approximation de borne b (|H| | H| \H|3)

Preuve. Soit A un algorithme d’approximation pour LCCS ou LCUCS de borne b (U(X),0(X),#X).
Etant donné un hypergraphe 3-uniforme H, on cherche a construire un algorithme d’approximation pour
3-MISH de borne b (\H| | H, |H\3>. Sans perte de généralité, on peut supposer a(H) /b <|H\ | H, \H|3) >
11 (lemme 3.9 p. 75). On counstruit alors le langage Yy, puis, & I'aide de A, on calcule une UC-sous-séquence
commune s de Yz de longueur au moins lees(Yzr) /b (€(Yr), 0(Yr), #Ym). On retourne ensuite ’ensemble I

des lettres apparaissant dans s.
On déduit du lemme 3.15 p. 82 que cet algorithme réalise une approximation de 3-MISH de borne

b <|H| | H, |H|3) : la démarche est analogue a celle de la preuve du théoreéme 3.4 p. 80. Q.E.D.

3.6.2.4 Conclusion

Sous I’hypothese admise, mais non encore démontrée, ZPP ¢ NP, nous pouvons montrer des bornes fines
concernant I’approximabilité de LCS, LCUS, LCCS et LCUCS : il suffit de combiner les divers résultats
démontrés dans les sections 3.5 et 3.6.

Corollaire 3.2
Soit un réel 6 avec 0 < § < 1. Sous ’hypothese ZPP & NP, on a les deux équivalences suivantes.

(7). Il existe un algorithme d’approximation de borne (U(X))(S pour I'un des quatre problémes LCS, LCUS,
LCCS ou LCUCS si et seulement si 6 = 1.

(#i). Il existe un algorithme d’approximation de borne (K(X))‘S pour 'un des quatre problémes LCS, LCUS,
LCCS ou LCUCS si et seulement si 6 = 1.

Preuve. La proposition 3.4 p. 71 garantit que chacun des quatre problemes LCS, LCUS, LCCS et LCUCS
admet un algorithme d’approximation de borne o(X). De plus, nous avons remarqué juste apres la preuve
de la proposition 3.4 p. 71 que nos quatre problemes admettaient £(X) comme borne d’approximation.
Supposons maintenant que, pour un certain § < 1, 'un des deux probléemes LCS ou LCUS (resp. LCCS
ou LCUCS) admette un algorithme d’approximation de borne (o (X ))5 ou un algorithme d’approximation de
borne (£(X))°. Le théoréme 3.4 p. 80 (resp. 3.5 p. 83) garantit alors que le probleme 2-MISH (resp. 3-MISH)
admet un algorithme d’approximation de borne |H |5. On en déduit que NP = ZPP par le corollaire 3.1 p. 77,
contre notre hypothese. Q.E.D.

Corollaire 3.3
Sous I’hypothese ZPP ¢ NP, on a les deux bornes suivantes.

(7). Soit un réel § avec 0 < § < 1. Alors, il n’existe pas d’algorithme d’approximation de borne (#X )5
pour LCS, ni pour LCUS.
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(i7). Soit un réel § avec 0 < § < 1/3. Alors, il n’existe pas d’algorithme d’approximation de borne (#X )(S
pour LCCS, ni pour LCUCS.

Preuve.

(). Supposons (absurde) que 'un des probléemes LCS ou LCUS admette un algorithme d’approximation de
borne (#X )6 avec 0 < § < 1. Par le théoréme 3.4 p. 80, 2-MISH admet alors un algorithme d’approximation

de borne |G|6. On tire alors de [47] (voir aussi corollaire 3.1 p. 77) que NP = ZPP. Ceci contredit notre
hypothese.

(#i). Supposons (absurde) que I'un des problemes LCCS ou LCUCS admette un algorithme d’approximation
de borne (#X)‘s avec 0 < § < 1/3.Alors, par le théoréme 3.5 p. 83, 3-MISH admet un algorithme d’approxi-

3
mation de borne (|H |6) =|H \36. Comme 30 est strictement inférieur & 1, le corollaire 3.1 p. 77 garantit que
NP = ZPP, contre notre hypothese.
Q.E.D.

3.7 Questions ouvertes

3.7.1 Algorithmes polynomiaux

Pour justifier que LCUS, LCCS et LCUCS sont dans NPO (remarque 3.6 p. 67, propriété (N PO3)), ainsi
que pour montrer la remarque 3.7 p. 68 et le lemme 3.6 p. 72, nous avons implicitement utilisé le fait suivant.

Remarque 3.13 FEtant donnés deux mots s et x avec |s| < |x|, on peut tester si s est une sous-séquence
(resp. une U-sous-séquence, resp. une C-sous-séquence, resp. une UC-sous-séquence) de x en temps polyno-
mial.

Détaillons un peu.

— A laide d’un algorithme glouton, on peut décider si s est une sous-séquence de x en temps linéaire
[78, chapitre 1]. En appliquant cet algorithme une premiére fois & s et a et une seconde fois & 5 et x,
on peut également décider en temps linéaire si s est une U-sous-séquence de x.

— D’autre part, on peut décider en temps quadratique O(]s||z]), si s est une C-sous-séquence (resp. une
UC-sous-séquence) de z. En effet, il suffit de tester, pour chaque mot s’ conjugué avec s, si s’ est une
sous-séquence (resp. une U-sous-séquence) de = (voir la remarque 3.3 p. 63).

Il est naturel de se demander si 'on peut faire mieux que la complexité quadratique énoncée dans le
second point, par exemple la rendre linéaire. En effet, on peut calculer en temps O(|x| x log (0({x}))) la
position de toutes les sous-chaines de x qui sont conjuguées avec s, en indexant s2 & ’aide de son automate
des suffizes [26].

3.7.2 Complexité paramétrique
3.7.2.1 r-MISH pour r > 3

Pour tout entier r > 2, le probléme de décision associé au probleme de I'indépendant maximum pour les
hypergraphes r-uniformes est W[1]-difficile pour son parametre “seuil d’acceptation” (théoreme 3.2 p. 76).
En revanche, reste ouverte la question de ’existence d’un entier r > 3 et d’un entier ¢t > 1 tels que -MISHp,
paramétré par k, soit dans W([t].

3.7.2.2 LCUS, LCCS et LCUCS

On trouve dans la section 1.4.3, un tableau résumant les résultats connus sur la complexité paramétrique
de LCSp. Nous avons généralisé presque tous ces résultats aux problemes LCUS, LCCS et LCUCS comme
le montre le tableau exhibé dans la section 3.3.3. Néanmoins, alors qu’on sait que LCSp est W[1]-complet
pour le parametre (#X, k) [14], les complexités de LCUSp, LCCSp et LCUCSp pour ce parametre restent
inconnues. Il est naturel de conjecturer que ces trois derniers problémes sont, comme LCSp, W[1]-difficiles
pour le parametre (#X, k).
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3.7.3 Approximabilité

3.7.3.1 Existence d’un P.T.A.S. pour LCS, LCUS, LCCS et LCUCS lorsque l’alphabet
d’entrée est borné

Fixons un entier o > 2 et considérons les restrictions de LCS, LCUS, LCCS et LCUCS aux instances X qui
sont des langages finis et non vides sur des alphabets & o lettres (c’est-a-dire telles que o(X) < o). Chacune
de ces quatre restrictions admet un algorithme d’approximation de borne constante o (proposition 3.4 p. 71),
mais la question de lexistence d’un P.T.A.S. reste ouverte.

3.7.3.2 Variations sur une conjecture de Jiang et Li

Considérons la borne inférieure dr,cg de ’ensemble des réels § > 0 pour lesquels il existe un algorithme
d’approximation pour LCS de borne (#X)é. Dans leur article datant de 1995 [55], Jiang et Li montrent,
par réduction depuis 2-MISH, que d1,cs est strictement positif sauf si NP = P. Ils conjecturent de plus dp,cs
est au moins égal a 1. En combinant la réduction de Jiang et Li avec les résultats postérieurs de Hastad
concernant 2-MISH [47], nous avons montré que dr,cg est bien au moins égal & 1 sauf si NP = ZPP (point
(7) du corollaire 3.3 p. 83). Plus généralement, nous conjecturons que, quel que soit le réel § > 0, il n’existe
pas d’algorithme d’approximation de borne (#X)5 pour LCS, LCUS, LCCS ou LCUCS (en particulier,
oLcs = +OO).
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Chapitre 4

Sur la difficulté de la conception de
bonnes graines

4.1 Introduction

Parmi les principaux problémes étudiés en bio-informatique on compte :
1. la recherche d’homologies locales et
2. la recherche de motifs approchés.

Dans les deux cas, on cherche a localiser des égalités approximatives entre des fragments de séquences
biologiques (ADN ou protéine).

4.1.1 Importance pratique et théorique de la recherche d’homologies
4.1.1.1 Utilité pratique des homologies locales

La découverte d’homologies entre séquences est une tache d’importance cruciale pour les biologistes.
Supposons, par exemple, que 1'on vienne de séquencer un gene et que 'on cherche a identifier :

— sa fonction,

— ses origines,

— la maniére dont il est régulé ou

— la stucture tridimensionnelle de la protéine codée.
Une bonne méthode consiste a comparer notre séquence avec les séquences ou les génomes déja annotés.
Supposons que l'on puisse aligner avec un bon score une région assez longue de notre séquence contre une
portion de séquence stockée dans une banque de donnée. On parle alors d’homologie locale et on a une
bonne probabilité pour que les deux fragments alignés aient des propriétés communes héritées d’un ancétre
commun.

Logiciels. Beaucoup de logiciels dédiés a la recherche d’homologies ont été développés. Parmi ceux-ci, on
peut citer FASTA [95], BLAST [2] (le plus connu), QUASAR [18], FLASH [20], YASS [92], PatternHunter I
et IT [79, 71], etc. Ces logiciels sont utilisés de maniere intensive. Ils ont pour point commun de commencer
le traitement de leurs données par une phase de filtration dont le principe est décrit dans la section 4.1.3. Le
chapitre présent traite de la complexité de problemes posés par 'optimisation de cette phase.

4.1.1.2 Importance théorique de la recherche de motifs approchés

Le probleme de la recherche de motifs approchés est une variante simplifiée du probleme de la recherche
d’homologies locales. Il a été tres largement étudié d’un point de vue théorique [89, 25]. Il a donné lieu &
la fabrication de nombreux algorithmes toujours plus astucieux et plus rapides (sur le papier). Décrivons ce
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probléme. Soient un mot x appelé motif et un mot y appelé texte. Pour fixer les idées on peut toujours suppo-
ser |z| < |y|. On cherche la position de chacune des sous-chaines de y qui sont égales ou approximativement
égales a .

4.1.2 Définitions formelles et algorithmes

Les logiciels cités dans la section 4.1.1.1 sont fabriqués en combinant des algorithmes de recherche de
motifs et/ou d’homologies locales avec des heuristiques de maniere & diminuer les temps de calculs. Dans
cette section nous présentons les performances théoriques de ces algorithmes.

Dans tout le reste de la section 4.1,

— X désigne un alphabet quelconque, éventuellement infini,

— d:¥X* X ¥* — Z U {oo} est une application quelconque, appelée mesure de dissimilarité et

— e désigne un entier appelé seuil de dissimilarité.

On dit que deux mots u et v sur ¥ sont similaires (pour d, au seuil e) lorsqu’on a d(u,v) < e.

Soient x1, xo9 € X*. on appelle homologie locale (pour d, au seuil e) entre 1 et xs tout quadruplet
d’entiers (i1, j1,42,72) avec 0 < i, < j < |xp| pour chaque h € {1,2}, tel que x1 (i1 ; j1] et x2(ia ; ja] soient
similaires.

Soient z, y € ¥*. On appelle occurrence approchée (pour d, au seuil e) de x dans y tout couple d’entiers
(i,7) avec avec 0 < i < j < |y|, tel que x et y(i; j] soient similaires (pour d au seuil e).

4.1.2.1 Algorithmes identifiant des homologies

Décider si deux mots sont similaires. En général, on peut décider si deux mots u et v sur X sont
similaires pour d au seuil e, en calculant d(u,v) et en comparant la quantité obtenue avec e. Dans le cas ou
d est la distance de Levenshtein dy,, il est possible de faire mieux : étant donnés deux mots u, v quelconques
et un entier e, on peut décider si u et v sont similaires pour dr, au seuil e en temps O((|u| + |v])e) [88]. Ceci
est vrai en dépit du fait que le calcul de dy,(u,v) prend un temps O(|u| [v]) (ou presque [84]).

Meilleure homologie locale. La “version optimisation” du probléme de la recherche d’homologies locales
a été étudiée. Ce probleme, dit de la meilleure homologie locale pour d, s’énonce de la maniére suivante :
“BEtant donnés deux mots x1, xo € L*, trowver un quadruplet d’entiers (11,741,102, j2) avec 0 < ip < jp < |xp|
pour chaque h € {1,2}, tel que d(x1(i1 ; j1],x2(ia ; j2]) soit minimum?”.

Soit une fonction de pondération 7 : (XU{e}) x (XU{e}) — Z calculable en temps constant. Le probleme
de la meilleure homologie locale pour df admet un algorithme exact de complexité quadratique O(|z1]|z2])
106, 45].

Choix de la fonction de pondération. Supposons que 7 soit a valeurs positives et considérons une
instance (x1, z2) du probléme de la meilleure homologie locale pour d. Alors, il suffit de prendre (i1, j1, i2, j2)
avec i1 = j1 € [0, |x1]] et i3 = j2 € [0, |z2|] pour obtenir une solution optimale car df(z1 (i1 ; j1], x2(i2 ; j2]) =
di(e,e) =0.

En pratique, on privilégie la recherche de longues homologie locales (deux courts fragments de séquences
peuvent n’étre similaires que du fait du hasard). Il est donc naturel que 7 vérifie :

— m(a,a) < 0 pour tout a € ¥ et

— 7(a, ) > 0 pour tous «, B € XU {e} avec a # .

Dans ce contexte, les appariements exacts font strictement décroitre le score des alignements alors que les
différences (insertions, délétions et substitutions) le font augmenter.

4.1.2.2 Algorithmes de recherche de motifs approchés

Le probleme de la recherche de motifs approchés pour d s’énonce : “Etant donnés deuxr mots x, y € X*
et un entier e, déterminer toutes les occurrences approchées pour d, au seuil e, de x dans y”. Ce probléeme
a été étudié pour diverses fonctions d. Le tableau ci-dessous résume les résultats obtenus.
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La mesure de dissimilarité est La complexité est de

la distance “tout ou rien” O(Jy|) [61]

la distance de Hamming O(lyl veloge) [3]

la distance de Levenshtein O(Jy| e) pour X fini [69]
une distance d’édition pondérée | O(|y| |x|) [45]

Rappelons que la distance “tout ou rien” vaut 0 ou oo suivant que ses arguments sont égaux ou non (voir
section 1.1.1). Ainsi, lorsque d est la distance “tout ou rien”, le probléme de la recherche de motifs approchés
se ramene au probléme de la recherche de motifs exacts : on cherche les positions des sous-chaines de y égales
& x. Notons également que 'on a convenu que dy(u,v) = oo si u et v sont de longueurs distinctes (voir
section 1.1.3.3).

4.1.3 Filtration

Comme on vient de le voir, trouver une meilleure homologie locale entre deux mots donnés ou résoudre
le probleme de la recherche de motifs approchés pour une distance d’édition pondérée prend un temps
quadratique. Or, la taille des banques de séquences biologiques croit exponentiellement avec le temps donc
il est nécessaire de recourir a des heuristiques. La méthode la plus utilisée est la recherche par filtration. Elle
est mise en ceuvre par de nombreux logiciels, notamment par ceux cités dans la section 4.1.1.1, ainsi que
par Tandem Repeat Finder dont la fonction est de rechercher des répétitions en tandem dans les séquences
biologiques [11].

4.1.3.1 Principe général de la filtration

Plagons nous dans le cadre général suivant : dans un espace de recherche E de grande taille, on cherche
a identifier un maximum d’éléments appartenant a un petit sous-ensemble S C E. On appelle candidats les
éléments de E et solutions les éléments de S. Par exemple, si I'on recherche les homologies locales entre
deux mots x; et x5 sur X, alors 'espace de recherche E est ensemble des quadruplets d’entiers (i1, j1, i2, j2)
vérifiant 0 < ij, < j, < |x| pour chaque h € {1,2}. Les solutions sont les homologies locales entre x; et xs.
La cardinal de E est de 'ordre de |x1\2 |x2\2, ce qui rend une exploration exhaustive impossible en temps
raisonnable.

Filtre. On appellera filtre une heuristique rapide permettant de réduire ’espace de recherche E & un sous-
ensemble F. Les éléments de F sont les candidats retenus (par le filtre) et les éléments de E'\ F' sont appelé
les candidats rejetés (par le filtre). Un filtre est d’autant meilleur que ’ensemble F' des candidats qu’il retient
est peu différent de I’ensemble S des solutions recherchées.

Algorithmes de recherche par filtration. Grossierement on peut associer a chaque filtre ’algorithme
de recherche suivant.

1. Filtration : A l'aide du filtre on retient un petit sous-ensemble F' des candidats de ’espace de recherche
E.

2. Validation des candidats retenus : On calcule S N F en explorant 'espace F' des candidats retenus par
le filtre et on retourne les éléments de SN F.
4.1.3.2 Filtration et recherche d’homologies locales
Soient x1, xo € X*. On cherche des homologies locales entre x; et x5.
Méthodes de filtrations courantes. En général les filtres utilisés par les logiciels dédiés a la recherche
d’homologies locales retiennent les candidats (i1, j1,12,j2) € E tels que xz1(41 ; j1] et x2(ia ; j2] partagent

un certain nombre de (petites) sous-chaines communes. Autrement dit, on soupgonne la similarité de deux
portions de séquences lorsqu’elles sont exactement semblables au moins en un petit nombre d’endroits.
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L’exemple du logiciel BLAST. Fixons un entier ¢ > 0 et expliquons le principe de la méthode utilisée
par le logiciel BLASTN pour identifier des homologies locales entre deux séquences d’ADN représentées par
les mots z1 et xo.

Pour BLASTN on a ¢ = 11 et ¥ = {A,T,G,C}. Le filtre utilisé par ce logiciel est construit & partir du
critere de similarité grossier suivant : pour que deux mots soient similaires, il faut qu’ils aient (au moins)
une sous-chaine commune de longueur (au moins) g.

On appelle touche (de longueur q dans (x1,22)) tout couple (t1,t2) € [0, |z1| — q] x [0, |x2| — ¢q] tel que
x1(t1 5t1 + q] = z2(ta; t2 + g]. Les touches repérent les positions des sous-chaines de longueur ¢ communes
a Ty et xo.

Exemple 4.1 Supposons que x1 = abcdpifef et que x4 = fpifde. Alors, (4,1) est une touche de longueur
3 dans (z1,22) car x1(4;4 4 3] = pif = a9(1;1+ 3].
Utilisons les touches de longueur ¢ pour filtrer.

1. On calcule ’ensemble H de toutes les touches de longueur ¢ dans (z1,2z2). En théorie, cette étape est
implantable en temps linéaire & I'aide de structures d’index adéquates. En pratique on utilise des tables
de hachages, moins gourmandes en mémoire.

2. On étend chaque touche (t1,t2) € H. Informellement, cela signifie que 1’on cherche une homologie locale
entre x1 et xo autour de la touche (¢1,t2). Plus précisément, on cherche un élément (iy, j1,42,52) € S
avec iy, <t <ty + q < jp pour chaque h € {1,2}.

Notons que ’étape 1 réduit 1'espace recherche E & l'ensemble F des (i1, j1, 12, j2) € E tels que x1 (i1 ; j1] et
x2(i2 ; j2] alent a une sous-chaine commune de longueur q.

4.1.3.3 Sensibilité et sélectivité
Performances d’un filtre. Du fait de son imperfection, un filtre partitionne I’espace de recherche en
quatre classes.

1. Un vrai positif est un élément de S N F', c’est-a-dire un candidat retenu a raison.

2. Un vrai négatif est un élément de (E \ S) \ F, c’est-a-dire un candidat rejeté & raison.
3. Un fauz positif est un élément de (E'\ S) N F, c’est-a-dire un candidat retenu & tort.
4

. Un faux négatif est un élément de S\ F', c’est-a-dire un candidat rejeté a tort.

e Les vrais positifs sont les solutions retournées par ’algorithme de recherche associé au filtre alors que les
faux négatifs sont les solutions qu’il omet de retourner. Ainsi, la qualité de la sortie diminue quand le nombre
de faux négatifs augmente. Ceci pousse a définir la sensibilité du filtre comme la valeur du rapport :

nombre de vrais positifs

nombre de vrais positifs + nombre de faux négatifs
Un filtre de sensibilité 1, c¢’est-a-dire un filtre n’engendrant pas de faux négatifs, est dit sans perte : la sortie
de lalgorithme de recherche associé est parfaite.

e Les faux positifs ralentissent inutilement la phase de validation de l’algorithme de recherche associé au
filtre. En effet, ces candidats, initialement retenus par le filtre, seront finalement exclus apres examen. Ceci
nous pousse a définir la sélectivité du filtre comme la valeur du rapport :

nombre de vrais négatifs

nombre de vrais négatifs + nombre de faux positifs

La sensibilité et la sélectivité sont des propriétés antagonistes : on est toujours obligé de faire un com-
promis entre la qualité de la sortie et le temps de calcul.
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Ajustement des performances de la filtration de type BLAST. Replacons nous dans le cas ou I'on
cherche des homologies locales entre deux mots 7 et x5 sur X. Examinons le filtre par sous-chaines communes
décrit dans la section 4.1.3.2. On restreint espace de recherche E & ’ensemble F des (i1, j1,12,j2) € E tels
que x1(71 ; j1] et x2(ig ; jo| aient une sous-chaine commune de longueur q.

Exemple 4.2 On suppose que ¥ = {a,X}, que e =1 et que d est la distance Hamming.

Soit (i1, j1,42,72) € E tel que x1(i1 ; j1] = aaaaaaa.
Si x2(ig ; j2] = aXXaaaa et ¢ = 4 alors :
= (i1, 71,12, 72) ¢ S car du(w1(i1; j1], z2(i2; j2]) = 2 et

- (i1,J1,%2,7J2) € F car x1(i1 ; j1] et xa(ia ; j2] admettent aaaa pour sous-chaine commune de longueur

q.

Ainsi, (i1, J1,12,72) est un élément de (E\ S) N F, c’est-a-dire un faux positif.

Dans les trois premiéres colonnes du tableau suivant, on trouwve le statut de (i1, ji,i2,j2) pour chaque

q € {3,4} et diverses valeurs de x1(iz ; ja].

w2 (i2 ; Ja q=3 g=4 #i-##

aaXaaaa | wrai positif | wvrai positif | wvrai positif
aaaXaaa | wrai positif | faux négatif | vrai positif
aaaaaXX | faux positif | fauzx positif | faux positif
XaaXaaa | fauz positif | vrai négatif | fauzr positif
aaXaaXa | vrai négatif | vrai négatif | faux positif
aXXaaaa | faux positif | faux positif | vrai négatif
aaaXXaa | faux positif | vrai négatif | vrai négatif
aaXaXaa | wvrai négatif | vrai négatif | vrai négatif

Expliquons en quoi la longueur ¢ des touches influe sur la sensibilité et sur la sélectivité du filtre.

e Si ¢ diminue alors le nombre de touche augmente et I’ensemble des candidats retenus grossit. Par suite, le
nombre de vrais positifs augmente et le nombre de faux négatifs diminue : la sensibilité augmente.

e Réciproquement, si ¢ augmente alors le nombre de touches diminue et ’ensemble des candidats aussi. Par
suite, le nombre vrais négatifs augmente et le nombre de faux positifs diminue : la sélectivité augmente. En
pratique, on peut supposer que les touches engendrant des faux positifs (c’est-a-dire les touches autour des-
quelles, on ne trouve pas d’homologie) sont dues au hasard. Ainsi, augmenter g de 1 divise approximativement
le nombre de ces touches par #% [37].

4.2 Position des problemes

Comme l'ont remarqué Ma, Tromp et Li [79], il suffit de modifier légérement le filtre utilisé par le
logiciel BLASTN (voir section 4.1.3.2) pour le rendre a la fois plus sensible et plus sélectif. L’idée mise en
ceuvre dans le logiciel PatternHunter est d’augmenter la longueur des touches (elle passe de 11 & 18) en leur
ajoutant quelques “trous” (7 en l'occurrence) a des endroits judicieux. Les résultats nouveaux démontrés
dans ce chapitre concernent la complexité algorithmique de trois problemes liés au bon positionnement de
ces “trous” (on parle aussi de “jokers”). Ces trois problémes sont présentés, avec leur contextes, dans la
section 4.2.2. Auparavant, nous avons besoin de quelques définitions formelles supplémentaires.

4.2.1 Graine, similarité, détection

Dans les sections 4.2.1.1 et 4.2.1.2 ci-apres, nous introduisons les trois principaux concepts (graine,
similarité et détection) étudiés tout au long du chapitre présent. Nous motivons ensuite leur introduction
dans les sections 4.2.1.3 & 4.2.1.6 suivantes, en particulier 1'utilité des trous.
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4.2.1.1 Graine, similarité, détection

Graine. Soit w € {#,-}". Le poids de w, noté ||w]|, est le nombre d’occurrences de # dans w : ||Jw|| = |w/,.
La lettre -, appelée trou, ne contribue pas au poids. Une graine est un mot sur {#,-} dont la premiere et la
derniére lettre sont des #, c’est-a-dire un élément de # {#, -} # U {#,¢}.

Exemple 4.3 g := #-##-——#-## est une graine de poids 6.

Similarité. Une similarité est un mot sur {0,1}, c’est-a-dire un élément de {0,1}". Soient deux entiers
m, k avec 0 < k < m. Une (m, k)-similarité est une similarité de longueur m dans laquelle apparaissent k
occurrences de la lettre 0 et m — k occurrences de la lettre 1. Autrement dit, une (m, k)-similarité est un
élément de {s € {0,1}" : |s|, = k}.

Exemple 4.4 s:=101101101101100 est une (15, 6)-similarité.

Détection. Soient s une similarité, w € {#,-}" et p € [0, |s| — |w|]. On dit que w détecte s a la position
p lorsque pour tout i € [1, |w|] tel que w[i] = #, on a s[p + 4] = 1. On dit que w détecte s lorsqu’il existe
p € [0,]s] — |wl] tel que w détecte s & la position p. Soit W C {#,-}". On dit que W détecte s lorsqu’il existe
w € W tel que w détecte s.

Exemple 4.5 (Suite des exemples 4.3 et 4.4) La graine g de Uexemple 4.3 p. 91 détecte la similarité s

de lexemple 4.4 p. 91 auz positions 0 et 3. Le mot #(—)11#(—)2 détecte s uniquement a la position 0.

4.2.1.2 Observations en vrac
Exemple 4.6 Soit s une similarité quelconque dont on note m la longueur.
~ La graine # détecte s aux positions i € [0,m — 1] telles que sli + 1] = 1.
~ Pour tout j € [1,m] tel que s[i] = 1, le mot (=Y~ '#(=)™"7 détecte s a la position 0.
— Pour tout entier j > 0, le mot (-)J détecte s en toute position comprise entre 0 et m — j.

Divers points des deux remarques suivantes seront exploités dans les preuves des résultats de ce chapitre.

Remarque 4.1 Soient w € {#,-}" et s € {0,1}".
(i) Pour que le mot w détecte la similarité s, il faut |w| < |s|.
(#) Dans le cas particulier ot |w| = |s|, w détecte s si et seulement si w détecte s a la position 0.
(791) Siw détecte s alors toute sous-chaine de w détecte s.
)

(iv) Siw détecte une sous-chaine de s alors w détecte s.

Remarque 4.2 Soit un entier m > 0.
(1) Un mot sur {#,-} détecte la similarité 1™ si et seulement s’il est de longueur au plus m.
J

(ii) Un mot sur {#,-} détecte la similarité 0™ si et seulement s’il est de la forme (=)’ avec j € [0, m].

(#i1) La graine vide détecte toutes les similarités.

4.2.1.3 Touche a gabarit et filtration

Les trous des graines permettent de généraliser la notion de touche définie dans la section 4.1.3.2. Soit
g une graine et soient x; et x5 deux mots quelconques. On appelle touche de gabarit g (dans (x1,x2)) tout
couple (t1,t2) € [0, |z1] — |g|] x [0, |x2| — |g]] tel que :

Vie[l, |g|] g[i]:#:>:n1[t1 +i]:x2[t2+z’].

D’apres cette définition, une touche de longueur ¢ est également une touche de gabarit #7 (sans trou).
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Exemple 4.7 Reprenons la graine g = #-##--#-## de l'exemple 4.3 p. 91 et posons x1 := apaifpfpaafii

et xo := ipifpfifppppafa. Alors (1,4) est une touche de gabarit g dans (x1,2z2) comme le montre de le
diagramme suivant :

a p a f p f

p - i f - - -

ipifpf i fppopep

p a
p

PP o
Fh b Hh

a

La méthode mise en ceuvre par le logiciel PatternHunter généralise celle de BLASTN : au lieu de rechercher
des homologies locales autour des touches de longueur 11, PatternHunter les recherche autour des touches
de gabarit gpy, ou gpy est un graine, par défaut égale & ###—H#——#—#——H#—Hi##,

La sélectivité du filtre augmente clairement avec le poids de gpy (mais aussi un peu avec sa longueur
[79]). A la fin de la section 4.2.1.5, nous justifions par un exemple en quoi le bon usage des trous permet
également d’augmenter la sensibilité.

4.2.1.4 Role des similarités

Une similarité modélise la maniere dont deux mots de méme longueur peuvent différer. Soient deux mots
u et v de méme longueur m. On appelle similarité entre u et v la similarité s de longueur m donnée par :

1 siufi] = olf] .

0 sinon

Vi € [1,m)] s[i] = {

Exemple 4.8 La similarité entre u := ACCGATG et v := ATCGGTC est 1011010, comme le montre le dia-
gramme suivant :

vw = A C C G A T G
v = A T C G G T C.
10 11 0 1 O

Les (m, k)-similarités modélisent la maniére dont deux mots de longueur m séparés par une distance de
Hamming égale a k peuvent différer.

Le concept de similarité permet de gagner un niveau d’abstraction : a partir de la section 4.2.2 nous
n’auront plus a considérer directement les mots que I’on cherche & comparer mais seulement leurs similarités.

4.2.1.5 Role du concept de détection

Dans le cadre d’une filtration du type de celle utilisée par BLAST ou PatternHunter, il est préférable que
les couples de mots de longueur m séparés par une distance de Hamming k < m provoquent une touche.
Sinon, on augmente le risque d’engendrer des faux négatifs.

Proposition 4.1
Soient deux mots u, v de méme longueur m, une graine g et p € [0,m — |g|].

Alors, g détecte la similarité entre u et v & la position p si et seulement si (p, p) est une touche de gabarit
g dans (u,v).

Ainsi, le nombre de touches de gabarit g croit avec le nombre de (m, k)-similarités détectés par g. Par suite,
pour m et k bien choisis, la sensibilité du filtre fabriqué & partir de g croit avec le nombre de (m, k)-similarités
détectées par g.

4.2.1.6 Utilité des graines a trous

Plus y a de gruyere, plus y a de trous.
Mais plus y a de trous, moins y a de gruyeére.
Coluche (?)

En résumé, on a vu que :
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1. la sélectivité du filtre fabriqué a partir d’une graine pour rechercher des homologies augmente avec son
poids et que

2. la sensibilité de ce méme filtre augmente avec le nombre de (m, k)-similarités détectées.

On peut maintenant justifier par I’exemple 1'utilité des graines a trous.

Exemple 4.9 ([37]) Soit un entier m > 0. Par commodité on va supposer que 6 divise m — 1.
— La graine sans trou de poids mazimum détectant toutes les (m, 1)-similarités est #m=1/2,
— La graine & un trou #m=1/3-(m=1/3 " qétecte également toutes les (m, 1)-similarités et a un poids de
2(m—1)/3.

Dans le cas particulier ot m = 7, le comportement des graines #(™~1/2 = s  #### et
#(m=1)/3_4(m=1)/3 — 4444 est abordé dans le tableau de 'exemple 4.2 p. 90.

4.2.2 Description de nos résultats

Le but du chapitre en cours est d’étudier la complexité et approximabilité de trois problemes liés a la
conception de graines. Chacune des sections 4.2.2.1, 4.2.2.2 et 4.2.2.3 ci-aprés est consacrée a la présentation
de 'un ces probléemes : nous énongons les résultats déja connus ainsi que notre propre contribution.

4.2.2.1 Le probleme Non Detection

Le probleme NON DETECTION s’énonce de la maniére suivante : “Etant donnés une graine g et deux
entiers m, k vérifiant 0 < k < m, décider s’il existe une (m,k)-similarité non détectée par g”. Ce probléeme
est introduit formellement par Kucherov, Noé et Roytberg [65]. Nous montrons dans la section 4.3 que
NoN DETECTION est NP-complet, en supposant que, dans toute instance (g, m, k) de NON DETECTION, les
entiers m et k sont codés en unaire. Ainsi, l'instance (g, m, k) est de taille O(|g| + m) et donc nous montrons
en fait que NON DETECTION est fortement NP-complet!. Ce résultat assure que les algorithmes exponentiels
résolvant les deux problemes décrits ci-dessous sont en quelque sorte optimaux.

Deux caractéristiques importantes pour un ensemble de graine. Supposons donnés deux entiers
m, k vérifiant 0 < k < m et un ensemble de graines G vérifiant |g| < m pour tout g € G.

1. Notons U(G,m, k) le nombre de (m, k)-similarités non détectées par G.
2. Notons T(G,m, k) le plus grand entier ¢t > 0 tel que G détecte toute (m, k)-similarité en ¢ positions.

Définissons précisément cette derniere notion. Etant donnés un entier ¢ > 0 et une similarité s, on dit que
G détecte s en t positions lorsqu’il existe ¢ paires distinctes (g1,p1), (92, p2), - - -, (gt, p¢) vérifiant, pour tout
i€ [1,t], g: € G, p; €[0,|s| — |gi]] et g; détecte s & la position p;.

Algorithmes. 1l existe des algorithmes de programmation dynamique calculant U(G,m, k) et T(G,m, k)
en temps au plus de l'ordre de

k

k
mx Y (MDY (kK + 1)+ #G6) x Y (M) (4.1)
k’=0

k’'=0

ou M(G) = maxgeq |g| [66, 19]. Donnons une idée du fonctionnement de ces algorithmes.
Pour tous entiers m/, k' avec 0 < k' < m’ et toute similarité s, on appelle (m’, k', s)-similarité toute
(m/, k')-similarité admettant s pour suffixe. On note

1. UL[m/][K'][s] le nombre de (m/, k', s)-similarités non détectées par G et

2. TLIm'][K][s] le plus grand entier ¢ > 0 tel que G détecte toute (m’, k', s)-similarité en ¢ positions.

1La notion de NP-complétude au sens fort est compliquée (impossible ?) & définir formellement. On trouvera un commentaire
intéressant & ce sujet dans le livre de Papadimitriou [94, note 9.5.31].

93



Une (m, k,e)-similarité est une (m,k)-similarité et réciproquement. Il en résulte que les deux quantités
que l'on cherche & calculer sont des entrées des tables définies ci-dessus : U(G,m, k) = Uj[m][k][e] et
T(G,m, k) = Tg[m][k][e].

Les algorithmes de Kucherov, Noé et Roytberg [66] calculent & 1’aide d’une relation de récurrence conve-
nable U [m/][K'][s] (resp. T/ [m/][K'][s]) pour tout triplet (m/,k’,s) avec

- m’ €[0,m] (resp. m’ € [M(G),m]),

- k' €[0,k] et

~ s€{0,1}" avec |s| < M(G) et |s|, < k.

Liens avec le probleme Non Detection. Résoudre le probleme NON DETECTION sur une instance
(g,m, k) donnée revient a décider si U({g}, m, k) est strictement positif ou si T'({g}, m, k) est nul. Comme
NoN DETECTION est NP-complet (théoréme 4.2 p. 100), il est peu probable que ’on puisse trouver un
algorithme calculant I'une des quantités U (G, m, k) ou T(G, m, k) en temps sous-exponentiel.

Par ailleurs, 'inégalité
k

Z (M]E/G)) < 9M(G)
k'=0

permet de majorer la quantité (4.1) : U(G,m,k) et T(G,m,k) sont calculables en temps exponentiel
O (2M(&) (mk + #G)). Ainsi, NON DETECTION est F.P.T. pour le parametre |g| (= M ({g})).

4.2.2.2 Le probléeme Maximum Weight Lossless Seed (MWLS)

Introduisons un nouveau probléeme naturel concernant la conception de graines :

Définition 4.1

On appelle MAXIMUM WEIGHT LOSSLESS SEED (MWLS) le probléme de maximisation suivant : “Etant
donné un ensemble S de similarités, trouver une graine de poids maximum détectant toutes les similarités
appartenant a S”.

En quelque sorte, résoudre MWLS consiste a rechercher un graine de sélectivité maximale dont le filtre associé
est sans perte. Dans la section 4.4 nous montrons que MWLS est au moins aussi difficile & approximer que
2-MISH. En particulier, MWLS n’admet pas d’algorithme polynomial exact, sauf si NP = P.

Notons qu’une variante du probleme de décision associé & MWLS a été montrée NP-compléte [71] = “Etant
donnés un ensemble S de similarités et deux entiers { et w avec 1 < w < {, décider s’il existe une graine
de longueur ¢ et de poids w détectant toutes les similarités appartenant ¢ S”. Il semble que le parametre de
longueur ¢ soit artificiel. De notre point de vue, ce parametre n’a été introduit que pour faciliter la preuve
de NP-difficulté du probléme considéré. Dans la définition de MWLS, nous avons délibérément omis toute
contrainte sur la longueur de la graine recherchée.

4.2.2.3 Le probléme Region Specific Optimal Seed(s) (RSOS(s))

Considérons le probleme REGION SPECIFIC OPTIMAL SEEDS (RSOSSs), introduit par Li, Ma, Kisman
et Tromp [71] : “On suppose donnés trois entiers naturels d, £, @ avec 1 < w < { et un ensemble S de
similarités. On cherche d graines g1, g2, - .., g4, chacune de poids w et de longueur au plus £, mazximisant
le nombre des similarités appartenant a S et détectées par {gi1, g2, ..., ga4}” . Deux résultats sont connus sur
la complexité de ce probleme [71].

1. Le probleme RSOSS est au moins aussi difficile & approximer que MAX k-COVER. (La définition et
les principaux résultats connus sur I'approximabilité de ce dernier probleme sont rappelés dans la
section 4.5.1.) Ainsi, sous 'hypothese P & NP, RSOSs n’admet pas d’algorithme d’approximation de
borne constante p, quel que soit le réel p vérifiant 1 < p < —%=. Nous désignons ici par e base du

e—1°
logarithme népérien : e >~ 2.718 et _<5 ~ 1.582.

2. Le probleme de décision associé a RSOSSs reste NP-difficile méme si ’'on omet de borner la longueur
des graines recherchées, c’est-a-dire méme si I'on restreint RSOSSs aux instances (d, ¢, w, S) vérifiant
£ > maxses ||
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Nous améliorons ces deux résultats dans la section 4.5.

Nous considérons la restriction suivante de RSOSSs, notée RSOS : “On suppose donnés un entier w > 1
et un ensemble S de similarités. On cherche une graine de poids w détectant un mazimum de similarités
appartenant a S”. Informellement, résoudre RSOS consiste & rechercher une graine de sensibilité maximale
avec une sélectivité donnée. Notons que RSOS correspond a la restriction de RSOSS aux instances (d, ¢, w, S)
vérifiant d = 1 et £ > maxseg |s| : dans RSOS on ne cherche a construire qu’une seule graine dont la longueur
n’est pas contrainte.

Nous montrons (théoréme 4.4 p. 110) que, sous 'hypothese P ¢ NP, il n’existe pas d’algorithme d’ap-
proximation pour RSOS de borne constante p, quel que soit le réel p vérifiant 1 < p <

€
e—1"

4.3 Difficulté du probleme Non Detection

Dans cette section, nous montrons que le probleme NON DETECTION, défini dans la section 4.2.2.1, est
NP-complet (théoréme 4.2 p. 100). Pour cela, nous introduisons le probléme intermédiaire suivant.

Définition 4.2 (Soapy Set Cover)

On nomme SOAPY SET COVER (SSC) le probléme de décision suivant : “On suppose donnés un ensemble
fini P de parties finies et non vides de Z et deux entiers n, k > 1. Existe-t-il X1, Xo, ..., X € P et tq, to,
ootk €Z tels que (X1 +t1) U (X +t2) U... U (Xk + tx) contienne n entiers consécutifs ?7.

On pourra comparer SSC avec le probleme MSCp défini dans ’exemple 1.16 p. 14 ainsi qu’avec les problemes
de pavages définis dans la section 4.6.1. On supposera que tous les entiers intervenant dans une instance
(P,n, k) de SSC, c’est-a-dire n, k et les éléments des éléments de P, sont codés en unaire.

Nous prouvons que NON DETECTION est NP-difficile en trois temps.

1. Dans la preuve du théoreme 4.1 p. 95, nous réduisons a SSC le probleme ExAcT COVER BY 3-SETS.

Ce dernier probleme est notoirement NP-complet [40] et sa définition est rappelée ci-dessous.

2. Dans la preuve du corollaire 4.1 p. 98, nous réduisons SSC a sa restriction aux instances (P,n, k) telles

que #P =1.

3. Dans la preuve du théoreme 4.2 p. 100, nous réduisons cette restriction de SSC & NON DETECTION.
Notons que dans I'article oli la NP-complétude de NON DETECTION est prouvée pour la premiere fois [91],
les étapes 1 et 2 sont contenues dans la preuve d’un seul et méme théoreme.

Rappelons I’énoncé du probleme EXACT COVER : “Etant donné un hypergraphe H = (V, &), décider si
& admet pour sous-ensemble une partition de V. Le probleme EXAcT COVER BY 3-SETS (X3C en abrégé)
est la restriction de EXAcT COVER aux instances H qui sont des hypergraphes 3-uniformes.

Théoréme 4.1
Le probléme SSC est NP-complet.

Preuve. Montrons tout d’abord que SSC est dans NP.
On construit facilement un algorithme polynomial C, retournant oui si et seulement si son entrée est de
la forme
((P,’Il, k)v (leXQa s 7Xkatlat23 s atk))

avec (P,n, k) instance de SSC, X1, X, ... X € P, et ty, to, ...t € Z vérifiant :

k

[1,n] € |J(Xn +1ta). (4.2)
h=1

Notons que, si (P,n,k) est une instance positive de SSC, alors ’équation (4.2) est vérifiée pour un cer-
tain objet (X1, Xa,..., Xk, t1,¢2,...,tk). De plus, pour chaque h € [l1,k], on peut toujours supposer
1 —max X, < t;, < n — min X} car sinon, Xj + ¢, n’intersecte pas [1,n]. En faisant ces hypotheses, on
rend (X1, Xa,..., Xk, t1,t2,...,t;) de taille polynomiale en la taille de (P, n, k).

On déduit des arguments ci-dessus que C' est un algorithme de validation polynomial pour SSC et donc
que SSC est dans NP. Il reste a montrer que SSC est NP-difficile. Pour cela, nous exhibons une réduction
de Karp de X3C a SSC.
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Construction d’une instance de Non Detection a partir d’une instance de X3C. Supposons
donnée une instance H = (V, &) de X3C : H est un hypergraphe 3-uniforme. On construit une instance
(P,n, k) de SSC de la maniere suivante.
Posons :
_#V

3
Si 3 ne divise pas le cardinal de V ou si £ est de cardinal inférieur a k alors H est une instance négative de
X3C qu’il suffit de transformer en une instance négative triviale de SSC, par exemple ({{0}},2,1). On peut
donc désormais supposer que k et n sont entiers, que £ est de cardinal au moins k et que

k: et n = 2k% + 4k .

V =[k+1,4k] ,
quitte a numéroter de k + 1 a 4k les 3k éléments de V. Numérotons également les éléments de £ :

m:#é' et (S':{El,EQ,...,Em}.

Posons :
- F:=1[(j-1)(2k—1)+4k +1,j(2k — 1) + 4k] pour tout j € [1,k],
- X, ={j}UE;UF;U{n—j+ 1} pour tout (¢,7) € [1,m] x [1,k] et

- P:= {Xi,j : (Z,j) € [Lm] X [Lk]}
Notre réduction consiste en la transformation de l'instance H de X3C en 'instance (P,n, k) de SSC définie
ci-dessus.

Décrivons succinctement la forme de notre gadget. Posons W := [4k + 1,2k? + 3k]|. Tout
d’abord, {Fy, Fy, ..., Fi.} est 'unique partition de W en segments de longueur 2k — 1. De plus, les quatre
segments (discrets)

Lk, V=[k+1,4k, W=[4dk+1,n—k, [n—k+1,n]

sont de longueurs k, 3k, 2k? — k et k, respectivement. Ils forment une partition de [1,n]. Chacun contribue
a la fabrication de X; ;. En effet, on a :

{JyCck] E;CV, F,CW, {n—j+1}Ch—k+1n].
Plus schématiquement, on peut représenter ces inclusions de la maniere suivante :

l,n] = [Lk] U V U W U n—k+1n]
Xi,j = {]} U El U Fj U {TL *j + ].} ’

chacun des cinq ensembles apparaissant sur la ligne inférieure étant une partie de l’ensemble situé
immédiatement au dessus de lui.

Montrons que notre transformation est bien une réduction de Karp de X3C a SSC. Comme
on s’est ramené au cas ou € est de cardinal au moins k, la taille de H est au moins k. Par suite (P,n, k),
qui est de taille polynomiale en k, est de taille polynomiale en la taille de H. On vérifie de plus facilement
que 'on peut construire (P, n, k) a partir de H en temps polynomial. Donc, il ne reste plus qu’a vérifier que
(P, n, k) est une instance positive de SSC si et seulement si H est une instance positive de X3C.

e Supposons que H soit une instance positive de X3C.
Alors, il existe i1, 42, ..., ix € [1,m] tels que {E;,, Ei,,..., E;,} soit une partition de V. Par suite,

{Xiy1,Xiy2,- -+, Xip 1} est une partition de [1,7n]. En effet, on a

k k k k
Xi; g = U{]} U E;; U

= j=1 J=1 =

k
F;u Jn—ji+13
j=1

J

1 J

1

= [L,k] U 14 u W U [n-k+1,n]

- [1,71]
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donc, posant t; := 0 pour tout j € [1, k], on peut écrire :

[l,n] = (Xij,j+tj)-

-

1

J

Par conséquent, (P, n, k) est une instance positive de SSC, ce qu’on voulait & ce stade.

e Réciproquement, supposons que (P, n, k) soit une instance positive de SSC.
AIOI“S7 il existe i1, i9, ..., i € [1,771], J1s J2y -+ Jk € [1,]€] et ty, ta, ..., ti € Z vérifiant :

k
[1,n] € | (Xiy g +ta) - (4.3)
h=1

Si 'on arrive a montrer que
=ty =-=1,=0 (4.4)

E;, couvrent V. Comme ces k hyperarétes sont
chacune de cardinal 3 et comme V est de cardinal 3k, on obtiendra que {E;,, E;,, ..., E;, } est une partition
de V, et donc que H une instance positive de X3C.

On procede en plusieurs étapes.

alors, on pourra en déduire que les hyperarétes E;,, E;,, ...,

Lemme 4.1 L’ensemble d’ensembles
{Xi17j1 + 11, Ximjz +to,... 7Xik,jk + tk}
est une partition de [1,n).

Preuve. Quels que soient ¢ € [1,m] et j € [1, k], I'ensemble X ; est de cardinal 2k + 4 car il s’écrit comme
la réunion disjointe

— de ’hyperaréte E; qui est de cardinal 3,

— du segment F}; qui est de cardinal 2k — 1, et

— des 2 singletons {j} et {n —j+ 1}.
Par suite, la réunion des k£ ensembles

Xilajl +t1, Xi2aj2 +ito, .., Xik:7jk + i

est de cardinal au plus k - (2k +4) = n = #[1,n]. Il en résulte que l'inclusion (4.3) ne peut pas étre stricte
et que nos k ensembles sont deux a deux disjoints. Ceci termine la preuve de notre lemme 4.1. Q.E.D.

Lemme 4.2 Les k entiers ty, ta, ..., tp sont strictement compris entre —k et +k.

Preuve. Soit h € [1,k]. Comme j, et n — j, + 1 sont deux éléments de X;, j,, leurs translatés jj + t et
n — jn + 1+ t; sont deux éléments de X;, j, + tp. Or, le lemme 4.1 p. 97 garantit X;, ;, + ¢, C [1,n]. On
en déduit les inégalités 1 < jp +tp et n — jp + 1+ t5 < n, dott 1 — j, <t < jp — 1. Comme j, € [1,k], ce
dernier encadrement implique 1 — k <t < k — 1, ce qui finit la preuve de notre lemme 4.2. Q.E.D.

Lemme 4.3 {j1,Jo,...,jk} = [1, k]

Preuve. Par définition, les entiers ji, jo, ..., jr sont des éléments de [1,k]. Il reste & montrer que ces
k entiers sont deux a deux distincts. La preuve de ce fait repose essentiellement sur la remarque triviale
suivante :

Remarque 4.3 Soit F' un segment de longueur 2k — 1 et t un entier strictement compris entre —k et +k.
Alors, F +t admet pour élément le milieu de F : (maXF +minF) € F+t.
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Supposons (absurde) qu’il existe h, h' € [1,k] avec h # h' et j, = jp. Par le lemme 4.2 p. 97, t et tp
sont strictement compris entre —k et +k donc la remarque 4.3 p. 97 garantit que Fy, +t, et I}, + tp
admettent tous les deux pour élément le milieu du segment I}, = Fj ,. Or, ceci est en contradiction avec
le lemme 4.1 p. 97 qui implique que Xj, j, + tp et X;,, ;,, + tp sont disjoints. On a ainsi démontré le

lemme 4.3. Q.E.D.

Le lemme 4.3 p. 97 permet de renuméroter les triplets (i, jp,tr) de maniére & ce que, pour tout h € [1, k],
on ait j, = h. Supposons que 'ensemble Z := {h € [1, k] : t;, # 0} soit non vide. La remarque suivante va
nous permettre de déboucher sur une contradiction.

Remarque 4.4 Soit une partie finie X C Z. Alors, lunique translaté de X contenu dans [min X, max X|
est X lui-méme : pour tout t € Z, X +t C [min X, max X| implique t = 0.

Soit 7 := min Z. Pour tout j € [1,n — 1], on a & la fois :

— (Xi,,; +t;) N (X4, +ty) =0 par le lemme 4.1 p. 97 et

- j ¢ Z donc t; = 0.
Ainsi, pour tout j € [1,1 — 1], on a X, ; N (X, » +t,) = 0 donc, en particulier, les éléments j et n — j + 1
de X, ; n’appartiennent pas & X , + t,. Par conséquent, X; , + t,, qui est inclus dans [1,n] par le
lemme 4.1 p. 97, est en fait une partie de [n,n —n + 1]. Ceci permet d’appliquer la remarque 4.4 p. 98 avec
X = X, 5. Il en résulte t,, = 0, d’ott n ¢ Z : contradiction.

On en déduit que Z = (), donc on a démontré (4.4) et, par suite, H est bien une instance positive de
X3C.

Q.E.D.

Le théoreme 4.1 p. 95 se raffine en le corollaire suivant qui nous sera utile pour prouver la NP-complétude
de NON DETECTION.

Corollaire 4.1
Le probléme SSC reste NP-complet méme si on le restreint aux instances (P,n, k) pour lesquelles P est un
singleton.

Preuve. Il suffit de réduire le probleme SSC dans sa généralité a la restriction que nous considérons.
Supposons donnée une instance quelconque (P, n, k) de SSC. Posons m := #P et numérotons les éléments
deP:P={X1,Xs,..., X, }. On calcule les entiers 71, 7o, ..., T, donnés par la récurrence : 71 = — min X3
et
Vie[l,m—1] Tit1 = —min X; 11 + max X; + 7, +n. (4.5)

Ensuite, pour chaque 4 € [1,m], on calcule :
Xi=Xi+7.
On construit enfin linstance ({X},n, k) de SSC avec :
X =X;UXoU...UX,,.

Cette construction est facilement réalisable en temps polynomial & partir de (P,n, k), compte tenu des
hypotheses faites sur I’encodage des instances de SSC.

Décrivons succinctement la forme de notre gadget. Pour tout ¢ € [1,m], on a max X; = max X;+
7; et min X; = min X; + 7; donc (4.5) équivaut a :

Vie[l,m—1] min X;;; = max X; +n. (4.6)
Ainsi, les ensembles X 1, Xg, ceey Xm apparaissent successivement et dans cet ordre sur la droite réelle. De

plus, deux ensembles consécutifs sont séparés par une “breche” de taille n — 1 : pour tout ¢ € [1,m — 1],
I’élément le plus a droite de X; est situé n positions a gauche de I’élément de plus a gauche de X; ;.
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Exemple 4.10 Soient n:=5, m:= 3,
X1:=14,8,12}, X5:={1,5,6,7}, Xs3:={3,10}
et P:={X1, X2, X3}. Dans ce cas, on a 71 = —4, 79 =12 et 73 = 21, d’ou
X ={0,4,8}U{13,17,18,19} U {24,31} .
—_— ———— —

X, X, X;

Montrons que notre transformation est bien une M-réduction de SSC a lui-méme.

e Supposons que (P, n, k) soit une instance positive de SSC.
Alors, il existe i1, ia, ..., ix € [1,m] et t1, ta, ..., tp € Z tels que :

k
U th +th

Pour tout h € [1, k], posons tj, :=t, —7;, : on a alors X;, +t, = X;, + 1t € X + t5,. Par suite, il vient
k k
U X, +tp) U (X —|—th>

h=1

donc ({)A(}7 n, k) est une instance positive de SSC, ce qu’on voulait & ce stade.

e Réciproquement, supposons que ({X },n, k) soit une instance positive de SSC.
On dit que deux sous-ensembles U, V' C Z sont distants d’au moins n lorsque pour tous (u,v) € UxV, on
a |u — v| > n. Les trois lemmes suivants sont indépendants du statut (positivité ou négativité) de 'instance

({X3},n,k).
Lemme 4.4 Les ensembles Xl, X'g, el Xm sont deuz a deuz distants d’au moins n.
Preuve. Pour tout ¢ € [1,m — 1], on a d’apres (4.6),

minf(i_,_l = maXXi +n > maXXi > minXi ,

donc la suite (min X7, min X, ..., min X,,) est croissante.
Soient deux indices 7, j avec 1 <7 < j < m. On a alors max X; +n = min X;;; < min X}, ou encore

mian—maxXizn.
Soit (u,v) € X; x Xj. On a u < max X; et mian <wv dou:
|u—v\2v—u2mian—maxXi2n.

On a ainsi montré que X, et Xj étaient distants d’au moins n. Ceci termine la preuve de notre
lemme 4.4. Q.E.D.

Remarquons que deux sous-ensembles de Z distants d’au moins n ne peuvent avoir tous les deux une
intersection non vide avec un méme segment de longueur n. On déduit le lemme suivant du lemme précédent
en formalisant cette idée.

Lemme 4.5 Pour tout t € Z, il existe au plus un indice i € [1,m] tel que ()AQ + f) N [1,n] soit non vide.

Preuve. On procede par I’absurde. Supposons qu il existe deux indices distincts i, j avec 1 <1 < j <m
tels que [1,n] intersecte & la fois X;+1et X + . On peut alors considérer
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— un élément u dans (Xl + f) N[l,n] et
— un élément v dans (X] + f) NI[1,n].

Comme u et v appartiennent respectivement a X;+ieta X j+ t,ona:

(U—l?,’U—tA) EXZ‘XXJ'.

Le lemme 4.4 p. 99 permet alors d’écrire n < |(u - f) — (v - f)‘ = |u — v|. Or, comme u et v sont deux
éléments de [1,n], on a également |u — v| < n : contradiction.
On a ainsi démontré notre lemme 4.5. Q.E.D.

Lemme 4.6 Pour tout t € Z, il existe i € [1,m] tel que (X + f) [1,n] C X; +1.

Preuve. D’aprés le lemme 4.5 p. 99, il existe un indice ¢ € [1,m] tel que t) N[1,n] = @ pour tout

j €[1,n] avec i # j.

Or, on a:
Sri=(UX | +i=U(%+0),
j=1 j=1
d’ou :
(X’th) n[,nl=J ((X] +t) N [1,n]>
j=1
= (%, +£) N[1,n]
CX;+i
Ceci termine la preuve de notre lemme 4.6. Q.E.D.
Nous pouvons maintenant achever la preuve du corollaire 4.1. Par hypothese, il existe fl, fg, L theZ
vérifiant : i
L c (X+£,L) .

h=1
Pour chaque h € [1, k], le lemme 4.6 p. 100 permet de trouver un élément i, € [1,m] tel que (X + fh) N[1,n] C
Xih + 15, ; posant t), = Tin + th, on a )A(ih +i = Xi, +tp. On en déduit :

k

[1,n] = U <X+fh) U Xi, +tn)

h=1 h=1

donc (P,n, k) est bien une instance positive de SSC.
Q.E.D.

Théoréme 4.2
Le probléme NON DETECTION est NP-complet.

Preuve. On peut facilement construire un algorithme polynomial qui, étant donnés une instance (g, m, k)
de NON DETECTION et un objet s, retourne oui si et seulement si s est une (m, k)-similarité non détectée par
g. Cet algorithme est un algorithme de validation polynomial pour NON DETECTION, donc NON DETECTION
est dans NP. Montrons maintenant que NON DETECTION est NP-difficile. Grace au théoreme 4.1 p. 95, il
suffit d’exhiber une réduction de Karp de SSC a NON DETECTION .

Supposons donnée une instance (P, n, k) de SSC. Par le corollaire 4.1 p. 98, on peut supposer qu’il existe
X CZ tel que P ={X}. Sans perte de généralité, on peut également supposer que :
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— 0 est le plus petit élément de X et que
— k est inférieur & n car, si 'on a k > n, alors (X + 1)U (X +2)U... U (X 4+ k) contient n entiers
consécutifs, donc ({X},n, k) est une instance positive de SSC.
Soit ¢ le mot sur {#,-} de longueur max X + 1 donné par :

# silgl—ieX

- sinon

vie[llgll  glil = {

Exemple 4.11 Si X ={0,1,3,6,7,9} alors g = #-##——#-## :

[min X, maxX] = { 9, 8 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 }
X = {9 7. 6, 3, 1, 0 }
g = # - # # - - # - # #
Posons en outre m :=n — 1+ |g|, alors
n—1=m-—]|g|. (4.7

L’ensemble X admet pour éléments |g|—1 = max X et |g|—|g| = 0 = min X donc g[1] = ¢[|g|] = #. Autrement
dit, la premiere et la derniere lettre de g sont des #, donc g est une graine. On a de plus 0 < k <n <m
donc (g, m, k) est bien une instance de NON DETECTION, que l'on construit en temps polynomial & partir
de linstance ({X},n,k) de SSC. Il reste & vérifier que notre transformation est une M-réduction de SSC &
NON DETECTION.

e Supposons que (g, m, k) soit une instance positive de NON DETECTION.

Alors, il existe une (m, k)-similarité s qui n’est pas détectée par g. Soit T := {i € [1,m] : s[i] = 0} —|g|-
L’ensemble T est de cardinal £ comme translaté d’un ensemble de cardinal |s|, = k. Ainsi, pour montrer que
({X},n, k) est une instance positive de SSC, il suffit de vérifier I'inclusion :

0,n—1]C [ J(X +1). (4.8)

teT

Soit p € [0,n — 1]. L’égalité (4.7) garantit que p € [0,m — |g|]. Donc, comme g ne détecte pas s & la position
p, il existe ¢ € [1, |g|] vérifiant g[i] = # et s[p+i] = 0. Posant 2 := |g| —i et t:=p+i—|gl,onax e X,t €T
et p=x+t€ X+t On a ainsi démontré (4.8), ce qu’on voulait & ce stade.

e Réciproquement, supposons que ({X}, n, k) soit une instance positive de SSC.
Alors, il existe ty, to, ..., tx € Z vérifiant :

0.n—11C [ J(X +tn). (4.9)
Soit s € {0,1}"™ la similarité donnée par :
Vi € [1,m] sli] =

{0 'l existe h € [1, k] tel que ¢ = tp, + |g|

1 sinon

Pour montrer que (g, m, k) est une instance positive de NON DETECTION, il suffit de vérifier que g ne détecte
pas s. En effet, s n’est pas forcément une (m, k)-similarité mais |s|, est au plus k, donc on peut changer
— |s|, occurrences de 1 dans s en 0.

Soit p € [0,m — |g|]. De I'égalité (4.7), on déduit que p € [0,n — 1] donc l'inclusion (4.9) garantit qu’il
existe h € [1,k] et x € X tels que p = x + t;. Posons i := |g| — . D’une part, on a |g| —i = 2 € X d’ou
gli] = #. D’autre part, on a aussi p+i = (z +t5) + (|g| — ) =ty + |g] dolt s[p+ 4] = 0. On en déduit que ¢
ne détecte pas s a la position p. Comme p peut étre choisi arbitrairement, g ne détecte pas s et, par suite,
(g,m, k) est une instance positive de NON DETECTION.

Q.E.D.
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4.4 Inapproximabilité de MWLS

Dans cette section, nous démontrons que le probleme MWLS, introduit dans la section 4.2.2.2, est au
moins aussi difficile & approximer que le probleme 2-MISH (théoréme 4.3 p. 107 et corollaire 4.2).

4.4.1 Gadgets “recyclables”

Dans la section 4.4.2, nous réduisons 2-MISH a MWLS a l'aide d’un gadget dont plusieurs composantes
sont également utilisées dans la section 4.5 pour réduire MaX k-COVER a RSOS. Dans la section présente,
nous décrivons la nature et le fonctionnement de ces composantes de gadgets “recyclables”.

Soit un entier n > 1.

4.4.1.1 Regle de Golomb

Les divers gadgets mis en jeu dans la suite de ce chapitre sont construits a partir de regles de Golomb :

Définition 4.3 (Regle de Golomb [6])
On appelle regle de Golomb tout ensemble R C 7 satisfaisant la propriété suivante : pour tous i1, ji, i2,
j2 € R vérifiant i1 # j1 et ig # jo, on a |iy — j1| = |ia — ja| si et seulement si {i1, j1} = {is, ja}-

Autrement dit, un ensemble fini d’entiers naturels R est une regle de Golomb si et seulement si la distance
entre deux éléments distincts de R caractérise ces deux éléments.

Exemple 4.12 Les ensembles Q3 := {0,1,3}, Q4 :={0,1,4,6}, et Q5 := {201, 202,205, 210,212} sont des
régles de Golomb. En effet, dressons les tableaur de distances suivants :

Qs | 201 202 205 210 212

Q;/0 1 3 %48112 200 0 1 4 9 11
00 1 3 . 0 3 5 202 0 3 8 10
1 020 |, 0 2| |20 o 5 7
3 0 6 0 210 0 2

212 0

On vérifie facilement que, dans chacune de ces trois tables, les entrées situées au dessus de la diagonale sont
deur a deux distinctes.

Pour chaque entier n > 1 donné, nous avons besoin d’une regle de Golomb de cardinal n, calculable en
temps polynomial en fonction de n.

Définition 4.4
On note respectivement t,, et R, I'application et I'ensemble d’entiers suivants :

th: 4 — 7
r +— (z—1)n*4 22

et
Ry = {tn(1),t0(2),....ta(n)} .

Remarquons que : t,, est strictement croissante, t,(1) = 1, t,(n) = n?, #R, =n et R, C [1,n3].
Exemple 4.13 R; = {1,29,59,91,125}.

Les fonctions ¢, () et 1, (-) définies ci-dessous permettent de retrouver deux éléments distincts de R,
uniquement a partir de la distance les séparant (voir lemme 4.7 p. 103).
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Définition 4.5
Pour tout entier x > n2 on pose :

Notons que pour z vérifiant 0 < z < n?, on a |2 /n?| = 0 donc les quantités ¢, (z) et ¥, (z) ci-dessus ne
sont pas définies pour de tels z.

et

Lemme 4.7 Soient i, j € R,, avec i < j.
Alors, on ai=@,(j —1) et j =,(j —1).
Preuve. Soient z, y € [1,n] tels que
i=rt,(x) et j=r,(y). (4.10)
2

Posons x :=y — x et o := 3% — 2%
— D’une part, on vérifie facilement que

1 /0 1 /0
— (£ _ t == . 4.11
! 2<x X) oY 2<X+X> (4.11)

i—i=((y—Dn*+¢°) — ((x — 1)n® +2*) = xn® + 0.
De plus, comme la fonction t,, est strictement croissante, i < j force z < y, et donc 'entier g est positif.

11 vérifie également o < y?> < n?. Par suite, x et o sont respectivement le quotient et le reste de la
division euclidienne de j — i par n? :

— D’autre part, on a

D U A (112

11 suffit alors de combiner (4.10), (4.11) et (4.12) pour obtenir :
i=en(j—i) et j=yn(i—1i).
Q.E.D.

On déduit immédiatement du lemme 4.7 p. 103 que R,, est bien une regle de Golomb.

Reégles de Golomb optimales (digression). Nous terminons cette section par une digression : nous
exposons le probleme le plus étudié concernant les regles de Golomb.
Tout d’abord, notons que, pour tout entier n > 1, il y a une infinité de regles de Golomb de cardinal n.

Exemple 4.14 Les ensembles d’entiers {t,(1),v,(2),...,tn(n —1),5} (5 € Z) sont deux & deux distincts
et sont tous des regles de Golomb de cardinal n lorsque j est assez grand. En effet, pour j assez grand, la
distance de j d tout point de {t,(1),t,(2),...,th(n — 1)} est strictement supérieure d la distance mazimale
entre deuz points de {v,(1),tn(2),...,tn(n —1)}.

On dit qu'une regle de Golomb R, est optimale lorsque, pour toute regle de Golomb R vérifiant #R =
#R,, on a max R — min R > max R, — min R,. Autrement dit la regle de Golomb R, est optimale si et
seulement si elle est d’étendue minimale parmi toutes les regles de Golomb de méme cardinal.

Exemple 4.15 (Suite de ’exemple 4.12 p. 102) Les régles de Golomb Qs, Q4 = {0,1,3,6} et Q5 sont
optimales contrairement & Q) := {0,1,3,7}.
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Le probleme suivant fait encore aujourd’hui l’objet de nombreuses investigations (voir
http://www.distributed.net/ogr/index.php.fr) : “Ftant donné un entier n > 1, trouver une
régle de Golomb optimale de cardinal n”. On connait aujourd’hui des regles de Golomb optimales de cardinal
n pour tout n < 24.

4.4.1.2 Encodage d’ensembles a 1’aide de graines et de similarités

Les deux gadgets définis ci-dessous (définitions 4.6 p. 104 et 4.7 p. 105) servent dans les sections 4.4.2
et 4.5.2 & encoder des sommets, des arétes et des ensembles finis.

Définition 4.6 (Gadget)
Soit une partie X C [1,n].
On note w'% le mot sur {#,-} de longueur n® donné par :

# sidve X, i=rt,(z)

- sinon

Vi € [1,n°] 'y [i] = {

On note g% la plus longue sous-chaine de w'; qui est une graine.

Lorsque X est non vide alors gy est la graine obtenue a partir de to’, en effacant les - éventuellement situés
3
au début et a la fin : 0% = (-)"g%(-)? avec p, ¢ € N. Dans le cas dégénéré ot X = (), on a % = (-)" et

la graine g’y est réduite au mot vide.
Remarque 4.5 Pour tout X C [1,n], g% et w'% sont de poids #X.

Exemple 4.16 (Suite de I’exemple 4.13 p. 102) Prenonsn :=5 et X :={2,3,5}. On a alors #X = 3,
nd =125, R, = Ry = {1, 29,59,91, 125},

W =105 = (575 #(-)*#(-) ¢

et
gx = 9?2,3,5} = #(‘)29#(')65#-

Le point (i) du lemme suivant permet d’exprimer X en fonction de g’ et de n, pour toute partie X C [1, n]
de cardinal au moins 2. Il garantit en particulier que les g% (pour X C [1,n| de cardinal au moins 2) sont
deux a deux distincts.

Lemme 4.8 Soient deux parties X, Y C [1,n] de cardinal au moins 2.
Alors, on a

(0). X ={zc[lin]: gklen(@) —enllok| =1) +1] = #}, et
(7). g% = g% si et seulement X =Y.

Preuve. Le point (i7) est une conséquence immédiate du point (7). Il reste donc & montrer le point (7).
On a
X={zve[l,n]:wile.(z)] =#} et wk=(-)gx(-)?

pour certains p, ¢ € N, d’ou
X ={ze[l,n]: gk[tn(x) —p] = #} .

Pour montrer le point (%), il suffit de vérifier que —p = —p,, (¢ — 1) + 1 avec £ := |g'|.

Comme X est de cardinal au moins 2, w’ contient au moins 2 occurrences distinctes de la lettre #
(remarque 4.5 p. 104). L’occurrence la plus & gauche est située a la position p et correspond a la premiere
lettre de g'y. La plus a droite est située a la position p + ¢ — 1 et correspond a la derniere lettre de g% . On
a ainsi? wk[p + 1] = w%[p+ ¢ = #, donc p + 1 et p + £ sont deux éléments de R,,. Le lemme 4.7 p. 103
garantit alors que p+ 1=, ((p+¥¢) — (p+1)) = ¢, (¢ —1). On a ainsi démontré le point (7). Q.E.D.

2Rappelons que, pour tout mot w, nous avons convenu que la lettre de w située & la position i est w[i+1] (voir section 1.1.3.2).
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Notons que 9?1} = gf{g} = ... = g’{Ln} = #. Il est donc bien utile de se restreindre a des parties X,
Y C [1,n] de cardinal au moins 2 dans le point (i7) du lemme ci-dessus.

Définition 4.7 (Re-gadget)
Soit v € [1,n].
On note t? la similarité de longueur n® donnée par :

Vi€ [1,713] Gl = 0 sinon

{1 sidz € [l,n], z #v eti=r,(z)

Exemple 4.17 (Suite de I’exemple 4.13 p. 102) Pour n = 5 et v = 2, on a R, = Ry =
{1,29,59,91,125} et t* = t5 = 1057103110331,

Les similarités t (v € [1,n]) possedent naturellement la propriété suivante :

3
Lemme 4.9 Soient v € [1,n] et w € {#,-}" .
Alors, w détecte t)} si et seulement s’il existe X C [1,n] tel que v ¢ X et w = 'y.

Preuve.

3
e Supposons que w € {#,-}" détecte t”.
Comme |w| = n? = |7, w détecte t? & la position 0 (point (ii) de la remarque 4.1 p. 91) :

Vi € [1,n°] (t'[i] = 0) = (w[i] =-). (4.13)

Posons X := {z € [1,n] : w[t,(x)] = #}. Tout d’abord, on a t?[t,(v)] = 0, donc wr,(v)] = - d’apres (4.13),
et par suite v ¢ X. Il reste & vérifier que w = % ou encore que, pour chaque i € [1,n%], w[i] = wk [i].
Soit i € [1,n3].
- Sl existe z € X tel que ¢ = v,,(z) alors on a w[i| = # = ' [i].
— Supposons maintenant le contraire, c’est-a-dire i ¢ {v,,(z) : ¢ € X}. On a alors w’[i| = -. Pour montrer
que w[i] = - on se place successivement dans chacun des deux cas complémentaires (a) et (b) ci-dessous.
(a) Siie€ R, alors il existe x € [1,n] tel que i = t,(z). Comme on s’est placé sous I'hypothese = ¢ X,
on a wli] = wr,(x)] = -
(b) Réciproquement, si i ¢ R, alors on a t?'[¢] = 0 donc w[i] = - d’apres (4.13).
On a ainsi prouvé que w = ', ce qu’on voulait a ce stade.
o Soit X C [1,n] avec v ¢ X. Montrons que w'’y, détecte t & la position 0.
Soit i € [1,n3} tel que o’y [i] = #. Alors, il existe © € X tel que i = v, (x). Or, v n’est pas dans X donc
on a x # v. Il en résulte t}[i] = 1.
Q.E.D.

On déduit de ce lemme la propriété fondamentale des t}} (pour v € [1,n]) :

Lemme 4.10 Soit v € [1,n] et soit g une graine.
Alors, g détecte £ si et seulement s’il existe X C [1,n] tel que v ¢ X et g = g'.

Preuve.

e Supposons qu’il existe X C [1,n] vérifiant v ¢ X et ¢ = g%. Comme v ¢ X, w’% détecte t
(lemme 4.9 p. 105). Comme g est une sous-chaine de tv'%, g détecte également ) d’apres le point (i44)
de la remarque 4.1 p. 91 : ce qu’on voulait a ce stade.

e Réciproquement, supposons que g détecte . Soit p € [0,n% — |g|] tel que g détecte t & la position p.

3
Alors, w := (=)Pg(=)" ~19I"P est un mot sur {#,-} de longueur n3 détectant t* & la position 0. On en déduit
(lemme 4.9 p. 105) que w est de la forme w = w’% avec X C [1,n] tel que v ¢ X. Comme g est, par
construction de w, la plus longue sous-chaine de w qui est une graine, on a aussi g = g'.
Q.E.D.
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4.4.2 Gadget spécifique a notre réduction de 2-MISH a MWLS

Nous avons maintenant tous les outils pour construire un gadget permettant de réduire 2-MISH a MWLS.

Définition 4.8
Soit un graphe G = (V,£). On pose n := |G| et on suppose que V = [1,n].
Pour tout E € &, on pose

Sl = tgon3tg ot x et y sont donnés par E = {z,y} et 1 <z <y <n.

On note :
Sg = {1”3} U{sk: EGS}U{l?’"SOp tp € [1,n® — #E — 1]} .

Décrivons succinctement le role joué par chaque élément de Sg. Soit g une graine de poids au moins 2
détectant toutes les similarités appartenant a Sg.

1. Les 137°0P (1 < p < n?— #&) ne servent qu’a ajuster le cardinal de Sg (voir preuve du point (i) du
lemme 4.11 p. 106).

2. La similarité 17° force g & étre de longueur au plus n® (voir preuve du point (iii) du lemme 4.11 p. 106).
3. Pour tout E € &, s force alors g a étre de la forme g = g% avec X C [1,n] n’admettant pas E pour
sous-ensemble (voir preuve du point (7i¢) du lemme 4.11 p. 106).

Par ailleurs, pour chaque indépendant I de G, g7 détecte toutes les similarités appartenant & Sg (voir preuve
du point (#4) du lemme 4.11 p. 106).
Prouvons de maniere plus formelle ces propriétés.

Lemme 4.11 Soit un graphe G admettant [1,n] pour ensemble de sommets.

(i). S est de cardinal n?.

(#i). Soit I un indépendant de G. Alors, il existe une graine de poids #I détectant toutes les similarités
appartenant & Sq.

(ii1). Supposons donnée une graine g détectant toutes les similarités appartenant a Sg. Alors, G admet un
indépendant de cardinal ||g|| calculable en temps polynomial a partir de g et de n.

Preuve.

(i). Comme les similarités s7% (pour E € &) sont toutes de longueur 3n®, Pensemble
{1”3} U {13"30p cpe [1,n?— #E - 1]}

qui est de cardinal 1+ (n? — #& — 1), est disjoint de 'ensemble {s?, : E € £} qui est de cardinal #&. On a
ainsi #S5c = (14 (n? — #€ — 1)) + #& = n.
(ii). La graine g7 est de poids #I (remarque 4.5 p. 104). De plus, comme g7 est de longueur au plus n?,
g7 détecte 17" et les 137 0P pour p > 1 (voir le point (i) de la remarque 4.2 p. 91 et le point (iv) de la
remarque 4.1 p. 91). Enfin, soit une aréte E de G. Il existe une extrémité v € F telle que v ¢ I done, par le
lemme 4.10 p. 105, g} détecte t;;. Comme t est préfixe ou suffixe de s, g7 détecte s'%.

On a ainsi montré que g7 détecte toutes les similarités appartenant a Sg.

(#i1). Si g est de poids 0 (resp. 1) alors on peut considérer l'indépendant @) (resp. {1}) de G. Supposons
désormais ||g|| > 2.

Comme g détecte 1"’ e Sa, g est de longueur au plus n® d’aprés le point (i) de la remarque 4.2 p. 91.

Soit une aréte E = {z,y} de G. Comme g détecte s’ € Sg, il existe une sous-chaine fg de s%, de méme
longueur que g, telle que g détecte fg (& la position 0).

— D’une part, g commence et finit par la lettre # donc fr commence et finit par la lettre 1.

— D’autre part, on a |fg| = |g| < n?® donc le bloc o’ séparant t;, et t; dans s} est plus long que fg.
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Il en résulte que fg est entierement contenu dans t;; ou dans tj. Ainsi, il existe vg € E tel que g détecte tj, .

Par suite, le lemme 4.10 p. 105 garantit 'existence d’une partie Xz C [1,n] vérifiant ve ¢ Xg et g = g% .
Or,ona#Xg = Hg}E H = |lg|| > 2 (remarque 4.5 p. 104) done, par le point (i7) du lemme 4.8 p. 104, tous les
XEg (pour E € &) sont égaux & un méme sous-ensemble I C [1,n]. On a par conséquent g = g} et Pensemble
I est un indépendant de G de cardinal ||g||. De plus, I est calculable en temps polynomial & partir de g et
de n, grace a la formule donnée dans le point (i) du lemme 4.8 p. 104.

Q.E.D.

Théoréme 4.3

Soit une fonction b associant, & chaque entier n > 0, un réel b(n) > 1.
On suppose qu'’il existe un algorithme d’approximation pour MWLS de borne b(#5S).
Alors, il existe un algorithme d’approximation pour 2-MISH de borne b(|G %).

Preuve. Pour tout S C {0,1}", on note opt(S) le poids maximum pour une graine détectant toutes les
similarités appartenant a S.
On suppose qu’il existe un algorithme d’approximation A pour MWLS de borne b(#5S). Exhibons un
algorithme d’approximation pour 2-MISH de borne b(|G/|?).
Supposons donnée une instance G de 2-MISH. On peut supposer que le graphe G admet [1,n] pour
ensemble de sommets.
1. On calcule Sg.
2. En simulant une application de ’algorithme A sur S, on calcule une graine g, détectant toutes les
similarités appartenant & Sg, avec ||g|| > opt(Sa) / b(#Saq).
3. On retourne un indépendant de G de cardinal ||g||.
Cet algorithme s’implante en temps polynomial :
— D’étape 1 d’apres la forme de notre gadget (voir les définitions 4.4 p. 102, 4.6 p. 104, 4.7 p. 105
et 4.8 p. 106),
— DI’étape 2 car 'algorithme A est polynomial, et
— D’étape 3 par le point (ii7) du lemme 4.11 p. 106.
Bornons ses performances. Les points () et (i7) du lemme 4.11 p. 106 garantissent respectivement #Sg = |G|
et opt(Sg) > a(G), d’our :
pt(Se) _ opt(Sa) o a(G)
#Sa) bGP ~ (G

o
>
loll > 3

Q.E.D.

En combinant le théoréme 4.3 ci-avant et les résultats de Hastad [47] (voir section 1.3.3) on obtient :

Corollaire 4.2
Supposons que, pour un certain un réel 6 > 0, il existe un algorithme d’approximation pour MWLS de borne
5
(#9)".
— Si§ est strictement inférieur 4 0.5 alors NP = ZPP.
— Si § est strictement inférieur a 0.25 alors NP = P.

4.5 Inapproximabilité de RSOS

Dans cette section, nous démontrons que le probleme RSOS, défini dans la section 4.2.2.3, est au moins
aussi difficile a approximer que le probleme MAX k-COVER introduit dans la section 4.5.1 ci-dessous. Ainsi,
sous ’hypothese P & NP, il n’existe pas d’algorithme d’approximation pour RSOS de borne constante p,

quel que soit le réel p vérifiant 1 < p < —45 (theoreme 4.4 p. 110).
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4.5.1 Le probleme Maximum k-Cover

On nomme MAX k-COVER le probleme d’optimisation suivant : “On suppose donnés un hypergraphe
H = (V,&) et un entier k > 0. On cherche une partie C C £ de cardinal au plus k telle que l’ensemble | JC
des sommets de H couverts par C soit de cardinal mazimum”. Notons que, dans une instance (H, k) de MAX
k-COVER, k ne désigne pas un seuil d’acceptation : il ne faut pas confondre MAX k-COVER et MINIMUM
SET COVER (voir exemple 1.21 p. 16).

Dans la section 4.5.1.1 ci-dessous nous présentons les résultats connus sur 'approximabilité de MAX k-
COVER. Ensuite, dans la section 4.5.1.2, nous introduisons le probleme MaAx k-HiTTING SET (MAX k-HS
en abrégé), qui est simplement un formulation alternative de MAX k-COVER. C’est par réduction depuis
MAX k-HS que nous montrons notre résultat principal concernant RSOS dans la section 4.5.2.

4.5.1.1 Approximabilité de Max k-Cover

L’approximabilité de MAX k-COVER a été exhaustivement étudiée.

1. Max k-COVER admet un algorithme d’approximation glouton de borne r < 257 [49].

1

1-(1-%)

2. Mais, quel que soit le réel p vérifiant 1 < p < _=5, le probleme d’évaluation associ¢ & MAX k-COVER
n’admet pas d’algorithme d’approximation de borne constante p, sauf si NP = P [38].

Rappelons que 1'on a défini la notion de probleme d’évaluation associé a un probléeme d’optimisation dans la
section 1.2.5.2.

4.5.1.2 Une formulation alternative de Max k-Cover : Max k-Hitting Set

On nomme MAXIMUM k-HITTING SET (MAX k-HS en abrégé) le probleme suivant : “Supposons donnés
un n-uplet (Fy, Fy, ..., F,) d’ensembles finis et un entier k > 0. On cherche un ensemble C de cardinal k
mazimisant le nombre des indices j € [1,n] tels que CNF; # (”. Dans cette section, nous montrons que MAX
k-HS est exactement aussi difficile & approximer que MaAX k-COVER comme suggéré dans [49, chapitre 3].

Proposition 4.2
Soit un réel p avec 1 < p < 5.

Alors, sous I’hypothése P & NP, il n’existe pas d’algorithme d’approximation de borne constante p pour
le probléme d’évaluation associé a MAX k-HS.

Preuve. Supposons (absurde) que MAX k-HSg admette un algorithme d’approximation de borne p. Nous

allons montrer, a 'aide d’une réduction, que MAX k-COVERg admet un algorithme d’approximation de

méme borne, de maniére & pouvoir appliquer le résultat de Feige [38] cité dans la section 4.5.1.1.
Supposons donnée une instance (H, k) de MAX k-COVER.

Construction d’une instance de Max k-HS. On note n :=|H|, £ 'ensemble des hyperarétes de H et
m = #&. Sans perte de généralité, on peut supposer que H admet [1,n] pour ensemble de sommets. On
numérote également les éléments de € : € = {Fy, Es, ..., E,}. Dans la suite de cette preuve, j désignera
toujours un sommet de H et i indexera une hyperaréte de H.

Pour chaque j € [1,n], on calcule 'ensemble F; des indices i € [1,m] tels que j € E;. Ainsi, les E; (pour
i € Fj) sont les hyperarétes de H contenant j et on a :

Y(i,7) € [1,m] x [1,n] teF; < jek.

On construit enfin 'instance ((Fy, Fy, ..., F,), k) de MAX k-HS.

Correction de notre réduction. Soit un entier N > 0 quelconque.
Pour tout ensemble C, posons Jo := {j € [1,n] : C'N F; # 0}. Résoudre le probleme MAX k-HS sur
linstance ((F1, Fs, ..., F,), k) consiste a trouver un ensemble C de cardinal k maximisant le cardinal de Je.
Pour terminer notre preuve, il suffit de montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(). 1l existe un ensemble C' de cardinal k vérifiant #.Jo > N.
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(i7). 11 existe une partie C C £ de cardinal au plus k vérifiant # (JC) > N.

On va tout d’abord vérifier I’assertion :

vC C [1,m)] U Ec=Jc. (4.14)
ceC

e Montrons Jo € U, co Ee-
Soit j € Jc. Alors, C' N F} est non vide donc cette intersection contient un certain élément c. Comme
ce€Fj,onaje E.et, donc, comme ce€ C,onaje Ucec E..

e Réciproquement, montrons J . Ee C Je.
Soit j € U.cc Ee. 1l existe alors ¢ € C tel que j € E.. Ainsi, on a c € C'NF; donc C'N F; # () et, par
suite, j € Jo.

On a ainsi démontré (4.14). Nous pouvons maintenant montrer facilement I’équivalence entre (i) et (ii).

e Montrons que (i) = (4¢). Supposons (%) : il existe un ensemble C' de cardinal au plus k tel que I’ensemble
Jo soit de cardinal au moins N.

Comme tous les ensembles F; (pour j € [1,n]) sont des parties de [1,m], on ne change pas Jo en
remplagant C' par C'N [1,m]. Ainsi, on peut supposer C' C [1,m] et poser C := {E. : ¢ € C'}. Comme C est
de cardinal au plus k, il en est de méme pour C. De plus, (4.14) garantit |JC = J¢ donc |JC est de cardinal
au moins N.

On a ainsi démontré ().

e Réciproquement, montrons que (ii) = (). Supposons (i) : il existe une partie C C € de cardinal au plus
k avec # (UC) > N.

On écrit C sous la forme C = {E.,,E.,,...,E. } ol c1, ca, ..., ¢ sont des éléments de [1,m] (non
nécessairement distincts deux & deux). Posant C' := {¢1,ca,...,¢c,}, on a #C < k. De plus, on déduit de
(4.14) que Jo = U,ce Ee = |JC donc Je est de cardinal au moins N. Quitte & rajouter des éléments dans
C, on peut, sans faire décroitre le cardinal de J¢, supposer que C est de cardinal exactement k.

On a ainsi démontré (7).

Q.E.D.

La proposition suivante garantit que tout algorithme d’approximation pour MAX k-COVER peut étre
transformé en un algorithme d’approximation pour Max k-HS. Ce résultat n’est d’aucune utilité pour la
suite. Nous le donnons simplement par souci d’exhaustivité. Aussi, sa preuve est simplement esquissée. Elle
est de toute facon du méme genre que celle de la proposition 4.2 précédente.

Proposition 4.3
Soit une fonction b associant, & chaque entier k > 0, un réel b(k) > 1. On suppose qu'’il existe un algorithme
d’approximation pour MaX k-COVER de borne b(k).

Alors, il existe également un algorithme d’approximation pour MaX k-HS de borne b(k).

Preuve. Par hypothese, MAX k-COVER admet un algorithme d’approximation A de borne b(k). Construi-
sons un algorithme d’approximation pour MAX k-HS de méme borne.

Supposons donnée une instance ((Fy, Fy, ..., F,), k) de MAX k-HS. Posons U := F;UF,U...UF,. Pour
chaque u € U, on calcule 'ensemble E,, des indices j € [1,n] tels que u € F;. On construit ensuite I’ensemble
€ := {FE, :u € U} puis 'instance (H,k) de MAX k-COVER ou H := ([1,n],€&). Cette construction prend
évidemment un temps polynomial et on vérifie facilement qu’elle possede la propriété suivante :

vC C U U E.={iclln]:CnF;#0}. (4.15)
ceC

Appliquons maintenant ’algorithme A sur 'entrée (H, k) : on obtient, en temps polynomial, une partie C C £
de cardinal au plus k& telle que # (| JC) soit au moins égal & 1 / b(k) fois I'optimum. Notant h := #C, on
calcule uy, ug, ..., up € U tels que C = {E,,, Ey,,. .., Fy, }. Enfin, on retourne ’ensemble {uy,ug,...,un},
augmenté artificiellement de k — h éléments distincts quelconques de maniere & obtenir une solution de MAX
k-HS. La correction de notre algorithme se déduit de I’assertion (4.15). Q.E.D.
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4.5.2 Preuve de notre résultat principal concernant RSOS

Cette section est dévolue a la preuve du théoreme 4.4 ci-dessous.

Théoréme 4.4
Soit un réel p avec 1 < p < 5.

Alors, sous 'hypothése P & NP, le probleme d’évaluation associé a RSOS n’admet pas d’algorithme
d’approximation de borne constante p.

Preuve. Etant donnée une instance ((Fy, Fy,..., Fy), k) de MAX k-HS, on cherche & construire en temps
polynomial une instance (w,.S) de RSOS telle que, pour tout entier N assez grand, les deux assertions
suivantes soient équivalentes.

(An). Il existe une graine de poids w détectant au moins N similarités appartenant & S.

(By). 1l existe un ensemble C' de cardinal k vérifiant :
#{jell,n]:CNF; #0} > N.

Sil’on parvient & exhiber une telle réduction, alors approximer RSOS g sur I'instance réduite (w, S) reviendra
a approximer MAX k-HSg sur U'instance initiale ((Fy, F, ..., F,,), k). Ainsi, tout algorithme d’approximation
de borne constante pour RSOSg induira un algorithme d’approximation de méme borne pour MAX k-HSg.
La proposition 4.2 p. 108 permettra alors de conclure la preuve du théoreme 4.4.

Dans la section 4.5.2.1, on décrit un algorithme de réduction polynomial construisant une instance (o, S)
de RSOS a partir de chaque instance ((Fy, Fs, ..., F,), k) de Max k-HS. Ensuite, dans la section 4.5.2.2,
nous montrons ’équivalence des assertions (Ay) et (By).

4.5.2.1 Construction d’une instance de RSOS a partir d’une instance de Max k-HS

Soit ((F, Fa,...,Fp), k) une instance de MAX k-HS. Posons m := # (Fy UF,U...UF,). Quitte &
numéroter les éléments de Fy} U Fy U ... U F},, on peut, sans perte de généralité, supposer

FUFRU...UF, =[1,m]

mais aussi k < m. En effet, si 'on a k > m alors on construit une solution optimale C* de MaX k-HS pour
Iinstance ((Fy, Fa, ..., Fy), k) en prenant pour C* un ensemble de cardinal k& contenant [1,m].
Pour chaque j € [1,n], on encode 'ensemble F; & l'aide de la similarité s; construite de la maniére décrite
ci-apres.
o Notons ¢;(u) 1=ty ((j — 1)m + u) pour tout u € Z (voir la définition 4.4 p. 102). On calcule
Qj = 1{gj(u) : u € Fj} .

Remarque 4.6

(1). Considérons la fonction qui, & tout (u,j) € Z x Z, associe g;(u). Cette fonction induit une bijection
de [1,m] x [1,n] dans la régle de Golomb Ry, -

(#3). On déduit du point précédent que les ensembles Q1, Q2, - .., Qn sont des parties deux d deux disjointes
de Ropn -

e Posant M :=m?3n® on a Q; C Ry, C [1, M]. On construit les M similarités de longueur m?

85,15 85,25 85,35 --+» Si,M

données par :
1. pour chaque u € Fj, s (u) = t;' (voir la définition 4.7 p. 105), et
2. pour chaque i € [1, M]\ Q;, s, := o’
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Notons que, s’il existait u, v’ € [1,m] avec u # u' et gj(u) = ¢;(u'), alors il faudrait affecter simultanément
ty et £ A Sj g () = Sjq;(w) d'apres le premier point de la définition ci-dessus. Heureusement, d’apres le
point (7) de la remarque 4.6 p. 110, ce probleme ne peut pas se présenter.

e On encode I'ensemble F}; par la similarité
Si = S:1S: 98 52,0771
J T ©5,195,295,3 - - 95,M :

Les mots t) (pour u € Fj) apparaissent dans s;, dans 'ordre des w croissants, aux positions de la forme

m3(i — 1) avec i € Q;. Ils sont séparés par des blocs de la forme 0™t avec [ > 0 (en fait I > 1 comme le
garantit la remarque 4.8 p. 112). La similarité s; est de longueur m3M + j — 1. L’adjonction du bloc 09~! &
la fin de s; n’a pour fonction que de permettre la remarque suivante.

Remarque 4.7 Les similarités s1, Sa, ..., Sp sont (de longueurs) deuz a deux distinctes.
e Enfin, on construit l'instance (w, S) de RSOS avec :

wi=m—k et S:={s1,82,...,8n} -
Notons qu’on a bien w > 1 car on a supposé k < m.

Cette construction est réalisable en temps polynomial & partir de linstance ((Fy, Fs,...,Fy), k) de Max
k-HS.
Le tableau suivant résume comment les instances de MAX k-HS sont encodés par des instances de RSOS :

Max k-HS | RSOS
linstance ((Fy, Fa, ..., Fy), k) | Uinstance (w, S)
I'ensemble F; | la similarité s; € S
u est un élément de F; | t)' est une sous-chaine de s;

I’ensemble C' intersecte F | la graine gﬁm]\c détecte s;

C est de cardinal k gﬁl m\c st de poids au moins w

Notons que les deux dernieres lignes du tableau ci-dessus, c’est-a-dire la correspondance qu’il existe entre les
solutions de RSOS et celles de MAX k-HS, sont explicitées dans la section suivante.

4.5.2.2 Correction de notre réduction

Dans cette section, nous cherchons a montrer que les assertions (Ay) et (By) sont équivalentes. Nous
commengons par montrer que, pour tout entier N > 0, (By) implique (Ay). Ensuite, contrairement & ce
que nous avions laissé entendre au début de la preuve du théoreme 4.4, nous prouvons seulement que (Ay)
implique (By) pour tout entier N au moins égal & 3. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cet
“effet de bord” de notre gadget n’affecte en rien la validité de notre preuve du théoreme 4.4.

Montrons que (By) implique (Ay) pour tout N > 0. Supposons (By) : il existe un ensemble C' de
cardinal k tel que I'ensemble J := {j € [1,n| : C' N F; # (0} soit de cardinal au moins N.
Posons g := 901 mp\c (voir définition 4.6 p. 104).

o Considérons un élément j € J. On peut alors trouver un élément u dans l'intersection de C et F}.

— D’une part, on a u ¢ [1,m] \ C donc, par le lemme 4.10 p. 105, g détecte t]".

— D’autre part, u € F; donc tj]' = s; () st un sous-chaine de s;.
On en déduit que g détecte s; d’apres le point (iv) de la remarque 4.1 p. 91.

Comme {s; : j € J} est de méme cardinal que J (remarque 4.7 p. 111), g détecte au moins N similarités
appartenant a S.

e De la remarque 4.5 p. 104, on déduit que g est de poids #([1,m] \ C) > m — k = w. Quitte & remplacer
suffisamment de # dans g par des -, on peut supposer que g est une graine de poids exactement w.

On a ainsi démontré (Ay), ce qu’on voulait a ce stade.
, q
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Montrons que (Ay) implique (By) pour tout N > 3. La preuve de cette implication s’appuie sur la
remarque et les deux lemmes (4.12 et 4.13) ci-apres.

Remarque 4.8 L’ensemble R,,, ne contient pas deuzr entiers consécutifs.
En effet, pour tout entier x > 1, on a

Cn (T + 1) =t () + (mn)? + 22 4+ 1 > () + 1.

Lemme 4.12 Soient j € [1,n] et g une graine de longueur au plus m> détectant S5
Alors, il existe u € Fy tel que g détecte t7'.

Preuve. Il existe une sous-chaine f de s; avec |f| = |g| telle que g détecte f. Comme f et g sont de longueur
au plus m? et comme les blocs s;; (pour i € [1, M]) constituant s; sont de longueur m?, il existe i € [2, M]
tel que f soit une sous-chaine de s;;_15; ;.

Supposons (absurde) que g ne détecte ni s;,_1, ni s;;. Alors, f n’est sous-chaine d’aucun de ces deux
mots donc la premiere et la derniere lettre de f apparaissent respectivement dans s;;—1 et s;;. Comme g
commence et finit par un #, f commence et finit par un 1. Par conséquent, s;;_1 et s;; sont distincts de

0™’ et par suite, (); contient ¢ — 1 et 7 : contradiction avec la remarque 4.8 p. 112.

Le raisonnement par l’absurde précédent garantit qu’il existe h € {i — 1,7} tel que g détecte s; . La
similarité s; ; est donc distincte de 0™’ ce qui force h € Q; : il existe u € F; tel que h = g;(u) donc g détecte
t' = s;5. Ceci termine la preuve du lemme 4.12. Q.E.D.

La preuve du lemme suivant clarifie le role des sous-ensembles deux a deux disjoints @1, @2, ..., @, C
Ry (point (i7) de la remarque 4.6 p. 110).

Lemme 4.13 Soit g une graine de longueur |g| > m3.
Alors, g détecte au plus 2 similarités appartenant a S.

Preuve. Posons x := (|g| — 1) / m?.

Dans un premier temps, soit j € [1,n] tel que g détecte s;. Il existe p; € [O, m3M — |g|] tel que g détecte
s; & la position p;. Considérons la sous-chaine de s; de méme longueur que g commencant a la position p; :
sa premiere et sa derniere lettre sont des 1. Ces deux 1 apparaissent respectivement dans s; ., et s;p, ol

a; = [(pj + 1)/ m?®] et bj := [(p; + |g|) / m®]. Ainsi, sj 4, et s;,, sont distincts de 0™ donc on a :
a; €Q; et bjeQ;. (4.16)
Par ailleurs, on obtient facilement I’encadrement
X—1<bj—a; <x+1. (4.17)
L’hypothese faite sur la longueur de g garantit x > 1, d’ott b; — a; > 0 et, par suite, on a
a; #b;. (4.18)

Supposons maintenant (absurde) qu’il existe ji, j2, j3 € [1,n] deux & deux distincts tels que g détecte
les trois similarités s;,, s;, et sj,. L’encadrement (4.17) garantit que les trois entiers b;, — aj,, bj, — a;, et
bj, — aj, sont strictement compris entre x —1 et x 4 1. IIs ne peuvent donc étre deux a deux distincts. Quitte
a permuter ji1, jo et j3, on peut se placer dans le cas ou

bjl - a5, = bjz - Qj, - (4'19)

D’apres le point (i7) de la remarque 4.6 p. 110, @Q;, et Q;, sont des parties de R, donc l'assertion (4.16)
garantit que aj,, bj,, aj, et b;, sont des éléments de R,,,. De plus, on a aj, # bj, et a;, # b, par (4.18).
Comme R, est une régle de Golomb (lemme 4.7 p. 103), I’égalité (4.19) implique aj, = a;, et bj, = bj,. 11
en résulte une contradiction avec le fait que @}, et @, sont disjoints (point (i7) de la remarque 4.6 p. 110).
Ceci termine la preuve du lemme 4.13. Q.E.D.
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Nous avons maintenant tous les outils pour montrer que (Ay) implique (By).

Supposons (Ay) : il existe une graine g de poids @ et une partie J C [1,n] de cardinal N telles que g
détecte la similarité s; pour tout j € J.

Comme on a N > 3, le lemme 4.13 p. 112 garantit que g est de longueur au plus m3. Appliquons le
lemme 4.12 p. 112. Pour tout j € J, il existe u; € F} tel que g détecte s le lemme 4.10 p. 105 garantit
alors qu'il existe X; C [1,m] vérifiant u; ¢ X; et g = g%, Par la remarque 4.5 p. 104, les X (j € J) sont
tous de cardinal w. Par le point (4i) du lemme 4.8 p. 104, ils sont tous égaux & un méme ensemble X . Posant
C :=[1,m]\ X, on obtient un ensemble de cardinal m — #X = m — w = k. De plus, pour tout j € J on a
uj € CNF;. On en déduit J C {j € [1,n] : CNF; # 0}, donc ce dernier ensemble a un cardinal au moins
égal a #J = N.

On a ainsi démontré (By), ce qui finit la preuve du théoréme 4.4. Q.E.D.

4.6 Questions ouvertes

4.6.1 Problemes de pavage

La preuve de la NP-complétude de SSC (théoréme 4.1 p. 95) souléve naturellement plusieurs questions
concernant le probléme du pavage d’une forme finie unidimensionnelle.

Soit un entier d > 1. Soient une partie F' C Z% et un ensemble P de parties de Z%. On appellera F la forme
et les éléments de P des tuiles. On dit que P pave F (par translation) lorsque {P +t:(Pt)ePx Zd} admet
pour sous-ensemble une partition de F. On nomme d-DIMENSIONAL FINITE REGION TILING (d-DFRT) le
probléeme suivant : “BEtant donnés une partie finie F C Z¢ et un ensemble fini P de parties finies de 72,
décider si l’ensemble de tuiles P pave la forme F par translation”.

Ce probleme est trivialement dans NP. De plus, lorsqu’on se restreint a des tuiles de cardinal 2, d-
DFRT se réduit au probléme du couplage parfait, donc devient polynomial [31]. En revanche, posons Hy :=
{(0,0),(1,0)}, V5 :={(0,0),(0,1),(0,2)} et Pag := {Ha, V3} : les tuiles Hy et V3 sont appelés respectivement
domino horizontal et triomino vertical. La restriction de 2-DFRT aux instances (F, P) vérifiant P = Pag est
NP-difficile [9]. Ainsi, décider si 2 tuiles de cardinal au plus 3 pavent une forme finie plane est NP-difficile.

Lorsqu’on se restreint a la dimension 1, la complexité de 1-DFRT est plus ardue a étudier. Examinons
attentivement la preuve de notre théoreme 4.1 p. 95. Dans cette preuve, on exhibe une réduction de Karp de
X3C a SSC : toute instance H de X3C est transformée en une instance (P, n, k) de SSC. Or, on peut vérifier
que Papplication transformant H en ([1,n],P) est une réduction de Karp de X3C & 1-DFRT. Ainsi, 1-DFRT
est NP-complet. Néanmoins, cette réduction ne permet pas de répondre aux deux questions suivantes qui
restent ouvertes.

1. Le probleme 1-DFRT reste-t-il NP-difficile si I'on se restreint a un nombre borné de tuiles ?

2. Le probleme 1-DFRT reste-t-il NP-difficile si I'on se restreint a des tuiles de cardinaux bornés ?

4.6.2 Maximisation du poids

Sous I'hypothese raisonnable ZPP & NP, notre corollaire 4.3 p. 107 garantit que MWLS n’admet pas
d’algorithme d’approximation de borne (#S)é, quel que soit le réel § < 0.5. On conjecture qu’il n’existe
aucun réel § > 0 tel que MWLS admette un algorithme d’approximation de borne (#8)5.

Par ailleurs, on ne peut faire en général aucune hypothese sur la forme des similarités que ’on cherche
a détecter. Ainsi, la variante suivante de MWLS est plus intéressante que le probleme MWLS lui-méme :
“Etant donnés deuz entiers m et k avec 0 < k < m, trouver une graine de poids maximal détectant toutes les
(m, k)-similarités”. Ce probleme est abordé mais n’est pas completement résolu dans la littérature [37, 66].

4.6.3 Approximation de RSOS

D’une part, remarquons que RSOS admet un algorithme d’approximation trivial de borne #5S. En effet,
supposons donnée une instance (w, S) de RSOS.
— 9’1l existe une similarité s € S avec |s|, > w alors on retourne une graine de poids w détectant s.
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— Sinon, on retourne une graine quelconque de poids w.
D’autre part, d’apres notre théoreme 4.4 p. 110, RSOS n’admet vraisemblablement pas d’algorithme d’ap-
proximation de borne constante p, quel que soit le réel p vérifiant 1 < p < —%-. L’existence d’un algorithme

e—1"
d’approximation pour RSOS de borne constante supérieure ou égale a _=; reste ouverte.
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Annexe A

Preuve du théoreme 2.6 page 56

Rappelons 1’énoncé de notre théoreme 2.6. On considere les égalités :
Blp — e;][d — (e, wj[p;])e;] = oui (Ej)

pour tout j € I, et

B

p— Zeil d-— Z m(a,e)e; — Zw(a,wi[pi])ei = oui (Fa,y)

ieJ i€[1,m]\J i€J

pour tout a € ¥ et tout J C I. Nous devons démontrer que B[p|[d] = oui si et seulement si l'une au moins
des 2 assertions suivantes est vérifiée :
1. 35 € I tel que (E;) soit vrai
ou

2. Ja € X et 3J C I avec J # ) tels que (Fy, ) soit vrai.

Tout d’abord, numérotons les entrées du m-uplet d : d = (di,ds, . .., d,,). Dans les deux points suivants,
nous traduisons & l'aide de la définition de BJ[-][-], les égalités (E;) et (F, s) en terme d’inégalités faisant
intervenir la distance d’édition.

e Pour tout g € ¥* et tout j € I, on considere les deux assertions

diy (nggpj_l)) < dj — (g, wj[pj]) (Ey,)

et

vielml it dg(guw™) <d;. (E;;)
L’égalité (E;) est vraie si et seulement s’il existe g € ¥* satisfaisant & la fois (E;fj) et (B, ;)
e Pour tout g € ¥*, tout a € ¥ et tout J C I, on considere les deux assertions

vieJ  d (g0 V) < di—n(a,wilp)) (Fyas)
et
VZ S [1,m] \ J dg (g,wfpl)) S di - 71-(0/’ 5) . (nga,J)

L’égalité (Fy,s) est vraie si et seulement s’il existe g € X* satisfaisant & la fois (F;a,J) et (F,, )
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A.1 DMontrons que la condition est suffisante.

Il s’agit de montrer les deux faits suivants.
1. Si 3j € I satisfaisant (E;), alors B[p][d] = oui. Cette assertion est prouvée dans la section A.1.1.

2. Sida € X et 3J C I avec J # () satisfaisant (F, ), alors B[p|[d] = oui. Cette assertion est prouvée
dans la section A.1.2.

Nous commencons par montrer une propriété générale de la distance d’édition.

Lemme A.1 Pour tous x, y € ¥X* et tousa, b€ X, on a :
(1). di(za,yb) < df(z,y) + n(a,b),
(it). df(za,y) < dg(x,y) + m(a,e), et

(i49). di(z,yb) < df(z,y) + (e, b).

Preuve. Soit :

<
<

|:a1 Qg e an:|
Br B2 - Bn
un alignement de (x,y) de m-score minimum df(x,y). Alors,
Qoo a ap ceoanoa) e e €
B B b (B Ba e B Bu b
sont des alignements de (za, zb), (za,y) et (x,yb) respectivement. Ces alignements sont de w-scores :
dp(z,y) +7(a,b), dg(z,y)+n(a,e) et dg(z,y)+ (e b).
On en déduit les trois inégalités recherchées. Q.E.D.

A.1.1 Supposons qu’il existe un j € [ vérifiant (E;) et montrons que Blp|[d] =
oui.

Cela signifie qu'il existe g € ¥* satisfaisant & la fois (£ . On peut alors écrire :

9,3

) et (Ej )
dg (9, U’§-m)) < dg (%Uéprl)) + (e, wj[p;]) < d;

la premiére inégalité se déduisant du point (4ii) du lemme A.1 p. 122 et la seconde de (E;" ). La conjonction

9,J
de (E, ;) et de l'inégalité df (g, w](-p*)> < d; qui vient d’étre montrée fournit :

Vi € [1,m] dg (g,wgpi)> <d;.

On a ainsi montré que B[p][d] = oui, ce qu’on voulait & ce stade.

A.1.2 Supposons qu’il existe a € ¥ et J C [ vérifiant (F, ;) et montrons que
B[p][d] = oui.

Cela signifie qu’il existe g € ¥* satisfaisant a la fois (F;fa",) et (F

v.a,7)- On va montrer :

Vi € [1,m] dg (ga, wgpi)> <d,. (A1)
e Soit ¢ € J. On peut écrire :
dE (gaawz(p7)) S dg (gawipi_1)> + 7T(G'7wi[pi]) S di7

la premiére inégalité se déduisant du point () du lemme A.1 p. 122 et la seconde de (F;'a J)
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e Soit ¢ € [1,m] \ J. Comme dans le point précédent, on déduit du point (i) du lemme A.1 p. 122 et de

(F, .. ;) les majorations :

df; (ga,wgpi)) < dg (g,wgpi)> + 7(a,e) < d;.

Les deux points ci-dessus constituent une preuve de (A.1), d’ott B[p][d] = oui.

A.2 DMontrons que la condition est nécessaire.

Supposons que B[p][d] = oui. Ceci signifie qu’il existe un mot g € ¥*, que l’on peut supposer de longueur
minimale, vérifiant :

Vi € [1,m] dg (g7w£pi)) <d;. (A.2)
(Pi)

i ) tel que le m-score de A; soit

Pour chaque i € [1,m], on peut alors trouver un alignement A4; de (g, w
d’au plus d;. Rappelons que I'on a convenu que la matrice a 2 lignes et 0 colonne est 'unique alignement
de (e,€) (voir section 1.5.1). Pour chaque i € [1,m] avec gwgp") # ¢, Palignement A; possede au moins une

colonne donc on peut noter :

- [a%] la colonne la plus a droite de A;, et
K3

— Al Talignement obtenu & partir de A; en effagant sa colonne la plus & droite.

(ps)

i .

«; est égal au mot vide ou a la derniere lettre de g et §; est égal au mot vide ou a la derniere lettre de w
Notons que, pour tout ¢ € I, on a wgpi) # ¢ donc les objets a;, B; et A sont bien définis.

Lemme A.2 Pour tout i € [1,m] avec gwgm) #¢e, Al est de w-score au plus d; — 7(a, Bi).

Preuve. Notons d} le m-score de Aj. Le m-score de A; est égal a la somme des m-scores des alignements A
et [5i]. Il en résulte dj + 7(a;, 8;) < d; ou encore, d} < d; — (i, 3;). Q.E.D.

A.2.1 Supposons qu’il existe un j € [ tel que a; = ¢ et montrons (E;).

Comme il apparait au moins une lettre dans toute colonne d’alignement, on a 3; € 3. Il en résulte

5] = el

(pjfl)). Par suite, le 7-score de A’ est au moins égal a df (g7wj(-pj71)>.

donc A; est un alignement de (g,wj
On en déduit

4t (g0 ™) < dj = e ;3]

d’apres le lemme A.2 p. 123. On a alors prouvé 'assertion (E;',j) et, par ailleurs, (A.2) implique trivialement

(Ey ;)

. On a ainsi montré montré 1’égalité (E;).
A.2.2 Supposons que, pour tout i € I, on ait «o; # ¢ et montrons qu’il existe
a € ¥ et une partie non vide J C [ satisfaisant (F, ;).

Comme on a p # (0,0,...,0), on peut trouver un élément iy dans I. Posons a := ay, et J :=
{i€l:pBi=wp]}

D’aprés 'hypothese faite dans cette section, a est une lettre, et plus précisément, a est la derniere lettre
de g : il existe ¢’ € ¥* tel que g = ¢’a. En particulier, g est non vide, donc pour tout ¢ € [1,m], A; admet
au moins une colonne et, par suite, a;, 0; et A} sont bien définis.
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Montrons (F;C’G’J). Soit i € J. Comme J est une partie de I, ’hypothese faite dans cette section garantit

a; # e. De plus, par définition de J, on a §; = w;[p;] :

5] = Lo

Il en résulte que A} est un alignement de (g’, w(pﬁl)), d’ou

ag (9wl ) < di = n(a,wilpi)
) Na . .3 ’ +
d’apres le lemme A.2. On a ainsi montré (£ , ;).

Montrons (F,, , ;). Soit i € [1,m]\ J. Remarquons que 3; = ¢.

— En effet, si ¢ € I alors on a f; # w;[p;], par définition de J.
— D’autre part, si i ¢ I alors on a wgm)
sont des — et, en particulier, 3; = €.

Comme il apparait au moins une lettre dans toute colonne d’alignement, §; = ¢ force a; = a :

5=l

Il en résulte que A} est un alignement de (g’ , w§p ) ), d’olt

= ¢ donc toutes les entrées de A; situées sur sa ligne inférieure

df; (g’,wfm) < d; —7(ae) (A.3)
d’aprés le lemme A.2. On a ainsi montré (F;,ﬂJ).

D’apres les deux paragraphes précédents, 'égalité (F, ;) est vraie. Pour terminer la preuve de notre
théoreme 2.6, il reste encore a vérifier que ’ensemble J est non vide.

Montrons que J est non vide. Supposons (absurde) que 1'on ait J = (). Alors, I'inégalité (A.3) est vraie
pour tout ¢ € [1,m]. Or, 7(a,¢€) est positif ou nul (hypothese (xx) p. 54) donc on a d; — 7(a,e) < d;. Il en
résulte :

vielm df (g w? ) <d

ce qui contredit le fait que g a été choisi comme un mot de longueur minimale satisfaisant (A.2). Ceci termine
la preuve du théoreme 2.6. Q.E.D.
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Annexe B

Glossaire des problemes

Dans cette annexe, sont recensés les principaux problemes dont nous traitons.

Chapitre 1

Nom: MAXIMUM INDEPENDENT SET IN HYPERGRAPHS (MISH).

Instance: Un hypergraphe H.

Solution: Un indépendant I de H.

Mesure: Le cardinal de I, & maximiser.

Page: 18.

Notes: La notion d’indépendant est définie page 18. Le cardinal maximum pour un indépendant de I’hyper-
graphe H est noté a(H). La restriction de MISH aux hypergraphes r-uniformes est notée r-MISH.

Nom: LONGEST COMMON SUBSEQUENCE (LCS).

Instance: Un langage fini et non vide X.

Solution: Un mot s tel que, pour tout € X, s est une sous-séquence de z.

Mesure: La longueur de s, & maximiser.

Page: 19.

Notes: La longueur maximale pour une sous-séquence commune du langage X est notée les(X).

Chapitre 2

Nom: d-MEDIAN ou d : U x U — 7Z est une application quelconque.
Instance: Une partie finie W C U.

Solution: Un élément p € U.

Mesure: )y d(p, w), & minimiser.

Page: 26.

Notes: La mesure d’une solution optimale est notée Sy (W).

Nom: d-CENTER ou d : U x U — Z est une application quelconque.

Instance: Une partie finie W C U.

Solution: Un élément g € U.

Mesure: maxy,ew d(g,w), & minimiser.

Page: 29.

Notes: La mesure d’une solution optimale est notée Ry(W). Cette quantité est appelée rayon de W pour d.
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Nom: LCSY,.

Instance: Un couple (X, k) ou k est un entier naturel et o X est un langage fini et non vide dont tous les
mots sont de longueur 2k.

Question: Existe-t-il un mot s de longueur k tel que tout mot de X admette s pour sous-séquence ?

Page: 40.

Notes: Ce probleme est une restriction du probleme de décision associé a LCS.

Nom: /-WEIGHTED COMMON SUBSEQUENCE (¢-WCS) ou £ est une longueur pondérée sur ¥*, ¥ désignant
un alphabet.

Instance: Un langage fini et non vide X C ¥* et un entier k£ > 0.

Question: Existe-t-il un mot s avec £(s) = k tel que, pour tout € X, s soit une sous-séquence de z ?

Page: 47.

Notes: La notion de longueur pondérée est définie page 47. On nomme ¢-WCSY la restriction de ¢-WCS aux
instances (X, k) telles que, pour tout € X, on ait ¢(x) = 2k.

Chapitre 3

Nom: LoNGEST COMMUN UNORIENTED SUBSEQUENCE (LCUS).

Instance: Un langage fini et non vide X.

Solution: Un mot s tel que, pour tout x € X, s est une U-sous-séquence de .

Mesure: La longueur de s, & maximiser.

Page: 64.

Notes: La notion de U-sous-séquence est définie page 62. La longueur maximale pour une U-sous-séquence
commune du langage X est notée lcus(X).

Nom: LONGEST CoMMON CYCLIC SUBSEQUENCE (LCCS).

Instance: Un langage fini et non vide X.

Solution: Un mot s tel que, pour tout z € X, s est une C-sous-séquence de x.

Mesure: La longueur de s, & maximiser.

Page: 64.

Notes: La notion de C-sous-séquence est définie page 62. La longueur maximale pour une C-sous-séquence
commune du langage X est notée lces(X).

Nom: LONGEST COMMON UNORIENTED CYCLIC SUBSEQUENCE (LCUCS).

Instance: Un langage fini et non vide X.

Solution: Un mot s tel que, pour tout z € X, s est une UC-sous-séquence de x.

Mesure: La longueur de s, a maximiser.

Page: 64.

Notes: La notion de UC-sous-séquence est définie page 62. La longueur maximale pour une UC-sous-séquence
commune du langage X est notée lcucs(X).
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Chapitre 4

Nom: NON DETECTION.

Instance: Une graine g et deux entiers m, k vérifiant 0 < k < m.

Question: Existe-t-il une (m, k)-similarité non détectée par g ?

Page: 93.

Notes: La taille de I'instance est O(]g| + m) ce qui signifie que I’on suppose que les entiers m et k sont codés
en unaire. Les notions de graine, de similarité et de détection sont définies dans la section 4.2.1.

Nom: MaAxXiMUM WEIGHT LoOsSLESS SEED (MWLS).

Instance: Un ensemble S de similarités.

Solution: Une graine g détectant toutes les similarités appartenant a S.
Mesure: Le poids de g, & maximiser.

Page: 94.

Notes: Néant.

Nom: REGION SPECIFIC OPTIMAL SEED (RSOS).

Instance: Un entier o > 1 et un ensemble S de similarités.

Solution: Une graine g de poids w.

Mesure: Le nombre de similarités appartenant a S et détectées par g, a maximiser.

Page: 95.

Notes: A ne pas confondre avec sa variante RSOSs définie également dans la section 4.2.2.3.

Nom: Exact COVER BY 3-SETS (X3C).

Instance: Un hypergraphe 3-uniforme H = (V, &).

Question: L’ensemble d’hyperarétes £ admet-il pour sous-ensemble une partition de ’ensemble de sommets
V7

Page: 95.

Notes: On veut décider de 'existence d’un sous-ensemble P C & vérifiant : pour chaque v € V| il existe un
unique E € P tel que v € E.

Nom: Soapy SET COVER (SSC).

Instance: Un ensemble fini P de parties finies et non vides de Z et deux entiers n, k > 1.

Question: Existe-t-il X1, Xo, ..., X € Pet iy, ta, ..., tx € Z tels que (Xl +t1) U(Xg +t2)U. . .U(Xk —‘y—tk)
contienne n entiers consécutifs ?

Page: 95.

Notes: On suppose que les entiers n, k et les éléments des éléments de P sont codés en unaire.

Nom: MAX k-COVER.

Instance: Un hypergraphe H = (V,€) et un entier k > 0.

Solution: Une partie C C £ de cardinal au plus k.

Mesure: Le cardinal de |JC.

Page: 108.

Notes: |JC est ’ensemble des sommets de H couverts par C, c’est-a-dire I’ensemble des v € V' pour lesquels
il existe C' € C tel que v € C.

127



Nom: MaxiMUM k-HITTING SET (Max k-HS).

Instance: Un n-uplet (Fy, Fs,. .., F,) d’ensembles finis et un entier & > 0.
Solution: Tout ensemble C' de cardinal k.

Mesure: Le nombre des indices j € [1,n] pour lesquels C' N F; est non vide.
Page: 108.

Notes: Néant.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions la complexité algorithmique de plusieurs problémes combinatoires
concernant la comparaison de séquences biologiques. Nous nous placons successivement du point de vue de
chacune des trois principales théories de la complexité algorithmique : la NP-complétude, I’approximabilité

et la complexité paramétrique.

Dans un premier temps, nous considérons plusieurs formes du probléme de I'extraction des motifs communs
a un ensemble de séquences donné. Les motifs communs permettent, en pratique, de classifier les protéines
grace a leur structure primaire, par exemple en fabriquant des séquences consensus.

En particulier, le probleme de la médiane (resp. du centre) pour la distance d’édition consiste & rechercher
une séquence consensus minimisant la somme (resp. le maximum) des distances d’édition la séparant de
chacune des séquences prises en entrée. Nous affinons les résultats connus sur la difficulté de chacun de ces
deux problémes : nous montrons, par exemple, qu’ils sont tous les deux W{1]-difficiles lorsqu’on les
paramétrise par le nombre des séquences étudiées et ce, méme dans le cas d’'un alphabet binaire. Nous
considérons également le probleme de la plus longue sous-séquence commune. Ce probléme a été
exhaustivement étudié dans sa forme usuelle. Or, on trouve dans la nature des séquences d’ADN et d’ARN
circulaires qu’il est utile de comparer. Dans ce mémoire, nous menons a bien la premiere étude du probleme
de la plus longue sous-séquence commune a plusieurs séquences circulaires et/ou non orientées.

Dans un second temps, nous considérons plusieurs problemes liés a la recherche de similarités approchées
entre séquences biologiques. C’est dans ce domaine que I'application de I'informatique a la biologie
moléculaire a été la plus fructueuse. En pratique les similarités permettent de déterminer les propriétés des
molécules nouvellement séquencées a 'aide de celles des séquences déja annotées. En effet, une similarité en
séquence entraine généralement une similarité en structure ou en fonction.

La plupart des nombreux logiciels dédiés a la détection de similarités locales, mettent en ceuvre des filtres
heuristiques : deux portions de séquences ne possédant pas certains motifs spécifiques en commun sont
considérées d’emblée comme dissimilaires. Le choix des motifs conditionne la sensibilité et la sélectivité du
filtre associé. Dans ce mémoire nous considérons un certain type de motifs appelé graine. Il s’agit en fait de
sous-chaines & trous.

Nous étudions plusieurs problémes algorithmiques liés a la conception de bonnes graines. En particulier,
nous montrons que le probleme suivant est NP-difficile : étant donnés deux entiers naturels k, m et une
graine, décider si le filtre associé est sans perte lorsque 1’on restreint la notion de similarité aux paires de
mots de méme longueur m, séparés par une distance de Hamming au plus k. Notons que plusieurs
algorithmes exponentiels ont été proposés pour des généralisations de ce probleme.



