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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation du travail.

Une fois connue, la récurrence ou la transience, d’'une marche aléatoire, une fois
connues des estimées des probabilités des noyaux de transitions, une question na-
turelle est celle du nombre de points visités par la marche. Un des buts de cette
these, est d’étudier la transformée de Laplace de certaines fonctionnelles des temps
locaux d’une marche aléatoire simple sur un amas de percolation. Un cas particulier,
extrémement riche et intéressant, est justement la transformée de Laplace du nombre
de points visités. Dans le cas de Z¢, on sait estimer cette quantité depuis 1979 par le
célebre résultat de Donsker et Varadhan (voir [9] et [10]). Malheureusement, les tech-
niques utilisées dans leur preuve, ne semblent pas s’adapter sur des graphes privés de
propriétés de symétrie, comme par exemple sur un amas infini de percolation. Dans
cette introduction, apres avoir rappelé ce que ’on appelle processus de percolation, on
présente les principaux résultats relatifs a des marches aléatoires sur un amas infini
de percolation.

Dans la partie 1.3, nous rappelons un fait de base, qui lie la géométrie d’un graphe et
la décroissance des noyaux d’une marche aléatoire simple sur ce graphe. Cette pro-
priété sera un point central dans la stratégie d’étude de nos fonctionnelles, afin de
contourner les difficultés que posent la preuve de Donsker et Varadhan sur un amas.
Enfin, dans la partie 1.5, on donne les résultats obtenus sur un amas de percolation.

L’organisation de la these est la suivante, dans le chapitre 2, on étudie de maniere
assez précise la géormetrie d'un amas. C’est par ce biais que 'on étendra en un cer-
tain sens Donsker-Varadhan sur un amas de percolation. Cette partie, indépendante
des autres, reprend un preprint. Le chapitre 3, généralise cette méthode a d’autres
fonctionnelles. Les notations fixées dans I'introduction, se conservent tout au long de
la these.
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1.2 Rapide tour d’horizon des résultats connus pour les marches
aléatoires simples en percolation.

On présente, dans cette section, de maniere chronologique, comment les notions
et les propriétés sont apparues.

1.2.1 Amas infini et marches aléatoires.
1.2.1.1 Définition.
Soit d un entier supérieur ou égal 2, considérons le graphe £ = (Z2 E?), o1
E' = {(z.y) € (Z), Ni(x —y) = 1},

avec Ni(a) = >, 4lai| sia = (a;)i=1.q4 € Z%. E? est 'ensemble des arétes ”standard”
sur Z4. Soit maintenant p € [0, 1], on efface [resp. garde| chaque aréte avec probabilité
1 —p [resp. p|, de maniere indépendante. On obtient ainsi un sous graphe de £%, aussi
il est pratique d’introduire : w : E¢ — {0,1} défini par w(z,y) = 1 si l'aréte (z,y)
est présente, et 0 sinon. Lorsque I'aréte est présente, on dit qu ’elle est ouverte sinon
on dit qu’elle est fermée.

Soit 2 = [] {0,1} et F la tribu engendrée par les cylindres finis de €2. On notera
eckd
Q la mesure sur (€2, F), définie par, Q = ][] pe, ou les p, sont des mesures de Ber-
eckd
noulli, pte = Plywe)=13 + (1 —p)1{u(e)=0} et Eg 'espérance par rapport a la probabilité

Q.

Soit C(z) I'ensemble des points que l'on peut atteindre depuis = par un chemin
constitué d’arétes ouvertes. Par 'invariance par translation de la mesure Q, la distri-
bution de C(z) est indépendante du point z. Nous choisirons donc 'amas C(0) que
nous noterons C = C(0).

La quantité qui nous intéresse est la probabilité qu'un sommet donné appartienne a
un amas infini ouvert. Par I'invariance par translation, nous pouvons choisir le point
origine, et on pose donc :

0(p) = Q(#C = +00).

On notera #A ou bien |A|, le cardinal d’un ensemble A.
Une propriété fondamentale en percolation est qu’il existe une valeur p.(d) = p,. tel

que :
=0 st p<pe,
Q(p){ >0 sip> pe.

pe(d) est appelé la probabilité critique et est définie formellement par :

pe(d) = sup{p; 0(p) = 0}.

La valeur numérique de p.(d) reste un probleme ouvert en dimension supérieure ou
égale a 3. Nous savons seulement que p.(2) = 1/2. Par ailleurs, par projection naturelle
de Z3*1 dans Z%, on a : p.(d+ 1) < p.(d).



1.2 Rapide tour d’horizon des résultats connus pour les marches aléatoires
simples en percolation. 11

Théoréme 1.2.1. Pourd >2, on a : 0 < p.(d) < 1.

Ce Théoreme montre donc I'existence de deux phases dans le processus de perco-
lation :
- la phase sous critique, quand p < p.(d), ou tous les amas ouverts sont QQ presque
stirement finis.
- la phase sur critique, quand p > p.(d), ou tout sommet a une probabilité strictement
positive d’appartenir a un amas infini ouvert.
Ces deux phases sont assez bien comprises, mais on ne peut en dire autant de la phase
critique p = p.(d). Quant a l'existence, d'une composante connexe ouverte infini, on
a le théoreme suivant :

Loy ... |0 sif(p) =0,
Théoréme 1.2.2. Q(3 amas ouvert infini) = { 1 si 6(p) > 0.

En fait, on peut montrer que pour toutes valeurs de p, pour lesquelles il y a une
probabilité strictement positive d’avoir un amas ouvert infini, I’amas infini est unique
Q presque surement.

Théoréme 1.2.3. Si p satisfait 6(p) > 0, alors Q(3! amas ouvert infini) =1

1.2.1.2 Propriétés géométriques.

Pour z,y deux points de Z%, nous écrirons & < y si z et y sont dans le méme
amas. C’est a dire, si il existe un chemin (xg, x1, ..., z,) tel que :
-xrg=xzetx, =1y,
- pour tout i € [0,n — 1], (z;,7i41) € E? et w(x, 1441) = 1.
La longueur du chemin est le nombre d’arétes, et vaut ici n. On note D(z,y) la
longueur minimale d’un chemin ouvert reliant = a y ; cette quantité est aussi appelée
distance chimique entre x et y. Antal et Pisztora ont prouvé le résultat suivant tres
technique (voir [1]) :

Théoréme 1.2.4. Si p > p., alors il existe une constante p = p(p,d) > 1 telle que :

lim sup In Q0 <y, D(0,y) > pNy(y)] < 0.

Ni(y)—+oe N1(Y)

En appliquant le théoreme 1.2.4 et le lemme de Borel-Cantelli, on obtient le co-
rollaire suivant :

Corollaire 1.2.5. Soit p > p., Q presque sirement on a :

lim sup

D(an)l 0« S p(pa d)
N1 (y)——+oo N1(Y) (0=uh

ot p(p,d) est la constante introduite dans le théoréme 1.2.4.
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Ce corollaire s’interprete de la maniere suivante, en phase sur critique, si un point
est loin de l'origine au sens de Ny, et si ce point est dans la composante connexe de
I'origine, alors la distance chimique entre 1’origine et ce point n’explose pas. Elle est
controlée a une constante multiplicative pres par la norme N7 de ce point.

Une autre propriété géométrique qui aura une importance capitale par la suite,
concerne l'isopérimétrie que ’on récupere sur un amas de percolation, dans le cas sur
critique. Sur Z¢, on a ’inégalité isopérimétrie classique :

|074 Al
> (|
S(A])
ot f(x)=a'"Ydet 0uA={(z,y) CEL 2 € AetyecZ— A}

3C' > 0,

Qu’en est il sur la composante connexe de I'origine, sachant que celle ci est infinie ?
Du fait de 'existence de "morceaux” linéaires arbitrairement longs, pour ne pas avoir
une constante isopérimétrique nulle, plusieurs choix de définitions de 1 'isopérimétrie
sont possibles. En premier, il faut définir le bord avec lequel on veut travailler, en-
suite on peut par exemple modifier f, et se restreindre a des boites, on peut compter
le bord dans une boite, ou le bord ”global”... En fonction du probleme, on choisit
"I'isopérimétrie la mieux adaptée”. (voir [16] et [2])

Une maniere de pratiquer est de poser, pour € > d :

: |0c, Al
]E(Cn) = Alg(ff‘n _|A|1_1/Ea
[A[<|Cnl/2

ot C, est la composante connexe de C N [—n, n|? qui contient 'origine et
aCnA = {(xvy) S Ed7 w(x,y) =letxe Av y e Cn _Aa
ouy €A, x€C,— A}.

Mathieu et Rémy ont alors montré (voir [16]) :

Proposition 1.2.6. Pour p > p,, il existe une constante 8 = ((p,d) > 0 telle que Q
presque sturement sur l’ensemble {|C| = +o0}, pour n assez grand on a :

g
Ty (Cr) > i—dn)’

avec €(n) = d + Zd%.

Par ailleurs le volume des ensembles C,, croit comme les boules de Z¢,

Proposition 1.2.7. Pour p > p., il existe une constante o > 0 telle que Q presque
sturement sur 'ensemble {|C| = 400}, pour n assez grand on a :

IC| > o .

Dans [2], le méme type d’estimées sont prouvées, en se plagant sur des événements
de probabilité exponentiellement petite, et en considérant a la fois, percolation sur
les sites et sur les aréetes.
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1.2.1.3 Evénements croissants, renormalisation.

Parfois, il arrive qu’on puisse montrer une propriété P pour des valeurs de p
proches de 1. Sous certaines hypotheses (notamment de croissance) de P, on peut
étendre cette propriété a toutes valeurs de p > p.. On nomme ainsi, le procédé de
renormalisation, introduit par Antal et Pisztora .

FEvénements croissants

La probabilité 0(p) que 'origine appartienne & un amas infini, est une fonction crois-
sante de p. Il est effectivement intuitif, qu'une augmentation de p conduise a un graphe
avec un nombre plus grand d’arétes ouvertes, donc a un graphe qui reste infini. Plus
formellement, on peut dire que, si w € {|C| = 400} I” ajout d'une aréte a w préserve
le fait que la composante connexe ouverte de l'origine de ce nouvel environnement
reste infini. Si ’on note w < W’ dés que pour tout e € E¢, w(e) < w'(e), on dira donc :

Définition 1.2.8. A € F est un événement croissant si :
w < w = 1eay < Lweay.
Ainsi, on a bien par exemple que {|C| = 400} est un événement croissant.

Renormalisation

L’idée de la renormalisation est la suivante : on considere p > p. et une percolation de
Z4. On recouvre Z¢ par des boites de taille N , et on décide si une boite est bonne ou
mauvaise, suivant certaines conditions de bon ”"remplissage” de la percolation dans la
boite. Ainsi on obtient une percolation sur I’ensemble des boites, qui s’identifie a une
percolation sur Z%, en identifiant une boite et un point de Z%, et les boites voisines
par les voisins de ce point.

La propriété clef, non triviale, est que la loi de la percolation sur les boites domine
la loi d’une percolation de parametre p(N), restreinte aux événements croissants, ou
p(N) est une fonction qui tend vers 1 quand N tend vers +oo. Si on prouve donc
une propriété Q p.s pour des valeurs de p proches de 1, en prenant N assez grand, on
déduira que la propriété est également satisfaite pour la percolation sur les boites. Il
restera a voir si la propriété appliquée aux boites se transmet a ’amas initial.

Plus précisément, pour N € Z, on considere les boites suivantes :

By(N) = [N, N]*NZ% et Bi(N) = tian+1)Bo(N),

ou Ty, est la translation (ou le shift) de vecteur b € Z.

Les boites (B;j(N));eze forment une partition de Z?, et on définit maintenant le
réseau renormalisé comme le graphe ou l’ensemble des sommets est (B;(INV));cza et
I'ensemble des arétes est {(B;i(N), Bj(IV)); Ni(i—j) = 1}. Ce graphe s’identifie donc
a une copie de £%, oll nous noterons en caractere gras les sommets afin de les distin-
guer du réseau initial.
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Soit également, B{(N) = Tyan+1)Bo(5N/4) et soit £(N) I'ensemble d’arétes suivant :

E={keW, (k+1)eW); k=0,1....[VN|}

ot e(M) désigne le premier vecteur unitaire de Z.
Soit enfin,

gi = Ti(2N+1)€(N).

On dira qu’un amas A contenu dans une boite B’ est un amas traversant pour
B C B, si dans les d directions il y a un chemin ouvert contenu dans AN B joignant
la face gauche et la face droite de B. On considere alors les événements suivants :

Ri(N) = {3! amas traversant A dans BI(NN) pour B{(N), tous les chemins ouverts
contenus dans B{(N) de longueur supérieure & N/10 sont connectés a A dans B{(N)
et A est traversant pour chaque sous boite B C BI(N) de taille supérieure a N/10 },

Si(N) = {il y a au moins une aréte ouverte dans &;}.
Soit

(bNZ Q — 0
w — ¢n(w) 27— {0,1}
X = 1{R§(N)ms}((N)}.
On note Qu l'image de la mesure Q par ¢y. Par cette application ¢y, on définit
ainsi un processus de percolation dépendant sur les sites du réseau renormalisé. Le
théoreme principal est :

Théoréeme 1.2.9. Pour tout p > p., il existe une fonction p : N — {0,1} avec
limy 0o D(N) = 1 telle que Qn domine, sur les événements croissants, la loi d’un
processus de percolation indépendant sur les sites de paramétre p(N). C’est a dire :

pour tout événement croissant A, Qn(A) > Qpny(A),

ou Qp désigne la loi d’un processus de percolation indépendant sur les sites de pa-
rametre q.

Ainsi si on prouve qu’'un événement croissant A est réalisé QQ presque strement
pour des valeurs de p proches de 1, on déduira que pour N assez grand, Qy(A) = 1.
C’est a dire que A est réalisé dans le processus renormalisé (on dit aussi le processus
macroscopique) Qu presque strement. Il reste donc a voir si 'événement A dans le
processus macroscopique implique I'événement A dans le processus de percolation
initial (microscopique). Autrement dit, on examine si les propriétés qui définissent A
sont stables par ¢y.
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1.2.1.4 Marches aléatoires simples.

Définition.
Une fois avoir percolé Z?, on travaille sur les événements {|C| = +oo} et on fait
évoluer une marche simple sur cet amas infini partant de 1’origine.

Pour w € {|C| = +o0}, on pose donc :

XO = 07
75(‘“[2((1 5 si(a,b) € B4,
P(Xn+1 = b|Xn = a,) = z;(a,z)eEd
0 sinon.
On notera v(a) :== > w(a,z). Ce nombre correspond aux nombres de voisins de
z€Z

a dans 'amas. La mesure v est réversible pour la marche aléatoire (X,,),en-
On notera également p(a, b) = P(X,+1 = b|X,, = a), et p,(a,b) définit par récurrence

par :
{ pl(a7 b) = p((l, b)
Pr+1(a,b) = 3°, pula, y)p(y,b) pour n >0
On a bien sur p,(a,b) = P(X,, = b/ Xy = a)

Marches aléatoires restreintes a la boite C,,.
Soit (X ,gn))keN la marche issue de 0, et de noyaux de transition :

w(a, b) l{becn}
Emecn w<a’7 SL’)

X ,gn) est définie de la méme maniere que X, mis a part le fait que les sauts extérieurs
a C,, sont interdits. Dans la suite, 'exposant ™ correspond & des quantités restreintes
a C, et non pas aux quantités itérées. Soit P™ l'opérateur défini sur les fonctions f
de C,, dans R, défini par :

P™f)(x Zp ") (@, ) f

Soit A™ le Laplacien discret sur C,, défini par :
AUI() = (PO~ 1d)(.),

p(n)(% b) —

c’est a dire : pour f:C, — R, et pour x € C,,

(AW f)(z) = (P f)(x) — f(x)
= Y @ )f(y) - f2)]
y
La propriété 1.2.6 implique un controle inférieur de la plus petite valeur propre de

A™ sur C,. Soit donc A" la plus petite valeur propre non nulle de A™ par I'inégalité
de Cheeger (voir [6]) et par la propriété 1.2.6 on a :
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Proposition 1.2.10. Si p > p., il existe une constante 3 > 0 tel que Q presque
sturement sur l'ensemble {|C| = +o0}, pour n assez grand, on ait :

OIS

n2

1.2.2 Récurrence et transience.

Cas d = 2.
En dimension 2, on sait que la marche aléatoire simple sur Z? est récurrente, donc
toute marche simple sur un sous graphe de Z? sera récurrente. En particulier, on
déduit que (X,,)nen est récurrente.

Cas d > 3.

La transience de la marche simple sur un amas infini de percolation en dimension
supérieure a 3 date de 1992 et a été prouvé initialement par Grimmet, Kesten et Zhang
(voir [11]). On verra dans le paragraphe suivant que ce résultat est une conséquence
de travaux plus récents.

La preuve dans [11], utilise les liens entre la théorie des marches aléatoires et la
théorie des graphes munis de résistances (électriques) sur les arétes. Dans le cas d'une
percolation, chaque aréte est remplacée par une résistance unité si I’aréte est ouverte,
et une résistance infinie si elle est fermée. La transience revient alors a prouver que
pour tout x dans I'amas infini, la résistance entre x et I'infini est finie. Ce fait passe
par I’étude de la résistance, entre un point z et le bord de la boule centrée en x de
rayon n. Il est notamment prouvé que cette résistance admet une limite finie quand
n tend vers 'infini.

Théoreme 1.2.11. Pour p > p., la marche aléatoire simple sur un amas infini est
transiente, Q presque surement.

Une preuve postérieure a celle de [11] est donné dans [3].

1.2.3 Décroissance des noyaux de transition et estimées Gaussiennes.

Pour la marche simple dans Z?, on sait que les noyaux de transition au temps n
décroissent comme C/n?/2. Qu'en est il sur un amas infini ?

Résultat presque sur.
Soit Py, la loi de la marche X, partant de 0, évoluant dans I’amas w. Par des méthodes
basées sur I'obtention d’inégalités isopérimétriques telles que la propriété 1.2.6 (que
nous développerons dans la section 1.3), Mathieu et Remy prouvent dans [16] :

Théoreme 1.2.12. Pour toute dimension supérieure ou égale a 2 et pour tout p > p.,
il existe une constante ¢; = c1(p,d) telle que Q presque sirement sur l’ensemble
{|C] = +o0} et pour n assez grand, on ait :

sup P%(X,, = y) < ¢y /tY?
yeC
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Remarques :
e On retrouve la transience lorsque d > 3 a l'aide de ce théoreme.
e Antérieurement a ce résultat, des estimées supérieures (en moyenne) de Py (X, = y)
ont été obtenues par Heicklen et Hoffman, mais leur résultat était moins précis. Ils

1n(n)6d+ 14

avaient en effet établi, EqP5 (X, =y) < C =45

Barlow a obtenu en 2004 un résultat plus complet (voir [2]) :

Théoreme 1.2.13. Soit p > p,, il existe des constantes ¢; = ¢;(d,p) telle que Q
presque surement sur l’ensemble {|C| = +o0},
pour tout x,y € C , il existe une variable aléatoire S,(w) tel que :

pour tout n > S,(w)V Ni(x —y), on ait :

€1 e*CQNl(ZB*y)Q/n < ]P)L:;:)(Xn - y) C3 6*04N1(:B7y)2/n
nd/2 = v(y) = d/2 ’

ou P désigne la lot de la marche partant de x.

Ce théoreme ainsi que le précédent sont initialement prouvés dans le cas d’une
marche aléatoire a temps continu. La marche est construite de la méme maniere
que X, mais avant chaque saut, elle attend un temps exponentiel de parametre 1,
indépendant les uns des autres. Ce procédé permet d’éviter d’éventuelles difficultés
supplémentaires dues a la périodicité. On notera dans la suite X (¢) ce processus a
temps continu.

Résultat en moyenne.
Toujours dans [2], le méme type d’estimées est prouvé pour la loi moyennée ), définie
par :

Py (X, =y)

v(y)

Théoréme 1.2.14. Pour p > p,, il existe des constantes ¢; = ¢;(d, p) telles que pour
tout x,y € Z2¢ et pour tout n > Ni(z — y),

Qn(z,y) = Eq( lz,y € C).

C1

7 e—cle(x—y)Q/n S Qn($,y) S &6—04N1(x—y)2/”_
n

nd/2

1.2.4 Théoréeme central limite.

Soit (X (t)):er,, le processus a temps continu, construit a partir de la marche
X, (voir ¢i dessus). Mathieu et Piatniski ont récemment prouvé dans [15] , un principe
d’invariance pour la marche sur un amas infini.

Théoreme 1.2.15. Soit p > p..

Q presque sirement sur {|C| = +oc}, sous P¥ le processus (X(t) = eX (t/€*),t € R,)
converge en loi quand € tend vers 0, vers un mouvement Brownien de matrice de
covariance o*ld, ot o > 0 et est indépendant de w.
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Remarques :
e Berger et Biskup (voir [4]) ont aussi obtenu ce résultat, par une méthode un peu
différente que dans [15]. Des résultats partiels en dimension plus grande que 4 ont
aussi été établi par Sznitman et Sidoravicius (voir [18]).
o Soit QP = [P (.) dQ(w|#C = +00). Dans [14], il a été prouvé en 1989, que sous
QPy, (X<(t) = eX(t/e*),t € Ry) converge en loi quand € tend vers 0, vers la loi
d’un mouvement Brownien non dégénéré.

1.2.5 Notations.

Maintenant que l'on a introduit la plupart des objets avec lesquels nous allons
travailler, fixons quelques notations.
Commencons par la notation des graphes. Dans cette these, il interviendra divers
graphes dont certains auront le méme ensemble de points mais avec des arétes différentes.
Notre notation doit donc tenir compte de cette remarque.

e Un graphe G est donc un couple (V(G), E(G)) ou le premier argument V' (G) désigne
les points de G (vertices of G) et le deuxieme E(G) représente I'ensemble des arétes
de G non orientées (edges of G).

e Si GG est un graphe, pour x € V(@) on note vg(z) le nombre de voisins de = dans
G. Cest a dire vg(x) = #{(z,y) € E(G)}.

e Soit C la composante connexe de l'origine aprés percolation de Z¢, on note CY le
graphe sous jacent. C’est a dire C? a pour ensemble de points C et pour ensemble
d’arétes E(CY) = {(z,y) € C* w(x,y) =1}

e La boule dans C centrée a l'origine et de rayon r pour la distance chimique, est
notée B,.(C).

e Pour f, g fonctions réelles définies sur R, on écrira

f j g <= ElCl,CQ >0 Vxe RJF f(.ﬁl]) S CM](CQSL’),
et
frgef2getfryg
e Soit G = (V(G), E(G)) un graphe non orienté, on désigne par Folg la fonction de
Folner de G, définie par :

10cU |
U

Folg(k) = min{|U|; U C V(G) et <

12

| =

ou U ={(z,y) € E(G); v € Uety e V(G)— U}, lorsqu’il n’y a pas d’ambigu”é,
on notera QU = dgU pour ne pas alourdir les notations.
e Si GG est un sous graphe de G, c’est a dire V/(G) C V(G) et E(G) C E(G), on notera :

106U |
U]

1
Fold.(k) = min{|[U|; U C V(G) et <
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oudgU = {(x,y) € E(G); € UetyecV(G)—U}.
Folg est toujours une fonction de Folner de GG mais ou le bord est compté dans G.
e Si A et B sont des ensembles, AUB désigne I'union disjointe de A et B.

1.3 Un outil général pour I’étude des marches aléatoires au
plus proche voisin : ’isopérimétrie.

Dans cette section, on se place dans un cadre général d’'une marche aléatoire
(Xn)n sur un graphe infini U = (V(U), E(U)), qui n’est pas forcément un amas de
percolation. V(U) désigne l'ensemble des points et E(U) l'ensemble des arétes (non
orientées). On suppose que pour les taux de transitions p( , ) de (X,,),, il existe une
mesure m réversible et que in fy gy m > 0. Pour A C V(U) on pose :

= Z m(z)

z€EA

On note P(V(U),m) l'espace des fonctions de V(U) dans R de puissance piéme
intégrable par rapport a m. Pour p = 2, on note ( | ) (w)m) le produit scalaire
associé.

On note encore p,(, ) les noyaux de transition et P I'opérateur défini sur les fonctions
de V(U) dans R a support fini :

Pf(x) =E(f(X1)|Xo=2) = pry

Soient les noyaux a définis pour tout z,y € V(U) par :

a(z,y) = m(x)p(z,y),

et si e = (x,y), ale) = a(x,y).

Dans la suite ¢ désigne une constante dont la valeur peut changer de ligne en ligne.

1.3.1 Lien entre isopérimétrie et décroissance du noyau.
On note IS toute inégalité isopérimétrique sur U du type :

a(0A)

> ¢,
ou 0A = {(x,y) € E(U); (z,y) € A x A°}.
ISy désignera l'inégalité isopérimétrique avec F(x) = z'~1/7.

Le cardinal du bord d’une boule peut s’interpréter comme une ”dérivé” discrete du
volume, ainsi la propriété I Sz est une sorte ”d’inéquation différentielle”. Par exemple,
une conséquence de l'isopérimétrie I.S; est que le volume des boules centrées en un
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point quelconque et de rayon n croit au moins en n¢.

Suivant cette idée, et en appliquant 1.SF a des classes d’ensembles plus 'grandes’
que les boules, notamment a des ensembles de niveaux d’une fonction, et en utilisant
divers outils tels que la formule de la coaire, on peut prouver les inégalités fonction-
nelles suivantes :

Théoréme 1.3.1. (Inégalité de Nash) Soit un graphe U = (V(U), E(U)) satisfaisant
ISx. On suppose que F : Ry — R, est telle que f(t) = t/F(t) soit croissante, alors :

(1.1)  pour tout f & support fini dans V(U), ||f||5 < (H;H E(S, f),
2
ot g(x) = 4(f(4x)/c)? et € est la forme de Dirichlet associée aur noyauz a :
1
EL.H) = 5 Y. (@)~ fw) a(zy)
z,yeV(U)
- (Ud - P)f|f>z2(v(U),m)'

Cette inégalité nous donne alors des estimées de la norme ||.||;_2 du semi groupe
Prou P = (P+id)/2 et ||.||[,—q désigne la norme d’opérateur de IP(V(U), m) dans
[9(V(U), m). Coulhon (voir [5]) a largement contribué a prouver le théoréme suivant.
Pittet et Saloff-Coste (dans [13]) présentent aussi ces résultats.

Théoreme 1.3.2. Soit my = infy )y m > 0. Supposons que l'inégalité (1.1) soit
satisfaite pour une fonction g continue et croissante de R, — R, alors :
n ZE,

D Pen(2,Y) < 2u(n),

zy  M(Y)

ot u: Ry —]0,1/mo| est solution de :

)
u'(t) = ~ 551 umy
u(0) = 1/my.

Combinant ces 2 théoremes 1.3.2 et 1.3.1, on comprend que l'isopérimétrie donne
un controle supérieur des noyaux de transition. Dans la suite, nous utiliserons plutot
une formulation de l'isopérimétrie a ’aide de la fonction de Folner définie par :

Fol(n) = a(gl}%n ) m(A).
mA) S

La fonction de Folner est reliée a l'isopérimétrie par :
ISy < 3c>0VYn>1, Fol(n) > §*(cn),

ou f(t) = f(t) est supposée croissante.
On a alors la propriété suivante :
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Proposition 1.3.3. Soit mg = infy )y m > 0. Supposons que Fol(n) > F(n) avec
F fonction croissante et positive, alors

sup an(xv y)

) < 2v(n),

ou v est solution de :

_ o(t)
V() = —sEammye
v(0) = 1/my.

Le point de départ de ces résultats est donc I'inégalité de Nash, déduite d’une
inégalité isopérimétrique. Et comme il a déja été dit, dans la preuve (par exemple
dans [13]) on utilise l'isopérimétrie pour des ensembles de niveaux, plus précisément
des ensembles du type {z € V(U); (P"f)(x) > t}.

Récemment Morris et Perres (dans [17]) ont prouvé ce méme type de résultat en
utilisant une approche completement différente. Ils considerent une suite .S,, d’en-
sembles aléatoires, dits ensembles évoluants, et ils remarquent que les noyaux de
transition de la marche initiale sont liés a certaines transitions de cette suite S,,.

Le point intéressant est que dans leur preuve, I'isopérimétrie n’est utilisée que pour
les ensembles S, ou S;.

L’hypothese semble donc a priori ne pas étre utilisée pour le méme type d’ensembles.
En fait, on peut voir que les S, sont liés aux ensembles de niveaux précédents.

Remarque : Cas d’un groupe.

Soit G un groupe finiment engendré et soit S un systeme de générateurs. Notons
alors U = (V(U), E(U)) son graphe de Cayley associé. Soit BS la boule centrée en
I’élément neutre et de rayon n et V°(n) son volume, VS(n) = #BS. Et soit enfin :

w(t) = inf{n; V> t}.

Alors,
U satisfait [Sr, avec F(t) = t/w(t).

Dans le cas d'un groupe, le volume donne donc un controle de l'isopérimétrie. Par
suite, pour un groupe il est remarquable de constater que le volume donne une borne
supérieure des noyaux de transitions.

1.3.2 Quelques exemples.

e Tout graphe infini satisfait I'inégalité isopérimétrique |0A| > 1. C’est a dire 157,
en supposant inf, , a(x,y) > 0. Si de plus inf m > 0, on a alors

pa(z,y) _
<
Vn €N 5;15 my) =

C’est notamment le cas pour la marche simple sur un graphe U a géométrie bornée,
avec m(x) définie par I'inverse du nombre de voisins au point z.
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e L’isopérimétrie sur Z?¢ implique que la marche simple sur le graphe £¢ satisfait

1Sy, ainsi on retrouve :
c

<
Vn e N s;gopn(:c,y) <

e Pour une marche sur U = (V(U), E(U)), graphe satisfaisant .S avec F(t) =t, on
a toujours sous I'hypothese infy iy m > 0,

Vn € N sup Pul2,Y)
Ty m(y)

On retrouve que la marche aléatoire simple sur un graphe non moyennable, (en pre-
nant comme mesure réversible m, I'inverse du nombre de voisins), possede des noyaux
de transition qui décroissent exponentiellement vite . C’est par exemple le cas pour
le graphe de Cayley d’un groupe libre finiment engendré par plus de 2 générateurs,
c’est a dire pour 7y, arbre régulier a M voisins (M > 2).

<e

e Signalons également 'exemple suivant, qui nous fournit une borne supérieure que
nous rencontrerons plus tard. Soit a > 0.

Si une marche (X,,), sur U = (V(U), E(U)) satisfait ISz avec F(t) =
bien plus simplement si Vn > 1 Fol(n) > e et inf m > 0 alors,

t
e+ o4

Vn € N sup Pu(@,Y) et
vy M(Y)

e Supposons toujours que le graphe U = (V(U), E(U)) est infini, et soit U =
(V(U"),EU")) c (V(U),EU)), avec V(U") fini. Soit (X,), une marche sur U de
noyaux de transition p( , ) et m une mesure réversible sur V. Posons T' = inf{k >
0; X & V(U")} et imaginons que 'on veuille estimer P,(Xy, = y,n < T, avec
z,y € V(U).

Tout se passe comme si la marche évoluait sur le graphe U’ ou V(U’) = V(U') U {6},
avec d un point imaginaire, appelé cimeterre, qui représente V(U) —V (U’). Les arétes
E(U") sont définies par E(U’) = E(U")U{(x,6); 3y € V(U) -V (U') (z,y) € E(U)}.

Les noyaux étant alors donnés par :

p(,y) si z,y € V(U')?,
p(l’,y) = EaEV(U) p(:zc,a) six € V(UI) et Yy = 57
0 sizx=4detyeV(U.

Si la marche arrive au point 9, elle y reste.
On note P l'opérateur défini par Pf(r) = > yevwr) P, y) f (). La forme de Dirichlet

associée est définie par : pour tout f,g: V(U’) — R tels que f(J) = g(§) = 0,

g(f,g) = (f|g_pg)l2(V(U’),m)a
1

= 3 > m@)p(z,v)lg@) — gWf ) — F@]+ > pla,d)m(x)f(x)g(x).

z,yeV(U’") zeV(U’)
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Ainsi, pour obtenir une inégalité de Nash de type 1.3.1, pour la forme &, il suffit d’avoir
une inégalité isopérimétrique ISz, en comptant le bord de la maniere suivante :

pour tout A C V(U') 9pA = {(x,y) € E(U"); x € A, y € V(U') - A}

et avec

m(z)p(z,y) si(z,y) € V(U')?
m(z)p(x,d) sixeV(U)ety=4.

De sorte que :

A(0pA) =E(a1a) = > mx)px,y) + > m(x)p(x,s

(zy)eV(U’) zeA

T€EA, ygA
pour tout A de V(U’).
Finalement, toujours sous les hypotheses inf a > 0 et inf m > 0, on constate quune
inégalité isopérimétrique, portant sur le bord ’global’ dans V(U’), permet d’obtenir
une borne de sup,, P, (X2, = y,n < T). Le majorant vérifie la méme équation
différentielle que dans la propriété 1.3.3 mais ou le bord dans la fonction de Folner
n’est plus compté de la méme maniere. On notera

FolY,(k) = min |Al= min |A].

1 [PU Al -1
[A] =% Al =k

1.4 Donsker et Varadhan sur Z<.

1.4.1 Enoncé du théoréeme.

Dans [10], on considere une marche X, sur Z¢ plus générale qu'une marche simple.

On note 7 la loi des incréments indépendants, on a donc p(a,b) = 7(b — a).
Soit D,, = {j € Z% FIr € [I,n] X, = j} et N, = #D,, qui est donc le nombre
de points visités par la marche jusqu’au temps n. Notons E 'espérance partant de
I'origine. Le travail de Donsker et Varadhan porte sur le comportement asymptotique
de E(e7*Nn) lorsque n tend vers l'infini.
Evidemment, ce comportement dépend de la loi 7. Pour tout ¢ = (t1,....tq) € Z4, soit
7(t) = E(e’ X1|t)) > jezam(d)e’ 1) On suppose que 7 satisfait :
Hypotheses
(i)7(t) = 1 si et seulement si ¢t = 27 (ny, ..., ng) ou les n; sont entiers.
(ii) pour |t| proche de 0, #(t) = 1 — Q(t) + o(|t|*) ot a €]0,2] et ot e *®) est la
fonction caractéristique d'une loi stable symétrique d’indice v non dégénerée, c’est a
dire :

> a”t t avec (a; ;);; définie positive, si a = 2,

Q) { M (dy)dr
Jsar Jo [ = cos(t|ry)]| sE4=, pour 0 < a < 2,

ou M est une mesure symetrlque sur la sphere S9! de R?, dont le support est S%1.
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Remarquons que les hypotheses sur 7 impliquent que EX; = 0 (si E|X;| < 400).
Soit (z(s))ser, un processus de loi stable symétrique d’indice o sur R?%. Soit Lg son
générateur.

Théoreme 1.4.1. Pour v > 0, on a

1
(1.2) lim ——InE(e™") = —k(v, L),

n—+00 pita

ou
a d Y
(v, L) = k(v Lyd,a) = vafs () (SR,
«
avec
A= _inf AG),

G;|G|=1

Uinf est pris sur les sous ensembles ouverts G de R? de volume 1 et \(G) est la plus
petite valeur propre de l'opérateur —Lq restreint a G avec les conditions de Dirichlet
au bord.

Pour f: R? — R telle que frge =0,

Lo fl(z) = lim 2 E O wselon sea)] = /(2)

t—0 t

)

ou E, désigne 'espérance du processus (z(s))s partant du point z.
Remarque : Dans [8], il est prouvé que la constante k(v, L) est strictement positive.

Evidemment la marche aléatoire simple sur Z? satisfait ces hypotheses. Dans ce cas
(7)) = il{(ovj)eEd} et en développant 7 au voisinage de 0, on a :

ol les e; désignent les vecteurs de base. On peut donc énoncer :

Corollaire 1.4.2. Pour la marche aléatoire simple sur Z¢, pour tout v >0 on a :

InE(e™M) = —k(v,d) < 0.

lim v
n—too e

1.4.2 Deux mots de grandes déviations.

L’égalité de 1.2, est prouvée dans [10] par double inégalité. La borne supérieure
repose sur un résultat de grandes déviations.

Soit X un espace métrique, complet et séparable. Soit y,, une famille de probabilité
sur la tribu borélienne de X et soit (v, ), une suite positive tendant vers l'infini.
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Définition 1.4.3. On dit que u,, satisfait un principe de grandes déviations de vitesse
v, et de fonction de taur I : X — R, si :

(1) Iest semi continue inférieurement.

(2) Pour tout | < oo, l'ensemble {x; I(x) <1} est un compact de X.

(3) Pour tout fermé C de X,

1
limsup —In p,(C) < — inf I(z)

n—oo Unp zeC

(4) Pour tout ouvert G de X,

1
liminf —In p,(G) > — inf I(x)

n—oo Uy, ze@

Si 'on a juste les propriétés (1),(2) et (3) resp[(1),(2) et (4)], on dit qu’on a un
principe de grandes déviations supérieur resp| inférieur |.

Théoreme 1.4.4. Si i, satisfait une principe de grandes déviations, de vitesse v, et
de fonction de taux I, alors pour toute fonction continue, bornée F' : X — R, on a :

(1.3) lim — In /X @) (d) = sup|F(z) — 1()]

n—+00 Uy zeX

De plus, si on a juste un principe de grandes déviations supérieur resp| inférieur],
I'égalité 1.3 devient < resp[ > |.

Théoreme 1.4.5. Si p,, satisfait une principe de grandes déviations supérieur, de vi-
tesse v, et de fonction de tauz I, alors pour toute fonction semi continue inférieurement,
bornée F : X — R, on a :

(1.4) lim sup - In /X e @) (dz) < sup[F(x) — I(2)]

n—+oco Up z€X

Expliquons brievement comment ces propriétés sont utiles dans la preuve de Dons-
ker et Varadhan.
Soit (ay), une suite d’entiers divergentes, et soit T¢ = R?/Z% et p : R — T9 la
surjection canonique. Posons :

Eé") ={z € T ¢ = p(j/a,)pour j € 7% 1,

et pour x € Eén) posons :

fx)= Y wlj)

J; =p(j/an)

On peut ainsi définir sur T¢ une marche aléatoire (X, ), partant de p(0) et d’incréments
indépendants et identiquement distribués selon 7. Soit alors :

N, = #{X; 0 <k <n},
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et
N, = #{p(Xi/a,); 0 <k < n}.

Remarquons que N,, < N,, et que N,, et Nn ont méme loi.

Considérons maintenant les mesures de probabilité (& w fixé) sur les boréliens de
T<. Pour A borélien de T¢, soit :

1
7 2 Lteay

k=1...l
et
L) = [ xale =) L. dy),
T

ou
al, si pour tout i € [1,d] |z;] < 1/2ay,
Xn(®) = { 0 sinon.

Notons |z; f/l(")(w,x) > 0| la mesure de Lebesgue de {z; il(")(w,x)}. La mesure
fjl(") (w, .) charge les points visités par la marche X jusqu’au temps [, ainsi qu’'un petit
voisinage de ces points, plus précisément un cube de coté a, centré en ces points.
Ainsi : B
N,

7, (n) in

lz; LYY (w,x) > 0] = "

Soit L;(T¢) I'espace des densités de probabilité sur T¢ muni de la topologie de la
convergence Ly, et soit Q,, la mesure de probabilité sur L;(T?) définie par,
pour tout borélien B de L;(T?) :

Qn(B) = P(w; LM (w,.) € B),
ot P est la loi de la marche X issue de p(0).

On a alors enfin,

E(e )

&=

(%)
(%)

_ E(efzxa 4\ L( )(w m)>0\)

|
&=

_ RQn(evetle f@>00)

Cette derniere expression s’interprete comme 'intégrale d’ une fonctionnelle :

/ PO (df),
X
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avec X = L1(T%), pin = Qn, v, =al et F: L1(T9) — R, définie par
F(f) =v]z; f(z)>0],

qui est bien semi continue inférieurement . On cherche a prouver que la suite (),
satisfait un principe de grandes déviations, ainsi par le théoreme 1.4.5, si 'on trouve
une fonction de taux I vérifiant (1) et (2) de la définition 1.4.3 et une suite a,, telle
que pour tout fermé C' de L;(T¢) on ait

(1.5) limsupidln Q.(C) < —inf I(z),

n—oo Qp zeC
on aura

1
fimswp o [ Q) < swp [FU) - 1)
n—+oo Oy Ly (T9) feL1(T9)

puis
1
limsup — InE(e™) < sup [F(f) - I(f)].
n—too Ay fELL(TY)
[l restera donc a prouver I'inégalité 1.5 et a vérifier que la constante K = sup ey, opa) [F'(f)—
I(f)] est strictement positive.

1.4.3 Point de départ de la these.

Une question naturelle est donc de savoir si lorsqu’on perturbe Z¢, avec par
exemple une percolation sur critique, le comportement de la transformée de Laplace
du nombre de points visités par une marche simple reste de 'ordre de exp(—cnd;i?) ?

En examinant la preuve de Donsker et Varadhan , on constate que plusieurs
problemes (pour la borne supérieure) apparaissent si on ne se place pas dans Z<.
Notons X,, la marche aléatoire simple sur un amas de percolation infini.

La premiere difficulté est par exemple que la marche obtenue par projection de
X, sur le tore ne possede plus la propriété de Markov, du fait justement de la perte
de la symétrie du graphe.

Par ailleurs, le fait que les accroissements soient d’espérances nulles dans Z¢ (hy-
potheses sur 7) permet d’annuler des termes d’ordre 1 dans certains développements,
en particulier pour prouver 1.5, ce qui n’est plus le cas dans un amas.

De maniere générale, le nombre de points visités par une marche sur un graphe
est une notion qui dépend des divers chemins et lacets... Evidemment, la symétrie
apporte beaucoup d’informations sur ces chemins, si bien que la méthode de Donsker
et Varadhan permet de conclure, néanmoins un graphe non symétrique mais avec
des nombres de chemins comparables, pourrait avoir des bornes similaires pour la
transformée de Laplace du nombres de points visités.

Il faut donc adopter une autre stratégie non basée sur la symétrie pour étudier cette
transformée de Laplace dans un graphe autre que Z?. L’idée maitresse sur laquelle est
basée cette these, est de remarquer que des fonctionnelles, telle que la transformée de
Laplace du nombres de points visités, peuvent s’interpréter comme une probabilité
de retour sur un graphe plus "gros”, qui sera un certain produit en couronne. Or
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on sait, par les méthodes développées dans la section 1.3, que estimer (majorer) une
probabilité de retour, est lié au profil isopérimétrique. C’est donc par ce biais qu’on
contournera les difficultés que posent la preuve de Donsker et Varadhan dans un
graphe privé de symétrie et que 1’on obtiendra une borne supérieure. Pour les bornes
inférieures, on utilisera des méthodes générales.

1.5 Résultats obtenus.

Notre méthode est basée sur une étude fine du profil isopérimétrique d’'un amas.
On se place dans le cas sur critique, C désigne toujours la composante connexe infini
contenant 'origine. On rappelle que C, est la composante connexe de C N [—n;n]?
contenant 'origine. (X,,), est la marche aléatoire simple sur C. Py et Ef désignent
respectivement la loi de (X,,),, issue de 0 et 'espérance . On pose également :

N, = #{X; 0 <k <n},

et
L., =4k Xpy=2zet0<k<n}.
On prouve d’abord :

Proposition 1.5.1. Soit v > 0 et p > p., il existe 3 > 0 tel que pour tout ¢ > 0,
Q p.s sur |C| = +o00 pour n assez grand, on a :

|Ocs Al
fe(|A])

> [ pour tout ensemble connexre A dans C,,

. 1 st x < cn”
ou fc(ﬂf) = { {L‘lié si x> cen?,
et s A ={(z,y) €EY w(m,y)=1letzecA; yeC— A}

Cette propriété nous permettra de prouver la borne supérieur dans le théoreme
suivant :

Théoréme 1.5.2. Soit a €]0,1[, @ p.s sur l’ensemble |C| = +o00, pourn assez grand :

Eg (o) ~ e’"d;b.

Les constantes intervenant dans la relation ~ ne dépendent pas de ’amas w.
La preuve de la borne inférieure passe par la propriété suivante :

Proposition 1.5.3. Il existe une constante c telle que, @ p.s sur l’ensemble |C| =
+00, pour n assez grand (et m > 1) nous avons :
P¢( sup D(0, X;) < 7) > e clrtn/r),

0<i<n
ot D(0, x) désigne le nombre minimal d’arétes dans w pour atteindre 0 depuis x. Avec
les notations de 1.2.1.2, D(0, x) représente la distance chimique entre 0 et x.
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Ce genre d’estimées est connu pour la marche dans Z? mais utilise un principe de
réflexion, mis encore a défaut dans un amas.

Enfin, en utilisant la méme démarche, on obtient des résultats pour d’autres fonc-
tionnelles que le nombre de points visités.

Théoréme 1.5.4. @ p.s sur l’ensemble |C| = +o00, pour n assez grand, on a :

= Z L?;n n
(1.6) Vo e [0,1] Eg(e == lix,—o) =e ",
_d_ 2
(1.7) va>1/2 Ey( [ Li2 L) & e P2,
Z§Lz;n>0
_ d+a(2—d)
avee 1 = ygi—gy -

Les constantes qui apparaissent dans la relation =~ ne dépendent pas du tirage de la
percolation w.

Bibliographie

[1] P. Antal and A. Pisztora. On the chemical distance for supercritical Bernoulli
percolation. Ann. Probab., 24(2) :1036-1048, 1996.

[2] M.T. Barlow. Random walks on supercritical percolation clusters. Ann. Probab.,
32(4) :3024-3084, 2004.

[3] 1. Benjamini, R. Pemantle, and Y. Peres. Unpredictable paths and percolation.
Ann. Probab., 26(3) :1198-1211, 1998.

[4] N. Berger and M. Biskup. Quenched invariance principle for simple random walk
on percolation clusters. Preprint, 2005.

[5] T. Coulhon. Ultracontractivity and Nash type inequalities. J. Funct. Anal.,
141(2) :510-539, 1996.

[6] J. Dodziuk. Difference equations, isoperimetric inequality and transience of cer-
tain random walks. Trans. Amer. Math. Soc., 284(2) :787-794, 1984.

[7] M.D. Donsker and S.R.S. Varadhan. Asymptotics for the Wiener sausage. Comm.
Pure Appl. Math., 28(4) :525-565, 1975.

[8] M.D. Donsker and S.R.S. Varadhan. Erratum : “Asymptotics for the Wiener
sausage” (Comm. Pure Appl. Math. 28 (1975), no. 4, 525-565). Comm. Pure
Appl. Math., 28(5) :677, 1975.

[9] M.D. Donsker and S.R.S Varadhan. On the number of distinct sites visited by a
random walk. In Stochastic analysis (Proc. Internat. Conf., Northwestern Univ.,
FEvanston, 1ll., 1978), pages 57-62. Academic Press, New York, 1978.

[10] M.D. Donsker and S.R.S Varadhan. On the number of distinct sites visited by a
random walk. Comm. Pure Appl. Math., 32(6) :721-747, 1979.



30

[11] G.R. Grimmett, H. Kesten, and Y. Zhang. Random walk on the infinite cluster
of the percolation model. Probab. Theory Related Fields, 96(1) :33—-44, 1993.

[12] D. Heicklen and C. Hoffman. Return probabilities of a simple random walk on
percolation clusters. FElectron. J. Probab., 10 :no. 8, 250-302 (electronic), 2005.

[13] C. Pittet L. Saloff-coste. A survey on the relationships between volume growth,
isoperimetry , and the behaviour of simple random walk on cayley graphs, with
examples. Preprint, 2001.

[14] A. De Masi, P.A. Ferrari, S. Goldstein, and W.D. Wick. An invariance principle
for reversible Markov processes. Applications to random motions in random en-
vironments. J. Statist. Phys., 55(3-4) :787-855, 1989.

[15] P. Mathieu and A. Piatnitski. Quenched invariance principles for random walks
on percolation clusters. Preprint, 2005.

[16] P. Mathieu and E. Remy. Isoperimetry and heat kernel decay on percolation
clusters. Ann. Probab., 32(1A) :100-128, 2004.

[17] B. Morris and Y. Peres. Evolving sets and mixing. In Proceedings of the Thirty-
Fifth Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 279-286 (elec-
tronic), New York, 2003. ACM.

[18] V. Sidoravicius and A.S. Sznitman. Quenched invariance principles for walks on
clusters of percolation or among random conductances. Probab. Theory Related
Fields, 129(2) :219-244, 2004.



Chapitre 2

Nombre de points visités par une
marche aléatoire simple sur un
amas de percolation.

Ce chapitre reprend un article a paraitre dans les bulletins de la SMF.

Résumé

Dans cet article, on s’intéresse a une marche aléatoire simple sur un amas
infini issu d’un processus de percolation surcritique sur les arétes de Z4 (d >
2) de loi Q. On montre que la transformée de Laplace du nombre de points
visités au temps n, noté N,, a un comportement similaire au cas ou la
marche évolue dans Z¢. Plus précisément, on établit que pour tout 0 <
a < 1, il existe des constantes C;, Cs > 0 telles que pour presque toute
réalisation de la percolation telle que l'origine appartienne a I'amas infini
et pour n assez grand,

d d
—(C.md+2 — d+2
e~ Cintt? < EB”(QN”) < e On

Le point principal du travail réside dans I'obtention de la borne supérieure.
Notre approche consiste dans un premier temps, a trouver une inégalité
isopérimétrique sur I’amas infini, et dans un deuxi-

-eme temps a la remonter sur un produit en couronne, ce qui nous permet
alors d’obtenir une majoration de la probabilité de retour d’une certaine
marche sur ce produit en couronne. L’introduction d’un produit en cou-
ronne est justement motivée par le fait que la probabilité de retour sur un
tel graphe s’interprete comme 'espérance de la transformée de Laplace du
nombre de points visités.

2.1 Introduction et résultats

Soit d > 2. On appelle percolation de Bernoulli de parametre p le sous graphe
aléatoire de la grille de dimension d obtenu en supprimant (resp. gardant) une aréte
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avec probabilité p (resp. 1 — p) de fagon indépendante pour les différentes arétes. On
notera w une réalisation typique de la percolation. On appelle alors amas infini une
composante connexe infinie du graphe w. On montre qu'une telle composante connexe
infinie existe et est presque stirement unique si le parametre p est choisi au dessus
d’une certaine valeur critique p.. Une construction plus formelle de la percolation est
donnée plus loin dans cette introduction.

La percolation est un modéle important de la mécanique statistique des milieux
desordonnés, un 'concept unificateur’ pour reprendre I’expression de P.G. De Gennes
dans [8], qui intervient aussi dans de nombreuses applications, par exemple dans
les problemes de diffusion dans un environnement non homogene que I'on rencontre
dans la recherche pétroliere. Depuis son introduction en 1956 par J.M. Hammersley,
la percolation a également donné lieu a une jolie théorie mathématique qui recele
encore bien des défis. Nous renvoyons aux livres de Kesten et Grimmett (voir [10] et
[9]) pour une introduction aux outils mathématiques de la percolation. On y trouvera
en particulier de nombreux résultats sur la géométrie des amas infinis.

Depuis quelques années, différents auteurs se sont attachés a dévelop-per la théorie
du potentiel des amas infinis ou, en d’autres termes, a décrire le comportement d’une
marche aléatoire évoluant sur un amas infini (La 'fourmi dans un labyrinthe’ pour
reprendre une autre expression de P.G. De Gennes). Les premiéres bornes sur le noyau
de la chaleur sur un amas infini ont été demontrées par P. Mathieu et E. Rémy (voir
[14]) a Paide d’estimées du profil isopérimétrique d’un amas infini. Puis, M. Barlow
(voir [2]) a obtenu des estimées de type gaussien. Ces premiers résultats ont ensuite
permis de prouver la convergence de la marche aléatoire vers un mouvement brownien
sous la forme d’un principe d’invariance valable pour presque toute réalisation de w,
voir [16] [3] et [13]. L’objet du travail présenté ici est de compléter ce panorama en
donnant des estimées précises sur le nombre de points visités par la marche aléatoire
simple symétrique évoluant sur un amas infini.

Le processus de percolation est défini de la maniere suivante. Pour d > 2, notons
E4 I'ensemble des arétes de Z¢ défini par,

B = {(a,y): 3 les—ul = 1},

i=1..d

oux = (x1,....,2q) €t y = (y1,...,ya). Pour p €]0,1], soit w le sous graphe aléatoire
de £4 := (Z% E?) obtenu en gardant (resp. effacant) une aréte avec probabilité p
(resp. 1 — p) de maniere indépendante pour les différentes arétes de £?. On identifie
ce sous graphe de Z? avec I'application w : B¢ — {0, 1} telle que w(x,y) = 1 si Paréte
(x,y) est présente dans w (on dira qu’'une telle aréte est 'ouverte’) et w(z,y) = 0
sinon. On munit {0, 1}Ed de la mesure de probabilité @) sous laquelle les variables
aléatoires (w(e), e € E?) sont indépendantes et suivent des lois de Bernoulli(p). Soit C
la composante connexe de w contenant l'origine, |C| son cardinal et p. la probabilité
critique,
pe = sup{p; Q(|C| = +o0) = 0}.

On sait que 0 < p. < 1(voir [9]) , et désormais, on suppose que p > p.. On se place
sur 'événement {|C| = +oo}, C est alors 'unique amas infini. On considere alors sur
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C la marche aléatoire suivante : Xy = = et X,, 1 est choisi uniformément parmi les
voisins de X, dans C.

w(z,y)

2. wiz2)

zy(z,z)EEY

ie : P(Xn+1 = y|Xn = l‘) =

Le but de cet article est d’estimer le nombre de points visités par la marche X. Plus
précisément, posons N,, = [{ Xy, X1, ..., X, }|, P¥ la loi de la marche issue de z, et E¥
son espérance. Le principal résultat est :

Théoréme 2.1.1. Pour tout o €]0, 1], il existe deux constantes C;, Cs > 0 telles que
Q p.s sur 'événement |C| = 400, et pour n assez grand :

d d
_C.nd¥2 _ a+2
e~ Cin < EB’(QN") < e Csm

Remarque 2.1.2. Ce résultat est également valide pour la marche aléatoire a temps
continu qui attend un temps exponentiel entre chaque saut.

Dans le cas oit w = L% cette expression a déja été étudiée par Donsker M D et
Varadhan S R S (voir [5]). Ils prouvent, en particulier pour la marche aléatoire simple
sur la grille Z?, le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.3. (voir [5]) Il existe une constante c(d, ) > 0 telle que,

1
lim —; logEOZd(aN") = —c(d, @)
n—00 ) ats

Ce résultat est prouvé par double inégalité. La stratégie adoptée dans la preuve
de Donsker M D et Varadhan S R S, pour obtenir une majoration de l’expression

. d s s . . . .
lim ——1og EZ° (o), ne semble pas se généraliser dans un amas infini de percolation

N—00 y, T+2

pour plusieurs raisons. Par exemple, la symétrie de Z? est un point crucial dans leur
preuve, qui n’est évidemment pas satisfait dans un amas. En particulier, la marche
aléatoire sur Z¢ satisfait une propriété de martingale qui n’est plus vraie pour la
marche aléatoire sur ’amas de percolation.

La méthode developpée ici repose sur le fait suivant : E (™) peut s’écrire comme
une probabilité de retour a l’origine d’une marche Z construite a partir de X dans
un graphe plus "gros” que C, qui sera un produit en couronne. Trouver une borne
supérieure de E& (™) revient donc & trouver une borne supérieure de la probabilité
de retour de la marche Z. On sait que les inégalités isopérimétriques sont un outil
important pour prouver des inégalités fonctionnelles comme celles de Poincaré ou de
Nash, qui elles mémes, permettent d’obtenir des bornes supérieures du noyaux d’'une
marche simple (voir [4]). On étudie donc le profil isopérimétrique sur ce produit en
couronne. Grace aux récents travaux d’A.Erschler, on sait controler 'isopérimétrie
du produit en couronne de deux graphes a partir de I'isopérimétrie de chacun d’entre
eux. Ici, un des deux graphes étant le graphe ayant comme ensemble de points C, on
est finalement ramené a étudier de maniere assez fine la géométrie d'un amas et ses
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propriétés isopérimétriques. Notons B, = [-n;n]? et C, la composante connexe de
C N B,, contenant 'origine. Avec des techniques similaires a celles de [14], on prouve
la propriété suivante.

Proposition 2.1.4. Soient v > 0 et p > p.. 1l existe § > 0 tel que pour tout ¢ > 0 :
Q p.s sur #C = 400, pour n assez grand, on ait,

|8(ng|
fe(1A])

(2.1) > B pour tout sous-ensemble A connexe de C,,

. 1 st x < cn’
oU fc(x) = { x1—§ six>cen?,
et Oes A ={(x,y) €EEL w(my)=1letz € A; yg A}

Le rang a partir duquel l'inégalité (2.1) est satisfaite dépend de l'amas w et de c.

Remarque 2.1.5. Les mémes techniques s’appliquent pour des marches aléatoires sur
74 auz plus proches voisins, symétriques et dont les tauz de transitions sont bornés
supérieurement et inférieurement (condition d’ellipticité). Cette derniére condition
n’est pas satisfaite pour la percolation.

Apres avoir fixé quelques notations, ce papier se décompose en 4 parties. Dans la
partie 2, nous définissons un produit en couronne, nous expliquons l'intéret d'un tel
outil dans notre cas et nous traitons le probleme de l'isopérimétrie sur un produit
en couronne. Dans la partie 3, nous étudions le profil isopérimétrique d’un amas et
nous prouvons en particulier la propositions 2.1.4. A T'aide des parties 2 et 3, nous
établissons dans la partie 4, une borne supérieure pour la probabilité de retour a
I'origine dans le produit en couronne, et nous en déduisons une borne supérieure pour
EY (a™). Enfin, dans la partie 5 nous prouvons la borne inférieure du théoreme 2.1.1.

2.1.1 Notations

e Nous utiliserons le symbole := pour définir une nouvelle quantité et on notera |A|
ou bien #A le cardinal d'un ensemble A.

e La somme disjointe de deux ensembles A et B quelconques sera notée AUB . Cette
notation représente un ensemble en bijection avec (A x {0}) U (B x {1}).

e On notera D(0,z) la longueur minimale d’un chemin constitué d’arét-es ouvertes
reliant = 3 0, (appelé aussi distance chimique) et on pose B,.(C) = {z € Z%, D(0,r) <
r}. On utilisera également la norme Ny sur Z? définie par Ny(z) = >_._, ,|@, si
Tr = (.Tl, ...,.I‘d).

e (' et c représenteront des constantes dont la valeur peut évoluer de ligne en ligne
mais la dépendance en n ou w sera spécifiée par I'ordre des quantificateurs. La
constante 3 dépendra uniquement de p.
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e Un graphe G est un couple (V(G), E(G)), ou V(G) désigne l'ensemble des points
de G (vertices of G) et F(G) désigne 'ensemble des arétes de G. Dans ce papier,
les graphes seront non orientés ( sauf mention explicite comme par exemple dans
le lemme 2.2.7), et ou les arétes de type (z,x) sont exclues. Un sous graphe de G

est un graphe G’ tel que V(G') C V(G) et E(G') C E(G).

e On utilisera en particulier le graphe CY défini par V(CY9) = C et E(CY) = {(z,y) €
E x,y € C et w(x,y) = 1} et le graphe CJ défini par V(C9) = C, (on rappelle que
C,, désigne la composante connexe de C N [—n, n]¢ contenant l'origine) et E(CY) =
{(z,y) € B% z,y € C, et w(x,y) = 1}. De facon générale, lorsqu’il n y a pas
d’ambiguité sur les arétes, V9 désignera le graphe ayant cet ensemble d’arétes et
dont l’ensemble des points est V' . On notera également BY le graphe ayant B, =
[—n,n]? comme ensemble de points et o E(BY) = {(z,y) € £ x et y € B,,}.

e Soit G un graphe, pour A C V(G), on notera
OcA={(z,y) €e E(G); € Aety e V(G) — A}.

Cette notation est evidemment cohérente avec la définition du bord J¢s dans la pro-
position 2.1.4. En notant £L? = (Z¢, E4), le bord " classique” dans Z? d’un ensemble
A est donc noté dpaA.

e On travaillera plutot avec les fonctions de Fglner lorsqu’on parlera d’isopérimétrie.
Soit G un graphe, on désigne par Folg la fonction de Folner de GG, définie par :

Folg(k) =min{|U|; U C V(G) et

e Si G/ est un sous graphe de G, on notera :

Fol&, (k) = min{|U]; U C V(G') et

FolS, est toujours une fonction de Fglner de G’ mais ot le bord est compté dans

G.

2.2 Produit en couronne.

Dans cette section, apres avoir donné la définition d’un produit en couronne, on
motive I'introduction de tels graphes par la propriété 2.2.3, en considérant une marche
aléatoire construite a partir des noyaux de transition de la marche X, sur un certain
produit en couronne. Enfin, on estime la fonction de Fglner du produit en couronne
en question a l'aide des fonctions de Fglner des graphes considérés.

2.2.1 Définition

Soient A et B deux graphes, et by un point de V(B). Pour une fonction f :
V(A) — V(B), on appelle support de f, ensemble {a € V(A); f(a) # bo}.
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Définition 2.2.1. Le produit en couronne A B de deux graphes A et B, est le graphe
suivant :

- V(AU B) est l’ensemble des couples (a, f) ot a € V(A) et f:V(A) — V(B) est a
support fini,

-les arétes sont définies de la maniére suivante : ((al, f1), (ag, f2)) € E(AB)) si et

seulement si

ay = ay et Vo # a1 fi(r) = fa(z) et (fi(ar), f2(a1)) € E(B),

ou

fi=f2 et (a1,a2) € E(A)

Si (a,f) € V(A B), I'édlément f est appelée la configuration. On appellera le
graphe A la "base” du produit en couronne A B.

Remarque 2.2.2. Si A et B sont des graphes de Cayley de groupes, le produit en
couronne de A et B est le graphe de Cayley du produit en couronne de ces groupes,
avec ’ensemble “standard” de générateurs construits a partir des générateurs de A
et B (voir [7]). [ Le produit en couronne de deux groupes A et B est le produit semi
direct de A et Y , B ou A agit sur Y. , B par “f(z) = f(za™). ]

2.2.2 Marches aléatoires

Dans notre cas, on prend A = CY et pour B le graphe de Cayley du groupe (%, +)
avec 1 comme générateur. On notera ’encore’ % ce graphe. On choisit by = 0. Soit o
le point de A B tel que o = (0, fy) o 0 est 'origine de Z? et f; est la configuration

qui vaut 0 en tous points. Notons p( , ) les noyaux de transition de la marche X

définie dans 'introduction, ie : pour tout a,b € C p(a,b) = P¥(X; = y) wlab) o

= v(a)
v(a) est le nombre de voisins dans C de a. Pour « €]0; 1], on considere alors la marche
Z sur C9 % définie par Zy = o et dont les noyaux de probabilité sont :

ﬁ((av f)> (bv ftg,S)) = a2p(a, b),

(@, ). (b, fu1)) = a1 = a)p(a.b)
b,0

(0, ). (b, fag)) = a1 = a)pla.b)
b,1

p((@, ). (0. fo)) = (1 = @)*pla.b)

b1
ol
f(gx . u — f(u) pour u # a ou b,
y
a +—

b — .
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L’interprétation de cette marche est la suivante : imaginons qu’il y ait une lampe en
chaque point de C, qui soit allumée [resp. éteinte] lorsque la configuration en ce point
vaut 1 [resp. 0]. Supposons maintenant qu’a un certain instant le marcheur se trouve
en un certain point de C. En une unité de temps, il allume [resp. éteint| la lampe ol
il se trouve avec probabilité 1 — « [resp. «], il saute ensuite dans C uniformément sur
ses voisins et il allume [resp. éteint] & nouveau la lampe au point ou il se trouve avec
probabilité 1 —a [resp. a]. Ces trois étapes sont indépendantes. Remarquons que si on
"oublie” les configurations et que I'on regarde uniquement le premier argument de la
marche Z, on retrouve la marche X, ainsi on peut écrire Z,, = (X,,, f,,). Par ailleurs, si
nous fixons une trajectoire dans C, les états des différentes lampes sont indépendants.
Enfin, la marche Z admet des mesures réversibles, elles sont proportionnelles a :

m(a, f) = ]/(a,)(l?Ta)#{@f(i):l}'

Nous verrons plus tard qu’il suffit d’étudier le cas @ = 1/2 pour obtenir la borne
supérieure dans le théoréeme 2.1.1(la mesure m se réduit alors a m(a, f) = v(a) ) mais
pour la borne inférieure du théoreme et pour d’autres valeurs de «, la mesure m nous
sera utile.

Le lien, entre la marche Z sur ce produit en couronne et notre probleme initial
réside dans la propriété suivante. On note P la loi de la marche Z issue de o.

Proposition 2.2.3. On a, IP’;J(ZQH =o0) = Eg(a™1ix, —oy).

Démonstration.
Py(Zon=0) = By ((Xan fin) = (0.40))
= S P(Xo = ko, Xy = ki, ooy Xop = kg

(kovklv"-aan)eZd
kg=koy,=0

et f2n = fO)
— Z I@g(XO - kO7X1 - kl, ---7X2n - an)

(ko,kl,...,kgn)EZd
kg=Fkoy, =0

X P(fon = fol Xo = ko, .., Xon = kan)
=Y BE(Xo = ko, Xy = Ky ey Xon = ko)

(ko,k1,...,kan)€Z4
ko=k2pn=0
Xa#{ko""’k%}

= Eg (OzN2" 1{X2":0}).

2.2.3 Remontée de l’isopérimétrie sur le produit en couronne.

On explique dans cette sous section, comment une inégalité isopérimétr-ique sur
le graphe C se transmet au produit en couronne CJ? %. Ce type de résultat est di a



CHAPITRE 2: NOMBRE DE POINTS VISITES PAR UNE MARCHE ALEATOIRE SIMPLE SUR
38 UN AMAS DE PERCOLATION.

A. Erschler. Nous présentons ici, une preuve légérement plus simple et plus détaillée.
Le résultat principal est le suivant :

Proposition 2.2.4. [I existe des constantes universelles Cy,Cy > 0 telles que,

cnL

FOZC};z%(k) >

echozgg (Cak)

On peut prendre (cf preuve) Cy = log(2)/9 et Cy = 1/1000.
La preuve de cette propriété est assez technique et découle de plusieurs lemmes.
Pour alléger les notations, on notera, dans cette section, 0, = 0Oy, z. Pour com-

prendre la preuve, examinons d’ou proviennent les points du bord d'un ensemble
UcCV(Ci %). Iy en a de deux types :
- les points du bord provenant du bord de la base CJ, ie : les points de la forme
((a, 1): (b, 1)) avee (a,b) € B(CY),
- les points du bord provenant du bord en ’configuration’, ie : les points de la forme
((a, f); (a,g)) avec [ = g sauf en a.
Avant d’énoncer les lemmes préliminaires a la preuve de la propriété 2.2.4, introdui-
sons quelques notions. Soit U C V(Cy, 2 %).
e A chaque U, on associe un graphe Ky de la maniere suivante :

- les points sont les configurations f de I’ensemble

{f; Ja el (a,f) €U},

- deux points distincts f et g sont reliés par une arétes si et seulement si :

(a,g) et (a, f) €U,
da € C,, tel que et

Vo #a f(z) = g(x).
ie : f = g sauf en un point de p(V'), olt p est la projection V(C21 2 ) — V(C4) = C,.

e Soit f € Ky, on dit que f est b— satis faisable, si il y a au moins b arétes attachées
a f dans Ky,
ie: #{xepV); dimf =1} > b,

ou
dimf = #{g; (z,9) €V et Vy #z f(y) = g(y)} € {0, 1}.

Nous noterons Sy (b) 'ensemble des configurations b — satis faisables, pour alléger
les notations, la plupart du temps nous oublierons la dépendance en U, et on notera
donc S(b) cet ensemble.

Remarque 2.2.5. Pour tout U, on a
U] = 2|E(Ky)l,

et si pour tout (z, f) € U, on adimf =1 ( si U n’a pas de points “isolés”) alors,
x

U = 24B(Ky).
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Si f n’est pas b-satisfaisable, on dira que f est b — non satisfaisable et on notera
NS(b) I’ ensemble des configurations b-non satisfaisables.

Soit K un graphe, on étend la notion de satisfaisabilité a K. Un point x € V(K)
sera dit b — satisfaisable [resp. b — non satisfaisable] si il y a au moins [resp.
strictement moins de| b arétes attachées a z.

une aréte sera dite b— satis faisable si elle relie deux configurations b-satisfaisables

sinon on dira qu’elle est b-non satisfaisable. On notera S¢(b) ou S§ (b) [resp. N.S¢(b)]
'ensemble des arétes b-satisfaisables [resp. b-non satisfaisables].

Un point u = (z, f) € U sera dit b — satisfaisable [resp. b — non satis faisable] si
f € S(b) [resp. NS(b)]. On utilisera la notation S?(b) et NSP(b) pour I'ensemble
des points de U qui sont (ou ne sont pas) b-satisfaisables.

Un point u = (z, f) € U sera dit bon si dimf = 1 sinon on dira qu’il est mauvais.
€T

Maintenant la preuve de la propostion 2.2.4 se décompose en trois étapes, on suppose

que

19U
U]

< %, on prouve d’abord qu’il y alors peu de points b — non satisfaisables

(pour une certaine valeur de b), puis on extrait un sous graphe tel que tous les points
soient g — satisfaisables , et enfin on en déduit une minoration de |U|.

Dans la proposition suivante, on note ¢ la fonction F' olgg.

Lemme 2.2.6. Soit U C V(C41£), tel que

15U

2 1
o7 < Toook alors

(Z) {ueU; u mauwvais}| < _1

0] = 1000k’

(i) {uclU; ueNSP($(k)/3) } ~ 1

V] = 500"

Démonstration.
Pour (i) on remarque qu'un point mauvais de U nous donne un point du bord en
‘configuration’ de U, ainsi :

|0,U| > #{u € U; u mauvais}.

Pour (ii) posons :

et

Neud = {ueU; ue NSP(¢(k)/3) }
= {u=(z,f)eU;feNS(6Fk)/3)},

Newd(f) = {(z, f); (, ) € U}.

Notons que l'on a p(Neud(f)) = {z; (z, f) € U}. Pour un ensemble F' de configura-
tions, on pose Neud(F') = fUFN eud(f). Remarquons que c’est une union disjointe.
€

Soit maintenant f € NS(¢(k)/3), intéressons-nous a l'ensemble p(Neud(f)).

Chaque point du bord de p(Neud(f)) fournit un point du bord de U en ’base’. Soit
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I'ensemble p(Neud(f)) possede une part importante de bord relativement a son vo-
lume, et il fournit alors une part de bord en 'base’ dans U de I’ordre de son volume. Ou
bien, cet ensemble possede peu de bord relativement a son volume, et dans ce cas, du
fait que f soit non satisfaisable, cet ensemble fournit a U du bord en ’configuration’.

Dans tous les cas, on obtient des points du bord de U mais les hypotheses sur U
limitent cet apport. On distingue donc deux cas.

Premier cas : f € Fy := {f € NS(¢(k)/3); Pebzcdllll > 1},

On fait correspondre a chaque point du bord de p(Neud(f)) un point du bord de
U par l'application injective suivante :

U Oeop(Neud(f)) — U

feR
(@y) — (@5 )-

Donc, on a :

0] > S oep(Newd()] > 1 3 Ip(Neud())| > 1INeud(F)].  (22)

fEF: fem

Second cas : f € Fy :={f € NS(¢(k)/3); % < 11}

Comme f € NS(¢(k)/3), on a :

[ € plNeud(£): dimf = 1}] < 3o(k),

d’ou |
[{z € p(Neud(f)); dimf = 0} = [Neud(f)| — 56(k).

(on a utilisé le fait que |p(Neud(f)| = |Neud(f)|.)
Or f € Fy, donc par la définition de la fonction de Fglner on a :

[Neud(f)| = ¢(k).
Ainsi,
2
[{z € p(Neud(f); dimf =0} = Z|Neud(f)|.
Mais pour tout f € Fy, si y € {z € p(Neud(f); dimf = 0} le point (y, f) nous
donne un point du bord de U en configuration de maniere injective, par 'application

U A(a, f) € Neud(f); dim f = 0} — U

feF>

(e, f) — (@ .1).
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ott f, est la configuration qui vaut f en tout point différent de x et dont la valeur en
x est 0 [resp. 1] si f(z) =1 [resp. f(x) = 0]. Donc, on obtient,

2 2
0U] > gZ\NeUd(fﬂ > g Neud(F2)|.
fEF

D’ou l'on déduit que pour k > 2

1
|oU| > E|N6ud(F2)|- (2.3)
En additionnant (2.2) et (2.3) et en utilisant que ‘?ﬁl < Tooor s On a:
|Neud| 1
< —.
U] "~ 500

Lemme 2.2.7. Soit b > 0 et soit K un graphe. Supposons que E(K) # 0 et :

[NS§(0)|
(K] <1/2.

Alors il existe un sous graphe non vide K' de K tel que toutes les arétes soient
St (b/3).

Démonstration. On efface tous les sommets NSP(b/3) et ainsi que toutes les arétes
adjacentes. Il peut alors apparaitre de nouveaux sommets NSP?(b/3) dans ce nouveau
graphe. On les efface a nouveau ainsi que les arétes adjacentes, et on itere ce processus
"d’effacement” tant qu’il y a des sommets NSP(b/3). Prouvons que ce processus se
termine avant que le graphe soit vide.

Posons,
Ci = [NSk(O)],
Cy = |{e € Si(b);e effacée a la fin du processus }|
Co = |{e € E(K);e effacée a la fin du processus }|.

Si nous montrons que Cy < (4, le lemme sera démontré car
Co < C1+Cy <20 < |E(K)|.

Ce qui signifiera qu’il reste des points non effacés.

Pour prouver que Cy < (1, introduisons une orientation des arétes. Si A et B sont
deux points du graphe K reliés par une aréte, on oriente 'aréte de A vers B, si A a
été effacé avant B. Nous choisissons une orientation arbitraire si A et B sont effacés
simultanément ou si A et B sont non effacés. Nous noterons zil [resp. 1;1] I’ensemble

des arétes orientées quittant A [resp. arrivant en A].
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Sous-lemme 2.2.8. Soit b > 0 et A un point de K, effacé a la fin du processus.
Supposons que A soit initialement SP(b), alors

|A] < S[A]
! 21
ETAT INITIAL ETAT PRECEDENT L’EFFACEMENT DE A
\h
A est S(b) Il reste moins de b/3 arétes.
Il'y a au moins b arétes .
Figure a

Démonstration. La figure a illustre le début et la fin du processus au point A. On a,

1 2
|A| <b/3 et |A]>b—-b> b
! T 3 3
D’ou,
1
41 < 541
1 T
U
Pour finir la preuve, on pose :
Dy = {points effacés a l'étape 1},
D; = {points initialement S?(b), effacés a 1’étape i} pour i > 2
F; = {arétes entre D;et D; ; },
F! = {arétes quittant D; i}

Ces ensembles sont schématisés sur la figure b.
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(A - )
Y, } F2
< D2

|/ Y

FA

Figure b.

Notons que F; C F] et que par ailleurs les arétes de F] sont effacées a 1'étape ¢ — 1.
En appliquant le sous lemme 2.2.8, en chaque point de D;, on obtient :
: 1
Vi>2 |Fly < IR
D’ou,
1
|Fial < F‘FQ"
(On a utilisé le fait que |F;| < |F/|.) Ainsi,
1
/
/< —
(2.4) | Y Fil < (;2i) | Fl.

Maintenant, les arétes de I, sont NS4 (b) car si elles étaient S5 (b), elles relieraient
deux points S%-(b) et en particulier, les points de D; seraient S%-(b), donc S%-(b/3)
donc non effacés a ’étape 1. Il s’en suit que,

(25) ) < INSG ()] = Cu.
Par ailleurs, toute aréte S°(b) effacée, est dans un certain F; avec ¢ > 3, donc
(2.6) Cy = #{e € S°(b); e effacée a la fin du processus } < | Y F!|.

Des inégalités (2.6), (2.5) et (2.4), on déduit que Cy < Cf, ce qui termine la preuve. [

Lemme 2.2.9. Soit Y > 0 et soit A un ensemble non vide de configurations, tel que
pour toute configuration de A, il existe au moins Y points ou l'on peut changer la
valeur de f tout en restant dans A, alors : |A| > 2Y. e :

(Vf € A 3ay,ay,...,ay €C, tels que f,, € A) = |A| > 27,

ot f,, est définie a partir de f par :

foi(x) = { f(x) st T # a;

1— f(x) sinon .
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur Y.

-Si Y =1 la propriété est satisfaite.

-Supposons Y > 2 et considérons un point = (dans la base ) tel qu’il existe f,g € A
satisfaisant f(z) = 0 et g(x) = 1, et posons Ay = {h € A;h(x) =0} et A; = {h €
A; h(z) =1}. Ag et Ay sont non vides. On a A = A; U Aq et cette union est disjointe.
Par ailleurs, Ay, A; vérifient 'hypothése de récurrence avec la constante Y — 1. Do,

|A| = |Ag| + | A > 2.2V 1 =2V FL
0

A T'aide des trois lemmes précédents, on peut maintenant démontrer la propriété
2.2.4.

Preuve de la proprlete 2.2.4:

Soit U C CI1 5 Verlﬁant ‘?ﬁl < 100% Procédons en 5 étapes.

1. Soit U' = U — {u € U; u mauvais}. Posons K = Ky, on a E(Ky) = E(Ky/) (K
est le sous graphe de Ky qui ne contient que des points attachés a une aréte de
Ky).

2. V(K) (et donc aussi F(K) par construction) est non vide, puisque par le (i) du
lemme 2.2.6 :

1

V(R 2 (1= —==)|U]

3. On a successivement :

#{e € E(K)NNS“(¢(k)/3)}) = #{e € E(Ky) N NS“(6(k)/3)}

1
< S#lue U NS (6(k)/3))
(remarque 2.2.5)
< -
- 1000|U|
(par le lemme 2.2.6 (i7))
1
< 1000i#{uEU u bon}
(par le lemme 2.2.6 (7))
9 .
- 2 R
1000 —
< 0 |B(K)],
avec 6 = %g < %

4. Grace aux points 2 et 3, on peut appliquer le lemme 2.2.7 a K et déduire qu'il
existe un sous graphe K’ de K ol tous les points sont S%.,(é4(k)/9).
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5. On déduit du lemme 2.2.9 que,
U| > 98(k)/9

Ainsi on a prouvé que pour tout ensemble U C V(CI1 Z),

0.U] 1
<
U] ~ 1000k

= U] > 2Fozgg(k)/9’

ce qui implique,

Folw%(k) N 2Fol‘é§(k/1000)/9

chZ

et fournit des valeurs numériques des constantes C et Cj.

2.3 Isopérimétrie sur un amas de percolation

Apres avoir brievement discuté d’une premiere inégalité isopérimétrique, on ex-
plique quel type d’inégalité isopérimétrique est nécessaire pour prouver le théoreme
2.1.1. Enfin le reste de cette section est consacrée a la preuve de la propriété 2.1.4.

2.3.1 Point de départ.

Dans [14], I'inégalité suivante est prouvée.

Proposition 2.3.1. [l existe une constante = [((p,d) > 0 telle que Q p.s sur
lensemble |C| = 400 on ait,

Ops A
In, Yn > n, inf 19 1|Z Bda
AcenjAi<ieal/2 [A]'TE T ntTe

. o log log(n)
ot e =¢e(n) =d+2d ala)

Dans cette inégalité, on peut remplacer le bord dans CJ par le bord dans CY, et
enlever la condition sur le volume de A, en remarquant les deux points suivants.

1. Pour tout A C C,,, OcsA = 8cg+kA pour tout k > 1.
2. Puis pour enlever la condition sur le volume, rappelons la propriété relative a la
croissance du volume de C,, ( voir Appendix B dans [14])

Proposition 2.3.2. I] existe p > 0 tel que Q p.s sur l’ensemble |C| = +o0 pour n
assez grand,
C,| > pn.

Ainsi, par exemple il existe ¢ > 0 tel que Q) p.s pour n assez grand, pour tout
A C C, on ait,
|A| < |Cn| < |Cn+0’n|/2'

En effet |C,| < n? < £(n+ k) < 5|Cpys| est réalisée des que l'on prend k ~ n.
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On déduit donc de la propriété 2.3.1, (en modifiant la constante 3 par une constante
multiplicative) que :

38 >0 @ p.s pour n assez grand, inf
Acer |A

Cette maniere de compter le bord nous donne une majoration de la probabilité de
retour de la marche Z tuée quand elle sort de la boite B,, = [—n,n]? Si on applique
alors la méme démarche que I'on va utiliser a la section 4, a partir de cette inégalité
isopérimétrique, nous trouvons une majoration de la probabilité de retour de Z (et
donc de la transformée de Laplace du nombre de points visités) en

d
e ¢t d+2
e log(t)cl .

Ceci n’est pas la borne supérieure attendue. La principale partie du travail consiste
donc a supprimer le terme logarithmique. Pour cela, I'idée est de prouver une nouvelle
inégalité isopérimétrique, qui est similaire & celle que I'on a dans le graphe £¢ =
(Z4, EY) pour les ensembles de ’gros’ volume. Plus précisement, la propriété 2.1.4
peut s’interpréter ainsi, pour A C C,, si |A| est grand, on a ET%A%‘ > C, et si|A] est

petit, on peut dire que |Ogs A| > 1.

Les deux sections suivantes sont consacrées a prouver la propriété 2.1.4 pour tout
p > p., par des techniques de renormalisation. Dans la section 2.3.2, nous prouvons
pour des valeurs de p proches de 1, une inégalité isopérimétrique modifiée, correspon-
dant a un événement croissant. Puis dans la section 2.3.3, a 'aide du théoreme 2.1
de [1], on déduit la propriété 2.1.4.

2.3.2 Une autre inégalité isopérimétrique

Soit G,, I'ensemble des points de B,, attachés a une aréte ouverte. Soit alors L,, la
plus grosse composante connexe de w dans B,. On note L, la composante connexe
de £, dans le graphe w. £ est le graphe ayant £, comme ensemble de points et
'ensemble des arétes est défini par : E(L3) = {(z,y); w(z,y) =1, 2,y € L,}.

Posons pour A C B, n(A) le nombre de composantes connexes de B, — £,, qui
contiennent au moins une composante connexe de A. Notons que si A est connexe
n(A) =0 ou 1 suivant que A C £,, ou non.

Remarquons également que si A C By, [0z A] = {(z,y) € B4z € A NL, y €
B — A, et w(z,y) =1}

Proposition 2.3.3. I existe py < 1 tel que pour tout p € [po; 1] :

d8>0 Ve>0 Q p.s3Ing. Yn>ny,
A 87“4
nA) oAl
fe(lA])

(2.7) VA C B,, connexe
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Avant de prouver cette propriété, remarquons les deux faits suivants :
-d’abord I'événement défini par 1’équation (2.7) est croissant. En effet, I'ajout d’une
aréte a w, ne fait pas diminuer |05 A|. Et sin(A) diminue de 1, cela signifie qu’il y avait
une composante connexe de A qui n’intersectait pas £,, et qui maintenant intersecte
L,, donc le bord |0z Ala augmenté de 1. Finalement, la somme n(A) + [0 Al ne
décroit pas.
C’est cette raison qui motive l'introduction d’une telle inégalité, afin de permettre
I'utilisation des techniques de renormalisation.
-par ailleurs, pour n assez grand, C,, = £, (voir la premiere partie de la preuve de
2.3.3), si 'on prend alors A C C, connexe, n(A) = 0 et on retrouve 'inégalité 2.1.4
pour p proche de 1, comme conséquence de la proposition 2.3.3.

Démonstration.

Commencons par prouver que pour n assez grand £, = C,, ce qui nous sera utile
dans la suite de la preuve.

Supposons L, # C,. On a immédiatement par la propriété 2.3.2 que :

2.5) 0] 2 [Cal = pn.
Soient C; les composantes connexes de B,, — L,, dans le graphe B?. Pour tout ¢ on a :

(s C; est (¥)-connexe?

(car C; et B,, — C; sont connexes )

et
\ \8B%C¢| =0.

Pour 8 > 0, posons,

ZFl{w<e>:1}
(2.9) A, ={3r c E(B}); %W <g,

|F| > (logn)®, F (%) — connexe}.
On a

gl{w«e):u
QA7) < Z Q(T <pB)

F
|F|>(logn)2 et F (*)—connexe

Du fait que les variables aléatoires (w(e)). suivent des des lois de Bernouilli(p) et sont
indépendantes, par I'inégalité de Bienaymée Tchebitchef, on a :

2 Lu(e=1}

(2.10) YA >0 Q(MW < §) < MFl(pe> 1),

2un ensemble M d’arétes est dit (*)-connexe si pour tout e,e’ de M, il existe une suite d’arétes e1, ..., em

de M telle que e1 = e et e, = € et e; 0 eit1 ol (z,y) 0 (z',y') si max|z; — z;| <1 et max|y; —yi| < 1.
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D’ou, pour tout A > 0 on déduit :
(2.11) QA < Y e pe +1—p)Fx
k>(logn)?
{F C E(BY); F () — connexe, |F|=k}|.

Mais |[{F C E(BY); F (x) — connexe, |F|=k}| < (2n+1)%, oll a est une constante
qui dépend seulement de d (voir [17]). Ainsi, le terme général de la série du membre
de droite de ’équation (2.11) est majoré par :

(2n + 1)dek[a+AB+log(pe*A+1—p)].

Si p est proche de 1, et si on choisit § assez petit (avec § < 1), il existe A > 0 tel que
a+ M3 +log(pe™ + 1 —p) = - < 0. Donc pour n assez grand,

Q(A,) < C (2n + 1)%eElosm? < =5 llogn)?

Cette derniere expression est sommable en n, donc par le lemme de Borel Cantelli,
on déduit :

Yw In, , Yn>n, we A
Ainsi, () p.s pour n assez grand OJggC; € AY.
(2.12) ie: |0 Ci| < (logn)?.
Or
|Cil < | Bn| = [£nl.

Puis de (2.8), on déduit :
1C;] < dn avec ¢ < 1.

Puisque C; a un volume plus petit qu’une fraction du volume de B,,, on peut donc lui
appliquer I'inégalité isopérimétrique restreinte & une boite Z¢, pour en déduire

(2.13) Cy| < Cylog(n)i-r.

Or, si £,, # C,, il existe i tel que C, C C;. Ce qui est impossible compte tenu de
(2.13) et de la propriété 2.3.2. Donc pour n assez grand, L,, = C,.

Fixons-nous a présent un ¢ > 0.
Si |A| < en?, (2.7) est satisfaite puisque n(A) + [0z Al > 1.
Supposons donc maintenant |A| > cn?. Par la majoration (2.13 ) vérifiée par les
volume des Cj, nécessairement A intersecte L,,. De ce fait, on a n(A) = 0. Nous
voulons donc prouver que

875714
054l

(2.14) APt > .

Procédons en 5 étapes.
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1. L’isopérimétrie classique dans Z¢ fournit,
004
A1

(2.15) > Oy

2. On voudrait remplacer 9,4 A par 05 A. Mais si on applique un argument de contour

a A, il peut exister des arétes de 9,4 A qui appartiennent & w — L3. Nous allons
donc appliquer un argument de contour a I’ensemble A auquel nous avons rajouté
les ”morceaux” de w — L7, connexes a A.

Du fait que p.s, il n’existe qu'une seule composante connexe infini dans w ( qui
est C, = L, pour n assez grand), on peut trouver un k = k,, tel que tous les
chemins de w — CJ commencant dans B,,, se terminent avant d’atteindre une aréte

de 8Ld6n+k-

Bn+k

figure c.

Soient (a;)i=1..m les chemins de w — L9 qui débutent dans A (voir figure d). Tous
ces chemins sont contenus dans B, ;. Ajoutons ces chemins a A, et posons

A" =AUa...Ua,,.

3. A" vérifie les propriétes suivantes. A” est connexe et on peut supposer que Z% — A”
est connexe. En effet, si ce n’est pas le cas, on remplit les trous, en prenant B le
complémentaire dans Z? de la composante connexe de Z? — A” (dans le graphe £%)
qui contient les points a l'infini, et une inégalité isopérimétrique pour I’ensemble
B se transmet a A”, puisque |B| > |A"| et |04 B| < |04 A”| .

Ainsi 0pa A" est (*)-connexe .
Par ailleurs, on a

(2.16) |0,A"| = 05 Al

(w désigne dans 1’égalité précédente le graphe issu du processus de percolation) et
I'inégalité isopérimétrique classique dans Z? donne :

1004 A"| > Cy|A"|""0 > Cy(en)' 5.
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4. Appliquons un argument de contour a A”. Pour 3 > 0 on pose :

. Zlwe=y
Al ={w; IF C B, |F| > Cy(en?) e, S—np— Vi 3,

F (*) — connexe, FNE(BI) # 0}.

IA

Comme précédemment, a l'aide de (2.10) on a :

QAN < > I pe +1—p) x h(n,j),

§2Calen)!
ott h(n,j) =sup|{H C E¢ ,H (%) — connexe |H| = j ,
k>0
et HNE(BY) # 0}

Mais [{H C E(B},, ) ,H (x)—connexe , |H| = j , HNE(B,) # 0}| est
inférieur & (2n + 1)%% pour tout k > 0 (avec a indépendant de k). Donc, on
obtient finalement que si p est proche de 1, il existe une valeur 4’ > 0, et un 6 > 0

tels que pour n assez grand :

QU < e

Puis par le lemme de Borel-Cantelli, on déduit que () p.s pour n assez grand,
0pa A" ¢ A
ie: |0,A"| > B0« A"].

5. On peut alors terminer la preuve : par (2.16) on a,
0541 > #10a'|.

En appliquant alors, I'inégalité isopérimétrique dans Z¢ & A” et par le fait que
A C A7, on déduit qu’il existe § > 0 tel que @ p.s, pour n assez grand,

054 = Bl A4,

2.3.3 Renormalisation

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la propriété 2.1.4 pour tout p > p..
Reprenons les notations et résultats de [1]. Soit p > p. et N € N. On recouvre Z?
par une union disjointe de boites de taille N telles que Z¢ = UdBZ- ou B; est la boite

1EZL
centrée en (2N + 1)i. Soit B! la boite de méme centre que B; mais de taille %N .
Introduisons (voir [1]), E(N) = {(ke1, (k+1)e1); k =0, ..., [VN]} et & = Tyan11E(N),

oll 7, représente le décalage dans Z? avec b € Z4. On dit qu'un amas K contenu dans
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B’ est traversant pour B C B’, si dans les d directions il existe un chemin ouvert
contenu dans K N B reliant la face droite de B a la face gauche de B.
Considérons les deux événements suivants :

RN . = [{il existe un amas traversant K dans B/ pour B}, tout che-
min ouvert contenu dans B; de longueur plus grande que
N/10 est connecté a K dans B;, et K est traversant pour
toute sous-boite B C B de taille supérieure a N/10},

SN: = {1y a au moins une aréte ouverte dans &;}.

Nous écrirons K (B;) quand cela est nécessaire pour indiquer que nous considérons
I'amas traversant K de la boite B;.

On définit alors ¢y : w — {0,1}% telle que (pn w)(z) = 1gyvasy (w), et on dit
qu'une boite B, est bonne si (¢ w)(x) = 1. (ie : si les deux événements sont réalisés)
sinon on dit que la boite est mauvaise. Cela définit un processus (dépendant) de
percolation sur les sites du réseau renormalisé, voir [1] pour plus de détails.

Preuve de la proposition 2.1.4.
On a prouvé la propriété 2.3.3 pour un parametre de percolation sur les arétes assez
grand. Puisque 'ensemble des amas qui vérifie I’ inégalité (2.7) est un événement
croissant, cette inégalité est donc aussi vérifiée pour un paramétre de percolation sur
les sites assez grand (voir [12]).

Soit A C C, connexe, notons A = {i € Z% AN B; # 0}. A est connexe et
remarquons que l'on a :

Al
(2N + 1)4

On utilise la notation ~ pour les quantités définies dans le processus renormalisé.

Pour un bon choix de N, par la proposition 2.1 de [1], on peut appliquer la
proposition 2.3.3 pour A dans le processus renormalisé, donc (2.7 ) est vérifiée pour
A 1 il existe 8 > 0 tel que pour tout ¢ > 0, () p.s pour n assez grand on ait,

|A] >

mAy+m&A

(217) 70D

> p.

On distingue alors deux cas.

1. Sia(A) = 1, alors A est contenu dans une des composantes connexes de B, —L,.
Ainsi, dz A = (), et donc (2.17) donne 1 > Bf.(|A]). Du fait que des A # ), on
déduit :

4]

(2N +1)4

s
(2N + 1)i-1

10ca A| > Bf.(|A]) > Bf. ) >

fean+1y(|A])-



CHAPITRE 2: NOMBRE DE POINTS VISITES PAR UNE MARCHE ALEATOIRE SIMPLE SUR
52 UN AMAS DE PERCOLATION.

qui est I'inégalité de la proposition 2.1.4 (pour tout ¢ > 0 et avec une constante 3
plus petite).
2. Si a(A) = 0, alors par (2.17) on a,

|62g/1|
F(IA])

Soit (i,7") € Oz A alors B; et By sont des bonnes boites et A intersecte B; mais
pas B;y. Nous zﬂlons montrer que chaque couple ainsi choisi donne au moins une
aréte de Ogs A. En effet, du fait que les deux boites B; et By sont bonnes, on peut
trouver x € B;NAet y € By N(C — A) reliés par un chemin ouvert dans B; U By,
et sur ce chemin se trouve une aréte de OJggs A.

> 0.

[ Expliquons rapidement comment trouver x et y. On prend x € A donc z € B;NC.
C est infini donc il existe un chemin dans C reliant x a 'extérieur de B.. Comme ce
chemin a une longueur supérieure a N/4, il est connecté a 'amas K (B]) dans B
(donc par connexité K(B]) C C). Prenons maintenant un chemin ouvert contenu
dans K(B]) N B; joignant la face gauche a la face droite de la boite B; dans la
direction de B et soit y sur ce chemin et dans B;. Toujours par connexité, on en
déduit finalement l'existence d'un chemin dans C reliant = a y. |

Il y a au plus 2¢ arétes (i,7') qui peuvent donner la méme arétes dans des A (toutes
les arétes (i,4') avec i voisin de i dans Z¢ ). Donc finalement, on a, pour tout
c>0:

g
2d

p
= 202N + 1)&1

1 -
00 Al 2 5310z Al = 2 fo(|A]) 2 feenny (JA]).

Ce qui termine la preuve de la propriété 2.1.4, pour tout p > p..

2.4 Preuve de la borne supérieure

Par les résultats de la section 2.3 et 2.2.3, on prouve une minoration de la fonction
de Fglner sur CJ1 QZ’ puis par des outils analytiques (type inégalité de Nash) on
obtient une borne supérieure de la probabilité de retour de Z puis de la transformée
de Laplace du nombre de points visités.

2.4.1 Isopérimétrie sur CJ 22

La propriété 2.1.4, donne la minoration suivante pour la fonction de Fglner de CJ
relative a CY.

Proposition 2.4.1. Soit v > 0, il existe 3 > 0 tel que pour tout ¢ > 0, @ p.s sur
lensemble |C| = 400, pour n assez grand, on ait :

' g
(2.18) Foli(k) = 4 ¥ L h<en
n (Bk)*  sik >en?.
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Démonstration. On procede en deux étapes.

1. D’abord il est facile de voir que 'on peut restreindre le minimum définissant la
fonction de Fglner a des ensembles connexes,

Folgg(k) = min{|A|;A CC, et

En effet, si A n’est pas connexe, notons (Ai)izl__t ses composantes connexes. Au

. e . O A
moins une satisfait la condition % < %, et on a |A4;| < |A].

2. Maintenant, par la proposition 2.1.4, il existe 3 > 0 tel que pour tout ¢ > 0, Q) p.s
sur |C| = 400 pour n assez grand, on a

Ocs A
19, Al > [ pour tout ensemble A C C, connexe,
fe(|A])

Donc, pour tout A connexe de C,, on a,

9esA] _ Al > Bk,

1
(2.19) A & F(AD

_z

70 et définissons G~ ! par:

Posons alors G(z) =

six <cn?,

1 . . — — Y
G (y) =inf{z ;G(z) =y} = { yl six>cen.
On déduit de (2.19)

|Al > G1(Bk).

(2.20) ie: Folgy (k) > G~ (k).

Grace a la proposition (2.2.4) et a I'inégalité (2.20), on déduit immédiate-
ment qu’il existe C' > 0, tels que pour tout ¢ > 0, @) p.s pour n assez grand,

(2.21) ol zQZ(k) > { e sik <en?,

Chigg Ok i k> en.

On ne peut déduire directement une majoration des noyaux de la marche Z, a partir
de cette minoration car les arétes du graphe C9 % ne sont pas adaptées aux sauts
de Z. On construit donc les graphes suivants.
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Soit G un graphe, on note G z% le graphe tel que,

VIGnZ)=v(Gi12),
BGUE) = {((@ . ) (5,9) € BG) et (i,)) €{0,1}
et supp(f) C G }.
Soit § un point imaginaire, on pose C, = C, U {6} et Co le graphe ayant C, comme

ensemble de points et 'ensemble des arétes est défini par E(C) = {(z,v); w(z,y) =
1, z,y € C,} U{(x,0); x € C,, Iz € V(w) (2,2) € 0,Cy}. Notons alors

Y/
W, =Clto
22Z
et 7
W, =Cll—.
n 222Z
On prouve :

Proposition 2.4.2. [| existe une constante C' > 0 telle que que pour tout ¢ > 0, Q)
p.s sur |C| = +oo et pour n assez grand,

cnE

cing

(2.22) FolS"Z (k) > F(k) = Fe (k) =

Ck4

e* sik < en,
e stk >cn”.

Démonstration. On procede en 4 étapes.

1. Soient € et ¢’ les formes de Dirichlet respectives de W,, et W/ définies pour tout
f,9:V(Ci1£Z) — R par :

ef.9)= > (fl@) = fW)g(x) - g(y)),

et

€(fo)= Y. (f@ =)y —ag).

(zy)€E(W)

2. Les graphes W,, et W/ sont quasi isométriques par I’application identité sur V' (W,,) =
V(W!). En effet, soient d et d’ les distances respectives sur ces graphes, pour tout
u,v de V(WW,) on a :

1
gd'(u, v) < d(u,v) < 3d'(u,v).

Ainsi (voir 1.3 dans [18]), il existe Cy,Cy > 0 (indépendant de n) tels que, pour
tout f: V(CI1Z) — R,

(2.23) Cre(f, f) < €(f. f) < Caelf, f).
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3. Soit U C V(C Z), prenons f = 1y} dans (2.23), on obtient

(2.24) Ch|0w, U| < |0y, U| < Cs|0w, U]
4. Orona |0, U| = |8C92%U\ et [Ow, U| = |8CQR%U|. Finalement, on déduit de (2.21)
et (2.24), que 'on peut remplacer 8@(% par 86922% dans (2.21), cela n’affecte que

les constantes ¢ et C.
O

2.4.2 Borne supérieure de P¥(Z,, = 0)

On suppose pour cette section o = 1/2. Grace a (2.22), nous obtenons une majo-
ration de la probabilité de retour de la marche aléatoire Z.

Proposition 2.4.3. Supposons a = 1/2. Il existe une constante ¢ > 0 tel que Q) p.s
sur |C| = 400, et pour n assez grand,

. _d_
P“(Z, = 0) < e ",

Démonstration. Posons 7,, = inf{s > 0; Z; & C, %}. Ainsi, on peut écrire,

(2.25) P2 (Zy, = 0) = P2(Zy, = 0 et 7, < 2n)

+P¥(Zyy = 0 €t 7, > 2n).

-Le premier terme du membre de droite est nul, puisque la marche ne peut revenir
a l'origine au temps 2n en sortant de la "boite” V(CI? 2%) avant le temps 2n.

-Le deuxiéme terme est égal a P,(Z35, = o), ou (Z!"); désigne la marche aléatoire
sur W/, coincidant avec Z mais tuée quand elle sort de W'. (Z); est réversible pour
la mesure m restreinte & V(C4 112) (m est définie & la sous section 2.2.2). B
Par les méthodes développées dans [4]), pour obtenir une borne supérieure de P,(Z%, =
0), posons pour U C V(CI112) :

|80922%U|m = Z m(ul)ﬁ(ula'LL?) 1{(U1,u2)€8CgHLU}
g 2Z

et

Ul = 2 m(u).

uelU

Comme on suppose « = 1/2; la mesure m se réduit a m(a, f) = v(a) (qui est bornée
car la valence du graphe CY est comprise entre 1 et 2d) et on déduit donc a 'aide de
I'inégalité (2.22) que dans ce cas, il existe une constantes C' > 0 telle que pour tout
¢>0, @ p.ssur |C| = 400, pour n assez grand,

Z 0oz Ulm
(2.26) min{|Ul; U C V(CI11==) et %

<
27 -

L} > Feh)
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Prenons ¢ = 1. I := F; est positive et croissante, et son inverse est :

Fl(y) = inf{z >0; F(z) >y}
%log(y) siy<e
(2.27) = cn? si efn! <y < eOn”
(&log(y)'/* si e <y,

CcnY

Comme F~! est croissante, (2.26) implique une inégalité de Nash (voir par exemple
14.1 in [18]) pour la forme de Dirichlet associée a Z", puis une majoration du noyau :

pour tout i > 0, Py(Z3; = 0) < 2a(i),

ou a est la solution de I’équation différentielle suivante,

¢ = s
a(0) = 1.

A Taide de I'expression de F'~! par (3.20) et en résolvant 1'équation différentielle dans
chaque cas, on obtient qu’il existe des constantes ¢; (avec cs, cg et c13 > 0) telles que :

e Pour 0 <t < ¢n® + ¢y,

a(t) — 67(03t+04)1/3 .

e Pour c;n®" + ¢y <t < esn DV 4 cn® + e + g,

a(t) _ e—cgt/n2“’+01on"’+611/n2“’+012
e Pour c5nlt27 4+ ¢gnd + ¢;n? + ¢5 < t,
CL(t) — e*(013t+014n(d+2)”+015n3"’+016n2"’+617)d/d+2

.« . 1
On choisit v < 5 ,

t = 2n assez grand,

ainsi on déduit qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour

~ _ _d_
BS(Zp, —o0) S e,

Finalement par (2.25) et comme n +— ]f"jj(Zn = 0) est une fonction décroissante, on
obtient I'existence d’'une constante ¢ > 0 telle que @ p.s sur |C| = 400 pour n assez
grand,

. A
P“(Z, =0) < e """,
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2.4.3 Conclusion : borne supérieure pour la transformée de Laplace.

Nous pouvons alors démontrer la borne supérieure de la propriété 2.1.1.

Proposition 2.4.4. Pour tout a > 0, il existe une constante c(d, a, p) > 0 telle que
Q p.s sur l’ensemble |C| = +o0,

d
In, Vn>n, EY(aMNr) < e clden®?

Démonstration. La résultat découle des 3 faits suivants.

1. D’abord, il suffit de prouver le résultat pour une valeur 0 < ag < 1 de «a. En effet,

d
— d
supposons que E¢ (ad™) < e~clden®™2 “alors

d

-si a < ay, il est clair que B¢ (a™) < E¥(af") < emcldaon 2

A

-si ag < @ < 1, nous pouvons trouver A > 0 tel que a = ap*, avec 0 < A < 1. Puis,

on écrit,

Eg(a™) = Eg(lag"]")
< [E¢(ap™ )] (inégalité de Jensen)
< 6—>\ c(d,on0) n#d? )

Ce qui donne le résultat pour a en prenant c(d, o) = Ac(d, ap) = (11(?;(((52))0(037 ap).
2. La deuxieme étape est résumée dans le lemme suivant (voir [15]).

Lemme 2.4.5. I existe une valeur ay > 0 et une constante ¢ > 0 telles que,
E5((1/2)™ 1 (x5,-0}) = ¢ Eg(o1").

Démonstration. Pour "retirer” la condition {Xs,, = 0}, I'idée est de couper les
chemins a l'instant n et d’utiliser la réversibilité entre I'instant n et 2n. On utilise
en particulier le fait suivant :

(2.28) [PY(N, = m)]* < 2d(2m + 1)*P%(Ny, < 2m; Xa, = 0).
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Ecrivons en effet,

PN =) = (3 RSN, = mi X =)

h€Bm (C)
- ( S Vo) x 1/y/v(h) x
h€Bm/(C)

2

< u(Bu(C) Y (1/v(h)P§(N, = m; X, = h)®
h€Bm (C)
(par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
< 2(2m+1)* > PE(N, =m; X, = h) x
h€Bm(C)
Py (Nn = m; X, = 0)(1/v(0))
(par réversibilité)
< 2d(2m+1)* > PE(N, =m; X, = h) x
h€Bm (C)
P(N? = m; X,, = h; Xo, = 0)
(ot N2 = #{X,,, ..., Xa,})
< 2d(2m + 1) PY(Ny, < 2m; Xy, = 0).

Calculons maintenant, Eg((1/2)N"1;x, —y). On a successivement :

E5((1/2)" 1pg,=0) = D (1/2)™ Pg(Nay = m; Xoy = 0)

m>1

= 1/2) (1/2)™ P§(Nay < m; Xa, = 0).

m>1

Car {Ny, = m} = {Ny, < m} — {Ny, < m — 1}. Puis,
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E((1/2) Lixgmay) = 123 (1/4)"BS (Noy < 2m; X, = 0)

(par le fait (2.28) )

> 3 e A B, = m)]
> e (1/5)" B (N, = m)]?
> CO(Z<1/4)M)1 «
(Z>1<2 7B (N = m)
(par l’inégalité de Cauchy-Schwarz)
> ¢ Bl 2)")
ce qui prouve le lemme 2.4.5. O

3. On peut alors conclure. Pour o = 1/2, la propriété 2.4.3 donne

d

P(Z, = 0) < e "
Par ailleurs, par la propriété 2.2.3 on a
Eg((l/Q)NQR]-{XQn:O}) = ]P)ZJ(Zn - O)-

Donc le lemme 2.4.5 du point 2, nous donne une borne supérieure du bon ordre
pour une valeur aq, et le point 1 permet d’étendre cette borne a tout « de |0, 1].

O

2.5 Borne inférieure de Eg(a™")
Dans cette partie, on montre la

Proposition 2.5.1. [l eziste une constante ¢ > 0 telle que Q p.s sur |C| = +oo, et

pour n assez grand, on ait :
d

Eg(()éNn) > efcndJr2 )



CHAPITRE 2: NOMBRE DE POINTS VISITES PAR UNE MARCHE ALEATOIRE SIMPLE SUR
60 UN AMAS DE PERCOLATION.

2.5.1 Faits généraux pour les marches aléatoires

Ce qui suit peut s’appliquer a toute chaine de Markov Z qui admet une mesure
réversible m. Soit A un ensemble de points du graphe sur lequel Z évolue. On peut
écrire

P (Zyn =0) = Y Pe(Zy=2)P2(Z, = o),

m(0)

> ZI@’?(Z,L =2) X m<z)]fp2}<Z" =2);
m(O) W _ 2

> W[;Po(zn =2)|°,
m(O) ~ 2

> m[Po(Zn € A"

Dans notre cas, nous prenons :
A=A, ={(a,f); a€ B,(C) et supp(f) C B,(C)}.

Rappelons que m(a, f) = V(a)(leo‘)#{i;f(i):I}. Donc, on a :

d

1—« r

m(A,) < 2dr" Y Chi(

k=0...rd

¥ =2d

@ art’

Par ailleurs, la structure des arétes sur un produit en couronne, implique :

P“(Z, € A,) > P2(Viel|0,n|] X; € B.(C))
Z Pa( sup D<07XZ) S T)7

0<i<n
Ainsi, on a :
Eg(a™ 1y, —0}) = P¥(Zyn = 0)
(2.29) > O‘—Td[ﬁ»g( sup D(0, X;) < 7)]*.

2d7‘d 0<i<n
On est ramené a trouver une borne inférieure de P§( sup D(0, X;) < ), ce qui est le

0<i<n
but de la section suivante.

2.5.2 Borne inférieure de P§(supy,<, D(0, X;) <)

Ce type d’estimée inférieure est connue dans le cas de Z?, mais la preuve utilise
un principe de réflexion (voir[11]), que I'on ne peut utiliser dans C. Notre démarche
(inspirée de [15]) pour contourner cette difficulté, utilise des outils analytiques. On
prouve :
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Proposition 2.5.2. [l existe une constante c telle que QQ p.s, pour r assez grand et
pour n > r, on ait :

P2( sup D(0, X;) < r) > e <r+n/™),

0<i<n
(Pour n < r cette probabilité est égale a 1.)

Démonstration. Divisons la preuve en 5 temps.

1. Notons o, = min{j > 0; X; & B,(C)} et considérons les opérateurs PZ-(©) définis
sur les fonctions f: C — R par :

PPO(f) (@) = 1p,0)(2) ES(f(X1);0p > 1).

L’opérateur PP(©) est sous markovien mais néamoins symétrique par rapport a
la restriction de v & B,(C). On note pP©)(,) les noyaux de PP et pfr(c)(,) les
noyaux de (PP )" Pour tout z,y € B,(C), on a :

BrO (2, y) = Ly@yen P2 (X1 = ),

et
pf*(c)( y) =P(X, =y;0, >n).

2. Pour n > r on a successivement :

Py(sup D(0,X;) <r) = Pg(o, >n)

0<i<n
= > 90

yE€B-(C)
> > P90, 9)pe Y (y.)
yeB-(C)
> e e Z pBr C)
y€B-(C)

(avec ¢ = log(2d), puisque par connexité,
il existe un chemin entre 0 et y)
—rcT,r,(PBr(c))

77‘0(1 i )\l)n r

AVANAY]

(2.30)

o A1 = A\(B,(C)) est la plus petite valeur propre strictement positive de 'opérateur
([d — PB”"(C))lgr(c).

S )

2.31 M(Br(C) = inf ’
(2.31) 1(B:(C)) swn()e5.(@) 111
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avec

§(f. ) = (1= P*O)1p 0 f1f) .

Notons que si supp(f) C B,_1(C), on peut simplifier '’expression de &.

S = ) vi@)f( = > POy )]

2€B,(C) yE€By(C)
= @@l Y PO (@) - f)

z€B(C) y€Br(C)

(Car si x € B,_1(C), Z pPr C)(ﬂfay) =1)
y€B-(C)

1

= 5 2 @) (@) — fw)*
x,y€Br(C)

3. Prenons maintenant h(z) = (r — |2|)1p,(). On a supp(h) C B,_1(C), donc on peut
utiliser la formule précédente pour £(h, h), et on a :

e {(h,h) < |B.(C).

® h>r/2sur B,;(C), donc ||A][7,, > (7’/2)2 (Br2(C))
> 54(r/2)%|B:2(C))].

Ainsi par (2.31), on déduit :

B,(C)]
2.32 N < 8—m—
(2:32) <80 EB, 50

4. L’étape suivante consiste a minorer |B,/2(C)|. On a le lemme suivant :

Lemme 2.5.3. Pour p > p,, il existe ¢ > 0 tel que Q p.s sur |C| = +oo, pour r
assez grand, on ait :

|B,(C)| > er®.
Démonstration. Remarquons que :

si m > maxD(0, z), alors C, C B,,(C).

zeCly
Maintenant, par le corollaire 1.3 de [1], il existe une constante p’ = p'(p,d) > 1

telle que @ p.s,
D
lim sup (0.) </

Ni(y)—+o0 1(y) -

Donc,

' >1Qps JA, >0Vyel,
(2.33) (Ni(y) > A, = D(0,y) < 2pNi(y)).
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Soit r > 1, = max D(0, z) et prenons m = 2p'r. Soit maintenant z € C,, on
Ny (2)<Aw

distingue deux cas :

-soit Ny(z) > Ay, alors par (2.33), D(0,z) < 2p'Ny(z) < 2p'r =m,

-ou bien Ny (z) < A,, mais alors par notre choix de r, D(0,z) <r < 2p'r =m.

Dans tous les cas, on obtient que pour tout r > r,, et pour tout x dans C,, D(0,z) <
m = 2pn. On déduit donc,

3p’ tel que @ p.s pour r assez grand, C, C Bay.(C).

Puis par la propriété 2.3.2 (voir Appendice B dans [14]), on sait qu'il existe une

constante p > 0 telle que Q p.s, pour 7 assez grand, |C.| > pr?. Finalement, on a

bien lexistence d’une constante ¢ > 0 telle ) p.s pour r assez grand, |B,(C)| >
d

cre. U

5. On déduit alors immédiatement de ’étape 4 et de (2.32) qu’il existe C' > 0 tel que
Q p-s sur |C| = 400, pour r assez grand,

|Q

)\1 (Br (C>>

[\

,
Donc pour r assez grand, on peut écrire : 1 — \; > e 2. Et finalement, avec
(2.30), on déduit :

P¢(sup D(0, X;) <r) > e—clrHn=n)/1?) > g—c(r4n/r?)

0<i<n

2.5.3 Preuve de la proposition 2.5.1.

Par I'inégalité (2.29) et par la propriété 2.5.2; on déduit, qu'il existe ¢ > 0 tel que
Q@ p-s, pour r assez grand et n > r, on ait :

d

w n a’ —2¢(r+n/r?
Eg (o™ 1(x,.—0}) > 2drd€ 2er+n/r")

> efc’(rdJrn/rQ)

V

choisissons r proportionnel a navz (qui est bien plus petit que n, pour n assez grand),
ainsi on obtient finalement l’existence d'une constante ¢ > 0 telle que () p.s sur
|C| = 400, pour n assez grand,

B2 (a’n) > ¢,

Pour les temps impairs, on remarque simplement que E¢ (o) < Ey(a¥2-1). Ce qui
acheve la preuve de 2.5.1.
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2.6 Questions et extensions

2.6.1 Questions ouvertes

La premiere question naturelle, est de savoir si W{HQ log E% (aN») conver-ge lorsque n
tend vers l'infini 7 Nous savons seulement que cette expression est bornée .

Une autre question intéressante est d’estimer Q(Eg (™). Pour la borne supérieure,
a n fixé on doit estimer la () probabilité que I'inégalité isopérimétrique de la propriété
2.1.4 ne soit pas réalisée. Dans [2], des calculs assez précis donnent un controle de ce

v, 2 _ _d—1 d _end/d+2

t}’fpe d evenerr&e\nt en e’ ’avec b= <45 ) .,Or e
d’erreur est déja trop ”gros” pour la borne espérée.

] —enB
en << e et ce terme

2.6.2 Extensions

La méme démarche donne des bornes supérieures pour des fonctionnelles plus générales,
- ¥ F(Lznz)
comme par exemple, exp 'm0 ou F' une fonction positive et L., est le

nombre de visite de z par la marche X sur I’amas avant le temps n.

Remerciements
Je remercie mon directeur de thése Pierre Mathieu ainsi que Christophe Pittet, En-
riqgue Andjel et Anna Erschler pour leurs remarques trés utiles.



Chapitre 3

Etude d’autres fonctionnelles.

3.1 Explication de la méthode.

Les notations sont les mémes que dans l'introduction et la partie 1. (X,,), désigne
toujours la marche simple sur C. Supposons que nous voulions étudier :

~ T Fllapa @)
(3.1) Esj(e “iba;2n >0 1{X2n:0}>7

ou Ly, = #{k; Xi =x et 0 <k <n} et F est une fonction positive de deux variables.

Pour les bornes inférieures nous allons utiliser des méthodes classiques. Mais pour
les bornes supérieures, I'idée est de faire apparaitre la transformée de Laplace de ces
fonctionnelles, comme probabilité de retour dans un graphe plus ”gros”.

Soient B, = (V(B,), E(B;))zec une famille de graphes et soit 0, un point dans
chaque B, que nous appellerons origine. Pour tout z € C, considérons la marche
(Y"),, sur V(B,) issue de 0,, qui saute uniformément sur ses voisins et le point ou
elle se trouve et notons Py la loi de (Y,7),.

Les noyaux de transition de Y* vérifient :

pP*(a,b) = (La=b} + Liaber(s.)});

ve(a) +1

ou v, (a) désigne le nombre de voisins de a dans B,.

Considérons le graphe
(3.2) We =C B,.

Comme dans la partie 2.2, rappelons la définition de ce produit en couronne :

-les points de We, notés V(W) = V(C91 B,), sont les couples (a, f), avec a € C et
f:C — UgecV(B,), tel que pour tout z € C, f(x) € V(B,) .

-les arétes de We sont les éléments de la forme ((a, f); (b, g)) tels que,

soit f =g et w(a,b) =1,
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soit a =bet Vo # a f(x) = g(x) et (f(a),g(a)) € E(B,).

Notons o le point (0, fo) de V(We) ou fy est la configuration nulle, ie : pour tout
x €, fQ(ZL‘) = 0,.

Soit alors (Z,), la marche aléatoire sur V(W;) issue de o, définie de la maniere sui-
vante, supposons que la marche soit en z = (x, f) a un certain instant, en une unité
de temps, on change la valeur de f au point x suivant la valeur de la marche Y* issue
de f(x), on saute maintenant dans la base C selon la loi uniforme sur les voisins de z,
on arrive en y € C, et on change a nouveau la valeur de f au point y selon la valeur
de la marche issue de f(y). Ces 3 étapes sont indépendantes.

Ainsi, en notant p les noyaux de transition de Z, on a :

pour tout ((a, f); (b, 9)) € (V(C71 B.))? -
vl(a, f), (b,9)]
(@) [valf (@) + 1] [ (F0) + 1]

ou x|(a, f), (b, g)] est égal a 1 si la marche peut sauter de (a, f) & (b,g) et 0 sinon.
Plus précisément,

xl(a, f), (0, 9)] = w(a,b) (xalla, f), (b, 9)] + xal(a, f), (b, 9)]
+ xsl(a, f), (b, 9)] + xal(a, £), (b, 9))),

(3.3) pl(a, £)(b, 9)] =

avec

xil(a, 1), (6, 9)] = Lva f@)=g(@)} xal(a, f), (b, 9)] = 1 (f(a)(e)€E(B)),
VYz#a z)=g(x
xal(a, £), (0, 9)] = 1 (sopampers)ys  Xall@, ) (0,9)] = Liveciab) (f().g()eB(B.)}-
Vatb f(z)=g(x) Vatab f(z)=g(x)

Remarquons que la mesure m définie par,

(3.4) m(a, f) = v(a),
est réversible pour la marche Z. On notera a les noyaux :
(3.5) a(x,y) = m(x)p(z,y)

Il est alors intéressant d’introduire le graphe W/ avec les mémes points que We
mais ou les arétes sont adaptées aux sauts de Z.

(3.6) VW) = V(W) et,
((a, f); (b,g)) € EWe) <= Xl(a, f); (b;g)] = 1.

Avec les notations de la parties 2.4.1 W/} = C9 11B,. Ainsi, dans le graphe W/, Z est
une marche au plus proche voisin. Remarquons également que la projection de Z sur
C donne la marche X.

Soit P¥ la loi de Z issue de 0. On a :
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Proposition 3.1.1.

P(Z,=0)=Es( [] BE(YF, =0.) Lix,—op)-

;L >0

Preuve : C’est identique a la propriété 2.2.3.

]INDL:(Zn = 0) - IP)COU((XN7 fn) = (07 fO))
_ Z ED‘;(XO:]{:O,Xl =ki,...., X =ky et fr=fo)

(ko,k1,...,kn)EZS
ko=kn=0

= > P(Xo = ko, Xy =k, X = k)

(k‘o,k‘l,...,kn)ezd
ko=kn=0

X P2(fo = folXo = ko, X = ki)
= Z Pg(onkfo,Xl :kfl,...,Xn:k?n)

(ko,k1,..skn)EZS

ko=Fkn=0
X H P(iz(Ygxm:Ox)
$§Lx;n>0
= E( [[ PoOE, =0.) Lix-o)-
1'§Lz;n>0

Supposons que nous trouvions des graphes B, tels que pour tout m € N :
B (V= 0) = F )

alors nous aurons bien l'expression 3.1 qui s’écrit comme une probabilité de retour.
Ainsi, une méthode est d’étudier le profil isopérimétrique que I'on a sur C9? B,, pour
en déduire, via les inégalités de Nash, une borne supérieure des noyaux de transitions.

En fait, pour étre exactement dans le cadre des théoremes 1.3.1 et 1.3.2, nous
devons étudier, le profil isopérimétrique, non pas avec les arétes classiques d'un pro-
duit en couronne (ie : dans le graphe W), mais avec les arétes constituées par les
sauts possibles de la marche (ie : dans le graphe W} ). Les deux graphes sous-jacents
étant comme on le verra quasi isométriques, ils satisfont le méme type d’inégalités
isopérimetriques et on étudie l'isopérimétrie sur le produit en couronne muni des
arétes classiques We.

On notera W = W, et W’ = W}, dans la suite pour alléger les notations.

Remarque 3.1.2. On aurait pu aussi considérer la marche aléatoire (R,,), sur W,
dont les sauts possibles sont donnés par les arétes de W, avec les noyaux :

- l(a. f), (a, 9)] = 5" (f(a),g(a)), ot f = g sauf en a, et
- l(a, /)b, f)] = 5p(a,b).
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C’est le point de vue adopté dans [6], de cette maniére, on évite les problémes de
quasi isométries, mais on obtient alors des estimées des transformées de Laplace des
fonctionnelles, non pas de la marche (X,),, mais de la marche sur l'amas qui reste
a sa position avec probabilité 1/2 et qui avec probabilité 1/2 saute uniformément sur
les voisins. (Puisque la projection sur la base de R n’est plus la marche simple X.)
En fait, la méthode présentée ici, posséde l’avantage de donner directement des in-
formations sur la marche simple X, mais l’on peut aussi déduire ces estimées avec la
marche R.

3.2 Principal résultat pour I’isopérimétrie sur un produit en
couronne.

3.2.1 Cas moyennable
Rappelons que pour un graphe G = (V(G), E(G)), on note

Folg(k) = min |V,

oudgV ={(x,y) e E(G); xeVetygV}.

Un graphe G est dit non moyennable si il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
toute partie finie U de E(G), on ait |8|GUI‘J‘ > c.

On suppose dans cette partie, A et B moyennables, ainsi leur fonction de Folner est
finie en tout point. Par rapport a la définition donnée dans la partie 1.3, c’est le cas
particulier ou les noyaux a(,) valent 1 sur F(G). C’est notamment le cas lorsqu’on

étudie une marche simple.

Proposition 3.2.1. Soit A = (V(A),E(A)) et B = (V(B), E(B)) deuz graphes de
valence finie en chaque point. Supposons que pour tout M > 0 il existe Cpy > 0 tel
que :

(3.7) Vk>0 M Fola(k) < Fola(Cyk).

Alors, on a :
Foly(n) & Folg(n)foat,

(La constante dans la relation = ne dépend pas des graphes A et B.)

Ce résultat est du a A.Erschler, voir [7].

Borne inférieure de Fol4p.
Nous prenons U C V(A1 B) tel que
ration de |U]|.

Remarquons qu’il y a deux sortes de points sur le bord de U :
-les points de bord en "base’, ie : les points de la forme <(a, f); (b, f)) ou (a,b) € E(A),

|04:8U]
U]

< 1/k et nous voulons trouver une mino-
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-les points de bord en ’configuration’, ie : les points de la forme <(a, f); (a,g)) ol
f=gsaufenaet (f(a),g(a)) € E(B,).

A partir de U, on construit un certain nombre d’objets.

e A chaque U C V(A B), on associe un hypergraphe Ky = <V(KU),£(KU)) de

la maniere suivante :
-les sommets sont les f tels qu'il existe x dans A tel que (z, f) € U, ce sont les
éléments de V (Kp)
- les arétes sont définies par : pour f € V(Ky) et x € A, on considere les configurations
g telles que :

(z,9) €V

et

Yy #x f(y) = g(v).

On relie f et tous ces g par une aréte multidimensionnelle, de dimension d = dimf.
O,
dimf = #{g; (v,9) € U and ¥y # x f(y) = 9(y)}.

Ces arétes multidimensionnelles sont les éléments de £(Ky).

e A chaque hypergraphe Kj;, on associe un graphe appelé le "squelette de dimen-
sion un” de U, noté par I'(Ky) =Ty :<V(FU), E(FU)> et défini par :

- les points de I'y, sont les configurations de U. V(I'y) = V(Ky).
- deux sommets v1,vy de 'y sont reliés par une aréte ( de dimension 1), si vy, vy
appartiennent a la méme aréte de dimension d dans £(Ky).

e Soit également les poids w sur E(I'yy) définis par w(e) = 1/d pour e € E(I'y).
Remarque 3.2.2. On a
U>2 > we).
ecE(Ty)
Si de plus, pour tout (x, f) € U on a dim, f > 1 (U n’ a pas de points isolés), alors

U =2 > wle).

eEE(FU)
e Soit f € V(Ky), nous dirons que f est (a,b) — satisfaisable si :
#{z € p(U);dimf > a} > b,

ou p est la projection A B — A.
ie : f est (a,b) — satisfaisable si il y a au moins b arétes multidimensionnelles at-
tachées a f dans Ky de dimension au moins a. Nous appellerons Sy (a,b) 'ensemble



70 CHAPITRE 3: ETUDE D’AUTRES FONCTIONNELLES.

de ces configurations, si il n’y a pas ambiguité, la plupart du temps nous ne noterons
pas la dépendance en U. (Remarquons que nous pouvons donner un sens a S(a,b),
méme si a et b ne sont pas entiers.)

e Sinon, nous dirons que f est (a,b) — non satisfaisable et noterons NS(a,b).

e Une aréte de ['y sera dite (a,b) — satisfaisable si elle joint deux configurations
(a,b)-satisfaisables sinon elle sera (a, b) —non satis faisable . On notera S¢(a, b) [resp
NS¢(a,b)] 'ensemble des arétes (a,b)-satisfaisables [resp (a,b)-non satisfaisables].

e Un point u = (x, f) € U sera dit (a, b)—satis faisable [resp (a,b)—non satis faisable]
si f € S(a,b) [resp NS(a,b)]. Nous noterons S?(a, b) et NSP(a,b) pour 'ensemble des
points de U qui sont (ou ne sont pas) (a,b)-satisfaisables.

e Un point u = (x, f) € U sera dit a — bon si dimf > a sinon on dira qu’il est
xT

a — mauvais.

La preuve de la propriété 3.2.1 comporte 3 étapes (et donc 3 lemmes), on suppose
1048U] - 1

o S ke
(pour un certain couple (a, b)), puis on extrait un sous graphe ou tous les points sont
Sp(a b enfin nous déduisons une minoration de |U] .

que U vérifie nous prouvons d’abord qu’il y a peu de points NSP(a,b)

10° 10
Lemme 3.2.3. Soit U € V(A B), tel que @"éf‘m < 5o, alors
.\ #{ueU; u Folg(k)—mauvais} 1
(4) #U < Tooo°
. #{ueU; ueNSP(LB(k),LA(k)) } 1
(id) RO

Démonstration.

Pour (i) on remarque qu'un point Folg(k) — mauvais de U nous donne au moins un
point du bord en ’configuration’ de U. En effet, soit (z, f) un point Folg(k)—mauvais,
posons :

Py =A{9(@); (z,9) €U et Vy#w gly) = f(y)} et

P, r={(z,9); g(x) € Py} . Notons que |P, ¢| = | Py ¢|.

Soit £y I'ensemble des configurations tel que :

U P,y ={u e U; uest Folg(k) — mauvais}.
:BEA,fGFQ

Puisque (z, f) est mauvais, on a |P, f| < Folp(k) et par définition de la fonction de
Folner :

3 1 -
|08 Py y| > E|P:v,f‘-

Or on a une injection U 031517f — 0U,
z€A,feF,

(91:92) = (@ fr)s (@ foan))
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ol (g1,92) € OPrs €t fan: v — f(v) pour v #a.

a —h
Nous pouvons donc écrire :
Ul > |0qBU| > Z |0p P |>l Z |P \:l#{ueU‘uFol (k)—mauvais}
1000k = TAPET = Broil =, AN ’ b '
€A, fEF) €A, fEF)
Pour (ii).

1. Définissons,

Folg(k) FolA(k;))}
3 3

Folg(k) Fola(k)
3 3

Neud = {ueU; ue NSP(

= {u=(x,f)eU;fe NS( e

et posons :

Neud(f) ={(z, f); (z, f) € U}.
Remarquons que p(Neud(f)) = {z; (z, f) € U}.
Pour F' ensemble de configurations, soit

Neud(F)= U Neud(f).

fer

Notons que c’est une union disjointe.

2. Soit maintenant f € NS(FOlg(k), FOl?j‘(k)), étudions l'ensemble p(Neud(f)).
Ou bien, il donne beaucoup de points de bord en ’base’ .
Ou bien, il en donne peu et dans ce cas, par le fait que f soit non satisfaisable,
ce point va contribuer a donner du bord en 'configuration’.
Dans tout les cas, on obtient du bord de U, mais les hypotheses du lemme li-

mitent cet apport.

On distingue donc 2 cas :

Premier cas : f € F} :=={f € NS(FOlg(k), FOlg‘(k)); #i’;f’](vfj;‘f}{)” >3k

L application |J dap(Neud(f)) — OU est injective.

JeFR
(ey) — ((@.)5 . )
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donc, on a :

04| 2 3 10ap(Newd(f))] 2 + 3 lp(Newd(1)] = 7| Newd(F)|.  (35)

fEFL fem

Second cas f c 1_{—,2 — {f c NS(FOlg(k)a FOlA(k)); #0ap(Neud(f)) S %}

3 #p(Neud(f))
Comme f € NS(%M), %ﬂg)) on a:
Folg(k 1
€ p(Veud()): dimf > TPy Loy .

Donc

FOZB(/{Z)
3

#lr € p(Newd(f); dimf < "2 > | Newd ()] — S Fola(h)

(On a utilisé que |p(Neud(f)| = |Neud(f)|.)
Du fait que f € F, et par la définition de la fonction de Folner :

[Neud(f)| = Fola(k).

Donc
FOZB(]{?)
3

#{x € p(Neud(f); dz'xmf < } > §|Neud(f)\.

(39) ie 1P| > S| Neud(f),

3
A chaque point de Py (pour f dans F3), on peut faire correspondre de manieére in-
jective un point du bord (en configuration ) de U. En effet, comme précédemment :
Pour z € Py et f € Neud(F»), on a :

avec Py = {w € p(Neud(f); dimf < ©2&},

FOZB<]€)

|P,.f] < < Folp(k).

ot P,y = {g(x); (x,9) € U and ¥y # x g(y) = f(y)}.

On a donc,

. 1 .
198Fa,s] > £ |Pus| 20,

d’ot
0P| > 1.
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Ainsi,

048U > Z 08P, 4]

zEPy,fEF,
2
> —|Neud 4.9
> S 2 Neud(f) par (19).
fers
2
> g\Neud(Fg)\
1
> E|Neud(F2)| pour k > 2.
3. En sommant (3.8) et cette derniére inégalité et en utilisant le fait que —'a’TbB‘m <
1 S
Tooor» On obtient :
| Neud| 1
< —.
U] " 500
]

Lemme 3.2.4. Soit a,b > 0. Soit (V(TU),E(FU)),M) le squelette de dimension 1
construit a partir de Ky. Supposons que E(Ty) # 0 et V(z, f) € U dimf > a. Si de
plus :

>, wle)

e€NS§; (a,b)

>, w(e)

GEE(FU)

<1/2,

alors, il existe un sous graphe non vide I' de T'y tel que toutes les arétes sont
Sy (a/10,b/10).

Démonstration. Dans le graphe (V(FU), E(FU)) , on efface tous les points N.S};(a/10,b/10)

et les arétes adjacentes. Apres cette premiere étape, il peut alors apparaitre des nou-
veaux points NS/ (a/10,b/10), on Uy = U — NS}, (a/10,b/10).

On efface a nouveau ces points et les arétes adjacentes, et on itere ce processus.

Soit U; ’ensemble des sommets restant a 1’étape 1.

Up=U,
pour i > 1 Uy = U; — NSy, (a/10,0/10).

Il suffit de prouver que le processus prend fin avant que le graphe soit vide.

Soit Cy = Y. w(e), Cy= > w(e),
e€eNSy(a,b) e€Sf (a,b);e effacée

a la fin du processus

Co= Z w(e).

e€cE(Ty));e effacée

a la fin du processus

et
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Si nous montrons que Cy < (4, le résultat découlera, puisque :

Co<Ci+Cy<201< Y wle).

GEE(FU)

Ce qui signifiera qu’il reste un (ou des) point(s) non effacé(s). ie : Iky € N tel que tous
les sommets du graphe obtenus a ’étape k, sont Sﬁko (a/10,b/10), donc S7,(a/10,b/10).

Pour voir cela, introduisons une orientation sur les arétes effacées : si L et () sont des
points du graphe, nous orientons 'aréte de L vers @) si L est effacé avant (), et nous
choisissons une orientation arbitraire si ils sont effacés en méme temps. We notons L

1

I’ensemble des arétes quittant le point L et % pour ’ensemble des arétes arrivant en
L, a I’étape 0.

Sous-lemme 3.2.5. Soit k € N, et L un point du graphe U'y (satisfaisant les hy-
potheses du lemme 3.2.4), effacé aprés k+1 étapes. Supposons que L soit initialement

St (a,b), alors
Zw(e) < %Zw(e).

ecL ecL
l T
ETAT INITIAL ETAT PRECEDENT L'EFFACEMENT DE A
L est S(a',b") Il reste moins de b'/3 arétes multidimensionnell
Il'y a au moins b’ arétes multidimensionnelles de dimension au moins a'/3.

de dimension au moins a’

Ce dessin est représenté a 1’étape 0 a gauche et a I'étape k a droite.

Démonstration. 11 est utile de remarquer le fait suivant, pour une aréte multidimen-
sionnelle e, la somme des poids dans le squelette des arétes provenant de e et adjacente
a un point, vaut 1. Ceci résulte des poids que 'on a choisi.

1. Soit maintenant Ny le nombre d’arétes multidimensionnelles a I’étape 0, quittant
L. Du fait que L soit S{;(a,b), il y a au moins b arétes multidimensionnelles
attachées a L. Donc,

(3.10) Ny > b.
Remarquons par ailleurs que :

eeE(FU)

e contient L
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2. Posons :
Ly ={e€ %, e provenant d'une aréte multidimensionnelle de Ky, ,

de dim > a/10},
et
Ly ={e€ %, e provenant d’une aréte multidimensionnelle de Ky, ,

de dim < a/10}.

On a % = L4 U Lo, car les arétes de %, sont les arétes quittant A a I’étape k.
! !

3. Du fait que L devient NSf; (a/10,b/10), il a moins de b/10 arétes multidimen-
sionnelles de dimension au moins a/10. Notons les par exemple fi, ..., f,, avec
q < b/10.

(3.11) > w(e)= > > we)<q

ecly k=1..q e
1 provenant de fr

N J/
-~

<1

(Initialement cette derniere somme valait 1, mais apres I'effacement de certaines
arétes, elle est plus petite que 1.)

4. Par ailleurs, notons g1, ..., g5 les autres arétes multidimensionnelles, de dimension
strictement inférieure a a/10, attachées a L a I’étape k, avec h < Ny — q.
Pour tout &k = 1...hA,

1

< —.
— 10

SHES
Sle

(3.12) Y w(e) <

provenant de gy

(En effet, premiérement puisque tous les points ont initialement pour dimension
au moins a, on déduit Ve € E(I'y,) w(e) < 1/a et deuxiémement une aréte de
dimension inférieur & a/10 donne moins de a/10 arétes attachées a un point,
dans le squelette.)
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5. Finalement avec (3.11) et (3.12), on obtient :

Zw(e) = Zw(e)+2w(e)

ecA ecAy
4 1

(g < b/10 < Ny/10 par (3.10).)

Donc,

Zw ) < TooNO et Zw

eEA eEA

D’ou,

Zw( ) < —Zw

eez? eeA

Pour finir la preuve, posons :
Dy = {sommets effacés a 1'étape 1},
et pour 7 > 2
D; = {sommets S};(a,b) effacés a 1'étape i},
F; = {arétes entre D; et D; 1},
= {arétes quittant D; 1}.

eCAs
1
1
10
L0
0 10(1
0.
19 81
) > Ny — — Ny = —Np.
O 100°° " 100 °

1
5210(6)

e€A
7

Notons que F; C F) et que les arétes de F sont effacées.

A

<

~\/
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On pratique en 4 étapes :

1. En appliquant le sous lemme 4.2.3 en chaque point de D;, dans le graphe restant
a I’étape i — 2. (Chaque point de D; est S(a,b).) On obtient :

Vi > 2 Z w(e) < %Zw(e).

ecF/ | eck;

donc,

> wle) < () S ule).

(Nous avons utilisé que F; C F}.)
Ainsi,

2. Maintenant , une aréte de Fy est NS (a,b) car si elle était Sf(a,b), elle aurait
relié deux points S}, (a, b) et en particulier, les points de D; auraient été S7(a, b),
donc S7;(a/10,b/10) et donc non effacés. Par conséquence :

Zw(e) < Z w(e) = Ch.

ecky eeNS®(a,b)

3. Par ailleurs, toute aréte effacée Sf;(a, b) est dans un certain F avec ¢ > 3, donc

Cy = Z w(e) < Z w(e).

e effacée a la fin du processus ec U F/
e€SE (asb) 123

4. Ainsi Cy < (', ce qui termine la preuve.
O

Lemme 3.2.6. SoitY > 0 et X > 0. Soit A un ensemble non vide de configurations,
tel que, pour toute configuration de A , il existe au moins Y points ot on peut changer
la valeur de la configuration de X manicre sans quitter A alors : |A| > XV.

e
(Vf € A 3ay,as,...,ay € A such that g€ A) = |A| > XV,
f(x) S1T # agy,

ot g est définie a partir de f par : g(x) = X possibilités pour glaz) iz = a
0 - 70 *
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur Y.

SiY =1, c’est exact.

Supposons Y > 1 et considérons un point xg dans la base tel que il existe X configu-
rations distinctes fi, ..., fx € A vérifiant Yy # o fi(y) = fo(y) = ... = fx(y).
Posons alors, pour i = 1...X,

Ai ={f € A; f(zo) = fi(z0)},

qui sont non vides.

A= J A etles A; vérifient 'hypothese de récurrence avec la constante Y — 1.
i=1..X
Dou Al = Y |A]>XXY1=XY O
i=1..X

Preuve de la propriété 3.2.1 :

Soit U C V(A1 B) tel que % < 5or-

Soit K = (V(f(),f(f()) le sous hypergraphe de Ky :<V(KU), S(KU)) qui contient
uniquement les configurations qui correspondent aux points Folg(k)-bons de U .

1? K= KU—{u Folp(k) mauvais points}- B

K est non vide, par (i) du lemme 3.2.3 |V(K)| > (1 —
On a alors successivement :

1
S wle) < 5#{ueU;NS(
eeNSe(Fol}g(ki7Folé4(k))
€ E(T(K))

U

1
1000k )

remarque 3.2.2

Folg(k) Fola(k)
;)

1 .
M|U| par(3.2.3)(i7)

IN

IN

- #{u e U, Folg(k) — bon} par(3.2.3)(4)

1000 — 1

2
= o1 2

k eep(r(K))

< 40 Z w(e).

e€ B(I(K))

2

avec 0 = 595

< 1 donc nous pouvons appliquer le sous lemme 3.2.4 & (V(f(), §([~()),

pour en déduire qu’il existe (V(K'), E(K')) sous graphe de (V(F(K)), E(F(K))) ol
toutes les arétes sont S (Fgg%(k), Fog%(k)).

Et donc par le lemme (3.2.6), on déduit :
FOZB(/{Z))
30
Par I'hypothese (3.7), et le fait que Folg est croissante, on a :

Folqs(n) = Folg(n)Foam,

Fol 5 (k)
30

Ul = (
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Remarque 3.2.7. Par cette méthode, on peut remplacer le facteur 1/10 par n’importe
quel facteur inférieur a 1 —/2/2.

Borne supérieure de Foly,p.
Soit € > 0, prenons U, un ensemble de A tel que

|0aU|/|Ua| < 1/ et |U,| < Fola(n) + ¢,
et soit U, dans B tel que
10U /|Us| < 1/n et |Uy| < Folg(n) + €.

(U, et Uy sont appelés des ensembles de Folner, si e = 0.)
Soit alors U = {(z, f) € A1 B; z € U, et supp(f) C U, et Im(f) C Up}.
on a :

U] = UallUs]" et 045U = |Ual|05Us| + [04T%l.

Donc,

|0aBU|
U]

<2/n.

D’ou,
Folyp(2n) < |U| < UVl < (Folg(n) + €)Fetatmte,

Puis en faisant tendre € vers 0, on obtient :
Folyp(2n) < (Fola(n)) ™.

Remarque 3.2.8. Soient A = (V(A), E(A)) et B = (V(B), E(B)) deuz graphes et
soit A" un sous graphe de A. Pour U C V(A'), on a au moins 2 maniéres de compter
le bord :

-soit OpU = {(z,y) € E(A");x € U et y € A" — U}, notons Foly la fonction de
Folner correspondante,

-ou bien 04U = {(x,y) € E(A);x € U et y € A— U}, notons Fol4, la fonction de
Folner correspondante.

Dans le premier cas, le résultat 3.2.1 s’applique directement et on a un ”équivalent ”
de Folanp. Dans le deuxieme cas, en adaptant le bord dans le produit en couronne, ie :
pour H € V(A"B), on prend 0apH = {(x,y) € E(AB), x € Hety € V(AIB)—H},
la méme preuve donne alors un ”équivalent” de la fonction de Folner correspondante.
On a

Folﬁf% R~ (FOZB)FOZQ’.

3.2.2 Cas non moyennable

Si A ou B est non moyennable, I'une des 2 fonctions de Folner est infinie a partir
d’un certain rang et on ne peut pas raisonner comme dans la partie précédente. On
a néanmoins la propriété suivante.

Proposition 3.2.9. Si A ou B est non moyennable alors, Al B est non moyennable.
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Démonstration.

1. Supposons A non moyennable et B quelconque. Il existe une constante C; > 0
telle que pour tout U C V(A), on ait ‘amj‘ > (.
Soit 2 C V(A1 B), et soit F'={f; Ja € V(A) (a, f) € Q}. On a une injection

de

ngaA p(Neud(f)) — OaBQ,
qui a (z,y) associe (x, f)(y, f)), si (z,y) € dap(Neud(f)). D’ou,

02 = |0ap(Neud(f))| > C > _Ip(Neud(f))| = C1[Q.

fer fer
La derniere égalité vient du fait que 2 = fUFN eud(f).
=

2. Supposons maintenant B non moyennable, et soit encore 2 C V(A B). 1l existe

Cy > 0 telle que pour tout U C V(B), |8‘BU(|J| > Cy Posons P,y = {(z,9) €

Q); g = f sauf éventuellement en z} et choisissons des ensembles A" C V(A) et
F’ de configurations tels que

Q - U P:v,f-
(z,f)eA'x F’

Posons P, ; = {g(z); (x,9) € P}, on a une injection de

U 83?1 f = 8,423‘/
(z,f)EA'XF! ’

192 = (@ fon): (@ fon)).

avec (y1,y2) € 8B]5x,f et pour tout ' de A, f,.(2") = f(2")l{zray + 21l{zr=a)-
D’ou,
0 > Y [0sPegl > Co Y |Pugl = CalQ.

(2,f)EA! x F (a,f)EA X F"

3.3 Etude de Eo(exp *2-Li),

3.3.1 Borne supérieure.
3.3.1.1 Construction d’un certain graphe.

On s’intéresse au cas ou « € [0, 1].
Pour la borne supérieure, par la propriété 3.1.1, il suffit de trouver des graphes B,
tels que

Por(YVE =0) > e ™,

S
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et tels que la fonction de Folner de ces graphes B, soit connue (du moins une mino-
ration).

Puisque le membre de droite ne dépend pas de x, on peut se contenter de chercher
un graphe B tel que :

-la fonction de Folner soit connue, et

CBEYE =)z e (%),

Nous déduirons alors par les résultats de la section 3.2.1 et la propriété 2.1.4 | une
inégalité isopérimétrique sur le produit en couronne C, ! B,.

Evidemment pour obtenir le bon ordre de grandeur de la transformée de Laplace de
cette fonctionnelle (ie : la borne inf et la borne sup coincident), nous devons trouver
un graphe ou l'inégalité (x) n’est pas trop "mauvaise”.

Une premiere idée pour obtenir (%) est d’utiliser un groupe méta-abélian. Or un
tel groupe est a croissance du volume soit exponentielle soit polynomiale. Dans un
groupe a croissance exponentielle, la décroissance des probabilités de retour de la
marche simple est au plus en e"* Donc cette idée ne pourra pas aboutir si a < 1/3.
Et dans un groupe a croissance polynomiale, I'estimée () sera trop ”mauv-

-aise”. Par ailleurs, on ne connait pas en général, 'isopérimétrie sur un tel groupe.
On va donc construire ”directement a la main” un graphe qui satisfait ces conditions.
Cette idée est due & A.Erschler, voir [6].

Posons o(s) = e~*", et supposons que (*) soit tellement précise que cela soit une
égalité. A la vue de la propriété 1.3.3, on est tenté de prendre un graphe G (si il en
existe) tel que sa fonction de Folner Folg vérifie :

’ o

T 8(Folg'(4/0))?

ie :
Folg(z) = F(x) ="' ",

En fait on a la propriété suivante :

Proposition 3.3.1. Soit o € [0;1] et soit F := e*'~*, il existe un graphe Dy =
(V(Dp), E(Dg)) a géométrie bornée tel que :

(i) Folp, = F,

(ii) il existe un point dy € V(Dp) tel que pour tout n, p2¥(dy,dy) = o(n),

ou pPF (| ) désignent les transitions de la marche Y sur V(Dp) (Y est définie a la
partie 3.1), Y saute uniformément sur l’ensemble des points constitués, des voisins
et du point ou elle se trouve.

Remarque 3.3.2. En fait, on a méme pP¥(dy, dy) ~ o(n).

La construction du graphe Dp proposée ici, est un prolongement des idées de la
section 3.2.1, et a été mis en annexe.
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3.3.1.2 Utilisation du graphe Dp.

Dans cette sous section, on obtient une inégalité isopérimétrique sur le graphe
constitué des points de CY ! Dp et tel que les arétes soient adaptées a la marche Z.
Prenons pour tout © € C, B, = Dp et considérons les graphes :

(3.13) CIVDp et
(3.14) CI N Dp.

On procede alors en 3 étapes :

1. Par la propriété 3.2.1, et par la remarque 3.2.8 on a :

9 Foly (k)
Folgy'oF (k) ~ (Folp, (k)" "™
On rappelle que
g . Ocs A 1
FPol§y () = minlAls 5 < 1

avec Oes A = {(z,y) €K w(z,y)=1letz € A, yeC— Al

2. Par la propriété 2.4.1, on déduit alors :
pour tout v > 0, il existe § > 0 tel que pour tout ¢ > 0, Q p.s pour n assez
grand, on ait :

F(k)* if k < en?,
F(k)P if k> en.
(

Co\Dp

(3.15) Fol'Pr (k) = {

3. On veut transmettre (3.15 ) a F olgzggi . Pour cela, considérons :

et
(3.17) W! =Ci 0Dy,

ot CJ est défini & la section 2.4 et ot on rappelle que
EW,)=EC 1 Dp)U{(x,6); x € V(CI 1 Dp) et Jy € V(W) (z,y) € E(W)},
et

E(W!) = E(CDr))U{(z,0); x € V(CINDr) et Iy € V(W) (x,y) € E(W')}.

Soient d et d’ les distances respectives sur W et W’ induites par les arétes de ces
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graphes. W,, et W/ sont quasi isométriques avec des constantes indépendantes
de n. Avec les notations de la définition 3.7 dans [18], ona A =3 et B =0.
Considérons en effet :

id: (V(W,),d) — (V(W)),d).

On a pour tout z,y € V(W,) = V(W)),
1

Ainsi par exemple, les formes de Dirichlet £ et £ correspondantes aux marches
simples sur W,, et W/ se comparent. Il existe ¢1,co > 0 tels que pour tout

f:V(W,) — R, on ait :
Clg<f7f) §8/<f7f) §C2g<f7f)7

avec

et

(zy)eE(W)

Soit alors U C V(CY901Dp), en prenant f = 1y, on obtient :
01\8WU| < |8W/U| < CQ|8WU|

lchDF

Ainsi on a bien (3.15) qui se transmet a Folg,, )"

en comptant le bord relativement
au graphe W’ et on a donc :

Proposition 3.3.3. Pour tout v > 0, il existe § > 0 tel que pour tout ¢ > 0, Q p.s
sur l’ensemble |C| = +00 pour n assez grand, on ait :

F(k)* stk <cn?
18 Folg,'0F (k) = !
(3.18) oleguny (k) = (F(k)*" sik > en).
3.3.1.3 Conclusion.

_ Cette minoration de la fonction de Folner, nous donne une borne supérieure de
PY(Zy, = 0). Soit 7, =inf{s >0; Z; & V(CI1DF)} .
On a,

]f"‘;’(Zzn =0) = ]f"‘;’(Zgn =oet 1, <n) +I§’$(ZQH =oet T, >n).

Le premier terme est nul, puisque la marche ne peut pas sortir de la boite V(C? 11 DF)
avant le temps n.
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Quant au deuxiéme terme, grace a notre maniere de compter le bord, (voir le dernier
exemple dans la section 1.3), on peut le majorer. Posons :

(3.19) H(k) = { (F;f]z)ﬁk ii: ; Z?

- 'H est croissante et on peut définir un inverse par H~!(y) = inf{z; H(z) > y}.
- Par ailleurs, a I’aide de 3.18,

CINDr
FOlC;‘{zzDF = H.

- C et Dp sont a valence bornée donc d’apres les formes de m et de a (voir (3.5) et

34))ona: inf m>L >0et infa>o0.
(3:4) V(W) 2d E(W)

Ainsi, (voir section 1.3) il existe des constantes ¢y, c2 et ¢35 > 0 telles que
P“(Zyy = 0 et 7, > n) < u(n)

ou u est solution d’une équation différentielle de la forme :

! u
W= TS (/)
u(0) = ¢;.

2a
En remplacant F (k) par e*'~* dans H, I'expression de H~! est de la forme :

o Fy(1t+a)
c(ln(y))h_a sil<y<e™ ™% |
_1 . ) "/(1_+:) 'v(d+a_(i—d))
(3.20) H(y) =19 en? siem ! <y<en ! ,

y(d+a(2-d))

c(In(y))Ca sien Tt <y

On peut alors résoudre I’équation différentielle dans les divers cas, et on obtient :

1+«
_ 43—a . (B—a)
ce~ sit<en T-a
14« _ _ —
TTra 2 . y(83—a) y(d+2—do) y(8—a)
u(t) = cen' T emet/n sien 1o <t<en 1-—a  4npii-a
y(d+2-da)  y(3—a) dta(2-d) (d2—dod) (500
Ce—(ct—c/n T—« —cn 11—« ) 2+d—da Si Cnﬂ{ T < + nwl—(;l S t

(Chaque ¢ désigne une constante différente.)

11—« 11—«
d+2—da’ 3—«

Choisissons maintenant ~ tel que 0 < v < min( ), on a alors :
il existe ¢ = ¢(p,d, o, \) > 0 tel que

u(2n) < e,
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d+a(2—d)

2+d(1—a)

Donc Q p.s sur 'ensemble |C| = +00, et pour n plus grand qu’'une certaine valeur qui
dépend de 'amas w,

avec 1 =

Pz(ZQn = O) = €7nn.

On déduit immédiatement par la propriété 3.1.1, que Q p.s sur 'ensemble |C| = 400,
et pour n assez grand,

(3.21) 5 ( H Por(YE =do) lix,—op) <€

x;Lz;2n>O
Par le choix du graphe Dp, il existe C, Cy > 0 tel que pour tout n > 1 :

(3.22) PYF(YPF =dy) > Cre©@)°

n

(3.23) > e ton?

— Y

)

pour un certain Ay > 0, assez grand.

De (3.21) et (3.23), on obtient qu’il existe Ay > 0 tel que Q p.s sur Iensemble
IC| = +00, et pour n assez grand,

—Xo Z L

z;2n

(3.24) Eg(e e 1ix, ) e

Pour conclure, et pour montrer la borne supérieure de la deuxieme partie du théoreme
1.5.4, il ne reste plus qu’a prouver que ’on peut supprimer 'indicatrice dans I'inégalité
précédente et que 'on peut étendre (3.24) a tout A > 0. On procéde en trois étapes.

1. On remarque d’abord qu’il suffit de prouver (1.7) pour une seule valeur de A. En
effet, soit A > 0 et supposons que pour A = Ag, on ait :

—Xo Z L(zln

(325) ]E‘éJ(e @;Lg;n>0 ’)je_nn.

-Si A > Ao, (3.25) est vraie en remplacant Ay par A, par simple décroissance.
-Si A < Ag, on écrit

-2 Y Lo, YD DI -1

E‘{)’[e @;La;n >0 ] — EBJKQ @;Lain>0 wn)%o]
w —Xo ) > L%;n BN
< Bgle 0
A
(Inégalité de Jensen a la fonction concave z — x>0.)
< e,

2. Pour retirer I'indicatrice, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.3.4. Pour tout m >0, on a :

z;2n

Py () L%, =m)* <2d(2m+ 1)* Py (Y L3y, < 2m et Xy, = 0).
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Démonstration.
B s =m? = (X B s, =m X =)
x h€Bm (C) z
= ( > V() x 1/3/v(h) x
h€ By (C)

IP’“ZL‘“ = m; :h))2
v(Bn(C)) > (1/v(h IEWZL = h)?

h€Bm (C)

IN

(par I'inégalité de Cauchy- Schwarz)

2d(2m + 1)? ZIP’”ZL =m; X, = h) x

h€Bm (C)
Py (> L2, =m; X, = 0)(1/1(0))

(par réversibilité)

2d(2m +1)* Y PWZL = h) x

heBm (C)
Pﬁ(z L:;[n;%} =m; Xy, = h; Xop = 0)

IN

IN

(U Layfnion) = #{1 € [n;2n]; X; = 2})
2d(2m + 1) P Z L2, < 2m; X, = 0).

IN

car {32, Ly, = met 3 L 0n = m}p C {32, Lis, < 2m}, puisque pour a €
[0,1[, on a :

L: 2n — (Lx,n + Lx;[n;Qn])a < Lg;n + L:;[n;2n}'

On écrit alors,

Eg(e_AO EILCI!;QW« ]-{XQn:O}) = Z —>\0m IP)W Z L$ on — m‘ XZn = O)

m>1

— Ze*%m P ( Z L2, < m; Xo, = 0).

m>1

Car {Zx Lg, - m} {Z Lm 2n S m} {Z L:B m S m — ]_} Puis,
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E((‘)u<ei)\0 Z Lg;in{inZO}) Z 1 —e 2672>\0me Z Lx om < 2m7 in = 0)

m>1

( on ne somme que les m pairs )

1
1 _ —Xo - 72)\0m ]P)w L
(1—e )Z 2d(2m + 1) Z

(par le lemme 3.3.4)

Ze*hm [P ( Z Lo

m>1

v

v

(pour une certaine valeur de A\; > 2\ )

(=)

m>1

v

(e Ps%g L2, =m))

m>1
(par 'inégalité de Cauchy-Schwarz)
co Eefe™ 2o Lein].

v

3. On peut alors conclure. Par I'inegalité précédente et par (3.24), il existe un A; tel

que :
E((,L]J [ef)\l Zx Lg;n] _< efnn )

puis par I’étape 1, on peut étendre cette inégalité a tous Ay .

Finalement, on a prouvé :

Proposition 3.3.5. Q p.s sur |C| = +oo pour n assez grand, et pour tout X > 0 et
pour tout o € [0, 1],
= Z Lgn n
Etéd(e x;Lg;n>0 ) j e—n ,
d+a(2—d)
2+d(1—a)

oun =

Remarque 3.3.6.
1) Si o = 0, on retrouve la transformée de Laplace du nombre de points visités par

la marche simple sur un amas infini, car >, 1= N,. De plus le majorant est du
2;Lg;n>0
bon ordre (voir chapitre 2).
2) Pour a = 1, l'inégalité est également vérifiée puisque >, Ly, =n etn =1
T3 Lg;n>0
lorsque o = 1.

3.3.2 Borne inférieure.

Procédons en quatre étapes
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1. Utilisant la concavité de la fonction x +— z® lorsque « € [0, 1], on a :

Z Lg;n S Nn( Z %)a

x;Lg;n>0 x;Lg;n>0
= Nl on~
D’ou,
=A Z Lg;n - —a
Eo(e z;Lg;n>0 ) > Eo(e—An N )
> Po( sup D(0,X;) < m)e W mont,
0<i<n
ou V(m) = |B,,(C)| désigne le volume de la boule centrée a l'origine de C et de
rayon m.
. Par la propriété 2.5.2, on a :
(3.26) Po( sup D(0, X;) < m) > e <mFu2)

0<i<n

. Par le lemme 2.5.3, il existe ¢ > 0 tel que @ p.s sur |C| = 400 et pour n assez
grand,

V(m) > em.
. D’oti, on déduit, il existe C' > 0 tel que @ p.s sur |C| = 400 et pour n assez grand,

—A LS.
Eo(e I§L§n>0 x’n) > e*C(er#Jr)\namd(l—a))

_ o ..
Prenons, m = n2+di-=) nous obtenons ainsi :

= Z Lg;n n
EO(@ z;Lg;n >0 ]-{Xn:O}) Z efcn ,

d+o(2—d)
d(1—a)+2

avec 1) = et pour tout a € [0, 1].

On a donc prouvé :

Proposition 3.3.7. pour tout o € [0,1], Q p.s sur |C| = 400 et pour n assez grand,

avec 1 =

Eo(e z;Lag;n>0 ) >_ e—cnn

— )

d+a(2—d)
d(l—a)+2"
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3.4 Etude de Eo(HZ L;ﬁ; 1Xn:0)‘

3.4.1 Borne supérieure.

Par la section 3.1, on cherche donc des graphes B, de fonctions de Folner connues
tels que la marche Y*sur B, qui saute uniformément sur les voisins et la position du
marcheur, vérifie :

Por (Y =0,) > Sia
Or dans les graphes B, on a toujours I'inégalité isopérimétrique suivante : pour toute
partie finie U de V(B,), |0p,U| > 1. Ainsi, (voir le premier exemple de la section
1.3.2) on a PF*(Y® = 0,) < ¢/n'/2. De ce fait, on suppose dans cette section o > 1/2.
On pense alors a prendre un certain Z" avec r < 2« pour les graphes B,. En fait, on
peut se contenter de prendre pour tout x € C, B, = Z. (On obtient en effet, la méme
borne avec Z.)

Sur le graphe (Z, E(Z)) (ou (a,b) € E(Z) = |a—bl=1) on a:
Folyz (k) = 2k,
et on considere la marche Y% dont les sauts sont schématisés par :

13
13

n-1 n\?ls/ml

et on note PZ sa loi.

Soient W, W', W,, et W/ les graphes définis respectivement par (3.2) (3.6) (3.16)
et (3.17) en prenant Dy = (Z, E(Z)). A 'aide de la propriété 2.4.1 et de 3.2.1, on
déduit,
pour tout v > 0, il existe ¢, 5 > 0 tels que @ p.s sur |C| = 400 on ait :

kk if k <cen?
CcaD ’
(3.27) Folggpy (k) = { KO if k> en.

De la méme maniere que dans la section 3.3.1.2, on transmet (3.27) a Folggssgi

par quasi isométrie entre les graphes W, et /. On obtient ainsi :
pour tout v > 0, il existe § > 0 tel que pour tout ¢ > 0, @ p.s sur |C| = +o0 on ait :

Lk if k <en?
cIaD ’
(3.28) Folcgyp, (K) = { O S ke > en.

Toujours en vue de majorer P¥(Z,, = 0), posons :

kn =1inf{s > 0; Z;, € V(CI 11 Dp)}.
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On a encore P¥(Za, = 0) = P¥(Zyy, = 0 et K, > n) et de nouveau cette probabilité se
majore a 'aide de l'isopérimétrie (3.28).

L’inégalité (3.28) implique en particulier :

1 si k <en?,

g /1.d .
CruDp Nﬁd k ik Z Cn'y’

(3.29) Yk >0 Foll,'0r (k) = Jn(k) = {

ou N <en?.
Jn est croissante et on peut calculer J L.

Iyt = inf{z; In(z) >y}

cn? sil<y< N
= 1/d
In : cnd
C(ln((zyv))) si N <y

Remarque 3.4.1. Soit

k* if k< en?,
(3.30) J (k) = { B i k> e,

L’inégalité (3.28) s’écrit Folggggi(k) = J (k). Jest croissante mais la forme de J ne
permet pas d’exhiber un inverse, c’est la raison pour laquelle on minore Folgjggi(k)
par Jn plutot que par J.

1

- C et Z sont a valence bornée donc on a toujours : inf m > 5 > 0 et inf a>0.

V(W) E(W')
Ainsi, (voir section 1.3) il existe des constantes ¢y, ¢z et c¢3 > 0 telles que

P“(Zyy = 0 et Ky, > n) < u(n)

ou u est solution d’une équation différentielle de la forme :

r_ u
U = T T (e u)
u(0) = ¢;.

La résolution de cette équation différentielle donne :

d+2

e—ct/nQ'Y sit <ty:= en(d+2) ln<N)7
U( ) = 2/d 42 ot
e—( c(n(N)?/4(t—to)+In(1/u(to)) 4 ) sit>tp.

Choisissons v < ﬁ et prenons N = cn”. On obtient en t = n :

@ p.s sur |C| = 400 et pour n assez grand,

2

~ _d_
BY(Z = 0) < e T HOOTT,

A Taide de la propriété (3.1.1), on déduit alors :
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Proposition 3.4.2. [] eziste une constante C' > 0 telle que Q p.s sur |C| = 400 et
pour n assez grand,

_d_ 2
(3.31) Eg( H POZ(YLZx;gn =0) 1{X2n:0}> < o OnTHZ In(n) T2

Z;Lg;2n>0

Or, pour la marche Y7 décrite au début de cette section, on sait qu’il existe ¢y > 0
tel que pour n grand, P§(Y,” = 0) ~ 5.
En particulier,

(3.32) 31 >0¥n > 1 PHYZ=0) > %

avec c¢; < 1, car cette inégalité est valide pour tout n > 1. On peut méme trouver
A >0et cg >0 tels que

L sin>A
(3.33) v > 1 P%(Yf:())g{gj =
=2 sin <A,

et nécessairement co < 1. Si I'on applique alors directement cette derniere mino-
ration (3.33) aux temps L,.o, dans (3.31), il apparait un facteur Cjﬁ{m; 0<Lesn <4}

supplémentaire que ’on ne controle pas. Pour cela posons :
Nn,2 = #{«T7 Lm;n Z 2}7

qui est le nombre de points visités par la marche au moins deux fois. Et pour 1,5 > 0,
considérons alors les événements suivants :

A = {Nay <&y ne In(n)},
Ay = {Ny >¢ey nae ln(n)ﬁ et Nopo < &9 nasz ln(n)diwh
As = {Nay > 21 ne= In(n)#2 et No,p > €3 052 In(n) a2},

On a

334)  E§( I Lese loxe=o) = E5C J]  LiS Lixen=op L)

z; Lg;2n>0 ; Lg;20n,>0

+ Eg( H L;;gn Lixa,=0} 1a,)

z; Lg;20n,>0

* E8< H L;;gn 1{X2n:0} 1A3)-

@5 La;2n>0

Traitons chacun des 3 termes.
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1. Pour le terme correspondant a A;, on écrit :

w — w Cl ]_
Eo( H Lm;2n 1{X2n:0} 1A1) = Eo( H I X H _Xl{inZO} 1,41)

: c
@; Lasan>0 @ Laon>0 T2 g Loon>0 b
1
w ZvT L
< Eg( | | Py (Y., =0) x (c )
x;Lz;2n>0 1

Xl{XQnZO} 1A1)
(par 3.32)
< E¥( PY(YE . =0)lix,,—0))
- 0 0 Lgion {X2n=0}
x;Lx;2n>0
X(i €1 nﬁi? ln(n)ﬁ
&1

_d_ _2
< 67(C+€1 In(c1))n d+2 In(n) 442

(par la propriété 3.4.2)

Puis, en choisissant e; assez petit ( on a In(¢;) < 0), on déduit I'existence d’une
constante C; > 0 telle que @ p.s sur |C| = 400, on ait

2

_d_ 2
(3.35) E‘g( H L;gn 1{X2n:0} 1A1) < e—Cmd+2 ln(n)d+2.

Z;5 Lz;2n>0
2. Pour le deuxieme terme, on remarque que le produit intervenant dans ce terme

_d_ _2_
est majoré par (1/2)%2n" ()™ gur Pévénement A,. Ainsi il existe une constante
Cy > 0 telle que,

2

_d 2
(3.36) Es( [T LS, Lixee—oy La,) < e @noinme,

x; Lg;2n,>0

3. Pour le dernier terme, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.4.3. [ existe un ¢’ > 0 tel que pour tout € > 0, il existe une constante
C3 > 0 telle que, pour tout n, N > 0,

(3.37) P%(N, > eN et N,y <&'N) < e @,

Démonstration.

e Soit 79 = 0 et pour k£ > 1 posons,
T, = min{s > 7_1; Xs & {Xo, X1,..., Xs1} }.

Les 7, représentent les instants de visite des points nouveaux de la marche X.
Considérons alors, les variables ¢, définies par :

1 siX, =X, 9,
(338) Ek — { Tk Tk:+2

0 sinon.
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Ces variables s’interpretent ainsi, €, vaut 1 uniquement lorsque le point nou-
veau X;, est immédiatement revisité apres un aller-retour. Les €; ne sont pas
indépendants mais suivent tous des lois de Bernouilli de parametres différents.
Par ailleurs, ces parametres sont uniformément minorés par une constante § > 0,
car le graphe CY est a valence bornée.

e Considérons les tribus,

Fm=0(X;; 0<j < 71p).
Les €, sont Goy,, mesurables donc en particulier Fj;o mesurables. Pour tout
A >0 et tout L > 0, on peut écrire,
E¢(e P Zhmrer) = E@(e DAt B (e Mermten) | £,) )
(3.39) < Ej(e M Eh o Eg(e L) ).

(=)

=)

e Intéressons nous au terme E¢ (e | F.), on a :

Ee (e 0| FL) = e Pe(ep = 1|FL) + P (e = 0| FL)
(3.40) = 1+ (e = D)P(ep = 1|FL).

Minorons Pg (e, = 1|Fz). On a successivement :

Poler = 11FL) = Pgler = 1|X7,)
(propriété de Markov)
= Z lix,, =) Pyler = 1| X, = )
; PE(X,, =2)>0
(3.41) > 6%
La derniere inégalité provient du fait que le graphe CY soit a valence bornée,

donc en tout point z la probabilité de faire un aller-retour est minorée par 6>
(avec 6 > 1/2d).

e D’ou, on tire de (3.40) et (3.41) que,
Ee (e ™| F) < 1+ (e — 1)6%
Et 'on déduit immédiatement, en itérant (3.39), que
(3.42) Es (e M Zi=1) < (14 (e — 1)6%)1L/2,

ol |a| désigne la partie entiere de a. En posant ay = —In(1 + (e™* — 1)d%) > 0,
par Bien-aymé, on déduit,
L
]P)(,OJ(Z €k S EIL) S GEIAL—aA\_L/ZJ'
k=1
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En utilisant que pour L > 2, L < 3|L/2] , on obtient :

ek S €/L) S e—l_L/QJ(a)\—g)\EI)'

] =

5 (
k=1
Remarquons que cette derniere inégalité reste valide pour L = 1.
Fixons nous un A > 0, (par exemple A = 1), on peut alors choisir un ¢’ assez

petit, de sorte que ay — 3¢’ > 0. On déduit 'existence d’une constantes b telle
que :

e <e'L) <e b

M) =

(3.43) P
k=1

e Maintenant, il suffit de remarquer que

eN
{N,,>eN et N,s <N} C {Zek < &N}

k=1

En effet, d’abord si N,, > &N, cela signifie qu’il y a eu au moins €N points
nouveaux, puis par ailleurs, si il y a moins de &’ /N points visités plus de 2 fois,
alors il y en a moins de ¢’ N qui sont revisités immédiatement apres leur premiere
visite. Finalement, on a bien :

PY(N, >eN et N,o <&'N) < eV,
Ol

Majorons alors le terme correspondant a As. Le produit étant majorée par 1, on
peut écrire :

E5( []  LiS Lixe=oy 1as) < Po(As)

z; Lg;2n>0

Soit €1 assez petit réalisant le point 1, le lemme 3.4.3 avec ¢ = ¢; nous donne
I'existence d’un ¢’ vérifiant (3.37). On prend alors €5 = €’ et on déduit qu’il existe
une constante C3 > 0 telle que,

2

BS(A;) < o~ ContHmit,

D’ou,

2

_d_ 2 _
(344) Ea}( H L;gn 1{X2n=0} 1A3) S e*an d+2 In(n) d+2 .

z; Lg;20n,>0

Finalement, on déduit de (3.35) (3.36) et (3.44), la propriété suivante.
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Proposition 3.4.4. Q p.s sur |C| = 400 et pour n assez grand, pour tout o > 1/2,

2

1 _d_
Eg( H = 1{X2n=0})jeind+2 1n(n)d+2.

3 Lg;0n>0 z;2n

Pour prouver la borne supérieure dans la relation (1.6) du théoreme 1.5.4, on
"léve” l'indicatrice 1¢x,,—o} en utilisant la méme démarche qu’a la section 3.3. On
prouve :

Lemme 3.4.5. Pour tout m >0, on a :

P ( Zln wm) = m)? < 2d(2m + 1) P¥( Zln Lyon) < 2m et Xy, = 0).

La preuve est analogue au lemme 3.3.4. On utilise en particulier :
ln(Lx;Zn) S ln(Lx;n + Lm;[n;Qn}) S ln(Lx n) + ln(L:v [n; 2n])

Puis

By ([ ] Losulion=y) = Eg(e@=amCen)1y, o))

= Ze_o‘m Pg(z In(Ly.2n) = m; Xy, = 0)

m>1

= (1—-e“ Ze*amﬂ”w Zln zon) < m; Xop, = 0).

m>1

(1 B e_a)ze—QamPg(Z hl(Lx;Qn) <2m; X, = 0)

m>1
1
1— — 72am ]P)w l — 2
(1—e )sz(2m+1 Zn wn) = )]

(par le lemme 3.4.5)

D e ]P’“’Zln wn) = m))?

m>1

v

v

v

(pour une certaine valeur de a; > 2« )

(=)’

m>1

v

(e P (3 (Lan) = m))

m>1
(par 'inégalité de Cauchy-Schwarz)
c ELaJ [e—al >ou ln(Lxm)]

= E(J] L)
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On obtient ainsi par cette derniere inégalité et la propriété 3.4.4, la borne supérieure
attendue pour une certaine valeur oy :

2

_d
(3.45> EBU(H L;;;‘;l) < o2 In(n) 42

A partir de cette inégalité en oy, on étend cette relation a tout o > 1/2. Soit av > 1/2.
-Si a0 > g, (3.45) est vraie en remplacant ag par «, par simple décroissance.
-Si a < «q, on écrit

e Yl e S W) a
Byl ) = Eglle e )R
car Y W(lew) o

S (Eg[e z;Lg;n>0 ])al

(&3

(Inégalité de Jensen a la fonction concave z — x°1.)

—n"n

A

e

Ce qui prouve :

Proposition 3.4.6. Q p.s sur |C| = 400 et pour n assez grand, pour tout o > 1/2,

w 1 —n#dQ In(n) di?
Es( ]] )<e .

o
Z;Lgn >0 T

3.4.2 Borne inférieure.
Par concavité de la fonction In, on a :

—aN, > %nln(LZ;n)

- 2;Lz;n>0
|| Lz;n = ¢ ’

2;L2.:n>0
—aNpin( > LJ\Z,—’n")
> e z;Lz;n >0
_ e—aann(Nin) )

Sur I’événement { sup D(0, X;) < m}, on a:

0<i<n
Nn S |Bm<c)‘ S c md7

et
n n
N, — ecmd’

La fonction z — @ étant décroissante sur [e, +00], si 'on choisit m tel que
n

(3.46) — >,

cmd
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on peut alors écrire :

Eo( JI Lza) = e aapy( sup [Xi| < m).

- -
:B;Lz;n>0 OSZ_TL

Puis en utilisant (3.26), on déduit :

n

Eo( H Lo ) > emoem (G etmt )

;L0 >0

Prenons m = (ln’(‘n))d_}r?, 'inégalité (3.46) est bien satisfaite pour n assez grand.

On obtient, finalement pour n assez grand,

d 2

Bo( T Lo = e,

z;Lg:n>0
D’ou,
Proposition 3.4.7. Pour tout a > 1/2, Q p.s sur |C| = 400 et pour n assez grand,
Bo( T Lig )z e,
z;Lg:n>0 7

Remarque 3.4.8. On a utilisé uniquement le fait que o > 0, donc cette borne
inférieure est valable pour tout a > 0.
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Chapitre 4

Annexe

4.1 Preuve de la propriété 3.3.1

2

Pour a € [0, 1], on pose o(s) = e~ et F(z) =e" ",
On prouve ici :

Propriété : 1l existe un graphe Dr = (V(Dp), E(Dr)) a géométrie bornée tel que :
(i) Folp, =~ F,

(ii) il existe un point dy € V(Dp) tel que pour tout n, p2¥(dy, dy) = o(n),

olt pPF( | ) désignent les transitions de la marche Y sur V(D) (Y est définie a la
partie 3.1), Y saute uniformément sur I’ensemble des points, constitué des voisins et
du point ou elle se trouve.

Expliquons la démarche proposée pour obtenir un tel graphe Dpg. Considérons le
produit en couronne de Z avec des fibres identiques et finies, par exemple le graphe
de Cayley de % . Par la propriété 3.2.1, on a immédiatement que la fonction de Folner
de ce graphe est en e”. Sous réserve que la probabilité de retour a l'origine dans ce
graphe satisfasse la condition (ii), ce graphe répond a la question dans le cas i—aa =1,
c’est a dire lorsque oo = 1/3. Lorsque a # 1/3, par la preuve de la propriété 3.2.1, on
peut penser a obtenir un graphe de fonction de Folner F' en considérant le produit en
couronne de Z avec des fibres de cardinaux variables.

n

e Si a > 1/3, la probabilité de retour dans le graphe Dy doit étre en e™™", donc

plus petite que celle dans le graphe Z % en e’ Ainsi pour contraindre la marche a
revenir “moins souvent” a l’origine, une idée est d’augmenter le cardinal des fibres afin
que la marche ait tendance a plus s’échapper. Au plus « est grand, au plus le cardinal
des fibres devra étre grand. Par ailleurs, en supposant que les ensembles de Folner
sont du type : Q, = {(a, f); a € [-n;n] et supp(f) C [-n;n]}, si Pon prend au point

n une fibre de cardinal FI(:'?‘L;IF;), on obtient |Q2,,| = 2n( ]<_[< Fg{“;lr)l)) ~ F?(n) ~ F(n).
—n<j<n

Mais pour obtenir une minoration du volume d’un certain ensemble de configurations
satisfaisables, telle que dans le lemme 3.2.6, les cardinaux des fibres doivent croitre
lorsqu’on s’écarte de l'origine. Et par la forme de F, cette idée ne pourra aboutir que
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lorsque o > 1/3.
Remarquons également que dés que a > 1 la condition (ii) est automatiquement sa-
tisfaite (dans un graphe a valence bornée).

n

e Si o < 1/3, la probabilité de retour dans le graphe Dy doit étre en e ", donc

plus grande que celle dans le graphe 7 % ene "’

. Rajouter certains liens (certaines
arétes) dans le graphe Z % peut contribuer a faire revenir plus ”souvent” la marche
a l'origine. Si par exemple, on identifie toutes les lampes, alors on peut toutes les
éteindre a partir de l'origine, on obtient une probabilité de retour au temps n de
l'ordre de 1/y/n. Alors que si chaque lampe reste indépendante, on a une probabilité
de retour en e~ 1l reste donc a trouver quelles identifications des lampes permet
d’obtenir un comportement (intermédiaire) en e=™". On va donc construire un produit
en couronne ou l’on s’autorise a modifier la valeur de la configuration en un point,
lorsqu’on se trouve en différents points de la base.

En supposant encore les ensembles de Folner de la forme : Q, = {(a,f); a €
[—n;n] et supp(f) C [-n;n]}, on peut comprendre combien de lampes doivent étre
identifiées sur un U'intervalle [—n; n] en raisonnant par induction. Notons /,, le nombre
de lampes indépendantes sur [—n; n], supposons que I’on sache combien de lampes sont
identifiées sur [—n;n], on rajoute au point n + 1 une nouvelle lampe si (2n + 1)2» <
F(n 4+ 1) et on identifie la lampe au point n + 1 avec une lampe précédente sinon.
Pour préciser cette idée, il reste a savoir avec quelle lampe on identifie la lampe du
point n 4 1, ce point sera traité au paragraphe 4.1.2.

4.1.1 cas a>1/3.

Soit A" = (Z, E(Z)) ot E(Z) = {(z,y); |x —y| = 1} et (B)).cz les graphes de

Cayley des groupes (l(;Z)Z, +) avec {1} comme systeme de générateurs.

On pose I(z) = |V(B.)| = %

Notons que puisque « € [1/3,1], on a z +— I(z) qui est croissant sur R,.
Posons,

Dp=A"B.,

Prouvons tout d’abord (ii).

1. Soit dy = (0, fo) ou fy est la configuration nulle.
Soit H, = (K,,¢,) la marche aléatoire sur D issue de dy qui saute uni-
formément sur I’ensemble des points, constitué par le point ou le marcheur se
trouve et ses voisins.
Cette marche est réversible pour la mesure p définie par p(z) = vp,(z) + 1.
Remarquons que pour tout z € V(Dp), u(z) < 5.
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2. Ecrivons maintenant,

par (do, dy) =

>

>

ZP?F(do, 2)py* (2, do)

o A est un sous ensemble quelconque de V(D).

Prenons A = A, = {(a, f) ;

la| <1 et supp(f) C

[—r,r]}.

3. De part la structure des arétes sur Dp, on a :

PdDOF(Hn cA) > PdDOF(w € [|0,n]] | K] < 7)

> PE(Vi € [|0,n|] | K| <),

olt PX est la loi de (K;) qui est encore une marche aléatoire dont les transitions
peuvent étre représentées pour n assez grand par :

1/5

3/5

h-1

n+1
r‘l\i’/‘

En effet, des que [(|n|) > 3, le point (n, f) a 2 voisins en ”configuration”, 2
voisins en "base” et lui méme, comme voisins. Or on peut montrer, par exemple
comme dans la partie 2.5.2, que pour cette marche,

Je>0,Yn>0 PE(Vie[0,n]|K|<r)> o—cn/r>+r).

En fait, on a méme PX (Vi € [|0,n]] |K;| < r) > e /" (voir par exemple le
lemme 7.4.3 de [11]) mais ici ce n’est pas nécessaire.

Ainsi,
(4.1) P (H, € A,) > e~e/mn),
4. Estimons maintenant p(A,), on a :
w(Ar)y < |Ar| max i
F(k 1
< (2r UCRRN
k=1.r F(k:)
< CrF(r+ 1)
=< F(r).

( La derniere inégalité provient de la forme de F(r) en e
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5. Rassemblons les résultats. Avec 'inégalité (4.1), et le fait 12_—aa > 1, on déduit
qu’il existe ¢ > 0 tel que :

2a
pip(do,do) Z 670(24’7’17(1).

Or la fonction r — 75 + rlQ—_aa, est minimale pour r de 'ordre de n's".
D’ou, il existe ¢ > 0 tel que :
pPr(0,0) > e,
Prouvons (i).
La preuve est similaire a la proposition 3.2.1, mais on modifie quelques définitions.
Pour plus de simplicité, on gardera les mémes noms de ces notions, mais elles sont
indépendantes a la partie 3.2.1.

Soit (n) = Folz(n) = Tgw% |U| = 2n, ol on rappelle que A" = (Z, E(Z)) .
C

‘BA/U‘
o=t
Soit U C V(Dp) = V(A 1 B.) tel que

‘8DFU‘
Ul

<1/k.

De la méme maniere qu’a la section 3.2.1, on associe a U, un hypergraphe Ky =

(V(k0), (k) tel que

-les sommets vertices Ky sont les {f;3a € Z (a, f) € U},

-les arétes de Ky sont définies par : pour f € V(Ky) et a € Z, on relie f par une
aréte multidimensionnelle de dimension d, a toute les configurations g telles que :

(a,9) €U
et

Vo #a f(x) = g(x),
et
d = dimf,

ou on note toujours dimf = #{g; (a,g9) € U et Vx # a f(x) = g(x)}.

A chaque hypergraphe K on associe encore le graphe appelé ”le squelette de di-
mension un”, noté ['(Ky) =T'y = (V(I'y, E(I'y)) défini par :

V(Ty) = V(Ky),

- deux configurations f; et f, sont reliées par une aréte si elles appartiennent a
une meéme aréte multidimensionnelle dans K. Soit encore les poids w définis par
w(e) =1/d pour e € E(I'y).

Soit A € [0,1] et b > 0.

e Soit f € V(Ky), on dit que f est (A, b) — satisfaisable si :
#{a € p(V);dimf > Nl(a) — 1)} > b,
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ou p est la projection Z ! B, — Z et l(a) = |V (B.)|.

ie : f est (A\,b) — satisfaisable si il existe au moins b multidimensionnelles arétes
attachées a f dans Ky de dimension : A de la dimension maximale. On note Sy (A, b)
I’ensemble de ces points, et une fois de plus pour ne pas alourdir les notations, nous
oublierons la plupart du temps la dépendance en U lorsque ce n’est pas nécessaire.
e Sinon on dira que f est (\,b) — nonsatisfaisable et on notera NS(\,b).

e Une aréte de 'y est (A, b) — satisfaisable si elle joint deux configurations (A, b) —
satis faisable sinon elle est (A, b)—nonsatis faisable . On note S¢(\, b) [resp N.S¢(A, b)]
I'ensemble des arétes (A, b) — satis faisable [resp (\,b) — nonsatisfaisable].

e Un point u = (z, f) € U est (A, b) — satis faisable [resp (A, b) —nonsatis faisable] si
f e S\ b) [resp NS(A, b)]. On note SP(\,b) et NSP(A,b) pour 'ensemble des points
de V' qui sont (ou ne sont pas) (A, b) — satisfaisable.

e Un point u = (a, f) € V est dit A — bon si dimf = A(l(a) — 1) sinon il est dit
A — mauvais

Expliquons a présent la trame de la preuve, on montre d’abord que si % < %,
alors il y a peu de points (1/3,b/3) — nonsatis faisables (pour un certain b), ensuite
on extrait un sous graphe de I'y ou tout les points sont (%, 3—%) — satis faisables, puis
enfin on déduit une minoration de |U]| .

Les preuves des 2 lemmes suivants sont similaires aux lemmes 3.2.3 et 3.2.4.

Lemme 4.1.1. Soit U € V(A" B), tel que \8L|>§‘U\ < wooar alors
. #{ueU; u 1/3—bad} 1
(4) #U < To00k
.\ H#{ueU; ueNSP(1/3,4(n)/3) } 1
(i) #U < 500

Lemme 4.1.2. Soit (I'y,w) le squelette de dimension un muni des poids w, construit
a partir de Ky. Supposons que E(T'y) # 0 et Y(a, f) € U dimf > X(l(a) — 1). Si de
plus on a :
2. w(e)
c€NSE (Ab)

>, w(e)

eeE(FU)

<1/2.

Alors il existe un sous graphe non vide I = <V(F’,E(F’)) de 'y tel que toutes les
arétes soient Sg;(A/10,0/10).

Puis on utilise alors le lemme suivant pour minorer le volume de U.

Lemme 4.1.3. Soit n: R, — R, une fonction croissante.

Soit b € N* et A un ensemble non vide de configurations, tel que :
Ve A3y, g, ..., € Z tels que Vi € [|1;0]] g; € A

ou g; est une des fonctions suivantes, définies a partir de f par :
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R I y a n(|z;|) possibilités pour g;(x;) st x = x;,
2
n(0) (n(l)n(Z)n(%)) si b est impair,
alors |A| > ,

3
)
/N
3
[a—
3
—
[\
S~—
3
S
o
m‘\
S~—
N——
)
3
—~
N
S~—

si b est pair.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur b.
Si b =1 c’est exact, car n est croissante sur R, .
Supposons b > 1 et considérons un point xgy dans la base tel que :
o|zo| > 21 si b est impair et |zg| > £ si b est pair.
o Et il existe f1, ..., fu,) € A satisfaisant Vi € [|1;n(|zo|)|] fi(xo) parcourt les n(]zol)
images possibles.
Soit pour i € [|1;n(|zol)|] :
A, ={f € A; f(xo) = fi(xo)}, qui sont non vides.
Ona A= U Az
1<i<n(|zol)
Par ailleurs, les A; vérifient I’hypothese de récurrence avec la constante b — 1.
Dong, si par exemple b est impair, n(|zo|) > n(b;—l) et on a :

Al = YA

1<i<n(|zol)

S n) (n(1)...n(b_73))2 n(b_Tl)

1<i<n(|zol)

v

NIV
s 2
e =
? _
=~ =
= =
o A
< S
| ‘ |
T lw
—
[\
3
=
=
S

On conclut de la méme maniere si b pair. O

Fin de la preuve de (i) de la proposition 3.3.1 :
e Soit U C V(A" B) tel que el < 1 Lot K = (V(f(),f([?)) le sous hyper-

U] = 1000k
graphe de Ky qui contient uniquement des points 1/3 — bons. K est non vide, car
par la partie (i) du lemme 4.1.1 |[V(K)| > (1 — |U]|.

1
1000k )
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On a alors :
1
Z w(e) < 5#{21 e U;NS? (1/3,@[)(71)/3)} remarque 3.2.2
e€E(T(K))NNSe(1/3,4(k)/3)
1
< m|U| par(4.1.1)(i7)
< - #{ue U, 1/3—bon}  par(4.1.1)(i)

1000 — 1
9
= 1000_12 >, w)

k ecB(D(K))

< 0 Z w(e).

ee E(N(K))
avec 6 = %g < %, donc on peut appliquer le sous le{nme(4.1.2) A K, pour en déduire
qu’il existe K’ = (V(K'), E(K")) sous graphe de K tel que toutes les arétes soient
S€(1/30,4¢(k)/30).

Puis par le lemme (4.1.3) appliqué avec n(|z|) = [(]z])/30 on déduit :
pour k assez grand,

b(k) N2 F(1) (F(2) F(k/40+1)\2
Vi 2 1(0) (l(l)“'l<4—o)) ~ F(0) (F(l)"' F(k/40) ) '

D’ou,
|V| > cF(k/40)* = F(k).

2

. T—
puisque avec F(z) = ¢e¢“ " on a F ~ F?.
ie :

Folp,.(k) = F(k).
e Pour la borne supérieure de la fonction de Folner de D, on prend :
U={(a,[);0<a<k;supp(f) C[|0;k[]}.

On a
\U| = kF(k) et [0p,U|/|U| < ¢/k,

d’ot,
Folp, (k) < kF(k) < F(k).

Ce qui acheve la preuve dans le cas a > 1/3.

4.1.2 cas a<1/3.

Placons nous dans le cadre général suivant : Soient A et B deux graphes, et ¢ une
application de A — A’. Considérons le graphe :
-les points sont des éléments de (A x B4,
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-le couple ((a, f); (b, g)) est une aréte si :
(i) ou bien Vaz € A, f(x) = g(z) et a est voisin de b dans A.

(ii) ou bien a = b et z # ¢(a) f(x) = g(x) et f(p(a)) est voisin de g(¢(a)) dans B.

On appellera produit en couronne généralisé ce type de graphe.
Si A = A et ¢ = id on retrouve le produit en couronne usuel.

Prenons pour le cas qui nous intéresse, A = A’ = (Z, E(Z)) et B le graphe de

Caley associé a % avec 1 comme systéme de générateur.

Se donner ¢ : Z — 7 revient a se donner les ensembles A; = {z;¢(x) = i}, qui
forment une partition de Z. Soit A = {A;} , on notera alors Al 4B le produit en
couronne généralisé associé.

Posons § = 7%= < 1.

. B8 .
Si l'on Veut avoir une fonction de Folner de l'ordre de €™, nous devons construire ¢
(ou la partition A) avec un certain nombre de redondances. Si par exemple, on pense
a ’ensemble suivant comme ensemble de Folner :

(4.2) Un = {(a, f); a € [-n;n] et supp(f) € [-n;nl},
on doit avoir

#o([| = n;nl]) = {i; AN [—n;n] # 0} ~n’.

Pour Q C A, il est alors utile d’introduire :

NAQ) = #{i; AinQ#0},
et
S;(Q) = #(4; N Q).
En particulier, on pose
NAk,k+m) = NA([k, k +m]) et S;(k,k+m) = S;([k,k+m[).
Le lemme suivant nous donne la construction d’une partition qui répondra a notre
probleme.
Lemme 4.1.4.
Soit g : N — N croissante avec g(1) = 1 et vérifiant pour tout n dans N,
9(2n) < 29(n).

Alors il existe une partition A, = {A;} de Z satisfaisant :
(i) pour tout m > 0 et tout k dans Z,

N4 (k, k +m) ~ g(m),

(11) il existe K > 0 tel que pour tout m > 0, pour tout k dans Z et pour tout i,j avec
Si(k,k+m)#0 :

— ' < K.
S](k:,k:er) -
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Démonstration.

1. On construit d’abord la partition sur les intervalles [1,2°] (s > 0) par récurrence
sur s, de sorte que :

) { NAs(1,27) = g(29),

S; (1,29 s
5121,253 <2 pour 5;(1,2%) #0.

e Pour s = 0, on met le point 1 dans un certain A;, puisque g(1) = 1 (par ex
Al)- )

e Soit s > 1 et supposons avoir construit une partition sur [1, 2°]. Etendons cette
partition & |2%,2571].

Soit Ay, Ay, ..., Agesy la partition sur [1, 2°] donnée par I'hypothese de récurrence.
Rangeons par cardinal décroissant ces ensembles en A;;, Ay, .oy Ao ()
ie: #(A;, N[1,2%) > #(A;, N[1,2°]) > . > #(Ai ., N1, 27]).

(*) est juste nécessaire pour obtenir (ii).

Soit j €]2%, 2571, il existe iy tel que j —2° € A
-si k> g(25T1) — g(2%), on met j dans 4;,,
-sinon, on met j dans une "nouvelle” classe, j € Ags)4k-

)

Ainsi on a bien :

NAs(1,2°0) = NA9(1,2°%) + #{k € [1,9(2°)]; k < g(2°F") — g(2°)}
= g(2°) +g(2°*") — g(2)
= g(27).

Par ailleurs, remarquons que par construction, ou bien S;(1,2°t1) = S;(1,2°%)
ou bien S;(1,25"1) = 25;(1,2%). La deuxiéme assertion de (P) est donc triviale-
ment satisfaite au rang s + 1, sauf lorsque S;(1,25™) a doublé et S;(1,2°%1) est
inchangé. Mais dans ce cas, par (*) on a #(A4; N[1,2°]) < #(A; N[1,2°]), qui se
reéerit S;(1,2%) < 55(1,2%). D'ou,

Si(1723+1) 5
S;(1,257)  TS(1,29)

Ce qui acheve la récurrence.

2. On termine la construction de la partition sur Z en mettant pour 7 < 0, j € A;,
ou —j + 1 € A;. On note A9 cette partition.

3. Vérifions a présent, les conditions (i) et (ii).
Remarquons d’abord que par construction, pour tout entier A, et pour tout
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s > 0, les partitions sur [1,2°] et [A2° + 1, (A + 1)257!] sont équivalentes. Et on
a en particulier :
(4.3) NA9(0,2%) = NA9(2°4,25(A + 1)),
Si(2°A,2°(A+1)) <9
Sj(25A4,25(A+1)) —
Soit maintenant k € Z et m > 0.
Soit s > 0 tel que 2572 < m < 257! et soit A =min{D; k < D2572}. On a alors
[A2572 (A +1)257%] C [k, k 4+ m] et par suite
N4 (k, k+m) > NA(2°724,2° %A+ 1))
NAg (0’ 2372)
9(2°/4)
g(m/4)
g(m).
Soit B = max{D; D2°~' < k}, on a alors [k, k +m] C [B2°7', (B + 2)2°71].
D’ou

N4 (k, k +m)

(4.4)

Y 1V

IA

N4 (B2°7! (B 4 2)2°7 1)

N4 (B2571 (B4 1)2°7Y) + N4 (B4 1)2°71, (B +2)2°71)
29(2°7)

29(2m)

g(m).

LA IA

Ce qui prouve le (i).

Soit maintenant C' = max{D; D273 < k}, grace a la définition de s, on vérifie

que l'on a :
(4.5) [(C+1)2°7% (C+2)257°] C [k, k +m] C [C2°72,(C + 5)2°77].
77 53
NN | |
20k (12t (22 ktm  (c+5)27°

Soient ¢, j des indices indexant la partition tels que S;(k, k+m) # 0 et S;(k, k+
m) # 0, on peut donc écrire,

Si(k,k+m) < S;(C2°73,(C +5)2°73%)
< 25,(C2°73 (C +5)2°7°) par (4.4)

(4.6) = 2[5;(C2°7° k) + S;(k, k +m) + S;(k +m, (C +5)2°7%)].

Etudions les termes S;(C2573 k) et S;(k 4+ m, (C + 5)2°73).
D’abord on a S;(C2573, k) < S;(C2°73,(C' + 1)2573).
Par ailleurs, il existe j; tel que

S;(C2°72 (C+1)2°7%) = S, ((C +1)2572 (C + 2)2573).
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On déduit alors
S;(C2°72 (C +1)2°79)

S;p(C+1)2°73 (O +2)2°7?)
< 25;((C+1)2573(C +2)2°%) par (4.4)
< 2S;(k,k+m) par la premiere inclusion de (4.5)

De méme, on prouve que, S;(k + m, (C' + 5)2°73) < 25;(k, k + m). Finalement
avec (4.6) on obtient,

Si(k,k+m) < KS;(k,k+m) avec K = 10.
Ce qui prouve le (ii).
O
Remarque 4.1.5. La propriété (ii) du lemme 4.1.4, s’étend immédiatement a tout

ensemble Q fini. On a en effet, pour chaque composante connezxe Q2° de Q, S;(Q°*) <
KS;(9Q°). Puis en sommant sur s, on obtient S;(2) < K.S;(Q)

Avant de montrer que le graphe A4, B est solution de notre probleme, remarquons
la propriété suivante de la partition .4,, qui nous sera fort utile dans la suite.

Lemme 4.1.6. Soit g réalisant les hypothéses de la propriété 4.1.4 et A, = {A;}
la partition associée. Il existe des constantes cq,co > 0 telles que pour tout Q2 C 7,

satisfaisant |8"‘;;|Q| <+, pour tout Qs C Q avec || > 6|, (6> 0) on ait :

#{i; A,NQ; # 0} > cl%g(cQFolA(k')),

ot K est la constante intervenant dans le (ii) du lemme 4.1.4.

Démonstration.
1. Soit 2 C Z tel que WI?Q\QI < % Il existe au moins une composante connexe {2°°
de 2 telle que |a§;§éjo| < + et donc || > Fola(k).

2. Prenons pour ¢; et ¢, les constantes vérifiant N*4¢(k, k +m) > c1g(com), pour
tout k dans Z et m dans N.

o 2]
3. 1l existe iy tel que 0 < |A;, N Q| < ool AR

En effet, si pour tout j tel que |A; N Q| > 0 on avait |4; N Q| > it

c1g(caFola(k))

alors,
o = Yne
J
Q

> NA9(Q |

( >clg(02F0lA(k))

Q

> NAs (O |

( c1g(caFola(k))
> |2| (par le choix de ¢ et ¢s.)

Absurde.
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s . K|Q)|
4. On déduit alors que pour tout 7, |A4; N Q| < e ol

En effet, pour tout 7, grace a la remarque 4.1.2, on peut écrire :

K|Q|
crg(caFols(k))

|Ai N Q| = S5i() < KS;,(Q2) = K[A;, N Q| <

5. Supposons alors maintenant que #{i; A; N Qs # 0} < c152-g(caFola(k)). Alors
on a successivement,

slol < |

> AN

1; A;NQsAD

< #{i; A;NQs # 0} x max |A; N Qs
< #{i; AN Qs # 0} x max|A; N Q|
) K|Q Jiy
< — Fola(k = )
S 012K9(02 OA( )) X Clg(CQFOlA(/{?)) 2
Absurde.

O

Prenons g : * — 2°. Du fait que 3 < 1, les hypotheses du lemme 4.1.4 sont
vérifiées. Posons Dp = A4, B, ce graphe va satisfaire les propriétés souhaitées.

Proposition 4.1.7. La fonction de Folner du graphe Dp = Ala, B vérifie,

Folp,.(n) = e

Démonstration.
Borne supérieure.
A T’aide des ensembles U,, définis dans (4.2), on obtient une majoration de la fonction
de Folner.
Folp,(n) < |U,| = (2n 4 12V Cmm ~ e’

Borne inférieure

La borne inférieure s’obtient de la méme maniere que dans la preuve de la proposition
3.2.1 mais en améliorant la définition de la satisfaisabilité. Soit M un ensemble de
parties de V(A) et soit € > 0 et y > 0. Etant donné un U C V' (Au, B), on dira qu'une
configuration f est (1 — €, y)r satisfaisable si il existe M € M tel que M’ C M et
(1= 91M] < 2], 00 2" = {a € V(A): dimf > y).

La preuve peut s’expliquer en 3 étapes.

1. Soit U C V(Dp) tel que ‘8?5‘(]‘ < 4. (*%)

2. Pour W C V(Dp), on note W, = {f; Ja € V(A) (a, f) € W}. De la méme

maniere que dans la preuve de la proposition 3.2.1, on prouve qu’il existe € > 0
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tel que pour tout U vérifiant (**), il existe W C U tel que tout f de W, soit
(1 — ¢, Folg(k)/30) 0 satisfaisable, avec

|04D)|

M={D CV(A); D

<

I3

el

Ce résultat similaire aux lemmes 3.2.3 et 3.2.4 est prouvé en complément a la
section suivante.

3. Soit alors f € W,, il existe M € M tel que
={a e V(A); quilr)lf > Folg(k)/30} ¢ M

et
M| > (1 - )| M.

Le lemme 4.1.6 s’applique avec 6 =1 —¢, M = Q et M’ = 5. On déduit donc
que 'on peut changer la valeur de f en au moins ¢; %Q(CQFOZA(]{:)) points de
Folp(k)/30 manieres, en restant dans W,. Le lemme 3.2.6 permet alors de dire

que,
FOZB<]€)

30
car d’'une part Folg(n) = 2 et d’autre part, Fola(k) = 2k.

U| > W, > ( eho(eaFola(k)) o colh)

0

I1 ne reste plus qu’a prouver le point (ii) de la propriété 3.3.1. C’est identique au
cas a > 1/3.

1. Soit dy = (0, fo) ou fy est la configuration nulle. Soit H,, = (K, g,) la marche
aléatoire sur Dy issue de dy qui saute uniformément sur ’ensemble des points,
constitué par le point ou le marcheur se trouve et ses voisins. Cette marche est
réversible pour la mesure uniforme. En effet dans Dp, le nombre de voisins est
constant, égal a 4. Ecrivons maintenant,

Pyl (do, do) = Zng (do, 2)pE" (2, do)

> ZP (do, 2)

zeG’
Z an dOa
zeG
I b
> [Py (H, € G)J,
|G|

ou G est un sous ensemble quelconque de V(Dp).
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2. Prenons G = G, ={(a, f) ; |la| <r et supp(f) C o([| —r, 7))}
De part la structure des arétes sur Dp, on a :

PYF(H, € G,) > PYP(Vie[|o,n]] |K;| <)
> PY(Vie[0,n]] |Ki| <),

ot PX est la loi de (K;) qui est encore une marche aléatoire mais dont les
transitions sont représentées par :
1/2
1/4
|

h-1 \?%ml
n 14

3. Minorons le terme PX(Vi € [|0,n]] |K;| < r). Cette fois, on ne peut pas se
contenter d’une minoration en e <"+ comme dans 2.5.2 car 0 = f_—”‘a <1

(voir étape suivante). On peut par contre montrer que pour cette marche,

Je>0,¥n >0 PE(Vie[|o,n] K| <r)>e .

Ce résultat est, par exemple, prouvé dans le lemme 7.4.3 dans [11]. Il est connu
pour une marche simple dans Z? et I'on peut d’ailleurs le déduire dans ce
cas particulier a 'aide d’un couplage. Considérons K/ a valeurs dans Z? qui
suit le déplacement (horizontal) de K; si K; bouge, et saute uniformément sur
ses 2 voisins verticaux si K; reste sur place. On vérifie que 'on a, d'une part
{supg<;<n | K!| <7} C {supge;<p, |Ki| <7} et par ailleurs que K est une marche
aléatoire simple sur Z2. Ainsi le résultat pour K; dans Z se déduit du résultat
pour K| dans Z2.

4. Terminons la preuve. De |G,| = (2r + 1)2¥ 1) < ¢ on déduit qu'il existe
c > 0 tel que :
P! (do, do) > e~ "),

1
Or la fonction 7 — 5 + 7%, est minimale pour r de l'ordre de n?+2.
D’o, il existe ¢ > 0 tel que :

a

B
pQDnF(an) > e—cnm — e

4.2 Complément sur la satisfaisabilité.

Cette section pourrait se substituer a la section 3.2.1 car elle reprend les mémes
idées et permet également d’obtenir le théoreme 3.2.1. Si elle n’est placée qu’en
complément, c’est tout simplement dia au fait que le concept de satisfaisabilité in-
troduit ici, est bien plus abstrait et est plus compréhensible apres la lecture de la
preuve 3.2.1.
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On se place toujours dans le produit en couronne A B de deux graphes A et B,
et on considere U C V(A B). On associe alors a chaque U comme précédemment
un hypergraphe Ky et son squelette de dimension 1 noté I'y, construits de la méme
maniere qu’en 3.2.1.

On se donne maintenant € > 0 et @ > 0 et soit M un ensemble de partie de V' (A),
pour s’éclairer les idées et voir le lien avec 'ancienne définition de la satisfaisabilité,
on peut penser dans la suite a prendre pour M des ensembles de la forme {D C

V(A); 2Dl < 1y

Une configuration f de V(Ky) est dite (1 — €, a)n satisfaisable si :

M cM
il existe M € M tel que
4 { (1— )M < M

on M'={m e V(A); dimf > a}.
On note Sy(1—¢€,a)p (ou S(1—¢€,a)r ) ensemble des configurations satisfaisables.

e Sinon on dit que f est non satisfaisable, et on note NS(1 —¢€,a) ) 'ensemble des
configurations non satisfaisables.

e Si IV est un sous graphe de I'y, on dit que f est S(1 — €,a)r par rapport a I
si f vérifie la méme condition que ci-dessus mais ou la dimension de f compte
uniquement les arétes dans [, Plus précisément, ici :

cjnigf =#{g; (f,9) € EI) et (z,9) €U et Vy #z f(y) =gy}

e Une aréte de I'yy sera dite (1 — €,a)), satisfaisable si elle joint deux configurations
(1 — €, a)p satisfaisables sinon elle sera (1 — €, a), non satisfaisable. On notera
S¢(1 — €;a)pm [resp NS®(1 — €,a) 0] 'ensemble des arétes satisfaisables [resp non
satisfaisables].

e Un point u = (z, f) € U sera dit (1 —¢, a)r satisfaisable [resp (1 —¢€, a)p non sa-
tisfaisable] si f € S(1—¢,a)u [resp NS(1—¢,a)r]. Nous noterons SP(1—¢€,a)pq et
NSP(1—e€, a) pour I'ensemble des points de U qui sont (ou ne sont pas) satisfaisables.

e On garde la méme définition pour les points bons, u = (z,f) € U sera dit
a — bon si dimf > a sinon on dira qu’il est a — mauvais.
X

L’intérét de cette nouvelle notion de satisfaisabilité réside dans le fait suivant :
lorsqu’on a un ensemble U, de configurations toutes (a,b) — satisfaisables (avec la
"vieille 7 définition), on sait que 1'on peut changer la valeur de f en au moins b
points de a manieres en restant dans U,., mais on ne sait pas ou sont ces b points,
alors qu’avec la "nouvelle” définition, pour un ensemble U, qui ne contient que des
configurations S(1 — €, a), on sait que 'on peut changer la valeur de f en au moins
(1 —¢) J\Idnel.ll\l/l |M| points de a manieres en restant dans U, et on sait de plus que ces

points sont contenus dans un certain M € M. Ce qui est fort utile pour les produits
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en couronne généralisés par exemple, puisqu’on localise les points ou 1'on peut chan-
ger f et par les propriétés de la partition, il ne reste plus qu’a minorer #¢(M).

Soit U € V(A B) tel que ‘8/4‘2}3'(]‘ < <o, les 2 lemmes suivants sont similaires

aux lemmes 3.2.3 et 3.2.4.

Lemme 4.2.1. Soit M = {D C V(A); |a|%?\ < 13}, alors on a :

o #{ueU; u Folg(k)—mauvais} 1
(2) U] < To00°

#{ueU; (1—e,Folp(k)/3) my—non satisfaisable} <

(17) Il existe € > 0 tel que 1 < =55

Démonstration.
Pour (i), c’est exactement la méme chose que le (i) du lemme 3.2.3.
Pour (ii) définissons,

F
Neud = {ueU; uENSp(l—e,Ol%w)M}

FOZB<]€)

= {u=(x,f)eU;fe NS —e¢, 3

)}

et posons :
Neud(f) = {(z, f); (z, f) € U}.

Remarquons que p(Neud(f)) = {xz; (x, f) € U}.
Pour F' ensemble de configurations, soit

Neud(F) = fLEJFNeud(f).

Notons que c’est une union disjointe.

Soit maintenant f € NS(1 — ¢, FOlg(k))M, étudions I'ensemble p(Neud(f)).
On distingue donc 2 cas :

: . o Folp(k)\ . #0a p(Neud(f)) 1
Premier cas : f € Fy := {f € NS(1 — ¢, =5 m; #‘;&eud(f)) > 2}

L’application U 0a p(Neud(f)) — OaU est injective.
feEF
(w,9) — (& 1): (6. 1))

donc, on a :

OasU] > 3104 p(Newd(£))| 2 3 3 p(Neud(f))] > 7 [Neud(F)|. (4.7

femn feR
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. — Folp(k)y . #0904 p(Neud(f)) 1
Second cas : f € Fh:={f € NS(1 — ¢, =) a5 #?)(?Veud(f)) <z}

Comme f € NS(1 —e,%B(k))M on a:

dm' e M — M,
(4.8) pour tout M € M ou bien
[M'| < (1 —¢)|M],

ou M’ désigne toujours {m € V(A); dimf > %ﬂ)}

Choisissons M = p(Neud(f) puisque f € Fy, ona M € M et M’ C M, donc c’est le
deuxieme point dans I'assertion (4.8) qui est vérifié. ie : |M'| < (1 — €)|M]. D’ou,

FOZB(/{Z)
3

#{x € p(Neud(f)); dz;vmf >

(On a utilisé que |p(Neud(f)| = |Neud(f)|.)

p <= e[M[=(1—¢)Neud(f)|

Donc

FOZB(/{Z)
3

#{w € p(Newd(f)); dimf < b > | Neud(f)|

(4.9) ie : |Ps| > e|Neud(f)],

avec Py = {z € p(Neud(f); dimf < %B(k)}

A chaque point de P (pour f dans F3), on peut faire correspondre de maniere injective
un point du bord (en configuration ) de U. En effet, comme précédemment :

Pour x € Py et f € Neud(F), on a :

~ Folg(k

B < E ) o).
out P,y = {g(z); (v,9) €U et Vy#z g(y) = f(y)}.
On a donc,

- 1 -~
108 Pa,g] > £ |Pas] 2 0,
dot )
|0 Py ¢l > 1.

Ainsi,

04U > Z 0pP, f]

:BEPf,fEFQ
> > e|Neud(f)| par (4.9),
feF,
> ¢|Neud(Fy)|
1
> E\Neud(Fg)\ en choisissant € < 1/k.
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|04,8U| 1

En sommant (4.7) et cette derniere inégalité et en utilisant le fait que 0T < Toook
on obtient :
| Neud| 1
< -
\U| 500
O

Lemme 4.2.2. Soit ¢ > 0 et x > 0. Considérons I'yy le squelette de dimension un
muni des poids w, construit a partir de Ky. Supposons que E(T'y) # (0 et Vf €
Ky dimf > a. On suppose également que M ne contient pas l’ensemble vide. Si de

plus :

< 1/2,

alors, il existe un sous graphe non vide I" de T'y tel que toutes les arétes soient

Sy(1— 91—J66, 15)m satisfaisable par rapport a I".

Démonstration. Dans le graphe I'yy, on efface tous les points NS}, (1 — 91—J55, 15)m et les

arétes adjacentes. Apres cette premiere étape, il peut alors apparaitre des nouveaux
: P 9+ . _ P 9+

points N'Si;, (1 — 55, {5)m, ou Uy = U — NSG(1 — 555, 55) m-

On efface a nouveau ces points et les arétes adjacentes, et on itéere ce processus.

Soit U; ’ensemble des sommets restant a 1’étape 1.

{UOIU,

pour i > 1 U = U; — NSp (1 — o 15) M-

Il suffit de prouver que le processus prend fin avant que le graphe soit vide.

Soit C = > w(e), Cy= > w(e),
eENSy(1—€,a) m e€Sg (1—€,a) p;e effacée

a la fin du processus

Co = Z w(e).

e€E(Ty));e effacée

a la fin du processus

et

Si nous montrons que Cy < (4, le résultat découlera, puisque :

Co<Ci+Ca<201< Y wle)

GEE(FU)

Ce qui signifiera qu’il reste un (ou des) point(s) non effacé(s). ie : Jky € N tel
que tous les sommets du graphe obtenu a 'étape k, sont 55k0<1 — 2te ay . donc

10 7 10
P 94€ a
SU( _1_071_0)./\/1-

Pour voir cela, introduisons une orientation sur les arétes effacées : si L et () sont des
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points du graphe, nous orientons 'aréte de L vers () si L est effacé avant ), et nous
choisissons une orientation arbitraire si ils sont effacés en méme temps. Nous notons
% I’ensemble des arétes quittant le point L et % pour ’ensemble des arétes arrivant

en L a I’étape 0.

Sous-lemme 4.2.3. Soit k € N, et soit L un point du graphe I'y (satisfaisant les hy-
potheses du lemme 4.2.2), effacé aprés k+1 étapes. Supposons que L soit initialement

St(1 —€,a) pm, alors ,
Zw(e) < 52’(1](6).

ecL eeL
1 1

Démonstration. 1l est utile de remarquer le fait suivant, pour une aréte multidimen-
sionnelle e, la somme des poids dans le squelette des arétes provenant de e et adjacente
a un point, vaut 1. Ceci résulte des poids que 'on a choisi.

1. Soit maintenant Ny le nombre d’arétes multidimensionnelles a I’étape 0, quittant
L. Du fait que L soit initialement S7;(1 — €, a)p, il existe My € M tel que L
ait au moins (1 — €)|My| arétes multidimensionnelles attachées a L. Donc,

(4.10) No > (1— )| M.

Remarquons par ailleurs que :

GEE(FU)

e contient L

Posons :
Li={ec€ %, e provenant d’une aréte multidimensionnelle de Ky, ,
!

de dim > a/10},
et
Ly ={e€ %, e provenant d’une aréte multidimensionnelle de Ky, ,
!

de dim < a/10}.
On a % = L4 U Lo, car les arétes de %, sont les arétes quittant A a I’étape k.
! !

2. Du fait que L devient NS}, (1 — %5, &3, on a :

MI/ ¢ M
pour tout M dans M < ou

M| < (1= 55) | M]

ou M" = {m € V(A), %wUrzL > 15}
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Or M" C My (les Uy décroissent) donc c’est que on a [M"| < (1 — 2£)| M.
Finalement L a moins de (1—2%£)| M| arétes multidimensionnelles de dimension
au moins a/10. Notons les par exemple fi, ..., f, avec ¢ < (1 — ZE)[My|.

(4.11) > wle)= > > we)<q

ecl k=1..q
1 provenant de f,
N )
~~
<1

(Initialement cette derniere somme valait 1, mais apres l'effacement de certaines
arétes, elle est plus petite que 1.)

Par ailleurs, notons ¢y, ..., g, les autres arétes multidimensionnelles, de dimen-
sion strictement inférieure a a/10, attachées a L a I’étape k, avec h < Ny — q.
Pour tout k£ = 1...hA,

(4.12) > w(e) <

e
provenant de gj

a 1
10 10°

Q| =

(En effet, premieérement puisque tout les points ont initialement dimension au
moins a, on déduit Ve € E(I'y,) w(e) < 1/a et deuxiemement une aréte de di-
mension inférieur a a/10 donne moins de a/10 arétes attachée a un point, dans
le squelette.)

3. Finalement avec (4.11) et (4.12), on obtient :

Zw(e) = Zw(e)+2w(e)

ecL eclq eclo
1 1 l
1
< g+ (No— Q)l_()
RV
100" 107
19
= 100"
9te
(Mﬂ—%mm<ml§<% par (4.10).)
Donc,
19 19 81
Zw(e) < ENO et Zw(e) > Ny 100N0 = 100N0
ecl ecl
l T
D’ou,
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On finit la preuve de la maniere analogue a 3.2.1, posons :
Dy = {sommets effacés a 1'étape 1},
et pour 7 > 2
D; = {sommets S};(1 — ¢, a) effacés a 'étape i},
F; = {arétes entre D; et D; 1},
F! = {arétes quittant D;_1}.

Notons que F; C F/ et que les arétes de F] sont effacées.

(_ )
~ } F2
< D2

Par le sous lemme 4.2.3 appliqué en chaque point de D;, dans le graphe restant
a 1'étape i — 2. (Chaque point de D; est a cette étape, au moins S(1 — €,a)r.) On

obtient : .
Vi > 2 Z w(e) < 5211}(6).

e€F] | e€r;

S wle) < () S wle).

eEF{+1 ecky>

donc,

(Nous avons utilisé que F; C F.)
Ainsi,

Maintenant , une aréte de Fy est NS; (1 — €,a) car si elle était Sf (1 — €,a), elle
aurait relié deux points SF(1 — €,a) et en particulier, les points de D; auraient été
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SH(1—e,a), donce S (1 — %€, a/10) et donc non effacés. Par conséquence

Zw(e) < Z w(e) = Cf.

eclry e€eNS¢(a,b)

Par ailleurs, toute aréte effacée S§ (1 — €, a) est dans un certain F avec i > 3, donc

Cy = > wle) < Y wle).

e effacée a la fin du processus ec U F/
eESIEJ(l—e,a) i>3

Ce qui termine la preuve.
O

Expliquons alors le fait que 1'on a utilisé dans la propriété 4.1.7 pour prouver la

borne inférieure de Folp, (point 2). Soit U C V(Dp) tel que ‘&“;ﬁm < 2. Soit K le
sous hypergraphe de Ky qui ne contient que les points Folg(k)/3 bons. Comme dans
la fin de la preuve de 3.2.1, on prouve en utilisant le lemme 4.2.1 qu'’il existe § < 1/2

tel que,

w(e)
e€ENSE (1—¢,Folp(k)/3) m
eEE‘(Ff()

>, we)

GEE(FI"()

<0,

pour un certain € > 0 et M ={D C V(A); |aﬁ‘)l‘7‘ < %}

Le lemme 4.2.2 nous donne alors un sous graphe ou toutes les arétes sont S(1 —
8, Folp(k)/30) p pour 6 = 1 — 2. Ce qui prouve le fait annoncé, de par la définition
de la satisfaisabilité.
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