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Chapitre

Introduction

L'apprentissage statistique, et en particulier la classion, a pour but la résolution automatique
de problémes complexes par la prise de décisions sur la batssedvations de ces problémes. Par
exemple, le tri du courrier est actuellement réalisé de ararautomatique par des machines réus-
sissant a lire et interpréter les caractéres écrits canggmt au code postal du destinataire. Cette
spécialité de la statistique, qu’est I'apprentissageassi@iie, joue de nos jours un rble croissant dans
de nombreux domaines scientifiques. En effet, les progiéatdiues réalisés ces dernieres années
ont permis d’augmenter sensiblement les capacités de esestiil est a présent difficile pour un
opérateur humain de traiter ces données dans un tempsraidenL’apprentissage statistique prend
alors le relai sur ’humain pour analyser de facon autornatices données. Les méthodes d’appren-
tissage statistique fournissent en général soit une remEon simple des données permettant a un
opérateur humain de prendre rapidement une décision, r®itlécision assortie d'un risque d’erreur
qui pourra éventuellement étre entérinée par un opératenaim.

1.1 Modélisation et classification des données modernes

Le théme d’étude de ce mémoire est le traitement des donnédsrnes dans un but de classifi-
cation. Les données fournies par les applications modeorggyénéralement de grande dimension et
leur classification peut en étre perturbée.

Spécificité des données modernes

La spécificité principale des données modernes est cariaintdeur grande dimension. Par exemple,
si I'on considére le cas des images numériques, la résoldés images est passée de 0.1 & 12 mé-
gapixels entre I'apparition du capteur CCD (acronyme@learged Coupled Devigen 1973 et les
appareils haut de gamme d’aujourd’hui. La dimension deg@saumériques a donc été multiplié

1 mégapixel = 1 000 000 pixels.

11



12 Chapitre 1. Introduction

par plus de 100 en I'espace d’une vingtaine d’années eta@egimentation s’est particulierement ac-
centuée ces dernieéres années. Il va de méme pour les applreiesure utilisés dans de nombreux
domaines scientifiques et, ainsi, la dimension des don@esié par ces appareils croit chaque jour.
Nous verrons dans ce mémoire que la grande dimension degelpose cependant des problemes
spécifiques aux méthodes se proposant de les analyser. &llpare colt d’acquisition et de su-
pervision de ces données est lui aussi croissant. En effies, des domaines comme la génétique, les
mesures sont extrémement difficiles a réaliser et, de dyrtacsupervision humaine est complexe.
Par conséquent, dans certains domaines scientifiquesétesaes d'apprentissage statistique ne dis-
posent que d’'un nombre trés limité de mesures pour assitaili&iche qu’elles auront a effectuer
ensuite de maniére automatique. Cette difficulté vient déejouter au probléeme de la grande dimen-
sion des données modernes et fait de I'analyse de ce typentéel® un défi important qui doit étre
relevé si I'on veut pouvoir traiter les données du futur.

Modélisation et classification

Les méthodes d'apprentissage statistique sont usueltetihésées en deux catégories : les mé-
thodes génératives et les méthodes discriminatives. d t#€l'approche générative est de modéliser
le systeme complexe qui a généré les données observéesadir ae cette modélisation, construire
une regle de décision. L'approche discriminative constguant a elle, directement la régle de déci-
sion a partir des données observées et ne s’intéresse paaraatéristiqgues du systeme qui a donné
naissance aux données. L'avantage de I'approche gémestivde fournir une regle de décision faci-
lement compréhensible par un opérateur humain. Toutefessgdernieres années, les méthodes géné-
ratives ont été distancées par les méthodes discrimisativéerme de performance de classification.
Cela est principalement di aux caractéristiques des demimédernes : grande dimension et nombre
d’'exemples limités. En effet, les méthodes générativeglies utilisées, basées sur le modéle de
mélange gaussien, sont particulierement sensibles a oadatdeurs alors que les méthodes discri-
minatives ne sont généralement pas affectées dans leesspagrande dimension. Actuellement,
les méthodes discriminatives sont donc particulieremaligées pour résoudre des problemes ou les
données sont de grande dimension car elles fournissenésigiats quantitativement trés bons mais
on peut déplorer que ce soit au dépend de la qualité d'iriefion des décisions prises.

1.2 Problématique et contributions de la these

La problématique, a laquelle cette thése se propose dedéposest I'adaptation des modéles
gaussiens aux spécificités des données modernes afin d& fdesrméthodes de classification qui
soient performantes et dont les résultats soient facileimearprétables par I'utilisateur.
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Une famille de modéles du plus complexe au plus parcimonieux

La principale contribution de la thése est lI'introductidareg: famille de modéles gaussiens parci-
monieux prenant en compte les caractéristiques des dodeégmnde dimension. Nous verrons, au
cours du chapitr@, que les données de grande dimension vivent dans des gumacessie dimension
inférieure a la dimension de I'espace d'origine. Il est doaturel de penser que, dans le cadre de la
classification, les données de groupes différents vivamt das sous-espaces distincts dont les dimen-
sions intrinséques peuvent ne pas étre égales. De plusyagoss que la discrimination de données
avec un classifieur adapté est plus aisée dans un espacende dimension que dans un espace de
faible dimension. Sur la base de ce constat, nous propasarenmodélisation gaussienne qui prenne
en compte ces caractéristiqgues des données de grande idiméette re-paramétrisation du modéle
gaussien permettra de contrdler la complexité du modeldegsadimensions des sous-espaces des
classes et engendrera ainsi une famille de modéles allgpitidicomplexe au plus parcimonieux.

Une approche unifiée de la classification des données de grandimension

Cette famille de mélanges gaussiens sera utilisée enfdatien supervisée pour donner nais-
sance a une méthode de discrimination, baptiéiéd Dimensional Discriminant Analysi$iDDA),
adaptée aux données de grande dimension. De méme, noseratis ces modeles parcimonieux en
classification non-supervisée pour donner le jour a une adétleclusteringde données de grande
dimension, appelédigh Dimensional Data Clusterin(HDDC). Nous appliquerons ces méthodes de
classification a des problémes réels, dont nous donnonsearguapu paragraphe suivant. En outre,
la re-paramétrisation du modele de mélange gaussien, gFemans ce mémoire, permettra d’'uni-
fier les approches existantes de classification des doneggsudde dimension. Nous montrerons, en
effet, que les modéles associés aux méthodes existantéasdidication dans des espaces de grande
dimension appartiennent a notre famille de modéles.

Approche probabiliste de la reconnaissance d’objets

L'application de notre méthode ddusteringau probléme de la reconnaissance d’'objets nous
ameénera a proposer une modélisation basée sur le mélang@egapour la reconnaissance d’objets
dans des images. L'approche qui sera présentée dans ce madraonettra de localiser des objets
dans des images de maniére probabiliste. En outre, cettedgppourra étre soit supervisée.
les objets sont segmentés dans les images d’apprentissagiaiblement superviséeg. les objets
ne sont pas segmentés dans les images d’apprentissagecePfaie, nous introduirons la notion
de pouvoir discriminant afin d’évaluer la contribution deupartie d'objet a la discrimination de cet
objet. Cette modélisation ouvrira donc la voie a la clas#ifim faiblement supervisée qui nécessite
une intervention humaine limitée.
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1.3 Domaines d’application

La modélisation et la classification des données de gramdergion intervient dans de nombreux
domaines d’application. Le champ de mise en ceuvre de cesdeels va des applications courantes,
telles que le traitement des courriers électroniques iral#es ou la reconnaissance optique de ca-
ractéres, aux applications professionnelles, telles qidel au diagnostic en imagerie médicale ou
la catégorisation automatique des images d’'un satellitgpdtticulier, I'analyse d'images est un do-
maine d’application ou I'apprentissage statistique a uaeepprivilégiée. Nous considérerons, dans
ce mémoire, les applications suivantes en analyse d'images

Reconnaissance optique de caractéres écrits

La reconnaissance optique de caractéres écrits (OCR eaigingbt certainement I'application
de vision par ordinateur la plus ancienne. En effet, la pdsteEtats-Unis utilise depuis 1965 des
machines OCR pour lire le code postal du destinataire etterieinsi le courrier vers le bon centre
de tri. Ce probléme, qui est bien connu a présent, reste ewlifficile puisque les données fournies
sont de grande dimension (typiquement, plusieurs cergaleedimensions) et qu'aucune méthode
automatique n'arrive a ce jour a étre aussi performante’qeieHumain.

Reconnaissance de visages

La reconnaissance de visages est certainement I'une désatipps de la biométrie les plus
utilisées actuellement. Elle peut par exemple étre uéiligéur sécuriser I'accés a un batiment ou
pour identifier des personnes dans une foule. C'est d'adleatte technique qui a été retenue pour
I'établissement du nouveau passeport biométrique frarmaguel est intégré une image numérique
du titulaire. Toutefois, cette technique reste moins silielgs techniques de reconnaissance basées
sur I'iris ou les empreintes digitales pour l'identificatiode personnes, car les données fournies par
cette technique sont de trés grande dimension et qu'ileekisé trés grande variabilité intra-sujet.

Localisation d’objets dans des images

La localisation d'objets dans des images est un probléeme ¢léeure actuelle en vision par
ordinateur et qui ouvre la voie a un trés grand nombre d’epfitin comme le pilotage autonome
de véhicules. La difficulté de ce probleme est certainemeatalla grande dimension des données
utilisées et a la variabilité trés forte qui existe dans umenm classe d’objets. Pour ces raisons, nous
nous intéresserons particulierement a ce probleme qui'tdi@t du chapitre6 de ce mémaoire. Le
but de la localisation d’objets dans des images est de dguide chaque point d'une nouvelle image
s'il appartient ou non a un objet donné. On peut ensuite éter la localisation globale de I'objet
dans l'image en utilisant un cadre. Cette application esbenau stade expérimental mais il est
raisonnable de penser que, dans quelques années, le gialidd @néficiera des résultats de ces
recherches. L'équipementier automobile Volkswagen eig@sd’ailleurs d’embarquer un systéme de
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reconnaissance automatique des panneaux de signaligatisnces futurs véhicules pour assister le
conducteur.

Analyse minéralogique du sol d’'une planéte

Les imageurs embarqués dans les satellites actuels feembisles images hyper-spectrales du
sol de certaines planétes du systéme solaire. Ces imagssiszs par les satellites sont de grande
dimension et en trés grand nombre, ce qui fait que le traittmmanuel de ces données n'est pas
envisageable. Des techniques de catégorisation autaraat&pnt alors utilisées pour affecter chaque
point des images hyper-spectrales a une des classes rogigrads définies par les experts. Il est d’'un
intérét majeur de pouvoir traiter correctement de facooraatique de telles données car, dans un
futur proche, les imageurs de nouvelle génération envedes données de plus grande taille et en
nombre encore plus important que les données déja dispsnibl

1.4 Organisation de la these

Le chapitre2 présentera I'état de I'art en classification des donnéesraledg dimension. Au
cours de ce chapitre, nous considérons tout d’abord ledgmas de classification supervisée et non
supervisée dans une approche unifiée. Nous exposeronseelesuméthodes classiques d’analyse
discriminante et de classification automatique avant ds imgaresser plus particulierement aux spé-
cificités des données de grande dimension et aux probleémelfegyposent en classification. Nous
présenterons en outre, dans ce chapitre, les solutionsmeas pour classer de telles données ainsi
que les développements récents dans ce domaine.

Aprés avoir dressé une analyse critique des approchesmastpour classer des données de
grande dimension, nous proposerons au chafittme re-paramétrisation du modéle de mélange
gaussien prenant en compte le fait que les données de gremelesibn vivent dans des sous-espaces
de dimensions intrinséques inférieures a la dimensionedpéice original. Cette re-paramétrisation
donnera naissance a une famille de modéles gaussienssdapi@onnées de grande dimension allant
du modéle le plus général au modéle le plus parcimonieux.lBe lgs regles de décision associées a
certains modeles de cette famille pourront étre interpeatéun point de vue géométrique.

Au cours du chapitrd, nous utiliserons ces modéles gaussiens pour la disctilminet la clas-
sification automatique de données de grande dimension.lagsifieurs supervisés et non supervisés
associés aux modeéles gaussiens, proposés au cours de deeclsapont baptisés respectivement
High Dimensional Discriminant AnalysiédDDA) et High Dimensional Data ClusteringHDDC).

La construction du classifieur supervisé HDDA et du claasifidon supervisé HDDC nécessitera
I'estimation parmaximumde vraisemblance des paramétres des différents modéies dssnotre
re-paramétrisation. Nous verrons en outre que la naturette re-paramétrisation permettra aux mé-
thodes HDDA et HDDC de ne pas étre perturbées quand le nondiveedvations disponible pour
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'apprentissage est limité. Nous aborderons égalementalelggme de I'estimation des dimensions
intrinséques des classes en proposant une méthode empogules estimer.

Le chapitre5 sera consacreé a la validation des méthodes de classific®données de grande
dimension présentées dans ce mémoire. Cette validatiarré&aisée sur des jeux de données réelles
et simulées. Ces expérimentations mettront en évidencéegueéthodes de classification HDDA et
HDDC présentent I'avantage d’étre performantes aussidaes des espaces de grande dimension que
de faible dimension. La comparaison sur données réelledevenéthodes de classification existantes
démontrera l'efficacité de notre approche pour la modédisagt la classification des données de
grande dimension.

Dans le chapitrés, nous proposerons une approche probabiliste de la ressamaie d'objets
dans des images. Cette approche, qui sera basée sur le med@@&ange gaussien, permettra a la
fois d’exploiter au mieux les résultats de nos méthodes as&sification et de localiser de maniére
probabiliste un objet dans une image inconnue. En outr& approche pourra étre supervisée ou fai-
blement supervisée. Nous mettrons également en ceuvrenmadiéisation sur des bases de d’'images
récentes et ces expérimentations montrerons que notredgpprobabiliste est plus efficace que les
méthodes existantes.

Le chapitre7 conclura ce mémoire et présentera les travaux en courscmiades perspectives de
recherches qui s’ouvrent a nous.



Chapitre

Etat de I'art

La classification est une méthode d’analyse des donnéessqud vegrouper en classes homogénes
un ensemble d’observations. Ces dernieres années, léaddsmalyse de données et en particulier
de classification ont augmenté significativement. En effetplus en plus de domaines scientifiques
nécessitent de catégoriser leurs données dans un butpdiéseridécisionnel. Dans ce chapitre, nous
présenterons tout d’abord au paragra@tide probléme de la classification et sa modélisation proba-
biliste. Nous verrons notamment que la classification seeligénéralement en deux sous-problémes
distincts : la classification supervisée, appelée égalemsalyse discriminante, et la classification
non supervisée, dénommée aussi classification automatigeeméthodes classiques d’analyse dis-
criminante seront présentées au paragrapbet les méthodes de classification automatique le seront
au paragraph@.3. D’autre part, les processus d’acquisition des donnéest ayessi progressé rapi-
dement, la dimension des données a étudier est devenuganeiegNous verrons au paragraghé
que la grande dimension des données pose des problemefigsieécen apprentissage statistique et
particulierement en classification. Le probléme de la dsr@nest généralement appelé « fléau de la
dimension » et nous verrons dans ce paragraphe quellemaslekistent pour pallier cette limitation
des méthodes de classification. Ce chapitre sera illustréapaise en ceuvre d’'un certain nombre
des méthodes présentées sur données simulées ou sur dofelfess Les données réelles seront
principalement issues d’applications en analyse d'images

2.1 Modélisation probabiliste en classification

Les premieres approches qui ont été proposées en classifiéddient algorithmiques, heuris-
tiques ou géométriques et reposaient essentiellementdtissimilarité entre les objets a classer.
L'approche statistique, plus récente, se base sur des awgadbabilistes qui formalisent I'idée de
classe. Cette approche permet en outre d'interpréter am faiatistique la classification obtenue.
Nous présenterons tout d'abord le probléme de la classificat I'approche probabiliste de la clas-
sification. Nous verrons ensuite que la modélisation la glassique est celle du modéle de mélange
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fini qui peut étre paramétriqgue ou non. Enfin, I'estimatios daramétres des modeles de mélange
paramétriques sera abordée au travers de la méthoakaximunde vraisemblance.

2.1.1 Le probleme de la classification

Le probléme de la classification étant d’organiser un entefibbjets en classes homogenes,
il nous faut donc définir ce que sont une partition, une cléseeutilisera également la notion de
groupe) et ce que sont les éléments que I'on cherche a cl@ssdefinira ainsi le cadre d’étude de ce
mémoire.

Partition et classe

La question se pose alors de savoir ce qu'est une classel ¢gpgiele structure va étre utilisé pour
modéliser I'espace des objets. D’'un point de vue mathémmatigne classe est un sous-ensemble de
'ensembleFE des objets a classer. Nous verrons gu'il existe deux appsodtiférentes pour décrire
une classe : I'approche générative et I'approche discativie. La premiére décrit une classe par les
propriétés caractéristiques des objets qui la composert que la seconde décrit une classe par sa
frontiére avec ses voisines. La structure la plus couranmmtéisée est celle de la « partition » qui se
définit de la fagon suivante :

Définition 2.1.1. L'ensembleP = {C1, ..., Ci} est une partition de I'ensemble en k classes si et
seulement si :

(i) C; #0pouri=1,...,k,
(i) U Ci = E,
(i) C; N Cy = 0 pour touti # £.

On remargue tout de suite que le paramétj@uera un réle important dans les problemes de
classification. Dans ce mémoire, la structure de classekgégsera celle de la « partition » que nous
venons de définir. Notons toutefois qu'il existe d’autreacttires de classes qui s’obtiennent a partir
de la « partition » par relaxation des contraintes (ii) éx (&n effet, la relaxation de la contrainte (ii)
fournit une structure de classes qui permet de ne pas étteitrde classer des points aberrants.
D’autre part, si I'on relache la contrainte (iii), alors clug objet peut appartenir a plusieurs classes
et I'on a ainsi des classes empiétantes. Cette notion deesl@&mpietantes est par exemple trés utile
en bio-informatique. On pourra consultel pour une mise en ceuvre de cette structure a classes
empiéetantes en classification automatique.

Cadre théorique

Dans ce mémoire, un objet de I'ensembblales objets a classer sera modélisé par le vecteur
décrit lui méme pap variables quantitatives. Le but de la classification étéaggibcier ce vecteuk
a une des classes, nous introduisons la variable auxiligiré valeurs dangl, ..., k} et telle que
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Z =i si X appartient a laeme classe. Ainsi, le probleme de la classification reviegtablir une
régle de décision qui associe au vectelt € RP un vecteurZ € {1,..,k}:

0:RP — {1,.. Kk},
X — Z

Cette régle de décision est généralement construite & ganti jeu de données (dit d’apprentissage)
et c’est la nature de ce jeu de données qui différencie lex tges d’'apprentissage possibles :
I'apprentissage supervisé et I'apprentissage non siggervi

L'apprentissage supervisé Les données utilisées pour I'apprentissage superviseesat, ..., iy,
sont dites « complétes » car elle contiennent a la fois le=uvsk+, ..., z,, prises par lep variables
explicatives et leur appartenance auxlassesy, ..., z,. Les données complétes sont donc I'ensemble
des couples observations—labels, {y1, ..., yn} = {(z1, 21), ..., (T, 2n) }.

L'apprentissage non supervisé Les données utilisées pour I'apprentissage non superesoimt
pas « complétes » car elles ne contiennent que les valeurs, x,, prises par lep variables explica-
tives.

2.1.2 Laclassification probabiliste

Nous allons a présent formaliser de facon probabiliste deecthéorique de la classification que
nous avons défini au paragraphe précédent. Cela nous permethmment d’introduire la régle de
classification optimale au sens probabiliste.

Modélisation probabiliste

La classification probabiliste suppose que les obsenation.., x,, de I'ensembleE des obser-
vations a classer sont des réalisations d’'un vecteur @&éatoa valeurs dan®”. Elle suppose en
outre que les valeurs, ..., z,,, décrivant 'origine des observations, ..., z,,, sont des réalisations de
la variable aléatoireZ & valeurs dangl, ..., k}. Ainsi, le fait de dire quer est une réalisation de la
variable aléatoireX conditionnellement au fait qué = 7 revient a dire que I'observatianappartient
a laiéme class€’;. Nous introduisons également le vecteur aléatsire {0, 1}* tel que siZ = i
alorsS = (0,...,0,1,0,...,0) ou leiéme terme vaut, et ce pouti = 1, ..., k.

Laregle de Bayes

Ce cadre probabiliste permet de construire la régle deidéaptimales™*, dite également regle
de Bayes, qui minimise le risque conditiond&(o|z) pour chaque observatian En associant un codt
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FIG. 2.1 — Principe dumaximum a posteriogpour un mélange a 2 composantes en dimension 1.

nul & une bonne affectation et un colt de 1 a une mauvaiseaitet; le risque conditionnel s’écrit :
R(S|z) =1—-P(Z =6(z)|X = z).
Laregles* consiste donc a affecter I'observatiora la classe la plus probabdeposteriori:

0*(z) = argmax P(Z = i|X = x).
i=1,....k

Cette régle porte également le nom de MAP pmaximum a posterioriLa figure2.lillustre la regle
de décision dumaximum a posteriorilans le cas d’'un mélange a 2 composantes en dimension 1. La
courbe bleue et la courbe rouge représentent respectivdangobabilitéa posteriorique I'observa-
tion x appartienne a la premiere composante et a la seconde camtgdsamélange, cela en fonction
de la valeur de:. On peut observer que si I'observatiora une valeur inférieure @alors la probabi-
lité a posteriorila plus forte est celle associée a la premiére composaritsheéfvationz sera donc
affectée ala clasgs@;. A l'inverse, siz est supérieure @alors la probabilitéa posteriorila plus forte
est celle associée a la seconde composante et I'observasiera donc affectée a la clasSe

Approches génératives et discriminatives

En classification probabiliste, la régle de décision repimec sur les probabilitéa posteriori
et c’est la maniére de calculer ces probabilités qui difféieles deux approches de la classification
probabiliste : I'approche discriminative et 'approchen§gative. La premiére modélise directement
la probabilitéa posteriori P(Z|X) en cherchant a définir la frontiére entre les classes. Lo
générative, quant a elle, cherche tout d’abord a modéksedistribution jointeP (X, Z) et en déduit
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ensuite la régle de classification en utilisant la formul®dges :

P(2)P(X|Z)

PEIX) = =55

x P(Z)P(X|Z).
Les méthodes de classification que nous proposerons danéroeira reléveront de cette derniére
approche qui modélise donc chacune des classes par un&dinprobabilité.

2.1.3 Modélisation par mélange de lois

Les données multi-dimensionnelles que I'on retrouve dasspplications modernes sont com-
plexes et elles ne peuvent généralement pas étre modédiaeane loi classique. Le modéle de mé-
lange est un moyen de modéliser des données complexes pnygap sur des lois simples comme
des lois normales.

Le modéle de mélange

Le modéle de mélange suppose que chaque groupe est ca@aptarune distribution de probabi-
lité. Nous verrons dans la suite que cette modélisatiorr@&ssbuple et permet de prendre en compte
un grand nombre de situations. Dans un modéle de mélangensidére que les données, ..., =,
constituent un échantillon de réalisations indépendantes du vecteur aléat&ira valeur dan®R?
dont la fonction de densité peut s’écrire de la fagon suézant

K
fl@) =Y mifil),
i=1

ou k est le nombre de classes (connu dans le cas de I'analysérdisnte mais inconnu dans le
cas de la classification automatiqué),est la densité de la distribution dé conditionnellement a

Z =i (de laiéme composante du mélange) ettesont les proportions du mélange; (€ [0, 1] et
Zle m; = 1). Notons que l'identifiabilité d’'un modéle de mélange est tabord conditionnée a la
numeérotation des classes. Dans le cadre de I'analyserdisanite, la numérotation des classes sera
évidente puisque I'on connait les labels des observati®msevanche, dans le cas de la classification
automatique, les labels ne sont pas connus et les clasgesosemumérotées de fagon arbitraire.

Le modéle de mélange paramétrique

De plus, on suppose généralement que les dengjtdss classes appartiennent a une famille
paramétréeie. f;(.) = f(.,0;). Le modéle de mélange s’écrit alors :

k
f@) =3 mif (.60,
i=1
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FIG. 2.2 — Exemple d’un mélange gaussien (a) univarié et (byigiva

ouf = {my,...,m,01,...,0r} est'ensemble des paramétres du modele.

Le modéle de mélange paramétrique gaussien

Parmi les modéles de mélange paramétriques, le modéleigaess certainement le plus utilisé
en classification et est de ce fait trés classique. Dans ¢desadensités de probabilité des variables
explicatives conditionnellement aux clasgés, ¢;), Vi = 1, ..., k, sont supposées étre celles de lois
normales\V/ (p;, X;) de moyenneg; et de matrice de variance; :

1
(27)P/2(det 33;

1

)1/2 eXp (——(JE - :ui)tz;l(x - Mz)> ) (2.1)

f(:C,HZ) = 2

oud; = {u;, 2;}. Lafigure2.2 présente des exemples de mélanges gaussiens univarigarei
Une des raisons de la popularité de ce modéle de mélangeesayméme titre que les mélanges
exponentiels et de Poisson, il est identifiable alors gslilpssible de vérifier gu’'un mélange de lois
uniformes ou binomiales ne 'est pas (42, chap. 9] pour plus de détails).

Régle de Bayes et modéle de mélange paramétrique

Sil'on se place dans le cadre du modéle de mélange paraoe(gaussien ou non), la formule

de Bayes permet d’'écrire :
. 7TZf(£791)
P(Z =ilX =x2,0) = ———=,
= N IE)
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ou f(z) = Zle m; f (x,0;) est une quantité commune a chacune des classes. La régleislerdde
Bayes peut alors étre écrite de la fagon suivante :

0" (z) = argmax{m; f(x,0;)}.
i=1,....k
A la vue de cette re-formulation, il apparait clairement,qi&ns le cadre du modéle de mélange
paramétrique, le probléme de la classification se résunestinfiation des parameétres du modeéle.

2.1.4 Estimation des parametres d’'un modele de mélange

L'estimation des paramétres du modéle de mélange parameét(qu’il soit gaussien ou non) a
fait I'objet de nombreux travaux depuis l'introduction dwdele de mélange par Pearsati][en
1894 et la méthode la plus fréquemment utilisée aujourddsticelle dumaximunde vraisemblance
(que nous noterons parfois MV). Nous allons tout d’abordnitéfians ce paragraphe les notions de
données completes et de vraisemblance compléte, puis botdesons le probleme de I'estimation
des parametres par la méthodemdaximunde vraisemblance.

Données complétes et vraisemblance compléte

Nous considérerons que les données obsevges, x,, ne correspondent qu’'a une connaissance
partielle des données completgs ..., y, qui sont supposees étre de la forme= (z;,2;), j =
1,...,n, ol z; est le numeéro de la classe auquel appartient I'observatjoNous verrons que dans
le cas de la classification non supervisée cette dernieoeniattion sera absente ef sera appelée
unedonnée manquant®©n appellerasraisemblance complétéa vraisemblance calculée a partir des
données complétes, ..., y,, et elle sera notéé(y; #), ou plus simplemenL(#), dans la suite de ce
mémoaire.

Estimation par maximum de vraisemblance

La méthode dumaximunte vraisemblance propose d’estimer le param@the modéle paf v :

Orry = arggnax L(6), (2.2)
ou L(0) est la vraisemblance complete du modéle. hedonnéesy;, j = 1,...,n, étant supposees
indépendantes, on peut exprimer la vraisemblance du p&ethgar le produit de toutes les den-
sités marginales. Pour des raisons calculatoires, nodiérpné dans la suite du document utiliser
le logarithme naturel de la vraisemblance du modéle. Dacadee du modele de mélange, la log-
vraisemblance s’écrit alors de la fagon suivante :

n k
log(L(0)) =Y "log(>_ mif(x;,6:)). (2.3)
j=1 i=1
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Si de plus, les labels des observations sont conneslans le cas supervisé, la log-vraisemblance
du modéle de mélange peut également s’écrire sous la forvansel:

n k

log(L(0)) = > > sijlog(mif(x;,6:)), (2.4)
j=1i=1

ou s;; = 1 si l'observationz; appartient a la class€; et s;; = 0 sinon. L'expression de la log-

vraisemblance étant différente que I'on soit dans le cadpersisé ou dans le cadre non supervisé,

il est alors clair que la technique d’estimation du paraen@fpar maximisation de la vraisemblance

devra étre différente dans les cas supervisé et non su@ehasméthode de calcul d& dans

le cas supervisé sera basée sur I'express2of) (e la log-vraisemblance et sera détaillée au para-

graphe2.2 Dans le cas non supervisé, I'estimation de I'ensemble demmpetres du modéle utilisera

I'expression 2.3) de la log-vraisemblance et sera traitée au paragrafhe

Propriétés de I'estimateur dumaximum de vraisemblance

Une des raisons de la popularité de la méthode d’estimatiomeckimunde vraisemblance est que
I'estimateur qu’elle fournit posséde de nombreuses pétgsistatistiques appréciables. En effet, il a
été montré que, sous certaines conditions, I'estimateunakimunmde vraisemblance est consistant,
i.e. il converge en probabilité vers les vraies valeurs du pati@neans biais et asymptotiquement
gaussien. On pourra consult&9[ chap. 14] a titre de référence sur ce sujet.

2.2 Analyse discriminante

L'analyse discriminante est le nom donné a la classificadiams le cadre supervisé. La classifi-
cation supervisée se distingue de la classification nonrgisge par le fait que des observations dont
on connait I'appartenance aux classes sont disponiblesappuendre la régle de décision (on parlera
aussi parfois de classifieur). Ces observations, ditegpEmpissage, « supervisent » la construction
du classifieur. Aprés avoir rappelé les objectifs et le grotd de la discrimination, nous présenterons
les principales méthodes génératives dont la trés conralgsandiscriminante linéaire. Enfin, nous
dresserons un panorama des méthodes discriminatives ettaines présentent des performances de
prédiction remarquables.

2.2.1 Le probleme de la discrimination

On distingue classiquement deux objectifs principaux etyae discriminante : 'aspect descriptif
et I'aspect décisionnel. L'aspect descriptif vise a trauuge représentation qui permette l'interpréta-
tion des groupes grace aux variables explicatives. Ceatteetést rendue difficile quand le nombre de
variables explicatives est plus grand que 3. Toutefoistetldmiques existent pour visualiser la clas-
sification de données ayant un grand nombre de dimensionge@rmiter par exemple la méthode de
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visualisation hiérarchique de Bishop et Tippidd]l Dans le cas de I'aspect décisionnel, on cherche
a définir la meilleure affectation d’un nouvel individu damt ne connait que les valeurs des variables
explicatives. Cet aspect est particulierement apprécié das domaines ou la notion de diagnostic est
essentielle. Dans ce mémoire, nous nous intéresserongapticilierement a I'aspect décisionnel qui
est le plus important et souvent le plus délicat. Le probldméanalyse discriminante est de prédire
I'appartenance d’'une observatian décrit parp variables explicatives, a une classe paknalasses
C1, ..., C, définiesa priori. Afin de prédire I'appartenance de I'observatiora une deg: classes,
nous disposons d’'un ensemble d’apprentissage :

A={(z1,21), ..., (@, 2n), x; ERP, z; € {1, ..., k}},

ou le vecteurr; est lajeme observation ef; indique le numéro de la classe a laquelleappartient.
Nous allons donc utiliser I'échantillodl pour construire une regle de décisiérqui associe tout
vecteurr delRP a une deg classes’, ..., Cy.

2.2.2 Lapproche générative

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe aux méti@uaatives d’analyse discriminante
qui, rappelons-le, proposent de modéliser la densité deudeades classes. Les méthodes génératives
peuvent étre non-paramétriques et basées par exemple séth@de du noyau ou paramétriques
comme le sont les méthodes basées sur un modéle de mélasgegall est en effet possible d'utili-
ser le mélange gaussien présenté précédemment pour reotkdisonnées des classes. Nous verrons
que son utilisation dans le cadre de I'analyse discrimmant’ailleurs donné naissance aux deux
méthodes de discrimination les plus populaires : I'anatliseriminante quadratique et I'analyse dis-
criminante linéaire.

Exemple d’approche non-paramétrique

L'approche non-paramétrique ne fait pas d’hypothése Bgéei sur la densité de chacune des
classes et propose d’estimer les densités des classesaglaaaéthode du noyau qui est une des
méthodes non-paramétriques d’estimation les plus wdisées densitég;(x) sont donc estimées
par :

1 < T — T
fi(m):nihp;Sin< h >7

ou K est une densité multi-dimensionnelle (la densité gaussiest fréquemment choisig),est le
parameétre de lissage ef = Z?Zl s;;. Ce parametre peut étre choisi par validation croisée gaule
d’apprentissage. Si l'on choisit le noyd( tel que :

K(z) = 1po,1(®),
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ou B(0, 1) représente la boule unité de centre 0. La densité est alorgéespar :

n
) = 2 2 st (e)
et la méthode consiste alors a rechercher, pour un nouveauazpa classer, les points du jeu d’ap-
prentissage appartenant a la boule de ray@t de centrer et affecter 'observation: a la classe
majoritaire. Le choix du rayon, qui joue alors le réle du paramétre de lissage, est claimepre
mordial et celui-ci peut également étre choisi par val@atroisée sur le jeu d’apprentissage. Cette
méthode ne fournit généralement pas des résultats staidesl dp taille d’échantillon est petite et la
recherche des voisins peut s’avérer longue si le rayest grand.

Analyse Discriminante Quadratique (QDA)

Nous allons a présent nous placer dans le cadre du modeldaega€aussien et donc considérer
des méthodes paramétriques de discrimination. Nous avwo@sl yaragraph.1.3 que la régle de
décision de Bayes se réduisait, avec les hypothéses duemtelélélange paramétrique, a la maximi-
sation de la quantité; f (x, 6;) qui ne dépend que des paramétres du modéle. Dans le but literfaci
I'écriture des regles de décision par la suite, nous allotteduire la fonction de codk :

Définition 2.2.1. La fonction de colf; est définie conditionnellement a la clagsgVi = 1, ..., k,
de la facon suivante :

K, :R' — R,
x — —2log(m; f(x,0;)).

Avec cette notation et dans le cadre du modele de mélangengarque, la régle du MAP s’écrit
simplement de la fagon suivante :

0% (x) = argmin{ K;(x)}.
i=1,....k
Sil'on suppose que les densités conditionnelles des dg$sed;) sont gaussiennes, on obtient alors
I’Analyse Discriminante Quadratique (QDA en anglais) gaitdson nom au fait qu’elle réalise des
séparations quadratiques entre les classes. La fonctioo(d&”; prend dans ce cas la forme suivante :

Ki(z) = (x — )27 (2 — i) + log(det ;) — 2log(m;) + C*,

(2

ou la constante représente une quantité commune a toutgladess et n'intervient donc pas dans la
regle de décision. L'estimation des parameétresrpakimumde vraisemblance conduit aux estima-
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FIG. 2.3 — Frontiéres de décision de I'’Analyse Discriminantea@atique (QDA) et de I'Analyse
Discriminante Linéaire (LDA) sur un méme jeu de données eredsion 2.

teurs classiques suivants :

N n;
T, = T,

n

1 n
i = - Z«Sz‘ﬂj,

j=1
. 1 & X o
i = W= - sij(xy — f15)(xj — 1), (2.5)
T J:1

oun; est le nombre d’'observations de la clagssei = 1, ..., k. En pratique, cette méthode est péna-
lisée par I'estimation des nombreux parametres quand lartiianp devient grande. Cette méthode
requiert en effet I'estimation dé matrices de covariance de taillex p. La figure 2.3 montre la
frontiére de décision de QDA pour un jeu de données artifésiale dimension 2.

Analyse Discriminante Linéaire (LDA)

En anticipant sur la présentation des méthodes de réaitlaris nous avons choisi de présenter
ici '’Analyse Discriminante Linéaire (LDA en anglais) cdlesest généralement considérée comme
une méthode d’analyse discriminante a part entiére plutéta@mme une méthode de régularisation
de QDA. Pourtant, LDA est une régularisation de QDA car dlg par rapport a QDA, I'hnypothese
supplémentaire d’égalité des matrices de varianioesy: = 1,...,k, 3; = X. L'analyse discrimi-
nante linéaire doit également son nom au fait qu’elle réaless séparations linéaires entre les classes.
Les termedog(det X) et2!¥ 12 ne dépendant plus des classes, ils peuvent étre omis paaicie c
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de la regle de décision et la fonction de céfjtprend la forme suivante :
Ki(x) = pfX " i — 22w — 2log(mi) + C™.

Les estimateurs des proportions et des moyennes sont lee ménceux de QDA et I'estimateur du
maximunde vraisemblance de la matrigeest la matrice de covariance intra-classe empiridue

k
N=W= % Z > siglas — fu) (= ). (2.6)

La figure 2.3 montre la frontiere de décision de LDA pour un jeu de donnétficielles de di-
mension 2. En pratique, I'analyse discriminante linéasefeéquemment utilisée car elle offre un
bon compromis entre pertinence et complexité (voir le pa@tge2.4.1dédié au phénomeéne du sur-
apprentissage). D’autre part, elle fournit des résuliattsistes aux fluctuations sur les hypothéses de
normalité des classes et d’égalité des matrices de var{@oeg 33, 66] a ce sujet). Pour toutes ces
raisons, elle doit étre considérée comme une méthode demé&et nous comparerons fréquemment
les méthodes de discrimination proposées dans ce mémobéa L

2.2.3 Lapproche discriminative

Au contraire de I'approche générative, les méthodes diseatives estiment directement la pro-
babilité a posteriori P(Z|X) par la minimisation d’'un co(t de classification qui peut §émalisé
afin d’éviter le sur-apprentissage (voir paragragh#1). Nous allons présenter ici les principales
méthodes discriminatives qui s’avérent étre souvent tifésaees en pratique. Il est a noter en re-
vanche que ces méthodes ne sont généralement pas nativaoigriassesi.e. elles ne considerent
que le cas binaire (de 2 classes). Au chagiraous comparerons a ce type de méthodes I'approche
générative adaptée aux données de grande dimension gprepmsée dans ce mémoire.

La régression logistique

Cette approche, que I'on peut qualifier de semi-paramétriquodélise donc directement la pro-
babilité a posterioriet non les densités de probabilité des groupes. L'hypothasest faite dans le
cas de la régression logistique est que la différence ezgredgarithmes des densités des deux classes
est linéaire par rapport#, c’est-a-dire que :

log (f1(x)) —log (f2(x)) = fo + A'=,

oufy ets = (4, ..., Bp) sont des coefficients réels a déterminer a partir du jeu déapissage. Leur
estimation est généralement faite en utilisant la méthadmaximumde vraisemblance sur le jeu
d'apprentissage. Les équations de vraisemblance n’apandg solution analytique, il est nécessaire
d'utiliser une méthode numérique de type Newton-Raphsaoe 1dis less estimés, il est possible
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y=1 v=2 ¥=5
FIG. 2.4 — Le classifieur SVM avec un noyau RBF : influence du panamé

d’appliquer la régle du MAP comme regle de décision. La réglelassification revient alors a assi-
gner la nouvelle observationa la classe’; si 3y + 'z > log(;—f) et de I'affecter &5 dans le cas
contraire. Le principal avantage de la régression logistigst qu’elle est tres générale car elle ne fait
pas d’hypothése sur la distribution de chacune des claBgeglus, la régression logistique requiert
I'estimation d’un faible nombre de paramétres (de I'ordegpyicomparé a LDA (de I'ordre dg?).

En revanche, cette méthode de discrimination n’est pasemaént multi-classes et les estimateurs
des parameétres n'ont pas de forme explicite. Pour de plugeardptails sur cette méthode, on pourra
consulter 79, chap. 18].

Les support vector machines

Les « machines a vecteurs supports », traduction de I'en§lgiport Vector Machine§&SVM),
sont une famille de classifieurs binaires qui a été intredpér Vapnik 89] au milieu des années
90 et qui connait un franc succes dans la communaut@athine learningLes SVM recherchent
le meilleur hyperplan séparant deux groupes de sorte gteefoattiere linéaire produise une marge
maximalej.e.tel que la distance des deux groupes a la frontiére soit n&eir'originalité des SVM
est de ne pas contraindre cette recherche a I'espace derign effet, la recherche de I'hyperplan
séparateur est en général faite dans des espaces de trds diaension. La regle de décision des
SVM affecte une nouvelle observatiaren fonction du signe de la quantité (x) :

M(z) = Z ajw; K (z,z;) + Do,
j=1

ou lesa; et 3y sont les coefficients des vecteurs supparis= 1 si 'observation d’apprentissage
appartient a la class€; etw; = —1 sinon. La fonctionk est appelée le noyau et est définie par
K(z,2') =< h(x),h(z") >, ouh(.) est 'opérateur de transformation des données. L'estimates
coefficients des vecteurs supports est un probléme d’'cgitioh convexe qui peut étre résolu par
des outils d’optimisation classique. Enfin, un parametseieliement noté, contraint le probléeme
d’optimisation et doit étre réglé par I'utilisateur. Le sés de ce type de méthodes est principalement
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du a leur performance et a leur développement qui est trés@Etutre part, les SVM ne subissent
pas le fléau de la dimensionf(2.4.1) puisque le nombre de paramétres d’'un classifieur SVM est de
'ordre den et ne dépend pas ge Ces méthodes ont pourtant quelques désavantages quemérit
d’étre notés. La premiére limitation des SVM est la diffiéulfinterprétation des regles de décision
produites qui sont uniquement basées sur les observatiapprdntissage. La figurg.4 montre la
frontiére de décision d’un classifieur SVM avec un noyau RB&djal Basic Functiopde variancd,,

i.e. K(x,2") = exp(—v|lz—2'||?), et ce pour différentes valeurs ¢eOn remarque que la frontiére de
décision d’une SVM peut étre tres dépendante des donnégwdigissage ce qui peut poser probléme
quand, par exemple, on ne dispose que de peu d'observataprehtissage. D’autre part, comme
le fait remarquer Burges en conclusion déJ[ les SVM sont des méthodes relativement colteuses en
temps de calcul et dont le paramétrage (choix du noyau, garasndu noyau, contrainte de violation)
est souvent difficile. Enfin, les SVM sont des classifieurs mpiiconsiderent que la discrimination
entre deux classes. Si I'on souhaite discriminer entre gdudeux classes, il est nécessaire d'utiliser
la procédure proposée par Friedma8][qui consiste & construire tous les classifieurs possilvigs e
deux groupes et ensuite d’affecter la nouvelle observaiiomroupe qui aura remporté le plus de
matchs « un contre un ».

Les autres méthodes discriminatives

Il existe bien sdr un grand nombre d’autres méthodes distaiimes dédiées a la classification
supervisée. Parmi ces derniéres, on peut notamment citeétlzode de% plus proches voisins, les
arbres de décision et lgerceptronmulti-couche. La méthode ddsplus proches voisins3fl] est
certainement une des méthodes les plus anciennes de distion et est basée sur une stratégie
locale similaire a celle de la méthode non-paramétriqustidi®tion par noyau présentée au para-
graphe2.2.2 Cette méthode consiste pour une nouvelle observationh&mawer seé plus proches
voisins et a I'affecter au groupe majoritaire. Le paramgétrdont le choix peut s’avérer crucial, peut
étre trouvé par validation croisée sur le jeu d’'apprentiss&€ette méthode s’avére étre stable et effi-
cace dans le cas ou I'on dipose d’'un grand nombre d’obsenst’apprentissage mais la recherche
des voisins est alors relativement codteuse. Les arbregasiah sont quant a eux plus utilisés en
data mininget en économie et se basent sur un enchainement de décigsiaired La principale
qualité des arbres de décision est la facilité d’interpignade la régle de décision due a la hiérarchie
des décisions. En revanche, ils fournissent des réglesaigiaterelativement instables (car dépen-
dantes du choix du premier noeud) et sont relativement.lelmstabilité des arbres de décision peut
étre palliée par une approche, appddéesting[37], qui consiste a appliquer la méthode de discrimi-
nation de maniére répétée sur I'échantillon d’apprengissen donnant de plus en plus d'importance
aux points mal classés. Enfin, perceptronmulti-couche est une méthode neuronale qui recherche
directement la meilleure séparation entre les groupes pamisation d’un critére des moindres car-
rés. Cette méthode est également assez sensible a igaitiah et doit étre pénalisée pour éviter le
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phénomeéne du sur-apprentissage (voir le paragraphd). Ces méthodes et leurs développements
récents sont détaillés dant2[ chap. 7].

2.3 Laclassification automatique

La classification automatique, @lusteringen anglais, est la partie non-supervisée de la classi-
fication. La principale différence avec la classificatiopenwisée est que le jeu de données, a partir
duquel va étre appris la régle de décision, ne comprendipésrthation de I'appartenance des obser-
vations aux classes. Autrement dit, en utilisant les rmatdu paragraph 1, le jeu d’apprentissage
ne contient que les observations ..., z,, et les données,, ..., z, sont manquantes. Aprés avoir pré-
senté le probleme de la classification automatique, nous imbéresserons a I'approche générative
basée sur le modéle de mélange. Nous verrons que I'estimdgi® parametres du mélange nécessite
dans ce cas l'utilisation d’un algorithme itératif dénomEM. Enfin, nous étudierons les limitations
et extensions de cet algorithme. Nous décrirons enfin briéwe les méthodes discriminatives exis-
tantes.

2.3.1 Le probleme de la classification automatique

Le probléeme de la classification automatique est de préegdabels:, ..., z,, des observations
x1,...,2n € RP sur la seule connaissance des valeurs prises par \esiables explicatives. Au
contraire de I'analyse discriminante, la classificatiotoeatique ne dispose pas d’un jeu d’appren-
tissage pour apprendre les caractéristiques des classeslifficulté supplémentaire en classification
automatique est que I'on ne connait pas nécessairementrleraé de groupes (nous y reviendrons
au chapitred). Nous considérons principalement dans ce mémoire laifitas®n automatique dans
le cadre du modéle de mélange introduit précédemment. dteekiien entendu d’autres approches
que celles des modeles de mélange pour la classificatiomatitpie. De méme qu’en analyse dis-
criminante, les méthodes adusteringpeuvent étre divisées en méthodes génératives et méthodes
discriminatives. Les méthodes générativesldisteringsont, de facon quasi-exclusive, basées sur le
modele de mélange et I'algorithme d’estimation EM. Les rodés discriminatives, quant a elles,
utilisent toutes une structure de classification hiérayohi

2.3.2 Le modele de mélange et I'algorithme EM

La maximisation de la log-vraisemblance d'un modéle de ng#adans le cas non-supervisé
conduit en général a des équations de vraisemblance quisségent pas de solutions analytiques. Il
existe toutefois différents algorithmes permettant deimeser la log-vraisemblance quand les labels
sont inconnus. Le plus utilisé d’entre eux est I'algorithitéeatif Expectation-Maximizatio(EM) de
Dempster, Laird et Rubir2p] que nous allons détailler dans ce paragraphe.
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Lidée de I'algorithme EM

L'algorithme EM repose sur I'idée qu'il est plus facile de ximaiser la vraisemblance compléte
L(y;0) que la vraisemblanci(z; 0) et se base sur la relation suivante entre les deux vraisengsa

L(x;0) = L(y; 0) — log f(y|x,0). (2.7)

Cependant, la vraisemblance compléte n’est pas non plasiable du fait quey n’est pas totalement
connue. Dempster, Laird et RubiBg] ont proposé, pour maximiser cette vraisemblance, uneéproc
dure itérative qui se base sur la maximisation de I'espéranaditionnelle de la vraisemblance pour
une valeur du parametre couratit L'algorithme consiste donc simplement a construire urigesu
(09),, qui vérifie :

glatl) = arggnax Q(0, H(q)),

ouQ(0,0") = E[L(y;0)|z,0']. Silon notet;; = E[S;|X = x;,0'] 'espérance duéme élément du
vecteur aléatoirés conditionnellement & = x; et a¢’, on peut alors écrire :

n k

Q0,0") = Z Z tijlog(mif(z;,0;)).

j=1i=1

De plus, il a été montré que la suite ainsi générée fait erddtvraisemblancé. (z;6) et converge
vers unmaximuniocal de la vraisemblance sous certaines conditions deamggu On pourra consul-
ter [42, chap. 9] pour un plus ample développement du principe dalgetithme d’estimation.

Les étapes de I'algorithme EM

Partant d’une solution initialé(*), I'algorithme EM alterne entre deux étapes baptisées cispe
vement E, pouexpectationet M, pourmaximisatiort

Etape E : cette étape consiste a calculer, a I'itératipn’espérance des; sachant la valeur du
parametre estimé a |'étape précédente etXjue x; :

(@)
tij

E[Si|X = x;,007V)]
= P(Z=ilX = x;,01 ),

puisques; est a valeurs dand), 1}. La formule de Bayes permet finalement de formuler les priebab
lités t;; d’appartenance des; aux classes, et ce conditionnellement au parametre cofifant, de
la fagon suivante :

i

~(g—1 Alg—1
t(Q)_ ﬂ'z(q )f(xj79(q ))

DY R (N
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Etape M: cette étape consiste quant a elle & maximiser, & chaquegtaspérance de la vraisem-
blance compléte conditionnellement al,ﬁ}? Les proportions du mélange sont obtenues simplement
par la relation :

~(q) ngq)

. = s
! n

ou n§q> =>", tﬁ?)et les estimateurs des parametigs.., 6,, sont obtenus en résolvant les équations
de vraisemblance correspondantes au modéle de mélange.rete

L'algorithme EM pour le mélange gaussien

De la méme maniére qu’en analyse discriminante, le modelaéange gaussien est fréquem-
ment utilisé en classification automatique. L'algorithmd &st utilisé pour estimer les parameétres du
mélange gaussien et I'étape M revient alors a calculert@jés;, les estimateurs suivants :

ﬁl(q) _ ’
n
i 1 @
;7 =1

. 1 & R R
X o= Wi=—5 Zé?)(%‘ — A\ (@ —
;7 =1
La figure 2.6 présente quelques étapes de I'algorithme EM pour I'estimadles paramétres d’'un
mélange de trois densités gaussiennes en dimension 2. lra #dumontre I'évolution de la log-
vraisemblance au cours des itérations de I'algorithme EM.

Limitations et extensions de I'algorithme EM

L'algorithme EM, que nous venons de présenter, découlaelltment des équations de vraisem-
blance et posséde de bonnes propriétés statistiques. &nWfi P3] a établi que sous des condi-
tions suffisantes de régularité I'algorithme EM assure wrwergence vers umaximumlocal de la
vraisemblance. Cependant, I'algorithme EM posséde umicembmbre de limitations. La premiére
limitation est que la valeur de I'estimateur a la convergepeut étre fortement dépendante de l'initia-
lisation. Une autre limitation de I'algorithme EM est quetavergence peut étre lente et I'algorithme
peut méme se trouver bloqué dans un point selle de la vralaan#h Des solutions a ces problémes
ont également été proposées dans le passé.

Stratégies d'initialisation Pour pallier la limitation de la dépendance de la solutiah &/ivis de
l'initialisation, il est courant dans la pratique de lanplrsieurs EM pour quelques itérations depuis
des initialisations aléatoires et de choisir la valeuf dssociée a la plus grande vraisemblance comme
initialisation d’'un autre EM qui lui itérera jusqu'a congence. McLachlan et Pedb§] proposent
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FIG. 2.5 — Evolution de la log-vraisemblance au cours des itéraide I'algorithme EM.

Etape 1

Etape 6

Etape 11

Etape 16

FiG. 2.6 — Quelques étapes de I'algorithme itératif EM en clasdion
mélange utilisé est un mélange gaussien en dimension 2.

Etape 21

Résultat final

automatique. Le modele de
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gquant a eux une stratégie d’initialisationdiéans le cas gaussien. lls proposent de fixer les proportions
du mélange a étre égales et de générer les moyennes du m&lérage une loi normald/(m, S), ou

m etS sont respectivement la moyenne et la matrice de covariambéathantillon entier. Les matrices

de covariance des composantes du mélange seront égalemtialisées a la matrice de covariance

S de I'échantillon entier. En pratique, la stratégie comsist initialiser & plusieurs reprises de fagon
aléatoire et a choisir ensuite l'initialisation associéla alus grande vraisemblance dest le plus
souvent préférable.

Algorithme CEM  Pour accélérer la convergence de I'algorithme, on peussahdiutiliser I'algo-
rithme modifié¢ CEM (Classification EM)2D] qui maximise la vraisemblance classifiante. L'algo-
rithme CEM est obtenu a partir de I'algorithme EM classignéugajoutant une étape C de classifica-
tion. Cette étape C affecte a chaque itération chacune dgeswaltionsr; a une des classes courantes
grace alaregle de MAP. Cela revient en fait a modifien&jﬁsen les remplacant par les valedrsu

0 les plus proches. Cette approche, dite classificationpfbune estimation biaisée et inconsistante
de 6 et, d'un point de vue théorique, il est donc préférable tisai I'approche mélange et I'algo-
rithme EM. Cependant, la convergence de CEM est beaucouprghide que EM et peut s’avérer
utile lorsque I'on a des contraintes de temps ou pour trisijeux de données de tailles importantes.
Il est intéressant de remarquer que I'algorithme fl@soyennes £-mean$, qui est une méthode trés
populaire du fait de sa simplicité d'utilisation, peut &recomme une méthode de classification au-
tomatique basée sur un modéle de mélange gaussien donttiésemde covarianc&; sont toutes
égales a la matrice identité et dont les proportispsont également toutes égales. L'algorithme des
k-moyennes procéde de la fagcon suivante :

() Initialisation : on affecte aléatoirement lesobservations dans lésclasses,

(i) Itération jusqu’a convergence :

(&) on calcule les moyennes empiriques detasses avec la partition courante,

(b) on affecte chaque observation a la classe dont il esukegiche de la moyenne.

(iii) Critere d’'arrét : on arréte I'algorithme quand il n'ypus de changement d’affectation.

Algorithme SEM  Afin d'éviter que I'algorithme EM se trouve bloqué dans unmaelle de la
vraisemblance, Celeux et Dieboltd ont proposé une version stochastique de EM qui évite que
I'algorithme converge vers des cols de la vraisemblanceeterésultat soit trop dépendant de I'ini-
tialisation. L'algorithme SEM (Stochastique EM) s’obtiem ajoutant une étape S a I'algorithme EM
classique qui modifie aléatoirement, a chaque éjapappartenance des points aux classes en tenant
compte des probabilitéré?). Pour cela, on tire pour chaque point son appartenance aasngakses
selon une loi multinomiale d’ordréet de paramétrétﬁ?),z‘ =1,..., k). Cet algorithme, qui est en fait
plutdt une version stochastique de I'algorithme CEM, net pais converger ponctuellement a cause
des perturbations aléatoires de I'étape S mais Celeux ébient toutefois montré qu'’il converge
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en loi. L'algorithme SEM doit donc étre arrété aprés un navitérations choisi par I'utilisateur. Il
est également possible d'utiliser I'algorithme SAEMJ qui diminue a chaque itératiopl'influence
des perturbations aléatoires de I'étape S grace a une(S/lﬁﬁfe)q qui décroit vers) quandg — oo.
Cette approche permet a I'algorithme de s’arréter a laostadirité de la vraisemblance.

2.3.3 Autres méthodes de classification automatique

Parmi les autres méthodes utilisées en classification atigne, la plus connue est la méthode de
clusteringhiérarchique. Cette méthode consiste & construire unarbiée de partitions en classes de
moins en moins fines. Cette hiérarchie, représentée parngratgamme ou arbre de classification,
est obtenue en regroupant successivement les points kepnoiches au sens d’'une certaine métrique.
Cette stratégie, dite ascendante, regroupe tout d’absrddax individus les plus proches au sein
d’'une premiére classe. A |'étape suivante, il ne reste glus quen — 1 points a classer et I'on itére
jusqu’au regroupement complet. Il ne reste plus alors géfiénid a quelle profondeur il faut « couper »
I'arbre pour obtenir la classification finale. Le lecteur pawconsulter 79, chap. 12] et42, chap. 8]
pour plus de détails sur ce type de méthodes.

2.4 Classification des données de grande dimension

Comme nous I'avons dit dans I'introduction de ce documentbnde scientifique d’aujourd’hui
fournit des données qui sont chaque jour plus nombreuses ptud grande dimension. On peut
citer par exemple, le probléme de la catégorisation du st gdanéte Mars (voir chapitré) pour
lequel nous disposons a I'heure actuelle de 310 Go de dommédsnension 256. Cependant, dans
les mois a venir, le spectrométre imageur de nouvelle géogrde I'orbiteurMars Reconnaissance
Orbiter devrait envoyer aux centres d’'études spatiales 10 To deégsnmulti-angulaires contenant
quatre fois plus de dimensions que les données actuellepe@régalement citer I'analyse d'image
ou les données sont également de grande dimension, voigslgrainde dimension si I'on considére
les résolutions actuelles des appareils photos numér{d2amégapixels). Dans ce paragraphe, nous
allons étudier les différents problemes posés par les dsnihé grande dimension dans le contexte de
la classification. Un exemple issu de I'analyse d'imagesiliera ce paragraphe.

2.4.1 Le fléau de la dimension en classification

Dans la littérature, le terme de « fléau de la dimension » estd&imment utilisé pour caractériser
les différentes manifestations de la grande dimension. fléay de la dimension » est un terme que
I'on doit a Bellman p] qui l'utilisa comme principal argument en faveur de la pasgmation dyna-
mique. La plupart des auteurs font référence au livre denigeillintitulé « Adaptive Control Process :
A Guided Tour » de 1961 comme la premiére apparition de cegtamais en réalité Bellman a utilisé
la notion du « fléau de la dimension » dés 1957 dans la préfaserdé/re « Dynamic programming »
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FiG. 2.7 — Nombre d’observations nécessaires a I'approximatione distribution gaussienne quel-
congue avec des noyaux gaussiens fixés avec une erreur negient0% (voir 84)).

introduisant la programmation dynamique. Le site (trégromersé)books.google.comous a permis
d’avoir accés a la préface de cet ouvrage dont voici la prfius intéressante pour notre propos :

All this [les problémes liés a la dimensiomjay be subsumed under the heading « the
curse of dimensionality ». Since this is a curse], there is no need to feel discouraged
about the possibility of obtaining significant results des.

Nous verrons en effet dans la suite de ce mémoire qu'il erlisgesolutions a ce « fléau de la dimen-
sion » et qu’il peut méme faciliter certaines taches (dordasification sous certaines conditions).
Nous allons voir dans la suite de ce paragraphe quellesesptihcipales manifestations de la grande
dimension des données. Le lecteur pourra consuliérchap. 1], 82, chap. 7] ou IAide-Mémoirede
Donoho R7] pour plus de détails sur ces phénomeénes.

Le fléau de la dimension a proprement parlé

Bellman utilisa le terme « fléau de la dimension » d&@ppur parler de la difficulté d’optimiser
une fonction par une recherche exhaustive dptimumdans un espace discrétisé. En effet, Bellman
nous rappelle que si I'on considére une grille réguliere aelp10 sur le cube unité dans un espace
a 10 dimensions, nous obtenoi®'® points. Ainsi, pour rechercher I'optimum d’'une fonctiorr su
ce cube unité, il faut effectuer0!® évaluations de la fonction. Si le cube unité en dimension 20
est considéré, alors il faudra effectuer évidemmigit évaluations de la fonction. Silvermag]

a également observé ce phénoméne dans le cadre de I'apptimxind’une distribution gaussienne
quelconque avec des noyaux gaussiens fixés. Ses résultaienaue le nombréy d’observations
nécessaires a cette tache avec une erreur maximale de 10%xp@nentiellement avec la dimension
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FiG. 2.8 — Phénoméne de I'espace vide : (a) volume de la sphé&éeamfonction de la dimension de
I'espace, (b) rapport entre le volume des sphéres de ragaoet Q. en fonction de la dimension.

et peut étre approché par la relation suivante :
logg N(p) ~ 0.6(p — 0.25).

La figure 2.7 montre I'évolution du nombreV d'observations nécessaires a I'approximation d’'une
distribution gaussienne quelconque avec des noyaux gagsskés en fonction de la dimensipre
'espace.

Le phénoméne de I'espace vide

Le « phénoméne de I'espace vide », dont la paternité estleswait attribuée a Scott et Thomp-
son [B3], met en évidence un des effets surprenants de la grandesioneet qui va a I'encontre de
la représentation habituelle. En effet, nous allons vo& ¢g& qui est naturel en dimension 1, 2 ou 3,
ne peut pas étre généralisé aux espaces de plus grande idmerexemple dit du « volume de la
boule » est classiqguement utilisé pour illustrer ce phémamee volume de la boule unité dans un
espace de dimensignest donné par la relation :

P/2
Vip) = Tt D)
ouT est la fonctiongammausuelle. Le graphique de gauche de la figeu&montre I'évolution du
volume de la boule unité en fonction de la dimension de I'esgians lequel elle se trouve. Il apparait
que le volume de la boule unité devient quasiment nul quamtintension devient grande. Afin de
mieux appréhender ce phénomene, il est préférable de cempavolume de la boule & une autre
valeur qui soit naturelle pour nous. Il est par exemple fdssie comparer le volume de la boule de
rayon 0.9 a celui de la boule unité. Le graphique de droiteadigure2.8 présente I'évolution de ce
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rapport en fonction de la dimension de I'espace. Naturedl@mce rapport décroit vers 0 quand la
dimension augmente. Cet exemple a également été consaéruper A9] qui propose de simuler
des réalisations d’'un vecteur aléatoire suivant la loiamife dans la boule unité @®. La probabilité
gu’un point se trouve dans I'espace compris entre les baldeayon 0.9 et 1 s’exprime de la facon
suivante en fonction de la dimensipn

P(p) =1—0.9°.

En particulier, la probabilité de trouver un point dans lguile comprise entre les boules de rayon
0.9 et 1 dans un espace de dimension 20 est & peu prés égake £6€s8exemples montrent que
I'espace de dimensiop est presque vide puisque la trés grande majorité des pansitie aux
alentours d’'un espace de dimensjor- 1. Certains auteurs, dont Verleyse0], utilisent d'ailleurs

le phénomene de I'espace vide pour définir la limite entresgmces de petite dimension et ceux de
grande dimension. L'observation du graphique de gauche filgure2.8 permettrait alors de conclure
que les espaces dont la dimension est plus grande que 5 soesplces de grande dimension. Plus
simplement, certains pensent que si la dimension d’'un esgsicplus grande que 3, alors c’est un
espace de grande dimension puisque I’humain ne peut pagleent se le représenter.

Le fléau de la dimension en classification générative

De maniéere générale, les méthodes génératives de classificequiérent I'estimation d’'un nombre
de parameétres qui croit avec le carré de la dimension. Cgbaiesipalement du a I'estimation des ma-
trices de covariance qui concentrent la plus grande pamaesnetres des méthodes. En particulier,
nous avons vu au paragrap®d.lque si le modele de mélange gaussien est choisi pour diseimi
des données, alors la regle de décision repose en partigngarde des matrices de covariance des
classes (cela est également vrai dans le cadre de la clasisifiautomatique). En effet, le calcul de la
fonction de coltK; requiert I'inversion deg matricesY:; pour QDA ou de 'unique matric& pour
LDA. Il est donc clair que la qualité de la classification dégelirectement de I'estimation de ces
matrices.

Singularité des matrices de covariance Il est clair que si le nombre d’observations est trop petit de
vant la dimension de I'espace, alors les estimations de e&sces seront singuliéres et leur inversion
sera numériquement impossible. En effet, lorsgue p, I'estimation de la matric& est singuliére
et lesp — n + 1 plus petites valeurs propres sont estimées par 0. Les vegqimpres correspondants
sont alors arbitraires. En particulier, LDA ne pourra taoigement pas étre utilisée dans ce cas.

Mauvais conditionnement des matrices de covariance Si les estimations des matrices de cova-
riance sont mal conditionnées, leur inversion entrainaranportant biais sur le calcul de la régle de
décision et donc une importante erreur de prédiction. Riwlet al.[70] ont proposé un exemple dans
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FiG. 2.9 — Influence de la taille du jeu d’apprentissage sur lierég décision des classifieurs QDA
(en haut) et LDA (en bas). Les données vivent dans un espadiengasion 50 et sont projetées sur
les axes principaux uniguement pour la visualisation.

le cas gaussien illustrant ce phénoméne. Considéronctaricamalisée de l'inverse de la matrice de
covariance® d'une distribution gaussienne multivaridg ., ) de dimensiorn :

1
T(X) = —tr »h.
) p (X7)
Considérons d’autre part que nous disposions d’'un jeu divbions indépendantes, ..., z,,. Clas-
siqguement, la matrice de covarianteest estimée par son équivalent empiriglie= % Z;;l(xj -
f)(z; — )t oty = z;.‘zl xj/n est lui aussi I'équivalent empirique de Nous pouvons en déduire
un estimateur de(X) :

) =r(5) = %tr@l),

et son espérance est:
o D -1
Er®)=(1-2) 7(®)

n

A~

Ainsi, si le rapportp/n — 0 quandn — oo alors E[7(X)] — 7(X). L'estimateur der(X) est alors
asymptotiqguement sans biais. Par contre, si la dimens&si comparable au nombre d’observations
n, alors E[r(2)] — ¢7(X) quandn — oo, ol ¢ = lim, .. p/n €st une constante. L'estimateur
der(X) est alors biaisé. On pourra consultéd,[69] pour une étude théorique de I'effet de la dimen-
sion sur la classification dans un cadre strictement asyigp&i.e. la dimension augmente quand

le nombre d'observations augmente. Des méthodes de risgtilon dédiées a la classification ont
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Fic. 2.10 — Phénomeéne du sur-apprentissage : erreur de poédasti fonction de la complexité du
classifieur.

aussi été proposées et nous les présenterons au paragrdfhea figure2.9 met en évidence I'in-
fluence de la taille de I'échantillon d’apprentissage sugte de décision de classifieurs génératifs.
On remarque notamment que QDA est beaucoup plus sensiblelAié la taille de I'échantillon
d’apprentissage.

Sur-apprentissage

Dans le cadre supervisé, le phénomeéne du sur-apprentigsagsurvenir si le classifieur (généra-
tif ou discriminatif) est trop complexég. s'il tient compte d’un trop grand nombre de paramétres. En
effet, si le classifieur est trés complexe, il va parfaitemedpouser » la forme des données d’appren-
tissage et du coup devenir trés dépendant de ces donnéesa Hua-appris la forme de ces données.
Dans le cas ou les données d'apprentissage ne seraientppésergatives du processus qui les a
généreées, le classifieur ne pourra pas étre efficace potartda nouvelles données, différentes des
données d'apprentissage. La fig@r@Omontre le comportement typique des erreurs de prédictisn de
jeux d’'apprentissage et de validation. Le taux d’erreuredud’apprentissage a tendance a décroitre
quand le degré de complexité du classifieur croit : le classiffpouse de mieux en mieux la forme
des données d’apprentissage. En revanche, si le modél@ &nel trop complexe, il n’est alors plus
assez général et I'erreur de prédiction sur le jeu de vadidairoit de nouveau. D’autre part, si le
classifieur est trop simple, il ne pourra ni étre efficace ssidonnées d’apprentissage ni sur les don-
nées de test. On parle dans ce cas de « sous-apprentisskgstldnc important de trouver le bon
degré de complexité du classifieur pour obtenir un classié#ficace. Ce phénomeéne est bien entendu
accentué par la grande dimension des données puisque ldexinpu classifieur est en général liée
a la dimension de I'espace.
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FiG. 2.11 — Projection sur les deux premiers axes principauxddasées « visages » associées au
sujet 1 et dont la dimension originale est 1024.

Le fléau de la dimension : un faux probleme ?

Certains problémes modernes, tels que la reconnaissangsages, fournissent des données en
trés grande dimension (un millier de dimensions) et le nembd’observations disponibles est gé-
néralement beaucoup plus faible que la dimengiot est clair que, dans ce cas, la dimension des
données est artificiellement augmentée par le processtuiition. En effet, d’'un point de vue géo-
métrique,n points vivent dans un espace de dimension au (lus 1). Cet exemple met en évidence
le fait que la dimension acquise est, en général, nettenupérieure a la dimension intrinséque des
données. Ce raisonnement induit qu’une grande part dezbiesiest corrélée et donc qu’une grande
part de I'information est redondante. Par conséquent, s parvenons a nous ramener a un systeme
ded variables indépendantes, alors le fléau de la dimensiorf@ardon de la dimension intrinséque
d qui peut étre trés faible devapt La dimension intrinséque des données est directemenaliée
nombre de degrés de liberté du processus qui a généré lesedoritar exemple, le jeu de données
« visages » est composé d'images de résolution 32x32 représentéesudagspace de dimension
1024. Pour chacun des 13 sujets, nous disposons de 75 imsmeséas a différentes expressions
du visage. La figur.11 montre la projection des données correspondantes au ssigtlés deux
premiers axes principaux. |l apparait que ces données adaliniension originale est 1024 vivent en
réalité dans une variété dont la dimension intrinséque resthp de 1. Cela correspond en effet au
nombre de degré de liberté du processus qui a généré cesedartitaque sujet devait faire évoluer
son expression faciale en ne modifiant qu’un seul « paraméleeson visage (ouverture de la bouche,
froncement des sourcils, ...).

disponible & I'adresskttp ://amp.ece.cmu.edu/downloads.htm
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FiG. 2.12 — Taux de classification correcte du classifieur optieaBayes sur le jeu de validation et
en fonction de la dimension de I'espace original. Ces résutint été obtenus sur données simulées
(voir le texte pour plus de détails).

D’autre part, on observe généralement un phénoméne issériedans le cadre de la classification :
plus la dimension de I'espace est grande, plus la classificdes données est facile avec un classifieur
adapté. La figur@.12met en évidence ce phénoméne en observant le taux de chtssificorrecte du
classifieur optimal de Bayese. basé sur les densités réelles, en fonction de la dimensibespace
original. Pour cette étude, nous avons simulé des donngessisle trois densités gaussiennes dans
RP, p = 20,...,250. Les données de chacun de ces trois groupes vivent dans utleesgaces de
dimensions intrinséques respectives 2, 5 et 10 et leursmnegesont trés proches. Ces données ayant
été simulées par nos soins, nous connaissons la denslgédéahacun des groupes et nous sommes
donc en mesure de calculer le taux de classification cordecteassifieur optimal de Bayes (voir
paragraph@.1.2. Afin de moyenner les résultats obtenus, nous avons répgpétience a 50 reprises
et chacun des jeux de validation utilisés était composé 66 bbservations. On observe clairement
sur la figure2.12que le taux de classification correcte du classifieur de Bayeg®st le classifieur le
plus adapté a ces données, croit avec la dimension de leegpginal. Cela traduit le fait que, avec
un classifieur adapté, la tache de classification est plile fdans un espace de grande dimension
gque dans un espace de faible dimension. Ce phénoméne egtieunlipa exploité par les méthodes
de discrimination SVM, présentées au paragrahBe3 qui augmentent artificiellement la dimension
des données pour faciliter leur discrimination.
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FiG. 2.13 — Principe des méthodes de réduction de dimensionxpacton et sélection de caracte-
ristiques.

2.4.2 Réduction de dimension

Une des solutions qui peut étre mise en ceuvre pour limitesffets du « fléau de la dimension »
est de réduire la dimension des données avant de les tist.en effet la solution la plus naturelle
puisqu’elle prend le probleme a la source : la dimensionregt grande, alors réduisons-la! Nous
avons vu au travers de I'exemple des « visages » du paraglaphee la dimension de I'espace d’ob-
servation des données est le plus souvent bien supérieardim@énsion intrinsequeé des données.
De fait, il est théoriguement possible de réduire la dimamsie I'espace & dimensions et ce sans
entrainer de perte d’information. L'enjeu est donc d'idfeztles dimensions (ou les combinaisons de
dimensions) qui sont porteuses d’informations redondarites techniques de réduction de dimen-
sion sont traditionnellement divisées en deux catégolessméthodes d’extraction de caractéristiques
(feature extractiohet les méthodes de sélection de caractéristigiessure selection Les méthodes
d’extraction de caractéristiques construisent, a paetirpdvariables (dimensions) originaleg,nou-
velles variables qui contiennent la plus grande part ptessib I'information initiale. Parmi toutes
les techniques d’extraction de caractéristiques existada plus connue et la plus utilisée est trés
certainement I'analyse en composantes principales (ACP@A en anglais) qui est une méthode li-
néaire. Les méthodes de sélection de caractéristiquest gedles, cherchent un sous-ensemble de
variables parmi leg variables originales. La recherche peut-étre optimaldiésant une méthode de
sélection exhaustive si le nombre de dimensions de I'espagi@al n'est pas trop grand. En pratique,
ces méthodes de recherche exhaustive ne sont pas uttisaide les données modernes qui sont dé-
crites par un trop grand nombre de dimensions. En effet, iebne de sous-ensembles possibles est
égal aC'y :

p!
GG
On comprend vite la nécessité d'introduire des méthodes-gptimales. D’autre part, les différentes
méthodes de sélection de variables se différencient les des autres de par le choix du critére
mesurant la pertinence du sous-ensemble de variables. €bedvs sont détaillées dads] et [91,
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chap. 9]. Il est & noter que la sélection de variables daredeeale la classification automatique a été
notamment considérée dangl]. Dans la suite de ce paragraphe, nous allons nous focalisdes
méthodes d’extraction de caractéristiques qui sont cextagnt les plus utilisées. On pourra trouver
un « tour d’horizon » détaillé des méthodes de réduction aension existantes dar3q et [16].

L'analyse en composantes principales (ACP)

On doit trés certainement I'analyse en composantes pelespa Pearsori7P] qui cherchait a
approcher « un systeme de points dans I'espace », selomsadérgie, par un sous-espace linéaire
de dimension inférieure. Plus précisément, Pearson dtueligrobleme d’approcher des données
multivariées par une droite telle gu’elle minimise la sormhes écarts des points a la droite au carré.
Nous allons dans ce paragraphe présenter brievement lerfaard théorique de I'ACP. Le lecteur
désirant de plus amples détails pourra consufiéf ¢u [79, chap. 8]. Le probléme de I'ACP est de
trouver le sous-espace affiede dimensioni < p, souvenid = 2, tel que l'inertieJ de 'ensemble
des points du nuage par rappértsoit minimum. L'inertieJ s’exprime de la fagon suivante :

1 n
J=- >y = Pe(a)l?,
j=1

ou Pg(x;) est la projection de;; sur le sous-espacE. Généralement)/ est la métrique identité.
Celarevient a rechercher les axes le long desquels la eargst maximale. Nous allons donc recher-
cher les axes qui maximisent la variance des vecteurs despake de projection. Le long d'un axe
représenté par le vecteur unitairgla variance totale est :

V= [u'(x; - 7)),
j=1

ouz est le barycentre de 'ensemble des vecteyrg = 1, ..., n. Il a été montréT9] que le vecteun

qui réalise cette maximisation est le vecteur propre aésola plus grande valeur propre de la matrice
de covariance empiriquﬁtotale = % zyzl(mj —z)(z; — ). On les note respectivement et \;. De
méme, dans I'espace orthogonal,al’axe qui maximise la variance est supporté par le vecteapne
associé a la seconde plus grande valeur propie,sle., et ainsi de suite pour lgsaxes principaux.
Les vecteursu; sont appelés lefacteurs principauxDe méme, les variables artificielles définies
comme projections sur les facteurs principaux par la @latj = X u;, sont appeléesomposantes
principales Le fait queX;, .. SOit une matrice symétrique semi-définie positive nousrassue les
valeurs propres sont toutes réelles, positives ou nullEsetecteurs propres sont orthogonaux entre
eux. De plus, la valeur proprg, £ = 1, ...,d, étant égale a la part de la variance totale portée par la
composante principale associée, cela permet de séleetit@maxes formant I'espace de projection.
Il suffit de retenir lesi premiers vecteurs propres tels q‘gﬁzl ¢ représente une certaine proportion
de la variance initiale (par exempk)%). Ainsi, les composantes principales sont les combingiso
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linéaires des variables initiales de variance maximal&CP étant une méthode de réduction de
dimension, il est important de savoir gu’elle ne peut pasnietia totalité de I'information contenue
dans le nuage de points initial. Enfin, ’'ACP prend uniquen@mmcompte les dépendances linéaires
entre les variables et ne peut donc pas fournir une projeéitiéle pour une distribution non-linéaire
de points.

Combien de dimensions faut-il retenir ?

Ce point essentiel de la réduction de dimension, par ektracu sélection de variables, ne pos-
séde malheureusement pas de solution explicite. Noussaligksenter uniquement ici des critéres
permettant de déterminer le nombre de dimensions a retans lé cadre de I'ACP. La plupart des
techniques de recherche du nombre d’'axes a retenir sorédasgles valeurs propres de la matrice
de covariance des données. Cette approche se justifie par le fait que chadgiar propre deo
représente la variance portée par le vecteur propre associé

Critere théorique |l est tout d’abord possible de tester, d’'un point de vueastigtie, silep — d)
derniéres valeurs propres ne sont pas significativemefdtrelites. Si elles ne le sont pas, on peut
alors retenir legl premieres dimensions. On fait pour cela I'hypothése que lgsservations sont les
réalisations d’un vecteur aléatoire gaussien donfges d) derniéres valeurs proprég. 1, ..., A, de

la matrice de covariance sont égales. Sous cette hypothése, la moyenne arithmétigdes(p — d)
dernieres valeurs propres doit étre peu différente de leyenme géométrique:,. On definit= :

2p+ 11 Mg
== — —d)1 —@
(n 5 )(p ) log (mg>

i sui i 5 (p—d+2)(p—d—1
qui suit une loi duy? a%

degrés de liberté. On rejettera I'hypothese d’égalité(gdesd)
derniéres valeurs propresziest trop grande. Notre expérience nous permet de dire quiée @st
rarement utilisable en pratique car il a tendance a surestemombre de dimensions a retenir et ce,
méme pour une valeur élevée du seuil de confiance du test.

Critére empiriqgue Dans la pratique, le critére empirique deree-testle Cattell L7] est couram-
ment utilisé. Ce critére est basé sur I'analyse des dift&@ementre les valeurs propres consécutives
et permet de détecter un « coude » dans I'éboulis des valeapses. La dimension sélectionnée par
la méthode est celle pour laguelle les différences entredksirs propres suivantes sont toutes plus
petites qu’un certain seuil. La figugl4illustre cette technique : I'image de gauche présente les va
leurs propres d& ordonnées de fagon décroissante et a droite on peut obseswvdifférences entre
les valeurs propres consécutives. Dans cet exemple, lleasétd fixé a 10% de la plus grande diffé-
rence et lescree-testle Cattell identifie un coude au niveau de la 4éme dimensiobsérvation de
I'éboulis des valeurs propres (a gauche) confirme ce choix.
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(@) (b)

FiG. 2.14 — Choix du nombre de dimensions a retenir grace auegtapirique discree-testle Cat-
tell [17] : (a) éboulis des valeurs propres Xet (b) différences entre les valeurs propres consécutives.

Méthodes non-linéaires d’extraction de caractéristiques

Récemment, de nombreuses méthodes de réduction de dimermielinéaire ont été propo-
sées. Une premiére catégorie de méthodes se proposemnidd&itACP linéaire classique au cas
non-linéaire. Parmi ces méthodé&rnel-PCA(KPCA) [80Q] utilise les fonctions noyaux des SVM
(voir paragraphe.2.3 pour transformer les données originales avant d’appligne ACP classique
sur les données transformées. Les méthodes dites de « squribeipales » ou de « surfaces prin-
cipales » P4, 41, 46] recherchent, non plus un hyper-plan comme en ACP, mais vpertsurface
paramétrée et lisse qui approche au mieux les données. tadeecatégorie de méthodes de réduc-
tion de dimension non-linéaire est basée sur l'idée que deméks sont disposées sur une variété
non-linéaire de dimension intrinséqdedans I'espace de dimensign Ces méthodes ont générale-
ment comme principal objectif de permettre la visualisaties données de grande dimension. Pour
cela, elles cherchent a « déplier » la variété sur laquellentiles données. Ces méthodes font parties
des méthodes neuronales dans le sens ou les points (qut jeugite de neurones) cherchent leur
position dans I'espace de sortie tout en respectant (tout@ns localement) la topologie d’entrée.
La premiere méthode de ce type qui a été proposée dduli:-Dimensional ScalingMDS) dont
on pourra trouver la technique détaillée dans de nombreteslitels que47]. Ces derniéres années,
plusieurs méthodes dérivées ont vues le jour qui s'oppgeamtipalement sur la question du critére
de similarité entre les topologies d’entrée et de sortiaemPces extensions, nous pouvons citer Ana-
lyse en Composante Curviligne (CCA], la Locally Linear EmbeddingLLE) [76] et la méthode
Isomap[86].
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Analyse Factorielle Discriminante (FDA)

Les méthodes de réduction de dimension présentées précéieme prennent cependant pas en
compte I'objectif de classification qui est a I'origine denkecessité pour nous de réduire la dimension.
L'Analyse Factorielle Discriminante (FDA en anglais) cdamébquant a elle la réduction de dimension
et la discrimination. En effet, effectuer une analyse faelie discriminante consiste a projeter les
données d&? sur lesd = (k — 1) axes discriminants qui maximisent le rapport de la variants-
classe et de la variance intra-classe, puis d’apprendegla de décision* sur les données projetées.
Nous avons donc besoin de définir la matrice de variance cfdese empiriqué :

k n
B = % oD sl — i) — )"

i=1 j=1

ouj = %Zle Z?Zl sijfu; . Le théoreme de Huyghens nous permet d’obtenir la relatibraste
liant les matrices de variance inter et intra-classe a laiceadle variance totale empiriqliaomle :

2A]totale =B+ W.

Nous souhaitons trouver une représentation des donnégeuette de discriminer les groupes le
mieux possible. Pour ce faire, il faut que les projectiorsideentres de gravité soient les plus séparées
possible, tandis que les données de chaque classe doiyenfeter de facon groupée autour du centre
de gravité de leur classe. Nous recherchons donc une reftise des données qui maximise la
variance inter-classe et qui minimise la variance intes®¢. Avec les notations et résultats précédents,
les axes de la projection recherchée satisfont le probléopimhisation suivant :

u' Bu

max ——— (2.8)

; .
v Etomleu

. . . 1 sz
On sait que cenaximumest atteint pour. vecteur propre d&;_; B associé a sa plus grande valeur

propre. La figure.15illustre le choix d'un axe de projection permettant de dimarer au mieux les
classes. Une fois la projection déterminée, on peut aléestekr une analyse discriminante linéaire.
Cette stratégie qui combine réduction de dimension etidigzation est souvent profitable car les
données de chaque classe n'occupent en général pas leétdealiespace et cela permet de réduire
le nombre de paramétres a estimer. Cette méthode se rélaiecrment efficace sur des données de
grande dimension comme on peut le constater sur la fydGqui présente la projection des données
USPS (voir chapitré) sur les axes principaux d’'une part, et sur les axes diseants d’autre part.
En revanche, on peut remarquer que cette approche nédesgééois I'inversion de la matrice de
variance totale empiriquE,.;q., Ce qui peut poser probléme si celle-ci est mal conditionué
paragraphe.4.1).
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(@) (b)

FiG. 2.15 — L'axe principal de la figure (a) ne permet pas de disogr efficacement les deux groupes
alors que celui de la figure (b) possede un bon pouvoir discaint (figures extraites dé7)).
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2eéme axe principal
2eme axe discriminant

. . . . . I I , . . . . ,
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 -15 -1 -05 0 05 1
1ler axe principal 1er axe discriminant

(@) (b)

FiG. 2.16 — Projection des données correspondantes aux slffieet 8 de la base USPS sur (a) les
2 premiers axes principaux et (b) les 2 premiers axes digtains.
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2.4.3 Méthodes de régularisation

Comme nous l'avons dit, I'analyse discriminante linéaiegifppétre considérée comme une mé-
thode de référence du fait de sa robustesse. Toutefois,meipriété de robustesse n’est plus vérifiée
quand la taille de I'échantillon devient trop faible devémtdimension de I'espace. Cette remarque
est encore plus vraie en ce qui concerne I'analyse discaménquadratique. Au début des années
1990, des méthodes dites d’analyse discriminante régakuent vues le jour, ayant comme but de
stabiliser les résultats de I'’Analyse Discriminante dama&s limite. On pourra consulteZ] pour
une synthése sur le sujet. Nous avons vu au paragraghtque dans le cas de petits échantillons
les matrices de covariance sur lesquelles se basent lesdeétilassiques d’analyse discriminante
sont mal conditionnées voir non inversibles. Cela entréingemment une détérioration de la perfor-
mance du classifieur. Nous allons présenter dans ce panagiepprincipales méthodes existantes de
régularisation dans le cadre de la classification. Une téa&tnde $3] a évalué les performances de
ces méthodes de régularisation ainsi que des méthodesslmasétes modeles de mélange gaussien
parcimonieux dans le cadre de la classification de puces ADN.

Régularisation simple

Pour pallier les problemes liés au mauvais conditionnemesritla singularité des estimations des
matrices de covariance des classes, il est tout d’abordopestutiliser le pseudo-inverse a la place
de l'inverse classique. On peut également ajouter uneatest’ positive a la diagonale des matrices
de covariance estimées :

ii = f]l + J?Ip.

Cette régularisation numérique simple est du méme type ajuégularisatiorridge utilisée en ré-
gression. Zhongt al. [95] ont également proposé d'utiliser cette régularisationpde en régression
inverse pour la détection de motifs en génétique. Enfintilnegortant de noter que ce type de régu-
larisation est généralement effectué dans les logicielstatestique (c’est notamment le cas pour la
fonction LDA de Matlab) sans que cela soit notifié a I'utitear.

Analyse discriminante régularisée (RDA)

Historiguement, on doit a Friedmai{] la premiere méthode régularisée d’analyse discrimi-
nante qu'il baptisa d’ailleuregularized Discriminant Analys{RDA). Friedman propose de faire
dépendre I'estimation des matrices de covariance des gsad deux parameétres de régularisation,
A et, et ce de la fagcon suivante :

£iA7) = (1= VSN +9 (@) Iy
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FIG. 2.17 — Analyse discriminante régularisée (RDA) : le paraen® permet de faire varier le clas-
sifieur entre QDA et LDA tandis que le paramétrecontrble I'estimation des valeurs propres des
matrices de covariance.
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ou:
C oy (=N = DS+ A\(n = k)
Yi(A) = (1=XN(n;—1)+ AX(n—k)

Le paramétre de complexité¢ € [0,1] contrdle la contribution des estimateurs et 3, qui sont
donnés respectivement par les équatidh§) (et (2.6). Ainsi, '’Analyse Discriminante Régularisée
engendre une reégle de décision qui « varie » entre I'’Analyiserininante Linéaire et I'’Analyse Dis-
criminante Quadratique. D’autre part, le paramétre [0, 1] contrdle I'estimation des valeurs propres
des matrices de covariance. En effety sk 0 alors les valeurs propres dg peuvent étre différentes
les unes des autres tandis queysi= 1 alors les valeurs propres sont supposées étre toutes .égales
Dans ce dernier cas, cela revient a supposer que les dethsitétasses sont de forme sphérique. La
figure2.17montre l'influence des deux parameétres de régularisatidR&. On observe que, fixant

~ a 0 et faisant variek, on obtient une méthode qui va de QDA£ 0) a LDA (A = 1). A l'inverse,

en fixant)\, la variation dey conduit a des estimations plus ou moins biaisées des valeypses des
matrices de covariances des classes. En particuligr=si0, la régularisation grace au parameétre
est du méme type que la régularisation simple présentéeragrpphe précédent. Enfin, poue= 1

et~ = 1, on obtient la méthode simpliste qui consiste a affecter nouveau point a la classe dont

il est le plus proche de la moyenne au sens de la distancdeisDette méthode donne généralement
des résultats un peu meilleurs que QDA et LDA quand la tadld'@chantillon d’apprentissage est
petite comme le fait remarquer Celeux da#®, [chap. 7]. En revanche, nous avons remarqué en ex-
périmentant RDA que sa paramétrisation était rendue difizar le peu de sensibilité des résultats
de classification par rapport aux parameétres de réguliamsdtine application de cette méthode a la
reconnaissance de visage est proposée das [

Régularisation de LDA par augmentation de la matrice intraclasse

Krzanowskiet al. [52] ont proposé différentes techniques pour pallier les gnolgls posés par
le mauvais conditionnement des matrices de covariance ldatedre de la discrimination de don-
nées spectroscopiques. Ce travail est tout a fait en liemlev&ijet qui nous intéresse ici puisque les
données spectroscopiques sont des données de grandeidimetrigie la méthode de discrimination
considérée est LDA. Les auteurs partent de I'hypothéseajmatrice de covariance intra-classe em-
pirique IV est singuliére et que son rang ést p. Leur idée est de construire un nouvelle matfice
de rangp , et donc non-singuliére, qui soit une bonne approximat®il/dau sens de la préservation
de I'information originale. C’est l'idée inverse de I’ACRiigau contraire cherche le sous-espace de
dimensiond qui permet la meilleure approximation des données de diimepsPour construire cette
nouvelle matrice, il nous faut tout d’abord considérer laatéposition spectrale dé” :

W = LDL,

ou D est la matrice diagonale composée de valeurs propres agrdsm@l’, \; > ... > A\g > \g1q1 =
... = Ap = 0 et L est la matrice orthonormale contenant les vecteurs prajneespondants. Si on



2.4. Classification des données de grande dimension 53

appelleD; la matrice diagonale composée dgsremiéres colonnes de, on peut alors écrire :
Dy 0
W = (LlLQ) ( 01 0 ) (L1L2)t7

ou L; contient également leg premieres colonnes de et ou Ly contient les(p — d) derniéres
colonnes. Les auteurs proposent alors comme mdfrida matrice suivante :

o1 Dital 0 .
W= C(L1L2) ( 0 (o + ) ) (L1L2)",

ou « et 3 satisfont les conditions suivantes :
a>0, <A, at+8>0.

Enfin, ¢ est une constante de normalisation telle qu@/’) = tr(1). Les paramétres de régulari-
sationa et 3, par analogie avec RDA, sont a estimer sur le jeu d’appags et Krzanowslet al.
recommandent de les estimer par validation croisée. Lesriementations sur données simulées que
nous avons mené ont montré que cette méthode devait étregésedes cas ou les autres méthodes
de régularisation échouent tant la paramétrisation dtiltifet la différence avec LDA est petite dans
le cas standard.

Analyse discriminante pénalisée (PDA)

L'Analyse Discriminante Pénalisée (PDAJYH] a été proposée pour traiter des données dont les
variables sont trés corrélées ou dont la taille est petitaride nombre de variables. PDA est au
méme titre que RDA une méthode de régularisation de LDA. lrealigation introduite dans PDA est
du méme type que la régularisation simple présentée préradst, a la différence que PDA pénalise
également les corrélations entre les prédicteurs. L'esgénr pénalisé dE utilisé dans PDA est :

i:2+02§2,

ou la matricef2, de taillep x p, permet de pénaliser les corrélations entre les prédictees auteurs
recommandent d’utiliser une matrice « lissa.e, deux coefficients voisins doivent avoir une valeur
proche. L'ensemble des parameétres de pénalisatioat les coefficients d€, peuvent étre appris sur
le jeu d’apprentissage par validation croisée. lls peugessi traduire des priori de I'expérimenta-
teur. Hastieet al. proposent également de coupler cette pénalisation a lagbi@j des données sur
les axes discriminants de Fisher (voir paragrapie? avant d’appliquer la régle de décision. Les
auteurs proposent également d’effectuer une transfasmatiéalable des données par I'application
d’'un opérateur de type noyau puis d'appliquer PDA.
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Modéle Nombre de Ordre Nb de prms pour
parametres asymptotique k=4etp=100

Full-GMM p+kplp+1)/2 kp?/2 20603
Com-GMM p+plp+1)/2 p?/2 5453
Diag-GMM p+kp 2kp 803
Com-diag-GMM p+p D 503
Sphe-GMM p+k kp 407
Com-sphe-GMM p+1 D 404

TAB. 2.1 — Propriétés des modeles gaussigns-:kp+ k — 1 est le nombre de parameétres nécessaires
a I'estimation des moyennes et proportions. Pour le caleslaitdres asymptotiques, nous supposons
quek < p.

2.4.4 Modeles parcimonieux

La seconde solution permettant de pallier le probleme du fiigala dimension dans le cadre de
la modélisation par modéles de mélange gaussien estdatidn de modéles parcimoniele. des
modeles qui requierent un nombre « raisonnable » de paresrgeastimer. Rappelons tout d’abord que
le modéle gaussien général (matrices de covariapgéeines) de QDA, noté full-GMM dans la suite,
requiert I'estimation de 20603 parameétres pour des dont@aportant 4 classes dans un espace de
dimension 100. Dans ce méme cas de figure, LDA — qui est endiitcthe méthode de régularisation
de QDA - requiert quant a elle I'estimation de 5453 paramsétte modele gaussien parcimonieux
utilisé dans LDA sera noté dans la suite com-GMM. Le tabl2dudonne notamment le détail du
nombre de paramétres pour ces deux modéles gaussiens. @©pasagraphe, nous présenterons les
modeles parcimonieux dans le cadre supervisé (analysendisante) par souci de simplicité. Une
vue d’ensemble de l'usage des modéles parcimonieux enfidagen automatique est disponible
dans B6].

Modéles de mélange gaussien diagonaux et sphériques

Les modéles parcimonieux simples que nous allons détdilas ce paragraphe sont obtenus en
faisant des hypothéses supplémentaires par rapport awkh@ges classiques du modéle de mélange
gaussien présenté au paragraptie3

Modéele de mélange gaussien diagonaleSi I'on fait I'hypothése supplémentaire, par rapport au mo-
déele de mélange gaussien classique ful-GMM (matrices dar@ncey; pleines), que les matrices
de covarianc&’; sont diagonales,e.>; = diag(o2, ..., afp),z’ =1,..., k, on obtient alors un nouveau
modéle parcimonieux qui sera noté diag-GMM. Ce modéle ngieetggue I'estimation de 803 para-
meétres si I'on considére toujours des données comportdasdeas dans un espace de dimension 100.
Ce modeéle fait en réalité I'hypothése que les variables isgigpendantes (les termes de covariance
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des matrices de variance-covariance sont tous nuls). Rgitetheése peut toutefois s’avérer trop res-
trictive dans certains cas. En revanche, il peut étre coayd€ succes a une ACP qui fournira des
données dont les variables seront indépendantes soushbgpajaussienne. Dans le cadre supervisé
et sous cette hypothése, QDA donne naissance a une nouvéhede de discrimination que I'on
peut appeler QDAd et dont la régle de décision revient a méama fonction de codt :

Cette hypothése d’'indépendance des variables peut égdléne combinée a I'hypothese d’égalité
des matrices de covariances (cas de LDA). Le modéle de n&tasgltant, que I'on notera com-diag-

4
()) —{—ilo ) —21 te
g zé Og(ﬂ-l) + C™.
/=1

GMM, ne nécessite alors que I'estimation de 503 parameans l& cas de I'exemple précédent. Lee
et al.[53] ont montré que le modéle gaussien diagonal utilisé dans @DAA fournit des résultats
trés satisfaisants en comparaison d’'un grand nombre d&otassifieurs. Toutefois, il est important
de noter que la dimension des données de puces ADN utiligégsptte évaluation avait été réduite
par une procédure spécifique.

Modéle de mélange gaussien sphériquell est également possible de faire I'nypotheése que les
densités des classes sont de forme sphérique en supposant gu o?1,, i = 1,....k, ol I, est

la matrice identité de taille x p. Ce modéle, que I'on notera sphe-GMM, ne requiert alors que
I'estimation de 407 parametres si I'on considére toujoarsds de données comportant 4 classes en
dimension 100. Dans le cadre supervisé et sous cette hygeot®®A donne naissance a une nouvelle
méthode de discrimination que I'on peut appeler QDAs et tioréigle de décision revient a minimiser
la fonction de codt :

1
Ki(x) = ;Hx — pil|> + plog(o7) — 2log(m;) + C*.

7

Il est a nouveau possible d'utiliser ce modéle parcimon&ugombinaison avec I'hypothése d’égalité
des matrices de covariances. Cela engendre alors le meddleslparcimonieux possible, noté com-
sphe-GMM, qui ne requiert que I'estimation de 404 paransédi@ns le cas de I'exemple précédent.
Enfin, si I'on fait I'nypothése supplémentaire que les prtipas sont égales; = 1/k, alors on
obtient dans le cadre supervisé la regle géométrique dalysm discriminante linéaire qui consiste a
minimiser la fonction de co0t :

Ki(x) = o — u|® + C*, (2.9)

qui affecte le pointr a la classe dont il est le plus proche de la moyenne. Ce ctagsdiété bap-
tisé nearest-means classifigrar Friedman 38]. Toutefois, cette régle simple conduit a des erreurs
d’affectation quand la dispersion des classes est tro@rdifte.
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Modéles de mélange gaussien a décomposition spectrale

Nous avons vu au paragraphe précédent que le modéle de méjangsien était a la téte d’'une
famille de modéles plus ou moins parcimonieux. La décontiposspectrale des matrices de co-
variance b, 21] permet de paramétrer de maniére unique les matrices deimos@ des modéles
parcimonieux précédents :

¥ = MD; A; DL,

ou D; est la matrice des vecteurs propresije A; est une matrice diagonale contenant les valeurs
propres normalisées et ordonnéesijeet \; = det(Ei)l/p. Les quantités\;, D; et A; contrdlent
respectivement le volume, 'orientation et la forme de Hribution de la class€;. En permettant ou
non a ces trois parameétres de varier, entre et a l'intériesircthsses, les auteurs mettent en évidence
14 modeles particuliers qui vont du modéle le moins parciewg le modéle gaussien classique, au
modele le plus parcimonieux. Cette paramétrisation pedeagiroposer de nouvelles modélisations
intermédiaires qui n’étaient pas connues auparavante @ettamétrisation peut étre naturellement
utilisée en classification supervisée et non superviséas mcas supervisé, cette paramétrisation
donne naissance a I'EDDA{genvalue Decomposition Discriminant Analygig qui permet notam-
ment d’éviter le recours aux parametres de régularisatoia &DA. LEDDA choisit, par validation
croisée, parmi ces modeéles celui qui posséde le plus paxitkarreur. Dans le cas non supervisg, le
choix du modéle se fait grace au critere BR1]l Les estimateurs des parametres de certains modéles
n’ont pas une forme explicite et sont alors estimés par delsadés itératives.

2.4.5 Classification dans des sous-espaces

Une récente extension de la classification traditionnedlesiste a rechercher les sous-espaces
dans lesquels vivent les données de chacun des groupegetiegihénoméne de I'espace vide nous
a permis de nous convaincre qu’un espace de dimensé&st quasiment vide et que les données se
trouvent dans des sous-espaces de dimension inférieupufel est assez naturel de penser que les
données provenant de classes différentes vivent dans desspaces différents. Etrangement, cette
approche a plutét été développée dans le cadre de la classificon-superviséeclstering. Par
conséquent, ce paragraphe sera principalement préserddedeadre dwlustering Les méthodes
de subspace clusteringeuvent étre divisées en deux grandes familles de méthatlese part, les
méthodes heuristiques qui recherchent les dimensionsepimh d’obtenir le meilleuclusteringet,
d’autre part, les méthodes basées sur des modéles de mélangedélisent le fait que les données
vivent dans des sous-espaces.

Méthodes heuristiques

De nombreuses méthodes debspace clusteringtilisent des techniques heuristiques de re-
cherche pour identifier les sous-espaces des classes. &smiéthodes, on peut distinguer deux
types d'algorithmes de recherche des sous-espaces : leedastde recherche ditebattom-up» et
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celles dites ¢«op-down». Les méthodes ditesbottom-up» utilisent des histogrammes pour sélection-
ner les dimensions permettant de séparer efficacementdepag. CIQUE [3] fut I'un des premiers
algorithmes <ottom-up» proposés pour rechercher des groupes dans des soussedpd@space
original. D’autre part, les techniques de recherche de &fpp-down» sont des méthodes itératives
qui, partant de I'espace entier comme solution initialeyd@ent a chaque itération les dimensions ne
semblant pas contenir de groupe. La premiere méthode deedutyProclus2] qui évalue a chaque
itération la qualité dwlusteringen calculant la distance moyenne entre les centres desagoupe
vue d’ensemble des méthodes heuristiques est disponib&e[eh].

Méthodes basées sur des mélanges fietor analyzers

Dans le méme temps, de nombreuses méthodes basées surdegandldactor analyzersont
vu le jour. Ces méthodes génératives proposent de se plaelas espaces propres des classes afin
de prendre en compte le fait que les données vivent dans desespaces de faible dimension. Pour
cela, elles se basent sur le modéle de I'analyse factofiélle Une vue d’ensemble de ces méthodes
est notamment disponible darb]. Une évaluation d’une partie des méthodes présentéesssbds
est faite dansg3].

Le modéle de 'analyse factorielle Ce modéle suppose que les observations sont des réalésation
indépendantes d’'un vecteur aléatalfe de dimensiorp, qui est la combinaison de la transformation
d’une variable latent&”, non observée, de dimensidn< p et d'un terme d’erreu :

X=HY +p+e

La variable latentd’; est appelée le « facteur » et est supposée suivre une loi leanf{a, 7,), ou
I, est la matrice identité de taille La matriceH, de taillep x d, est une matrice de transformation
contenant les poids des facteurs. L'erreest quant a elle supposée suivre une loi normalé, D)
ou la matricep x p de covarianceD est diagonale :
D = diag(o?, ..., 012)).
Sous ces hypotheses, le vecteur aléat&iguit une loi normalé\V(u, X), ou la matrice de covariance

Y. ala forme suivante :
Y= HH'+ D.

Ainsi, 'estimation de la matric& ne requiert que I'estimation del — d(d — 1)/2 + p paramétres.
Mélange defactor analyzers Rubinet al.[78], puis Ghahramargt al.[40] et McLachlanet al.[59],

ont proposé d'utiliser ce modéle de variables latentes pmatéliser chacun des groupes et d'utiliser
I'algorithme EM pour estimer les paramétres du modele. lrssiéf (., 0;), i = 1, ..., k, de chacun
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des groupes est alors supposée étre celle d’'une loi norkiglg 3;), ot la matrice de covariance,
a la forme suivante :
¥, = H;H! + D;.

Ainsi, le nombre de parameétres a estimer a chaque étapelderithme EM est contr6lé par la
dimensiond de I'espace latent. McLachlaat al.[59] ont notamment appliqgué ce modéle de mélange
pour la classification automatique de puces ADN.

Mélange deprincipal component analyzers  Si I'on fait I'nypothése supplémentaire qiie= 021,

ou I, est la matrice identité de dimensipnalors I'analyse factorielle se réduit a I'analyse en compo
santes principales{, paragraphe.4.2). Cela a été en particulier montré par Tipping et Bish®g.[
L'utilisation du mélange derincipal component analyzemour la classification non-supervisée a en-
suite été proposée simultanément par Rowers ¢t Tipping et al. [88]. Ce mélange suppose donc
que la densité(.,0;), i = 1,..., k, de chacun des groupes est celle d’'une loi normalg;,>;), ou

la matrice de covariancg; a la forme suivante :

Y = H;H! + 0?1,

Tipping et al. ont notamment appliqué cette technigue a la compressiamagés par regroupement
des zones d’images similaires. Ces derniers ont égalentiéisé uwlans 1] cette modélisation en
combinaison avec une approche hiérarchique pour la visi@in de données de grande dimension.
La modélisation par mélange geincipal component analyzeeségalement été considérée datd [
pour le cas de la classification automatique de données siendaité et par Moghadaret al. [64]
dans le cadre supervisé pour la reconnaissance de visages.

Le sous-espace de discrimination de Flurgt al.

Dans le cadre supervisé, Fluey al. [34] ont proposé une méthode de discrimination sous la
contrainte gue toutes les différences entre les populaton lieu dans un sous-espace de dimension
d < p. Cette méthode est basée sur le modele DBMdrimination Subspace Modedt est un classi-
fieur intermédiaire entre la discrimination quadratiqu®f) et la discrimination linéaire (LDA). Le
modéle DSM combine, comme le mélangefdetor analyzersles idées de réduction de dimension
et de contraintes sur le modéle. Pour simplifier, Fleinal. ont considéré uniqguement le cas de deux
classes. Dans ce cas, le modéele DSM supposeXgest un vecteur de dimensigndistribué selon
une loi normaleN (u;, %;) pour laiéme population; = 1,2, et qu'il existe une matrice x p non
singuliereQ = [Q : Q], ouQ etQ sont respectivement de taillex d etp x (p — d), et telle que :

() Q'>;Q soit diagonale poui = 1,2,
(i) Q'1Q = Q'%2Q,
(i) Q'p1 = Q" pa.



Chapitre

Modeles de melange gaussien pour les
données de grande dimension

Dans ce chapitre, nous ménerons tout d’abord au paragBaphae analyse critique des solutions
proposées jusqu’alors pour résoudre le probleme de laifcdag®n des données de grande dimen-
sion et, sur cette base, nous proposerons une approchepipitexes bienfaits de la dimension. Au
cours du paragraph®.2 nous proposerons une re-paramétrisation du modéle dengeéfgaussien
permettant de combiner les idées de réduction de dimenside modeles parcimonieux. Cette re-
parameétrisation donnera naissance a un modeéle de mélanggigraqui sera baptigeé;;b;Q;d;], du
nom de ses parametres, et dont la complexité sera contr@ida gimension intrinséque des données.
En suivant I'approche de Celeux et Gova@d][ nous verrons au paragrapBe3 qu’en contraignant
les parametres du modéle;;b;Q;d;], celui-ci générera une famille de modeles allant du modgle |
plus général au modele le plus parcimonieux. Enfin, au paphg3.4, nous montrerons que notre
modélisation permet une approche unifiée de la classifitaiés données de grande dimension dans
le cadre gaussien. Pour cela, nous étudierons les liensmsientre les modeéles proposés dans ce
chapitre et les modéles gaussiens classiques.

3.1 Motivation de notre approche

Nous avons vu au chapit®que la majorité des méthodes d’apprentissage souffre dawdié la
dimension » et voit leur performance décroitre quand la diiom des observations augmente. Nous
allons tout d’abord analyser les principales limites déstems existantes aux problémes posés par la
grande dimension des données en classification. Cettesanadys permettra ensuite d'élaborer une
approche adaptée a la classification de telles donnéesalandre du modele de mélange gaussien
en exploitant les « bienfaits de la dimension ».

59
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FiG. 3.1 — Un des « dangers » de la réduction de dimension dandre da la classification.

3.1.1 Les limites des approches existantes

Les solutions proposées jusqu’alors pour pallier le prokléle la classification des données de
grande dimension sont de réduire la dimension des donnéesate globale, de régulariser les esti-
mations des matrices de covariance ou d'utiliser une meatéin des données qui soit parcimonieuse.
Ces approches permettant le plus souvent d’améliorer lésrp@nces des méthodes de classification
possedent toutefois un certain nombre de limitations.

Les « dangers » de la réduction de dimension

La premiére des solutions existantes pour contrer le flédadienension est de réduire la dimen-
sion des données. La réduction de dimension est générdleéadisée préalablement a la classifica-
tion et par une approche globale qui ne tient pas compte dgttf de classification. Cette technique
permet aux méthodes de classification de fonctionner dermmemt mais au prix d’'une perte d'infor-
mation qui aurait pu étre discriminante. De plus, si I'on e dans le cadre de la classification,
cette approche est paradoxale puisqueplgariables ne sont certes pas toutes nécessaires pour dé-
crire chacune des classes mais I'ensemble des variablepiss souvent nécessaire pour discriminer
les classes les unes par rapport aux autres. La figjdriflustre cela en présentant une situation ca-
ricaturale ou les 4 classes ne peuvent étre discriminées qainservant 'ensemble des dimensions
initiales. Les données originales, représentées en bieentvdans un espace a 3 dimensions. Les
projections des données originales sur les 3 sous-espadaimdnsion 2 sont respectivement repre-
sentées en rouge, vert et violet. On observe gu’'aucuneasptojections ne permet de séparer les 4
groupes et que leur discrimination n’est possible que daspdce d'origine. En outre, le phénomene
de «I'espace vide » nous a permis de nous rendre compte gasgdases de grande dimension sont
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gquasiment vides et que les données vivent dans des souesgpa 'espace original. En étendant
cette réflexion au cadre de la classification, il est assamalade conjecturer que les données de
classes différentes vivent dans des sous-espaces difféHesst alors clair qu'une approche globale
de réduction de dimension ne peut pas prendre en comptespéitificité des données de grande
dimension. Une approche qui réduirait la dimension pouguobalasse indépendamment aurait donc
déja plus de sens qu’une approche globale. D’autre pars, amans vu au chapitizqu’il est plus aisé

de discriminer, avec un classifieur adapté, des classesudagspace de grande dimension que dans
un espace de faible dimension. Les méthodes de discrimmatnoyaux SVM, présentées également
au chapitre2, font cette hypothése puisqu’elles augmentent artifeniedint la dimension de I'espace
de départ afin de faciliter la discrimination. Pour toutes regsons, nous pensons qu'il est préférable
de ne pas réduire la dimension des données au préalable ‘m#ised un modéle qui prennent en
compte le fait que les données de classes vivent dans spasessde dimensions intrinséques faibles.

Les restrictions des méthodes de régularisation

Nous avons vu au chapitre précédent que la seconde solutiongpe les méthodes de classifi-
cation basées sur le modéle de mélange gaussien ne soiesujgtiss a la dimension des données
est de régularises posterioriles estimations des matrices de covariance. Cependatet,apgiroche
introduit un biais dans I'estimation des matrices de cevene qui améliore certes le conditionne-
ment de la matrice estimée mais qui influe également sur la digdécision du classifieur. De plus,
si la dimension des données est trés grande devant le nonolised/ations, alors la régularisation
devra étre importante et, par conséquent, la perturbatiduite sur la régle de décision ne sera pas
négligeable. D’autre part, cette approche ne fait que conés le probléme puisque le mauvais condi-
tionnement des matrices de covariance des classes esnhégalé au fait que les classes vivent dans
des sous-espaces de dimension intrinseque faible. Enlefetonnées de chaque classe vivant dans
un sous-espace de faible dimension, une grande partie dablga ne sert pas a décrire les données
et les termes de la matrice de covariance associés a cessihmeiseront, dans le pire des cas, nuls
ou mesureront, dans le meilleur des cas, la variance dueugu®n comprend donc la nécessité de
modéliser les données de chaque classe dans leur sous-eppaifique.

Les limites des modéles parcimonieux

Le dernier « remede » possible au « fléau de la dimension »ugitislition de modéles parcimo-
nieux. Les modéles parcimonieux, rappelons-le, font dgptgses supplémentaires sur le modele
général afin de limiter le nombre de paramétres a estimest ilrai que le modele gaussien général
requiert pour chaque classe I'estimation d’'un nombre darpatres qui croit avec le carré de la dimen-
sion. On comprend alors vite la nécessité de recourir auxefasgarcimonieux pour pouvoir traiter
des données de grande dimension, en particulier quand Ibreaitobservations devient petit devant
la dimension. Cependant, les modéles parcimonieux lesuplisgs sont soit encore trop complexes
(com-GMM), soit trop parcimonieux (diag-GMM et sphe-GMNEn effet, le nombre de parameétres a
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estimer dans le cas du modéele com-GMM est encore de I'ordoawé de la dimension. D’autre part,
I'hypothése d’'indépendance conditionnelle des varialEssmodéles diag-GMM et sphe-GMM est
le plus souvent trop restrictive pour modéliser correcteindes données de grande dimension. Parmi
les 14 modeéles plus ou moins parcimonieux que propose leparamétrisation, Celeux et Govaert
recommandent d’ailleurs, dan®]], I'utilisation de ces deux modéles. lls recommandent &gaint
I'utilisation d’'un modéle moins parcimonieux, basé sur led&le com-GMM, qui suppose que cha-
cune des matrices de covariance des classes est propeftitoarune méme matricB. L'utilisation

des modeles parcimonieux dans le cadre de la classificaiafodnées de grande dimension peut
s’avérer fructueuse car ils permettent aux méthodes giresrae fonctionner correctement. Cepen-
dant, 'utilisation des modéles parcimonieux n’est pagpéeaa la classification de données de grande
dimension car ces modéles ne peuvent le plus souvent padiseoddficacement la structure com-
plexe de données de grande dimension et nécessitent ehiceeeslon des matrices de covariance
estimées.

3.1.2 Notre approche : combiner réduction de dimension, magles parcimonieux et
régularisation

Nous avons vu précédemment que la baisse de performancetexies de classification dans les
espaces de grande dimension est principalement due awéales modéles requiérent I'estimation
d’'un nombre trop grand de parameétres devant le nombre d\aisens disponibles. De plus, les
approches proposées pour s'affranchir de ce probléeme nepiepas le résoudre efficacement car
les données de grande dimension vivent dans des sous-esjmtdes dimensions intrinseques sont
inférieures a la dimension de I'espace original. Cependaphénomene du « fléau de la dimension »
possede un antagoniste que Donoho d2@kd baptisé les « bienfaits de la dimension ». Parmi ces
aspects positifs des espaces de grande dimension, nos\vavprécédemment que la discrimination
est plus aisée dans un espace de grande dimension que damsoe ée dimension plus faible. Nous
allons par conséquent proposer une paramétrisation dulenddémélange gaussien qui permette
d’exploiter cette caractéristique des espaces de granaendion. Notre idée est d'utiliser le fait que
les données de grande dimension vivent dans des sous-esjmtdes dimensions intrinseques sont
faibles pour limiter le nombre de paramétres du modéle etlaéger I'estimation des matrices de
covariance des classes. Pour mettre en ceuvre cette idéealians proposer une re-paramétrisation
du modele de mélange gaussien qui prenne en compte le faiegjdennées de chacune des classes
vivent dans des sous-espaces différents dont les dimerisimimséques peuvent étre différentes. Cela
permettra notamment de contrdler la complexité du modéldéegadimensions des sous-espaces des
classes et non plus par la dimension de I'espace d’origineolre, les matrices de covariance ne
dépendant plus directement de la dimension totale de bespaur estimation sera régularisée et ne
conduira donc plus a des matrices mal conditionnées oulgnes!
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3.2 Le modele de mélange gaussien;;b;Q;d;)

Nous allons proposer dans ce paragraphe une re-parariétrida modéle de mélange gaussien
qui permette de combiner les idées de réduction de dimerdgorontraintes sur le modéle et de régu-
larisation. Nous étudierons ensuite les caractéristigtitss complexité du modéle engendré par cette
re-paramétrisation. Nous expliciterons et interpréterdgalement la fonction de codt sur laquelle est
basée la regle de décision associée a ce modeéle.

3.2.1 Re-paramétrisation du modele de mélange gaussien

Nous nous placons dans le cadre du modéle de mélange gaussianus supposons que les
densités de probabilité des clasgés, ¢;), Vi = 1, ..., k, sont celles de lois normaleg (y;, ¥;) de
moyennes.; et de matrices de variangg :

k
fl@) = mif(x,6:).
i=1
En suivant la re-paramétrisation de Banfield et RaftBfylasée sur la décomposition spectraléile
on peut écrire :
N = QiAQr,

ou @; est la matrice orthogonale de taillex p contenant les vecteurs propres Xdget A; est la
matrice de covariance de la clagSgdans son espace propre. La matrisgest alors une matrice
diagonale contenant les valeurs propre&igde

Re-paramétrisation deA; et définitions

Afin de modéliser le fait que les données de chacune des slaiseat dans des sous-espaces de
dimensions inférieures a la dimension de I'espace, nouysogams d’écrire la matrice diagonalg
sous la forme suivante :

0 bi

oUa;; > b;,j =1,...,d;, etd; < ppourtouti = 1, ..., k. Nous supposons donc implicitement que les
d; plus grandes valeurs propres de chaque classe= 1, ..., k, sont distinctes et que I¢s—d;) plus
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\ 4

FIG. 3.2 — Les parametres du modéie;b;Q;d;] pour le cas de deux classes.

petites valeurs propres sont égales. Remarquons qu'dgsiurs possible de faire cette hypothése car
dans le cas ou toutes les valeurs propreagdseraient distinctes, nous pouvons chaisie= (p — 1).
Nous allons également définir les sous-espatest E:- de la class&; respectivement associés aux
valeurs propres;i, ..., a;q,etb;.

Définition 3.2.1. Le sous-espace affirig; est le sous-espace engendré pardlegecteurs propres
associés aux valeurs propres, ..., a;q, €t tel quey; € E;. Le sous-espacE;- est le sous-espace
supplémentaire d&; dansR?, i.e.E; @ E;- = R?, et tel quey; € E;-.

On définit en outre les opérateufs et Pli de projection sur les sous-espa@i et IEZL respecti-
vement.

Définition 3.2.2. L'opérateurP; de projection sur le sous-espdégest défini par :
Vo € va ]Dl(x) - QZQf(m - MZ) + i,

ol Q; est la matricep x p contenant lesl; premiéres colonnes d@; complétée par des zéros. De
méme, I'opérateur’’- de projection sur le sous-espdgg est défini par :

Pt (z) = QiQl(x — i) + pa,

ouQ; = Q; — Q; est la matricey x p contenant le$p — d;) derniéres colonnes d@; complétée par
des zéros.

La figure 3.2illustre la paramétrisation proposée ci-dessus et permeedeprésenter les sous-
espace¥,;, i =1,..., k, des classes.
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Le modéle[a;;b;Q;d;] et ses parametres

En suivant le systéme de notation introduit par Celeted. dans R1], nous proposons d’utiliser la
notation[a;;b;Q;d;] pour faire référence au modéle de mélange gaussien assagi@a@meétrisation
que nous venons de présenter. Cette paramétrisation pderantroler les caractéristiques de la
ieme composante du mélange gaussien grace a quatre typeameipes : le vectedr, ..., a4, ), le
scalaireb;, la matriceQ; et la dimensioni;. Les parametres;, ..., a;q, €tb;, contenus dans la matrice
diagonaleA,;, contrélent la forme de la clas€€. Plus particulierement, le$; valeursa;i, ..., a4,
paramétrent la forme de la densité dans le sous-espaceé vivent les données de la classe. Ces
d; paramétres représentent donc la dispersion réelle degesmie laeme classe. Le parametig
modélise quant a lui la variance en dehors du sous-edpaqei est par conséquent supposée étre
isotropique. Ce paramétre représente donc la variance’egtipas due aux données de la classe et
qui pourrait étre due au bruit. La matrice orthogon&lgcontréle quant a elle I'orientation de la
classeC; par rapport au systeme des axes originaux. En particutiet]; Ipremieres colonnes de la
matriceQ; engendrent le sous-espdEeou les données de la clasSg sont sensées vivre. Enfin, le
parametrel;, qui représente la dimension intrinseque du sous-espalzeiéime classe, joue un role
clé dans la paramétrisation que nous avons présentée. Mooy en effet au paragrapBe.3que
c'est 'ensemble des parametigsqui controle la complexité du modéje;;b; Q;d;).

3.2.2 Fonction de coltX; associée au modelg:;;b;Q;d;]

Nous avons vu au chapitieque la régle de décision du MAP est entierement déterminés lda
cadre du modele de mélange gaussien par la fonction def¢ga) = —2log(m; f(z,0;)). Nous
allons donc donner dans ce paragraphe I'expression de tidonde coltK; associée au mo-
dele[a;;b;Q;d;]. Nous interpréterons ensuite d’'un point de vue géométrigifet de cette fonction
de co(t sur la regle de décision du modelgb;Q;d;].

Expression de la fonction de colt; pour le modele|a;;b;Q;d;]

La proposition suivante donne I'expression de la fonctiercditK; en fonction des parametres
du mOdélqawleldz]

Proposition 3.2.1. La fonction de coQfs; associée au modé(e;;b;();d;] a la forme suivante :
d;
Ko@) = i — B@)|4 + |z — P.(2)|? log(a;j — d;) log(b;) — 2log(m;) + C"®
i(x) = || Z(QC)HAZ + b |z ()17 + Z og(aw) + (p i) log(b;) og(m;) + )
1 ]:1

ol ||.||4, est une norme sSiE; telle que|z||% = 2' Az avecd; = Q;A; ' Q! etolC* = plog(2n).

Démonstration.En écrivant la densit¢(z, 6;) en fonction de la matricé,;, on obtient :

—2log(f(x,0:)) = (z — pi)" (QiNiQ}) " (x — i) + log(det A;) + plog(2r).
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Or, QtQ; = I, etdonc@; ! = Q. Il est alors possible d'écrire :

—2log(f(x,0;)) = (xz — ,ui)tQiA;ng(x — i) + log(det A;) + plog(2m).

D’autre part, on peut écrir€); = Q; + Q, ol Q; est la matricep x p contenant lesl; premiéres
colonnes d&); et complétée par des zéros et@i = Q; — Q;. En remarquant qué:)iAi‘lQ_it =
Q:AQ = 0, 0u 0, est la matrice nulle, on obtient :

QiAT'Q! = QAT Qi + QAT QL
La quantité—2log(f(x,6;)) peut alors étre écrite comme sulit :

—2log(f(z,6:) = (v — ) Qi Qi(w — i) + (x — 1) Qi Qi (& — )
+log(det A;) + plog(2m).

Les relationg); [Qﬁ@l] = Q, etQ; [Q;?QZ} — (); permettent de re-formuler2log(f(z,6;)) de la
fagon suivante :

—2log(f(2,60;) = (v — )" QiQiQiA; ' QiQiQl(x — ps)
(7 — 1)'QiQIQi A ' QLQiQ (z — 1)
+ log(det A;) + plog(2m).

Cela peut également s’écrire :
~2log(f(x,0)) = [@Qw )| ity Q! [Q: Qi — )

+[QiQ4(x — 1)) QAT QL [QiQ (= — i)
+ log(det A;) + plog(2m).

On introduit a présent la notatiad; = QZ-A;IQ;? et 'on définit la norme]|.|| 4, surE; telle que
|z]%, = «' Ajz. Ainsi :

(@0t — )] @1 [0 — )] = 10:QH — i),
D’autre part, on a:

Qi — )] QT [QUQl(w — )] = £ 1QuQw — )]



3.2. Le modeéle de mélange gaussiesb;Q;d;] 67

et par conséquent :
- 1 - -
—2log(f(x,0;)) = |QiQ% (= — p) 1%, + gHQz’Qﬁ(w — p3)||” + log(det A;) + plog(2n).

En utilisant les définitions des opérateurs de projeciprand Pli et en remarquant qugu; —
PH(2)|? = ||x — Pi(z)||* (voir la figure3.3 pour s’en persuader), nous obtenons finalement :

1
=210g(f(x,0)) = llus = Pi(@)|%, + 3-llw = Pa(@)[|* + log(det A;) + plog(2m).

La relationlog(det A;) = Z?"Zl log(ai;) + (p — d;)log(b;) permet d'obtenir I'expression finale de
la fonction de codt associée au modelgb;Q;d;]. O

Sur la base de I'expression d€; dans le cadre du modéle;;b;Q;d;], nous allons faire deux
remarques qui mettent en évidence les qualités de ce madgle geront trés utiles dans la suite de
ce chapitre.

Remarque3.2.1 Nous avons vu au chapitique la fonction de colk’; des classifieurs associés aux
modeéles gaussiens classiques, qu’ils soient supervisésrgunécessite I'inversion de la matrice de
covariancey; et que cela peut s'avérer difficile si I'estimation de cettanige est mal conditionnée.
Or, en examinant I'expression @& associée au modele; ;b;Q;d;], on s'apergoit qu’elle ne nécessite
pas l'inversion de;. En effet, les termes de variance étant résumés dans langtaeaa;; etb;, il
n'est plus nécessaire d’'inverser pour chague classe lacedie covarianc&;. Ainsi, le classifieur
associé au modéle;;b;Q;d;] ne rencontrera pas les problémes posés par l'inversion deges de
covariance des classes.

Remarque3.2.2 De méme, il est particulierement intéressant de noter gfantdion de colt; du
modelefa;;b;Q;d;] n'utilise jamais la projection sur le sous-espﬁqbet de ce fait ne requiert pas la
détermination dep — d;) derniéres colonnes des matric@si = 1, ..., k.

Interprétation de la fonction de colt K; associée au modelg:;;b;Q;d;]

Nous allons a présent nous intéresser a l'interprétatiamgérique de la fonction de coil;
qui, dans le cadre supervisé, détermine totalement la digtiécision du MAP. Rappelons que dans
le cadre non supervisé, I'étape E de l'algorithme EM qui walc chaque étape les probabilités
conditionnelles d’appartenance aux classes repose égatlem totalité sur la fonction de cofit. La
figure 3.3 permet de visualiser les quantités présentes dans I'esiprede la fonction de cod;. Il
apparait tout d'abord que la fonction de cédtassociée au modeje;;b;Q;d;] dépend principalement
de deux distances : la distanftg; — Pz(w)llﬁi associée a la matricd; = Q;A; Q! et la distance
euclidienneblin — P;()||? pondérée par la variance en dehors du sous-espace de k& élass, la
fonction de colf; favorisera I'affectation d’une observatiana la classe dont I'observation est a la
fois proche du sous-espagde la classe et dont sa projection sur ce sous-espace es¢ghocentre
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FIG. 3.3 — Les sous-espacEs et E;- associés a l&éme composante du mélange.

de la classe. Evidemment, Les variances dans les souses$haat IEZL entrent aussi en compte pour
pondérer l'importance relative de ces deux distances. angle, si les données sont trés bruitées,
i.e. b; est grand, il est naturel de pondérer la distajice- P;(z)||?> du point au sous-espad® par
1/b; afin de prendre en compte la grande variance en dehors despase de la classe. L'action de
la fonction de co0f; est finalement assez naturelle et elle réalise ce que noasdentuitivement.

3.2.3 Complexité du modeélga;;b;Q;d;]

Le modeéle[a;;b;Q;d;], né de notre re-paramétrisation du modele de mélange gayssicessite
donc uniguement I'estimation de sous-espaces de dimensiahs..., d;. En effet, comme il a été
noté a la remarqu8.2.1 la fonction de coQtX; ne nécessite pas d'estimer lgs— d;) derniéres
colonnes des matrice3;, i = 1, ..., k, et la complexité du modéle est de ce fait directement lig&e au
dimensionsi;. Ainsi, plus les dimensiongd; sont petites comparées a la dimension de I'espace, plus
le modelefa;;b;Q;d;] est parcimonieux. Nous allons & présent calculer le nonuvaéde paramétres
a estimer pour ce modeéle. Cette information sera en paefdués utile pour la sélection du modéle
le plus approprié aux données dans le cadre de la classificain supervisée.

Nombre de parameétres a estimer

Le nombre de paramétres nécessaires a |'estimation desymeg/et des proportions deslasses
est égal & = kp + k — 1. Les matriceq); requiérent quant a elles chacune I'estimationrgde-
d;[p — (d; + 1)/2] paramétres puisque nous n'avons quediegremiéres colonnes & estimer et que
les colonnes d€); sont orthonormées. Il reste encore a estimer les paramgjres et d;, pour tout
j=1,...,d;eti=1,.. k, cequi représentE?:1 d; + 2k parameétres. Finalement, le nombre de



3.3. Les sous-modéles fe;b;(Q;d;] 69
parametres a estimer pour le modglgb;Q;d;] est égal a :

1—d;

k
v=k(p+3)—1+> dilp+ 1

i=1

On remarque que le nombre de paramétres a estimer pour ldemniogdé;;d;] est linéaire erp au
contraire des modeéles gaussiens classiques dont le nomiparaimeétres a estimer croit ayéc

Ordre asymptotique et cas particulier

En notantd = %Zle d; la dimension intrinséque moyenne et en supposantgge d; < p,
pour tout; = 1, ..., k, I'ordre asymptotique du hombre de parameétres a estimépéssi I'on consi-
dére le cas de données composéek ded classes de dimension intrinséque moyedire 10 et dont
la dimension de I'espace original gst= 100, alors le modéléa,;b;Q;d;] nécessite I'estimation de
4321 parameétres. Rappelons que dans ce méme cas, le magedegalassique ful-GMM requiert
I'estimation de 20603 paramétres et le modéle com-GMM rsétechii I'estimation de 5453 para-
métres. Il est donc intéressant de remarquer que le m@deder);d;] requiert I'estimation en grande
dimension d'un plus petit nombre de paramétres qu'un madii@ant naissance a une regle linéaire
alors que nous verrons au chapitre suivant qu'il engendeaégle de décision quadratique.

3.3 Les sous-modeles de;;b;Q;d;]

En suivant I'approche de Celeux et Govae][ il est possible de générer un ensemble de sous-
modeles du modéle;;b;Q;d;] en contraignant certains parameétres a étre communs aikinté’'une
classe ou entre les classes. Par exemple, si I'on fixe lesndiotesd; a étre communes entre les
classes, on obtient alors un sous-modéle Motd;Q;d] de notre modéle général;;b;Q;d;]. Nous
verrons d’ailleurs au paragrapi34.2que ce modéle est lié aux méthodes basées sur les mélanges
de factor analyzersDans la suite du mémoire,(g; libres » signifiera que chaque clasSga une
matrice(; spécifique et €); communes » traduira le fait que pour taut 1, ..., k, Q; = @ et donc
que l'orientation des classes est la méme. La famille du teddgb; Q;d;], qui compte 28 modéles,
peut ainsi étre divisée en trois catégories de modeles :deleles a orientations libreg( libres), les
modéles a orientations communél communes) et les modéles a matrices de covariance communes.
Le tableau3.1recense I'ensemble des modéles issus de la re-paramétridatmodele de mélange
gaussien, proposée au paragraplainsi que leurs principales propriétés.

3.3.1 Modeles a orientations libres

Cette catégorie de modéles suppose que les groupes viventda sous-espaces dont les orien-
tations sont différentese. les matrices); sont spécifiques a chaque classe. Naturellement, le modéle
principal [a;;b;Q;d;] appartient a cette catégorie qui en compte 14 au total.
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Modéle Nombre de Ordre N_b de prmsk = 4, Estimation
parametres asymptotique d=10,p =100 par MV
[aijbiQidi] p+k(F+2+d) kpd 4231 CF
[aibQidi]  pH+Ek(F4+d+1)+1 kpd 4228 CF
[a:biQ:id;) p+k(T+3) kpd 4195 CF
[ab;Q:d;) p+E(F+2) +1 kpd 4192 CF
[a:bQ:d;) p+k(T+2)+1 kpd 4192 CF
[abQid;] p+k(T+1)+2 kpd 4189 CF
[aijbiQid]  p+Ek(r+d+1)+1 kpd 4228 CF
la;b:Qid] prk(r+1)+d+1 kpd 4198 CF
[ai;jbQ;d] p+k(r+d)+2 kpd 4225 CF
[a;bQd] pr+Ekr+d+2 kpd 4195 CF
[a:b;iQ:d] p+k(r+2)+1 kpd 4192 CF
[ab;Q:d] p+k(r+1)+2 kpd 4189 CF
[a:bQ;d) p+k(r+1)+2 kpd 4189 CF
[abQ;d] p+kr+3 kpd 4186 CF
[ai;b;Qd,] p+T1+k(d+2) pd 1396 FG
[aijbQd;] pHT+k(d+1)+1 pd 1393 FG
[a:b;Qd;) p+ 71+ 3k pd 1360 FG
[aibQd;] p+1+2k+1 pd 1357 FG
[ab; Qd;] p+T1+2k+1 pd 1357 FG
[abQd;] p+T+k+2 pd 1354 FG
[aijb; Qd] p+TH+Ekd+EkE+1 pd 1393 FG
[a;b:Qd] p+T+k+d+1 pd 1363 FG
[ai;bQd] p+T+kd+2 pd 1390 FG
[a:ib;Qd) p+T+2k+1 pd 1357 IP
[ab;Qd] p+T+k+2 pd 1354 IP
[aibQd] p+T+k+2 pd 1354 P
[a;bQd) p+74+d+2 pd 1360 CF
[abQd] p+T+3 pd 1351 CF
Full-GMM p+kplp+1)/2 kp?/2 20603 CF
Com-GMM p+p(p+1)/2 p?/2 5453 CF
Diag-GMM p+kp 2kp 803 CF
Sphe-GMM p+k kp 407 CF

TAB. 3.1 — Propriétés du modéle;;b;Q;d;] et de ses sous-modelep = kp + k — 1 est le nombre
de paramétres nécessaire a I'estimation des moyennespetiioos, = 1 Sk dilp— (di +1)/2]
est le nombre moyen de paramétres nécessaire a I'estinditioa matrice@l etr =djp— (d+
) /2] est le nombre de paramétres nécessaires a I'estimatiomuatize. Nous notons également
= 5 ZZ 1 d; et supposons que < d; < p, pour touti = 1,...,k, pour le calcul des ordres
asymptothues. CF signifie que les estimateurs du MV soritomqs, IP signifie qu'ils nécessitent le
recours a une procédure itérative, FG signifie qu’ils néteeed’utilisation de I'algorithme FG.
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Caractéristiques des modéles a orientations libres

Les modéles de cette catégorie sont obtenus a partir du enpdetipal en contraignant sa para-
métrisation par le biais des paramettgs b; ou d;. Tout d’abord, il est possible de fixer |€s pre-
mieres valeurs propres a étre communes et ce dans chacwlasesi.e.a;; = ... = a;q, = a;, pour
touti = 1, ..., k. Cela revient a régulariser I'estimation dégpremiers coefficients de chaque matrice
A,;. En suivant le systeme de notation introduit au paragrapBece modele sera noté;b;Q;d;].
Nous verrons dans les chapitreet 6 que ce modeéle donnera des résultats trés satisfaisant¢adans
pratique. Cela permet de penser que I'hypothése selonllagiraque matricé\; ne contient que 2
valeurs propres différentes est un moyen efficace de réggidiestimation ded;. Notons que cela
revient a supposer que les densités des classes sont desfohnérigue a la fois dans les sous-espaces
E; etdans les sous-espa(&é. Un autre type de régularisation possible est de fixer lespaired; a
étre communs entre les classes. Nous obtenons alors leanegéd);d;] qui suppose donc que la va-
riance en dehors du sous-espace spécifique de chaque dassemeune. Cela peut étre vu comme
une facon de modéliser le fait que le bruit est commun auxsefgsce qui est assez naturel si les
données ont été obtenues selon le méme protocole d’adpuisitette catégorie de modéles contient
également les modélés;bQ;d;|, [ab;Q;d;], [abQ;d;] et tous les modéles a orientations libres et di-
mensions communes. La figude4 permet d’observer I'influence de ces contraintes sur la éodes
densités des classes. La représentation étant faite emslone2, les dimensions intrinsequésdes
classes sont fixées et égales a 1. Les modéles de la prergiggddint I’hypothése que les variances
dans et en dehors de leur sous-espace spécifique sont ppmareshacune des deux classes. A la
seconde ligne, les modéles supposent que les variancetedamsis-espaces spécifiques sont égales.
A linverse, les modeéles de la troisieme ligne supposentlguariance en dehors des sous-espaces
des classes est commune. Enfin, la derniére ligne de la figésemte les modéles faisant I'nypothése
que les variances dans et en dehors des sous-espaces sontrasentre les classes.

Fonction de coltK; associée aux modeles a orientations libres

Les fonctions de coli; associées aux modéles a orientations libres s’exprimeiiefieent a
partir de la propositior.2.1qui donne 'expression d&; pour le modele générék;;b;Q;d;]. Nous
allons donner dans ce paragraphe I'expressiok dpour deux modéles a orientations libres dont la
fonction de codt est interprétable de fagcon géométrique.

Cas du modéle[a;b;Q;d;] La fonction de colti; associée au modé(e;b;Q;d;] s'exprime de la
fagon suivante :

1 1
Ki(z) = —|lui = Py(x)|* + o lle = Py(x)||* + d;log(a;) + (p — d;) log(bi) — 2log(m;) + C**.

Avec les hypothéses de ce modele, la distdfce— Pi(x)”i\,- entre la projection de sur le sous-
espaceE; et la moyenne de la classe est alors une distance euclidomerée simplement par
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&% o =

modele[a;b; Q:id] modelefa;b; Qd] modelefa;b; [2d]
modeéle[ab; Qd] modele[ab; Qd] modele[ab; I2d)
modelefa;bQ;d] modelefa;bQd] modelefa;bl2d)

SRS AS

modele[abQ;d] modeéle[abQd] modeéle[abl2d]

FiGc. 3.4 — Influence des parametr@s, b; et(Q; sur les densités des classes. La représentation étant
faite en dimension 2, les dimensions intrinségdedes classes sont fixées et égales a 1.
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'unigue paramétre,; modélisant la variance dans le sous-espace de la algssensi, si la variance

dans le sous-espace de la classe est imporianig, est grand, il est naturel de pondérer cette distance
parl/a; afin de ne pas affecter trop facilement a cette classe desvalises dont les projections sur

[E; sont certes relativement proches;demais dont les distances au sous-espace de la classe sont trés
grandes.

Cas du modéle[abQ;d] L'expression de la fonction de collif; associée au modélebQ;d| s’ex-
prime de la fagon suivante :

1 1
Ki(w) = ~|lpi = Pi(@)|* + S |lz = Pi(2)||* + dlog(a) + (p — d) log(b) — 2log(m:) + C"*.

Afin de simplifier I'écriture de la fonctiork; associée au modeéleb@;d], nous introduisons les

notations suivantes :

o? o?

= —eth=——
T (1—a)’
aveca €)0,1[. En supprimant les valeurs qui ne dépendent plus des clessessupposant de plus
que les proportions; sont égales, on peut ré-écrire la fonction de dofiassociée au modelebQ;d]

sous la forme suivante :
Ki(z) = allp; — P(2)|* + (1 = a)llz — Pi(x)||* + C".

Il apparait alors trois cas de figure :

(i) « est proche d@ : la fonction de colti; entrainera généralement l'affectation de I'observa-
tion = a la classe dont elle est la plus proche du sous-espace dsszcl

(i) o« est égal &.5 : dans ce casi;(z) = ||u; — z|* + C' et la régle de décision affecte alors
I'observationz a la classe dont elle est la plus proche du centre.

(i) « est proche dé : dans ce cas, la fonction de caiif entrainera généralement I'affectation de
I'observationz a la classe dont la projection sur le sous-espace de la @as&e plus proche
du centre.

Complexité des modéles a orientations libres

Le nombre de paramétres a estimer pour les modéles de déig@iGa est naturellement du méme
ordre que le modele principa;;b;Q;d;]. La seconde colonne du tabledil donne le nombre de
parameétres a estimer pour chacun de ces modéles. La treis@onne fournit I'ordre asymptotique
du nombre de paramétres a estimer (en suppdsaqit d; < p, pouri = 1,...,k) et la quatrieme
colonne donne ce nombre pour le cas particulier de donndepasges de 4 classes de dimension
intrinséque moyenne égale a 10 et dans un espace originahdagion 100. Ce tableau nous indique
que le nombre total de parameétres (incluant proportionyemes et matrices de covariances kes
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classes) est asymptotiquement de I'ordrekgé en supposant que < d; < p, pouri = 1,..., k, et

gue le nombre de parameétres a estimer pour les modeéles &atines libres est de I'ordre de 4200
pour le cas particuliek = 4, p = 100 etd = 10. Il apparait clairement que les modéles de cette
catégorie sont, comme le modéie;b;Q;d;|, beaucoup moins pénalisés en grande dimension que les
modéles gaussiens classiques dont le nombre de paraméstsar est proportionnel au carré de la
dimension. Enfin, en anticipant sur le prochain chapitreldmiére colonne du table&ul indique

que les estimateurs duaximumde vraisemblance des paramétres des modéles a orientéiass
sont explicites.

3.3.2 Modeéles a orientations communes

Les 12 modéles de cette catégorie supposent que les clagsegme orientation en forcant les
matrices); a étre communese. Q; = Q pouri = 1,..., k.

Caractéristiques des modéles a orientations communes

Il faut tout d’abord noter que supposer les orientationsroomes ne signifie pas nécessairement
que les données des différentes classes vivent dans le notisxespace. En effet, si les dimensions
d; et les moyenneg; ne sont pas contraintes a étre égales, alors les sous-esmatalifférents et
utilisent seulement le méme systéme de coordonnées. La gupermet d’observer l'influence du
paramétre matriciel); sur les orientations des classes. Les modéles de cett@datégnt destinés
a modéliser des groupes ayant a la fois des propriétés coammmirtdes caractéristiques spécifiques.
Par exemple, les données « visages », présentées au cRapiiteété obtenues en faisant varier les
mémes traits d’expression chez chacun des 13 sujets. Rmal\ise de ces données, un modéle a
orientations communes pourrait étre tout a fait adaptél gaendrait en compte a la fois le fait que
la nature de la variation est commune pour tous les sujetaeet'expression de cette variation est
spécifique a chacun des sujets.

Fonction de coltK; associée aux modeles a orientations communes

L'expression de la fonction de coilif; associée aux modéles a orientations communes s’obtient
facilement & partir de de la propositi@i2.1 qui donne I'expression d&; pour le modéle général
la;;0;Q;d;]. La fonction de coli; associée au modele;;b;Qd;], le plus général de cette catégorie,
est de la forme suivante :

d,

1 i .

Ki(x) = [lni — Pia)|%, + 5 e = Pi(@)|I* + log(aig) + (p — d) log(b;) — 2log(m:) + C*,
i =1

ol ||.||4, est une norme sii; telle quelz|| = 2! Az avecA; = QA;' Q' etolP;(z) = QQ' (z—
i) + fhi-
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Complexité des modéles & orientations communes

Le nombre de paramétres a estimer pour cette catégorie délenest globalemerit fois moins
important que pour les modéles a orientations libres. Eet,dffs matrice€);, 7 = 1, ..., k, étant
supposées égales, il est alors nécessaire d'estimer gséwhe matric&). La complexité asympto-
tique des modéles a orientations communes est donc égaleCes modeéles sont ainsi particuliére-
ment parcimonieux par rapport aux modeéles ful-GMM et coMN& Le tableau3.1indique que le
nombre de paramétres a estimer pour ces modeéles est inférigld0 pour le cas particulier de don-
nées composées de 4 classes de dimension intrinséque redgala a 10 et dans un espace original
de dimension 100. Parmi ces modéles a orientations commplusseurs nécessitent, pour estimer
leurs parameétres, l'utilisation d’'une méthode numérigerincolteuse basée sur l'algorithme B[
et qui rend leur utilisation difficile (voir chapitré).

3.3.3 Modeéles a matrices de covariance communes

Cette catégorie de modeles ne contient que les deux mddebéxd] et[abQd] qui supposent que
les classes ont méme matrice de covarianee QAQ".

Caractéristiques des modéles a matrices de covariance cormmes

On peut tout d’abord remarquer quedsE (p — 1), le modélela;bQd] est équivalent au modele
gaussien classique com-GMM qui, rappelons-le donne maissa la trés populaire méthode LDA
dans le cadre de I'analyse discriminante (voir chagtjteAinsi, sid < (p — 1), le modeleja;bQd]
peut étre vu comme la combinaison d’'une réduction de dimanavec un modéle gaussien sous
I'hypothese d’'égalité des matrices de covariance, maisdela sans perte d’information. En effet,
I'information portée par les dimensions associées aux ppltises valeurs propres est conservée. Le
modéle[abQd] est quant a lui trés proche du modele du classifieearest-meamui suppose que
les matrices de covariance sont égales et proportionreelesnatrice identitd,,. En effet, les seules
différences sont que le moddléQd] ne suppose pas I'indépendance conditionnelle des vasiable
réalise la classification en tenant compte des sous-esppéesiques des classes. Il est enfin possible
de contraindre I'unique matrice d’orientatigha étre égale a l'identité et de contraindre les valeurs
propresu etb a étre égales. Le modéle ainsi obtenu est le modéle gauss@asdifieunearest-mean

Fonction de coltK; associée aux modeles a matrices de covariance communes

L'expression de la fonction de coiif; associée aux modéles a matrices de covariance communes
s’obtient facilement a partir de la propositi@?2.1 qui donne I'expression dé&; pour le modéle
général[aijbiQidi].
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Cas du modeélefa;bQd] La fonction de colf; associée au modele;bQd] s’exprime de la fagon
suivante : )
Ki(@) = |l = Bi@) % + 3 o = Po(@)|* = 2log(mi) + C*,

ol ||.|.4 est une norme sUE; telle que||z|% = 2! Az avecA = QATIQ! et Pi(z) = QQ'(x —
wi) + pi. En effet, les termei?z1 log(a;) et (p — d)log(b) ne dépendant plus des classes, ils n'in-
terviennent pas dans la fonction de co0t.

Cas du modelelabQd] La fonction de colf; associée au modélebQd], le plus parcimonieux de
la famille du modélda;;b;Q;d;], a la forme suivante :

1 1 .
Kiw) = i = P@)IP + 7 lle = Bi@)|* - 2log(m) +C*,

ol Pi(z) = QQ'(x — ;) + - En utilisant & nouveau les notations= Z- eth = {2, il possible

1—a?

d’écrire la fonction de coli; associée au modélebQd] sous la forme simplifiée :
Ki(z) = allui = P(2)|* + (1 = a)|lz = P(2)|* — 2log(m) + C*,

avec toujoursP;(z) = QQ'(x — u;) + p;. On observe alors que la régle de décision associée au
modeéle[abQd], déterminée par la fonction de coft;, ne dépend alors plus que des moyennes et
proportions des classes ainsi que du rappott deb et de I'unique matricé).

Complexité des modéles a matrices de covariance communes

Ces modéles supposant implicitement que les matricesedtation(); sont communes entre les
classes, leur complexité est du méme ordre que la compleddnodéles a orientations communes.
Le nombre de parameétre a estimer est donc asymptotiquemarizel. Si 'on considére enfin le cas
particulierk = 4, p = 100 etd = 10 alors les modélek:;6Qd] et [abQd] nécessitent respectivement
I'estimation de 1360 et 1351 paramétres ce qui confirme Imximité avec les modéles diag-GMM
et sphe-GMM.

3.4 Liens avec les modeles gaussiens existants

Nous allons a présent montrer que la re-paramétrisation atlielea de mélange que nous avons
proposée dans ce chapitre permet d’'unifier les différentpsoahes existantes de classification des
données de grande dimension. Nous allons pour cela démqguo&des modéles gaussiens classiques
etles modéles de classification dans des sous-espaceseappait a la famille du modeé(e; ;b;Q;d;].
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3.4.1 Liens avec les modéles gaussiens classiques

Intéressons-nous tout d’abord aux modéles gaussiensgelassjui, comme nous l'avons vu au
chapitre2, sont trés utilisés en pratique en classification.

Modéle gaussien ful-GMM

Sil'on suppose qué; = p — 1, et ce pout = 1, ..., k, alors le modélga,;b;Q;d] est équivalent
au modele de mélange gaussien classique full-GMM. La neatiee covariance\; ayant alorsp
valeurs propres distinctes, la fonction de cafitassociée au modéle; ;b;Q;d] s’exprime de la fagon
suivante :

p—1

1 e
Ki(x) = |~ P()]%, + 5l = Py(a)|* + ) log(ai;) + log(b;) — 21og(m;) + C"
(2 ]:1

= |lui— tz),-Alet. + log(det A;) — 2log(m;) + C™.
Or%; = Q:A;Q! etdet A; = det X, par conséquent on a :

Ki(x) = (i — )5, (1 — o) + log(det ;) — 2log(m;) + O™,

qui est en effet la fonction de colt associée au modeéle MIMI cf. paragraph&.2.2.

Modéle gaussien com-GMM

En supposant toujours qudg = p — 1 et ce pouri = 1, ..., k, le modélela;bQd] est équivalent au
modéle com-GMM qui suppose I'égalité des matrices de camad. En effet, la fonction de coki;
associee au modele;bQd] s’exprime, sous la contraintt= p — 1, de la fagon suivante :

1 pl
Ki(z) = |lpwi— Pia)|%+ EHSU — Py(2)|” + Zlog(aj) + log(b) — 2log(m;) + C*
j=1

= lpi — tzgtAlet + log(det A) — 2log(m;) + C™.

OrY = QAQ! etlog(det A) étant une constante indépendante de I'indice de la classgewd alors
écrire K; sous la forme suivante :

Ki(z) = |wi— |31 —2log(m) + C*
= X = 2uY e — 2log(m) + C*°,

qui est en effet la fonction de colt associée au modéle conMGdil paragraph.2.2).
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Autres modeéles gaussiens classiques

De méme, sil; = p—1, pour touti = 1, ..., k, le model€a;;b;1,d] est alors équivalent au modéle
diag-GMM supposant l'indépendance conditionnelle desisbes et, si de plus;; = b;, pour tout
j=1,...,p—1, alors le modéléua;;b; I,d] est équivalent au modéle sphe-GMM. Enfingsi= p — 1
etm; = 1/k, pour touti = 1, ..., k, eta; = b, pour toutj = 1,...,p — 1, alors le modelga;bI,d| est
le modéle du classifieurearest-meantn effet, la fonction de colk’; associée au modéle;bI,d]
s’exprime, sous les contraintds= p — 1 etw; = 1/k, pour touti = 1, ..., k, de la fagon suivante :

1 p1
Ki(z) = |lpwi— Pia)|%+ EHSU — Py(2)|” + Zlog(aj) + log(b) — 2log(m;) + C*
j=1

= lpi — xHi)A,lI;} + log(det A) — 2log(m;) + C™.

En notants® = a; = b, on al,AI’ = 0”1, et comme les quantitdsg(det A) et —2log(m;) sont
indépendantes de 'indice de la classe, on obtient :

1
Ki(@) = [l = @llg-2y, = —llmi — 2| + C*.

Cette fonction de co(t est bien celle du classifieearest-meampuisqu’elle entraine I'affectation de
I'observationz a la classe dont elle est la plus proche du centre.

3.4.2 Liens avec les modéles de classification dans des sesjgaces

Nous allons également montrer que les modéles de mélangsigaules approches récentes de
classification dans des sous-espaces appartiennent égalama famille du modelgy;;b;Q;d;].

Mélange deprobabilistic principal component analyzers

Les mélanges dprobabilistic principal component analyze(BPCA) [7/7, 88] supposent que la
densité de chacun des groupes est celle d'une loi normalelalomatrice de covariance a la forme
suivante :

Y, = HH! + 0?1,

Les colonnes des matricés;, de taillep x d, étant orthogonales deux a deux, on peut reformuler la
matrice de covariance du modéle de mélange de PPCA dandootr@isme :

¥ = QiAQr,

ou, pourj = 1,...,d, ¢;;, la jeme colonne d€);, est égale &;;/0;;, h;; étant lajeme colonne de
H; etd;; sa norme. Le reste de la matri¢e étant complété de sorte q@gQ’! = I,. La matrice
A; est alors une matrice diagonale qui contient surdsgemiéres lignes les valeuas; = 6;; + o?

et sur segp — d) derniéres lignes I'unique valedf = o2. Nous avons ainsi montré qu’en écrivant
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le modéle de mélange de PPCA dans notre formalisme, il estadent au modelda;;b;Q;d] et
appartient a la famille du modele;;b;Q;d;]. Il est intéressant de noter que ce modele, ayant été
proposé uniqguement dans le cadre non supervisé, est désartiiaable dans le cadre supervisé
grace a notre re-paramétrisation.

Modéle DSM de Flury et al.

Le modéle parcimonieurliscrimination subspace mod@dDSM), proposé par Fluret al. [34],
suppose que toutes les différences entre les populatiopppsées gaussiennes, se produisent dans
un sous-espace de faible dimension. Il est alors asseznéwidél existe une relation entre notre
paramétrisation du modéle de mélange gaussien et le mo&e De théoréme 2.2 de l'articleSfl]
présentant le modéle DSM pour le cas de 2 classes peut &oeitéavec nos conventions, de la fagon
suivante. Le vecteur aléatoit€ de R?, distribué selonV (u;,%;), i = 1,2, satisfait a un modéle
d-DSM si et seulement si il existe une matrige= [Q : Q] non singuliére, de taillp x p, ouQ est
une matricep x d telle que les trois conditions suivantes soient satigaite

() Q'>;Q soit diagonale poui = 1,2,
(i) Q'1Q = Q'%2Q,
(i) Q'p1 = Q" poa.

Ces hypotheses impliquent alors que les matrices de caeasales classes ont la forme suivante :

A, O
Ei: ' tv‘:1727
o4 1)

ou A;, i = 1,2, est une matrice diagonale comportant les valeyrs.., a;q sur sa diagonale. Nous
pouvons alors établir que le modele DSM assorti des cobdsin = b1, 4 eta;; > b, pourj =
1,...,d, est équivalent au modéle;;bQd] de notre paramétrisation avec la contraiQfg:; = Q' uo.






Chapitre

Classification des données de grande
dimension

Au cours du chapitr, nous avons mis en évidence que la construction de la regiigadsion
d’'un classifieur basé sur un modeéle de mélange paramétritu e mélange gaussien fait partie)
revient a estimer les parameétres de ce mélange. En effégllede décision de Bayes affecte chaque
nouvelle observation a la classe la plus probabjmsterioriet la formule de Bayes permet d'obte-
nir cette probabilité directement a partir des paraméttemédlange. Ce chapitre va donc traiter de
la construction des classifieurs associés aux modélesnpéésau chapitre précédent au travers de
I'estimation des parameétres de ces modéles. Ces classietont respectivement nommés HDDA
(High Dimensional Discriminant Analygiet HDDC High Dimensional Data Clusteriggdans les
cadres supervisé et non supervisé. Pour ce faire, nous mmsn@ut d’abord I'expression de la vrai-
semblance associee au modgigb;Q;d;] et a ses sous-modeles au paragraphiel a construction
des classifieurs HDDA et HDDC fera I'objet du paragragh2 Le paragraphd.3 traitera de I'es-
timation des parametres du modéig;b;Q;d;| et de ses sous-modeles. L'estimation des dimensions
intrinséques des classes et du nombre de composantes cugmékera abordée au paragraghé
Enfin, le choix du modéle fera I'objet du paragraphg.

4.1 Vraisemblance du modeéléa;;b,();d;] et de ses sous-modeéles

Afin de simplifier le calcul des estimateurs duiaximumde vraisemblance des parameétres du
modelefa;;b;Q;d;] et de ses sous-modeéles, nous allons introduire dans cemahagles expressions
de la log-vraisemblance associées au modeles a orierstdifives, a orientations communes et a
matrices de covariance communes.

81
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4.1.1 Vraisemblance des modéles a orientations libres

Le lemme ci-dessous fournit I'expression de la log-vraiskamce compléte, noté¢d), pour le
modele[a;;b;Q;d;] qui est, rappelons-le, le modele le plus général parmi ledefes a orientations
libres.

Lemme 4.1.1.La log-vraisemblance compléte du modelgb;Q;d;] vaut :

RGN R AL - 6, Widie
(0)=~5 ) mni > (10g(ai€) + %) + ) <1Og(bz') + %) —2log(m;) | +C*,

OUW; = ;-5 sij(ay — i)' () — pi) €tng = Y0 sij

Démonstration.La log-vraisemblance complete, notée), vaut :

n k
1(9) = Z Z sij log(m; f(x5,0:)),

j=1i=1

ous;; = 1 siz; provient de la class€); ets;; = 0 sinon. En remplacanft(z;, 6;) par son expression
en fonction des parameétr@s= {u;,>;}, on obtient :

n k 1 1 o
1oy = D2 sijlos [m (2m)P72 det ()12 P (‘5(% ) g “”)]

j=1i=1

n k

1 1 ~ .

= Z Zsij {log(ﬂi) ~5 log(det ;) — 5(9@ — i) 8 (2 — ul)] + C'e,
j=1i=1

ouC' = —Llog(2r). En utilisant la paramétrisation du modéie;b;Q;d;], on obtient :

n k d; P
1
l(a) = —52281']' —210g(77i) +10g(H aip H bz)
j=11i=1 =1 (=d;+1
+(zj — Mz‘)tQiAi_lQﬁ(mj — )| +C
1< di P
= -3 Z sij | —2log(m;) + Zlog(aw) + Z log(b;)
j=11i=1 =1 l=d;+1
() — ) Qi Qf(y — ) | + C™°.
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En notantn; = 2?21 si; le nombre d’éléments de la clasSg la log-vraisemblance s’écrit :

k d; »
1
= -3 an —2log(m;) + Z log(ais) + Z log(b;) (4.1)
i=1 /=1

l=d;+1

+ Zsm Mz Qz th( :U'Z) +Cte'

La quantité(z; — ;) Q:A; ' Q(x; — p;) étant un scalaire, elle est égale a sa trace et il est alors
possible d'écrire :

1 n
- ZSU — 1) QAT Ql(zy — ;) = — Z sijtr (75 — )" QAT QL (wj — 13)) -
i i

Ortr ([(acj — ,ul)th] X [A;le(Cﬂj — MZ)]) =1tr ([A;ng(IJ — Nz)] X [(CC] — MZ)tQZ]) et par conseé-

%Zsz‘j(% — 1) Qi Qi (wy — i) = %Zsz‘j tr (A7 Qf (wy — i) (w5 — )" Qi) -

j=1 J=1
= tr [ A7'Q! %Zsm( — i) (@ — ) | Qi
= tr (A;7'QIW;Qi),

oumw; = Z;‘ 1 8ij(x; — pi)t(zj — p;) est la matrice de covariance empiriqug;aconnue de la
ieme composante du mélange. La matrigeétant diagonale, on peut encore écrire :

di 4 p t

2,Widie 4 Widie
n; = =1 @it l=d;+1 v

ou g;¢ est laleme colonne dé);. Enfin, en remplacant dand.(), on obtient I'expression finale de la

log-vraisemblancé(). O

L'expression de la log-vraisemblance des autres modélgstitations libres se déduit facilement
de I'expression du logarithme de la vraisemblance du mode)é;Q;d;] donnée au lemmé.1.1
Pour cela, il suffit de remplacer les paramétres fixés danslaese ou entre les classes par un unigue
paramétre. Ainsi, le logarithme de la vraisemblance du heddéh;Q;d;] s’écrit plus simplement :

k d;
0) = 15, |dslogla) + (p — dlog(b + 3 HelVitie 5~ deWidie gy cte
= =1 Lo b
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4.1.2 Vraisemblance des modéles a orientations communes

L'expression du logarithme de la vraisemblance des modetagentations communes s’obtient
également a partir du lemn#el.1 Le logarithme de la vraisemblance du modglgb;Qd;], le plus
général de cette catégorie, s'écrit :

== Zn Z <log aip) + qéWiqé) + i <log(b-) + qéWiqé) —2log(m;) | +C*
i—1 Z Z aie t=d;+1 Z bi Z .

(3 7

Si les dimensiongl; sont supposées différentes entre les classes ou que lésaniate covariances
sont supposeées avoir plus de deux valeurs propres difé&elat maximisation dg6) requiert alors
I'utilisation de I'algorithme itératif FG32]. En revanche, le logarithme de la vraisemblance du modéle
[a;b;Qd] prend une forme qui permet de s’affranchir de I'utilisataenl'algorithme FG.

Lemme 4.1.2.La log-vraisemblance compléte du modgig;Qd] vaut :

k d
um:—éb}u@mmm+@—@bam—m%wn+3%@)—zyMMZ+wa
i=1 ! (=1

~ k 1 1
OUA{::ELzlni(E'—Ez)vmu

Démonstration.En partant de I'expression d&)) donnée au lemmé.1.1 on peut écrire que, dans
le cas du modeéle:;b;Qd], 1(0) prend la forme suivante :

1< d ngqu £ QngQZ te
10) = =32 m LZ:; (bg(ai) e ) +z§+1 (log(bz-) + 5 ) — 2log(m) | + C*,
En inversant les sommes siuet sur/, on peut écriré(6) sous la forme :
R d P
0)=—3 [Zl ni (dlog(a;) + (p — d)log(b;) — 2log(mi)) + ; qAgqe + g;l 4;Bqe| +C*,

oud=>"r, Wi etB = Sk 3~ Wi. En remarquant de plus qO€j_,. | ¢;Bq, peut s’exprimer
en fonction de la trace dB :

P d
> 4iBa = tx(B) = qiBy,
(=1

l=d+1

on peut écrire :

d
10) = memm<p@MM—mwu ~ S Gi(B - A)ge + tx(B)| + ™.
/=1
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La relationtr(B) = S°F | ™ tr(W;) conclut la preuve. O

Le logarithme de la vraisemblance des mod@#gd] et [a;bQd] s’exprime facilement a partir
de I'expression dé(#) donnée au lemmé.1.2

4.1.3 Vraisemblance des modeéles & matrices de covariancercounes

L'expression du logarithme de la vraisemblance des modéteatrices de covariance communes
s’obtient également a partir de I'expression (i donnée au lemmé.1.1

Lemme 4.1.3. Le logarithme de la vraisemblance du modglebQd], le plus général de cette caté-
gorie, s'écrit :

d

tr(W 1 1
:——n Zlog ag) + (p — d)log(b) + %—FZ(——g) aWar
=1

7

k
+Z n; log(m;)+C",

i=1

ouw = % Zle n;W; est la matrice de covariance intra-classe empirique.

Démonstration.En partant de I'expression d¢f) donnée au lemmd.1.1, on peut écrire la log-
vraisemblance du modeéle;bQd] de la fagon suivante :

1L [ ¢Wige 4 9 Wige '
19 = -3 E n; E <log(ag) + v ) + 5 <log(b) + T) —2log(m;)| +C
i=1 L{=1 l=d+1
k [ d d ¢ P t
1 qWiqe QWiqe ¢
- - : 1 —d)log(b — 2log(m; “.
5 ;1 n ZE_l og(ag) + (p — d)log(b) + ;_1 o +Z_§d+1 ; og(m)| +C

En inversant les sommes suet sur/, on peut encore écriigd) sous la forme :

= ——n [Z log CLZ p d) log —|— Z —QZW(]( + Z _QgWQZ +Z ng log 7Tz)+Cte

(=1 {=d+1

ouw =1 Z’“ . niW; est la matrice de covariance intra-classe empirique. Dg fdufait de remar-
quer quezz 411 44W q¢ peut s’exprimer en fonction de la trace dé:

p d
Y aWa=te(W)=> ¢Waq,
/=1

l=d+1

permet de conclure la démonstration. O
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4.2 Construction des classifieurs HDDA et HDDC

Au cours du chapitr@, nous avons vu que la construction d’'un classifieur gérigrtiil soit
supervisé ou non, passait par deux étapes : I'estimatiorpaesneétres du modele et le calcul des
probabilités conditionnelles. Nous proposons d'utilisette méme approche pour la construction du
classifieur supervisé HDDA et du classifieur non supervisBDassociés au modéle;;b;Q;d;]
et a ses sous-modeles. De la méme maniére que pour les mddéaieslange gaussien classiques,
la technique d’estimation des paramétres des modeles de faatille est différente selon que I'on
soit dans le cadre de I'analyse discriminante ou dans leeadelta classification automatique. Nous
allons présenter dans ce paragraphe les approches géradgalenstruction des classifieurs associés
aux modeles de notre famille dans les cadres supervisé etupanvisé. Dans le cadre supervisé, la
technique d’estimation des paramétres consistera a msedihirectement la vraisemblance compléte
alors que dans le cas supervisé 'estimation des paramadssecitera |'utilisation de I'algorithme
itératif EM. Toutefois, les expressions des estimateusspaeametres du modéle;;b;Q;d;] et de ses
sous-modeles étant communs dans les cas supervisé et remiséipils seront présentés au para-
graphe4.3.

4.2.1 Construction du classifieur HDDA

Dans le cadre supervisé et de la méme facon que les autreiielas génératifs, la construction
du classifieur HDDA associé a notre famille de modéles néeebsstimation des parameétres du
modéle et le calcul des probabilités conditionnelles.

Expression des probabilités conditionnelles

Nous allons tout d’abord introduire I'expression de la @doilité conditionnelles?(Z = i| X =
x,0) gqu’'une observatior: appartienne a la class¢, sachant les paramétres du mélange et ce, en
fonction de la fonction de colit; introduite au chapitr8. La formule de Bayes permet tout d’abord
d’écrire :

i f(z,0;)
S mef(w,00)

et commeK;(z) = —2log(m; f(x,0;)), on obtient I'expression suivante #&~Z = i| X = x,0) :

P(Z=1iX =u,0) =

b 1
Pz =X = 0,6) =1/ S exp (5 (ile) ~ Kalo)) )
/=1

La probabilité conditionnelle®(Z = i|X = xz,0) est donc entierement déterminée par la fonction
de coltK;. Nous rappelons que lors du chapig&enous avons donné I'expression Hg en fonction
des parametre§r;, i, aij, bi, Qi,d;}, i =1,...,k, j = 1,...,d;, pour chacune des trois catégories de
modeéles de notre famille.
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Estimation des parameétres

Il apparait donc que I'affectation d’'une observatiod une des: classes dépend directement de
I'estimation des paramétres du modele utilisé. Dans leecadpervisé, les données d’apprentissage
étant completes,e.composeées a la fois des observationgt de leurs labels;, la maximisation de la
vraisemblance peut étre faite directement. La proposgiiovante donne les estimateursrdaximum
de vraisemblance des paramétre®t i1;, 7 = 1, ..., k.

Proposition 4.2.1. Les estimateurs dmaximumde vraisemblance des proportions et moyennes
1; des classes sont :

~ ng
T, = T,
n
n
. 1
i = — Sij T
n; < I
J=1

n

oln; = Zj:1 si; avec, rappelons-les;; = Loz =iy

Démonstration.La maximisation de la log-vraisemblance sous la contraEfg1 m; = 1 est équiva-
lente a rechercher un point selle de la fonction de Lagraniyarse :

k
L=-2(0)—w (Zm—1> :

ouw est le multiplicateur de Lagrange. En utilisant I'expreasile la log-vraisemblandgd) donnée
au lemmes.1.], on obtient :

oL
aﬂi

=0 & 2n;4+wm=0.
Cette relation étant vraie pour= 1, ..., k, on obtient en sommant sugue :
w=—2n.
En remplacant dans I'expression de la dérivée partielle@ipar rapport &r;, on obtient I'estimateur

dem;:

De méme, ona:

n

oL -
o =0 & Z«Szﬂj = Z Sijhbi
(A

j=1 =1

ce qui permet de conclure quie = - z;.‘zl 8ijTj. O

ng
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Il ne reste alors plus qu'a estimer les parametigsb;, Q; etd; des matrices de covariance des
classes. Les expressions des estimateurs de ces paragtatresimilaires dans les cas supervisé
et non supervisé, ces estimateurs seront présentés augmrad.3. Dans le cadre supervisé, I'es-
timation des parametres;, b;, Q; S'appuiera sur I'expression suivante des matrices de iz
empiriquesi¥;, pouri =1, ...,k :

n

sij(x; — fr) (@ — )",
=1

1
W, = —
g

J

oun; = 2?21 si;. La matrice de covariance intra-classe empirique seraidéfirant a elle de maniere
usuelle en fonction des matricelg; parW = = > 7" | n;W;.

4.2.2 Construction du classifieur HDDC

Dans le cas de la classification automatique, les donnéesnilides pour apprendre le classifieur
n'étant pas complétesge. elles ne comportent que les observationset leurs labels;; sont man-
quants, il est nécessaire d'utiliser I'algorithme itér&M pour estimer les parametres du mélange et
les probabilités conditionnelles. La procédure de consbtm du classifieur HDDC alterne donc entre
les deux étapes suivantes :

Etape E de l'algorithme

Cette étape calcule a l'itératianles probabilitésa posterioritgjq,) = P(Z = i|X = z;,0@ D)
que l'observation:; appartienne a la clasgg :

k
1 _ _
1 =1/ e (K@ - K@)
(=1

ou Kfq*l) est la fonction de co(it associée au param@tre!) de I'itérationg — 1.

Etape M de l'algorithme

L'étape M calcule quant a elle, a l'itératian les estimateurs des paramétﬁé@ par maximisa-
tion de I'espérance de la vraisemblance compléte condigitement auxl(;?) (cf. chapitre2.3.2. La
proposition suivante donne les estimateursnthximumde vraisemblance des parameétreset 1,
i=1,..,k.
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Proposition 4.2.2. Les proportionsr; et les moyennes; sont estimées, a I'étapg par :

71‘.1(‘1) _ n ,
n
@ 1N~
B = Wztij Lj
i j=1

(9)
=1 tw .

otn® = yn

Démonstration.A chaque étapg, la maximisation de I'espérance de la vraisemblance conelit
nellement aux;; est similaire a la maximisation de la vraisemblance dansatiecsuperviséct.
déemonstration de la propositigh2.1) et conduit a des équations similaires oudgssont remplacés
parlest;;, pouri = 1,....ketj =1,...,n. O

Les expressions des estimateurs des parametres propites paramétrisation, a saveif;, b;, Q;
etd;, seront présentées au paragraphe suivant dans une appomheine avec le cadre supervisé.
A l'itération ¢, I'estimation de ces paramétres s’appuiera sur I'expoassuivante des matrices de
covariance empiriqueWi(q), pouri = 1, ..., k, qui seront alors des matrices de covariance floues :

1 R N
Wi(q) tgq) (x; ng))(% - ng))t7
(a) J
N =1
aveCn(q) = Z? 1 EJ) La matrice de covariance intra-classe empirique sereeéwalt définie de

maniére usuelle en fonction des matrl(w’éq parw (@ = 1 ZZ_ (Q)W 2,

2

4.3 Estimation des parameétres de la famille du modeélg:;;b;Q;d;]

Nous allons maintenant présenter dans ce paragraphe iieatesirs dumaximumde vraisem-
blance du modeélg:;;b;Q;d;] et de ses sous-modeéles. Les estimateurs donnés dans aephesgpnt
communs aux cadres supervisés et non supervisés souserégechoisir les expressions adaptées
de W, et den;, pouri = 1, ..., k (voir paragraphe précédent).

4.3.1 Estimateurs des modeéles a orientations libres

Nous allons donner dans ce paragraphe les estimateursagimumde vraisemblance des pa-
rametres des modeéles a orientations libres. Tous les éstinsaprésentés dans ce paragraphe sont
explicites.

Proposition 4.3.1. Sous-espack; : les d; premiéres colonnes de la matri€g sont estimées par les
vecteurs propres associés adpplus grandes valeurs propres; deV;.
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Démonstration.Nous avons donc a maximiser la vraisemblance sous la cotetrgjg;; = 1, ce qui
est équivalent a rechercher un point selle de la fonctionadgdnge :

p
L==21(0)—> wijlaa; — 1),
j=1

ol w;; sont les multiplicateurs de Lagrange. En utilisant I'esgien de la log-vraisemblané¢g) du
lemme4.1.1 on obtient :

k d; ¢ P ¢
L = an —2log(m;) + Z <log(aij) + Z]Tw> + Z <log(bi) + - b_l U)
i=1 j=1 Y j ‘
P
= wiighai; — 1) + C*.
=1

Ainsi, le gradient deC par rapport ay;; vaut :

.
Vg, L= Q#Wiqij — 2w;;q5j,
i

ou é;; est lejeme terme diagonal de la matridg. En multipliant cette quantité a gauche [q%r, on

obtient :
e
]
Par conséquent, on obtient la relation :

wijéij
Wigij = — — s
7

et on peut conclure que; est le vecteur propre dé’; associé a la valeur propre; = wiidiy

ng

quWiqij. Etant donné que les vecteus, j = 1, ..., p, sont vecteurs propres de la matrice symétrique
W;, cela implique que]quw = 0sij # /. Lalog-vraisemblance peut alors étre écrite sous la forme
suivante :

d;

k
—21(0) = " n;
- :

1= Jj=

i p i
<log(aij) + —j> + Z <log(bi) + b—j> + C'e,
1 7

s
K j=d;i+1

d;

et, en utilisant la reIationZ?zdiH Aij = tr(W;) — 3252 Aij, on obtient :

i i (W) a1 1
—21(0) =Y ni | Y log(ai;) + (p — di) log(b;) + ot > (— — E) \ij | +C%. (4.2)
i=1 j=1 ¢ ¢

j=1 N
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Ainsi, la minimisation de la quantité2i(#) par rapport aj;; est équivalente a la minimisation de la
quantité> " n; 2?21(%]- — 3:)A;j par rapport ;. Etant donné que;- —3-) < 0,¥j = 1,....d;,
les valeurs)\;; doivent étre aussi grandes que possible. Ainsjglame colonney;; de la matriceQ),
Vi =1,...,d;, estestimée par le vecteur propre associéjarae plus grande valeur propreidg. [

Nous allons a présent donner les estimateursmddimumde vraisemblance des parametres des
modeles a matrices d’orientations et dimensions libres.dstimateurs des paramétres des modeles a
matrices d'orientations libres et dimensions communesnsgrésentés dans un second temps.

Proposition 4.3.2. Modele[a;;b;Q;d;] : I'estimateur dea;;, j = 1, ..., d;, esta;; = \;; et 'estimateur
de b; est la moyenne de® — d;) plus petites valeurs propres dé&; et peut s’écrire de la fagon
suivante :

1 &

bi = (p — dl) tI‘(VVi) — Z )\ij . (43)

J=1

Modele[a;;bQ;d;] : 'estimateur dea;;, j = 1, ..., d;, esta;; = \;; et 'estimateur dé est :

k d;

. 1 :

b= —— | te(W) =D @ > Ay |, (4.4)
(p—¢) = o

ou¢ = Zle id; etW = Zle 7;W; est la matrice de covariance intra-classe empirique.

Modéle[a;b;Q;d;] : 'estimateur deb; est donné par4.3) et I'estimateur de:; est :

i

. 1

7j=1
Modéle[ab;Q;d;] : 'estimateur deb; est donné par4.3) et I'estimateur de: est :
d;

i Aij- (4.6)
i=1  j=1

>

&:

)

Modéle[a;bQ;d;] : les estimateurs de; etb sont respectivement donnés pdrs et (4.4).
Modéle[abQ;d;] : les estimateurs de etb sont respectivement donnés pdrg) et (4.4).

Démonstration.Modéle[a;;b;Q;d;] : en partant de I'expression de la log-vraisemblance du lefhinl,
la dérivee partielle d&(6) par rapport au;; est :

L0 (1 A
dai; ai;  a
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et celle par rapport & est :

al@ = 0 implique quea;; = \;;, pourj =1, ...,d;. De méme,aégj) = 0 implique que :

La condition

ol(o - 1 ¢ S
—2 8(b) - n(pb 2 S (tr(Wi) ) Aij) |
— 1

az(e)

ou¢ = Z -, mid;. La condition=;* = 0 permet d’établir que :

. 1 k ) d;
bzm tr(W)_;ﬂ-i,l)\ij .

Modéle[a;b;Q;d;] : la dérivée partielle d& ) par rapport a,; est :

_9 e = o a2 Nijs
a; a; a; =
etla condition%Lfi) = 0 implique que :
-
a; = d_l : )\2]
7j=1

Modélelab;Q;d;] : la dérivée partielle d&6) par rapport & est :

d;

k
L) n{ 1

i=1  j=1

etla condltlonal(e) = ( donne I'estimateur de :

d;

k
Z Us )‘ija

=1 J=1

m|>—n
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et conclut ainsi la démonstration. O

Nous allons a présent donner les estimateursmdximumde vraisemblance des parametres des
modéles a matrices d’orientations libres et dimensionsncones.

Proposition 4.3.3. Modéles a dimensions communes : les estimateurs des madeieensionsl;
communes peuvent étre obtenus a partir des estimateursatkdan précédents en remplacdppar

d pour touti = 1, ..., k. Dans ce cas, les équations.{) et (4.6) peuvent s'écrire respectivement sous
les formes simplifiées suivantes :

1 d
0= Z A, (4.7)
7j=1
“ 1

J=1

ou \; est lajéme plus grande valeur propre dE.
Modele[a;b;Q;d] : 'estimateur dea; esta; = \; et I'estimateur dé; est donné par4.3).
Modele[a;bQ;d] : I'estimateur deu; esta; = A; et 'estimateur dé est donné par4.8).

Démonstration.Modéle[a;b;Q;d] : en partant de I'expression de la log-vraisemblance du lethn],
la dérivee partielle d&(¢) par rapport a; est :

La condition%? = 0 etlarelationy>" | n;\;; = n)\; implique qued; = \;. O

4.3.2 Estimateurs des modeéles a orientations communes

Nous allons donner dans ce paragraphe les estimateursagimumde vraisemblance des pa-
ramétres des modéles a orientations communes qui ne requigas l'utilisation de I'algorithme
FG [32]. Les estimateurs présentés dans ce paragraphe nédessitetle méme [l'utilisation d’'une
procédure d’estimation itérative mais trés simple comparkalgorithme FG.

Proposition 4.3.4. Sous-espacg; : pour les modéle$a;b;Qd], [a;bQd] et [ab;Qd], lesd premieres
colonnes d&) sont estimées, sachadmt et b;, par les vecteurs propres associés alglus grandes
valeurs propres de la matrick/ définie par :

1

k

1

M(al, ...,ak,bl, ,bk) = E nz(b— - Q_)WZ (49)
i=1 ! ¢
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Démonstration.Etant donné I'expression de la log-vraisemblai@ des modeles a orientations
communes du lemmé.1.2 on peut écrire le gradient de la fonction de Lagramge- —2i(6) —

Z§:1 wj(qj.qj — 1) par rapport a; comme suit :

quﬁ = —2qu‘ - 2quj,

ouM = Y8 ni(E — 1)W;, etw; est lejéme multiplicateur de Lagrange. La relatidh, £ = 0
implique :
Mgj = —wjq;.

Cela signifie que; est vecteur propre de la matridé¢. Par conséquent, la minimisation de la quantité
—21(8) par rapport &; est équivalente a la minimisation de la quanEéz1 ngqj (cf. expression de
—2I(#) donnée au lemm&.1.2. Or M est une matrice symétrique définie positive et par conséquen
les d premiéeres colonnes dg doivent étre les vecteurs propres associésdapkis grandes valeurs
propres deV/. O

Proposition 4.3.5. Modéle[a;b;Qd] : sachant(, les estimateurs de; etb; sont :

d
(@) =5 > d Wi, (4.10)
j=1
. 1 <,
bi(Q) = gy | (W) ~ ;quqj . (4.11)

Modéle[a;bQd] : sachant®, 'estimateur dez; est donné par4.10) et I'estimateur de est :

d
h(Q) = (pi I CUSED SV (4.12)
=1

Modéle[ab;Qd] : sachantQ, I'estimateur dey; est donné par4.11) et I'estimateur de: est :

d

. 1

a(Q) = > diWwg;. (4.13)
j=1

Démonstration.Modéle[a;b;Qd] : En partant de I'expression de la log-vraisemblat{ég¢du lemmet.1.2

les dérivées partielles d&)) par rapport a; etb; sont :

d
81(6) nid n; t
BT D
i j=1
d
ol(0) nilp—d) n; '
2 S T (W) = > ¢iWig;
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Les conditions%Lfi) =0 et% = 0 donnent respectivement :
1
a(Q) = p ZC];Wz‘Qja
j=1
1 d
bi(Q) = tr(Wi) — > ¢Wig; | -

Modéle[a;bQd] : la dérivée partielle d§#) par rapport & est :

dlog(L) n(p—d) n S
-9 5 5 P tr(W)—jZlquqj ,

etla condition% = 0 implique que :

d
b(Q) = ﬁ (tr(W) - ZQ§WQJ) :
=1

Modéle[ab; Qd] : la dérivée partielle d§6) par rapport & est :

etla condition% = 0 permet d’établir que :

et conclut ainsi la démonstration. O

Il est par exemple possible d'utiliser la procédure it&#mBuivante pour estimer les paramétres
du modelda;b;Qd) :
(i) Initialisation : lesd premiéres colonnes d@(®) sont les vecteurs propres associés dyptus
grandes valeurs propres té.

(i) Jusqu’'a convergence :

(a) estimation dagz) et bgz) ;
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(b) estimation d&Q®) : lesd premiéres colonnes d@(® sont les vecteurs propres associés
auxd plus grandes valeurs propresMe(ag), ey a,(f), bﬁz), ey b,(f)).

4.3.3 Estimateurs des modeéles a matrices de covariance commnes

Nous allons donner dans ce paragraphe les estimateursximumde vraisemblance des para-
metres des modeéles & matrices de covariance communes tinestesrs des deux modéles présentés
ici sont explicites.

Proposition 4.3.6. Sous-espack; : les d premiéres colonnes dg sont les vecteurs propres associés
auxd plus grandes valeurs propres @g.

Démonstration.En partant de I'expression de la log-vraisemblah@g des modéles a matrices de
covariance communes donnée au len#hie3 on peut écrire le gradient de la fonction de Lagrange
L=-2l(0)— ?:1 wj(q§qj — 1) par rapport a; de la fagon suivante :

1 1

quﬁ = 2n( b)ij — 2ijj>

aj;
ol w; est le jeme multiplicateur de Lagrange. La relatidn, £ = 0 implique queg; est vecteur
propre del. Pour minimiser la quantité-2((#), il est nécessaire que les premiéres colonne§ de
soient les vecteurs propres associésdpbus grandes valeurs propreside(cf. expression de-21(6)
donnée au lemmé.1.3. O

Proposition 4.3.7. Modéle[a;bQd] : 'estimateur dea;, j = 1, ..., d, esta; = \; et 'estimateur dé
est donné par4.9).
Modéle[abQd] : les estimateurs de etb sont respectivement donnés par7 et (4.8).

Démonstration.Modéle[a;bQ)d] : en partant de I'expression de la log-vraisemblaiiégdu lemmed. 1.3
les dérivées partielles d€) par rapport a; etb s'écrivent respectivement :

—Qaalii) = a% — a%q}ij
et »
_Qala(be) _ n(pb—d) B b% Z q§ij
j=d+1
La condition%Lfi) = 0 implique quea; = A;. De méme, la conditiona% = 0 et la relation

YF_ g1 A = tr(W) = Y9, A, donnent I'estimateur di:

(pid) a0 =3 |

J=1

b=
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Modéle[abQd] : la dérivée partielle d§6) par rapport & est :

dlog(L) nd n Z '

00 T o e
j=1
etla condition% = 0 démontre que I'estimateur deest :
1
a==> N
j=1
et conclut ainsi la démonstration. O

4.3.4 Considérations numériques

Nous allons montrer dans ce paragraphe que la re-paraatiéigslu modéle gaussien, que nous
avons proposée et dont I'estimation des paramétres adhjet des paragraphes précédents, permet
aux classifieurs HDDA et HDDC d'étre a la fois stables numéigent et efficaces en temps de
calcul. D’autre part, nous allons voir que, dans le cas olwbhabre d’observations est inférieur a la
dimension de I'espace, notre paramétrisation permetlideitiune astuce de calcul matriciel portant
sur la détermination des vecteurs propres des matricesvdeiaace et I'algorithme de classification
est alors extrémement rapide.

Stabilité numérique

Au paragraphe.2.2 nous avions fait remarquer au lecteur que la fonction dé¢ gl@associées
aux modeles de notre famille n’utilise pas la projectionlewgous-espack;- et de ce fait ne requiert
que la détermination dek premiéeres colonnes de lamatri@e, : = 1, .., k. Au cours des paragraphes
précédents, nous avons montré que les estimateurs du nmexd@wraisemblance dek premiéres
colonnes de la matricg; sont, dans le cas des modéles & orientations libres, lesuwegtropres as-
sociés auxi; plus grandes valeurs propres de la matrice de covarianceigued?’;. Par conséquent,
la régle de décision des classifieurs HDDA et HDDC ne dépendlgs vecteurs propres associés aux
plus petites valeurs propres U dont la détermination est numériqguement instable quandrigne
d’observations est petit devant le nombre de parametreindeesAinsi, les méthodes de classifica-
tion HDDA et HDDC ne sont pas perturbées par le mauvais comtiement ou la singularité des
matrices de covariance empiriques des classes.

Réduction de la durée de calcul

Nous avons pu remarquer que I'estimation des paramétresa@sles de notre famille nécessite
uniguement la détermination désplus grandes valeurs propres ainsi que leur vecteur pregoeis,
et ce pouri = 1, ..., k. Cette remarque peut en particulier étre mise a profit paluiré la durée de
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calcul. En effet, certains logiciels de statistique corngrardes procédures spécifiques permettant de
ne déterminer que les vecteurs propres associés aux phegraaleurs propres d'une matrice. Par
exemple, la fonctior eigs »du logiciel Matlab permet cela et se base sur la méthode deldirib4].
L'économie de temps réalisée est bien sir d’autant plus ritap@ que la dimensiod; est petite
devantp. Lors de nos expérimentations sur les données « visagesontdgté présentées au chapizre

et dont la dimension de I'espace original est 1024, noussaetiservé une diminution d'un facteur
60 du temps de calcul des vecteurs propres associés aux grahaes valeurs propres de la matrice
de covariance empirique de chacune des classes avec ladmédfiiace« eigs »par rapport a la
méthode classiqueeig».

Cas ou le nombre d’observations est inférieur a la dimensiode I'espace

En outre, le fait de n’avoir qu'a déterminer Ids plus grandes valeurs propres ainsi que leur
vecteur propre associé se révele étre d’'un intérét crugadle nombre d’observations est plus petit
gue la dimension de I'espace original. Dans ce cas, il eféaiddle d’'un point de vue numérique
de calculer les valeurs propres et les vecteurs propres ahatidce Y, T! au lieu de calculer ceux
de la matrice de covariance empiriqié = Y!Y;, ol T; est la matricen; x p contenant lesy;
observations de lééme classe vivant daf®’ centrées. En effet, la matrid®; étant de dimensions
p x p, la détermination des vecteurs propres associésiaphus grandes valeurs propres dé est
beaucoup plus longue et instable numériquement que landétEion des vecteurs propres associés
auxd; plus grandes valeurs propres de la matiig& sin; < p. Soitv;; le vecteur propre associé a
la jéme plus grande valeur propkg; de la matriceX’; T, nous avons alors, poyr= 1, ..., d; :

TiTﬁvij = )\ijvij.
En multipliant & gauche paf’, nous obtenons :
(TIZETZ) Tgvij = )\z‘jTg'Uz‘j-

Ainsi, le vecteur propre de la matrid®; = YT!Y; associé a la valeur propre; s'obtient a partir
du vecteur propre;; de T;Y! associé &,;; en le multipliant & gauche paf’. Typiquement, dans le
cas des données « visages », ol chacune des classes esintépr@ar 13 observations en dimension
1024 dans le jeu d’apprentissage, la détermination deswecpropres associés adixplus grandes
valeurs propres d&;Y! est500 fois plus rapide que la détermination des vecteurs promsscés
auxd; plus grandes valeurs propres dé.

4.4 Estimation des parametres discrets

Aprés I'estimation pamaximunde vraisemblance des différents parametres du mélangsté r
encore a estimer les dimensions intrinseques des clastea@nbre de composantes du mélange.
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Toutefois, I'estimation de ces parameétres discrets ne pasitétre faite en utilisant la méthode du
maximumde vraisemblance. Dans ce paragraphe, nous allons doter tfail’estimation des dimen-
sions intrinséquesd; et du nombre de composantes du mélahge

4.4.1 Estimation des dimensions intrinseques;

La démarche adoptée dans ce mémoire fait I'hnypothése quieteses de chaque groupes vivent
dans des sous-espaces dont les dimensions intrinségues 1, ..., k, sont plus petites que la dimen-
sion de I'espace total. Cependant, I'estimation de la dgienintrinséque d’un groupe de données ne
possede pas de solution explicite. Nous allons proposeniistratégie d’estimation des paramétres
dy, ..., dp.

Notre approche de I'estimation desl;

Le probléme dont il est question ici est similaire au prot#éiu choix du nombre de composantes
a retenir en analyse en composantes principales (¥8jrchap. 8]). Par conséquent, notre approche
s’appuiera sur les valeurs propres de la matrice de cowarida chacune des classes sur lesquelles
sont basés des critéres théoriques et empiriques de dé#dioni de la dimension intrinséque. Nous
avons détaillé ces critéres au paragraple2de ce mémoire et notre choix s’est porté sur I'utilisation
d’'un critére empirique. Ainsi, dans le cas ou les dimensigrsont supposées différentes entrefles
classes, nous proposons d'utiliser le scree-test de Cidt#®lpour estimer la dimension intrinséque
du sous-espace de chaque classe. La méthode du scree@zdtalepermet de déterminer un coude
dans I'éboulis des valeurs propres de la matrice de cowaida chaque classe en retenant la dimen-
sion pour laquelle les différences entre valeurs propresémitives sont toutes plus petites qu’un
certain seuils;. Par souci de simplicité, nous supposons que les seglils= 1, ..., k, sont égaux a
s et I'estimation des: dimensions intrinséques se résume alors a I'estimatiofudigle paramétre
s. Dans le cas ou les dimensiods sont supposées égales! &ntre lesk classes, I'estimation des
dimensions intrinseques se réduit de méme a I'estimation dhique parametre, le paramétre

Estimation de s ou d dans le cadre supervisé

Dans le cadre supervisé, il est possible d’'estimeayu d, par validation croisée sur le jeu d’ap-
prentissage (voir anneXe) puisque I'on connait les appartenances aux classes dewvatisns du jeu
d’apprentissage. L'estimateur deoud, sera la valeur pour laquelle le taux de classification ctere
par validation croisée du jeu d’apprentissage sera le eueill

Estimation de s ou d dans le cadre non supervisé

Dans le cadre non supervisé, il n’est en revanche pas pesilfhire de la validation croisée sur
les données disponibles puisque seules les observatjpfs= 1, ..., n, sont disponibles. Le probleme
de l'estimation du parameétre ou d, peut étre vu comme un probléme de choix de modéle. En effet,
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le parametres, oud, représentant lels dimensions intrinséqueg, contréle la complexité du modéle
et I'estimation de ce paramétre revient a choisir entrei@lus modéles plus ou moins complexes. Il
existe de nombreux critéres permettant de choisir entférdifts modéles. Dans notre cadre d’étude,
les criteres bayésiens qui choisissent le modéle pour liémpeobabilité des observations est la plus
grande sont largement utilisés. Etant donné que ce probinodoix se pose aussi entre les divers
modeles de notre famille, les différents criteres sero@sgmtés au paragrapes. Nous dirons ici
juste que, dans le cadre non supervisé, I'estimation, @&l d, sera faite par minimisation du critére
BIC [81] :

§ = argmin BIC(s) ou d= argmin BIC(d).
s€]0,1[ d=1,...,p—1

4.4.2 Estimation du nombre de classes

Le dernier paramétre permettant la modélisation des deneéeue de leur classification n’est
pas le moins important. |l est en effet trés important de aftnrm en combien de groupes doivent
étre organisées les données. Dans le cadre de I'analysariiemte, le probleme de I'estimation
de k ne se pose pas car le nombre de classes est supposé étrelEomavanche, dans le cadre de
la classification automatique, les données disponibles festimation des paramétres du mélange
n'étant pas complétes, il n'est pas possible d’en dédumeciment une estimation de En dehors
des cas bien particuliers ou I'on sait par avance en combienlakses on souhaite organiser les
données (par exemple, méales et femelles, ...), nous alboiglé méme devoir estiméra partir des
données disponibles. L'estimation de ce paramétre pelgrégat étre vue comme un probleme de
choix de modele : il faut choisir entre modéliser les donreex 1 classe, 2 classes, n..classes.
Nous dirons juste que I'estimation du nombre de classes ldacedre non supervisé sera faite par
minimisation du critére BICg1] :

k = argmin BIC (k).
k

=1,...,n

4.5 Choix du modeéele

Nous avons présenté dans ce mémoire un ensemble de modaeésadux données de grande
dimension, plus ou moins parcimonieux, et traité de I'eation de leurs parametres. Il se pose alors
le probléeme de choisir quel modéle utiliser pour modéligecrlasser au mieux un jeu de données
spécifique. Le but est donc de trouver un modéle parmi I'ebgeiches modéles disponibles dont on
puisse estimer correctement les parameétres avec les atieasvdisponibles et qui soit suffisamment
flexible pour modéliser correctement les données. Par qaesé il s’agit de trouver le modele ayant
le juste degré de complexité, qui permette d’obtenir le legilcompromis entre le biais et la variance
des estimateurs de ses parameétres. Nous allons donc veicegraragraphe quelles techniques sont
a notre disposition pour choisir le « meilleur » modéle paegri28 a notre disposition et ce dans les
cadres de I'analyse discriminante et de la classificaticonaatique.
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4.5.1 Choix du modéle dans le cadre supervisé

En classification supervisée, I'approche la plus simpledesthoisir le modéle le mieux adapté
aux données par validation croisée sur le jeu d’appreiggsdae modéle retenu pour classer ensuite
de nouvelles observations sera le modéle qui aura fourniaksifieur le plus performant sur les
données compléetes d’apprentissage. Il est égalemenbjmssi sélectionner ce « meilleur » modéle
sur un critére probabiliste qui prenne a la fois en comptbjdctif de discrimination et celui de
modélisation probabiliste. Un tel critére a été proposéméuent par Bouchard et Celeudd] et est
nomméBayesian Entropy Criterio(BEC). Enfin, il est aussi possible de faire comme si les desiné
d’apprentissage n’étaient pas complétes et de choisir delade plus adapté aux données sur un
critére qui prenne uniqguement en compte I'aspect de meadiélisprobabiliste. On pourra alors utiliser
une des techniques proposées dans le cadre non supervigéserant présentées au paragraphe
suivant. Toutefois, sur la base de notre expérience, nonsedlmns d'utiliser la technique de ré-
échantillonage de la validation croisée qui donne le plus/asnt des résultats satisfaisants lors du
classement des données de validation.

4.5.2 Choix du modéle dans le cadre non supervisé

Comme nous I'avons déja dit brievement dans ce chapitrepaiireux critéres ont été proposés
pour choisir entre différents modéles dans le cadre noersige. Parmi ces modeles, les criteres
bayésiens qui choisissent le modéle pour lequel la prat@abiés observations est la plus grande sont
largement utilisés dans notre cadre d’étude. Le criBagesian Information Criterio(BIC) [81] est
certainement I'un des plus connus et des plus utilisés. it&rerBIC est constitué de deux termes :
le terme de vraisemblance qui favorise la sélection d’unétedomplexe et un terme de pénalité,
fonction croissante du nombre de paramétres, qui favaxisélection d’'un modéle parcimonieux. Le
principe du critére BIC est donc de choisir le modéle qui mise la quantité suivante :

BIC(m) = —2log(L) + v(m)log(n),

ouv(m) est le nombre de paramétres du mode|d. est la vraisemblance etest le nombre d’obser-
vations. Pour les modéles adaptés aux données de grandestimeprésentés au chapitre précédent,
le nombrer est donné dans le table8ul En pratique, le critére BIC est a préférer au critakaike
Information Criterion(AIC) qui ne pénalise pas suffisamment la complexité des teedst a, de
fait, tendance a surestimer le nombre de parametres a eshiares les expérimentations qui seront
proposées dans le prochain chapitre, nous utiliseronstéeecBIC pour le choix du modéle. Notons
gu'il est également possible d’utiliser un critére proliat® qui prenne en compte I'objectif de discri-
mination si leclusteringest effectué dans cet objectif. Le criténeegrated Classification Likelihood
(ICL) proposé par Biernaclet al. dans P] réalise cela en maximisant la vraisemblance classifiante
intégrée.






Chapitre

Validation expérimentale

Dans ce chapitre, nous allons mettre en ceuvre et évalucd@té des méthodes de classifica-
tion HDDA et HDDC basées sur le modéles gaussiens introdwitshapitre3 et dont I'estimation
des paramétres a fait I'objet du chapitteNous mettrons tout d’abord en ceuvre, au paragréphe
les méthodes supervisées et non supervisées HDDA et HDD@esudonnées réelles et simulées
afin de permettre au lecteur de mieux appréhender le fometioent de ces deux méthodes. Le pa-
ragrapheb.2 sera consacré a la validation expérimentale de I'analyseridiinante de grande di-
mension (HDDA). Au cours de ce paragraphe, nous verrons DA fournit des résultats trés
satisfaisants en grande dimension et avec des jeux d'amsage de petites tailles. La validation ex-
périmentale dans la classification automatique des dorteégsande dimension (HDDC) fera I'objet
du paragraph&.3. Nous pourrons y observer également le bon comportemertiB®IC en grande
dimension. Dans les paragraple2 et 5.3, les expérimentations seront menées sur des données si-
mulées et réelles. Une comparaison de grande ampleur duerjogé;;d;| et de ses sous-modeles
avec les modeéles gaussiens classiques sera faite au etapiant dans le cadre de I'application a la
reconnaissance d’objets dans des images.

5.1 Mise en ceuvre des méthodes HDDA et HDDC

Dans ce premier paragraphe, nous allons mettre en ceuvréteeades HDDA et HDDC sur des
données réelles de grande dimension afin de donner au lecteyremiére idée du fonctionnement
et des performances de ces deux méthodes.

5.1.1 Mise en ceuvre de 'HDDA sur données simulées

Nous proposons tout d’abord d’appliqguer 'HDDA a un jeu dea&es simulées afin d’observer
la forme de la régle de décision en fonction des différentsétes de mélange gaussien introduits
au chapitre3. Nous comparerons également la forme de la regle de déasiér DDA avec celles
associées aux méthodes classiques de discrimination tét@présentées au paragrafh2 Afin

103
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FiG. 5.1 — Données simulées daR3 et composées de deux classes de dimensions intrinséques res
pectives 2 (classe bleue) et 1 (classe rouge). La front@dgdision dessinée en pointillés est celle de
I'HDDA avec le modelda;b;Q;d;].

de faciliter la visualisation des régles de décision agescaux différentes méthodes, nous utilise-
rons dans ce paragraphe des données Bdngont les dimensions intrinséques des classes seront
inférieures a la dimension de I'espace original.

Données et protocole d'étude

Nous avons donc simulé pour les besoins de cette expéritienib00 données réparties en 2
groupes dani? selon le modeléu;b;Q;d;]. Les paramétres de la premiére classe, qui sera représentée
en bleue par la suite, sontri = 0.6, 11 = (0,0,0), a; = 20, by = 3 etd; = 2. Les paramétres de la
seconde classe, qui sera quant a elle représentée en roogers = 0.4, uo = (0,3,0), az = 30,
bs = 1, do = 1. Enfin, les matrices d’orientations des classes sont :

1 00 06 04 0
Qi=1010 et Q=1 04 1 045
0 0 1 0 0.45 0.55

Ainsi, le sous-espace de la premiére classe est un plangba@aix axes de I'espace original alors que
le sous-espace de la seconde classe est une droite qui a'aléle a aucun des axes originaux. La
figure 5.1 montre les données qui ont été simulées pour cette expédtitan Le plan représenté en
bleu et I'axe oblique sont respectivement les sous-essuEasfiques de la premiére et de la seconde
classe. Nous avons également observé, sur ce jeu de doteémntieres de décision générées
par les méthodes d’analyse discriminante basées sur leslesoghussiens full-GMM (QDA), com-
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[aijbiQid;] [ai;bQ;d;] [a;bQd]

FiG. 5.2 — Frontiéres de décision de 'HDDA avec les modéles;Q;d;|, [a;;06Q;d;] et [a;bQd] sur
les données simulées. Les données sont projetées sur deaxateoriginaux pour la représentation
uniquement.

GMM (LDA), diag-GMM et sphe-GMM. Nous avons également s#lila méthode discriminative
SVM assortie du noyau classique RBE, K (x,z') = exp(—y||z — 2'||?) avecy = 1.

Résultats expérimentaux

Tout d’abord, la figurés.1 montre la frontiére de décision, dessinée en pointilléssngiénérée
par 'HDDA dans I'espace original a 3 dimensions. On obseye le modéléa;;b;Q;d;] de THDDA
a correctement identifié le sous-espace spécifique de ohatmm?2 classes et engendre une sépara-
tion quadratique entre elles. La figube2 présente les frontieres de décision de 'HDDA associées
aux modelesa;;b;Q;d;], [a;;0Q;d;] eta;bQd] sur les données simulées. Les données ont été proje-
tées sur le premier et le troisieme axe de I'espace origioat [a représentation uniquement. Pour le
modelefa;;b;Q;d;], on retrouve la séparation quadratique entre les classeswde sur la figurs. 1
On remarque également que la régle de décision associée adedentdonne I'avantage a la pre-
miére classe (en bleue sur la figure) car sa dimension igffires est égale a 2. On remarque en outre
que I'HDDA a parfaitement identifié I'orientation de la sede classe qui n'est pas celle des axes
originaux. On peut également observer que la regle de dacassociée au modele;;bQ;d;] est
également quadratique mais favorise moins la premiérselaise précédemment car ce modeéle fait
I'nypothéese que le bruit est commun aux classes. Enfin, taiéne de décision dessinée par 'HDDA
associée au mode|e;bQd] est linéaire et cela confirme I'analogie que nous avionsefaite ce mo-
déle et celui de I'analyse discriminante linéaire (LDA).Uscavons choisi de ne représenter ici que
les frontiéres de décision associées a ces trois modélestdefamille car les autres modéles ont
des comportements similaires dans cet espace de faiblasiiome La figures.3 présente quant a elle
les frontieres de décision des méthodes classiques et pdenhes comparer a celle de 'HDDA. On
peut constater que le modétg ;b;Q;d;] de 'HDDA fournit un classifieur trés proche de QDA, qui
est basé sur le modéle full-GMM, et qui est trés proche dusiflasr optimal dans cet espace de
faible dimension. La méthode LDA, basée sur le modéle conMGidurnit une regle de décision li-
néaire qui ne parvient naturellement pas a séparer les degses. L'hypothése d'égalité des matrices
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com-GMM

diag-GMM sphe-GMM SVM (noyau RBF)

FiG. 5.3 — Frontiéres de décision de 'HDDA et des méthodes dyaraliscriminante classiques sur
les données simulées. Les données sont projetées sur deaxeteoriginaux pour la représentation
uniguement.

de covariance faite par LDA explique l'inaptitude de ce sifisur a modéliser des données com-
plexes et ce méme dans un espace de faible dimension. llaegtalpart particulierement intéressant
d’observer le comportement du classifieur associé au madgtemonieux diag-GMM qui suppose
'indépendance conditionnelle des variables. Cette hgs® empéche le classifieur a déterminer la
bonne orientation de chacune des classes et le contraintrérfane régle de décision treés éloignée de
la vérité. La frontiére de décision que I'on observe pourlasdifieur est orientée selon les axes ori-
ginaux en accord avec son hypothése initiale. Le classifissocié au modéle gaussien sphe-GMM,
fidele a son hypothése de sphéricité des classes dans Imeydts axes originaux, fournit une régle
de décision sphérique autour de la seconde classe. Enfiigthende discriminative SVM produit une
frontiere de décision extrémement complexe et difficilemet@rprétable, au contraire de 'HDDA,
mais qui s'avére généralement tres performante sous eegerrles données d'apprentissage soient
bien représentatives des populations étudiées.

5.1.2 Mise en ceuvre de 'HDDA sur les données « visages »

Nous proposons a présent d’appliquer I'HDDA a un problénet dé reconnaissance de visages
ou les données sont de tres grande dimension. Le fait queotegds utilisées dans ce paragraphe
soient des images, nous permettra de visualiser facilehaetion de I'HDDA.
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FIG. 5.4 — Quelques exemples de la base de données « visagesontigint13 sujets.

Sujet 1 2 3 4 5 6
e e

i

a; 36000 50900 37300 49000 24300 50600

b; 6.2 20.5 14.7 3.1 2.8 16.3

d; 3 5 4 4 4 3

FIG. 5.5 — Valeur des parameétres des classes associées auxiérpramets.

Données et protocole d'étude

La base de données « visagésa»été collectée par lddvanced Multimedia Processing Labora-
tory et est composée de 975 images des visages de 13 sujetstélt’idéccette base est qu'il existe
une variation d’expressions faciales importante parminegjes d’'un méme sujet. Les images ont été
acquises dans les mémes conditions d’illumination et ahré&tadrées en se basant sur la position
des yeux des sujets. Chaque observation de la base est ugeeémachelle de gris de taille x 32
pixels et représentée par un vecteur de dimension 1024.eluesdapprentissage et de validation
comprennent respectivement 10 et 65 images par sujet. Lia Bgliprésente quelques images tirées
de la base de données «visages ». Notre but est donc de fdagemnnaissance de visages,
reconnaitre le sujet présent sur les images de validatise éasant sur la connaissance de 10 images
de chaque sujet. Pour discriminer ces données, nous avoriss dhutiliser le modél€la;b;Q;d;] de
I'HDDA et le seuil s de la méthode d’estimation des dimensions a été détermmali@ation croisée
sur le jeu d’apprentissage. La méthode d’'analyse discam@HDDA étant programmée en langage
Matlab, le temps de calcul nécessaire a I'apprentissagdéadsifieur est de 22 secondes sur un ordi-
nateur récent (Pentium IV, 3Ghz).
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2eéme axe ler axe

3éme axe

FiG. 5.6 — Images reconstruites correspondantes aux pointsdedes axes spécifiques du sujet 1,
i.e.les axes correspondants aux 3 premiéres colonnes de lzet@iri
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FiG. 5.7 — Projection des données de validation sur les deuxiprexes spécifiques du sujet 1.
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Résultats expérimentaux

Tout d’abord, notons que cette base de données, qui es$ egrtieés grande dimension, est re-
lativement facile a discriminer puisque notre méthodeeuittun taux de classification correcte égal
a 1 sur le jeu de validation. La figue5 donne les valeurs des parameétrgsa;, b; etd; pour les
6 premiéres classes. Il est tout particulierement intargsge remarquer que I'HDDA estime que la
dimension intrinséque moyenne des sous-espaces ou vagdbhnées est proche de 4. Ce chiffre
est particulierement petit quand on le compare a la dimarwiiginale des données qui est 1024. Par
conséquent, le modéle gaussien appris par 'THDDA est exn@ant parcimonieux car sa complexité
est déterminée essentiellement par les dimensipni est assez naturel de trouver des dimensions
intrinséques de cet ordre de grandeur car le nombre de dedjledé d'un visage n’est pas tres élevé.
Notons également que le rapport entre les valeurs des paiesmeet b; est trés grand et cela traduit le
fait que les données ne sont que trés peu bruitées. Intésessas a présent a l'interprétation du sens
physigue de chacun des axes spécifiques. Dans ce but, nassragonstruit les images associées aux
points de chacun des axes situés autour de la moyenne. LaJi§yrésente ces images reconstruites
pour les 3 axes spécifiques de la classe du sujet 1. On peutvebgae chacun des 3 axes représente
une expression faciale : I'axe 1 est associé a I'étonnentiarg 2 est associé a la gaieté et I'axe 3
est associé a la tristesse. Cela correspond en effet augssins faciales que chacun des 13 sujets
devaient mimer durant I'enregistrement des images. Ladig§uf présente la projection des images
de la base de validation sur les deux premiers axes spéafitpiéa classe du sujet 1. On observe
également qu’en se déplacant vers la gauche de I'image &ftgament au premier axe, le visage
du sujet 1 traduit I'étonnement. De méme, en se déplacaati@gdament au second axe spécifique
de la classe du sujet 1 et vers le haut de I'image, le visageljetl &parait comme de plus en plus
joyeux. On peut remarquer enfin un certain « écrasement »atewds en bas a droite de la figure
qui correspond a la projection des données évoluant le lartgpisieme axe spécifique qui n’est pas
représenté sur cette figure.

5.1.3 Mise en ceuvre de I'HDDC sur les données « crabes »

Nous allons a présent mettre en ceuvre la méthode de clatssifinan supervisée HDDC associée
au modelda;;b;Q;d;] et a ses sous-modeles. De la méme fagon que dans le cas sépeouis allons
considérer la classification de données issues du mondd.ldgjectif de cette expérimentation est
donc d’organiser ek groupes homogénes les données d’étude.

Données et protocole

Les données « crabes », utilisées dans cette mise en prdeqladgorithme de type EM qu’est
'HDDC, sont composées de 5 mesures faites sur 200 individus-répartis dans 4 classes : les
crabes méales et femelles a carapace orange, les crabesnféleglles a carapace bleue. Pour chacun

disponible & I'adresskttp ://amp.ece.cmu.edu/downloads.htm
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des sujets, 5 variables ont été observées : largeur de Rfintale, largeur arriére, longueur de la
carapace, largeur maximale de la carapace et profondewrgs de I'animal. Toutes ces observations
sont mesurées en millimetres. Les données que nous carssdiér ne sont donc pas, a proprement
parler, des données de grande dimension mais présente@idli que les dimensions intrinséques des
sous-espaces spécifiques des groupes sont égales a 1p€eifieisc des données permettra donc une
visualisation aisée de la recherche des sous-espacesadssxpar 'HDDC. Le seuil du scree-test
de Cattell permettant de déterminer dans 'HDDC les dinwarssintrinseques des groupes a été choisi
grace au critere BIC et I'algorithme HDDC a été initialiséfdgon aléatoire.

Résultats expérimentaux

Lafigure5.8montre les 12 étapes de I'algorithme d’estimation des panas du modeélg:; ;b; Q;d;]
sur les données « crabes ». Les données sont projetéesadeumgsremiers axes principaux pour la vi-
sualisation uniquement. Nous rappelons que 'HDDC, comiieDA, ne réduit jamais la dimension
des données mais le modéle gaussien sous-jacent tienteampait que la dimension intrinséque
des données de chaque classe est plus petitp.dies sous-espaces spécifiques des composantes du
mélange sont représentés sur la figure par des lignes blelessraoyennes des classes floues sont
symbolisées par des disques de couleurs. On peut obsemveldbord que le seuld sélectionné par
le critére BIC a conduit & estimer les dimensions intring&qtes classes comme étant égales a 1. A
la premiere étape, on observe que les données sont encargagple fagon quasi-aléatoire. Au fur
et a mesure des itérations, on découvre que I'estimatiomdgennes et des sous-espaces des classes
s'affine jusqu’a convergence. A la 12éme et derniére étapsolis-espace de chacune des classes
apparait étre parfaitement estimé. Etant donné que nouss daaonnaissance des labels réels des
observations, nous avons pu vérifier quellesteringfournit par 'THDDC est trés proche de la réalité.
Le taux de classification correcte est en effet proche de OI8Gs reviendrons au paragraph&.4
sur la performance de 'HDDC sur ces données et nous la camer aux résultats obtenus avec une
technique de sélection de variables dans le cadre du moe@eelhnge gaussien.

5.2 Validation dans le cadre supervisé

Nous étudierons tout d’abord l'influence des différentddacs étant a I'origine du fléau de la
dimension en classification sur les performances de 'HDBgoaiée aux différents modeles propo-
sés au chapitr8. Ces différentes expérimentations nous permettrons ea datcomparer I'HDDA
aux méthodes de référence en analyse discriminante. Nowsroms ensuite une étude comparative
sur données réelles entre 'HDDA et les principales méthati@nalyse discriminante. Les méthodes
auxquelles nous comparerons I'HDDA sont I'analyse disgrante quadratique (QDA), I'analyse
discriminante linéaire (LDA), I'analyse discriminante @cdmposition spectrale (EDDA) et la com-
binaison d'une réduction de dimension globale par analpseoenposantes principales et de LDA
(PCA+LDA). Pour EDDA [1], qui est la méthode d’analyse discriminante basée sur ¢tefehas par-
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FiG. 5.8 — Les étapes de I'algorithme HDDC, de type EM, sur le jeuddnnées « crabes » et les
sous-espaces spécifiqgues des composantes du mélangegnegséar les lignes bleues).
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0.8
A

0.7

0.6

0.5F | —6— HDDA
—&— QDA
—*— LDA
—»— PCA+LDA
0.4 | —9— EDDA
—%— Bayes

L L

Taux de classification correcte sur le jeu de validation

20 30 40 50 60 70 80 90 100
Dimension

Fic. 5.9 — Influence de la dimension sur les résultats de claasific obtenus avec 'HDDA et les
méthodes classiques sur données simulées (voir le textégsaiétails de la simulation des données).

cimonieux de Celeux et Govaeg1]], nous utiliserons le sous-modgle, B] qui semble étre le mo-
deéle le plus adapté pour ces données. Notons qu’une ré&gtlan de typeidge a été nécessaire
afin d’'inverser les matrices de covariance pour les méthQd®s, LDA et EDDA. Ces expérimenta-
tions, menées sur données simulées et réelles, nous pemsate mettre en évidence les principales
caractéristiques de I'HDDA.

5.2.1 Influence de la dimension

Nous avons mis en évidence au paragraplel que la dimension de I'espace d'origine est la
cause principale du mauvais comportement des méthodesaskfidation des données de grande
dimension. Nous allons donc étudier I'influence de la dinr@msur les résultats de classification
obtenus avec 'HDDA et les méthodes classiques étudiées.

Données et protocole

Pour cette expérimentation, nous avons simulé des donépesies en 3 groupes daR$, p =
15,...,100, selon le modéléa;bQ;d;] avec les paramétres suivantér;, o, w3} = {0.4,0.3,0.3},
{a1,a9,a3} = {150,75,50}, b = 10, {d1,d2,ds} = {2,5,10}, avec des moyennes prochdlg,(—
wel| ~ 10, pour touti, ¢ € {1,2,3} tels quei # ¢) et des matrices d'orientatio; aléatoires.
Les matrices d'orientatior); ont été obtenues en effectuant la décomposition QR d’'uneicaat
symétrique aléatoire. Les jeux d’'apprentissage et de tgdtrespectivement composés de 250 et



5.2. Validation dans le cadre supervisé 113

1000 observations. La performance de chacune des méthidiéSes est mesurée par le taux moyen
de classification correcte calculé sur 50 répétitions. Emeples données étant simulées, il a été
possible de calculer le taux optimal de classification ader@btenu par le classifieur de Bayes basé
directement sur les densités réelles. Le nombre d’axesugfgour la méthode PCA+LDA est égal
a 15 pour cette étude et correspond a un coude dans I'ébauliadeurs propres de la matrice de
variance totale. Enfin, nous avons choisi d'utiliser le medussiena;b;Q;d;] dans 'HDDA car il
nous semble réaliser un bon compromis entre complexitéreinpanie.

Résultats expérimentaux

La figure5.9met en évidence l'influence de la dimension sur les résud&atsdassification obtenus
avec I'HDDA et les méthodes classiques. Tout d'abord, digigre montre que la dimension des
données n’a pas d'influence sur la performance de la méthBd@AHassociée au modele;b;Q;d;].

En effet, le taux de classification correcte est constargata97% de la dimension 20 a la dimension
100. Il est intéressant de remarquer que dans les premiinesslons,.e. d = 15, 20, 25, le taux

de classification correcte de HDDA augmente. Cela validi&&iqu’il est plus aisé de discriminer
dans des espaces de grande dimension. On retrouve d'siteucomportement pour le classifieur
de Bayes (construit a partir des densités réelles) donuleda classification augmente légerement
au fur et a mesure que la dimension des données augmenterdqRemaaussi que la performance de
I'HDDA est trés proche du classifieur optimal de Bayes et gdBDA fournit des résultats similaires

a ceux de QDA en dimension 15. L'analyse discriminante catagire (QDA), qui est connue pour
étre trés sensible a la dimension, voit en effet ses perfocasmétre sévérement affectées des que la
dimension augmente. Le classifieur linéaire LDA est conrur @re moins sensible a la dimension
des données et I'on remarque en effet que sa performanceaffestée que pour des dimensions
supérieures a 60. En revanche, I'hypothése que les matiecesvariance des classes sont égales
semble trop restrictive pour ces données car les résul@mtsremt que LDA n’arrive pas a discriminer
correctement les classes, et ce méme dans des espacedaldipetnsion. L'étape de réduction de
dimension de PCA+LDA permet au classifieur linéaire d’adas résultats constants en fonction de
la dimension mais sans donner lieu a une augmentation disrpances de LDA. La réduction de
dimension est donc bien une technique permettant aux fotasgsi d’'étre appliqués a des données de
grande dimension mais qui n'améliore pas les résultatsassification. Enfin, le modélg; By| de
I'EDDA ne semble pas étre sensible a la dimension des domméissest beaucoup moins performant
que I'HDDA. Cela est certainement di au fait que le mod&l€3;| est un modéle tres parcimonieux
et il n’est donc pas capable de modéliser correctement ks @bnnées. Pour récapituler, 'HDDA
s'est révélée ne pas étre sensible a la dimension des doeméasnissant de trés bons résultats aussi
bien en faible dimension qu’en grande dimension.
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FiG. 5.10 — Quelques caractéres manuscrits issus du jeu deetoisPS.
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FiG. 5.11 — Influence de la taille du jeu d’apprentissage surdggltats de classification obtenus avec
I'HDDA et les méthodes classiques sur données réelles s SPS).

5.2.2 Influence de la taille de I'échantillon

Nous avons également vu au paragragh®l que si la taille du jeu d’apprentissage est petite
devant le nombre de paramétres a estimer alors les méthtahedyde discriminante classiques ren-
contrent des difficultés. Ces difficultés sont liées au pnole posé par la nécessité d’'inverser les ma-
trices de covariance des classes. Nous allons étudier dgyaagraphe le comportement de I'HDDA
vis a vis de la taille de I'échantillon.

Données et protocole

Pour cette expérimentation, nous avons choisi d’utilisgel de données réelles USRfIi est
constitué de 9298 caracteres manuscrits recueillis painieed States Postal Servick la ville de
Buffalo. Les données sont divisées en 10 classes correapbadx caractéres 0, 1, ..., 9. Chaque
caractere de la base est une image en échelle de gris del€ailel6 pixels et représentée par un
vecteur de 256 dimensions. Les jeux d’apprentissage estlsdet respectivement composés de 7291

2disponible & 'adressaww.kernel-machines.org.
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et 2007 observations en dimension 256. La figufddonne un apercu des données USPS utilisées
dans ce paragraphe. Afin de mettre en évidence l'influencatddle de I'échantillon d’apprentissage
sur les résultats de classification de 'HDDA et des méthatiessiques, nous avons utilisé successi-
vement une part croissante et aléatoirement déterminésudiiapprentissage initial pour construire
le classifieur. Le nombre d'observations qui composaienti#férents jeux d’'apprentissage utilisés
lors de cette expérience variait entre 250 et 7250. La pedoce des méthodes étudiées est mesurée
par le taux moyen, calculé sur 50 répétitions, de clasdificatorrecte du jeu de validation. Le mo-
déle utilisé pour 'HDDA est le modelg:;b;Q;d;] puisqu’il s'est avéré étre un modéle efficace lors
de I'étude précédente. Le seudipermettant de déterminer les dimensions intrinséquesldsses a
été déterminée par validation croisée sur le jeu d’apmsage initial et a été fixée a 18. Rappelons
aussi que nous avons ajouté une régularisation derigige aux méthodes QDA, LDA et EDDA afin
gu’elles puissent traiter des données de grande dimersidim, le nombre d’axes retenus pour la
méthode PCA+LDA est aussi égal a 15 pour cette étude et a &ériéé de la méme maniére que
précédemment.

Résultats expérimentaux

La figure5.11 présente les résultats de classification correcte des desh@udiées en fonction
de la taille du jeu utilisé pour apprendre le classifieurpparait que 'HDDA n’'est pas sensible a
la taille de I'apprentissage et fournit des résultats tedisfaisants méme avec un jeu d’apprentissage
composé de 500 observations. Il est important de rappetetegudonnées sont en dimension 256 et
que la tache est de discriminer 10 classes. On peut égaleematquer que QDA ne parvient pas a
fournir un résultat si le nombre d’observations du jeu diaptissage est plus petit que 2000, et ce
méme avec la régularisation numérique. De plus, méme avgcamad jeu d’apprentissage, QDA ne
parvient pas a étre performante. Les méthodes LDA et EDDAé&gaiement affectées par le facteur
« taille du jeu d’apprentissage », mais dans des proportioriadres, et ne parviennent pas a fournir
une classification satisfaisante des données de testgiderde ces performances décevantes est cer-
tainement l'inadéquation entre les hypothéses faitesgzamiodéles sur lesquels ces deux méthodes
sont basées et la complexité des données utilisées dansétadie. Il est intéressant de noter que
la réduction de dimension par ACP a permis d’améliorer ldoperance générale de LDA. Cela est
certainement d0 au fait que I'hypothése d'égalité des wegrde covariance est trop éloignée de la
situation réelle en dimension 256 mais I'est beaucoup menrdimension 15. D’autre part, I'étape de
réduction de dimension a également affranchi LDA de sa dépere vis a vis de la taille de I'échan-
tillon en réduisant le nombre de parametres a estimer. Nausan outre étudié le comportement des
méthodes HDDA et PCA+LDA avec des jeux d’apprentissageitlesénférieures a 500. La méthode
HDDA a continué a donner des résultats satisfaisant§.{9) et meilleurs que ceux de PCA+LDA
(=~ 0.77) pour des jeux d’apprentissage composés de 200 obseaBondeca de ce cas limite, les
résultats de I'HDDA se sont avérés étre trés instablese@atide a, en tout cas, montré que 'HDDA
fournit des résultats de classification trés satisfaisantgrande dimension et avec un jeu d’appren-
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Modele de 'HDDA | Dimension moyd | Taux de classif. correcte
[a;;bQid;] 18.5 0.936
[aibQidi] 17.6 0.937
[abQ;d;] 16.7 0.932
[a;0Q;d] 20 0.948
[a;b;Q;d] 22 0.928
[a;bQ;d] 20 0.946
[abQ;d] 20 0.945

TAB. 5.1 — Résultats de classification obtenus avec 'HDDA ssidlennées USPS.

Méthode Taux de classif. correcte Temps d’apprentissage (sec.)
QDA (ful-GMM) 0.846 ~1
LDA (com-GMM) 0.757 ~1
EDDA [\, By] 0.696 ~1
SVM (linéaire) 0.926 ~ 12

TAB. 5.2 — Résultats de classification obtenus avec 'HDDA etiiéthodes classiques de discrimi-
nation sur les données USPS.

tissage de taille treés limitée. En outre, 'HDDA s’est ré&Etre une méthode bien plus performante
gue les autres méthodes de discrimination sur ce jeu réamigéds de grande dimension. Une étude
comparative approfondie menée sur ce jeu de données esspmpu paragraphe suivant.

5.2.3 Comparaison avec les méthodes classiques

Nous nous proposons a présent de comparer 'HDDA aux méhddssiques sur le jeu de don-
nées réelles USPS utilisé dans I'étude précédente. Leodeshle référence auxquelles nous allons
nous comparer dans ce paragraphe sont les 4 méthodes wiassséigdiées précédemment et la mé-
thode discriminativessupport vector machindSVM). Rappelons que SVM, gue nous avons présentée
au paragraph2.2.3 est une technique de discrimination qui doit sa grandelpdpia ses excellentes
performances.

Données et protocole

Cette étude a été menée sur le jeu de données réelles USP&gum/ans présenté au paragraphe
précédent. Nous avons cette fois ci utilisé les jeux d'amssage et de validation classiques qui sont
respectivement composés de 7291 et 2007 observations @agion 256. Pour chaque modéle de
I'HDDA, nous avons recherché par validation croisée sueled'apprentissage les dimensions intrin-
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séquesdl;, i = 1,..., k, des classes. Une fois ces dimensions estimées, nous gmissles classifieurs
associés au modele;;b;Q;d;] et a ses sous-modeles sur le jeu d’apprentissage. La parioemdes
différents modéles a été ensuite mesurée par le taux défickaissn correcte sur le jeu de validation.
Nous avons également mis en compétition dans cette étudétteode discriminative SVM associée
au noyau linéairei.e. K (z,2') = (z,2’). Nous avons choisi d'utiliser le noyau linéaire car il est le
seul a ne pas nécessiter de paramétrage. En effet, une ddiding des SVM, comme le fait re-
marquer Burges dandf], est la difficulté pour I'utilisateur de choisir le noyaurgeux adapté aux
données gu’il a a traiter.

Résultats expérimentaux

Le tableau5.1 présente les résultats de classification obtenus par I'HBDAle jeu de don-
nées USPS et en fonction du modéle gaussien utilisé. Ceatalihelique en outre, pour le mo-
dele [a;;b;Q;d;] et ses sous-modeles, la dimension intrinséque moyérassociée au parameétse
qui a été choisi par validation croisée sur le jeu d'appssatje. On remarque tout d’abord que les
dimensions intrinséques moyennes, choisies par valitatimisée, sont du méme ordre de grandeur.
Cela signifie, que pour les modeles supposant que les diomengi sont différentes, la procédure
d’estimation basée sur krree-testde Cattell fonctionne correctement. Notons que, sur lesv256
riables mesurées, 'THDDA ne retient en moyenne que 20 dimespour décrire chacune des classes.
On observe également que les modéles faisant I'hypothéséegulimensiond; et les paramétrels
sont communs sont les plus performants. Les données ayaaceétises de la méme facon, il est
assez vraisemblable que le bruit soit commun entre lesedastsque par conséquent les modeles a
b; communs soient les plus efficaces. Le fait que soit un moddimméansions communes qui soit le
plus performant de tous nos modeles traduit que la modélisde chacune des 10 classes de la base,
i.e.les 10 chiffres, est du méme ordre de complexité. Le tabie2apermet de comparer les perfor-
mances du meilleur résultat de I'HDDA et des méthodes @assi de discrimination. Nous y avons
ajouté le résultat de classification obtenu sur le jeu delaatin par la méthode discriminative SVM
assortie du noyau linéaire. Nous avons ajouté a ce tabléamies de calcul, en secondes, nécessaire
a l'apprentissage du classifieur sur un ordinateur récemit{im 1V, 3Ghz). L'HDDA s’avere étre la
méthode la plus performante devant la méthode SVM qui estumpour son excellent pouvoir de
prévision. L'observation du temps nécessaire a I'appssatie révele que I'HDDA nécessite un temps
de calcul de I'ordre des autres méthodes génératives alerlagnéthode SVM nécessite approxima-
tivement 10 fois plus de temps. D’ailleurs, dai$][ Burges retient également le temps de calcul
nécessaire a lI'apprentissage du classifieur SVM comme tlerses principales limitations. LHDDA
est par conséquent une méthode d’analyse discriminant®i& lgerformante et rapide. Cette qualité
de 'HDDA pourra par exemple s’avérer utile dans des situtid’apprentissage en temps rée,
mise a jour du classifieur en fonction de nouvelles infororeti
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5.3 Validation dans le cadre non supervisé

De la méme facon que dans le cadre supervisé, nous allonsenpévaluer et comparer entre eux
les différents modéles proposés au cha@taans le cadre non supervisé. Nous nous intéresserons
ensuite a I'estimation des hyper-paramétres que sont ldreinde composantes du mélange et les
dimensions intrinseques;, « = 1,...,k, des groupes. Nous étudierons également l'influence de la
dimension sur les performances de 'HDDC et de la valeur Big€beiée. Enfin, nous mettrons en
concurrence notre méthode dieisteringHDDC et une technique proposée récemment par Raftery
et al. [74] qui combine sélection de variables et modele de mélangssgau dans le cadre de la
classification non supervisée. Cette derniére étude sengemsur données réelles, les précédentes
étant faites sur données simulées.

5.3.1 Sélection de modeéles

Notre méthode delusteringHDDC étant basée sur un modele de mélange gaussien, il est don
possible de sélectionner le modéle le plus adapté aux dsreréetilisant le critéere BIC que nous
avons présenté au chapi#teNous allons donc utiliser ce critere en combinaison avéaue de clas-
sification correcte pour évaluer et comparer les modélesotte famille. Rappelons que le taux de
classification correcte peut étre calculé dans ce cas caola®es sont simulées et par conséquent
nous avons connaissance des labels corrects des obsesvaliette information est naturellement
omise lors de I'utilisation de I'algorithme HDDC. De mémeegians le cas supervisé, nous ne consi-
dérerons dans cette étude qu’une partie des modéles dearoilie qui en compte 28. Les modéles
étudiés sont les modéles a orientations et dimensions ldmet les estimateurs sont explicites et dont
nous pensons qu'ils sont propres a modéliser une large gatasitiations. |l est facile de conjecturer
le comportement des modeles a orientations libres et diomsommunes a partir du comportement
des 6 modeles étudiés puisque ces deux types de modélesésoptdches. Le modéles a orienta-
tions communes ne sont pas étudiés ici car I'estimation s lgaramétres requiere le plus souvent
I'utilisation d’une méthode itérative.

Données et protocole

Nous avons réalisé un grand nombre de simulations (50 ti@&pétpour chacun des 6 modéles de
simulation) et utilisé ensuite les 6 différents modeélesiantations libres dans 'HDDC pour classer
les différents jeux de données simulés. Pour chacun desjeudés, nous avons simulé des données
réparties en 3 groupes daRs” selon chacun des 6 modeles a orientations libres de notikefanes
parametres qui ont été utilisés pour la simulation sontuessts :a;; = 150 £ 50, ag; = 75 £ 25,
azj = 50 £ 25 pourj = 1,....d;, b; = 10 £ 5 pouri = 1,....,k, {m, 72,73} = {0.4,0.3,0.3} et
{di1,ds2,ds} = {2,5,10}. Les moyennes des groupes étaient relativement progpes-(u|| ~ 10,
pour touti, ¢ € {1,2,3} tels quei # ¢) et les matrices d'orientatioy); ont été obtenues de la
méme facon que dans le cas supervisé en effectuant la désimp@R d’'une matrice symétrique
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Modele de Modele de classification

simulation | [a;;0;Qid;] [ai;bQidi]  [a;ibiQid;]  [a;bQqid;]  [ab;Qid;]  [abQ;d;]
[a;i;biQid;] 357 373 349 359 349 360
[ai;bQid;] 403 404 397 396 397 397
[a;0;Q;d;] 389 419 377 391 377 394
[a;0Q;d;] 438 440 419 419 420 420
[ab;Q;d;] 399 433 380 402 384 403
[abQ;d;)] 456 451 428 427 434 433

TAB. 5.3 — Valeur moyenne du critére BIC pour les modéles de I'tdDipur différents jeux de
données simulés. La valeur du critére associée au modelgie@hé par BIC pour chacune des lignes
est indiquée en gras.

Modeéle de Modéle de classification

simulation | [a;;b;Qidi]  [aijbQid;]  [aibiQidi]  [a;ibQid;]  [ab;Qid;]  [abQ;d;]
[a;j0iQid;] 0.967 0.828 0.973* 0.919 0.975 0.903

[ai;bQid;] 0.730 0.727 0.779 0.78% 0.758 0.751
[a;0;Q;d;] 0.979 0.871 0.983* 0.929 0.986 0.917

[a;0Q;d;] 0.826 0.800 0.882 0.863* 0.875 0.865
[ab;Q;d;] 0.965 0.825 0.980¢ 0.844 0.952 0.822
[abQ;d;] 0.712 0.752 0.797 0.793* 0.711 0.707

TAB. 5.4 — Taux de classification correcte moyen pour les moatddd4iDDC pour différents jeux
de données simulés. Pour chacune des lignes, le meillautatéde classification est indiqué en gras
et le modéle sélectionné par le critére BIC est indiqué pearéiaile.
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aléatoire. Chacun des jeux de données était composé de b866vations. Rappelons enfin que le
modele choisi comme le mieux adapté aux données est celasyassocié a la valeur du critére BIC
la plus petite. A l'inverse, le meilleur taux de classificaticorrecte est celui qui est le plus proche
de 1. Lors de chacune des 50 répétitions, I'algorithme HDD&Réainitialisé grace a une partition
obtenue aléatoirement.

Résultats expérimentaux

Le tableau5.3 présente la valeur moyenne sur les 50 répétitions du crid&€ecorrespondant
a chacun des 6 modéles et en fonction du modéle utilisé powlesi les données. Le table&u
présente quant a lui le taux moyen de classification cormatienu avec chacun des 6 modeéles de
I'HDDC et en fonction des différents jeux de données. DagslEux tableaux, le meilleur résultat de
chaque ligne est indiqué en gras. Dans le tabEdunous avons noté d’'une étoile le modéle sélec-
tionné par BIC pour chaque jeu de données. On observe tdobrdaue le critere BIC sélectionne
le plus souvent le modeéle fournissant le meilleur taux dssifigation correcte. Cela confirme que le
critere BIC est un outil efficace de sélection de modele.dshpas surprenant non plus de voir que le
modéle ayant servi a simuler les données obtient une valearitdre BIC petite et que sont taux de
classification correcte est satisfaisant. L'observatioriathleaus.3 fait néanmoins apparaitre que le
modele[a;b;Q;d;] est le plus souvent élu par le critére BIC comme étant le nedeégblus adapté aux
données. De plus, le tableButnous indique que ce modele obtient de tres bons résultatashifica-
tion. Cette étude montre donc que dans un cas comme cebii-td,nombre d’observations par classe
est petit devant le nombre de parameétres a estimer, ce miot&imédiaire est efficace méme dans
une situation qui lui est priori défavorable. Cela est certainement d( au fait que, daresgitiation,
les grandes valeurs propres ont tendance a étre suresetmfigs par conséquent I'estimation de cha-
cune des plus grandes valeurs propres est globalement baning que I'estimation de la moyenne
des plus grandes valeurs propres. Le mo@gleQ;d;] semble donc avoir le bon degré de complexité
et I'hypothése qué\; ne posséde que deux valeurs propres différentes appaeaiindinoyen efficace
de régulariser I'estimation de la matrice de covariancehdeune des classes. Notons également que
les modélega;bQ;d;] et [ab;Q;d;], qui sont trés proches en complexité du modelé;Q;d;], sont
également plébiscités par le critére BIC et le taux de diaation correcte.

5.3.2 Estimation des paramétres discrets

Dans le cadre qui est le notre ici, I'estimation du nombre alemosantes du mélange et des di-
mensions intrinseques de groupes ne peut pas étre fait@ldation croisée puisque les labels des
observations ne sont pas connus. Nous allons donc envieggebléme de 'estimation de ces para-
metres comme un probleme de sélection de modéle. En efgtalameétres, d, ..., d;, contrblant la
complexité du modeéle, le critére BIC peut donc étre utilisérsélectionner ces paramétres.



5.3. Validation dans le cadre non supervisé 121

Nb de classeg | Seuil choisis | Dimensionsd; | Valeur BIC
2 0.18 2,16 414
3 0.21 2,5,10 407
4 0.25 2,2,5,10 414
5 0.28 2,5,5,10,12 416
6 0.28 2,5,6,10,10,12 424

TAB. 5.5 — Sélection du nombre de classes et des dimensions guacetere BIC sur un jeu de
données artificielles composées de 3 groupes dont les dionsristrinséques respectives sont 2, 5
et 10.

Données et protocole

Nous avons simulé, pour cette expérience, des donnéegiedpam 3 groupes dar®'*’ selon
le modéle[a;bQ;d;] avec les paramétres suivant§n;, w2, m3} = {0.4,0.3,0.3}, {a1,a2,a3} =
{150, 75,50}, b = 10, {d1,ds,ds} = {2,5,10}, avec des moyennes proch@g(— | ~ 10, pour
touts, ¢ € {1,2,3} tels quei # ¢) et des matrices d’orientatia; aléatoires. Enfin, le jeu de données
était composé de 1000 observations. Nous avons ensuitdé&&osaleur du critere BIC pour chacun
des couplesk,s), k = 1,...,6 et s variant entre0.1 et 0.4. Rappelons que est le paramétre du
scree-test de Cattell permettant d’unifier I'estimatios kl€limensionsl;. L'expérience a été répétée
a 50 reprises afin de moyenner les effets liés a l'initidtsaaléatoire de I'algorithme.

Résultats expérimentaux

Le tableau5.5 donne, pour chaque valeur @eles valeurs moyennes du sesiiyant la valeur
BIC la plus petite ainsi que les estimations des dimensieasaées a ce choix de seuil. On observe
tout d’abord que le critére BIC parvient a estimer correeenies valeurs dé et des dimensions
d;, 1 = 1,...,k. Le critere BIC sélectionne en effet le mod@lgb;Q;d;] ayant les paramétrd?s =
3 et{dy,dy,d3} = {2,5,10} ce qui correspond aux paramétres du modéle de simulatiast Il
d’autre part intéressant d’observer I'évolution de l'esttion des dimensions en fonctiondeSi I'on
considére le cas d’'un mélange de seulement 2 composait@C semble correctement modéliser
le premier groups,e. d; = d;, et créer un second groupe hybride composé du second eislartre
groupe réelj.e. dy ~ ds + ds. De méme, si 'on considére le cas d’un mélange de 4 compesant
I'HDDC semble avoir divisé I'effectif du premier groupe datleux sous-groupes de méme dimension
intrinséque. Cette étude a donc permis de valider 'ap@agie nous avons proposée pour estimer
le paramétré: et les dimensiond;, i = 1,..., k. D’autre part, nous n’avons pas remarquer lors de
cette étude une instabilité particuliere de 'HDDC qui shie au choix des dimensions intrinséques.
Cela est certainement d0 au fait que le choix de la dimensisrsdus-espaces des classes n’est pas
aussi crucial que dans le cas des méthodes de réduction éagion (comme I'ACP). Rappelons,
en effet, que notre paramétrisation du modéle gaussierenantoutes les dimensions, au contraire
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FiGc. 5.12 — Influence de la dimension sur la valeur du critére Bd€beié au modeéléu;;b;Q;d;]
de 'HDDC et aux méthodes classiques sur données simuléasléviexte pour les détails de la
simulation des données).

des méthodes de réduction de dimension, et ne fait qu'assignpoids plus faible aux sous-espaces
supplémentaires des sous-espaces ou vivent les donnédasies.

5.3.3 Influence de la dimension

Nous allons maintenant mettre en évidence le comportenediti@DC vis a vis de la dimension
des données. Nous étudierons également les comportenesnisithodes classiques de classification
non supervisée afin de comparer notre méthode a ces méthmd&Ricknce.

Données et protocole

Pour cette étude, nous avons simulé des données réparfiagrenpes dani?, p = 20, ..., 100,
selon le modeéléa;bQ;d;] avec les méme paramétres que dans I'expérience corresperdins le
cas superviséct. paragraphé.2.]). Le jeu de données était composé de 1000 observations.ria pe
formance de chacune des méthodes étudiées est mesurédéguexr hieoyen de classification correcte
calculé sur 50 répétitions. Les données étant simuléegghiement été possible de calculer le taux
optimal de classification correcte obtenu par le classifieuBayes basé sur les densités réelles. Le
modéle de I'HDDC utilisé ici est le modéle;b;Q;d;] et nous le comparerons aux 3 modeéles clas-
siques suivant : full-GMM, diag-GMM et sphe-GMM. Les 4 métles de classification automatique
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FiGc. 5.13 — Influence de la dimension sur les résultats de cleasifn obtenus avec 'HDDC (mo-
delefa;;b;Q;d;]) et les méthodes classiques sur données simulées (voktéepeur les détails de la
simulation des données).

utilisées lors de cette étude ont été initialisées a chagpétition avec la méme partition obtenue
aléatoirement.

Résultats expérimentaux

La figure5.12montre le comportement du critére BIC associé a chacun ddélassur lesquels
sont basés les méthodes étudiées en fonction de la dimesesoonnées. Il n'est pas surprenant de
remarquer que le critére BIC sélectionne toujours le mo@éle?);d;] comme étant le modéle le plus
adapté aux données puisque elles ont été simulées selondédemien revanche, il est intéressant de
noter que, plus la dimension augmente, plus la différente &s valeurs du critére BIC des modéles
classiques et du modéle;b;Q;d;] s'accroit et cela en faveur du modédeb; Q;d;|. Rappelons que le
critere BIC sélectionne le modeéle qui réalise le meilleumpoomis entre complexité et adéquation
aux données. L'augmentation de la dimension de I'espacélseaider a trouver le bon modéle. La
figure5.13 quant a elle, met en évidence I'évolution du taux de clasgitin correcte de chacun des
modeles en fonction de la dimension. On retrouve, pour I'DDN comportement vis a vis de la
dimension similaire a celui de I'HDDA dans le cadre supe¥viBn effet, le taux de classification
correcte de I'HDDC ne semble pas particulierement affeetélgp dimension des données. On note
toutefois une plus grande irrégularité de la courbe destaésypar rapport au cas supervisé mais cet
effet est certainement du a l'initialisation aléatoire @dgorithme. Les résultats de la méthode de
classification automatique associée au modele full-GMM 8és rapidement pénalisés par la dimen-
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Fic. 5.14 — Données « crabes » : a gauche, projection des dorméles sleux premiers axes prin-
cipaux et, a droite, classification obtenue avec I'HDDC emledéle[a;b;Q;d;]. Les lignes bleues
représentent les sous-espaces spécifiques de chaque.groupe

sion de I'espace d’étude. Nous avions d’ailleurs observéamportement similaire pour ce modéle
dans le cas supervisé. Les modéles diag-GMM et sphe-GMMjtquaux, ne semblent pas subir
le fléau de la dimension mais fournissent des résultats té&ekaeres quelle que soit la dimension
de I'espace. Le comportement de ces deux derniers modébgslique par le fait que ce sont des
modéles trés parcimonieux. Cette étude montre que notréligation des données de grande dimen-
sion semble posséder la qualité d’invariance a la dimensiomme les modeéles parcimonieux et la
qualité de produire de résultats satisfaisants comme lel@®complexes dans les espaces de faible
dimension.

5.3.4 Comparaison avec la sélection de variables

Nous nous proposons dans ce paragraphe de comparer natelapp la sélection de variables.
Une récente approche proposée par Raftery et DEmpérmet de combiner la sélection de variables
a I'étape de classification dans le cadre du modéle de mélgengssien. Pour ce faire, les auteurs
considérent le probléeme de la sélection de variables conmpeabléme de choix de modéles. Dans
leur approche, la sélection est réalisée en utilisant térerBIC en combinaison avec un algorithme
efficace de recherche. Les auteurs font remarquer de plilegupossible d’effectuer cette sélection
de variables sur les variables originales ou sur les conmp@s@rincipales. Cette méthode de sélection
de variables pour la classification automatique sera no&&WIM dans la suite de ce paragraphe.

Données et protocole

Afin de comparer notre méthode de clustering HDDC a cettentquh, nous avons choisi d'utili-
ser le jeu de données « crabes » utilisé da@dkdt que nous avons déja présenté au paragragha
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Modele TCC sur var. orig.| TCC sur comp. princ] TCC avec ACP
Sphe-GMM 0.340 0.340 0.340
Diag-GMM 0.355 0.355 0.535
Com-GMM 0.625 0.625 0.635
Full-GMM 0.640 0.640 0.845
VS-GMM [74] 0.925 0.935 /

TAB. 5.6 — Taux de classification correcte (TCC) obtenus avePDg, les modéles gaussiens clas-
siques et la méthode de sélection de variable VS-GNMH#] $ur un jeu de données réelles (données
Crabes).

Rappelons tout de méme que ces données sont composées des2dations en dimension 5 et
réparties équitablement en 4 classes. La figulel présente I'organisation des données « crabes »
projetées sur les deux premiers axes principaux. Les disggeouleurs représentent les moyennes
empiriques des groupes. Le modele sélectionné par leecB# pour étre utilisé par I'HDDC est le
modéle[a;b;Q;d;]. Nous avons également utilisé les méthodes de clustersariges aux modeles
classiques full-GMM, com-GMM, diag-GMM et sphe-GMM. lctusteringa été réalisé 50 fois pour
chaque méthode afin de moyenner les résultats de classifiedtia chaque répétition, les algorithmes
ont été initialisés a partir de la méme partition aléatoee données. Pour les méthodes associées aux
modéles classiques, usteringa été également été effectué sur les composantes prirgipaén
combinaison avec une réduction a 3 dimensions par ACP. Lérede composantes principales re-
tenues pour I'étape de réduction de dimension a été détérmpartir de I'ébouli des valeurs propres.
Notons de plus que le nombre de variables sélectionnées $8BMM est aussi égal a 3 et que le
modéle gaussien utilisé dans cette méthode est le modEBNM.

Résultats expérimentaux

Le tableau5.6 présente les résultats de classification obtenus avec IElBDles méthodes de
clusteringclassiques. Nous y avons également reporté le résultat é8M& donné par 74]. Ces
résultats sont disponibles pour la classification sur béegoriginales, sur composantes principales et
sur données réduites par ACP. |l apparait tout d'abord geid@enées, qui ne sont certes pas de grande
dimension, s’averent tres difficiles a classer avec les ouéth classiques. En effet, le meilleur résul-
tat obtenu avec une méthode classique est 0.64 en utilssamddéle gaussien général ful-GMM. On
remarque que la classification sur composantes principaeséliore pas les résultats des méthodes
classiques. Le fait que la classification sur composantesipales n'améliore pas les résultats des
modeles diag-GMM et sphe-GMM confirme notre hypothése gsigieupes vivent dans des sous-
espaces d'orientations différentes. En revanche, on pat gque la réduction de dimension permet
d’améliorer significativement le résultat de classificatitu modeéle ful-GMM. La méthode de sélec-
tion de variables VS-GMM obtient un taux de classificationrecte égal & 0.925 sur variables ori-
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ginales et & 0.935 sur composantes principales et devamsides méthodes classiques. Sachant que
la réduction de dimension par ACP a permis a la méthode @&ssaaimodeéle ful-GMM d’améliorer
ses résultats, il est assez naturel que les résultats deN8-€dient aussi meilleurs sur composantes
principales. On peut également conclure de cette obsenvgtie VS-GMM n’a certainement pas sé-
lectionné les 3 mémes variables que I'’ACP puisque les gisude VS-GMM sont bien meilleurs que
ceux de full-GMM sur données réduites par ACP. Cela confirneautre de nos hypothéses initiales
qui suppose que la réduction de dimension par ACP n’est pagpproche optimale dans le but de
classer des données. Enfin, 'THDDC domine cette étude enafitein taux de classification correcte
égal a 0.95 sur variables originales et sur composantesifaies. Rappelons que le fait de travailler
sur les composantes originales ne change rien aux réstédidDDC puisqu’elle cherche le sous-
espace de chaque groupe dans son espace propre. On pete dédaicomparaison des résultats de
I'HDDC avec ceux de VS-GMM que le fait de ne pas supprimer daises et de modéliser chaque
groupe dans son espace propre est la meilleure approchéapdassification. Notons au passage que
I'HDDC est également capable de surclasser les méthodsmuetds sur des jeux de données dont la
dimension est plut6t faible.



Chapitre

Application a la reconnaissance d’objets

Dans ce chapitre, nous allons considérer le probleme dectmmaissance d’'objets dans des
images qui est un des problémes les plus difficiles a I'hecigeie en vision par ordinateur. Outre la
difficulté intrinséque du probléme, celui-ci présente jguss intéréts vis a vis de notre sujet d’étude :
les données sont en grande dimension et I'approche classaubine apprentissage non supervisé
et supervisé. Pour ces raisons, nous avons choisi d’'agpligs méthodes de classification proposées
dans ce mémoire a la reconnaissance d'objets. Nous prapssene approche de la reconnaissance
d’'objets basée sur le modéle de mélange permettant dedecdi maniére probabiliste I'objet étu-
dié. Nous présenterons tout d'abord au paragraplhée probléeme de la reconnaissance d’objets et
les approches existantes. Au cours du paragr&pBenous proposerons une approche probabiliste
de la reconnaissance d'objets adaptée aux cadres sugegtifsgblement supervisés. Enfin, le para-
graphe6.3sera consacré a I'évaluation expérimentale de notre appr&@es expérimentations seront
menées sur deux bases de données récentes de reconnaibshjate et mettront en évidence que
notre approche est plus efficace que les méthodes existantes

6.1 Lareconnaissance d’objets

Ce premier paragraphe va donc étre consacré a introduiretdeme de la reconnaissance d’ob-
jets et présenter I'état de I'art dans ce domaine qui coratiiellement un trés fort développement.
La grande activité qui régne dans ce domaine est en partiawuatéréts liés aux applications de
la reconnaissance d'objets. En effet, la reconnaissaragets est au coeur d'un grand nombre de
progrés technologiques parmi lesquels on peut citer lastdiéeillance, la sécurité, I'indexation des
images sur le web et le pilotage autonome de véhicules.

6.1.1 Le probleme de la reconnaissance d'objets

Le probleme de lareconnaissance d'objets est d’identéieinhages comportant une instance d’'un
objet donné et, le cas échéant, de localiser cet objet daregée. Ce probléme est rendue difficile par
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FiG. 6.1 — Quelques exemples de la catégorie d’'objets « vélo ».

la trés grande variabilité qui existe dans une catégoribjets. La figure illustre cette caractéristique
des classes d’'objets en présentant différentes instaedascthsse « vélo ».

Localisation d’objets et classification d'images

Dans ce travail, nous nous considérerons les deux tachesrdednnaissance d'objets : la clas-
sification d'images et la localisation d’'objets. La classifion d’'images consiste a décider pour une
nouvelle image si elle contient une instance de I'objet iétugue nous noteron®, ou si elle ne
contient aucune instance de cet objet et gu’elle ne contigatdu fond, que nous noterofs Cette
tache est par conséquent un probléme de classificatiorrdnihai localisation d’objets consiste quant
a elle a circonscrire I'objet dans une nouvelle image donsaihqu’elle contient au moins une ins-
tance de l'objet. Cette localisation de I'objeta l'intérieur d’'une image peut étre réalisée soit par
segmentationi.e. pour chaque pixel de I'image on décide s'il représente ouliadjet, soit en déli-
mitant la zone de I'image contenant I'objet grace a un caslyalement appeldounding boxlIl va de
soi que la localisation d’objets requiert une plus haut éelgrprécision que la classification d'images
et est, de ce fait, considérée comme plus difficile.

Apprentissage supervisé et faiblement supervisé

Lareconnaissance d'objets nécessite bien entendu une glagprentissage permettant de prendre
connaissance des caractéristiques de la catégorie d@tjetiée. Pour cela, on dispose généralement
d’'une base d'images pour lesquelles on a une informatiars, @i moins précise, sur la présence ou
I'absence de I'objet étudié. Le type de supervision de Fappissage peut en effet étre de deux sortes :
supervisé ou faiblement supervisé. Dans le cas de I'afipsage supervisé, les objets sont segmentés
dans chacune des images d’apprentissagan sait pour chaque point d’'une image s'il appartient ou
non a I'objet. Un point sera alors référencé comme positibppartient a I'objeD et négatif dans le
cas contraire. Dans le cas faiblement supervisé, les piéstimages d’apprentissage qui contiennent
au moins une instance de I'objét sont référencés comme positifs. Les points des images qui ne
contiennent aucune instance de I'objesont, quant a eux, référencés comme négatifs. Il est impor-
tant de noter que, dans le cas d’'une supervision faible,degoréférencés comme positifs peuvent
appartenir a I'objeD mais également au fon&. En revanche, les points référencés comme négatifs
ne peuvent appartenir qu’au forigl Naturellement, le second type de supervision est mointasd
en temps d’annotation et les recherches actuelles se tudaglus en plus vers cette approche.
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6.1.2 Etatde l'art

Nous allons a présent donner un apercu de I'état de I'art @nraissance d'objets. Il faut tout
d’abord noter que la plupart des méthodes récentes de r@ssance d’objets utilisent une description
locale de I'imagej.e. 'image est représentée par un ensemble de descripteursahédes zones
d’intéréts de I'image. La description locale de I'imageasabordée en détail au paragraphe suivant.

Les méthodegpart-based

La plupart des approches récentes organisent tout d'alesrdidscripteurs locaux en groupes
homogeénes en utilisant des techniquesldsteringclassiquesiK-means ou les méthodes génératives
basées sur les modéles de mélange gaussien). Agarwal efIRdéterminent ensuite les relations
spatiales entre les groupes précédemment formés et nttileselassifieuiSparse Network Classifier
pour I'étape de reconnaissance. Dorko et Schrai] gélectionnent les groupes discriminants de
I'objet étudié a partir de leuratio de vraisemblance et se servent uniquement des groupesutes pl
discriminants pour la phase de reconnaissance. Leibe el&f5] apprennent la distribution spatiale
des groupes formés et mettent en ceuvre ensuite un systerngede v

Les méthodes dévag-of-keypoints

D’autre part, les méthodes tag-of-keypoint§92, 94] représentent chaque image par un histo-
gramme des groupes appris et utilisent ensuite un clagsBéiM dans I'étape de reconnaissance.
Sivic et al.[85] combinent une représentation de tyyag-of-keypointavec la méthod@robabilistic
Latent Semantic Analys{®LSA) [48] pour découvrir un « vocabulaire » de parties d'objets. Enfin
Opeltet al. [67] utilisent une méthode de sélection de variables pour ifientes caractéristiques
discriminantes de l'objet.

6.1.3 Description locale de I'image

Les premiéres méthodes proposées pour reconnaitre déesadojs des images caractérisaient les
objets par leur apparence globale. La principale limiteeteecapproche est qu’elle n’est pas robuste
aux occlusions, aux changements de luminosité et aux tnamafions géométriques. Pour éviter ces
problémes, les méthodes récentes utilisent des deseapteaux qui sont par construction robustes a
'ensemble de ces perturbations. Ainsi, dans le cadre dippeoche utilisant des descripteurs locaux,
chaque image est associée a un nombre plus ou moins grandatgtiirs locaux.

Détection des points d'intérét

L'extraction de ces descripteurs comporte deux phasesétésction de points d'intérét et la des-
cription de la zone de I'image située autour de chacun degdiintérét. La détection des points
d'intérét est réalisée grace a un opérateur de détectiomparaedburt I'image et identifie les zones
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FiG. 6.2 — Extraction des points d'intérét : a gauche, I'imagginale et, a droite, les points d'intérét
détectés sur 'image et qui seront ensuite convertis errigesars locaux.

de I'image ayant des caractéristiques particulieres. degi@dient dans toutes les directions. Par
exemple, le détecteur de Harris-Laplace (H&)][ I'un des les plus utilisés, recherche les zones de
fort gradient dans toutes les directions. Pour cela, iludalsur un voisinage de chacun des pixels de
I'image la matriceA définie par :

Vi@,y) Vay(z,y)
Alz,y) = ;
Vyg;(.%', y) v?/(xv y)

ouV, estle gradient de 'image dans la directiorLes pixels(z, y) pour lesquels la matricé(x, y)

a deux valeurs propres fortes sont des points d'intérét.r&tigpe, ce procédé détecte principalement
les parties saillantes (angles, bords, ...) des objetsrdade. Le détecteur de Harris-Laplace associe
a chacun des points d'intérét détectés une échelle casdicfée qui servira a déterminer la taille du
voisinage du point qui sera transformée en descripteut.|@ete échelle caractéristique est déter-
minée, pour chacun des points d’intérét, en maximisant [gdcéen dans I'espace multi-échelles.
Parmi les autres détecteurs existants, on peut citer letdéteDoG Difference of Gaussigr{56] et

le détecteur de Kadit al. [51] qui, tous deux, extraient des zones homogebézbéen anglais) de
'image.

Description des points d'intéréts

La zone de I'image avoisinant chacun des points d'intérétaiés est ensuite décrite et transfor-
mée en un vecteur de grande dimension grace a un describgeuvaisinage de chacun des points
d’intérét est défini et normalisé en fonction de I'échelleacééristique qui lui est associée. Le des-
cripteur SIFT p6], qui s’est avéré étre trés efficace dans le domaine de laameissance d’objets,
comme en témoignent les traval#8[ 67, 94], divise le voisinage du point d'intérét courant £ 4
zones et calcule les gradients dans les 8 directions dedéndal’intérieur des ces 16 zones. Ainsi,
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FiG. 6.3 — Description locale des points d'intérét : a gauchadlignt du voisinage d’'un point d’intérét
et, a droite, quantification du gradient selon les 8 diresticardinales pol x 2 zones du voisinage
considéré. Le descripteur utilisé dans ce mémoire coresigieg division erd x 4 zones du voisinage
d’'un point d’intérét.

chaque voisinage d’'un point d’intérét est décrit par unexactie taillel28 = 4 x 4 x 8. La figure 6.3
illustre le procédé de description associé a I'opératebiT SCette description invariante a I'échelle
de chacun des points d'intérét peut en outre étre rendugant@ aux transformations géométriques
de I'image. Au terme de ce procédé d’extraction, une imagassociée an descripteurs locaux en
dimension128 si I'on considére le cas du détecteur-descripteur HL+SIFT.

6.2 Approche probabiliste de la reconnaissance d’objets

La plupart des méthodes existantes de reconnaissancetd'olg sont que partiellement proba-
bilistes et nécessitent le réglage de nombreux paramétregdiére strictement empirique. De plus,
peu de méthodes sont adaptées a la fois au cas superviséast faibtement supervisé. Nous nous
placons dans le cadre classique de la reconnaissancetd'eb@nsidérons donc que les observations,
notéesr; dans la suite, sont des descripteurs locaux d’'images. Nog®gons ici une approche pro-
babiliste de la reconnaissance d’objets qui integre de énamaturelle les méthodes de classification
proposées dans ce mémoire et qui permette de connaitre pague point d'intérét la probabilité
qu'il appartienne a I'objet étudié. L'apprentissage pawgn outre étre soit supervisée. les objets
sont segmentés dans les images d’'apprentissage, sodinfeibt supervisé,e. les objets ne sont pas
segmentés dans les images d’apprentissage.

6.2.1 Le modele

Nous nous placons dans le cadre du modéle de mélange gapesiemodéliser la distribution
des descripteurs d’'une image. D’un point de vue formel, rsayposerons que les descripteufs
j = 1,...,n, sont des réalisations indépendantes d’'une vecteur ad@oaleur dan®R? dont la
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densité s’écrit sous la forme suivante :
k
fl@)=> mif(z,0:),
=1

ou 7; est la probabilité a priori de I&me composante du mélangefét:, 0;) est la densité d'une
loi normale \ (u;,Y;) de moyenng.; et de matrice de covarianég, et ce pouri = 1, ..., k. Nous
proposons en outre de re-formuler la dengi®omme suit :

fla) =7f9@@) + (1 —7)fP(2),

ol est la probabilité priori de I'objetO et ouf© et f? sont les densités respectives des distributions
de l'objetO et du fondB qui s’expriment de la facon suivante :

k
Tf9z) = > Rimif(x,6,),
=1

k
(1 =7)fPx) = Y (1 - Rmif(x,0),
i=1
ouR; = P(C; € 0),i = 1,...,k, est le pouvoir discriminant de la clas€g par rapport &. Par
intégration des densités, on obtient la relatios Zle R;m; qui lit la probabilitéa priori 7 & R; et
;. La densitéf peut finalement s’exprimer comme suit :
k k
fle) = Rimif(x,0;)+ > (1= Ri)mif(x,6;).
=1 1

1=

Objet Fond

Il est alors naturel de penser qu’une classe ayant une \@ddvy proche del représente une partie de
I'objet étudié et en est discriminante. De méme, on peut@sgpgu’une classe ayant une valeur de
R; proche dé) représente le fond et en est discriminante. En revanche, les classes ayanaldess
de R; proche dé).5 ne sont discriminantes ni de I'objét ni du fond B.

6.2.2 Apprentissage

Etant donnée la modélisation introduite au paragraphedest, la phase d’apprentissage consiste
a estimer les paramétres du modéle a partir des descrigtesiisnages d’apprentissage. Cette phase
d’apprentissage, qui peut étre supervisée ou faiblemepdrgisée, comporte deux étapes : la pre-
miére est I'estimation des paramétrgset §; du mélange, la seconde est I'estimation des parameétres
R;. Nous verrons que la seconde étape uniquement dépend ddetygupervision.
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Estimation des paramétresr; et 6;

Le but de cette premiére étape est I'estimation des parasgtetd; du mélange a partir des don-
nées d'apprentissage. Pour ce faire, les descripteursfp@tinégatifs sont organisés érgroupes
grace a une méthode de classification automatique basée suwwdéle de mélange gaussien. Par
exemple et comme les descripteurs sont en grande dimenasioréthode HDDC basée sur le mo-
dele [a;;b;Q;d;] ou un de ses sous-modéles peut étre utilisée pour regroepetescripteurs eh
groupes homogeénes. L'HDDC fournira en outre les estimaties paramétres du mélangeet 6;.
Mentionnons également que cette classification peut &eeteée grace a toute méthode générative
de classification non supervisée basée sur le modele degeéanssien. Par exemple, il est possible
d’estimer les paramétres et 6, en utilisant la méthode classique desteringbasée sur le modéle
gaussien diag-GMM et I'algorithme d’estimation EM.

Estimation des parameétresR;

Cette seconde étape consiste & estimer le vecteur de pegaiet (R, ..., Rx) du mélange.
Nous proposons d’estimer ces parametres par la méthodeximunde vraisemblance sur les don-
nées d’apprentissage.

Proposition 6.2.1. L’estimateur dumaximumde vraisemblance conditionnelle du vecteur de para-
métresk = (Ry, ..., Ry) satisfait |a relation suivante :

Ry = argmax{.J(R)},
R
ou la quantité a maximiser est définie en fonction de par :

J(R) =) log ((R, ;) + Y log (1~ (R, ¥;)) — nolog((R,m)) —nplog(l — (R, m)),
z;€0 z;€B

avecr = (mq,...,m) €tW;; = P(x; € Cylz;) pouri =1,..., k.

Démonstration.Nous allons chercher a maximiser la vraisemblance comdiétbement a I'apparte-
nance des points@ et B, que nous noterong :

qui, d'aprés la modélisation présentée au paragraphedaBtéeut s’exprimer de la facon suivante :

1
I

T;€

_ _Mf(%‘ﬁz‘)
L (o

B 1o~ mif (25,0;) .
Q=11 22 m f(wjj) —

:EjGO =1

2
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Ennotant¥' ;; = P(z; € C;|z;) etgrace alaformule de Bayes, onalarelation= =; f (x;,6;)/ f (z;),
pouri = 1,..., k, etl'on peut écrire :

k k
Q=77 -npg H ZRZ‘I’ji H Z(l — Ri)\I’ji,

olung etnp sontle nombre de points appartenant respectivement &t'ob¢t au fondB. En passant
au logarithme, on obtient :

log(@Q Z log (ZR \I/ﬂ> + Z log (Z Ri)\I/jZ) —nolog(r) —nplog(l — 1),

z; €0 z;€B i=1

et en adoptant une notation vectorielle, on peut écrire :

log(Q) = D log ((R. W) + » _ log ({1~ R, ¥;)) —nolog((R, ) —nplog(l — (R,m)).
z;€0 z;€B

Enremarquant que 1 — R;, ¥; >= 1- < R;, ¥; >, nous obtenons la relation :

log(Q) = ) log (R, W) + Y log (1 — (R, ¥;)) —nolog({R,7)) — nplog(l — (R, )).
z;€0 z;€B

La maximisation de la vraisemblance conditionnélleest donc équivalente a la maximisation de la

quantitéJ(R) = ijeo log ((R,¥;)) + ijeB log (1 — (R, ¥;)) —nolog((R,m)) — nplog(l —
(R,m)). O

Malheureusement, I'estimatefi;;- n’a pas d’expression explicite et son calcul requiert lisei
tion d’'une méthode d’optimisation itérative. Nous avona@mis en ceuvre une méthode de descente
de gradient pour estimer le vecteur de paraméRes’expression du gradient de la quantiféa
maximiser en fonction d& est :

¥ v T s
Vel =) <RV, > Z1—<R,x11j>_”0<R,7r>+”B1—<R,w>‘

xJEO z;€B
6.2.3 Reconnaissance d’objets
La phase de reconnaissance consiste a décider de manibebitiste si les descripteurs d'une

nouvelle image appartiennent ou non a l'oljetudié. A partir de cette connaissance, deux taches
sont possibles : la localisation de I'objet et la classif@mate I'image.
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Localisation d’objets

La localisation d'objets consiste a classer chacun degigemas d'une imagd, différente des
images d’'apprentissage, comme appartenant a I'ébgi comme appartenant au fold Cette tache
est particulierement difficile car elle requiert une clisation trés précise de chacun des descripteurs
de Iimage. La modélisation de la densité des descripteurs d’une ipagieduite au paragraphe
précédent, va nous permettre pour chaque descripteur daunelle imagd de calculer sa probabi-
lité a posteriorid’appartenir & I'objeD. Il sera ensuite aisé de décider pour chaque descriptéur s'i
appartient ou non a I'objet étudié. Etant donnée la mod@isale la densité des descripteurs d’'une
image, présentée au paragraphe précédent, il est possilckaller pour chaque descripteur d’'une
nouvelle imagd la probabilité d'appartenir a I'objet étudi@.

Proposition 6.2.2. La probabilité a posteriorique le descripteur:; appartienne a I'objetO est
égale a:

k
P(zj € Olzj) =Y RiVy;, (6.1)
=1

ou \I/ji = P(.%'] S CZ‘.%'])

Démonstration.La modélisation présentée au paragraphe précédent peguetda:

Tfo(m
P(xzj € Olx;) 7.]0(1')])
J
_ oy gm0
" f(z)
Or, la formule de Bayes implique qué(z; € Cjlz;,0) = mf(z;,0;)/f(x;) et cela permet de
conclure la démonstration. O

Remarques.2.1 Nous avons observé que l'algorithme d’optimisation petamétd’estimer le para-
meétre R convergeait vers une solution trés proche de I'estimatesrndoindres carrég ;¢ déduit
de 6.1 et donné par :

Rye = (9'0) ' v, (6.2)

ou®; = P(z; € Olz;). Dans les expérimentations présentées au parag@pheous utiliserons
I'estimateur des moindres carrés du vecteur de parani&afin de réduire les temps de calculs.
Remarqueb.2.2 On peut alors remarquer que le calcul de I'estimateur desidnes carrés?
dépend de la quantité; = P(z; € Olx;) et que celle-ci s’exprime également en fonctionkie
via (6.1). Il nous a alors semblé intéressant de mettre en place tatégie récursive d’estimation
de R et des®; mais cet algorithme a fourni des estimations stables de wastites des la premiere
itération.

La dépendance du processus d’estimatiofdes a vis du type de supervision de I'apprentissage
apparait dans I'expression de I'estimatély; donnée par I'équatior6(2) au travers de la probabilité
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®; = P(xzj € O|z;). On supposera qué(z; € Olx;) = 1 pour tout descripteut; positif et P(z; €
Olz;) = 0 sinon. Le choix du type de supervision se répercutera alotsagers des labels positifs
et négatifs des descripteurs. En pratique, la probalailfiésteriorique le descripteur appartienne a
lobjet O est estimée par."_, R;P(z € Cj|x, ;) ou R, etd;, pouri = 1, ..., k, ont été estimés durant

la phase d'apprentissage. L'obfetpeut ensuite étre localisé précisément dans I'imiage se basant
uniguement sur les points d'intéréts ayant les plus grapassbilités d’appartenir a I'objet. Une des
manieres les plus simples de préciser la localisation dgelf@lans une image est de dessiner un cadre
(on retrouvera dans la littérature le termelrinding box autour de I'objet. Dans les expériences
qui seront présentées au paragrapt® desbounding boxeseront utilisées pour localiser I'objet
d'intérét dans les images de validatioet cela nous permettra de comparer nos résultats a ceux de la
littérature. Pour déterminer ce cadre pour une imgg®us aurons besoin de calculer la moyenne et
la variance des coordonnées de points d’intéréts de 'impagedérées par les probabilitéposteriori
données par la propositiof.2.2 La moyenne sera alors le centre deblaunding boxet sa taille
sera réglée par rapport a la variance. Notons que cette @dppel'avantage de tenir compte de la
probabilité d’appartenir a I'objet de chacun des pointstédiét de I'image mais ne permet pas de
détecter plusieurs instances d’'un méme objet dans une image

Classification d'images

La classification d’'images consiste a décider pour une rleuiveagel, i.e. différente des images
d’apprentissage, si elle contient ou non I'olijeétudié. Le cadre probabiliste que nous avons introduit
au cours de ce chapitre ne permet pas de fournir pour I'infeggeprobabilité de contenir I'objed.
Néanmoins, nous proposons d'utiliser les probabilitéppbatenir a I'objet des descripteurs de
pour établir un scoré () qui permettra de décider si I'imagecontient I'objetO ou non. Le score
S(I) € [0,1] que I'imagel contienne I'objetD est défini par :

1
S(I)=—
(1)=—>" Pz €Ola),
xzel
oum est le nombre de descripteurs extraits dans I'imaden décidera ensuite que I'image&ontient
au moins une instance de I'objetsi son scoreS(7) est supérieur a un seuil donné.

6.3 Resultats expérimentaux

Les expérimentations présentées dans ce chapitre, maméimsées réelles, permettront d’'une
part de valider I'approche probabiliste proposée et dapart de comparer les performances de nos
méthodes de classification des données de grande dimensianéhodes classiques dans le cadre
d'une application réelle. Aprés avoir décrit les deux jetimedges utilisés et le protocole d’étude
adopté, nous présenterons et commenterons les résultiisatieation d’objets et de classification

Len vision par ordinateur, le jeu d'images permettant diésales méthodes est généralement appelé « jeu de test ».
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Apprentissage Validation

FIG. 6.4 — Echantillon d'images d’'apprentissage et de validadie la base d’'imageSraz[67].

Validation testl Apprentissage

Validation test2

Humain \oiture

FiG. 6.5 — Echantillon d'images d’apprentissage et de validatie la base d'imagd2ascal[67] .

d’'images. Nous comparerons également notre approche atlnodes ayant pris part a@hallenge
Pascal[22], qui peuvent étre considérées comme les méthodes de assance d’'objets les plus
performantes a I'heure actuelle.

6.3.1 Bases de données utilisées

Pour nos expérimentations, nous avons utilisé les basesgésGraz[67] et Pascal[22] qui ont
été proposées récemment. Un échantillon des images cestelams ces bases est présenté par les
figures6.4et6.5.
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Base d'imagesGraz

Le jeu d'imagesGraZ a été proposé en 2004 et contient deux catégories d’objelsjetl « hu-
main » et l'objet « vélo ». Elle est composée de 200 imagespdémtissage et de 100 images de
validation. La résolution de chaque image de la basé4s 480 et les images sont converties en
échelle de gris afin de leur appliguer les algorithmes déegtion des descripteurs. La segmentation
des images de cette base est disponible uniquement pouétpoda « vélo ». Par conséquent, I'éva-
luation de la localisation d’objet n’est possible que pceftes catégorie et nous ne considérerons que
cette tAche dans nos expérimentations sur ce jeu de données.

Base d'imagesPascal

Le jeu d’'imagedascala été proposé en 2005 a I'occasion d'un concours de recaanais d'ob-
jets proposé par le réseau d’excellence Pastal base d'imagePascalcomporte quatre catégories
d’objets : « moto », « vélo », « humain » et « voiture ». Elle eshposée de 684 images d'appren-
tissage et de deux jeux de validation : le pestlqui comporte 689 images et le jeest2qui en
comporte 956. La résolution de chaque image de la basgl@ést 430 et les images sont conver-
ties en échelle de gris pour I'extraction des descriptdigs.images du jetestlsont du méme type
que les images d'apprentissage, les objets sont de méme taille et dans des poses similaiaes. P
conséquent, ce jeu de validation est considéré comme unfptile». En revanche, les images du
jeu de validationtest2sont issues du moteur de recherche « Google Image » et sooomsEquent
trés différentes des images utilisées par I'apprentisdagdigure6.5 met en évidence la différence
de nature des images entre le jeu d’apprentissage et le jealidationtest2 La reconnaissance des
objets de ce second jeu de validation peut donc étre cogsidémmme une tache bien plus difficile.
Une difficulté supplémentaire vient du fait que bon nombre ideages deéest2contiennent des ins-
tances de plusieurs catégories d'objets. Pour cette bamagks, ledbouding boxesont disponibles
pour toutes les catégories d’'objets et nous avons donc pueévetre approche pour les quatre caté-
gories d’'objets. Ainsi, dans le cadre supervisé, les paiim$éréts situés dans lzouding boxont été
référencés comme positifs.

6.3.2 Protocole expérimental

Nous avons mis en pratique notre approche probabiliste declannaissance d'objets sur les
deux bases d'images que nous venons de décrire et selon le pr@hocole expérimental. Nous
allons maintenant présenter les protocoles expérimentdatifs a I'extraction des descripteurs et a
la comparaison des différentes méthodes de classification.

2disponible a I'adresskttp ://www.emt.Graz.at/~pinz/data/
3site web :http ://www.pascal-network.org
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Extraction des descripteurs

Les descripteurs locaux ont été extraits de chaque imagelibesk en utilisant le détecteur Harris-
Laplace (HL) p1], détectant les points d’intérét de I'image, et le desedptSIFT b6], fournissant
une représentation invariante a I'échelle du voisinagehdeun des points d’intérét de I'image. Nous
avons choisi d'utiliser le descripteur SIFT car il a été @élé par I'étude comparativé(], menée
par Mikolajczyk et Schmidg0], comme étant particulierement adapté a la reconnaiss#iobgets et
est depuis utilisé dans de nombreux trava2 §7, 94]. L utilisation de ce protocole d’extraction des
données (HL+SIFT) conduit a I'obtention de, en moyenne,&Xtripteurs locaux de dimension 128
pour chague image de la base.

Comparaison des méthodes de classification

Notre approche probabiliste autorisant I'utilisation date méthode de classification basée sur
le modéle de mélange gaussien, cela nous a permis d'ullifzifois la méthode de classification
basée sur le modele;;b;Q;d;] et ses sous-modéles, mais aussi les méthodes basées sodédean
gaussiens classiques. Les méthodes de classificatiore@susibont basées sur les modéles gaussiens
suivants : diag-GMM, sphe-GMM et PCA+diag-GMM. Le modéleAdiag-GMM est en fait la
combinaison d’'une étape de réduction de dimension avectape de classification basée sur le mo-
deéle diag-GMM. Pour toutes ces méthodes, les paramétregtdestimés, de facon classique, grace
a l'algorithme EM qui a été initialisé a partir de la méme piar. LHDDC s’est d'ailleurs révélée
ne pas étre trop sensible a l'initialisation puisque nousawnoté pas plus d’'un pourcent de variabi-
lité des résultats de classification pour 50 initialisadialifférentes. D’autre part, le seuil permettant
d’estimer les dimensions intrinseques des classes poDDEla été déterminé par validation croisée
sur le jeu d’apprentissage de deux bases d’'images. La \v@learété retenue est 0.2 et cela a conduit
a une estimation de la dimension moyenhe- % Zle d; égale a 10. Enfin, le nombre de groupes
formés par les méthodes de classification a été fixé a 40 etlsOggpectivement les bases d'images
Graz et Pascal Ainsi, nous avons pu comparer 'HDDC et les méthodes adassi de classification
dans un méme cadre d'étude, celui de notre approche prigbatike la reconnaissance d'objets, et
sur des bases de données réelles de grande taille.

Mesures de performance

Pour la classification d’images, la mesure qui a été retesiukegual error rate(EER) qui est la
valeur de la courbe ROC pour laquelle les taux de vrais f@sitide vrais négatifs sont égaux. Rap-
pelons que la courbe RORéceiver Operating Characterisjipermet d’évaluer la performance d’'un
classifieur en mesurant sa sensibilité et sa spécificité gmmiexeA). Nous utiliserons également I'aire
sous cette courbe (AUC), qui en est une bonne statistique, gumparer les différentes méthodes.
Pour la localisation d’objets, nous utiliserons la mesiwerage PrecisiofAP) introduite dansZ2]
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qui est la moyenne arithmétique de 11 mesures le long de theaprécision-rappel » calculée a par-
tir desbounding-boxegrédites (voir 'annexé pour une définition de la courbe « précision-rappel »).

6.3.3 Résultats de localisation

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les résultatealesation d’objets obtenus sur les
bases d'image6&razet Pascal Les expérimentations menées sur la la base d'ini&ge sont toutes
faiblement supervisées.

Résultats de localisation d’objets sur la bas&raz

Nous allons tout d’abord vérifier la validité de notre app@qui calcule pour chacun des points
d’intérét d’'une image sa probabilité d’appartenir a I'algéudié et ensuite utilise les points les plus
probables d’appartenir a I'objet pour le localiser. La fegbié montre la localisation de I'objet « vélo »
sur la version segmentée d’'une image de la base de validatior en fonction du seuil sur les
probabilités d’appartenir a I'objet étudié. La vignettegéaiche montre 'ensemble des descripteurs
de I'image et I'on observe que la majorité d'entre eux ne gadt localisés sur le vélo. La seconde
et la troisiéme vignette montrent les descripteurs de tjenayant respectivement des probabilités
d’appartenir a I'objet supérieures a 0.5 et 0.65. On peuémies sur ces deux vignettes que le fait
de ne retenir que les descripteurs ayant les probabiligéglles fortes permet d’affiner la localisation
du vélo. Enfin, la vignette de droite présente la localisatie I'objet obtenue en n’utilisant que les
descripteurs ayant des probabilités d’appartenir a ltobjpérieures a 0.7 et cette localisation est
sans erreur. Cela signifie d’'une part que notre approcheapiligie est efficace et, d’autre part, que
I'étape d'identification des parties discriminantes déjéd, basée sur les parameties est efficace
et permet de fournir une localisation trés satisfaisantéobget étudié.

La figure 6.7 présente les résultats de la localisation de I'objet « véa sonction du seuil sur
les probabilitésP(x € O|z) pour 'HDDC et les méthodes de classification basées sur tefeles
gaussiens classiques. La mesure utilisée ici est la ppécis. le pourcentage de descripteurs locaux
localisés sur I'objet dont la probabilité d’appartenir abjet « vélo » est plus grande qu’un certain
seuil. A gauche de l'image, I'ensemble des descripteurshdgue image est utilisé pour calculer
la précision de la localisation et, par conséquent, towgsréthodes de classification obtiennent le
méme résultat. A l'inverse, a droite de I'image, uniquemlestpoints d'intérét dont la probabilité
d’appartenir a I'objet est supérieure a 0.95 sont classésrm appartenant a I'objet. On observe
que, dans le cadre de notre approche probabiliste, 'HDEASEé® respectivement sur les modéles
[a;j0;Qid;], [a;jb;Qid;], [a;jb;Qid;] etfa;;b;Q;d;], permet de localiser efficacement I'objet étudié en
se basant sur les descripteurs les plus probables. Enlaftegissance des courbes de précision as-
sociées a 'HDDC confirme ce que nous avons observé sur lafigbirCela signifie que 'HDDC a
réussi a regrouper les données de grande dimension en grooip@génes et discriminants de I'objet
et du fond. En particulier, le modele;b;Q;d;] permet a notre approche d’obtenir une précision de
localisation égale & 92% en considérant uniquement lesiptsas tels qué®(z; € Olz;) > 0.9 (ce
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FiG. 6.6 — Localisation faiblement supervisée sur la b@saz : localisation de I'objet « vélo »
par seuillage sur les probabilitd3(z; € O|z;) avec la méthode de classification HDDC (mo-
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FIG. 6.7 — Localisation faiblement supervisée sur la b@saz : résultats de localisation de I'objet
«Veélo » en fonction du seuil sur les probabilitegz; € O|z;) pour 'HDDC et les méthodes de
classification basées sur les modéles gaussiens classiques
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Méthode Précision| AP
HDDC [aijbiQidi] 0.85 0.796
HDDC [a;b;Q;d;] 0.92 0.833
HDDC [a;bQ;d;] 0.89 0.758
HDDC [abQ;d;] 0.88 0.785
PCA+diag-GMM 0.63 0.755
Diag-GMM 0.70 0.777
Sphe-GMM 0.76 0.754
Résultat deZ8] 0.62 /

TAB. 6.1 — Localisation faiblement supervisée sur la Haszz : précision de la localisation calculée
sur les 10 descripteurs de chaque image ayant les plus grandeabilités d’appartenir a I'objet
«Vvélo ». La mesure AP est calculée a partir Heanding boxegrédites (voir le texte pour plus de
détails).

oo

Tous les descripteurs HDDC PCA+diag-GMM diag-GMM

FIG. 6.8 — Localisation faiblement supervisée sur la bassz : résultats de localisation affichés sur
les versions segmentées des images de validation. Les pbintéréts affichés sont ceux ayant les
probabilités d’appartenir a I'objet « vélo » les plus grasmdee méme nombre de points est affiché
pour chacun des modéles (5% du nombre total de détectionsage).
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qui correspond a une sélection d’environ 10 points par imdyautre part, les méthodes basées sur
les modeles gaussiens classiques sphe-GMM, diag-GMM etHai@ag-GMM ne permettent pas de
localiser aussi efficacement le vélo que I'HDDC. En effetr@@pproche probabiliste combinée au
modele sphe-GMM n’attribue pas de valeurfer; € O|x;) plus grande que 0.7. Cela est certaine-
ment du au fait que ce modéle gaussien est particulierenagainponieux et ne peut donc modéliser
correctement les données considérées ici qui sont ralaie complexes. La stationnarité globale
des courbes de précision associées aux méthodes basées swdeles diag-GMM et PCA+diag-
GMM traduit le fait que ces deux méthodes n'ont pas fourni pagition des données en groupes
homogenes et discriminants. Par conséquent, la localishfsée sur les points d’intéréts ayants les
plus forte probabilité d’appartenir a I'objet n'est pas hegire que la localisation utilisant tous les
descripteurs.

Le tableau6.1 donne les résultats de la localisation de I'objet « vélo »ébasur les 10 descrip-
teurs de chaque image les plus probables obtenus sur cettedlimages avec les différentes mé-
thodes de classification étudiées et dans le cadre de nqireciye probabiliste. Nous y avons ajouté
les résultats de localisation obtenus sur cette méme basag#s par Dorko et Schmi@§] dont
I'approche est non probabiliste mais identifie égalemengteupes discriminants et utilise le modéle
gaussien diag-GMM pour I'étape de clustering. On remarqué d’abord que notre approche pro-
babiliste permet une localisation bien plus efficace quepfache de Dorko et Schmid. D’autre part,
le modelefa;;b;Q;d;] S'avére étre le plus efficace pour reconnaitre I'objet « wgdarmi les modeles
gaussiens dans le cadre de notre approche probabilistegura®i.8 présente les résultats de la loca-
lisation de I'objet « vélo » sur quelques images de validatie la bas&razet ce pour les différentes
méthodes de classification. Enfin, la fig@@® montre la localisation finale obtenue avec notre ap-
proche probabiliste et 'THDDC sur deux images de validatlambounding boxracée en rouge a été
calculée en pondérant chacun des points détectés par sebjitébd’appartenir a I'objet. Ces deux
figures mettent en évidence 'aptitude de notre approchrepowe a I'HDDC, a localiser des objets
de taille différentes dans des images.

Résultats de localisation d’'objets sur la bas®ascal

Le tableau6.2 présente un résumé des résultats de localisation supemidéiblement super-
visée. Les valeurs reportées dans ce tableau sont les nesydes mesures AP sur les 4 catégories
d’objets (« moto », « vélo », « humain » et « voiture ») et ce pewdeux jeux de validation de la base
Pascal Les résultats détaillés sont présentés a I'anriexees résultats sont donnés en fonction de
la méthode de clustering utilisée dans le cadre de notreapeprobabiliste. Nous avons également
reporté dans le tableati2 les résultats de la meilleure méthode @hallenge Pascal22]. Notons
que, lors duChallenge Pascala localisation faiblement supervisée n'a pas été engsalgordre de
grandeur des valeurs du tableau met en évidence la diffidaliécaliser les objets dans les images
de cette base. On observe tout d’abord que notre approchalpliete combinée a I'utilisation de
I'HDDC fournit en moyenne de meilleurs résultats que ceukadméthode ayant remporté @&hal-
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N
S

Image originale Tous les descripteurs Localisation finale

FiG. 6.9 — Localisation faiblement supervisée sur la b@as&z : résultats de localisation de I'objet
«Vvélo » obtenus avec 'HDDC (modéle;b;Q;d;]) dans le cadre de notre approche probabiliste et ce
sur deux images de validation.

Jeu de validation Pascal testl Pascal test2
Supervision supervisé| faibl. sup.| supervisé| faibl. sup.
HDDC [a;;b;Q;d;] 0.302 0.273 0.172 0.145
HDDC [a;;bQ;d;] 0.318 0.287 0.181 0.147
HDDC [a;b;Q;d;] 0.313 0.285 0.183 0.142
HDDC [a;bQ;d;] 0.318 0.283 0.176 0.148
HDDC [abQ;d;] 0.317 0.282 0.172 0.134
HDDC [a;b;Q;d] 0.314 0.287 0.179 0.130
HDDC [abQ;d] 0.300 0.285 0.185 0.139
HDDC [abQd)] 0.256 0.229 0.159 0.106
PCA+diag-GMM 0.257 0.215 0.177 0.120
Diag-GMM 0.271 0.216 0.149 0.106
Sphe-GMM 0.276 0.227 0.161 0.110
Com-GMM 0.267 0.246 0.164 0.116
K-means 0.261 0.204 0.160 0.099
Meilleure méthode de2P] 0.279 / 0.112 /

TAB. 6.2 — Localisation supervisée et faiblement supervisé@adiasePascal: les résultats présentés
ici sont les moyennes sur les 4 catégories des mesures ARgtexte pour plus de détails).
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Moto Vélo Humain \oiture

FiG. 6.10 — Localisation supervisée sur le jest2de la basdPascal: les bounding boxeprédites
sont tracées en rouge et lesunding boxeséelles sont en jaune.

lenge Pascakt ce sur les deux jeux de validation de la base. L'obsenvales résultats détaillés nous
indique que notre méthode domine les compétitions portaries objets « vélo » et « humain » pour
le jeu de validatiortestlet celles portant sur les objets « vélo », « humain » et « motws le jeu de
validationtest2 Ces résultats sont d’autant plus remarquables que nqtrec® ne permet ni de dé-
tecter plusieurs instances d'un méme objet dans une imade,modéliser les relations spatiales des
descripteurs, alors que certaines méthodes ayant partiaiphallenge Pascde peuvent. On observe
également que, dans le cadre de notre approche probaghaisteéthode de clustering HDDC, basée
sur le modelga;;b;Q;d;] et ses sous-modeles, améliore significativement les aésylar rapport aux
méthodes basées sur le modéles gaussiens classiques egthtalek-means. En particulier, les
modeleda;;bQ;d;] et [a;bQ;d;| apparaissent comme particulierement adaptés aux doneggartle
dimension de cette base. Le fait que ce soient des modéJeptmuns qui fournissent les meilleurs
résultats peut s’expliquer par le fait que les données déagizssage ont été acquises de la méme fagon
et, par conséquent, il est raisonnable de penser que lemadglisé par le paramétbg est commun.
Enfin, il est tout particulierement intéressant de remarque, dans le cadre de notre approche pro-
babiliste, les résultats de localisation supervisée btefaient supervisée sont relativement proches.
Cela est trés encourageant puisque I'annotation manuefiéodses d'images est trés colteuse. En
outre, les résultats de localisation obtenus par notrecapprprobabiliste dans le cadre faiblement
supervisé sont meilleurs en moyenne que la méthode la pit@mante duChallenge Pascadlans le
cadre supervisé.

La figure6.10présente des résultats de localisation supervisée sumdges du jeu de validation
test2 Le cadre prédit par notre approche probabiliste combiriésilésation de 'HDDC est tracé en
rouge et le cadre réel, fourni par la supervision manuediedessiné en jaune. On observe que pour
les images du haut de la figure, qui présentent une difficelt®chlisation moyenne, la localisation
fournie par notre méthode est particulierement efficacauié part, pour les images du bas de la
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figure, qui contiennent plusieurs instances d’'un méme @bjgtii présentent de ce fait une difficulté
de localisation élevée, la localisation fournie par noteéghnde englobe les différentes instances de
I'objet mais ne parvient pas a les discerner.

6.3.4 Résultats de classification d'images

Nous allons a présent évaluer notre approche probabilistel@tache de la classification d'images
et comparer les différentes méthodesctiesteringdans ce cadre. Nous allons présenter, dans ce pa-
ragraphe, les résultats de classification d’images obtunugs bases d’imagéaraz et Pascal

Résultats expérimentaux obtenus sur la bas@raz

Nous rappelons que les expérimentations menées sur la dadiasage Graz sont toutes fai-
blement supervisées. Le table@3 présente les résultats de classification d'images pourdiites
méthodes delustering dans le cadre de notre approche probabiliste, et d’autétisatdes de classifi-
cation d’'images issues de la littérature. On observe t@idatd que le modéle,;b;Q;d;] de 'HDDC
permet a notre approche probabiliste d’'obtenir des résultex classification meilleurs a la fois que
les modéles gaussiens classiques dans le cadre de notoetap@t que les méthodes de Dorko et
Schmid Rg], Opeltet al.[67] et Zhanget al.[94]. On remarque a nouveau que I'approche probabiliste
gue nous avons proposée permet d’améliorer significatimetas résultats de classification d'image
par rapport a I'approche non probabiliste de Dorko et Schirédbase de validation contenant 50
images de vélo, cela signifie que notre méthode probabfhisteléle[a;b;Q;d;]) ne fait que 3 erreurs.
Les images du bas de la figuBel1sont les 3 images contenant I'objet « vélo » qui ont été caitégo
sées comme ne contenant pas de vélo par notre approche émodgD.;d;]). Cette figure présente
également les 3 images de la base de validation ayant le @uas gcoreS (voir paragraphé.2.3.

Il est intéressant de noter que la premiére image mal clastd®&mage qui contient le petit vélo et
sur laquelle la localisation de I'objet était pourtant rarierement efficace. Cela indique que le score
probabiliste par image, que nous avons proposé pour deiidae image contient ou non l'objet étu-
dié, est certes globalement efficace mais n’est pas suffisainpnécis pour détecter des objets petits
a l'intérieur de I'image.

Résultats expérimentaux obtenus sur la basBascal

Le tableal6.4 présente les résultats de classification d'images obtemlsssdeux jeux de valida-
tion de la bas®ascaldans les cadres supervisés et faiblement supervisés. leess/du tableau cor-
respondent aux moyennes des mesures EER sur les 4 cat@jobjess et sont données pour chacune
des méthodes dgusteringutilisées dans le cadre de notre approche probabilistes Mawons égale-
ment reporté les résultats obtenus par la méthode de Ztag94] qui est la meilleure méthode du
Challenge Pascdl22]. Les résultats détaillés, catégorie par catégorie, somés a 'annexB. L'ob-
servation du tablea6.4 met en évidence que notre approche n’est pas globalemesitedfiisace que
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Méthode EER AUC
HDDC [andez] 0.90 0.950
HDDC [a;bQ;d;] 0.92 0.959
HDDC [abQ;d;] 0.88 0.956
PCA+diag-GMM 0.89 0.959
Diag-GMM 0.88 0.955
Sphe-GMM 0.88 0.944
Résultat de94] 0.92 /

Résultat de§7] 0.87 /

Résultat deZg] 0.84 /

TAB. 6.3 — Classification d’'image faiblement supervisée suateBraz: equal-error ratedEER) et
aire sous la courbe (AUC) pour la catégorie d’'objet « vélo ».

FiG. 6.11 — Classification d’image faiblement supervisée stwakeGraz: en haut, les 3 images de
validation ayant le plus grand score S de classificationrebas, les 3 images de validation qui ont
été classées comme ne contenant pas l'objet « vélo ». Résuif'enus avec notre score probabiliste
S et le modél€a;b;Q;d;] de 'HDDC.
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Jeu de validation Pascal testl Pascal test2
Supervision supervisé| faibl. sup.| supervisé| faibl. sup.
HDDC [a;;b;Q;d;] 0.822 0.865 0.714 0.708
HDDC [a;;bQ;d;] 0.841 0.870 0.716 0.712
HDDC [a;b;Q;d;] 0.826 0.871 0.720 0.709
HDDC [a;bQ;d;] 0.839 0.874 0.720 0.705
HDDC [abQ;d;] 0.845 0.863 0.727 0.714
HDDC [a;b;Q;d] 0.853 0.887 0.727 0.712
HDDC [abQ;d] 0.860 0.885 0.735 0.719
HDDC [abQd)] 0.787 0.809 0.689 0.682
PCA+diag. GMM 0.780 0.843 0.695 0.692
Diag-GMM 0.775 0.835 0.690 0.687
Sphe-GMM 0.797 0.852 0.682 0.682
Com-GMM 0.818 0.843 0.707 0.699
K-means 0.778 0.827 0.687 0.676
Meilleure méthode de2P] / 0.937 / 0.741

TAB. 6.4 — Classification d'images supervisée et faiblementisigee sur la badeascal: les résultats
présentés ici sont les moyennes sur les 4 catégories desendsdR (voir le texte pour plus de
détails).

la meilleure méthode dGhallenge Pascallans le cadre faiblement supervisé. En menant une analyse
plus détaillée des résultats, on s’'apercoit tout de mémengtre approche remporte deux compéti-
tions (« vélo » et « humain ») sur le jeu de validattest2 La raison de cette contre-performance de
notre approche est que notre score probabiliste de cladgificn’est pas suffisamment précis. Nous
I'avons d'ailleurs déja noté lors de I'étude des résultatenus sur la baséraz En outre, la meilleure
méthode diChallenge Pascalitilise une combinaison de deux descripteurs d'images &joe nous
n’en utilisons qu’un. En revanche, dans le cadre de notreoapp probabiliste, THDDC domine les
méthodes delusteringbasées sur les modeéles gaussiens classiques et la méthogaramétrique
k-means.

6.4 Discussion

Nous avons présenté dans ce chapitre une approche prsteabliéi la reconnaissance d’objets
qui permet, notamment, d’exploiter au mieux les résultattadnéthode de clustering HDDC. Cette
approche a montré son efficacité a la fois en localisatiobjdte et en classification d'images. Les
résultats de localisation d’objets sont, en particuligrs prometteurs car notre approche fournit des
résultats meilleurs que les méthodes actuelles les pldsrpemtes. En outre, ces résultats ont été
obtenus en utilisant un seul type de détecteur / descrigtesans prendre en compte les relations
spatiales existantes entre descripteurs d'une méme irdgetre part, la mise en ceuvre de notre
approche probabiliste a mis en évidence que sa principaiéeliest le fait de ne pouvoir localiser
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Toutes les détections Carte de probabilité Localisaticaldin

FiG. 6.12 — Localisation supervisée de plusieurs instancasm@&me objet sur le jetest2de la base
Pascal

gu’une unigue instance d’'un méme objet dans une image. Gellaenment pénalisé notre approche
pour la localisation d'objets et la classification d'image & baseest2dont les images contiennent
le plus souvent plusieurs instances d’'un méme objet. Uremeiin naturelle de ce travail serait d’uti-
liser les probabilités posteriorid’appartenir a I'objet de chacun des descripteurs d’uney@rmour
localiser les différentes instances de cet objet. A pagtices informations, il est par exemple possible
de construire une carte de probabilité qui mette en évidnloealisation probable des instances de
I'objet. La figure6.12 présente une telle carte obtenue en combinant les infansate probabilité
d’appartenir a I'objet, de localisation et d’échelle quinsdisponiblesa posterioripour chaque point
d’intérét de I'image. On observe que cette carte donne dé&gadée de la localisation des différentes
instances de I'objet. Il est ensuite possible de réaliseclustering spatial sur les points les plus
probables pour localiser Ids instances de 'objet.






Chapitre

Conclusion et perspectives

Dans ce dernier chapitre, nous produirons tout d’abord ynthése des travaux qui ont été pré-
sentés dans ce mémoire. Le paragrapHerécapitulera les principaux résultats et contributions de
ce travail. Nous présenterons ensuite au paragréajies travaux actuels basés sur les résultats pré-
sentés dans ce mémoire. Enfin, le paragrapBeannoncera les thémes de recherche connexes aux
thémes abordés au cours de ce travail que nous envisagepsodér.

7.1 Synthese des travaux présentés dans ce mémoire

Ce paragraphe s’organise autour des deux principaux thguiest été abordés au cours de ce
travail : la modélisation et la classification des donnéegrdade dimension, d’'une part, et I'applica-
tion & la reconnaissance d’'objets, d’autre part.

7.1.1 Modélisation et classification des données de grandergension

Le principal théme d’étude de ce mémoire a été la modélisaida classification des données
de grande dimension. Nous allons a présent rappeler lesigalas contributions de cette thése a ce
théme d’étude.

Un panorama de la classification des données de grande diméns

Nous avons tout d'abord dressé un panorama des différeppesches existantes pour modéliser
et classer les données de grande dimension et ce, a la feisedaadre supervisé et dans le cadre non
supervisé. |l s’est avéré que I'approche probabiliste dasi le modéle de mélange gaussien, dont
la renommée n’est plus a faire, présente I'avantage de jroéive utilisée dans les cadres supervisés
et non supervisés. Nous avons également pu observer quspases de grande dimension posent
certaines difficultés aux méthodes de classification et ‘gmsdmble de ces difficultés peuvent étre
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réunies sous le terme générique de « fléau de la dimensionus dmns ensuite recensé les diffé-
rentes solutions existantes pour permettre aux méthodssiglies de traiter des données de grande
dimension. En outre, nous avons mis en évidence les « hiemfaila dimension » : d’une part, les
données de grande dimension vivent dans des sous-espadigsethsions intrinseques inférieures a
la dimension de I'espace original et, d’autre part, il esisgiacile de discriminer avec un classifieur
adapté dans un espace de grande dimension que dans un esfeibedlimension.

Une famille de modéles gaussiens adaptés aux données de giadimension

Aprés avoir dressé une analyse critique des approchesméstde classification des données de
grande dimension, nous avons proposé une re-paraméinishtimodele de mélange gaussien prenant
en compte le fait que les données de grande dimension vieast des sous-espaces de dimensions
intrinséques inférieures a la dimension de I'espace algi@ette re-paramétrisation a donné nais-
sance au modeéle gaussien);b;Q;d;|, baptisé du nom de ses paramétres. De plus, en for¢cantinsertai
paramétres a étre communs dans une méme classe ou entrasksscinous avons mis a jour une
famille de 28 modéles gaussiens adaptés aux données de gliamehsion allant du modéle le plus
général au modéle le plus parcimonieux. Enfin, les reglegdision associées a certains modéles de
notre famille peuvent étre interprétés d'un point de vuemggioique.

Les méthodes de classification HDDA et HDDC

Nous avons ensuite utilisé ces modeles gaussiens pourciandization et la classification au-
tomatique de données de grande dimension. Les classifiepesvisés et non supervisés associés
aux modeéles gaussiens proposés dans ce mémoire ont éteebapipectivementigh Dimensio-
nal Discriminant Analysi§HDDA) et High Dimensional Data Clusterin@HDDC). La construction
du classifieur supervisé HDDA et du classifieur non superiB&®C a nécessité I'estimation par
la méthode dumaximumde vraisemblance des paramétres des différents modélssdesnotre re-
paramétrisation du modele de mélange gaussien. En outrafuee de notre re-paramétrisation per-
met aux méthodes HDDA et HDDC de ne pas étre perturbées paauleais conditionnement ou la
singularité des matrices de covariance empiriques desedat d’'étre efficaces en terme de temps de
calcul. Le probléme de I'estimation des dimensions in&iinges des classes a également été abordé
et nous avons proposé d'utiliser la méthodesdteetestde Cattell pour les estimer. Ces méthodes
de classification dédiées aux données de grande dimensiemsaite été mises en ceuvre et évaluées
sur des jeux de données réelles et simulées. Ces expériimestant montré que les méthodes de
classification HDDA et HDDC présentent I'avantage de ne piir de « fléau de la dimension » et
d’'étre performantes aussi bien dans des espaces de gramelesthin que de faible dimension. Enfin,
la comparaison sur données réelles avec les méthodegsjalessie classification a montré I'efficacité
de notre approche pour la modélisation et la classificatesndibnnées de grande dimension.
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7.1.2 Application a la reconnaissance d'objets

Nous nous sommes également intéressé au probléme de lanaessamce d'objets dans des
images qui est un probléeme particulierement intéressadiffetile. L'approche statistique s’est ré-
vélée étre une bonne solution et a permis d’améliorer stgtifiement les résultats expérimentaux.
Nous allons a présent rappeler les principales contribstile ce mémoire a ce second théme d’étude.

Une approche probabiliste de la reconnaissance d'objets

Nous avons tout d’abord proposé une approche basée sur Eemmimélange gaussien qui per-
mette de localiser de maniére probabiliste un objet dansnage inconnue. Cette approche modélise
la densité de points d'intéréts d’une image par un mélangead@es dont certaines sont discrimi-
nantes de l'objet et d’autres du fond. Le pouvoir discriminde chacune des parties apprises sur un
jeu d'apprentissage est estimé par la méthodmaximunde vraisemblance. Cette approche probabi-
liste présente en outre I'avantage de pouvoir exploiter imuxres résultats des méthodes génératives
de classification. Il est donc en particulier possible delwiosr cette approche aux méthodes de clas-
sification des données de grande dimension qui ont égaleftieproposées dans ce mémoire. Cette
approche utilisant nos modéles gaussiens adaptés auxetot@@rande dimension a ensuite été mise
en ceuvre sur deux bases d'images récentes et comparée dlexmeiméthodes de reconnaissance
d’'objets. Ces expérimentations ont montré d’'une part que@pproche probabiliste est plus efficace
que les méthodes existantes. D'autre part, elles ont aus@nmevidence que, dans le cadre de notre
approche, les modéles gaussiens adaptés aux données de diraension forment des groupes ho-
mogenes et discriminants et par conséquent permettent eifleure localisation des objets dans les
images que les modéles gaussiens classiques.

Une approche adaptée au cadre faiblement supervisé

La seconde contribution majeure de ce travail est la pdis&ipiour I'approche probabiliste pro-
posée d'étre utilisée soit dans un cadre supervisdes objets sont segmentés dans les images d’'ap-
prentissage, soit dans un cadre faiblement supervesdes objets ne sont pas segmentés dans les
images d’apprentissage et I'on sait uniquement quellegésaontiennent au moins une instance de
I'objet. Les expérimentations menées sur les deux basesagés ont mis en évidence que les résultats
de reconnaissance d’'objets obtenus dans le cadre faiblesupervisé sont presque aussi bons que
ceux obtenus dans le cadre supervisé. Outre l'intérét dészdtat pour la reconnaissance d’objets,
il ouvre la voie de maniére plus générale a la classificatdipldment supervisée et, de ce point de
vue, notre approche a introduit un cadre formel pour la iflaation faiblement supervisée. Ce type
de supervision pourrait par exemple étre utilisée pourdasification de documents textuels.
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Modéle Brique Moquette Tissu Soll Sol2 Marbre Bo|s
Indep. + diag-GMM | 0.776 0.316  0.583 0.283 0.588 0.339 0.586
Indep. +[a;b;Q;d;] 0.812 0.569 0.625 0.356 0.674 0.371 0.650

Markov + diag-GMM | 0.964 0.810 0.797 0.830 0.834 0.461 0.958
Markov + [a;b;Q;d;] 1 0.939 0.982 0.853 0.996 0.480 0.999

TAB. 7.1 — Résultats de reconnaissance de textures : taux dfickEson correcte en fonction des
différentes textures présentes dans la base.

7.2 Travaux en cours

Les modéles gaussiens proposés dans ce mémoire peuvertlaatant étre utilisés dans des
contextes tres différents et méme combinés a d’autres msatiéhs afin d’acquérir des caractéris-
tiques supplémentaires. Dans ce paragraphe, nous alléssnper les travaux en cours ol nos mo-
déles gaussiens adaptés aux données de grande dimensimt ent jeu. Nous illustrerons notre
propos avec quelques résultats préliminaires.

7.2.1 Classification de données de grande dimension spaéaient corrélées

Dans de nombreux problemes, par exemple en analyse d’imlagedonnées sont a la fois de
grande dimension et spatialement corrélées. Nous nous esimiBressés a ce theme dans le contexte
de la reconnaissance de textures. La reconnaissance detegt un probleme difficile pour les rai-
sons suivantes : les observations sont en grande dimerisexiste une relation spatiale entre les
observations et les textures étudiées ne sont pas homogémefiet, les points d’intéréts détectés sur
chaque image de la base sont décrits par de vecteur de donelr®8 €f. chapitre6) et les méthodes
de classification classiques ont des difficultés a traitaeliies données. D’autre part, il est naturel de
penser qu'il existe une relation spatiale entre deux palit$éréts voisins. Enfin, il n’est pas raison-
nable de modéliser une texture par une unique densité cixieses sont généralement hétérogenes.
Ce travail est réalisé en collaboration avec J. Blancheits($direction de thése de C. Schmid et de
F. Forbes).

Données et protocole

Nous avons donc proposé de combiner les modéles gaussegpteadux données de grande di-
mension, présentés dans ce mémoire, a une modélisatioaldisns spatiales des textures basée sur
les champs de Markov cachés proposée dagis En outre, nous avons considéré que chaque texture
était composée de 10 parties homogénes et nous avons lgiligaphe de Delaunay, dual du dia-
gramme de Voronoi, comme systéme de voisinage. Pour nogregpéations, nous avons utilisé une
base composée de 7 textures (brique, moquette, tissu, sull 4, marbre et bois) et qui comporte 10
images d’'apprentissage pour chaque texture. La base datati comporte quant a elle 250 images.
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FiG. 7.1 — Segmentation d’'une image composée de 3 texturesedifés (moquette, tissu et sol 2) : a
gauche, image originale et, a droite, image segmentée.

Brique Moquette  Tissu  Sol 1 Sol 2 Bois
-;.‘ 7 ,‘)' 'vu‘= 'W?s‘ 4 ::e “6‘,-.;.‘
) [ | B P 41.52%
i et ] R
e 43.39%
)
79.91%
2 94.29%

FiG. 7.2 — Segmentation d’'une image composée de 3 texturesetifés (moquette, tissu et sol 2)
avec, de haut en bas : modéle indépendant et diag-GMM, moaieendant efu;b;Q;d;|, champ
de Markov caché et diag-GMM, champ de Markov cachig®tQ;d;].

Nous avons comparé sur cette base notre approche, qui séemablarkov +a;b;Q;d;] », aux ap-
proches « Indep. + diag-GMM », « Indep.[d;b;Q;d;] » et « Markov + diag-GMM ». La notation
« Indep. » traduit le fait que I'approche ne prend pas en certgs relations spatiales et la notation
« diag-GMM » indique que le modeéle parcimonieux diag-GMM & utilisé.

Résultats expérimentaux

Le tableau7.1 présente les taux de classification correcte obtenus pdr é@proches étudiées.
On observe tout d’abord que notre approche permet une raigsamce particulierement bonne et, en
tout cas, nettement meilleure que les autres approchese@regalement remarquer que, méme si la
modélisation spatiale par champs de Markov cachés perregiramde amélioration des résultats par
rapport au modele indépendant, I'utilisation du modelesgaan|a;b;Q;d;] améliore également et de
maniére significative les résultats de reconnaissancextigds. La figureZ.1 montre, & gauche, une
image comportant trois textures différentes et, a dragtsglgmentation idéale. La figure2 présente
les segmentations obtenues sur cette image de validatiaries/4 approches étudiées. Il apparait que
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notre approche « Markov fu;b;Q;d;] » fournit une segmentation trés satisfaisante et bien eoed|
que les autres approches.

7.2.2 Catégorisation automatique du sol de la planéte Mars

Nous nous sommes récemment intéressés au probléeme deglartsattion d’images hyper-spectrales
du sol de la planéte Mars pour lequel les données sont a ladéigrande dimension et en trés
grand nombre. L'imagerie hyper-spectrale visible et infuge est une technique de télé-détection
clef pour I'étude et le suivi des planétes du systéme sola@g spectromeétres imageurs intégrés dans
un nombre croissant de satellites générent des images-byeetrales a trois composantes (deux
composantes spatiales et une spectrale). Au mois de matd'2@3&rument OMEGA Mars Express
ESA) [8] avait déja collecté 310 giga-octets de données brutes.ridogelle génération de spec-
tromeétres imageurs est en train d’émerger et est dotée dam@osante supplémentaire de mesure
(angulaire) pour une meilleure caractérisation des neatémplanétaires et pour mieux séparer les si-
gnaux venant de I'atmosphére et de la surface. Les sitegtplegs seront maintenant observés non
seulement a la verticale mais aussi selon différents pdiatgue le long de la trajectoire du satel-
lite. Le spectrometre imageur CRISM de l'orbiteMiars Reconnaissance Orbitsera la premiére
caméra hyper-spectrale multi-angulaire a opérer demgpdice. Ces nouveaux instruments accentue-
ront encore plus la taille des données qui devrait atteipliigeurs tera-octets pour une dimension de
I'ordre de 4000 variables. Il est donc crucial pour les difiguies et les agences qui devront traiter
ces nouvelles données de disposer d’outils d’analyse meafas.

Données et protocole

Les données, mises a notre disposition par le laboratoirelaietologie de Grenoble, ont été
acquises par I'imageur OMEGA. Cet imageur a observé le sth gidanéte Mars avec une résolu-
tion spatiale variant entre 300 et 3000 métres en fonctiotattdude du satellite. Il a acquis pour
chaque pixel observé les spectres dont les longueurs dovate de 0.36 a 5.2m et stocké ces
informations dans un vecteur de 256 dimensions. Le but de éktde préliminaire est de caractériser
la composition de la surface du sol martien en affectantuides pixels observés a une des 5 classes
minéralogiques indiquées par les experts. Pour cette iexp@tation, visant a vérifier I'aptitude de
nos méthodes de classification a traiter de telles données, avons considéré une image de taille
300 x 128 pixels de la surface de la planéte Mars dont chacun des 38i%6I8 pst décrit par 256
variables. L'image de gauche de la figut8représente la zone étudiée.

Résultats expérimentaux

L'image de droite de la figuré.3 montre la segmentation obtenue avec le mo@gleQ,d;] de
I'HDDC. On peut tout d’abord observer que la segmentatiamrii® par 'HDDC est tres satisfaisante
sur une grande partie de I'image. Les résultats insuffisdeta partie supérieure droite de I'image
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FiG. 7.3 — Catégorisation de la composition de la surface dealagpé Mars avec 'HDDC : a gauche,
image de la zone étudiée et, a droite, segmentation obterad’'ldDDC sur les données de dimension
256 associées a chaque pixel de I'image de gauche.

0.6

—ClL.4
—CL.5

50 100 150 200 250
Bande spectrale

FIG. 7.4 — Moyennes spectrales obtenues avec 'HDDC des 5 slasiséralogiques recherchées.
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sont dus a la courbure de la planéte et peuvent étre cortigéexperts du laboratoire de Planétologie
de Grenoble ont particulierement apprécié que notre métkoi capable de détecter le mélange de
glace et de carbonate (liseré noir) présent autour des zmmggades (zones claires de I'image). La
figure 7.4 présente les moyennes spectrales des 5 classes. A pargttdenformation, les experts
peuvent déterminer avec précision la composition mingralee de chacune des classes. Cette étude
a démontré que notre méthode aeasteringHDDC est capable de traiter efficacement des bases de
données réelles de grande dimension et de grande tailldubecptte étude préliminaire a été réalisé
sans prendre en compte les relations spatiales existamtiesles pixels et gageons que la prise en
compte de ces relations améliore encore la segmentatiams Blovisageons de prendre en compte
ces relations spatiales en utilisant I'approche qui comBHDDC a la modélisation par champs de
Markov cachés et qui a donné des résultats prometteurs enn@ssance de textures.

7.2.3 Incorporation de nos modeles dans le logiciel MixMod

Trés récemment, les responsables du logiciel MixMb@ ] nous ont donné I'opportunité d'in-
clure dans leur logiciel les modéles gaussiens adaptésoaunéds de grande dimension présentés dans
ce mémoire. Ainsi, dans un futur proche, il sera possiblehtésa le modele gaussign; ;b;Q;d;] ou
I'un de ses 27 sous-modeles pour modéliser et classer dagéemdans le logiciel MixMod. Cela nous
permettra en outre de comparer nos modeles adaptés auwedam@rande dimension a I'ensemble
des modéles parcimonieux proposés par Celeux et Govaest[2inet d'utiliser les différents cri-
téres bayésiens de sélection de modéle disponibles (naaniencritére ICL 9]). Enfin, les modéles
a matrices d’orientations communes pourront certaine@gatmis en ceuvre grace a la présence de
I'algorithme FG dans le logiciel Mixmod et des temps de clalaptimisés.

7.3 Perspectives de recherche

Dans ce dernier paragraphe, nous allons présenter briévdeseperspectives de recherche qui
s'offrent a nous dans les cadres théoriques et applicatifs.

7.3.1 Perspectives théoriques

Nos perspectives de recherche dans le cadre théoriquaasisegt autour de I'amélioration de
notre approche et de son extension aux données qualitdévgsande dimension, de la classification
faiblement supervisée et du couplage Statistigue—Ogiiiois pour la régularisation des matrices de
covariance.

disponible & I'adresshttp ://www-math.univ-fcomte.fr/mixmody/.
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Estimation des dimensions intrinséques des classes

Nous avons proposé dans ce mémoire d’estimer les dimenisimimséques des classes grace a
la méthode du scree-test de Cattell qui a donné des réssdtiigfaisants mais qui reste une méthode
simple et empirique. Nous pensons que l'estimation desmbias intrinseques des classes mérite
d’étre améliorée tant du point de vue théorique que pratiurepourrait par exemple considérer le
choix des dimensions intrinséques comme un probléme d& deanhodeles et utiliser alors le critéere
BIC pour cette tache. En outre, une étude approfondie dentalskté de la méthode HDDC vis-a-vis
du choix des dimensions intrinseques serait trés inténessa

Extension de notre approche aux données qualitatives de gnde dimension

Nous envisageons également d’étendre aux données quesithhpproche qui nous a amené a
proposer la re-paramétrisation du modéle de mélange gausisgui a été présentée dans ce mémoire
dans le cadre des données quantitatives. Pour cela, ifaigdpas se placer dans le cadre habituel de
la classification des données qualitatives ou I'hypothése&pbendance conditionnelle des variables
est faite.

Classification faiblement supervisée

Un autre theme principal de recherche que nous aimeriorsajger dans le futur est celui de
la classification faiblement supervisée que nous avongdékau cours du chapiti® Nous pensons
en effet que les approches supervisées seront de plus ecqgfitesise en temps d’annotation dans le
futur étant donné que la taille des base de données croitiehagr. Il parait alors raisonnable d’en-
visager d’autres types de supervision dont I'approchddaibnt supervisée fait partie. L'approche
probabiliste que nous avons introduite au cours du chaippose déja un cadre théorique sain
pour la discrimination de deux classes dans un cadre fadsiesupervisé. Cependant, cette approche
ne permet pas nativement de discriminer plusieurs classbgts et nous envisageons de porter nos
efforts sur cette limitation de notre approche.

Régularisation des matrices de covariance

Enfin, nous aimerions faire le lien entre la statistiqueagitimisation autour des problémes posés
par le mauvais conditionnement des matrices de covari&rares p7], Malick a exprimé le probleme
de la régularisation des matrices de covariance sous leefofom probléme d’optimisation appelé
«moindres carrés semi-définis ». Nous pensons que |'asisocties deux disciplines serait un moyen
élégant d’aborder ce probleme que I'on retrouve dans urdgrambre d’applications.
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7.3.2 Perspectives applicatives

Du point de vue applicatif, nous envisageons de porter riog€bur I'approche faiblement super-
visée en reconnaissance d’objets et l'utilisation dedicgla spatiales pour améliorer la localisation
des objets dans les images.

Approche faiblement supervisée en reconnaissance d’obget

L'extension de I'approche probabiliste de la classificatiaiblement supervisée au cas de plu-
sieurs classes permettra, dans le cadre de I'applicatiarrecbnnaissance d'objets, de localiser plu-
sieurs objets dans une méme image de facon automatiqué.ed’'effet la principale limitation de
méthodes actuelles de reconnaissance d’objets. |l estetressentiel de pouvoir localiser dans une
méme image des instances d’'objets différents car les intéges comportent un nombre trés grand
de catégories d'objets.

Utilisation des relations spatiales pour la localisation thbjets

Nous envisageons également de combiner I'approche pi@balgue nous avons proposé pour
la reconnaissance d’'objets avec une modélisation desoredatpatiales des parties des objets. Cette
modeélisation pourra étre faite par en modélisant la dedsitthacune des parties dans I'espace ou par
I'utilisation d’'un champ de Markov caché (comme dans I'&ggdlon de reconnaissance de textures).
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Annexe

Evaluation des performances d’'un
classifieur

Nous avons vu au cours de ce mémoire que I'évaluation de farpgnce d'un classifieur est un
probléme récurrent et qui dépend du type de supervisions ldibons considérer, dans cette annexe,
I'évaluation de la performance d’'un classifieur dans le capewr/isé. Nous présenterons tout d’abord
les techniques de ré-échantillonage permettant en platicie régler les paramétres des méthodes de
classification. Nous nous intéresserons ensuite aux nsegulieest possible d'utiliser pour comparer
deux classifieurs.

A.1 Techniques de ré-échantillonage

De nombreuses méthodes d’'analyse discriminante possademti plusieurs paramétres qu'il
n'est pas possible d’estimer paraximumde vraisemblance a partir du jeu d’apprentissage. On peut
alors déterminer empiriqguement, sur ce méme jeu d'appsage, quelle valeur est la plus proche de
la valeur réelle de ce paramétre. Pour cela, il suffit de paircbespace des valeurs possibles de ce
parameétre et de calculer le taux d’erreur obtenu par leitilssassocié sur le jeu d’apprentissage.
Cependant, une telle approche conduit a une estimatiooptériste du taux d’erreur réel du classi-
fieur et le choix du parametre est donc biaisé. Il est doncss@i® de mettre en place une technique
de ré-échantillonage pour réduire ce biais.

A.1.1 Lavalidation croisée

Afin d’obtenir une estimation réaliste du taux d’erreur diassifieur, nous allons nous ramener a
la situation classique.e. échantillon d’apprentissage / échantillon de validatemré-échantillonnant
le jeu d’apprentissage initiadl.
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Approche classique

L'approche classigue de la validation croisée, égalem@mbichmédeave-one-oytrevient a construire
le classifieur & partir du jeu d’apprentissadeprivé de sonéme élément, pour= 1,...,n, et d'af-
fecter ce dernier a I'une dds classes. On peut alors estimer le taux d'erreur du classifiaule
nombre moyen de points mal classés selon cette procéduite. d&pproche, qui fournit une estima-
tion fiable du taux d’erreur du classifieur, est néanmoinsgexai® si le nombre d’observations du jeu
d’apprentissage initiall est grand.

Version améliorée

En pratique, la régle de décision construite & chaque étapépproche précédente ne varie pas
beaucoup et il est donc possible de ne diviser qigrarties I'échantillon d’apprentissage initidl.
Le jeu A est alors divisé er. parties égales et I'on construit ensuite le classifieur &irpdu jeu
d’apprentissaged privé de saéme partie, pouf = 1, ..., L. A chaque étape, la partie mise a I'écart
est affectée aux groupes défimigriori et le taux d'erreur du classifieur est a nouveau estimé par le
nombre moyen de points mal classés selon cette procédumarBaeons que si. = n, on retrouve
alors la procédure classique thave-one-outD’autre part, siL = 2, la procédure porte le nom de
half-sampling Pour les expériences présentées dans ce mémoire, nous dilisé cette technique
de ré-échantillonage avéc= 10.

A.1.2 Lebootstrap

La technique de ré-échantillonage lootstrag reprend I'idée de la validation croisée mais intro-
duit de I'aléa dans la construction des jeux d'apprentissggle validation. La méthode thootstrap
construit, a chaque itératian= 1, ..., ), un jeu de validation par tirage aléatoirerdgobservations
dans le jeu d’apprentissage initidl et utilise le reste pour apprendre le classifieur. Une fotddssi-
fieur appris, les,, observations du jeu de validation sont classées darisgesupes connua priori.

Le taux d’erreur du classifieur est également estimé parrigon® moyen de points mal classés sur
les Q) répétitions de la procédure. Le nombre de répétitions dedeédure est généralement fixé a
100 et, de ce fait, cette procédure est colteuse en temps dé €aau cette raison, on lui préférera le
plus souvent la validation croisée. On pourra |4&,[chap. 7] pour plus de détails sur cette technique
de ré-échantillonage.

'En anglais, ldootstrappindait référence aux aventures du baron de Miinchhausen Guissigi d’'un marécage, ou il
était embourbé, uniqguement en tirant a de nombreusesesis ses bottes pour se propulser vers le hauthhetstraps
sont les anneaux, en cuir ou en tissu, cousus sur le reboitabttes et dans lesquels on passe les doigts pour s'aider a les
enfiler.
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Fic. A.1 — Décision d'un classifieur binaire en fonction du selél discriminations : la courbe
bleue représente la probabiliééposterioride la classe « négative » et la courbe rouge représente la
probabilitéa posterioride la classe « posititive ».

A.2 Courbes ROC et « rappel-précision »

Le second point que nous souhaitions aborder est celui dent@araison de deux classifieurs.
La mesure la plus couramment utilisée pour comparer dewssifikurs est le taux d’erreur (ou de
fagcon équivalente, le taux de classification correcte)ralgesur le jeu de validation. Toutefois, cette
mesure peut étre dépendante du jeu de validation et ne damd’ipdication sur 'ensemble des
caractéristiques des classifieurs. Dans le cas de la atasisifi binaire, des outils permettent a la fois
de décrire les caractéristiques des classifieurs étuddssles comparer entre eux. Les courbes ROC
et « rappel-précision » remplissent cette tache. On powmauiter R3] et [29] pour de plus amples
détails sur ces mesures.

A.2.1 Définitions préalables

Avant d’entrer dans le détail de la construction des couR®BE et « rappel-précision », il est
nécessaire de définir certaines quantités entrant en jedakdeux cas. Un classifieur binaire, dont on
souhaite évaluer la performance, va affecter chacune des\@tions a classer au groupe des positifs
ou au groupe des négatifs. Cependant, I'origine des olismrsade I'échantillon de validation étant
connues, il nous est possible de diviser le groupe des poasitifs de la fagcon suivante :

# positifs=TP + F'N,

ou TP est le nombre de vrais positifse. points classés positifs a juste titre,/6fV est le nombre
de faux négatifsi.e. points classés négatifs a tort. De méme, le groupe des pw@geifs peut étre
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Taux de vrais positifs
>
Taux de vrais positifs

0 Taux de faux positifs 1 0 Taux de faux positifs 1

Fic. A.2 — Courbes ROC : a gauche, les courbes A, B, C et D sontctgpment associées a des
classifieurs de performances croissantes. A droite, lesbeslA et B ont la méme aire (AUC) et la
méme valeur EER et sont pourtant associées a des classfigurant pas les mémes qualités.

divisé de la fagon suivante :
# négatifs= TN + F'P,

ouTN est le nombre de vrais négatif®. points classés négatifs a juste titre [&P est le nombre
de faux positifs,j.e. points classés positifs a tort. La figukel permet de visualiser les différentes
quantités entrant en jeu dans la construction de la courli Ran classifieur binaire.

A.2.2 Lacourbe ROC

La courbeReceiver Operating Characterist{f®OC) fut inventée durant la seconde guerre mon-
diale pour aider les opérateurs radar a décider sspessapparaissant sur leur écran représentaient
un avion ennemi, un avion ami ou juste du bruit. De nos joargolurbe ROC est par exemple trés
utilisée en médecine pour évaluer les risques associés @éarson thérapeutique.

Construction de la courbe ROC

La courbe ROC exprime la sensitivité en fonction de (1 — $péé) pour différentes valeurs du
seuil de discriminatiors (qui est normalement fixé & 0.5 pour la régle du MAP dans le casrb).
La sensitivité, qui est la probabilité de détecter cormaetet un positif, se définit comme le taux de
vrais positifs :

TP

sensitivitt= ———.
# positifs
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La spécificité est quant a elle la probabilité de détecterectement un négatif et elle se définit de
part la quantité (1 — spécificité) qui est égale au taux de [fmsxifs :

rpP

1 — spécificitt= ————
P # négatifs

La figure A.2 présente des exemples de courbes ROC. Les courbes A, B, Crepiesentées sur
I'image de gauche, sont respectivement associées a defielas de performances croissantes. En
particulier, la courbe A est associée au classifieur al@atqui affecte chacune des observations au
hasard, alors que la courbe D est associée au classifieatabplies courbes ROC permettent donc
de visualiser les caractéristiques d'un classifieur. Alestlassifieur associé a la courbe A de I'image
de droite de la figuré.2 est un classifieur peu performant mais relativement préclsnverse, le
classifieur associé a la courbe B est un classifieur perfdrmais au prix d’un grand nombre de
fausses détections.

Les mesures AUC et EER

Il existe également des moyens de résumer l'informatiorierare dans une courbe ROC afin de
comparer simplement plusieurs classifieurs. Le premieleesalcul de I'aire sous la courbe ROC,
notée AUC pouiArea Under the CurveEn effet, si TAUC d’un classifieur est plus grande que celle
d’'un autre classifieur, on peut alors dire que le premieisdiasir est globalement plus performant que
le second. Il est également possible de relever la vale@igauél Error Rate notée EER, qui fournit la
performance d’'un classifieur quand le taux de vrais pogtif®gale a 1 moins le taux de faux positifs.
Cette valeur peut étre lue simplement sur le graphique enaet I'ordonnée de l'intersection de la
courbe ROC du classifieur et de la diagonale opposée (diditpie tracée en pointillés sur les images
de la figureA.2). Cette mesure est notamment treés utilisée en vision pamaiedir. Cependant, ces
valeurs ne permettent pas de comparer deux classifieurs dgavaleurs AUC et ERR égales. Sur
I'image de droite de la figurA.2, les courbes A et B ont la méme aire (AUC) et la méme valeur EER
mais les classifieurs auxquels elles sont associées n'siépaémes qualités.

Extension au cas multi-classes

Ces derniéres années, les recherches dans le domaine algd&aROC se sont naturellement
tournées vers le cas multi-classes. En effet, les classftpli considerent nativement plusieurs classes
sont trés courants et il était donc temps de fournir un oléilaluation des performances de ce type de
classifieur. Mossmar6p] a ouvert la voie en considérant le cas particulier de trigisses et a proposé
de construire une surface ROC a la place de la traditionoellebe ROC. De plus, dans ce cadre, Ferry
et al.[30] ont proposé de substituer la mesure AUC par la mesure VU8gjliacronyme d&olume
Under the SurfaceToutefois, I'extension au cas réel multi-classes resternun probléme ouvert.
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Précision

0 Rappel 1

FiG. A.3 — Courbe « rappel-précision » : cette courbe est obtenueacant le rappel en fonction de
la précision au fur et @ mesure de la classification des ohtsens.

A.2.3 La courbe « rappel-précision »

La courbe « rappel-précision » est plutét utilisée en infatique mais a les mémes fonctions
gue la courbe ROC. La courbe « rappel-précision » exprimanoe son nom l'indique, le rappel en
fonction de la précision au fur et a mesure de I'augmentatioseuil de classification. Le rappel, qui
est strictement la sensitivité de la courbe ROC, est défminge étant le taux de vrais positiis. le
rapport entre le nombre de positifs retrouvés et le nomted de positifs du jeu de validation :

rappel= TR

PP # positifs
La précision est quant a elle définie comme étant le rappamnbdibre de vrais positifs sur le nombre
de points classés comme positifs par le classifieur :

TP

récision= ——
P # négatifs

La figureA.3 présente un exemple de courbe « rappel-précision ».
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Annexe

Détails des résultats expérimentaux de
reconnaissance d’objets

Dans cette annexe, nous donnons le détails des résultd@ismgptaux de reconnaissance d'objets
obtenus sur la base d'imagBascal[22]. Les résultats donnés sont les suivants :

Localisation d'objets sur la basePascal testl Le paragraph®.1 présente les résultats de localisa-
tion obtenus sur le jeRascal testlOn peut remarquer que notre approche combinée a la métkeode d
clusteringHDCC est plus efficace que les autres méthodes sur 2 catéglanes le cadre supervisé et
sur 3 catégories dans le cadre faiblement supervisé. Ndtiieaale est de plus toujours plus efficiente
en moyenne que les autres méthodes.

Localisation d'objets sur la basePascal test2 Le paragraph®.2 présente les résultats de localisa-
tion obtenus sur le jeRascal tes2. Notre méthode de localisation d’objets distance sesurogttes
sur 2 des catégories d'objets dans le cadre supervisé €engelnble des catégories dans le cadre
faiblement supervisé. Notre méthode est encore une fojisuimuplus efficiente en moyenne que les
autres méthodes.

Classification d’images sur la baséascal testl Le paragraph®.3 présente les résultats de classi-
fication d'images obtenus sur le j@ascal testlOn observe que notre approche fournit des résultats
meilleurs que les autres approches dans le cadre supetrpisickes de ceux de la meilleure méthodes
du challengePascaldans le cadre faiblement supervisé.

Classification d’'images sur la baséPascal test2 Enfin, le paragraphB.4 présente les résultats de
classification d'images obtenus sur le jeascal tes2. Notre méthode de classification d'images est
plus performante que les autres méthodes sur I'ensembleatiégories dans le cadre supervisé et
remporte deux compétitions dans le cadre faiblement siggerv

167
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B.1 Résultats de localisation d’objets sur la basPascal testl

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;0iQid;] 0.665| 0.403| 0.047 | 0.095 0.302
la;0Q;d;] 0.680| 0.439| 0.032 | 0.123 0.318
[a;b;Q;d;] 0.664| 0.404| 0.062 | 0.120 0.313
[a;0Q;d;] 0.671| 0.437| 0.035 | 0.128 0.318
[abQ;d;] 0.673| 0.430| 0.040 | 0.125 0.317
[a;0;Q;d] 0.665| 0.432| 0.065 | 0.093 0.314
[abQ;d] 0.657| 0.416| 0.053 | 0.076 0.300
[abQd] 0.595| 0.317| 0.047 | 0.066 0.256
PCA+diag-GMM | 0.572| 0.339| 0.052 | 0.067 0.257
sphe-GMM 0.572| 0.349| 0.042 | 0.118 0.271
diag-GMM 0.587| 0.344| 0.052 | 0.122 0.276
com-GMM 0.640| 0.341| 0.041 | 0.049 0.267
kmeans 0.581| 0.359| 0.033 | 0.070 0.261
| Pascal | 0.886] 0.119] 0.013 | 0.613 | 0.279

TAB. B.1 — Localisation supervisée, testl, AP

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[aijbiQid;] 0.658| 0.384| 0.020 | 0.027 0.273
[a;;0Qid;] 0.686| 0.404| 0.038 | 0.020 0.287
[a;0;Q;d;] 0.674| 0.399| 0.027 | 0.042 0.285
[a;bQ;d;] 0.671| 0.403| 0.022 | 0.034 0.283
[abQ;d;] 0.677| 0.406| 0.026 | 0.019 0.282
[a;0;Q;d] 0.677| 0.410| 0.035 | 0.026 0.287
[abQ;d] 0.669| 0.411| 0.037 | 0.023 0.285
[abQd] 0.611| 0.261| 0.024 | 0.018 0.229
PCA+diag-GMM | 0.585| 0.247| 0.018 | 0.009 0.215
sphe-GMM 0.592| 0.228| 0.021 0.025 0.216
diag-GMM 0.603| 0.234| 0.044 | 0.027 0.227
com-GMM 0.655| 0.293| 0.015 | 0.021 0.246
kmeans 0.573| 0.212| 0.022 0.010 0.204

TAB. B.2 — Localisation faiblement supervisée, testl, AP
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B.2 Résultats de localisation d’objets sur la basPascal test2

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;0iQid;] 0.305| 0.169| 0.061 | 0.154 0.172
la;0Q;d;] 0.316| 0.164| 0.091 | 0.151 0.181
[a;b;Q;d;] 0.315| 0.172| 0.091 | 0.155 0.183
[a;0Q;d;] 0.307| 0.169| 0.091 | 0.136 0.176
[abQ;d;] 0.316| 0.168| 0.045 | 0.158 0.172
[a;0;Q;d] 0.351| 0.164| 0.061 | 0.141 0.179
[abQ;d] 0.324| 0.180| 0.091 | 0.145 0.185
[abQd] 0.275| 0.124| 0.091 | 0.146 0.159
PCA+diag-GMM | 0.296| 0.173| 0.091 | 0.148 0.177
sphe-GMM 0.261| 0.142| 0.045 | 0.149 0.149
diag-GMM 0.245| 0.153| 0.091 | 0.156 0.161
com-GMM 0.301| 0.163| 0.045 | 0.147 0.164
kmeans 0.252| 0.149| 0.091 | 0.148 0.160
| Pascal | 0.341] 0.113] 0.021 | 0.304 | 0.112
TAB. B.3 — Localisation supervisée, test2, AP
Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;jb;Qid,;] 0.304| 0.141| 0.021 | 0.115 0.145
[a;;0Qid;] 0.312| 0.141| 0.018 | 0.115 0.147
[a;0;Q;d;] 0.311| 0.161| 0.045 | 0.049 0.142
[a;bQ;d;] 0.298| 0.153| 0.026 | 0.116 0.148
[abQ;d;] 0.312| 0.156| 0.023 | 0.046 0.134
[a;b;Q;d] 0.322| 0.141| 0.023 | 0.034 0.130
[abQ;d] 0.324| 0.156| 0.030 | 0.044 0.139
[abQd] 0.273| 0.091| 0.023 | 0.038 0.106
PCA+diag-GMM | 0.268| 0.136| 0.024 | 0.050 0.120
sph-GMM 0.254| 0.111| 0.023 | 0.037 0.106
diag-GMM 0.239| 0.120| 0.011 | 0.069 0.110
com-GMM 0.276| 0.142| 0.008 | 0.036 0.116
kmeans 0.242| 0.093| 0.017 | 0.042 0.099

TAB. B.4 — Localisation faiblement supervisée, test2, AP
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B.3 Résultats de Classification d'images sur la badeascal testl

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;0iQid;] 0.903| 0.763| 0.810 | 0.811 0.822
la;0Q;d;] 0.907| 0.781| 0.845 | 0.829 0.841
[a;b;Q;d;] 0.894| 0.763| 0.821 | 0.825 0.826
[a;0Q;d;] 0.903| 0.798| 0.821 | 0.833 0.839
[abQ;d;] 0.907| 0.798| 0.833 | 0.840 0.845
[a;0;Q;d] 0.921| 0.816| 0.833 | 0.840 0.853
[abQ;d] 0.926| 0.816| 0.845 | 0.855 0.860
[abQd] 0.875| 0.719| 0.798 | 0.756 0.787
PCA+diag-GMM | 0.866| 0.737| 0.774 | 0.742 0.780
sphe-GMM 0.870| 0.728| 0.786 | 0.716 0.775
diag-GMM 0.889| 0.763| 0.786 | 0.749 0.797
com-GMM 0.898| 0.781| 0.810 | 0.782 0.818
kmeans 0.861| 0.737| 0.786 | 0.727 0.778

TAB. B.5 — Classification supervisée, testl, EER

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;biQid;] 0.898| 0.851| 0.845 | 0.865 0.865
[ai;bQid;] 0.907| 0.851| 0.857 | 0.865 0.870
[a;0;Q;d;] 0.898| 0.860| 0.845 | 0.880 0.871
[a;bQ;d;] 0.907| 0.860| 0.845 | 0.884 0.874
[abQ;d;] 0.917| 0.851| 0.821 | 0.862 0.863
[a;0;Q;d] 0.917| 0.877| 0.869 | 0.884 0.887
[abQ;d] 0.921| 0.868| 0.869 | 0.880 0.885
[abQd] 0.866| 0.772| 0.774 | 0.825 0.809
PCA+diag-GMM | 0.875| 0.807 | 0.845 | 0.844 0.843
sphe-GMM 0.861| 0.798| 0.833 | 0.847 0.835
diag-GMM 0.894| 0.816| 0.845 | 0.855 0.852
com-GMM 0.894| 0.807| 0.821 | 0.851 0.843
kmeans 0.852| 0.789| 0.833 | 0.833 0.827
| Pascal | 0.977]0.930] 0.917 | 0.961 | 0.937 |

TAB. B.6 — Classification faiblement supervisée, testl, EER
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B.4 Résultats de classification d’'images sur la bageascal test2

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;0iQid;] 0.738| 0.713| 0.686 | 0.720 0.714
la;0Q;d;] 0.723| 0.735| 0.698 | 0.709 0.716
[a;b;Q;d;] 0.738| 0.728| 0.698 | 0.716 0.720
[a;bQ;d;] 0.733] 0.724| 0.698 | 0.724 | 0.720
[abQ;d;] 0.738| 0.731| 0.698 | 0.742 0.727
[a;0;Q;d] 0.743| 0.742| 0.698 0.727 0.727
[abQ;d] 0.752| 0.749| 0.702 | 0.738 0.735
[abQd] 0.708| 0.685| 0.665 | 0.698 0.689
PCA+diag-GMM | 0.703| 0.742| 0.639 | 0.695 0.695
sphe-GMM 0.698| 0.724| 0.656 | 0.684 0.690
diag-GMM 0.688| 0.713| 0.646 | 0.680 0.682
com-GMM 0.723| 0.724| 0.675 | 0.705 0.707
kmeans 0.693| 0.720| 0.641 | 0.695 0.687
TAB. B.7 — Classification supervisée, test2, EER
Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;0;Qid;] 0.738| 0.731| 0.696 | 0.669 0.708
[a;0Q;d;] 0.733| 0.713| 0.728 | 0.673 0.712
la;b;Qid;] 0.743| 0.717 | 0.715 | 0.662 | 0.709
[a;bQ;d;] 0.738| 0.710| 0.707 | 0.665 0.705
[abQ;d;] 0.733| 0.728| 0.711 | 0.684 | 0.714
[a;b;Q;d] 0.748| 0.728 | 0.703 | 0.669 0.712
[abQ;d] 0.752| 0.728 | 0.719 | 0.676 | 0.719
[abQd] 0.698| 0.677 | 0.707 | 0.647 0.682
PCA+diag-GMM | 0.713| 0.699 | 0.705 | 0.651 0.692
sphe-GMM 0.703| 0.703| 0.700 | 0.644 0.687
diag-GMM 0.698| 0.688 | 0.686 | 0.655 0.682
com-GMM 0.723| 0.724 | 0.705 0.644 0.699
kmeans 0.693| 0.695| 0.688 | 0.629 0.676
| Pascal [ 0.798] 0.728| 0.719 | 0.720 | 0.741 |

TAB. B.8 — Classification faiblement supervisée, test2, EER
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Publications liées a la these

Articles et chapitres de livres
—C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High DimensionatBisinant AnalysisCommunications
in Statistics : Theory and Method® appear, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schm@lass-Specific Subspace Discriminant Analysis for High-
Dimensional DatalLecture Notes in Computer Science, volume 3940, pages %892006.

Rapports de recherche

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High DimensionalaD@tustering. Technical Report
1083M, LMC-IMAG, Université J. Fourier Grenoble 1, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Analyse Discrimiaade Haute Dimension. Technical
Report 5470, INRIA, 2005.

Conférences internationales

— C. Bouveyron, J. Kannala, C. Schmid and S. Girard. Objectliration by Subspace clustering
of Local Descriptorsbth Indian Conference on Computer Vision, Graphics and kn@gbcessing
Madurai, India, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High DimensionalaD@lustering.17th International
Conference on Computational Statistipages 812-820, Rome, Italy, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High Dimensionakbisinant Analysis.11th Interna-
tional Conference on Applied Stochastic Models and Datalysig pages 526-534, Brest, France,
2005.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Classification ofHdgmensional Data : High Dimensio-
nal Discriminant AnalysiswWorkshop on Subspace, Latent Structure and Feature Seigetthniques
Bohinj, Slovenia, 2005.
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Conférences nationales

—J. Blanchet and C. Bouveyron. Modéle markovien caché potlaksification supervisée de données
de grande dimension spatialement corrél88&mes Journées de Statistique de la Société Frangaise
de StatistiqueClamart, France, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Classification deméles de grande dimension : ap-
plication & la vision par ordinateu2émes Rencontres Inter-Associations sur la classificagioses
applications pages 24-25, Lyon, France, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Une nouvelle méthiedelassification pour la reconnais-
sance de formeg0éme colloque GRETSI sur le traitement du signal et desespgges 711-714,
Louvain-la-Neuve, Belgique, 2005.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Une méthode de fitzggin des données de grande
dimension37éme Journées de Statistique de la Société Francaise tigti§tee Pau, France, 2005.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Dimension Reductind Classification Methods for
Object Recognition in Visionbth French-Danish Workshop on Spatial Statistics and Inragalysis
in Biology, pages 109-113, St-Pierre de Chartreuse, France, 2004.
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Résumé

Le theme principal d’étude de cette thése est la modélisatita classification des données de grande
dimension. Partant du postulat que les données de gran@msion vivent dans des sous-espaces de
dimensions intrinséques inférieures a la dimension dedies original et que les données de classes
différentes vivent dans des sous-espaces différents edirhensions intrinseques peuvent étre aussi
différentes, nous proposons une re-paramétrisation delmatt mélange gaussien. En forcant cer-
tains parametres a étre communs dans une méme classe de€nlasses, nous exhibons une famille
de 28 modeéles gaussiens adaptés aux données de grandeiaiimaltent du modeéle le plus général
au modele le plus parcimonieux. Ces modeéles gaussiensrsmritesutilisés pour la discrimination et
la classification automatique de données de grande dinrerigs classifieurs associés a ces modeéles
sont baptisés respectivemetigh Dimensional Discriminant Analys{DDA) et High Dimensional
Data Clustering(HDDC) et leur construction se base sur I'estimation par &hmde dumaximum

de vraisemblance des paramétres du modéle. La nature @eragiaramétrisation permet aux mé-
thodes HDDA et HDDC de ne pas étre perturbées par le mauvaditomnement ou la singularité
des matrices de covariance empiriques des classes etefiitexes en terme de temps de calcul. Les
méthodes HDDA et HDDC sont ensuite mises en ceuvre dans le dadre approche probabiliste de
la reconnaissance d'objets dans des images. Cette appopdhmeut étre supervisée ou faiblement
supervisée, permet de localiser de maniere probabilistebjat dans une nouvelle image. Notre ap-
proche est validée sur des bases d’images récentes et é@ngec meilleures méthodes actuelles de
reconnaissance d’'objets.

Mots-clefs : Classification, données de grande dimension, modeéle dengeaussien, réduction
de dimension, modéles parcimonieux, reconnaissanceeat®fgjiblement supervisée.

Abstract

The main topic of this thesis is modeling and classificatibhigh-dimensional data. Based on the
assumption that high-dimensional data live in subspacé#s imirinsic dimensions smaller than the
dimension of the original space and that the data of diffec&sses live in different subspaces with
different intrinsic dimensions, we propose a re-parametion of the Gaussian mixture model. By
forcing some parameters to be common within or betweeneadagge show a family of 28 Gaussian
models appropriated for high-dimensional data, from thetngeneral model to the most parsimo-
nious one. These models are then used for discriminationckustiering of high-dimensional data.
The classifiers associated with these models are calleéatggly High Dimensional Discriminant
Analysis(HDDA) and High Dimensional Data ClusteringHDDC) and their construction is based
on the maximum likelihood estimation of model parametetse hature of our re-parametrization
allows HDDA and HDDC not to be disturbed by the ill-conditiog or the singularity of empirical
covariance matrices and to be efficient in terms of computmng. The methods HDDA and HDDC
are then used in a probabilistic framework to object redmmin images. This approach, which can
be supervised or weakly-supervised, allows to locate irolatdilistic way an object in a new image.
Our approach is validated on two recent image databasesamnpaced to the most efficient object
recognition methods.

Keywords : Classification, high-dimensional data, Gaussian mixtuoeleh dimension reduction,
parsimonious models, weakly-supervised object recammiti
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