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Introduction générale

Dans beaucoup de situations couramment rencontrées en ingénierie, les structures ou élé-
ments de structures sont soumis a des chargements mécaniques et/ou thermiques cycliques -ou
simplement variables dans le temps. Pour ces types de sollicitations, la charge limite, dont la
détermination est basée sur un chargement proportionnel, n’assure pas la sauvegarde de la struc-
ture. En effet, les tests expérimentaux mettent en évidence que méme en dessous de cette charge
limite, les structures soumises a des chargements cycliques peuvent évoluer vers trois types
d’états limites, dont deux conduisent a la ruine. Le premier d’entre eux, désigné par le terme
rochet, conduit a la ruine de la structure par exces de déformations plastiques accumulées. La
structure peut aussi périr par formation d’un cycle plastique stabilisé qui conduit par fatigue
a faible nombre de cycles a la rupture. Ce phénomene est appelé accommodation ou fatigue
plastique. Toutefois, la structure peut aussi endurer un grand nombre de cycles. Dans ce dernier
cas, les déformations plastiques se stabilisent et le comportement cyclique redevient purement
élastique avec apparition de contraintes résiduelles. On parle alors d’adaptation élastoplastique.
Ce dernier comportement est a la base de phénomenes de fatigue a grand nombre de cycles.
Ces différences de comportement ont motivé I'introduction de la théorie dite de I'adaptation
élastoplastique qui consiste a déterminer le seuil en dessous duquel la structure s’adapte. L’inté-
rét majeur de la théorie de I'adaptation élastoplastique provient du fait que c¢’est une méthode
directe, ne nécessitant pas une connaissance précise de I'histoire du chargement mais simplement
le domaine de variations de celui-ci.



Introduction générale

Les premiers développements de la théorie de 'adaptation, dus & Melan (1936, 1938) et Koiter
(1960), sont restreints aux matériaux élastiques parfaitement plastiques. Cependant, pour les
applications pratiques, I'utilisation du modele des matériaux parfaitement plastiques n’est pas
réaliste, en particulier dans le contexte actuel d’utilisation de métaux a haute résistance a la
rupture. De fait, ceux-ci nécessitent la prise en compte de I’écrouissage. De nombreux travaux
de recherche concernant 'introduction de 1’écrouissage cinématique ou isotrope dans la théorie
de 'adaptation ont ainsi été menés dans les années qui suivirent ’énoncé du théoreme de Melan
(voir, par exemple, les revues de Maier et al. (2000) ou Nguyen Quoc Son (2003)). La régle
d’écrouissage cinématique linéaire de Prager est la plus simple d’utilisation de par sa linéarité.
Malheureusement, elle ne permet pas de prédire la non-adaptation par déformations plastiques
cumulées sous chargements variables et répétés (voir notamment Ponter (1975)). Ainsi, son uti-
lisation est restreinte a certaines applications particulieres pour lesquelles seul I'effondrement
par plasticité alternée est a considérer. C’est I'une des raisons pour lesquelles ’écrouissage ciné-
matique linéaire limité a été introduit par Weichert et Gross-Weege (1988). Ce modele permet,
au moyen d’une condition simplifiée & deux surfaces, de prendre également en compte la ruine
par plasticité accumulée et de fournir ainsi un outil particulierement intéressant pour 'adapta-
tion. Néanmoins, I’écrouissage demeurant linéaire, le modele de Weichert et Gross-Weege (1988)
conduit a une idéalisation des cycles stabilisés observés expérimentalement. De nombreux ex-
périmentateurs proposent donc de modéliser la boucle stabilisée par une regle d’écrouissage
cinématique non linéaire, comme, par exemple la loi de Armstrong et Frederick (1966). Le ca-
ractere non associé de ce type de loi, constitue cependant un obstacle a son application directe
dans le cadre de la théorie de I'adaptation.

Une approche alternative pour la modélisation des lois non associées est fournie par le cadre
des matériaux standards implicites introduit par de Saxcé (1992). Par analogie avec le modele
des matériaux standards généralisés de Halphen et Nguyen Quoc Son (1975), ce modele a été
introduit de maniere a restituer la loi de normalité sous la forme affaiblie d’une relation implicite
(au sens du théoreme des fonctions implicites) entre contraintes et vitesses de déformations gé-
néralisées. L'utilisation de ce modele a permis de montrer que de nombreuses lois de dissipation
non standards peuvent étre simplement représentées par un pseudo-potentiel, appelé bipoten-
tiel, dépendant des contraintes et vitesses de déformations généralisées. Les propriétés de ce
bipotentiel sont basées sur une extension de 'inégalité de Fenchel (1949) et permettent, dans
le cadre de I’analyse convexe, la généralisation du surpotentiel de Moreau (1966)!. Concernant
plus particulierement la théorie de I'adaptation élastoplastique, sous la condition d’existence
d’un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps, une généralisation des théoremes
de bornes de Koiter aux matériaux standards implicites a été proposée par de Saxcé et al. (2000).

Ce contexte justifie notre étude qui concerne l'introduction de I’écrouissage dans I'étude de
I’adaptation élastoplastique, et plus particulierement lorsque celle-ci impose de se placer dans le

cadre de la plasticité non associée. Nous nous intéresserons en particulier a I’examen d’exemples

!Des domaines divers tels que la mécanique du contact, la géomécanique et la plasticité des métaux sont
autant d’exemples d’utilisation de modeles dits non associés et donc de cadres possibles d’application du concept
de bipotentiel.
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caractéristiques en adaptation élastoplastique par le modele des matériaux standards implicites,
notamment en terme d’implémentation numérique, que nous comparerons avec des méthodes
classiques, telles que la méthode incrémentale, en vue d’une validation de cette théorie.

Le mémoire est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré a la présenta-
tion du concept d’adaptation élastoplastique. Pour cela, les différents types de comportement
d’une structure sous chargements variables sont présentés. Les théoremes de base de la théorie
de ’adaptation élastoplastique sont ensuite rappelés. Puis nous décrivons les aspects concernant
I'introduction de I’écrouissage dans les théories de ’adaptation élastoplastique pour ensuite consi-
dérer plus spécifiquement les lois non associées. Le chapitre s’acheve alors sur la présentation du
concept de matériaux standards implicites et son application a 'adaptation élastoplastique.

Dans le deuxieme chapitre, nous débutons I’étude d’un premier exemple portant sur un état de
traction constante et torsion alternée homogene en déformation plane avec une regle d’écrouis-
sage cinématique non linéaire. De maniére a avoir un moyen de comparaison des résultats qui
seront obtenus par ’approche du bipotentiel, 'implémentation de la méthode pas a pas clas-
sique est d’abord considérée. Une technique de détection numérique de la charge d’adaptation
élastoplastique est alors développée ce qui permet une comparaison avec les résultats provenant
du modele avec écrouissage cinématique linéaire limité.

L’exemple d’'un état de traction constante et torsion alternée homogene en déformation plane
avec la regle d’écrouissage cinématique non linéaire est de nouveau considéré, mais du point de
vue des matériaux standards implicites dans le troisieme chapitre. Une solution théorique est
ainsi déterminée par ’approche du bipotentiel, puis comparée aux résultats issus de la méthode
pas a pas développée au deuxieme chapitre. Dans un second temps, nous nous intéressons a 1’uti-
lisation de la programmation mathématique dans le cadre des matériaux standards implicites.
La nature fortement couplée du probleme de borne statique nécessite la détermination simulta-
née des champs de contraintes et de déformations généralisées et donc la résolution simultanée
des problemes de bornes statique et cinématique. Enfin, les résultats obtenus dans ce cas sont

comparés a la solution théorique.

Le dernier chapitre est consacré a 1’étude des structures de type coques minces pour lesquelles les
études d’adaptation élastoplastique revétent une grande importance. Les deux manieres d’implé-
menter le probleme de borne statique pour le modele & deux surfaces de Weichert et Gross-Weege
(1988) sont étudiées et discutées. L’approche du bipotentiel est ensuite utilisée pour construire
un probleme de borne cinématique pour I’écrouissage cinématique linéaire. Les résultats numé-
riques des approches statique et cinématique sont alors comparés. Finalement, l'introduction de
I’écrouissage cinématique non linéaire pour ’adaptation des coques minces sera envisagée dans
le cadre des matériaux standards implicites. Les problemes de bornes statique et cinématique

sont construits et leur mise en ceuvre numérique commentée.






CHAPITRE 1

Adaptation élastoplastique :
fondements théoriques et matériaux
standards implicites

Dans ce premier chapitre, on se propose de présenter le phénomeéne d’adaptation élastoplas-
tique. Pour cela, les différentes réponses d’une structure élastoplastique soumise & un chargement
variable seront examinées. Ensuite, les fondements de la théorie de ’adaptation seront rappelés,
en particulier le théoreme d’adaptation statique de Melan (1936) et les théorémes de bornes de
Koiter (1960). On s’intéressera alors aux premieres introductions de la notion d’écrouissage dans
les théories de 'adaptation, puisque cela sera notre principale préoccupation dans les chapitres
suivants. Dans ce cadre, on évoquera le concept de modele des matériaux standards généralisés
qui a fourni un cadre mathématique rigoureux et favorisé I’extension des théorémes classiques
aux situations incluant 1’écrouisssage en plasticité associée. Cependant, de nombreux modeéles de
comportement ne vérifiant pas la normalité de la loi d’écoulement & la surface seuil de plasticité,
et donc ne rentrant pas dans le cadre des matériaux standards généralisés, sont nécessaires pour
décrire le comportement de matériaux auxquels est confronté I'ingénieur. Des exemples typiques
de ces modeles dits non associés, peuvent étre trouvés en mécanique du contact, géomécanique
et dans le domaine de la plasticité des métaux. La troisieme partie de ce chapitre sera donc
consacrée a l'introduction de ces modeles en théorie de ’adaptation élastoplastique. Nous évo-
querons d’abord le concept de lois non associées et les traitements existants de ces lois dans la



Chapitre 1. Adaptation élastoplastique : fondements théoriques

théorie de I'adaptation. Puis nous exposerons alors l'alternative développée par de Saxcé (1992)
en introduisant le concept de matériaux standards implicites et en formulant une extension pos-

sible des théoremes de bornes de I'adaptation élastoplastique pour ces matériaux (de Saxcé et
al. (2000), Bousshine et al. (2003)).

I.1 Comportement d’une structure élastoplastique sous charge-
ments variables

Pour introduire cette étude, il est d’abord nécessaire de préciser les conditions dans lesquelles
se produit le phénomene d’adaptation élastoplastique. C’est dans 1’étude du comportement de
structures sous chargements variables que ce phénomene a été notamment mis en évidence, mais
ce n’est pas le seul comportement qui peut se produire dans ce cas. Nous rappellerons donc dans
un premier temps, apres avoir situé le cadre du travail, les différents types de comportements
observés pour ce type de chargements.

I.1.1 Cadre de travail

Considérons un corps (ou une structure) constitué d’un matériau élastoplastique, occupant un
domaine ouvert  (figure I.1) de R3, que 1’on munit d’une base orthonormée directe {x1, zo, 3}.
On note 012 la frontiere de €.

X3

9)
Xi

Figure I.1 - Milieu continu 3D et sollicitations

De facon générale, la structure est soumise a des sollicitations extérieures comprenant :

- des forces volumiques f, qui s’exercent dans €2,

- des forces surfaciques P, qui s’exercent sur une partie 9€2, de 992,

- des déplacements w, imposés sur une partie 92, de Of).
On suppose la partition suivante de la surface 9Q : 90 = 9Q, U 08, et 9Q, N 02, = 0. Le
champ de déplacements u, le champ de déformations €, et le champ de contraintes o dépendent
du vecteur position x € Q et de la variable de temps ¢ € [0,+oco[. Les sollicitations varient

indépendamment les unes des autres mais dans des limites prescrites.

Dans toute la suite, on considere que la structure est soumise a un chargement variable noté
P(t). Ce chargement peut représenter une seule des sollicitations énoncées ci-dessus ou toute
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combinaison de ces sollicitations. Comme celles-ci varient dans des limites prescrites, le charge-
ment P(t) évolue au cours du temps mais reste a l'intérieur d’'un domaine bien déterminé D dit
domaine de chargement. On note P, le chargement limite (au sens de I’analyse limite?). Comme
cela a été souligné par Konig (1987) a partir de résultats expérimentaux, une structure soumise
a un tel chargement peut évoluer vers cing types de réponses que nous allons développer dans
les paragraphes suivants.

I.1.2 Réponse élastique

Si l'intensité du chargement imposé reste suffisamment faible, au sens ou la limite d’élasticité
(ou le seuil de plasticité) n’est dépassée en aucun point de la structure, alors les seules défor-
mations qui se développent dans la structure sont des déformations élastiques. Elles sont donc
complétement réversibles, dérivant de déplacements eux-mémes réversibles (figure 1.2). Il n’y a
dans ce cas particulier aucune altération de la structure, celle-ci reste fiable mais ses capacités

de résistance ne sont pas exploitées au mieux.

AP

Figure 1.2 - Réponse purement élastique

1.1.3 Effondrement instantané par écoulement illimité

Le deuxieme type de réponse est obtenu dans le cas ol les sollicitations extérieures atteignent,
de maniere monotone, la valeur critique, communément appelée charge limite ou chargement li-
mite et notée P,. Dans ce cas, la capacité de résistance de la structure est instantanément
dépassée et un mécanisme se forme dans la structure, ce qui se traduit par le déclenchement
d’un écoulement plastique illimité sous charge constante conduisant inévitablement a la ruine
plastique de la structure (figure 1.3). C’est par la théorie de l'analyse limite et donc sous ses
hypotheses restrictives (matériau parfaitement plastique ou a écrouissage cinématique limité, pe-
tites perturbations, chargements proportionnels entre autres), que 'on étudie ce type de réponse
afin de déterminer le chargement limite.

2., désigne donc le chargement proportionnel ultime que peut supporter la structure.
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P

Figure 1.3 - Ruine plastique instantanée

I1.1.4 Effondrement par accumulation de déformations plastiques

Lorsqu’on considéere un chargement P variable et répété dépassant la limite d’élasticité, la
charge limite P,, n’est plus le seul parametre caractérisant la fiabilité de la structure. En effet,
méme en se placant en dessous de celle-ci, on peut observer des comportements menant a la
ruine de la structure. Par exemple, le phénomene connu sous le nom de rochet conduit & une
ruine incrémentale de la structure. Dans ce cas, il existe au moins un point de la structure
pour lequel les incréments de déformations plastiques, de méme signe, s’accumulent au cours
du chargement (figure 1.4). Le comportement ne se stabilisant pas au cours du temps, 1’énergie
dissipée plastiquement augmente donc sans limite, ce qui conduit a des déformations structurelles
excessives et ainsi a la ruine incrémentale.

/.

Figure 1.4 - Phénoméne de rochet : ruine plastique incrémentale

1.1.5 Plasticité alternée et fatigue oligocyclique

Le quatrieme type de réponse est un autre exemple de phénomene, appelé accommodation (ou
encore plasticité alternée), conduisant a la ruine de la structure lorsque le chargement dépasse
la limité d’élasticité mais n’atteint pas la charge limite. Mais dans ce cas, apres un nombre de
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cycles fini (généralement faible), les incréments de déformations plastiques sur un cycle s’annulent
en certains points de la structure. La déformation totale reste donc petite, mais 1’écoulement
plastique ne cesse pas pour autant. La réponse finale se stabilise, mais en un cycle élastoplastique
d’aire non nulle (figure 1.5), ce qui implique une énergie dissipée plastiquement non bornée.
Suivant la loi de Manson-Coffin (Manson (1953), Coffin (1953)), la structure va alors rompre
par plasticité alternée, ce qui est désigné par le terme de fatigue & faible nombre de cycles (ou
fatigue oligocyclique).

/S

Figure 1.5 - Plasticité alternée : ruine par fatigue oligocyclique

I.1.6 Adaptation par stabilisation des déformations plastiques

Enfin, le dernier type de réponse, auquel nous nous intéresserons plus particulierement dans
la suite, est le phénomene d’adaptation élastoplastique. Outre les quatre premiers cas de figure,
il se peut qu’apreés un certain nombre de cycles, les déformations plastiques se stabilisent (i.e.
qu’elles cessent d’évoluer) dans la structure. Apreés une phase élastoplastique transitoire, la ré-
ponse de la structure devient alors purement élastique (figure 1.6).

\ P

/S

Figure 1.6 - Phénoméne d’adaptation
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L’énergie dissipée pendant la phase plastique est alors bornée, ce qui assure une fiabilité plus
longue de la structure. C’est dans ce type de cas de figure que la rupture de la structure inter-
vient par amorcage puis propagation de fissures. On étudie alors la fatigue a grand nombre de
cycles (ou fatigue polycyclique) pour connaitre la durée de vie de la structure, par exemple avec
le critere de Dang Van (Dang Van et Papadopoulos (1999)). Ce comportement semble donc étre
un bon compromis entre ’exploitation des capacités de résistance de la structure et la préserva-
tion la plus longue possible de sa fiabilité. C’est tout I'intérét des nombreux travaux concernant
la théorie de 'adaptation qui permet de déterminer le domaine de chargement pour lequel la
structure s’adapte sans nécessiter la connaissance complete de I’histoire de chargement.

1.2 Les théoremes de base de la théorie de I’adaptation élasto-
plastique

Maintenant que le phénomene d’adaptation élastoplastique a été succinctement présenté,
il apparalt comme particulierement important pour la préservation de la structure de savoir
déterminer quel niveau de chargement permet d’aboutir au phénomene d’adaptation. Dans cette
section, on se propose de rappeler les premiers développements théoriques effectués sur ce sujet.
Pour cela, nous rappellerons d’abord les hypotheses classiquement considérées en plasticité, puis
nous évoquerons les premiers travaux dédiés a la détermination des domaines de charges pour
lesquels la structure évolue vers un comportement adapté.

I.2.1 Cadre de travail classique en plasticité

Rappelons tout d’abord que les champs mécaniques (champ de déplacements w, champ de
déformations € et champ de contraintes o) ainsi que les sollicitations extérieures (introduites au
paragraphe 1.1.1) dépendent du vecteur position x € 2 et de la variable de temps ¢ € [0, +oc[. De
maniere a alléger 1’écriture, pour un champ désigné par le symbole v, on notera v pour v(x,t).

I.2.1.a Evolution quasi-statique

La structure étudiée est soumise, dans son état initial d’équilibre pris comme référence, a des
efforts extérieurs nuls en tout point. A partir de cet état on engendre une évolution du systeme
en lui imposant des forces surfaciques, des forces volumiques, des déplacements sur le contour,
et des sollicitations thermiques, fonctions du temps. On suppose qu’au cours de cette évolution
les variations des sollicitations données f, P, w sont suffisamment lentes (en particulier, dans le
cas de sollicitations thermiques, il est supposé que les taux de variation d’écart de température
sont suffisamment faibles) pour que 1’évolution puisse étre considérée comme quasi-statique.

1.2.1.b Equations de compatibilité et d’équilibre

Dans tout le mémoire, on considere que les transformations sont infiniment petites. Le champ
de déformations e est alors relié au champ de déplacements u par les équations de compatibilité :

1 ( auz 3Uj

i == Vi,j =1,2,3 dans
52] ) axj +aml> 2,7 ) Sy ans

10
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ce qui peut s’écrire de maniere équivalente, en utilisant les notations intrinseques :
e = grad,u dans (2

ou grad u est le gradient symétrique du déplacement. On définit alors la notion de champ de

déplacement cinématiquement admissible :

Champ de déplacements cinématiquement admissible :
Un champ de déplacements u sera dit cinématiquement admissible s’il satisfait les
conditions aux limites cinématiques et s’il existe un champ de déformations € associé

a u par les conditions de compatibilité?® :

u = u sur 0€, (I.1a)
e = grad,u dans (2 (L.1b)

“De maniere équivalente, on peut définir un champ de déplacements uw comme cinématiquement
admissible s’il est continu, continiment différentiable et s’il satisfait les conditions aux limites ciné-

matiques.

On désignera, de maniere similaire, un champ de déplacements w comme cinématiquement ad-
missible a zéro, 'l satisfait les équations de compatibilité (I.1b) et les conditions aux limites

cinématiques nulles :
u = 0 sur 0€, (1.2)

D’autre part, le champ de contraintes doit satisfaire les équations d’équilibre interne :

soit en notations intrinseques :

divo + f =0 dans Q
I1 doit aussi vérifier les conditions aux limites en efforts :
on=~np

ol n désigne le champ de normales extérieures unitaires a la surface 0€2,,.

De la méme maniere que pour le champ de déplacements, on définit la notion de champ de
contraintes statiquement admissible :

Champ de contraintes statiquement admissible :
Un champ de contraintes o sera dit statiquement admissible s’il satisfait :

divo + f =0 dans Q
o.n =p sur 0§},

11
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On dira, de maniere similaire, d’'un champ de contraintes o qu’il est statiquement admissible
@ zéro (ou auto-équilibré), s’il vérifie les équations d’équilibre dans €2 pour des forces volumiques
nulles et les conditions aux limites en efforts pour des forces surfaciques nulles sur 0§12, i.e.

(L4)

divo = 0 dans Q)
o.n =0 sur 0§},

Les tenseurs du second ordre o et € étant symétriques, ils sont définis sur deux espaces vectoriels
de dimension 6 qui seront désignés respectivement par S pour les contraintes et E pour les
déformations. Ces deux espaces sont mis en dualité par la forme bilinéaire suivante :

SxE—-R:(og,e)—0:¢€

représentant le travail par unité de volume, ol « : » désigne le double produit contracté. Il
est maintenant facile de montrer que pour tout champ de déplacements u cinématiquement
admissible et pour tout champ de contraintes o statiquement admissible, le théoreme du travail,

obtenu a ’aide de la formule de Green, est vérifié :

/o’ : sdQ:/T.u dQ+/ p.u daQ+/ p.u doS) (L5)
Q Q a0y GloM

oll « . » désigne le produit scalaire ordinaire dans R3.

1.2.1.c Convexité du domaine élastique et loi d’écoulement normale

Apres avoir rappelé ces hypotheses plutot générales, intéressons nous maintenant aux hypo-
theses classiques de la théorie de la plasticité.

Convezité du domaine élastique

L’hypothese essentielle est la convexité du domaine élastique. Au sens de la définition (B.1)
donnée en annexe B, on suppose 'existence d’un sous-ensemble K de S, convexe, non vide et
fermé, appelé domaine élastique, défini en chaque point de la structure  (figure 1.7).

022

Figure 1.7 - Domaine élastique et loi de normalité

12
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Partition de la déformation
On suppose ensuite que la décomposition de la déformation est additive ce qui est en grande par-
tie lié a 'hypothese de petites transformations. Dans ce cas, la déformation totale € est divisée

en deux parties, une partie élastique €€ et 'autre plastique &? :
e=¢e+eP (1.6)

La partie élastique de la déformation est alors donnée par la loi de Hooke inverse faisant intervenir
le tenseur S de souplesse :
e=8S:0o

Régle d’écoulement normale

La troisieme hypothese fondamentale est la normalité de la regle d’écoulement plastique. La
terminologie de plasticité associée est alors utilisée pour désigner le comportement plastique
dans lequel I’écoulement plastique satisfait la régle de normalité. En d’autres termes, le champ
de vitesses de déformations plastiques &P associé au champ de contraintes o par la régle d’écou-
lement satisfait le principe du travail mazimum de Hill (figure 1.7). On a alors :

Vo' €K, (0 —0): P <0 (L.7)

ol o/ est dit plastiquement admissible, i.e., soit o’ est a I'intérieur de K, on dit alors que c’est
un champ de contraintes sur (puisqu’il n’implique aucun changement de I’état de déformations
plastiques associé), soit o’ se trouve sur la frontiere du domaine élastique, appelée alors surface
seuil de plasticité. Ainsi, la dissipation est définie par :

D(&P) =sup {0’ : €7; o' € K} (1.8)

Deux propriétés fondamentales résultent immédiatement de cette définition.
e Tout d’abord, on peut établir le principe de dissipation mazimum de Hill (1948) :

Vo' € K, D(éP) > o' : P (1.9)

Des considérations thermodynamiques conduisent & la non négativité de la dissipation3. Avec

les conventions classiques de la mécanique des milieux continus, on a :
Vel D(eP) >0
En utilisant les inégalités (1.7) et (1.9), si € est associé a o, il vient :
D(EP)=o0o:¢€" (I.10)

Signalons aussi que la dissipation est une fonction convexe (comme enveloppe supérieure de
fonctions linéaires en €P), ce qui s’avérera particulierement utile dans la suite.

311 est équivalent d’imposer que le domaine élastique K contient zéro.

13
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e Ensuite, si 'on désigne par F (o) = 0 la surface frontiere du domaine élastique K, appelée
surface seuil de plasticité, les déformations plastiques s’expriment par :

el = ¢ (1.11)

do
ot ¢ est le multiplicateur plastique satisfaisant :

(=0s1F(o) <0ousi <.7-'(0'):Oet F(o) <0>
(>0si F(o)=F(o)=0

La regle d’écoulement (I.11) est donc associée au critere, c’est pourquoi on parle de plasticité
associée.

I.2.1.d La notion de contraintes résiduelles

Introduisons maintenant la notion de champ de contraintes résiduelles qui est fortement
liée au phénomene d’adaptation élastoplastique, présenté dans la section 1.1.6. En effet, c’est
I’établissement progressif dans la structure d’un champ de contraintes résiduelles qui provoque
essentiellement la cessation de I’évolution des déformations plastiques. Notons (]To,ﬁo) le char-
gement initial, appelé chargement de référence. On suppose que ce chargement appartient a un
domaine de chargement de référence noté Dy et qu’il peut étre décrit, par exemple, par une

combinaison arbitraire de charges élémentaires variant entre des limites prescrites :

Q

B, <pa(t) <H

7l t) =3 pa®Fa(@), 'a,0) = na()p(), avec
a=1 a=1

Désignons par A un nombre réel positif, appelé facteur de charge. Le chargement (f,p) appar-
tient alors & un domaine D, homothétique de Dy tel que D = ADy (figure 1.8).

D = ADy Af

vyo

chemin de chargement

Figure 1.8 - Domaine de chargement

14
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Nous introduisons maintenant un milieu de référence fictif parfaitement élastique, noté 2€, pos-
sédant les mémes caractéristiques géométriques et élastiques que le milieu 2 et se comportant

de maniere purement élastique (figure 1.9).

u e
X
MM o, ¢, ¢€P 3 ffff o®, €°
p X ]

X1

Figure 1.9 - Milieu réel Q) et milieu de référence Q2°

Pour le chargement (f,p) défini ci-dessus, les réponses élastiques de Q¢ seront désignées par
u® pour le champ de déplacements, €€ pour le champ de déformations et o¢ pour le champ de
contraintes. Comme )¢ a un comportement parfaitement élastique, les champs de déformations
€® et de contraintes o sont reliés par la loi de Hooke inverse :

e¢=85:0°
ol S est le tenseur de souplesse.

De plus, la réponse élastique étant linéaire, le champ de contraintes o€ appartient a un do-
maine convexe polyedral ¥ = AXY, homothétique au domaine de référence X.° associé au champ
de contraintes élastiques de référence o®® et correspondant au domaine de chargement Dy. 11
s’en suit que le champ défini par :

p=o—o° (I.12)

appartient & ensemble des champs de contraintes résiduelles définis par? :

divp=0 dans () (1.13)
pn=20 sur 052,
De plus, le champ défini par :
n=¢e¢—¢°
appartient a 'ensemble des champs de déformations résiduelles définis par :
1 =grad,v dans ()
J v tel 1.14
l/eque{yzo sur 0€),, (114)

1] est équivalent de dire que p est statiquement admissible & zéro ou encore, qu'il est auto-équilibré.

15
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En appliquant la formule de Green a p, statiquement admissible a zéro, et 1, cinématiquement
admissible a zéro, on obtient alors :

/p:ndQ:O (I.15)
Q

pour tout p vérifiant (I.13) et pour tout n vérifiant (1.14). L’égalité (I.15) sera désignée dans la

suite par principe des puissances virtuelles. En outre, on peut remarquer que :
n=(S:0+e’)-S:0°=8:(0c—0° +¢€°
ce qui souligne que la déformation résiduelle i se décompose sous la forme :

n=n"+n" (1.16)

en posant :

n=8S:(c—-—0c°=8S:p

nP = &P
La déformation résiduelle comporte donc une composante n¢ que 'on peut qualifier d’élastique
puisque qu’elle est reliée a la contrainte résiduelle p par la loi de Hooke inverse. Soulignons que 0
est d’une grande importance, puisque c’est elle d’apres (I.14) et non e? qui est cinématiquement
admissible a zéro.

1.2.1.e Matériau élastique parfaitement plastique

Apres ces hypotheses classiques de la théorie de la plasticité, il importe de souligner que les
travaux a lorigine de la théorie de ’adaptation, comportent une hypotheése supplémentaire :
le matériau constituant le milieu € est élastique parfaitement plastique. En accord avec cette
hypothese, on ne prendra donc pas en compte les effets de I’écrouissage dans ce paragraphe et
dans la suite de la section I.2. Les matériaux a comportement élastoplastique parfait ne sont pas
en mesure de supporter une contrainte excédant leur limite d’élasticité (contrainte seuil) notée
oy. L’allure de la courbe contraintes-déformations correspondant a cette classe de matériaux est
représentée sur la figure 1.10 dans le cas d’un chargement uniaxial.

g A

Oy__J___.

Figure I1.10 - Modéle élastique parfaitement plastique en chargement uniaxial

Comme on peut l'observer sur la figure 1.10, avec ce modele, le déclenchement de la phase
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de plasticité s’effectue lorsque la contrainte o atteint la contrainte seuil oy . Le comportement
plastique est alors caractérisé par une augmentation de la déformation plastique tant que la

contrainte o reste au niveau de la contrainte seuil oy.

1.2.2 Théoreme d’adaptation statique de Melan

On considere a présent une structure constituée de matériaux élastiques parfaitement plas-
tiques, soumise a un chargement P : t — P(t), combinaison de chargements variant indépen-
damment les uns des autres mais dans des limites prescrites, i.e. variant dans un domaine borné
D. On suppose que les transformations sont isothermes, i.e. que les sollicitations appliquées a la
structure ne sont pas de type thermique : I'influence de la température sera négligée ; les charge-
ments considérés seront donc purement mécaniques. Le théoreme de Melan (1936) -ou théoréme
d’adaptation statique de Melan- peut étre énoncé sous la forme suivante :

Théoréme de Melan.

S’il existe un champ de contraintes résiduelles p indépendant du temps et tel que sa
superposition avec le champ de contraintes purement élastiques constitue un état de
contrainte str (i.e. un état de contrainte strictement inclus dans le domaine élastique)
en tout point de la structure et pour tout trajet de chargement P inclus dans D, alors

la structure s’adapte.

Preuve :
Définissons tout d’abord la notion de champ de contraintes résiduelles admissible (au sens de
Melan). On dira que le champ de contraintes résiduelles p(x), correspondant au domaine de
chargement X, est admissible si :

- p est indépendant du temps,

- p est un champ de contraintes résiduelles au sens de (1.13),

- P est plastiquement admissible, i.e. pour tout ¢ dans le convexe polyedral ¥(= AX?),

o = o + p appartient au domaine élastique K en tout point de §2 et a chaque instant.

De plus, si & appartient & 'intérieur de I’ensemble fermé K, en tout point de Q et a chaque
instant, on dira que p est un champ de contraintes résiduelles strictement admissible.

Supposons qu’il existe un champ de contraintes résiduelles p admissible et considérons ’énergie

de déformation élastique fictive, associée a la différence de contraintes (p — p)

1

J(t>=5/ﬂ<p—ﬁ>:s:<p—ﬁ> 00

e

—7°) par
la loi de Hooke, et comme 7¢ est indépendant du temps, la dérivée premiere de 1’énergie par

La différence de contraintes (p — p) est associée a la différence de déformations (n

rapport au temps est égale a :
it = [ (p-p) i dg

En utilisant la décomposition de la déformation n¢ (1.16), il vient :

it = [(p=m:ia- [ (p-p):erao
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Le champ de contraintes (p — p) étant un champ de contraintes résiduelles et le champ de
déformations 7 étant un champ de déformations résiduelles, ’application du principe des travaux
virtuels (I.15) fournit :

[e-p):indn =0

Q

En s’appuyant sur la définition des champs de contraintes résiduelles (1.12) :
p-p=(c-0°)—(C-0)=0-7

on obtient :

j(t):—/ﬂ(a—ﬁ):épdﬂ

En combinant ce dernier résultat avec I'expression (I.10) de la dissipation D(€P), il vient :
J(t) = — / (D(eP) — @ : &P) dN
Q

Comme @ est plastiquement admissible, le principe de dissipation maximum (1.9) implique que
I'expression précédente de J ne peut étre que négative dés que des déformations plastiques
se développent dans la structure au cours du trajet de chargement. L’énergie de déformation
élastique J est donc décroissante. De plus, comme c’est une forme quadratique de la déformation,
elle ne peut étre que positive. On a donc :

0< J(t) < J(0) ¥ >0

A partir de ce point, la démonstration premiere de Melan (Melan (1936)) se base sur I'affirmation
suivante : ’énergie J étant décroissante et ne pouvant devenir négative, elle doit donc s’annuler
au bout d'un certain temps T, ce qui entraine annulation de J pour tout temps supérieur au
temps T. Finalement, J résultant du produit entre le champ non nul & — & et le champ des vi-
tesses de déformations P, ce dernier s’annule nécessairement apres le temps T en question. Ceci
signifie donc que, des que la structure s’adapte, les déformations plastiques cessent d’évoluer et
la réponse a tout chargement supplémentaire redevient alors purement élastique.

Cependant, comme 'ont fait remarquer Debordes et Nayroles (1976), la fin de la preuve prise
d’un point de vue strictement mathématique est mise en défaut. En effet, il suffit pour cela que
I’énergie J tende asymptotiquement vers une valeur constante positive, notée ¢ par exemple, au
bout d’un certain temps T. On a alors :

Lim Jt)=0 et J(t) <0 Vt>0
tlimJ(t):c et J(t)>0Vt>0
et donc lim éP(x,t) = 0 Vo € Q

t— o0

qui aboutit a un état adapté de la structure, sans pour autant que l’énergie s’annule. Cette
idée de démonstration néanmoins ingénieuse justifie I'introduction de la notion de coefficient de
sécurité due a Koiter, que nous exposons maintenant.
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I.2.3 Coefficient de sécurité a ’adaptation

Le coefficient de sécurité introduit par Koiter (1960) permet de préciser de maniere décisive
que les déformations plastiques cessent d’évoluer apres une durée déterminée, puisqu’il permet
de borner I’énergie dissipée plastiquement durant le trajet de chargement. En remarquant que 0
et o appartiennent a l'intérieur du domaine élastique K, on peut supposer qu’il existe un scalaire
m > 1 tel que I'état de contraintes ma soit plastiquement admissible en tout point & de et
pour tout chargement P(t) inclus dans D. En utilisant alors le principe du travail maximum de

Hill (I1.7), il vient :
m@—o):eP+(m—1)og:eP =(mo —0o) : P <0

Par conséquent, on a :

t t t
//a:édedtg m //(O'—E):édedt:—L/Jdt
0 Jo m—1Jo Jo m—1 Jo

/Ot/ga-:épdﬁdtg T (7(0) - J(t))

Soit :

m—1

Comme J(t) est non négatif par définition, il vient :
J(0) = J(t) < J(0)
ce qui mene finalement a :

m

t
Vtzo,//a:édedtg J(0)
0 Q m—1

Le membre de droite étant indépendant du temps et de valeur finie, I’énergie dissipée plastique-

ment est bornée. Ce coeflicient de sécurité a I’adaptation permet donc, non seulement d’affirmer
que les déformations plastiques cessent d’évoluer dans la structure lorsque celle-ci s’est adaptée,
mais également de borner I’énergie dissipée plastiquement avant d’atteindre cet état adapté.

1.2.4 Les théorémes de bornes de Koiter

Parallelement a I'introduction du coefficient de sécurité a I’adaptation, Koiter (1960) a re-
marqué que l'analyse d’adaptation était une généralisation de l'analyse limite classique. Cette
remarque suggere de suivre la méme approche pour I’étude de 'adaptation que celle initiale-
ment proposée par Mandel (1966) dans le cadre de I’analyse limite. Dans cette approche initiale,
les théoremes de bornes statique et cinématique de I'analyse limite sont déduits des principes
variationnels de Hill (1948) et Markov (1947). Suivant cette démarche, de Saxcé (1986, 1995)
a établi et prouvé de nouveaux principes variationnels, pour I'analyse d’adaptation, correspon-
dant a ceux de Markov et Hill. Nous ne rappellerons pas ces principes que l'on trouvera dans
I’annexe A, mais donnerons simplement la formulation des théorémes de bornes statique et ciné-
matique qu’ils permettent de démontrer. Pour ce faire, on introduit, au préalable, la notion de
cycle admissible de déformations plastiques. Au sens de Koiter (1960), un cycle de déformations
plastiques, noté AeP, défini par

AP = 7{ EPdt (1.17)
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est admissible si AeP est compatible avec les incréments de déplacements Aw, i.e. est cinémati-
quement admissible a zéro :

(L18)

Ae? = grad,Au dans (2
Ay = 0 sur 99,

et g’il est plastiquement admissible :

/ }[a@ L P dtdQ > 0 (1.19)
Q

1.2.4.a Approche statique
Commencgons par énoncer le théoreme de borne statique de Koiter.

Théoreme de borne statique de Koiter.

Si on peut trouver un champ de déformations plastiques éP admissible et un champ
de contraintes résiduelles p admissible tels que &P et (o© + p) soient associés par une
loi de normalité dans © & chaque instant pour le domaine de chargement ¥ = \?X°, le
principe de Hill sur un cycle a une solution pour ¥ = A*%0 si et seulement si A* < A%

De plus si A* < A%, la structure s’adapte pour le facteur de charge A\°.

La démonstration de ce théoréme pourra étre trouvée dans I'annexe A, paragraphe A.1.4. Ce
théoreme de borne statique de Koiter conduit a la résolution du probleme de borne statique
suivant pour la détermination du facteur de charge d’adaptation dit statique.

Probleme de borne statique.

Le facteur de charge d’adaptation A est le plus grand des multiplicateurs A\® tels
que p soit un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps et tels que
o€+ p = \o® + p appartienne au domaine élastique dans €2 et & chaque instant.

L’avantage de cette derniere formulation est qu’elle aboutit a la résolution d’un probléme d’op-
timisation sous contraintes et qu’elle permet de déterminer un minorant du facteur de charge
d’adaptation.

1.2.4.b Approche cinématique

Passons maintenant au théoréeme de borne cinématique de Koiter.

Théoréme de borne cinématique de Koiter.

Si on peut trouver un champ de déformations plastiques & admissible et un champ
de contraintes résiduelles p admissible tels que &P et (o€ + p) soient associés par une
loi de normalité dans Q & chaque instant pour le domaine de chargement 3 = \*30,
alors A est la borne inférieure des facteurs cinématiques A\* : A\ < \F

Pour la démonstration de ce théoréme, on pourra se reporter a 'annexe A, paragraphe A.1.3.
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De la méme maniere que pour ’approche statique, le théoreme de borne cinématique de Koiter
conduit a la résolution du probleme de borne cinématique suivant pour la détermination du

facteur de charge d’adaptation dit cinématique.

Probléme de borne cinématique.
Le facteur de charge d’adaptation A* correspondant a un champ de déformations

plastiques admissible au sens de Koiter est le plus petit des \* définis par :

M= ]é /Q D(&P) d§) dt (1.20)

avec la condition de normalisation (annexe A, paragraphe A.1.3) :

74/ o &P dQdt =1 (1.21)
Q

Comme pour 'approche statique, le probleme de borne cinématique se met sous la forme d’un
probleme d’optimisation sous contraintes. Sa résolution permettra alors de déterminer un ma-
jorant du facteur de charge d’adaptation. C’est donc principalement aux problemes de bornes
statique et cinématique que le mécanicien va s’intéresser puisque son objectif est de déterminer
pour quels domaines de chargements la structure s’adapte. En particulier, s’il parvient a résoudre
les deux problémes, il aura un encadrement (que l'on espére le plus resserré possible) du facteur
de charge d’adaptation, voire dans certains cas, si les majorant et minorant sont confondus, le

facteur de charge lui-méme.

Avant de terminer cette partie sur les théoréemes de base de I'adaptation, on peut ajouter la
contribution de Halphen (1978) qui a énoncé et démontré le théoréme dual du théoreme de

Melan, constituant une approche cinématique :

Théoréme de Halphen.
Si la structure ne s’adapte pas, le champ de vitesses de déformations plastiques tend

vers un champ admissible.

La démonstration de ce théoréme peut étre retrouvée dans 'annexe A, paragraphe A.2.

I.3 Introduction de I’écrouissage dans les théories de 1’adapta-
tion élastoplastique

Les années qui suivirent I’énoncé du théoreme de Melan donnérent lieu a de trés nombreuses
recherches, visant a analyser 'influence de ’écrouissage, qu’il soit cinématique, isotrope ou une
combinaison des deux. L’introduction du concept de Matériaux Standards Généralisés (MSG)
par Halphen et Nguyen Quoc Son (1975) a fourni un cadre mathématique rigoureux pour 1’étude
de 'adaptation élastoplastique et en particulier pour 'introduction de I’écrouissage dans I’étude
de ce phénomene. C’est pourquoi nous rappelons ici le concept de MSG ainsi que les principaux
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travaux reliés a celui-ci.

I.3.1 Concept de Matériaux Standards Généralisés

Lorsqu’on étudie le comportement plastique, le concept de potentiel n’est plus applicable. En
effet, la correspondance entre les champs de vitesses de déformations plastiques et les champs
de contraintes n’est plus unique; la regle d’écoulement définit une relation multivoque, puisque
par exemple, tous les champs de contraintes appartenant au domaine élastique sont reliés a un
champ de déformations plastiques nul. En d’autres termes, un élément de ’espace des champs
de vitesses de déformations plastiques peut étre relié a une infinité de champs de ’espace des
contraintes.

Les premiers travaux sur ce sujet sont dus & Moreau (1966, 1968), qui se place dans le cadre de
I’analyse convexe, et introduit le concept de surpotentiel (ou pseudo-potentiel). Soit V' I'espace
des vitesses généralisées, notées K, incluant la vitesse de déformation plastique et des variables
internes additionnelles caractérisant 1’écrouissage, et F' ’espace des contraintes généralisées as-
sociées, dual de V. Moreau (1966) définit le surpotentiel comme une fonction ¢, convexe, définie
sur V :

0V — [—00,+00] : v — ¢(v)

et semi-continue inférieurement (définition (B.5) de 'annexe B). La fonction polaire x de ¢, elle-
méme surpotentiel, est déterminée par le calcul de la transformée de Legendre-Fenchel (Fenchel
(1949) et définition (B.8) de l'annexe B), ce qui a comme conséquence la relation suivante
(appelée inégalité de Fenchel) :

V' e V, Vi’ € F, (k) + x(7') > &'.o’ (1.22)

Les couples (k, ) reliés par la loi de comportement choisie (la régle d’écoulement par exemple)
seront qualifiés d’extrémaux au sens ou 1’égalité est vérifiée dans la relation précédente :

o(k) + x(m) = k. (I.23)

En prenant &' = & dans I'inégalité (1.22) et en soustrayant membre & membre de (1.23), on peut
déduire que :
vr' e F, x(n') — x(w) > k.(n' — m)

Cette derniere inégalité signifie que K est un sous-gradient (définition (B.6) de Pannexe B) de x
en 7. La loi de comportement multivoque ainsi que sa loi inverse peuvent donc s’écrire sous la
forme d’une loi de normalité multivoque :

k€ ox(m), e dp(r) (I.24)

ou Ox/(m) désigne le sous différentiel de x en 7 et Op(k) le sous différentiel de ¢ en K.

Les matériaux dont le comportement peut étre représenté par de telles lois sont appelés Maté-
riauz Standards Généralisés (Halphen et Nguyen Quoc Son (1975)).
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Exemple de matériau standard généralisé :
La regle d’écoulement du modele parfaitement plastique peut étre formulée par 'inégalité sui-
vante (principe de Hill (1.7)) :

gP:(o'—0)<0,Vo' e K

{ gek (1.25)

En introduisant la fonction indicatrice ¥ g du domaine élastique K :

Ui(o) = .
400 sinon

{OsiaeK

qui est convexe et semi-continue inférieurement, comme fonction indicatrice d’un ensemble
convexe et fermé, mais non différentiable par rapport a o, on peut remplacer la relation (1.25)
par l'inclusion différentielle :

el € OV k(o) (1.26)

La transformée de Legendre-Fenchel fournit alors :

p(eP) = sgp[a (el — Uk (o)) = 31612[0' : €P] = D(€P)

et 'inversion de la loi d’écoulement est terminée :

o € OD(&P) (1.27)

I.3.2 Introduction de l’écrouissage dans le cadre des Matériaux Standards
Généralisés
Le concept de matériaux standards généralisés étant rappelé, intéressons nous maintenant a
I'introduction de I’écrouissage dans ce cadre.

1.3.2.a Ecrouissage cinématique linéaire illimité

En utilisant ce concept de matériaux standards généralisés, Ponter (1975) et Mandel (1976)
étendirent le théoreme de Melan au cas de 1’écrouissage cinématique linéaire illimité (voir figure
I.11). Pour ce modele, le théoreme de Melan prend la forme suivante :

Théoréeme de Melan avec écrouissage cinématique linéaire illimité.

S’il existe un champ de contraintes internes X indépendant du temps et un champ de
contraintes résiduelles indépendant du temps p tel que sa superposition avec le champ
de contraintes purement élastiques o¢ = A\o®® appartienne au domaine élastique K,
ie.:

MNo?+p-X)E K

en tout point de la structure {2 et pour tout trajet de chargement P inclus dans le

domaine de chargement D, alors la structure s’adapte.
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Oy__4-___

v

Figure 1.11 - Modéle d’écrouissage linéaire illimité en chargement uniaxial

Mais Ponter (1975), Zarka et Casier (1981) et Ko6nig (1987) constaterent que I’hypothese d’écrouis-
sage illimité conduit & I'impossibilité de prédire la non-adaptation par déformations plastiques

cumulées et que seul I'effondrement de la structure par plasticité alternée peut étre modélisé.

C’est donc ce qui a motivé I'introduction de I’écrouissage cinématique linéaire limité.

1.3.2.b Ecrouissage cinématique linéaire limité

L’écrouissage cinématique linéaire limité a donc été pris en compte par Weichert et Gross-
Weege (1988) pour pallier ce probleme. En utilisant le modele des matériaux standards géné-
ralisés, ces derniers proposerent une limite d’évolution du parametre d’écrouissage cinématique
linéaire au moyen d’une condition simplifiée de deux surfaces : une surface d’écoulement et une
surface limite au dela de laquelle la surface d’écoulement ne peut aller (figure 1.12).

o A

\

Oy__|

Figure 1.12 - Modéle d’écrouissage linéaire limité en chargement uniaxial

Pour ce modele de comportement, ils établirent une extension du théoreme de Melan qui peut
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étre énoncée comme suit :

Théoréeme de Melan avec écrouissage cinématique linéaire limité.
S’il existe un champ de contraintes internes X indépendant du temps tel que celui-ci
appartienne au domaine limitant les contraintes internes, noté K, :

X € Ky

et un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps p tel que sa superpo-
sition avec le champ de contraintes purement élastiques o¢ = \og®® appartienne au
domaine élastique K, i.e. :

MNP +p-X)E K

en tout point de la structure 2 et pour tout trajet de chargement P inclus dans le

domaine de chargement D, alors la structure s’adapte.

Le lecteur pourra aussi se reporter a Nguyen Quoc Son (2003) qui a récemment proposé une
revue des extensions des théoremes de ’adaptation a la plasticité avec écrouissage, en utilisant
le cadre des matériaux standards généralisés, dans I'esprit de Koiter (1960).

I.4 Adaptation élastoplastique et lois non associées

Comme nous 'avons rappelé dans l'introduction, un nombre important de modeles élasto-
plastiques ne peuvent étre qualifiés d’associés et donc ne rentrent pas dans le cadre des matériaux
standards généralisés. Il s’avere nécessaire de développer une alternative aux MSG en théorie
de ’adaptation élastoplastique. Dans cette section, apres avoir introduit le concept de lois dites
non associées et cité quelques exemples significatifs dont celui de I’écrouissage cinématique non
linéaire sur lequel nous nous attarderons plus longuement, puisque nous 'utiliserons dans les
chapitres suivants, nous rappellerons les principaux travaux sur ce type de lois en théorie de
I’adaptation élastoplastique.

I.4.1 Présentation du concept de lois non associées

On désigne par loi non associée une loi de comportement qui ne vérifie pas la loi de normalité.
Autrement dit, I’écoulement ne se produit pas dans la direction normale a la surface seuil de
plasticité (figure I.13). On ne peut donc plus écrire la loi d’écoulement sous la forme (I.11) donnée
au paragraphe précédent. De maniére plus précise, si I'on introduit la fonction indicatrice W g
du domaine élastique K :

Vi(o) = _
400 sinon

{OsiaeK

on ne peut plus écrire la regle d’écoulement sous la forme suivante :

el e a\PK(O')
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(%5)

Q/ 7(0)=0

Figure 1.13 - Loi d’écoulement non associée

La formulation classique de la loi de normalité dans ce cas est basée sur I'introduction d’un poten-
tiel plastique G, différent du critere de plasticité F, tel que I'on puisse écrire la loi d’écoulement
sous la forme suivante :

-0G

p (27
e =Co (I.28)

ol C est le multiplicateur plastique satisfaisant :

¢(=0siF(o)<0ousi <.’F(0'):Oetf'(0')<0>
(>0si Flo)=F(o)=0

On peut noter que, contrairement au critere de plasticité F, le potentiel plastique G peut étre
arbitrairement modifié par une constante additive.

A titre d’exemple de lois non associées, on peut citer, entre autres, en mécanique du contact, la loi
de contact unilatéral avec frottement sec de Coulomb ; en géomécanique (sols, roches), le modele
de Driicker-Prager non associé et en plasticité des métaux les modeles avec regles d’écrouissage
dites cinématiques non linéaires. C’est précisément ces dernieéres qui nous intéresserons dans la

suite, ce qui justifie leur étude dans le paragraphe qui suit.

1.4.2 Un exemple de loi non associée : la regle d’écrouissage cinématique non
linéaire

Selon de nombreuses études expérimentales, une représentation plus réaliste de la plasticité

cyclique des métaux est donnée par les regles d’écrouissage dites cinématiques non linéaires.

Une de ces régles, simple et représentant bien le cycle stabilisé (figure 1.14), a été proposée par

Armstrong et Frederick (1966) et popularisée par Marquis (1979), Lemaitre et Chaboche (1990)
(voir également Chaboche (1991)).

Pour cette loi de comportement, les variables additionnelles de vitesses de déformations, ca-
ractérisant ’écrouissage, sont (—c&, —p), ol & et p sont respectivement les vitesses des variables
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surface limite

. &P
contrainte O f

\

R=o O / Oy
/
L/ ~ el

\

surface de charge

Figure 1.14 - Reégle d’écrouissage cinématique non linéaire

d’écrouissage cinématique et isotrope. Les variables associées correspondantes sont respective-
ment notées (X, R) et sont identifiées pour la premiere, aux contraintes internes et pour la
seconde, au seuil d’écoulement courant.

De maniere classique, le domaine élastique K est défini par :

K ={(0,X,R) tel que oc4(c—X)—R <0} (I.29)

ou

rle -~ X) =0~ X |= o - X o~ X1

et (...)" signifie la partie déviatorique.

Comme le seuil d’écoulement R > 0, la regle d’écrouissage isotrope qu’il introduit implique :

Eeq(€P) =D (1.30)

2
le) =l & "= 387 s &7

La regle d’écrouissage peut étre écrite sous la forme :

y=¢l - 2 2 1.31
a=&-ox P (L.31)

sachant que les contraintes internes dépendent linéairement des variables cinématiques :
2
X = gCa (1.32)

C étant une constante.
Soit Wy la fonction indicatrice du domaine élastique K :

O0si(0—X,R)e K

400 sinon

\I’K(J—X,R):{
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On constate ainsi que la forme de la regle d’écrouissage présentée conduit a une regle d’écoule-

ment non normale puisque :

: 3 X .
—&a €0xVYg(oc—X,R)+ -—7p
2 Xoo
La présence du terme de rappel %%p dans la regle d’écrouissage cinématique non linéaire
impose donc de se placer dans le cadre de la plasticité non associée. La théorie de 'adapta-
tion élastoplastique développée dans les sections précédentes doit donc étre modifiée pour son

application a ce type de lois de comportement.

1.4.3 Traitement des lois non associées dans les études d’adaptation élasto-
plastique

Les premiers travaux sur ce sujet sont dus a Maier (1969) et concernent la plasticité parfaite
avec des fonctions d’écoulement linéaires par morceaux. Ils sont basés sur la construction d’un
« domaine élastique réduit » et 'utilisation d’un potentiel plastique différent du critere de plasti-
cité. Celui-ci reformule des théoremes de bornes statique et cinématique, qui sont analogues aux
théoremes de Melan (1936) et Koiter (1960) en dehors du fait que le domaine élastique consi-
déré est le domaine élastique réduit. C’est donc le concept de domaine élastique réduit qui sert
de base pour trouver une condition suffisante d’adaptation. Ce concept a été réexaminé, dans
un cadre plus général par Nayroles et Weichert (1993). Ils rebaptisent ce domaine « sanctuaire
d’élasticité » et proposent une extension des théoréemes d’adaptation élastoplastique pour les
matériaux a sanctuaire élastique, mais suggerent en conclusion une confirmation expérimentale
de ce concept de matériaux a sanctuaire élastique.

Plus récemment, cette extension des théoremes d’adaptation élastoplastique aux lois non as-
sociées a été reformulée par Pycko et Maier (1995) pour les matériaux élastoplastiques. Deux
exemples d’application sont donnés, I'un avec le modele de Driicker-Prager (Driicker et Prager
(1952)) et autre avec la regle d’écrouissage cinématique non linéaire, introduite par Armstrong
et Frederick (1966). Pour cette derniere loi, en prenant I’exemple d’un tube mince sous traction
constante et torsion alternée en état plan de contrainte, Pycko et Maier (1995) obtiennent, par
simulation numérique, un encadrement de la solution analytique déterminée par Lemaitre et
Chaboche (1990). Enfin, dans le méme esprit, Corigliano et al. (1995) et Boulbibane et Weichert
(1997) poursuivent dans cette voie, respectivement sur l’aspect dynamique et en mécanique des
sols. Remarquons que toutes ces extensions, que nous venons de citer, sont fondées sur I'existence
et la connaissance d’un potentiel plastique, construit de telle maniere que ’on retrouve les lois de
comportement par (I.28). Une alternative pour aborder ce comportement non associé se trouve
dans I'introduction du concept des matériaux standards implicites (MSI) (de Saxcé (1992)).

I.5 Les Matériaux Standards Implicites

Le concept de matériaux standards implicites, que nous allons rappeler dans ce paragraphe,
a été introduit par analogie avec le concept des matériaux standards généralisés, et permet
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de retrouver la regle de normalité, sous la forme d’une relation implicite. Un exemple de son
application sera ensuite présenté.

I.5.1 Le concept de bipotentiel

L’idée fondatrice de ce concept est la suivante : puisqu’on ne peut définir un potentiel de
dissipation pour relier, de maniere générale, les vitesses de déformations aux variables associées
correspondantes, on définit un bipotentiel de dissipation, dépendant a la fois des vitesses de
déformations et des variables associées. La maniere de construire ce bipotentiel de dissipation
permet alors de relier les vitesses de déformations aux variables associées, mais sous la forme
d’une relation implicite. Indiquons maintenant la définition de ce bipotentiel.

Soient k = (P, k') les vitesses généralisées appartenant a V', 'espace des vitesses, incluant les
vitesses des variables internes additionnelles &’ (écrouissage, endommagement,...) et les variables
associées correspondantes w = (o, ') appartenant & F' lespace des contraintes. Les espaces V
et F' sont munis de topologies localement convexes compatibles avec la dualité exprimée par la

forme bilinéaire (K, ) — K.

Un bipotentiel est une fonction b de V' x F' dans | — oo, 0], séparément convexe, satisfaisant
I'inégalité fondamentale généralisant I'inégalité de Fenchel (Fenchel (1949)) :
V(k*,m*) € V X F, b(k*,®") > kK*.7" (1.33)

Les couples (k,7), pour lesquels les variables sont reliées par la loi de comportement, sont
qualifiés d’extrémaux au sens ou 'égalité est atteinte dans la relation précédente :

b(k,m) = k. (I.34)

De (1.33) et (1.34), on déduit les inégalités suivantes qui doivent étre satisfaites par les couples
extrémaux :

Vo' € F,b(k,m*) — b(k, ) > k.(" — ) (I.35a)

VE* € V,b(R",7) —b(k,7) > (K" — R).m (I.35Db)

De maniere concise, les couples extrémaux sont caractérisés par les inclusions différentielles
suivantes :

K€ aﬂb(rf;, ) (1.36)

T € Opb(k, )
ou O (respectivement 0y) désigne le sous différentiel lorsqu’on dérive partiellement par rapport
a 7 (respectivement £)°. Pour les lois de comportement élastoplastique, ’ensemble des couples
extrémaux est équivalent aux états du matériau satisfaisant la regle d’écoulement. Physiquement,
le bipotentiel tient lieu de puissance de dissipation plastique et ainsi est supposé positif. Il peut
se voir comme une extension du concept de matériaux standards généralisés, il apparait donc
comme intéressant d’examiner comment se comporte le bipotentiel dans ce cas particulier.

0n aurait pu écrire : £ € Ob(k,.)(m) et ® € Ib(., 7)(K).
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I.5.2 Le cas particulier des matériaux standards généralisés

Replacons nous dans le cas particulier des matériaux standards généralisés et conservons les
notations qui ont été introduites au paragraphe 1.3.1. Les surpotentiels ¢ et x vérifient I'inégalité
de Fenchel :

Vk' eV, Vi’ € F, p(k') + x(7') > &'’

On peut donc construire un bipotentiel avec la somme de ¢ et x :
Vi eV, Vm e F, b(k,m) = p(k) + x(m)

Le bipotentiel b est donc un bipotentiel séparé dont les couples extrémaux vérifient les inclusions
différentielles :

k€ dx(m), e dp(kR)
Les matériaux standards généralisés peuvent donc étre vus comme une sous classe des matériaux

standards implicites.
I.5.3 Un exemple de bipotentiel : le cas de la regle d’écrouissage cinématique
non linéaire

Le concept de bipotentiel a apporté un nouvel éclairage sur certaines lois non associées
connues : la loi de contact unilatéral avec frottement sec de Coulomb (de Saxcé (1992), de Saxcé
et Feng (1998), Fortin et al. (2002)), le modele de Driicker-Prager (Hjiaj et al. (2003), Bousshine
et al. (2001, 2003)) et le modele d’endommagement de Lemaitre (Bodovillé (1999)). Comme dans
la suite, nous nous intéresserons a la regle d’écrouissage cinématique non linéaire, on se propose
de rappeler la construction du bipotentiel dans ce cas particulier (de Saxcé (1992), Bodovillé et
de Saxcé (2001), de Saxcé dans Maier et Weichert (2002)).

Reprenons les notations de la section 1.4.2. Le cone polaire K* de K est défini par :
K* = {(&F, —p) tels que e4(¢”) —p < 0} (1.37)

Dans ce cas, la loi d’écoulement plastique peut se mettre sous la forme :

3X . (1.38)

Introduisons les variables &k = (€7, —&, —p), w = (o, X, R) et la fonction :

. . . ) ) 3 X . 3X:X .
b(k,m) = Vi (o — X, R) + U~(e", —p) + Yoy <a —&'+ §X—P> to—~_»p (L39)

Proposition.
La fonction b définie par (1.39) est un bipotentiel.
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Preuve :
La démonstration de cette proposition a été proposée dans de Saxcé (1992). Pour prouver que
la fonction b définie par (I1.39) est un bipotentiel, il suffit de montrer que

V(k,m) € VX F, b(k,m) > k.

Cela revient a montrer que si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) (€7, —p) € K*
(i) (6 — X,R) e K
3 X .

lors :
alors on a XX

2 X

En effet, si au moins une des conditions (i), (ii) ou (iii) n’est pas vérifiée, le bipotentiel prend la

p>c:éP—-—X:&¢—Rp

valeur +o0o et I'inégalité est trivialement satisfaite.

Dans le cas ou les conditions (i), (ii) et (iii) sont vérifiées, comme (i) est vérifiée, on peut
écrire :
Rp > Recq(€P)

Ensuite, comme (ii) est vérifiée, il vient :
Rp > Reeg(&) > 0g(0r — X)eeg(€7)
Ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
Rp=[o—X ||| [z (0 —-X):e

soit :
Rp>o0:eP— X : &P

En réinjectant I’égalité (iii) dans cette derniere inégalité, on aboutit a :

p>oc:eP—X:a—Rp

ce qui montre que la fonction b est bien un bipotentiel. Il reste maintenant a montrer que b
permet de formuler la regle d’écoulement.

Proposition.
Les couples extrémaux pour le bipotentiel (1.39) vérifient (1.38) et réciproquement.

Preuve :
Supposons que (K, 7) est un couple extrémal pour le bipotentiel, i.e.

bk, 7) = k.7
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Le bipotentiel doit donc prendre des valeurs finies, ce qui implique nécessairement que :

(ép,—p)GK*

c—-X,R)e K

yoer_ 32X
- 2xF

Il s’agit alors de montrer que :
(P, —p) € OV k(o — X, R)
Comme (K, ) est un couple extrémal pour le bipotentiel, on a aussi :
Kk € Obr(k, ™)

c’est-a-dire :

V', b(k, ') — b(k, ) > k(' — )
Appliquons cette propriété au cas considéré :

/ / !/ / . ) 3X/ .
Vrr' tel que (o/ — X', R') € K et d« =P — = P,
2 X

3<X':X' X: X
2

X Xo )pz(U,_U)iép—(X'—X):d—(R’—R)P

que 'on peut aussi écrire sous la forme :

/ / Y, . . 3 X',
Vr' tel que (6/ — X',R') e K et &« =¢&P — — D,
2 X
3 /XX X:X
= - p> [0 —X)—(c-X)]:e" - (X'-X): (& —€")— (R —R)p
2\ X Xoo
Comme
yoep_ X
- 2x..7
o =égP 3 X'
- 2x..7
on obtient :
3X' . X' 3X: X
(X - X):(G—eP) =" 2 ;
(X -X):(@-en = 3225 2R,

D’ou finalement :
vr' tel que (6/ — X', R) e K, 0> [(6' = X')— (6 — X)] : & — (R' = R)p
ce qui est équivalent, d’apres les définitions B.6 et B.7 de I'annexe B, a :

(&7, —p) € AV y(o — X, R)
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Ainsi la premiere partie de la démonstration est achevée.

Réciproquement, montrons que si

(&7, —p) € AV y(o — X, R)

w3 X
—F Taxr
alors le couple (k, ) est extrémal pour le bipotentiel b. Comme (o0 — X, R) € K, (é°, —p) € K*
et @ = &P — %%p le bipotentiel prend une valeur finie :
3X: X
b _3X X
k) =5 %o P
D’autre part, &« = &P — %%p ce qui fournit :
3X: X
c:é? - X:a—Rp=(c—X):e? —Rp+ = D
2 Xoo

Tenant compte de (éP, —p) € 0V k(o — X, R), le couple ((é7, —p), (o — X, R)) est extrémal pour
les fonctions indicatrices de K et K*, polaires I'une de l'autre. La somme des deux premiers
termes du second membre s’annule, ce qui acheve la démonstration.

1.6 Application du concept de matériaux standards implicites a
I’adaptation élastoplastique

Le concept de matériaux standards implicites a été appliqué en premier lieu a ’analyse limite.
En particulier, une généralisation des théorémes de I’analyse limite a été proposée dans de Saxcé
et Bousshine (1998). Considérant, comme Koiter (1960) I'avait déja signalé, que 'analyse limite
est un cas particulier de la théorie de ’adaptation élastoplastique, une extension des théoremes de
bornes de Koiter (1960) pour les matériaux standards implicites a pu étre envisagée et présentée
dans de Saxcé et al. (2000) et dans Bousshine et al. (2003). Dans cette section, nous rappellerons

les principales étapes conduisant a cette extension.

I.6.1 Cadre de travail

Soit £ un corps solide constitué de matériaux élastoplastiques admettant un bipotentiel :
V(eP, k') e V, V(o,n’) € F, b[(¢P,K'), (o, n')]| > 0 : P + 7' K’ (I.40)

Comme précédemment, il est soumis & un chargement variable, variant entre des limites pres-
crites. On suppose qu’il existe un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps et qu’il
caractérise la solution du probleme d’adaptation élastoplastique. Cette hypothese cruciale pour
la suite n’a pas été rigoureusement prouvée pour la classe des matériaux standards implicites,
mais nous ’adoptons comme hypothese de travail, avant de la vérifier sur un exemple détaillé
dans le chapitre suivant. Elle nous parait raisonnable, d’autant qu’elle a déja été utilisée avec
succes par Chaaba et al. (1998) pour une regle non associée admettant un bipotentiel en méca-

nique des sols.
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Pour une réponse en contraintes donnée (,t) — Ao ®®(x, ), sous un chargement variable répété
(variant entre des limites prescrites), définie pour tout & dans € et pour tout ¢ positif ou nul,
avec des conditions initiales sur le champ de contraintes résiduelles, p(x,0) = py(x), et sur les
variables associées 7'(z,0) = m((x), '’évolution élastoplastique de la structure est définie par
les champs (z,t) — p(x,t), (x,t) — 7w'(x,t), (x,t) — EP(x,t), (x,t) — K'(x,t), pour tout x
dans Q et pour tout ¢ positif ou nul. Aprés une phase de transition, les champs p, 7/, €P et
/' tendent vers des champs asymptotiques périodiques. Si 'adaptation a lieu, les déformations
plastiques &P et les autres variables internes k' se stabilisent et la dissipation totale est bornée.
Ainsi, on suppose que la solution asymptotique est caractérisée par les champs indépendants du
temps  — p(x) et & — T (x). Ceci permet de définir des champs de contraintes généralisées

admissibles :

Champs de contraintes généralisées admissibles :

On dira que ™ = (p, 7) est un champ de contraintes généralisées admissible s’il vérifie
les conditions suivantes :

— p est un champ de contraintes résiduelles,

— p et 7 sont indépendants du temps et plastiquement admissibles quand on ajoute

la réponse en contrainte ¢ = Aa®® dans le corps élastique fictif :

Vo € OV, (0(a, t) + p(x), 7 (x)) = Ao (z,t) + pla), 7 (x)) € K (141)

Suivant le concept de « mécanisme d’accumulation plastique » introduit par Polizzotto et al.
(Polizzotto et al. (1991)), on définit ensuite des champs de vitesses généralisées admissibles :

Champs de vitesses généralisées admissibles :

On dira que £ = (€P,Kk’) est un champ de vitesses généralisées admissible sl vérifie
les conditions suivantes :

— lincrément de déformation plastique sur un cycle

Ael = ]éép(m,t)dt (1.42)

est cinématiquement admissible,
— gP est plastiquement admissible :

/ jé o€ EPdt dQ > 0 (L43)
Q

— l'incrément des variables internes sur un cycle

AVES jéii'(a:,t)dt (1.44)

est nul.
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Cette définition généralise aux modeles avec des variables internes le concept de « cycle de
déformation plastique cinématiquement admissible » de Koiter (Koiter (1960)).

A Taide de ces notions de champs de contraintes et vitesses généralisées admissibles, on peut
alors construire une formulation variationnelle pour le probleme d’adaptation élastoplastique
dans le cadre des matériaux standards implicites.

1.6.2 Formulation variationnelle pour le probleme d’adaptation élastoplas-
tique

Le probleme d’adaptation élastoplastique peut étre caractérisé par le probleme aux limites

suivant :

Trouver le couple (7, k) tel que les conditions suivantes soient vérifiées :

K est un champ de vitesses généralisées admissible
(P) { 7 est un champ de contraintes généralisées admissible

Kk et (p+ o€, 7) sont reliés par la loi de normalité implicite dans

Avec la définition des notions de champs de contraintes et de déformations généralisées admis-
sibles, la construction d’une formulation variationnelle du probleme d’adaptation élastoplastique
(P) est possible par I'introduction de la bifonctionnelle suivante :

Bs(€P, K, p, T, \) /74{5 (e, &), (p+ A0, 7)] — Ao : €P} dt d (1.45)

Comme le bipotentiel b satisfait I'inégalité (1.40) généralisant celle de Fenchel, pour des champs

K" = (eP* k") et ™ = (p*, ™) admissibles on a :
b[(ép*’k/*)j (ﬁ* —|—)\0'60,f/*)] > (ﬁ* + )\o,eO) . gpb* —l—f/*.k/*

Il vient alors, pour tout couple de champs (7*, £*) admissibles :

/%{b [(eP*, k"), (" + Ao, 7™) }dtdQ>/7{{ 4 Ao®0) et 7 K} dt dQ

De plus, en appliquant le principe des puissances virtuelles (I.15), on obtient :

/%ﬁ*:ép*dtdQ:/ﬁ*:Asp*dQ:O
Q Q

Enfin, £* étant admissible, cela implique :

/7{_'* m'*dtdQ:/_'* Ar*dQ) =0
Q

Il en résulte, pour tout couple de champs (7*, K*) admissibles :

Bs (e, k™, 5, T, 0) > 0 (1.46)
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1.6.2.a Facteur de charge d’adaptation élastoplastique

En particulier, pour la solution exacte du probléme aux valeurs limites (P), la loi de com-
portement est exactement satisfaite en tout point de €2 et a chaque instant. D’apres (1.34), en
notant A% le facteur de charge d’adaptation, on a donc :

b((eP, k), P+ \e, 7)) = (p+ \o®) : P + T R (1.47)
ce qui implique pour la bifonctionnelle :
Bs(eP K p, ™, \*) =0 (I.48)

Cette derniere relation permet alors de définir le facteur de charge d’adaptation A® comme suit :

/Q jé {bl(B + A0, 7). (&7, )]} dt d2 = \° /Q 7{ o0 EPdt A0 (L49)

ou encore, en combinant avec la condition de normalisation classique (1.21) :

a __ - ao_eO 7! P g/ )
A —/Qj{{b[(an)\ ), (€7, )]} de 4 (150)

Propriété :
Si une solution A® de (I.50) est obtenue, alors pour tout A < A%, la structure s’adapte.
En effet, si A est solution de (1.50), alors (A\%a*® +p,7') € K. Comme 0 € K et K est convexe,
pourtout 0 < a<1:
a(\e® +5,7) € K

ce qui signifie, pour tout A = a\® :

()\aeo + %ﬁ, %F') € IO(

o
ou K désigne I'intérieur de K, correspondant a un état de contrainte sans écoulement plastique.

1.6.2.b Cas particulier des matériaux standards généralisés

Replagons nous dans le cadre des matériaux standards généralisés. Si la loi de comportement
est associée, elle peut étre représentée par un bipotentiel séparé :

b(k, ) = (k) + Vi ()

ou ¥ est la fonction indicatrice du domaine élastique K, i.e. YV (m) =0sim € K et V() =
400 sinon, tandis que ¢ est la fonction d’appui de K :

¢(k) = sup (7.K)
TeK

qui n’est autre que la fonction de dissipation.
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Pour le cas classique du modele élastique parfaitement plastique, les variables internes addi-
tionnelles k' n’ont pas & étre considérées. Alors la bifonctionnelle se sépare en deux parties :

Bs(épa P, )‘) - (bs(épv )‘) + Hs(ﬁv )‘) (1'51)

ou

bs(EP,\) = /Q ]é D(P)dt d2 — A /Q }[ o : ePdt dN (1.52)

est la fonctionnelle de Markov sur un cycle (équation (A.1) de 'annexe A) et

I,(p, \) = / }[ Ui (A\o® + p)dt d (1.53)
Q
est la fonctionnelle de Hill sur un cycle (équation (A.2) de ’annexe A).

1.6.3 Une extension des théorémes de bornes aux matériaux standards im-
plicites

On peut constater avec le cas particulier des matériaux standards généralisés que la formula-
tion variationnelle introduite semble correspondre a une généralisation aux matériaux standards
implicites des principes utilisés pour démontrer les théorémes de bornes de Koiter (1960). De ce
point de vue, notre objectif va donc étre d’établir des théoremes de bornes similaires & ceux de

Koiter pour les matériaux standards implicites.

1.6.3.a Probléme cinématique

Par analogie avec (1.49), le facteur de charge cinématique, noté A*. associé & un champ de
vitesses généralisées admissible (PF, &%) est défini par la relation suivante :

/Q 74 {b[(ﬁ + Xea® 7, (ePk, i@'k)]} dt dQ = \¥ /Q jé o : ePdt dQ (1.54)
Considérons la bifonctionnelle :
39 (T, ik, AF) = /Qj{{b[(ﬁ+ A7), (épk,k/k)]} dt dS) — A’f/ﬂfaeo L PRt dQ
La proposition suivante peut alors étre prouvée :

Proposition.
Si un couple (7, &) est solution du probleme (P), avec 0¢ = A0, et si la structure
ne s’adapte pas pour la charge limite A%, alors A% est la borne inférieure des facteurs

cinématiques : \F > A%

De plus, le probleme suivant :

Inf  Bo(7, £F,\F) (1.55)

& admissible

n’a pas de solution quand \F > \%.
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Preuve :
Tout d’abord, montrons que A > A%, Comme la solution exacte (7, &) du probleme aux limites
(P) satisfait égalité (1.47) et &* est admissible, en appliquant 'inégalité (I.35b), on obtient :

b(p+ Ao, 7)), (ePF, kF)] —b[(p+ N0, ), (6P, k)] > (p+A\0) : (ePF —&eP)+7 . (R'* — )

Remarquons que chaque terme du membre de gauche a une valeur finie puisque 7, K et KF sont
admissibles et les couples (7, &) et (7, £¥) sont extrémaux pour le bipotentiel.
En intégrant sur le domaine 2 et le cycle de chargement, il vient :

/Q 7§ [b(@+ A0 7). (7%, &) ~ b(p + X0, 7). (&7, /)] } i A2 >

(1.56)
/ 74 {(ﬁ + \200) : (ePF — ¢P) 47 (R — R’)} dt dQ)
Q
En appliquant le principe des puissances virtuelles (I.15), on obtient :
/%ﬁ:épkdtdﬁzo
Q
/%ﬁ:épdtdQ:0
Q
En utilisant ensuite le fait que & et £F sont admissibles, on a :
/ %F'.R'dt dQ=0
Q
/ ff'.g'kdt dQ =0
Q
ce qui donne, en réarrangeant les termes de I'intégrale dans 'inégalité (1.56) :
Be(m, K*, X > BT, Ky A7) (L57)

ol
BT, kF A = / %{b[(ﬁ + X0 7)), (ePF, ,ra’f)]} dt dQ — /\“/ y{aeo : PR At dQ
Q Q

Pour la solution exacte (7, &) du probléme aux limites (P), I'égalité (1.47) est vérifiée, ce qui
entraine :

Bi(m, k,A") =0
L’inégalité (1.57) devient alors :

B (m, k5,0 > 0

D’aprés la définition (I.54) du facteur de charge cinématique A*, on obtient alors :
(A\F — )\“)/ 7{(060 L EPRYAE dQY > 0
Q

Soit, en appliquant la condition de normalisation (I.21) : A > \e.
Maintenant, montrons que le probleme suivant :

Inf  Bo(7, £F,\F)

£ admissible
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n’a pas de solution pour A¥ > \%.
Pour cela, on s’intéresse a :
BT, kP AR = /ny{b[(ﬁ+ A0 7), (P, K')] } dt d2 — \F /Qy{aeo L EPdt dQ
Comme N\ > \? et & est admissible, il vient I'inégalité suivante :
800, ikF, AF) = (A% — AF) /Q 7{060 Pt A9 < 0

Maintenant, en choisissant une suite minimisante (Ekeland et Temam (1974)) &, = nk ol n est
un nombre naturel, on obtient I'inégalité suivante© :

BT, ko, \F) = BT, nk, \F) = nBo (T, k, \F) < 0
Ainsi liIJIrl BT, on, A¥) = —00. Par conséquent, le probleme n’est pas coercif (Ekeland et Te-
n—-roo
mam (1974)). Il s’en suit alors que le probleme (I.55) n’a pas de solution pour A¥ > A2,
Remarque :

Avec la condition de normalisation (I.21), le probléme de borne cinématique suivant peut étre
établi (voir Bodovillé (2002)) :

Inf /Q f{ {b[(ﬁ+ Ng® 7)), (épk,g'k)]} dt dQ

1.58
%" admissible ( )

sous 1 traintes
sous les contraintes / fo_eo Pk Q0 =1
Q

1.6.3.b Probléme statique

Soit 7 = (p®, 7'*) un champ de contraintes généralisées admissible correspondant au facteur
de charge statique A®. Alors, en ce qui concerne le probleme statique, la proposition suivante
peut étre prouvée :

Proposition.
Si un couple (7, &) est solution du probleme (P), avec ¢ = A0, et la condition
de normalisation satisfaite alors le facteur \® vérifie I'inégalité suivante :

a — a e =/ =D ’-{//
A —/Q]é{b[(erAa 7)), (6P, K))]} dt dQ >

(1.59)
A —/Qj{{b[(ﬁs + X o 7, (€7, K]} dt dQ

SLe bipotentiel, représentant la puissance de dissipation est supposé étre une fonction homogene d’ordre 1 par
rapport a la vitesse généralisée K :
Va >0, b(mw,ak)=ab(m,K)
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Preuve :
Considérons les champs de contraintes asymptotiques o et o® tels que

o= ﬁ + )\ao.eO
o = ﬁs + )\80.60
Avec la convexité du bipotentiel et en appliquant I'inégalité (I.35a), on a :
b[(p° + )\Saeo,ﬁ’s), (eP, k)] — bl(p + Xlaeo,ﬁ'), (P, k)] > (0°—0o): el + (7° —7).K

ou chaque terme du membre de gauche a une valeur finie car @°, 7t et K sont admissibles et
reliés par la loi de normalité implicite. En intégrant sur le volume €2 et sur I'intervalle de temps,
on a :

/Q 74 [B(B° + X0, 7, (7, )] — (P + A0, %), (&, &)]} dt d >

/%(ﬁs—ﬁ):épdtdQ+()\s—)\“)/7{a spdtd9+/7§ )i dt d)

Le principe de puissances virtuelles (I.15) fournit alors :

/%p —p):ePdtd1=0 (1.60)

De plus, ’admissibilité de & donne :

[ - miasan—c

Finalement, avec la condition de normalisation (I.21), on obtient bien (I.59).

Remarque :
On peut ainsi établir un probleme de borne statique :

swp = [ f {0 + 300,70, @0 0]} ar an

7% admissible

(1.61)

sous les contraintes s s —g
A5 associé a

1.6.3.c Cas particulier des matériaux standards généralisés

En reprenant le cas particulier des matériaux standards généralisés pour I’exemple du modele

élastique parfaitement plastique, on rappelle que :

Bs(épa P, )‘) = (bs(épv )‘) + Hs(ﬁv )‘)

Le probleme de borne cinématique (1.58) dégénere alors en :

Inf / f{ D(ePF)dt dQ
erk Jo

éPF admissible
sous les contraintes
/ 7{060 PRt dQ =1
Q
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En ce qui concerne le probleme de borne statique (1.61), on a :

At — / 7{%{(5+ NeaO)dt dQ > \° — / 7{%{(53 + Ao dt dQ
Q Q

Or, pour des champs de contraintes admissibles, la fonction indicatrice de K s’annule, on obtient
donc :
A >N

Le probleme de borne statique dégénere alors en :

Sup {A°}
P58

. { p° admissible

sous les contraintes . _

A% associé a p®
Pour ce cas particulier, on retrouve alors les expressions classiques des théoremes de bornes de
Koiter (1960) de la théorie de I’adaptation élastoplastique. Les problémes de bornes proposés
pour les matériaux standards implicites représentent donc bien une extension des problemes de
bornes classiques, mais sous une forme affaiblie puisque les champs statiques et cinématiques
doivent étre déterminés simultanément. En d’autres termes, les problemes cinématiques et sta-
tiques pour les matériaux standards implicites ne peuvent étre résolus indépendamment I'un de

I’autre mais sont couplés.

1.7 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté le phénomene de 'adaptation élastoplastique. Pour
cela, nous avons détaillé les différents phénomenes qui sont susceptibles d’apparaitre dans une
structure soumise a des chargements variables, ce qui permet de constater rapidement 'intérét
de la théorie de l'adaptation élastoplastique. Dans un second temps, nous avons rappelé les
fondements mathématiques de cette théorie. Ensuite, dans la perspective des développements
dans les chapitres suivants, nous avons rappelé les premieres introductions de I’écrouissage dans
I’étude de ce phénomene, tout en restant dans le cadre de la plasticité associée.

Du point de vue de la modélisation en mécanique, les lois non associées jouent un réle important.
Il est donc apparu comme nécessaire de proposer des extensions de la théorie de I'adaptation
élastoplastique a ces lois. Apres avoir effectué une revue non exhaustive des résultats existants
dans la littérature, nous avons présenté le concept de matériaux standards implicites qui permet
une généralisation de celui des matériaux standards généralisés aux matériaux dont le compor-
tement est non associé. Dans ce cadre, bien que la généralisation du théoreme de Melan (1936)
n’ait pu étre prouvée jusqu’a maintenant, les théoréemes de bornes ont pu étre étendus.

Le contexte des travaux réalisés dans le cadre de cette these étant défini, nous pouvons en préci-
ser les objectifs : I’étude d’exemples caractéristiques en adaptation élastoplastique par le modele
des matériaux standards implicites, notamment en terme d’implémentation numérique, compa-
rée avec des méthodes classiques, telles que la méthode incrémentale dont les cotuts de calculs
sont prohibitifs, en vue d’une validation de cette théorie.
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CHAPITRE 11

Implémentation de la méthode pas
a pas classique pour un état de
traction constante et torsion alternée
homogene

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les fondements de 'adaptation élastoplas-
tique. Nous avons constaté que pour certaines lois, le formalisme des matériaux standards géné-
ralisés n’était plus applicable; c’est la raison pour laquelle le modele des matériaux standards
implicites a été introduit. Nous nous intéressons maintenant plus particulierement a 'une de
ces lois : la loi d’écrouissage cinématique non linéaire (Armstrong et Frederick (1966)). Avec
le modele des matériaux standards implicites et pour cette loi, une solution analytique pour la
charge d’adaptation élastoplastique a déja été proposée dans le cas de I’étude d’un tube mince
sous traction constante et torsion alternée en état plan de contrainte dans de Saxcé et al. (2000).
La solution alors obtenue est exactement la méme que celle proposée par Lemaitre et Chaboche
(1990). Ce résultat semble prometteur mais la cohérence de la solution n’est pas complétement
prouvée. Nous avons donc décidé de considérer un nouvel exemple, ’étude d’un état de traction
constante et torsion alternée homogene, mais en déformation plane. Pour avoir un moyen de
comparer les résultats qui seront obtenus au chapitre III par ’approche du bipotentiel, dans ce
chapitre, nous débuterons ’étude de cet exemple par I'implémentation de la méthode pas a pas

43



Chapitre II. Implémentation de la méthode pas a pas classique

classique. Apres avoir décrit le probleme étudié et établit les relations contraintes-déformations
pour I'implémentation, nous développerons une technique de détection de la charge d’adapta-
tion numérique. Les résultats obtenus seront comparés aux résultats provenant du modele a deux
surfaces de Weichert et Gross-Weege (1988). Enfin, de maniére & mieux cerner les différences de
comportement de la structure (adaptation ou non-adaptation), nous nous intéresserons a 1’évo-
lution des contraintes internes en fonction du temps ainsi qu’aux effets de leur initialisation.

II.1 Description du probleme

Dans cette premiere section, on se propose de préciser le cadre de notre étude. Apres avoir
rappelé les notations utilisées, on construit les relations contraintes-déformations incrémentales
qui nous permettront d’obtenir les courbes représentant 1’évolution des déformations totales ou
plastiques en fonction des contraintes.

I1.1.1 Cadre de travail

Dans ce chapitre, pour simplifier 'analyse, considérons un état de traction constante et
torsion alternée homogene, générant une contrainte de traction oq; et un cisaillement o192, en
déformation plane’.

Comme auparavant, notons respectivement X et R le tenseur des contraintes internes et le seuil
d’écoulement plastique. On définit le domaine élastique en utilisant le critere de Von-Mises :

K ={(0,X,R) tel que o¢q(0c —X)— R <0}

O'eq(O'—X) = \/g(U_X)// (o — X)"

et (...)" désigne la partie déviatorique. Comme le seuil d’écoulement plastique R est strictement
positif, la regle d’écrouissage isotrope s’écrit :

ceq&) = p (IL1)

2
ceq(8") = |/ 571 &

Prenons comme hypothése supplémentaire que le comportement du matériau considéré est régi
par la regle d’écrouissage cinématique non linéaire. Bien que les équations décrivant ce modele
aient été rappelées dans le chapitre précédent, nous préférons les citer de nouveau ici dans un
souci de confort de lecture. Les vitesses des variables d’écrouissage cinématique ¢ et isotrope p

"Notons que cet état de traction constante et torsion alternée homogene peut étre obtenu expérimentalement en
étudiant un tube mince sous traction constante et torsion alternée. La condition de déformation plane peut étre as-
surée par application d’une pression interne et d’une pression externe judicieusement choisies. On se rapprocherait

alors des phénomenes mis en jeu lors de la mise en forme par extrusion.
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sont reliées aux vitesses de déformations plastiques €P et au tenseur des contraintes internes X

par la relation suivante :

vy — P 2 11.2
a=&-ox P (IL.2)

dite regle d’écrouissage cinématique non linéaire o X, = 0o — oy. De plus, les contraintes
internes sont reliées linéairement aux variables cinématiques par :

2

I1.1.2 Notations et hypotheses

En considérant seulement le cycle stabilisé, c’est-a-dire en ne considérant pas les phénomenes
d’adoucissement et de durcissement, le seuil d’écoulement plastique R est supposé constant et
égal a la valeur oy : R = oy. Comme on se place en état plan de déformation, le tenseur des

contraintes se met sous la forme :

onn o2 0
g = (012 0 0
0 0 o33

Le tenseur des contraintes internes X est réduit a sa partie déviatorique :

X1 X12 0
X=X —(Xu1+X33) 0
0 0 X33

Ainsi, la partie déviatorique de (o0 — X) a pour matrice de composantes :

2 _
% ~ Xy 019 — X19 0
"o 011+ 033
(0 - X)" = o012 — X12 _T+X11+X33 0
2 _
0 0 0’333 011 ~ X

La contrainte équivalente o, s’écrit alors :
Oeq(0—X) = (011 — X11)?+ (033 — X33)° +3(012 — X12)” +2(X11 + X33) — (011 + X33) (033 + X11)

et ainsi la surface limite d’élasticité (qui est en méme temps la surface d’écoulement ou encore

surface de charge) peut s’écrire comme suit :
flo—X) = (o11—X11)*+(033— X33)* +3(012— X12)* +2(X11+ X33)* — (011 + X33) (033+ X11) — 05
Le critere d’écoulement plastique devient alors :

(011 — X11)% + (033 — X33)° +3(012 — X12)* +2(X11 + X33)° — (011 + X33) (033 + X11) < 03 (IL.3)

En raison de I'incompressibilité des déformations plastiques, le tenseur des incréments de défor-

mations plastiques est :

dely dels 0
de? = |del, —(de};+dekhy) 0
0 0 deh,
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Le tenseur des incréments des variables internes cinématiques a la méme forme, soit :

dO[H dO[lz 0
da = |daio —(dOéll + dOé33) 0
0 0 da33

I1.1.3 Relation incrémentale contraintes-déformations

Dans cette section, on se propose d’établir la forme incrémentale de la loi de comporte-
ment. Pour cela nous rappellerons dans un premier temps le principe utilisé pour la construire.
Une application a l'exemple étudié ainsi que les premieres courbes de comportement obtenues
numériquement seront présentées.

II.1.3.a Principe de construction

De maniere classique, on suppose que I'incrément de déformation totale de se décompose en
la somme de 'incrément de déformation élastique de® et de 'incrément de déformation plastique
de? :

de = de + de?
La partie élastique satisfait la loi de Hooke :
1
de = ;Vdo' - %(tr do)I

La partie plastique de I'incrément de déformation totale est donnée par la formulation de Prager
de la regle d’écoulement :

e si f(o— X) <0 alors comportement élastique

de? =0
esi f(o—X)=0etdf(c —X)=0 alors écoulement plastique

0
il existe d¢ > 0 tel que de? = d( B_f
o

esi flo—X)=0etdf(c —X) <0 alors décharge élastique

de? =0

Il reste alors & déterminer ’expression du multiplicateur plastique d(. Celle-ci est fournie par la
condition de cohérence df = 0. En effet, imposer cette condition signifie que :

of . 9 ax—
5y ATt 5 1 dX =0 (I1.4)

La forme incrémentale de la reégle d’écrouissage cinématique non linéaire (I1.2) fournit :

2 C
= — p_ _—
dX 3 Cde o Xdp

En utilisant ensuite la régle d’écoulement :

de? = d¢ of
g

do
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et la regle d’écrouissage isotrope (I1.1) :

/2 20f  of
ZdeP - deP —
de  det = dg 300 O
on obtient (d¢ étant positif) :
200 C o [2O5 OF
dX = Cdg 5o~ XA 3o o (IL.5)

La condition de cohérence (I1.4) devient donc :

of of 2 of C 20f Of
a—a.d +tox {CC—U—EXdQ/?)aU 60} 0 (11.6)

Enfin, la forme du critere d’écoulement plastique (I1.3) entraine :

of of

X - 9o (IL.7)

ce qui permet finalement d’obtenir & partir de (II.6) I’expression du multiplicateur plastique en
fonction uniquement des contraintes :

g cdo
d¢ = 6l (IL8)

2,01 0f  C Of  [20f Of
3 0o 00 X Oo 300  Oo

11.1.3.b  Application a I’exemple étudié

Intéressons nous maintenant en particulier au cas de ’état de traction constante et torsion
alternée homogene. On a alors :

af 2011 — 033 — 3X11 3(o12 — X12) 0
90 3(o12 — X12) —011 — 033 + 3X11 + 3 X33 0
En posant

oi1=0, X;1=X

S X1 =
o129 = —, = —
SV R e

o33 =vo, Xg3 =12

ou v désigne le coefficient de Poisson du matériau, on obtient :

of (2—-v)o—3X V3(T =Y) 0
S = V3(r—=Y) —(1+v)o+3X+3Z 0
7 0 0 (2v —1)o — 37
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Le calcul du multiplicateur incrémental d¢ par (I1.8) nécessite aussi les expressions de do :

dr
do — 0
V3
do= |47
V3
0 0 vwvdo
et du tenseur X :
X i 0
v V3
X —
— —(X+Z) 0
7 ( )
0 0 Z
Il vient alors :
of _ 2
a—.da = 2w —v+1)o—3X —3vZ]do +2(t —Y)dr
o
20f 0Of 2
——:— = 4o, - X
g—f:X = 2¥Y(1-Y)+30(X +vZ)-6(X*+ 2>+ X2)
o

Remarquons que comme le calcul du multiplicateur plastique n’intervient que lorsque le critere

d’écoulement est nul, i.e. lorsque f(o — X) = 0, on a nécessairement [0, (o — X))
20f Of 2
2991y
300 Oo 7Y

et puisque oy et o¢q(0 — X)) sont positifs :

for oF _,
300 0o Y

_ 2 f Gl
= 0y-. Ainsi

Finalement, dans le cas de I’état de traction constante et torsion alternée homogene, on obtient :

2(? — v+ 1)o — 3X — 3vZ]do +2(1 = Y)dr

¢ = -

ou h, généralement appelé module d’écrouissage, prend la forme :

2
h = 4Co% — %C 2V (7 = Y) +30(X +v2) — 6(X% + 22+ X Z))

(IL.9)

(I1.10)

Maintenant que la forme des équations reliant les déformations aux contraintes a été établie,

intéressons nous plus spécifiquement a l’allure du trajet de chargement que nous allons imposer

lors des simulations. Ce trajet sera constitué de deux phases distinctes : dans un premier temps,

un chargement en traction jusqu’a la valeur maximale choisie 0pax (chemin OA sur la figure

I1.1) puis, un chargement en torsion alternée répété entre les valeurs maximales choisies Tpax

et —Tmax (chemin ABACA sur la figure II1.1). L’allure de I’évolution du chargement pendant
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la phase de torsion alternée en fonction du temps est précisée sur la figure 11.2. Suivant la
phase du chargement (phase de traction ou phase de torsion) dans laquelle nous nous trouvons,
les relations contraintes-déformations prennent des formes différentes. Il faut donc maintenant
distinguer les deux cas de figures suivants.

AT
|
|
|
T max | B
|
|
|
|
|
|
|
,,,,,,,,,,, ‘ A
01 o [9)
| max
|
|
|
|
T |
“Ymax 1
| C

Figure II.1 - Description du chargement

AL ANVANYE
VAR VARVE o

Figure II.2 - Trajet de chargement suivi pendant la phase de torsion alternée

Phase de chargement en traction

Pendant cette premiere phase, le chargement en torsion est completement inexistant, ce qui
signifie : 7 = 0, d7 = 0 et Y = 0. L’expression précédente (II.9) du multiplicateur plastique se
simplifie donc en :

22 —v+1)o — 3X — 3vZ]do

htraction

dCtraction =

avec
20y C

o0

htraction :400'52/_ (3U(X+VZ)—6(X2+Z2+XZ))
d’ou )
dCtraction [2(7/ —v+ 1)0 —3X — 3VZ]

do Niraction

De maniere a alléger les expressions, posons :
_ P
_ P
= ¢33
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Les déformations plastiques et les contraintes internes peuvent alors étre calculées par intégra-

tion numérique de la régle de normalité :

de _ dCtraction

d77 dCtraction
=1 Dhtraction (9, _ 1Yo — 372
o 1, (2v —1)o —32Z)

et de la regle d’écrouissage cinématique non linéaire :

dX B 2C de 9 C XdCtraction

do 3 do XN do
d_Z _ @d_ﬁ — 9% Q dCtractz'on
do 3 do YXOO do

Phase de chargement en torsion
Pendant cette seconde phase de chargement, la contrainte de traction n’est pas nulle mais reste
constante. L'incrément do est donc nul pendant cette phase. L’expression précédente (I1.9) du

multiplicateur plastique se simplifie donc en :

2(r = Y)dr
dCtorsion = (hi)
torsion
avec . 9 C
hiorsion = 4Co2 — % (2Y (1 —Y) 4+ 30(X +vZ) — 6(X* + 2% + X 7))
oo
d’ou

dCtorsion _ 2(7- - Y)

dr Ntorsion

Comme précédemment, de maniere a alléger les expressions, nous posons :

5:811’21
W:% T
77:553

Les déformations plastiques et les contraintes internes peuvent alors étre calculées par intégra-

tion numérique de la régle de normalité :

de _ dCtorsion

08 _ Dlorsion g )yg — 3X

dr dr ( v)o = 3X)
d7 dCtorsion

O _ Dhlorsion oy

dr dr (2 )

d77 dCtorsion

=1 Dtorsion 9y, 1)o — 32
dr dr (v Jo =32)
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et de la regle d’écrouissage cinématique non linéaire :

g _ Ed_&“ _9 iXdCtorsion
dr ~ 3dr VXN dr
dY d")/ C dCtorsion
= ol 94, L y otorsion
ar ~ Tdr X dr

d_Z _ &d_ﬁ 92 QZdCtorsion
dr 3 dr o Xoo dr

I1.1.4 Premiers résultats numériques : courbes contraintes-déformations

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux courbes contraintes-déformations afin
d’examiner de quelle maniére se comporte la structure en fonction des amplitudes de charge-
ments appliqués. Nous sélectionnons comme matériau pour procéder aux simulations numériques
l’acier 316L. Nous utilisons les parametres (constantes) de ce matériau identifiés par Choteau
(1999) en traction-compression cyclique :

C =13230M Pa
v = 85M Pa
oy = 228 M Pa

La constante désignée par X, dans les équations est calculée a partir des constantes C' et -y :

X, =— (IL.11)
Ty

Les incréments de contraintes sont fixés & 1M Pa pour la phase de chargement en traction et a
+1M Pa pour la phase de chargement en torsion alternée. Ils ont été choisis de maniére a ce que
les temps de calcul ne soient pas trop importants mais aussi et surtout pour que le critere de
plasticité ne soit jamais violé. Pour ces premieéres simulations, nous fixons la contrainte de trac-
tion maximum a 225M Pa. Pour cette contrainte, on teste plusieurs amplitudes de torsion Tyax
de maniere a observer s’il existe des différences de comportement. Nous avons ainsi pu constater
une différence de comportement sur les courbes contraintes-déformations entre les simulations
effectuées pour une contrainte de torsion maximale de T, = 190M Pa et une contrainte de
torsion maximale de Ty.x = 200M Pa.

Commencons par comparer ’évolution de la déformation plastique axiale en fonction de la
contrainte de cisaillement pour ces deux cas de figure. On peut voir clairement sur les figures
11.3 et 11.4 la différence de comportement : pour 7. = 190M Pa, on constate qu’apres une phase
élastoplastique, la courbe contrainte-déformation plastique tend vers une réponse linéaire (figure
I1.3), alors que pour Tyax = 200M Pa, il ne semble pas qu’une stabilisation s’amorce sur les qua-
rante premiers cycles effectués (figure I1.4). Le comportement observé pour Tpax = 190M Pa
laisserait penser que ’on se trouve dans un cas ou ’adaptation élastoplastique a lieu, tandis que
celui observé pour Tyax = 200M Pa serait plutot caractéristique d’un comportement de type
rochet.
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Figure I1.3 - Déformation plastique axiale en Figure I1.4 - Déformation plastique axiale en

fonction de la contrainte de cisaillement pour fonction de la contrainte de cisaillement pour
o = 225M Pa et Tmax = 190M Pa o = 225M Pa et Tmax = 200M Pa

Si I'on observe ensuite ’évolution de la déformation plastique transversale en fonction de la

contrainte de cisaillement pour ces deux cas de chargement (voir figures I1.5 et I1.6), on peut

constater que les comportements obtenus sont similaires a ceux constatés pour 1’évolution de la

déformation plastique axiale.

200

200

\ \
150 1 150 [
100 1 100 +
50 50
= =
=% =%
> 0 s 0
- =
-50 -50
-100 -100
-150 / B -150 |
(D
200 ‘ ‘ ‘ ‘ 200 ‘ WYY, VY.V
-0.0025 -0.002 -0.0015 -0.001 -0.0005 0 -0.01 -0.009 -0.008 -0.007 -0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0
n=¢ej n==ej
Figure II.5 - Déformation plastique Figure II.6 - Déformation plastique
transversale en fonction de la contrainte de transversale en fonction de la contrainte de
cisaillement pour o = 225M Pa et cisaillement pour o = 225M Pa et
Tmax = 190M Pa Tmax = 200M Pa

L’évolution du glissement plastique €7, est par contre clairement différente. On observe bien une

stabilisation linéaire de la déformation pour Tyax = 190M Pa apres un certain nombre de cycles

(figure I1.7), tandis que pour Tyax = 200M Pa on a I'impression que la réponse se stabilise en

un cycle élastoplastique d’aire non nulle, soit un comportement de type accommodation (figure

11.8).
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Figure II1.7 - Déformation plastique en Figure II.8 - Déformation plastique en
cisaillement en fonction de la contrainte de cisaillement en fonction de la contrainte de
cisaillement pour o = 225M Pa et cisaillement pour o = 225M Pa et
Tmax = 190M Pa Tmax = 200M Pa

Pour confirmer ces premiéres observations, on peut aussi analyser les évolutions des trois com-
posantes de la déformation plastique en fonction du temps (figure I11.9 et I1.10). A titre indicatif,
la vitesse de chargement prise est de 1.1072M Pa/s. Dans le cas ot la torsion maximale est de
190M Pa, la figure 11.9 confirme bien qu’il y a une stabilisation des déformations plastiques au
bout des quarante premiers cycles, ce qui correspond bien au phénomene d’adaptation élasto-
plastique : le comportement de la structure tend a redevenir purement élastique.

0.012 ‘ 0.04
€
ool v | 0.035 ,
n e 0.03 ,
0.008 | —
0.025 ,
£ 0006 , %
E o004l — g oo —
: :
[ " e 4
B 0002 | o) 0.01
i 0.005 —
0 i
ol i
0002 F e : 0005 | |
0004 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 001 ‘ ‘ ‘ T
5000 10000 15000 20000 25000 0 5000 10000 15000 20000 25000
temps (x 1072 s) temps (x 1072 s)

Figure I1.9 - Evolution des déformations en  Figure II.10 - Evolution des déformations en
fonction du temps pour o = 225M Pa et fonction du temps pour o = 225M Pa et
Tmax = 190M Pa Tmax = 200M Pa

Au contraire, dans le cas ou la torsion maximale est de 200M Pa, la figure I11.10 montre que
la déformation plastique € ne cesse d’augmenter tandis que la déformation plastique n ne cesse
de diminuer. Aucune stabilisation n’est observée pour celles-ci. Le cas de la déformation en ci-
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saillement v est différent. En effet, elle ne se stabilise pas au sens ou elle tend vers une valeur
asymptotique, mais elle semble osciller entre une valeur maximale et une valeur minimale. Cela
peut s’expliquer en observant le schéma représentant les domaine élastique et limite dans le plan
(0,7) dans le cas du phénomene de rochet en traction constante et torsion alternée (figure I1.11).

AT

Timax

Oo

—Tmaxf

Figure I1.11 - Rochet en traction constante et torsion alternée

En effet, on peut constater sur cette figure que, pour une traction opax fixée, les incréments
de déformations en Ty.x €t —Tmax dans la direction de la traction, notés de, vont se cumuler
tandis que les incréments de déformations de cisaillement, notés d-y, vont se compenser. Ceci
est a lorigine du comportement a la ruine de type rochet pour les composantes € et n de la
déformation, et du comportement de type accommodation pour la composante . De ce fait,
puisqu’il existe au moins une direction de chargement dans laquelle les déformations plastiques
s’accumulent, la structure périra par ruine incrémentale.

I1.2 Meéthode de détection numérique de la charge d’adaptation
élastoplastique

Maintenant que nous avons pu constater qu’il existait une différence de comportement suivant
I’amplitude maximum du chargement en torsion, nous souhaiterions déterminer numériquement
I’amplitude pour laquelle le changement s’opére. Cela revient a déterminer ’amplitude maximale
de torsion pour laquelle le phénomene d’adaptation élastoplastique a lieu, c’est & dire de trouver
le facteur d’adaptation ou la charge d’adaptation. Ceci fait 'objet du présent paragraphe.

La véritable difficulté est de trouver un critere numérique fiable pour la détermination de ce
facteur, prenant en compte le fait que la solution asymptotique ne peut pas étre atteinte en
un nombre fini de cycles. Dans ce but, on s’intéresse d’abord aux investigations expérimentales
et incrémentales déja menées sur ce sujet. Celles-ci sont généralement basées sur la constata-
tion suivante : dans le cas de comportements de type plasticité alternée ou rochet, I'incrément

de déformations plastiques sur un cycle de chargement ne s’annule pas, tandis que pour un
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comportement de type adaptation élastoplastique, les déformations plastiques tendent vers un
comportement stationnaire. Les procédures de calcul incrémental (voir par exemple Borkowski
et Kleiber (1980), Kleiber et Konig (1984) et plus récemment Goh et al. (2003)) et d’essais
expérimentaux (voir par exemple Heitzer et al. (2003)) consistent alors a tester, pour un trajet
de chargement s’il y a ou non une stabilisation des déformations plastiques. Notre objectif est de
proposer une méthode de détection plus systématique pour I'exemple étudié : pour une valeur
fixée de la contrainte de traction, déterminer automatiquement ’amplitude de torsion correspon-
dant a la charge d’adaptation. De ce point de vue, une investigation expérimentale due a Leers
et al. (1985) a retenu plus particulierement notre attention. Ces auteurs ont étudié des tubes
sous chargements thermo-mécaniques et présentent une méthodologie expérimentale basée sur
la mesure du déplacement radial en fonction du chargement pour déterminer la charge d’adap-
tation. Ils la détectent alors par un point d’inflexion sur la courbe représentant le déplacement
en fonction du chargement. Comme nous n’avons pas observé ce type de comportement, nous
avons choisi de développer notre propre critere de détection ce qui fera 'objet de cette section.

I11.2.1 Procédure proposée pour la détection numérique de la charge d’adap-
tation élastoplastique

En observant les courbes contraintes-déformations plastiques, on constate que lorsque la
structure s’adapte, la largeur du cycle pour la déformation plastique de cisaillement ~ tend vers
zéro (figure I1.7), théoriquement aprés un nombre infini de cycles. En pratique, nous décidons
de stopper les calculs lorsque la largeur du cycle, représentée par Al sur la figure I1.8, atteint
une tolérance fixée, ce qui correspond au fait que la structure se soit adaptée, ou lorsque le
nombre de cycles devient supérieur & un nombre maximum fixé, ce qui sera considéré comme
une non-adaptation de la structure. Dans ce dernier cas, le fait que la structure ne s’adapte pas
pour un nombre important de cycles (en pratique, nous avons considéré 1000 cycles) signifie
pour nous qu’elle ne s’adaptera pas. Lorsque cette procédure est terminée, on retient la valeur
du maximum de la déformation de cisaillement ! . correspondant.

Pour une valeur fixée de la contrainte de traction, on applique alors cette procédure pour chaque
valeur entiere de Tpq. depuis Tipee = 0M Pa jusqu’a ce que 'on trouve 10 valeurs de 7,4, suc-
cessives pour lesquelles la non-adaptation est détectée. En tracant alors I’évolution des valeurs
de la déformation ’ernax en fonction de la contrainte de cisaillement maximum 7., par exemple
pour une contrainte de traction o de 25M Pa, on obtient la figure 11.12. Il semble alors que la
modification soudaine de la pente se produise pour la charge d’adaptation plastique. Nous avons
donc calculé et tracé la courbure de la courbe représentant la déformation [ .. en fonction de
la contrainte de cisaillement pour connaitre plus précisément ’amplitude de la contrainte de
cisaillement qui lui correspond (voir figure I1.13). On observe que le changement de courbure
s’opere pour une torsion 7 de 228 M Pa.

Vérifions la cohérence de ce résultat. En effectuant une simulation avec une amplitude de torsion
inférieure a 228 M Pa, soit par exemple 226 M Pa, on constate que la largeur du cycle devient
bien inférieure a la tolérance choisie puisque le comportement demeure purement élastique (figure
I1.14). Si I'on choisit une amplitude de torsion supérieure a 228 M Pa, soit par exemple 230M Pa,
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la simulation s’arréte & 1000 cycles, ce qui signifie que la largeur du cycle ne devient pas infé-
rieure & la tolérance (figure I1.15). Dans ce cas, la structure ne s’adapte donc pas. La procédure
de calcul pas a pas mise en place semble bien permettre de détecter la charge d’adaptation.
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Figure 11.14 - Déformation en cisaillement en Figure II.15 - Déformation en cisaillement en
fonction de la contrainte de cisaillement pour fonction de la contrainte de cisaillement pour
o =25M Pa et Tymax = 226M Pa (noter que le o =25MPa et Tmax = 230M Pa

cycle est élastique)

I1.2.2 Résultats des simulations pour la charge d’adaptation

La procédure de détermination étant maintenant mise en place, des simulations sont effec-
tuées pour des valeurs différentes de la contrainte en traction. On ne détaillera dans ce paragraphe
que les exemples les plus significatifs, i.e. ceux pour lesquels on observe des différences de com-
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portement. Pour une intensité de traction de 200M Pa, sur la figure montrant la courbure de la
courbe représentant la déformation en cisaillement en fonction de la contrainte de cisaillement,
deux pics d’intensité moindre apparaissent (figure I1.16).

8e-05 T T T T 7e-05

7e-05 7 6e-05

6e-05 56-05 L

5e-05

4e-05
(5] L
5 4e05 5
-g ‘é 3e-05 |-
8 3e-05 8
2e-05
2e-05 B
1605 - ] 1e-05 A J ~
0 A A ,,,,, ] 0 A P e
1005 ‘ ‘ ‘ ‘ 1005 e
0 50 100 150 200 250 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tmax (MPa) Tmax (MPa)

Figure I1.16 - Courbure de la courbe Figure I1.17 - Courbure de la courbe
déformation de cisaillement maximum en déformation de cisaillement maximum en
fonction de la contrainte de cisaillement fonction de la contrainte de cisaillement

maximum pour ¢ = 200M Pa maximum pour o = 250M Pa

Le premier de ces deux pics correspond au début de I’écoulement plastique; avant celui-ci le
comportement est donc purement élastique. La vérification théorique de ce résultat est immé-
diate. En effet, en utilisant la forme du critere d’écoulement (I1.3) avec des contraintes internes
nulles puisque la phase de plasticité n’a pas commencé, pour une traction o de 200M Pa, le début
de I’écoulement plastique se produit pour une amplitude de torsion 7 d’environ 142, 77M Pa.
Numériquement, le premier pic est détecté pour v = 143M Pa, ce qui correspond bien au dé-
but de I’écoulement plastique. Entre ce premier pic et le second, ’adaptation élastoplastique de
la structure est atteinte numériquement en seulement deux cycles. L’amplitude de torsion est
suffisamment importante pour que des phases de plasticité aient lieu, mais aussi suffisamment
petite pour que le comportement tende numériquement tres rapidement vers un état adapté. Les
mémes phénomenes sont observés pour une amplitude de traction o de 250 M Pa (figure I11.17).

Ces deux pics n’apparaissent pas sur la figure précédente (figure I1.13) représentant la cour-
bure car dans ce cas la transition entre le comportement purement élastique et le comportement
élastoplastique et donc 'adaptation élastoplastique s’effectue trés rapidement. Un seul et méme
pic détecte alors le début de la phase de plasticité et la charge d’adaptation plastique, ce qui
signifie que 'amplitude de torsion associée a ces deux phénomenes est alors la méme.

Pour une amplitude de traction o de 275M Pa, seul un des deux pics d’intensité moindre subsiste
(figure I1.18). Ceci peut étre expliqué par le fait que I’écoulement plastique commence pendant
la phase de traction. Dans ce cas, le premier des deux pics d’intensité moindre n’a plus de raison
d’apparaitre lors du tracé de la courbure.
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Figure II.18 - Courbure de la courbe déformation de cisaillement maximum en fonction de la
contrainte de cisaillement maximum pour o = 275M Pa

Les résultats obtenus pour les différentes intensités de traction testées sont résumés dans le
tableau II.1.

Tableau 1I.1 - Valeurs numériques de la charge d’adaptation 1, pour ’acier 316L en fonction
de la contrainte de traction o

o (MPa) Ta (M Pa) o (MPa) Ta (M Pa)
25 228 250 186
50 227 275 176
75 225 300 164
100 222 325 150
125 218 350 133
150 214 375 113
175 208 400 86
200 202 425 40
225 195 430 19

I1.2.3 Comparaison des résultats obtenus avec le modeéle a écrouissage ciné-
matique linéaire limité

Grace aux résultats obtenus, nous pouvons esquisser la courbe d’interaction, limitant le do-
maine d’adaptation (figure 11.19).

Sur cette courbe, nous avons choisi de reporter le domaine d’adaptation obtenu en utilisant
Iécrouissage cinématique linéaire limité (ou modele & deux surfaces développé par Weichert et
Gross-Weege (1988)) et déja comparé a une solution analytique en état plan de contrainte avec
écrouissage cinématique non linéaire dans Heitzer et al. (2003). Ces derniers précisent qu’il n’y
a qu’une petite différence entre les domaines d’adaptation construits avec I’écrouissage cinéma-
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Figure II1.19 - Courbe d’interaction pour ’acier 316L

tique linéaire limité et 1’écrouissage cinématique non linéaire. Dans la présente étude, soit pour
un état de traction constante et torsion alternée homogene en déformation plane, la comparaison
des charges d’adaptation conduit & une différence relative qui peut atteindre 20% entre les deux
domaines, ce qui selon nous semble non négligeable.

Notons aussi que 'utilisation de I’écrouissage cinématique non linéaire permet de prédire que
la nature de la non adaptation est le rochet, ce qui est cohérent avec la théorie (voir les com-
mentaires de la figure I1.11) tandis que la modélisation avec I’écrouissage cinématique linéaire
limité conduit & une non adaptation par plasticité alternée lorsque la contrainte de traction en
inférieure a 175MPa.

Remarquons enfin que les points limitant la zone ot 'adaptation élastoplastique a lieu en moins
de deux cycles définissent une zone qui pourrait garantir une meilleure sauvegarde de la struc-
ture que la zone ou a lieu 'adaptation élastoplastique. Une formulation théorique des limites de
cette zone pourrait étre d’un grand intérét pratique.

11.2.4 Evolution des contraintes internes en fonction du temps

Les contraintes internes jouent un role majeur dans le phénomene d’adaptation élastoplas-
tique. Il est donc intéressant d’étudier I’évolution de celles-ci en fonction du temps et en fonction
du comportement de la structure (adaptation ou non adaptation). Fixons l'intensité de la trac-
tion a o0 = 225M Pa. Dans ce cas, d’apres ce qui précede (tableau II.1), la charge d’adaptation
numérique est 7, = 195M Pa. Pour pouvoir comparer les différents cas de figure, nous tragons
I’évolution des contraintes internes pour une amplitude maximale de torsion inférieure a la charge
d’adaptation numérique (par exemple 7 = 190M Pa), pour la charge d’adaptation numérique
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(dans le cas présent 7 = 195M Pa), et pour une amplitude maximale de torsion supérieure a la

charge d’adaptation numérique (par exemple 7 = 200M Pa).

Commencons par examiner 1’évolution de la composante X = X;; des contraintes internes
en fonction du temps. On peut constater sur les figures I1.20 et I11.21 que dans les trois cas, cette
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Figure I1.20 - Evolution de la contrainte Figure I1.21 - Zoom sur ’évolution de la
interne X en fonction du temps pour contrainte interne X en fonction du temps pour
o = 225M Pa o = 225M Pa

composante évolue dans un premier temps de maniere croissante, par paliers, et semble ensuite
tendre vers une valeur asymptotique. L’évolution par paliers est due a 'alternance de phases
d’élasticité, pendant lesquelles les contraintes internes ne sont pas modifiées, et de plasticité,
pendant lesquelles elles le sont. On peut remarquer ensuite que la valeur asymptotique vers la-
quelle tend la composante X des contraintes internes dans le cas ou 'amplitude maximale de la
torsion est la charge d’adaptation numérique est la méme que lorsque celle-ci est dépassée, i.e.
dans le cas ou il y a non-adaptation. Cela parailt signifier que la valeur asymptotique atteinte
par cette composante X de la contrainte interne lorsque 'on se place a la charge d’adaptation
ne sera jamais dépassée, méme si I’on dépasse cette charge. Quant a I’évolution de la contrainte
interne X pour une amplitude de torsion maximale en dessous de la charge d’adaptation, elle
semble tendre vers une valeur asymptotique inférieure a la valeur asymptotique commune a la

charge d’adaptation et a une charge supérieure.

Si maintenant on s’intéresse a la composante Z = X33 des contraintes internes, on peut remar-
quer sur les figures 11.22 et 11.23 que 'analogie avec les phénomenes notés pour la composante
X est complete. En particulier, la convergence vers la méme valeur asymptotique pour la charge
d’adaptation numérique et une charge supérieure est aussi constatée pour cette composante.

En ce qui concerne la composante ¥ = V3X 12 du tenseur des contraintes internes, les consta-
tations sont completement différentes (figures 11.24 et 11.25). Pour le cas ou amplitude de la
torsion est inférieure a la charge d’adaptation numérique, on peut noter que la contrainte in-
terne Y tend vers zéro apres quelques cycles. Pour ce qui est du cas ou 'amplitude maximale
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de torsion est égale a la charge d’adaptation numérique, I’évolution de Y oscille autour de zéro,
i.e. semble tendre vers zéro mais n’adopte pas le méme comportement que dans le cas précé-
dent. Il est possible que la charge limite d’adaptation numérique soit légerement surévaluée ce
qui provoquerait cette oscillation retrouvée dans le cas ou l'on obtient un comportement de
non-adaptation. En effet, dans ce dernier cas, la contrainte Y oscille entre deux valeurs, I'une
positive, 'autre négative, a priori de maniere symétrique autour de zéro apres quelques cycles.
Dans les trois cas de chargement, on observe donc une stabilisation, mais contrairement aux
deux autres composantes des contraintes internes, elle n’est pas de la méme nature pour une
amplitude supérieure a la charge d’adaptation limite : la composante Y, qui est la composante
des contraintes internes associée au cisaillement, et donc au chargement qui est alterné, ne tend

pas vers une valeur asymptotique, mais oscille autour de zéro.
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interne Y en fonction du temps pour contrainte interne Y en fonction du temps pour
o = 225M Pa o = 225M Pa
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En conclusion de cette partie, on peut ajouter que, méme si le théoreme de Melan (1936) n’a
pas été démontré pour la classe des matériaux standards implicites, les remarques faites sur
I’évolution des contraintes internes en fonction du temps laisse penser que, pour cet exemple,
I'existence d’un champ de contraintes résiduelles (ici assimilé au champ de contraintes internes®)
indépendant du temps conditionne ’adaptation élastoplastique de la structure. Evidemment,
cela ne fournit en aucun cas une preuve du théoréeme, mais permet d’envisager la recherche
d’une solution théorique sans trop d’appréhension.

I1.2.5 Influence de l’'initialisation des contraintes internes

Dans les calculs effectués pour déterminer la charge d’adaptation dans cette section, les
contraintes internes ont été initialisées a des valeurs nulles en début de simulations. On peut
néanmoins s’interroger sur les effets de cette initialisation sur les valeurs numériques des charges
d’adaptation obtenues. Pour cela, nous procédons a de nouvelles simulations en prenant cette
fois au moins une valeur non nulle pour les contraintes internes initiales. Nous ne présenterons
que certains résultats, significatifs des différents types de comportement observés. Fixons l'in-
tensité de la traction a o = 225M Pa. Lorsque l'on initialise les trois composantes X, Y et Z a
zéro, le début de I’écoulement plastique est détecté pour une torsion de 110M Pa, la fin de de
I’adaptation en deux cycles pour une torsion de 155M Pa et la charge d’adaptation numérique
a 195M Pa. Comparons ces résultats a ceux obtenus avec une initialisation & des valeurs non
nulles pour X, Y et Z.

Dans un premier temps, nous initialisons les contraintes internes comme suit : Xg = 4M Pa,
Yo =0M Pa, Zy = OM Pa. En suivant la méme procédure que dans le paragraphe 11.2.1, on ob-
tient la figure 11.26 représentant la courbure de 'évolution de v{ .. en fonction de Tyay dans le
cas de cette initialisation comparée avec celle obtenue dans le cas de l'initialisation a zéro.
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Figure I1.26 - Courbure de I'évolution de ~f . en fonction de Ty, pour ¢ = 225M Pa et
Xo=4MPa, Yy = OM Pa, Zy = 0M Pa

8Comme on considére une distribution de contraintes et des champs de déformations uniformes, le champ de
contraintes résiduelles p ne doit pas étre considéré. En fait, les contraintes internes jouent le role des contraintes
résiduelles, mais a une échelle microscopique inférieure a celle du volume de référence élémentaire.
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La seule différence est le décalage du premier pic, indicateur du début de ’écoulement plastique.
Il est maintenant localisé pour une torsion de 121 M Pa au lieu de 110M Pa. La conséquence
de cette initialisation est donc un retardement du début de I’écoulement plastique, ce qui est
confirmé par le calcul théorique qui localise ce début d’écoulement a 7 ~ 121 M Pa. L’initialisa-
tion n’a donc a priori aucune influence sur la charge d’adaptation numérique.

Pour confirmer cette premiére observation, simulons le cas ou les contraintes internes sont initia-
lisées par exemple a Xg = —10M Pa, Yy = 2M Pa, Zy = 1M Pa. La figure 11.27 correspondant
a cette initialisation indique que, comme pour la précédente, seule la position du pic indicateur
du début de ’écoulement plastique est modifiée. Le début de I’écoulement plastique est avancé a
7 = 74M Pa. A nouveau, ce résultat est confirmé par le calcul théorique puisque celui-ci fournit
la valeur de 73.9M Pa pour le début de I’écoulement plastique.
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Figure I1.27 - Courbure de I'évolution de ~f . en fonction de Ty, pour o = 225M Pa et
Xo=—-10MPa, Yy = 2M Pa, Zy = 1M Pa

Enfin, nous effectuons une troisieme simulation pour laquelle nous initialisons les contraintes
internes par Xg = 50M Pa, Yy = O0M Pa, Zy= —12M Pa qui sont proches des valeurs asymp-
totiques des contraintes internes obtenues pour la charge d’adaptation de cet exemple. On a
alors la figure 11.28. Dans ce dernier cas, les deux premiers pics ont disparu, ce qui ressemble
alors fortement a la figure obtenue dans le cas ou la transition entre élasticité et plasticité
et donc adaptation élastoplastique se produit tres rapidement (voir par exemple figure I1.13).
Théoriquement, I'intensité de torsion pour laquelle I’écoulement plastique débute est d’environ
192.81M Pa, ce qui confirme le fait que la transition entre les différents régimes soit rapide et
qu’il ne subsiste que le pic détectant la charge d’adaptation élastoplastique. Mais, comme dans
les deux cas précédents, la charge d’adaptation élastoplastique numérique n’est pas modifiée.

Il semble donc que l'initialisation des contraintes internes ne joue pas de role prépondérant
sur la charge d’adaptation élastoplastique numérique, mais seulement sur la charge de début
d’écoulement plastique et sur la charge de fin d’adaptation élastoplastique en seulement deux
cycles. Ce résultat est donc en accord avec les principes de base de 'adaptation élastoplastique,
puisque ceux-ci supposent que la limite d’adaptation ne dépend pas de 1’état initial.
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Figure I1.28 - Courbure de I’évolution de %fnax en fonction de Tyax pour o = 225M Pa et
Xo =50MPa, Yo =0MPa, Zy = —12M Pa

II.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons mis en ceuvre la méthode pas a pas classique pour une éprou-
vette sous traction constante et torsion alternée en état plan de déformation. Un critere de
détection numérique de la charge d’adaptation élastoplastique a été proposé, implémenté et
testé. Les résultats fournis sont cohérents au moins pour la détection du début de I’écoulement
plastique et le semblent pour la charge d’adaptation. Pour le confirmer, nous nous proposons de
calculer une solution théorique pour ce probleme au chapitre suivant. De plus, avec ces simula-
tions, nous avons vu apparaitre une zone garantissant une meilleure sauvegarde de la structure
que le domaine d’adaptation classique dans laquelle 'adaptation élastoplastique numérique a
lieu en deux cycles. Une formulation théorique correspondant a cette zone pourrait étre particu-
lierement intéressante du point de vue pratique. La comparaison avec le modele & deux surfaces
de Weichert et Gross-Weege (1988) a montré que la différence entre celui-ci et le modele prenant
en compte I'écrouissage cinématique non linéaire est relativement importante. En outre, nous
avons pu remarquer que la charge d’adaptation élastoplastique numérique n’est pas modifiée par
I'initialisation des contraintes internes. Ce résultat est des plus rassurant sur les fondements de
I’adaptation élastoplastique qui stipulent que le facteur d’adaptation élastoplastique ne dépend
pas de I'état initial. Enfin, malgré ’absence de démonstration du théoreme de Melan (1936) dans
le cadre des matériaux standards implicites, il semblerait au regard de ’évolution des contraintes

internes qu’il soit effectivement vérifié, au moins sur I'exemple traité.
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CHAPITRE 111

Approche du bipotentiel pour un
état de traction constante et torsion
alternée homogene

Dans le cadre des matériaux standards implicites, les travaux de de Saxcé et al. (2000) ont
montré qu’une solution analytique pour le facteur d’adaptation pouvait étre obtenue pour un
tube mince sous traction constante et torsion alternée en état plan de contrainte. Une formule
similaire a été obtenue par Bodovillé et de Saxcé (2001) avec la regle d’écrouissage cinématique
non linéaire combinée a de ’écrouissage isotrope. Ces travaux semblent prometteurs, mais la
cohérence de ces résultats n’est pas démontrée. En effet, les théoréemes de bornes ont été étendus
a la classe des matériaux standards implicites sous la condition qu’un champ de contraintes rési-
duelles existe, résultat qui n’a pas encore été prouvé jusqu’a maintenant. Dans ce chapitre, nous
montrerons la validité de la solution au moins pour un exemple en la comparant aux résultats
obtenus par la méthode pas a pas classique. Pour cela, dans un premier temps, nous détermine-
rons la solution analytique par I’approche du bipotentiel pour le probleme de 1’état de traction
constante et torsion alternée homogene en déformation plane. Nous pourrons ensuite comparer
celle-ci aux résultats issus de la méthode pas a pas développée au chapitre précédent. Dans un
second temps, comme les principaux problemes d’adaptation élastoplastique ne peuvent faire
I'objet d’une résolution analytique, nous nous intéresserons a l'utilisation de la programmation
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mathématique dans le cadre des matériaux standards implicites. Le probleme de I’état de trac-
tion constante et torsion alternée homogene sera formulé et implémenté en utilisant les outils de
I'optimisation et les résultats issus de cette méthode seront comparés a la solution analytique.

I1I.1 Solution analytique par la méthode du bipotentiel

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de déterminer une solution analytique pour ’exem-
ple de I’état de traction constante et torsion alternée homogene étudié au chapitre précédent
par la méthode pas & pas classique. A 'aide du concept de matériaux standards implicites, nous
montrerons ensuite que la solution obtenue est la solution exacte. Enfin, pour se convaincre
completement de la cohérence de cette solution, nous la comparerons avec les résultats obtenus
par la méthode pas a pas au chapitre précédent.

II1.1.1 Un bipotentiel pour la regle d’écrouissage cinématique non linéaire

Comme cela a été rappelé et démontré au chapitre I, paragraphe 1.5.3, la regle d’écoulement
associée a la regle d’écrouissage cinématique non linéaire admet un bipotentiel. Dans un pre-
mier temps, rappelons les notations utilisées. Les variables vitesses de déformations sont notées
(P, —a, —p), ou &P désigne le tenseur des vitesses de déformations plastiques, & et p sont respec-
tivement les vitesses des variables d’écrouissage cinématique et isotrope. Les variables associées
sont notées (o, X, R), ol o est le tenseur des contraintes, R et X sont respectivement identifiés
au seuil d’écoulement courant et aux contraintes internes.

Soit K le domaine élastique défini par :
K ={(o,X,R) tel que o¢4(c—X)—R <0}

ou

3
Geglo = X) = o = X ||= @a ~X)' (o - X)”
Alors K*, le cone polaire de K, est défini par :

K* = {(¢7,—p) tels que £4(&") — j < 0}

2
ceq(€7) =[ € "=/ 5" €7

La loi d’écoulement plastique se met sous la forme :

avec

(€7, —p) € OV (o — X, R)
3 X (IIL1)

En introduisant les variables & = (¢, —a&, —p), w = (0, X, R), il a été montré que la fonction
suivante :

. . ) . 3 )
b(k,m) =Vk(o— X,R) + Vi~ (P, —p) + ¥yp) <a o
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III.1. Solution analytique par la méthode du bipotentiel

est un bipotentiel et qu’elle permet de retrouver la loi d’écoulement plastique (III.1). Autrement
dit, le bipotentiel b peut se mettre sous la forme suivante :

oeqloc —X) <R

3X:X . _ ,
5 psi | eeq(é?) —p<0

b(l'i,ﬂ'): 2 Xoo

a—e’+3Ep=0

400 sinon

Dans ce chapitre, nous ne considérerons pas l’écrouissage isotrope, le seuil d’écoulement R sera
donc supposé constant et égal a la valeur oy . Pour ce cas particulier, les vitesses généralisées &
se réduisent a (€P, —&x) et les contraintes généralisées 7 & (o, X ). Le domaine élastique K est
alors défini par :

K ={(0,X) tel que oc4(c — X)—0y <0}

Comme le seuil d’écoulement plastique oy est strictement positif, la regle d’écrouissage isotrope
s’écrit :

€eq(€P) =

La loi d’écoulement plastique se met donc sous la forme :

5x (I1.2)

qui differe de (III.1). La formulation d’un bipotentiel pour la loi d’écoulement (III.2) conduit
alors a l'introduction de la fonction :

b ) = Uge(o — X) + g (a _er g3 £geq(ép)> + <UY 4 §M> ceg(€?)  (IIL3)

2 X, 2 X

Proposition.
La fonction b définie par (II1.3) est un bipotentiel.

Preuve :
La démonstration est similaire a celle effectuée au chapitre I, paragraphe 1.5.3 dans le cas ou le
seuil d’écoulement n’est pas nécessairement constant. Elle consiste & montrer que :

V(k,m) €V X F, b(k, ™) > k.1

Si au moins une des deux conditions suivantes :

() (6 - X)e K

(i) =P — 2

2Keeq(ép)
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n’est pas vérifiée, le bipotentiel prend la valeur +o00 et I'inégalité est alors trivialement satisfaite.

Dans le cas ou les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, on a :
c:éfr—-X:a=(0c—-X):e’ - X:(a—¢&P)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :
0:P — X :a<ogy(o— X)eeq(eP) — X : (o — €P)
Comme la condition (i) est vérifiée, elle fournit :
Oeqlc — X) <oy

On obtient donc :
0: 6P — X :a<oyee(€f) — X : (- &P)

Enfin, en réinjectant I’égalité (ii) dans cette inégalité, on aboutit a :

3X: X
c:éf - X:a< <0y+§T>eeq(ép)
o0

ce qui montre bien que la fonction b est un bipotentiel.

Montrons maintenant que ce bipotentiel (II1.3) permet de formuler la régle d’écoulement (I11.2).

Proposition.
Les couples extrémaux pour le bipotentiel (II1.3) vérifient (II1.2) et réciproquement.

Preuve :
Le méme schéma de démonstration que dans le chapitre I, paragraphe 1.5.3, est adopté. Suppo-
sons que (K, ) est un couple extrémal pour le bipotentiel. Alors d’apres la définition des couples
extrémaux :

b(k,7) = k.7

Le bipotentiel doit donc prendre des valeurs finies, ce qui implique nécessairement que :

(c—X)eK
3 X

& =€V — ———¢c.q(€7)
2 Xoo

Il nous reste maintenant a montrer que :
el e OVk(o— X)
Comme (K, ) est un couple extrémal pour le bipotentiel, on a :
K € Obp(R, ™)
ou encore :

vr', bk, ') — b(k, ) > k(' — )
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III.1. Solution analytique par la méthode du bipotentiel

L’application de cette propriété ici fournit :

3 X'

v’ tel que (o', X') € K et oo =P — XL Eeq(€P)

3X'. X' 3X:X
2 X 2 X

)Eeq(ép) >(0'—0): e — (X' - X): &

que 'on peut aussi écrire :

3 X’
V' tel que (o', X') € K et a—sp—§X

Eeq(€P)

3X': X' 3X:X ) . . .
(5 X 2 X >€GQ(€p)Z[(U,_XI)_(U—X)]ZEp—(X/—X);(a_Ep)
o0
Comme \ x
o= ép 2X 5eq(€p)
. ) 3 X'
a:sp 2X geq(sp)
on obtient :

3X': X' 3X:X
—(X'-X):(a—¢&P)= (2 S P
(- X): (@ &) = (335 - 35 ) eale

Finalement, on a :
Vr' tel que (o, X') € K, 0> [0 = X')— (o — X)] : &P
ce qui est équivalent, d’apres les définitions B.6 et B.7 de 'annexe B, & :

&P € 0T (o — X)

Réciproquement, montrons que si :

el € 0¥k (o — X)
.., 3 X .
& =¢eP— 2 XL ——¢ccq(€P)

3 X

alors le couple (k,7) est extrémal pour le bipotentiel. Comme & = &P — §X—€eq( P)et (o, X)
appartient a K, il vient :

. 3X: X .

b(k, ) = < 5 XL >€eq(sp)

3 X

D’autre part, comme & = &P — §X—€eq(ép), on a:
3X: X
Uiép—XZd:(U—X)Zép—XI(d—ép):(U—X)iép+§ ~ eq(€P)
o0

Enfin, la transformée de Legendre-Fenchel de ¥ (déja calculée dans le paragraphe 1.3.1 du
chapitre I) étant donnée par :

P(€") = oy eeq(€P)
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I'inégalité de Fenchel (propriété (B.9) de I'annexe B), fournit :
Ui(o—X)+ pEP) = (0 — X) : &P = oy g¢4(€P)
Finalement, on obtient :

3X: X
a:ép—X:d:Uyaeq(ép)+§ X

Eeq(€P)

ce qui acheve la démonstration.

Pour montrer que la solution analytique obtenue est la solution exacte, on s’appuie sur la formu-
lation variationnelle du probleme d’adaptation élastoplastique, définie au paragraphe 1.6.2 du
chapitre I. Dans le cadre de travail de ce chapitre, la bifonctionnelle prend la forme suivante :

3 X
B5(e7, —, 7, X, \) = /Q [ {\Ifmoeo Fotp- X)W, (a —er §X—eeq<ép>>

X: X
- <ay+; < >5eq(ép)—)\aeo:ép—ac:ép}dt o

(I11.4)

oll o€ est le tenseur de contraintes élastiques associé aux efforts constants”. Rappelons enfin que
pour le facteur de charge d’adaptation A* (paragraphe 1.6.2.a du chapitre I), on a :

ﬂS(ép, _daﬁa X7 )\(1) =0

Cette derniere propriété permettra, lorsque 'on aura déterminé une solution théorique pour
A%, de montrer que cette solution est bien la solution exacte. En effet, notre démarche sera de
construire la bifonctionnelle g et de montrer qu’elle s’annule pour cette solution.

I11.1.2 Notations et hypotheses

On s’intéresse de nouveau a 'exemple d’un état de traction constante et torsion alternée
homogene en déformation plane, étudié par la méthode pas-a-pas au chapitre précédent. Les
mémes notations et hypotheses que celles qui ont été introduites au chapitre II, paragraphes
II.1.1 et I1.1.2, sont utilisées ici. En effet, puisque les résultats obtenus par la méthode pas a
pas seront comparés ultérieurement a la solution théorique, il est bien sir commode d’adopter
le méme cadre de travail.

En considérant le critere de Von-Mises, la fonction d’écoulement prend alors la forme :
flo.n, XY, Z)=(c—-X)>?+(wo -2+ (r =Y 42X+ 22— (c+ Z)(vo + X) — 0%

ol l'on a posé :

011 = 0O, X11 = X,
T Y

o12 = —=, X139 = —=
12 \/g 12 \/g

033 = Vo, X33 =7

(I11.5)

9Lorsque une partie des efforts appliqués sont constants, le tenseur de contraintes élastiques o est décomposé
en A\o®® + o¢.
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III.1. Solution analytique par la méthode du bipotentiel

En supposant I'incompressibilité des déformations plastiques, ’expression du tenseur des vitesses
de déformations plastiques est :

-p -p
S €12 0

sp _ | 2p -p -p
eV = |e]y —(e1; +€33) O
-p
0 0 €33

et le tenseur des vitesses des variables internes cinématiques a la méme forme :

a11 12 0
&= |dia —(&n+as3) O
0 0 (33

Dans le méme esprit que pour les contraintes, on pose :

611 — 6,
» V3,
€3 =1

Comme le seuil d’écoulement plastique oy est strictement positif, la regle d’écrouissage isotrope

s’écrit :
Eeq(€P) =P

ce qui, pour la déformation plastique cumulée devient :

2 4
p:%ﬁm:¢f”?=¢§¥+ﬁ+wﬂw2

Rappelons que pour cet exemple, la régle d’écrouissage cinématique non linéaire (1.31) s’écrit :

o =ér 3 X
- 2x.. 7
et conduit ici & :
PR 33X .
11 = €11 2XOOP
) : 3 X2 .
Q19 = e
12 12 2Xoop
Gnn G D X33
33 = £33 2Xoop
En posant
Q11 =«
VB,
Q12 = 75
a3z =¢§
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Chapitre III. Approche du bipotentiel

et en utilisant les notations introduites dans (II1.5) et (IIL.6), on obtient :

.. 3 X .
a=¢€ 2Xoop
5 .Y
Q—V—KP
. 3 Z .
S-S e

La valeur unitaire est prise comme référence des contraintes de cisaillement ce qui permet d’iden-
tifier le facteur de charge, noté A, au maximum de la contrainte de cisaillement. Par conséquent,
en considérant un chargement cyclique, ’état de contrainte alternera entre deux extrema de la
contrainte de cisaillement tels que, pour le maximum du cycle :

oc=0,17=XA("=1)

(IIL.7)
E=Ey, V=", =1, @=dq, b=04, § =&
et pour le minimum du cycle :
oc=0,17=-\(r"=-1)
(I11.8)

E=¢_, ’.y:"y,, 7.7:7']*’ O.[:d,, B:ﬁ*’ 5257
Comme on considere une distribution de contraintes et des champs de déformations uniformes,
le champ de contraintes résiduelles p n’a pas a étre considéré. En effet, ce sont les contraintes
internes X qui jouent le role de contraintes résiduelles, mais & une échelle plus petite que celle

du volume élémentaire. Dans la suite, elles seront considérées comme indépendantes du temps,
mais nous les noterons simplement X.

Enfin, par souci de simplicité, un volume unitaire ) est maintenant considéré, et ce de ma-
niere a éliminer les intégrales de volumes.

II1.1.3 Calcul du facteur d’adaptation

Maintenant que le cadre de travail a été défini, commencgons le calcul proprement dit du
facteur d’adaptation A. Remarquons d’abord que la ruine aura lieu par rochet seulement dans la
direction du chargement en traction puisque dans cette direction de chargement, la contrainte
moyenne est non nulle (voir Chaboche (1994)). Cette remarque est confirmée par les simulations
effectuées au chapitre précédent. En effet, si I’on se reporte au paragraphe I1.1.4 du chapitre II,
les courbes contraintes-déformations obtenues correspondent exactement a ce comportement :
pour 'amplitude de torsion la plus importante, les évolutions des déformations axiale et trans-
versale sont plutot caractéristiques d’un comportement de type rochet (contrainte moyenne non
nulle), tandis que I’évolution de la déformation de cisaillement est plutot caractéristique d’un
comportement de type accommodation (contrainte moyenne nulle). Théoriquement, cela im-
plique que I'incrément de vitesses de déformations sur un cycle de chargement dans la direction

§ 3t =0
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III.1. Solution analytique par la méthode du bipotentiel

On peut noter que les contributions qui ne disparaissent pas dans les intégrales de temps sont
seulement reliées aux extréma du cycle. A chaque extrémum, on considere les vitesses constantes
pendant un intervalle de temps unitaire, ce qui mene & :

4 +5- =0

D’autre part, la condition de normalisation (I.21) combinée avec (II1.7) et (IIL.8) entraine :

}[Tf'ydt = A}[T%dt =AY —F-) =\ (I11.9)
Par conséquent, on obtient :
. . 1
T+ =—7-= B
(II1.10)

p= \/g(é2+ﬁ2+éﬁ)+%
Comme cela a été montré par Martin (1975), la ruine réelle par rochet a lieu seulement pour
un facteur de charge plus grand que le facteur de charge d’adaptation élastoplastique. Aprés
une phase de transition, le champ des contraintes internes tend vers une solution asymptotique
périodique. En particulier, si ’adaptation élastoplastique a lieu, comme les déformations plas-
tiques et les autres variables internes se stabilisent, le champ de contraintes internes tend vers un
champ asymptotique indépendant du temps. On peut remarquer que c’est ce qui a été observé
au paragraphe 11.2.4 du chapitre II dans lequel I’évolution des contraintes internes en fonction
du temps était étudiée. Dans ce paragraphe I1.2.4, on a pu constater que lorsque ’adaptation a
lieu, les champs de contraintes internes tendaient effectivement vers des champs asymptotiques,
constants au cours du temps.

Si 'on se place dans ce cadre et que 1’on suppose que les maxima du cycle sont localisés sur la
surface de charge, on a :

(60— X2 4+wo—22+AN=-Y)?+2X+2)? - (c+2)(vo+X) -0} =0
(60— X2+ (wo—22+ (- A=Y +2X+2)? - (c+2)(vo+X) -0t =0

La différence entre ces deux équations donne :
A=Y —(=A=Y)? = —4\Y =0 (IT1.11)

Comme A n’est pas nul, Y est nul (ce qui est en accord avec les simulations effectuées au
paragraphe I1.2.4 du chapitre II). Le critéere d’écoulement devient alors :

(00— X2+ Wwo—2P2+2X+2)?2—(0+2)vo+X)+ N2 =0}

de solution positive :

A= Uy\/l - ig (0 =X+ (o -2 +2(X + 2)* — (0 + Z)(vo + X)) (I11.12)
Oy
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On se propose maintenant de déterminer les valeurs de X et Z a la ruine en tenant compte de
la loi d’écoulement et de la regle d’écrouissage. Pour ce faire, on calcule P et p, de maniere a
obtenir une expression explicite de X et Z a ’aide de la regle d’écrouissage. La regle d’écoulement

plastique fournit :

.0 .
e=(===(((2—-v)o—3X)
oo
. O0f :
(2L =9 I1.1
7 or 6T ( 3)
. Of .
= C500) ¢((2v =1)o = 32)
En particulier, pour les extrema du cycle :
=204
A= —2(_\
En tenant compte de (II1.10), on obtient I'expression du multiplicateur plastique :
: 1
Cx = o
D’ou, avec la régle d’écoulement plastique (I11.13) et I’expression (I11.10) de p :
1
€ = ﬁ[& —v)o — 3X]
1
i = —[(2v — 1)o — 3] (LIL.14)
4\
v
b+ = N
La regle d’écrouissage cinématique non linéaire permet alors d’écrire, avec 0o = Xoo + 0y :
1
G = 12— v)o - 3)(;;’0]
JOO (IT1.15)
= —[(2v—1)o — 322
éx = pyliev = 1o — 325

Une conséquence directe du développement précédent est :
d+ — d,
Ey =E

D’autre part, comme le champ de contraintes internes tend vers un champ asymptotique, 1’in-

(I11.16)

crément de contraintes internes sur un cycle s’annule :
. 2 . 2 .. .
) 2 ) 2 . )
soit :

(.Jé++d7:0
§+6 =0
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En combinant avec (II1.16), il vient :

Gy =a— =0
§r=6 =0
Par conséquent, des expressions (II1.15) de &4 et éi, on tire les valeurs des contraintes internes :
¥ — (2 —v)oXeo
G 31010;0 Y (I11.17)
3050

En réinjectant ces expressions dans (II1.12), on obtient ’expression suivante pour le facteur de
charge d’adaptation élastoplastique :

2
A= O'Y\/l — ;—2(1 — 1V +1?) (000 — Xoo)?

0y035

soit de maniere équivalente, puisque 0o, = oy + X :

2
)\:ay\/l—a—Q(l—V+V2) (II1.18)
g

[e.e]

Remarque :

Le cas particulier v = 0 redonne la solution pour un état de contrainte plane, résultat connu,
que l'on trouvera énoncé par Lemaitre et Chaboche (1990) et qui a été prouvé dans de Saxcé et
al. (2000).

I11.1.4 Démonstration de ’exactitude de la solution analytique

Maintenant qu’une solution analytique a été déterminée, montrons a ’aide de la formulation
variationnelle (III.4) du probleme d’adaptation élastoplastique pour les matériaux standards
implicites, que c¢’est la solution exacte. Comme précédemment annoncé, 1'idée clé est de considérer

la bifonctionnelle correspondante :

3 X
Bs(&P, —ce, X, \) = /Qf{ {\I/K()\aeo +0°— X)+ Uy (a — &P+ §X—€eq(ép)>

3X:X
+<ay+§ < )&teq(ép)—)\o-eo:ép—aczép}dt dQ

et de prouver qu’elle vaut zéro'?. La solution analytique déterminée dans le paragraphe précé-
dent vérifiant les conditions d’appartenance au domaine élastique K et la regle d’écrouissage
cinématique non linéaire, les fonctions indicatrices présentes dans la bifonctionnelle sont nulles :

(Ao +0°—X)=0

ORappelons que les champs de contraintes et de déformations étant uniformes dans 'exemple étudié, le champ
de contraintes résiduelles p n’a pas a étre considéré.
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et :
3 X
Y — &P _— =P =
Yoy < el + 5 eeq(s )> 0

BS_/%KUYJF%X X>€eq(ép)_”’e°:ép—aczép}dtdg

Comme on considere un volume unitaire, il vient :

X: X
5S:y{{<UY ;)X >€eq(ép)—)\aeo:ép—aczép}dt

En utilisant les notations du paragraphe précédent, on obtient :

On a alors :

Ao gP = A0
o¢: eV =0é+von

3
§X:X:3X2+Y2+3ZQ+3XZ

L’expression de la bifonctionnelle devient :

3X24+Y?24+32°+3XZ7
55:]4{{ + ; + —i—ay]p—aé—vaﬁ}dt—)\j{Tof’ydt
[oe)

soit, en tenant compte de la condition de normalisation (II1.9) :

5 7{{[3X2+Y2+3Z2+3XZ
S:

X +0y}p—0é—uaﬁ}dt—)\

D’apres (II1.11), Y est nul. D’ou :

X? Z? X7
ﬁszj{{[?) +?jX +3 +0y}p—0é—uaﬁ}dt—)\

Comme la contrainte de traction o est constante et comme les contraintes internes X et Z sont
indépendantes du temps, on a :

X2 4+3224+3X7
ﬁs=[3 +?jX 3 +Jy]7{pdt—o’j{édt—1/o}{ﬁdt—)\

En tenant compte du fait que les seules contributions qui ne disparaissent pas dans les intégrales
en temps sont reliées aux extrema du cycle, on a :

5 <3X2+ZZ+XZ
S:

X +UY> P+ +p-) —o(e4 +€-) —vo(is +0-) — A
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Enfin, en injectant les expressions explicites (I11.14) de py, €4, 74, trouvées précédemment, la
bifonctionnelle se réduit a :

1
ﬁszx{a%—)\Q—(l—y+y2)J2+

3oy

3
(X?+ 224+ X2Z)+ (X +vZ)o
Xoo 2

Il reste maintenant a remplacer les contraintes internes par leurs expressions (II1.17). Apres
simplifications, il vient :

1 o2

ﬂS:—{U%—)\Q—(l—V+V2)—2

A o

De plus, comme oo, = oy + X, on obtient :

[Ugo —oyXeo — UooXoo] }

02 — oy Xoo — oo Xoo = (oy + XOO)2 — 0y Xoo — (0y + Xoo)Xoo = 012/

oo

Finalement, I’expression de la bifonctionnelle devient :

L] 9 2 2,02 0%
En remplagant le facteur d’adaptation A par son expression (II1.18), on a finalement :

Bs =0
Les considérations théoriques développées au chapitre I, paragraphe 1.6.2.a, et rappelées au

début de ce chapitre montrent donc que la solution analytique précédente (Ao, X), (é7, —c))
est bien la solution exacte.

II1.1.5 Comparaison avec les résultats de la méthode pas a pas

Maintenant que la solution théorique a été calculée par I'approche du bipotentiel, nous pou-
vons vérifier sa cohérence en la comparant avec les résultats obtenus par la méthode pas a pas
présentée au chapitre précédent. Pour cela, comme dans Bouby et al. (2006), nous allons confron-
ter les valeurs des facteurs d’adaptation et des contraintes internes issues des deux méthodes.

II1.1.5.a Comparaison des valeurs des facteurs d’adaptation élastoplastique

Comme dans le chapitre précédent, nous sélectionnons comme matériau l’acier 316L. Rap-
pelons que les parametres (constants) de ce matériau (Choteau (1999)) sont :
C =13230M Pa
~v = 85M Pa
oy = 228 M Pa
C

avec la constante X, qui est calculée a partir des constantes C et v : X = —.

Dans un premier temps, examinons les valeurs des facteurs d’adaptation dans les deux cas.
On calcule, a I’aide de la formule (II1.18), les valeurs de la charge d’adaptation théorique, notées
T, th., puis on les compare aux valeurs numériques, notées 7, num., obtenues dans le tableau II.1
du chapitre II (voir tableau III.1). Un tres bon accord est observé entre les résultats théoriques
et numériques puisque l’erreur relative maximum, notée e, est de 0.44%.
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Chapitre III. Approche du bipotentiel

Tableau III.1 - Comparaison des valeurs analytiques avec celles obtenues par la méthode pas a
pas de la charge d’adaptation 1, pour I'acier 316L en fonction de la contrainte de traction o

o (MPa) | 7o th. (MPa) | 7 num. (MPa) | e(%) || 0 (MPa) | 7o th. (MPa) | 7, num. (MPa) | e(%)
0 228.000 228 0.00 225 194.573 195 0.22

25 227.617 228 0.17 250 185.864 186 0.07

50 226.465 227 0.23 275 175.736 176 0.15

75 224.532 225 0.44 300 163.928 164 0.04
100 221.797 222 0.09 325 150.042 150 0.03
125 218.230 218 0.11 350 133.432 133 0.32
150 213.790 214 0.10 375 112.903 113 0.08
175 208.420 208 0.20 400 85.680 86 0.37
200 202.048 202 0.03 425 39.828 40 0.43

I11.1.5.b Comparaison des valeurs des contraintes internes

Les formules (II1.17) et (III.11) fournissent un autre moyen de comparaison des résultats :

les valeurs des contraintes internes a la ruine. Les valeurs numériques sont calculées pour une

contrainte de traction fixée et une contrainte de cisaillement égale a la charge d’adaptation nu-

mérique déterminée précédemment, en considérant qu’apres 1000 cycles, I’adaptation est atteinte

numériquement. On peut alors comparer les valeurs analytiques des composantes des contraintes

internes aux valeurs numériques dans le tableau II1.2.

Tableau III.2 - Comparaison des valeurs analytiques avec celles obtenues par la méthode pas a
pas des contraintes internes pour I'acier 316L en fonction de la contrainte de traction o (la
valeur analytique de la contrainte interne Yy, est 0.0MPa (II1.11))

o (MPa) | Xth (MPa) | Zth (MPa) | X (MPa) | Z (MPa) | Y (MPa)
0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
25 5.747 1.352 5.747 ~1.352 T 0.382
50 11.495 ~2.705 11.494 2704 T 0.533
75 17.242 ~4.057 17.242 ~4.057 + 0.467
100 22.990 -5.409 22.990 ~5.409 £ 0.202
125 28.737 ~6.762 28.255 ~6.648 0.001
150 34.485 8114 34.485 8114 + 0.209
175 40.232 -9.466 39.631 -9.325 0.000

200 45.980 ~10.819 45.915 -10.803 0.004

225 51.727 12171 51.727 12171 | + 0.426
250 57.475 -13.523 57.474 13523 | + 0.135
275 62.222 “14.876 63.222 14876 | + 0.263
300 68.969 ~16.228 68.969 16228 | =+ 0.072
325 TATIT ~17.580 74.692 17574 0.003

350 80.464 -18.933 80.266 -18.886 0.000

375 86.212 -20.285 86.211 20.285 | =+ 0.096
400 91.959 21.637 91.959 21.637 | =+ 0.319
425 97.707 ~22.990 97.707 22990 | £ 0.171
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Commencons par les composantes X et Z des contraintes internes. Pour ces deux composantes,
il y a un tres bon accord entre les valeurs analytiques et numériques, confirmé par une erreur
relative maximum de 2%. De plus, on peut remarquer que les cas ou 1’écart est le plus impor-
tant correspondent a ceux ou la charge d’adaptation numérique est sous-évaluée (on pourra par
exemple observer les résultats obtenus dans le cas ou la contrainte de traction o est égale a
175M Pa). Ceci est diu au fait que si l'on se place en dessous de la valeur exacte de la charge
d’adaptation, les composantes X et Z des contraintes internes n’ont pas encore atteint leurs
valeurs asymptotiques.

En ce qui concerne la composante Y des contraintes internes, les valeurs numériques de celle-ci
sont proches de la valeur analytique, zéro, lorsque la charge d’adaptation numérique est sous-
évaluée. En effet, dans le cas contraire, lorsqu’on se place au dessus de la valeur exacte de la
charge d’adaptation (par exemple pour o = 225M Pa), la composante Y n’est pas nulle mais
oscille autour de zéro, comme nous avions pu le constater sur la figure 11.24 du chapitre II.

IT1.1.5.c Courbe d’interaction

La courbe d’interaction (figure II1.1) confirme le bon accord entre les valeurs théoriques et
numériques de la charge d’adaptation. Il semble donc, bien que les fondements théoriques ne
solent pas encore complétement établis (en particulier le théoreme de Melan (Melan (1936))
pour les matériaux standards implicites), que 'approche du bipotentiel permette de déterminer
la solution exacte pour la charge d’adaptation, au moins pour cet exemple. C’est donc une

approche qui nous parait prometteuse pour I’étude des problemes d’adaptation.

[ —— domaine limite théorique
---- domaine d’adaptation théorique
400 <> charge d’adaptation par la méthode pas a pas

+ domaine élastique théorique

300

<
a9
g | ]
- %"@-*f&’-iﬁ?::@“{}—
200 """'---f}”@x(}“‘}‘"e |
g
- <>\‘ |
o
100 - b 7
0 ‘ ‘ E |
0 100 200 300 400 300
0 (MPa)

Figure III.1 - Comparaison des valeurs du facteur d’adaptation théorique par ’approche du
bipotentiel avec celles obtenues par la méthode pas a pas
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II1.2 Matériaux standards implicites et programmation mathé-
matique

Nous avons pu constater que le concept de matériaux standards implicites permettait de
construire une solution analytique pour le probleme d’un état de traction constante et torsion
alternée homogeéne en déformation plane cohérente avec les résultats obtenus par la méthode pas
a pas. Néanmoins, les problemes réels d’adaptation élastoplastique étant en général plus com-
plexes que l'exemple étudié ici, la détermination d’une solution analytique ne sera en général
pas envisageable. Il sera alors nécessaire de procéder a une résolution numérique. Etant donné
les couits prohibitifs de calculs de ’approche incrémentale, un intérét croissant s’est manifesté
pour les méthodes dites directes depuis les trois dernieéres décennies (voir par exemple Maier
et al. (2000) pour une revue de ces développements). C’est Maier (Maier (1972)) qui constata
le premier que la résolution par une approche directe d’un probleme d’adaptation pouvait étre
faite grace aux méthodes de programmation mathématique (pour les méthodes basées sur le
Lagrangien augmenté, voir par exemple Pierre et Lowe (1975), Fortin et Glowinski (1982) et
plus récemment Conn et al. (1992)). Nous allons donc nous intéresser a 'utilisation de la pro-
grammation mathématique dans le cadre des matériaux standards implicites. Pour cela, nous
allons étudier, dans ce paragraphe, une nouvelle fois le probleme d’un état de traction constante
et torsion alternée homogene, mais en utilisant la programmation mathématique. Le probleme
d’optimisation sera donc construit par l'approche du bipotentiel puis les résultats de celui-ci
seront comparés aux résultats théoriques établis dans le paragraphe précédent.

I11.2.1 Adaptation élastoplastique et programmation mathématique

Une alternative a 'approche incrémentale, développée sur un exemple au chapitre précédent,
provient de 'approche directe. Celle-ci est basée sur les théoremes de bornes de 'adaptation qui
conduisent a la résolution de problemes d’optimisation sous contraintes. Dans ce cas, il n’est alors
pas nécessaire de connaitre le trajet de chargement en totalité mais simplement son domaine
de variations, ce qui présente un grand intérét pour les temps de calculs dans la résolution des
problémes d’adaptation. En effet, comme 'ont montré Morelle et Nguyen-Dang Hung (1983),
dans le cas ou le critere d’écoulement plastique est défini par une fonction convexe, il suffit de
vérifier la condition d’adaptation aux points anguleux du domaine de chargement pour que la
condition soit vérifiée dans la totalité de celui-ci. Par exemple, pour deux charges ¢q1 et o variant
indépendamment 1'une de ’autre dans des limites prescrites :

q{m’n < o < q{nam

" < g2 < g5
cela signifie que s’il y a adaptation pour les points anguleux du domaine de chargement (points
Py, Py, P3, Py de la figure II1.2), alors il y a adaptation pour tous les points du domaine. La
procédure d’optimisation consistera donc a déterminer le plus grand domaine de chargement
pour lequel il y a adaptation pour chacun de ses points anguleux.
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(%}
A
P h P,
qmi n max
- i =
Py o P

Figure III.2 - Domaine de variations des charges

I11.2.2 Formulation du probleme de borne statique

Nous souhaitons maintenant appliquer ’approche directe & ’exemple que nous venons d’étu-
dier théoriquement. Pour cela, puisque I'on se trouve dans le cadre des matériaux standards
implicites, nous utilisons le probleme de borne statique (1.61) énoncé au chapitre I :

S_up{)\—/Qy{{b[(ﬁ-F/\UeO—l-O'C,ﬁ/),(ép,fi')]—Uc:ép}dt dQ}

T,

7 admissible

sous les contraintes .
A associé a ™

ou 7 = (p, ) désigne un champ de contraintes généralisées admissible et £ = (€P, k') est un

champ de déformations généralisées admissible!!.

Rappelons ensuite que lorsque 1’écrouissage isotrope n’est pas considéré, la regle d’écoulement
avec I’écrouissage cinématique non linéaire admet un bipotentiel donné par (II1.3) :

. ) . 3 X . 3X: X .
b(k,m) = V(o —X)+ Vg <a — &'+ 5@5@(51))) + <0Y + 5K> Eeq(EP)

ou le champ de déformations généralisées K représente (éP,—cx) et le champ de contraintes
généralisées m représente (o, X). Dans ce cas, le probleme de borne statique (I1.61) rappelé

ci-dessus prend la forme suivante :

— X
Sup{)\—/ j{{\IIK(ﬁ—i—)\er—i—o'c—X) + Yoy (o'z — &P 4+ §—6eq(ép)>
A Q 2 Xoo

3X:X . c . -
—|—<O’y+§ o >aeq(sp)—a :sp}dtdQ}

. 7 admissible
sous les contraintes o
A associé a

HTe terme o : &P provient de la décomposition de o¢ en Ao®® +0¢ oi1 o€ est le tenseur de contraintes élastiques
associé aux efforts constants.
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Une condition nécessaire pour qu’un maximum fini de cette fonction existe est donc que les
fonctions indicatrices soient toutes nulles, ce qui se traduit par une autre formulation du probleme

d’optimisation :

Sup{ /%{(aergXX X>seq(ép)—aC:s'p} dt dQ}

(7 admissible
A associé a T
sous les contraintes U(Pp+roP+0°—X)=0 VY € Q, V¢

3X
v — P4 ——c¢ =0 Ve € Q, V¢
L {0} < + 2 X eq( ))
Finalement, en utilisant la définition des champs de contraintes généralisées introduite au cha-
pitre I et la définition du domaine élastique K rappelée au paragraphe III.1.1, on obtient le

probleme d’optimisation suivant :

X:X :
Sup {)\ — / jé{(ay + §7> €eq(€P) —o“: sp} dt dQ}
pXA Q 2 X

p est un champ de contraintes résiduelles

sous les contraintes [0eq(P+ A0 +0° = X)]" 0} <0 Vz € Q Wt

3 X
& — P+ §X—seq(ép) =0V € Q,Vt

Nous nous placons maintenant dans le cadre de 'exemple étudié analytiquement et par la mé-
thode pas a pas : un état de traction constante et torsion alternée homogene en déformation
plane. A nouveau, comme les champs de contraintes et de déformations sont uniformes, le champ
de contraintes résiduelles p n’a pas a étre considéré. De plus, le volume considéré sera supposé
unitaire ce qui permet d’éliminer I'intégrale en volume. Comme le chargement imposé a 1’éprou-
vette est constitué d’une traction constante et d’une torsion alternée, le domaine de chargement
est réduit & une ligne (voir figure II1.3).

AT
Tmax fe====m=mmnmnan P
Omax
»> 0
—Tmax feceeaccaccan- P

Figure III.3 - Domaine de chargement
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Pour déterminer le facteur d’adaptation dans cet exemple, on va donc simplement chercher
I’amplitude de torsion maximum pour laquelle 'adaptation se produit, soit telle qu’il y ait adap-
tation en P; et P». Le domaine de chargement sera donc représenté par ses sommets P; et Ps.
Par conséquent, la somme continue temporelle devient une somme discrete sur les sommets du
domaine de chargement P; et Ps.

En tenant compte de ces derniers éléments, on peut alors écrire le probleme d’optimisation
pour I'éprouvette sous traction constante et torsion alternée sous la forme discrétisée :

2 —_ —_—
3X:X . .
o {A S {3 ) e o ’f}}
XA k=1 0

[0eq(Mo® + ¢ — X)|? =02 <0, VE=1,2
SOous les Contraintes 3 B

X
oy, — &) + §—seq(é§) =0, Vk=1,2
o

ou les variables indicées par k sont considérées au point P pour k = 1 et au point P, pour k = 2.

Comme cela avait déja été souligné au premier chapitre, on constate que ce probleme est for-
tement couplé. En effet, les champs statiques et cinématiques sont présents dans le probleme
d’optimisation. On ne pourra donc pas déterminer les uns sans les autres. Dans un premier temps,
appliquons cette formulation du probleme de borne statique au cas ou les variables cinématiques
sont connues.

II1.2.3 Application au cas ou les variables cinématiques sont connues

De maniere a tester la formulation du probléme de borne statique proposée dans le paragraphe
précédent, on considére un cas ol les variables cinématiques sont connues. Pour cela, on utilise
les expressions des variables cinématiques provenant de I’étude analytique pour l'initialisation.
Evidemment, cela ne correspond qu’a une vérification de la formulation puisque I'on initialise
par le champ de vitesses de déformations admissible correspondant a la solution. Néanmoins,
avant de tester une procédure de calcul plus complexe puisqu’elle nécessitera la détermination
simultanée des variables statiques et cinématiques, il nous a semblé intéressant de procéder a ce
test préliminaire. Dans ce cas, le probleme d’optimisation prend la forme suivante :

2 JE— E—
X: X
Supi A — E {<0y+§7> eeq(éz)—aczéi}
f,)\ k=1 2 XOO

[0eq( Ao + 0¢ = X)|* — 0% <0, Yk =1,2
sous les contraintes 3X

: =D Py _ _

Qp — €, + §Eseq(sk) =0, Vk=1,2
La fonction objectif étant une fonction concave des inconnues (X, A) du probleme, les contraintes
égalités étant des fonctions affines de (X, \) et les contraintes inégalités étant des fonctions
convexes de (Y, A), I'implémentation de ce probléme de maximisation ne présente aucune diffi-
culté puisqu’il rentre completement dans le cadre de 'optimisation convexe. L’utilisation d’une
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méthode basée sur le Lagrangien augmenté (Pierre et Lowe (1975)) conduit alors aux résultats
suivants pour la charge d’adaptation 7, que I’on compare aux valeurs analytiques dans le tableau
I11.3. On peut alors constater que ces valeurs sont identiques & 1073 pres. Les solutions obtenues
par programmation mathématique coincident donc avec les résultats théoriques.

Tableau 1I1.3 - Comparaison des valeurs de la charge d’adaptation T, analytiques avec celles
obtenues par la programmation mathématique pour ’acier 316L dans le cas ot les variables
cinématiques sont connues en fonction de la contrainte de traction o

o (MPa) | 7o (MPa) th. | 7o (MPa) num. || o (MPa) | 7« (MPa) th. | 7o (MPa) num.

0 228.000 228.000 225 194.573 194.573

25 227.617 227.617 250 185.864 185.864

50 226.465 226.465 275 175.736 175.736

75 224.532 224.532 300 163.928 163.928
100 221.797 221.797 325 150.042 150.042
125 218.230 218.230 350 133.432 133.432
150 213.790 213.790 375 112.903 112.903
175 208.420 208.420 400 85.680 85.680
200 202.048 202.048 425 39.828 39.829

Les expressions théoriques des contraintes internes fournissent un autre moyen de comparaison
des résultats. Les valeurs analytiques et issues de la procédure d’optimisation sont reportées
dans le tableau III.4, sauf en ce qui concerne la composante Y qui est nulle théoriquement pour
n’importe quelle amplitude de traction, ce qui est vérifié aussi dans le cas de la programmation
mathématique.

Tableau II1.4 - Comparaison des valeurs analytiques avec celles obtenues par la
programmation mathématique des contraintes internes pour 'acier 316L dans le cas ot les
variables cinématiques sont connues suivant les valeurs de la contrainte de traction o

o (MPa) Xth (MPa) Zth (MPa) X (MPa) 7 (MPa)
0 0.000 0.000 0.000 0.000
25 5.747 “1.352 5.747 ~1.352
50 11.495 ~2.705 11.495 ~2.705
75 17.242 ~4.057 17.242 ~4.057

100 22.990 ~5.409 22.990 -5.409
125 28.737 ~6.762 28.737 ~6.762
150 34.485 8114 34.485 8114
175 40.232 ~9.466 40.232 -9.466
200 45.980 -10.819 45.980 -10.819
225 51.727 12171 51.727 12171
250 57.475 -13.523 57.474 13523
275 63.222 -14.876 63.222 -14.876
300 68.969 -16.228 68.970 -16.228
325 TATIT ~17.580 TATIT ~17.580
350 80.464 -18.933 80.464 -18.933
375 86.212 -20.285 86.212 -20.285
400 91.959 21.637 91.959 21.637
425 97.707 ~22.990 97.707 ~22.990
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Comme pour les valeurs de la charge d’adaptation, les erreurs sont quasiment nulles pour toutes
les valeurs de la contrainte de traction. Ce résultat n’est en fait pas surprenant puisque la
contrainte du probleme d’optimisation correspondant & la régle d’écrouissage est linéaire en X,
donc lorsque les variables cinématiques sont initialisées aux valeurs obtenues théoriquement, les
contraintes internes sont déterminées de maniére unique. Maintenant que cette vérification a été
effectuée, intéressons-nous au cas ou les variables cinématiques sont inconnues.

I11.2.4 Application au cas ou les variables cinématiques sont inconnues

Lorsqu’on veut déterminer le facteur d’adaptation d’une structure soumise & un chargement
donné, on ne dispose généralement ni des variables cinématiques, ni des variables statiques de
ce probleme. Il est donc nécessaire de proposer une formulation qui ne nécessite ni les unes ni
les autres pour la phase d’initialisation. On a donc été amené, avec la formulation du probleme
de borne statique dans le cadre des matériaux standards implicites, a construire une procé-
dure d’optimisation dont I'objectif est de permettre la détermination simultanée des variables
cinématiques et statiques. En effet, il faut non seulement obtenir le facteur d’adaptation et les
contraintes internes qui lui sont associées, mais aussi le champ de vitesses de déformations ad-
missible correspondant.

Cela signifie que le probleme d’optimisation & résoudre est maintenant :

%S’l;’};{)\ — /ij{b[(ﬁ+ Ao 7, (P, K)] — o éP}dt dQ}

7 admissible
sous les contraintes A associé a
k admissible

soit, avec le bipotentiel (II1.3) construit pour la régle d’écrouissage cinématique non linéaire :

s i [ {55 -

7 admissible (II1.19)
K admissible
3 X .
o — el + §X—€eq(€p) =0V € Q, Vt

B((F, \), k) :A%{( y+;7X—Y> Eeq(€P) —ac:ép}dt o — A (IT1.20)

Comme (3 est convexe par rapport a (7, A) lorsque K est fixé, convexe par rapport & lorsque

sous les contraintes

Posons

(7, \) est fixé et comme les contraintes du probleme d’optimisation sont elles aussi convexes,
le probleme d’optimisation (I11.19) rentre dans la catégorie des probléemes d’optimisation bicon-
vexes. Des algorithmes spécifiques existent pour ce type de problemes, entre autres, I’Approxi-
mation Extérieure (GOA, Generalized Outer Approximations) proposée initialement par Duran
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et Grossmann (1986) et la décomposition de Benders (GBD, Generalized Benders Decomposi-
tion) introduite par Benders (1962) et généralisée par Geoffrion (1972). Des travaux effectués par
Floudas and Visweswaran (1993) ont retenu plus particulierement notre attention. Ils proposent
une approche d’optimisation globale déterministe, basée sur une méthode de décomposition du
probleme initial d’optimisation biconvexe en deux sous-probléemes : un sous-probleme primal et
un sous-probleme dual relaxé. Malheureusement, le code de calcul ¢GOP, basé sur cette méthode
et développé par ces auteurs est restreint aux probléemes biconvexes avec contraintes linéaires
(voir Visweswaran and Floudas (1997)), ce qui n’est pas le cas du probléeme que nous cherchons
a résoudre. De ce fait, comme l'implémentation ou l’extension pour notre étude d’un de ces
algorithmes constitueraient un travail a part entiere, nous allons tenter de ramener ce probleme
d’optimisation biconvexe au cadre de 'optimisation convexe classique.

II1.2.4.a Premiére formulation pour 'implémentation du probleme

Un premier algorithme pour résoudre ce type de problemes ayant des termes couplés entre
les variables duales (c’est-a-dire ici, les contraintes généralisées et les vitesses de déformations
généralisées) peut étre basé sur une méthode d’approximations successives prenant en compte les
lois de comportement (Bousshine et al. (2002)). Cela reviendrait ici & résoudre successivement
les deux problemes d’optimisation suivants, le probleme cinématique :

Sup — B((T, ), k)

& admissible (TI1.21)
sous les contraintes . . 3 X .
O —EP 4+ ———c,(eP) =0 Vo € Q, Vt
2 X
puis le probleme statique :
Sup - /6((?7 A)a K’)
™A
7 admissible (I11.22)
sous les contraintes . . 3 X .
G —EP 4+ ———c,(eP) =0 Va € Q, Vt
2 Xoso

Supposons que l'on se trouve & l'itération k, on connait donc ((77%, A¥), £¥). La résolution du

k+1

probleme cinématique fournit & tel que :

—B((F* ), K5 > —p((7*, A7), &)
puis, le probléme statique donne (7*+1, \F+1) tel que :
_ﬁ((karl’)\kJrl)’RkJrl) > —ﬁ((fk,)\k),k,kJrl)

soit :
B AR GFHY) < (7, A7), &)

ce qui permet de construire une suite minimisante bornée, donc convergente. Cette méthode a
déja été appliquée avec succes a la loi de frottement de Coulomb dans le contexte du bipotentiel
(Bousshine et al. (2002)), mais il existe une différence notable qui constitue une limitation &
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son utilisation pour la regle d’écrouissage cinématique non linéaire : en effet, la présence de
couplage dans une des contraintes du probleme d’optimisation, qui de plus est linéaire, entraine
une stationnarité de la suite construite des la deuxieme itération. Nous devons donc proposer

une alternative pour implémenter le probleme (I11.19).

I11.2.4.b Deuxiéme formulation pour I’implémentation du probleme

Le principal obstacle a 'utilisation de la formulation esquissée au paragraphe précédent
(IT1.2.4.a) est la présence de la regle d’écrouissage cinématique non linéaire dans les contraintes
des deux problemes d’optimisation. Pour construire une méthode itérative, il semble donc inévi-
table d’enlever cette contrainte dans I'un des deux problemes d’optimisation (II1.21) et (II1.22),
ce qui bien sir ne peut s’effectuer sans conséquence. Puisque le blocage numérique risque
d’étre plus important sur le probleme statique (la présence de la regle d’écrouissage parmi les
contraintes détermine les contraintes internes de maniere unique pour des vitesses généralisées
non nulles fixées), nous choisissons de le relaxer. Considérons de nouveau le probleme statique

(I11.22) :

Sup - ﬁ((?a )‘>7 K’)

A

7t admissible

sous les contraintes ) . 3 X .

a— P+ ———c(eP) =0 Vo € Q, Vt
2 Xoo

Dans le cas d’'un état de traction constante et torsion alternée homogene, ce probleme prend la

forme discrétisée :

33+ 22ty e}

X\ k=1

3 — —
"ML+ -X): (MNP 40— X)—0% <0, VE=1,2
sous les contraintes 3 X
Qg — EZ + _—geq(éZ) = 0, Vk = 1,2
2 X

Construisons le Lagrangien associé a ce probléme :

2 —_ —_

. 3X:X . e
[,(X,)\,/L,(s):)\—Z{<Uy+§X7>€eq(€i)—0' :si}
k=1 &

2 3 X
+ Z(sk : <dk — Eg + 5—86(1(52))
k=1 &

2
3 — —
—i-z,uk <a12/ — 5()\UZO+UC—X) : (A0 +0'c—X)>
k=1

ou les coefficients py et les tenseurs d; sont les multiplicateurs de Lagrange. Les conditions
d’optimalité, ou conditions de Karush-Kiihn-Tucker, qui fournissent des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’un couple (f, A) soit un optimum global du probleme d’optimisation,
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donnent pour le probleme ci-dessus :
(o

0xX

oL

o !

3 — —
i <a§— 5()\020+0'6—X) : ()\Uio—l—ac—X)) =0, up >0, Vk =1,2

On obtient donc :

g 2 ke (€7)
X eq\E,
k=1 o

l\DIw

2
0= Z 3ur( Ao + o€ —

ZO’ : (Bpuk (Ao + ¢ -X)) =1

3 — —
i (a%— 5()\020+0'6—X) : ()\Uio—l—ac—X)) =0, up >0, Vk =1,2

On peut alors reconnaitre dans la deuxieme égalité la condition de normalisation discrétisée :

2
ZUZO (&) =
k=1

ou l'on a posé :

b =3u (Ao’ +o¢ — X) (I11.23)
Concernant la premiere égalité, avec 'expression (I11.23) de é‘i, elle devient :
2 2 =
. 3 2X -9 .
YICTE) SEL NN,
2 Xeoo
k=1 k=1

On voit alors apparaitre la condition d’admissibilité cinématique portant sur les variables internes

2 2 2 o=
3 2X — g
. _ -p 2 A — Y9k P\
E_ ay = g_ €k~ 3 2 XL eq(€) =0
soit une forme relaxée (puisque c’est une somme sur les différents cas de chargements k) de la

Qo

regle d’écrouissage cinématique non linéaire. On constate donc que cette derniere apparait non
seulement explicitement parmi les contraintes du probleme d’optimisation, mais aussi parmi les
conditions d’optimalité. Cela nous suggere, pour éviter le probleme de stationnarité rencontré
dans la premiere formulation, de ne conserver que la forme relaxée de la regle d’écrouissage lors
de l'optimisation du probleme dit statique et ainsi d’introduire un probleme dit statique relaxé,

noté (P9) :

suv {35 { (v 4 25X ) e )|

sous les contraintes ;()\o-zo +0¢ — Y) : ()\o-zo + o — Y) — a%/ <0, Vk=1,2
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ou la fonction objectif du probleme est modifiée pour retrouver la loi d’écrouissage cinématique
non linéaire relaxée parmi les conditions d’optimalité!?. Il est évident que le fait de remplacer
dans la procédure d’optimisation incrémentale le probleme statique par le probleme statique
relaxé ne permet pas de dire que 'on construit une suite minimisante. A priori, & ce stade, rien
ne nous permet de garantir la convergence. Néanmoins, on pourra vérifier a posteriori que les
valeurs prises par la fonction @ définie par (II1.20) & la fin du probléeme d’optimisation ciné-
matique, notées (¢, et celles prises par la fonction § définie par (II1.20) a la fin du probleme
d’optimisation statique relaxé, notées 3° tendent vers zéro ce qui caractérisera la convergence.
En effet, la fonction 3 correspond a la bifonctionnelle définie au chapitre I, paragraphe 1.6.2,

et il a été montré que ’annulation de celle-ci définie la solution exacte du probleme d’adaptation.

Maintenant que nous avons construit le probleme statique relaxé, nous discrétisons le probleme
cinématique (I11.21) :

2 JR— JR—
3X: X
Sup A — {<0y+—7>€e(ép)—ac:ép}

ko

(ég, —ay;) est un champ de déformations généralisées admissible

sous les contraintes 3 X

Q — €V + ———e.(7) =0, Vk =1,2
2 X
Il nous faut alors caractériser un champ de déformations généralisées admissible dans le cas
de 'exemple que nous étudions. D’apres le définition introduite au chapitre I, en utilisant les
notations introduites au paragraphe III.1, la condition de normalisation prend la forme suivante :

—Fe=1
ou les indices + et - sont remplacés par 1 et 2, les indices correspondant aux points anguleux du
domaine de chargement. La condition d’admissibilité cinématique portant sur ’annulation de

I'incrément des variables internes sur un cycle se traduit alors par 'annulation des incréments
des vitesses des variables internes cinématiques sur un cycle :

&1+ g =0
it =0
§1+&=0

3 3
128i I’on ne remplace pas le facteur B par 1 dans la fonction objectif, les conditions d’optimalité donnent :

2 2 ~
e c ~N X .
> Bur(Aoi’ + o - X) -3 ~—ceal€)) =0
k=1 k=17

et non la condition d’admissibilité cinématique portant sur & discrétisée :

2 3~ X
e0 c Vv Py
E 3ur(Aoy +o *X)*Eg_lz&q(ek)*o

k=1
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Finalement, le probleme cinématique discrétisé, noté (P?) devient :

2 —_ —_
3X: X ) .
Sup {A—Z{(fwg T )eeq@i)—ac:sz}}
€k Ok k=1
p (1 —Ap=1
(Pe) Qq +dp =0
sous les contraintes ﬁ 1 ﬁ 2=0
Si+&=0
) . 3 X
\ oy — &)+ = e ——ceq(€}) =0, VE=1,2

Remarquons enfin que, pour limiter le nombre d’inconnues du probleme d’optimisation cinéma-
tique, on pourra éliminer les vitesses des variables internes en utilisant la regle d’écrouissage
discrétisée :

3 X
2 Xoo

~p

Oy, = &) — ———ecq(€h), VE=1,2

On a finalement :

9 —
3X: X . .
Sllp{)\ Z{<UY+§T> Eeq(Ez)—ac:Ez}}
€k =1
( Ay =1 B
. . 3 X . .
(P2) €1+ E2 — 53— (e (€)) + g (€)) = 0
ous les contraintes 4 . . Y .
Sous les contraintes o + Ay — X_ (geq(sll)) + 66(1(5]2))) =0
00
... 3Z : .
m+n2 — X (Eeq(€]) +eeq(€3)) =0
0o

Remarquons dées maintenant que la présence du terme :

. 2., .
caled) =36 &

dans la fonction objectif et certaines des contraintes égalités du probleme d’optimisation souleve
un probléeme d’ordre numérique. En effet, puisque I'utilisation d’un algorithme d’optimisation
convexe requiert la connaissance du gradient de la fonction objectif et des contraintes, la non-
différentiabilité en é‘i = 0 de g¢q (ég) ne permet pas I'implémentation de ce probleme en 1’état.
Il sera donc nécessaire de procéder a une régularisation.

Il reste a examiner la question de l’initialisation. Puisque c’est le modele qui se rapproche le

90



II1.2. Matériaux standards implicites et programmation mathématique

plus de celui que nous utilisons, nous prendrons le modele a deux surfaces de Weichert et Gross-
Weege (1988) pour initialiser 1'algorithme. Pour celui-ci, le probleme statique a résoudre se
présente sous la forme :
Sup { A}
X\
p est un champ de contraintes résiduelles
sous les contraintes [0eq(P + Ao® — X)] 2 02 <0 Vx € Q, Vt
[00(X)]? — X2 <0 V& € Q, Wt

Pour I'état de traction constante et torsion alternée homogene, le probleme discrétisé, noté (Pg ),

prend donc la forme suivante :

Sup{ A }
X )\

(P§) [0eq( A0 + 0 = X)]* — 02 <0, Yk = 1,2
sous les contraintes

[aeq(f)] — X2 <0,Vk=1,2

Néanmoins, comme pour la loi d’écrouissage cinématique non linéaire, les déformations de-
viennent infinies lorsqu’on s’approche de la surface limite, lors de l'initialisation, on n’utilisera
pas la véritable valeur de X, mais une valeur inférieure (comme par exemple 90% de X ). De
cette maniere, on s’assurera de ne pas se trouver sur la surface limite des la premiere itération,
ce qui provoquerait la divergence du probleme cinématique.

Enfin, le critére de convergence que l'on utilisera est basé sur I'erreur en loi de comportement
(Ladeveze (1996)). Dans le cadre des matériaux standards implicites (voir Hjiaj (1999)), les
couples (K, ), reliés par la loi de comportement, vérifient 1'égalité (1.34) :
bk, m) = k.
On peut donc définir une erreur locale en loi de comportement e;,cq par :
b(k,7) — k.7
€locale = | — . -
K.
Dans notre cas, une formulation de I'erreur en loi de comportement de maniere globale est plus
intéressante. Pour cela, on définit :

Be(k, ™) = /?é{bmﬂ — Kk.m}hdt dQ
soit :
Be(€P, &, p, 7, \) /%{b (6P, &), (P + Ao, 7)] — (p+ Ao : &P — 7 &/} dt d2

Cette fonction peut étre rapprochée de la formulation de la bifonctionnelle (1.45). En effet, si
'on considere des champs £* = (€P*, K'*) et T = (p*, ") admissibles, 'application du principe
des puissances virtuelles (I.15) donne :

/ 7{ D EP*dt dQ) = / P AP dQ =0
Q
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De plus, les conditions d’admissibilité cinématiques fournissent :
AR = Y{R'*dt =0
Dans ce cas particulier, G, se réduit donc a :
Be(eM, K", p", 7", / f{b [(eP*, &™), (B + A0, 7")] — Ao : &P*} dt dQ

qui n’est autre que la bifonctionnelle (I1.45) introduite au chapitre I.

La condition de normalisation (I.21) donnant :

/ j{ cEPdt dQY =1
on peut mettre G, sous la forme :

Be(€P, &, p, 7, \) /y{{b (P, K)), P+ A0, 7)] —p: &P — 7K'} dt d—
et ainsi définir une erreur globale en loi de comportement Egpqie par :

o (K, 7T
Eglobale = w ‘

En résumé, la procédure de résolution peut-étre représentée par le schéma III.4.

Initialisation : optimisation de (?zd)

y

Tant que Egjopale > € -

|

Optimisation de (chd)

Y

Optimisation de (%)

Figure 111.4 - Schéma de I'algorithme

Comme précédemment annoncé, concernant 'implémentation de cette procédure, il subsiste un
probleme d’ordre numérique a étudier : la régularisation du probleme cinématique, ce qui sera
I’objet du paragraphe suivant.
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II1.2.4.c Sur la régularisation du probléme cinématique

L’utilisation d’un algorithme d’optimisation convexe requiert la connaissance du gradient de
la fonction objective. Or, dans le cas du probleme cinématique, la fonction objective n’est pas
différentiable en €P = 0 du fait de la définition de :

2
ceql€?) =38 &

Ce probleme numérique majeur a fait ’'objet de beaucoup de travaux. A titre d’exemple, signa-
lons qu’une des méthodes classiquement utilisée dans ’étude des problemes cinématiques pour
des matériaux parfaitement plastiques repose sur le remplacement de la loi de comportement de
ceux-ci par une loi correspondant & un matériau visqueux (par exemple, la loi de Norton-Hoff).
Une autre méthode (adoptée dans Khoi et al. (2004)), caractérisée par sa facilité d’implémen-
tation, consiste a introduire un « petit nombre positif » comme parametre de régularisation,
noté e, dans la fonction de dissipation. Dans le cas parfaitement plastique, cela signifie que I'on

2
D(eP) = oy €¢q(€F) = oy \/gép : eP
. 2., .
D, (") = oy gsp 1éP 4 ¢

Le point crucial reste donc la détermination de la valeur de ce parametre de régularisation €. Pour

remplace la dissipation :

par

cela, placons-nous dans le cas d’un état de traction constante et torsion alternée homogene pour
un matériau parfaitement plastique. Le probleme cinématique est alors, d’apres le paragraphe

1.2.4.b du chapitre I :
Sup {—/ }{D(ép)dt dQ}
ep Q

sous la contrainte / j{ o0 EPdt dQ =1
Q

Sa forme régularisée et discrétisée, désignée par (P2 ), s’écrit donc :

cpp

2
2., .
Sgp{—Zangsi:sg%—s}
k=1

Pa| &\ i

cpp

sous la contrainte 47 — 49 =1

Examinons ’évolution de la dissipation plastique obtenue en résolvant le probleme ci-dessus en
fonction des valeurs prises par le parametre de régularisation pour une contrainte de traction
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nulle. On peut clairement constater sur la figure I11.5 une stabilisation de la dissipation plastique
solution du probleme d’optimisation lorsque le parametre de régularisation € diminue suffisam-
ment.

2.4 T T T

Dissipation plastique

0.8 1 1 1
0 5 10 15 20

—Log,,(€)

Figure II1.5 - Evolution de la dissipation plastique en fonction des valeurs du parameétre de

régularisation

De maniere a détecter une valeur optimale de ce parametre de régularisation, on peut mettre
en ceuvre, comme dans Jospin (1992), une procédure de détection automatique de celle-ci. Pour

cela, 'étape d’initialisation consiste a attribuer la valeur 1, par exemple, & €, puis résoudre le

probleme (P2,

tion est plus grande qu’une certaine tolérance, on actualise le parametre de régularisation en

). Ensuite, tant que l'erreur relative entre deux valeurs successives de la dissipa-

le divisant par 10 et on résout de nouveau le probleme (ngp

de I'exemple de la figure IIL.5, pour une tolérance de 1.107%, la valeur optimale de € détectée

). A titre d’exemple, dans le cas

est 1.10710, Cette procédure semblant particulierement simple & mettre en ceuvre, mais aussi
efficace, c’est celle-ci que nous choisissons d’utiliser dans la suite .

I11.2.4.d Résultats

Intéressons nous tout d’abord a la convergence de l'algorithme proposé dans le paragraphe
I11.2.4.b. Pour cela, on fixe une valeur pour la contrainte de traction, par exemple o = 375MPa’?.
En premier lieu, on s’intéresse a I’évolution des valeurs prises par la fonction  définie par (II1.20)
a la fin du probleme d’optimisation cinématique, notée (¢, et celles prises par la fonction 3 a la
fin du probleme d’optimisation statique relaxé, notées 5°. On peut constater sur la figure I11.6
que les valeurs prises successivement par —3¢ constituent bien une suite maximisante de —f

La procédure de détection automatique de la valeur optimale du parameétre de régularisation sera effectuée
seulement lors de la premiere optimisation du probleme cinématique(Pf), de maniere a rendre le calcul moins
coliteux.

14 0On choisit cette amplitude de contrainte de traction de maniére & avoir un nombre d’itérations important et
ainsi, mieux visualiser les phénomeénes mis en jeu.
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qui converge vers zéro, contrairement aux valeurs prises par —3°. Celles-ci oscillent autour de la
valeur zéro, mais 'amplitude diminuant avec le nombre d’itérations finalement, la convergence
vers zéro se produit. Cette convergence vers zéro de la bifonctionnelle § est caractéristique de
la détermination du facteur d’adaptation, puisque cela correspond & la définition du facteur de
charge d’adaptation introduite dans la section 1.6.2.a du chapitre I.

Evolution de —3%, —[3¢
o

.0.06 . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70

Nombre d’itérations

Figure III.6 - Evolution de 3° et 3¢ en fonction du nombre d’itérations pour o = 375MPa

Observons ensuite 1’évolution des valeurs prises par le facteur de charge en fonction du nombre
d’itérations (figure IIL.7).

120

118 h

116 b

114 h

112 b

110 R

108 - h

Facteur d’adaptation A(MPa)

106 b

104 Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70

Nombre d’itérations

Figure III.7 - Evolution du facteur d’adaptation en fonction du nombre d’itérations pour
o = 375MPa
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Comme pour ’évolution de —3%, on constate que les valeurs prises successivement oscillent au-
tour d’une valeur, qui cette fois est non nulle, pour ensuite converger vers la valeur 112.903MPa
qui est précisément la valeur théorique. Les deux résultats sont donc identiques & 1.1072 pres
(en travaillant avec davantage de précision, on constate que les résultats sont identiques & 1.10 6
pres). Il semble donc que la procédure d’optimisation mise au point permette bien de déterminer
la charge d’adaptation.

Considérons maintenant les tests pour différentes valeurs de la contrainte de traction. Nous
comparons les résultats obtenus avec la solution analytique en tracant le domaine d’adaptation
sur la figure IIL.8.

400

—— domaine limite théorique
---- domaine d’adaptation théorique

<> charge d’adaptation par la programmation mathématique
----- domaine élastique théorique

300

T (MPa)

200

100

: \ \
0 100 200 300 400 500
O (MPa)

Figure III.8 - Comparaison des valeurs du facteur d’adaptation théorique avec celles obtenues
par la programmation mathématique

Les facteurs d’adaptation obtenus par la programmation mathématique sont en parfait accord
avec les résultats fournis par la formule théorique (II1.18). On remarquera qu’il manque une
partie de la courbe qui n’a pu étre obtenue par la programmation mathématique : lorsqu’on
se place trop pres de la surface limite, le facteur d’adaptation peut devenir plus grand que la
solution au cours du processus d’optimisation. Dans ce cas, il est possible que 'on se trouve
tellement proche de la surface limite que le probleme cinématique ne puisse converger. En effet,
pour la loi d’écrouissage cinématique non linéaire, les déformations deviennent infinies lorsqu’on
s’approche trop de la surface limite. Puisque cette situation ne se produit que lorsqu’on est
proche de la surface limite, une bonne approximation du facteur d’adaptation pourra étre four-
nie par l’écrouissage cinématique linéaire limité. Il est possible que dans ce cas, 'utilisation
de l'optimisation biconvexe permette de passer outre ce phénomene et reste donc une solution
envisageable et a explorer a terme. Remarquons tout de méme que ces problemes numériques
n’apparaissent pas pour tous les cas de matériaux testés. En effet, ils apparaissent plus spécifi-
quement lorsque la réserve de résistance fournie par ’écrouissage est faible, cela correspond aux
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cas ou la constante X, des matériaux est faible. Pour le vérifier, effectuons la simulation pour
un matériau différent, possédant des caractéristiques mécaniques telles que le seuil de plasticité
oy soit du méme ordre de grandeur que dans le cas de I'acier 316L, mais avec une valeur du
seuil X4 plus importante!®. Prenons par exemple un alliage de titane TiAl6V pour lequel les
parametres constants de ce matériau sont donnés par (Lemaitre et Chaboche (1990)) :

Xoo = 560M Pa
oy = 260M Pa

Pour ce matériau, on obtient alors la quasi-totalité de la courbe d’interaction (voir figure II1.9).
Le seul point pour lequel la convergence n’est pas effective est le point qui appartient simulta-
nément au domaine limite et au domaine d’adaptation.

—— domaine limite théorique
---- domaine d’adaptation théorique
<> charge d’adaptation par la programmation mathématique

800

----- domaine élastique théorique

600

T (MPa)

400

200

0 200 400 600 800 1000
O (MPa)

Figure II1.9 - Comparaison des valeurs du facteur d’adaptation théorique avec celles obtenues
par la programmation mathématique pour Ialliage TiAI6V

Revenons maintenant a la comparaison proprement dite. Comme précédemment, un moyen sup-
plémentaire de comparaison des résultats est fourni par les expressions théoriques des contraintes
internes (II1.17) (voir tableau IIL.5). L’écart maximum constaté entre les valeurs théoriques et
celles issues de la programmation mathématique n’excede pas 1.1073.

5Rappelons que pour 'acier 316L, les paramétres constants oy et Xoo ont les valeurs suivantes :

Xoo = 155.647TM Pa
oy = 228M Pa
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Tableau II1.5 - Comparaison des valeurs théoriques des contraintes internes avec celles
obtenues par la programmation mathématique pour I'acier 316L dans le cas ot les variables
cinématiques sont inconnues suivant les valeurs de la contrainte de traction o

o (MPa) | Xth (MPa) | Zth (MPa) | X (MPa) | Z (MPa)
0 0.000 0.000 0.000 0.000
25 5.747 “1.352 5.747 ~1.352
50 11.495 ~2.705 11.495 ~2.705
75 17.242 ~4.057 17.242 ~4.057

100 22.990 ~5.409 22.990 ~5.409
125 28.737 ~6.762 28.737 ~6.762
150 34.485 8114 34.485 8114
175 40.232 ~9.466 40.232 -9.466
200 45.980 ~10.819 45.980 -10.819
225 51.727 12171 51.727 12171
250 57.475 -13.523 57.474 13523
275 63.222 -14.876 63.222 -14.876
300 68.969 -16.228 68.970 -16.228
325 2% ~17.580 TATIT ~17.580
350 80.464 -18.933 80.464 -18.933
375 86.212 -20.285 86.212 -20.285

Enfin, on peut aussi utiliser les formules analytiques (I11.14) et (II1.15) pour analyser les écarts
pour les vitesses de déformations (voir tableau I11.6). Dans ce dernier cas, les valeurs analytiques
et celles obtenues par la programmation mathématique different au plus de 1.107%.

Tableau 1I1.6 - Comparaison des valeurs théoriques des vitesses de déformations avec celles
obtenues par la programmation mathématique pour I'acier 316L dans le cas ot les variables
cinématiques sont inconnues suivant les valeurs de la contrainte de traction o

o (MPa) | &t nir é1 &2 u 72
0 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
25 0.0277 [ -0.0065 | 0.0277 [ 0.0277 | -0.0065 | -.0065
50 0.0558 | -0.0131 [ 0.0558 | 0.0558 | -0.0131 | -0.0131
75 0.0844 | -0.0199 | 0.0844 | 0.0844 | -0.0198 | -0.0198
100 0.1139 [ -0.0268 | 0.1139 [ 0.1139 [ -0.0268 | -0.0268
125 0.1447 | -0.0340 | 0.1447 [ 0.1447 | -0.0340 | -0.0340

150 0.1772 | -0.0417 | 0.1772 | 0.1772 | -0.0417 | -0.0417
175 0.2121 | -0.0499 | 0.2121 | 0.2121 | -0.0499 | -0.0499
200 0.2500 | -0.0588 | 0.2500 | 0.2500 | -0.0588 | -0.0588
225 0.2920 | -0.0687 | 0.2921 | 0.2921 | -0.0687 | -0.0687
250 0.3397 | -0.0799 | 0.3397 | 0.3397 | -0.0799 | -0.0799
275 0.3952 | -0.0930 | 0.3952 | 0.3952 | -0.0930 | -.0930
300 0.4622 | -0.1088 | 0.4622 | 0.4622 | -0.1088 | -0.1088
325 0.5471 | -0.1287 [ 0.5471 | 0.5471 | -0.1287 | -0.1287
350 0.6625 | -0.1559 | 0.6625 | 0.6625 | -0.1559 | -0.1559
375 0.8389 | -0.1974 | 0.8389 | 0.8289 | -0.1974 | -0.1974
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II1.3. Bilan du chapitre

Finalement, soulignons qu’on a pu construire une procédure de résolution pour le probleme
d’adaptation qui permet de déterminer simultanément les variables statiques et cinématiques.
La comparaison des résultats obtenus avec la solution analytique montre un tres bon accord.

II1.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons déterminé la solution analytique pour I'’exemple d’un état de
traction constante et torsion alternée homogene en déformation plane par ’approche du bipoten-
tiel. Nous avons ensuite pu montrer la cohérence de cette solution analytique en la comparant
aux résultats obtenus par la méthode pas a pas classique mise en ceuvre au chapitre précé-
dent. Comme la majorité des études d’adaptation élastoplastique ne peuvent étre effectuées que
numériquement et qu’il est particulierement intéressant d’utiliser les méthodes directes, nous
avons ensuite proposé une formulation pour la programmation mathématique dans le cadre des
matériaux standards implicites. Cette formulation permet la détermination simultanée des va-
riables cinématiques et des variables statiques et revient a résoudre simultanément les problemes
de bornes statique et cinématique. En outre, la linéarité de la regle d’écrouissage et sa présence
dans les deux problemes d’optimisation ne laisse d’autre choix que le remplacement du probleme
statique par un probleme statique relaxé pour rester dans le cadre de I'optimisation convexe.
Pour I'exemple étudié dans ce chapitre, cela fournit effectivement des solutions en tres bonne
concordance avec la méthode pas & pas classique et la solution analytique exacte. A terme, il
pourrait étre particulierement intéressant d’utiliser plutot les outils de 'optimisation biconvexe
pour résoudre ce type de probleme. Cela éviterait de construire un processus itératif et permet-
trait peut-étre d’obtenir, sans exception, tous les facteurs d’adaptation élastoplastique (méme
dans les cas limites). Maintenant que nous avons vérifié sur un exemple simple la validité de
I’approche du bipotentiel pour I’adaptation élastoplastique, nous allons au chapitre suivant ap-
pliquer celle-ci a des structures plus complexes, qui sont des exemples couramment étudiés en
adaptation élastoplastique : les structures de type coques minces.
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CHAPITRE IV

Adaptation élastoplastique pour les
structures de type coques minces
avec écrouissage

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux structures de type coques minces. Celles-ci sont
fréquemment employées dans diverses applications industrielles ou elles subissent des sollici-
tations nécessitant la prise en compte de comportements élasto-plastiques complexes (centrales
nucléaires, propulseurs spatiaux ...) et rendant nécessaire les études d’adaptation élastoplastique
de ces structures. Etant donné les matériaux utilisés dans ces applications (métaux, alliages,...),
il apparait comme particulierement important de prendre en compte I'influence de 1’écrouissage
dans ces études. L’écrouissage cinématique linéaire étant peu réaliste pour les métaux, nous
optons pour l'introduction de ’écrouissage cinématique linéaire limité et non linéaire. Pour cela,
nous commencerons par rappeler le cadre de travail utilisé ici pour la modélisation des coques
minces. Ensuite, nous nous attarderons sur le modele a deux surfaces, introduit par Weichert
et Gross-Weege (1988) et déja utilisé dans les chapitres IT et III, qui permet de traduire les
effets de I’écrouissage cinématique linéaire limité. La formulation du théoreme de Melan (1936)
pour ce modele conduit a deux manieres différentes de I'implémenter que nous comparerons.
L’écrouissage cinématique linéaire limité sera alors considéré du point de vue des matériaux
standards implicites. Cette reformulation permettra non seulement de retrouver le probleme
de borne statique de Weichert et Gross-Weege (1988) mais aussi de construire un probleme de
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Chapitre IV. Adaptation élastoplastique pour les structures de type coques minces

borne cinématique. Enfin, comme ’application du concept de matériaux standards implicites
(MSI) a l'exemple simple de I’état de traction constante et torsion alternée homogene a été
concluante, nous 'appliquerons aux structures de type coques minces. Pour cela, nous établi-
rons une regle d’écrouissage cinématique non linéaire pour les coques minces qui nous permettra
alors de construire un bipotentiel. Les problemes de bornes statique et cinématique dans le cadre
des matériaux standards implicites pourront alors étre formulés ainsi que quelques remarques
concernant leur implémentation.

IV.1 Cadre de travail

Le début de ce chapitre est consacré a la présentation de la modélisation des coques minces
utilisée par la suite. En premier lieu, nous rappellerons les concepts de la modélisation géo-
métrique de ce type de structures pour ensuite donner quelques éléments de la modélisation
mécanique qui s’inscrivent dans le cadre de la théorie des coques dite de Donnell-Mushtari-
Vlasov.

IV.1.1 Modélisation géométrique des coques minces

Rappelons tout d’abord que le terme de coque est utilisé pour les corps volumiques dont I’'une
des dimensions, appelée épaisseur, est considérablement réduite par rapport aux deux autres. Soit
P la région de l'espace euclidien tridimensionnel E occupée par la coque dans sa configuration
non déformée Q. Pour modéliser ce type de structures, on considére généralement la surface
dite moyenne de la coque, notée M, divisant ’épaisseur en deux. On adjoint a cette surface un
systeme de coordonnées curvilignes (61, 6%,63) tel que —% <6< %, h étant ’épaisseur de la
coque (voir figure IV.1).

Figure IV.1 - Géométrie de la coque

La surface moyenne est décrite dans la configuration non déformée par le vecteur position :

r=a"(0%i; k=1,2,3; a=1,2
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IV.1. Cadre de travail

ol (%x)k=123 est une base orthonormale d'un systeme de coordonnées cartésiennes d’origine
O € FE et les z* représentent les coordonnées euclidiennes d’un point quelconque de la surface
moyenne M, de repérage curviligne (0!, 62).

Introduisons maintenant les notations et résultats classiques dans I’étude de ce type de struc-
tures :
- vecteurs de base :
Ay, =T, a = aaﬁag

)

- vecteur normal :
ai N\ as 3

as = as

|a1 A a2| ’
- tenseur métrique :

UoB = Gn.Qg, a? = a®.a”

- tenseur de courbure :
bag = —Gq.a3 3, bg = awaw

ou (...),o désigne la dérivée partielle par rapport a 6. Les indices grecs et latins prennent res-
pectivement les valeurs 1,2 et 1,2,3. Les symboles . et A désignent respectivement le produit

scalaire et le produit vectoriel.

Cette caractérisation géométrique permet d’un point de vue mécanique de ramener le probleme
tridimensionnel & un probleme bidimensionnel, dans lequel la détermination du champ de dépla-
cement de la surface moyenne suffit a décrire convenablement le comportement de la structure.

IV.1.2 Modélisation mécanique des coques minces

La réduction de I’étude d’une coque mince a un probleme & deux dimensions a donné nais-
sance a diverses théories simplifiées. Celles-ci différent de par les termes du champ de déplace-
ments considérés pour le calcul des déformations et par les termes du tenseur des contraintes
pris en compte. Suivant les travaux déja effectués sur le sujet que nous aborderons dans la suite
de ce chapitre (voir, par exemple Sawczuk (1982), Weichert (1989), Tritsch (1993)), nous nous
placons dans le cadre de la théorie non linéaire des coques dite de Donnell-Mushtari-Vlasov.

IV.1.2.a Relations cinématiques et équations d’équilibre

Dans un premier temps, on se place dans le cadre restrictif de ’hypothese de Love-Kirchhoff
pour les coques minces. Celle-ci stipule que les fibres de la coque dans ’état non déformé sont
rectilignes et orthogonales a la surface moyenne et restent rectilignes et orthogonales a cette
surface apres déformation sans changement de longueur. Dans un second temps, on suppose que
I’épaisseur de la coque étudiée est tres faible devant les rayons de courbure de celle-ci. Dans
ce cas, les déplacements tangents de la surface moyenne sont eux-méme négligeables devant les
rayons de courbure de la surface moyenne. La déformation de la surface moyenne de la coque
de la configuration non déformée a la configuration déformée M peut alors étre décrite par le
champ de déplacements :

u=7—r=ua, +v’as
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Sous les hypotheses précédemment énoncées, la déformation de la coque peut étre définie a ’aide
des tenseurs de déformations v et de courbures x de la surface moyenne de composantes :

1
Yop = 5(%"6 + uglq — 2bagus + us qus 3) dans M

Xap = —u3lap dans M

ou le symbole « | » précédant un indice indique la différenciation covariante par rapport a la
direction correspondante.

Notons C' la ligne bornant la surface moyenne M. Pour compléter ’ensemble des équations
cinématiques, on considére maintenant les conditions aux limites sur la partie C', de C' ou des
déplacements sont imposés. Le long de la ligne C, on introduit le systéme de vecteurs orthonor-
més v,t,az, ou t = % est le vecteur tangent unitaire, s est 'abscisse curviligne le long de C,

et v =t A a3 est le vecteur normal unitaire. Les conditions aux limites se mettent alors sous la

forme :
Uy, = UV, = ug sur C,,
up = uty = ug sur C,,
ug = ug sur Cy,
61/ = _u3,oﬂ/a = ﬁg sur Cu

ou les quantités fixées sont identifiées par un zéro en exposant et 3, désigne la rotation autour
de la ligne frontiere.

A Taide du principe des travaux virtuels, il est ensuite possible de déterminer les conditions
d’équilibre :

Naﬁ\ﬁ —i—po‘o =0 dans M

(M| + u3 o N°P)| g + bag NP +p¥ =0 dans M
vavgN®? = N2 sur O,

tavgN = N, sur C,,

va(M® |y + ug o N*P) — My, ot = N2, — Mtou,t sur C,
VavgM®® = M2, sur C,

dans lesquelles (), désigne la partie de C ou les conditions aux limites statiques sont appliquées
et po‘o et p?’0 sont les composantes des charges surfaciques par unités d’aire de la surface moyenne
non déformée M. IN et M désignent respectivement le tenseur des éléments de réduction des
forces membranaires et celui des moments.

IV.1.2.b Lois de comportement

Les équations d’équilibre et relations cinématiques étant rappelées, intéressons nous mainte-
nant a la formulation de la loi de comportement élastique. Les tenseurs de déformations - et de
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IV.1. Cadre de travail

courbures x de la surface moyenne peuvent étre décomposés de maniere additive en leurs parties
élastiques ¢, x© et leurs parties plastiques P, xP :

Yap = Yap T Yog

Xof = Xag + Xog
En particulier, pour un comportement élastique linéaire isotrope, les tenseurs de déformations
élastiques sont donnés par les relations :

1

Vap = EGaﬁuANM
Xag = %GaﬁuAMM
ol G est le tenseur d’élasticité, défini par :
Gapur = o Gapapn + Gaxdsu — 2—Vaaﬁau>\
21 —v) 1+v

et les facteurs d’élongation D et de rotation B sont définis par :

EH 2 EH?
B=Z=

D=2
1—v2’ 31—12

Il reste a faire un choix concernant la fonction d’écoulement plastique. Comme nous nous inté-
ressons principalement aux métaux isotropes ductiles, nous considérons la fonction d’écoulement
de Hiiber-Mises :

Flo) = g(s 8

ou s est la partie déviatorique du tenseur des contraintes o. En supposant que 1’état de contrainte
est approximativement plan et parallele & la surface moyenne (c’est-a-dire 013 = 023 = 033 ~ 0)
et en tenant compte de la métrique des coques, une approximation de la fonction d’écoulement

pour les coques est fournie par :

3 1
.7:(0') = \/Eaawaw\aaﬁav)\ _ §(aa60a6)2

On peut alors écrire cette approximation de la condition d’écoulement sous la forme généralisée :

F(o) — oy = \/IapyppoBo™ —oy =0 (IV.1)

ou le tenseur d’écoulement, dans le cas des matériaux isotropes, est donné par :

3 1

Ia,@ﬁ/)\ = §aoz'ya6)\ - §aa6a'y)\
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Chapitre IV. Adaptation élastoplastique pour les structures de type coques minces

Pour un comportement élastique linéaire, la répartition des contraintes suivant 1’épaisseur est
linéaire, on peut donc exprimer 1’état de contrainte en fonction des éléments de réduction N et

M :

eNa,B eMCvB
oF = 12 0°
h + h3

e

avec
h/2 h/2
eNoP = / o®Pde3, M = / a*P93dp®
—h/2 —h/2
Dans ce cas, les points possibles de contraintes maximales sont localisés dans la section, au
niveau des parois soit pour 63 = +h/2 :

eNaﬁ eMaﬁ
cooh = T & 6 (IV.2)
Introduisons les grandeurs adimensionnées :
af Naﬁ
n =
Np
af Maﬁ
m =
M,
avec
h2

N, =oyh, M, = O'YZ

N, et M, correspondent respectivement a l’effort membranaire et au moment de plastification
complete de la section. En introduisant alors (IV.2) dans lexpression de la régle d’écoulement
(IV.1), on obtient la condition d’écoulement initiale (car elle indique le début de 'écoulement
plastique pour les fibres des parois) en fonction des éléments de réduction de section adimen-

sionnés :
Ao D aB, 9a L 93 aB, A
Iogya | noPnA + Nk m* + 2571 m?)—-1=0 (IV.3)
ou encore :
F(n,m)—-1=0
en posant :

_ 9 3
F(n,m) = \/Iaﬁ'y)\ (naﬁn’Y)‘ + Zmo‘ﬁmv)‘ + 2§naﬁmw‘>

IV.2 Sur 'implémentation du modele a deux surfaces

Maintenant que le cadre de travail est fixé, intéressons nous plus particulierement a l'intro-
duction de I’écrouissage dans les études d’adaptation élastoplastique pour les coques minces.
La modélisation, peu réaliste, obtenue avec 1’écrouissage cinématique linéaire illimité, qui ne
permet pas de prédire la non-adaptation par déformations plastiques cumulées, a été corrigée
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IV.2. Sur 'implémentation du modéle a deux surfaces

par l'introduction d’une surface limite au dela de laquelle la surface d’écoulement ne peut al-
ler. La premiere introduction de ce modele, dit modele a deux surfaces, est due a Weichert et
Gross-Weege (1988). Le théoreme de Melan pour ce modele mene a deux formulations possibles
du probleme de borne statique et donc a deux manieres différentes de I'implémenter. Dans ce
paragraphe, nous allons comparer les résultats issus de ces formulations.

IV.2.1 Formulation du modeéle a4 deux surfaces

La construction du modele a deux surfaces est basée sur I'introduction d’une limite d’évo-
lution, notée X, du parametre d’écrouissage cinématique linéaire au moyen d’un condition
simplifiée de deux surfaces : une surface d’écoulement et une surface limite au dela de laquelle
la surface d’écoulement ne peut aller (figure IV.2).

Figure IV.2 - Modéle d’écrouissage linéaire limité en chargement uniaxial et en chargement
multiaxial

Dans ce cas, le critere d’écoulement (par exemple, le critere de Von-Mises) prend la forme sui-
vante :

Flo—X)=o0y

ou X désigne le tenseur des contraintes internes. Le domaine élastique, limité par cette surface,
reste a l'intérieur d’un domaine, délimité par une surface dite limite. Si 'on suppose que cette
surface a la méme forme que la surface d’écoulement, alors elle est caractérisée par :

F(o) = 0o (IV.4)

Par conséquent, comme les déplacements de la surface de plasticité sont bornés par le domaine
limite, les contraintes internes sont elles aussi bornées. Dans le cas ou les surfaces limite et
de plasticité ont la méme forme régie par le critere de Von-Mises par exemple, les contraintes
internes seront bornées par la surface :

F(X) =00 —0y = Xoo (IV.5)

dans laquelle on a posé Xoo = 050 — Oy
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La premiere extension du théoreme de Melan (1936) au cas de ’écrouissage cinématique li-
néaire limité est due a Weichert et Gross-Weege (1988). En utilisant les notations introduites
précédemment pour la surface limite des contraintes internes et pour la surface d’écoulement, le

théoreme peut se mettre sous la forme suivante :

Théoréme de Melan avec écrouissage cinématique linéaire limité.
S’il existe un champ de contraintes internes X indépendant du temps tel que :

F(X) < Xoo

et un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps p tel que sa superpo-
sition avec le champ de contraintes purement élastiques o¢ = \o®® appartienne au
domaine élastique, i.e. :

FAoe?+p - X) <oy

en tout point de la structure {2 et pour tout trajet de chargement P inclus dans le

domaine de chargement D, alors la structure s’adapte®.

“Pour la démonstration, on pourra se reporter & Weichert et Gross-Weege (1988) ou plus récem-
ment & Pham et Weichert (2001) et Nguyen Quoc Son (2003).

En ce qui concerne le probleme d’optimisation associé a ce théoreme de Melan avec écrouissage

cinématique linéaire limité, Weichert et Gross-Weege (1988) adoptent la formulation suivante :

Sup A (Iv.6)
AB,X

p est un champ de contraintes résiduelles

X est un champ de contraintes internes indépendant du temps
[F(Ao? —|—ﬁ)}2 <ok, Vx €Q, Vi

[FAe® +p— X)]* <02, V& €9Q, Vt

sous les contraintes

Selon ces mémes auteurs, le fait d’imposer que le champ Ao ®® + p reste & lintérieur de la
surface limite permet de garantir implicitement que les contraintes internes soient bornées. Mais,
comme 'ont fait remarquer d’autres auteurs (on pourra se référer, entre autres a Stein (1993)
et plus récemment & Heitzer et al. (2003)), on peut aussi formuler le probleme d’optimisation a
résoudre en imposant explicitement la limitation des contraintes internes (IV.5), et ainsi garantir
implicitement le non-dépassement de la surface limite. Dans ce cas, le probleme prend la forme
suivante :

Sup A (Iv.7)
A5, X

p est un champ de contraintes résiduelles

X est un champ de contraintes internes indépendant du temps
[FX))? < X2,V €Q, Wt

[F(Ae®® +p — X)]2 <o, Vx €Q, Vt

sous les contraintes
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IV.2. Sur 'implémentation du modéle a deux surfaces

Ces deux problemes semblent équivalents au moins dans le cas d’une formulation continue, mais
leurs résolutions numériques, soit dans le cas discret, conduisent-elles strictement a la méme
solution ? En particulier, dans le cas discret, la considération du probleme (IV.6) permet-elle
bien de garantir implicitement que les contraintes internes restent a l'intérieur de la surface
limite (IV.5)? Pour répondre a ces deux questions, nous choisissons d’implémenter les deux
méthodes et de comparer leurs résultats.

IV.2.2 Formulations éléments finis dans le cas des coques minces

Nous nous basons sur les travaux déja effectués'® sur ce probleme par Weichert et Gross-

Weege (1988), Gross-Weege (1988), Tritsch (1993) utilisant les éléments finis statiquement admis-
sibles (dits aussi éléments finis d’équilibre) initialement développés par Morelle et Nguyen-Dang
Hung (1983). En effet, étant donné que dans cette section seule approche statique du probléeme
d’adaptation élastoplastique est considérée, ce choix d’éléments est préconisé. Dans un souci
d’étre complet, nous commencerons ce paragraphe par rappeler les principes de construction de
ces éléments.

IV.2.2.a Discrétisation spatiale

Nous nous plagons dans le cadre de travail défini au premier paragraphe de ce chapitre.
La modélisation de la coque est donc réduite & sa surface moyenne. Nous nous restreignons
maintenant aux coques de révolution chargées de fagon axisymétrique. Du fait de 'axisymétrie du
probleme, ’étude de la coque est maintenant rapportée a celle d’une ligne moyenne, intersection
de la surface moyenne avec un plan contenant ’axe de symétrie. Pour la modélisation éléments
finis, la ligne moyenne est décomposée en NE éléments finis. Le champ de contraintes est alors
discrétisé dans chaque élément fini, qui contient lui-méme des points de Gauss pour 'intégration
numérique. Dans la suite, nous noterons NG le nombre de points de Gauss total de la structure.

Calcul de la réponse purement élastique

L’hypothese de base consiste a choisir le champ de contraintes de la forme suivante :
o=Sx)b+T(x)c (IV.8)

ou x est la coordonnée du point, b et ¢ des parametres tels que Sb vérifie les conditions d’équilibre
sans forces de volumes et T'c équilibre ces dernieres :

div(Sb) =0
div(Te) = f
« div » désigne 'opérateur divergence. Pour garantir I’équilibre entre les éléments voisins, on

définit un ensemble de connecteurs g garantissant la transmission des tractions de surface p, en
adoptant pour g la méme forme que o :

g=Cyb+C.c (IV.9)

1 . PEPRIN . . 2 .
Sdont nous avions le privilege de disposer en partie lorsque nous avons commencé cette étude
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ou C} et C, sont les matrices de connexions statiques de 1’élément. Les formes détaillées des
matrices S, T, C} et C. pourront étre trouvées dans 'annexe C, paragraphe C.1.
L’énergie de déformation complémentaire interne est fournie par :

1 1
Umtzi/ UT:st:i/ ol E7ladV

v | v . (IV.10)
= §bTbeb + §CTFCCC + bTFbCC

ol l'on a posé :
( _ T -1
be—/ S*E ' SdV
\%

F,. = / STE-'Tav
|4

F. = / TTE-'Tdv
1%
D’autre part, ’énergie potentielle complémentaire s’exprime par :

Uemt = _/ qu dsu

Les tractions de surface p dans ’expression précédente de ’énergie potentielle étant directement
liées aux parametres b et ¢, on peut toujours s’arranger pour que l’énergie potentielle ait la
forme suivante :

Ue:):t = _gTq

ou q sont les déplacements généralisés conjugués aux forces généralisées g.
En annulant la variation de 1'énergie complémentaire totale 6(Ujnt + Uegt), il vient :
Lr L r T T
) §b Fyb+ 50 Foc+b Fpc—g q| =0
soit, en remplagant g par son expression (IV.9) :
L7 L7 T T ~T T ~T
) §b Fyb + 50 F.c+b Fpc—b"Cyq—c C,q| =0

ce qui permet d’obtenir :
b=F;,'Clq— F,'Fy.c (IV.11)

La substitution de (IV.11) dans (IV.9) donne alors :
g+g’' =Kgqg (IV.12)

ou l'on a posé :
K = C,F,'C{
pour la matrice de rigidité, et :
f_ -1
g = (Cbeb Fbc — CC)C
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IV.2. Sur 'implémentation du modéle a deux surfaces

pour les forces implicites.

De méme, la substitution de (IV.11) dans (IV.8) fournit :
oc=Wq+Ve (IV.13)
avec
W = SF,'C]
V=T-SF,Fy
La résolution du probleme élastique consistera donc a utiliser (IV.12) pour calculer les déplace-

ments g, puis, une fois g connu, o sera déterminé a l’aide de (IV.13) (on pourra se reporter a
I'annexe C, paragraphe C.1, pour les formes détaillées des matrices F'y, et Flye).

Discrétisation du champ de contraintes résiduelles

En ce qui concerne le champ de contraintes résiduelles, celui-ci doit satisfaire les équations
d’équilibre sans second membre. En prenant la méme interpolation pour p que celle choisie pour
o,on a:

p=Sb (IV.14)

En tenant compte de I’équilibre avec les tractions de surface, on divise le vecteur structural g°

gs _ gSp
gs,

ce qui conduit a diviser également la matrice C'} en deux parties :

en deux parties :

L’équilibre avec les tractions de surface conduit alors & :
Chs pb =0

ou Cyg, est la matrice de connexion statique globale, dans laquelle les composantes correspon-
dant aux degrés de liberté en déplacement ont été éliminées.

En appliquant la méthode d’élimination de Gauss-Jordan, ’équation précédente se met sous

(e ) (y) -0

En supposant que C 1_1 existe, on a finalement :

la forme :

by = —C;'Csby
soit :
1
b=Jby, = ( ClI CQ) by
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Les parametres linéairement indépendants by caractérisent le champ de contraintes résiduelles.
Pour plus de clarté, notons ceux-ci . On a alors

b=Jx (IV.15)

En réinjectant cette derniere expression de b dans (IV.14), on obtient le champ de contraintes
résiduelles en chaque point de Gauss i :

P; = SZ(J:B)Z (IV.IG)

ou (Jx); désigne les composantes du vecteur Jx associées au point de Gauss .

IV.2.2.b Discrétisation du domaine de chargement

Soit n le nombre de charges indépendantes P (t) imposées a la structure. Le domaine de
charge D est donc défini par :

D= {7’(75) = Pr(t), 1 € Ma#ﬂ}
=1

ol les multiplicateurs scalaires i), et ,uz sont respectivement les bornes inférieures et supérieures
des chargements imposés P (t). Le domaine de chargement D est donc un polyedre convexe de
NV = 2" sommets dans ’espace des charges. Comme cela a été rappelé au chapitre précédent,
paragraphe II1.2.1, il y aura adaptation dans le domaine de charge D si et seulement si il
y a adaptation pour les points anguleux de ce domaine. On considérera donc dans la suite
uniquement les NV sommets du domaine de charge D.

IV.2.2.c Formulations discrétisées des deux problémes d’optimisation

En utilisant les rappels effectués dans les deux paragraphes précédents sur la discrétisation
spatiale et temporelle, on peut établir les formes discrétisées des deux problémes de program-
mation mathématique énoncés au paragraphe IV.2.1 (formulations (IV.6) et (IV.7)). En ce qui
concerne le probleme (IV.6), on obtient le probléme d’optimisation :

Sup A (IV.17)
)\,él?,Xi
, [FOeD + Si(Ja))]” < 0%, Vi€ [1,NG], Vk € [1, NV]
sous les contraintes 5
[F(Ae@Q + Si(Jx); — X;)|]" <oi, Vie [I,NG], Vk € [I,NV]

tandis que la forme discrétisée du probleme (IV.7) est :
Sup A (IV.18)
)\,QI:,XZ'

[F(X3)]? < X%, Vi€ [1,NG]

[FOAo® + 8,(Jx); — X,;)]* < 0%, Vi € [1,NG], Vk € [1, NV]

sous les contraintes {
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IV.2. Sur 'implémentation du modéle a deux surfaces

Exprimons maintenant ces deux problemes en termes d’éléments de réduction adimensionnés n
et m, introduits au paragraphe IV.1.2.b. D’apres (IV.3), la surface d’écoulement s’exprime en
fonction des éléments de réduction de section adimensionnés. Posons

— 9 3
F(n,m) = \/[aﬁfy)\ <n0‘5n7)‘ + Zmo‘ﬁmw‘ + 2§no‘ﬁmw‘>

Soit A la matrice définie positive construite a partir du tenseur métrique telle que la fonction

Q) =yQ"B:Q (IV.19)

d’écoulement prenne la forme :

avec
n
m
et 3
A +A
Be=1 5
124 ZA
2% 1

Pour modéliser I’écrouissage cinématique, les contraintes internes X = (X, X,,)7, indépen-
dantes du temps, sont introduites, ce qui fournit pour la surface d’écoulement 1’expression sui-

vante :

J— —_ R T R
F1Q-X)-1=/(@-X) Bs(Q-X)—1=0
Dans ce cas, la surface limite des contraintes internes prend la forme :

o X o= X
FoX) - === \/X'B,X - 22 =0

oy gy

et la surface limite devient :

— Ooo Ooo
T4Q) - 7= =1/Q"BLQ - 7= =0

On peut alors reformuler le premier probleme (IV.17) en fonction des éléments de réduction

adimensionnés :
Sup A (IV.20)
)\ﬁl),?i
2
[7.0Q% + Si(Jz))]> — 22 <0, Vi € [1, NG), Vk € [1,NV]
sous les contraintes Oy

[7.0Q% + 8;(Ja); — X;)]* —1<0, Vi € [1,NG], Vk € [1, NV]

De la méme maniere, la forme discrétisée du probléeme (IV.18) devient :

Sup A (IV.21)
)\,(I),?i
_ X2
[F.(X)]” - 22 <0, Vi€ [1,NG]
sous les contraintes Oy

[7L00Q%L + Si(Jm); — X;)]° =1 <0, Vi € [1, NG], Vk € [1,NV]
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On peut d’ores et déja remarquer que le nombres de variables d’optimisation est identique dans
les deux cas, mais que le nombre de contraintes inégalités n’est pas le méme. En effet, pour le
deuxieme probleéme, le nombre de contraintes est de 2(NG + NG x NV), puisque une partie
des contraintes ne sont a vérifier que pour chaque point de Gauss, tandis que pour le premier
probléeme, le nombre de contraintes est de 4(NG x NV) puisque toutes les contraintes sont a
vérifier pour chaque point de Gauss et chaque point anguleux du domaine de chargement.

IV.2.3 Résultats numériques pour une coque cylindrique soumise a une pres-
sion interne et a4 une charge annulaire

Pour tester les deux formulations établies au paragraphe précédent, nous choisissons de traiter
un exemple déja étudié dans Tritsch (1993), celui d’une coque cylindrique, simplement appuyée
a l'extrémité gauche, soumise & une pression interne p et a une charge annulaire @ (voir figure
IV.3). Ces deux charges varient indépendamment 1'une de l'autre entre les limites :

0<p<p*
0<Q<Q"

Figure 1V.3 - Coque cylindrique soumise a une pression interne p et a une charge annulaire ()

Nous prenons, pour les simulations, les caractéristiques géométriques de la coque et du matériau

correspondant a un acier telles qu’elles ont été définies dans Tritsch (1993) :

h 1 L 3

R0 R0
E =210000 M Pa, v =0.3
oy = 360 M Pa, 04 = 1.50y

Dans un premier temps, puisque le principal objectif est de déterminer le domaine d’adaptation,

intéressons nous au facteur d’adaptation.

IV.2.3.a Facteur d’adaptation

Rappelons dans un premier temps que le modele a deux surfaces permet d’obtenir la courbe
d’interaction correspondant a l'intersection du domaine limite de plasticité alternée et le do-
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maine limite de plasticité accumulée

(voir figure IV.417),

—— Plasticité alternée

---- Plasticité accumulée
0 Modele a deux surfaces
1,5 )BEESE]E] —
o .
o
o I . .
.
\\
\\
\ ,
\
\
\
\
\
\
05+ | B
\
\
\
\
\ ,
\
\
\
I\
0 \ \ !
0 0,5 1 1,5
Q/Qo

Figure IV.4 - Courbe d’interaction pour une coque cylindrique soumise & une pression interne
P et a une charge annulaire @

Dans un second temps, puisque c’est le sujet de 1’étude, nous avons comparé les valeurs du
facteur d’adaptation obtenues dans les deux problemes d’optimisation (IV.20) et (IV.21). Ces
valeurs sont strictement identiques, ce qui laisse penser que les deux problemes sont équivalents.

Néanmoins, si ’on compare les valeurs des autres variables des problemes d’optimisation que sont

les parametres caractérisant le champ de contraintes résiduelles « et le champ de contraintes in-

ternes X, on observe que celles-ci ne sont pas identiques pour les deux problemes d’optimisation.

De maniere a déterminer d’ou vient cette différence entre les deux problemes, nous avons décidé
de nous intéresser aux variables duales des deux problemes de programmation mathématique et
donc aux multiplicateurs de Lagrange de ces problemes.

IV.2.3.b Lagrangiens et multiplicateurs de Lagrange des deux problemes d’opti-

misation

Intéressons nous aux Lagrangiens associés aux deux problemes d’optimisation que nous étu-
dions. Notons £; le Lagrangien associé au probleme discrétisé (IV.20) et L4 le Lagrangien associé
au probleme discrétisé (IV.21). Dans la suite, de maniére & alléger notre propos, on ne détaille

(i.e. f, et f_) sont & considérer.

pas les surfaces indicées par les signes + et - en conservant la notation + utilisée précédemment.
Néanmoins, signalons que lorsque 'on rencontre le symbole f,, cela signifie que les deux cas
1

"ot Py et Qo désignent respectivement les charges limites pour le chargement en pression et le chargement
annulaire déterminées au préalable par un calcul numérique en analyse limite.
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Probléme d’optimisation (IV.20)
Pour ce probleme, le Lagrangien est de la forme suivante :

NG NV )
51—)\4-225 < — [ f20Q% +Si(Jm)i)]>

i=1 k=1
NG NV (IV.22)

+> > i ( e f]g"i_si(‘]w)i_yi)f)

=1 k=1

ou les (5113[ et ali

sont les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement & la surface
limite et a la surface d’écoulement. L’observation de ces multiplicateurs de Lagrange permet de

déterminer si la surface est active ou non. En effet, ils doivent vérifier les conditions :
1+ ; 0 2 1+
Ok <UY [ F:O0Qf + Si(J)i)] > =0, 9 20, Vi, k
alt (1 — [FL00Q% + Si(Jx); — E)f) =0, alf >0, Vi, k

ce qui signifie que si ’on se trouve a l'intérieur du domaine limité par une de ces deux surfaces,
le multiplicateur de Lagrange associé est nul, et dans le cas ou I'on se trouve sur la surface, le
multiplicateur de Lagrange associé est non nul. L’observation de ces multiplicateurs peut donc
nous fournir des informations sur les résultats numériques obtenus.

Pour le probleme d’optimisation (IV.20) ci-dessus, l'observation de ces multiplicateurs nous
fournit la constatation suivante : il existe des points de Gauss ¢ et des cas de charges k pour
lesquels la surface limite est active, i.e. tels que :

0,2

[ fL(0Q7 + Si(Jw)i)]Q - U%O =0
Y

et tels que la surface de plasticité ne soit pas active, i.e. :
- < 172
[7200Q% + Si(Jz); — X;)] - 1<0

Mécaniquement, il n’est pas acceptable de pouvoir se trouver & la fois dans le domaine élastique et
sur la surface limite. De plus, méme si nous le pensions au départ, il semble que cette formulation
ne garantisse pas la non violation de la surface limite des contraintes internes. En effet, une
vérification des valeurs de ce critere a été effectuée et a pu montrer qu’aux points ou la situation
précédente était effective, celui-ci pouvait étre violé. Le fait que l'on se trouve sur la surface
limite, tout en étant dans le domaine élastique est donc expliqué par le fait que le critere limite
des contraintes internes est violé. Cette situation correspond a celle des points X7 et oq sur la
figure IV.5.

Celle-ci montre que méme si 'on ne viole pas la surface limite au point de contrainte o, il est
possible que la surface de plasticité soit sortie du domaine limite ce qui n’est pas acceptable du
point de vue mécanique. En observant ensuite systématiquement, les valeurs prises par le critere
d’écoulement et les criteres limites, on détecte une autre situation mécaniquement inacceptable.
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IV.2. Sur 'implémentation du modéle a deux surfaces

Figure IV.5 - Schématisation des cas limites non admissibles pour le probléme d’optimisation
(IV.20)

En effet, il existe des points de Gauss pour lesquels méme si I'on se trouve a lintérieur du
domaine élastique et du domaine limite, le domaine limite des contraintes internes est violé.
Cette situation est schématisée par les points o9 et Xo de la figure IV.5. Il semble donc que cette
formulation, bien qu’elle semble donner un facteur d’adaptation cohérent, ne fournisse pas une
représentation correcte des phénomenes mécaniques mis en jeu.

Probléme d’optimisation (IV.21)
Pour ce probleme, le Lagrangien est de la forme suivante :

NG NV

A+Z§2i< — [ F(X))] >+Zza (1= [720Q5 + Si(Tw); - X))?)
=1 k=1

(IV.23)

ol les (512/,;'E et a?,;t sont les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement & la surface limite
des contraintes internes et a la surface d’écoulement. Comme dans le paragraphe précédent, ces
multiplicateurs doivent vérifier les conditions suivantes :

2
67 (X— — [ﬁ(i)f) =0, 075 >0, Vi
o2k (1 — [FL00QL + Si(Jz); — Yi)f) =0, a2 >0, Vi k

Dans ce deuxiéme cas, 'observation de ces multiplicateurs nous donne les deux cas de figures
limites qui peuvent se produire (on entend par cas limites les cas qui ne correspondent pas a la
situation la plus simple : on se trouve strictement a l'intérieur de toutes les surfaces limites). On

résume ces deux cas sur le schéma IV.6.
Le premier cas correspond & la configuration suivante : les contraintes internes se trouvent sur

leur surface limite (point X sur la figure IV.6), la surface de plasticité et la surface limite sont

actives (point o sur la figure IV.6). Pour le second cas limite, les contraintes internes se trouvent
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Chapitre IV. Adaptation élastoplastique pour les structures de type coques minces

Figure IV.6 - Schématisation des deux cas limites pour le probléme d’optimisation (IV.21)

encore sur leur surface limite (point X9 sur la figure IV.6), mais cette fois, on se trouve dans
le domaine d’élasticité (point o9 sur la figure IV.6) et 'on peut vérifier que la surface limite
des contraintes n’est pas violée. Cette formulation du probleme d’optimisation, contrairement a
la formulation précédente (IV.20), ne comporte pas d’incohérence mécanique et se révele donc
pertinente. C’est donc celle qui sera retenue pour la suite de I’étude.

Conditions d’optimalité des deux probléemes d’optimisation

Nous avons pu constater au chapitre précédent, paragraphe II1.2.4.b, que les conditions d’opti-
malité (ou conditions de Karush-Kiihn-Tucker) pouvaient éventuellement permettre de retrouver
les lois de comportement du probleme sous forme discrétisée. Puisque nous avons vu que les deux
problémes proposés ici ne sont pas équivalents, examinons les différences qui existent entre leurs
conditions d’optimalité. Commencgons par le probleme (IV.21) qui semble étre le plus cohérent
du point de vue mécanique. Le Lagrangien correspondant est donné par (IV.23) soit, lorsque le
critere d’écoulement de Hiiber-Mises est pris pour f., comme c’est le cas ici :

NG X2 . . NG B X2 . .
Ly=X+) 67" <—2°° - X, B+Xi> +) 5 <—2°° - X; BXZ->
i=1 Ty i=1 Ty

NG NV
+ Zzo‘?l: (1- QR+ Si(Jx); — X;)" By (AQ5 + Si(Jx); — X))

i=1 k=1

NG NV
+3°3 0% (1- (AQE + Si(Jx); — X)TB_(AQY + Si(Jz); — X))

i=1 k=1

La condition d’optimalité pour la variable correspondant au facteur d’adaptation A :

Lo
o 0
fournit alors :
NG NV
1=337(QF)" 203 B + 203 B)(AQS + Si(Jw), - X))
=1 k=1
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On peut reconnaitre dans cette égalité la forme discrétisée de la condition de normalisation :

NG NV

1= widet(J) (Q)" dun

i=1 k=1

ou w; désigne le poids associé au point de Gauss i, det(J) le déterminant de la transformation
permettant de passer de I’élément réel a I’élément de référence et ¢ le vecteur vitesses de défor-

mations plastiques. D’autre part, la condition d’optimalité associée aux contraintes internes :

0Ls B
0X;
nous donne :
NV
S (202 By +20% BL)(AQS + Si(Jw), — X)) = (262 B, 2% B_)X,
k=1

En utilisant alors la forme de g;; identifiée précédemment, on obtient :

NV
w;det(J) Y @y, = (267 B126;” B_)X; (IV.24)
k=1

Remarque :
Cette derniere égalité peut alors étre interprétée de la maniere suivante :
— si les deux surfaces limites des contraintes internes ne sont pas actives au point de Gauss 7,
c’est-a~dire si (5i2+ et (522_ sont nuls, alors 'incrément de vitesses de déformations plastiques :

NV
Ag; = ]éqz‘dt = Zqz‘k
k=1

est nul.
— si au moins une des deux surfaces limites des contraintes internes est active au point de
Gauss i, c’est-a-~dire si 6i2+ ou 5?7 est non nul, alors I'incrément de vitesses de déformations

plastiques est non nul.

Cette remarque permet donc de situer si I'on se trouve sur la partie de courbe d’interaction
correspondant a la limite en plasticité alternée (dans ce cas tous les incréments de vitesses de
déformations plastiques sont nuls, en tout point de Gauss), ou a la limite en plasticité accumulée
(dans ce cas, il existe au moins un incrément de vitesses de déformations plastiques non nul).
Elle pourra alors étre utilisée pour déterminer la nature cinématique de la non-adaptation.
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Si maintenant, on applique la méme procédure au probleme d’optimisation (IV.20), I'expression
du Lagrangien (IV.22) devient :

NG NV
L

i=1 k=1

NG NV

(5 -
+ZZ%<
il
-

01 Si(Jx),)" By (AQEY+ Si(J m)z))

>~<ql\9 ‘ 8qm >~<qw ‘ 8q1\3

94 5,2 B (0QL + sl-um)i))
=1 k=1
NG NV
+>>
=1 k=1
NG NV

I

=1 k=1

1= (AQ + Si(Jx) - X)) B. (AQF + Si(J2): — X))

1 - (0QY + Si(Jx) X)) B_ (0@ + Si(Jz), - X))

Les conditions d’optimalité :

OLs
—~2_0
O
9L
X,
nous fOllI‘IliSSGl’lt .
NG NV T .
1=3">(Q%) (20} B+ + 20}, BL)(AQ{ + Si(Jz); — X))
i=1 k=1
NG NV
+3°57(@R)" (204 B + 26 BL)(AQY + Si(J):)
i=1 k=1
NV
0= (2o} By +2a) BL)AQR + Si(Jz); — X))
k=1

On ne peut alors plus identifier la premiere de ces égalités a la condition de normalisation dis-
crétisée, puisque les multiplicateurs de Lagrange associés a la surface limite y sont présents. Par
conséquent, il sera difficile d’envisager une interprétation de la seconde égalité.

Finalement, cette étude des conditions d’optimalité dans chacun des deux problemes d’opti-
misation confirme que seule la formulation (IV.18) est pertinente du point de vue mécanique.
Elle fournit en outre la formulation d’un indicateur permettant de détecter la nature cinématique
de la non-adaptation que nous testerons dans la suite de ce chapitre. En conclusion, il apparait

donc comme nécessaire d’imposer explicitement la limitation des contraintes internes dans la
formulation du modele a deux surfaces.
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IV.3 Adaptation élastoplastique avec regle d’écrouissage ciné-
matique linéaire limité par approche du bipotentiel

Comme nous avons pu le constater, dans le cadre des matériaux standards généralisés I'intro-
duction de I’écrouissage cinématique linéaire limité dans I’étude de I'adaptation élastoplastique
conduit & la formulation d’un probléme de borne statique. Néanmoins, la construction d’un pro-
bleme de borne cinématique semble poser plus de difficultés. Les principales approches sur ce
sujet (on pourra se référer, entre autres a Pham et Weichert (2001) et Nguyen Quoc Son (2003))
consistent en la détermination du probleme dual du probleme de borne statique. Le probleme de
borne cinématique obtenu est alors un probleme de point selle, ce qui rend la résolution numé-
rique plus délicate. De ce point de vue, I'approche du bipotentiel, introduite au chapitre I, peut
fournir un cadre de travail intéressant puisqu’elle permet la construction simultanée des deux
problémes de bornes. Dans ce paragraphe, nous aborderons donc une nouvelle fois I'introduction
de I'écrouissage cinématique linéaire limité dans 1’étude de ’adaptation élastoplastique, mais
cette fois dans le cadre des matériaux standards implicites.

IV.3.1 Formulation des problemes de bornes cinématique et statique

L’approche du bipotentiel va donc étre utilisée ici pour établir les problemes de bornes sta-
tique et cinématique pour un modele appartenant a la classe des matériaux standards généralisés.
Dans un premier temps, nous procédons a la construction d’un bipotentiel pour ce modele.

IV.3.1.a Construction d’un bipotentiel

Rappelons que, dans l’espace des variables généralisées Q = (n m)T7 le domaine élastique
convexe K est limité par la fonction d’écoulement d’Hiiber-Mises (IV.3) définie par :

— 3 1 3 3
F+(Q) = \/<§aa'yaﬁ5 — §aaﬁa75> <n0‘5 + imO‘ﬁ) (nw + §m75>

ol les indices grecs varient de 1 a 2 et a est le tenseur métrique. Nous avons déja vu au paragraphe

1V.2.2.c qu’en introduisant la matrice définie positive A construite a partir du tenseur métrique,
la fonction d’écoulement prenait la forme (IV.19). En posant Q4+ = n + %m, elle peut aussi

F+(Q)=1/Q+"AQ+ (IV.25)

Remarquons que ces deux formes du critere d’écoulement (IV.25) et (IV.19) présentent chacune

s’écrire comme suit :

un intérét. En effet, la forme (IV.25) présente 'avantage d’étre formulée & I’aide d’une matrice
A définie positive, tandis que la forme (IV.19) lest avec une matrice B singuliere. Néanmoins,
la forme (IV.19) du critere d’écoulement est exprimée explicitement en fonction des variables
généralisées @, ce qui n’est pas le cas de la forme (IV.25), puisqu’elle dépend explicitement des

variables Q+ =n + %m et donc implicitement de Q.
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Pour la modélisation de I’écrouissage cinématique, on rappelle I’écriture des contraintes internes
sous la forme X = (X, X,,)?. Le domaine élastique prend alors la forme :

Kp={(Q,X)telque f, (Q—X)—-1<0et f (Q—X)—1<0}.

Comme pour les variables généralisées @, on peut introduire X + = X, £+ %X m, Ce qui permet
de mettre le domaine élastique sous une autre forme :

Kg={(Q,X)telque F,(Q - X)—1<0et F (Q—X)—1<0}.

On introduit ensuite le domaine limite des contraintes internes, noté Ky, :

_ Xoo _ Xoe

ol l'on a posé :

Gi(X)=4/XTB.X (IV.26)

Bien que l'on se soit placé dans le cadre des matériaux standards implicites, il faut garder a
I’esprit que le modele étudié rentre dans la catégorie des modeles dits associés. En effet, dans
ce cas, la construction du bipotentiel est simplifiée puisque, d’apres le chapitre I, paragraphe
1.5.2, il suffit de construire le surpotentiel W g, fonction indicatrice du domaine élastique K, et

le surpotentiel de dissipation ¢ pour obtenir un bipotentiel déterminé par :
b(k, ) = Vi () + (k)

Dans le cas de ’écrouissage cinématique linéaire limité, le domaine élastique K est completement

défini par I'intersection des domaines Kg et K18 :
K=KgnNKyg,
Le surpotentiel Vg est donc fourni par :
Ur(Q, X) =Ygk, (Q, X) + ¥k, (Q, X)

On introduit ensuite les vitesses de déformations plastiques et des variables d’écrouissage, notées

(-2

La regle d’écoulement plastique prend alors la forme suivante :

respectivement ¢ et ¢ :

(¢, —&) € 0Vk(Q, X) (IV.27)

1 . TN . . .
8En effet, si ’on ne considére que ensemble K, les contraintes internes ne sont pas bornées.
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I1V.3. Ecrouissage cinématique linéaire limité par ’approche du bipotentiel

Le calcul de la transformée de Legendre-Fenchel du surpotentiel Wy donne l'expression du
surpotentiel de dissipation ¢ (le calcul détaillé pourra étre trouvé dans l'annexe D, section
D.2):

o —a) =[l g "+ 11 g | +U—;O (ler =g IIF+ e =g ") (IV.28)

ou l'on a posé :

ol 1
Q¢—2’Y 3X
. 1, 1,
aizianigam

et :

I qe |I*=1/adtA g,

e —au | = /(@ — au)” A (s — 42)

Maintenant que les expressions de ¥ et ¢ sont établies, on peut proposer une formulation de
bipotentiel dans le cas de I’écrouissage cinématique linéaire limité :

b(@.X), (4, ~6)) = ¥x (@ X)+ 11 44 II" + 11 g "+ (s =gy 1"+ & —q_|)
(IV.29)

Proposition.
La fonction (IV.29) est un bipotentiel.

Preuve :
11 suffit de montrer que pour tout couple ((Q, X), (g, —c)), on a :

b((Qa X)’ (‘L _a)) > QTQ - XTa

Puisque l'on se trouve dans le cadre des matériaux standards généralisés, la démonstration se
réduit a l'utilisation de I'inégalité de Fenchel (propriété B.9 de annexe B) :

Il reste a montrer la proposition suivante :

Proposition.
Les couples extrémaux pour (IV.29) vérifient la loi d’écoulement plastique (IV.27) et

réciproquement.
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Preuve :
Cette proposition est aussi aisément démontrée. En effet, les propriétés rappelées dans 'annexe
B, paragraphe B.3, fournissent directement :

(@, —&) € VK (Q, X) & Vi (Q, X) +¢(¢,—&) =Q"Tq— X" &

(qa _a) € a\I]K(Q’X) A b((Q>X)? (‘L _a)) = QTq - X"Te&

ce qui acheve la démonstration.

Remarque :

Le cas particulier de I’écrouissage cinématique linéaire illimité de Prager peut étre retrouvé en
observant ce qui se produit lorsque X, tend vers 4+oo. En effet, si X, tend vers +oo, cela
fournit pour le surpotentiel de dissipation (IV.28) :

o(q,—a) =l g "+ g " +Y0y (&4 —qy) + Py (- — g )

On retrouve bien le surpotentiel de dissipation dans le cas de ’écrouissage cinématique linéaire
illimité.

Maintenant qu’un bipotentiel a été construit avec la regle d’écrouissage cinématique linéaire
limité, considérons la formulation des théoremes de bornes.

IV.3.1.b Probléeme de borne statique

Commengons par le probleme de borne statique. De cette maniere, on pourra vérifier que la
formulation obtenue correspond a celle fournie dans le paragraphe précédent par I’approche de
Weichert et Gross-Weege (1988).

En utilisant la formulation (I.61) donnée au chapitre I et rappelée ci dessous :

Sup {As SR AUCEDR SR SRERITT dﬂ}

T NS

7° admissible

sous les contraintes s SN —s
A% associé a

on obtient :

sw {1 [ oo @ xsna, 1 na i+
A767Y Q
XOO . . * o . *
o (o a7 G = |P) far de
gy

sous les contraintes { Q@ admissible
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I1V.3. Ecrouissage cinématique linéaire limité par ’approche du bipotentiel

La recherche d’une borne supérieure finie nécessite la nullité de la fonction indicatrice et donc
I’apparition parmi les contraintes du probleme d’optimisation des inégalités caractérisant 1'ap-

partenance au domaine K. On parvient alors a :

. s . . Xoo ., - . . . L e
Sup{A—/yé{u G+ la I+ 22 —a, [+l a—q| >}dtdﬂ}
AQ,X Q oy

Q admissible

(AQ°+Q-X) BL(AQV+Q-X)-1<0
2
X' B.X - X—;O <0
Oy

sous les contraintes

De plus, les termes sous les intégrales sont indépendants des contraintes et donc sont constants
pendant le processus d’optimisation. On peut donc les éliminer du probleme ce qui nous donne
finalement :

Sup {A}

\,Q,X

Q admissible

(AQY+Q-X) B+ (AQY+Q-X)-1<0
2

. - X
X'B:X -2 <0
Oy

sous les contraintes

On retrouve donc exactement la formulation du probleme statique dans le cas du modele a
deux surfaces étudié dans le paragraphe précédent.
IV.3.1.c Probleme de borne cinématique

Comme le probleme statique obtenu par 'approche du bipotentiel est identique & celui dé-
veloppé par Weichert et Gross-Weege (1988), cela nous suggere d’aborder la formulation, dans
le cadre des matériaux standards implicites, d’un probleme cinématique pour ce modele. Pour
cela, on utilise la formulation du probléme de borne cinématique (I.58) présentée au chapitre I

et que 'on rappelle ici :
Inf / f{ {b[(ﬁ A0 7Y, (ePF, ,;-/k)]} dt d)
&8 Ja

iF admissible

sous les contraintes
/ 74060 cEPRAE dQ =1
Q
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En remplagant le bipotentiel par son expression (IV.29), il vient :

. e Xoo gy s . : .
Inf / }{{‘PK(Q,XH’ Fa "+ g IF+—Ulér =g "+ & =g )}dt dQ2
q,—x 9] O-Y

(¢, —&) admissible

sous les contraintes T
/%(Qeo) gdtd=1
Q

Comme dans le cas du probleme statique, les termes sous I'intégrale qui ne dépendent pas des
variables d’optimisation, peuvent étre éliminés du probleme. Cela conduit a la formulation sui-
vante du probleme de borne cinématique dans le cas de I’écrouissage cinématique linéaire limité :

. e e KXoy . e . . s
nt [ el =0 a a1 e a1 faran
q,—x (9] O-Y
(¢, —&) admissible (IV.30)
sous les contraintes T
/f(QeO) gdtdQ=1
Q

Comme dans le cas de I’état de traction constante et torsion alternée homogene en déforma-

tion plane étudié au chapitre III, I'implémentation de ce probleme nécessitera une régularisation
puisque la fonction objectif est non différentiable en zéro. Nous utiliserons alors la méme procé-

dure que celle décrite au paragraphe I11.2.4.c.

De plus, ce probleme nous contraint a la caractérisation des conditions d’admissibilité ciné-
matiques :
(¢, —&) admissible

du point de vue numérique. Si 'on se reporte a la définition des champs de vitesses de défor-
mations généralisées admissibles introduite dans le chapitre I, paragraphe 1.6.1, le champ de
vitesses généralisées (g, —) sera admissible §'il vérifie les conditions suivantes :

— lincrément de déformation plastique sur un cycle

Aq = }I{Q(m,t)dt

est cinématiquement admissible,
— q est plastiquement admissible :

/Qj{(Qe)TthdQ>0

— l'incrément des variables internes sur un cycle

Aa = j{a(a:,t)dt

est nul.
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La deuxieme des trois conditions que nous venons d’indiquer, c’est-a-dire le fait que g soit
plastiquement admissible, est automatiquement satisfaite puisque ’on impose la condition de
normalisation dans le probleme d’optimisation. En ce qui concerne la nullité de 'incrément des
variables internes (ici réduites a &), elle ne pose pas de probleme particulier & la mise en ceuvre.
11 suffira en effet, au cours du processus de discrétisation, de la transformer en une somme sur
les sommets du domaine de chargement :

NV
> i =0, Vi € [1,NG)
k=1

En revanche, la maniere d’imposer que 'incrément de déformation plastique sur un cycle Aq soit
cinématiquement admissible n’est pas évidente a caractériser puisque nous implémentons dans
un code programmé a l'aide des éléments finis statiquement admissibles. Par conséquent, avant
de passer a I’étude numérique du probleme cinématique (IV.30) que nous venons de construire
pour ’écrouissage cinématique linéaire limité, il s’est avéré nécessaire de s’intéresser plus parti-
culierement a 'implémentation des conditions d’admissibilité cinématiques.

IV.3.2 Sur l'implémentation des conditions d’admissibilité cinématiques

Pour pouvoir mettre en ceuvre le probléeme cinématique (IV.30) proposé dans le paragraphe
précédent, on doit en particulier s’intéresser a la maniere d’implémenter les conditions d’admis-
sibilité cinématiques dans le programme dont nous disposons, basé sur les éléments statiquement
admissibles. Pour cela, dans un premier temps, on se place dans le cadre plus simple et davantage
maitrisé qu’est la plasticité parfaite.

IV.3.2.a Probléemes de bornes dans le cas de la plasticité parfaite

Rappelons la formulation des problemes de bornes dans le cas de la plasticité parfaite. D’apres
lannexe A, le probleme de borne statique en plasticité parfaite (A.15), se met sous la forme sui-

vante :

Sup {A}
5

p admissible

sous les contraintes 0. =
Ao +pe K

Dans le cas présent, i.e. pour les coques minces étudiées ici, on exprime ce probleme en fonction
des éléments de réduction adimensionnés. En utilisant le critere d’écoulement de Hiiber-Mises,
il devient :

Sup {A}

AQ

Q admissible

(AP +Q) BL (M@ +Q)-1<0

sous les contraintes
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Passons maintenant au probléeme cinématique. D’apres 'annexe A, le probleme de borne ciné-
matique (A.10) se met sous la forme suivante :

Iﬁf{/ﬁj{D(ép)dt dQ}

€P admissible

1 traint
sous les contraintes / }{aeo L &Pdt 4O — 1
Q

Le calcul du potentiel de dissipation plastique pour les coques minces dans le cas de la plasticité
parfaite (calcul effectué en annexe D, paragraphe D.1) fournit :

D(@) =g " +1g-1II"

On obtient alors le probléme cinématique suivant :

[ ${lla. "+l [} aedo
qa JQ

¢ admissible

sous les contraintes / jé (Qeo)T qgdt dQ =1
Q

Les problemes statique et cinématique étant reformulés dans le cadre de notre étude, revenons
au sujet qui nous préoccupe dans ce paragraphe, soit I'implémentation des conditions d’admissi-
bilité cinématiques. Dans un premier temps, puisque nous utilisons un code de calcul programmé
en éléments statiquement admissibles, la premiere idée est de s’intéresser aux conditions ciné-
matiques sous forme faible.

IV.3.2.b Conditions d’admissibilité sous forme faible

Si I'on se place dans le cadre des éléments statiquement admissibles, on ne peut accéder
qu’aux champs de déformations en moyenne sur ’élément, noté < g >, (Save et al. (1991), Save

et al. (1997)) :
<q>= / STqave
élément

ou S est la matrice des fonctions de forme des contraintes discrétisées qui apparait dans (IV.8).
Cela implique en particulier que la condition « Aq est cinématiquement admissible » ne pourra
elle-méme étre imposée qu’en moyenne sur 1’élément, sous la forme suivante :

JT < Ag>=0

ou 'on retrouve la matrice J issue du processus d’élimination de Gauss-Jordan (IV.15) lors de
la discrétisation du champ de contraintes résiduelles.
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Dans ce cas le probleme d’optimisation associé au probleme cinématique devient :

wt [ f{la o+l o
9 JQ

J' < Ag>=0
sous les contraintes / j{ (QeO)T qgdtdQ=1
Q

Ce probleme est implémenté et testé sur 'exemple du tube sous pression et charge annulaire de
la figure IV.3. On compare alors les valeurs du facteur d’adaptation obtenues a celles fournies

par le probleme statique en plasticité parfaite avec la courbe d’interaction (figure IV.7).

1,5

Plasticité parfaite, approche statique
o Plasticité parfaite, approche cinématique, CA faibles

P/PR,

Q/Qov

Figure 1V.7 - Comparaison des approches statique et cinématique avec conditions
d’admissibilité sous forme faible

On peut alors remarquer que les valeurs du facteur d’adaptation obtenues par les deux ap-
proches sont identiques. L’utilisation des conditions d’admissibilité sous forme faible conduit
donc aux mémes résultats. Cela provient du fait que le probleme résolu alors n’est autre que le
probléeme dual (au sens de 'optimisation convexe) du probléeme statique. On peut alors identifier
les multiplicateurs de Lagrange du probleme statique aux variables d’optimisation du probleme
cinématique et réciproquement, les variables d’optimisation du probleme statique aux multipli-

cateurs de Lagrange du probleme cinématique.

Si 'on veut réellement déterminer les solutions du probleme cinématique, il est donc nécessaire
de considérer les conditions d’admissibilité sous forme forte.
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IV.3.2.c Conditions d’admissibilité sous forme forte

Pour obtenir le facteur d’adaptation cinématique, il faut donc considérer les conditions d’ad-
missibilité cinématiques sous forme forte. Comme la seule partie du code de calcul nécessitant
les champs cinématiques est le module d’optimisation du probleme cinématique, on peut se
contenter de construire la matrice de compatibilité a partir d’un élément cinématique. Pour ce
faire, on choisit un élément tronconique sans cisaillement transverse classiquement utilisé pour la
modélisation des coques minces (Batoz et Dhatt (1992))!°. Dans ce cas, en notant C la matrice
de compatibilité et Awu les incréments de déplacement sur un cycle de chargement, les conditions
d’admissibilité se mettent sous la forme :

CAq = Au

ou l'on a éliminé les déplacements bloqués dans Aw et les colonnes correspondantes dans C'. Le
probleme d’optimisation associé au probleme cinématique devient :

Inf g |F+ | g_ |7} dt d©
e [ e e )

CAq =Au

sous les contraintes T
/7{(@60) gdtdQ=1
Q

Comme dans le paragraphe précédent, cette formulation est implémentée et testée sur I'exemple
du tube sous pression et charge annulaire de la figure IV.3. La comparaison des facteurs d’adap-
tation (voir figure IV.8) dans ce cas montre une légere différence des valeurs obtenues par le

probleme statique et par le probleme cinématique.

On peut noter que cette différence est plus importante lorsque l'influence de la charge annu-
laire est prépondérante. En effet, comme cette charge est ponctuelle et localisée sur 'extrémité
du tube, il n’y pas de point de Gauss positionné & l’endroit ou est appliquée la charge. C’est
donc a cet endroit que lerreur relative entre les facteurs d’adaptation statique et cinématique
prend ses valeurs maximales, de 'ordre de 3.50%. Comme le chargement en pression est un
chargement réparti, la répartition des points de Gauss a nettement moins d’influence. De ce
fait, lorsque le chargement en pression est prédominant, les valeurs de I’erreur relative entre les
facteurs d’adaptation statique et cinématique n’excedent pas 1%. Cependant, puisque ce n’est
pas l'objet principal de ce paragraphe, reprenons le sujet qui nous préoccupe, i.e. le probleme
cinématique construit pour I’écrouissage cinématique linéaire limité par ’approche du bipoten-
tiel.

YPour plus de détails sur la matrice de compatibilité de cet élément, on pourra se reporter au paragraphe C.2
de 'annexe C.
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1,5

—— Plasticité parfaite, approche statique
---- Plasticité parfaite, approche cinématique, CA fortes

P/P)

1,5

Q/Qo

Figure 1V.8 - Comparaison des approche statique et cinématique avec conditions
d’admissibilité sous forme forte

IV.3.3 Résultats numériques

Maintenant que nous avons constaté que les conditions d’admissibilité cinématiques sous
forme forte étaient nécessaires pour déterminer réellement la solution du probleme cinématique,
nous revenons a I’étude du probleme d’adaptation élastoplastique pour les coques minces avec la
regle d’écrouissage cinématique linéaire limité et en particulier, au probleme cinématique (IV.30)
construit par ’approche du bipotentiel.

IV.3.3.a Facteur d’adaptation

Comparons les facteurs d’adaptation obtenus par les approches statique et cinématique pour
I’exemple du tube sous pression et charge annulaire de la figure IV.3. Pour cela, on trace la
courbe d’interaction IV.9.

On peut constater sur la figure IV.9 que les deux approches menent sensiblement aux mémes
résultats. Un indicateur d’erreur sur le facteur d’adaptation peut étre fourni par ’erreur re-
lative entre les facteurs d’adaptation obtenus par les approches statique et cinématique. Son
calcul pour tous les points limitant le domaine d’adaptation nous donne une erreur maximum de
lordre de 0.42%. En outre, on peut remarquer que les erreurs les plus importantes sont obser-
vées sur la partie de courbe qui correspond a la limite par plasticité accumulée. Etant donné les
ordres de grandeur des erreurs calculées, on a alors la garantie d’'un encadrement de la solution
particulierement resserré. Finalement, on peut relever que, comme dans le cas de ’approche
statique, la distinction entre les deux types de ruines n’a pas a étre considérée puisque les deux
sont automatiquement prises en compte dans cette formulation du probleme cinématique avec
écrouissage cinématique linéaire limité.
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—— Approche cinématique, écrouissage cinématique linéaire limité
---- Approche statique, écrouissage cinématique linéaire limité

P/Py

0 \ \ \

1 15 2
Q/Qo

Figure IV.9 - Comparaison des approche statique et cinématique avec régle d’écrouissage

cinématique linéaire limité

En conclusion, il ressort donc de ce paragraphe que 'application de ’approche du bipotentiel
méme a des modeles associés peut étre particulierement intéressante car elle permet de construire
conjointement les problemes statique et cinématique et donc les bornes inférieure et supérieure.

IV.3.3.b Nature cinématique de la non adaptation

Comme nous venons de le voir, I’étude de 'adaptation élastoplastique avec la regle d’écrouis-
sage cinématique linéaire limité fournit directement le domaine d’adaptation prenant en compte
les ruines par plasticité alternée et plasticité accumulée. Toutefois, on peut souhaiter connaitre,
une fois la courbe d’interaction déterminée, la nature cinématique de la non adaptation. En effet,
cela conditionne les études, a posteriori de 'adaptation, de comportement de type fatigue dans
le cas de la plasticité alternée : fatigue a faible nombre de cycles. Dans ce but, on intégre dans
les deux approches (cinématique et statique) des indicateurs permettant de détecter la nature
cinématique de la non adaptation.

Commencons par proposer un indicateur pour I'approche statique. Nous pouvons extrapoler
sur toute la structure la remarque effectuée au paragraphe IV.2.3.b sur les multiplicateurs de
Lagrange du probleme statique en chaque point de Gauss :

- si au moins un des multiplicateurs de Lagrange associés & la surface limite des contraintes
internes est non nul, alors la nature de la non adaptation est le rochet,

- ¢i tous les multiplicateurs de Lagrange associés a la surface limite des contraintes internes
sont nuls, la nature de la non adaptation est la plasticité alternée.
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En notant 5} ces multiplicateurs de Lagrange et NG le nombre total de points de Gauss, on
définit 'indicateur suivant pour la caractérisation de la nature cinématique de la non adaptation :

Indgiat = 6,07 IV.31
Ndstat ngj%}é( 7 7 ) ( )

Dans le cas ou cet indicateur est nul (au sens du zéro numérique), on dira qu'’il y a ruine par

plasticité alternée ; sinon, on dira qu’il y a ruine par plasticité accumulée.

En ce qui concerne lapproche cinématique, suivant Konig (1987), on utilise Uincrément de
déformation plastique pour définir la nature de la non adaptation, et en particulier les deux
remarques suivantes :

- si 7{ q(x,t) dt = 0,V € Q alors la nature de la ruine est la plasticité alternée,

- si dx € Q tel que jé q(x,t) dt # 0 alors la nature de la ruine est la plasticité accumulée.
D’apres Magoariec et al. (2005), on peut alors prendre comme indicateur :

Indgine = max

iENG iENG, kENV

f{ 4, 1) dt‘ / max |y (@t dt] (IV.32)

ol NV désigne le nombre de sommets du domaine de chargement. Dans le cas ol cet indicateur
sera petit devant 1, on dira qu’il y a ruine par plasticité alternée; sinon, on dira qu’il y ruine
par plasticité accumulée.

Onze points, pour lesquels nous allons calculer les valeurs des deux indicateurs statique (IV.31)

et cinématique (IV.32), sont présentés sur la courbe d’interaction (voir figure IV.10).

—— Approche cinématique, écrouissage cinématique linéaire limité
---- Approche statique, écrouissage cinématique linéaire limité
W Points choisis pour la détermination de la nature cinématique de la non adaptation

P/Py

i
Q/Qo

Figure IV.10 - Points choisis pour la détection de la nature cinématique de la non adaptation
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Les valeurs obtenues des indicateurs sont reportées dans le tableau IV.1. Concernant 'indicateur
statique, on peut constater que pour les points 1 a 9, celui-ci est nul. Pour les points 10 et 11,
il n’est pas nul mais est de 'ordre de 10~2. Intéressons nous ensuite aux valeurs de 'indicateur
cinématique. Pour les points 1 & 9, celui-ci est de I'ordre de 107°, tandis que pour les points
10 et 11, il est supérieur & 1. On peut d’ores et déja remarquer que le changement d’ordre de
grandeur des indicateurs statique et cinématique a lieu entre les points 9 et 10 dans les deux
cas. Il semble donc, au regard des valeurs des indicateurs, que la nature cinématique de la non
adaptation pour les points 1 a 9 soit la plasticité alternée. Par contre pour les points 10 et 11,
la nature cinématique de la ruine parait étre la plasticité accumulée.

Tableau 1V.1 - Valeurs des indicateurs de la nature cinématique de la non adaptation

Indicateur statique || Indicateur cinématique

Point n°1 0,00 1,85.107°
Point n°2 0,00 1,43.107°
Point n°3 0,00 1,67.107°
Point n°4 0,00 1,91.107°
Point n°5 0,00 2,16.107°
Point n°6 0,00 2,45.107°
Point n°7 0,00 2,87.107°
Point n°8 0,00 3,40.107°
Point n°9 0,00 5,80.107°
Point n°10 2,90.1072 2,51

Point n°11 6,25.1073 4,00

Pour s’assurer de ces résultats, on peut les comparer avec la figure IV.4 puisque sur cette figure,
les limites par plasticité alternée et plasticité accumulée sont indiquées. En confrontant les ré-
sultats fournis par les indicateurs & ce que l'on peut voir sur cette figure, on en déduit que les
informations données par les indicateurs cinématique et statique sont exactes : les points 1 & 9
sont effectivement sur la partie de la courbe d’interaction délimitant le domaine de sécurité par
rapport a la plasticité alternée tandis que les points 10 et 11 appartiennent a la partie bornant le
domaine de sécurité par rapport & la plasticité accumulée. Ainsi, les deux indicateurs, statique
et cinématique, proposés ici fournissent de bons résultats et peuvent permettre I'un et 'autre
de détecter la nature cinématique de la non adaptation.

IV.4 DMatériaux standards implicites et adaptation élastoplas-
tique pour les structures de type coques minces

Le concept des matériaux standards implicites nous a permis de mener I’étude de I'adaptation
élastoplastique d’un exemple simple avec la regle d’écrouissage cinématique non linéaire (chapitre
III) et de construire, dans le paragraphe précédent, un probleme de borne cinématique avec la

regle d’écrouissage cinématique linéaire limité. A présent, nous nous proposons d’appliquer ce
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concept aux structures de type coques minces avec, cette fois, une regle d’écrouissage cinématique
non linéaire. Pour cela, il importe d’abord de construire une regle d’écrouissage cinématique non
linéaire pour ce type de structures.

IV.4.1 Construction d’une régle d’écrouissage cinématique non linéaire pour
les coques minces

On se place dans le méme cadre de travail que dans le paragraphe précédent. Le domaine
élastique convexe K g est limité par la fonction d’écoulement d’Hiiber-Mises dans ’espace des
variables généralisées @ = (n m)”, définie par (IV.25) ou encore par (IV.19).

Comme précédemment, les contraintes internes X = (X, X,,)7 sont introduites pour mo-
déliser ’écrouissage. Alors, le domaine élastique prend la forme :

Kp={Q-X)telque f (Q—X)—1<0et f (Q—X)—1<0}

Comme pour les variables généralisées @, on peut introduire X + = X, £ %X m, C& qui permet
de mettre le domaine élastique sous une autre forme :

Ke={Q—-X)telque F1 (Q—-X)—-1<0et F_(Q— X)—1<0}.

Pour représenter 1’écrouissage cinématique non linéaire, nous utilisons a présent un modele avec
un domaine limite, homothétique du domaine élastique initial, défini dans ’espace des points
Q> = (n>® m>)7T (voir figure IV.11).

Lo \
surface limite . m surface d’écoulement
F 0O Oc Q
f(Q)-5=0

T@)-%=0

Figure IV.11 - Représentation du domaine limite en dimension deux

Le domaine limite peut étre décrit comme suit :

Ko — {Q“’ tel que F,(@%) - 22 <0 et 7 (@) - 22 < o} |

gy

Dans un tel modele de coque, la surface d’écoulement est composée de deux surfaces régulieres
Sy d’équations f(Q— X) = 1 sur lesquelles la normale est bien définie. Si une seule de ces deux
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surfaces est active, soit S5 pour fixer les idées, la loi d’écoulement plastique est parfaitement
définie par la regle de normalité :

(A . Ofy . Q-X .
q=|.|=p+5,7(Q—-X)=psBi=———=p; B, (Q - X)

(X) 9Q F4(@Q-X)
Pour construire la regle d’écrouissage, nous nous basons sur le modele multi-surfaces de Mroz
(Mroz (1967)). Dans l'espace des variables généralisées, elle sera donc construite comme suit.
Soit Q@ le point de la surface limite 0K+, de méme normale que la normale & S; en Q (voir

figure IV.12).

T@)-g=0

Figure IV.12 - Représentation de la construction de la régle d’écrouissage en dimension deux
lorsqu’une seule surface est active

Dans ce cas, on a :

Q¥=—(Q-X) (IV.33)

00
oy
Suivant Mroz, la variation infinitésimale de X se produira dans la direction joignant Q a Q°,
soit, en introduisant X, = 0o — 0y :

ey

X = (@ — Q) = jus <‘§’;<Q—X>—Q> :m(UY Q—X)—X>-

Ceci suggere de poser pour le taux de la variable d’écrouissage cinématique o duale de X :

a=B.X =[1,B(Q*-Q) = M+;B+ (Q—-X)— 4B X. (IV.34)

X
En identifiant p+ & i+ —=, on obtient alors une régle d’écrouissage analogue & celle d’Armstrong
o

et Frederick (1966) :
oy X

Xoo

On peut alors remarquer que lorsque X, tend vers l'infini, on retrouve en cas particulier la

regle linéaire de Prager &« = q. De la méme maniere, on définira une regle d’écrouissage similaire
quand S_ est active, en remplagant 'indice + par —.
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Dans le modele de coque, le probleme est de généraliser cette regle quand les deux surfaces Sy
et S_ sont simultanément actives. La normale n’est alors plus définie et doit étre remplacée par

une sous-normale. La loi d’écoulement peut s’écrire sous la forme généralisée de Koiter (1953) :

Q- X) +p%i@<cz ~X)=(p_B_ +p,B.)(Q - X). (1V.36)

.. Ofy
Q—P+%

T.@Q)-%=0

T@)-2=0

Figure IV.13 - Représentation de la construction de la régle d’écrouissage en dimension deux
lorsque les deux surfaces sont actives

Lorsque les deux surfaces sont actives, nous considérons, pour des raisons de continuité, que le
point Q@ associé a Q est toujours donné par (IV.33) (voir figure IV.13) et, par analogie avec
(IV.36), nous remplagons (IV.34) par :

&= (4B +4-B_)(Q™ - Q).

En raisonnant comme précédemment, on obtient la regle d’écrouissage :

oy X
Xoo

&a=q—(p+B+ +p-B-) (IV.37)

qui contient le cas particulier ou seule une surface est active (par exemple (IV.35)) et généralise

la regle d’écrouissage de Mroz lorsque plusieurs surfaces sont actives.

IV.4.2 Construction d’un bipotentiel pour les coques minces avec régle d’écrouis-

sage cinématique non linéaire

Nous voudrions a présent construire le bipotentiel correspondant a la loi de comportement
donnée par (IV.36) et (IV.37). Nous introduisons le cone convexe :

K={Q-X)telque f,(Q—X)—1<0et f_(Q—X)-1<0}. (IV.38)
En posant
) 1. 1.
qy = §7i§x (IV.39)
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la fonction de dissipation, fonction polaire de la fonction indicatrice du domaine K défini par
(IV.38) est donnée (il suffit de remplacer @ par Q — X dans le calcul de la fonction de dissipation
pour le cas parfaitement plastique de 'annexe D, paragraphe D.1) par :

ol@) = (Vi) (@) = \Ja" A "a +/aTa g,

ou encore, en introduisant les déformations équivalentes py :
s T A—1-
P+ =141 A 44

0(q) =py +p-

elle s’écrit :

La loi d’écoulement plastique est alors équivalente a l'inclusion différentielle :

q€d¥vk(Q - X)
(IV.40)

oy X

0
Xoo

&—q+ (p+By +p-B_)
ou Vg désigne la fonction indicatrice du domaine élastique K.

On introduit les vitesses & = (g, —¢&), les variables associées m = (Q, X)) et la fonction sé-

parément convexe :

X'B. X X'TB Xx
T oy T+ U(Q - X)) (IV.A41)

b(s . g
(F,m) P+ +D +P+UY7XOO X

. . . . O'yX
+¥ oy <0f 4+ (P+By +p-B-)~ )

Proposition.
La fonction (IV.41) est un bipotentiel.

Preuve :
Il suffit de montrer que pour tout couple (&, ) tel que :
(i) (@.X)e K
(i) &« — g+ (p+ B+ +p-B-)

on a :

oy X _

Xeo

x'B,x . X'B_X T, T.

T oy >QTq- XTa (IV.42)
Xeo Xeo

En effet, si une des deux conditions précédentes n’est pas vérifiée, le bipotentiel b prend la valeur

0
P+ +p- +pyoy

400 et 'inégalité est trivialement satisfaite. Dans le cas ou les deux conditions sont satisfaites,
il vient :

QTq-XTa=(Q-X)"¢g— X" (&~ q)
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En remarquant que :
Q-X)"q=(Q; - X)"q, +(Q--X)"q
on en déduit :
Q'qg-X"a=(Q, - X)'q +(@Q -X)'qg —-X"(a—9
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée, on obtient ensuite :
Q'q-X"a<p [ (Q-X)+p-f (Q-X)-X"(&—q)

Comme (Q — X) € K, il vient :

Q'q—X"a<p, +p-—X"(&-q)

L’usage de la regle d’écrouissage (IV.37) conduit alors a (IV.42). Nous avons donc montré que

la fonction (IV.41) est un bipotentiel. Il faut maintenant montrer la proposition suivante :

Proposition.
Les couples extrémaux pour (IV.41) vérifient la loi de comportement (IV.40), et ré-
ciproquement.

Preuve :
Supposons que ((Q,X), (g, —&)) soit un couple extrémal pour le bipotentiel. Le bipotentiel b
doit donc prendre une valeur finie pour ((Q, X), (g, —)), ce qui implique :

Q-X)e K
oy X

a=q+ (p+B++p-B_) e
o

Il nous reste donc & montrer que :
q€0¥k(Q—X)
Comme ((Q, X), (g, —)) est un couple extrémal pour le bipotentiel (IV.41), il vérifie donc pour
tout (Q', X') tel que :
Q -X"YeK
oy X'
Xoo

&a=q+ (p+B+ +p-B_)
I'inégalité suivante :
b(k, ') —b(k,m) > k(' — )
soit :
gy /. . . . . .
2 (p+ X' "B X +p- X' TB_X'— . XTBX — - X"B-X) = (Q'-Q)Tq~(X'-X)T&
o

On obtient alors :
;'(—Y (py X'"By X' +p_X'"B_X'—p, X"B, X —p_X"B_X) >
D

(@ -X)—(Q-X)"qg— (X' - X)"(&~q)
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Or de:

. . . X
& =q+oy(p+Bs+p-B-)o—
o

/

Xoo

&=q+oy(p+Bi+p-B-)
on déduit que :
(X' = X)(a—-q) =-X"T(a-q+ X" (a—q)
oy

=5 (p+ X'"By X' +p_-X'"B_X'—p, X"B. X —p_X"B_X)
[o¢]

Un couple extrémal est donc un couple satisfaisant :
0>[(Q-X)-(Q-X)"q

ce qui démontre :

qe€iVg(Q - X)

Réciproquement, soit un couple vérifiant :

qeivg(@Q—-X)

L . . X

a=q+oy(p+Bs +p-B-)—

o0

Montrons qu'il est extrémal pour le bipotentiel (IV.41), i.e. que

b(k,7) = k.7

Puisque la loi d’écoulement est satisfaite, on a :

L . X"B X . X"B_X
b(Q. X), (4, —&)) =Py + P + oypr —— - + Oy
Xoo Xoo
De plus, avec la regle d’écrouissage, on peut écrire :
. . : . X'"B. X . X'"B_X
Qg X"Ta=(Q-X)"q+oypy —"— +oyp —0——
Xoo Xoo

En outre, comme les fonctions Wy et ¢ sont polaires I'une de l'autre, on a d’apres 'annexe B,
paragraphe B.2 :

Ve(@Q-X)+9(q) = Q- X)"qg=ps +p-
Finalement, il vient :
b((Qa X)’ (Qa _a)) - QTq — XTa

ce qui acheve la démonstration.
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IV.4.3 Formulation des probléemes de bornes

A présent, puisque nous avons construit un bipotentiel pour les structures de type coques
minces avec une regle d’écrouissage cinématique non linéaire, nous pouvons formuler, dans ce
cas, les problemes de borne statique et cinématique établis au chapitre I.

Commencons par le probleme statique. En adaptant la formulation du probleme de borne sta-
tique pour les matériaux standards implicites (I1.61) au modele construit, on peut proposer un
probleme d’optimisation a résoudre pour obtenir le facteur d’adaptation :

_T - N -

X BTX X B X
Sup )\—/7{ Py +p.+oy———Pp F oy ———p_ | dt dQ
\QX Q Xoo Xoo

sous les contraintes

Q est un champ de contrainte résiduel

Ve AQP+Q - X)=0,Vx €Q, Vt

X
\I’{()} <O£ — q + Uy(p+B+ —|—pB)X—> = 0, V$ S Q, Vt

[e.e]

La recherche d’une borne supérieure finie nécessite ’annulation des fonctions indicatrices figurant
parmi les contraintes du probleme d’optimisation. En détaillant alors les contraintes imposées par
les fonctions indicatrices caractérisant I’appartenance au domaine élastique K et la vérification
de la regle d’écrouissage, le probleme précédent devient :

X BTX X B X
Sup A—/]é pr+p doy o X oy 2 2 ) gt do
A767Y Q XOO XOO

sous les contraintes

( @ est un champ de contrainte résiduel (IV.43)
AR +Q-X)"TB.(AQV+Q-X)-1<0,Vx €Q, V¢
AR +Q-X)TB_ AV +Q-X)-1<0,Vx €Q, V¢

X
o — q+0’y(p+B+ +p_B_)X— =0,V €Q,Vt
0o

L’observation de ce probleme conduit aux mémes remarques qu’au chapitre III : étant fortement
couplé, la détermination des champs statiques et cinématiques ne pourra se faire séparément

mais devra étre effectuée simultanément. Il est donc nécessaire de formuler aussi le probleme
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cinématique (I1.58) & résoudre ici :

X B™X X B X
Sup {)\ — / jé <1'7+ +p_+oy———p+ + ayip_> dt dQ}
' Q Xoo Xoo

qv_d
(
Aq = ?é q dt est cinématiquement admissible V& € 2

Aa:j{adt:()VmEQ

/ijA(QeO)Tq dtd) =1

& —q+oy(psBy +p_B_)

sous les contraintes

X

XOO:O,Va: €N, Vvt

Comme dans le chapitre III, on peut limiter le nombre d’inconnues de ce probleme en éliminant
les variables & avec :

o : : X
@ =q-oy(p+Bs +p-B-)—
o0
En outre, la condition d’admissibilité de A g sous sa forme forte s’écrit :

CAq=Au

Finalement, le probléme cinématique a résoudre s’écrit :

X B*X X B X
Sup A—/y{ Pt p oy T p oy p | dt dQ
q,Au Q Xoo Xoo
CAq=Au

- (IV.44)
% (q — O-Y(erBJr —|—pB)X—> dt = O\V/ZC S Q

/nyA(QeO)qut Q=1 i

Remarquons que, dans chacun des deux problemes (IV.43) et (IV.44) construits, les termes de

sous les contraintes

la fonction objectif constants lors du processus d’optimisation pourraient étre retirés sans que
les solutions soient modifiées. Néanmoins, de maniére & pouvoir comparer les valeurs des fonc-
tions objectives prises en sortie des modules d’optimisation, ils sont laissés car dans ce cas, les
fonctions objectives des probléemes statiques et cinématiques sont identiques.

On peut aussi constater que, lorsque X, tend vers +o0o0, non seulement on retrouve la regle
d’écrouissage de Prager, mais que les problemes de bornes redonnent aussi ceux obtenus dans le

cas de I’écrouissage cinématique linéaire illimité.

L’observation de ces deux problemes d’optimisation fortement couplés, de nature similaire a
ceux construits dans le chapitre III dans le cas d’'une éprouvette sous traction constante et
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torsion alternée avec la regle d’écrouissage cinématique non linéaire de Armstrong et Frederick
(1966), pourrait conduire & penser que les mémes difficultés risquent d’étre rencontrées lors de
I'implémentation. Néanmoins, nous allons voir dans le paragraphe suivant que ce n’est pas tout
a fait le cas.

IV.4.4 Sur 'implémentation de ce modele

La nature des problémes cinématique (IV.44) et statique (IV.43), analogues aux problémes
qui ont été construits pour I'état de traction constante et torsion alternée homogene dans le
chapitre III ne garantit pour autant pas de retrouver les mémes comportements au cours du
processus d’optimisation. Les raisons éventuelles de ces différences seront discutées ultérieure-
ment. Tout au moins, le couplage fort entre les deux probleémes nécessite ici aussi une résolution
simultanée.

Comme dans l'exemple étudié au chapitre III, on débute la phase d’implémentation en uti-
lisant le principe de construction d’un suite minimisante convergente (paragraphe I11.2.4.a du
chapitre IIT). Pour cet algorithme, on retrouve le méme phénomene de stationnarité du processus
itératif. Le fait de laisser la régle d’écrouissage parmi les contraintes des problemes d’optimi-
sation statique et cinématique semble encore empécher la construction d’'une suite minimisante
pour la fonction objectif et ainsi rend la convergence impossible. En effet, 'erreur globale en loi
de comportement définie au chapitre III par :

‘ﬂe(

&,Q, X, )\
Eglobale = )\Q ) ‘
avec

(-6, 0, X, 2) = /7{ ) @+2Q0X) - Q g+ X a}dran -

prend des valeurs significativement trop importantes ce qui montre la non convergence du pro-

cessus mis en ceuvre. Il faut donc proposer une alternative.

On décide alors de suivre la méthode employée avec succes dans le chapitre III. Pour cela,
on construit une formulation relaxée du probleme statique en enlevant la regle d’écrouissage ci-
nématique non linéaire des contraintes du probleme de borne statique. La raison invoquée reste
inchangée : puisque cette condition apparait sous forme relaxée dans les conditions d’optimalité,
peut-étre est-il possible de se contenter de cette forme implicite lors du processus itératif. Cela
nous conduit a proposer le probleme statique relaxé suivant :

1XBtX 1 XB X.
Sup P+ P +F0y———pr + —oy———p_ | dt dS)
N OX 2 Xeo 27" Xoo

sous les contraintes

(IV.45)

Q est un champ de contrainte résiduel
AR +Q-X)"B,(0Q°+Q-X)-1<0,Vx €Q, V¢t
AR +Q-X)"B_(0Q°+Q-X)-1<0,Vx €Q, V¢t
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Mais dans le cas présent, la convergence n’est pas effective car le non-dépassement de la surface
limite des contraintes internes n’est pas assuré au cours du processus itératif. Puisque des so-
lutions déterminées au cours du processus ne sont mécaniquement pas admissibles, on ne peut
que stopper le processus itératif. Il est donc probable que la solution envisagée au chapitre I1I ne
fonctionne que pour ’étude d’exemples particulierement simples. Plusieurs éléments peuvent étre
mis en jeu pour expliquer ce phénomeéne. Ainsi, dans I'exemple de I’état de traction constante
et torsion alternée homogene, un seul point de calcul géométrique est considéré, et vu le charge-
ment imposé, 1’écoulement plastique est effectif pour tous les points du domaine de chargement.
Dans le cas des coques minces, on ne peut évidemment pas se contenter d’un seul point pour
modéliser géométriquement celles-ci. Puisque I'on a besoin d’un nombre minimum de points de
calcul, il y a des chances pour qu’en un certain nombre ’écoulement plastique ne soit pas effectif.
Ce phénomene est d’autant plus probable du fait que le critere d’écoulement se présente comme
I'intersection de deux surfaces. Il est donc possible que pour un point de calcul et un point du
domaine de chargement une seule des deux surfaces d’écoulement soit active et que méme dans
ce cas le non-dépassement de la surface limite de soit pas assuré. Il semblerait donc que la non
convergence de cette méthode dans le cas des coques minces soit probablement due a 'utilisation
d’un critére d’écoulement plastique multi-surfaces.

Pour les structures de type coques minces, la nature fortement couplée des probléemes ciné-
matique et statique conduit donc a leur résolution simultanée et alors, a priori a la résolution
d’un seul probleme d’optimisation :

. . X BtX . X B X .
Sup {A -4 (m oy B ay—p> it dﬂ}
q,Au Q Xoo Xoo

Q.X
CAq=Au

X
f (q— O'Y(])+B+ —i—p_B_)X—) dt =0Vx € Q

eO\T - o
sous les contraintes /Q j{ AMQ™)" gdt d2 =1

Q est un champ de contrainte résiduel
AR +Q-X)"B,(0MQ°+Q-X)-1<0,Vx €Q, V¢t
(AQP+Q-X)TB_(A\QV+Q-X)—1<0, Vo €,

regroupant les problémes de bornes statique et cinématique. Ce dernier probleme ne s’inscrit
plus dans le cadre de 'optimisation convexe mais dans le cadre plus général de I'optimisation
dite globale, qui constitue une branche des mathématiques en pleine expansion depuis quelques
années. Des classifications des modeles d’optimisation globale sont proposées (voir par exemple
Horst et Pardalos (1995)) suivant les propriétés de la fonction objectif et des contraintes du

probleme & résoudre. En examinant le probleme ci-dessus, compte tenu de la biconvexité?® de

20¢’est-a-dire sa convexité par rapport & (g, Au) lorsque (@Q, X)) est fixé et sa convexité par rapport & (Q, X)
lorsque (¢, Au) est fixé
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la fonction objectif et des contraintes inégalités et le caractere affine des contraintes égalités, il
semblerait que celui-ci rentre dans la catégorie des problemes dits biconvexes. Par conséquent,
il s’avere comme nécessaire d’effectuer une étude approfondie des différentes méthodes d’op-
timisation globale (et probablement plus spécifiquement des méthodes d’implémentation des
problemes d’optimisation biconvexe) pour les problemes d’adaptation élastoplastique des coques
minces avec une regle d’écrouissage cinématique non linéaire.

Enfin, ne perdons pas de vue que la formulation d’un bipotentiel pour une loi de comportement
n’est pas unique. On peut donc aussi se poser la question de savoir s’il existe éventuellement
une autre formulation du bipotentiel qui permettrait de rester dans le cadre de I'optimisation
convexe. De ce point de vue, le développement d’une méthode de construction systématique du

bipotentiel pourrait s’avérer fort utile pour la suite des travaux sur ce sujet.

IV.5 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a l'introduction de 1’écrouissage cinématique
(linéaire et non linéaire) pour les structures de type coques minces dans le cadre de 'adaptation
élastoplastique. En particulier, nous avons pu constater que la formulation du modele a deux
surfaces de Weichert et Gross-Weege (1988) n’est pertinente qu’en imposant explicitement la
limitation des contraintes internes, de sorte a aboutir a un résultat mécaniquement acceptable.
En considérant ensuite ’écrouissage cinématique linéaire limité du point de vue des matériaux
standards implicites, nous avons pu construire un probleme de borne cinématique. L’implémen-
tation de celui-ci a permis d’encadrer de maniere tres précise le facteur d’adaptation entre les
facteurs d’adaptation cinématique et statique. Cela souligne le fait que I’approche du bipotentiel,
qui permet de construire conjointement les problemes de bornes statique et cinématique, peut
s’avérer particulierement intéressante pour des modeles s’inscrivant dans le cadre des matériaux
standards généralisés. Enfin, en ce qui concerne 'introduction de I’écrouissage cinématique non
linéaire pour les coques minces, 'utilisation du modele de Mréz et de la regle d’écoulement sous
forme généralisée de Koiter mene a une regle d’écrouissage cinématique non linéaire adaptée au
probleme. Cela permet finalement de construire un bipotentiel et des problemes de borne sta-
tique et cinématique pour ’adaptation élastoplastique. Néanmoins, la nature fortement couplée
de ces deux problemes semble nécessiter pour leur résolution la mise en ceuvre de méthodes ren-
trant dans la catégorie de 'optimisation globale, ce qui pourra constituer une des perspectives
de ce travail.
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Conclusion générale

L’étude menée dans ce mémoire est une contribution théorique et numérique a l'adaptation
élastoplastique dans le cadre de la plasticité non associée. Dans ce contexte, nous nous sommes
plus particulierement intéressés a l'introduction de 1’écrouissage cinématique non linéaire dans
les études d’adaptation élastoplastique a I’aide du concept de matériaux standards implicites.

Pour mener a bien ce travail, nous avons d’abord effectué un travail d’analyse bibliographique
qui a permis de clarifier et d’illustrer les principales études concernant 'introduction de 1’écrouis-
sage dans la théorie de 'adaptation élastoplastique. La démarche que nous avons adoptée est
progressive. Elle a consisté d’abord a présenter le phénomene de ’adaptation élastoplastique de
maniere a montrer 'intérét de son étude. Dans un second temps, nous avons rappelé les fonde-
ments de la théorie de I'adaptation élastoplastique et les premieres introductions de ’écrouissage
dans I’étude de ce phénomene tout en restant dans le cadre des matériaux standards généralisés.
Nous nous sommes ensuite intéressés aux lois non associées, qui jouent un réle important dans
la modélisation mécanique. Apres avoir effectué une revue non exhaustive des résultats exis-
tants dans la littérature, nous avons présenté le concept de matériaux standards implicites qui
permet une généralisation de celui des matériaux standards généralisés aux matériaux dont le
comportement est non associé. Dans ce cadre, bien que la généralisation du théoreme de Melan
(1936) n’ait pu étre prouvée jusqu’a maintenant, les théoremes de bornes ont pu étre étendus.
Apres cette présentation du cadre de travail, nous nous sommes consacrés a I’étude d’exemples
caractéristiques en adaptation élastoplastique par le modele des matériaux standards implicites.
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Conclusion générale

Le premier exemple étudié, concernant un état de traction constante et torsion alternée homo-
gene, a dans un premier temps été considéré du point de vue de la méthode pas a pas classique
et ce, de maniere a s’assurer de la cohérence des résultats obtenus ensuite par I’approche du
bipotentiel. La comparaison des résultats pour le facteur d’adaptation fournis dans le cas de
I’écrouissage cinématique non linéaire avec ceux provenant du cas ou l’écrouissage est cinéma-
tique linéaire limité montre une différence conséquente. Le fait de pouvoir prendre en compte
la non linéarité de 1’écrouissage s’est donc révélé important pour la suite des études d’adapta-
tion élastoplastique. En ce qui concerne la solution analytique exacte obtenue par ’approche du
bipotentiel, sa confrontation avec les résultats de la méthode pas a pas a montré un trés bon
accord, ce qui assure la cohérence de la solution développée dans le cadre des matériaux stan-
dards implicites. Du point de vue de la programmation mathématique, nous avons pu constater
que le couplage tres important existant entre les problemes de bornes statique et cinématique
construits par I’approche du bipotentiel entrainait la nécessité d’aborder les approches statique
et cinématique simultanément. En outre, la linéarité de la regle d’écrouissage et sa présence
dans les deux problemes d’optimisation nous a amené a remplacer le probléeme statique par un
probléme statique relaxé de fagon a construire un processus de résolution itératif tout en restant
dans le cadre de 'optimisation convexe. Pour I’exemple simple de I’état de traction constante et
torsion alternée homogeéne traité au chapitre 111, cela fournit effectivement des solutions en trés
bonne concordance avec la méthode pas a pas classique et la solution analytique exacte.

La derniere partie de notre étude a été consacrée a l'introduction de I’écrouissage cinématique
(linéaire et non linéaire) dans le cadre de 'adaptation élastoplastique pour les structures de type
coques minces. Dans un premier temps, nous avons pu constater que seule la formulation du mo-
dele a deux surfaces de Weichert et Gross-Weege (1988) imposant explicitement la limitation des
contraintes internes était pertinente, puisque seule celle-ci aboutit a un résultat mécaniquement
acceptable. En effet, nous avons pu noter que le fait d’imposer explicitement le non dépasse-
ment de la surface limite des contraintes ne permettait pas de garantir implicitement que les
contraintes internes soient bornées. Nous avons ensuite pu observer que le cadre des matériaux
standards implicites fournissait un environnement de travail particulierement avantageux méme
pour les matériaux standards généralisés. En effet, I’approche par bipotentiel nous a permis non
seulement de retrouver le probleme de borne statique, mais surtout de construire un probleme
de borne cinématique pour I’écrouissage cinématique linéaire. L’implémentation de celui-ci a
permis d’encadrer de maniere tres précise le facteur d’adaptation entre les facteurs d’adaptation
cinématique et statique. Il en ressort donc que cette approche, puisqu’elle permet de construire
conjointement les problemes de bornes statique et cinématique, représente également un outil
particulierement attrayant en plasticité associée. Enfin, en ce qui concerne 'introduction de
I’écrouissage cinématique non linéaire pour les coques minces, 'utilisation du modele de Mréz
et de la regle d’écoulement sous forme généralisée de Koiter meéne a une regle d’écrouissage
cinématique non linéaire adaptée au probleme. Cela a permis de construire un bipotentiel et
des problemes de borne statique et cinématique pour 'adaptation élastoplastique. Cependant,
la mise en ceuvre numérique de ces problemes n’a pas pu étre completement effectuée dans le
cadre de 'optimisation convexe.
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Conclusion générale

Cette derniere remarque constitue une premiere perspective a ce travail de these. La ques-
tion de la méthode d’optimisation appropriée pour la résolution numérique des problemes de
bornes pour 'adaptation élastoplastique avec une regle d’écrouissage cinématique non linéaire
reste ouverte. Le couplage particulierement important entre les deux problemes semble exiger la
résolution d’un seul probleme regroupant les approches cinématique et statique. Une méthode
de résolution plus appropriée devra donc étre développée dans le cadre de 'optimisation globale
et non dans celui de 'optimisation convexe. De manieére plus précise, il semblerait que 1’optimi-
sation biconvexe soit la plus adaptée.

La théorie des matériaux standards implicites nécessite elle-méme quelques développements sup-
plémentaires. Parmi les fondements théoriques de I’approche du bipotentiel dédiée a ’adaptation
élastoplastique, il subsiste des éléments non prouvés jusqu’a présent. Ainsi, le théoreme de Me-
lan, démontré dans le cadre des matériaux standards généralisés, n’a pu I’étre pour les matériaux
admettant un bipotentiel. De plus, puisque la formulation d’un bipotentiel pour une loi de com-
portement n’est pas unique, le développement d’une méthode de construction systématique du
bipotentiel pourrait jouer un réle prépondérant dans I’analyse des problemes d’adaptation.

A plus long terme, remarquons que les études d’adaptation élastoplastique ne permettent que la
détection du domaine a l'intérieur duquel le comportement de la structure redevient élastique
apres un certain nombre de cycles. Plus exactement, cela ne permet pas de garantir comple-
tement la sauvegarde de la structure. Le développement d’une théorie de fatigue polycyclique
basée sur les outils proposés dans ce mémoire pourrait donc également constituer une piste de
recherche intéressante.
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ANNEXE A

Compléments sur les théoremes de
base de ’adaptation élastoplastique

Dans cette annexe, nous rappelons les démonstrations des théoremes de bornes de Koiter
(1960) telles qu’elles ont été formulées par de Saxcé dans de Saxcé (1986, 1995). Ces démons-
trations sont basées sur les généralisations des principes variationnels de Markov (1947) et Hill
(1948) dans le cadre de 'adaptation élastoplastique, que nous désignerons respectivement dans

la suite par « Principe de Markov sur un cycle » et « Principe de Hill sur un cycle ».

A.1 Démonstration des théoremes de bornes de Koiter

Le probleme d’adaptation élastoplastique peut étre caractérisé par le probleme aux limites

suivant :

Trouver le couple (€7, p) tel que les conditions suivantes soient vérifiées :

€P est un champ de vitesses admissible
(Ps) 4 p est un champ de contraintes résiduelles admissible

eP et (p+ o) sont reliés par la loi de normalité dans 2 a chaque instant

A.1.1 Principe de Markov sur un cycle

D’apres de Saxcé (1986, 1995), la proposition suivante peut étre démontrée :
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Annexe A. Compléments sur les théorémes de base de 'adaptation élastoplastique

Principe de Markov sur un cycle.
Si &P est une solution du probleme (Ps), il est solution du probléme suivant :

Trouver €? tel que la fonctionnelle

s (€P) = /Qjép(ép)dt aQ — /Qj{a L Pt dQ) (A.1)

soit minimum sur ’ensemble des champs de vitesses de déformations plastiques ad-

missibles.

Preuve :
En tenant compte de la définition des champs de contraintes résiduelles et de la convexité de la
dissipation D, on a pour tout champ admissible &P :

Ps(7) — ds(€7) > /97{,5: (P! — &P)dt dS

p étant admissible, il est donc indépendant du temps. On obtient alors :

bu(E"") — 6u(E7) > / B (Ae?’ — AeP) dS)
Q

Comme AeP’, AeP sont des champs de vitesses de déformations plastiques admissibles et comme
p est un champ de contraintes résiduelles admissible, I’application du principe des puissances
virtuelles (I.15) fournit :

/ p:Ae?’dQ=0
Q
/ p:Ae?PdQY=0
Q
et ainsi la preuve est achevée :

$s(E") = ¢s(€7)

Notons que ce principe pourrait aussi étre désigné par « Principe de Ponter » puisqu’il a été
indépendamment établi par Ponter, bien qu’il ne soit apparu que récemment dans la littérature
(Ponter et Chen (2001) et Chen et Ponter (2001)).

A.1.2 Principe de Hill sur un cycle

Des considérations similaires peuvent étre développées pour la formulation statique, menant
a la proposition suivante (de Saxcé (1986, 1995)) :

Principe de Hill sur un cycle.
Si p est une solution du probleme (Ps), il est solution du probleme suivant :

Trouver p parmi les champs de contraintes résiduelles admissibles.
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Preuve :

La proposition est triviale. Remarquons que, comme pour le principe de Hill restreint a I’analyse
limite, le probleme statique est dégénéré au sens ou il n’y a pas de fonctionnelle & minimiser. Par
convention, on suppose que le probleme statique est un principe variationnel avec des contraintes
admissibles et une fonctionnelle nulle :

IL,(5) = 0 (A.2)

Comme dans le cas de I’analyse limite, on peut montrer que les principes variationnels sont duaux
au sens ou pour tout couple (é‘pk , p°) de champs admissibles, I'inégalité suivante est vérifiée :

¢5(e™) +1L(p°) 2 0 (A-3)

En tenant compte du principe de la dissipation maximum, de la définition des champs de
contraintes résiduelles, des équations (A.1) et (A.2) et du fait que p° est indépendant du temps,
on obtient :

bo(7) + T1,(5) > /Q p: AettdQ

Comme AeP* est un champ de vitesses de déformations plastiques admissible et comme 5 est un
champ de contraintes résiduelles admissible, I’application du principe des puissances virtuelles
(I.15) fournit :

/ﬁ:Aspde:O
Q

et on obtient alors I'inégalité (A.3).

En particulier, pour un couple (€7, p) solution exacte du probleme (Ps), on a :
D(éP) =0 : &P

Il vient alors :

0,0 +1L(p) = [ 5 Aera
Q
L’application du principe des puissances virtuelles (I.15) fournit ensuite I’égalité :

¢s(€P) +15(p°) = 0 (A.4)

A.1.3 Théoreme de borne cinématique

En tenant compte des équations (A.2) et (A.4), on peut noter que pour la solution & du
probleme (P;) correspondant au domaine de chargement ¥ = A*X% (c’est-a-dire pour un champ

de contraintes élastiques o¢ = \%a?), on a :
P2(eP) = / fD(ép) dt dQ) — )\“/ 7{060 L EPdt dQY =0 (A.5)
Q Q

D’une maniere similaire, suivant Martin (1975), le facteur de charge cinématique A* associé a

un champ de vitesses de déformations plastiques admissible éP¥ est défini par I'égalité :

/ y{D(épk) dt dQ = Ak/ 7{060 : PRt dN (A.6)
Q Q
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Comme la dissipation est toujours positive et &P est admissible, cette derniere relation a bien

un sens. Ainsi, on peut montrer la proposition suivante :

Théoreéme de borne cinématique de Koiter.
Si une solution (&P, p) du probleme (Ps) existe pour le domaine de chargement

¥ = \%0, alors A\? est la borne inférieure des facteurs cinématiques A* :

A< 2k (A7)

De plus, le principe de Markov sur un cycle n’a pas de solution pour A% < \¥,

Preuve :

Tout d’abord, montrons que A* < A*. Avec le principe de Markov sur un cycle et ’équation (A.5),
pour tout champ de vitesses de déformations plastiques éP¥ et pour le domaine de chargement
Y=X3%% ona:

Pp(ePF) = / }[D(ép’“) dt dQ) — )\“/ 7{0'60 : ePR AL dQ > ¢2(eP) =0
Q
En tenant compte ensuite de la définition (A.6) du facteur de charge cinématique, on obtient :

-9 / ]é c PRIt dQ > 0

L’application de la condition de normalisation fournit alors (A.7).

Montrons ensuite que le principe de Markov sur un cycle n’a pas de solution pour \* < M.
Pour cela, il suffit de prouver que la fonctionnelle (A.1) n’est pas coercive (voir Ekeland et Te-
mam (1974)), c’est-a-dire que sa limite, quand || €7 || tend vers +oo n’est pas +o0o. En effet, on
a pour le domaine de chargement ¥ = A*30

¢ (€P) Z/QjéD(ép)dt dQ—A’“/ijan:épdt Q=0

En utilisant alors 'égalité (A.5) et le fait que &P est plastiquement admissible, il vient :
k(-py _ [(\a k el . -p
E(EP) = (A% — A )/7{0 Pt dO < 0
Q
Ainsi, en choisissant une suite minimisante (&) définie par : €2 = néP, (n =1,2,...), il est facile

de montrer que ¢¥(éP) < 0 tend vers —oo quand || P || tend vers +oo, I'espace de champs de
vitesses de déformations plastiques étant muni d’une norme convenable.

Le théoreme de borne cinématique de Koiter conduit a la résolution du probléeme de borne

/ f{ D(&Pk) dt d
Inf \F =
¢ / }[ L Pkt dQ (A.8)

sous la contrainte &P* admissible

cinématique :
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Remarquons que si P est admissible au sens de Koiter et a > 0, alors aéP est admissible aussi.
Ainsi, si (P, p) est une solution du probleme aux limites (Ps), o = p + o€ est associé a P, et
par conséquent & agP, par la regle d’écoulement normale. En effet, le principe de la dissipation
maximum de Hill (I.7) appliqué a P implique :

Vo' € K,(0' — o) : (a€P) <0

Ainsi, («€P, p) est aussi solution du probléme aux limites (P;). Dans la résolution de (FPy), la
valeur du facteur o n’est donc pas significative et il est permis de la fixer en ajoutant une

condition supplémentaire, appelée condition de normalisation :

/ f{ o ePkdrd =1 (A.9)
Q

Le probleme de borne cinématique peut alors se mettre sous la forme :

Iégkf{/gfp(ép’f)dt dQ}

ePF admissible
sous les contraintes
/ 74060 PRt dQ =1
Q

(A.10)

A.1.4 Théoreme de borne statique
La proposition suivante peut étre démontrée :

Théoreme de borne statique de Koiter.

Si une solution (&P, p) du probleme (Ps) existe pour le domaine de chargement
Y = \%Y le principe de Hill sur un cycle a une solution p° pour ¥ = A%V si et
seulement si

XS <N (A.11)

De plus, si A* < A%, la structure s’adapte pour le facteur de charge A\°.

Preuve :
Condition nécessaire. En introduisant :

o = NoV+pe K
of = No+p° c K

et en tenant compte du fait que p et p® sont indépendants du temps, il vient :

/Qj{(as —0): &Pdt dd = /Q(ﬁs —P) s AePdQ+ (3 =A%) /Qfoeo LePdtdQ (A12)

Le premier terme du membre de droite s’annule par application du principe de puissances vir-
tuelles (I.15) & p et p° qui sont des champs de contraintes résiduelles admissibles. Avec le principe

de la puissance maximum (1.9), il vient :

(A —A“)/ 7{060 L EPdt dQ <0
Q
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L’utilisation de la condition de normalisation fournit alors (A.11).

Condition suffisante. Comme 0 € K, en utilisant I'inégalité (A.11) et la convexité du domaine
élastique K, on a :
Va €[0,1], a(p+\o®) e K

S
D’apres I'inégalité (A.11), on peut choisir la valeur particuliére suivante : o = o Ainsi, le champ

de contraintes résiduelles p* = ap est plastiquement admissible (p° + A\*0®" € K) et par consé-

quent est admissible au sens de Melan. Alors, p® est une solution du principe de Hill sur un cycle.

Par ailleurs, on doit montrer que la structure s’adapte pour un facteur de charge A% < A%,
Supposons qu’il existe un champ de vitesses de déformations plastiques €P° admissible et associé
A (p* + X°o®) par la loi de normalité dans Q & chaque instant. Ainsi, il est permis de remplacer
P par €P° et o par o® dans l'inégalité (A.12) et & I’aide d’arguments similaires, on peut conclure
que :

(A —)%) / ]é o ePSdt dQ <0 (A.13)
Q
De plus, comme P® est associé a p®, on a :
D(&P?) = o® : €P°

Le principe des puissances virtuelles fournit alors :

/ 7§D(ép5)dt dQ = )\5/ 7{0‘60 L PSdt d§ (A.14)
Q Q

Des inégalités (A.13) et (A.14), on peut déduire :

<§ - 1> /nyp(ém)dt dQ <0

Le premier facteur de membre de gauche étant positif, on obtient :

/Q]éD(éps)dt Q=0

Comume la dissipation est positive, on en déduit que €P° s’annule et donc que la structure s’adapte
pour le facteur de charge A\°.

De la méme maniere que pour le théoreme de borne cinématique, le théoreme de borne statique
peut se mettre sous la forme d’un probléme de borne statique :

Sup {\%}
ﬁs,)\s

p° admissible (A.15)
sous les contraintes XNo¥ 4+ p°c K

A? associé a p°
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A.2 Théoreme de Halphen

Le théoréeme dual du théoréme de Melan, énoncé et démontré par Halphen (1978) peut s’écrire

sous la forme suivante :

Théoréme de Halphen.
Si la structure ne s’adapte pas, le champ de vitesses de déformations plastiques tend

vers un champ admissible.

Preuve :

Supposons que le chargement est périodique de période T. Soient p’(x,t) et p’(x,t) deux évo-
lutions de champs de contraintes résiduelles correspondant & des conditions initiales différentes,
respectivement p’(z,tg) et p”(x,tp). La distance entre les deux champs peut étre caractérisée

par I’énergie élastique résiduelle correspondante :
1
R=§/Q(p’—p”)rS:(p’—p”)dﬂ

En raisonnant de la méme facon que pour le théoreme de Melan, on peut montrer facilement

que :
R:/ [(p/ _p/l) . (7;’/_,';’//) _ (pl_pl/) . (ép/_épl/)] dQ
Q

En utilisant ensuite le principe des puissances virtuels (I.15) et la décomposition des champs de

contraintes résiduelles (1.12), il vient :
R=— / (' —a"): (P —&P") d (A.16)
Q

Du principe de dissipation plastique maximale (I.9) et de I'expression (I.10) de la dissipation,
on déduit que :
VeP" D(eP") — D(gP') > o' : (P — €P')
{ VeP! D(eP') — D(eP") > o : (eP' —€P")

En combinant ces deux inégalités, on obtient :
(0'/ —0'”) . (ép/ _ép/l) >0

d’out on déduit que :
R<0

Introduisons la norme élastique sur I’espace vectoriel décrivant ’ensemble des champs de contrain-

1 3
[ plle= (5/p:5:pd9>
Q

On vient donc de démontrer que 'application ¢ —|| p(t) — p'(t) || est décroissante. Il vient par

tes résiduelles :
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conséquent, sur un cycle de chargement de période T :
I p(to +T) = p'(to+T) lle < | p(t0) — p'(t0) lle

L’application p(x,to) — p(x,t) est donc contractante sur ’ensemble des champs de contraintes
résiduelles plastiquement admissibles. Si cet ensemble est borné, le théoreme de Brouwer permet
d’établir qu’il existe un point fixe et ainsi, il existe une solution périodique (Halphen (1978)) :

plx,to+T) = p(x,to)

Comme les vitesses de déformations résiduelles sont associées a la solution périodique par la loi
de Hooke :

n—el=5:p
en intégrant sur un cycle de chargement, on obtient :

]éhdt:]é(S:p—i—ép) dt = Ae?

car les incréments de contraintes résiduelles s’annulent. Ainsi, Ae? est un champ de déformations
résiduelles admissible. Il reste a montrer qu’il est plastiquement admissible. Pour cela, on écrit :

c¢:éP=0:P—p:eP=0:P—p:(n—Sph)

En intégrant sur un cycle et sur le domaine €2, on obtient :

1 d
/%Ue:épdtdQ:/fU:épdtdQ—/%p:hdtd@—i——/%—(p:sp)dtdﬁ
Q Q Q 2)q/) dt

Le deuxiéme terme du second membre est nul vu le principe des travaux virtuels (I.15), et a la
limite, le dernier terme s’annule a cause de la périodicité de p. Il en résulte, a la limite :

/%ae:épdtdﬁz/}{a:épdtd9>0
Q Q

ce qui montre que &P est plastiquement admissible.
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ANNEXE B

Quelques résultats d’analyse convexe

Dans cette annexe, on se propose de rappeler quelques définitions et propriétés d’analyse
convexe utilisées dans le mémoire. Pour plus de détails sur ce sujet, on pourra se reporter a
Ekeland et Temam (1974) ou plus récemment a Hiriart-Urruty (1998).

B.1 Ensembles et fonctions convexes

Soient E un espace vectoriel réel. Soit f une fonction convexe, a variable dans E et a valeur
réelle pouvant prendre les valeurs —oo et +oc.

Ensemble convexe :
Un ensemble K C E est dit convexe si pour tout couple 1, x5 d’éléments de K, le
segment [x1, x2] est inclus dans K. En d’autres termes :

Vo, xo € K, Y € [0,1], (1 — p)xy + pxe € K (B.1)

Epigraphe d’une fonction convexe :
On appelle épigraphe de la fonction f 'ensemble des (z,7) € E x R « au-dessus du
graphe de f ». En d’autres termes, I’épigraphe de f, noté epi f est ’ensemble suivant :

epi f={(x,r) € ExR| f(x) <r} (B.2)
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Fonction convexe :

La fonction f est dite convexe si son épigraphe est convexe. En d’autres termes :

Ve, 2 € E, V€ [0,1], f((1—p)zr + pxe) < (1—p)f(z1) +pf(xe)  (B.3)

Domaine d’une fonction convexe :
On appelle domaine de la fonction f, noté dom f, 'ensemble des éléments « de E en
lesquels elle prend une valeur finie :

dom f={x € E| f(x) < 400} (B.4)

Fonction semi-continue inférieurement :
On dira que la fonction f est semi-continue inférieurement sur F si son épigraphe
epi f est fermé ou si :

VaeR, {x € E| f(x) < a} est fermé (B.5)

B.2 Sous-différentiels

Soit £ un espace vectoriel réel et E* son dual. Soit f une fonction convexe, semi-continue
inférieurement, & variable dans E et a valeur réelle pouvant prendre les valeurs —oo et +00, mais
non nécessairement dérivable.

Sous-gradient :
On dira que y € E* est un sous-gradient de f en @ € dom f si :

ve' € E, f(z') — f(z) > y.(2' — x) (B.6)
ol « . » désigne le produit scalaire.

Sous-différentiel :

L’ensemble des sous-gradients d’une fonction f en x est appelé sous-différentiel de f
en x et est noté Jf(x). Dire que y est un sous-gradient de f en & peut étre symbolisé
par l'inclusion différentielle :

ycof(z) (B.7)

On peut ajouter a cette définition quelques propriétés :
— le sous-différentiel de f en x est un ensemble convexe,
— si f est différentiable en @, le seul sous-gradient est le gradient de la fonction f.
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B.3 Transformée de Legendre-Fenchel

Soient E et E* deux espaces vectoriels munis de topologies localement convexes compatibles
avec leur dualité et f une fonction définie sur F, convexe et semi-continue inférieurement.

Transformée de Legendre-Fenchel :
La transformée de Legendre-Fenchel de f (ou encore la conjuguée de f), notée f*, est

définie sur £* par

fy) = Sgg{y-m — f()},Vy € E” (B.8)

Par construction, f* est une fonction convexe et semi-continue inférieurement.

Comme conséquence de cette définition, nous avons 'inégalité suivante :
f®)+ f*(y) > yo, VT € E, Vy € E (B.9)

appelée inégalité de Fenchel.

Une propriété montrant ’étroite relation entre la notion de sous-différentiel et la transformation

de Legendre-Fenchel peut-étre ajoutée :

yeif(xz) e f(z)+ f(y) =y
zcdf(y) e flx)+ [ (y) =y

De méme, on peut ajouter a cette définition de la transformée de Legendre-Fenchel, la définition

de l'inf-convolution :

Inf-convolution :
Etant donné deux fonctions f1 et fs minorées par une fonction affine commune, I’inf-
convolution (ou somme épigraphique) de f1 et fy est la fonction notée f100fs définie

comme suit :

Ve € B, (ff)(x) = _Inf

. {fi(x1) + fa(@2) } (B.10)

169






ANNEXE C

Compléments sur les discrétisations
en éléments finis

C.1 Compléments sur la discrétisation en éléments statique-
ment admissibles

La discrétisation des coques minces que nous utilisons est basée sur les travaux de Morelle
et Nguyen-Dang Hung (1983) et a été développée par Gross-Weege (1988). Nous détaillons dans
cette annexe les formes que nous avons obtenues pour les matrices en travaillant sur 1’élément
de référence.

Soit une coque cylindrique de rayon R, d’épaisseur h et de longueur L.

C.1.1 Discrétisation du champ de contraintes
Le champ de contraintes a été choisi de la forme suivante :
o=5b+Tc
ou :

O'T

(nz ng mz>
b7 = (by by bs by b5)

(
o= (o o)
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/e

Figure C.1 - Schématisation des efforts

Les grandeurs adimensionnelles suivantes sont introduites :

h
Cl—E
R
CQZZ
h
ngz
§ :2S—Sa 1
Sp — Sa

ol s est la position du point ou I'on désire déterminer le champ de contraintes, & est la posi-
tion du point de ’élément de référence qui lui correspond et s, et s les positions des noeuds
de I’élément considéré. En notant [, pour s, — s,4, les matrices S et T telles que les équations

d’équilibre soient vérifiées, sont alors données par :

0 0 0 0 C

le
2C1Cy 2C1Cy 55 0 0 0

2 3 2 3
B¢ sG)e 50 el e

S =

et :
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. . . 7’ . . ’ — w
Les termes w3 et w4 proviennent de 'approximation du déplacement adimensionné w = W sous
la forme :
— 2
W = wy + wol + wz&? + wy&®

et peuvent étre exprimés en fonction des déplacements w,, wy, et des rotations ., v des noeuds

de l'élément (voir figure C.2) :

1
ws =g (sb — 8a) L (0a — ¢v)
1 1
Wy = 1 (wq — wp) — §(‘Pa + @) L(sy — 54)
Wy Wh
e Aoy
Ua Ub

Figure C.2 - Déplacements aux noeuds

C.1.2 Matrices de connexions statiques

Les connecteurs choisis, représentés sur la figure C.3, sont définis par :

g=Cyb+ C.c

avec
T _
g —<n1 qgp mi n2 Qg2 mz)

n
& mz—»%
&
& —q
G
n;

Figure C.3 - Connecteurs aux noeuds
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En notant & et & les abscisses des noeuds de 1’élément considéré, les matrices de connexions

statiques peuvent alors étre exprimées par :
0 0 0 0 -

le e\ le )
—20156 G <5> & -Ci 0 OiCs <2w35§1 + 3wy <5> &

S L\ 2 L\?
) & —561 -1 C3 (ws <§> £ + wy <§> &

C, =
0 0 0 0 o
le L\, le I\
201552 Ch 5 &5 Cq 0 —CiC3 2w3§§2+3w4 3 &
1.\ 2 1/1.\° l 1.\ 2 .\3
<§> 3 g(g) & 76 1 -G <w3 <§> & +wy <§> &
et :
0 0
le 11\,
2 5(5) 1
RN AR BRI
o 200, \ 2 )t 6C 1
0 0
I 11\,
—5& —5(5> &
RIS B AL
200, \2) 2 6cy \2) 2

C.1.3 Matrices complémentaires pour le calcul de la solution élastique

La résolution du probleme élastique nécessite la connaissance de deux matrices supplémen-

taires F'y, et FYy, définies dans le chapitre IV, équation (IV.10) par :
Fy, = / STE-1Sav
14

Fp. = / STE'Tdv
1%

avec :
1 —v 0

E'=21 ) 1 0 (C.1)
0 0 2(1-u7
ol oy, E et v désignent respectivement, le seuil d’écoulement plastique, le module d’Young et
le coefficient de Poisson du matériau.
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Ces deux matrices prennent alors les formes suivantes :

1
Fyp = 7Chl, / STE-'8d¢ = nCyl . Fy,
-1

1
Fy. = nCsl, / STE™'Td¢ = 7Cyl Fy.
-1

avec
4C3C21y + 3814 0 0 38, —2C%Cqovly — 33C3wsly
AC3C2L, +ipIs L. 0 —BC3wy I
Fy, = % 36I, 0O —3BC3w4ly4
sym. 381 —38C3wsls

012[0 + 36C5ws1s

1
ou l'on a posé = 1(1 —v%) et :

le n 1 1n+1 _ (_l)nJrl
In = — nd =
(2) /15 ¢ n+1

et :
—3014 0
1
0 —35016
— oy
Fy. = —
be chE 0 ﬁI4
—3015 0

3C3Bwsly  CsPwylg
C.2 Compléments sur la discrétisation en éléments cinémati-
quement admissibles
La seule matrice qui nous est nécessaire pour la résolution des problemes de borne cinéma-

tique est la matrice de compatibilité. Etant donné les déplacements aux nceuds (voir figure C.2),
d’apres Batoz et Dhatt (1992), les déformations au point d’abscisse £ s’expriment en fonction
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des déplacements aux nceuds par :

Uq
Weq
Yz o
Yo | =Ce | 7°
Up
Xz
Wh
©b
ou :
1 1
-7 0 0 I 0 0
Ce=1 0 m(1-022+8 —k(1-)1-€6 0 k+8622-€) —k(-1+E)1+¢)
0 —ks¢ ka(-1+3¢) 0 ks€ ka(1+ 3€)
avec : ) 1k_Lk_6hk_ﬁ
1_4R7 2_8R7 3_L27 4_L

Pour obtenir la matrice de compatibilité globale C' de la structure, il suffit ensuite de procéder
a l'assemblage et a ’élimination des colonnes correspondant aux déplacements bloqués.
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ANNEXE D

Calcul des fonctions de dissipation
pour les coques minces

D.1 Calcul de la fonction de dissipation pour les coques minces
en plasticité parfaite

Soit K le cone définissant le domaine élastique

K={Qtelque F 1 (Q)—1<0et F_(Q)—1<0}

F+(Q)=1/Q+"AQ+

Déterminons la fonction de dissipation associée a cette définition du domaine élastique. Pour

ou l'on a posé :

cela, nous devons déterminer la transformée de Legendre-Fenchel de la fonction indicatrice du
domaine élastique K. Introduisons

K, ={Q tel que F(Q) — 1 <0}.

et
K_={Q tel que F_(Q) — 1 < 0}.

Alors, la fonction indicatrice du domaine élastique K, notée Vg, peut s’exprimer a ’aide des
fonctions indicatrices des domaines K et K_, notées respectivement Wy et W :

Uk(Q) =Yk (Q) + ¥k (Q)
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La transformée de Legendre-Fenchel de U g, notée (¥ )*, est donc définie par :

(Tk(Q)" = (Y (Q)+ Yk (Q))"

D’apres la propriété de conjugaison d’une somme de fonctions?! (que I'on pourra trouver par
exemple dans Hiriart-Urruty (1998)), on a :

(k)" (@) = (Pk+(Q))" D (¥x-(Q))°

ou [ désigne 'opération d’inf-convolution.

Dans un premier temps, déterminons ¢_(q) = (¥, _(Q))*. Etant donné la définition de K_, la
fonction indicatrice de cet ensemble est :

Ui (Q) =Yg (f_(Q))

f:(Q)=1/Q+"AQ+ -1

D’apres la propriété de conjugaison de fonctions composées (voir Hiriart-Urruty (2003)), il vient :

ol l'on a posé :

o (@) = Iut [ Wi (o) + T (2)] (D.1)

Calculons donc Wp,_. D’apres la définition de la transformée de Legendre-Fenchel :
W (a) = Sup (aw — Vg ()
T

soit :

Wi (0) = Sup (0r) = Vi (0)

Il nous faut maintenant déterminer Ti En appliquant une nouvelle fois la définition de la
transformée de Legendre-Fenchel, on a :

En remplacant f_(Q) par son expression, en introduisant :

11
Qi—27 3X

et en remarquant que :
i'Q=4¢'Q, +¢"Q_

f(q) = %113 [qTQ_ — \/QTAQ_] + %lp dhQ.]+1

on obtient :

21Tes bonnes propriétés de convexité pour I’application de cette propriété sont évidemment vérifiées puisque
nous considérons des fonctions indicatrices d’ensembles convexes, donc elles-mémes convexes.
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Annexe D. Calcul des fonctions de dissipation pour les coques minces

Cela nous fournit finalement

F2(@) =Yy (a4) + Tp- (\/QZA_lq_ - 1) +1

De la méme maniere, on obtiendrait :

T (@) =0y (42) + Vp- (\/Q{Aqur — 1> 11

En reportant les expressions de ¥ _ et f*, dans (D.1), on peut calculer :

(07

: q
o-(q) = igﬁ Ug+(a) + o Yoy ( +> + Ug-
q,,9_

Comme la borne inférieure doit étre déterminée pour « positif ou nul, on a :
\IJR+ (Oé) =0
De plus, la borne inférieure sera réalisée si :
Q+ =0

Il vient alors :
v_(q)= Inf [\I’R < qtA g — a) +0z}
a>0
4, =0,q_

La borne inférieure sera donc réalisée si :

VarATlg —a <0

p-(@)=  Inf  [a]
Q+:O

Val A~lg_—a<0
e (q) =\/a" A 'q_+ VY (q,)

De la méme maniere, on déterminerait ¢ :

o+(q) =/ @A, + Yoy (4-)

Il nous reste a calculer 'inf-convolution de ces deux derniéres fonctions :

Il en résulte :

soit :

(Px)* () = (¢-(@)) O (p+(d))

D’apres la définition de I'inf-convolution, on a :

(Tx)"(q) = L [ (a") + ¢+ (@°)]
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Annexe D. Calcul des fonctions de dissipation pour les coques minces

Il vient donc :

(¥e) @)= Inf [\/ml_)TA—lql_ Ty (@h) +/@)TATE + v (q%)}
+794+ T4}
q_=q- +4>

Pour que la borne inférieure soit atteinte, il faut donc que :
¢ =0
-1
q; =0

On obtient alors :

(@ = i, [\arae -\ adrae

Il en résulte donc :

@) = (V)" (@) = Ja"a'a +/ala g,
ou encore, en introduisant les déformations équivalentes py :
pe=\aEAT g =] q. |I*
la fonction de dissipation s’écrit :

2@ =l ay II" + 1 g- "= P+ + -

D.2 Calcul de la fonction de dissipation pour les coques minces
avec la regle d’écrouisssage cinématique linéaire limité

Soit K le domaine élastique défini par :
Kg=Kgi NKg_

ou l'on a posé :

Kg, = {(Q,X) tel que \/(Q+—X+)TA(Q+—X+) —1§0}

et :

Kp_ = {(Q,X) tel que \/(Q_ - X )TA(Q_ — X )-1< o}
Définissons ensuite le domaine limite des contraintes internes de la méme maniere :

K=K NKp_

/ Koo
KL+:{(Q,X) tel que XJTFAX+——§O}
oy
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Annexe D. Calcul des fonctions de dissipation pour les coques minces

/ Koo
K;_ = {(Q,X) tel que \/ XTAX_ — o < 0}

La fonction indicatrice Vg de K, intersection des domaines élastique et limite des contraintes
internes :
K=K;NKg

peut s’exprimer a ’aide des fonctions indicatrices des domaines K g et K, notées respectivement
Wi, et Uy,
\I}K(QvX) = \I/KE(QvX) + \I/KL(Q7X)

La fonction de dissipation, notée ¢, est déterminée par le calcul de la transformée de Legendre-
Fenchel de Vg :

SD(‘L _a) = [\IIK(Q’X)]*

D’apres la définition de ¥ g comme la somme des fonctions indicatrices de K, et Kg, on obtient :

QD(q, _d) = [\I]KE(Q?X) + \IIKL(Qa X)]*

D’apres la propriété de conjugaison d’une somme de fonctions?? (voir par exemple dans Hiriart-

Urruty (1998)), on a :

ou [ désigne I'opération d’inf-convolution.

En notant :

la fonction de dissipation devient :

Dans un premier temps, déterminons ¢ g. En remarquant que ’ensemble K g est lui-méme 'in-
tersection des ensembles K gy et Kg_ on obtient :

[\I]KE(Q7X)]* = [\IJKE+(Q,X)]* U [\IJKEf (Q7X)]*

| o5(@ —&) = 954 (@ —6)0pp_ (4 @)
| {%(q, —&) = Wi, (Q, X))
PE- (q, —d) - [\IJKEf (Qv X)] "

220n note ici aussi que les bonnes propriétés de convexité pour Iapplication de cette propriété sont évidemment
vérifiées puisque nous considérons des fonctions indicatrices d’ensembles convexes.

181



Annexe D. Calcul des fonctions de dissipation pour les coques minces

Commencons par la détermination de ¢g. Etant donné la définition de K g, la fonction indi-
catrice de cet ensemble est :

VUip, (Q,X) = Up-(f(Q, X))

ol l'on a posé :

Fo(Q.X)=/(Qr — X4)TAQx — X4) -1
D’apres la propriété de conjugaison de fonctions composées (voir Hiriart-Urruty (2003)), il vient :
errla =) = 1uf |05 0+, (4.3 (02
+\4, MZO R— + M’ L

)

Calculons donc W,_. D’apres la définition de la transformée de Legendre-Fenchel :
Wi (1) = Sup (uz — U (2))
xT

soit :

- (n) = Sup (nx) = Ug+ (1)

Il nous faut maintenant déterminer 71 En appliquant une nouvelle fois la définition de la
transformée de Legendre-Fenchel, on a :

fi(g,—a)=Suw [¢"Q-a&"X - ,(Q,X)]
Q.X

En remplacant f 1+ (Q, X)) par son expression, en introduisant :

1 1
S
q+ 27 3X
. 1. 1.
aizianigam

et en remarquant que :

I'Q=41Q, +d'Q
a'X=alX +alXx_

on obtient :

T a6 = Sw i@ - X~ /(@ - X)TA@Q, ~ X2)
Q+7X+

+Sup (¢4 — )" X ] +Sup [¢7Q ] +Sup [@f X_] +1
X Q_ X_

ce qui fournit finalement :
Fi(@,—a) = Ug- (\/ QAT q, - 1) + W0y (4-) + Ppop (Gt — ) + Tpop () +1
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Comme nous avons déterminé Wp- et fi, on peut calculer g a laide de (D.2) :

@i 414 q
7—&)= Inf | 0 | TEA 12 ) su,, (&=
pre(@—a) = If () +pd vy (/T4 o (%)

‘7+7q7
S,

Comme la borne inférieure doit étre déterminée pour p positif ou nul, on a :

g+ (p) =0

De plus, la borne inférieure sera réalisée si

q_-=0
d+ - Q+ — 0
a_ =0
Il vient alors :
YE+(q,—&) = l{gg [‘PR (\/(ﬁAlfu - u) +u]
q.,9-=0
oy, =0
Gy —g,=0
La borne inférieure sera donc réalisée si :
\/ quil"IJr —pn<0
Il en résulte :
7, —C) = Inf
v+ (8, —a) If  [u]
Q+7Q—:O
Ay, =0
(’1+7(’]+:0
\/QIA_I‘.J-F*#SO
soit :
ep (@, —a) = \/aL AT g + Yoy (an — ) + Viop(q-) + Yy ()

De la méme maniere, on déterminerait pp_

ep—(q,—&) =\/d" AT g+ Vop(a — ¢ ) + Viop(qy) + Yy (éry)

Il reste a calculer pg a partir de pg et ¢r_. D’apres la définition de I'inf-convolution, on a :

. . . T 4+_1. . . . .
pp(@,—&)=  Inf [\/ (qh) A7l + U (el — ) + Ty (gh) + Ty (ad)
9+=93+a;
. T 4_1. . . . .
+4/ (qz,) A 1q2, + \IJ{O}(aQ, — q2,) + \P{O}(qi) + \IJ{O}(ai)

- =q-+q>
cp=a&d +ad
a-=al +a2
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Pour que la borne inférieure soit atteinte, il faut donc que :

qg. =0
al =0
;=0
a2 =0
al —q¢h =0
a2 —¢*> =0

ce qui conduit alors a :

Q+:q}k
q_=4>
a4 :a}‘,
a_=a&2
& —qi=
&% —g2=0

d’ou finalement :

op(d,—a) = W«ﬁAlm + \/QZA1Q> + Wy (6 — @) + U — )

Passons maintenant a la détermination de ¢;. Comme dans le cas de ¢g, on remarque que
I’ensemble K7y, est lui-méme l'intersection des ensembles K, et Ky, donc :

[\IJKL(QaX)]* = [\I’KL+(Q3X)]*D [\I]KL—(Q?X)]*

Oou encore :
@L(q? _a) = QOLJr(Qa _a)DSDL*((L _a)

| {SOL—}—((.L —a) = [\IJKL+(Q7 X)]*
oL (q,—a) = [Tk, (Q,X)]"

Déterminons ¢y . Etant donné la définition de K, la fonction indicatrice de cet ensemble est :

\I/KL+(Q7X) = \IlRf (§+(Q,X))

Xoo
7.(Q,X)=/X4TAX  — ==

0y

ou l'on a posé :

D’apres la propriété de conjugaison de fonctions composées (voir Hiriart-Urruty (2003)), il vient :

ore(a—e) = 1at [5G0+ (4-5))] (D.3)

q,—x
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Le calcul de Wp_ ayant déja été effectué lors du calcul de ¢, il nous reste a effectuer celui de
g’ . D’apres la définition de la transformée de Legendre-Fenchel, on a :

yj— (q’ _a) = Sup [qTQ - aTX - §+(Q’ X)]

)

En remplacant g, (Q, X) par son expression, et en procédant comme pour le calcul de fi, on
obtient :

73 (4, —) =Sup [ahQ.] + Sup [a"Q ] +Sup [—a£X+ - \/X+TAX+}
+ - +
X
+Sup [—al X_ |+ ==
x_ oy
Cela nous fournit alors :
X

% - . T A—1 - R . . 00
9+ (q,—&x) = Up- (\/ a, A 1a+ — 1> + \If{o} (q_) + \If{o} (q+) + \If{o} () + ;

Comme nous avons déterminé Wg— et g%, on peut calculer ¢y a l'aide de (D.3) :

(@, —&) = Inf |Ups(p)+pl W diAf1d+ 1]+ <q+>
s = n _ _— RN — _
vr+\q = R+ () T R 0 [ {0} [
949
a+,o¢_

q- o\ | X
T () O () + 2
o (55) e (50) ¢

Comme la borne inférieure doit étre déterminée pour p positif ou nul, on a :

g+ () =0

De plus, la borne inférieure sera réalisée si :

q, =
Q+ =
a_ =0
Il vient alors :
. ) [ . . X
or+(q,—&) = gg %x<va£Ala+—u>+u;$}
‘.1+:0T‘.1_:0 B
a6 =0

La borne inférieure sera donc réalisée si :

vVelA e, —u<o0

Il en résulte :

o X
pr(q, —a) = Inf [—fgu}
n=0 oy
4,04 =0
oy =0

vJoX A= e —pu<0
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soit :
. Xoo /. 1. . ) )
or4(q,—a) = ==y /al A oy + Wyop(q4) + Vioy(q_) + Yy (6e)

oy
De la méme maniere, on déterminerait ¢y,

.. Xoo /. 1. . . )
or-(q,—c) = ==y/aT A7 o+ Woy(q-) + Vyo3(qy) + Yoy (cry)

oy
Il reste a calculer ¢ a partir des expressions de pr4+ et ¢r_. D’apres la définition de 'inf-

convolution, on a :
L Koo [/ 1\T A_1.- . i .
= Inf [———\/(aij AT + (@) + Yioy(gh) + Tgp(al)

pr(q,—&) = Inf
a.=q4+a; LOY
a_=q' +4>
o =al +ad
a_=al +a2

X oNT 41 .- . . .
(@2)T A7 @ + Uiy (7)) + Yoy (@2) + Upoy (@)

o0
+ "
Pour que la borne inférieure soit atteinte, il faut donc que :
gy =0
g =0
al =0
q; =0
¢ =0
al =0
On obtient alors :
. . Xoo ANT 41 -1 Xoo .oN\T 1.2:|
,—&) = Inf |—1/ (& A a, +—/(a®) A a”
erL(q ) 4.=0 [Oy, (&) + T oy (a2)
q_=0
OL+:(')L}F
a_=Aa2

D’ou finalement :
. . Xoo T A—1 - T 4—1 - . .
eula-a) = 5= (Vala e s faTa el )+ v @)+ v )

On peut maintenant procéder au calcul final de ¢(q, —c) par :

En utilisant la définition de I'inf-convolution, il vient :

(Vi aai+ @) aa ) v @l o

9+=41 14y
a_=4- +¢

o =al +a3
a_=al +a2

+W (el = ¢h) + Ui (@7) + Vioy(d?)

= (Ve atar /() a iz )
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La borne inférieure sera donc atteinte si :

q; =0
@ =0
&y —qh =0
al —g¢l =0

Il en résulte :

. . . T +_1. . T 4_1.
p(q,—a)=  Inf [(\/(qi) A 1q1++\/(ql) A 1q1>+
q.=q9
q_=q-
di:de_‘.LL
al=a_—q_
Koo

= <\/(a3)TA—1a2+ + \/(a%)TA—laQ_H

Soit finalement :

o, ) =\/aT A g, +\Jq" A
L X
g

= (Viar—a) a4 @ —a)+y/e—a) AT @ —a))

En notant :

I qe |I* =\/atA gy

e — o | = /(@ —a0)” A (s — 1)

on peut mettre ¢ sous la forme condensée suivante :

P(q,—a) = g4 "+ 14| +U—;° (s =g "+l =g |I)

187



Adaptation élastoplastique de structures sous chargements variables
avec regle d’écrouissage cinématique non linéaire et non associée

L’introduction de I’écrouissage dans 1’étude de ’adaptation élastoplastique est abordée ici, en
particulier lorsque celle-ci impose de se placer en plasticité non associée. Le cadre des matériaux
standards généralisés (MSG) n’étant plus adapté dans ce dernier cas, une approche alternative,
fournie par le concept de matériaux standards implicites (MSI), est alors utilisée. En particulier,
on présente dans ce travail I’étude d’exemples caractéristiques en adaptation élastoplastique par
le modele des MSI, soit par I'approche du bipotentiel.

Un premier exemple concernant un état de traction constante et torsion alternée homogene est
traité en utilisant la méthode pas a pas puis dans le cadre des MSI. La confrontation des résultats
porte aussi bien sur le facteur d’adaptation que sur les contraintes internes. La comparaison entre
les prédictions du calcul incrémental et celles de la solution analytique puis de la programmation
mathématique, construites par ’approche du bipotentiel, montre une trés bonne concordance.
La deuxiéme partie de 1’étude est consacrée aux structures de type coques minces. Apres avoir
constaté que 'implémentation du probleme de borne statique dans le cas de I’écrouissage ciné-
matique linéaire limité nécessite d’imposer explicitement la limitation des contraintes internes
pour que les résultats soient mécaniquement acceptables, il est montré que le cadre des MSI
permet de construire un probleme de borne cinématique. Son implémentation donne un en-
cadrement tres précis du facteur d’adaptation entre les facteurs cinématique et statique. Enfin,
une regle d’écrouissage cinématique non linéaire et un bipotentiel sont construits pour les coques.

Mots clés : Lois de comportement, Plasticité non associée, Adaptation élastoplastique, Maté-
riaux standards implicites, Bipotentiel, Optimisation non linéaire.

Shakedown of structures under variable loads with a kinematic non linear and
non associated hardening rule

The introduction of hardening into the study of elastoplastic shakedown analysis is considered
in this work, in particular in the case of non associated plasticity. Due to the fact that the
framework of generalized standard materials (GSM) is not well adapted in this last case, an al-
ternative approach, provided by the concept of implicit standard materials (ISM), is then used.
In particular, we study typical examples in elastoplastic shakedown by means of the ISM model
through the theory of bipotential.

A first example of an homogeneous constant traction and alternating torsion state is considered ;
it is analyzed by using the step by step computations and then within the ISM framework. The
obtained results for the shakedown factor as well as the back stresses are examined. The com-
parison of the incremental method predictions to the analytical solution and the mathematical
programming ones, built by means of the bipotential approach, shows a very good agreement.
The second part of the study is devoted to thin shell structures. After observing that the nu-
merical implementation of the static bound problem in the case of a linear limited kinematic
hardening requires an explicit limitation of back stresses in order to obtain mechanical relevant
solutions, it is shown that the framework of ISM allows to built a kinematic bound problem.
The numerical implementation provides a very accurate bounding of the exact shakedown factor
between the kinematic and static factors. Finally, a non linear kinematic hardening rule and a
bipotential are built for the thin shell structures.

Keywords : Constitutive behaviour, Non-associated plasticity, shakedown, Implicit standard
materials, Bipotential, Non linear optimization.



