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Introduction générale

Ce travail est le premier fruit d’une collaboration sur le theme des singularités entre le
Centre de Génie Electrique de Lyon (CEGELY) et le laboratoire de mathématiques ap-
pliquées MAPLY.

La plupart des objets de notre environnement présentent des irrégularités géométriques
comme des pointes, des coins et des arétes. Cela peut étre le cas dans la nature, mais
c’est encore plus vrai des objets fabriqués. Ces formes particulieres sont parfois liées a
la fonction méme de 'objet, du moins a sa fonction principale (un piolet d’alpinisme est
pointu pour étre a méme de remplir sa fonction principale, qui est de pouvoir étre planté
dans la neige dure); dans d’autres cas, elle peut étre liée a des choix esthétiques (tradition,
marketing), ou & des critéres de simplicité de fabrication (et donc de cofit).

Mais ces formes peuvent conduire a des problemes de fonctionnement. L’ exemple typ-
ique est celui du piolet, qui peut se comporter comme un parafoudre, et créer ainsi la
mort de ceux qu’il était censé protéger : le choix fait pour assurer la fonction principale
(mécanique) peut étre inadéquat par rapport a une fonction secondaire (électromagnétique).
D’une maniere assez générale, les formes a singularité peuvent conduire a des “problemes”
(par exemple fragilité ou rupture en mécanique, claquages en électromagnétisme) ou en
tout cas a des comportements tres particuliers, qui sont parfois indésirables, mais aussi
parfois recherchés (par exemple dans le cas du parafoudre).

En électrostatique, précisément, on sait qu’au voisinage des pointes ou des arétes con-
ductrices, le champ électrique peut étre tres intense : les quelques solutions analytiques
connues dans des configurations tres particulieres indiquent méme que ce champ tend vers
I'infini sur la singularité géométrique. Un champ électrique tres intense, méme sur un vol-
ume extréemement réduit, peut conduire a un changement de la physique du phénomene :
des charges électriques peuvent étre arrachées du conducteur, ce qui peut donner naissance
a un “ claquage ” : le milieu considéré jusque la comme isolant autour du conducteur ne
I’est plus.

On sait aussi depuis le XVIIIeme siécle qu’il est possible d’avoir une certaine maitrise
de l'intensification du champ vers les conducteurs en choisissant soigneusement les rayons
de courbure des surfaces de ces conducteurs : le choix de formes arrondies permet de lim-
iter les valeurs extréemes du champ (ainsi l'alpiniste rattrapé par 'orage plantera-t-il une
pomme de terre - objet arrondi, mais aussi humide et salé, donc relativement conducteur
- sur la pointe de son piolet, limitant par la-méme 1’ “ effet de pointe ” électrostatique).

Plus généralement, les objets ne contiennent jamais réellement de pointes, d’arétes ou



de coins : il existe toujours une échelle d’observation pour laquelle un certain arrondi
peut étre pris en compte, méme si sa valeur n’est pas toujours connue avec précision, si
elle varie éventuellement d’'un point a 'autre d’une aréte, ou si elle differe entre plusieurs
exemplaires du méme dispositif.

La maitrise de ce type de phénomene implique que 1’on sache calculer le champ, gradient
du potentiel, autour de ces “ singularités ” géométriques. Mais en plus, un bon modele
mathématique de ces “ singularités ” devrait étre capable de prendre en compte une no-
tion complémentaire de rayon de courbure. L’idéal, vu de I'ingénieur de conception, serait
que ce rayon intervienne comme un parametre (dont on ne connaitrait que le domaine
possible de variation) qui ne serait fixé qu’au moment de I’exploitation des résultats; et
en plus que le modeéle numérique soit décrit avec des angles vifs (ce qui conduirait a une
grosse économie de moyens dans I’étape du maillage).

Motivation

Nous vivons dans un monde de singularités, car des nombreux objets quotidiens présentent
des irrégularités telles que des coins, des pointes ou des arétes.

Et la présence de ces singulaités, par exemple: angles vifs, dans des pieces mécaniques
ou des dispositifs en électrotechnique et dans de nombreux domaines en technologie en
général n’est pas un fait rare.

Il est également bien connu que ces angles vifs, pointes, fissures voulus ou non peu-
vent poser des problemes au niveau du fonctionnement des dispositifs qui les présentent
(fragilité, rupture, ruine en mécanique, phénomenes de claquage en électrotechnique..).
Au plan mathématique, ’analyse des problemes aux limites qui modélisent ces phénomenes
montre également le comportement singulier des solutions au voisinage de ces angles;
citons par exemple, les travaux de Kondratiev [33], Grisvard [27] et Dauge [25].

En électrotechnique précisément on sait qu’au voisinage des pointes ou des arétes d’un
dispositif le champ électrique et /ou magnétique peut étre tres intense et donner lieu a des
phénomenes indésirables.

Une idée intuitive et tres ancienne est dans ces cas d’ “arrondir” les angles et par la
d’essayer d’atténuer I’ “effet de pointe”. On peut alors facilement imaginer qu’il existe
de nombreuses manieres d’arrondir des angles et qu’un arrondi est entre autres caractérisé
par son rayon de courbure.

Ainsi, notre travail est 1’étude des problemes électrostatiques dans une géométrie ax-
isymétrique dont le bord présente des singularités.

Quel est maintenant I'intérét de mener une étude mathématique de ces singularités? Il est
connu que le comportement singulier de la solution est situé au voisinage des singularités
et qu’en dehors de ce voisinage la solution est assez réguliere. Le but principal de ce
travail est d’étudier le comportement du champ électrique au niveau de “I’arrondi”. Par
conséquent, une question tres intéressante se pose:

A partir de la connaissance du comportement singulier du champ
électrique dans le domaine non régulier, peut-on étudier celui au milieu
de l’arrondi en fonction du rayon de courbure de ce dernier?
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C’est I’étude mathématique de ce probleme qui nous a permis d’y répondre en utilisant
une approche numérique.

Les principaux objectifs de ma these sont:

D’une part, étudier le probleme en présence de singularités et déterminer le comportement
singulier de la solution, en caractérisant ces parametres qui sont calculables (fonction sin-
guliere, exposant de singularité, coefficient de singularité connu souvent par le nom du
facteur d’intensité).

D’autre part,

e lisser les pieces qui présentent des irrégularités. Ce lissage conduit a arrondir ’angle
de coins rentrants et a obtenir des “arrondis”, dont on peut calculer les rayons de
courbure moyen,

e Caractériser le champ électrique ou magnétique modifié en fonction du rayon de
courbure et des parametres singuliers, sans faire de calcul direct.

Présentation du plan

Dans ce contexte, ce travail est composé de trois parties indépendantes dont le contenu
peut se résumer comme suit:

Premiere partie:

La premiere partie traite le probleme bidimensionnel du laplacien dans un polygone non
convexe.

e Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notations et résultats pour la
résolution du probleme meélé du laplacien dans un polygone non convexe: existence
et unicité de la solution, régularité, comportement de 1 ’approximation numérique
et méthodes de raffinement de maillage.

e Au deuxieme chapitre, apres avoir étudié le comportement singulier de la solution
avec un angle vif, nous donnons deux méthodes numériques permettant d’extraire
avec précision le coefficient caractéristique de la singularité de la solution. Nous
définissons et étudions ensuite le probleme modifié par un arrondi ; en particulier,
nous montrons que le champ au milieu de cet arrondi peut étre déterminé par une
méthode exactement similaire a I'une de celles proposées dans le cas singulier pour
estimer le coefficient de singularité (en utilisant la solution numérique d’un probleme
modifié, solution intégrée “loin“ de la singularité). Des expressions bornant I’erreur
de discrétisation sont chaque fois proposées. Pour un angle d’ouverture w et un rayon
de courbure € donnés, le champ semble dépendre de e '*7/¥: cette proposition se
vérifie sur des exemples test, mais il reste malheureusement un coefficient jusqu’ici
imprévisible, dépendant des conditions aux limites.

11



Deuxiéme partie:

La deuxieme partie consiste a reprendre le probleme posé dans la premiere partie, mais
dans une géométrie tridimensionnel, en particulier axisymétrique présentant des singu-
larités.

e Aux chapitres trois, quatre et cing, nous reprenons successivement, ces mémes éléments,
dans le cas du point conique axisymétrique, puis de l’aréte axisymétrique. Les
résultats obtenus sont comparables, et les méthodes mises au point pour le cas 2D
peuvent étre facilement adaptées.

Troisieme partie:

Dans la troisieme partie, on propose quelque résultats de comparaison en norme entre la
solution dans le domaine modifié arrondi, avec celle dans le domaine initial avec angle vif.

e Nous proposons enfin aux chapitres six et sept, une comparaison en normes des
résultats correspondant au cas singulier et au cas arrondi, pour les trois types de
géométries étudiés.

12



Partie 1

Le probleme électrostatique dans un
polygone a coins non convexes
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Introduction

Introduction

Le but de cette premiere partie, dans un premier temps est de rappeler quelques notations
et résultats de la résolution d’un probleme du laplacien dans un polygone plan non convexe
Q2 de frontiere 02 = I'p U I'y. Nous notons I' la partie de la frontiere I'p constituée de
deux segments qui s’intersectent au coin O.

I'={(x,y) €T'p, —e<y<O0}.

M M

lo lo

Figure 1: L’ouvert €2 et son arrondi €,

Il est bien connu, cf. par exemple les travaux de Kondratiev [33], Grisvard [27], qu’une
solution d’un probleme aux limites sur un domaine polygonal a point conique, admet une
décomposition en parties réguliere et singuliere. La forme explicite de cette singularité
est caractérisée par: Ar®sin(af)p(r), avec:

e )\ € IR le coefficient de singularité,
e o = T l'exposant de singularité, ou w est 'angle d’ouverture du coin O,

e  une fonction de troncature convenable.

Nous présentons des formules pour le calcul du coefficient A, cf. (Théoreme 5.2.1, Propo-
sition 2.3.2). Nous rappelons aussi, dans le premier chapitre une méthode de raffinement

15



de maillage due a G.Raugel [51].
Dans le deuxieme chapitre, on considere le probleme:
ou
—Au=0dans Q, u=hgsur ULy, u=0sur [p\T et o =0 sur I'y.
n
Nous montrons que ce probleme est équivalent & un probleme de type (cf. Annexe 1):
ov
—Av=fdans Q, v=0 surl'p et = 0 sur I'y.
n
Apres I'arrondissement de ’angle du coin O, nous présentons a l'aide de la technique de

potentiel, une relation explicite de la dérivée normale de la solution v, dans le domaine
arrondi €2, au milieu de 'arrondi O, cf. Théoreme 2.4.1:

v, B .
o (O) —/Q fv*dx,

avec:
e f le second membre du probleme dans le domaine avec angle vif,

e v* une fonction & construire.

dv.

on

Nous prouvons numériquement que la valeur approchée de (O,) se comporte comme:

aUE’h . a—1 .
(a—n(()e))h = Ke* !, avec K = F(a)G(ho).

v
Enfin, nous montrons, dans la proposition 2.4.4 que la valeur exacte de 5 “(0,) se
n
comporte comme sa valeur approchée.

16



Chapitre 1

Approximation par éléments finis du
probleme du laplacien dans un
domaine a coins.

1.1 Position du probleme

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats concernant le comportement de la
solution du probleme de Dirichlet posé dans un domaine a coins [27][33]. Nous donnons
le théoreme sur la décomposition de la solution en partie réguliere et singuliere. Ensuite
nous utiliserons ce résultat pour connaitre la régularité globale de la solution et montrer
ainsi qu’elle appartient a certains espaces de Sobolev a poids que nous préciserons.

Soit Q un ouvert borné, polygonal de IR?, de frontiere lipchitzienne 9. Posons 02 =
UN T, ol les T'; sont des segments ouverts et désignons par w; €]0, 27| 'ouverture de
I'angle vers l'intérieur de  au sommet O; = [; N Ty, i =1,..., N, avec Iy = ;.

Sur et I';, nous considérons les espaces de Sobolev usuels H*(Q2) et H*(T;), s € IR,
munis respectivement des normes ||.||s.o et ||.||sr; et des semi-normes |.|s o et |.

57Fi'
Dans tout ce qui suit, nous supposerons que {2 a un seul angle supérieur a 7.

Dans la suite, on s’intéressera au cas de 'ouvert €2 de la figure 1.1, ou I'p =T U U
['sUly et 'y = 'y U5 forment une partition de 0€2. On notera n le vecteur normal
unitaire extérieur a €2.

1.2 Probleme continu. Rappels

Etant donné f € L*(Q), soit u € H'(Q) la solution du probléme aux limites
—Au = f dans (),

u = 0 surl'p,
o (1.2.1)
— = 0 surl'y.
on

Nous rappelons brievement dans ce paragraphe quelques résultats d’existence, d’unicité
et de régularité de la solution.

17



1.2.1 Existence et unicité de la solution

Considérons le sous espace V de H'(2) des solutions admissibles pour le probleme (1.2.1).
V={veH(Q) telque vp, =0}, (1.2.2)

muni de la norme ||.||1,0.

Proposition 1.2.1 Le probléeme (1.2.1) admet une solution unique u dans V' et il existe
une constante C' > 0 indépendante de f telle que:

lullo < CIIf

0,0- (1.2.3)

Preuve. La démonstration est classique comme application du théoreme de Lax-Milgram
et de l'inégalité de Poincaré. 1

1.2.2 Régularité de la solution

Considérons le sous espace W de H?(Q) des solutions régulieres pour le probleme (1.2.1).
W={veH*(Q) telque vr,=0 et — =0}, (1.2.4)

muni de la norme de H?(Q).

Théoreme 1.2.1 [] existe une constante C' > 0 telle que pour tout v € W, on a

||U 2,0 S O||AU 0,Q- (125)

Preuve. Ce théoreme est une conséquence immeédiate du lemme suivant. I

I5

Figure 1.1: Polygone a un coin non convexe

18



Lemme 1.2.1 Pour tout v dans W, on a

A NTICCNT
O0x2’ Oy? oxdy 'Y

Preuve. On sait que d’apres [27], W N H?(Q2) est dense dans W, donc il suffit de prouver
cette égalité pour les éléments de W N H3(Q).

Soit v € W N H3(2). Par intégration par parties, on a

0%v 0%v 0%v ov 0%v ov 0%v
IO e dy = | | de d _ IV N
o 012 Oy? v /Q |8x8y| Ty + Zz:; /F(ax oy? ™ o 8x8yn2) >

oun = (ng,ny) est le vecteur normal unitaire a [';. 11 s’agit donc de montrer que la somme
des intégrales sur le bord est nulle. Soit 7 le vecteur tangent unitaire a [';; on pose

v 0%v ov 0*v
Ii = /Fz(a—xa—anl - a—axayng)d&

on a
ov  0%v 0%v ov 0  Ov

T i ST

I, =
' . 0x 0T Oy

Or, sur I';, v = 0 ou % = 0 donc, si I'on a le premier cas on pose (a;, ;) = (71, 72), sinon
on pose («;, 5;) = (n1,n2), et dans les deux cas on a

v v
5+ Bige =0
i + 8 ay
On distingue deux cas:

. . 7 \ 7 M U
e Si ;; = 0 alors 'un au moins des «; ou f3; est égal a zéro. Si o; = 0 alors EW
Y

~ . v . p
s’annule sur I'; et de méme, si 3; = 0 alors 9 s’annule aussi sur I'; et par conséquent
x

e Siq;f; # 0 alors @ = —@— sur ['; et par suite
ox a; Oy
51 81} 8 81} Bi -, 0v 9 81;

Ainsi, ), I; apparait comme une somme de contributions des sommets O;. La contribution
du sommet O;; est

+2%:1 (52(Oit1))* — 2%(3—’;(@“))2 si aif #0 et a1 Biy1 # 0,
2%1( 3 (0 i+1))° si a;f #0 et a1 b1 =0,
+2%++11 (g_( i+1))? si aiff =0 et ajp1fip1 # 0.
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Or O, appartient a I'; et [';,1, donc en ce point, on a
ov ov
Q; al‘( z+1) Bl ( Z-I-l) =0et Q1 al‘( z+1) Bz—l—l ( z+1) =0.

Ainsi, 'utilisation des deux relations montre facilement que sz\; I, =0, et le lemme est
prouvé. 1

Revenons a la démonstration du théoreme précédent.
Preuve. On a

0%
/Q|Av|2da: dy = /(|8x2|2 |—2 ) dx dy+2/| || |da: dy
2y
= [0S+ 15+ 2l Py dy
> |U|2,Qa
par suite,

< 1Av][5q + cillAv][5.o = (1 + D)l Av][5 0,

loll30 = [vl0 + VI

c1 étant la constante de Poincaré, d’ou le théoreme. 1

Théoreme 1.2.2 La solution u s’écrit u = ug + \S, avec ug € H*(Q), \ un réel et S la
fonction singuliere attachée au coin O, décrite en coordonnées polaires par

S(r,0) = rsin(af)p(r)

T
ou o = — est l'exposant de singularité et o une fonction de troncature qui vaut 1 au

voisinage de O.

Preuve. Cf. [27].

Fonction singuliere duale

Considérons d’abord la fonction
S*(r,0) = r *sin(af)p(r). (1.2.6)

Il est facile de vérifier que S* est dans L?*(€2) , mais qu’elle n’est pas dans H'(Q) et que
AS* est dans L?*(Q2). Par suite le probleme

Trouver v* € V' tel que:
a(v*,v) = [(AS*vdr, YveV,

admet une et une seule solution v* € V.

La fonction singuliere duale associé au probleme (1.2.1) est définie par: u* = v* + S*.
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Lemme 1.2.2 La fonction singuliere duale vérifie:
e Au* =0 dans Q,
o u* vérifie les conditions aux limites du probléme (1.2.1):

ou*
on

u' =0 sur I'p et =0 sur I'y.

Théoreme 1.2.3 Le coefficient de singularité \ est donné par:

A= (fu),

ot (.,.) désigne le produit scalaire dans L*(1).
Preuve. Pour § > 0 destiné a tendre vers zéro, on pose

Qs ={(r,0) e, r>d}.

Figure 1.2: Le domaine €24

Comme la fonction singuliere duale u* est réguliere dans €5 et Au* = 0 dans €2, donc

- f utde = Au u'dr = / (—u* — u—)do.
Qs Qs

Qs

Compte tenu des conditions aux limites sur u et u*, I'intégrale sur le bord se réduit a une
intégrale sur I'arc de cercle Cy de rayon § contenu dans €2,

Qs

On utilise les décompositions

u=up+AS et u*=v"+ 5%,
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donc

o oS 95"
—studx—)\/ (anS S’an)da
Jug ov*  Oug ., 05* oS ov*
i /05 (G iy + G S" = ungy + MG = S50)) do

Puisque les fonctions u, u*,S et S* sont régulieres dans €25, donc le second membre tend
vers zéro avec 0. Par conséquent

—lim/ f utdr = Aim (gs* SaS )do.
00 J o, 0-0 Jor On on

On choisit la fonction ¢ de telle sorte que (r) = 1 sur Cy, donc

- lim/ futde =\ hm (—ar 'sin?(af) — ar *sin?(ab))do,

0—0 C§

et
— lim f utde = —2a)\/ sin?(af)d.
Qs 0

4w

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Ainsi

Corollaire 1.2.1 Soit u = ur + AS la solution du probleme (1.2.1). Il existe une con-
stante C' indépendante de f telle que

lurllzo < Cllflo0-

Preuve. uy est dans W, donc d’apres le théoreme 1.2.1 ||ug||z.0 < C'||Aug||oq avec C’
une constante positive .
Comme —Aug = f + AAS, donc par 'inégalité triangulaire

1Aug[loo < [[fllog + [A[[[ASoq;
et d’apres le théoreme précédent, on déduit que

lurllzn < C'(Ifllog + Cllfllogllu*llb.all ASlog).

D’ou le résultat. 1
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1.3 Approximation par éléments finis

1.3.1 Méthode standard

Soit (T}), une triangulation réguliere de € en triangles de diametres inférieurs a h, un
paramétre positif destiné a tendre vers zéro.
On définit 'espace V}, des solutions approchées par:

Vi, = {’Uh € V; (Uh)/[( € Pl(K), VK € (Th)} (137)
On définit le probleme discret

{ Trouver u;, € Vj, tel que: (1.3.8)

a(un,vn) = [, fon dz, Vv, € Vj,

avec af(.,.) la forme bilinéaire associée a —A.

Lemme 1.3.1 Le probléeme (1.3.8) admet une solution unique uy, € Vj. I

En ce qui concerne 'ordre d’approximation de wu; vers u, nous avons le résultat clas-
sique,
lu —up|| < C inf |Ju — v,
VR EVR

C étant une constante positive indépendante de h. Comme u € H'(Q) avec ¢ > 1, elle est
continue et par suite on peut prendre pour u, l'interpolé de v dans V}, qu’on note II,u.
On a alors

[ — unllro < Cllu — Thul|,

et si u € H*(Q), nous avons d’apres [17] par exemple
[lu = unlh,0 < Chllullz0.

Pour notre situation ce n’est pas le cas, mais on a:

Théoreme 1.3.1 [] existe une constante C indépendante de h telle que

Ch|| f 0.0, (1.3.9)
| fllo- (1.3.10)

[ — un|[1,0

<
llu — unlloo <

Preuve. Ce théoreme est une conséquence du lemme suivant. 1

Lemme 1.3.2 [] existe une constante C indépendante de h telle que

S — S| < Ch||flo.a-
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Preuve. Dans la démonstration du lemme et du théoreme ci-dessus, ¢ et ¢ désigneront
des constantes qui peuvent varier d’une inégalité a 'autre mais qui restent indépendantes
de h et de f et donc aussi de u. Supposons qu’il existe un réel rq > 0 tel que la fonction
de troncature ¢ vérifie

e(r)=1 pourr <ry/2 et @(r)=0 pourr>ry

et que h est petit devant 75. On note Q, la réunion des triangles de 7, qui ont un sommet
en O et 2f son complémentaire dans (2.
Pour p > 0 un réel suffisament petit, on note D, l'intersection de 2 avec le disque de
centre O et de rayon p. On pose

po=sup{p; D,C W} et pp=inf{p; QnC D,}

La triangulation étant réguliere, le nombre k de triangles formant €, est borné indépendamment
de h et il existe deux constantes Cy et C, telles que

Oghgpz §Clh, 220,1

En décomposant 2 en Q, et Q¢ on a

S—T,S2 o = / V(S—T1, ) [2da dy = / IV (S—T1, ) [2da dy-+ / V(S—TT,)[2de dy
Q Q

C
h Qh

La restriction de S & Qf est dans H?. Par ailleurs ses dérivées secondes sont de la forme
r®24)() avec 1) continue et bornée. Par suite

70
/ V(S —T1,,S) |*dx dy < C’h2|5|3,92 < ChZ/ r2*3dr < Ch*®
QF 2

Pour le second terme on a

/ V(S — 11,9) Pdx dy < 2/
Qp, 0

Qp

VS |2dx dy+2/ |V (I1,9) |2 dz dy

Qp
Le premier terme du second membre de cette inégalité est majoré par

p1
/ r2eldr < C' h2e.
Pour le second, il est facile de vérilgier que sur chaque triangle K de €2,
/ \V(I1,5) |*dx dy < Ch*®,
D’ou le lemme. & "

Revenons a la démonstration du théoreme.

On a Il u = I ug + M1, S. Par suite

lu —Tlhuli o < |u, — Mpu, |0 + [A]S —HaS|ia
En utilisant le corollaire 1.2.1 et le lemme précédent, on obtient
lur — Mpuglia < Chlugls,n < Chl|f]
IA|S = T1,S[1,0 < Ch%||fl[o0-

La deuxiéme estimation dans L? s’obtient, en utilisant le procédé d’Aubin-Nitshe, cf. [17],
section 19. Ce qui achéve la démonstration. I

0,92
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1.3.2 Meéthode de raffinement de maillage
Cette méthode est basée sur le comportement des singularités au voisinage des sommets
et sur les espaces de Sobolev avec poids.
Il s’agit de la méthode due a G.Raugel [51].
Description de la méthode
Soit § € IR,. On définit 1'espace des fonctions & poids H>?(2) par
H*(Q) = {u e HY(Q); r"Duc L*Q), V8 € IN? tel que |B| = 2},

on munit cet espace de la norme

ull? = lullf o+ Y [P Doullf 0.
1812

Il est facile de prouver que H?(Q) C H?°(Q).

Théoreme 1.3.2 Pour tout nombre positif § tel que § > 1 —«, la solution u du probléme
(1.2.1) appartient o H*°(Q).

Preuve. Il suffit de chercher la régularité de la fonction singuliere S. En effet:
Soit B € IR? tel que |B] = 2, r°DPS se comporte comme la fonction rt®=2 qui est de
carré intégrable dans un voisiange de O lorsque la condition § > 1 — « est satisfaite. 1

Remarque 1.3.1 La fonction singuliere S n’appartient pas a H*°(Q), pour § <1 —a. i

Notons W?2?(2) I'espace de Sobolev défini par

Wrr(Q) ={veL’(Q); DuecI’(), |8 <2} (1.3.11)

Lemme 1.3.3 Soit § < 1, alors H>°(Q) s’injecte continiment dans W?P(Q) pour 1 <

2
p<m.

Preuve. Soit v € H*°(Q), I'inégalité de Holder nous permet d’écrire
/ |\DPv|Pdx dy = / lr 0rDPy|Pdx dy < (/ r Py dy)l/"(/ 1r DPv|2dx dy)?/?,
Q Q Q Q

avec % +5=1
La fonction %P7 est intégrable si —dpg + 2 > 0, donc si l’on remplace ¢ par sa valeur qui
vaut 3%, on voit que l'injection H>*(Q) < W>P(Q) est satisfaite si p vérifie la condition

l<p< 51

Proposition 1.3.1 Soit 6 < 1.
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o L’injection de H*°(Q) dans H'(Q) est compacte.
o L’espace H*(Q) s’injecte continiment dans C(Q).

Preuve. La démonstration est une conséquence du lemme précédent et des injections
suivantes

W2P(Q) —. H'(Q), p> 1,
W2P(Q) < C(Q) p> 1.

Lemme 1.3.4 1] existe une constante C > 0 telle que

dnf |||u —pll| <C |IFPD%ull5g , Yue H¥(Q). (1.3.12)
|81=2

Preuve. Il suffit de montrer qu'’il existe une constante ¢ > 0 telle que

() lllollP < C Y D5, Vo € PH(Q),
181=2

ot Pi-(Q) lorthogonal de P;(2) dans H?9(2).

En effet, supposons que (x) est vrai et considérons p la projection de u sur P;(£2). On
pose v = u — p, on a bien v € P-(Q), d’ou le lemme.

Démontrons maintenant 1'inégalité (%) par I’absurde.

On construit une suite (v;,) telle que

vy € PE(Q), l|valll = 1 et 7°DPv, — 0 dans L*(Q) pour |3| = 2.

D’aprés la proposition précédente, il existe une sous suite de (v,) qu’on note aussi (v,,)
qui converge fortement dans H'. Or du fait que

on = v l]? = [[on _Um”iﬂ + Z ||T5DB(Un — )5

18]=2

(v,) est donc une suite de Cauchy dans H??, par conséquent v, — v € H>°((Q).

D’autre part, v, € P(Q), donc v € PH() et r°DPv, — 0 pour || = 2 implique que
r°DPv — 0 pour |B| = 2 et par conséquent v € P(Q).

Ainsi v € P(Q) N P(Q). Ceci contredit le fait que |||v,||| =1 — |||v]||, dott (*). W

Inégalité d’interpolation dans H?°(Q)

Soit K le triangle de référence de sommets @, @ et @3 de coordonnées (0,0), (0, 1) e

(1,0), cf Figure 1.3. On associe a tout u dans H”(I?) lu € P(K) tel que Hu(a,) =
u(a;) , i=1,3. Il est clair que pour tout p dans Pl(K) onau—Iu= (I — ) (u — p),
comme I, et II sont continus de H29(K) dans H'(K), il existe une constante ¢ telle que

||Id_ﬁ||H2=5( <c.

K)—»H'(K )

26



a(0,0)  &(1,0)

Figure 1.3: Triangle de référence

Par suite
10 = Wull, & = 11a = D =)l g < = pllgscey » ¥ € PRD.
En prenant le mminimum sur tous les p dans Pl(l?), on obtient d’apres le lemme précédent

[(Ia = ull, z <@ (|1 DPulf? .. (1.3.13)
|8]=2

Considérons maintenant un triangle K de sommets
ai(r1,y1) , @o(v2+ 11,90 +y1) et az(ws + 21, Y3+ y1).

Notons par = (z,y) un point de K et £ = (Z,y) un point de K.
Notons aussi
de = dx dy et dzx =dr dy.

Le triangle K est I'image de K par une transformation affine ® g,

@K:QEIA(—HB:alﬂLTKieK, avec Tk la matrice <§2 Zaj?’)
2 Y3

Posons
H*(K) ={ue H'(K) ; d(z,a,)’D’ve L*(K), || =2},
ou d(x,a;) la distance entre les points @ et a; et IIx 'opérateur de Pj-interpolation de

H**(K) dans H*(K). On a:

Proposition 1.3.2 ] existe une constante C > 0 indépendante de K telle que pour tout
u dans H*’(K)

IV (u = Txeu)|[f i < CTH P2 Tl * ) /K d(z, a,)” |D%ul*da. (1.3.14)
181=2
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Preuve. Posons i = uo®g. D’une part, on a i € H>9(K) et d’autre part (Ixu)o®x =
IIzu. Ainsi, d’apres (1.3.13)

IV@-Tzallz <C > IFD%al;
1812

0,K’

ou bien,

18]=2

en appliquant les régles de dérivation, on obtient

2
/‘TK (1 — T eu)] 0 D] P (o @,0))(@)| dz.

18|=2

puisque

4
2)
|
=P

27) = V((u ~Tlxu)o @K) - TK([V(u ~geu)] o <1>K>.

dx = TgdZ, [D°(uo ®g)|(@) = (Du)T2

deSGZ/A
K

18]=2

r(@ (@)’ [(DPu) (@) T2 | dz,

17l [ |19(u =T

2
[ |9t | de < 22 12l (@5 (@) (D
K
le résultat est alors une conséquence du fait que
r(@%' (z) = d(@% (z), 0% (a1)) < [T [|d(z, a1).
D’ou la proposition. I

Notons II; 'opérateur d’interpolation de H?(2) sur V.

Théoreme 1.3.3 On suppose que la triangulation Ty, vérifie les hypoteses suivantes:
1. maxy Z_;( < o avec ofixé.
2. (HY): hi < oh™7 si K a un sommet en O.
8. (HY): hi < chinfir® si K n’a pas de sommet en O.

Alors il existe une constante C' indépendante de h telle que

lu — Tpul|1o < Chl||u]|], Yue H*(Q), §<1. (1.3.15)
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Preuve. Il suffit d’établir la majoration
(*) v =1yl x < chl|v||g2sk), VK € Ty
On distingue deux cas:

e 1°" cas: Si K n’a pas de sommet a ’origine, alors en utilisant les propriétés classiques

L V2
1Tkl < V2hi et ||[T!|| < o

I'estimation de la propsition précédente et la régularité de la triangulation (7)
entrainent
v = Tavlik < chi o]l sy,

et par conséquent, la condition de raffinement de maillage (H?) entraine (x).

e 2°™¢ cas: Si K n’a pas de sommet & l'origine, on utilise encore la propsition 1.3.2,
mais avec 6 = 0. On obtient

v — poli, < ChK(Z ||A'BU||3,K)1/2-
|8|=2

En insérant le facteur r° dans les termes > i5=2 ||APv][3 ., on obtiendra
o= Tyl < chi(ing (@)~ (3 (9073 0"
181=2

La condition (H3) montre que I'estimation (%) est encore vérifiée pour ces triangles.

A présent revenons a 'approximation de la solution du probleme (1.2.1).

Maillage conforme

Fixons un réel dy vérifiant 1 —a < §y < 1 et construisons une triangulation 7, vérifiant les
hypotheses du théoreme précédent avec § = d5. On lui associe ’espace d’approximation
Vj, défini précédement et uy la solution approchée de (1.3.8) obtenue dans V.

Comme corollaire du théoreme précédent, on a:

Corollaire 1.3.1 [l existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

Ju — up||1,0 < Chl|[ul]], (1.3.16)
Ju — up|o0 < Ch?|||ul|. (1.3.17)

Preuve. La démonstration se découle, en utilisant le théoreme précédent et le procédé
d’Aubin-Nitshe. 1
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Maillage non conforme

Elément fini P, non conforme. A chaque triangle K € 7T}, on associe un élément fini
de Lagrange (K, Pk, Y f) avec les propriétés suivantes:

e Py = Pi(K), 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 1.

e Sia;, 1 <1 < 3désignent les sommets de K et m; le milieu du c6té a;a;41, 1 <7< 3
(modulo 3), alors ’ensemble de degrés de liberté est

Y ={p(m;), 1 <i <3}

Il est clair que la famille de triangulations ainsi définie est une famille affine équivalente.

Probléme approché. On définit espace V}, comme étant le sous espace de L?(§2) formé
de fonctions v, dont la restriction vy x a chaque triangle K de 7, appartient a P (K), qui
sont continues en chaque milieu d'un coté commun a deux triangles adjacents et égales
a zéro en chaque milieu appartenant a un coté situé sur la frontiere. Il est clair qu’on
n’a pas l'inclusion V;, C V, puisque les fonctions appartenant a ’espace V), ne sont pas
continues sur ) et ne s’annulent pas sur 0.

Par conséquent la forme bilinéaire a(.,.) n’est plus définie sur V. Nous définissons donc
une forme bilinéaire appropriée ay(.,.) comme dans [17] par

an(vn, wp) = Y ag(vn,wy), You, wy € Vi,
KeTy

ou ag(.,.) est la restriction de af(.,.) au triangle K.
L’approximation par éléments finis du probleme (P) est donnée alors par

{ Trouver uy, € V}, tel que: (1.3.18)

a(up,vp) = fQ fu, dx Vv, € V.

On munit V}, de la semi-norme

olln =D lonx

KeThy

1
%,K}i, Vvh & Vh.

Proposition 1.3.3 La semi-norme ||.||, est une norme sur lespace V},.

Preuve. Soit vj, € Vj, tel que ||v,||p = 0, donc |vp x|,k = 0, VK € Tj, d’out la restriction
de vy, a chaque triangle K est constante. De plus la continuité aux milieux des cotés et le
fait que vy, = 0 aux milieux situés sur la frontiere implique que v, = 0. 1

Proposition 1.3.4 Le probléeme discret (1.3.18) admet une solution unique uy, dans Vj,.

Preuve. 1l est clair que la forme bilinéaire ay(.,.) est continue sur Vj, x V},, de plus elle
est elliptique et il existe une constante 5 > 0, indépendante de h, telle que

an(vn, vn) > Bllonl;, Yon € V.

Alinsi la proposition est une conséquence immédiate du théoreme de Lax-Milgram. 1
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Estimation de D’erreur ||u — upls.

Théoreme 1.3.4 Supposons que la triangulation (Tp,), vérifie les conditions de raffine-
ment (HY) et (HY) quand h tend vers zéro. Alors il existe une constante C strictement
positive indépendante de h telle que

[lu = unlln < Chlful]].

Preuve. La démonstration de ce théoreme est basée sur le second lemme de Strang.
L’estimation du premier terme inf,, ¢y, ||u — upl||n vient du théoreme 1.3.3. Il reste alors
a établir une estimation de ’erreur de consistance E},.

Comme —Au = f, on peut écrire pour tout wy, € Vj,

Ey(u,wy) Z / (Vu.Vwy, + Au wy,)dz.
KeTy,

On applique sur chaque triangle K la formule de Green, on obtient

Ep(u,wy) / —whda
KeTy, 3nK

oll nk est le vecteur normal unitaire extérieur le long de la frontiere 0K de K.
Pour toute fonction g définie sur un coté S de triangle K, on définit I'opérateur I, par

1
Myg = ——
YTLE) /59 -

avec L(S) est la longueur de S. 1§

Lemme 1.3.5 L’erreur de consistance Ej, admet la décomposition suivante

Ep(u,wp) = Z Exc (uj, whx), Ywy, € Vi,
KeTy

3
ov
Belvn) =Y [ oo~ Tophios, Yo € HH(K), Vp € P
Yk

ot les 7y sont les arétes de K.

Preuve. Il suffit de montrer que

Sur tout segment a;a;, on a
aj
—
/ p dy = |aiaj|p(ai;), Vp € Py,
a;
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a;; étant le milieu du segment a;a;. Autrement dit, I1o(p) = p(a;a;).

Ainsi, tous les cotés situés sur la frontiére n’ont pas de contribution dans la somme (%),
puisque wy, est nulle aux milieux de ces cotés, ceci d’une part. D’autre part, sur tout coté
commun S a deux triangles adjacents K et K, on a par définition de V},,

ou
/S%(whf( — wy ) (m)dy =0,

m étant le milieu de S. 1

Lemme 1.3.6 Sous les hypothéses du théoréme 1.3.3, on a pour tout K € Ty,

|EK(u|k,wh‘K)| S C’h||u||H2,5(K)|wh 1,K> th € Vh.

Preuve. cf. [26]. 1

Lemme 1.3.7 Sous les hypothéses du théoréme 1.3.3,0n a pour tout wy, € Vj,

Ep(u, wy,
sup Rl g
wpEVy ||wh||h

Preuve. D’apres le lemme précédent, on a sur chaque triangle K

|EK(u|k7wh|K)| < Ch||U||H25(K)|’U)h 1,K >

et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que
| En(us wajic)| < Chl|[ull] [[w|]n, Ywn € Vi

Ceci achéve la preuve du lemme. 1

1.3.3 Meéthode d’adjonction des singularités

Il s’agit de modifier 'espace V}, défini par (1.3.7) en lui rajoutant la fonction singuliere S.
On définit
W, = {’Uh +pBS; vpeV,, BE R} (1319)

Le probleme: Trouver u;, € W, tel que:
a(wn) = (f,wn) Ywn € Wh,

admet une et une seule solution u, = u) + \,S, u) €V, M € R.
On a

— < i - )
|| = unll1,0 < ¢ inf |lu —wpl10
En prenant wy, = Ilyur + AS, nous obtenons

||U — Uh||1,Q S CHUR + AS — HhUR — )\SHLQ = C||UR — HhUR

1,2
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d’ou

1.0 < Ch||ug
et par le procédé d’Aubin-Nitsche, cf. [17], section 19,

||U—Uh 2,

Ju — upllog < Ch?||ugl|2q-

Théoreme 1.3.5 [l existe une constante ¢ indépendante de h telle que
[u — unl|r,o < Ch|fl|oq,
[l = unllog < CR?[|flo.0-

Preuve. Ce théoreme est une conséquence du corollaire 1.2.1. 1§

1.3.4 Approximation des coefficients des singularités

Il est utile, dans certains problemes de connaitre les coefficients des singularités, ou du
moins de pouvoir en calculer une approximation.
Soit u € V' la solution du probleme (1.2.1). On sait que I’expression de u est

u=ugr+\S, ur € H?(Q) et S la fonction singuliere associée au probleme (1.2.1).

La fonction singuliere duale s’écrit,

u* = S* +v* avec S*(r,0) = r~*sin(af)n(r) et v* € H'(Q) , vérifiant

Av* = 0 dans €2,
v¥* = =S5* surl'p,
vt 98" sur T
on on DN

1
D’apres le théoreme 1.2.3, A = —/ fu*dz.
T Ja
Soit v; une approximation de v*. Posons
1
Ay = —/ F(S* + o})da.
T Ja

Alors .
A=\ = —/ f(v* —wvp)dz,
T Jo

et par conséquent

1
A =] < ;||f||0,9||v* — vplo.0-

Ainsi en faisant une approximation de v* par des éléments finis standard P;, on a d’apres
le théoreme 1.3.1

A — M| = 0(h%%),
et en utilisant le raffinement de maillage proposé par G.Raugel [51], on obtient d’apres le

corollaire 1.3.1
A =] = O(h2).
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Remarque 1.3.2 Cette méthode ne nécessite pas le calcul de uy, pour faire le calcul de Ay,
C’est une méthode tres intéressante si on doit résoudre plusieurs fois le méme probleme
avec des second membres f différents et en particulier pour les problemes d’évolution. I

34



Chapitre 2

Etude d’un probleme elliptique dans
un domaine a coins.

2.1 Introduction

La présence d’angles vifs, dans des pieces mécaniques ou des dispositifs en électrotechnique
et dans de nombreux domaines en technologie en général n’est pas un fait rare.

Il est également bien connu que ces angles vifs, pointes, fissures voulus ou non peu-
vent, poser des problemes au niveau du fonctionnement des dispositifs qui les présentent
(fragilité, rupture, ruine en mécanique, phénomenes de claquage en électrotechnique..).

Au plan mathématique I’analyse des problemes aux limites qui modélisent ces phénomenes
montre également le comportement singulier des solutions au voisinage de ces angles.

En électrotechnique précisement on sait qu’au voisinage des pointes ou des arétes d’un
dispositif le champ électrique et /ou magnétique peut étre tres intense et donner lieu a des
phénomenes indésirables.

Une idée intuitive et tres ancienne est dans ces cas d’ “arrondir” les angles et par la
d’essayer d’atténuer “l’effet de pointe”. On peut alors facilement imaginer qu’il existe
de nombreuses manieres d’arrondir des angles et qu’un arrondi est entre autres caractérisé
par son rayon de courbure.

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier le comportement du champ électrique
au niveau de “I’arrondi” en fonction du rayon de courbure de ce dernier.

2.2 Position du probleme

Nous nous restreindrons a un modele tres simple en électrostatique que I’on peut décrire

par le probleme aux limites suivant.

On considére un secteur angulaire plan > d’ouverture supérieur a 7, un potentiel électrostatique
u dont la valeur est connue sur la frontiere et qui est harmonique dans .

Comme nous aurons par la suite a faire des approximations par éléments finis nous
sommes, pour des raisons évidentes, amenés a nous restreindre a un domaine borné.
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Soit Q 'ouvert défini par:

y=b [

Figure 2.1: L’ouvert €2

Q={(z,y) €L —-B<z<p,-b<y<b}

et 0f) sa frontiere, cf. Figure. 2.1.
Pour € > 0 assez petit, notons I' la partie de la frontiere 9€2 donnée par:

F={(z,y) €00/ 0<y< —¢}. (2.2.1)

Notons que la partie I sera remplacée par une courbe arrondie, lorsque on arrondira
I’angle du coin non convexe.
Notons aussi 02 =I'p UT'y , avec

Iy ={(z,y) €0Q; =48}, Tp=TUly Ul avec 'y ={(z,y) € 0Q; y = b}.
Le polygone 2 que nous avons considéré a un seul angle supérieure a 7 qui est supposé

placé a l'origine.

Soit hy € H3?(T UTy) une fonction donnée. On s'intéressera dans la suite au com-
portement de la solution u du probleme aux limites:

Au = 0 dans(),

u = hy sur[GUT,

u = 0 surly, (2.2.2)
0

% = 0 surly,

ol n désigne la normale unitaire a ['y orientée vers 'extérieur de 2.

Remarque 2.2.1 Dans les applications en électrotechnique, la fonction hy sera supposée
constante. 1
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2.3 Structure de la solution

2.3.1 Comportement de la solution au voisinage du coin

Considérons les coordonnées polaires: x = rcosyp, y = rsinp et § = ¢ + v, avec
v = %, cf. Figure 2.1.

Pour p > 0 fixé, considérons le sous domaine D, de €2 défini par:
D,={(r,0); 0<r <p}n.

p est choisi de telle fagon que D, ne contienne aucun sommet de 2 autre que O.

Il est connu qu’en dehors de D, la solution u a la régularité H?. Par contre en général,
u n’est pas H? dans D, et on a le théoréme suivant:

Théoreme 2.3.1 La solution u s’écrit u = ugr + \S, avec ug € H*(Q), X un réel et S la
fonction singuliere attachée au coin O, décrite en coordonnées polaires par:

S(r,0) = r*sin(af)n(r),

T
ot n est une fonction de troncature dépendant seulement de r qui vaut 1 dans D, et o = —
w

[’exposant de singularité.

Preuve. cf. [27]. 1

Proposition 2.3.1 Dans D,, un élément v € H(Q) tel que: Av =0 dans D, et v =0
sur 00N 0D, peut s’écrire sous la forme:

v(r,0) = Z apr™sin(kad), o= —, (2.3.3)
k>0

ot les ai sont des réels.

Preuve. Pour r fixé, d’apres [27] on peut considérer la solution v(r, §) comme une fonction
de 0, v,(9) définie sur |0, w|, la fonction v, vérifie: v,.(0) = v,(w) = 0. Elle peut donc étre
développée en série de Fourier sous la forme:

v () = ZA;” sin(kafd), 0<6 < w.

k>0

Il est clair que cette série converge dans L?(0,w), ainsi que sa dérivée.
Av = 0 dans D,, implique que Aj, est solution de I'équation différentielle:

" ]. i k 2
Akr+_Akr_(_a> Ak,T:O’
’ T T

)
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Alinsi, pour tout entier naturel £,
A, = a4+ ber * ay, by € IR.

Par conséquent dans D, u,(6) s’écrit:

v (0) = Zakr sin(kad) + Zbkr sin(kad).

k>0 k>0

La premiére série converge dans H'(D,) et le fait que v est dans H'(D,) et 7 < w < 27
d1.e % < a < 1 entraine que by = 0 pour tout k.
Alinsi,

) = Z apr™ sin(kad).

k>0

D’ou le résultat. 1

En électrotechnique, on s’intéresse au cas ou hg est constante; Sous cette hypothese
nous avons le corollaire suivant:

Corollaire 2.3.1 Dans D,, la solution u peut s’écrire sous la forme:

u(r,0) = hy + Z apr™ sin(kad), (2.3.4)

k>0

ot les ai sont des réels.

Preuve. Il suffit de remarquer que v := u — hy vérifie la proposition précédente. I

Remarque 2.3.1 Le coefficient N est appelé coefficient de singularité. D’aprés ce qui
précéde, on doit avoir A = ay. En effet: d’aprés 2.5.4, on a:

u(r,0) = a;r®sin(ad) + ug,

avec: ug = ho Y., axr*®sin(kad) € H*(Q). 1

2.3.2 Probleme équivalent

Dans la suite nous aurons besoin de transformer le probleme (2.2.2) en un probleme avec
second membre non nul et des données au bord nulles, (cf. Annexe 1).

Lemme 2.3.1 I existe w € H?*(Q) vérifiant les conditions aux limites du probléme
(2.2.2).
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Preuve. Il suffit de remarquer que u = AS + ug, ur € H?*(Q) vérifiant les conditions
aux limites de (2.2.2). 11

Remarque 2.3.2 Dans notre cas modele, quand hy ne dépend que de y, la fonction w
définie par:

2

—a
WA sia<y<b —B<a<p,
. (b—a)?
’LU(l‘, y) -
ho ailleurs,
vérifie le lemme précédent.
¥
l'12yFb
suppj;ort de f
y=a
N iX=—B :

Figure 2.2: L’ouvert €2

Définissons la fonction f de L?(Q) par: f := Aw et posons v = u—w, alors v € H'(Q)
est solution du probléeme aux limites:

—Av = f dans{2,

v = 0 surl'p,
P (2.3.5)
— = 0 surl'y.
on

Le probleme (2.3.5) est équivalent au probleme (2.2.2) et pour hy constante, f est nulle
au voisinage du coin O.

Lemme 2.3.2 u et v ont le méme comportement au voisinage du coin.
Preuve. Il existe ugp, vp € H*(Q) et A\, u € IR tels que:

u=Ar®sin(af)n +ur et v = pur®sin(abd)n + vg,
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n une fonction de troncature qui vaux 1 dans D,,.
Posons: ¢ = w — (up — vg) = Ar®sin(af)n — ur® sin(af)n € H(Q).
Dans D, on a:

¢ = (A — p)r*sin(ad), avec r*sin(af) ¢ H*(D,).

On en déduit que A = p. D’ou le résultat. I

2.3.3 Etude du coefficient de singularité

Dans cette section, nous proposons deux méthodes pour calculer le coefficient de singu-
larité A et nous présenterons des tests numériques pour les valider.

Méthode 1

Supposons que la solution v est harmonique au voisinage du coin O. Soit p > 0 telle que
Av = 0, dans D,. D’apres la proposition 2.3.1, la solution v du probleme (2.3.5) s’écrit
dans D, sous la forme:

v(r,0) = Z apr™ sin(kad). (2.3.6)

k>0

Soit ry un réel tel que 0 < ry < p et [ intersection de 2 avec l’arc de cercle d’origine O
et de rayon ry.
D’apres la formule précédente, v peut s’écrire sur ’arc I sous la forme:

v(ro,0) = Zakrga sin(kad), 0 €]0,w].

k>0
Donc
v(rg, 0) sin(af) = Ar§ sin?(af) + Z aprt® sin(kad) sin(ad),
k>1
et
/ v(ro, 0) sin(af) df = )\7"8‘/ sin?(af) df + Zakrga/ sin(kaf) sin(ad) db.
0 0 k>1 0

Comme I'intégrale [;°sin(ka#) sin(af) df s’annule pour tout k > 1, il vient que

/ v(ro, 0) sin(af) df = )\7“8‘/ sin?(af) df.
0 0

D’ou la proposition suivante:

Proposition 2.3.2 Pour tout réel rq tel que 0 < ro < p, on a:

A= groa/ v(ro, 0) sin(ad) db. B
0

W

(2.3.7)
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Méthode 2

Cette méthode est basée sur la résolution d’un probleme auxiliaire.

e Posons: vj(r,0) = r~*sin(af) et considérons v € H'(2) la solution du probleme:

Av; = 0 dans €2,

* v; = —vj surlp,
(72) ov; ovy

o = — o sur I'y.

—~

Le probleme (Py) est bien posé et admet une et une seule solution.

e Posons v* = —(v] + v3), v* vérifie:

N | =

*

Av* =0dans Q, v* =0sur I'p et

=0 sur I'y.

On a vu d’apres le théoreme 1.2.3 que le coefficient de singularité A est donné par:

A= /va* dx, (2.3.8)

avec f le second membre du probleme (2.3.5).

Cette méthode est intéressante, car elle est applicable par tout probleme de la forme (2.3.5)
et elle ne suppose pas de contraintes sur la géométrie.

Tests numériques

Soit v, une solution approchée de v par un calcul éléments finis. Notons v3, une solution
approchée de v} et posons:

1 2 v
v = ;(Uik +v35), A = —TO_O‘/O vp(rg, 0) sin(af) df et A} = /Qf vpdr.  (2.3.9)

W

A; (resp. A7) est une valeur approchée de A par la méthode 1 (resp. la méthode 2).
Pour calculer le coefficient A}, il faut calculer numériquement I'intégrale [” v, (ro, 0) sin(af) df.

Dans une premiere étape, on calcule la solution v, par éléments finis, apres la subdi-
vision de I'arc [' en NV — 1 arcs ['; de longueurs égales,

91:0, 9]\7:&), 912

Les points considérés sont choisis comme sommets de la triangulation.
On a alors

w N-1 ;1
/ vp(ro, 0) sin(ad) df = Z/ vp(ro, 0) sin(af) db.
0 i=1 7 0i
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On connait les valeurs de vy, aux points (7, 6;), donc on peut appliquer la formule des
trapezes pour calculer cette intégrale, ainsi on a

011
/ up(ro, 0) sin(ald) df = g(vh(ro, 0;) sin(ab;) + vp(ro, 0;41) sin(a9i+1)>.
0

i

Par conséquent

2 L ri—1
A= ~ 7" Z ;. p, SIn (N — 17r>, (2.3.10)
avec v; 5, la valeur de vy, au point (rg, ;).

Pour le calcul de A7, on a

1 1
)\i:—/fvi‘ dx—i——/fv;‘,h dx.
T Ja T Ja

Dans des cas particuliers, le premier terme du second membre peut se calculer directe-
ment, lorsque la fonction f est simple (par exemple une fonction polynomiale) et la forme
géométrique de €2 n’est pas compliquée. Par contre, si le calcul direct du premier terme
est tres difficile, on peut I'approcher numériquement par 'une des formules d’intégration
numérique suivantes,

/T Plz) du air‘;(T) S (), (2.3.11)

Q

: 3
aire(T) . . .
/TP(a:) da S (330 P(s) +83 PO +27P(@E). (2312)
k=1 k=1
ST, k=1,3 sont les sommets de T, M, k= 1,3 sont les milieux des cotés et G est le
centre de gravité. Remarquons que la formule (2.3.11) intégre exactement les polynomes
de degré 2 et la formule (2.3.12) les polynémes de degré 3.

Q

e Test de validation:
Nous nous intéressons a tester les deux méthodes, en prenant une fonction dont on
connait la valeur exacte de A. Considérons la fonction singuliere:

v(r,0) = S(r,0) = r*sin(af) , 0<6 <w,

la valeur exacte de \ est 1.
Soient g et k£ deux fonctions telles que:

oS
g=Ssurl'p et k=— sur 'y,
on

donc v est solution du probleme

Av = 0 dans(,
v = 0 surl'py,
v = g surl'py,

0

% = k surly.



Pour qu’on puisse utiliser la deuxieme méthode, on doit transformer le probleme en
un probleme de second membre non nul.
Pour un réel § > 0, considérons la fonction de troncature 1 définie par:

niry=1, si0<r<d et n(r)=0, sid<r<24.
Dans D = {(r,0); 0 <r <20et0<8<w},nsécrit:
1
n(r) = ﬁ(r —20)(2r® — 507 + 26%). (2.3.13)
Posons u = vn, il est clair que:
0
u=0 surI'p et 7 sur I'y.

on

Ainsi, u est solution du probleme aux limites suivant:

—Au = [ dans(,

u = 0 surl'p,
0
3_Z = 0 surly.
ou f est la fonction définie par: f = —A(Sn). Un calcul élémentaire nous donne
[ g(r)sin(afd) sid <r < 20,
f(r,0) = { 0 ailleurs, (2.3.14)

avec: g(r) = —(77"(7")7“ + (2a+ 1)77'(7"))7"0‘_1.
Le calcul numérique de A} effectué avec le logiciel Gfem a donné les résultats
suivants avec a = 3, b =4 et f = 3:

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

w:%ﬂ 0.991 | 0.997 | 0.999 | 0.997 | 0.997

wz%w 0.998 | 0.999 | 0.999 | 0.999 | 0.999

Table 2.1: Les valeurs de A}

Remarque 2.3.3 Les valeurs de A, obtenues paraissent peu sensibles au choiz de
I |

Le calcul numérique de \? effectué sur Matlab a donné les résultats suivants:
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d 0.1 0.2 0.3 0.4
w = %F 0.9983 | 0.9992 | 0.9920 | 0.9975
w = gﬂ 0.9985 | 0.9986 | 0.9873 | 1.0023
Table 2.2: Les valeurs de \2
To 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
W= %7? 0.3978 | 0.4071 | 0.3979 | 0.4013 | 0.3944
W= 27? 0.3763 | 0.3804 | 0.3771 | 0.3791 | 0.3792

Table 2.3: Les valeurs de A}

e Le probleme modele:

Pour hg = 1, un calcul par Gfem d’une valeur approchée de A par les deux méthodes
a donné les résultats suivants:

a=3,b=4et f=3.

On remarquera que les deux méthodes donnent des résultats tout a fait similaires.

Remarque 2.3.4 Le calcul d’une solution approchée de u n’est pas nécessaire pour
faire un calcul de N2. Ainsi pour un domaine donné Q le calcul de N2 se fait
indépendamment de la résolution du probléme (Py). Par conséquent, pour plusieurs
seconds membres f, le calcul de N2 ne dépend que de f. Par contre le calcul de A\,

demande la connaissance de la solution uw au moins sur 'arc I'. 1

Approximation du coefficient de singularité

Nous avons proposé précédemment deux méthodes pour calculer le coefficient A. Dans
le but de comparer les deux méthodes, nous allons étudier la différence entre la solution
exacte et la solution approchée. Nous remarquons d’apres les théoremes 2.3.2 et 2.3.3 que

Ierreur pour les deux méthodes est de I'ordre h2®.

Lemme 2.3.3 Pour > 0 donné arbitrairement, il existe une constante C > 0 telle que

pour h assez petit, on a

[u(ro, 0) — un(re, 0)] < CH* P, VO €]0,w].
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3 5
w 5T T

A 1 0.4011 | 0.3799

Table 2.4: Les valeurs de \?

Preuve. Rappelons que: I' = {(r0,0) / 0 < 0 < w}; considérons un ouvert Qy C
ne contenant aucun sommet de € et tel que ' C Qy et une fonction de troncature n
dépendant seulement de r qui vaut 1 pour r < ry et 0 pour r > 2ry et définissons la
fonction v = n u. La trace de v sur 0f2 est nulle. Par conséquent, d’apres le théoreme 4.1
de [52], il existe une constante C' > 0 telle que pour h assez petit

v = vn| |10 (00) < CR** P,

ou vy, est une solution approchée de: Av = A(nu) dans Q, v = 0 sur 92 et 5 > 0 un réel
arbitrairement petit. Ainsi, pour tout 0 < # < w:

[u(ro, 0) — up(ro, 0)| = |v(ro,0) — va(ro, )| < ||v — val|Loo(0)-

D’ou le lemme. 1§
Théoreme 2.3.2 [l existe une constante C strictement positive telle que
A=A < Crgh®e?,

avec 3 réel positif arbitrairement petit.

Preuve. Il suffit de remarquer que:

et d’utiliser ensuite le lemme précédent. 1

Remarque 2.3.5 On constate que le choix de ry est tres important pour avoir une
meilleure approzimation. i

D’apres le théoreme 1.3.1, il existe une constante C' > 0 telle que

105 = V3 pllon < CR*.

D’ou le théoréme suivant:
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Théoreme 2.3.3 [l existe une constante C strictement positive telle que
A2 = Nil < CR**|| fllo0-

Preuve. Il suffit de remarquer que

1
== [ 00 =viyde = < [ 105 = i),

et d’utiliser ensuite le lemme précédent. 1

2.4 Domaine modifié et étude de la dérivée normale
de la solution au milieu de ’arrondi

2.4.1 Description du domaine arrondi et probleme associé

Le coin O a un angle w supérieur a 7. La présence de cette singularité entraine des diffi-
cultés pour I"approximation numérique de la solution u du probleme (P).

L’idée pour enlever cette singularité est d’arrondir cet angle et de remplacer la courbe I
par une courbe réguliere I', de telle sorte que “I'; tend vers I'” quand € tend vers zéro.

Notons 2, ce nouveau domaine et 0€2, sa frontiere (voir la figure suivante), ou:

396 = FD,E U FN avec FD,E == FD,O,E U FDJ et FD,O,E == FO U Fe-

B B

Figure 2.3: Le polygone €2 et son arrondi

Notons (P,) le probleme aux limites suivant:

—Av, = f dans €,

ve = 0 surl'pg,
0,

= 0 ['y.
on sur L n
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avec f le prolongement du second membre f du probleme (2.3.5) par zéro a €.

Notons aussi O, = (0,y*) le milieu de larrondi I, et remarquons que y* = y*(¢) dépend
essentiellement de I'.

2.4.2 Expression explicite de la dérivée normale de la solution
au milieu de ’arrondi

. . v N . .
Dans cette section nous donnons une expression de 8—5(06) a ’'aide d’une technique de
n

potentiel.

Commencons tout d’abord par introduire les données nécessaires pour la suite. Con-
sidérons la fonction v} définie par:

o (2, y) = y—y
R

Notons que —Av} =0 dans (2 et considérons les fonctions g et k définies par:

O}
on

g=—v; sur I'p,, k= sur ['y. (2.4.15)

La forme géométrique de la courbe arrondie I'. que nous avons choisie est une parabole
d’équation:

= (35)—C—wx2—E avec ¢ S
=P = 2’ Y 2tan?(

)

pour —tan(w/2)e < z < tan(w/2)e.

N[

€
Dans ce cas y* = ——.

Définissons la fonction ¢ sur | — tan(w/2)e, tan(w/2)e| par:

C€
2,2 | (2
cLTe + €

() = —vi(z, p(r)) =

Proposition 2.4.1 Les fonctions g et k définies par (2.4.15) sont respectivement dans
H%(aﬁ) et H%(aQ) , et on a:

1. {lglly v, = O(1/e).
2 llgllsr. = O(1/).

PI;euve. Il est clair que g et k sont bien définies loin de la singularité et que g €
H2(0Q\T,) et h € H2(0Q \ T',). 1l reste a étudier g sur I'.. Les dérivées premiere et
seconde de ¢ sont données par:

’ 2CUJ " 2CUJ

Q) = 2a, () = =2,
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Calculons ||1)|]g -, on a

€ € 2 .2 1 2
2 € 1 c,
dr = 7 dr = — ————d
/6 o)l dv /6 (2a? + €2)? S /1 (2x?+1)2 “

donc
1

1)) ]0,)=e,e] = O(ﬁ)'

Calculons ||)]|1) e, on a:

' —2¢% ex
¥ (z) = (a2 + €)%’
donc
€, € 48 e2a? 1 Y 4c822
2 w w
dr = —r —dr = — —
/_e W (@) de /_6 (22?4 €2)4 T _y (2a?+1)4 ©
par suite
1
||¢ 1,]—€,e[ — O(M)a

par conséquent, on conclut que:

1
2 — J—
IR = Ol).

Calculons ||t)]|2,) e, on a:

d}//( ) 6cex? — 2¢2e?
T) =
(2a? +€2)3 7

donc

e, € (6P ex? — 2¢3 €3)2 1 1652_232

J R e T = 0

e o (Ea?+e?) e )1 (2x?+1)

par suite
1

|l]2)-cr = O(GEW)'
Et on conclut que:
1
IR, = O(5).

D’ou la proposition. I

Proposition 2.4.2 On a
1. |lgllon = O(1/€7?).
2. ||I€ 0,00 — 0(1/63/2)
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Preuve. 1l est facile de prouver d’apres la méthode utilisée dans la démonstration de la
proposition précédente que:

[lgllogor. = O(1/e'7%) et [[klloparr. = O(1/e%),

et que d’apres (2.4.16) et (2.4.17), on a:

llgllor. = O(1/V/e) et [|klor, = O(1/e*?).

Soit v3 la solution du probleme aux limites suivant:

Avy = 0 dans (),

p* vy = g surl'p,,
(P

on

= k surly.

D’apres la proposition précédente, la solution v} est bien définie dans 'espace H'(€,), de
plus elle est unique.

Proposition 2.4.3 [l existe une constante C' > 0 telle que:

C
Lo < (2.4.18)

1

Preuve. D’apres la formule de Green, on a:

ovs
Vusllsa. = / 2ysdl.
I U2||0,QE - Ugy

Par 'inégalité de Cauchy-Scharwz, on déduit que:

Vo3

b, < ||k

0,090 g| |0,8QE-

En utilisant la proposition 2.4.2, la proposition est démontrée. 1

1
Enfin, posons v* = —(v] + v3), la fonction v* est harmonique et elle vérifie:
m

ov*

v =0 surI'p et =0 surI'y.

Théoréme 2.4.1 La solution v, du probléme (P,) vérifie la relation suivante:

v, .
o (OG)—/QfU dx.
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Figure 2.4: Le domaine €24

Preuve. Considérons les coordonnées polaires centrées a l'origine O et le domaine,
Qs ={(r,0), >} NQ,

et notons 085 sa frontiere et I's = {r,0) € Q, r =4}, cf. Figure 2.3.

Puisque v, est dans H?(€,), on a:

forde dy = —/ Avev*dxdy:—/ (3060*_081} )dI‘:_/ (av6 *—Ueai)dI‘
Qs on Ts

905 “on on " on
1 v, ovy v, ov;
= ﬁ(/n;(anvl ann)dF—i—/m(anv2 vean)dF>,

v et vy étant dans H'(§s), le second membre du terme de droite tend vers zéro avec 6,
donc

Qs

: 7 s 1 0ve vy
(151_% /96 fo*dx dy = —;(ISI_I)% F(s(%v1 - E%) dr. (2.4.19)
Sur ['s, on a:
O, ou, 9
’Uf(l',y) - UG(OG) +x o (Oe) + (y - yO)a—y(Oe) + O(d )7

avec 0 la distance entre le point O, et le point de cordonnées x et y.
Comme z = § cos(f), y — yo = 0sin(h), u(O,) =0, on a

ve(,y) = 8 5in(0) ?;; (0.) + 0(62),

De méme, on aura




comme

. sin(§) Ovy ovy sin (6
ey = 2O i) o P ) IO

donc, en remplagant dans ( 2.4.19) on obtient

OV, s
lim/ forde dy == hm sm2(9) “(O.) d 6 + lim autres termes dz,
6—0 T 6—0 on 0—0 0

avec lims_,ows = 7 et la deuxieme intégrale du second membre tend vers zéro quand ¢
tend vers zéro.

Par conséquent

* . ok . g T .9 ave . 8'UE
/Q pordedy= [ forde =2 /0 sin?(6) d6) 5(0.) = 55(0,)

™

OV,
. ~(0)

. . ., m .- .
en fonction de € et de I’exposant de singularité o = —, en utilisant son expression explicite
w

établie par le théoreme précédent.

2.4.3 Expression approchée par une approche éléments finis

Le calcul se fait en deux étapes.

v,
Rappelons d’abord 'expression de a—U(Oe) donnée par le théoreme 2.4.1,
n

v, B .
. (OE)—/va dz.

° Etape 1: On calcule par éléments finis une solution approchée v;;, du probleme

Avy; = 0 dans €.,

(P*) vy = g surlpg,
¢ ovy
5 = k surly.
n

ou les fonctions ¢ et & sont données par ( 2.4.15).

., 1
e Etape 2: Les fonctions f et v; = —(v] +v3,) sont connues. On peut donc calculer
7-‘- )

ov . L . -
une valeur approchée de 8—5(06), en utilisant la formule d’intégration numérique
n

suivante:
3

al'l“@ =
/p Zp "), pe P,
T

i=1

avec m], i = 1,3 les milieux des cotés du triangle T.

7 )
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Oue
Remarque 2.4.1 1. Le calcul de v, n’est pas nécessaire pour faire un calcul de ai(Oe).
n

2. Le calcul de v} se fait indépendamment de la résolution de probléme (P.). Par

8—1)6(05) ne dépend que
n

conséquent, pour plusieurs second membres f, le calcul de

de f. 1

2.4.4 Estimation d’erreur

Posons:

8'Ue r % * * 1 * *
<8n (O€)>h =/ fupds = /vahdx, avec v}, = ;(Ul +v3p)-

Lemme 2.4.1 [] existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que:

0.0, < Ch%e 2. (2.4.20)

|[vs — U;,h

Preuve. On sait que
0.0. < Ch?|v;

||'U;< - U;,h 2,95 *

Or
[vsl2.0. < c|lvslls2.00. et [|vs]ls/z00. = 0(e %), d’apres la proposition 2.4.1

d’ou le résultat.
|

Proposition 2.4.4 [l existe une constante C strictement positive indépendante de h et

de € telle que:
0, O, _
550 = (55(00) | < O] flloe

Preuve. On a
%00~ (2200) | = | [ Fs—v3)de
on " © on I T g R

< |If o3 = vaplloo. = IIf

Ainsi, la proposition est une conséquence immédiate du lemme précédent. 1

* *
0,0 0.0 [|v3 = v3 4]0,

Remarque 2.4.2 Si € = h, alors ’estimation précédente devient:

v, Ove
5500 = (5(00) 1< Cllfllog- ¥

, L , . Jve
Cette inégalité montre bien que lorsque € tend vers zéro, les deuxr termes 8—(06) et
n

v
( ‘ (OE)> divergent vers l'infini de la méme facon, puisque leur différence est bornée. I
h

on
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2.4.5 Tests numériques
Nous rappelons que (cf. Figure 2.5):
I'y={(z,y) € 0 y=0b} et 'y ={(r,y) €0, ===}
Soit a un réel tel que 0 < a < b.
Pour tous les tests numériques, nous considérons les dimensions de la géométrie suiv-

antes:
a=2,b=3et f=3.

Figure 2.5: Le domaine €,

Test de validation

Considérons la fonction u définie sur €2 par:

_f ~y—a)ly—-b a<y<b,
v(x,y) = { 0 ailleurs.

_ _J 6y—4a—-2b a<y<h,
f= Av_{ 0 ailleurs.

De plus, les traces de v et sa dérivée normale s’annulent respectivement sur ['p et I'y.
Ainsi, v est 'unique solution du probleme (P).
Notons v, le prolongement de v par zéro a €., v, donc est 'unique solution de (P;) dans €2,.

. 3
Nous avons effectué des tests numériques pour w = 57? et w= Zﬂ' et nous avons obtenu

les résultats suivants (h = 0.2):
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d 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

wz%w 0.0009 | 0.0019 | 0.0029 | 0.0039 | 0.0048

w:%ﬂ' -0.0031 | -0.0014 | 0.0000 | 0.0013 | 0.0025

Table 2.5: La valeur de 2 (O,)

On remarque que:

Le probleme modele

Nous faisons deux tests différents.

Définissons les fonctions f; et fo de L?(Q2) par:

2 Ga<uy<b 1
filey) =4 G—a2 TTYE0 et fey) =3 - a)p

0 ailleurs, 0 ailleurs,

(6y —4b) sia <y <b,

Notons v! (resp. v7) la solution du probleme (P,) avec le second membre f1 (resp. f2),
ol f; et f, sont les prolongements respectifs de f; et fy a (). par zéro.

Remarque 2.4.3 Les fonctions fi et fo sont associées respectivement aux fonctions hy :=
1 et hy :=y, ot hy est une fonction donnée sur L'y, (cf. Anneze 1). 1

Notons aussi:

o ; vl , ; ¢, (€ T
cle) =€, c(e) = K@n (OE)>h , 1=1,2et dh(ﬁ):%, avec @ = —.
Ainsi .
ve _ i (a1l s
‘<3n (Oe))h‘ = di(e)ed !, i=1,2. (2.4.21)

On souhaite dans la suite caractériser le rapport d: (¢) en fonction de e.

Pour plusieurs valeurs de ¢, on calcule une valeur approchée de d} (¢), i = 1,2 et on
trace la courbe qui présente la variation de ces valeurs en fonction de e.
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Figure 2.8: € € [0.1,0.5]
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Figure 2.9: € € [0.01,0.05]
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Figure 2.11: € € [0.01,0.05]
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Analyse des figures: Les figures 1.6 a4 1.11 représentent la variation de di(¢) en
fonction de e.
On note bien que pour € < 0.05, di est constante.

Conclusion:
Lorsque € est tres proche de zéro, il existe une constante d; > 0 telle que:

‘(gf (OE)M ~det i =1,2. (2.4.22)

Etude de la constante d Pour compléter la vérification numérique, on effectue
d’autres tests pour plusieurs angles et plusieurs seconds membres.

Considérons les fonctions fi1, fa, f3 et fi associées respectivement aux fonctions hg := 1,
ho ==y, ho := y? et hy := 3 et notons v?, 7 = 1,2, 3, 4 les solutions associées du probleme

(Fo)-

Les tests effectués donnent les résultats suivants:

60
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30~ .l

20F i=3
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Figure 2.12: w = %7?
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ho 1 y y? y?

A 0.387 | 1.158 | 3.885 | 13.116

d 0.493 | 1.549 | 15.487 | 52.658

/(o)) | 1.699 | 1.782 | 5.310 | 5.728

Table 2.6: Le cas w = %ﬂ'

ho 1 y y? y?

A 0.401 | 1.198 | 3.985 | 13.535

d 0.483 | 1.520 | 15.198 | 51.673

d/(aX) | 1.809 | 1.903 | 5.728 | 5.728

Table 2.7: Le cas w = %71’

ho 1 y y? y

A 0.401 | 1.200 | 4.008 | 13.634

d 0.457 | 1.436 | 14.365 | 48.843

/(o)) | 1.899 | 1.995 | 5.973 | 5.972

Table 2.8: Le cas w = gﬂ'

On a espéré trouver, pour un angle donné, que le rapport d/(a)) est constant, mais
ce n'est pas le cas, d’apres les tables ci-dessus. Par contre , on constate la dépendance
suivante pour d:

d(a, ho) = K F(a)G(ho), (2.4.23)

avec:
e K une constante qu’on précisera,
e F' une fonction dépendant seulement de «,

e (G une fonction dépendant seulement de hyg.
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ho 1 y y? y

A 0.401 | 1.213 | 4.050 | 13.841

d 0.439 | 1.379 | 13.797 | 46.912

/(o)) | 1.913 | 1.989 | 5.962 | 5.931

Table 2.9: Le cas w = %71’

En effet:

D’apres la table 2.9, le rapport d(«, ho)/d(4/7, ho) est une constante indépendante de hy,
il dépend donc seulement de a, notons ce rapport F(«). De méme, d’apres la table 2.10,
le rapport d(c, ho)/d(c, 1) est une constante indépendante de «, il dépend seulement donc
de hg, notons ce rapport G(hg). Ainsi

d(av, ho) = F(a)d(4/7, ho) = F(a)G (he)d(4/7,1).

Donc, K est la constante d(4/7,1).

Remarque 2.4.4 On a:
e F(4/T)=1etG(1)=1.1

ho 1 y | v |y

d(2/3,h0>/d(4/7,h0> 1.10 | 1.10 | 1.10 | 1.10

d(3/5,h0>/d<4/7,h0> 1.04 | 1.04 | 1.04 | 1.04

d(3/4,h0>/d(4/7,h0> 112 | 1.12 | 1.12 | 1.12

Table 2.10:

62



w 3n/2 | 4x/3 | 5w/3 | Tn/4

d(a,y)/d(a,l) 314 | 314 | 314 | 3.14

d(a,yQ)/d(a,l) 31.46 | 31.41 | 31.43 | 31.42

d(a,y3)/d(a,1) 106.98 | 106.81 | 106.87 | 106.86

Table 2.11:

Conclusion:
Le champ électrique au milieu de I’arrondi dépend de quatre parametres:

1. Le rayon de courbure e de I’arrondi.
2. L’exposant de singularité o = 7/w.
3. Le coefficient de singularité .

4. Une constante qui dépend de hy. 11

2.4.6 Application en électrotechnique

En électrostatique, ces résultats peuvent étre appliqués de la maniere suivante:

e Sans faire de calcul dans les domaines arrondis, on souhaite connaitre le comporte-
ment du champ électrique au milieu de ’arrondi. Ceci est possible en procédant
comme suit:

Pour un rayon de courbure donné ¢;, on calcule le champ électrique au milieu de
I’arrondi ['¢,. Or on a prouvé que:

O,

5 (D) = Co !, a=

T
—
Ceci permet d’évaluer la constante Cj.

Par conséquent pour tout rayon de courbure €: 0 < € < €,,4, : Tayon de courbure maximal,
le champ électrique au milieu de 'arrondi ', est donné par:

Ou,

~ a—1
on (Oe) ~ CO € .

e On cherche le rayon de courbure minimal pour lequel le module du champ électrique
E ne dépasse pas une valeur critique E,,,,.
En effet si on souhaite que:
_ Oug

E_ 06 < Ema:L‘;
290, <
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cela revient & imposer Cy €2~ ! < E,,42, ce qui implique que le rayon de courbure €
doit vérifier

e > (Eiox)+ (2.4.24)
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Partie 11

Le probleme électrostatique dans
une géométrie axisymeétrique avec
singularités
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Chapitre 3

Position du probleme.

3.1 Géométrie axisymétrique avec singularités

Nous considérons dans cette partie trois types de géométrie.

Soient (Oz) un axe vertical, 2 un polygone plan, de frontiere 0Q = I'p Uy et € 'ouvert
de IR?, obtenu par la rotation de 2 autour de I'axe (Oz), de bord 9 = T'p UT'y, avec

FD:FDX [0,27{'[61} FN:FNX [0,271'[

Les coordonnées naturellement adaptées a ce type de domaine sont les coordonnées cylin-
driques, notées (r, 6, z). On peut alors écrire 1'égalité

Q=Qx[0,2r[={(r,0,2): (r,2z) €, §€]0,2n[}. (3.1.1)

Les coordonnées naturelles dans €2 sont donc les coordonnées cartésiennes (7, z).
Les coordonnées sphériques (r, 8, ¢) sont données par:

x =rcos(p)sin(f), y = rsin(p)sin(f) et z = rcos(f)

3.1.1 Singularité de type conique

Nous notons
Ip=TUl Uy, [y =T{ UL, 002N (0z) =T% et TNTY = {0}, (3.1.2)

tel que décrit par la figure 3.1.
Nous notons w = 7/ 'ouverture du coin O et nous supposons que 1 < f < 2.

Au voisinage de O, 2 est de la forme d’un cone et la géométrie présente une singularité
conique.

3.1.2 Singularité de type aréte

On distingue deux cas de géométrie.
Nous notons

Ip=TUlZuly, I'n(Or)={C} et 'y ={(r,2) tel que r =1} (3.1.3)
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)

=1

Figure 3.1: Singularité conique

tel que décrit par les figures 3.2 et 3.3. Nous notons aussi 7y I’abscisse du point (C') dans
le repere (O, Or, Oz).

z, z

Figure 3.2: Singularité d’aréte: cas 1
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Figure 3.3: Singularité d’aréte: cas 2

e 1 cas: rg > 1y,

e 2°¢ cas: ry < 1y.
Nous notons w 'ouverture du coin C' et nous supposons que 7 < w < 27.

Soit Q Pouvert de IR?, obtenu par la rotation de © autour de Paxe (Oz). La géométrie
présente une singularité d’aréte.

3.2 Position du probleme

Soit hg € H3?(T' UTy) une fonction donnée. On s’intéressera dans la suite au comporte-
ment de la solution w du probleme aux limites:

Au = 0 dans 2,

u = hyg surT'yUT,

u = 0 surly, (3.2.4)
0

8—:, = 0 surly,

ol n désigne la normale unitaire a I' 5 orientée vers I’extérieur de €2.

3.3 Reéduction a un probleme dégénéré en dimension
deux

Le probleme (3.2.4) étant a géométrie axisymétrique, nous allons le reformuler en coor-
données cylindriques. On se rameéne grace a ce changement de variables, a ’étude d’un
probleme bidimensionnel.

Notons (P) le probleme bidimensionnel déduit de (3.2.4) et u son unique solution.
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Remarque 3.3.1 A cause de l'axisymétrie, la solution w a une dérivée normale sur [’axe
de Uazisymétrie et pour tout (r,0,z) € Q, on a:

1. u(r,0,2) = u(r, z).

10, du 0*u
2. Au(r,0,z) = ;E(ra(r, 2)) + @(T’ 2).
) o, 0u,
3. |[Vull§ g =27 [, <|E| + |%| )r dr dz.

Le probléeme réduit (P) est donné par:

(10, ou, 0%
———(r—)— = = 0 dansQ
r or (Tar) 022 ) an; I,‘
u = hy surTyTy,
{ w0 el (3.3.5)
ou
\ % = 0 sur FN.
Un probleme équivalent de (3.3.5) est donné par:
10, ov 0%v
——(r=)—=— = dans €
r or (r 31") 072 J dans €,
v = 0 surlp, (3.3.6)
0
% = 0 surly,
avec f une fonction a construire, cf. Annexe 1.
Notons par A, l'opérateur défini par
10, Ov 0
Ao =——(r— —. 3.3.7
! rar(rar)+322 ( )

Dans la suite, nous nous intéressons a la résolution du probléme (3.3.6). Pour cela,
considérons 'espace L?(Q2) des fonctions mesurables v telles que

/ [v|*r dr dz < oco.
0
Pour tout entier m, notons par H{"(Q2) I'espace
H™MQ) ={v e L) tel que D € L*(Y), V]a|] < m}.

Posons

2 12 2
/ lv|*r dr dz} , v e Li(Q),
Q

N||lmie = {/Q lv[*r dr dz + Z /Q|D°‘v|27" dr dz}l/Q, v e H™(Q),

[lollo,1.0

0<|a|<m

1/2
Z / |D%v|*r dr dz} , v e H™MQ).
Q

laj=m

|U|m,1,ﬂ

Les espaces L1(Q) et H™(2) munis respectivement des normes ||.||o.1.q €t ||.||m.1.0 sont
des espaces de Hilbert et |.|,,, 1,0 est une semi norme sur Hj"(£2).
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Remarque 3.3.2 o [ est clair que:

L2(Q) C L3(Q) et H™(Q)C H™Q), Vm e IN.

e Dans le cas de géométries avec singularité d’aréte, puisque le domaine §2 est borné
et r > 0, alors les normes de Sobolev usuelles et avec poids sont équivalentes, en
effet: Il existe des constantes m et M telles que: m < r < M, donc

m/ |Dv|?dr dz < / |D*u|*r dr dz < M/ |Dv|?dr dz. B
0 0 Q

Définissons le sous espace V' de H{(Q) par V = {v € H{(Q) tel que v, = 0}.
Considérons le probleme variationnel

{ Trouver u € V tel que (3.3.8)

a(u,v) = (f,v), Yo e V,

ot a(.,.) est la forme bilinéaire définie par a(v,w) = [, Vo.Vw r dr dz, Yv,w €V et
(.,.)1 est le produit scalaire dans L3(€).

Proposition 3.3.1 Le probléeme (3.3.8) admet une et une seule solution u dans V' et il
existe une constante C' > 0 indépendante de f telle que

ulli0 < Clf

0,1,0-

Preuve. La démonstration est classique et résulte de ’application du théoreme de Lax-
Milgram. 1

En général, la solution u n’a pas la régularité H? et par conséquent, elle se décompose
en une partie réguliere et une partie singuliere. On s’intéresse dans la suite a caractériser
la partie singuliere.

3.4 Estimation a priori
Rappelons 'opérateur A, donné par (3.3.7):

1 0 Ou 0%u A 10u

Au=~-—(r— = el
rt rar(rar)+8z2 u+7"67"

10u
Pour que A,u soit dans L?(§2), il faut que ——— le soit aussi.

r Or

Considérons l'espace W, défini par

0
W ={veD}Q) telque vpr, =0 et LA 0},
onry
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olt D?(2) est le sous espace de HZ({2) défini par

D2Q) = {v € HXQ) tel que 1‘3— € 2(),
T or

. 10v /
muni de la norme [[o]|pz@) = {[ol310 + 1= 5 1B 10} -

r or

Remarque 3.4.1 On a
W C D) C H} (). 1

Dans ce paragraphe, en s’appuyant sur des résultats de [13] nous prouvons une esti-
mation pour les éléments de W.

Lemme 3.4.1 Il existe une constante c strictement positive telle que pour tout v € W,

On a

1011 < clA][51 -

Preuve. On a — [, (Aw)v r dr dz = |v[},q. Par conséquent le lemme s’établit en
utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Poincaré. 1

Lemme 3.4.2 I existe une constante ¢ strictement positive telle que pour tout v € W,
on a

10v 0?v 10, v
||7"87“ 0,0t ||8 2||0,1,Q > C||_§( or )||0,1,Q
Preuve. La démonstration de ce lemme est basée sur 'application de I'inégalité de Hardy,
cf. [31], Théoreme 330. En effet:

Posons w = ra—v; il est clair que w(0,2) = 0.
r

Il est facile de voir que w est dans H'(f2), on peut donc écrire

w(r,z):/O ‘?:(s 2) ds.

Une majoration élémentaire donne:
1 [ 1 |8w (s,
r o s or

32 w(r, 2)| < s,2)| ds.

_ ow ow ) , .
Notons w et — les prolongements de w et o respectivement par zéro. Par application
r r
de l'inégalité de Hardy, on a

—+0o0 1 ~+o00 ]_ T
/0 r2w(r 2)Pr dr < /0 ;88—1:(7", 2)|?r dr.

Apres intégration en z, on obtient

1 0v 10,6 oOv
| ,ra,,,, 0,1,2 > | 7“37”( 87“)”071’9, (349)
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ceci d’une part.

D’autre part
10, 0v, 10v 0%v

—_—(r—) = —— + -,
ror ( 87“) ror  or?
donc, par 'inégalité triangulaire, on a

0? 10 10,0
||a_§ v Mio.v.a- (3.4.10)

< |12 22 2 (p 2
018 = ||7"87“ 010+ r@r(rﬁr)

En combinant ( 3.4.9) et ( 3.4.10), nous obtenons

10v 4 0*v

| 12 ov
r Or

01,01 ||ﬁ||glﬂ > 5”;87“ (Tar)Hg,LQ-

D’ou le résultat. 1

Théoreme 3.4.1 Pour tout v € W, il existe une constante ¢ > 0 telle que, on a
0]l b2y < ellArvloo-

Preuve. Ce théoreme est une conséquence du Théoreme 4.1. de [7]. 1

Conséquence. Ce théoréme prouve que l'opérateur —A, : W — L¥(Q) est injectif
et que son image I'm A, est fermée dans L?(Q2). Nous pouvons donc décomposer L?(£2)
en une somme directe orthogonale de ImA, et d’'un sous espace fermé L = (Im A,)*:
L3(Q2) = Im A, ® L. Ensuite, il s’agit de caractériser le sous espace L.

3.5 Relations entre la solution et la solution réduite

Etant donné f € L*(Q); soit f sa restriction & 2. Notons par v et v les solutions des
problemes aux limites suivants

—Av = f dans €, —Av = f dans (),
v = 0 surl'p, v = 0 surl'p,
90 P (3.5.11)
— = 0 surl'y. — = 0 surly.
on on

Nous supposons que le probleme est axisymétrique, i.e la géométrie €2 et le second
membre f le sont.

Proposition 3.5.1 On a les propriétés suivantes:

1. f € L2(Q) et ||flloa = V2r||f

0,1,0-

2. v(r,0,z) =v(r,z), Y(r0,z) €.
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3. ve L3Q) et ||v]|oa = V27||v|lo10-

9
. or

4. SiV = , alors ||Volloa = vV27||V||o10- 11
0z

Notons v, et v, les solutions dans les domaines arrondis associés aux problemes (3.5.11).

. . . . ov
Dans la suite, nous établissons une expression analytique de —(O,).

on

Définissons la fonction v} en coordonnées cartésiennes par

z—2z"
x2_|_y2+(z_z*)2)3/2'

vi(7,y,2) = (

En coordonnées cylindriques v} s’écrit

z—z*

(1 (o= i)

vi(r,0,z) =

Définissons les deux fonctions g et k par

ov}
g=-visurI'p, k=- L sur T'y
on
Soit v5 la solution du probleme aux limites
Av; = 0 dans
vy, = g surl'p,,
ov}
2 = k surTy.
on

Lemme 3.5.1 On a
vy(r,0,2) =v3(r, 2),

ot vy est solution du probleme aux limites

Avy = 0 dans Q.
vy = —v] surlpg,
* *
dvy  Ovj
= — sur ' y.
on on
|
Posons

L *
v = v+ v,
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Proposition 3.5.2 On a:

on

0V, _ Ove
on (Ce) = on (Co)-
Proposition 3.5.3 On a
0V,

1 *
(CE)_ﬂ/Q fo*rdrdf dz.

(3.5.12)

Preuve. On a

/ fo*rdrdfdz= / fir, 2)v”
Q Q

or, on verra d’apres le théoreme 4.2.1 que

d’ou le résultat. 1

0v,
on

(Ce) = /Q fo* rdrdz,

75
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Q

f(r,2)v*(r, z) r dr dz,
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Chapitre 4

Etude d’un probleme elliptique
axisymétrique en dimension trois,
dans un domaine a singularité
conique.
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Introduction

Soit 2 un ouvert, borné de IR? limité par une surface de révolution 02 = I'p UT n, en-
gendrée par la rotation autour de I’axe vertical (Oz), présentant une singularité conique,
cf. Section 3.1.1.

Etant donné hy dans H3/2(T'UT)), soit u la solution du proléme (3.2.4) et soit v € L?(Q)
la solution du probleme (3.3.6), cf. Section 3.3

—A,v = f dans (),
v = 0 surl'p,
% = 0 surly.
4
: z,

Figure 4.1: Les ouverts 2 et 2

Dans la section suivante, on s’intéressera a caractériser la solution v.

4.1 Structure de la solution

4.1.1 Décomposition en partie réguliere et partie singuliere
Caractérisation de L et identification de ses éléments

Lemme 4.1.1 Le sous espace L de L3(S)) est caractérisé par

0
L={velLi) tel que Av=0, vp, =0 et AN 0}.
on|ry
: 9 ov
Preuve. Soit v € L7(2) tel que A,v =0, v, =0 et T 0.
nIry
On sait d’apres [27], que W N H3(Q) est dense dans W, donc pour tout w € W, on a

ow Ov
A = A = A + U — W = 0.
( rw,v)l /Q T’UJU’I“dT dz /Q’U) T’U’I“dT dz /39( n’U w n)?“ do 0

78



Ainsi, v est dans L.

Réciproquement, soit v dans L, alors (A,w,v); = 0 pour tout w € W, en particulier
pour tout w dans D(Q). Par suite A,v = 0 au sens de D'(9).
Considérons I'espace

H(A,,Q) ={veLiQ) tel que Ave L3(Q)}.

Il est facile de prouver que cet espace est un espace de Hilbert, muni de la norme

, ) 1/2
01,0 ||ATU||0,1,Q} .

el = {l

De plus tout élément v de H(A,,2) possede une trace dans Hfl/Q(FD), ainsi que sa
dérivée dans Hl_3/2(FN). D’apres le lemme 4.7 de [7], on a

(Ayw,v); — (w, Ayv); =< a—w,v > —< w,@ > .

on on
Puisque le premier membre est nul, alors
< ow > < ov >=0
—v>— < w,— >=0.
on on
. , . v
Enfin, la surjection des opérateurs de traces entraine que vjp, = 0 et I = 0. 1
Ny

Remarque 4.1.1 1] est clair que: LN H{ () = {0}. 1

Considérons les coordonnées polaires: —z = pcosp, r = psiny, (cf. Figure. 4.2) et
définissons le domaine

Dr={(p,0) €9, tel que 0 < p < R},

ol R et assez petit pour que Dy ne contienne aucun autre sommet que O.

Notation. [ est le réel tel que % = z.

B

Remarque 4.1.2 Ainsi, un point de 2, cf. Figure. 4.2, s’écrit en fonction de p, 0 et ¢
sous la forme:

xr=psinpcosf , y=psinpsinf , z=—pcosy.l

L’opérateur A, s’écrit en fonction de p et ¢ comme suit:

v  20v cotpdv 1 0%

ATU:—+__+ + —=——-.
op*>  pdp  p* Op p*Op?
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Z\

-Zv

Figure 4.2: Les coordonnées polaires

Définissons 'opérateur A dans ’espace de Hilbert
%
Ho={u0,n/pls By [ ulsing dp < oo} = L0, /Blsinee d),
0

par (Au)(p) = —u’ () — cot o u' ().
L’opérateur A est non borné et auto-adjoint dans son domaine

D(A) = {u € H tel que Au € H et u(r/B) = u (0) = 0}.

Ainsi 2 09 .
Y Y —Av.

Ap=2Y42%
0 pdp PP

Théoreme 4.1.1 1 eziste une base hilbertienne (ug)rew~ de H formée de fonctions pro-
pres de A dont les valeurs propres associées N\, sont simples et strictement positives et
tendent vers ['infini.

Identification des (ug, Ag)gev+ . Soit u € H une fonction propre de A de valeur propre
associée A. Posons A = v(v + 1), avec v > 0, on a

u" (p) + cot o u'(p) + v(v + Du(p) = 0. (4.1.1)
Posons x = cos ¢ et u(p) = y(cos ¢) = y(x). Par conséquent (4.1.1) devient
(1 -2y (z) — 2zy (z) + v(v + 1)y(z) = 0. (4.1.2)
C’est une é(lluation différentielle de Legendre d’indices v et 0. Or, u est dans D(A), donc
u(m/B) =u (0) = 0. Ainsi u est solution de I’équation

(4.1.3)



La solution générale de (4.1.2) est donnée par

y(z) =a P)(z) +b Q)(x), ou u(p)=a P)(cosp)+b Q,(cos ),

olt P est la fonction de Legendre de premiere espece et Q° est la fonction de Legendre

de deuxiéme espece, cf. [2].

La fonction Q%(x) est infinie pour la valeur z = 1, c’est a dire ¢ = 0, d’autre part v
est de classe C* sur I'axe Oz, en particulier en 0. Ainsi la condition u(7/f) = u (0) = 0
est satisfaite si et seulement, si b = 0 et P2(cos 5) =0.

Soit maintenant (v )gen+ la suite des v > 0 vérifiant P?(cos %) = 0 rangés en ordre

croissant, les Ay = 14 (1 + 1) sont les valeurs propres de A et uy, = C’kPBk(Cos ©), avec Cy
une normalisation, les fonctions propres associées.

Remarque 4.1.3 Il est facile de vérifier que pour tous k, k' dans IN*, on a

1
< up it Sy= CuCL / P (1)PY (1) dt.
cos(n/B) :

La normalisation Cy est donc donnée par

1
(Ch)* = — |
fcos(ﬁ/ﬂ) Pl?k (t)th
Lemme 4.1.2 Soit 0 € IR, on a
1. p°ui(p) € L3(Dg), si et seulement, si o > —3/2.
2. p’ui(p) € H(Dg), si et seulement, si o > —1/2.

3. p’ur(p) € H2(Dg), si et seulement, si o > 1/2.1

Conséquence. Puisque pour tout £ € IN*, v, > 0, alors une conséquence immédiate
du lemme précédent est que p”*ug(p) est dans Hi(Dg), pour tout k et p“*uy(p) est dans
H?(Dg), pour tout k tel que v, > 1/2 .

Soit v € L, donc A,v = 0. Pour p fixé, on a v(p,.) est dans H et il existe donc des
constantes réelles vg(p) telles que v(p, ) = Z vk(p)uk (), avec uk(p) = Ci P (cos p) .

keIN*
La condition A,v = 0 entraine que v, (p) + 2v/;c(p) — va(p) =0.
Et par conséquent vg(p) = arp’* + bkp_(1+”k), ap et by étant des constantes réelles.
Ainsi
v(pe) = D arpue(e) + Y bep (). (4.1.4)

keIN* keIN*
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La premiere série de 1'égalité (4.1.4) est convergente dans H|(Dpg), soit v, sa limite. De
plus le fait que v est dans L?(Dg) implique que by est nul lorsque —(1 + 1) est inférieur

ou égal a —3 c-a-d vy > 3 Par conséquent, dans Dg, v(p,.) s'écrit

vipp)=vet Y bep TTu(p). (4.1.5)

keIN*, v, <1

Fonctions singulieres duales

Nous sommes a présent en mesure de définir les fonctions singulieres duales associées au
sommet O.

1
e Soit k£ un entier naturel non nul vérifiant 0 < vy, < 3 Posons S; = p 1 Yk uy(¢)®(p)
— R
ol ® est une fonction de troncature a support dans Dg, égale a 1 pour p < 0l et 0

2
pour p > §R Il vient alors

0S;
A.S;y € LI(Q), Spp, =0 et =% =0

on ry

e Soit v} la solution du probleme aux limites

Ay = A.S; dans Q,

vy = 0 sur ['p,
a *
817)’? = 0 sur I'y.

La solution v, existe et elle est unique dans 'espace V.
e La fonction up = S| + v}, est alors solution du probleme

Ayuy = 0 dans €,

up, = 0 surlp,
a *
al:f = 0 surl'y.

Définition 4.1.1 Les fonctions uj, ainsi construites sont appelées fonctions singuliéres
duales associées au sommet O. 1

Lemme 4.1.3 Les fonctions uj, sont linéairement indépendantes. i

Lemme 4.1.4 Dans Dg, on a
vip,)— Y. by € H{(Dp).
keEIN*, vp<3

*

Preuve. Ce lemme s’obtient en remplacant dans (4.1.5) S; par uj, — v;. 1
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Fonctions singulieres

1
Soit £ un entier naturel non nul tel que 0 < v, < 3 Considérons la fonction Sk(p, ¢) =
p"Fug () ®(p) ot @ est une fonction de troncature valant 1 au voisinage de O.
1
Du fait que 0 < 1 < 3 Sk € HI(Q) et S, ¢ HZ(Q). Elle vérifie de plus A,.S, € L?(Q) et

les conditions aux limites du probleme (3.3.6).

Définition 4.1.2 Les fonctions Sy sont appelées fonctions singuliéres associées au som-
met O. 1

Lemme 4.1.5 Les fonctions Sy sont linéairement indépendantes. 1

Remarque 4.1.4 Le nombre de fonctions singulieres est égal a celui des fonctions sin-

1
guliéres duales, c’est le cardinal du sous ensemble {k € IN* tel que 0 < vy < 5} de IN*.
|

Notation. Notons par I le sous ensemble de IN*

1
I ={k e IN* tel que O<1/k<§}.l

Théoreme 4.1.2 On a
plus la famille (u})ger est une base de L.

(8.8.6) s’écrit v =v, + >, o) xSk
3. Le coefficient py est donné par:

1
2v1 + 1) fym/Blui(p)]?sin o dip

1 = ( (fvu){)l

1. Le sous espace L est de dimension finie et sa dimension est égale au cardinal de I. De

2. Pour tout f € L*(Q), il existe des réels ug, k € I et v, € W, tels que la solution v de

Preuve.

1. Les uy sont linéairement indépendantes dans L au voisinage de 0. Donc dim L >
card I. En vertu du lemme 4.1.4, tout élément v de L au voisinage de O s’écrit sous
la forme:

v(p, ) = v + Zbkuz, avec v, € H{(Dg).
kel
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Comme v et les uj; sont harmoniques et vérifient les conditions aux limites du
probleme (3.3.6), il en est de méme de v,. Or, v, est dans H}(Q), elle est donc
nulle. Ainsi v est une combinaison linéaire des u; et par conséquent, la famille
(uf)ker est une base de L.

. Posons fry = —A,Sy. Les Sg ne sont pas dans HZ(f2), donc les f; ne sont pas dans
Im A,. Par conséquent, il existe une famille (wy)re; d’éléments de W telle que

fr—Awy €L, Vkel

La famille (fk — A,wk) est une base de L; En effet:
kel
Si (ag)ker est une famille de réels telle que
Z Oék(fk - Arwk) =0,
kel

alors

Ar<2ak(5k + wk)) —0.

kel

Comme pour tout k € I, S, € H{ (), wy, € W et S, w;, vérifie les conditions aux
limites du probleéme (3.3.6), alors

D oS = = ) awwy
kel kel
Puisque Sy, n’est pas dans HZ({2), donc
Z Oszk =0.
kel

D’ou oy = 0, pour tout k € I, puisque les Sy sont linéairement indépendantes.

Par conséquent tout élément f de L?(Q) se décompose de maniére unique sous
la forme

f= fl + Zuk (fk — Arwk> avec f’ € ImA,.

kel

Il existe v, € W telle que —A,v, = f — Y ker MkApwy. Par suite, la solution v de
(3.3.6) s’écrit, v = v, + > o 1Sk

. Pour un réel § > 0 destiné a tendre vers zéro, posons

Qs ={(p,p) € p> 0}

Comme uj est réguliere dans {15, on a

ov ou?
— u*rdrdz:/Arvu*rdrdz:/ —ut —ov—L)r do.
/95 J Qs ! 09 <8n ! on )

Compte tenu des conditions aux limites sur v et u}, I'intégrale sur le bord se réduit
a une intégrale sur I’arc de cercle Cs de centre O et de rayon 0 contenu dans 2. Donc

— [ fuyrdr dz:/ (av *—vau1><5 do. (4.1.7)
Cs

—U
Qs an ! 8n
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Utilisons les décompositions

v=u,+ Z/L,Si et ui =vy+p M ui(p), v,vs € H(Q).
icl
Reportons ces expresions dans le second membre de (4.1.7). Nous montrons comme
dans la preuve du théoreme 1.2.3, que les contributions venant de v, et v3 tendent
vers zéro avec 6. De méme les contibutions venant de S; et p~!"“1u; () tendent vers
zéro avec 0 pour i # 1. Il reste le terme ol interviennent S et p~ ' u;(p), or

e B 0% (),
on dp
e 2 mue) =~ L @) = L+ ) Pue).
on dp
Ainsi

— | fulrdrdz=—1+2v)u [ 6 |ui(p)]*sing 6% do.
Qs Cs

Faisons tendre ¢ vers zéro, nous obtenons

%
/ fuirdrdz=(1+ 21/1),ul/ luy () sin ¢ dep.
Q

0

Remarque 4.1.5 On ne peut pas dire que pour k € I, k # 1, il existe une constante C
indépendante de f et de w telle que py = C(f,u})1, car dans (4.1.7), on peut avoir des
contibutions venant de S; et p~' =" (¢) qui tendent vers linfini avec . Par contre, on
peut construire un algorithme qui nous permet de calculer ces coefficients ., cf. page 88.

4.1.2 Formule de représentation des coefficients de singularité
Expression de la solution au voisinage de la singularité sous forme d’une série

Supposons que le probleme aux limites qu’on va résoudre est le suivant
A,u = 0 dans ),

u = ho sur FD,O,

u = 0 surl'py, (4.1.8)
0
% = 0 surly,

avec hg une constante.
Pour R > 0 fixé, considérons le sous domaine Dy de 2 défini par:

Dr={(p.p); O<p<R}NQ,

et supposons que R est choisi de telle fagcon que Dg ne contienne aucun sommet de §2
autre que O.
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Proposition 4.1.1 La solution u peut s’écrire dans Dg sous la forme
u(p, ) =ho+ Y agp™* PY (cos p), (4.1.9)
k>0

ot les ap sont des réels.

Preuve. Pour p > 0 fixé, u(p, ¢) est considérée comme fonction u,(.) de ¢ sur ]0,7/3],
la fonction u, vérifie: u,(0) = u’l)(ﬁ/ﬁ) = 0, ellle est donc dans D(A). Ainsi, elle peut étre
développée sous la forme

up(p) —ho =Y Ar(p)P) (cosp), 0 <<

k>0

™

B

On sait bien que cette série converge dans L?(0,7/3), ainsi que sa dérivée.
A,u =0 dans Dp implique que Ag(p) est solution de 1'équation différentielle

l/k(l + I/k)
p2

on obtient alors pour tout entier naturel £ > 0,

A5(p) +§ Ap) — ( ) Ax(p) = 0,

Ar(p) = agp” + bep™' 7",

ou ay, et b, sont des réels.
Ainsi, dans Dp, u(p, @) s’écrit

u(p, ) — ho = Z agp”* P, (cos @) + Z bep ' P, (cos ).

k>0 k>0

La premiére série converge dans H{ (Dg) et le fait que u est dans H](Dg) et vy > 0, c’est

a dire —1 — v < D) entrainent que by = 0 pour tout k£ > 0. Ainsi,

u(p, ) —ho =Y arp"™ Py (cos p).

keIN*

D’ou la proposition. I

Remarque 4.1.6 Le coefficient a; doit étre égal au coefficient py donné dans le théoreme
4.1.2. 1

Calcul du coefficient a,

e Posons v{(p, ) = p~' " ui(p).

e Soit v; la solution du probleme aux limites

Ay = 0 dans

v, = —vj surlp,
o] oo ) (4.1.10)

= — sur I'y.

on on N
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e Posons v* = v} + v3.

Dans la suite, nous prouvons que a; peut s’exprimer en fonction du produit scalaire de f

et de v* dans L3(Q).

On a vu, d’apres le théroeme 4.1.2, que

ap = i ! (f;U*)l-

(2v1 + 1) [ Jur () |2 sin o dp

(4.1.11)

Remarque 4.1.7 Par le changement de variable x = cos @, on a fog luy () |*sinp dp =

fo | |2dx

Algorithme pour le calcul des coefficients de Fourier
Notons par n une fonction de troncature qui vaut 1 dans Dgp.
1. Etape 1:
On pose uM) :=w et f) := f. D’apres (4.1.11)

1

0 = _ - (F0, p0),.
(2r1+1) f¢" lur(p)? sin g dyp

avec: v\ (p, 0) 1= p~11uy (), vi" la solution du probleme aux limites

Ay (= 0 dans (2,

( ) = —vgl) sur ['p,

31}2 ) 81}?)
S r
on on TN

et
o) = UF) + vél).
2. Etape 2:
On pose u® = u® — a;p"ui(©)n(p) et fZ = —Au®
On pose aussi:
2 1w
(a) v (p, ) := p™ " 2us(pp).

(b) v$? 1a solution du probléme aux limites

JANED) @ = 0 dans €2,
( ) = —11%2) sur ['p,

s ) vt
8721 = — 8711 sur I'y.
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On démontre comme dans le théroeme 4.1.2, que
1

(2v5 + 1) [ |ua(p) 2 sin g dy

ORI

Qg = )

3. Etape k:
On pose u(®) = =1 — Zg:ll aip”uy(p)n(p) et f&) = —Au),
On pose aussi:

(a) v (p,9) = p ().

(b) Uék) la solution du probléme aux limites

A,«Uék) = 0 dans (2,
vék) = —vgk) sur I'p,
avgk) L avik) e T
on on N
(c) v®) = vgk) + vék)
On a
1

ap =

b

_ f(k) U(k))l.
(2v, + 1) [ |ug(@)>sin g do

4.2 Le domaine avec le coin arrondi

4.2.1 Description du domaine arrondi et probleme associé

La solution v a un gradient infini au coin O a cause de la singularité conique. La présence
de cette singularité entraine des difficultés pour 'approximation numérique de la solution
v.

L’idée pour enlever cette singularité est d’arrondir cet angle et de remplacer la courbe I'
par une courbe reguliere I'. de telle sorte que I', tend vers [' quand € tend vers zéro.
Notons €2, ce nouveau domaine et 02, sa frontiere (cf. Figure. 4.3), ou:

0 =Tp.Ul'yavec'p,=TpyeUT; tel que I'py =T UT.
Considérons le probleme aux limites suivant:

—A\yv, = f dans €,

Ve = 0 sur FD,e; 4.9.12

I, (4.2.12)
= 0 surly.

on

avec f le prolongement de f par zéro a €.
Notons aussi O, = (0, z*) le point intersection de I'arrondi I', avec 'axe (Oz). On remar-
que que z* = z*(¢) dépend essentiellement de T'..

v
Dans la suite, nous proposons une expression analytique de 8—6(06) a l'aide de la
n

technique du potentiel.
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Figure 4.3: Le polygone €2 et son arrondi

4.2.2 Expression analytique de la dérivée normale de la solution
au milieu de “l’arrondi”

Considérons la fonction v] définie par

*

z—z
(r2 + (z — 2%)2)3/2’

vi(r,z) =

Notons que A,vi =0, dans €. et considérons les deux fonctions g et k définies par

ovy
g=-vf sur Ip,, k=——> sur [y. (4.2.13)
on
La forme géométrique de la courbe arrondie I'. qu’on a choisie est une parabole d’équation
Co o € -1
2=p(r)=——r"——, avec ¢, = —5——.
o) € 2 tan®(%)

Définissons la fonction 1 sur | — €, €[ par

C€>

r(c2r? + €2)3/2°

»(r) = —vi(r,p(r) =

3
Proposition 4.2.1 La fonction g définie par ( 4.2.13) est dans HZ (T.), et on a
1 |lg ||%,1,FE: 0(63%)
)

2. 1 glls L0 = O(
Preuve. La démonstration est identique a celle utilisée pour la proposition 2.4.1. I

PRE)
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Proposition 4.2.2 On a
1. {lgllo.00 = O(1/e).
2. ||k 0,1,00 — 0(1/62)

Preuve. La démonstration est identique a celle utilisée pour la proposition 2.4.2. I

e Soit v; la solution du probleme aux limites

Ayvy = 0 dans (),

* v; = g surl'p,,
(P} o
5 = k sur'y.
n

Proposition 4.2.3 [l existe une constante ¢ > 0 telle que:

< C
1,1,0. > ﬁ

e (4.2.14)

Preuve. D’apres la formule de Green, on a:

ovs
2 _ 2 %
010, = / 5 vyr dl.
a0, on

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que:

|IVoy

VU3 1150, < ko100,

9llo,1,00.-

En utilisant la proposition précédente, la proposition est démontrée. 1

e Posons enfin v* = vf + v3.

Théoréme 4.2.1 La solution v, du probléme (4.2.12) vérifie la relation suivante

v, B .
. (O) = /va rdr dz.

Preuve. Considérons le sous domaine Dy = {M € Q., d(M,O.) < §} de 'ouvert €,
louvert Q5 = Qe \ Ds et Parc T's = 0Q5 N D avec O, = (0, 2*).
On a:

fv rdrdz = —/ Ayo0" rodr dz
Qs Qs

v, ov* B v, ov*
= —/{mar(anv vean)dF— /Fsr(anv UEan)dF

v, ovy v, ovs
- i B/ S s, 202y g
/FST(Gnvl vgan)d /F57"(anv2 Ufan)d,
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v et v; étant régulieres dans €25. Donc il est facile de prouver que les contributions venant
de v, et v} tendent vers zéro avec J. Par suite

v, oy
fo*rdrdz= —/F r( 817}1 vy — v ﬂ) dr. (4.2.15)
é

“On

Qs
Notons par p et 0 les coordonnées polaires.
Sur I's, en utilisant la formule de Taylor d’ordre 2, on a:

Qe oy OUc 2 12
E(Oe) +(z—2 )5(06) +0(r") +0((z — 2%)),

comme r = dcos(f), z — z* = dsin(f), v(O.) =0, donc v (r, z) = dsin(0)%=(O,) + 0(5?),
de méme, on aura

%(r, z) = —681; (r,z) = —sin 9%(7", z) = —sin O(

Ve(r,2) = ve(Oc) + 1

ov
5)) = —sin —=
. (O¢) +0(9)) sin .

(Oc) +0(9),

comme

sin(6) vy

i) =02 et G = -G = T

donc, en remplacant dans (4.2.15), on obtient

: v,
o fo* rdrdz= /F5 (3005(9)52n2(9) 87:1 (Ce) + 0(5)> do.

Faisons tendre ¢ vers zéro, nous obtenons

™/2 ov ov
® _ -2 € _ €
/va rdrdz= (/0 3cos(f)sin® () d9> o (O,) = o (Oe).

D’ou le résultat. 1

4.2.3 Estimation d’erreur par une approche éléments finis

Soit v;, une solution approchée de v;. On note

0,
<%(O€)>h = /va}i rdr dz, avec v, =v] + vy
Lemme 4.2.1 I existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que:

05 — v3 40,0, < Ch2e P2, (4.2.16)

Preuve. On sait que
3 =05 ull01.0. < CR2[v3 210,

Or
[v3]2.1,0. < c|v3lls/21,00. et [|v3]]s/2,1,00. = 0(6’5/2), d’apres la proposition 4.2.1

d’ou le résultat.
|
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Proposition 4.2.4 [] existe une constante C' strictement positive indépendante de h telle
que

0V, 0, _
5500 = (F(00) | < W fllo 0.

Preuve. On a

G000 = (Ge00) 1=1 [ Fos

Ainsi, la proposition est une conséquence immédiate du lemme précédent. 1

*
,h 071796'

Remarque 4.2.1 Sie = h*/>, alors Uestimation précédente devient:

ov ov
9% 0,) - <_f 0. ) <C _
%00 - (52(00) | < Cllflloe
L . , Jve
Cette inégalité montre bien que lorsque € tend wvers zéro, les deuxr termes a—(OE) et
n

v, . P . . s ,
(8—U(OE)> divergent vers l'infini de la méme facon, puisque leur différence est bornée. i
n h

4.3 Résultats numériques: Comportement de la dérivée
normale en fonction du rayon de courbure

4.3.1 Calcul de I'exposant de singularité

Soit w l'angle du coin O, avec 7 < w < 27 et v la solution du probleme 3.3.6. On a
vu précédemment que la solution v se décompose en une partie réguliere et une partie
singuliere donnée par p”*¢(p)u;(¢), ot ¢ est une fonction de troncature convenable, u; (@)
est la fonction associée a la fonction de Legendre d’indices 14 et 0 donnée par:

2

ui() = Py (cos(p)), 0< @<, avee f=20=—, (4.3.17)

SIS

et v la valeur obtenue par la formule P? (cos(m/3)) = 0 et telle que 14 > 0.

Remarque 4.3.1 e On a vu précédemment que la solution v de (3.3.6) n’est pas dans
H2(Y), si et seulement si vy est compris strictement entre 0 et 1/2.

e Le gradient de u est non borné, si et seulement si vy est compris strictement entre
Oetl.1

D’apres [2], on a

() = PP (cos o) = Sin:”l S () Pleos ). (43.18)

= mm—1 uvi+14+n
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w|n/p*| 7 |bn/4|3n/2 | 11n/7 |8x/5 |bn/3 | Tn/4 |97/

B pB* 2 8/5 | 4/3 | 14/11 | 10/8 | 6/5 | 8/7 | 10/9

vy 0 099 0.69 | 046 | 041 | 0.39 | 0.34 | 0.29 | 0.26

Table 4.1: Les valeurs de 1,

1

v, P (cos(ip)=0

1 T T

Figure 4.4: La trace de vy en fonction de

A Taide de Matlab, on peut chercher la valeur de v; comprise entre 0 et 1, qui vérifie
0 _ . . . .
52 (cos(m/f3)) = 0 pour 8 donné. Pour des valeurs données de w, on a trouvé, cf. Figure

Remarque 4.3.2 1. Une condition necéssaire sur 3 pour l’existence d’une valeur de
vy telle que: P) (cos(m/B)) = 0, est que B < * ~ 1.3771, la valeur exzacte de [3*
vérifie Py (cos(m/B*)) = 0.

2. D’apres la Figure 4.4, on constate que lorsque w > m croit, i.e 3 décroit, [’exposant
de singularité vi diminue. 1

4.3.2 Calcul du coefficient de singularité

Rappelons que le coefficient z; est donné par (cf. Théoreme 4.1.2):

M1 = L (f,w*)l, (4319)

(201 +1) i u(9)?sin o dyp
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1(cos(17PB))

\Y
Q
o
3}

. O=TH(ZB)
. =312
—o— w=514
B> w=TT4
-
—
——

p

w=11177
w=9175
w=5173

=TT

PEPbERpappssbbhl

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-1.5

Figure 4.5: Les valeurs de v

avec w* = wi + wi, ot w} est donnée par: wi(p, ) = p " ui(p) et wi est solution du
probléeme aux limites suivant

Aywy = 0 dans €,
wy = —wj surlp,
ows o’ o (4.3.20)
— = ——— surl'y.
on on N

Le calcul se fait en plusieurs étapes:

Etape 1: Calcul de w3

1. Calcul de la fonction de Legendre P) (cos¢). Pour v donné, on sait d’apres
2], que l'on a:

() = Pl cos g) = T S (1 (= L) Poeos p).(4.3.21)

T = 1/1—1_V1+1+n

En utilisant Matlab, on peut calculer une valeur approchée de u;(p), pour chaque
Q.

2. Calcul de la dérivée de la fonction de Legendre P (cos¢). Pour vy donné,
on sait d’apres 8.5.4 de [2], que:

2 dPl?l 0 0
(.fU — 1)@(@') = I/I.I'Pul (.I') — leyl—l(x)'
Ainsi
dP? v
T (a) = (P () ~ Phy (). (4.3.22)



Si on pose x = cos ¢, alors (4.3.22) devient

dpP) N v
g (08 9) = —singp= () = —Sinlgp(cow Py (cosp) — P, _;(cos p)),
donc
d’LL1 dPBl

%(90) = —sin sow(cos ©) = vi(cosp P) (cos ) — P (cos ).

3. Calcul des données au bord. Nous rappelons que:
Ip=TUT UT; et Ty =TS UTY, tel que T ={(r,2) €Tx: r =0}

Sur ['p, on a

—1l—vq

w;(p, ) = —wi(p, ) = —p~ ' "ur(p) = —(r* + 2%) 77wy (arctan(—r/z)).

Sur 'y, on a

ow; .

ows ow’ ~(p9) silpp) €Ty,

o, (P9) =7 (py) = fw; ‘ ,

—5, (py) silpp) €y,

avec:

ow; _ Ouwy Op  Ow; 0y
g (P9) = o (prp) 5+ 90 (p )5

. ou

— ( — (1 + 1) sinp uy (@) + cos goa—(pl(go)>
4. Calcul de wj. A T'aide de Matlab ou Gfem, on peut calculer une solution

approchée de la solution wj du probleme (4.3.20).

Etape 2: Calcul du produit scalaire (f,w*);, avec f le second membre du
probleme (4.2.12)

Posons: wj, = wj + w3, avec w;, solution approchée du probleme (4.3.20), alors une
valeur approchée du produit scalaire (f, w*); est donnée par

(fywp) = / fwi rdrdz+ / fwsy, rdrdz.
Q Q

La premiere intégrale du membre de droite peut se calculer explicitement, puisque f et wj
sont données. Par contre la deuxieme intégrale est calculée numériquement, en utilisant
la formule d’intégration suivante:

/T Pla) dv ~ air‘;(T)ZP(M,Z’)

3
k=1

M, k=1,3 étant les milieux des cotés du triangle 7'
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Etape 3: Calcul de lintégrale [;° |u;(p)|?sin ¢ dp

On sait calculer la fonction u; (@) pour chaque valeur de ¢, donc a ’aide de la formule de
trapezes et de Matlab, il est facile de calculer cette intégrale.

Test de validation

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a tester cette méthode du calcul de py, en
prenant une fonction dont on connait la valeur exacte de p;.

Remarque 4.3.3 Le calcul du coefficient de singularité i, nécessite le calcul de [’exposant
de singularité vy, cf. le paragraphe 4.5.1. 1

Considérons la fonction singuliere

IN
©
IN

u(p, ) = S(p, ) = p" ui(p) , 0

=l

la valeur exacte de p; est 1.
e Probleme équivalent. u est solution du probleme

Au = 0 dans €2,

u = S surlp,
ou
— = — Cy.
on on Surt

Pour un réel § > 0, considérons la fonction de troncature ¢ définie par:
dp) =1, si0<p<d et ¢(p)=0, sip>20.

Dans D = {(p,¢), 0 <p<20et0<p< %}, ¢ s’écrit

1
b(p) = 53(p = 20)(2p” = 5pd + 20°).
Posons v = u¢, alors on a:

%, donc S(p, ¢) = p Py, (cos(7/B)) = 0 et v = 0.

— Sur T, onap=0et

— Sur '), ona =

v . Ov v dp  Ov oy
5,0 = —5 (pe) =~ <a (0 9)g, + gl e )m)

cos ¢ Ou

= (stn (Gl 01900) + ulp. )6 () + 2L T (5. 2)00)

0 dpP? 0
avec % = —p "sing dg; (cos ). Donc 8_:; =0
— Puisque ¢ vaut 1 ou 0 en dehors de D, il est clair donc que v = 0 sur ', et
ov 0 r+
— =0 sur I'}.
on N
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Alinsi, v est solution du probleme aux limites suivant:

A, v = f dans(,

v = 0 surl'p,
0
a—z = 0 surly,
ou f est la fonction définie par: f = —A,(S¢). Un calcul élémentaire nous donne

_J g(p)ur(p) sid < p <24,
fp, ) = { 0 ailleurs,

avec: g(p) = = (& (p)p" + 20 + 1) ()" )

¢ Calcul numérique. Soit w; ;, une solution approchée de probleme (4.3.20) obtenue
par un calcul éléments finis a ’aide de logiciel Matlab, cf. Figure 4.6

. *
La solution w,

2F
15+ w=3172
B=4/3
1r v.=0.46
1
05l 5=0.3
ol
N -05F LA
muuusuuuuj,
s e T T
xuxuﬁx/s'i,x,\,\wxi\'\\
-15F RSN o
P
=2 s
TT Ty s
-25F R R
.. 10
L I B A A e A
-3 | TITI7 T | |
-2 -1 0 1 2 3 4

Figure 4.6: La solution wj

(fywp)y = /fwf rdr dz+/ fwsy, rdrdz,
Q Q

- (/:Jg(p)pl‘”ldp)-(/ﬁ ui(p) sin o dp)

0

b3 (O S a0 e )

TET, k=1

MF, k =1,3 étant les milieux des cotés du triangle 7'
On a effectué des tests pour plusieurs valeurs de w et on a trouvé les résultats
suivants:
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w | 3n/2 | 8r/5 | Tr/4

121 0.46 0.39 0.29

fip | 0.9966 | 0.9944 | 0.9957

Table 4.2: Le coefficient ji; ,

4.3.3 Calcul de la dérivée normale au milieu de ’arrondi

Rappelons que I'expression de la dérivée normale au milieu de I’arrondi est donnée par

(cf. Théoreme 4.2.1):
881:; (O) = /va* rdr dz. (4.3.23)

z—2z"
(7«2 + (Z _ Z*)2)3/2

avec v* = v +v3, ot v est donnée par vy (r, z) = et v3 est solution du

probleme aux limites suivant

Ayvy; = 0 dans (),

vy, = g surl'pg,
v (4.3.24)
= k surly.
on

f étant le second membre du probleme d’origine.
Ce calcul se fait en plusieurs étapes:

Etape 1: Calcul de v}
1. Calcul des données au bord. Sur I'p, on a

z—2F
(r2+ (z — z*)2)3/2'

g(?”, Z) = —U’f(?“, Z) = -

K 2) = _%12 (r.2) = Zaz (r, 2) S? (p,¢) € Ty,
=5, (2) si(p,e) €Ty,
avec:
ovy —3r(z — 2%)

on (r,2) = (r2 + (z — 2*)2)5/2

2. Calcul de vj. A l'aide de Matlab ou Gfem, on peut calculer une solution approchée
de v3.
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. *
La solution v
2 T 2

60
150 w=3172
a=2/3
1r B=4/3 1 50
05f
of 2) ) 40
N -0.5F
30
s
-15F
20
_2 |-
-2.5¢ 1 10
_3 L 1 L
-2 -1 0 1 2 3 4

Figure 4.7: La solution v;

Etape 2: Calcul de ’intégrale donnée par la formule 4.3.23

Posons: v; = v} + v}, avec vj solution approchée du probleme (4.3.24), alors une valeur
approchée de la dérivée normale au milieu de I'arrondi est donnée par

v
(O, :/fv*rdrdz:/fv*rdrdz—i—/fv* rdr dz.
(5:(09), = | 1vi foi e

La premiere intégrale du membre droite peut se calculer explicitement, puisque f et v}
sont données. Par contre la deuxieme intégrale est calculée numériquement, en utilisant
I’'une des deux formules d’intégrations suivantes:

/TP(:C) dx airz(T) ZP(M,CT),

/P(x) i aire(7") (3

Q

Q

.t

3
P(Sy P(M[) 4+ 27P(G").
5 (50) +8 3 POMT) + 2TP(G)

£
Il
—

ST, k=1,3 sont les sommets de T, M, k= 1,3 sont les milieux des cotés et G est le
centre de gravité, (cf. Figure 4.8). Remarquons que la formule (4.3.25) intégre exactement
les polynémes de degré 2 et la formule (4.3.25) intégre exactement les polynéomes de degré
3.

Exemple de test

Considérons la fonction v, de L?(€2,) définie par:

[ (z=a)?(z—b) a<z<h, . —6z4+4a+2b a<z<),
ve(r, 2) = { 0 ailleurs. Ona—Ave = fei= 0 ailleurs.
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M2
|

Figure 4.8: Le traingle T

de plus, v, et sa dérivée normale s’annulent respectivement sur I'p et I'y.
Par conséquent, v, est la seule solution du probleme aux limites

—Ayve = fo dans (.,
ve = 0 surl'pg,,

= 0 sur [y,

Figure 4.9: Le domaine €,

0,
Ainsi, une valeur approchée de —(0O,) est donnée par

on

81)5 _ * *
<8n (Oe))h = /val rdr dz +/va27h rdr dz.

vy, étant une solution approchée de v5 par un calcul éléments finis.Nous avons effectué
- 3
des tests numériques pour le cas w = §7r et nous avons obtenu pour a = —2 et b = —3

les résultats suivants:
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€ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

(Ce) | 0.0080 | 0.0053 | 0.0041 | 0.0034 | 0.0028

Table 4.3: w = 37”

On constate d’apres le tableau ci-dessus que:

(3100), =0- %000

Le probleme modele
Considérons le méme domaine €2, défini par la figure 4.9 et définissons les fonctions f; et
fo de L3(Q) par:

2 1
— sib<z< ———(6y —4b) sib<z<
0 ailleurs, 0 ailleurs,

Notons v, (resp. v7,) la solution approchée du probleme (4.2.12) avec le second membre
f1 (resp. fo), avec fi et fy les prolongements respectifs de f; et fy & Q. par zéro.

Remarque 4.3.4 Les fonctions fi et fo sont associées respectivement aux fonctions hy :=
1 et hy := z, ot hy est une fonction donnée sur Ty UT, (cf. Anneze 1) .1

Notons aussi:

cle) =, G0 = |(524(0.)

i =1,2et di(e) =
h,Z ,4 € h(e) c
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Le rapport d en fonction de €

2 T T T T T
wW=3172
18t .
16f .
141 n
121 — N =1 4
-e- g7y
1k |
08F |
06F |
0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
€
Figure 4.10: Le cas: w = 3™
Le rapport d en fonction de €
2.6 T T T T T
2l w=815 |
220 .
oL |
18t .
16f .
— hy=1
141 - hO:y .
12t .
1k |
08fF - R o IR
0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

€

8
Figure 4.11: Le cas: w = gﬂ'
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35

Le rapport d en fonction de €

25

3;/9__9_9—9—9—9—4—9—9—9—9—49—9—9—9—‘9‘9—9—0*

w=5173

— h=1

-e- Mgy

05 !
0 0.01

Analyse des figures:

I I I I I I I I
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
€

5
Figure 4.12: Le cas: w = 3™

Les figures ci-dessous représentent la variation de di(¢) en

fonction de e. On voit bien que lorsque € est tres proche de zéro, d;(€) est une constante.
Donc on peut dire que ¢} (€) ~ die” 1.

Conclusion:

Lorsque € trés proche de zéro, il existe une constante d > 0 telle que:

i
av@h

W(OE)M ~dien =12 (4.3.25)
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Chapitre 5

Etude d’un probleme elliptique
axisymétrique en dimension trois,
dans un domaine a singularité
d’aréte.
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5.1 Introduction

Soit € un ouvert borné de IR? tel que décrit par la figure 5.1, de bord 0Q = T'p UT'N.
Q est invariant par rotation autour de I'axe Oz (cf. Section 3.1).

On note §2 une coupe de 2.

z, z

Figure 5.1: Le domaine d’étude

On note par (P) le probleme mélé pour le laplacien dans €2, de second membre f € L?(Q2),
avec sur I'p la condition de Dirichlet homogene et sur I'y 1a condition de Neumann ho-
mogene.

La géométrie présente une singularité d’aréte.

Supposons que le probleme (P) est axisymétrique et considérons les coordonnées cylin-
driques r, 0 et z, on peut donc le réduire & un probléme bidimensionnel (P) dans 'ouvert
polygonal Q de IR? défini par: Q = {(r,z) / (r,z,0) € Q, V8} (cf. Figure 5.1).

Le probléme (P) est donné par

—Ayu = [ dans(,

u = 0 surl'p,
S (5.1.1)
— = 0 surly,
on

10
ou f est la restriction de f dans Q et A, 'opérateur défini par A, = —— (r—) + —.
ror\ or 0z
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Figure 5.2: Les coordonnées polaires locales

5.2 Structure de la solution

5.2.1 Comportement de la solution au voisinage de singularité

Considérons p et ¢ les coordonnées polaires locales centrées en C'| cf Figure 5.2. On a:
T—Ww

2

r=ry+ pcos(p +7) et z = psin(p + ), avec y =
Pour R > 0, définissons le domaine
Dr ={(p,¢) € Q, tel que 0 < p < R}.

R est choisi de telle sorte que Dg ne contienne aucun autre sommet que C'.
Notons aussi 7 une fonction de troncature dépendant seulement de p et qui vaut 1 dans
DR.

On a vu dans la section 3.4 que L3(Q) peut se décomposer en une somme directe
orthogonale de I'm A, et d'un sous espace fermé L = (Im A,)*: L?(Q) = Im A, @ L.
Dans la suite, on va caractériser le sous espace L.

Lemme 5.2.1 Un élément v de L vérifie A,v = 0 au sens de D'(Q).

Preuve. Pour tout w € W, on a (v, A,w); = 0, ce qui entraine que (A,v,w); = 0 pour
tout w € D(Q). 1

Lemme 5.2.2 Soit v € L, il existe ¢ € IR tel que v — cp~*sin(ay) € H'(Dg).

Preuve. Puisque A,v = 0 dans €2, on a

A(nv) = (An)v + 2Vn.Vu + n(Av) = (An)v + 2Vn.Vo — = —.
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Donc A(nv) est dans H~(Q). Soit w € H'(Q2) solution du probléeme aux limites
Aw = A(nv) dansQ,

wo = 0 sur ['p,
0
% = 0 sur I'y.

Posons v* = nv — w, v* est solution du probleme

Av* = 0 dans €,

v* = 0 surlp,
a *
87:1 = 0 surl'y.

D’apres [27], v* est une singularité duale cartésienne, cf. paragraphe 1.2.2; Donc il existe
c € Retw* € HY(Q) tels que: v* = c¢p~®sin(a) +w* dans Dy et par conséquent, il existe
vr € HY(Dg) tel que v = cp “sin(a) + vg.

D’ou le résultat. I

Posons S*(p, ) = p~*sin(ap)n(p), S* vérifie:
195~
r or

1. A.S* € L3(Q), car A,.S* = AS* + € L*(Dg).

*

on

Soit w* € H{(Q) la solution du probleme aux limites

2. S*=0sur['p et = (0 sur I'y.

—A,w* = A,S5* dans(,

w* = 0 sur ['p,
8 *
5:; = 0 sur I'y.

Définissons u* = S* + w*, u* ¢ H{(Q) vérifie:

ou*
on

Au*=0, u"=0 sur['p et

=0 surl'y.

Définition 5.2.1 L’élément u* ainsi construit est appelé fonction singuliere duale.

Lemme 5.2.3 Le sous espace L de L3(Q)) est engendré par I’élément u*.

Preuve. Soit v € L, posons w = v — nu. Il est clair que w € H{(2). D’apres le lemme
précédent v s’écrit: v = ¢S* + v = c¢(u* — w*) + vg, avec vy dans H{(2). Par conséquent
v—cu* € H(Q). Or v et u* sont dans L, d’ot v — cu* = 0. 1

Posons S(p, p) = p®sin(ap)n(p), S vérifie:
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1. S ¢ HX(Q).
2. A,S € L3(Q).

3. SzOsurFDeta—S:()surFN.
on

Définition 5.2.2 La fonction S s’appelle “fonction singuliére attachée au coin C'”. 1

Lemme 5.2.4 [l existe un élément w € W et une constante c tels que: —A,(S+w) = cu*.

Preuve. Le fait que S ¢ H{(Q) implique que ’élément —A,S ¢ Im A,, donc il existe
w € W, tel que A, (S + w) est dans L\ {0}. Ainsi le lemme est démontré en vertu du
lemme précédent. I

Proposition 5.2.1 Dans Dg, la solution v s’écrit: u = Ap®*sin(ap) + ug, ot ugp €
HE(Dr).

Preuve. f étant dans L?(Q), il s’écrit: f = cu* — A,ug, ot vgp € HZ(Q). En vertu

c
du lemme précédent, on peut écrire —A,u = ——A,(S + w) — A,vg. Par conséquent
c

!

c
v=AS+ugr, avec A = — et urp = w + vgi. 1
c

Définition 5.2.3 Le coefficient A s’appelle “coefficient de singularité”.

5.2.2 Calcul du coefficient de singularité

Nous avons démontré dans le paragraphe précédent que la solution v a un comportement
singulier au voisinage du coin C, caractérisé par: I'exposant de singularité a = 7/w, la
fonction singuliere S = p®sin(ap)n(p) et le coefficient de singularité noté A.

Le but de ce paragraphe est d’établir une expression explicite pour calculer ce dernier.

Expression explicite

Posons v} = p~®sin(ay) et considérons vi la solution du probléme aux limites

Ayvy = —Ayv] dans

vy = —uf sur ['p,
o0’ di (5.2.2)

= — ur I'y.

on on N
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1 .
Posons v* = —(v] + v3). On a le théoreme suivant:
m

Théoreme 5.2.1 Le coefficient de singularité \ est donné par:

1
A=— | fo"rdrdz.

To Ja

(5.2.3)

Preuve. Pour un réel § > 0 destiné a tendre vers zéro, posons

Qs ={(p,p) €Q, p>d}.

Comme v* est réguliere dans 25, on a

0 ov*
—/fv*rdrdz:/Arvv*rdrdz:/ (—UU*—UU>TdU.
Qs Qs 905 on on

Compte tenu des conditions aux limites sur v et v*, I'intégrale sur le bord se réduit a une
intégrale sur ’arc de cercle Cs de centre C' et de rayon ¢ contenu dans §2. Donc

- o fvirdrdz= /65 (g—Zv* - 08817}1 ) (ro + 0 cos p) do. (5.2.4)

Utilisons les décompositions
1
v=AS+vp et v'=—(vi+v}), vg,vs€ H (Q).
T

Reportons ces expresions dans le second membre de (5.2.4). Nous montrons facilement
que les contributions venant de vg et vj tendent vers zéro avec . Il reste le terme ou
interviennent S et v}, or

os 0§

L2222
on op

—ap™sin(ag),

a —a e . 8 — _ —a—1 _:
2. gl tsin(ap)) = =5 (™ sinfap)) = ap™ sin(agp).

Ainsi

2
—/ foirdrdz=—=aX [ § ' sin(ag)*(ro+dcosy) & dp.
Qs

™ Cs

Faisons tendre 0 vers zéro, nous obtenons

2 w
/ fo rdrdz= —a)\ro/ |sin(ap)|? dp = roA.
Q T 0

Remarque 5.2.1 e On voit bien que \ dépend de ry c-a-d le coin C.

e Le calcul de la solution v n’est pas nécessaire pour faire un calcul de \. Ainsi pour
un domaine donné  le calcul de \ se fait indépendamment de la résolution du
probléme (5.2.2). Par conséquent, pour plusieurs seconds membres f, le calcul de A
ne dépend que de f. 1
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5.3 Domaine arrondi et étude de la dérivée normale
de la solution associée au milieu de ’arrondi

Notons €2, le domaine obtenu de €2 en arrondissant ’angle w par remplacer le segment I’
par une courbe réguilere T'.. La frontiere de Q. est notée par 0<), (cf. Figure 5.3), ou:

0 =Tp.Ul'yavec'p,=TppUT; tel que I'py =ToUT.
Notons (P,) le probleme aux limites suivant:

—Ayve = f dans €,

ve = 0 surl'p,,
o, . ; (5.3.5)
= sur I'y.
on N

avec f le prolongement de f par zéro a Q..
Notons aussi C, = (rg + r*,0) le milieu de 'arrondi I'c et remarquons que 7* = r*(e)
dépend essentiellement de T'.

Z,

,,,,,,,,,,,,

Figure 5.3: Le polygone €2 et son arrondi

5.3.1 Expression de la dérivée normale de la solution au milieu
de I’arrondi

Définissons la fonction
r—rg—r*

(r—rg—r*)2+22"’

wi(r,z) =
ol 7* + 1y est I'abscisse du point intersection de ¢ et (Or), cf. Figure 5.4.

Il est clair que

10wy 10w
Arwi‘:Awi‘—l——ﬂ—— ad

= L2 (Q).
r or 7“87"61()
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gltan/3 |

Figure 5.4: L’arrondi

Considérons les deux fonctions g et k définies par

*
owy

" On

g=—w] sur I'p,, k= sur Ty. (5.3.6)

La forme géométrique de la courbe arrondie I'. qu’on a choisie est une parabole d’équation

r= (z)—c—w22+r +E avec ¢ —71
AT 0y w_2tan2(§)'
., €
Dans ce cas r* = 3"
Définissons la fonction ¢ sur | — €| tan(w/2)|, €| tan(w/2)|[ par
Cu€
222+ e

h(z) = wilp(2), 2) =

3
Proposition 5.3.1 La fonction g définie par ( 5.3.6) est dans HZ (T'.), et on a

Ll g s 1r.=O(57)

294

2.l g 1z 1r.= O(z5)-

294

Preuve. La démonstration est identique a celle utilisée pour la proposition 2.4.1. 1

Proposition 5.3.2 On a

1. ||gllo,1.00. = O(1/e).
2. ||kllo,00, = O(1/€).
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Preuve. La démonstration est identique a celle utilisée pour la proposition 2.4.2. 1

Considérons alors w3 la solution du probleme

Aywy = —Ayw] dans €,
* *
wy, = —wj sur I'p .,
* *
owy;  Owj
= — sur I'y.
on on

Proposition 5.3.3 [l existe une constante ¢ > 0 telle que:

N c
lwsllie. < 575 (5.3.7)

Preuve. D’apres la formule de Green, on a:

ows
Vs[5 a0 = / 2wyr dr.
I w2||0,1,ne b0, ON wyT

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que:

|[Vw;

g,ne < ||I€ g

0,1,00 0,1,0Q -

En utilisant la proposition précédente, la proposition est démontrée. I
* 1 * *
Posons enfin w* = —(w] + wy).
s

Pour un réel § > 0 destiné a tendre vers zéro, considérons le sous domaine {25 inter-
section de €2, et le disque ouvert Ds de centre C, et de rayon ¢, notons 0€)s sa frontiere
et I's = 0Qs N OD;.

Tout d’abord nous démontrons le lemme suivant:

Lemme 5.3.1 On a

*

) ove ow; B .
(151_1;% . <8n wy — UEa—n>r dls = —m(ro + %)

O,
on

(). (5.3.8)

Preuve. v, est de classe C' sur I'y, donc par application de la formule de Taylor, pour
tout (z,y,2) € I's, on a

B ov, . OV, 9
ve(r, 2) = u(Ce) + E(CE)(T —rg—1r") + % (Co)z+ 0(67),
Ov, , . OV B ) ov, _ Ove
or v.(Ce) = 0, donc 5 (Ce) =0 d’on P (C¢) = 0 et par conséquent o (Ce) = e (Ce).

Comme r — rg — r* = d cos 6, donc v, s’écrit sur ['s:

O,

on

(C) + O(8%).

ve(r,2) = dcosd
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On a encore

o, v

Par conséquent

dve owy 2 0V,
W] — Ve—— = —— COS
n

OVe 2
on v on T T8 )
Comme dl's =6 dp et r =19+ 1r* + d cos p. Donc

(Co) +0(1).

0V, B oV, B 0
B (r,z) = 9 (r,z) = — cos goﬁ(r, z) = —Cosgz)( o (Ce) + O(5)> = —cosy

(Ce) + O(0).

0ve owy B oo Ou 5 Ove 9
/F(; (8n wy — v6%>r dls = _/F(; (2(r0 +7*) cos go%((]e) + 26 cos go%((]e) +0(6 ))d(p,
donc
. 8'U6 % 8’[1]1‘ i % i 2 8'Ue . *
(151_1;% . (anwl - UEa—n>r dls = —=2(ro +r )/0 cos” p dy o (Ce) = —m(ro +17)
1
Théoreme 5.3.1 On a P )
Ve B .
o C.) = - wa rdr dz (5.3.9)

Preuve. Il est facile de prouver que

1 *
—/ Ayvew r dr dz = ——/ <8U6wf - UE%>T dl's,
Qs m Ts 371 371

et d’utiliser le lemme précédent. I

5.3.2 Estimation d’erreur entre la valeur exacte et la valeur ap-

prochée

Posons:

ave * * ]‘ * *
<0n (C€)>h = /Q fwpdz, avec vy = ;(wl +wy )

Lemme 5.3.2 [] existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que:

Jws — w3 p]lo,1,0. < Ch?e 52,

Preuve. On sait que
||ws — w5 llo,1,0. < Ch*|w3 210,

Or

|w;

d’ou le résultat.
|
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Proposition 5.3.4 [l existe une constante C' strictement positive indépendante de h telle
que:

201 (Bet00), | < i

0,1,0-

Preuve. On a

500 (Gu00) [ =1 [ Ftws —wiy i < s

* *
o110 [Jwy — w3 pllo1.0.

Alinsi, la proposition est une conséquence immédiate du lemme précédent. 1

Remarque 5.3.1 Sie = h*/®, alors Uestimation précédente devient:

v ov
(0 - 606)‘<0 .
8n( ) 871( )h < Cl[fllop.0-1
5.3.3 Résultats numériques
Soient f1, fo, fz3 et fi les fonctions associées respectivement aux fonctions hy = 1,

ho :=71+1, hy:= (r +1)% et ho := exp(r), out hy est une fonction donnée sur Ty UT (cf.
Annexe 1).

Pour tous les tests numériques, nous considérons les dimensions de la géométrie suiv-
antes: a =3, b0 =2.

Figure 5.5: Le domaine €2

Notons vﬁ)h, i = 1,4 la solution approchée du probleme (4.2.12) avec le second membre
fi , avec ﬁ les prolongements de f;, ¢ = 1,4 a €2, par zéro. Notons aussi:

i
31}67 h

c(e) = e, cg(e):‘(a—n(oe)) Ci=14et di(e) =

h
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Ainsi

‘(ZZ (Oe))h‘ =dy(e)e* !, i=1,2. (5.3.11)

On souhaite dans la suite caractériser le rapport dj(¢) en fonction de €.

Pour plusieurs valeurs de €, on calcule une valeur approchée de di(e), i = 1,2 et on
trace la courbe qui présente la variation de ces valeurs en fonction de e.

Le rapport d en fonction de €

0.8
0.7} wWw=3172 7
S hjiexp(r)

—F— ——— — S —— 3
0.6F ]
05k : : : : : : 4
0.4 B . 2 nl

© I e +h =(r+1) :
0.3F 8
h Q:r+l ‘
0.2 7
0.1f he=1 8
0 L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
€ x 10
Fi 5.6: w=3
igure 2.0: W = 5 ™
Le rapport d en fonction de €
0.9 T T T T
w=13178
ogF ATk e PO
hozexp(r)
0.7+ 7
0.6 8
T o5 h =(r+1)? 1
L - 0 ; : B
0.4F 8
03 hD:r+1 ;
0.2F s
h,=1
0.1 L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
€ x10

Figure 5.7: w = %W
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Le rapport d en fonction de €

T T T T
w=5173
L CSRRLEAALLS CALEERALESS CLELALLELES (LAt —— e L
h0=exp(r)
08 ]
0.7+ .
06 : : 4
h,=(r+1)*
- 05— * ¥ %
0.4 .
h =r+
0 r+1
031 H al
0.2 = 4
h,=1
0.1f .
0 L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 9 10
€ x10°
Figure 5.8: w = 37
NN 3
Le rapport d en fonction de €
1.2 T T T T T
W=7174
e
h0=exp(r)
s
091
0.8F
0.7+ .
© h =(r+1)?
- % 0 i |
0.6
05F
h =r+1
0.4= ‘
031 hg=1
0.2 L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 9

Analyse des figures:

Conclusion:

Figure 5.9: w = %ﬂ'

-3

Les figures ci-dessus représentent la variation de d}(€) en
fonction de €. On voit bien que lorsque € est tres proche de zéro, d;(€) est une constante.
Donc on peut dire que c (¢) ~ dje*".

Lorsque € est tres proche de zéro, il existe une constante d, > 0, indépendante de €

telle que:

(5 0)

~de !t i=1,2.
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h 1 r+1 | (r+1)* | exp(r)

d | 0.2279 | 0.3682 | 0.1593 | 0.6493

Table 5.1: Le cas w = %71’

hgo 1 r+1 | (r+1)? | exp(r)

d | 0.2870 | 0.4005 | 0.1989 | 0.8182

Table 5.2: Le cas w = %ﬂ'

ho 1 r+1 | (r+1)* | exp(r)

d | 0.3146 | 0.5081 | 0.2176 | 0.8970

Table 5.3: Le cas w = gﬂ'

ho| 1 | r41 |(r+1)%] exp(r)

d | 0.3914 | 0.6320 | 0.2699 | 1.1163

Table 5.4: Le cas w = Eﬂ'

Etude de la constante d

Remarque 5.3.2 On constate d’apres les tableaux ci-dessus que, pour un domaine §2
donné, la constante d varie avec hy. 1
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hy L |r+1|(r+1)2|(r+1)°

d(2/3,h0)/d(4/7,h0) 0.582 | 0.582 | 0.590 | 0.581

d(8/13,h0>/d<4/7,h0> 0.733 | 0.733 | 0.736 | 0.732

d(3/5,h0)/d(4/7,h0) 0.803 | 0.803 | 0.806 | 0.803

Table 5.5: Dépendance de d a hy

w 3n/2 | 137/8 | 5w /3 | Tn/4

d(a,r+1)/d(a,1) 1.615 | 1.614 | 1.615 | 1.615

d(a,(r+1)2)/d(a,1) 0.698 | 0.693 | 0.691 | 0.689

d(a,(r+1)3)/d(a,1) 2.849 | 2.850 | 2.851 | 2.852

Table 5.6: Dépendance de d a «

On constate d’apreés les tables ci-dessus que, si on note la constante d par d(a, hy),
alors on a une relation de la forme:

d(a, hy) = KF(a)G(hy), (5.3.13)
avec:
e K une constante qu’on précisera,
e [ une fonction dépendant seulement de «,

e (G une fonction dépendant seulement de hyg.

En effet:

D’apres la table 5.5, le rapport d(«, hg)/d(4/7, ho) est une constante indépendante de hy,
il dépend donc seulement de a, notons ce rapport par F'(«). De méme, d’apres la table
5.6, le rapport d(«, hy)/d(c, 1) est une constante indépendante de «, il dépend seulement
donc de hg, notons ce rapport par G(hg). Ainsi

d(av, ho) = F(a)d(4/7, ho) = F(a)G(he)d(4/7,1).

Ou K est la constante d(4/7,1).
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5.4 Un autre probleme modele

5.4.1 Position du probleme

Dans cette section, on considére la géométrie 2, décrite par la figure 5.10 (cf. section
3.1.2), de frontiere Q2 =T'p Uy, ou I'p = U, UT, porte la condition de Dirichlet et
['y porte celle de Neumann.

Figure 5.10: Le domaine d’étude

Remarque 5.4.1 Nous supposons que le polygone €1 est contenu dans IR x IR. I

Considérons les nouvelles coordonnées polaires locales p et ¢ centrées en C, cf. Figure

5.11. On a: r 4+ ry = pcos(p — ) et z = psin(p — ), avec vy =71 — g

Nous allons refaire 1’étude déja faite pour la géométrie décrite par la figure 5.3; nous
établirons la méme expression pour le coefficient de singularité et une formule modifiée
pour la dérivée normale de la solution associée au milieu de I'arrondi.

5.4.2 Coefficient de singularité

Nous rappelons I'expression du coefficient de singularité établie précédemment.

Théoreme 5.4.1 Le coefficient de singularité \ est donné par:

1
A=— | fo"rdrdz.

To Ja

(5.4.14)

Preuve. cf. la démonstration du théoreme 5.2.1. 1
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Figure 5.11: Le domaine d’étude

Avec:
1. v] = p “sin(ayp).

2. v; la solution du probleme aux limites

Ayvy = —A,v) dans €,
* *
avz = —val . sur ['p,
v v
2 = 1 gqurly.
on on

1
3. v = —(vf 5.
v 7T(U1+U2)

5.4.3 Domaine arrondi et probleme associé

Notons €2, le domaine obtenu de €2 en remplagant le segment I' par une courbe réguilere
['.. La frontiere de Q. est notée par 0<), (cf. Figure .5.12), ou:

896 = FD,e U FN avec FD,E = FD,O,e U FDJ tel que FD,O,e = FO U Fe-
Notons (P,) le probleme aux limites suivant:

—A\yv, = f dans €,

Ve = 0 surl'p,,
v,
817)1 = 0 surly.

avec f le prolongement de f par zéro a €.

Notons aussi C. = (r9 — r*,0) le milieu de I'arrondi T', et remarquons que r* = 7*(¢)
dépend essentiellement de I',.
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Figure 5.12: Le polygone €2 et son arrondi

5.4.4 Expression de la dérviée normale de la solution au milieu
de I’arrondi

Définissons la fonction

r—ro+r1*
(r—ro+r*)2+22"

wi(r,z) =

Il est clair que
10wy 10wy
r or 1 Or

De plus, la trace de w} et de sa dérivée normale sur I'), et I'y respectivement sont bien
définies.

Aywi = Awl + € L} (Q).

Considérons alors wj la solution du probleme

* *
Aywy = —Ayw] dans €,
wy = —wj sur I'p e,
* *
owy;  Owj
— = ——— surly.
on on

1
Enfin, posons w* = —(w] + w3).

Pour un réel 6 > 0 destiné a tendre vers zéro, considérons le sous domaine {25 intersec-

tion de €2, et le disque ouvert Cs de centre C, et de rayon ¢, notons 025 sa frontiere et
['s = 0Qs N OCs.

Tout d’abord nous démontrons le lemme suivant:

Lemme 5.4.1 On a

0V,
on

lim (6”6 f %)r dTs = —m(ro — ") 25(C). (5.4.15)
I's

—w —
50 on " On
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Preuve. La démonstration est identique a celle du lemme 5.3.1. 1

Théoréeme 5.4.2 On a 5 )
e (Co) = / fw*r dr dz.
Q

on rog —r*

(5.4.16)

Preuve. Il suffit de remarquer que

1 *
— Arvew*r dr dz = ——/ (avewr - 'Ue%>'r dF(ﬁ)
05 T Jr; \On on

et d’utiliser le lemme précédent. I

5.4.5 Résultats numériques

Soient f1, fo, fz3 et fi les fonctions associées respectivement aux fonctions hy = 1,
ho :=71+1, hy := (r + 1)? et hy := exp(r), oll hy est une fonction donnée sur Ty UT, cf.
Annexe 1.

Pour tous les tests numériques, nous considérons les dimensions géométrique suivantes:
a=3,b=4,y=, y=.

Figure 5.13: Le domaine €2

Notons ui’h, i = 1,4 la solution approchée du probleme (4.2.12) avec f; le second
membre, ﬁ les prolongements de f;, i = 1,4 a (), par zéro.
Notons aussi:

i
8@57 h

cle) =, el = |(F2(00)

i ldet dife) =29
C

Ainsi

‘(?; (Oe))h‘ =dy ()", i =1,4. (5.4.17)
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On souhaite dans la suite caractériser le rapport d; (¢) en fonction de e.

Pour plusieurs valeurs de €, on calcule une valeur approchée de dj(¢), i = 1,4 et on
trace la courbe qui présente la variation de ces valeurs en fonction de e.

Analyse des figures: Les figures ci-dessous représentent la variation de di(e) en
fonction de €. On voit bien que lorsque € est tres proche de zéro, d;(€) est une constante.
Donc on peut dire que c (¢) ~ die* L.

Le rapport d en fonction de €
600 T T T T

w=3112
500 - h0=exp(r) .
400 : : : : : : : : .
I e A S SR S G
h,=(r+1)°
300 —
o
200 —
100 N 1 .
=r+
I S A
oF ; g
hO:l
-100 I L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
€ x107°
Figure 5.14: w = %71’
Le rapport d en fonction de €
700 T T T T
h0=exp(r) w=13178
600 -
500} 4
s e S (I S
h =(r+1)?
2001 : 0 : : : J
- 300F : : . : i
200 4
100+ h0:r+1 B
oF + =
ho—l
-100 I L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
€ x10°
3 . _ 13
Figure 5.15: w = 27
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Conclusion:
Lorsque € est tres

Le rapport d en fonction de €

800 ‘ ‘ ‘
700 h,=exp(r) w=5113
600 R

k& —
S8 ' ' h =(r+1)? ]
0
4001 R
300 R
2001 R
100} hy=r+l g
ok ‘ ‘ ‘ - ‘ ‘ ‘ ‘ i
ho—l
-100 L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
€ x10°
: 5
Figure 5.16: w = 37
Le rapport d en fonction de €
1000 ‘ ‘ ‘ ‘
900 hO:exp(r)‘ W=7T04 "
8001 8
7001 8
S 5 ——
600 hO:(r+1) i
500 7
400 s
3001 1
2001 1
h =r+1
100 L i : 9 -
oF + =
h0=1

-100 L L L L L L L L

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
€ x10°
Figure 5.17: w = %71’

proche de zéro, il existe une constante di > 0 telle que:

(5

8—n(05))‘ ~die* ™t i
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Etude de la constante d

ho | r+1 | (r+1)2%| (r+1)* | exp(r)

d | 5.0907 | 50.1531 | 490.4008 | 386.2072
Table 5.7: Le cas w = %71’

ho| r+1 | (r+1)2%| (r+1)% | exp(r)

d | 6.4099 | 63.1531 | 617.5482 | 487.1108
Table 5.8: Le cas w = %71’

ho| r+1 | (r+12%| (r+1)% | exp(r)

d | 7.0249 | 69.2130 | 676.8136 | 534.0400
Table 5.9: Le cas w = §7r

ho| r+1 | (r+12%| (r+1)% | exp(r)

d | 8.7501 | 86.2118 | 843.0551 | 665.5529
Table 5.10: Le cas w = EW

Remarque 5.4.2 On constate d’apres les tableaux ci-dessus que, pour un domaine §2
donné la constante d varie avec hy. I

On constate d’apres les tables ci-dessus que, si on note la constante d, par d(a, hy),
alors, on a une relation de la forme:

d(a, ho) = K F(c)G(ho), (5.4.19)

e K une constante qu’on précisera,

e [ une fonction dépendant seulement de «,
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h r+1] (r+1)2 | (r+1)3| exp(r)
d<2/3,h0> /d(4/7, h0> 0.581 | 0.581 | 0.581 | 0.580
d(8/13, h0> /d (4/7, h0> 0.732 | 0732 | 0.732 | 0.731
d<3/5, h0> /d (4/7, h0> 0.802 | 0.802 | 0.802 | 0.802

Table 5.11: Dépendance de d a hyg
w 3r/2 | 137/8 | 57/3 | Tr/4
d(a, (r + 1)2)/d(a, r+1)| 9.851 | 9.852 | 9.852 | 9.852
d(a, (r + 1)3)/d(a, r+1) | 96.332 | 96.342 | 96.344 | 96.348
d(cv, exp(r) / d(a,r+1) | 75.865 | 75.993 | 76.021 | 76.062

Table 5.12: Dépendance de d a «

e (G une fonction dépendant seulement de hyg.

En effet:

D’aprés la table 5.9, le rapport d(«, hg)/d(4/7, hy) est une constante indépendante de

hg, il dépend donc seulement de «, notons ce rapport par F'(«).

De méme, d’apres la

table 5.10, le rapport d(a, hg)/d(a, r + 1) est une constante indépendante de «, il dépend
seulement donc de hg, notons ce rapport par G(hy). Ainsi

d(c, ho) = F()d(4/7, ho) = F(a)G (ho)d(4/7,r + 1),

avec K est la constante d(4/7,r + 1).
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Partie 111

Comparaison en norme des solutions
du laplacien dans les domaines avec
angle vif et arrondi
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Introduction

Soient un ouvert borné Q de IR, d = 2,3 preséntant une singularité conique et un
probleme mixte (P) du laplacien dans €. Il est connu qu’a cause de la présence de
cette singularité, la solution u du probleme (P) n’a pas la régularité H?. Est-il possible
d’approcher la solution u par une famille d’éléments qui sont dans H?(Q)?

En électrotechnique, on souhaiterait tirer des informations sur la solution du probleme
dans le domaine avec arrondi partir de la solution dans le domaine avec angle vif. C’est
cette question qui nous a mené a faire cette partie.
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Chapitre 6

Comparaison en norme des solutions.

6.1 Description du probleme.

6.1.1 Domaine a point conique

Soit € un ouvert borné de IR?, d = 2,3 présentant une singularité conique au voisinage
de lorigine et 02 sa frontiere.

Notons un point de Q par (2, 4) € IRY"! x IR et pour € > 0 assez petit, [ la partie de la
frontiere 0€) donnée par:

={(2',2q) €00 ) —e<uxq<e} (6.1.1)

Figure 6.1: Le domaine a point conique et son arrondi

Etant donné f dans L?(Q2). Considérons le probleme aux limites suivant

—Au = f dans(,

(py{ uo = 0 surlp, (6.1.2)
ou
m 0 sur [y,
n

ondQ=TpUlyavec'p=TpoUlp,oul'py=ToUT, cf. Figure 6.1.
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6.1.2 Domaine arrondi

Le point conique O a un angle w supérieur a 7. La présence de cette singularité entraine
des difficultés pour I'approximation numérique de la solution u du probleme (P).

L’idée pour enlever cette singularité est d’arrondir cet angle et de remplacer la courbe I'
par une courbe reguliere I', de telle sorte que ‘I, tend vers I' quand € tend vers zéro’.

Notons €2, ce nouveau domaine et 02, sa frontiere (cf. Figure. 6.1), avec:
896 = pre U FN avec FD,e = FD,O,e U FDJ tel que FD,O,e = Fo U FE.
Notons aussi f le prolongement de f par zéro a €2,.

Dans la suite, nous allons résoudre le probleme (P) dans le domaine €2, avec f comme
second membre. Notons ce probléeme par (P,).

—Au, = f dansQ.,

P U = 0 surl'p,,
(o) ou,
7 = 0 surly,

Nous devons donc comparer la solution obtenue u, avec la solution u de (P) .

Nous commencons tout d’abord par établir et rappeler quelques résultats de Rellich,
cf. [14], dont nous aurons besoin dans la suite.

6.2 Préliminaires

Notons

V={veH(Q) telque v=0sur 'p} et V.={ve H(Q) tel que v=0sur ['p.}.
(6.2.3)

Notons aussi ¢ I'équation de la courbe I', . celle de la courbe arrondie I', et © =

! . / —
(z', 74) un point de IR? avec ' € IR,
Remarquons qu’on peut écrire:

I'={(z,0(x)) /) z e Plet.={(z, )/ 2" € P} avec P e R*".

Lemme 6.2.1 Identité de F.Rellich: soit v € H*(Q) N HE(Q) et m € C°(Q)%. On a

B om; Ov 81} 1 9 1 ov
/Av m.Vv dr = Z/ 0, ax] 8% 2/de( )| Voldz + Q/an(mn)|an| do.

Preuve. La démonstration est tres classique, cf. [17]. §
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Lemme 6.2.2 Siv € H?(Q) ne s’annule que sur Tp et si de plus la trace de la dérivée
normale de v sur I'y est nulle, alors 'identité de Rellich s’écrit

B om; Ov av 1 , 9
/QAU m.Vv dr = — Z/ Oz; O, le §/de(m)|Vv| dx

i %(/FD(m.nﬂa—nPda—/FN(m.n)|VTv|2da>.

Preuve. La démonstration est similaire a celle du lemme précédent. En utilisant la
formule de Green, il est facile de prouver que

om; Ov Ov 1
AvmNVvde = — . = [ di Vol’d
/Q v m.Vv dz Z/axlaxjaxl 2/9 iv(m)|Vou|dz
1/ 9 ov
— — [ (m.n)|Vy| d0+/ —m. Vv do.
2 Jaa a0 On
, . . v
v étant nulle sur ['p, cela implique que V,v = 0 et que sur I'p, Vv = a—n De méme
n
0
8_U = 0 sur 'y, implique que Vo, = V,v. Par conséquent
n

/(mn)|Vv|2da = /FD(m.n)|@|2da+/ (m.n)|V,v|*do.

'y
/ —va do = / (mn)|@| do.
o0 0 T'p

D’ou le résultat. 1

6.3 Des estimations en norme sur le bord

Nous démontrons quelques résultats qui seront utiles dans la suite.

Lemme 6.3.1 Pour tout v € V, il existe une constante C' > 0 telle que

lollor < Ce'V?| (6.3.4)

Preuve. Soit 2 = (z', o(x')) un point de T', on a

Lp(m’) p(z)
o(@ 0(z) :v(x,,q)e(a:,))—l—/ 9 dt:/ 9 b .
oe(z) Oxq Pe

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(7 o(@) <| o(z) = pule |/ (« t)|2dt<e/ 9% & )2 .
‘PE(C’JI) afEd
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Soit P I’ensemble des 2" tels que (2, w(x')) € I'. Intégrons sur P, on obtient

aU ’ ’
v||? <e/ / —(x,t)|* dt) dx,
liie < e f ( %W)am( ) dt)

ainsi
||U||0F<C€|| ||OQ\Q<C€||VU||OQ\97

et le lemme est démontré. 1

Puisque u, € V., un corollaire immédiat du lemme précédent est le suivant:

Corollaire 6.3.1 ] existe une constante C' > 0 telle que

uellor < Ce?[|Vulopng- (6.3.5)

Lemme 6.3.2 Pour tout v € V avec Av € L*(), il existe une constante C > 0 telle
que:

Ov

o € L(09) et || ||0FD < C)|Av]fo0. (6.3.6)

Preuve. D’apres [27], un tel v a la régularité H3/27° § > 0 est assez petit, alors la trace

ov
de la dérivée normale — de v sur 02 a un sens et l'estimation est une conséquence de

on
Iidentité de Rellich décrite dans le lemme 6.2.2. En effet: pour tout m € C®(IR%)4, on a
om; Ov 31} 1 ) 9
/QAU m.Vvdr = — Z / o 8% 85Uz §/lev(m)|VU| dx

+ %(/FD(m.nﬂ%Fda—/FN(m.n)|VTU|2dJ).

Choisissons le multiplicateur m de telle sorte que m.n < 0 sur I'yy et m.n > k > 0 sur
['p. Alors il existe une constante C; > 0 telle que

ov om; Ov Ov 1
< J Z ; 2
15 W, < </|Avva| dar + § :/|8xl 52, 5,1 2/Q|c11v(m)||vv| dr )

< 01(

20) < GG+ CR)|AvE g,

Cy étant la constante de Poincaré. 1

La solution u de (P) vérifie les hypotheéses du lemme précédent, d’ou:
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Corollaire 6.3.2 ] existe une constante C' > 0 telle que

ou

O e 12(09) et |19 lor, <

(6.3.7)

Oue
Remarque 6.3.1 De méme, on a Gi est dans L*(092.) et il existe C > 0 telle que
n

||8u6

lorp,. < Cllfo0- N (6.3.8)

6.4 Estimation en norme de la différence des solu-
tions

Le but de cette section est d’établir une estimation de la différence en norme H' et en
norme L? de u, et u dans un espace convenable.

Notons par u le prolongement de u par zéro & €2, on a bien que @ est dans H'(Q,).
Rappelons que la solution u est dans I’espace V' défini par (6.2.3) et u, est dans V..

Les résultats principaux de cette section sont les propositions 6.4.1 et 6.4.2.

Proposition 6.4.1 ] existe une constante C' positive indépendante de € telle que

|t — w0, < Ce||f]log- (6.4.9)

Preuve. Soit ¢ € VZ, il existe ¥ € V. telle que

/ Vi Voder =< ¢,v> Yv eV,
Qe

ou < .,.> est le crochet de dualité entre I'espace V, et son dual V’, donc

<P Ue—U> = /Vqufdx—/ VyVu dr = — /Augwdx—/vaudx

= = | fodo | fido- —wdl“—— 0u  ar.
o0 0 rp, On

Par conséquent

< ¢, ue

En vertu des lemmes 6.3.1 et 6.3.2, on déduit 'estimation (6.4.9). 1

Une conséquence immédiate de la proposition précédente est le corollaire suivant:
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Corollaire 6.4.1 ] existe une constante C' > 0 telle que
1,20 < 061/2||f 0,0- (6.4.10)
Preuve. Utilisons I'estimation de la proposition 6.4.1, on obtient

1
L. < Ce2l|flloq-

||ue

||Ue||1,ﬂf\ﬂ = ||ue —u L0 < ||ue —u

D’ou le corollaire. 1

Corollaire 6.4.2 [] existe une constante C' > 0 telle que
|[tellor < Cell fllog- (6.4.11)

Preuve. C’est une conséquence immédiate du corollaire 6.3.1 et du corollaire précédent.
|

Pour établir une estimation en norme L? de la différence de u, et u, nous utiliserons
les résulats précédents.

Proposition 6.4.2 ] existe une constante C' positive indépendante de € telle que
0.0. < Cellfllo.a- (6.4.12)
Preuve. Soit ¢ € L?(£2,) et 1) solution du probléme

—Ay = ¢ dans ),

l|a — u,

v = 0 surlp,,
0
8_17/”: = 0 surly.
Il est facile de prouver que
ou
Q. T'p an

donc

0.0p [[¥[lo.r < Cel|9]fo.

ou
—@)dx| < ||=—
|, = iar| < |5 e

ceci grace aux corollaires 6.4.1 et 6.3.2. D’ou le résultat. I

Corollaire 6.4.3 Il existe une constante C' > 0 telle que
|uel o000 < Cél| flloa- (6.4.13)

Preuve. Il suffit de remarquer que

luello,one = |ue = @lfoonn < ||ue — @loq.,

et d’utiliser la proposition précédente. 1

Remarque 6.4.1 Nous constatons, qu’il y a une convergence en norme de [a solution
ue vers u, lorsque € tend vers zéro. i
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6.5 La norme H? de la solution dans le domaine ar-
rondi pour le cas bidimensionnel

Dans cette section, nous proposons une estimation en norme H? de u, dans €2, en fonction
de €, qui diverge quand € tend vers zéro.

Rappelons d’abord que le probleme qu’on doit résoudre est

—Au, = f dans Q.

U = 0 surl'p,
Ou
81:1 = 0 surl'y

avec I'p, =TyUTl'; UT,, cf. Figure 2.3. Notons ce probleme par (P).

Lemme 6.5.1 I existe une constante C' > 0 indépendante de € telle que
Pue ,  ue C ou
‘ ‘12 42 2>d dy < ||fII2 _/ e l2g
L (1G5 < 2l 0 Y i ay < 1, + 15

Preuve. Calculons fQ |Auc?dx dy. Par densité et par intégration par parties, on a

0%u 0%u 0%u, 0%u
Au2dx dy = € |2 dx d 2/ = __Cdrd
[ dy = [ (G G dy 2 [ G S iy,

d’autre part, on a

2, a2
0%u, 0°u,

o, 0% 0y?

dr dy =

88

donc

/ (|82u€ |2+|82u5 |2> 2/ ou, (aZuE 0%u, )d
x - — ny— ne | do.
o, \ 0x? oy? o0, 0z \ Oy? Y dzoy
Pour simplifier le calcul de I'intégrale sur le bord, notons I'y = 'y UT, avec Ty étant

la partie de Ty qui correspond & x < 0 et T'j étant celle correspondant & = > 0. Notons
aussi O et OF les points tels que I', N T3 = {OF} et (af, B7) le vecteur tangent a 'y

Il est facile de démontrer que:

Quc (Pu. ~_ Ou By (Ouc\? By (Ouc\?
€ € N € d Fo [ YPe + _ Po_ € -y 514
/BQE\FE Ox < dy? " Oxdy n2> 7= 20 ( oy ) (07) 204 ( Ay ) (O7). (6.5.14)

Reste a calculer

/ %(aZUGn - 32u6n )da
r, Oz \ Oy? Y dzoy 2T
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Sur T, on a 7 := (a., ) = k(1,¢) et n:= (Be, —ae) = k(¢ , —1), avec k =

7 . s . uE ~ a €
et ¢ ’équation paramétrique de I’ , alors — = 0 entraine que — = —¢ —, donc
or ox dy

[ - Zaenio = [ 22 (2Yaa = [ 2 (D

La forme géométrique de I'. que nous avons choisie est une parabole d’équation:

(z) Co o € 1
r) = —x°— =, avec ¢, = —
v € 2’ v 2 tan® £’

donc

! 2 w " 2 w
o (z) = ey , o (x) = et O* = (2%, —¢) avec 2 ie|tan(u2))|
€ €

en utilisant 'intégration par parties, on obtient
/ Ou, 0 (8u5>d 1[ ,( )(8u6> (z / 8u5
— o = —= x
v 0z o7 \dy 217 @G, ) el ﬂe ar

- m[(%?>2<0?>—(%® <O?>]+%/F k'a”” *

puisque
oy oy ,
a—f_ =Vp.r = G—ﬁk’ avec T =k(1,¢).
L’équation du segment I'j est donnée par:
1 1
y=—j oo avee ky=[tan(3)], = (of, 55) = (1,- ),
de méme 1’équation du segment ', est donnée par:
1 w o € 1
Yy = Ex avec k, = |tan(§)|, 7= (ag,5y) = (1, E) et n= (E’ -1).
Par conséquent, on déduit que
Ou, 1 0%u 0%, ou
— “ny — = do = k = 6.5.15
/895 Ox <8y2 " 8x8yn2) 7T | | ( )
ceci d’une part. D’autre part sur I';, on a
ou, _ k(aufw, B 8u6> _ k( B 8u6(80,)2 B 8u6> _ _kam’
on ox dy oy dy oy
donc
|8u6|2 B k2|3u6 2= 1 |8u6|2
on' oyl oy '’



et

ou, (0%u, 82u€ B Tr 8u€
/895 %( 0y? e 8x8y da _/ |

, 2
Ona g (z) = ix donc sur T', on a
€

—6|tan£|<x<e|tan£| entraine que 1 <1+ ( ')2<# donc
gl =*= 2" e S =TS Tan@)p

Co O 1o Ou, (0%u, 0%u, Co ou
Cw ey < T - g —
€ |/FE | on ["do < /395 ox ( 0y? m 8x8yn2> 7= e[ tan($)| Jr,

ainsi

ou, Ou, 0%u 0%u
6 < 2 - 2 _e € . €
|t n(2) / | = ||f||09 /BQ o <3y2 ny 3x8yn2>da

5
O o
-2 [ |G
e

<

Ceci acheve la démonstration du lemme. 1

Soit My = (z0,¥0) un point de €, on définit un champ de vecteurs m sur Q. par

m rT—z

m(P) = Moﬁ = < 1) = ( 0), x et y étant les coordonnées de P.
ma Y=Y B

Choisissons le point M, de telle facon que le champ de vecteurs m vérifie sur €2, les

conditions suivantes:

m.n > 0 sur 0 et m.n >k >0 sur [y,.

Lemme 6.5.2 On a

/ (m.n)|%|2da =-=2 [ f(m.Vu.)dz dy.
99 371

Qe

Preuve. C’est une conséquence du lemme 6.2.2 de Rellich. 1

Proposition 6.5.1 ] existe une constante Cy > 0 indépendante de € telle que

Ou,
/ |a“ 2do < C)||Vu,
r. on
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Preuve. Puisque m.n > k sur I'g . et m.n > 0 sur 0€2, on a

k/| 0
e

Ol 4 U ou
“P’do < : “[*do < : “1d
oo < [ ommiGepao < [ G pas
et d’apres le lemme précédent

O 2
e < Z
[ 1Gedr < 21

0.0.|m-Vue|o,a.,

d’ou la proposition. I

Proposition 6.5.2 [ existe une constante C' > 0 indépendante de € telle que

C
[luellz,0. < ﬁl|f||o,ne-

Preuve. D’apres le lemme 6.5.1 et la proposition 6.5.1, on a

ulie, < 71a, + Clucdal Fllos.
or, on sait bien qu’il existe une constante C' telle que
lucllio. < CI fllog.s
donc, on a bien ,
o, < (1 + “Z) 171 .

€
Ce qui prouve la proposition. I

6.6 Approximation numérique

Dans cette section, nous supposerons que d = 2. Le but est d’établir numériquement
les deux estimations suivantes ||ue;, — @nllio., ¢ = 0,1. Sachant que u. est solution ap-
prochée de u. et uy, est solution approchée de u par éléments finis, avec 4, le prolongement
de uy par zéro a 2.

On maille €, puis Q. \ ©Q de fagon conforme. Notons par (7},), la triangulation
réguliere obtenue de €2 et par (T,); celle de Q..

Définissons les espaces suivants:

‘/;,h = {Uh € Hl(Qe); v, = 0 sur FD,E et (Uh)/K - Pl(K), VK € (Te,h)h}7
Vi = {vn€ H(Q); v, =0surTp et (vp);x € PiI(K), VK € (T))}.

Définissons les problemes discrets,

Trouver u, € V; tel que: Trouver u,j, € Vi, tel que:
a(uh,vh) = fQ fvhdx Yu, € Vh, a(ug,h,vh) = st fUhde' Yuy, € V;-,h,
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ou af.,.) est la forme bilinéaire associée a —A.

Ces deux problemes admettent des solutions uniques.

Nous rappelons quelques résultats d’approximation, cf. [10][28]. Comme 2 est un ouvert
non convexe avec un coin rentrant d’angle w > 7, alors 'ordre de convergence de u; vers
u est o = 7/w, conformément au théoreme suivant:

Théoreme 6.6.1 [] existe une constante C positive indépendante de h telle que:

Ch(|f]o.0n (6.6.16)
O fllo- (6.6.17)

[ — un|[1,0

<
Ju —uplfoo <

Preuve. cf. [51]. 1

Théoreme 6.6.2 Si la triangulation (T}, ), vérifie les hypothéses suivantes:

o H;. Il existe une constante o telle que VK € LT, Z—II: <o.

e H,. Tout élément fini (K, Pg,Yk), K € UpT} ., est affinement équivalent a I’élément
fini de réference (K, P,Y).

o Hs. Tout élément fini (K, Px,Yk), K € UyT}, est de classe C°,
et s’il existe un entier k > 1 tel que les inclusions suivantes sont satisfaites:
Py(K) c P c HY(K),
H*Y(R) — C*(K),

alors il existe une constante C' indépendante de h telle que:

Chl|fllo,0, (6.6.18)
Ch?[| fllo0- (6.6.19)

||ua - ue,h 1,0¢

<
<

||U5 - ue,h 0,2

Preuve. cf. [17]. 1

Proposition 6.6.1 Sous les hupothéses du théoréme précédent, il existe une constante
C indépendante de h telle que:

Ch* + 2 + b)|| f1]o.0, (6.6.20)
C[h** + € + B*||fo.0- (6.6.21)

||tp, — e p,

||t — uep,

L. <
<

0,0,

Preuve. Conséquence immédiate des théoremes 6.4.1, 6.4.2, 6.6.1 et 6.6.2. 1
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Remarque 6.6.1 Dans le cas d’un coin non convexe, a est compris entre 1/2 et 1. On

déduit donc d’apreés la proposition précédente qu’il existe une constante C' indépendante
de h et de €, telle que:

||p, — e p,

||p, — e p,

0. < C[ha+€1/2]||f 0,95
< CE** + €| fllog-

0.0

Si, de plus: € = h, alors

Ch2|| fllog
Chllf

||tp, — e p,

||t — wep,

1,00

ININ

0, 0,0
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Chapitre 7

Le probleme axisymétrique.

Introduction

Dans ce chapitre, nous supposons que d = 3 et que le probléme (P) donné par (6.1.2) est
axisymétrique.

Pour simplifier les notations, notons par (P) le probleme (P), Q Pouvert Q, u la so-
lution u du probléme (P) et par f son second membre.

Nous rappelons que dans ce cas le probleme (P) peut se réduire & un probléme dans un
ouvert polygonal Q de IR? de second membre f := Jq restriction de f & 2. On a vu dans
la deuxieme partie, Chapitre 1, que la solution u peut s’écrire sous la forme

u(zy, 2, 23) = u(r, 0, 2) = u(r, 2), (7.0.1)

r, 0 et z étant les coordonnées cylindriques associées a x; ,ro et x3 et u la solution du
probleme

—A,u = [ dans(,

U = 0 surl'p,

9 (7.0.2)
— = 0 surly,

on

1 8( 8u> 0%

ou A, est 'opérateur défini par: A,v = ——(r— ) + —.
or 02?2

ror
Le but de ce chapitre est de déduire les mémes estimations prouvées dans le chapitre
précédent pour u et u, a partir de celles de u et u,..

7.1 Des estimations en norme des solutions

Nous commencons d’abord par établir quelques relations entre u, . et u, u..
Tout d’abord, nous rappelons la notation ||.||;xq de la norme relative aux espaces de
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Sobolev avec poids H¥(Q), cf. Section 5.3:
HY(Q) = L}(Q) = {v:Q — IR mesurable, tel que / lv*r dr dz < 0o} (7.1.3)
Q

HF(Q) = {ve L), tel que / |DPv|?r dr dz < oo}, |B] < k. (7.1.4)
0

Lemme 7.1.1 On a

||’U,E —u EQe = V 27T||’LLE - {L||1’]€,QE, k= 0, 1, (715)
ue|lkoae = V2r||ud|irone, k=01, (7.1.6)
l|uellor = V2r||ucllior, k=0,1. (7.1.7)

Preuve. Pour la troisieme égalité, il suffit de remarquer que la mesure superficielle dT’
de T est égale ardf d ', oudT estcelledeI'. I

Corollaire 7.1.1 ] existe une constante C' > 0 telle que

~ 1
[ = uelho. < Cez||f]li00 (7.1.8)
o= ucllion. < Ce [|fllio0, (7.1.9)

l|uellior < Céellfllio0- (7.1.10)

Preuve. C’est une conséquence du lemme 7.1.1 et des propositions 6.4.1 et 6.4.2. 1§

7.2 Estimation en norme de la différence des solu-
tions du probleme de Laplacien modifié

Dans cette section, nous montrons les estimations du corollaire 7.1.1 par un calcul direct.

7.2.1 Préliminaires

Notons d’abord W et W, les espaces des solutions admissibles pour u et wu,:

W ={veH(Q) tel que w=0surT'p} et W, = {ve H () tel que w=0surp_}.
(7.2.11)

Notons aussi ¢ ’équation de la courbe I'; ¢, celle de la courbe arrondie I'..

Remarquons qu’on peut écrire:

F'={(r,o(r))/ re P}etTc={(r,0(r)) / re€ P} avec P C IR.
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Lemme 7.2.1 Soit v € HZ(Q2) tel que v =0 sur 9Q et m € C*°(Q)2. On a

2
B om; Ov Ov 1 , 9
/QA,«U m.NVv rdrdz = E /Q oz 7, axir dr dz + 5 /Q div(mr)|Vo|*r dr dz
1,j=1
1
+ 3 /m(m.n)|%|2r d¥, avecxy =1 et vy = 2.

Preuve. La démonstration est similaire a celle de I'identité de Rellich. Posons x; = r et
ry = z. En utilisant la formule de Green, il est facile de prouver que

2
om; Ov Ov 1
A . _= — ‘7_ _ 3 2
/Q 0 m.NVv rdrdz i;:l/ﬂ o, O, " dr dz + 5 /lev(m)|VU| rdrdz

- 1/ (m.n)|Vou*r d2+/ @m.Vv rd3.

ow ON

v ov
v étant nulle sur 0€2, cela implique que 3 = 0 sur 0N et que Vujyy = 8—71 Par
T n

conséquent,

ov ov ov
m.n)|Vol?r d2 = / m.n)|—|*r d et / —m.Vvrdy= / m.n)|—*r dX.
| mavil [ (malg - [l

D’ou le résultat. 1

Lemme 7.2.2 Siv € HZ(Q) ne s’annule que sur Tp et si de plus la trace de la dérivée
normale de v sur I'y est nulle, alors [’identité précédente s’écrit:

1 ov oV
+ 2(/FD(m.n)|an|rdE /FN(m.n)|aT|rdE>.

Preuve. La démonstration est identique a celle du lemme précédent. 1

2
; 1
/A,«U m.Nvrdrdz = — Z/ Om; 9v Oy rdr dz + 5/ div(mr)|Vou|*r dr dz
Q gole Q

Lemme 7.2.3 Pour tout v € W, il existe une constante C' > 0 telle que
||U||1,0,7 < 061/2||VU||1,0,QE\Q- (7.2.12)

Preuve. Il suffit de poser w(r, z) = \/rv(r, z) et de remarquer que

et d’utiliser ensuite la technique déja utilisée dans la démonstration du lemme 6.3.1. 1
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Lemme 7.2.4 Pour tout v € W avec A, € L?(w), il existe une constante C' > 0 telle
que:

ov ov
e 1309) et l|5tlhor, < CllAv

1,0,- (7.2.13)

Preuve. La démonstration est identique a celle du lemme 6.3.2. Il suffit de remarquer
qu'un tel v a la régularité necessaire pour que la trace de la dérivée normale de v ait un
sens, et d’utiliser ensuite le lemme 7.2.2. 1

Corollaire 7.2.1 ] existe une constante C' > 0 telle que

ou ou
—~ e L2060 -

1orp < ClIf

Lo (7.2.14)

Preuve. Ce corollaire est une conséquence immeédiate du lemme précédent. 1

7.2.2 Estimation en norme de la différence des solutions

Dans cette section on va établir une estimation de la différence en norme H{ et en norme
L? de u, et u dans un espace convenable, d’une fagon similaire de la section 6.4.

Notons par u le prolongement de u par zéro & €2, on a bien que @ est dans H] ().
Rappelons que la solution u est dans ’espace W et u, est dans W..

Proposition 7.2.1 I existe une constante C' positive indépendante de € telle que

Lo, < Celf[lr o0 (7.2.15)

l|a — u,

Preuve. Soit ¢ tel que A,y = ¢ avec p € W,. Si on note < .,. > le crochet de dualité
entre ’espace W, et son dual Wé, alors

< QU — U > = / ViVuer dr dz—/ ViVau rdr dz
QE QE

= — Ayuetp rodr dz — / VyVu r dr dz
Q

Qe

= —/fz/)rdrdsz/f@/)rdrdz—/ a—uv,/)rdF:—/ a—u@/)rdF.
Q Q agan FDaTL

Par conséquent

~ ou
| < pyuc—u>|< ||%||1,0,FD||1/) 1,0,

En vertu des lemmes 7.2.3 et 7.2.4, on déduit 'estimation (7.2.15). 1
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Corollaire 7.2.2 [] existe une constante C' > 0 telle que

L1000 < Ce'/? || f

|Jue 1,0,0- (7.2.16)

Preuve. Il suffit de remarquer que

uel 11,000 = ||ue = @l|1,1,000 < [Jte = @l]1,1,0.

et d’utiliser ensuite la proposition précédente. 1

Corollaire 7.2.3 Il existe une constante C' > 0 telle que

|[ue|[1,00 < Cel[ |10 (7.2.17)

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme 7.2.3 et du corollaire précédent. I

Proposition 7.2.2 [l existe une constante C' positive indépendante de € telle que

[ — uc|[10,0. < Cellf

1,0,0- (7.2.18)
Preuve. Soit ¢ € L?(€2,) et 1 solution du probléme

—Ap = ¢ dans

Y = 0 surl'pg,
oY —
an = 0 sur FN.

Il est facile de prouver que

Ou

I'p an

/ O(ue — a)r dr dz = — Y rdr,
Qe

d’apres les lemmes 7.2.3 et 7.2.4, on a

- ou
|/ P(ue — w)r dr dz| < ||8_ Lo [[YlLor < Cello]] o0l fl]10.0;
Qe n
D’ou le résultat. 11
Corollaire 7.2.4 [] existe une constante C' > 0 telle que
uell10000 < Cell[fll100- (7.2.19)

Preuve. Il suffit de remarquer que

uell10000 = [|ue = @ll10000 < [|ue = dll100.,

et d’utiliser ensuite la proposition précédente. 1
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Annexel: Passage d’un probléeme
non homogene a un probléeme
homogene

.1 Le probleme du laplacien dans un polygone
Considérons 'ouvert €2 défini par la figure 1 et le probleme aux limites suivant

Au = 0 dans?(),
u = hy suryUTL,

v = 0 surly, (.1.20)
0
O_Z = 0 surly.

Supposons hy dépendant que de 'ordonné y. Pour des questions de précision dans des
calculs approchés nous transformons le probléme (.1.20) en un autre probléme équivalent
pour lequel les données aux bords sont toutes nulles, mais le second membre ne ’est plus.

Cette transformation se fait en deux étapes.

MnX=—B

Figure 1: Le domaine 2
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Etape 1. Cherchons un élément w € H?(Q) vérifiant

w=hy sur'yUI', w=0 surl’; et a—w:O sur I'y.
n

Remarquons qu’on peut trouver plusieurs w dans H?(Q) vérifiant cette propriété.

Le polynome w défini par

—((ijgi ho + hy sia <y <b, x quelconque,
w(z,y) =
ho ailleurs,

est dans H?(Q) et vérifie ( .1.21).

Il est clair que pour tout x tel que —f < x < (3, on a:
w(z,a) =hy, w(z,a)=0 et wz,b)=0.

De plus
—mg(y) +hy sia <y<b, zquelconque,

w(z,y) = { hy ailleurs.
avec g définie par: g(y) = 2ho + 4(y — a)hf, + (y — a)?hj.
Remarquons que lorsque hg est constante, g vaut 2hy.
Donc, w est solution du probléeme aux limites

—Aw = f dans(,
w = hy sur[lyUT,

w = 0 surly,
0
8—1: = 0 surly,
avec f la fonction de L?(Q) donnée par f = —w’".

Etape 2. Posons v = w — u, alors v est solution du probleme aux limites

—Av = f dans (),

v = 0 surl'p,
0
% = 0 surly.

(.1.21)

(.1.22)

Donc, on a ramené un probleme qui avait un second membre nul et des données aux bords
non toutes nulles, a un probleme de second membre non nul avec des données aux bords

toutes nulles.

.2 Le probleme du laplacien modifié

Considérons 1'ouvert €2 défini par la figure 2 et le probleme aux limites suivant

Asu = 0 dans €,
u = hy surl'gUT,

v = 0 surly,
0
% = 0 surly,
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2 2
+ A, d=1ou —1etA:a—+a—

10
avec Ay = i 5z T 52

T

Zh

B v I1:u=0
-2

Figure 2: Le domaine 2,

En procédant de la méme maniere que dans le paragraphe précédent, on prouve que
v:=w — u, avec w € H(Q) défini par:

2
— (z—a) ho + hy sib <z <a, rquelconque,
. (a —b)?
w(r, z) =
ho ailleurs,

est solution du probleme aux limites

—Asv = [ dans ),

N 0 surlp, (.2.24)
o 0 surl'y,
n
avec
fi==Msw(r,2) =< (a— b)2g(z) +h" sib <z <a, rquelconque,
hg ailleurs.

ot g(z) = 2ho + 4(z — a)hy + (2 — a)*hy.
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Résumé

Dans ce présent travail, nous proposons une problématique issue de 1’électrotechnique:
de nombreux dispositifs présentent des singularités géométriques qui sont productrices de
phénomenes indésirables. Pour éviter ces phénomenes, les pieces sont lissées. Dans le
procédé de lissage, celui ci est fait simultanément pour un grand nombre de pieces et la
forme définitive n’est pas nécessairement uniforme.

Nous nous sommes intéressés a deux types de problemes d’électrostatique: pour I'un,
il s’agit du laplacien dans un polygone plan non convexe et l'autre dans une géométrie
axisymétrique. Les solutions de ces problemes présentent des singularités, d’ou l'intéret
du lissage des pieces pour avoir des solutions régulieres. Le but ainsi de ce travail est
d’obtenir des informations sur le champ électrique une fois le lissage fait et a partir de la
connaissance de la solution éléments finis dans le modele avec singularité, eventuellement
sans faire de calcul direct pour le champ modifié.

Mathématiquement, ’analyse des problemes aux limites qui modélisent ces phénomenes au
voisinage de ces singularités montre que le comportement physique particulier de ces con-
figurations est certainement lié au comportement singulier des solutions. Typiquement,
lorsqu’un potentiel constant est imposé sur la frontiere singuliere (le domaine d’étude for-
mant un angle obtus), le gradient normal du potentiel tend vers I'infini au point singulier.

Nous avons étudié dans ce travail les liens qui peuvent exister entre:

1. D’une part, le comportement singulier des solutions de problemes modeles compor-
tant une singularité géométrique (angle vif en 2D, point conique et aréte en 3D
axisymétrique), au voisinage de cette singularité ;

2. D’autre part, le comportement des solutions au voisinage de ces mémes singularités
géométriques, une fois arrondies.

Alinsi,

e Dans une géométrie axisymétrique, l'effet de ’axisymétrie, nous permet de réduire
les problemes a des problemes bidimensionnels pour un laplacien modifié.

e La structure singuliere de la solution (potentiel V') dans un modele avec singularité
est déterminée par: la fonction singuliere S, I'exposant de singularité v et le coeffi-
cient de singularité \ € IR.

V = A\r”S + terme régulier.
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e Le champ électrique approché au milieu de ’arrondi se comporte comme le rayon
de courbure moyen ¢, a la puissance de (v — 1) multiplié par une constante K, qui
dépend de la géométrie et des conditions aux limites.

Mots-Clés: Singularités géométriques, polygone, géométries axisymétriques, lapla-
cien, laplacien modifié, coefficient de singularité, exposant de singularité.
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