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1
Introduction

CERTAINS problèmes, comme la simulation de phénomènes physiques ou chimiques de grande taille
nécessitent des performances que seules les machines massivement parallèles peuvent offrir. L’écri-
ture d’algorithmes pour ce type de machines demeure plus difficile que pour celles strictement

séquentielles et la conception de langages adaptés est un sujet de recherche actif nonobstant la fréquente
utilisation de la programmation concurrente.

En effet, la conception d’un langage de programmation est lerésultat d’un compromis qui détermine
l’équilibre entre les différentes qualités du langage telles que l’expressivité, la sûreté, la prédiction des per-
formances, l’efficacité ou bien la simplicité de la sémantique. Dans le cas de langages pour le parallélisme,
les propriétés ainsi obtenues diffèrent considérablementselon les choix effectués.

Afin de préciser les termes de ces choix, nous allons tout d’abord faire un rapide parcours des solutions
existantes pour la programmation de machines parallèles. Puis, nous préciserons quels ont été ces choix
dans le contexte des recherches qui ont précédé le présent travail. Le cadre ayant été posé, nous aborderons
alors les motivations qui ont présidé aux recherches présentées dans ce tapuscrit.

1.1 Langages pour la programmation parallèle

Nous examinons dans un premier temps, deux approches extrêmes : la programmation concurrente et la pa-
rallélisation automatique ; puis, dans un second temps, desapproches intermédiaires : le data-parallélisme,
les patrons algorithmiques et enfin les extensions non-concurrentes de langages fonctionnels.

1.1.1 Approches extrêmes

Programmation concurrente. L’approche la plus répandue pour la programmation parallèles est la
programmation concurrente. Elle implique la combinaison d’un langage séquentiel (usuellement C ou For-
tran) avec une bibliothèque de communications par passage de messages (à la base avec deux opérations,
l’envoi d’un message et sa réception) comme MPI [245] (Message Passing Interface) ou PVM [114] (Pa-
rallel Virtual Machine).

Ce style de programmation est évidemment très expressif carle programmeur définit non seulement
l’algorithme parallèle mais aussi les détails de la réalisation des communicationsvia des protocoles. Cette
liberté va de pair avec une difficulté de mise au point des programmes. La complexité des programmes
devient telle, qu’il est souvent impossible de prévoir correctement leurs temps de calcul. De plus, les risques
d’indéterminismes et d’interblocages rendent la validation formelle des programmes trop complexe [7] et
gêne leur portabilité. Notons que ces problèmes demeurent néanmoins dans les langages concurrents de plus
haut niveau comme Jocaml [72, 120] ou Concurrent ML [217] où,en plus, des problèmes d’implantation
des langages se présentent (leπ-calcul synchrone [210] est, par exemple, considéré comme impossible à
implanter efficacement).

Parallélisation automatique. Dans le spectre des solutions possibles aux problèmes de grandes tailles,
la programmation séquentielle,via une parallélisation automatique du code, a été longuement étudiée. Bien
qu’idéale pour sa facilité d’écriture, elle est surtout limitée à l’utilisation de tableaux et de boucles [55],
ce qui oblige le compilateur à découvrir le parallélisme implicite et à produire le meilleur programme
parallèle possible à partir d’une spécification qui est parfois, dans le pire des cas, strictement séquentielle.
Le problème étant, en général, indécidable, des heuristiques sont utilisées. Mais vu la subtilité de certains
algorithmes parallèles [156], cette méthode ne peut être utilisée de façon générale et satisfaisante.

1
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On retrouve aussi cette approche dans la programmation fonctionelle avec notamment la réduction en
parallèle de graphes [2]. Ces systèmes n’expriment pas directement les algorithmes parallèles et ne per-
mettent pas la prévision des temps d’exécution car les processus physiques y sont implicites et la stratégie
d’évaluation parallèle n’est pas décrite par la sémantique. De plus, leur extensibilité à un grand nombre de
processeurs est limitée par la structure de graphe qui est partagée et par l’utilisation d’un glaneur de cellules
parallèle (aussi appelé «ramasse miettes» ;Garbage Collectoren anglais). Enfin, et cela quel que soit le
langage séquentiel employé, le coût de l’administration des tâches (qui sont créées dynamiquement) peut
être largement supérieur à celui de l’exécution proprementdite des tâches lorsque celles-ci sont trop petites
(problème dit degranularité).

Il paraît donc indispensable de mettre au point des méthodesde programmation parallèle plus générales
que la parallélisation automatique du code (ou que de la réduction parallèles de graphes) mais aussi plus
simples que la programmation concurrente. La conception d’un langage parallèle est alors un compromis
entre la possibilité pour le programmeur de contrôler les aspects nécessaires à une prédiction précise des
performances (mais sans rendre les programmes trop difficiles à écrire) et l’abstraction de ces fonctionna-
lités qui sont nécessaires à la simplification de l’écrituredes programmes parallèles (mais sans les rendre
inefficaces).

1.1.2 Approches intermédiaires

Parallélisme de données. Dans ce paradigme, un programme décrit une séquence d’actions sur des
tableaux à accès parallèles [37, 44, 168]. Le modèle de programmation est synchrone. Il offre une plus
grande facilité de conception des programmes que dans le casconcurrent : le non blocage est garanti.
De plus, les possibilités d’indéterminisme sont assez réduites pour que les systèmes de preuves de pro-
grammes [45] aient une complexité proche des systèmes traitant de programmes séquentiels. Il est aussi
prévu que l’exécution d’un programme data-parallèle puisse être désynchronisée par le compilateur ou le
système dynamique en vue de maximiser ses performances [168].

Dans ce domaine, le modèle BSP [34, 242, 263] (Bulk-Synchronous Parallelism) vise à maximiser la
portabilité des performances en ajoutant une notion de processus explicites au parallélisme de données. Un
programme BSP est écrit en fonction du nombre de processeursde l’architecture sur laquelle il s’exécute. Le
modèle d’exécution BSP sépare synchronisation et communication et oblige les deux à être des opérations
collectives. Il propose un modèle de coût fiable (et simple) permettant de prévoir les performances de façon
réaliste et portable (le modèle BSP a été utilisé avec succèspour une large variété de problèmes).

Squelettes algorithmiques. Une autre approche, intermédiaire entre la programmation concurrente
et séquentielle, est celle des langages à patrons aussi appelés squelettes algorithmiques [69, 70, 86, 99, 100,
221, 226, 249, 250, 251] (algorithmic skeletonsdans la littérature anglo-saxonne). Un ensemblefixéd’opé-
rations sont exécutées en parallèle. Leurs sémantiques fonctionnelles sont explicites mais leurs sémantiques
opérationnelles parallèles sont implicites. Du point de vue du programmeur, le style de programmation as-
socié revient à l’utilisation de combinateurs dont l’effetsur la parallélisation est défini extérieurement.

Les patrons ne sont pas, en général, n’importe quelles opérations parallèles, mais essaient de captu-
rer l’essence éprouvée de techniques de la programmation parallèle telles que les algorithmes depipeline
parallèles, les algorithmes maîtres-esclaves ou l’application d’une fonction à des collections de données
répartiesetc.Les avantages par rapport aux extensions concurrentes sontbien sûr que le déterminisme et le
non blocage sont garantis.

Cependant, le concepteur de bibliothèques de patrons doit faire face à deux problèmes majeurs qui sont
opposés. D’une part, il doit fournir un ensemble de patrons le plus complet et le plus expressif possible.
Trop restreint, celui-ci serait inutilisable en pratique.Par exemple, la bibliothèque de [69] ne proposait que
quatre patrons, non combinables entre eux. D’autre part, ilfaut que cet ensemble soit le plus petit possible
car il faut implanter efficacement chaque patron sur chaque type ciblé de machine parallèle. De plus, s’il
y a pléthore de patrons, le programmeur qui en jouit, aurait les plus grandes difficultés à choisir celui qui
conviendrait le mieux à son problème.

Pour aider le programmeur, il existe des méthodologies de transformation de programmes qui permettent
de remplacer un patron par un autre plus efficace ou une composition de patrons par un seul patron. Ces
méthodologies reposent sur des modèles de performances mais souvent :

• Celui-ci est trop abstrait (comme par exemple le modèle PRAM, Parallel Random Access Machine,
[110]) et donc inapplicable à certaines architectures cibles ;
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• Il est trop détaillé et donc en pratique différent pour chaque architecture cible. La transformation
faite pour une architecture peut ne plus être valable pour une autre architecture ce qui, bien entendu,
ne facilite pas la portabilité.

Par exemple, une méthodologie [3] de transformation de programmes a été proposée pour les patrons de
la bibliothèque P3L [15]. Celle-ci s’appuie sur un modèle decoûts dérivé de logP [79]. Mais les combinai-
sons que l’on peut en faire sont cependant trop complexes pour que des coûts réalistes soient donnés. Un
autre exemple est le travail de [87] qui propose des patrons permettant de coder directement le graphe des
processus mais dont les combinaisons posent des problèmes de portabilité des performances.

Plus récemment, une proposition vise à intégrer les approches des patrons algorithmiques avec les pra-
tiques plus répandues de programmation parallèle comme MPI[70]. Ceci permet à l’utilisateur de pouvoir
programmer à l’aide de MPI les algorithmes qu’il n’est pas possible d’implanter à l’aide des patrons qui ont
été fournis. Bien entendu, on retrouve alors les problèmes que la programmation MPI peut apporter. Il pa-
raît notamment difficile de pouvoir donner un modèle des performances simple et portable. D’autres travaux
proposent des modèles des performances simples et portables basés sur le modèle BSP [71, 141, 142, 241]
mais en ayant complètement reconsidéré les ensembles de patrons à employer.

Extensions explicitement parallèles non-concurrentes. Les langages de programmation fonc-
tionnelle offrent des mécanismes d’abstraction tels que les fonctions d’ordre supérieur, le polymorphisme,
les types ou le filtrage qui facilitent grandement l’écriture des programmes parallèles. D’autres approches
étendent des langages fonctionnels par des primitives ou des annotations pour le parallélisme, tout en évitant
de tomber dans des sémantiques concurrentes.

Par exemple, lesI-structures de [9], NESL [38], Eden [167], Gph [260] (Glasgow Parallel Haskell) ou
Caml-Flight [108] étendent un langage fonctionnel avec desopérations de communication tout en préservant
le déterminisme du langage.

Cependant, ces extensions ne suivent pas réellement un modèle de coût et leurs sémantiques sont parfois
non fonctionnelles. Eden et Gph mettent en œuvre des opérations de créations de tâches parallèles et leur
placement implicite. Le choix de la stratégie d’évaluationde ces tâches est laissé au compilateur et les
performances ne sont pas toujours à la hauteur des espérances. L’avantage de ces langages par rapport
à ceux à patrons est une plus grande souplesse pour la gestiondu parallèlisme (permettant, entre autres,
une écriture des patrons dans ces langages [29]) et une facilité d’implantation.A contrario, les langages à
patrons ont des sémantiques plus simples et compositionelles.

Bulk Synchronous Parallel ML et BS λ-calcul. Dans des travaux antérieurs à cette thèse, il a été en-
trepris d’approfondir la position intermédiaire que le paradigme des patrons occupe. Toutefois il ne s’agis-
sait pas de concevoir un ensemblea priori fixé d’opérations puis de concevoir des méthodologies pour la
prédiction des performances, mais de fixer un modèle de parallélisme structuré (avec son modèle de coûts)
puis de concevoir un ensemble universel d’opérations permettant de programmer n’importe quel algorithme
de ce modèle. L’objectif est donc le suivant : parvenir à la conception de langages universels dans lesquels
le programmeur peut se faire une idée du coût à partir du code source. Cette dernière exigence nécessite
que soient explicites, dans les programmes, les lieux du réseau statique des processeurs de la machine. En
d’autres termes, les programmes seront écrits en fonction du nombre de processeurs et l’on pourrait déter-
miner «immédiatement» à la lecture du code source sur quel processeur se trouve telle partie du programme
et des données.

Le modèle choisi dans [196] est le modèle BSP. Une approche opérationnelle a amené à définir une
extension duλ-calcul par des opérations parallèles BSP. Ce calcul permetd’écrire n’importe quel algo-
rithme BSP, c’est en ce sens qu’il est universel. Une bibliothèque basée sur ce calcul, la BSMLlib [189]
(nous utiliserons aussi l’acronyme BSML) a été développée pour le langage Objective Caml [62, 229, 276]
(OCaml). Elle permet la programmation data-parallèle basée sur une structure de données parallèle qui est
polymorphe. Les programmes sont des fonctions (séquentielles) que l’on peut programmer en OCaml mais
qui manipulent cette structure de données parallèle à l’aide d’opérations dédiées. Elle suit le modèle d’exé-
cution BSP. Les inter-blocages sont donc impossibles. La prévisibilité des performances y a été vérifiée
[135] et, étant basée sur un calcul confluent, elle est déterministe. Enfin, contrairement à l’approche des
langages à patrons une sémantique parallèle explicite a étéproposée [187].

L’implantation parallèle de BSML (il existe aussi une implantation séquentielle qui donne les mêmes
résultats que celle parallèle) est écrite sous la forme d’unprogramme SPMD (Single Program Multiple
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Data) en OCaml. Il a été conçu dans [187] une sémantique proche de cette implantation et son équivalence
avec une variante du BSλ-calcul a aussi été prouvée [186].

1.2 Le projet C ARAML et les travaux menés

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet «CoordinAtionet Répartition des Applications Multiprocesseurs
en objective camL» (CARAML 1) de l’ACI (Actions Concertées Initiatives) Globalisationdes ressources
informatiques et des données (ACI GRID) dont l’objectif était le développement de bibliothèques pour
le calcul haute-performance et globalisé autour du langageOCaml. Il a été fourni des bibliothèques de
primitives parallèles et globalisées ainsi que des bibliothèques applicatives orientées bases de données et
calcul numérique. Ce projet était organisé en trois phases successives :

Phase 1 : Sûreté et opérations data-parallèles irrégulières mono-utilisateur ;

Phase 2 : Opérations de multitraitement data-parallèle ;

Phase 3 : Opérations globalisées pour la programmation de grilles decalcul.

Les contributions de l’auteur dans chacune des phases de projet sont les suivantes :

Phase 1, sémantiques et certification :une étude sémantique d’un langage fonctionnel pour la program-
mation BSP et la certification des programmes écrits dans ce langage ;

Phase 2, extensions et applications :l’ajout d’une primitive de composition parallèle (et qui permet la
programmation d’algorithmes «diviser-pour-régner» parallèles2), de bibliothèques applicatives de
structures de données et d’une extension pour les entrées/sorties parallèles en BSML ;

Phase 3, opérations globalisées :la conception d’un langage à deux niveaux pour le méta-calcul, un ni-
veau est basé sur BSML et un autre sur un langage dérivé de BSMLsans barrières de synchronisation.

1.2.1 Sémantiques et certification

La participation de l’auteur à la première phase du projet Caraml a débuté (lors d’un stage d’initiation à la
recherche de Master) par la conception d’un système de typage polymorphe [R3] qui empêche l’emboîte-
ment des structures de données parallèles. Ce travail n’estpas présenté dans ce mémoire. Cet aspect sûreté
a ensuite été travaillé selon deux axes complémentaires :

1. La conception de sémantiques de BSML prouvées équivalentes afin de garantir l’équivalence du
modèle de programmation et du modèle d’exécution de BSML ;

2. La correction de programmes BSML.

Sémantiques de BSML. Le premier axe relève d’une préoccupation classique en programmation data-
parallèle [246]. Un modèle de programmation est présenté auprogrammeur dans lequel un programme
est une séquence d’opérations sur une structure de données parallèle. Le modèle d’exécution, lui, est plus
complexe puisque qu’un programme est alors vu comme une composition parallèle dep copies d’un même
programme SPMD échangeant des valeurs par passage de messages. Il faut alors garantir que le modèle
d’exécution et le modèle de programmation sont équivalents. La formalisation du modèle d’exécution reste
néanmoins éloignée de l’implantation du langage. Dans le cas de BSML le modèle d’exécution est formalisé
par une machine abstraite parallèle, très proche de l’implantation du langage.

Correction de programmes BSML. Le seconde axe est encore plus classique dans son objectif. En
effet, le souci de prouver que des programmes vérifient leur spécification est ancien [149]. Les programmes
critiques(où par exemple des vies humaines sont en jeu) demandent des preuves formelles de leurs algo-
rithmes afin de garantir la sécurité des matériaux gérés par les logiciels. Les bibliothèques standards des

1page web àhttp://www.caraml.org
2Le principe général de cette technique est de partitionner l’ensemble des données du problème en un nombre fini de sous-

ensembles de «plus petites» tailles, chaque sous-ensembledéfinissant un problème indépendant. Ce partitionnement est appliqué
récursivement aux sous-problèmes jusqu’à ce que chaque sous-problème soit suffisamment petit pour être directement résolu.
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langages se doivent alors d’être certifiées, c’est-à-dire ne comporter que des programmes qui calculent réel-
lement ce que l’on attend d’eux. Tester les programmes sur une grande variété d’entrées permet de détecter
un certain nombre d’erreurs. Malgré tout, seules les méthodes formelles peuvent en garantir la correction.

Il existe de nombreux outils d’aide à la preuve de programmes. Certains vérifient (semi-)automatiquement
les propriétés demandées aux programmes (principe des «modèle-checkers»). D’autres, au contraire, per-
mettent, dans un modèle logique, une construction «pas-à-pas» des programmes à l’aide de commandes
spécifiques (principe des assistants de preuves).

Les systèmes basés sur leλ-calcul typé3, plus exactement sur l’isomorphisme de Curry-Howard (qui fait
correspondre preuves et programmes, c’est-à-dire lesλ-termes), ont l’avantage d’utiliser le même langage
pour exprimer les propriétés attendues et les programmes. Le calcul des constructions [75] (qui est à la
base de l’assistant de preuveCoq [254]), par exemple, a été enrichi de constructions permettant la défini-
tion de structures de données usuelles sous une forme prochede celle qui est utilisée par les langages de
programmation fonctionnelle de la famille ML (dont fait partie OCaml). De plus, il est possible d’extraire
un programme d’une preuve [180, 220]. Ce programme est alorscertifié par l’assistant de preuves, d’être
correct vis-à-vis de la spécification.

Les preuves de programmes concurrents sont complexes [7]. La complexité de celles des programmes
data-parallèles [45] est plus faible. La preuve de programmes BSP est encore plus simple [160]. La preuve
de programme BSML est donc possible et relativement simple car elle mixe le modèle BSP à la program-
mation fonctionnelle.

1.2.2 Extensions et bibliothèque de structures de données

Compositions parallèles. L’ordre supérieur des langages fonctionnels et la composition de fonctions
permettent de composer facilement des programmes fonctionnels. Ils facilitent ainsi la programmation,
rendent le code plus aisément réutilisable et diminuent le risque d’erreurs.

Au niveau du parallélisme, la composition parallèle de programmes est essentiellement réservé :

1. Soit à partager le réseau de la machine parallèle en autantde sous-réseaux indépendants, l’un pour
chaque programme;

2. Soit à partager le temps de calcul de chaque processeur, chaque programme parallèle étant exécuté
sur ces temps.

La sous-synchronisation, c’est-à-dire la synchronisation d’une partie seulement des processeurs de la
machine, est une fonctionnalité d’une grande variété de modèles de programmation parallèle (indépendants
ou dérivés du modèle BSP [41, 89]). La présence et l’utilisation de la sous-synchronisation sont justifiées
par la nécessité de pouvoir décomposer récursivement un problème en sous-problèmes indépendants les uns
des autres (technique algorithmique souvent appelée «diviser-pour-régner»).

Pour évaluer deux programmes parallèles sur une même machine on peut la partitionner en deux et
évaluer indépendamment chacun des programmes sur chacune des partitions. Toutefois, en procédant ainsi,
le modèle BSP est perdu puisqu’alors la synchronisation globale de chaque sous-machine ne sera plus
effectuée en un temps constant mais en un temps dépendant du nombre de processeurs de la sous-machine.
Les auteurs de la BSPlib [147] font remarquer que le désavantage principal du partionnement par groupe de
processeurs (c’est-à-dire la sous-synchronisation) est alors une perte de la prévision des performances du
modèle de coût.

Pour conserver le modèle BSP, ce qui est souhaitable [133], il faut donc que les barrières de synchro-
nisation concernent toute la machine. Le modèle BSP n’autorise donc pas la sous-synchronisation : les
barrières sont collectives et cela est souvent considéré comme un obstacle pour la programmation parallèle
d’algorihmes «diviser-pour-régner» en BSP (et dans notre cas, en BSML).

Pourtant, la technique dite «diviser-pour-régner», est une méthode naturelle pour la conception et l’im-
plantation d’algorithmes pour de nombreux problèmes. La transformation manuelle d’un programme utili-
sant des techniques «diviser-pour-régner» en un programmesans ces techniques est un travail fastidieux où
il est facile de se tromper.

Pour exprimer les algorithmes «diviser-pour-régner» en BSML, une nouvelle primitive appeléecom-
position parallèlea tout d’abord été proposée [188]. Mais celle-ci était limitée à la composition de deux
programmes BSML dont les évaluations nécessitaient le mêmenombre de super-étapes. C’était évidemment
restrictif et le respect de cette contrainte échoyait au programmeur.

3Pour le lecteur ne connaissant pas ce paradigme, une présentation formelle duλ-calcul non typé est donnée au chapitre 3.
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Cette restriction a été levée avec lajuxtaposition parallèle[190]. Le principal problème avec cette ap-
proche est que la nature purement fonctionnelle de BSML est perdue. En effet cette primitive effectue
un effet de bord sur le nombre de processeurs rendant très difficile la preuve assistée par ordinateur des
programmes BSML utilisant la juxtaposition.

Dans l’article [258], l’auteur avance l’hypothèse que le paradigme «diviser-pour-régner» peut s’insérer
naturellement dans le modèle BSP sans avoir besoin de la sous-synchronisation. Il propose une méhode
pour la programmation «diviser-pour-régner» qui est en adéquation avec le modèle des barrières de syn-
chronisations globales du modèle BSP. Cette méthode est basée sur un entrelacement de processus légers,
appeléssuper-threads4, chacun d’entre eux étant un processus de calcul BSP.

Une nouvelle primitive BSML, appeléesuperposition parallèleet permettant d’écrire de manière fonc-
tionnelle ce type d’algorithmes, a été présentée dans [191]. Dans cet article, la superposition est simplement
décrite en terme d’une sémantique de haut niveau (sémantique à «petits pas»). Dans ce cas, la superposi-
tion est équivalente à la création d’une paire. Nous avons approfondi l’étude de cette nouvelle primitive,
contribuant ainsi à la phase 2 du projet CARAML .

Structures de données parallèles. Cette primitive a ensuite été utilisée pour le développement de
bibliothèques de structures parallèles. En effet, depuis longtemps, dans la communauté informatique [275],
il est connu que la bonne conception des structures de données est tout aussi importante que l’utilisation d’un
bon algorithme sachant que beaucoup d’applications scientifiques sont en fait la simulation de phénomènes
physiques, c’est-à-dire du calcul symbolique dans lequel les structures de données représentent le domaine
physique. La notion de type de données est alors un des paradigmes centraux de la programmation moderne.
La possibilité de définir de telles structures de manière primitive est un des traits caractéristiques d’un
langage de programmations de haut niveau.

Il est facile de constater qu’un grand nombre d’applications pour le calcul symbolique (dans le sens algo-
rithmique du terme) n’ont pas leur(s) version(s) parallèle(s). Pour constater ce fait, il suffit juste de compter
le nombre d’applications parallèles qui existent, et ceci pour n’importe quel langage de programmation.
Ainsi, les chercheurs (non informaticiens) qui écrivent des programmes ne veulent pas, essentiellement par
manque de temps, avoir à faire avec la conception des algorithmes parallèles et l’utilisation de langages pour
la programmation parallèle. Pourtant, ces applications scientifiques entraînent la résolution de problèmes
manipulant un grand ensemble de données. Utiliser le parallélisme pourrait réduire le temps de calcul et
augmenter la mémoire physique disponible pour les contenir.

Dans le but d’avoir, au final, des programmes pour le calcul symbolique fonctionnant sur des ma-
chines parallèles, les chercheurs utilisent régulièrement des compilateurs tels que «High Performance For-
tran» [168] qui permettent la parallélisation automatiquedu code. Mais comme nous l’avions expliqué, ce
genre de langages (et leurs compilateurs associés) ne fournit pas les caractéristiques réellement nécessaires
au calcul symbolique, comme, par exemple, le polymorphismeet les types de données algébriques. De
plus, la prédiction des performances y est impossible (ou presque). Les chercheurs peuvent aussi se tourner
vers l’utilisation des langages à patrons. Malheureusement, l’ensemble des squelettes nécessaires dépend
fréquemment du domaine d’application et il est souvent difficile d’augmenter cet ensemble sans avoir à
tout recoder. La prédiction des performances à partir du code source n’y est pas chose aisée et la mauvaise
combinaison de certains squelettes peut impliquer trop de communications, ce qui peut faire décroître for-
tement les performances de l’application. De plus, il est difficile de trouver des patrons pour des structures
de données pré-définies.

BSML, avec la superposition parallèle, va nous permettre deprogrammer diverses structures de données
parallèles tout en autorisant le recours aux primitives si un patron nécessaire à une application donnée est
manquant.

Mémoires externes : entrées/sorties parallèles. Dans le cadre des travaux sur la sûreté de BSML,
nous nous sommes intéressés à l’interaction des traits impératifs de OCaml avec les opérations parallèles
BSML [C4]. Ce travail, plus orienté sûreté qu’extension desprimitives BSML, a naturellement débouché sur
l’étude de l’interaction des opérations d’entrées/sorties de OCaml avec les opérations parallèles de BSML.
Or, cette étude, bien qu’intéressante au niveau sûreté, trouve tout son intérêt dans la définition de nouvelles
primitives BSML pour les entrées/sorties parallèles sûresqui sont extrêmement importantes en pratique.

En effet, un nombre important d’applications informatiques impliquent de résoudre des problèmes de

4Nous préférons le terme desuper-threadet non sa traduction littérale «super processus légers».
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très grande taille [234]. De telles applications sont généralement appelées dans la littérature scientifique
anglo-saxonne des «applicationsout-of-core». On trouve ce genre d’applications par exemple5, dans la
simulation de phénomènes astronomiques [255], météorologiques [266] (prévision du temps), de crashes
de véhicules [68], dans le domaine des systèmes d’informations géographiques [8, 170] (cartographie)
ou bien encore dans la bio-informatique [98], la manipulation de gros graphes [154, 172, 212, 261] ou
l’informatique appliquée à la géométrie [78, 121].

Employer le parallélisme permet de réduire le temps de calcul d’une application mais aussi, d’augmenter
la capacité de mémoire disponible. Mais pour ce genre d’application, les mémoires principales se sont pas
toujours de taille suffisante pour contenir l’ensemble des données du problème. Prenons le cas du «Large
Hadron Collider», l’accélérateur de particules en construction au CERN6. Lors de sa mise en fonction, cet
instrument pourra produire environ 10 Pentabytes de données diverses par mois. Le «earth-simulator», la
machine parallèle japonaise classée parmis les premières dans le top 500 des machines parallèles les plus
puissantes, possède un total d’environ 1 Pentabyte de mémoire principale et de 100 Pentabytes dans ses dif-
férentes mémoires externes. N’employer que la mémoire principale n’est donc pas satisfaisant pour stocker
toutes les données d’une expérience (celle-ci pouvant durer plusieurs jours). L’utilisation des disques de la
mémoire externe devient alors une nécessité. Notre extension permet de le faire de façon sûre et prévisible
avec BSML.

1.2.3 Opérations globalisées

Certains problèmes requièrent des performances qu’une seule machine parallèle ne peut fournir. On sou-
haite alors en utiliser plusieurs, comme on emploie plusieurs machines dans une grappe. On parle alors de
méta-calcul (meta-computing[244]) pour l’utilisation d’une telle architecture que nous appelleronsméta-
ordinateur. La programmation de telles architectures est encore plus difficile que celle des machines paral-
lèles classiques, puisque l’on a souvent à faire à un ensemble hétérogène d’architectures parallèles, aussi
bien au niveau des processeurs que des réseaux.

Un méta-ordinateur unifie donc l’utilisation de plusieurs machines parallèles, grappes de PC ou de ma-
chines massivement parallèles,via un réseau, pour résoudre un problème nécessitant une grandequantité
de calculs. La présence de différentes architectures rend difficile leur modélisation.

Une solution peut consister à programmer une grappe de machines parallèles comme si c’était une seule
machine parallèle. Toutefois, ceci est peu convaincant, notamment en suivant le modèle BSP puisque d’une
part, en cas d’hétérogénéité, les algorithmes BSP usuellement équilibrés iront, pour le calcul local, à la
vitesse des processeurs les plus lents, et d’autre part, en général, le réseau reliant les différentes machines
parallèles est beaucoup moins efficace que les réseaux internes, rendant la réalisation d’une barrières de
synchronisation coûteuse (et parfois inutilisable en pratique).

Une autre solution est de ne pas ignorer la structure hiérarchique des méta-ordinateurs et d’utiliser un
langage de programmation à deux niveaux l’un pour programmer chaque noeud parallèle et l’autre pour
assurer la coordination des noeuds parallèles. BSML auraitpu être utilisé à chaque niveau, toutefois dans
ce contexte il est préférable que le niveau de coordination n’impose pas de barrières de synchronisation.

C’est pourquoi, plutôt que de passer directement à la conception d’un modèle et d’un langage à deux ni-
veaux pour l’utilisation de grappes de machines parallèles, nous avons considéré la conception d’un langage
proche de BSML mais sans les barrières de synchronisation.

1.3 Plan du mémoire

Ce tapuscrit est organisé en 3 parties correspondant chacune aux contributions de l’auteur dans chacune des
phases du projet CARAML :

1. Une étude sémantique d’un langage fonctionnel pour la programmation BSP et la certification des
programmes écrits dans ce langage ;

2. Une présentation d’une primitive de composition parallèle (et qui permet aussi la programmation
d’algorithmes «diviser-pour-régner» parallèles), un exemple d’application et une extension pour les
entrées/sorties parallèles en BSML ;

5Les articles [238, 268] présentent d’autres sujets, moins connus, d’applications relatives à cette catégorie d’algorithmes.
6page web àlhc-new-homepage.web.cern.ch
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3. L’adaption du langage pour le méta-calcul.

Ces trois parties sont précédées d’un second chapitre introductif qui présente le langage fonctionnel
parallèle initial et son modèle de parallélisme intrinsèque. Elles sont suivies d’un chapitre présentant des
travaux connexes et d’un chapitre de conclusions et de perspectives.

1.3.1 Sémantiques et certification

Le chapitre 3 expose des sémantiques formelles du langage BSML. Celles-ci sont avec substitutions ex-
plicites afin de mieux faire apparaître les étapes du calcul et les coûts. Le chapitre 4 définit une machine
abstraite pour notre langage. Cette machine est alors prouvée correcte vis-à-vis de la sémantique. Le cha-
pitre 5 définit la conception d’une bibliothèque standard defonctions utilisant les primitives de notre langage
et le chapitre 6 est dédié à la preuve de correction de ces fonctions dans un assistant de preuves.

1.3.2 Extensions et bibliothèque de structures de données

Le chapitre 7 aborde le problème de la multi-programmation de machines parallèles (c’est-à-dire la possi-
bilité d’avoir plusieurs programmes parallèles en cours d’exécution sur une même machine parallèle) sous
l’angle de nouvelles opérations de composition parallèle pour BSML. Une nouvelle sémantique de BSML,
avec une nouvelle primitive, est présentée, ainsi qu’une nouvelle implantation réalisée en suivant les spé-
cifications fournies par la sémantique. Le chapitre 8 est dédié à l’implantation de structures de données
parallèles. Ces implantations utilisent massivement cette nouvelle primitive de composition parallèle afin
de calculer et de rebalancer les données entre les processeurs. Des expériences sont effectuées sur une ap-
plication scientifique pour mesurer expérimentalement lesperformances des implantations. Le chapitres 9
présente une extension non fonctionnelle pure de BSML. Celle-ci ajoute des entrées/sorties parallèles afin
de pouvoir programmer des algorithmes manipulant une grande quantité de données (quantité supérieure au
total des mémoires internes de la machine parallèle). Ceci implique une modification du modèle BSP. Une
sémantique formelle est étudiée.

1.3.3 Opérations globalisées

Le chapitre 10 décrit l’étude de modifications à apporter à BSML afin d’y supprimer les barrières de syn-
chronisation tout en gardant une structuration (modèle) des programmes parallèles. Cela donne lieu à la
conception d’un nouveau langage appelé MSPML. Une nouvellesémantique y est donnée ainsi qu’une im-
plantation. Le chapitre 11 traite de la globalisation de notre approche pour les grilles de calcul, vues ici dans
le cadre plus restreint du méta-calcul dit départemental, en ce sens que nous considérons que les machines
parallèles font partie d’une même organisation et que le réseau les reliant, même si ses performances sont
faibles, est fiable (le trafic y est à peu près constant). MSPMLest alors mixé avec BSML afin d’obtenir un
langage, appelé DMML, dédié au méta-calcul. Ce chapitre présente ce dernier langage ainsi qu’un nouveau
modèle de coût, une sémantique et une implantation.
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BSP (Bulk-Synchronous Parallelism) est un modèle de programmation introduit dans [263] et qui
offre à la fois un haut degré d’abstraction tout en étant portable et permettant la prévision réaliste
des performances sur une grande variété d’architectures. Un algorithme BSP est enmode direct

quand la structure des processus physiques est explicite, c’est-à-dire lorsque la fonction qui associe les
données et les calculs aux processeurs est explicite. Il estalors plus difficile d’exprimer cet algorithme mais
l’efficacité en est meilleure dans de nombreux cas [117].

Dans les langages fonctionnels comme NESL [38, 63] le parallélisme imbriqué est autorisé et la structure
des processus physiques est implicite, au prix de l’efficacité ou de la prévisibilité réaliste des performances.

Dans un souci de généralité et en tirant la conclusion, inspirée par BSλ (unλ-calcul étendu pour la pro-
grammation BSP), que le parallélisme imbriqué se combine mal avec les processus explicites, les auteurs
de BSλ [196] ont choisi d’exclure le parallélisme imbriqué et de favoriser le mode direct dans la concep-
tion d’un langage fonctionnel basé sur BSλ : BSML. Ce chapitre donne un aperçu d’un tel langage de
programmation et des exemples de programmes fonctionnels BSP en mode direct.

2.1 Bulk-Synchronous Parallelism

Le modèle de programmation parallèle BSP (Bulk Synchronous Parallelism) [34, 201, 202, 203, 204, 263]
décrit une architecture parallèle (abstraite), un modèle d’exécution et un modèle de coût. L’objectif d’un tel
modèle est de fournir un niveau d’abstraction facilitant, d’une part la portabilité des programmes sur une
grande variété d’architectures parallèles, et d’autre part de permettre la prévision des performances d’un
même programme sur différentes machines parallèles réelles. Ainsi, le modèle BSP fournit une machine
abstraite dont les opérations sont de plus haut niveau que celles de la majorité des modèles de programma-
tion parallèle [35, 162, 242] mais autorise aussi de prévoirles temps d’exécution de manière réaliste.

2.1.1 Architecture parallèle BSP

Un ordinateur parallèle BSP possède trois ensembles de composants :

1. Un ensemble homogène de paires processeur-mémoire (généralement des processeurs séquentiels
avec des blocs locaux de mémoire),

2. Un réseau de communication permettant l’échange de messages entre ses paires,

3. Une unité de synchronisation globale qui exécute des demandes collectives de barrières de synchro-
nisation.

9
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Figure 2.1 — Une super-étape BSP

L’objectif des barrières de synchronisation est de garantir la cohérence des données communiquées entre
les processeurs et cela sans que l’ordre des séquences de communication n’affecte le traitement des diffé-
rents processeurs.

De nombreuses architectures réelles peuvent être vues comme des ordinateurs parallèles BSP. Les ma-
chines à mémoire partagée peuvent, par exemple, être utilisées de telle sorte que chaque processeur n’accède
qu’à une partie (qui sera alors «privée») de la mémoire partagée et les communications peuvent être faites
en utilisant des zones de la mémoire partagée réservées à cetusage. De plus, l’unité de synchronisation est
rarement physique mais plutôt logicielle (l’article [148]présente plusieurs algorithmes à cet effet).

Les performances d’un ordinateur BSP sont caractérisées par trois paramètres exprimés en multiples de
la vitesse des processeurs (sinon, la vitesse des processeurss, est donnée en tant que quatrième paramètre) :

1. Le nombre de paires processeur-mémoirep ;

2. Le tempsl nécessaire à la réalisation d’une barrière de synchronisation ;

3. Le tempsg pour un échange collectif de messages entre les différentespaires processeur-mémoire,
appelé1-relation et dans laquelle chaque processeur envoie et/ou reçoit au plus un mot ; le réseau
peut réaliser un échange, appeléh-relation (chaque processeur envoie et/ou reçoit au plush mots)
en un tempsh × g. Ainsi, uneh-relation est une communication globale où chaque processeur peut
envoyer ou recevoir au plush mots.

En pratique, ces paramètres peuvent être facilement obtenus en utilisant des tests [147]. En général, les
paramètresl etg dépendent du nombre de processeursp et de la topologie du réseau. Par exemple, dans une
machine parallèle dite «en hypercube», la valeur del est de l’ordre deO(log p) alors qu’elle est de l’ordre
deO(p) dans un réseau linéaire.

2.1.2 Modèle d’exécution

L’exécution d’un programme BSP est une séquence desuper-étapes. Chaque super-étape est divisée en trois
phases successives et logiquement disjointes (voir à la figure 2.1) :

1. Chaque processeur utilise les données qu’il détient localement pour faire des calculs de façon séquen-
tielle et pour demander des transferts depuis ou vers d’autres processeurs ;

2. Le réseau réalise les échanges de données demandés à la phase précédente ;

3. Une barrière de synchronisation globale termine la super-étape. À l’issue de cette barrière de synchro-
nisation globale, les données échangées sont effectivement disponibles pour la nouvelle super-étape
qui commence alors.
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2.1.3 Modèle de coût

Le temps nécessaire à l’exécution d’une super-étapes est la somme :

• Du maximum des temps de calculs locaux ;
• Du temps de la réalisation des échanges entre les processeurs ;
• Du temps de la réalisation d’une barrière de synchronisation globale.

On l’exprime par la formule suivante :

Time(s) = max
0≤i<p

w
(s)
i + max

0≤i<p
h

(s)
i × g + l

oùw
(s)
i est le temps de calcul local sur le processeuri pendant la super-étapes et h(s)

i = max{h
(s)
i+ , h

(s)
i−}

oùh
(s)
i+ (resp.h(s)

i− ) est le nombre de mots envoyés (resp. reçus) par le processeur i durant la super-étapes.
Le temps d’exécution

∑

s Time(s) d’un programme BSP composé deS super-étapes est donc la somme
de trois termes :

W + H × g + S × l où







W =
∑

s max
0≤i<p

(ws
i )

H =
∑

s max
0≤i<p

(hs
i ).

En généralW, H etS sont fonctions dep et de la taille des donnéesn, ou de paramètres plus complexes
tels que le déséquilibre des données (data skew). Afin de minimiser le temps d’exécution, un algorithme BSP
doit minimiser à la fois le nombre de super-étapes, le volumetotalH et le déséquilibre des communications,
le volume totalW et le déséquilibre des calculs locaux.

Comme il est remarqué dans [90] : «A comparison of the proceedings of the eminent conference in the
field, the ACM Symposium on Parallel Algorithms and Architectures between the late eighties and the time
from the mid-nineties to today reveals a startling change inresearch focus. Today, the majority of research
in parallel algorithms is within the coarse-grained, BSP style, domain».

Le modèle BSP a été utilisé avec succès pour une large variétéde problèmes : le calcul scientifique
[34, 35, 150], les algorithmes génétiques [51] et la programmation génétique [102], les réseaux de neu-
rones [233], les bases de données parallèles [18, 19], les solveurs de contraintes [124],etc.

2.2 Processus explicites + BSP = mode direct 6= SPMD

Chez les chercheurs intéressés par la programmation parallèle déclarative, il y a un intérêt croissant pour
les modèles de coûts d’exécution prenant en compte des paramètres globaux du matériel comme le nombre
de processeurs ou la bande passante. De ce point de vue, le principal avantage d’un langage àprocessus
explicitesest qu’il existe une correspondance explicite entre les processeurs et les données qui n’a pas à être
retrouvée en inversant la sémantique des directives de placement (comme c’est le cas par exemple dans le
langage HPF [168]).

Dans le langage BSML, une valeur parallèle est construite à partir d’une fonction OCaml des numéros
de processeurs vers des données locales. Une restriction cruciale sur les constructions du langage est que
les valeurs parallèles ne peuvent être imbriquées. Une telle imbrication impliquerait soit des créations dy-
namiques de processus, soit des coûts dynamiques non-constants pour le placement des valeurs parallèles
sur le réseau de processeurs, les deux contredisant l’objectif de programmation BSP en mode direct (nous
nous référons au chapitre 3 pour de plus amples informations).

Le style de programmation SPMD (Single Program Multiple Data), par la combinaison d’un langage
séquentiel et d’une bibliothèque de communication par passage de messages comme MPI [245] (Message
Passing Interface), a des avantages grâce à ses processus et messages explicites. Le programmeur peut
écrire dans ce style des algorithmes BSP et maîtriser les paramètres qui définissent le temps d’exécution
dans le modèle de coûts. Toutefois, les programmes ainsi écrits sont loin d’être aisés à comprendre (et à
«débogger» en cas de problèmes) car ils sont possiblement non-déterministes (et peuvent même contenir
des inter-blocages). De plus la variablepid (identifiant de processeur, c’est-à-dire le numéro de processeur)
est liée àl’extérieur du programme source.

Considérons par exemplep processeurs et un programme SPMDP utilisant la variablepid. La «séman-
tique» deP est alors :

[[P ]]SPMD = [[E@0]] || . . . || [[E@(p− 1)]]
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où P@i = P [pid ← i] et || fait référence à la sémantique concurrente définie par la bibliothèque de
communications. Ce schéma a deux inconvénients majeurs :

1. Il utilise une sémantique concurrente pour exprimer des algorithmes parallèles qui servent par défini-
tion à concevoir des fonctions [156] et non des relations générales,

2. La variablepid est utilisée sans un «lieur» explicite. Il n’y a donc pas de construction syntaxique
permettant de sortir du contexte d’un processeur particulier dans le but d’orienter le contrôle global
du programme.

Les parties globales d’un programme SPMD sont celles qui ne dépendent d’aucune conditionnelle utilisant
la variablepid. On donne à cette propriété dynamique le rôle de définir l’aspect le plus élémentaire d’un
algorithme parallèle, c’est-à-dire la distinction entre ses parties locales et ses parties globales. Ce manque
de contrôle est à l’origine des problèmes de non-déterminisme et d’inter-blocage, comme dans l’exemple
ci-dessous :

if pid=0 then reception_message_du_proc_1 else calculs_asynchrones;échange_total

Doit-on lire que le processeur 0 se bloque à la réception d’unmessage envoyé explicitement par le pro-
cesseur 1 ? Dans ce cas, nous sommes en présence d’un blocage du processeur 0 qui ne recevra jamais de
message du processeur 1. Ou le message provenant de l’échange total effectué par le processeur 1 suffira-
t-il à débloquer le processeur 0 ? En ayant mixé le calcul local et le contrôle global, la sémantique des
programmes SPMD est dépendante de celle de la bibliothèque de communications entraînant des résultats
non-déterministes car dépendant de l’ordre d’envoi et réception des messages1.

Le langage BSML propose d’éliminer ces deux problèmes en utilisant un ensemble minimal d’opérations
algorithmiques ayant une interprétation BSP. La structurede contrôle parallèle est analogue au PAR de
Occam [163] mais sans possibilité d’imbrication. La variable pid est remplacée par un argument d’une
fonction dans un constructeur parallèle. La propriété d’être une expression locale est donc visible dans
la syntaxe ; la variable correspondant àpid n’est liée qu’à l’intérieur des blocs parallèles et les parties
globales du programme sont précisément celles qui sont horsdes blocs parallèles.

2.3 Bulk-Synchronous Parallel ML

BSML n’est donc pas un langage de programmation SPMD. Les programmes BSML sont des programmes
OCaml (et donc séquentiels) manipulant une structure de données parallèle. Les principaux avantages sont
une sémantique (confère chapitre 3) simplifiée par rapport àcelle des langages de programmation SPMD
et une compréhension plus aisée des codes sources : les résultats des exécutions parallèles du code sont
identiques à ceux d’une exécution séquentielle.

Il n’y a pas, pour l’instant, d’implantation complète du langage Bulk-Synchronous Parallel ML, mais une
implantation partielle en tant que bibliothèque pour Objective Caml (OCaml), appelée BSMLlib2.

Cette bibliothèque est basée sur les primitives données à lafigure 2.2. En premier lieu, cette bibliothèque
donne accès aux paramètres BSP de l’architecture sur laquelle sont évalués les programmes BSML. La va-
leur debsp_p () estp, le nombre statique de processeurs de la machine parallèle.Cette valeur est constante
durant l’exécution (ce n’est plus vrai en présence d’une opération de composition parallèle [188] qui sera
simulée dans le chapitre 7).bsp_g () estg, le temps pour effectuer collectivement une 1-relation.bsp_l ()
estl, le temps nécessaire pour une barrière de synchronisation.

Les valeurs parallèles de largeurp contenant en chaque processeur une valeur de typeα , appelées vec-
teurs parallèles, sont représentées par le type abstraitα par . L’imbrication de vecteurs parallèles est inter-
dite. Jusqu’à présent, le programmeur était responsable del’absence d’imbrication. Le système de types pré-
senté dans [R3] remédie à ce défaut. Ceci constitue une amélioration par rapport à Caml-Flight [108, 134]
dans lequel l’imbrication de la structure parallèle globale de contrôlesync était interditedynamiquement.

1Notons que l’emploi des fonctions collectives de MPI à de nombreux avantages par rapport à l’utilisation des fonctions de com-
munication point-à-point dont celui de donner une vue plus globale de l’algorithme parallèle et est donc préférable [123]. Il existe
d’ailleurs des approches visant à remplacer automatiquement des appels de fonctions de communication point-à-point par des appels
à des fonctions collectives [199]. De plus, seules les fonctions collectives peuvent être implantées de façon plus sûrepermettant la
vérification des arguments à l’exécution [259].

2page web àhttp://bsmllib.free.fr/
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bsp_p : unit→int bsp_l : unit→float bsp_g : unit→float
mkpar : (int→α )→α par
apply : (α→β )par→α par→β par
put : (int→α option)par→(int→α option)par
proj : α option par→int→α option
avectype α option = None | Some of α

Figure 2.2 — Les primitives de la BSMLlib

Les vecteurs parallèles sont créés par la primitivemkpar tel que (mkpar f) s’évalue en un vecteur
parallèle qui possède au processeuri la valeur de(f i), pour touti compris entre0 et (p− 1) :

mkpar f = (f 0) (f 1) · · · (f i) · · · (f (p−1))

Nous écrivons souventfun pid→e pourf afin de montrer que l’expressione peut être différente en chaque
processeur. Cette expression est ditelocale. L’expression(mkpar f) est un objet parallèle et est diteglo-
bale. Une expression OCaml usuelle qui n’est pas dans un vecteur parallèle est diterépliquée, c’est-à-dire
identique (ou plutôt dupliquée) sur chaque processeur.

Un algorithme BSP est exprimé comme une combinaison de calculs locaux asynchrones (première phase
d’une super-étape), de communications globales (seconde phase d’une super-étape) et d’une synchroni-
sation (troisième phase d’une super-étape). Les calculs asynchrones sont programmés avec les primitives
mkpar etapply tels que(apply (mkpar f) (mkpar e) calcule((f i) (e i)) au processeuri :

apply f0 f1 · · · fi · · · fp−1 v0 v1 · · · vi · · · vp−1

= (f0 v0) (f1 v1) · · · (fi vi) · · · (fp−1 vp−1)

Ni l’implantation de BSMLlib, ni sa sémantique [187] (voir aussi au chapitre 3) ne préconisent de syn-
chronisation entre deux appels successifs à l’une ou l’autre de ces deux primitives. Prenons par exemple
l’expression suivante :

let vf=mkpar (fun pid x→x+pid) and vv=mkpar (fun pid→2∗pid+1) in apply vf vv

Les deux vecteurs parallèles sont alors respectivement équivalents à :

fun x→x + 0 fun x→x + 1 · · · fun x→x + i · · · fun x→x + (p− 1)

et
1 3 · · · 2× i + 1 · · · 2× (p− 1) + 1

L’expressionapply vf vv est alors évaluée en :

1 + 0 3 + 1 · · · 2× i + 1 + i · · · 2× (p− 1) + 1 + (p− 1)

c’est-à-dire :
1 4 · · · 3× i + 1 · · · 3× (p− 1) + 1

Un programmeur habitué à la BSPlib [147] (pour la programmation BSP en C) remarquera que nous
ignorons la distinction entre la phase de demande de communication et sa réalisation à la barrière de syn-
chronisation. Les phases de communication et de synchronisation sont exprimées à l’aide des primitives
put etproj .

Considérons l’expression suivante :put (mkpar (fun i→fsi)). Pour envoyer une valeurv d’un processeur
j vers un processeuri, la fonctionfsj du processeurj doit être telle que(fsj i) s’évalue enSome v. Pour
ne pas envoyer de message dej à i, fsj doit s’évaluer enNone.

L’expression s’évalue en un vecteur parallèle contenant enchaque processeur une fonctionfdi des mes-
sages transmis. Au processeuri, (fdi j) s’évalue enNone si le processeurj n’a pas envoyé de message ài
ou s’évalue enSome v si le processeurj a envoyé la valeurv au processeuri.

La bibliothèque contient également une primitive de projection globale synchrone appeléeproj . L’ex-
pression(proj vec) calcule une fonctionf telle que(f n) retourne lanième valeur du processeurvec. Si cette
valeur est la valeur videNone alors le processeurn n’a rien transmis aux autres processeurs. Autrement,
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celle-ci estSome v et v est diffusée aux autres processeurs. C’est donc une primitive de multi-diffusion
permettant de «sortir» des valeurs d’un vecteur parallèle,c’est-à-dire de les passer du contexte local à celui
global. Ainsi, sans cette primitive, le contrôle global ne pourrait pas tenir compte des données calculées
localement. Cette projection est nécessaire pour exprimerdes algorithmes ayant la forme suivante :

RepeatIteration ParallèleUntil Max des erreurs locales< ǫ.

Notons que les premières versions de BSMLlib, étant basées directement sur le BSλ-calcul, n’avaient
comme projection qu’une conditionnelle globale :ifat: (bool par )∗int∗α ∗α→α telle queifat (v,i,v1,v2)
s’évaluait env1 ouv2 selon que la valeur dev au processeuri étaittrue ou false . OCaml étant un langage
strict avec appel par valeur, cette conditionnelle ne pouvait être définie comme une fonction. C’est la raison
pour laquelle les anciennes BSMLlib contenaient une primitive at:bool par→int→bool qui ne devait être
utilisée que dans la construction suivante :if (at vec pid) then ... else ..., où(vec:bool par ) et (pid:int) et
dont la sémantique était celle deifat.

Avec la primitive de projection, nous pouvons facilement simuler cette primitive de la manière suivante :

(∗ at: int→α par→α ∗)
let at n v =
if (0<=n) && (n<(bsp_p ())) then

noSome ((proj (apply (mkpar (fun pid v→ if pid=n then Some v else None)) v)) n)
else raise At_Failure

La primitiveproj permet aussi d’exprimer le filtrage des vecteurs parallèlesde [C6] qui nécessitait l’em-
ploi (dans l’implantation) d’une projection non-sûre et d’un échange total des données. Maintenant, cet
échange total peut être directement écrit avecproj et ensuite, le filtrage classique de OCaml peut être
utilisé : nul besoin d’une primitive non-sûre pour le filtrage des vecteurs.

Les primitives décrites dans la section précédente constituent le noyau de la bibliothèque BSMLlib. Le
chapitre 3 décrit des sémantiques de ce langage. Ces primitives sont suffisantes pour exprimer tous les
algorithmes BSP. Malgré leur caractère universel, il est souhaitable d’avoir un ensemble de fonctions dites
utilitaires pour simplifier la programmation de ces algorithmes et rendre le code plus lisible. Le chapitre 5
décrit un tel ensemble et le chapitre 6 leurs certification dans un assistant de preuves.
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DANS ce chapitre, nous allons présenter des sémantiques dynamiques d’un noyau de notre langage,
afin d’en faire apparaître des propriétés. Les définitions présentées ici seront largement utilisées

par la suite dans les différentes sémantiques des extensions de BSML ou de nos nouveaux langages.
Nous supposons que le lecteur est familier avec les notions de sémantique des langages fonctionnels. Si ce
n’est pas le cas, il en trouvera une présentation dans [274].

3.1 Introduction au λ-calcul

Le λ-calcul a été développé en 1930 par A. Church pour fonder un formalisme de représentation des fonc-
tions. Il espérait également pouvoir lui adjoindre un formalisme pour un fondement logique des mathé-
matiques. Ce calcul s’est montré suffisant pour y exprimer toutes les fonctions calculables (les fonctions
récursives) mais Kleene et Rosser ont démontré en 1935 l’inconsistance logique duλ-calcul.

3.1.1 Définition du λ-calcul

Initialement, nous nous donnons un ensemble infini dénombrable X dont les éléments sont appelés les
variables. Les variables sont des termes duλ-calcul. Sit1 et t2 sont deux termes duλ-calcul alors(t1 t2)
est un terme duλ-calcul qui représente l’application det1 à t2. Enfin six ∈ X et t est un terme duλ-calcul
alorsλx.t est un terme duλ-calcul représentant la fonction qui àx associet.

Définition 1 (λ-calcul).
La syntaxe des termes duλ-calcul est le plus petit ensemble défini par la grammaire suivante :

t ::= x | λx.t | (t t) avecx ∈ X

17
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Exprimer formellement la notion de substitution d’un paramètre d’une fonction par son argument effectif
n’est pas une chose aisée. La difficulté provient de la notionde variables : libres, liées ou muettes. Intuitive-
ment, nous voulons que les expressionsλx.(x x) etλy.(y y) soient considérées comme égales. Elles le sont
à renommage près des variables : ces expressions sontα-convertibles. Cette égalité pose alors le problème
que les termesλy.(x y) etλz.(x z), oùx est une variable libre, sontα-convertibles, tandis que ces mêmes
termes, où nous avons substituéx par la variablez, ne le sont plus : nous obtenonsλy.(z y) et λz.(z z)
où les variablesy et z sont toujours liées. Dans le deuxième cas, la variable muette z a été capturée par la
fonction. Réciproquement, si nous substituonsx par t dansλx.x et λy.x, nous obtenons des termes non
équivalents :λx.x etλy.t.

La substitution doit donc prendre en compte le problème de lacapture des variables libres (non liées)
et donc ne substituer que les variables qui ne sont pas liées par unλ dans le terme où nous effectuons la
substitution. Nous définissons formellement l’ensemble des variables libre d’un terme duλ-calcul par :

Définition 2 (Variables libres).
L’ensemble des variables libresFV(t) d’un λ-termet est récursivement défini par

FV(x) = x
FV(λx.t) = FV(t) \ {x}
FV((t1 t2)) = FV(t1) ∪ FV(t2)

Nous pouvons alors formellement définir la substitution :

Définition 3 (Opération de substitution).
L’opération de substitution d’une variablex par unλ-termet dans un termet′, notéet′[x ← t] est récur-
sivement définie par :

y[x← t] =

{
t si y = x
y si y 6= x

(λx.t′′)[x← t] = (λx.t′′)

(λy.t′′)[x← t] = (λz.t′′[y ← z][x← t]) si x 6= y etz 6∈ FV(t) ∪ (λy.t′′)

(t1 t2)[x← t] = (t1[x← t] t2[x← t])

Pour une variable, la substitution consiste simplement à remplacer littéralement la variable par le terme à
substituer. Pour une fonction, deux cas se présentent : si lavariable est liée par l’abstraction, la substitution
n’est pas effectuée pour éviter les problèmes de capture desvariables liées, sinon nous commençons par
remplacer danst′′ la variable liée par une nouvelle variable (dite fraîche)z qui n’apparaît ni danst ni dans
t′′, puis nous remplaçonsx part. Nous évitons ainsi les problèmes de capture d’une variablelibre. Pour une
application, la substitution s’effectue récursivement dans les sous-termes.

La notion de réduction dans leλ-calcul est réduite à sa plus simple expression : calculer lavaleur d’une
fonction appliquée à un argument revient à substituer la variable qu’elle lie par son argument dans son corps.
Cette réduction, notée→, est couramment appeléeβ-réduction. Nous notons

∗
→ la fermeture réflexive et

transitive de→. Nous pouvons appliquer cette règle dans tous les sous-termes du terme que nous cherchons
à réduire.

Définition 4 (Réduction forte).
La réduction forte duλ-calcul est définie par :

(λx.t1 t2)→ t1[x← t2]

t→ t′

Γ(t)→ Γ(t′)
avecΓ ::= [] | λ.x.Γ | (t Γ) | (Γ t) ∀x ∈ X

où [] est un trou qui peut être «rempli» par n’importe quel terme. Ceci nous permet de différencier la règle
de tête et la règle de contexteΓ. Avec ces contextes, nous pouvons réduire en profondeur dans les termes et
ainsi réduire leurs sous-termes.

Il suffit de modifier la grammaire des contextesΓ pour définir une nouvelle forme de réduction. Par
exemple, nous pouvons définir la réduction faible duλ-calcul avec les contextes suivants :

Γ ::= [] | (t Γ) | (Γ t)
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Dans ce cas, la règle de contexte ne permet pas de réduire (effectuer un calcul) sous une abstraction : elle
est considérée comme complètement évaluée. C’est donc une valeur.

3.1.2 Propriétés

Les définitions et les propriétés que nous rappelons ici ne sont pas spécifiques auλ-calcul. Nous les donnons
dans un cadre général et indiquerons si leλ-calcul les vérifie. Dans cette section, un calcul sera la donnée
d’un ensemble de termesT et d’une notion de réductionR (une relation binaire sur les termes).

Définition 5 (Formes normales (valeurs)).
Un terme est en forme normale pour une relationR s’il n’a pas de réduit pourR. Nous noteronsNFR

l’ensemble des termes en forme normale pourR (les valeurs) :

NFR ≡
def
{t ∈ T | ∀t′. ¬(tR t′)}

Définition 6 (Confluence).
Nous disons qu’une relationR est confluente si elle vérifie la propriété suivante :

∀x, y, z tel quexR∗y et xR∗z ⇒ ∃u yR∗u et zR∗u

schématiquement :

x
∗∗

y

∗

z

∗

y

Théorème 1 (Confluence duλ-calcul)

Leλ-calcul est confluent pourR =→

Preuve . voir [21]

Définition 7 (Confluence forte).
Une relation est fortement confluente si elle vérifie la propriété suivante :

∀x, y, z tel quexRy et xRz ⇒ ∃u yRu et zRu

schématiquement :

x

y z

u

Lemme 1

Toute relation fortement confluente est confluente.

Preuve . Une preuve intuitive et graphique est donnée dans [223].
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λx.((λy.(y x)) x) ≡ λ.((λ.(1 2)) 1)

?�6
+1

?�
6

+1

6
�
?

+1�
?

+1

Figure 3.1 — Codage d’unλ-terme avec les indices de De Bruijn

3.1.3 Substitutions explicites

Le λ-calcul ne définit qu’une seule forme de transformation, laβ-réduction. Celle-ci remplace l’application
d’une fonction sur un argument par la valeur en résultant. Cette transformation est basée sur la substitution
de l’argument aux variables le référençant. Elle n’est d’ailleurs pas définie dans leλ-calcul mais plutôt
représentée comme uneméta-opérationdu langage dont la complexité n’est pas constante : la complexité
dépend du terme auquel la substitution est appliquée. En conséquence, sa transposition dans le code objet
d’un programme (code machine) ne se résume pas à une simple séquence d’instructions à effectuer, mais à
tout un mécanisme (difficile à prouver) que le code objet doitimplanter.

Pour cette raison, et bien qu’il décrive le code source des programmes fonctionnels, leλ-calcul n’est
pas adapté parce que trop imprécis. Lesλ-calculs avec substitutions explicites vont fournir une réponse
formelle à ce problème. Dans ces calculs, la substitution n’est plus une méta-opération mais une réduction
(voire plusieurs en pratique) au même titre que laβ-réduction. Ceci a pour conséquence que la substitu-
tion devient une opérationatomique. Outre une atomicité des opérations, lesλ-calculs avec substitutions
explicites amènent à se poser des questions sur la nature descomposantes du calcul. En particulier, ils nous
obligent à préciser ce qu’est une variable (son instanciation), une substitution et une réduction (parallèle ou
non).

Les noms de variables posent problème dès qu’il s’agit d’implanter leλ-calcul : à chaqueβ-réduction, le
système doit gérer le renommage des variables. Alors que pour un être humain, le renommage des variables
n’est qu’un détail (uneα-conversion), une machine passerait une trop grande partiede son temps de calcul
à changer ces noms. C’est pourquoi, durant le développementde l’assistant de preuves AUTOMATH, De
Bruijn [88] a été amené à décrire unλ-calcul où les variables sont remplacées par des entiers et où le
renommage est une incrémentation (ou une décrémentation) de ces entiers.

Le principe desindicesde De Bruijn est de remplacer une variable par le nombre deλ qui la sépare du
λ qui la lie. Il n’est alors plus besoin d’étiqueter leλ par une variable, puisque cette information est déjà
contenue dans chaque variable. Par exemple leλ-termeλx.((λy.(y x)) x) devientλ.((λ.(1 2)) 1) (voir à
la figure 3.1). Notons que les entiers (en tant que variables)sont notés avec une barre afin de ne pas être
confondus avec des entiers d’un langage de programmation. De Bruijn présente alors unλ-calcul appelé
λDB-calcul, confluent et isomorphe auλ-calcul [200]. Malgré tout, la substitution y reste une opération
extérieure (et insécable) au calcul, et cela quelle que soitla complexité des termes manipulés.

Pour remédier à ce défaut, de nombreux auteurs ont proposé desλ-calculs où les substitutions font partie
intégrante des termes. Ces calculs fournissent une atomicité des opérations de substitution à base d’envi-
ronnements qui sont adjoints aux indices de De Bruijn. Les présenter tous serait fastidieux1, et nous allons
simplement définir leλσw-calcul [216] muni d’une stratégie faible d’appel par valeur.

Définition 8 (λσw-calcul).
Leλσw-calcul est défini par la grammaire suivante :

e ::= n | λ.e | (e e) | e[s]
s ::= • | v ◦ s
v ::= λ.e[s]

Les valeursλ.e[s] correspondent exactement à la fameuse notion defermeture(closuredans la littérature
anglo-saxonne) des langages fonctionnels, à savoir un programmee dans un environnement (substitution)
s. Cette substitution lie les variables dee avec leurs valeurs. Les règles de réduction duλσw-calcul sont les

1Le lecteur intéressé peut consulter [179, 223] pour des taxinomies desλ-calculs avec substitutions explicites.
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suivantes :
1[v ◦ s] → v

n + 1[v ◦ s] → n[s]
((λ.e)[s] v) → e[v ◦ s]

(e1 e2)[s] → (e1[s] e2[s])

La stratégie est munie des contextesΓ ::= [] | (v Γ) | (Γ e) et de la règle de contexte suivante :

e→ e′

Γ[e]→ Γ[e′]

On a alors le résultat suivant :
Théorème 2 (Déterminisme)

Sie est une expression sans variable libre ni substitutions et si e[•]
∗
→ v1 et e[•]

∗
→ v2 alorsv1 = v2.

Preuve . Chacune des règles est déterministe. Le contexte ne permet la réduction que d’une unique sous-expression.
La relation→ est donc fortement confluente et par le lemme 1, confluente.

Ce théorème peut se lire comme, «étant donné un termee sans variables libres ni substitutions alors son
évaluation dans un environnement (substitution) vide est déterministe, c’est-à-dire qu’elle conduit toujours
au même résultat».

3.1.4 Langages fonctionnels et sémantiques opérationnell es

Le λ-calcul présente l’avantage d’avoir une sémantique proprece qui représente un atout considérable
pour le développement (et la certification) de programmes. En plus de sa simplicité, il offre une grande
expressivité calculatoire (il est Turing-complet). Malgré tout, il est inefficace algorithmiquement parlant
et inutilisable pour le commun des programmeurs : écrire unefonction «utile» enλ-calcul est un travail
titanesque.

Les langages fonctionnels sont des extensions duλ-calcul permettant une programmation simple et ef-
ficace des fonctions. Ils sont donc des langages réalistes pour la programmation2. Ils conservent une sé-
mantique propre et l’introduction de structures de donnéespermet la facilité d’écriture des programmes. La
clarté de la sémantique des langages fonctionnels et leurs ressemblances avec les mathématiques ont fait
qu’ils se sont imposés comme langages de base pour l’enseignement, la recherche et, à moindre mesure,
l’industrie (bien que leur utilisation dans ce domaine s’accroît). Les intérêts de définir la sémantique d’un
langage de programmation sont :

1. De spécifier le sens des programmes écrits (ce qu’ils calculent) ;

2. De définir formellement le fonctionnement (le comment) deleurs calculs ;

3. De préciser quels sont les programmes qui sont syntaxiquement corrects mais sémantiquement ab-
surdes :1 + (λx.x) ;

4. De permettre des études formelles sur les programmes ; parexemple, une étude des coûts des pro-
grammes : quel programme sera alors le plus efficace ?

5. De permettre des optimisations (au niveau des algorithmes ou de la modularité du code).

Dans la littérature, nous trouvons trois méthodes pour spécifier la notion de programme absurde. La pre-
mière est la sémantique à grands pas (aussi appelée sémantique naturelle) où les programmes absurdes sont
ceux qui ne s’évaluent pas. Mais cette sémantique ne permet pas de différencier les programmes absurdes
des programmes qui bouclent (qui ne se terminent pas).

La deuxième consiste à rajouter un termeerr au langage et des règles de réduction pour tous les cas
absurdes (qui s’évaluent enerr). Nous avons alors troisscenariipossibles :

1. Le programme s’évalue verserr, c’est un programme absurde ;

2Dans le cadre de cette thèse, il serait trop long de présenterun langage fonctionnel dans son intégralité (par exemple OCaml). Nous
nous réferons à [62, 77] pour une description complète d’un langage fonctionnel comme OCaml : syntaxe, sémantique (in)formelle,
bibliothèques, exemples etc.
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2. Le programme s’évalue vers un terme qui n’est paserr, c’est un programme valide ;

3. Le programme s’évalue à l’infini : il boucle.

Toutefois, cette approche n’est pas satisfaisante, car elle oblige à rajouter beaucoup de règles au risque d’en
oublier. De plus, ces approches ne s’intéressent pas aux étapes de calcul, mais seulement au résultat final,
ce qui ne prête pas bien à la description des machines abstraites (voir au chapitre 4).

La dernière possibilité est d’utiliser une sémantique à «petits pas» (sémantique à réduction), qui décrit
toutes les étapes de calcul, et de définir une notion de valeur, c’est-à-dire un programme valide en forme
normale. Ceci permet aussi d’étudier l’exécution des programmes qui ne terminent pas (par exemple les
serveurs). Nous avons alors troisscenariipossibles pour l’exécution d’un termee :

1. e s’évalue vers une valeur en un nombre fini d’étapes :e→ e1 → · · · → en → v, c’est-à-diree
∗
→ v ;

2. e se réduit à l’infini :e→ e1 → · · · → en → · · · ;

3. e se réduit en une forme normale qui n’est pas une valeur :e → e1 → · · · → en /→. C’est un
programme absurde.

3.2 Sémantiques de BSML

Comme nous venons de le voir, les sémantiques opérationnelles apportent un formalisme aux calculs. Dans
cette section, nous allons décrire trois sémantiques pour un mini-langage BSML, qui auront chacune leurs
avantages et inconvénients.

3.2.1 Syntaxe d’un mini-langage parallèle applicatif

Raisonner sur une définition complète et exhaustive d’un langage fonctionnel et parallèle comme BSML
serait trop complexe. Pour notre propos et afin de simplifier la présentation, cette section introduit un mini-
langage applicatif qui peut être considéré comme un noyau deBSML. Ce mini-langage a la forme d’un
calcul mais n’en est pas un, à proprement parler, puisqu’unestratégie d’évaluation sera donnée. Nous ferons
donc un abus de langage en l’appelant calcul par opposition àBSML. Par la suite, nos termes seront notés
avec éventuellement des indices3.

Définition 9 (Langage source).
Les expressions initiales sont définies par la grammaire suivante :

ep ::= λx.ep abstraction (fonction)
| (ep ep) application
| (ep, ep) paire
| mkpar ep création d’un vecteur parallèle
| apply ep ep application parallèle
| put ep communication
| proj ep projection globale
| c constante
| op opération prédéfinie
| x variable
| µx.ep définition d’une fonction récursive
| if ep then ep else ep conditionnelle

Ces expressions sont celles données par le «programmeur». Ce sont donc les termes de notre mini-
langage de base. L’ensemble des constantes contient par exemple les entiers, les booléens etc. Nous utili-
sons aussi la constantenc (pour «no-communication»)qui correspondra auNone de OCaml. Les opérateurs
peuvent être les opérations arithmétiques, logiques etc. Cet ensemble contient aussi deux opérations d’iden-
tité un peu particulières :GloId etLocId. La première ne peut être exécutée que dans le contexte global
(en dehors d’un vecteur parallèle) eta contratrio la deuxième uniquement dans un contexte local (c’est-
à-dire dans un vecteur parallèle). Le chapitre 9 sur les entrées/sorties en BSML donnera des exemples

3Nous utiliserons aussi un parenthèsage dit prioritaire à gauche (comme en OCaml) afin d’améliorer la lisibilité de nos règles.
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plus concrets4 de ce genre d’opérations. Notons queλx.ep se traduit en OCaml parfun x→e etµf.e par
(let rec f = e in f).

Comme pour leλ-calcul (et pour les mêmes raisons), nous utilisons des substitutions explicites dans nos
sémantiques.

Définition 10 (Expressions des sémantiques).
Nos expressions ont donc la forme suivante :

e ::= (e)[s] expression munie d’une substitution
| λ.e abstraction
| (λ.e)[s] fermeture
| (e e) application
| (e, e) paire
| mkpar e création d’un vecteur parallèle
| apply e e application parallèle
| put e communication
| proj e projection globale
| c constante
| op′ opérateur
| n variables de substitution (indices)
| µ.e définition d’une fonction récursive
| if e then e else e conditionnelle
| 〈e, . . . , e〉 vecteur parallèle de taillep
| [e, . . . , e] tableau fonctionnel

oùop′ ::= op ∪ {delpar, init,access, send}.

Notons que nous avons ajouté les vecteurs parallèles de taille p fixe, ainsi que des tableaux (qui seront
purement fonctionnels, c’est-à-dire sans effets de bord).Nous aurons donc une sémantique par valeur dep.
L’ensemble des opérateurs est étendu avec des opérations internes au calcul : la suppression du constructeur
de vecteur parallèle〈〉, la création d’un tableau purement fonctionnel, l’accès à ces valeurs et l’échange de
valeurs entre les processeurs. Notons que nous différencions une abstraction (avec sa substitution)(λ.e)[s]
et une fermeture. Bien qu’au niveau sémantique, il n’y ait pas de différence, la création d’une fermeture a
néanmoins un coût. En les différenciant, nous allons pouvoir ajouter une règle de création de la fermeture
et lui donner un coût5.

Définition 11 (Substitutions et valeurs).
Les substitutions et les valeurs (sous-ensemble des expressions) sont classiquement définies par :

s ::= • substitution vide
| v ◦ s valeur suivie de la suite de la substitution

v ::= op | c | (λ.e)[s] | (v, v) | 〈v, . . . , v〉

La traduction des «expressions du programmeur» en nos expressions, c’est-à-dire le remplacement des
variables par des indices de De Brujin, se définit inductivement (figure 3.2) oùE est un environnement de
substitution des variables (un dictionnaire entre les variables et les indices) défini par :

E ::= • | {x 7→ n, E}

avec la fonction suivante de mise à jour de l’environnement :

Rx(•) = •
Rx({x 7→ n, E}) = Rx(E)
Rx({y 7→ n, E}) = {y 7→ n + 1,Rx(E)} si y 6= x

4Un exemple évident d’opération qui ne peut pas être exécutéeglobalement est une fonctionrand:int→int qui retourne un en-
tier «aléatoire». Si cette opération était exécutée globalement, nous n’aurions plus la même valeur dans le contexte global, ce qui
entraînerait des problèmes comme le montre le chapitre 9.

5Dans de futurs travaux, nous voudrions comparer formellement les coûts prédits par une analyse statique avec ceux d’uneséman-
tique opérationnelle et les temps d’exécutions réelles.
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TE(λx.ep) = λ.T{x 7→1,Rx(E)}(e
p)

TE(µx.ep) = µ.T{x 7→1,Rx(E)}(e
p)

TE((ep
1 ep

2)) = (TE(ep
1) TE(ep

2))
TE((ep

1, e
p
2)) = (TE(ep

1), TE(ep
2))

TE(mkpar ep) = mkpar TE (ep)

TE(apply ep
1 ep

2) = applyTE(ep
1) TE(ep

2)
TE(put ep) = put TE(ep)
TE(proj ep) = proj TE(ep)

TE(c) = c

TE(op) = op

TE(if ep
1 then ep

2 else ep
3) = if TE(e1) then TE(e2) else TE(e3)

TE(x) = n si E = {· · · , x 7→ n, · · · , •}

Figure 3.2 — Instanciation des variables en des indices de De Brujin

Cette mise à jour de l’environnement est effectuée lors de latraduction d’une expression de la formeλx.e
ou µx.e. En effet, ce sont les lieurs de notre calcul, et dans ce cas, la variablex sera maintenant l’indice
1 et toutes les autres variables verront leurs indices incrémentés. C’est ce que faitR quand elle modifie
l’environnement de substitution des variables.

Propriété 1

Soit l’expressionep telle quee = T•(ep), alorsep est sans variables libres (ainsi quee par conséquent).

Preuve . Par induction triviale sur la traduction de l’expressionep.

Notons que, considérant notre calcul comme le noyau de notrelangage BSML, le fait de ne pas avoir de
variables libres n’est pas un souci du point de vue de l’expressivité : elles seront de toutes façons systéma-
tiquement rejetées par un compilateur lors de l’analyse statique du terme (ou lors de sa compilation).

3.2.2 Sémantique naturelle

Nous pouvons maintenant définir la sémantique naturelle de notre calcul ; elle est exprimée à l’aide d’une
relation d’induction.

Nous définissons deux types de relations :⊲g pour la réduction globale de l’expression et⊲i pour la
réduction locale au processeuri. Comme un grand nombre de règles sont communes, nous avons utilisé
un ensemble de règles⊲ génériques aux deux réductions. Nous avons aussi les règles⊲⋊⋉ des primitives
parallèles. La figure 3.3 donne ces ensembles de règles. Les règles sont toutes de la formes, e ⊲ v, qui
peut se lire comme «dans l’environnements (défini comme une substitution), l’expressione s’évalue en la
valeurv».

Définition 12 (Sémantique naturelle).
La sémantique naturelle est définie par :⊲i = ⊲ et⊲g = ⊲ ∪⊲⋊⋉.

Remarquons que les primitives parallèles introduisent l’utilisation d’opérations internes au calcul comme
par exemplesend qui effectue les échanges entre les processeurs.

Les règles 3.7 définissent le fonctionnement des opérations. Ces dernières sont distinguées entre les
locales, les globales et les génériques. Par exemple, pour les génériques nous avons les opérations suivantes :

s, fst (v1, v2) ⊲ v1

s, snd (v1, v2) ⊲ v2

s, + (n1, n2) ⊲ n1 + n2

s, isnc nc ⊲ true

s, isnc v ⊲ false si v 6= nc

s, init (n, f) ⊲ [(f 0), . . . , (f n− 1)]
s,access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i) ⊲ vi

init permet de créer un tableau (purement fonctionnel) etaccess permet de lire les valeurs dans ce tableau.
Notons que ces tableaux seront purement fonctionnels car nous ne donnons pas un opérateur d’affectation
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d’une composante d’un tableau. Les autres règles sont évidentes. Nous avonss,LocId v ⊲i v en tant
qu’opération uniquement locale. Pour les globales, nous avons :

s,delpar 〈f, . . . , f〉 ⊲g f

s, send 〈[v0
0 , . . . , v0

p−1], . . . , [v
p−1
0 , . . . , vp−1

p−1 ]〉 ⊲g 〈[v0
0 , . . . , vp−1

0 ], . . . , [v0
p−1, . . . , v

p−1
p−1 ]〉

s,GloId v ⊲g v si V•(v) = true

où la fonctionV est inductivement définie à la figure 3.4. Celle-ci indiquefalse dès qu’un vecteur parallèle
(ou une primitive parallèle) est rencontré. Cette fonctionpermet de vérifier qu’une valeur ne contient pas
de vecteurs parallèles (ou qu’elle puisse en contenir). Dans ce cas, cela permet de savoir si la valeur est
répliquée (valeur OCaml mais dupliquée sur les processeurs) ou non. Notons que l’environnement permet
de tester les valeurs des indices (variables) : les fermetures changent donc cet environnement.

send permet d’échanger les valeurs contenues dans les tableaux d’un vecteur parallèle. Comme nous
allons le constater dans les prochaines sections, c’est l’opérateur de communication et de synchronisation
qui n’est exécuté que par les primitives de communications.L’opérateurdelpar ne permet de détruire
un vecteur que si toutes les composantes sont identiques et cela sans communications. Ceci est possible
car cette opération n’est utilisée que dans la primitiveproj. Le vecteur résultant aura alors toutes ses
composantes identiques afin de restituer une fonction répliquée. Notons que ces deux opérations ne peuvent
pas être utilisées par le programmeur : elles sont internes aux primitives.GloId est un opérateur global
(confère chapitre 9 pour des exemples concrets de telles opérations).

Détaillons maintenant les règles de la figure 3.3 :

• Les règles 3.1 et 3.2 permettent d’accéder à lanème valeur de l’environnement. C’est le remplace-
ment de la variable par sa valeur lors d’une substitution ;

• La règle 3.3 rend possible la transformation d’une fonction(dans un environnement) en une ferme-
ture ;

• La règle 3.5 calcule inductivement une paire d’expressions;
• La règle 3.6 calcule l’application d’une fermeture (provenant d’une fonction) à un argument. Pour

cela l’environnement de la fermeture est utilisé et complété avec l’argument afin de calculer le corps
de la fonction ;

• Les règles 3.7 permettent de calculer l’application d’un opérateur à un argument ;
• La règle 3.8 permet d’évaluer les composantes d’un tableau.Les tableaux seront employés pour

l’échange des données de la primitive de communicationput ;
• La règle 3.9 est dédiée à la définition récursive des programmes ;
• Les règles 3.10 et 3.11 sont pour la conditionnelle ;
• La règle 3.12 est dédiée à la primitivemkpar qui permet la création des vecteurs. Nous testons

alors son paramètre (qui sera mis dans le vecteur) afin d’empêcher la présence d’un vecteur parallèle
ou d’une primitive parallèle. En effet, nous avons vu que nous voulions éviter l’emboîtement des
vecteurs parallèles. Ce test, notéV , s’effectue donc sur le paramètref demkpar (en pratique une
fonction donc une fermeture) dans un environnement vide. Cetest est inductivement défini à la
figure 3.4.

• La règle 3.13 permet l’évaluation des composantes d’un vecteur parallèle. Les évaluations de-
viennent locales ;

• La règle 3.14 est pour l’application parallèle point-à-point en créant un nouveau vecteur à partir des
deux autres ;

• La règle 3.15 est dédiée à la primitiveput, celle des communications. Nous créons tout d’abord
un vecteur de tableaux des valeurs à transmettrevia le réseau (tableaux de taillesp). Ensuite, ces
valeurs sont échangées par l’opérateursend et nous reconstruisons le vecteur final de fonctions en
appliquant la fonctionF en chaque composante du vecteur de tableaux ; Cette fonctionpermet de
construire une nouvelle fonction à partir d’un tableau (desvaleurs reçues) et d’un indice. Cet indice
correspond au pid du processeur émetteur de la valeur reçue.

• La règle 3.16 permet l’évaluation de la projection globale synchrone. Pour ce faire, nous utilisons
la primitiveput afin de transmettre les valeurs à projeter. Ces valeurs sont donc transmises à tous
les processeurs. Ensuite, comme chaque composante du vecteur contient la même fonction (les
valeurs multi-diffusées), nous supprimons le constructeur de vecteur afin d’avoir le résultat final
(une fonction répliquée qui indique la valeur de laième composante du vecteur donné en paramètre).
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Notons que les primitives parallèles introduisent des environnements vides. Ils sont vides pour la preuve
d’équivalence avec la sémantique à «petits pas» et parce queles vecteurs ne contiennent à leurs créations que
des valeurs qui sont soit des constantes, soit des fermetures. Elles n’ont donc pas besoin de l’environnement.
Nous avons alors le résultat suivant :
Théorème 3 (Déterminisme)

Soit une expression «programmeur»ep telle quee = T•(ep). Si•, e⊲g v1 et•, e⊲g v2 alorsv1 = v2.

Preuve . Voir en section 3.A.1 de l’annexe de ce chapitre.

Prenons pour exemple, l’expressionep (programmeur) de diffusion (depuis processeur 0) suivante:

(apply (mkpar (fun i→fun f→ (f 0)))
(put (apply (mkpar (fun i→if i=0 then (fun v→fun j→v) else (fun v→fun j→nc)))

(mkpar (fun i→i)))))

Nous obtenons pasT• l’expressione suivante :

(apply (mkpar (λ.λ.(1 0)))
(put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc)))

(mkpar (λ.1)))))

La figure 3.5 donne l’évaluation de cette expression avec la sémantique naturelle (avec deux processeurs)
de notre mini-langage.

Cette sémantique, bien que très simple, n’est pas suffisante, et ce pour deux raisons. La première, générale
aux sémantiques naturelles, est que l’expression est évaluée «du début à la fin» et qu’il est donc impossible
de raisonner sur des programmes qui ne terminent pas. La deuxième est que toutes les opérations (même
les parallèles) semblent synchrones. Le parallélisme (l’entrelacement des calculs) n’est pas du tout présent,
puisque tout est relations. Il nous faut donc une autre sémantique.

3.2.3 Sémantique à «petits pas»

La sémantique à «petits pas» consiste en une relation entre deux expressions, définie à l’aide d’axiomes et
de règles appeléespas. Elle décrit tous les pas (étapes) de calculs de l’expression jusqu’à sa valeur.

Depuis le début de ce manuscrit, nous parlons de l’avantage de la programmation BSP (et de la program-
mation parallèle structurée en général) qu’est la possibilité d’y modéliser les coûts (on parle de prédiction
des performances). Grâce à la sémantique à «petits pas», nous allons définir «précisément» les coûts de ces
réductions en les ajoutant aux étapes de calculs.

Définition 13 (Coûts).
L’algèbre de coûts que nous utilisons est celle des entiers munie de l’addition⊕, de la multiplication⊗
usuelles (donc toutes deux communicatives et associatives) et de deux constantesg et l.

Nous nous contentons de compter le nombre deβ-réductions et deδ-réductions des expressions6. Nous y
ajoutons aussi les communications et synchronisations BSP(paramètresg et l) qui seront donc des entiers
(ce qui n’est pas un problème en soit puisque nous donnerons des coûts symboliques et non des coûts
réels). Nous notonscg le coût correspondant aux réductions globales et〈c0, . . . , cp−1〉 les coûts locaux.
Nous notons aussi〈c〉 les coûts locaux quand ceux-ci n’interviennent pas dans la règle.

Comme nous utilisons une stratégie stricte d’appel par valeur, les arguments des fonctions (comme ceux
des opérateurs) sont d’abord évalués en valeurs. Un programme est donc toujours réduit de la «même
façon». Comme il est écrit dans [215], «Each evaluation order has its advantages and disanvatages, but
strict evaluation is clearly superior in at least one area : ease of reasoning about asymptotic complexity».

Notre sémantique à «petits pas» a la forme suivante :e/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 ⇀ e/c′g/〈c
′
0, . . . , c

′
p−1〉 où e

est une expression,cg est le coût global et〈c0, . . . , cp−1〉 sont les coûts locaux.
Nous notons

∗
⇀ la fermeture transitive et réflexive de⇀, c’est-à-dire que nous notons :

e/cg/〈c0, . . . , cp−1〉
∗
⇀ e′/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

6Notre modèle de coûts peut paraître «grossier», mais il seraamplement suffisant pour comparer les coûts de cette sémantique avec
ceux de la sémantique définie dans le chapitre 7 (où une nouvelle primitive est ajoutée au calcul) et ceux d’un autre calculdéfini dans
le chapitre 10.
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Gestion des substitutions :
s, n ⊲ v

v′ ◦ s, n + 1⊲ v
(3.1)

v ◦ s, 1 ⊲ v
(3.2)

s, λ.e⊲ (λ.e)[s]
(3.3)

si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

s, v ⊲ v
(3.4)

Noyau fonctionnel :
s, e1 ⊲ v1 s, e2 ⊲ v2

s, (e1, e2)⊲ (v1, v2)
(3.5)

s, e1 ⊲ (λ.e)[s′] s, e2 ⊲ v′ v′ ◦ s′, e⊲ v

s, (e1 e2)⊲ v
(3.6)

s, e1 ⊲l op s, e2 ⊲l v s,op(v)⊲l v′

s, (e1 e2)⊲l v′

s, e1 ⊲g op s, e2 ⊲g v s,op(v)⊲g v′

s, (e1 e2)⊲g v′
(3.7)

∀i ∈ {0, . . . , p − 1} s, ei ⊲ vi

s, [e0, . . . , ep−1] ⊲ [v0, . . . , vp−1]
(3.8)

(µ.e) ◦ s, e⊲ v

s, µ.e⊲ v
(3.9)

s, e1 ⊲ true s, e2 ⊲ v

s, if e1 then e2 else e3 ⊲ v
(3.10)

s, e1 ⊲ false s, e3 ⊲ v

s, if e1 then e2 else e3 ⊲ v
(3.11)

Primitives parallèles :

s, e⊲⋊⋉ f •, 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•]⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 si V•(f) = true

s,mkpar e⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉
(3.12)

∀i ∈ {0, . . . , p − 1} •, ei ⊲i vi

•, 〈e0, . . . , ep−1〉⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉
(3.13)

s, e1 ⊲⋊⋉ 〈f0, . . . , fp−1〉 s, e2 ⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 •, 〈(f0 v0), . . . , (fp−1 vp−1)〉⊲⋊⋉ 〈v′
0, . . . , v

′
p−1〉

s,apply e1 e2 ⊲⋊⋉ 〈v′
0, . . . , v

′
p−1〉

(3.14)

s, e⊲⋊⋉ 〈f0, . . . , fp−1〉 •, (apply (mkpar(λ.F)) (send 〈(init (p, f0)), . . . , (init (p, fp−1))〉))⊲⋊⋉ 〈f ′
0, . . . , f

′
p−1〉

s,put e⊲⋊⋉ 〈f ′
0, . . . , f

′
p−1〉

(3.15)
s, e⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 •, (delpar (put 〈(λ.v0), . . . , (λ.vp−1)〉))⊲ f

s,proj e⊲⋊⋉ f
(3.16)

avecF = λ.λ.if (0 ≤ 1)and(1 < p) then (access (2, 1)) else nc

Figure 3.3 — Règles de la sémantique naturelle de mini-BSML
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Vs(mkpar e) = false

Vs(proj e) = false

Vs(put e) = false

Vs(apply e e) = false

Vs(〈. . .〉) = false

Vs(if e1 then e2 else e3) = Vs(e2) ∧ Vs(e2) ∧ Vs(e3)
Vs(e1 e2) = Vs(e1) ∧ Vs(e2))
Vs(e1, e2) = Vs(e1) ∧ Vs(e2)

Vs(op) = true

Vs(c) = true

Vs(λ.e) = V(x◦s)(e)

Vs((λ.e)[s′]) = V(x◦s′)(e)
Vs(µ.e) = V(x◦s)(e)

V(v◦s)(n + 1) = Vs(n)
V(v◦s)(1) = Vs(v)
Vs(x) = true

Vs([e0, . . . , ep−1]) =
p−1∧

i=0

Vs(ei)

Figure 3.4 — Vérification de l’expression pour la création d’un vecteur parallèle

poure/cg/〈c0, . . . , cp−1〉⇀ e0/c0
g/〈c

0
0, . . . , c

0
p−1〉 · · ·⇀ e′/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉.

L’évaluation complète d’une expressione donnée par le programmeur sera :

(T•(e
p))[•]/0/〈0, . . . , 0〉

∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

Cela peut être lu comme «dans un environnement (de «traduction») vide, une substitution vide et un coût
zéro, l’expression traduite deep s’évalue env pour un coût globalcg et des coûts locaux〈c0, . . . , cp−1〉».
Le temps d’exécution final BSP du programmeep sera alors decg + maxp−1

i=0 (ci).

Définition 14 (Relations de la sémantique à «petits pas»).
Pour définir la relation⇀ nous définissons préalablement deux types de réduction :

1.
i

⇀ est la réduction locale d’une expression (dans une composante d’un vecteur parallèle) ;

2.
⋊⋉

⇀ est la réduction globale d’une expression (en dehors d’un vecteur parallèle).

avec :

i
⇀ =

ε
⇀
i
∪

δ
⇀
i

⋊⋉

⇀ =
ε
⇀
⋊⋉

∪
δ
⇀
⋊⋉

Nous commençons d’abord par une série d’axiomes (règles) qui sont communs aux deux relations.
Celles-ci sont de la formee ⇀ e′, c. Nous avons tout d’abord les relations de réduction de laβ-réduction
(avec substitution explicite sur une fermeture) et les règles de propagation de cette substitution. Notons que
nous ne donnons pas de coûts à ces dernières car, dans une machine abstraite (ou dans le code machine),
la substitution (sous la forme d’un environnement) est toujours directement accessible par toutes les sous-
expressions où la substitution est propagée. Une exceptionest la règle de construction de la fermeture qui a
un coût constant7.

Les règles sont les suivantes. Pour commencer nous avons lesrègles classiques pour laβ-réduction (avec
substitution explicite) :

((λ.e)[s] v)
ε
⇀ e[v ◦ s], 1

n + 1[v ◦ s]
ε
⇀ n[s], 0

1[v ◦ s]
ε
⇀ v[•], 1

(µ.e)[s]
ε
⇀ e[µ.e ◦ s], 1

7Dans une étude de coût plus fine, le coût serait plutôt proportionnel à la taille de la substitution.
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•, (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))) (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))) ⊲ 〈0, 0〉

oùA est

•, (λ.λ.(1 0)) ⊲ (λ.λ.(1 0))[•]

. . .

•, 〈(f1 0), (f1 1)〉 ⊲ 〈λ.(1 0)[0 ◦ •], λ.(1 0)[1 ◦ •]〉

•, (mkpar (λ.λ.(1 0))) ⊲ 〈λ.(1 0)[0 ◦ •], λ.(1 0)[1 ◦ •]〉

oùB est
. . .

•, (mkpar (· · · )), ⊲〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc)[1 ◦ •]〉

. . .

•, (mkpar (λ.1)) ⊲ 〈0, 1〉

. . .

•, 〈((λ.λ.2)[0 ◦ •] 0), ((λ.λ.nc)[1 ◦ •] 1)〉 ⊲ 〈f2
0 , f2

1 〉

•, (apply (· · · ) (· · · )) ⊲ 〈f2
0 , f2

1 〉

. . .

•, (apply (mkpar (λ.F)) (send 〈(init f2
0 ), (init f2

1 )〉)) ⊲ 〈f3, f3〉

•, (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1)))) ⊲ 〈f3, f3〉

oùC est

•, (λ.(1 0)[0 ◦ •] ⊲ (λ.(1 0)[0 ◦ •]

. . .

f3 ◦ 0 ◦ •, 1 ⊲ 0

•, (λ.(1 0)[0 ◦ •] f3) ⊲ 0

•, (λ.(1 0)[0 ◦ •] ⊲ (λ.(1 0)[0 ◦ •]

. . .

f3 ◦ 0 ◦ •, 1 ⊲ 0

•, (λ.(1 0)[0 ◦ •] f3) ⊲ 0

•, 〈(λ.(1 0)[0 ◦ •] f3), (λ.(1 0)[1 ◦ •] f3)〉 ⊲ 〈0, 0〉
avec

f1 = (λ.λ.(1 0))[•]

f2
0 = (λ.2)[0 ◦ 0 ◦ •]

f2
1 = (λ.nc)[1 ◦ 1 ◦ •]

f3 = (λ.if (0 ≤ 1)and(<p) then (access (2, 1)) else nc)[[0, nc] ◦ •]

Figure 3.5 — Exemple de la sémantique naturelle de BSML
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ensuite nous avons celles pour la propagation de la substitution (la propager aux sous-termes) :

(λ.e)[s]
ε
⇀ (λ.e)[s], 1

v[s]
ε
⇀ v, 0 si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

(e1 e2)[s]
ε
⇀ (e1[s] e2[s]), 0

(e1, e2)[s]
ε
⇀ (e1[s], e2[s]), 0

(if e1 then e2 else e3)[s]
ε
⇀ if e1[s] then e2[s] else e3[s], 0

(proj e)[s]
ε
⇀ (proj e[s]), 0

(put e)[s]
ε
⇀ (put e[s]), 0

(apply e1 e2)[s]
ε
⇀ (apply e1[s] e2[s]), 0

(mkpar e)[s]
ε
⇀ (mkpar e[s]), 0

〈e0, . . . , ep−1〉[s]
ε
⇀ 〈e0[s], . . . , ep−1[s]〉, 0

[e0, . . . , ep−1][s]
ε
⇀ [e0[s], . . . , ep−1[s]], 0

Enfin, nous avons les règles correspondant aux opérateurs dulangage, lesδ-réductions. Pour les règles qui
sont génériques (locales comme globales), nous avons par exemple :

access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i)
δ
⇀ vi, 1

init (n, f)
δ
⇀ [(f 0), . . . , (f (n− 1))], 1

fst (v1, v2)
δ
⇀ v1, 1

snd (v1, v2)
δ
⇀ v2, 1

+ (n1, n2)
δ
⇀ n1 + n2, 1

isnc nc
δ
⇀ true, 1

isnc v
δ
⇀ false, 1 si v 6= nc

if true then e2 else e3
δ
⇀ e2, 1

if false then e2 else e3
δ
⇀ e3, 1

Elles sont donc similaires à celles de la section précédentemais chacune avec un coût constant1. Puis nous
avons l’opérateur local :

LocId v
δ
⇀
i
v, 1

et les opérateurs globaux :

delpar 〈f, . . . , f〉/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

f/cg ⊕ 1/〈c〉

GloId v/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

v/cg ⊕ 1/〈c〉 si V•(v) = true

send 〈[v0
0 , . . . , v

0
p−1], . . . , [v

p−1
0 , . . . , vp−1

p−1 ]〉/cg/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

〈[v0
0 , . . . , vp−1

0 ], . . . , [v0
p−1, . . . , v

p−1
p−1 ]〉/c′g/〈0, . . . , 0〉

tel quec′g = cg ⊕ 1⊕
p−1
max
i=0

(ci)⊕
p−1
max
i=0

(max(
p−1∑

j=0

S•(vi
j),

p−1∑

j=0

S•(v
j
i ))) ⊗ g ⊕ l

Dans cette dernière règle, nous prenons le maximum des coûtslocaux puis le maximum des communica-
tions en un processeur et enfin une barrière. Ceci correspondà la fin de la super-étape courante. Au niveau
des coûts, la première composante (resp. la deuxième) correspond auh+ (resp.h−) de la définition du
modèle de coûts BSP. La taille d’une valeur est donnée par la fonctionS (avec un environnement au départ
vide) définie8 à la figure 3.7. L’opérationsend étant notre opération de communication et de synchronisa-
tion, il rend à zéro les coûts locaux et ajoute les communications au coût global (ainsi que le maximal des
coûts locaux).

La figure 3.6 donne lesδ-règles des primitives parallèles. Celles-ci sont très proches de la définition des
règles 3.14, 3.15, 3.16 de la sémantique naturelle. Notons la création dans ces règles de substitutions vides.

8Notons que nous ne donnons pas la taille pour les primitives parallèles ou les vecteurs parallèles car ceux-ci ne sont pasprésents
dans les vecteurs parallèles et ne sont donc pas transmissibles.
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mkpar f/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•]/cg ⊕ 1/〈c〉 siV•(f) = true

(3.17)

apply〈f0, . . . , fp−1〉 〈v0, . . . , vp−1〉/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

〈(f0 v0), . . . , (fp−1 vp−1)〉[•]/cg ⊕ 1/〈c〉 (3.18)

put 〈f0, . . . , fp−1〉/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

(apply (mkpar (λ.F)) (send 〈(init (p, f0)), . . . , (init (p, fp−1))〉))[•]/cg ⊕ 1/〈c〉

(3.19)

proj 〈v0, . . . , vp−1〉/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

(delpar (put 〈(λ.v0), . . . , (λ.vp−1)〉))[•]/cg ⊕ 1/〈c〉

(3.20)

Figure 3.6 — Règles des primitives parallèles

Ss(e1 e2) = Ss(e1)⊕ Ss(e2)⊕ 1
Ss(e1, e2) = Ss(e1)⊕ Ss(e2)⊕ 1
S(op) = 1
S(c) = 1

Ss([e0, . . . , ep−1]) =
p−1∑

i=0

Ss(ei)

Ss(λ.e) = S(x◦s)(e)⊕ 1

Ss((λ.e)[s′]) = S(x◦s′)(e)⊕ 1
Ss(µ.e) = S(x◦s)(e)⊕ 1

S(v◦s)(n + 1) = Ss(n)
S(v◦s)(1) = Ss(v)
Ss(x) = 0

Ss(if e1 then e2 else e3) = Ss(e2)⊕ Ss(e2)⊕ Ss(e3)⊕ 1

Figure 3.7 — Fonction définissant la taille des données

Celles-ci seront immédiatement éliminées mais elles sont nécessaires pour la preuve d’équivalence avec la
sémantique naturelle du langage. La primitiveput se décompose en deux étapes, correspondant fidèlement
à l’implantation actuelle de BSML (voir aussi au chapitre 4 et 5). En premier lieu, chaque processeur crée
un tableau purement fonctionnel de valeurs en appliquant lafonction qu’il détient à tous les numéros de
processeurs possibles. Notons que l’opération de créationd’un tableau prend un argument entier définissant
la taille du tableau (ici le nombre de processeurs). Ensuite, l’opération de plus bas niveausend fait les
échanges et retourne un vecteur parallèle de tableaux. Cette règle 3.17 est une formalisation du mécanisme
décrit dans le chapitre 5. La valeur à l’indicej du tableau au processeuri est envoyée, si ce n’est pasnc, au
processeurj qui la stocke à l’indicei du tableau résultant. La fonctionF construit le vecteur parallèle final
de fonctions à partir des tableaux du vecteur

On constate aisément qu’il n’est pas toujours possible de faire des «réductions de tête». Il faut donc
ajouter des règles de contexte. Ceci se fait à l’aide des règles suivantes, accompagnées des définitions de
contextes de la figure 3.8. Nous avons des règles de «passage»permettant d’appliquer les règles génériques :

e
ε
⇀ e′, c

e
ε
⇀
i
e′, c

e
δ
⇀e′, c

e
δ
⇀
i
e′, c

e
ε
⇀ e′, c

e/cg/〈c〉
ε
⇀
⋊⋉

e′/cg ⊕ c/〈c〉

e
δ
⇀e′, c

e/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

e′/cg ⊕ c/〈c〉

Définition 15 (Sémantique à «petits pas»).
La sémantique à «petits pas»⇀ est définie par les deux règles de contexte (l’une locale, l’autre globale)
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Γ ::= []
| Γ e
| v Γ
| (Γ, e)
| (v, Γ)
| if Γ then e else e
| (mkpar Γ)
| (apply Γ e)
| (apply v Γ)
| (put Γ)
| (proj Γ)

∆i ::= ∆i e
| v ∆i

| (∆i, e)
| (v, ∆i)
| if ∆i then e else e
| (mkpar ∆i)
| (apply ∆i e)
| (apply v ∆i)
| (put ∆i)
| (proj ∆i)

| 〈e, . . . ,

i
︷︸︸︷

Γl[e], . . . , e〉

Γl ::= []
| Γl e
| v Γl

| (Γl, e)
| (v, Γl)
| if Γl then e else e
| [Γl, e1, . . . , en]
| [v0, Γ

l, . . . , en]
| . . .
| [v0, v1, . . . , Γ

l]

Figure 3.8 — Contextes d’évaluation

suivantes :
e/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

⋊⋉

⇀ e′/c′g/〈c
′
0, . . . , c

′
p−1〉

Γ[e]/cg/〈c0, . . . , cp−1〉⇀ Γ[e′]/c′g/〈c
′
0, . . . , c

′
p−1〉

e
i

⇀ e′, c

∆i[e]/cg/〈. . . , ci, . . .〉⇀ ∆i[e′]/cg/〈. . . , ci ⊕ c, . . .〉

Le contexteΓ (resp.∆i) permet l’évaluation (application d’une règle) de l’expression en dehors d’un
vecteur parallèle (resp. dans laième composante d’un vecteur, c’est-à-dire auième processeur).

Notons que la réduction locale ne modifie qu’une composante d’un vecteur parallèle, et donc ne modifie
qu’une composante du vecteur de coût. Les réductions globales ne modifient que le coût global, sauf la
règlesend (fin de la super-étape) qui prend le maximal des coûts locaux pour l’ajouter au coût global (les
coûts locaux sont ensuite réduits à zéro).

La figure 3.9 donne l’évaluation de l’exemple donné dans la section précédente mais cette fois-ci avec
notre sémantique à «petits pas» (avec toujours deux processeurs). Nous avons alors les résultats suivants.

Lemme 2 (Confluence forte)

Soit une expressione.
Si e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e1/c1

g/〈c
1
0, · · · , c

1
p−1〉

et e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉

alors il existe une expressione3 et des coûtsc3
g et 〈c3

0, · · · , c
3
p−1〉

tels que e1/c1
g/〈c

1
0, · · · , c

1
p−1〉⇀ e3/c3

g/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉

et e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉⇀ e3/c3

g/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉.

Preuve . Voir en section 4 de l’annexe de ce chapitre.

Théorème 4 (Confluence)

Soit une expression «programmeur»ep.
Si e = T•(ep)

alors si e[•]/0/〈0, · · · , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, · · · , cp−1〉

et e[•]/0/〈0, · · · , 0〉
∗
⇀ v′/c′g/〈c

′
0, · · · , c

′
p−1〉

alors v = v′, cg = c′g et∀i ∈ {0, . . . , p− 1} ci = c′i.

Preuve . La relation⇀ est fortement confluente, donc d’après le lemme 1, elle est confluente.

Nous avons donc le fait que si un programme s’évalue avec un coût c alors ce même programme s’éva-
luera toujours avec le coûtc.
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e[•]/0/〈0, 0〉
= (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))) (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1)))))[•]/0/〈0, 0〉
⇀ (apply (mkpar (λ.λ.(1 0)))[•] (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•])/0/〈0, 0〉
⇀ (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))[•]) (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•])/0/〈0, 0〉

⇀ (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))[•]) (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•])/1/〈0, 0〉

⇀ (apply 〈((λ.λ.(1 0))[•] 0), ((λ.λ.(1 0))[•] 1)〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•])/2/〈0, 0〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], ((λ.λ.(1 0))[•] 1)〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•])/2/〈1, 0〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•])/2/〈1, 1〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1)))[•]))/2/〈1, 1〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc)))[•] (mkpar (λ.1))[•])))/2/〈1, 1〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))[•]) (mkpar (λ.1))[•])))/2/〈1, 1〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))[•]) (mkpar (λ.1))[•])))/3/〈1, 1〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈((λ.if · · · )[•] 0), ((λ.if · · · )[•] 1)〉 (mkpar (λ.1))[•])))/4/〈1, 1〉
· · ·

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 (mkpar (λ.1))[•])))/4/〈6, 6〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 (mkpar (λ.1)[•]))))/4/〈6, 6〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 (mkpar (λ.1)[•]))))/5/〈6, 6〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 〈((λ.1)[•] 0), ((λ.1)[•] 1)〉)))/6/〈6, 6〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 〈1[0 ◦ •], ((λ.1)[•] 1)〉)))/6/〈7, 6〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 〈1[0 ◦ •], 1[1 ◦ •]〉)))/6/〈7, 7〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 〈1[0 ◦ •], 1〉)))/6/〈7, 8〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •], (λ.λ.nc[1 ◦ •]〉 〈0, 1〉)))/6/〈8, 8〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put 〈((λ.λ.2)[0 ◦ •] 0), ((λ.λ.nc[1 ◦ •] 1)〉))/7/〈8, 8〉
· · ·

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (put 〈(λ.2)[0 ◦ 0 ◦ •], (λ.nc[1 ◦ 1 ◦ •]〉))/7/〈10, 10〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (apply (mkpar (λ.F)[•]) (send 〈(init (λ.2)[0 ◦ 0 ◦ •]), (init (λ.nc[1 ◦ 1 ◦ •])〉)))/8/〈10, 10〉
· · ·

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (apply 〈(F)[0 ◦ •], (F)[1 ◦ •]〉 (send 〈[0, 0], [nc, nc]〉)))/9/〈14, 14〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (apply 〈(F)[0 ◦ •], (F)[1 ◦ •]〉 〈[0, nc], [0, nc]〉))/9 ⊕ 1 ⊕ max(14, 14) ⊕ max(max(2, 1), max(0, 1)) ⊗ g ⊕ l/〈0, 0〉

= (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (apply 〈(F)[0 ◦ •], (F)[1 ◦ •]〉 〈[0, nc], [0, nc]〉))/24 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ l/〈0, 0〉

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 〈((F)[0 ◦ •] [0, nc]), ((F)[1 ◦ •] [0, nc])〉)/25 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ l/〈0, 0〉
· · ·

⇀ (apply 〈(λ.λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 〈f1
0 , f1

1 〉)/25 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ l/〈2, 2〉

⇀ 〈((λ.λ.(1 0))[0 ◦ •] f1
0 ), ((λ.(1 0))[1 ◦ •] f1

1 )〉/27 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ l/〈2, 2〉
· · ·
⇀ 〈0, 0〉/27 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ l/〈15, 15〉

avec
f1
0 = (λ.if (0 ≤ 1)and(1 < p) then (access (2, 1)) else nc)[[0, nc] ◦ 0 ◦ •]

f1
1 = (λ.if (0 ≤ 1)and(1 < p) then (access (2, 1)) else nc)[[0, nc] ◦ 1 ◦ •]

coût BSP final = 27⊕ (2⊗ g)⊕ l ⊕max(15, 15)
= 42⊕ (2⊗ g)⊕ l

Figure 3.9 — Exemple de la sémantique à «petits pas» de BSML
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Pi((e)[s]) = Pi(e)[Pi(s)]
Pi(λ.e) = λ.Pi(e)

Pi((λ.e)[s]) = (λ.Pi(e))[Pi(s)]
Pi(e1 e2) = (Pi(e1) Pi(e2))
Pi(e1, e2) = (Pi(e1),Pi(e2))

Pi(apply e1 e2) = (apply Pi(e1) Pi(e2))
Pi([e0, . . . , ep−1]) = [Pi(e), . . . ,Pi(e)]
Pi(〈. . . , ei, . . .〉) = 〈Pi(ei)〉

Pi(µ.e) = (µ.Pi(e))
Pi(mkpar e) = (mkpar Pi(e))
Pi(put e) = (put Pi(e))
Pi(proj e) = (proj Pi(e))
Pi(init e) = (init Pi(e))
Pi(c) = c

Pi(op) = op

Pi(n) = n

Pi(if e1 then e2 else e3) = if Pi(e1) then Pi(e2) else Pi(e3)

Figure 3.10 — Projection d’une expression sur un processeuri

Théorème 5 (Équivalence)

Soit une expression programmeurep telle quee = T•(ep). Alors :

1. Sie[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 alors•, e⊲g v ;

2. Si•, e⊲g v alorse[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

Preuve . On ignore les coûts de la sémantique de⇀ afin de simplifier la lecture de la preuve (les coûts n’apparaissant
pas dans la sémantique⊲). Notons qu’avec la propriété 1, l’expressione est sans variables libres. Nous avons
donc :

1. Si l’on a e[•] ⇀ e1 ⇀ · · · ⇀ en ⇀ v, il s’en suit par le lemme 12 que•, v ⊲g v, puis il existe une
substitutions telle ques, en ⊲g v par le lemme 13, et ainsi de suite jusqu’à•, e ⊲g v par applications
répétées du lemme 13

2. Par application du lemme 11.

Les preuves des lemmes 11, 12 et 13 se trouvent dans la section3.A.3 (en annexe de ce chapitre).

S’il paraît normal que tous les processeurs effectuent en même temps lesend, il semble que les autres
opérations globales puissent être evaluées de manière asynchrone. Dans un paradigme SPMD, le pro-
gramme est identique en chaque processeur. Tout ce qui ne nécessite pas de communications peut donc
être exécuté de manière asynchrone, chose qui n’est pas visible dans cette sémantique. C’est pourquoi nous
proposons maintenant une évaluation distribuée où les termes sont des vecteurs de termes.

3.2.4 Sémantique distribuée

Les termes de la sémantique distribuée, appelés termes projetés, sont ceux présentés précédemment mais
avec des vecteurs parallèles de taille1, c’est-à-dire :

e ::= · · · | 〈e〉

Les valeurs sont modifiées de la même manière.
Pour passer de la sémantique à «petits pas» dont les termes sont des termes de vecteurs parallèles, à une

évaluation distribuée (plus proche de l’exécution BSP), dont les termes sont des vecteurs de termes, nous
allons définir uneprojectionde nos termes. Cette projection, pour le processeuri, est une fonction de nos
expressions usuelles vers les expressions distribuées. Elle est présentée à la figure 3.10 où cette projection
est définie comme suit sur les substitutions :

Pi(•) = •
Pi(v ◦ s) = Pi(v) ◦ Pi(s)

En fait les expressions ne sont pas modifiées, sauf les vecteurs parallèles, dont nous ne prenons que laième
composante. La transformation d’une expressione, en vue de son évaluation distribuée, procède alors en
deux étapes :
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((λ.e)[s] v)
ε
 e[v ◦ s]

n + 1[v ◦ s]
ε
 n[s]

1[v ◦ s]
ε
 v[•]

(µ.e)[s]
ε
 e[µ.e ◦ s]

(λ.e)[s]
ε
 (λ.e)[s]

v[s]
ε
 v si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

(e1 e2)[s]
ε
 (e1[s] e2[s])

(e1, e2)[s]
ε
 (e1[s], e2[s])

(if e1 then e2 else e3)[s]
ε
 if e1[s] then e2[s] else e3[s]

(proj e)[s]
ε
 (proj e[s])

(put e)[s]
ε
 (put e[s])

(apply e1 e2)[s]
ε
 (apply e1[s] e2[s])

(mkpar e)[s]
ε
 (mkpar e[s])

〈e〉[s]
ε
 〈e[s]〉

[e0, . . . , ep−1][s]
ε
 [e0[s], . . . , ep−1[s]]

access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i)
δ
 vi

init (n, f)
δ
 [(f 0), . . . , (f (n−1))]

fst (v1, v2)
δ
 v1

snd (v1, v2)
δ
 v2

+ (n1, n2)
δ
 n1 + n2

isnc nc
δ
 true

isnc v
δ
 false si v 6= nc

if true then e2 else e3
δ
 e2

if false then e2 else e3
δ
 e3

Figure 3.11 — Réductions fonctionnelles et opérations génériques

1. L’expression est projetée sur chaque processeur donnantp termes projetés ;

2. Ces termes sont rassemblés en un terme distribué.

Nous avons pour une expressione le terme distribué suivant :

〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉

La sémantique distribuée a donc la forme suivante :

〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 〈〈e
′
0, . . . , e

′
p−1〉〉

Nous notons
∗
 pour la fermeture transitive et réflexive de .

Définition 16 (Relations de la sémantique distribuée).
L’évaluation distribuée (notée ) peut-être définie en deux parties :

1. L’évaluation locale (
i
 et

⋊⋉i
 ) d’un terme projeté ;

2. L’évaluation globale desend (un par terme projeté), ce qui met en jeu des communications (et
une synchronisation) entre les processeurs.

avec :
i
 =

ε
 
i
∪

δ
 
i

⋊⋉i
 =

ε
 
⋊⋉i

∪
δ
 
⋊⋉i

L’évaluation distribuée d’un terme distribué ne peut se faire que si les termes projetés proviennent tous

d’une même expression. Nous notons
⋊⋉i
 l’évaluation au processeuri d’une règle globale et

i
 l’évaluation

locale (dans un vecteur projeté) au processeuri.
Nous définissons les règles de substitution, propagation dela substitution (dans les sous-expressions),

δ-règles génériques (règles classiques de la programmationfonctionnelle) de la même manière que dans la
sémantique à petits pas (figure 3.11). Lesδ-règles des opérateurs locaux et globaux sont :

LocId v
δ
 
i

v

delpar 〈f〉
δ
 
⋊⋉i

f

GloId v
δ
 
⋊⋉i

v si V•(v) = true
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Les règles des primitives parallèles sont alors les suivantes :

apply 〈f〉 〈v〉
δ
 
⋊⋉i

〈(f v)〉[•]

proj 〈v〉
δ
 
⋊⋉i

(delpar (put 〈λ.v〉))[•]

put 〈f〉
δ
 
⋊⋉i

(apply (mkpar (λ.F)) (send 〈(init f)〉))[•]

mkpar f
δ
 
⋊⋉i

〈(f i)〉[•] si V•(f) = true

Notons que les primitives parallèles fonctionnent de la même manière qu’auparavant mais avec des vecteurs
parallèles de taille fixe 1. En effet, chaque processeur a unecomposante du vecteur (un «bout»). Seule la
règle de l’opération de communicationsend va réellement être modifiée et ce comme suit :

Définition 17 (Sémantique distribuée).
Nous avons les trois règles de contexte suivantes pour définir l’évaluation distribuée :

ei
⋊⋉i
 e′i

〈〈e0, . . . , Γ[ei], . . . , ep−1〉〉 〈〈e0, . . . , Γ[e′i], . . . , ep−1〉〉

ei
i
 e′i

〈〈e0, . . . , ∆[ei], . . . , ep−1〉〉 〈〈e0, . . . , ∆[e′i], . . . , ep−1〉〉

∀i ∈ {0, . . . , p− 1} si ei = Γ[send 〈[vi
0, . . . , v

i
p−1]〉] alorse′i = Γ[〈[v0

i , . . . , vp−1
i ]〉]

〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 〈〈e′0, . . . , e
′
p−1〉〉

Ces règles utilisent les règles de passage suivantes :

e
ε
 e′

e
ε
 
i
e′

e
δ
 e′

e
δ
 
i
e′

e
ε
 e′

e
ε
 
⋊⋉i

e′

e
δ
 e′

e
δ
 
⋊⋉i

e′

La figure 3.1 donne l’évaluation de l’exemple donné dans la section précédente avec notre sémantique
distribuée (avec toujours deux processeurs). Notons que l’entrelacement des calculs des processeurs, donné
dans cet exemple, n’est qu’une combinaison parmis tant d’autres. Nous avons alors les résultats suivants.

Lemme 3 (Confluence forte)

Soit〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 un terme distribué.
Si 〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 〈〈e1

0, . . . , e
1
p−1〉〉

et 〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 〈〈e
2
0, . . . , e

2
p−1〉〉

alors il existe 〈〈e3
0, . . . , e

3
p−1〉〉

tel que 〈〈e1
0, . . . , e

1
p−1〉〉 〈〈e

3
0, . . . , e

3
p−1〉〉

et 〈〈e2
0, . . . , e

2
p−1〉〉 〈〈e

3
0, . . . , e

3
p−1〉〉.

Preuve . Voir en section 3.A.4 de l’annexe de ce chapitre.

Théorème 6 (Confluence)

Soitep une expression «programmeur» telle quee = T•(ep).
Si ∀i ∈ {0, . . . , p− 1} ei = Pi(e)
alors si 〈〈e0[•], . . . , ep−1[•]〉〉 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉
et 〈〈e0[•], . . . , ep−1[•]〉〉 〈〈v′0, . . . , v

′
p−1〉〉

alors ∀i ∈ {0, . . . , p− 1} vi = v′i.

Preuve . La relation est fortement confluente, donc d’après le lemme 1, elle est confluente.
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〈〈e[•], e[•]〉〉
 〈〈(apply (mkpar (λ.λ.(1 0))) (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1)))))[•], e[•]〉〉
 〈〈(apply (mkpar (λ.λ.(1 0)))[•] (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•]), e[•]〉〉
 〈〈(apply (mkpar (λ.λ.(1 0))[•]) (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•]), e[•]〉〉

 〈〈(apply (mkpar (λ.λ.(1 0))[•]) (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•]), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈((λ.λ.(1 0))[•] 0)〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•]), e[•]〉〉
 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•]), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1))))[•]), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))) (mkpar (λ.1)))[•])), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc)))[•] (mkpar (λ.1))[•]))), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))[•]) (mkpar (λ.1))[•]))), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply (mkpar (λ.if =(1, 0) then (λ.λ.2) else (λ.λ.nc))[•]) (mkpar (λ.1))[•]))), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply 〈((λ.if · · ·)[•] 0)〉 (mkpar (λ.1))[•]))), e[•]〉〉
· · ·

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •]〉 (mkpar (λ.1))[•]))), e[•]〉〉
· · ·

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put (apply 〈(λ.λ.2)[0 ◦ •]〉 〈0〉))), e[•]〉〉
· · ·

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (put 〈(λ.2)[0 ◦ 0 ◦ •]〉)), e[•]〉〉

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (apply (mkpar (λ.F)[•]) (send 〈(init (λ.2)[0 ◦ 0 ◦ •])〉)))), e[•]〉〉
· · ·

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (apply 〈(λ.F)[0 ◦ •]〉 (send 〈(init (λ.2)[0 ◦ 0 ◦ •])〉))), e[•]〉〉
· · ·

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (apply 〈(λ.F)[0 ◦ •]〉 (send 〈[0, 0]〉))), e[•]〉〉

· · · calcul similaire pour le processeur 1

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (apply 〈(λ.F)[0 ◦ •]〉 (send 〈[0, 0]〉))), (apply 〈(λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (apply 〈(λ.F)[1 ◦ •]〉 (send 〈[nc,nc]〉)))〉〉

synchronisation au niveau des deuxsend

 〈〈(apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •]〉 (apply 〈(λ.F)[0 ◦ •]〉 (send 〈[0, nc]〉))), (apply 〈(λ.(1 0))[1 ◦ •]〉 (apply 〈(λ.F)[1 ◦ •]〉 (send 〈[0, nc]〉)))〉〉

· · · calculs asynchrones sur les deux processeurs pour terminerl’évaluation

 〈〈〈0〉, 〈0〉〉〉

Table 3.1 — Exemple de la sémantique distribuée de BSML
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Théorème 7 (Équivalence)

Soitep une expression «programmeur» telle quee = T•(ep). Alors :

1. Sie[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 alors

〈〈P0(e[•]), . . . ,Pp−1(e[•])〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi ;

2. Si〈〈P0(e[•]), . . . ,Pp−1(e[•])〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 alors

e[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi.

Preuve . Par application de la proposition 1 (voir en section 3.A.5 del’annexe de ce chapitre).

3.2.5 Imbrication de vecteurs parallèles

Nous présentons dans cette section les raisons pour lesquelles nous refusons l’imbrication de vecteurs pa-
rallèles en BSML. Considérons le programme BSML suivant :

(∗ bcast: int→α par→α par ∗)
let bcast n vec =
let tosend=mkpar (fun pid→fun v→fun dst→

if pid=n then Some v else None) in
let recv=put (apply tosend vec) in

apply noSome (apply recv (replicate n))

(bcast n vec) diffuse la valeur provenant du vecteur parallèlevec et qui se trouve au processeurn, à tous
les autres processeurs. Le coût BSP d’un appel à cette fonction est :p + (p− 1)× s× g+ l oùs est la taille
de la valeur devec se trouvant sur le processeurn. Considérons maintenant l’expression suivante :

let example1 = mkpar (fun pid→bcast pid vec)

La difficulté est de donner un sens (en terme de parallélisme)à cette expression. Dans le chapitre 2,
nous avions indiqué quemkpar f s’évaluait en un vecteur parallèle qui contenait la valeur de f i au pro-
cesseuri. Dans cet exemple, le processeur0 devrait donc contenir la valeur de l’expression(bcast 0 vec)
qui est une valeur parallèle. Notre langage étant basé sur uncalcul confluent, les expressions peuvent aussi
bien être évaluées en parallèle que de façon séquentielle. Il est ainsi tout à fait possible que l’expression
(bcast 0 vec) soit évaluée séquentiellement par le processeur0. Toutefois, dans ce cas, le temps d’exécu-
tion ne serait pas du tout conforme à la formule de coût BSP de notre fonction. Le coût d’évaluation d’une
expression serait alors dépendant du contexte, rendant le modèle de coût non compositionnel, ce que nous
voulons à tout prix éviter.

Une autre possibilité serait d’évaluer l’expression(bcast 0 vec) possédée par le processeur0 en paral-
lèle. Il faudrait pour cela une diffusion préalable de cetteexpression sur tous les autres processeurs. Une fois
cette diffusion réalisée l’évaluation de l’expression suivrait la formule de coût BSP. Toutefois, cette phase
préalable de diffusion nécessite évidemment des communications et une synchronisation. Ce coût addition-
nel rend à nouveau le modèle de coût non compositionnel puisque l’expression(bcast 0 vec) évaluée en
dehors d’unmkpar ne nécessite pas cette phase préalable. De plus, ce choix impliquerait l’usage d’un or-
donnanceur (réceptions des communications implicites nécessaires à l’évaluation des vecteurs imbriqués)
ce qui rendrait les formules de coûts particulièrement malaisées à écrire.

D’un point de vue purement sémantique, l’imbrication des vecteurs pose directement un autre problème.
Prenons, par exemple, la fonction BSML suivante :

let a=proj (mkpar (fun i→if i=0 then mkpar (fun i→i) else nc))
in (a 0)

Si cette expression avait été évaluée avec notre sémantiqueà «petits pas» (et avec trois processeurs),
nous aurions le vecteur〈0, 1, 2〉. Par contre, avec la sémantique distribuée, nous aurions levecteur distribué
〈〈〈0〉, 〈0〉, 〈0〉〉〉. Nous n’obtenons donc pas les mêmes résultats. Cela s’explique par le fait que le vecteur
a été «projeté». Les vecteurs représentent les données en chaque processeur. Si un vecteur contient un
autre vecteur, alors, naturellement, il lui manque les données des autres processeurs : il lui faudrait alors
récupérer ces valeurs, ce qui entraînerait des communications implicites, ce que nous ne voulons absolument
pas (compositionalité du modèle de coûts).
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Afin d’éviter ces problèmes, l’imbrication de vecteurs parallèles n’est pas autorisée. L’article [R3] a pro-
posé une analyse statique empêchant cette emboîtement. Malheureusement, le langage a depuis fort évolué
(nouvelles primitives et extensions), rendant cette analyse obsolète. Un travail futur serait une nouvelle
analyse statique assurant la sûreté de notre langage.

3.3 Comparaison avec les anciens calculs

La première sémantique d’un calcul pour BSML a été définie dans l’article [196] : leBSλ-calcul. Pour
éviter l’emboîtement des vecteurs, les auteurs proposaient l’emploi de deux types de termes : les globaux
et les locaux. Ce calcul se voulait être la base de la programmation fonctionnelle BSP, comme leλ-calcul
l’était pour la programmation séquentielle. Malheureusement, la limitation au niveau de la syntaxe des
termes rendait impossible l’écriture de programmes tels que let f=(fun x→x) in f (mkpar (fun i→(f i)))
car la fonctionf devait être soit locale (et donc inapplicable aumkpar ) soit globale (et donc inutilisable
dans lemkpar ). Tous les programmes (notamment BSML) ne pouvaient donc pas être encodés enBSλ-
calcul, ce qui est contraire à l’esprit d’un calcul. De plus,l’opérateur de projection était une «simple»
conditionnelle globale.

Le BSλp-calcul [187] a été présenté pour décrire la sémantique distribuée. Comme pour le calcul précé-
dent, deux syntaxes de termes ont été utilisées.

Dans [195], l’auteur propose un calcul avec projection, mais cette fois-ci avec trois syntaxes de termes.
Un premier calcul avec substitution explicite a été défini dans [192]. Une seule syntaxe des termes a été
utilisée, mais au prix de la possibilité de l’imbrication des vecteurs.

Notre mini-langage a, lui, une seule syntaxe pour les termes, des substitutions explicites et un non-
emboîtement dynamique des vecteurs parallèles. Tous les programmes BSML peuvent donc être encodés
dans ce mini-langage, mais c’est au prix d’une stratégie d’évaluation. Notons que le test sur l’imbrication
des vecteurs n’est pas un problème en soi. Ce test pourra êtresupprimé si une analyse statique interdit
l’évaluation des programmes pouvant la déclencher.
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3.A Annexe : preuves des lemmes

3.A.1 Déterminisme de ⊲

Notons qu’avec la propriété 1, l’expressione est sans variables libres. La preuve peut donc se faire par
induction sur les arbres de dérivations :

• Les cas des règles 3.2, 3.4 et 3.3 sont évidents car celles-cisont déterministes.

• Cas de la règle 3.12. Nous avons donc :

s, e⊲⋊⋉ f1 s, 〈(f1 0), . . . , (f1 (p− 1))〉⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 si V•(f1) = true

s,mkpar e⊲⋊⋉ 〈v1
0 , . . . , v1

p−1〉

s, e⊲⋊⋉ f2 s, 〈(f2 0), . . . , (f2 (p− 1))〉⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 si V•(f2) = true

s,mkpar e⊲⋊⋉ 〈v2
0 , . . . , v2

p−1〉

Par hypothèse d’induction,f1 = f2 et les deux dérivations sont donc équivalentes (∀i v1
i = v2

i ).

• Les preuves des autres cas sont similaires (par hypothèses d’inductions).

3.A.2 Confluence forte de ⇀

Lemme 4 (Déterminisme des règles fonctionnelles)

Soite une expression. Alors :

1. Sie
ε
⇀ e1, c1 et e

ε
⇀ e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2 ;

2. Sie
δ
⇀e1, c1 et e

δ
⇀e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 5 (Déterminisme des règles globales)

Soite une expression. Alors :

1. Sie/cg/〈c〉
ε
⇀
⋊⋉

e1/cg ⊕ c1/〈c〉 ete/cg/〈c〉
ε
⇀
⋊⋉

e2/cg ⊕ c2/〈c〉 alorse1 = e2 et c1 = c2 ;

2. Sie/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

e1/cg ⊕ c1/〈c〉 ete/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

e2/cg ⊕ c2/〈c〉 alorse1 = e2 et c1 = c2.

Preuve . Par application du lemme 4 et par cas sur les règles des primitives et des opérations globales.

Lemme 6 (Déterminisme des règles)

Soite une expression. Alors :

1. Sie/cg/〈c0, . . . , cp−1〉
⋊⋉

⇀ e1/c1
g/〈c

1
0, . . . , c

1
p−1〉 et e/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

⋊⋉

⇀ e2/c2
g/〈c

2
0, . . . , c

2
p−1〉

alorse1 = e2, c1
g = c2

g et∀i c1
i = c2

i ;

2. Sie
i

⇀ e1, c1 et e
i

⇀ e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2.

Preuve . Par application du lemme 5 pour (1) et du lemme 4 pour (2).

Lemme 7 (Déterminisme des contextes globaux)

Soite une expression. Sie = Γ1[e1] et e = Γ2[e2] alorsΓ1 = Γ2 et e1 = e2.

Lemme 8 (Confluence des contextes locaux)

Soite une expression. Alors :
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1. ∀i, si e = ∆i[e1] ete = ∆i[e2] alorse1 = e2 ;

2. ∀i, j i 6= j si e = ∆i[e1] ete = ∆j [e2] alorse = Γ[〈· · · , Γl1 [e
1], · · · , Γl1 [e

2], · · ·〉] ;

3. Sie = Γl1 [e
1] et e = Γl2 [e

2] alorsΓl1 = Γl2 ete1 = e2.

Lemme 9 (Unicité du choix d’un type de contexte)

Soite une expression. Sie = Γ[e′] alors∄∆i tel quee = ∆i[e′′].

Preuve . Par construction de nos contextes. En effet, ceux-ci ne permettent l’application d’une règle :

• Globale que dans une unique sous-expression ;
• Locale que dans un unique vecteur parallèle mais possiblement dans deux composantes différentes de ce

vecteur.

Nous savons aussi, par construction, que les contextesΓl sont déterministes (dans le sens qu’une seule sous-
expression à la fois peut être réduite).

Lemme 10 (Confluence forte)

Soit une expressione.
Si e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e1/c1

g/〈c
1
0, · · · , c

1
p−1〉

et e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉

alors il existe une expressione3 et des coûtsc3
g et 〈c3

0, · · · , c
3
p−1〉

tels que e1/c1
g/〈c

1
0, · · · , c

1
p−1〉⇀ e3/c3

g/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉

et e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉⇀ e3/c3

g/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉.

Preuve . Par le lemme 9, nous avons deux types de réductions bien distincts.

Si ⇀ est une réduction globale, alors par le lemme 7 il n’existe qu’un contexte global et par le lemme 6, la
réduction est déterministe.

Si ⇀ est une réduction locale alors nous avonse = ∆i[ei] et e = ∆j [ej ]. Nous avons alors deux cas :

1. Sii = j alors par le lemme 8.1 il n’existe qu’un contexte et par le lemme 6, la réduction est déterministe

2. Si i 6= j alors par le lemme 8.2, il n’existe qu’un seul vecteur parallèle à réduire. Dans ce cas, nous avons
e = Γ[〈. . . , Γli [e

i], . . . , Γlj [e
j ], . . .〉]. Par les lemmes 8.3 et 6, les deux réductions sont déterministes. Donc

par j, e ⇀ Γ[〈. . . , Γli [e
i], . . . , Γlj [e

′j ], . . .〉] et pari, e ⇀ Γ[〈. . . , Γli [e
′i], . . . , Γlj [e

j ], . . .〉]. Il est alors
facile de constater que l’ordre dans lequel ces deux réductions sont appliquées, indiffère le résultat final : les
réductions interviennent dans deux composantes différentes d’un même vecteur. Les règles peuvent donc
s’entrelacer. Nous pouvons donc avoirΓ[〈. . . , Γli [e

′i], . . . , Γlj [e
′j ], . . .〉].

Les réductions des deux types sont donc fortement confluentes.

3.A.3 Équivalence entre ⊲ et ⇀

Lemme 11 (De⊲ à ⇀)

Soit une expressione ets un environnement (une substitution). Sis, e⊲ v alorse[s]
∗
⇀ v.

Preuve . Par⊲, nous entendons⊲g ou⊲i. En effet, si la dérivation est de la formes, e ⊲i v alors cette évaluation
est dans un vecteur parallèle et donc nous construisons la preuve dans un contexte∆i et ceux∀i. Nous ignorons
les coûts de la sémantique de⇀ afin de simplifier la lecture de la preuve (les coûts n’apparaissant pas dans la
sémantique⊲). La preuve se fait par induction sur la dérivations, e⊲ v.

• Cas règle (3.1). Nous avons :
s, n ⊲ v

v′ ◦ s, n + 1⊲ v

Avec l’hypothèse de récurrence (HR) nous construisonsn + 1[v′ ◦ s] ⇀ n[s]
∗
⇀ v. D’où le résultat.

• Cas règle (3.2). Nous avons :

v ◦ s, 1 ⊲ v

et nous avons1[v ◦ s] ⇀ v[•] ⇀ v. D’où le résultat.
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• Cas règle (3.4). Nous avons :
si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

s, v ⊲ v

et nous avonsv[s] ⇀ v si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1). D’où le résultat.
• Cas règle (3.3). Nous avons :

s, λ.e⊲ (λ.e)[s]

et nous avonsλ.e[s] ⇀ (λ.e)[s]. D’où le résultat.
• Cas règle (3.5). Nous avons :

s, e1 ⊲ v1 s, e2 ⊲ v2

s, (e1, e2)⊲ (v1, v2)

Avec les HR et les contextes([], e2[s]) et (v1, []), nous construisons :

(e1, e2)[s] ⇀ (e1[s], e2[s])
∗
⇀ (v1, e2[s])

∗
⇀ (v1, v2)

D’où le résultat.
• Cas règle (3.6). Nous avons :

s, e1 ⊲ (λ.e)[s′] s, e2 ⊲ v′ v′ ◦ s′, e⊲ v

s, (e1 e2)⊲ v

Avec les HR et les contextes([] e2[s]) et (v1 []), nous construisons :

(e1 e2)[s] ⇀ (e1[s] e2[s])
∗
⇀ ((λ.e)[s′] e2[s])

∗
⇀ ((λ.e)[s′] v2) ⇀ e[v2 ◦ s′]

∗
⇀ v

D’où le résultat. Les règles (3.7) sont prouvées de manière similaire avec le fait que les axiomes
δ
⇀ et

δ
⇀
⋊⋉

correspondent aux définitions de⊲l et de⊲g.
• Cas règle (3.9). Nous avons :

(µ.e) ◦ s, e⊲ v

s, µ.e⊲ v

Avec l’HR, nous construisons(µe)[s] ⇀ e[µe ◦ s]
∗
⇀ v. D’où le résultat.

• Cas règle (3.10). Nous avons :
s, e1 ⊲ true s, e2 ⊲ v

s, if e1 then e2 else e3 ⊲ v

Avec les HR et les contextesif [] then e2[s] else e3[s] et if true then [] else e3[s], nous construisons
(if e1 then e2 else e3)[s] ⇀ if e1[s] then e2[s] else e3[s]

∗
⇀ if true then e2[s] else e3[s] ⇀

e2[s]
∗
⇀ v. D’où le résultat. Le cas de la règle (3.11) est similaire.

• Cas règle (3.14). Nous avons :

s, e1 ⊲⋊⋉ 〈f0, . . . , fp−1〉 s, e2 ⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 •, 〈(f0 v0), . . . , (fp−1 vp−1)〉⊲⋊⋉ 〈v′
0, . . . , v

′
p−1〉

s,apply e1 e2 ⊲⋊⋉ 〈v′
0, . . . , v

′
p−1〉

Avec les HR et les contextes(apply [] e2[s]) et (apply 〈f0, . . . , fp−1〉 []) , nous construisons
(apply e1 e2)[s] ⇀ apply e1[s] e2[s]

∗
⇀ apply 〈f0, . . . , fp−1〉 e2[s]

∗
⇀ apply 〈f0, . . . , fp−1〉 〈v0, . . . , vp−1〉 ⇀

〈(f0 v0), . . . , (fp−1 vp−1)〉[•]
∗
⇀ 〈v′

0, . . . , v
′
p−1〉. D’où le résultat.

• Cas règle (3.16). Nous avons :

s, e⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 •, (delpar (put 〈λ.v0, . . . , λ.vp−1〉))[•] ⊲ f

s,proj e⊲⋊⋉ f

Avec les HR et le contexteproj [], nous construisons :

(proj e)[s] ⇀ proj e[s]
∗
⇀ proj 〈v0, . . . , vp−1〉 ⇀ (delpar (put 〈λ.v0, . . . , λ.vp−1〉))[•]

∗
⇀ f

D’où le résultat.
• Cas règle (3.15). Nous avons :

s, e⊲⋊⋉ 〈f0, . . . , fp−1〉 •, (apply (mkpar(λ.F)) (send 〈(init f0), . . . , (init fp−1)〉))[•] ⊲⋊⋉ 〈f ′
0, . . . , f

′
p−1〉

s,put e⊲⋊⋉ 〈f ′
0, . . . , f

′
p−1〉

Avec les HR et le contexteput [], nous construisons
(put e)[s] ⇀ put e[s]

∗
⇀ put 〈f0, . . . , fp−1〉 ⇀

(apply (mkpar (λ.F)) (send 〈(init f0), . . . , (init fp−1)〉))[•]
∗
⇀ 〈f ′

0, . . . , f
′
p−1〉. D’où le résultat.
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• Cas règle (3.13). Nous avons :

∀i ∈ {0, . . . , p − 1} •, ei ⊲l vi

•, 〈e0, . . . , ep−1〉⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉

Avec les HR et les contextes∀i 〈. . . ,

i
z}|{

[] , . . .〉, nous construisons :

〈e0, . . . , ep−1〉[•] ⇀ 〈e0[•], . . . , ep−1[•]〉
∗
⇀ 〈v0, . . . , vp−1〉

D’où le résultat.
• Cas règle (3.8). Nous avons :

∀i ∈ {0, . . . , p − 1} s, ei ⊲ vi

s, [e0, . . . , ep−1] ⊲ [v0, . . . , vp−1]

Avec les HR et les contextes∀i [. . . ,

i
z}|{

[] , . . .], nous construisons :

[e0, . . . , ep−1][•] ⇀ [e0[•], . . . , ep−1[•]]
∗
⇀ [v0, . . . , vp−1]

D’où le résultat.
• Cas règle (3.12). Nous avons :

s, e⊲⋊⋉ f •, 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•] ⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 siV•(f) = true

s,mkpar e⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉

Avec les HR et le contextemkpar [], nous construisons :

(mkpar e)[s] ⇀ mkpar e[s]
∗
⇀ mkpar f ⇀ 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•]

∗
⇀ 〈v0, . . . , vp−1〉

D’où le résultat.
• Les cas de⊲i sont similaires dans un contexte∆i.

Lemme 12

Soient une valeurv et une substitutions, alorss, v ⊲ v.

Preuve . Immédiate par récurrence structurelle surv.

Lemme 13 (De⇀ à⊲)

Soite une expression ets une substitution. Alors :

• Sie ⇀ e′[s] et sis, e′ ⊲ v alors∃s′ tel ques′, e⊲ v ;
• Si e[s] ⇀ (CSTR e1[s] · · · en[s]) (avecCSTR=application, pair ou ifthenelse etc.) et si∀i ∈
{1, · · · , n} s, ei ⊲ vi alorss, e⊲ (CSTR v0 · · · vi) ;

• Si (OP v′) ⇀ e et sis, e⊲ v alorss, (OP v′)⊲ v.

Preuve . Nous montrons d’abord le résultat pour une réduction de tête, en examinant les axiomes de réduction :

• Si (λ.e′[s′′] v′) ⇀ e′[v′ ◦ s′′], alors nous construisons la dérivation suivante :

s′, (λ.e′)[s′′]⊲ (λ.e′)[s′′] s′, v′
⊲ v′ v′ ◦ s′′, e′ ⊲ v

s′, ((λ.e′)[s′′] v′)⊲ v

La première prémisse provient de la règle 3.4, la deuxième prémisse du lemme 12 et la dernière de l’hy-
pothèse. Nous avons bien le résultat∀s′ et avecs = v′ ◦ s′′.
Si (mkpar f) ⇀ 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•] si V•(f) = true, alors nous construisons la dérivation
suivante :

s′, f ⊲⋊⋉ f •, 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•] ⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 siV•(f) = true

s′,mkpar f ⊲ 〈v0, . . . , vp−1〉

Nous avons la première prémisse par le lemme 12 et la seconde prémisse par hypothèse. D’où le résultat
avecs = • et∀s′. Les autres cas sont similaires.



44 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUES OPÉRATIONNELLES DE BSML

• Si (e1, e2)[s] ⇀ (e1[s], e2[s]), alors nous construisons la dérivation suivante :

s, e1 ⊲ v1 s, e2 ⊲ v2

s, (e1, e2)⊲ (v1, v2)

Les deux prémisses provenant de l’hypothèse. D’où le résultat. Les autres cas sont similaires.
• Si (fst (v1, v2)) ⇀ v1, alors nous construisons la dérivation suivante :

s, fst⊲ fst s, (v1, v2)⊲ (v1, v2) (fst (v1, v2)) = v1

s, (fst (v1, v2))⊲ v1

Les prémisses proviennent du lemme 12 et de la définition de larègle de l’opérateurfst. Les autres cas
sont similaires.

Pour finir la preuve, il faut montrer que cela passe bien au contexte. Nous faisons la preuve par récurrence struc-
turelle sur les contextesΓ et∆i :

• Le cas de baseΓ = [] est immédiat avec le résultat précédent sur les réductions de tête.
• Cas d’un contexte global, le casΓ = Γ′ e2. Supposonss, Γ[e′]⊲v. CommeΓ[e′] = Γ′[e′] e2, nous avons,

par exemple, une dérivation de la forme :

s, Γ′[e′]⊲ λ.e3[s3] s, e2 ⊲ v2 v2 ◦ s3, e3 ⊲ v

s, Γ′[e′] e2 ⊲ v

Par hypothèse de récurrence, nous avonss, Γ′[e]⊲ λ.e3[s3]. Nous pouvons donc construire la dérivation :

s, Γ′[e] ⊲ λ.e3[s3] s, e2 ⊲ v2 v2 ◦ s3, e3 ⊲ v

s, Γ′[e] e2 ⊲ v

qui concluts, Γ[e]⊲ v. La preuve pour les autres formes de contextes est similaire.
• Cas d’un contexte local, le cas∆i. Supposons ques, ∆i[e′]⊲ v. Nous avons une dérivation de la forme

•, Γl[e
′] ⊲ vi ∀j j 6= i •, ej ⊲ vj

s, 〈· · · ,

i
z }| {

Γl[e
′], · · ·〉⊲ v

avecv = 〈· · · , vi, · · ·〉. Par hypothèse de récurrence, nous avons•, Γl[e] ⊲ vi. Nous pouvons donc
construire la dérivation :

•, Γl[e] ⊲ vi ∀j j 6= i •, ej ⊲ vj

s, 〈· · · ,

i
z }| {

Γl[e], · · ·〉⊲ v

d’où le résultat.

3.A.4 Confluence forte de  

Lemme 14 (Déterminisme des règles fonctionnelles)

Soite une expression. Alors :

1. Sie
ε
 e1 et e

ε
 e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie
δ
 e1 et e

δ
 e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 15 (Déterminisme des règles globales)

Soite une expression. Alors :

1. Sie
ε
 
⋊⋉i

e1 et e
ε
 
⋊⋉i

e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie
δ
 
⋊⋉i

e1 et e
δ
 
⋊⋉i

e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par application du lemme 14 et par cas sur les règles des primitives et des opérations globales.
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Lemme 16 (Déterminisme des règles)

Soite une expression. Alors :

1. Sie
⋊⋉i
 e1 et e

⋊⋉i
 e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie
i
 e1 et e

i
 e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par application du lemme 15 pour (1) et du lemme 14 pour (2).

Lemme 17 (Déterminisme des contextes)

Soite une expression. Alors :

1. Sie = Γ1[e1] et e = Γ2[e2] alorsΓ1 = Γ2 et e1 = e2 ;

2. Sie = ∆1[e1] et e = ∆2[e2] alors∆1 = ∆2 et e1 = e2.

Lemme 18 (Unicité des contextes)

Soite une expression. Sie = Γ[e′] alors∄∆ tel quee = ∆[e′′].

Preuve . Par construction de nos contextes. En effet, ceux-ci ne permettent l’application d’une règle que dans une
unique sous-expression (en global comme en local).

Lemme 19 (Confluence forte)

Soit〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 un terme distribué.
Si 〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 〈〈e1

0, . . . , e
1
p−1〉〉

et 〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 〈〈e2
0, . . . , e

2
p−1〉〉

alors il existe 〈〈e3
0, . . . , e

3
p−1〉〉

tel que 〈〈e1
0, . . . , e

1
p−1〉〉 〈〈e

3
0, . . . , e

3
p−1〉〉

et 〈〈e2
0, . . . , e

2
p−1〉〉 〈〈e

3
0, . . . , e

3
p−1〉〉.

Preuve . Par le lemme 18, nous avons trois types de réductions distincts. Les deux premières réductions se font
respectivement au processeuri et j. La dernière est la réduction d’unsend. Nous avons alors trois cas :

1. Sii = j alors est une réduction globale ou locale (les deux au processeuri). Par les lemmes 17.1 et 17.2,
il n’existe alors qu’un contexte et par le lemme 16, la réduction est déterministe ;

2. Si i 6= j il est alors facile (comme précédemment) de constater que les règles peuvent s’entrelacer : les
réductions interviennent dans deux composantes différentes d’un même vecteur distribué ;

3. Si est une réduction d’unsend alors∀i ei = Γ[send 〈[vi
0, . . . , v

i
p−1]〉] ete′i = Γ[〈[v0

i , . . . , vp−1
i ]〉]. La

règle est déterministe.

Les réductions des trois types sont donc fortement confluentes.

3.A.5 Équivalence entre  et ⇀

Dans cette section, nous faisons fi des coûts de la sémantiquede⇀ afin de simplifier la lecture de la preuve
(les coûts n’apparaissant pas dans la sémantique ).

Lemme 20 (La projection d’une valeur est une valeur projetée)

Soient une valeurv et un indicei ∈ {0, · · · p− 1}, alorsPi(v) = vi (vi est une valeur projetée).

Preuve . Immédiate par récurrence structurelle surv.

Lemme 21 (Test d’une valeur)

Soitv une valeur. SiV•(v) = true alors∀i ∈ {0, · · · p− 1} V•(Pi(v)) = true.

Preuve . Immédiate par récurrence structurelle surv.

Nous notons
+
 la fermeture transitive de .
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Lemme 22 (Un ⇀ vaut plusieurs )

Soite une expression. Sie ⇀ e′ alors 〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉
+
 〈〈P0(e

′), . . . ,Pp−1(e
′)〉〉.

Preuve . Nous montrons d’abord le résultat pour une réduction de tête, en examinant les axiomes de réduction :

• Si (λ.e[s] v) ⇀ e[v ◦ s] alors

〈〈P0((λ.e[s] v)), . . . ,Pp−1((λ.e[s] v))〉〉

= 〈〈(λ.P0(e)[P0(s)] P0(v)), . . . , (λ.Pp−1(e)[Pp−1(s)] Pp−1(v))〉〉

= 〈〈(λ.e0[s0] v0), . . . , (λ.ep−1[sp−1] vp−1)〉〉
∗
 〈〈e0[v0 ◦ s0], . . . , ep−1[vp−1 ◦ sp−1]〉〉 parp applications
= 〈〈P0(e)[P0(v) ◦ P0(s)], . . . ,Pp−1(e)[Pp−1(v) ◦ Pp−1(s)]〉〉
= 〈〈P0(e[v ◦ s]), . . . ,Pp−1(e[v ◦ s])〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.
• Si (e1 e2)[s] ⇀ (e1[s] e2[s]) alors

〈〈P0((e
1 e2)[s]), . . . ,Pp−1((e

1 e2)[s])〉〉
= 〈〈(P0(e

1) P0(e
2))[P0(s)], . . . , (Pp−1(e

1) Pp−1(e
2))[Pp−1(s)]〉〉 alors parp applications

∗
 〈〈(P0(e

1)[P0(s)] P0(e
2)[P0(s)]), . . . , (Pp−1(e

1)[Pp−1(s)] Pp−1(e
2)[Pp−1(s)])〉〉

= 〈〈P0((e
1[s] e2[s])), . . . ,Pp−1((e

1[s] e2[s]))〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.
• Si (mkpar f) ⇀ 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉 alors (en utilisantp fois le lemme 21 surf ) :

〈〈P0(mkpar f), . . . ,Pp−1(mkpar f)〉〉
= 〈〈mkpar P0(f), . . . ,mkpar Pp−1(f)〉〉 alors parp applications
∗
 〈〈〈(P0(f) 0)〉, . . . , 〈(Pp−1(f) (p − 1))〉〉〉
= 〈〈P0(〈(f 0)〉), . . . ,Pp−1(〈(f (p − 1))〉〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.
• Tous les autres cas sont similaires.

Pour finir la preuve, il faut montrer que tout cela passe bien au contexte, c’est-à-dire :

• Si Γ[e] ⇀ Γ[e′] alors〈〈P0(Γ[e]), . . . ,Pp−1(Γ[e])〉〉
+
 〈〈P0(Γ[e′]), . . . ,Pp−1(Γ[e′])〉〉 ;

• Si ∆i[e] ⇀ ∆i[e′] alors〈〈P0(∆[e]), . . . ,Pp−1(∆[e])〉〉
+
 〈〈P0(∆[e′]), . . . ,Pp−1(∆[e′])〉〉.

Cela se fait par récurrence structurelle sur les contextesΓ et∆i :

• Le cas de baseΓ = [] est immédiat avec le résultat précédent sur les réductions de tête.
• Cas d’un contexte global, le casΓ = (Γ′ e2). Nous avons alors(Γ′[e] e2) ⇀ (Γ′[e′] e2) et :

〈〈P0(Γ
′[e] e2), . . . ,Pp−1(Γ

′[e] e2)〉〉
= 〈〈(P0(Γ

′[e]) P0(e
2)), . . . , (Pp−1(Γ

′[e]) Pp−1(e
2))〉〉

+
 〈〈(P0(Γ

′[e′]) P0(e
2)), . . . , (Pp−1(Γ

′[e′]) Pp−1(e
2))〉〉 par hypothèse de récurrence

= 〈〈P0(Γ
′[e′] e2), . . . ,Pp−1(Γ

′[e′] e2)〉〉

ce qui est bien le résultat attendu. Les autres cas sont similaires.

• Cas d’un contexte local, le cas∆i. Par le lemme 8.2, nous avonsΓ[〈. . . ,

i
z }| {

Γl[e], . . .〉] ⇀ Γ[〈. . . ,

i
z }| {

Γl[e′], . . .〉].
Donc nous avons :

〈〈. . . ,Pi(Γ[〈Γl[e]〉]), . . .〉〉

= 〈〈. . . , (Γ[〈Pi(Γ
l[e]〉)]), . . .〉〉

 〈〈. . . , (Γ[〈Pi(Γ
l[e′]〉)]), . . .〉〉 par hypothèse

= 〈〈. . . ,Pi(Γ[〈Γl[e′]〉]), . . .〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.

Lemme 23 (Les valeurs projetées proviennent d’une valeur)

Soite une expression. Si∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(e) = vi alorse = v etv est une valeur.

Preuve . Immédiate par récurrence structurelle sure.
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Lemme 24 (Les expressions projetées ne proviennent pas d’une valeur)

Soite une expression. Si∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(e) 6= vi alorse 6= v (e n’est pas une valeur).

Preuve . Par contraposition immédiate du lemme précédent.

Lemme 25 (Test d’une valeur projetée)

Soitv une valeur. Si∀i ∈ {0, . . . , p− 1} V•(Pi(v)) = true alorsV•(v) = true.

Preuve . Immédiate par induction structurelle surv.

Lemme 26 (
i
 implique

i
⇀)

Soite une expression. Sie
i
 e′ alorse

i
⇀ e′.

Preuve . Par cas sur les axiomes.

Lemme 27 (Un implique l’existence d’un⇀ )

Soite une expression. Si〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 〈〈e′0, . . . , e
′
p−1〉〉 alors∃e′ tel quee ⇀ e′.

Preuve . Par induction sure.

• Case = c, e = op, e = n, e = λ.e′, e = λ.e′[s] et e = µ.e′. 〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 \
• Case = e′[s]. Nous avons donc〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 = 〈〈P0(e

′)[P0(s)], . . . ,Pp−1(e
′)[Pp−1(s)]〉〉.

Si 〈〈P0(e
′)[P0(s)], . . . ,Pp−1(e

′)[Pp−1(s)]〉〉  〈〈e′′0 , . . . , e′′p−1〉〉 alors nous avons plusieurs cas pour
chaquee′i :

◦ e′i = (e1
i e2

i ) alorse = (e1 e2)[s] ⇀ (e1[s] e2[s])
◦ e′i = λ.e1

i alorse = (λ.e1)[s] ⇀ (λ.e1)[s]
◦ Les case′i = op, c, µ.e1

i , mkpar e1, n etc. sont similaires

• Case = (e1, e2). Nous avons donc〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 = 〈〈(P0(e
1),P0(e

2)), . . . , (Pp−1(e
1),Pp−1(e

2))〉〉.
Nous avons alors deux cas :

◦ ∀i Pi(e
1) 6= v1

i . Par le lemme 24, nous avonse1 6= v1 et donc par inductione = (e1, e2) ⇀
(e′1, e2) = e′

◦ ∀i Pi(e
1) = v1

i etPi(e
2) 6= v2

i . Par le lemme 24, nous avonse2 6= v2 ete1 = v1 par le lemme 23.
Nous avons donc par inductione = (e1, e2) = (v1, e2) ⇀ (v1, e′2) = e′

• Case = mkpar e1. Nous avons donc〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 = 〈〈mkpar P0(e
1), . . . ,mkpar Pp−1(e

1)〉〉.
Or 〈〈mkpar P0(e

1), . . . ,mkpar Pp−1(e
1)〉〉 〈〈e′0, . . . , e

′
p−1〉〉 donce1

i = fi (une valeur) et ceux∀i.
Donce1 = f et par le lemme 25,V•(f) = true. Par conséquentmkpar f ⇀ 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•]

• Les case = apply e1 e2, proj e1, put e1, et if e1 then e2 e3 sont similaires
• Case = 〈e0, . . . , ep−1〉. Nous avons donc〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 = 〈〈〈e0〉, . . . , 〈ep−1〉〉〉 avec

〈〈〈e0〉, . . . , 〈ep−1〉〉〉  〈〈〈e0〉, . . . , 〈ei〉, . . . , 〈ep−1〉〉〉. Par le lemme 26,ei i
⇀ e′i. Nous construisons

e′ = 〈e0, . . . , e′i, . . . , ep−1〉 et nous avonse ⇀ e′ care = ∆i[ei] et e′ = ∆i[e′i]
• Case = (e1e2). Nous avons donc〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 = 〈〈(P0(e

1) P0(e
2)), . . . , (Pp−1(e

1) Pp−1(e
2))〉〉.

Nous avons alors trois cas :

◦ ∀i Pi(e
1) 6= v1

i . Par le lemme 24, nous avonse1 6= v1 et donc par inductione = (e1 e2) ⇀
(e′1 e2) = e′

◦ ∀i Pi(e
1) = v1

i etPi(e
2) 6= v2

i . Par le lemme 24, nous avonse2 6= v2 ete1 = v1 par le lemme 23.
Nous avons donc par inductione = (e1 e2) = (v1 e2) ⇀ (v1 e′2) = e′

◦ ∀i Pi(e
1) = v1

i etPi(e
2) = v2

i . Par le lemme 23 nous avons trois cas :

– ∀i v1
i = op doncv1 = op et donc(op v2) ⇀ op v2

– ∀i v1
i = λ.e′′i [si] alorse = (λ.e′′[s] v2) ⇀ e′′[v2 ◦ s] = e′

– ∀i v1
i = send et doncv2

i = [v0
i , . . . , vp−1

i ]. Alors 〈〈(send v2
0), . . . , (send v2

p−1)〉〉  
〈〈v′2

0 ), . . . , v′2
p−1)〉〉 et donce = (send〈v2

0 , . . . , v2
p−1〉) ⇀ 〈v′2

0 , . . . , v′2
p−1〉 = e′.

Proposition 1 (Équivalence)

Soitep une expression «programmeur» telle quee = T•(e
p). Alors :
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1. Sie[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 alors

〈〈P0(e[•]), . . . ,Pp−1(e[•])〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi ;

2. Si〈〈P0(e[•]), . . . ,Pp−1(e[•])〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 alors

e[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi.

Preuve . Notons qu’avec la propriété 1, l’expressione est sans variables libres. Nous avons donc :

1. Soite
∗
⇀ v. Nous montrons la conclusion par induction sur la longueur de cette réduction :

• Si e = v alors par le lemme 20,Pi(v) = vi et donc〈〈P0(v), . . . ,Pp−1(v)〉〉 = 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉
∗
 

〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 avec∀i Pi(v) = vi. Ce qui est bien le résultat attendu.
• Si e ⇀ e′

∗
⇀ v. Par hypothèse d’induction,〈〈P0(e

′), . . . ,Pp−1(e
′)〉〉

∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 avec

∀i Pi(v) = vi. Par le lemme 22,〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉
+
 〈〈P0(e

′), . . . ,Pp−1(e
′)〉〉.

Donc〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 avec∀i Pi(v) = vi.

2. Soit 〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉. Nous montrons la conclusion par induction sur la lon-

gueur de cette réduction :

• Si 〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉 = 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 alors par le lemme 23,e = v et doncv
∗
⇀ v. Ceux-ci

est bien le résultat attendu.
• Si 〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉  〈〈e′0, . . . , e

′
p−1〉〉

∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 alors par le lemme 23,∀i

Pi(v) = vi alorsv est une valeur. Par le lemme 27, nous avons∃e′ tel quee ⇀ e′. Par lemme 22,

nous avons〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉
+
 〈〈P0(e

′), . . . ,Pp−1(e
′)〉〉. Or par le théorème 6, la relation

⇀ est confluente, donc〈〈P0(e
′), . . . ,Pp−1(e

′)〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉. La longeur de cette dérivation

est égale à celle de〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉
∗
 〈〈v0, . . . , vp−1〉〉 moins la longeur de la dérivation

〈〈P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉
+
 〈〈P0(e

′), . . . ,Pp−1(e
′)〉〉 qui est non nul. Nous pouvons donc appliquer

l’hypothèse d’induction pour conclure quee′
∗
⇀ v. Par conséquencee

∗
⇀ v avec∀i Pi(v) = vi, ce

qui est bien le résultat attendu.
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écrits en collaboration avec Frédéric Loulergue.
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COMPILER un programme consiste à traduire ce programme, ditcode-source, en un autre programme,
dit code-objetécrit dans un langage propre à être exécuté sur une machine (et dans notre cas, sur
une machine parallèle). Le but de ce chapitre est de prouver la correction des mécanismes mis en

jeu par un compilateur BSML.

4.1 Introduction

Les sémantiques données au précédent chapitre donnaient unevisionsur le fonctionnement des programmes
BSML. Néanmoins, lecommentde l’exécution de ces programmes sur une machine BSP n’étaitpas précisé.
Pour cela il nous fautcompilernos termes pour qu’ils soient exécutables.

Notre démarche est celle d’un premier pas vers la preuve d’uncompilateur : nous ne voulons pas, pour
l’instant, établir de propriété sur les mécanismes «bas niveau» du code-machine tels que la gestion de la mé-
moire et des registres. Nous allons choisir comme langage objet, un langage suffisamment formel pour que
nous puissions prouver la correction de la compilation de nos termes. Ce choix s’est porté vers unemachine
abstraite(encore appeléemachine virtuelleou àenvironnement) car celle-ci est simple de compréhension,
suffisamment complexe pour être proche d’une machine abstraite réelle (utilisée par un compilateur) et le
code des machines abstraites peut être traduit vers le code machine (dit natif) des ordinateurs modernes (le
compilateur OCaml fournit un tel mécanisme).

4.2 Définition et correction d’une machine abstraite

La correction d’une machine exprime une relation entre le code-source (provenant du terme de départ) avec
lequel on initialise la machine, et la valeur qu’on extrait de l’état terminal. La correction d’une machine

49
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abstraite peut se traduire par : «la valeur résultante de l’exécution est la forme normale du programme
source». Pour comprendre les mécanismes mis en œuvre par lesinstructions d’une machine abstraite et en
interpréter les états intermédiaires, nous allons nous donner un formalisme générique pour le code-objet
d’une machine quelconque. Pour ce faire, il nous faut expliquer ce qu’est une machine abstraite et ce que
veut dire «compiler un programme fonctionnel» (et parallèle).

4.2.1 Définition d’une machine abstraite

Une machine abstraite est définie comme un automate déterministe dont les états décrivent la mémoire d’une
pseudo-machine. Les transitions, elles, simulent l’exécution d’un programme sur cette machine abstraite.

Définition 18 (Machine abstraite [216]).
Une machine est une paire(E,→

E
) où E est un ensemble d’états et→

E
un fonction de transition (fonction

partielle deE × E dansE). Nous notonss′ = (→
E

(s)) par s→
E

s′ si c ∈ E.

Il existe dans la littérature beaucoup de machines absraites différentes ; leur représentation varie d’une
machine à une autre et d’un auteur à un autre. Toutefois, [216] a unifié leur présentation de la manière
suivante :

1. Les instructions diffèrent d’une machine à une autre, mais pour chacune d’entre elles, le code est une
liste (possiblement vide) d’instructions ;

2. Une fermeture est un morceau de code associé à un environnement (une substitution) et un environ-
nement est une liste de fermetures ou de valeurs ;

3. Certaines machines utilisent une ou plusieurs piles de fermetures et de valeurs ;

4. La structure exacte des blocs varie suivant la machine considérée ; mais un bloc contient au moins
toujours un morceau de code et un environnement ;

5. Un état de la machine abstraite est une liste de blocs.

La fonction de transition d’une machine abstraite est définie par cas sur le (ou les) bloc(s) courant(s) d’un
état. Notons que, dans la plupart des cas, la transition ne dépend que de l’instruction de tête du code du bloc
courant.

Nous ne décrirons, dans ce chapitre, qu’une seule machine abstraite : une CAM. Nous n’utilisons pas
la ZAM [176], la machine abstraite de OCaml, car elle est bientrop compliquée pour notre propos. Les
lecteurs intéressés peuvent, par une description formellede cette machine (et sa preuve de correction dans
l’assistant de preuveCoq), se référer à [127] et à [216] pour un inventaire de machinesabstraites prouvées
correctes (à la main) et une taxinomie des différentes machines abstraites existantes.

A cette définition de machine abstraite, nous devons ajouterun processus de compilation pour transformer
un terme en un état d’une machine afin de démarrer l’exécution.

Définition 19 (Compilation [216]).
Soit une machine(E,→

E
). La compilation est une fonctionC : Λ→ E. Un états est dit initial s’il existe un

termee tel ques = C(e). Un états′ est dit accessible s’il existe un état initials tel ques
∗
→
E

s′.

De manière réciproque, il faut définir une fonction de «décompilation» pour nous permettre d’extraire de
l’état final le résultat de l’exécution d’un programme. Pourse faire, il nous faut définir la notion de valeur
d’une machine abstraite. Nous allons voir pourquoi, leλ-calcul n’est pas un langage suffisant pour exprimer
les valeurs des machines abstraites.

4.2.2 Retour sur les substitutions

Une fonction est transformée en un morceau de code fixe, accomplissant les actions inscrites dans son corps.
Ce code reste inchangé pour toutes les invocations de la fonction au cours de l’exécution du programme.
Cette fonction contient des variables qui peuvent être de deux sortes : ce sont des paramètres ou des variables
libres (mais liées à l’extérieur du corps de la fonction). Les paramètres formels changent à chaque invocation
de la fonction, tandis que les variables gardent la même valeur. Ceci amène à considérer les fermetures
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comme des objets de «bas niveau» décrivant les fonctions. Une fermeture est donc un couple composé du
code de la fonction et de l’ensemble des valeurs que prennentles variables libres de la fonction.

Le λ-calcul est insuffisant pour exprimer le code objet. Prenonspar exemple, le terme suivant :

(λx.λy.(x y))(λz.z)

Ce terme se réduit en(λy.((λz.z) y)). D’un point de vie sémantique, rien d’anormal. La variable liée a bien
été substituée par le terme donné en paramètre lors de l’application. Mais du point de vue de l’implantation,
cela revient à dire que le code a été modifié pour créer cette nouvelle fonction, contredisant notre invariant
qui stipule que le code est fixé1 pendant l’exécution (seules les valeurs de la mémoire changent). Si sur ce
même exemple, nous considérons maintenant comme code-objet l’association duλ-terme représentant le
code de la fonction et un environnement englobant les valeurs des variables libres de cette fonction, nous
obtenons :

(λx.λy.(x y))(λz.z)
environnement vide

→
(λy.(x y))

avecx = (λz.z)

où ici, le code contient une variable libre dont la valeur estconnue dans l’environnement (encore appelé
substitution). Le code source d’un langage fonctionnel estbien leλ-calcul, car il exprime naturellement les
fonctions. Mais ce formalisme n’est pas suffisant pour exprimer les valeurs calculées par les programmes.
Les fermetures et les substitutions remédient à ce défaut.

4.2.3 Correction d’une machine abstraite

Nous pouvons maintenant préciser la notion de correction d’une machine abstraite puisque nous savons,
d’une part, dans quel langage exprimer les valeurs d’une machine et, d’autre part, quel est le calcul censé
s’appliquer sur un programme.

Définition 20 (Décompilation [216]).
La décompilationD d’une machine abstraite est une fonction qui à un état de la machine associe un terme
du langage.

Le résulat d’un programme est l’image parD de l’état terminal de l’exécution de ce programme.

Définition 21 (Correction d’une machine abstraite [216]).
Soit (E,→

E
) une machine abstraite munie de ses fonctions de compilationC et de décompilationD. La

machine est dite correcte si pour tout codeC(e) qui a pour résultats′, alors v est un réduit dee[•] (par
 ) :

SiC(e)
∗
→
E

s′ etv = D(s′) alorse[•]
∗
 v

Notons que nous ne préciserons pas qu’il existe un résultat de l’évaluation dee. L’évaluation peut être
infinie. Mais nous assurerons alors que si cette évaluation dee ne se termine pas, alors la machine abstraite
ne s’arrêtera pas pour donner un résultat incohérent.

Les bi-simulations établissent des équivalences entres des systèmes de relations, par exemple, entre deux
systèmes de réécriture. [216] a utilisé des bi-simulationspour établir la correction de machines abstraites
avec la proposition suivante.

Proposition 2 (Correction d’une machine abstraite)

Soit(E,→
E

) une machine abstraite munie de ses fonctions de compilationC et de décompilationD. Si

la fonction de décompilation satisfait les conditions suivantes :

1. état initial : pour tout terme initiale,D(C(e)) = e[•] ;

2. état accessible : soientS1 et S2 deux états de la machine tels queS1 →
E

S2. SiD(S1) est défini

alorsD(S2) est aussi défini aussi et,D(S1)
∗
 D(S2) ; Si D(S1) = D(S2), nous parlons d’une

action silencieuse. Nous avons donc ces deux cas de figure :

S1

D

E
S2

D

e1
+

e2

S1

D

E
S2

D

e1

1Les programmes modifiant leurs propres codes, comme les virus informatiques, sont ici hors de propos.
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3. progrès : il ne peut y avoir une infinité d’actions silencieuses ;

4. état terminal : siS est un état terminal etD(S) est défini, alorsD(S) est soit une valeur soit
D(S) \ (etD(S) n’est pas une valeur)

alors la machine abstraite est correcte.

Preuve . Par induction sur→
E

(voir [216] pour les détails).

Le schéma qui suit, résume cette proposition dans un cas idéal :

S1

D

E
S2

D

E
· · ·

E
Sn

D

terminal

e

C

e[•] t2 · · · v

où chaque état de la machine abstraite correspond à un terme et chaque transition simule la réduction d’un
et un seul radical.
Corollaire 1

SiS1 est un état de la machine tel queD(S1) est défini etD(S1) e, alors il existeS2 tel queD(S2) = e

etS1
∗
→
E

S2.

Preuve . Par application de la proposition 2 et du fait que soit confluent (voir [139] pour les détails).

Propriété 2 (Complétude d’une machine abstraite)

Soite une expression

1. sie[•]
∗
 v alorsC(e)

∗
→
E

S tel queD(S) = v

2. sie[•]
∗
 · · · alorsC(e)

∗
→
E
· · · (réductions infinies)

Preuve . Par induction sur et par application du corollaire 1.

4.3 Définition d’une BSP-CAM

4.3.1 Machine abstraite CAM

Pour commencer, nous allons tout d’abord décrire la machineséquentielle : la CAM (Categoritical Abstract
Machine) [76, 80]. La CAM était la machine abstraite de feu CAML2. Nous n’avons pas choisi la ZAM
qui est la machine abstraite de OCaml pour des raisons de simplicité. En effet, cette machine est bien plus
compliquée et les difficultés de simulation qu’elle entraîne sont hors propos dans ce travail.

La CAM utilise un jeu d’instructions qui est issu des combinateurs catégoriques [80]. Les instructions
sont les suivantes :

Cst Op Fst Snd Push Swap Cons App Closure CloseRec Case

Le code est donc une liste de telles instructions terminée par l’«instruction vide» (fin de la liste). Les en-
vironnements sont dénotés par des arbres binaires de valeurs (fermetures, constantes, opérateurs, vecteurs).
Une fermeture est constituée d’un code et d’un environnement. La pile utilisée par cette machine est une

2CAML était l’ancêtre de Caml-light qui a ensuite donné OCaml. Le lecteur archéologue peut consulter
http://www.pps.jussieu.fr/~cousinea/Caml/caml_history.html pour un historique plus précis.
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{e ◦ P,Cst(c); C, t} →
Cst

{c ◦ P, C, t} (4.1)

{e ◦ P,Op(op); C, t} →
Op

{[op, e] ◦ P, C, t} (4.2)

{(e1, e2) ◦ P,Fst; C, t} →
Fst

{e1 ◦ P, C, t} (4.3)

{(e1, e2) ◦ P,Snd; C, t} →
Snd

{e2 ◦ P, C, t} (4.4)

{e ◦ P,Push; C, t} →
Push

{e ◦ e ◦ P, C, t} (4.5)

{e1 ◦ e2 ◦ P,Swap; C, t} →
Swap

{e2 ◦ e1 ◦ P, C, t} (4.6)

{e1 ◦ e2 ◦ P,Cons; C, t} →
Cons

{(e2, e1) ◦ P, C, t} (4.7)

{([C′, e1], e2) ◦ P,App; C, t} →
App

{(e1, e2) ◦ P, C′; C, t} (4.8)

{e ◦ P,Closure(C′); C, t} →
Closure

{[C′, e] ◦ P, C, t} (4.9)

{e ◦ P,CloseRec(C′); C, t} →
CloseRec

{[C′, e] ◦ P, C′; C, t} (4.10)

{true ◦ P,Case(C1, C2); C, t} →
Case

{P, C1; C, t} (4.11)

{false ◦ P,Case(C1, C2); C, t} →
Case

{P, C2; C, t} (4.12)

{(n1, n2) ◦ P,Add; C, t} →
Add

{n1 + n2 ◦ P, C, t} (4.13)

{e ◦ P, Isnc; C, t} →
Isnc

{e′ ◦ P, C, t} avec

{
e′ = true si e = nc

e′ = false sinon
(4.14)

{([e0, . . . , ei, . . . , en], i) ◦ P,Access; C, t} →
Access

{ei ◦ P, C, t} (4.15)

{(f, n) ◦ P, Init; C, t} →
Init

{(f, 0) ◦ · · · ◦ (f, n− 1) ◦ P, C, t} (4.16)

{e0 ◦ · · · ◦ en−1 ◦ P,Tabn; C, t} →
Tab

{[e0, . . . , en−1] ◦ P, C, t} (4.17)

Figure 4.1 — Règles de transition de la CAM

liste d’environnements et non de valeurs. Une CAM est l’association du code courant, d’une pile et d’un
type de contexte,loc ou glo (ces types seront utilisés pour différencier l’exécution en dehors ou en dedans
d’un vecteur). Nous avons donc :

Code ::= Instruction; Code | ε
Environnement ::= () | v | (Environnement, Environnement)

Fermeture ::= [Environnement, Code]
Pile ::= Environnement◦ Pile | •

CAM ::= {Pile, Code, Type}

Nous noterons la pileP , le codeC et le typet.

4.3.2 Transition de la CAM

A chaque instruction correspond une règle de transition particulière. Avant de détailler les règles de tran-
sition, remarquons que chacune d’entre elles suppose que latête de la pile soit d’une forme précise. Le
fonctionnement des instructions de la CAM est le suivant :

• Cst : cette instruction modifie la tête de la pile en une constante;
• Op : cette instruction modifie la tête de la pile en une fermetureassociant le codeop de l’opérateur

et l’environnement en tête de pile.
• Fst etSnd : ces instructions sont respectivement la première et la deuxième projection des couples.

Nous verrons par la suite que les environnements sont en faitdes listes de fermetures stockées sous
la forme d’arbres binaires3. Sous cette hypothèse,Fst remplace l’environnement par lui-même

3Nous gardons tout de même cette représentation afin d’avoir gratuitement les couples comme nous le verrons par la suite.
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privé de sa première valeur etSnd accède à la nème valeur de l’environnement. Ces instructions
apparaissent toujours dans une série d’instructions de la formeFstn;Snd. Leur exécution a pour
effet d’accéder à la(n+1)ème valeur de l’environnement en tête de pile (l’environnement est détruit
pour être remplacé par une valeur) ;

• Push : cette instruction a pour effet de dupliquer l’environnement courant afin que deux séries
d’instructions aient chacune une copie de cet environnement (cela partage donc l’environnement
courant) ;

• Swap : cette instruction a pour objet d’échanger les têtes de pilepour restaurer l’environnement
courant avant d’entreprendre l’évaluation d’une autre série d’instructions ;

• Cons : construit une paire avec deux valeurs ;
• App : cette instruction s’exécute sur une paire (valeur d’une fonction ou d’un opérateur, valeur d’un

argument). Elle introduit un nouveau calcul en reprenant l’exécution sur le code de la fermeture avec
pour environnement courant son environnement augmenté parla valeur de l’argument. Une fois ce
code entièrement exécuté, le calcul reprendra là où il avaitété laissé mais avec le résultat du calcul
en tête de pile.

• Closure(C′) : cette instruction crée une fermeture associant le codeC′ et l’environnement en
tête de pile. Cette instruction a aussi pour effet de détruire l’environnement courant. L’instruction
CloseRec fait de même mais exécute préalablementC′ (récursion) ;

• Case(C1, C2) : cette instruction permet de choisir l’exécution du codeC1 ou du codeC2 suivant la
tête de la pile et en le consommant ;

La figure 4.1 donne formellement les règles de transition
i,p
→
E

de ces instructions. Notons que cette fonction

de transition est dépendante de deux entiersi etp qui seront le «pid» du la CAM et le nombre de processeurs
de la BSP-CAM.

4.3.3 De la CAM à la BSP-CAM

Dans un paradigme SPMD, le programme est identique en chaqueprocesseur. Comme nous l’avons vu
dans le chapitre 3, les programmes BSML peuvent être évaluéscomme des programmes SPMD (sémantique
distribuée). Pour évaluer nos programmes BSML sur une machine abstraite BSP, nous reprenons ce principe
pour définir une BSP-CAM.

Définition 22 (BSP-CAM).
Une BSP-CAM est définie en tant qu’adjonction dep CAM, c’est-à-dire :

〈〈(P0, C0, t0), · · · , (Pp−1, Cp−1, tp−1)〉〉

La fonction de transition→
E

de notre machine abstraite (la BSP-CAM) se définit par :

1. Évaluation asynchrone
i,p
→
E

d’une instruction d’une CAM ;

2. Évaluation de l’instruction parallèle globale et synchroneSEND.

L’évaluation asynchrone d’une instruction d’une CAM de la BSP-CAM se définit par :

〈〈· · · , (Pi, INSTR; Ci, ti), · · · , )〉〉
E
→ 〈〈· · · , (P ′

i , C
′
i, t

′
i), · · · , )〉〉

si (Pi, INSTR; Ci, ti)
i,p
→
E

(P ′
i , C

′
i, t

′
i)

Notons que dans cette évaluation asynchrone nous avonsi et p qui sont liés, comme dans un programme
SPMD avec les variables «pid» et «nprocs».

Maintenant, il nous faut donner les instructions qui sont spécifiquement «parallèles». Nous complétons

alors les fonctions de transition→
E

(instruction synchrone) et
i,p
→
E

(instruction asynchrone) de la BSP-CAM

avec ces nouvelles instructions. Ces instructions sont naturellement dépendantes dep, le nombre de pro-
cesseurs, mais elles ne le sont qu’à l’exécution (et non à la compilation comme dans [208, 207]). Les trois
instructions fonctionnent ainsi :
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1. L’instructionNPROC (à la manière de l’instructionCst) retourne le nombre de processeurs sur la
pile de la CAM de ce processeur :

(e ◦ P,NPROC; Ci, ti)
i,p
→

NPROC
(p ◦ P, Ci, ti)

2. L’instructionPID (à la manière de l’instructionCst) retourne le «pid» du processeur sur la pile de
la CAM de ce processeur :

(e ◦ P,PID; Ci, loc)
i,p
→

PID
(i ◦ P, Ci, loc)

3. L’instructionSEND permet l’échange des valeurs entre les processeurs. Elle est donc globale (et
synchrone) et modifient les têtes de pile de toutes les CAM :

〈〈([v0
0 , . . . , vp−1

0 ] ◦ P0,SEND; C0, glo), · · · , ([v0
p−1, . . . , v

p−1
p−1 ] ◦ Pp−1,SEND; Cp−1, ep−1, glo)〉〉

→
E

〈〈([v0
0 , . . . , v0

p−1] ◦ P0,SEND; C0, glo), · · · , ([vp−1
0 , . . . , vp−1

p−1 ] ◦ Pp−1,SEND; Cp−1, ep−1, glo)〉〉

Notons que l’instructionSEND n’a de sens que dans un contexte global puisqu’elle est globale à toutes les
CAM. A contrario, l’instructionPID n’a de sens que dans un contexte local (dans un vecteur parallèle).

4.4 Compilation de BSML

4.4.1 Termes séquentiels

La transformation des expressions (sans les primitives parallèles) en des instructions CAM se définit par
induction comme suit :

[[1]] = Snd

[[n + 1]] = Fst; [[n]]
[[c]] = Cst(c)

[[op]] = Op(op)
[[λ.e]] = Closure([[e]])
[[µ.e]] = CloseRec([[e]])

[[(e1 e2)]] = Push; [[e1]];Swap; [[e2]];Cons;App

[[(e1, e2)]] = Push; [[e1]];Swap; [[e2]];Cons

[[if e1 then e2 else e3]] = Push; [[e1]];Case([[e2]], [[e3]])

Remarquons tout de suite que dans les suites d’instructionsgénérées par cette fonction, lesPush, Cons,
App etCase forment un parenthésage équilibré. Cela nous permettra de caractériser la forme du code lors
de la définition de la fonction de décompilation.

4.4.2 Primitives parallèles

Plutôt que de donner une fonction de compilationC de nos termes dans une BSP-CAM, nous allons procéder
en deux étapes. La première consiste à transformer les termes qui sont spécifiques au parallèlisme, c’est-à-
dire les primitives parallèles. Ensuite la fonction de transformation sur ces termes permet d’obtenir le code
parallèle. Ceci nous permet de différencier ce qui est propre à la CAM de ce qui est générique à BSML.

La figure 4.2 donne le schéma de compilation des primitives parallèles. Notons tout de suite que celles-ci
sont «supprimées» afin de fournir un code générique dépendant d’opérations parallèles de plus bas niveau.
Détaillons ce schéma de compilation :

• La primitivemkpar est traduite en une fonction qui attend un argument, puis crée un vecteur avec
cet argument et le pid du processeur ;

• La primitveapply est traduite en une fonction à deux arguments (les vecteurs)et qui applique le
premier argument au deuxième. Un vecteur est alors construit à partir du résultat du calcul local ;
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[[mkpar e]] = [[((λ.par ((1 pid))) e)]]
[[apply e1 e2]] = [[((λ.λ.par ((2 1))) e1 e2)]]

[[proj e]] = [[((λ.(delpar (put (par λ.2)))) e)]]
[[put e]] = [[((λ.(apply (mkpar λ.F) (send (par (init (1, p)))))) e)]]

Figure 4.2 — Compilation des primitives

[[mkpar e]] =

Push;Closure(Loc;Push; 1;Swap;PID;Cons;App;Par);Swap; [[e]];Cons;App

[[apply e1 e2]] =

Push;Push;Closure(Closure(Loc;Push; 2;Swap; 1;Cons;App;Par));Swap; [[e1]];Cons;
App;Swap; [[e1]];Cons;App

[[put e]] =

Push;Closure(Push;Push;Closure(Closure(Push; 2;Swap; 1;Cons;App));Swap;Push;
Closure(Loc;Push; 1;Swap;PID;Cons;App;Par);Swap;Closure([[F]]);Cons;App;
Cons;App;Swap;Push;Op(send);Swap;Loc;Push;Op(init);Swap;Push; 1;Swap;
Cst(p);Cons;Cons;App;Par;Cons;App;Cons;App);Swap; [[e]];Cons;App

[[proj e =]]

Push;Closure(Push;Op(delpar);Swap;Push;Closure(Push;Push;
Closure(Closure(Loc;Push; 2;Swap; 1;Cons;App;Par));
Swap;Push;Closure(Loc;Push; 1;Swap;PID;Cons;App;Par);
Swap;Closure([[F]]);Cons;App;Cons;App;Swap;Push;Op(send);
Swap;Loc;Push;Op(init);Swap;Push; 1;Swap;Cst(p);Cons;Cons;
App;Par;Cons;App;Cons;App);Swap; [[e]];Cons;App;Cons;App);
Swap; [[e]];Cons;App

Figure 4.3 — Instructions des primitives parallèles

• La primitiveproj est traduite en une fonction qui attend un argument et construit avec celui-ci une
fonction qui sera donnée à la primitiveput. Le constructeur de vecteur retourné sera ensuite détruit
afin d’avoir le résultat final ;

• La primitiveput est traduite en une fonction qui attend un argument et qui construit un vecteur de
tableau puis échange les données ainsi calculées et retourne le résultat sous la forme d’un vecteur

La figure 4.3 donne les ensembles complets d’instructions dece schéma de compilation de nos primitives
parallèles.
Ce schéma de compilation correspond à l’implantation suivante de nos primitives en OCaml (nous verrons
ensuite comment optimiser cette implantation) :

type α par = Par of α
let delpar (Par a) = a
let mkpar = fun f→Par(f pid)
let apply = function (Par e1) (Par e2)→Par (e1 e2)
let put = function (Par e)→apply

(mkpar (fun _ t i→if ((0<=i) && (i<nprocs)) then t.(i) else None))
(send (Par (Array.init nprocs e)))

let proj = function (Par e)→delpar (put (Par (fun _→e)))

La compilation de nos primitives parallèles introduit un nouveau constructeur, celui des vecteurs paral-
lèles. La fonction de transformation est étendue par :

[[par e]] = Loc; [[e]];Par
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Ve(c) = true

Ve(op) = true

Ve((v1, v2)) = Ve(v1) ∧ Ve(v2)
Ve([v1, . . . , vn]) =

∧n
i=0 Ve(vi)

Ve(〈v〉) = false

Ve([C, e′]) = V(x,e′)(C)
V(e1,e2)(Fst; C) = Ve1(C)
V(e1,v)(Snd; C) = V()(v) ∧ Vv2(C)

Ve(Closure(C′); C) = V(x,e)(C
′) ∧ Ve(C)

Ve(CloseRec(C′); C) = V(x,e)(C
′) ∧ Ve(C)

Ve(Loc; C) = false

Ve(SEND; C) = false

Ve(Par; C) = false

Ve(Delpar; C) = false

Ve(Case(C1, C2); C) = Ve(C1) ∧ Ve(C2) ∧ Ve(C)
Ve(INSTR; C) = Ve(C) si INSTR = autres instructions

Figure 4.4 — Vérification d’un paramètre de la BSP-CAM

Nous avons alors deux nouvelles instructions. Les règles sont alors les suivantes :

{〈e〉 ◦ P,Loc; C, glo} →
Loc

{e ◦ P, C, loc} (4.18)

{(〈e1〉, 〈v2〉) ◦ P,Loc; C, glo} →
Loc

{(e1, e2) ◦ P, C, loc} (4.19)

{e ◦ P,Loc; C, glo} →
Loc

{e ◦ P, C, loc} si V()(e) = true (4.20)

{e ◦ P,Par; C, loc} →
Par

{〈e〉 ◦ P, C, glo} (4.21)

{〈e〉 ◦ P,Delpar; C, glo} →
Delpar

{e ◦ P, C, glo} (4.22)

L’instructionLoc permet de passer du contexte global (en dehors du vecteur) aucontexte local. Cette ins-
truction testera aussi la validité des paramètres (pouvons-nous évaluer cette valeur localement, comme dans
le cas d’unmkpar ?) ou détruira le constructeur de vecteur afin d’évaluer localement l’expression (cas
d’un put ou d’unproj) ou pour un couple de vecteur (cas d’unapply). L’instruction Par construit le
vecteur parallèle et fait repasser au contexte global. L’instructionDelpar correspond à l’opérateurdelpar

qui supprime le constructeur des vecteurs. Le testV() est défini à la figure 4.4. Celui-ci parcourt inductive-
ment la valeur. Si la valeur est une fermeture, alors le test parcourt les instructions pour vérifier qu’elles ne
font pas référence à des valeurs parallèles ou qu’elles ne sont pas elles-mêmes des instructions parallèles.

Définition 23 (Compilation de BSML dans la BSP-CAM).
Soite un terme. La fonction de compilationC est définie par :

C(e) = 〈〈{•, [[e]], glo}, · · · , {•, [[e]], glo}〉〉

4.4.3 Correction de la BSP-CAM

Pour prouver la correction de notre machine nous utilisons la fonction de décompilationD définie à la
figure 4.5 où la décompilation du code se fait suivant la fonction inverse de la compilation. Les fermetures
se traduisent en des fermetures de notre calcul.

La décompilation d’une CAM (Pile et Code) est un peu plus difficile à définir et cela pour trois raisons
connexes :

1. La pile est hétérogène, elle peut contenir soit des valeurs, soit des paires d’environnements. Cette
situation interdit de définir de manière générique la traduction de la pile ;

2. Le code obtenu dans les états intermédiaires du calcul (après exécution d’une partie des instructions)
n’est pas décompilable par la simulation directe du code
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Décompilation de la BSP-CAM :

D(〈〈(P0, C0, t0), · · · , (Pp−1, Cp−1, tp−1)〉〉) = 〈〈D(P0, C0, t0), · · · ,D(Pp−1, Cp−1, tp−1)〉〉

Décompilation du code, des fermetures et des environnements :

Code

Fstn;Snd = n + 1

Cst(c) = c

Op(op) = op

Closure(C) = λ.C

Push; C1;Swap; C2;Cons;App = (C1 C2)

Push; C1;Swap; C2;Cons = (C1, C2)

Push; C1;Case(C2, C3) = if C1 then C2 else C3

Code(mkpar); C = (mkpar C)

Code(apply); C1; C2 = (apply C1 C2)

Code(proj); C = (proj C)

Code(put); C = (put C)
Environnement

• = •

(e, f) = f ◦ e

Fermeture

[C, e] = C[e]

Décompilation d’une CAM :
D((Pi, Ci, ti)) = Ψ(Φ((Pi, Ci, ti)))

DébutΦ de décompilation d’une CAM :

Φ({•, C, t}) = (C, {() ◦ •, ε, t}

Φ({e ◦ P, C1; C, t}) = (C1[e], {P, C, t})

Φ({f ◦ e ◦ P,Swap; C2;Cons;App; C, t}) = (f, {e ◦ P,Swap; C2;Cons;App; C, t})

Φ({f1 ◦ f2 ◦ P,Cons;App; C, t}) = (f1, {f2 ◦ P,Cons;App; C, t})

Φ({(f1, f2) ◦ P, C, t}) = ((f1 f2), {f2 ◦ P, C, t})

Φ({f ◦ e ◦ P,Swap; C2;Cons; C, t}) = (f, {e ◦ P,Swap; C2;Cons; C, t})

Φ({f1 ◦ f2 ◦ P,Cons; C, t}) = (f1, {f2 ◦ P,Cons; C, t})

Φ({(f1, f2) ◦ P, C, t}) = ((f1, f2), {f2 ◦ P, C, t})

Fin Ψ de décompilation d’une CAM :

Ψ(f, {•, ε, t}) = f

Ψ(f, {e ◦ P,Swap; C2;Cons;App; C, t}) = Ψ((fC2[e], {P, C, t}))

Ψ(f1, {f2 ◦ P,Cons;App; C, t}) = Ψ((f2 f2), {P, C, t})

Figure 4.5 — Fonctions de décompilation

3. Les instructions provenant des primitives parallèles nedoivent pas être confondues avec celles pro-
venant de la compilation des termes séquentiels.

Pour remédier à ces problèmes, nous définissons la fonction de reconstruction par cas sur la tête de code
et en sachant que la suite des instructions aura forcément une forme bien définie (les instructions forment
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un parenthésage équilibré). La définition d’un état quelconque d’une CAM se définit par induction sur la
tête du code. Nous procédons par étapes : en premier lieu nousdéfinissons une fonctionΦ qui a une CAM
associe une expression et une CAM. Cette fonction est définieà la figure 4.5. Ensuite, nous poursuivons
la décompilation en utilisant le fait que si le code de départprovient de la compilation (bon parenthésage)
alors son image parΦ débute forcément par l’instructionCons, soit par l’instructionSwap ou est vide. La
seconde fonction de décompilationΨ est définie à la figure 4.5.

La simulation (fonction de décompilation) telle qu’elle est définie est bien entendu partielle : un état
quelconque n’a pas forcément de traduction. Cependant, si nous décompilons un état accessible, le code
a une forme telle que la simulation est définie (en faisant aussi l’hypothèse sur le caractère décompilable
des éléments de la pile). D’autre part, la simulation est apparemment ambiguë. En effet, pour un code
quelconque, il y a a priori plusieurs façons de le découper. Là encore, si on ne considère que des états
accessibles, cette ambiguïté est levée.

Avec cette fonction de décompilation, nous pouvons alors prouver les quatre conditions de la proposi-
tion 2 pour obtenir la correction de notre machine. Les preuves de ces conditions se trouve à l’annexe 4.A.
Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 3 (Correction de la BSP-CAM)

La BSP-CAM munie de→
E

, deC et deD est correcte.

Preuve . Par application de la proposition 2 et des lemmes 29, 30, 31 et32.

Notre BSP-CAM est donc correcte. On peut donc compiler avec cette machine afin d’obtenir des résultats
valides. De plus, si l’évaluation du programme ne se terminepas alors la machine boucle. Nous allons
maintenant voir comment optimiser cette machine de manièresûre.

4.4.4 Optimisation

Il est facile de voir que le constructeurPar des vecteurs parallèles n’est pas réellement utile pour la sé-
mantique distribuée tout comme pour la machine abstraite BSP. Ce constructeur permet juste de distinguer,
pour les preuves, les valeurs qui sont répliquées sur les processeurs, des vecteurs parallèles. Nous pouvons
donc les supprimer afin d’optimiser le code. En supposant aussi une analyse statiqueA qui n’admet que
des programmes pouvant s’exécuter correctement4, c’est-à-dire siA(e) alorse  e′ etA(e′), alors nous
pouvons aussi supprimer le testV qui interdit l’emboîtement des vecteurs parallèles.

Cette machine abstraite est donc non sûre en général, mais reste correcte dans le cas des programmes qui
s’exécuteront bien. Cette machine se définit comme la précédente mais avec les instructionsLoc, Par qui
sont des instructions ne faisant rien5, c’est-à-dire :

{e ◦ P,Loc; C, t} →
Loc

{e ◦ P, C, t}

{e ◦ P,Par; C, t} →
Par

{e ◦ P, C, t}

{e ◦ P,Delpar; C, t} →
Delpar

{e ◦ P, C, t}

Nous notons→
Eop

cette fonction de transition et nous avons le résultat suivant :

Proposition 4 (Correction de la BSP-CAM optimisée)

SiS1
∗
→
E

Sn alorsS1
∗
→
Eop

Sn.

Preuve . Immédiate par induction sur la dérivation et par cas sur les instructions.

Notons que le résultat contraire n’est pas vrai car la BSP-CAM optimisée peut réduire des termes non
valides comme l’imbrication de vecteurs. Par contre nous avons :

4Le papier [R3] propose une telle analyse statique.
5qui pourraient être ensuite supprimées par le compilatateur OCaml lors de la phase d’optimisation de code.
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Proposition 5 (Complétude de la mini BSP-CAM optimisée)

SiA(e) et siS1 = C(e) et siS1
∗
→
Eop

Sn alorsS1
∗
→
E

Sn.

Preuve . Triviale par induction sur la dérivation, par cas sur les instructions et utilisant la proposition 3 qui stipule
que l’évaluation des instructions de la BSP-CAM est correcte par rapport à l’évaluation dee.

Ce schéma de compilation (après suppression des fonctions d’identité et du constructeurPar devenu
inutile) correspond à l’implantation de nos primitives en OCaml qui sera définie dans le prochain chapitre.
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4.A Annexe, preuves des conditions

Pour la preuve de correction, nous allons utiliser des termes distribués et non des simples termes. La sé-
mantique à «petits pas» étant équivalente à la sémantique distribuée (théorème 7), cela ne pose pas de
problème.

Lemme 28

Soit un terme projetée, alors [[e]] = e

Preuve . Par induction sur le terme projetée.

• e = n ; [[e]] = Fst; [[n − 1]] = · · · = Fstn−1;Snd. Donc[[n]] = Fstn−1;Snd = n

• e = c ; [[e]] = Cst(c) = c

• e = op ; [[e]] = Cst(op) = op

• e = λ.e′ ; [[λ.e′]] = Closure([[t′]]) = λ.[[t′]] = λ.t′

• e = (e1 e2) ; [[(e1 e2)]] = Push; [[e1]]; Swap; [[e2]]; Cons;App = ([[e2]] [[e1]]) = (e1 e2)

• e = (e1, e2) ; [[(e1, e2)]] = Push; [[e1]]; Swap; [[e2]]; Cons = ([[e2]], [[e1]]) = (e1, e2)

• e = if e1 then e2 else e3 ; [[if e1 then e2 else e3]] = Push; [[e1]]; Case([[e2]], [[e3]])

= if [[e1]] then [[e2]] else [[e3]] = if e1 then e2 else e3

• e = (mkpar e′) ; [[(mkpar e′)]] = Push;Closure(Loc; · · · ;Par);Swap; [[e]]; Cons;App =

(mkpar [[e]]) = (mkpar e′)

• e = (apply e1 e2) ; [[apply e1 e2]]

= Push;Push;Closure(Closure(Loc; · · ·App;Par)); · · · ; [[e1]]; Cons;App

= (apply [[e1]] [[e2]]) = (apply e1 e2)

• case = (put e′) et (proj e′) ; de manière similaire.

Lemme 29 (Condition de l’état initial)

La BSP-CAM munie de→
E

, deC et deD vérifie la condition de l’état initial.

Preuve .

D(C(e)) = D(〈〈(•, [[e]], glo), · · · , (•, [[e]], glo)〉〉) = 〈〈D({•, [[e]], glo}, · · · ,D({•, [[e]], glo})〉〉 =

〈〈[[e]][•], · · · , [[e]][•]〉〉 = 〈〈e[•], · · · , e[•]〉〉

Lemme 30 (Condition des états accessibles)

La BSP-CAM munie de→
E

, deC et deD vérifie la condition des états accessibles.

Preuve . Il y a deux sortes de réduction de la BSP-CAM : une réduction asynchrone et une réduction synchrone.
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Le cas d’une réduction asynchrone est la réduction d’une CAMde la BSP-CAM. Nous avons à faire la preuve
pas cas sur l’instruction de tête de cette CAM. Nous avons, par exemple, les diagrammes de transition suivant :

{(e, f) ◦ P,Snd; C, t}

Φ

Snd
{f ◦ P, C, t}

Φ

(Snd[(e, f)], {P, C, t})

Ψ

(f, {P, C, t})

Ψ

1[f ◦ e] f

{(e, f) ◦ P,Fst;Fstn−1;Snd; C, t}

Φ

Fst
{e ◦ P,Fstn−1;Snd; C, t}

Φ

(Fstn;Snd[(e, f)], {P, C, t})

Ψ

(Fstn;Snd[e]

Ψ

n + 1[f ◦ e] n[e]

{e ◦ P,Closure(C′); C, t}

Φ

Closure
{[C′, e] ◦ P, C, t}

Φ

([Closure(C′)[e], {P, C, t})

Ψ

(C′[e], {P, C, t})

Ψ

λ.C′[e] λ.C′[e]

Les autres cas sont similaires.

Dans le cas d’une réduction synchrone, chaque CAMi de la BSP-CAM est de la forme

〈〈([v0
i , . . . , vp−1

i ] ◦ Pi, SEND; Ci, glo)〉〉

La décompilation de cette BSP-CAM donne le terme :〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 tel queei = Γ[send 〈[vi
0, . . . , v

i
p−1]〉].

Le résulat de l’évaluation de la BSP-CAM est :

〈〈([vi
0, . . . , v

i
p−1] ◦ Pi, Ci, glo)〉〉

qui se décompile en :〈〈e′0, . . . , e
′
p−1〉〉 tel queei = Γ[send 〈[v0

i , . . . , vp−1
i ]〉]. Ce qui est bien le résultat attendu.

Lemme 31 (Condition de progression)

La BSP-CAM munie de→
E

, deC et deD vérifie la condition de progrès.

Preuve . Il est facile de constater qu’une suite d’instructions ne comportant pas l’instructionApp se termine tou-
jours (la transition consumant l’instruction). Ainsi, comme la transition de l’instructionApp n’est pas silencieuse,
il ne peut y avoir une suite infinie d’instructions silencieuses.

Lemme 32 (Condition de l’état terminal)

La BSP-CAM munie de→
E

, deC et deD vérifie la condition de l’état terminal.

Preuve . Il y a quatre sortes d’états susceptibles de provoquer l’arrêt de la machine :
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1. Les codes sont vides. C’était donc des états accessibles et d’après le lemme 30, ces états sont simulables.
Ils se traduisent donc de la forme{v ◦ •, ε, t}. Or dans ce cas, ils se traduisent parv = v qui sont donc des
valeurs.

2. Une instruction courante estFst ouSnd. L’expression n’ayant pas de variables libre, ce cas est impossible.

3. Le test, d’une instruction couranteLoc est faux. Dans ce cas, la décompilation donne un terme qui n’est
pas réductible car son test sera aussi faux et qui n’est donc pas une valeur.

4. Un des états de la BSP-CAM est aussi terminal quand la formede la tête de pile ne correspond pas à ce qui
est attendu pour une des instructions courantes. Cette étatest donc accessible, donc d’après le lemme 30, il
doit être décompilable. Or par définition de la décompilation, cette état n’est pas décompilable. Ces cas ne
se produisent donc pas pour des états accessibles.
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Bibliothèque de
programmes BSML

Une version préliminaire d’une partie de ce chapitre a fait l’objet d’un article [C1] écrit en collaboration avec Frédéric
Loulergue et David Billiet.
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DANS ce chapitre nous présentons un ensemble de fonctions BSML pour des opérations BSP clas-
siques et apparaissant régulièrement dans les algorithmesBSP. Cet ensemble peut être vu comme

une bibliothèque standard de la BSMLlib. Nous présentons aussi l’implantation modulaire de la
BSMLlib1 et, des permiers tests de performances de nos fonctions comparées aux prédictions BSP.

5.1 Fonctions BSP classiques avec la BSMLlib

Les primitives décrites dans la section précédente constituent le noyau de la bibliothèque BSMLlib. Elles
sont suffisantes pour exprimer tous les algorithmes BSP. Malgré leur caractère universel, il est souhaitable
d’avoir un ensemble de fonctions dites utilitaires pour simplifier la programmation de ces algorithmes et
rendre le code plus lisible. Toutes les fonctions décrites dans cette section sont ainsi implantées en utilisant
uniquement ces primitives.

5.1.1 Exemples de fonctions asynchrones

La fonctionreplicate crée un vecteur parallèle contenant en chaque composante lamême valeur :

(∗ replicate: α→α par ∗)
let replicate v = mkpar (fun _→v)

où plus schématiquement :replicate v = v · · · v
La primitiveapply est utilisée pour un vecteur parallèle de fonctions d’aritéunaire. Pour facilement ma-

nipuler des vecteurs de fonctions dont les arités ne sont pasunaires, nous définissons une série de fonctions
d’applications parallèles et asynchrones :

(∗ apply2: (α→β →γ )→α par→β par→γ par ∗)
let apply2 vf v1 v2 = apply (apply vf v1) v2

1provenant du travail sur les sémantiques du chapitre 3 et en partie du travail sur les instructions BSP de la machine abstraite du
chapitre 4.
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(∗ apply3: (α→β →γ → δ )→α par→β par→γ par→ δ par ∗)
let apply3 vf v1 v2 v3 = apply (apply (apply vf v1) v2) v3

Par exemple :

apply2 f0 · · · fp−1 v0 · · · vp−1 v′0 · · · v′p−1 = (f0 v0 v′0) · · · (fp−1 vp−1 v′p−1)

Nous utiliserons aussi couramment l’application d’une même fonction séquentielle en chaque compo-
sante d’un vecteur parallèle, c’est-à-dire l’applicationde la même fonction en chaque processeur. Pour cela,
nous définissons une série de fonctionsparfun d’applications parallèles d’une même fonction dont seules
les arités diffèrent :

(∗ parfun: (α→β )→α par→β par ∗)
let parfun f v = apply (replicate f) v

(∗ parfun2: (α→β →γ )→α par→β par→γ par ∗)
let parfun2 f v1 v2 = apply (parfun f v1) v2

(∗ parfun3: (α→β →γ → δ )→α par→β par→γ par→ δ par ∗)
let parfun3 f v1 v2 v3 = apply (parfun2 f v1 v2) v3

Par exemple :parfun f v0 · · · vp−1 = (f v0) · · · (f vp−1)
Il est aussi courant d’appliquer une fonction différente enun processeur donné.applyat n f1 f2 v ap-

plique la fonctionf1 au processeurn et la fonctionf2 aux autres processeurs :

(∗ applyat: int→(α→β )→(α→β )→α par→β par ∗)
let applyat n f1 f2 v = apply (mkpar (fun i→if i=n then f1 else f2)) v

De manière schématique :

applyat n f1 f2 v0 · · · vn · · · vp−1 = (f2 v0) · · · (f1 vn) · · · (f2 vp−1)

Les fonctions décrites ci-dessous sont des fonctions couramment utilisées pour exprimer les phases de
communication et de synchronisation d’un algorithme BSP. Il paraît alors nécessaire de donner aussi leurs
formules de coût.

Dans les sections qui vont suivre, tous les tests de performances ont été effectués sur une grappe de
6 nœuds chacun doté de 1Go de RAM. Les nœuds sont des Intel pentium IV 2.8 Ghz avec des cartes
Gigabit Ethernet et interconnectés par un réseau Gigabit Ethernet (10/100/1000). Une Mandrake Clic 2.0 a
été utilisée comme système d’exploitation et les programmeont été compilés avec OCaml 3.08.2 en mode
natif. Chacun des programmes a été exécuté 100 fois de suite et la moyenne des exécutions a été prise pour
les graphiques. Les versions de la BSMLlib utilisant la PUB [40], MPI ou directement les fonctionnalités
TCP/IP d’OCaml ont été utilisées. Nous nous sommes servis dela version TCP/IP de la PUB ainsi que de
la version MPICH de MPI.

5.1.2 Fonctions d’échange total

Notre premier exemple est un échange totalrépliqué, c’est-à-dire que le résultat sera une liste répliquée,
en chaque processeur, des valeurs des composantes du vecteur parallèle. Ainsi, chaque processeur contient
une valeur et le résultat de(rpl_total v0 · · · vp−1 ) est[v0, . . . , vp−1] la liste de ces valeurs :

(∗ rpl_total: α par→α list ∗)
let rpl_total vec =
let rpl_totex vec = compose noSome (proj (parfun (fun v→Some v) vec)) in
List.map (rpl_totex vec) (procs())
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avec







compose: (α→β )→(γ →α )→γ →β
compose f g x = (f (g x))

noSome :α option→α
noSome (Some v) = v

List.map: (α→β )→α list→β list
List.map f [v0; . . . ; vn] = [(f v0); . . . ; (f vn)]

procs:unit→int list
procs() = [0; 1;. . . ; bsp_p ()-1].

Le coût BSP est(p − 1) × s × g + l où s est la taille en octet de la plus grande des valeurs contenuespar
les processeurs.

rpl_total est une fonction qui peut être utilisée pour définir d’autresfonctions (que nous utiliserons mas-
sivement pour l’implantation des structures de données parallèles, cf chapitre 8) telles queparfun_total, qui
permet d’appliquer une fonction séquentielle à chaque composante d’un vecteur parallèle, fait un échange
total de ces valeurs et enfin applique une autre fonction sur ce résultat :

parfun_total f1 f2 v0 · · · vp−1 ⇒ (f2 [v′0; . . . ; v
′
p−1])

avec(f1 vi) = v′i. Cette fonction est codée comme suit :

(∗ parfun_total : (α→β )→(β list→γ )→α par→γ ∗)
let parfun_total f1 f2 par_v = f2 (rpl_total (parfun f1 par_v))

Nous pouvons aussi programmer un échange total avec unput , mais avec comme résultat un vecteur de
listes contenant les valeurs initiales :

(∗ totex: α par→(int→α )par ∗)
let totex vv = parfun (compose noSome) (put (parfun (fun v dst→Some v) vv))

(∗ total_exchange: α par→α list par ∗)
let total_exchange vec = parfun2 List.map (totex vec) (replicate (procs()))

C’est-à-dire :total_exchange v0 · · · vp−1 = [v0, . . . , vp−1] · · · [v0, . . . , vp−1] .
La figure 5.1 montre les performances mesurées avec en chaqueprocesseur une liste d’entiers (chacune

de la même longueur). Sur les deux graphiques, les longueursde ces listes vont croissant.

5.1.3 Fonctions pour la diffusion d’une valeur

Notre second exemple est la programmation avec la BSMLlib dela diffusion d’une valeur d’un processeur
aux autres processeurs. Ceci peut être schématisé comme suit :

i
v

????? ? ? ?
v v v

où le processeuri envoie sa valeurv aux autres processeurs. Ce travail peut être effectué en uneseule
super-étape avec le code suivant :

(∗ bcast_direct: int→α par→α par ∗)
let bcast_direct root vv =
if not (within_bounds root) then raise Bcast else
let mkmsg = applyat root (fun v dst→Some v) (fun _ dst→None) vv in

parfun noSome (apply (put mkmsg) (replicate root))

auquel nous pouvons donner la formule de coût suivante :

(p− 1)× S(vi)× g + l

oùS(vi) est la taille en octets devi, la valeur diffusée. Notons qu’une diffusion directe peut aussi se coder
en utilisant la primitive de projection globale :



68 CHAPITRE 5. BIBLIOTHÈQUE DE PROGRAMMES BSML

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000

T
em

ps
 (

s)

Nombres d’elements en chaque processeur (taille des listes)

Echanges totaux de listes d’entiers

avec MPI
avec PUB
avec TCP

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 100000  200000  300000  400000  500000  600000  700000  800000  900000

T
em

ps
 (

s)

Nombres d’elements en chaque processeur (taille des listes)

Echanges totaux de listes d’entiers

avec MPI
avec PUB
avec TCP

Figure 5.1 — Performances des échanges totaux



69 5.1. FONCTIONS BSP CLASSIQUES AVEC LA BSMLLIB

(∗ bcast_direct_rpl: int→α par→α ∗)
let bcast_direct_rpl root vv =
if not (within_bounds root) then raise Bcast else
let fmsg=proj (applyat root (fun v→Some v) (fun _→None) vv) in
(noSome (fmsg root))

Plus schématiquement :bcast_direct_rpl i v0 · · · vi · · · vp−1 = vi

La figure 5.2 montre les performances mesurées avec au processeur 0 (processeur émetteur) une liste
d’entiers. Sur les deux graphiques, la longueur de cette liste va de manière croissante.

Quand la taille de la valeur à diffuser est importante, et suivant les paramètres BSP de la machine,
l’algorithme de diffusion en deux phases décrit dans [34, 117] peut s’avérer plus efficace. La figure 5.3
illustre la méthode utilisée. L’émission en deux super-étapes procède commme suit : le processeur de départ
«découpe» son message enp messages et envoie chacun d’eux auxp−1 autres processeurs (première super-
étape). Ensuite, chaque processeur envoie son bout de message aux autres processeurs (échange total) et
pour finir chaque processeur «recolle» les morceaux reçus. La formule de coût BSP est alors :

2×
(p− 1)× S(vi)

p
× g + 2× l + d(vi) + r(vi)

oùd(vi) est le temps pour découper la valeurvi enp morceaux etr(vi) le temps pour les recoller.
Dans un premier temps, nous définissons la première super-étape, celle qui éparpille la valeur du proces-

seur initial. Nous la codons avec la fonction ci-dessous, qui prend en paramètre une fonction définissant le
découpage de la valeur à diffuser :

(∗ scatter :(α→int→β option)→int→α par→β par ∗)
let scatter partition root v =
if not (within_bounds root) then raise Scatter else
let mkmsg = applyat root partition (fun _ _→None) in
parfun noSome (apply (put (mkmsg v)) (replicate root))

La figure 5.4 montre les performances mesurées avec au processeur 0 (processeur émetteur) une liste d’en-
tiers. Sur les deux graphiques, la taille de cette liste va demanière croissante.

Ensuite, nous pouvons implanter une version générique de cet algorithme de diffusion, générique car la
fonction de «découpage» et de «recollage» sont les premiersparamètres de la fonction :

(∗ bcast_totex_gen: (α→int→β option)→((int→β )→γ )→int→α par→γ par ∗)
let bcast_totex_gen partition paste root vv =
if not (within_bounds root) then raise Bcast else
let phase1 = scatter partition root vv in
let phase2 = totex phase1 in
parfun paste phase2

Celle-ci pouvant aisément être spécialisée comme par exemple pour les listes :

let bcast_totex_list root vl =
let paste f = List.flatten (List.map f (procs())) in

bcast_totex_gen cut_list paste root vl

avec







List.flatten:α list list→α list
List.flatten [l0; · · · ; ln] = [l0@ · · ·@ln]

cut_list: α list→int→α list option
cut_list [e0; · · · ; en] i = (Some [ei−j ; · · · ; ei+j ]) oùj = n mod p

La figure 5.5 montre les performances mesurées avec au processeur 0 (processeur émetteur) une liste d’en-
tiers. Sur les deux graphiques, la longueur de cette liste vade manière croissante. Sur notre cluster de test,
les performances de la diffusion en deux phases sont moins bonnes que celles de la diffusion directe. Cela
est dû au temps de «recollage» des listes qui est proportionel à la longueur de la liste du processeur émet-
teur. Pour contourner ce problème, nous pourrions utiliserdes tableaux, permettant ainsi un «découpage»
(ainsi qu’un «recollage») en un temps proportionel àp.
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Figure 5.3 — Diffusion en 2 phases (aussi appelée avec échange total)

5.1.4 Fonctions pour le calcul des préfixes

Notre troisième exemple est le calcul parallèle classique des préfixes d’un ensemble de valeurs avec un
opérateur associatif admettant un élément neutre. Pour représenter cet ensemble, nous faisons l’hypothèse
que chaque processeur en mémorise une partie sous la forme d’une liste d’éléments. Nous avons donc un
vecteur parallèle de listes d’éléments. Prenons pour exemple, l’expression suivante pour une machine à 3
processeurs (avece = 1 comme élément neutre) permettant de calculer les factorielles de1 à5 :

scan_list e (×) [1; 2] [3; 4] [5]

Cette expression sera évaluée en :

[e× 1; e× 1× 2] [e× 1× 2× 3; e× 1× 2× 3× 4] [e× 1× 2× 3× 4× 5]

⇒ [1; 2] [6; 24] [120]

Chaque processeur effectue une réduction locale avec les éléments de sa propre liste, puis envoie son résultat
partiel aux processeurs qui le suivent (dans l’ordre despid de la machine) et finalement réduit ce résultat
avec les valeurs envoyées par les processeurs qui le précèdent.

Pour ce calcul, nous avons donc besoin, tout d’abord, d’une fonction pour la réduction parallèle, c’est-
à-dire réduire,via un opérateur, les valeurs d’un vecteur parallèle. Ceci équivaut à calculer au processeur
i, la réduction des valeurs contenue par les processeursj tel quej < i. Prenons par exemple, l’expression
suivante :

scan e (×) 1 2 3

Celle-ci sera évaluée en :
e 1× 2 1× 2× 3

⇒ 1 2 6

La figure 5.6 donne le code BSML pour une telle fonction en utilisant l’algorithme BSP direct [34]. Nous
employons les fonctions suivantes :







List.fold_left: (α→β →α )→α→β list→α
List.fold_left f e [v0; . . . ; vn] = f (· · · (f (f e v0) v1) · · · ) vn

from_to:int→int→int list
from_to n m = [n; n + 1; n + 2; . . . ; m].

Ensuite, nous pouvons obtenir une version générique pour lecalcul des préfixes en utilisant les fonctions
suivantes :

(∗ scan_wide :((α→β →β )→γ → δ par→α par)→((α→β →β )→γ → ǫ→ δ ∗ ζ )→
((β →β )→ ζ → η )→(α→β →β )→γ → ǫ par→ η par ∗)

let scan_wide scan seq_scan_last map op e vl =
let local_scan=parfun (seq_scan_last op e) vl in
let last_elements=parfun fst local_scan in
let values_to_add=(scan op e last_elements) in
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(∗ scan_direct: (α→β →α )→α→β par→α par ∗)
let scan_direct op e vv =
let mkmsg pid v dst=if dst<pid then None else Some v in
let procs_lists=mkpar (fun pid→from_to 0 pid) in
let rcv_msgs=put (apply (mkpar mkmsg) vv) in
let values_lists= parfun2 List.map (parfun (compose noSome) rcv_msgs) procs_lists in
applyat 0 (fun _→e) (List.fold_left op e) values_lists

Figure 5.6 — Code de l’algorithme direct pour la réduction parallèle

let pop=applyat 0 (fun _ y→y) op in
parfun2 map (pop values_to_add) (parfun snd local_scan)

(∗ seq_scan_last: (α→β →α )→α→β list→α ∗α list ∗)
let seq_scan_last op e l =

let rec seq_scan’ last l accu =
match l with

[]→(last,[last])
| [hd]→(last,(op last hd)::accu)
| hd::tl→(let new_last = (op last hd)

in seq_scan’ new_last tl (new_last::accu)) in
seq_scan’ e l []

(∗ scan_list : ((α→α→α )→α→α par→α par)→(α→α→α )→α→α list par→α list par ∗)
let scan_list scan op e vl = scan_wide scan seq_scan_last List.rev_map op e vl

tel queseq_scan_last f e [v0; v1; . . . ; vn] = (last, [(f lastvn); · · · ; (f(f e v0) v1); (f e v0)]) avec last=
(f (· · · (f (f e v0) v1) · · · ) vn−1). Nous pouvons alors composer les fonctions définies ci-dessus pour
obtenir notre fonction :

(∗ scan_list_direct:(α→α→α )→α→α list par→α list par ∗)
let scan_list_direct op e vl = scan_list scan_direct op e vl

La formule de coût BSP d’une telle fonction (en faisant l’hypothèse queop a un coût constantcop) est :

2×N × cop × r + (p− 1)× s× g + l

telle ques est la taille en octets d’un élément etN est la longueur de la plus longue liste contenue par un
processeur. Nous avons donc la somme des coûts pour calculerla réduction partielle, échanger ces résultats
et finir la réduction avec les éléments échangés.

La figure 5.7 montre les performances mesurées avec en chaqueprocesseur une liste de flottants (chacune
de même longueur). La somme de flottants a été utilisée comme opérateur. Sur les deux graphiques, les
longueurs de ces listes vont croissant.

Il est aussi possible de calculer les préfixes enlog2(p) + 1 super-étapes [34]. La figure 5.8 donne le code
BSML pour une telle fonction. Nous pouvons alors recomposerles fonctions définies ci-dessus pour avoir
une nouvelle version du calcul des préfixes :

(∗ scan_list_direct:(α→α→α )→α→α list par→α list par ∗)
let scan_list_logp op e vl = scan_list scan_logp op e vl

La formule de coût BSP d’une telle fonction (en faisant l’hypothèse queop a un coût constantcop) est :

2×N × cop × r + (log2(p) + 1)× (g + l)

avecs qui est la taille en octets d’un élément etN qui est la longueur de la plus longue liste contenue par un
processeur. Nous avons donc la somme des coûts pour calculerla réduction partielle, échanger ces résultats
enlog2(p) + 1 super-étapes et finir la réduction avec les éléments échangés.

La figure 5.9 montre les performances mesurées avec en chaqueprocesseur une liste de flottants (chacune
de même longueur). La somme de flottants a été utilisée comme opérateur. Sur les deux graphiques, les
longueurs de ces listes vont croissant.
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Figure 5.7 — Performances de la réduction parallèle directe de listes
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(∗ scanlogp: (α→α→α )→α→α par→α par ∗)
let scan_logp op e vec =
let rec scan_aux n vec =
if n >= (bsp_p ()) then (applyat 0 (fun _→e) (fun x→x) vec) else
let msg = mkpar (fun pid v dst→

if ((dst=pid+n)or (pid mod (2∗n)=0))&&(within_bounds (dst−n))
then Some v else None)

and senders = mkpar (fun pid→natmod (pid−n) (bsp_p ()))
and op’ = fun x y→match y with Some y’→op y’ x | None→x in
let vec’ = apply (put (apply msg vec)) senders in
let vec’’= parfun2 op’ vec vec’ in
scan_aux (n∗2) vec’’ in

scan_aux 1 vec

Figure 5.8 — Code de l’algorithme binaire pour la réduction parallèle

5.1.5 Exemple de fonctions destructurant un vecteur de list es

Comme expliqué précédemment, la BSMLlib contient une primitive synchrone de projection qui est néces-
saire pour tous les algorithmes dont la séquence d’exécution parallèle (c’est-à-dire le comportement global)
dépend d’une valeur locale (d’un processeur). Considéronscomme quatrième et dernier exemple le pro-
blème de convertir une valeur de typeα list par (un vecteur de listes, c’est-à-dire une liste par processeur)
en une valeur de typeα par list (liste de vecteurs parallèles). Ceci peut être effectué en supprimant un
élément en chaque liste jusqu’à ce que l’une d’entre elles soit une liste vide :

(∗ list_of_par: α list par→α par list ∗)
let rec list_of_par lpar =
let test=parfun_total (function []→true | _→false ) (List.fold_left (or ) false ) lpar in
if test then []
else (parfun List.hd lpar)::(list_of_par (parfun List.tl lpar))

Dans ce cas, la projection est utilisée comme test de terminaison et nous avons la formule de coût suivante :

n× (4 + p + p× g + l)

oùn est la longueur de la plus petite liste contenue par un des processeur. Nous avons bienn super-étapes,
avec à chaque fois unpattern matchingpour tester si la liste est vide ou non, un échange total de cestests,
un «ou» général de ces tests, unList.hd, unList.tl et enfin une concaténation d’un vecteur parallèle dans la
liste finale.

Nous pouvons, bien sûr, faire le même travail avec une fonction beaucoup moins coûteuse en nombre de
super-étapes, celle-ci calculant d’abord la longueur minimale de ces listes puis construisant directement la
liste finale :

(∗ list_of_par’: α list par→α par list ∗)
let list_of_par’ lpar =
let minl=parfun_total List.length (List.fold_left min max_int) lpar in
let rec take n vl accu =
if n=0 then (List.rev accu) else
take (n−1) (parfun List.tl vl) ((parfun List.hd vl)::accu) in

take minl lpar []

et nous avons alors la formule de coût suivante :

n1 + p× g + l + p + n2 × 4

oùn1 (resp.n2) est la plus grande (resp. petite) des longueurs des listes.Nous avons le temps pour calculer
ces longueurs, de les échanger, de calculer cette plus petite longueur et enfin, comme ci-dessus, de construire
le résultat final.
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5.2 Implantation de la bibliothèque BSMLlib

5.2.1 Historique

La première version de la BSMLlib a précédé les calculs [184], et il ne s’agissait alors que d’une simple
version séquentielle des primitives où les vecteurs parallèles étaient simulés par des tableaux de taillep.
Dans cette première version il n’y avait pas de conditionnelle globale et les primitives de communications
étaient unget généralisé et unput, ces deux primitives opérant sur des vecteurs parallèles detables de
hachage pour éviter que l’ordre des messages ne soit imposé par la structure de données résultante :

get: α par→int list par→(int ∗ α ) Hashtbl.t par
put : (int ∗ α ) list par→(int ∗ α ) Hashtbl.t par

La première version distribuée de la BSMLlib, la version 0.1(2000), décrite dans [16] et utilisée dans [135],
comprenait en outre la primitiveat pour laquelle il était précisé que sa seule utilisation valide était d’en faire
la condition d’une expression conditionnelle. Cette version 0.1 comprenait une version séquentielle et une
version parallèle basée sur la bibliothèque BSPlib (BSP pour C [147]), ainsi qu’un début de bibliothèque
standard, comprenant par exemple des diffusions, réductions,etc.

Le put et le get généralisés ont par la suite été formalisés dans [185]. Cette formalisation a suggéré
la forme actuelle de la primitiveput . La fonctionget généralisée a également été abandonnée en tant
que primitive, puisqu’exprimable avec la nouvelle primitive put , sans communication et synchronisation
supplémentaires. À partir de cette époque, la bibliothèqueBSPlib n’a plus été maintenue et la bibliothèque
PUB [40] n’était pas encore assez mature. JoCaml [72]2 n’était pas non plus disponible. On a donc opté
en faveur d’une implantation utilisant MPI [245], pour des raisons, importantes dans le cadre du projet
CARAML , de portabilité.

Cette nouvelle version 0.2 [189] a été distribuée à partir defin 2002. Suite aux travaux sur la certification
de programmes BSML (voir au chapitre 6), une version 0.25 corrigeant un certain nombre d’erreurs de
la bibliothèque standard et améliorant l’implantation a été proposée début 2004. Suite aux travaux sur les
entrées/sorties (confère chapitre 9), les compositions parallèles (voir au chapitre 7) et les structures de
données parallèles (cf. chapitre 8), une nouvelle version 0.3 sera distribuée fin 2005. Celle-ci comporte un
noyau modulaire décrit dans cette section.

5.2.2 Une implantation modulaire

La version 0.25 de la bibliothèque BSMLlib n’était pas modulaire dans le sens où l’implantation du module
de primitives utilisait directement un module de lien avec MPI pour C et que cette implantation était donc
très dépendante de MPI.

Or, pour plusieurs raisons, il était souhaitable de pouvoirs’appuyer sur d’autres bibliothèques de com-
munication que MPI, tout d’abord pour des raisons de portabilité, mais aussi pour des raisons d’efficacité.
La structuration de l’exécution permet des optimisations.Par exemple, l’implantation d’une bibliothèque
BSPlib avec VIA [164] a permis des optimisations qu’il n’était pas possible de mettre en œuvre pour une
implantation de MPI au-dessus de VIA, du fait de l’absence destructuration du modèle sur lequel repose
MPI. Enfin, dans le cadre du projet CARAML , il était prévu de traiter de la tolérance aux pannes. Toute-
fois, cette caractéristique entraîne toujours une baisse des performances. Aussi est-il tout à fait concevable
d’avoir plusieurs implantations basées sur la même bibliothèque de communication mais offrant ou non une
tolérance aux pannes [43, 46, 47, 48, 49].

C’est pour faciliter la mise en œuvre de cet objectif que le module qui contient les primitives présentées
dans la section 2.3 est unfoncteur[177] prenant en argument un module de communication de plus«bas
niveau». Le style de programmation est ici SPMD. Ce module, appeléComm, est basé sur les principaux
éléments donnés ci-dessous (des formalisations, justifiant l’utilisation de ces fonctions, ont été présentées
dans les chapitres 3 et 4) :

val pid : unit→int
val nprocs : unit→int
val send : α option array→α option array

2téléchargeable àhttp://http://pauillac.inria.fr/jocaml
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La signification depid et denprocs est évidente : ils donnent respectivement l’identifiant du processeur
et le nombrep de processeurs. La fonctionsend prend sur chaque processeur un tableau de taillep. Ces ta-
bleaux contiennent des valeurs optionnelles. Ces valeurs sont obtenues en appliquant sur chaque processeur
i la fonctionfi (argument de la primitiveput ) sur les entiers allant de0 àp− 1.

Si au processeurj la valeur contenue à l’indexi est(Some v), alors la valeurv sera envoyée du proces-
seurj au processeuri. Si la valeur estNone, rien ne sera envoyé. Dans le résultat, qui est aussi un tableau,
None à l’indexj sur le processeuri signifie que le processeurj n’a rien envoyé au processeuri et la valeur
(Some v) signifie que le processeurj a envoyé la valeurv à i. Une synchronisation globale s’effectue à
l’intérieur de cette fonction de communication.put etproj sont implantés en utilisantsend.

L’implantation des types abstraits,mkpar (règle 3.17) etapply (règle 3.18) est la suivante :

type α par = α
let mkpar f = f (Comm.pid())
let apply f v = f v
let bsp_p = Comm.nprocs

L’implantation de la primitiveput peut être décrite rapidement sur un exemple. Pour cela, on considère
que l’on travaille sur une machine parallèle à 4 processeurs. Soit la fonctionfi de typeint→α par telle que
(fi (i + 1)) = Somevi pour i = 0, 1, 2 et (fi j) = None sinon. L’expressionmkpar (fun i→fi) sera
évaluée comme suit :

1. D’abord, sur chaque processeur, la fonction est appliquée à tous les identifiants des processeurs. On
produit ainsip valeurs, les messages à envoyer pour chaque processeur. Dans la matrice qui suit,
chaque colonne représente les valeurs produites par processeur et chaque ligne correspond à une
destination ( la première ligne représente les messages envoyés au processeur 0,etc.) :

None
Somev0

None
None

None
None

Somev1

None

None
None
None

Somev2

None
None
None
None

2. Ensuite, l’échange s’effectue et on obtient une nouvellematrice, qui est en fait la transposée de la ma-
trice précédente. C’estsend qui réalise ceci, ce qu’on représente ici comme matrice étant simplement
lesp tableaux desp processeurs de la machine parallèle.

None
None
None
None

Somev0

None
None
None

None
Somev1

None
None

None
None

Somev2

None

3. Finalement, le vecteur parallèle de fonctions est produit. Chaque processeuri a un tableauai de
taille p (une colonne de la matrice précédente) et la fonction estfun x→ai.(x). Dans notre exemple,
au processeur3, (f3 0) = None, ce qui signifie que le processeur 3 n’a pas reçu de message du
processeur 0 et(f3 2) = Somev2, le processeur 2 a envoyé un message au processeur 3.

L’implantation des primitivesput (règle 3.19) etproj (règle 3.20) sont alors les suivantes :

let mkfun = (fun res i→if ((0<=i) && (i<(Comm.nprocs()))) then res.(i) else None)

let put f = mkfun (Comm.send (Array.init (Comm.nprocs()) f))

let proj v = put (fun _→v)

En effet, pour leproj , il suffit d’envoyer la même valeur à tous les autres processeurs, d’où l’utilisation
possible duput . Notons queproj est bien une primitive et non une fonction dépendant deput car la
primitive proj enlève le constructeurpar (des vecteurs parallèles) dans le résultat, ce que la primitive put
ne peut faire seule.

Il existe actuellement plusieurs implantations du moduleComm basées sur MPI [245], PVM [114],
PUB [40] et TCP/IP (dans ce dernier cas l’implantation ne repose que sur OCaml, en utilisant un carré latin
pour les communications [148]) et il est tout à fait possibleque de nouveaux modulesComm puissent être
implantés par des programmeurs extérieurs.
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(∗ fold_direct: (α→β →α )→α→β par→α par ∗)
let fold_direct op e vec = parfun (List.fold_left op e) (total_exchange vec)

(∗ inprod_array: float array→float array→float ∗)
let inprod_array v1 v2 = let s = ref 0. in
for i = 0 to (Array.length v1)−1 do
s:=!s+.(v1.(i)∗.v2.(i));

done ; !s

(∗ inprod_list: float list→float list→float ∗)
let inprod_list v1 v2 = List.fold_left2 (fun s x y→s+.x∗.y) 0. v1 v2

(∗ inprod: (α→β →float)→α par→β par→float par ∗)
let inprod seqinprod v1 v2 =

let local_inprod = parfun2 seqinprod v1 v2 in
fold_direct (+.) 0. local_inprod

Figure 5.10 — Produit scalaire

Il faut préciser également que le module des primitives prend en argument un module dédié à l’implan-
tation des nouvelles primitives dédiées aux entrées/sorties. Toutefois, pour l’instant, il n’en existe qu’une
seule implantation. Cette modularité permet d’envisager de nouvelles implantations basées sur des biblio-
thèques spécialisées dans les entrées/sorties parallèles. Notons que le chapitre 7, qui présente la sémantique
et l’implantation d’une nouvelle primitive de compositionparallèle, donne les modifications «mineures»
ajoutées par cette primitive.

5.2.3 Prévision des performances

L’un des principaux avantages du modèle BSP est son modèle decoût : il est simple mais suffisamment
précis. Cela a par exemple été montré dans l’article [157] enutilisant la bibliothèque BSPlib [147]. Ce
constat a été de nouveau démontré expérimentalement [171] avec la BSPlib, mais aussi avec la PUB, MPI
et cela sur différentes architectures parallèles.

La prévision des performances nécessite que l’on puisse déterminer les paramètres BSP des machines
que l’on utilise. C’est ce que fait par exemple le programme «probe» présenté dans [34]. Nous l’avons
adapté pour la BSMLlib [C1]. La figure 5.12 donnée à la fin de ce chapitre présente la partie principale du
programme.

Le tableau de la figure 5.11 présente les résultats obtenus enexécutant le programme «probe» de [34]
(C+MPI) et notre «bsmlprobe» (BSMLlib avec l’implantationMPI du moduleComm) sur notre grappe
constituée de 6 nœuds.

Quelques expérimentations ont été réalisées sur un programme (voir à la figure 5.11) qui calcule le produit
scalaire de deux vecteurs, soit en utilisant des tableaux pour stocker les vecteurs, soit en utilisant des listes.
Le code est donné à la figure 5.10. Ce programme utilise la fonction fold_direct qui est une réduction en
une étape de calcul et une étape de communication/synchronisation (une super-étape BSP).

La formule de coût BSP deinprod est :n + 2 × p + (p − 1)× g + l. Les résultats expérimentaux et la
courbe des performances prévues sont présentés à la figure 5.11.

Il n’existe pas d’applications «réelles» écrites en BSML, mais quelques exemples de taille modeste,
l’implantation de structures de données parallèles (voir au chapitre 8) et surtout les fonctions disponibles
dans la bibliothèque standard BSMLlib. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 13.
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let determine_one_r niters n =
let a = 1./.3. and b = 4./.9. and z = Array.init n foi
and y = Array.init n foi and x = Array.init n foi in

begin
start_timing();
for iter=1 to niters do

for i=0 to n−1 do y.(i)<− a∗.x.(i) +. y.(i); done ;
for i=0 to n−1 do z.(i)<−z.(i)−.b∗.x.(i); done ;

done ;
stop_timing();
get_cost();

end

type mode = Max | Average

let determine_r niters maxn mode =
let rec mklist n1 n2 = if n1>n2 then [] else n1::(mklist (2∗n1) n2) in
let ns = mklist 16 maxn in
let mflops =

let f n = parfun (toMflops niters n) (determine_one_r niters n) in
List.map f ns in

let rs = List.map avgtime mflops in
match mode with

| Average →(List.fold_left (+.) 0. rs)/.(float)(List.length ns)
| Max →(List.fold_left max 0. rs)

let determine_one_g_and_l niters h =
let rest = h mod (bsp_p ()−1) in
let size1 = h/(bsp_p ()−1) in
let size2 = if rest=0 then size1 else size1+1
and create size = if size>0 then Some(Array.create size foi) else None in
let v1 = create size1 and v2 = create size2 in
let msg pid dst =

let d = if pid<rest then 1 else 0 in
if pid=dst then None else if dst<rest+d then v2 else v1 in

begin
start_timing();
for iter=1 to niters do

put (mkpar msg);
done ;
stop_timing();
get_cost()

end

let determine_g_and_l niters maxh r r’=
let rec mklist n1 n2 = if n1>n2 then [] else n1::(mklist (n1+1) n2) in
let hs = mklist (bsp_p ()) maxh in
let timings = List.map (compose avgtime (determine_one_g_and_l niters)) hs in
let g,l = leastsquares hs timings in
(g/.(float) niters)∗.r, (l/.(float) niters)∗.r, (g/.(float) niters)∗.r’, (l/.(float) niters)∗.r’

Figure 5.12 — Programme déterminant les paramètres BSP de la machine parallèle
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programmes BSML

Le contenu de ce chapitre étend le travail qui a été effectué dans les articles [R5] et [N2].
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LA programmation fonctionnelle est un bon cadre de travail pour l’écriture et la preuve de programmes
car, sans effet de bord, il est plus simple de prouver la correction des programmes et de les réutiliser

en tenant compte de leurs propriétés formelles : la sémantique est ditecompositionnelle. Le langage
BSML (sans les traits impératifs ni les entrées/sorties) permet de concevoir des programmes parallèles
purement fonctionnels. Sa sémantique est aussi compositionnelle. Se pose alors la question de la réalisation
de programmes BSML certifiés, c’est-à-dire dont le résultatest toujours celui qui a été spécifié. Ce chapitre
traite ce problème et nous utiliserons l’assistant de preuvesCoq afin de founir une bibliothèque de fonctions
BSML certifiées qui sera un large sous-ensemble de la bibliothèque standard de la BSMLlib.

6.1 Introduction

Le systèmeCoq [30, 254]1 est un environnement (et un langage logique) pour le développement de preuves
et qui est basé sur le Calcul des Constructions Inductives [75], unλ-calcul typé étendu avec desdéfinitions

1Téléchargeable à l’adresse suivante :http://coq.inria.fr/.
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inductives. La théorie des types est un bon cadre pour le développement de preuves de programmes (notam-
ment ceux fonctionnels [218]) car elle fournit une grande expressivité logique. Dans l’assistant de preuves
Coq, il existe une interprétation constructive des preuves, c’est-à-dire la possibilité de construire automa-
tiquement uneλ-terme à partir de la preuve d’une formule logique. Ainsi, dans un tel formalisme et grâce
à l’isomorphisme de Curry-Howard, une preuve de la formule∀x.P (x) ⇒ ∃y.(Q y x), appelée une spé-
cification, permet d’obtenir un programme correct qui vérifie en entrée la propriétéP (une pré-condition)
et fournit un résultat qui vérifieQ (une post-condition). Le programme extrait de la preuve (enoubliant les
parties logiques de la preuve [220]) est donc garanti parCoq pour bien réaliser la spécification donnée. On
parle alors d’un programme certifié.

Nous allons maintenant nous intéresser à la spécification deprogrammes BSML et à leur développement
(réalisation) enCoq. Tout d’abord, nous présenterons rapidement le systèmeCoq (section 6.2). Nous pour-
rons alors expliquer comment intégrer les primitives parallèles dans ce système (section 6.3) pour certifier
des éléments de la bibliothèque BSMLlib et ainsi obtenir unebibliothèque certifiée (section 6.5).

6.2 Présentation succinte de Coq

6.2.1 Généralités

Coq est un système d’aide à la preuve basé sur le Calcul des Constructions Inductives (CCI), qui est un
λ-calcul typé dans lequel des types sont des termes comme les autres. Il fournit des mécanismes pour écrire
des définitions et pour faire des preuves formelles.

Le systèmeCoq est un programme interactif permettant à l’utilisateur de construire des preuves. Cela
permet de :

1. Définir des termes, c’est-à-dire les objets (mathématiques) du discours, comme les entiers, les listes
etc., et des propriétés sur ces objets puisque celles-ci sont des types et que types et termes ne sont pas
différenciés ;

2. Construire des démonstrations de ces propriétés (qui sont également des termes) à l’aide d’un langage
detactiquespermettant de fabriquer interactivement un terme d’un typedonné ;

3. Vérifier les preuves ainsi construites, en demandant au programme de les typer.

Le mécanisme de construction des preuves n’a pas besoin d’être certifié puisque le noyau du systèmeCoq,
c’est-à-dire la fonction de typage vérifie les preuves. Le noyau fait en revanche l’objet de certifications et de
vérifications [22]. Ajoutons que la représentation concrète des preuves a d’autres avantages : par exemple,
elle rend possible l’écriture d’un vérificateur de type indépendant deCoq, et elle autorise également l’em-
ploie de toutes sortes d’outils pour engendrer des preuves queCoq pourra vérifiera posteriori[107].

Tous les exemples donnés dans la syntaxeCoq seront dans une policeverbatimet seront en général suivis
de la réponse du système. Les différents exemples de ce chapitre peuvent êtres tapés directement dansCoq.

Il n’y a pas d’inférence de type enCoq, celle-ci n’étant pas décidable2. Il est cependant laborieux de
devoir annoter toutes les définitions par des informations de type quand celles-ci semblent pouvoir être
aisément déduites du contexte.Coq propose donc un mécanisme simple d’inférence, qui, bien sûr, peut
échouer.Coq fournit également un mécanisme d’arguments implicites et il s’efforce aussi de les inférer.

Nous nous intéressons donc, dans cette section, au système d’aide à la preuveCoq. Cette section a pour
objectif de faire découvrir au lecteur ce système à l’aide d’une rapide description. Bien sûr, cette section
n’a pas pour vocation de remplacer la documentation accompagnant le système. Le lecteur pourra donc
consulter en complément : le tutoriel et le livre [30] pour une introduction plus graduelle ainsi que le
manuel de référence3 pour une description formelle et exhaustive deCoq.

6.2.2 Assistant de preuves

L’objectif premier deCoq est d’être un assistant de preuves, et donc de permettre de formaliser le rai-
sonnement mathématique. Prenons un énoncé basique :∀A, A ⇒ A. Cet énoncé, qui se lit «pour toute
propositionA (c’est-à-dire objetA de typeProp), A implique A», peut être directement transcrit dans le
systèmeCoq comme suit :

2Cela correspondrait à un «prouveur» automatique «universel», ce qui est rigoureusement impossible.
3Le manuel de référence ainsi que le tutoriel sont librement téléchargeables àhttp://coq.inria.fr.
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Lemma easy : ∀ A: Prop , A→A.
Proof .

Cette portion de script commence par le nom et l’énoncé de notre lemme, oùProp est l’ensemble des
propositions logiques. Le système entre alors dans sa nature interactivequi permet de bâtir cette preuve
étape par étape (mot clésProof ). Pour cela, le système utilise des directives appeléestactiques. Celles-ci
reflètent la structure de la preuve en déduction naturelle. Nous avons donc :

1 subgoal

============================
∀ A: Prop , A→A

easy < in t ros .

En entrant la tactiquein t ros (introduire les hypothèses), le système affiche l’état courant du ou des buts à
prouver :

1 subgoal

A : Prop
H : A
============================

A

easy < apply H.
Proof completed .

Il s’agit alors de trouver une preuve deA sous l’hypothèseA (cette hypothèse étant nomméeH tel queA

soit de typeProp). La tactiqueapply H permet d’appliquer cette hypothèse, ce qui termine la preuve. Il
ne reste plus qu’à faire vérifier l’ensemble de la preuve au systèmeCoq (vérification des types de tous les
sous-termes) à l’aide de la tactiqueQed.

De nombreuses interfaces existent pour faciliter cette interaction, comme par exempleCoqIDE4. Il faut
également noter queCoq met à la disposition de l’utilisateur une grande variété de tactiques. Ici, par
exemple, pour un énoncé aussi simple, les tactiques de recherche automatique telles queauto ou t r i v i a l

auraient été suffisantes.
La représentation interne d’une preuve est unλ-terme. Le système logique sous-jacent àCoq est le CCI

(Calcul des Constructions Inductives) qui est unλ-calcul typé où les énoncés exprimables enCoq sont des
types du CCI. En application de l’isomorphisme de Curry-Howard [119], vérifier sit est bien une preuve
valide de l’énoncéT consiste à vérifier que le typeT est bien un type légal duλ-terme t . C’est ce qui est
effectué par le système avec la tactiqueQed. Par exemple, si on demande àCoq quelle est la représentation
interne du lemmeeasy à l’aide d’un P r i n t , nous obtenons :

easy = fun (A: Prop ) (H:A) ⇒ H
: ∀ A: Prop , A→A

où fun x :X ⇒ e est la notationCoq pour l’abstraction typée. Celle-ci est l’effet (d’après l’isomorphisme
de Curry-Howard) de la tactiquei n t r o . Quand àapply , son effet est l’utilisation de la variable de contexte
H. De façon générale, une tactique contribue à construire petit à petit leλ-terme CCI de la preuve.

Notons que si l’on connaît à l’avance leλ-terme complet, on peut le donner directement sous la forme
par exemple d’uneDef in i t ion , ce qui donne :

Def in i t ion easy : ∀ A: Prop , A→A := fun (A : Prop ) (H:A) ⇒ H

La quantification universelle∀x : X, T est appeléproduit ou type dépendant, puisque, le plus souvent, le
corpsT du produit dépend de la variablex de la tête du produit. Cette quantification n’étant pas restreinte,
le CCI (le systèmeCoq), est donc une logique d’ordre supérieur. Notons que la syntaxeA→B est un sucre
syntaxique deCoq pour∀ _ :A , B.

6.2.3 Langage de programmation

On peut également aborderCoq (et c’est ce qui nous intéressera le plus ici) depuis l’autreversant de l’iso-
morphisme de Curry-Howard : considérerCoq non pas comme un système logique mais plutôt commme un

4librement téléchargeables àhttp://coq.inria.fr
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λ-calcul, c’est-à-dire un langage de programmation purement fonctionnel. Par exemple, notre lemmeeasy

devient une fonction d’identité sur les propositions logiques.
En tant que langage de programmation, il nous faut pouvoir définir des types de données que l’on ren-

contre dans les langages de programmation. Cette définitionse fait enCoq à l’aide de types inductifs. Le
type des booléens s’obtient par la déclaration :

Induct ive bool : Set := t rue : bool | f a l s e : bool

Cette déclaration crée un nouveau type, nommébool, ainsi que deux nouveaux constructeurs. L’annotation
Set permet de désigner quel va être le type du typebool. C’est le type des objets calculatoires (à la dif-
férence deProp qui est le type des objets logiques). De même on peut définir les entiers de Peano de la
manière suivante :

Induct ive nat : Set := 0 : nat | S : nat→ nat .

où 0 est le zéro etS le successeur d’unnat. Un dernier exemple usuel est celui des listes paramétriques :

Induct ive l i s t (A : Set ) : Set := n i l : l i s t A | cons :A→ l i s t A→ l i s t A

où la liste dépend d’un paramètreA. Ce paramètre sera fourni en arguments lors de l’utilisation de cette
structure de données. Par exemple une liste d’entiers naturels peut être définie par :

Induct ive l i s t _ n a t : Set := n i l _ n a t : l i s t _ n a t
| cons_nat : nat→ l i s t _ n a t → l i s t _ n a t

mais plus simplement parDef in i t ion l i s t _ n a t : Set := ( l i s t nat ) .

Il faut noter que le système refuse certains inductifs (on parle d’une condition de positivité) dont la
définition est syntaxiquement valide. Ces restrictions ontpour but d’assurer la cohérence du système du
point de vue logique5, c’est-à-dire l’impossibilité de prouverP et¬P . Par exemple :

Induct ive absurde : Set := C : ( absurde→absurde )→absurde .

E r ro r : Non s t r i c t l y p o s i t i v e occurrence of " absurde " in
" ( absurde → absurde ) → absurde "

L’entrelacement des parties logiques (des propositions) et des parties purement calculatoires est pos-
sible dans le systèmeCoq. Cela permet notamment d’enrichir un terme calculatoire avec des pré- et post-
conditions, ou encore d’utiliser une récursion bien fondéeen justifiant la décroissance d’une mesure à
chaque appel récursif.

Outre le besoin d’exprimer la spécification d’une fonction sous la forme de pré- et de post-conditions,
les pré-conditions logiques vont également apporter une solution au problème de la définition des fonctions
partielles. Considérons, par exemple, une fonction de prédécesseur sur les entiers naturelspred : nat→nat,
qui n’est pas définie quand son argument est nul. On peut alorsexprimer, par une pré-condition logique,
le fait que cet argument doit être non nul si l’on veut utiliser cette fonction. Le type depred devient alors
∀ n : nat , n<>0 → nat. On notera que le type de l’argument n’est plus un type flèche (un produit anonyme)
mais un produit nommé parn afin de s’y référer dans l’assertion logique. La fonctionpred n’est alors plus
définie en dehors du domaine de validité de l’assertion logique. La contre-partie est que l’on doit toujours
fournir une preuve logique de non-nullité à chaque appel àpred.

Combiner pré- et post-conditions spécificie une fonction dans un style à la Hoare [149]. Ainsi, une
fonction de typeA→B de pré-conditionP et de post-conditionQ correspond à la preuve constructive :
∀x : A, (P x)→ ∃y : B, (Q x y). Ceci est exprimable enCoq à l’aide d’un type inductifs i g :

I n d u c t i f s i g (A : Set ) (P :A→Prop ) : Set :=
e x i s t : ∀ x : A, (P x ) → ( s i g A P ) .

qui s’écrit également avec un sucre syntaxique{ x :A | (P x ) } . Une spécification complète enCoq de la
fonction de prédécesseur entière s’écrit alors :

Def in i t ion pred : ∀ n : nat , n<>0 → { q : nat | (S q)=n }

Il ne reste alors qu’à donner au système unλ-terme répondant à cette spécification (unλ-terme ayant ce
type). On peut le construire par une interaction de tactiques notamment avec une de filtrage (commecase )
pour prouver tous les cas des constructeurs.

Une solution plus simple est l’utilisation de la tactiquere f ine qui permet de donner directement le
termeCoq correspondant à la spécification mais avec des fragments vides. Ces fragments (généralement la

5Le lecteur logicien intéressé par plus de détails peut consulter [271].
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preuve logique que le terme correspond à la spécification) vont générer des buts qui devront être prouvés
afin d’accepter le terme. Dans notre cas :

re f ine ( fun n ⇒ match n re tu rn n<>0 → { q : nat | (S q)=n } with
0 ⇒ fun h:(0 < >0) ⇒ _

| (S p ) ⇒ fun h : ( ( S p) < >0) ⇒ ( e x i s t _ p _ ) end ) .

où_ indique le fragment (trou) du terme à compléter avec des tactiques [218] et oùr e tu rn est une construc-
tion syntaxique utilisée lors du filtrage d’un terme provenant d’un type dépendant. Avec lematch , nous
distinguons les deux cas possibles du calcul et faisons ressortir la preuveh de la propriété de l’argument.
Le retour est l’existence (avece x i s t ) d’une valeurp qui vérifie la spécification. Nous avons alors ici deux
buts à résoudre :

2 subgoals

n : nat
h : 0<>0
============================

{ q : nat | S q = 0}

subgoal 2 i s :
S p = S p

Le premier but se résout facilement par l’absurde :absurd (0 < >0); auto . et le second est une trivialité.
Nous pouvons maintenant afficher leλ-terme CCI complet de notre fonction :

P r i n t pred .
pred =
fun n : nat ⇒
match n as n0 re tu rn ( n0<>0 → { q : nat | S q = n0 } ) with
| O ⇒

fun h:0<>0 ⇒
False_rec { q : nat | S q = 0}

( l e t H := h in
( l e t H0 := fun H:0=0 → False ⇒ H ( r e f l _ e q u a l 0) in
fun H1:0<>0 ⇒ H0 H1) H)

| S p ⇒
fun _ :S p<>0 ⇒ e x i s t ( fun q : nat ⇒ S q = S p ) p ( r e f l _ e q u a l (S p ) )

end
: ∀ n : nat , n<>0 → { q : nat | S q = n }

Il est aussi possible de définir enCoq un terme par récurrence structurelle sur un objet inductif (une liste par
exemple). Une définition récursive n’est acceptée que si tout appel récursif interne se fait sur un argument
récursif qui est structurellement plus petit que l’argument récursif initial6. La préoccupation est, là encore,
celle de la cohérence logique. Sans ces conditions sur les appels récursifs, il serait en effet aisé de construire
des termes de n’importe quel typeA :

Fixpoin t loop ( n : nat ) : A := loop n .
Def in i t ion imposs ib le : A := loop 0.

Le système logique serait alors incohérent.

6.2.4 Coq et BSML

L’originalité du travail présenté dans ce chapitre est le «plongement» de BSML dans un système d’aide
à la preuve. De précédents travaux visant à l’axiomatisation d’un langage BSP (voir travaux connexes au
chapitre 12) ont montré qu’il était très délicat de tenir compte de tous ces aspects. Dans ce travail, le choix
des langages utilisés,Coq et BSML, a été important car cela permet une axiomatisation simple et naturelle.
Celle-ci pourra donc être employée pour la preuve de programmes BSP.

BSML apparaît comme un bon candidat pour une telle axiomatisation car il s’agit d’un langage pure-
ment fonctionnel dont la sémantique esta priori assez bien adaptée à une description formelle.Coq est
apparu comme un système d’aide à la preuve approprié à cette axiomatisation. C’est un système pour la
programmation fonctionnelle et les types dépendants se sont avérés (pour l’instant) suffisamment puissants
pour exprimer les propriétés formelles de nos fonctions BSML. Nous allons donc exprimer BSML dans ce
calcul de types.

6On trouve une définition formelle de «plus petit» dans [219].
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6.3 Formalisation des primitives BSML

Dans cette section, nous nous intéresserons à la certification de fonctions BSML. Pour cela, nous allons
exprimer la sémantique naturelle de BSML (présentée dans lechapitre 3) dans le système de preuvesCoq.
Ce codage nous fournit directement un vérificateur des propriétés des fonctions de la bibliothèque standard
de la BSMLlib.

Pour représenter nos primitives parallèles et pour avoir une spécification-réalisation des programmes
BSML, nous avons choisi une approche classique : uneaxiomatisationde nos opérateurs (figure 6.1). Les
axiomes sont basés sur la sémantique naturelle de BSML et lesprimitives de BSML sont donnéesvia
desparamètres. Elles ne dépendent donc pas de leurs implantations (séquentielles ou parallèles). Les pro-
grammes certifiés sont donc corrects quelle que soit l’implantation des primitives (tant qu’elle valide les
définitions formelles des primitives).

6.3.1 Axiomes et paramètres

Le nombre de processus,bsp_p ( ) , est naturellement un nombre entier supposé supérieur à 0 (axiome
good_bsp_p). Le constructeurt t est le constructeurCoq de ( ) d’OCaml. Les vecteurs parallèles sont in-
dexés sur le typeZ (les entiers relatifs deCoq7). Ils sont représentés dans le monde logique par un type dé-
pendant :Vector T, oùT est le type des éléments du vecteur. Ce type abstrait est, bien entendu, uniquement
manipulé par les primitives données en paramètres. Notre axiomatisation des primitives parallèles BSML
est donnée à la figure 6.1. Celle-ci est simple mais suffisantepour notre approche (l’extraction des preuves
de nos spécifications pour avoir une bibliothèque certifiée). a t t est unefonction abstraited’«accès» (qui ne
doit pas être utilisée dans les programmes) pour les vecteurs parallèles. Elle donne la valeur locale contenue
dans un processus et sera employée par la suite uniquement dans les spécifications des programmes pour
donner les valeurs contenues dans les vecteurs parallèles.Elle a un type dépendant pour vérifier que l’entier
i est bel et bien un nom de processus valide.

Les primitives asynchrones, la primitivemkpar et l’application globaleapply sont axiomatisés avec
mkpar_def et apply_def . Pour une fonctionf , mkpar_def applique( f i ) sur le processusi en employant la
fonction d’accèsa t t . De la même manière,apply_def permet l’application des composantes au processus
i . Le vecteur parallèle résultant est alors décrit avec une égalité qui est donc une proposition logique. Ce
résultat est donné pour un paramètrei qui doit être prouvé comme un nom valide de processus.

La primitive put est axiomatisée avecput_def . Celui-ci transforme un vecteur fonctionnel en un autre
vecteur fonctionnel qui permet la communication en utilisant le paramètrej pour lire les valeurs des pro-
cessus distants (dans le vecteurVf). Le paramètrej est testé avec la fonctionwith in_bounds de type :

∀ ( i : Z ) , {0<= i <(bsp_p t t ) } + {¬(0<= i <( bsp_p t t ) ) }

qui indique si un entier est un nom de processus valide ou non et en fournit une preuve (via H1 dans la règle).
Ceci est nécessaire car le systèmeCoq est un système avec type dépendant. En effet, pour des preuves de
programmes, il est plus aisé de manipuler directement des preuves que des constantes primitives. Sii est
bien un nom de processus valide, la valeur sur le processusi est lue sur le processusj avec la fonction
d’accèsa t t sur la j ème composante du vecteurVf (j est un nom valide de processus ; la preuve est donnée
par with in_bounds). Autrement, une constante vide est retournée. Dans une véritable implantation, et pour
des raisons évidentes d’optimisation, les valeurs à émettre sont tout d’abord calculées et ensuite échangées.
L’axiomatisation complète contient également la projection globale synchrone. Elle est facilement expri-
mable dans le systèmeCoq en utilisant la fonction d’«accès»a t t pour «lire» la valeur au processeurj (dans
la j ème composante du vecteur parallèleV). Ce paramètrej doit être un nom valide de processus et cette
preuve est donnée à la fonction d’«accès»a t t par un type dépendant.

Nous allons maintenant illustrer cette axiomatisation en employant nos axiomes pour obtenir une biblio-
thèque certifiée par l’assistant de preuveCoq. Nous pouvons voir l’ajout de ces axiomes comme le passage
deCoq à un «BS-Coq» (comme le passage de ML à BSML par l’utilisationde nos primitives parallèles)
avec desBSλ-termes CCI quand les primitives parallèles sont utilisées.

7nous les préférons aux entiers de peanonat pour des raisons d’efficacité et afin de profiter de la tactiqueOmega qui autorise la
résolution automatique et certifiée d’équations dans l’arithmétique de Presburger
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Parameters bsp_p : u n i t →Z .
Vector : Set→Set .
mkpar : ∀ T : Set , (Z→T)→ ( Vector T ) .
apply : ∀ T1 T2 : Set , ( Vector (T1→T2 ) )

→ ( Vector T1) → ( Vector T2 ) .
put : ∀ T : Set , ( Vector (Z→ ( op t ion T ) ) )

→ ( Vector (Z→ ( op t ion T ) ) ) .
pro j : ∀ T : Set , ( Vector ( op t ion T ) ) →Z→ ( op t ion T ) .

Parameter a t t : ∀ T : Set , ( Vector T)→∀ ( i : Z ) , 0<= i <( bsp_p t t )→T .

Def in i t ion with in_bound : ∀ i : Z , {0<= i <( bsp_p t t ) } + {¬(0<= i <( bsp_p t t ) ) } .

Axiom good_bsp_p : 0<(bsp_p t t ) .

Axiom mkpar_def : ∀ (T : Set ) ( f : Z→T) ( i : Z ) (H:0<= i <(bsp_p t t ) ) ,
( a t t T (mkpar T f ) i H)= ( f i ) .

Axiom apply_def : ∀ (T1 T2 : Set ) (V1 : ( Vector ( T1→T2 ) ) )
(V2 : ( Vector T1 ) ) ( i : Z ) (H:0<= i <(bsp_p t t ) ) ,

( a t t T2 ( appply T1 T2 V1 V2) i H) = ( ( a t t ( T1→T2) V1 i H) ( a t t T1 V2 i H ) ) .

Axiom put_def : ∀ (T : Set ) ( Vf : ( Vector (Z→ ( op t ion T ) ) ) )
( i : Z ) (H:0<= i <(bsp_p t t ) ) ,

( ( a t t (Z→ ( op t ion T ) ) ( put T Vf ) i H)= ( fun j : Z ⇒ match ( wi th in_bound j ) with
l e f t H1 ⇒ ( ( a t t (Z→ ( op t ion T ) ) Vf j H1) i )

| r i g h t _ ⇒ None end ) ) .

Axiom proj_def : ∀ (T : Set ) (Vv : ( Vector ( op t ion T ) ) ) ,
( pro j T Vv )= ( fun j : Z ⇒ match ( wi th in_bound j ) with

l e f t H1 ⇒ ( a t t ( op t ion T) Vv j H1)
| r i g h t _ ⇒ None end ) .

Axiom at_H : ∀ (T : Set ) ( v : ( Vector T ) ) ( i : Z ) (H1 H2:0<= i <(bsp_p t t ) ) ,
( a t t T v i H1)= ( a t t T v i H2 ) .

Figure 6.1 — Axiomatisation des primitives BSML



90 CHAPITRE 6. CERTIFICATION DE PROGRAMMES BSML

6.3.2 Cohérence et acceptation de l’ajout des axiomes BSML

Pour prouver la cohérence de nos axiomes dans le systèmeCoq (impossibilité de prouver⊥), nous pouvons
implanter les primitives enCoq à l’aide de listes (chacune de taille «fixe»). Nos précédentsaxiomes sont
alors des lemmes et la cohérence vient de celle deCoq. Ainsi, nos axiomes et nos paramètres (dont on
peut donner une implantation certifiée) correspondent à l’exécution séquentielle, mais au moment de la
compilation (des fonctions extraites), rien n’empêche d’utiliser l’implantation parallèle (qui a été prouvée
équivalente, cf chapitre 3).

Une autre question se pose : est-ce que nos axiomes (sémantiques des primitives) correspondent bien à
l’exécution de nos programmes? En effet, le chapitre 3 propose deux exécutions possibles et équivalentes
de nos termes : une version séquentielle et la version distribuée (c’est-à-dire parallèle) associée. Dans les
deux cas, les primitives emploient des opérations parallèles, notemment pour l’échange des valeurs et il
nous faut prouver qu’ils correspondent bien à la sémantiquede «haut niveau» du système de preuves. Pour
cela nous allons correspondre les axiomes à des évaluationsde termes symboliques. Nous notonsatt v i
(ième composante d’un vecteurv) parv[i].

Notre premier axiome est celui de la création d’un vecteur parallèle, mkpar_def . Avec cet axiome,
nous avons :∀i ∈ {0, . . . , p − 1} (mkpar f [i]) = ( f i) et nous avons la règle d’évaluation suivante :
(mkpar f)

∗
⇀ 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉. L’axiome et la règle d’évaluation se correspondent bien. Nous

pouvons aussi appliquer le même procédé à l’axiomeapply_def afin de faire correspondre les résulats.
Pour l’axiomeput_def , nous avons :∀i ∈ {0, . . . , p− 1} (put vec) = gi tel quegi = fun j → if (0 ≤

j < p) then (vec[j] i) else None. Avec les régles d’évaluation du chapitre 3, nous avons :

put 〈f0, . . . , fp−1〉
⇀ (apply (mkpar (λ.F)[•])[•] (send 〈(init f0), . . . , (init fp−1)〉))
· · ·

⇀ (apply 〈((F)[0 ◦ •], . . . , (F)[p− 1 ◦ •]〉 (send 〈(init f0), . . . , (init fp−1)〉))
· · ·

⇀ (apply 〈((F)[0 ◦ •], . . . , (F)[p− 1 ◦ •]〉 (send 〈[v0
0 , . . . v

p−1
0 ] . . . , [v0

p−1, . . . v
p−1
p−1 ]〉))

⇀ (apply 〈((F)[0 ◦ •], . . . , (F)[p− 1 ◦ •]〉 〈[v0
0 , . . . v0

p−1] . . . , [v
p−1
0 , . . . vp−1

p−1 ]〉)
· · ·

⇀ 〈· · · , (λ.if (0 ≤ 1 < p) then (access (2, 1)) else nc)[[vi
0, . . . , v

i
p−1] ◦ i ◦ •], · · · 〉

= 〈· · · , g′i, · · · 〉

Maintenant, nous pouvons comparer, les deux résultats. Prenons un entiera. Si ¬(0 ≤ a < p) alors
(gi a) = None et (g′i a)

∗
⇀ nc. Si (0 ≤ a < p) alors(gi a) = (vec[a] i) = (fa i) = vi

a et (g′i a)
∗
⇀ vi

a.
Dans les deux cas, les valeurs se correspondent. Nous pouvont aussi appliquer le même procédé à l’axiome
proj_def afin de faire correspondre les résultats.

Nos axiomes de nos primitives vérifient bien les règles d’évaluation. Nous pouvons donc bien les accepter
et les utiliser afin de certifier les fonctions BSML.

6.4 Développements de fonctions certifiées

Nous présentons ici le développement complet de fonctions parallèles de base de la bibliothèque BSMLlib
dans le systèmeCoq.

6.4.1 Fonction certifiée utilisant un mkpar

Notre premier exemple d’un développement complet d’une fonction BSML certifiée est la réplication d’une
valeur en chaque composante d’un vecteur parallèle :replicate. Cette fonction permet de mettre en parallèle
un élément. Par la suite, nous ne donnons pas le type d’un objet quand celui-ci est évident etvec[.] est un
sucre syntaxique pour l’«accès» aux éléments d’un vecteur parallèlevec. Nous avons alors la spécification
logique suivante pourreplicate :

∀T : Set∀a : T⇒ ∃res tel que∀i (0 ≤ i < p) (res[i] = a)

Nous traduisons cette spécification enCoq de la manière suivante :
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Def in i t ion r e p l i c a t e : ∀ (T : Set ) ( a : T ) , { res : ( Vector T) |
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) , ( a t t T res i Hyp_i )=a } .

Proof .

Coq entre alors dans un mode interactif pour la preuve et nous donne le but suivant (qui n’est alors que la
spécification) :
1 subgoal

============================
∀ (T : Set ) ( a : T ) ,
{ res : Vector T | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) , a t t T res i Hyp_i = a }

r e p l i c a t e < in t ros T a .

Nous commençons alors la preuve en introduisant les paramètres en tant qu’hypothèses dans le contexte.
Ce qui donne le but suivant :

T : Set
a : T
============================

{ res : Vector T | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) , a t t T res i Hyp_i = a }

r e p l i c a t e < exists (mkpar T ( fun p id : Z ⇒ a ) ) .

Nous pouvons alors donner l’existence d’un termeres répondant aux critères de la spécification et nous
obtenons :

T : Set
a : T
============================
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) , a t t T (mkpar T ( fun _ : Z ⇒ a ) ) i Hyp_i = a

r e p l i c a t e < in t ros i Hyp_i .

Là encore, il nous faut introduire les hypothèses, ce qui donne :
T : Set
a : T
i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

a t t T (mkpar T ( fun _ : Z ⇒ a ) ) i Hyp_i = a

r e p l i c a t e < rewr i te mkpar_def .

Nous pouvons alors appliquer (réécrire) l’axiome demkpar_def qui définit sa sémantique :
T : Set
a : T
i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

a = a

r e p l i c a t e < t r i v i a l .
Proof completed .

La fin de la preuve est alorst r i v i a l e. A l’aide d’un P r i n t , nous pouvons afficher quel est le termeBSλ-
terme CCI qui correspond à la preuve de cette spécification. Ce terme est donc une fonction BSML certifiée
dont le type est la spécification donnée au début :
r e p l i c a t e =
fun (T : Set ) ( a : T ) ⇒
e x i s t

( fun res : Vector T ⇒
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) , a t t T res i Hyp_i = a )

(mkpar T ( fun _ : Z ⇒ a ) )
( fun ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ⇒

eq_ind_r ( fun t : T ⇒ t = a ) ( r e f l _ e q u a l a )
( mkpar_def T ( fun _ : Z ⇒ a ) i Hyp_i ) )
: ∀ (T : Set ) ( a : T ) ,

{ res : Vector T |
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) , a t t T res i Hyp_i = a }



92 CHAPITRE 6. CERTIFICATION DE PROGRAMMES BSML

6.4.2 Fonction certifiée utilisant un apply

Notre second exemple est une fonction permettant l’application d’une même fonction en chaque compo-
sante d’un vecteur parallèle (parfun). Sa spécification logique est la suivante :

∀T1,T2 : Set∀f : T1→ T2 ∀vec⇒ ∃res tel que∀i (0 ≤ i < p) (res[i] = (f vec[i]))

ce qui ce traduit enCoq par :

Def in i t ion parfun : ∀ ( T1 T2 : Set ) ( f : T1→T2) ( v : ( Vector T1 ) ) ,
{ res : ( Vector T2) | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <(bsp_p t t ) ) ,

( a t t T2 res i Hyp_i )= ( f ( a t t T1 v i Hyp_i ) ) } .
Proof .

Nous avons alors le but suivant :

1 subgoal

============================
∀ (T1 T2 : Set ) ( f : T1→T2) ( v : Vector T1) ,
{ res : Vector T2 |
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) , a t t T2 res i Hyp_i = f ( a t t T1 v i Hyp_i ) }

parfun < in t ros T1 T2 f v .

Pour commencer nous introduisons les hypothèses et nous obtenons :

T1 : Set
T2 : Set
f : T1→T2
v : Vector T1
============================

{ res : Vector T2 |
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) , a t t T2 res i Hyp_i = f ( a t t T1 v i Hyp_i ) }

parfun < re f ine match ( r e p l i c a t e _ f ) with
( e x i s t p h ) ⇒ ( e x i s t _ ( apply _ _ p v ) _ ) end .

Nous donnons alors la fonction répondant à la spécification,mais avec des trous correspondant aux preuves
logiques. Le systèmeCoq nous donne alors le but suivant à prouver pour accepter le terme :

T1 : Set
T2 : Set
f : T1→T2
v : Vector T1
p : Vector (T1→T2)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,

a t t ( T1→T2) p i Hyp_i = f
============================
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,
a t t T2 ( apply T1 T2 p v ) i Hyp_i = f ( a t t T1 v i Hyp_i )

parfun < in t ros i Hyp_i .

où encore une fois, nous introduisons les hypothèses :

T1 : Set
T2 : Set
f : T1→T2
v : Vector T1
p : Vector (T1→T2)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,

a t t ( T1→T2) p i Hyp_i = f
i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

a t t T2 ( apply T1 T2 p v ) i Hyp_i = f ( a t t T1 v i Hyp_i )

parfun < rewr i te apply_def .

Nous pouvons alors réécrire la propriété formelle deapply avec l’axiomeapply_def :
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T1 : Set
T2 : Set
f : T1→T2
v : Vector T1
p : Vector (T1→T2)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,

a t t ( T1→T2) p i Hyp_i = f
i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

a t t ( T1→T2) p i Hyp_i ( a t t T1 v i Hyp_i ) = f ( a t t T1 v i Hyp_i )

parfun < rewr i te ( h i Hyp_i ) .

Nous utilisons alors la spécification formelle der e p l i c a t e qui est ici appeléeh, afin de réécrire le terme de
gauche. Nous obtenons :

T1 : Set
T2 : Set
f : T1→T2
v : Vector T1
p : Vector (T1→T2)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,

a t t ( T1→T2) p i Hyp_i = f
i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

f ( a t t T1 v i Hyp_i ) = f ( a t t T1 v i Hyp_i )

parfun < t r i v i a l .
Proof completed .

qui est prouvét r i v i a l ement. Nous pouvons afficher quel terme correspond à la preuve de cette spécifica-
tion :

parfun =
fun ( T1 T2 : Set ) ( f : T1→T2) ( v : Vector T1) ⇒
l e t ( p , h ) := r e p l i c a t e ( T1→T2) f in
e x i s t

( fun res : Vector T2 ⇒
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,
a t t T2 res i Hyp_i = f ( a t t T1 v i Hyp_i ) ) ( apply T1 T2 p v )

( fun ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ⇒
eq_ind_r ( fun t : T2 ⇒ t = f ( a t t T1 v i Hyp_i ) )

( eq_ind_r
( fun t : T1 → T2 ⇒ t ( a t t T1 v i Hyp_i ) = f ( a t t T1 v i Hyp_i ) )
( r e f l _ e q u a l ( f ( a t t T1 v i Hyp_i ) ) ) ( h i Hyp_i ) )

( apply_def T1 T2 p v i Hyp_i ) )
: ∀ ( T1 T2 : Set ) ( f : T1→T2) ( v : Vector T1 ) ,

{ res : Vector T2 |
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,
a t t T2 res i Hyp_i = f ( a t t T1 v i Hyp_i ) }

6.4.3 Fonction de communication certifiée utilisant un proj

Notre dernier exemple d’un développement complet d’une fonction BSML enCoq est celui d’une diffusion
directe répliquée. Celle-ci se fait à l’aide d’unproj . Pour commencer nous avons besoin d’une fonction
qui permet l’application d’une fonction à toutes les composantes d’un vecteur parallèle et qui applique une
autre fonction sur une composante donnée. Sa spécification logique est alors :

∀T1,T2 : Set∀n ∈ Z (0 ≤ n < p) ∀f1, f2 : T1→ T2 ∀vec⇒

∃res tel que∀i (0 ≤ i < p)

{
(res[i] = (f1 vec[i])) si i = n
(res[i] = (f2 vec[i])) si i 6= n

Celle-ci se traduit enCoq (notons l’utilisation d’un∧ pour différencier les deux cas) de la manière suivante :

Def in i t ion app lya t : ∀ ( T1 T2 : Set ) ( roo t : Z ) ( Hyp_root :0<= root <(bsp_p t t ) )
( f1 : T1→T2) ( f2 : T1→T2) ( vec : ( Vector T1 ) ) ,

{ res : ( Vector T2) | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <(bsp_p t t ) ) ,
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( ( i = roo t )→ ( ( a t t T2 res i Hyp_i )= ( f1 ( a t t T1 vec i Hyp_i ) ) ) ) ∧
( ( i <> roo t )→ ( ( a t t T2 res i Hyp_i )= ( f2 ( a t t T1 vec i Hyp_i ) ) ) ) } .

Proof .
in t ros T1 T2 roo t Hyp_root f1 f2 vec .
re f ine ( e x i s t _ ( apply _ _ (mkpar _ ( fun i ⇒ fun v ⇒ match ( Z_eq_dec i roo t ) with

l e f t H1 ⇒ ( f1 v )
| r i g h t H2 ⇒ ( f2 v ) end ) ) vec ) _ ) .

Pour prouver cette spécification, nous introduisons les hypothèses puis nous donnons un terme BSML
qui pourrait convenir (les trous_ sont les types et les fragments de preuves manquants). Le systèmeCoq
demande alors la preuve du but suivant·

T1 : Set
T2 : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
f1 : T1→T2
f2 : T1→T2
vec : Vector T1
============================
∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,
( i = roo t →

a t t T2
( apply T1 T2

(mkpar ( T1→T2)
( fun ( i 0 : Z ) ( v : T1 ) ⇒ i f Z_eq_dec i 0 roo t then f1 v else f2 v ) )

vec ) i Hyp_i = f1 ( a t t T1 vec i Hyp_i ) ) ∧
( i <> roo t →

a t t T2
( apply T1 T2

(mkpar ( T1→T2)
( fun ( i 0 : Z ) ( v : T1 ) ⇒ i f Z_eq_dec i 0 roo t then f1 v else f2 v ) )

vec ) i Hyp_i = f2 ( a t t T1 vec i Hyp_i ) )

app lya t < in t ros i hyp_i ; s p l i t ; i n t r o h .

Nous pouvons alors de nouveau introduire les hypothèses et avec s p l i t générer les buts des deux cas de la
spécification. Les deux cas sont similaires et nous ne donnons que le premier :

T1 : Set
T2 : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
f1 : T1→T2
f2 : T1→T2
vec : Vector T1
i : Z
hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
h : i = roo t
============================

a t t T2
( apply T1 T2

(mkpar ( T1→T2)
( fun ( i 0 : Z ) ( v : T1) ⇒ i f Z_eq_dec i 0 roo t then f1 v else f2 v ) )

vec ) i hyp_i = f1 ( a t t T1 vec i hyp_i )

app lya t < rewr i te apply_def ; rewr i te mkpar_def .

Pour prouver ce cas, nous réécrivons préalablement les primitives mkpar et apply , ce qui nous donne :

T1 : Set
T2 : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
f1 : T1→T2
f2 : T1→T2
vec : Vector T1
i : Z
hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
h : i = roo t
============================

( i f Z_eq_dec i roo t
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then f1 ( a t t T1 vec i hyp_i )
else f2 ( a t t T1 vec i hyp_i ) ) = f1 ( a t t T1 vec i hyp_i )

app lya t < case ( Z_eq_dec i roo t ) ; i n t r o h ’ ; i n t u i t i o n .

Nous avons à nouveau deux cas qui sont discriminés par la tactique case . Ceux-ci sont alors basiques et
résolus automatiquement par la tactiquei n t u i t i o n .

Maintenant, nous pouvons commencer l’écriture de la diffusion directe. Nous commençons par la spéci-
fication logique suivante :

∀T : Set∀r ∈ Z (0 ≤ r < p) ∀vec : (option T)⇒ ∃sv tel quesv = (Someres[r])

Notons que dans cette spécification, nous avons encore leSome nécessaire à la primitivepro j . Cette
spécification se traduit ainsi :

Def in i t ion r p l _bcas t_d i rec t_ tmp : ∀ (T : Set ) ( roo t : Z )
( Hyp_root :0<= root <( bsp_p t t ) ) ( vec : ( Vector T ) ) ,

{ v : ( op t ion T) | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) ,
v =(Some ( a t t T vec roo t Hyp_root ) ) } .

Proof .
in t ros T roo t Hyp_root vec .
re f ine match ( app lya t _ _ roo t Hyp_root ( fun v ⇒ (Some v ) ) ( fun _ ⇒ None ) vec ) with

( e x i s t p h ) ⇒ ( e x i s t _ ( ( pro j _ p ) roo t ) _ ) end .

Comme à l’accoutumée, nous introduisons les hypothèses de départ puis nous donnons le terme avec trous
qui, nous l’espérons, doit satisfaire la spécification. Nous avons alors le but suivant :

T : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
vec : Vector T
p : Vector ( op t ion T)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,

( i = roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = Some ( a t t T vec i Hyp_i ) ) ∧
( i <> roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = None )

============================
∀ i : Z ,
0<= i <bsp_p t t → pro j T p roo t = Some ( a t t T vec roo t Hyp_root )

rp l _bcas t_d i rec t_ tmp < in t ros i Hyp_i ; rewr i te proj_def .

Nous introduisons les nouvelles hypothèses dans le contexte puis nous réécrivons la primitivepro j et nous
obtenons :

T : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
vec : Vector T
p : Vector ( op t ion T)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,

( i = roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = Some ( a t t T vec i Hyp_i ) ) ∧
( i <> roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = None )

i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

match with in_bound roo t with
| l e f t H1 ⇒ a t t ( op t ion T) p roo t H1
| r i g h t _ ⇒ None (A:=T)
end = Some ( a t t T vec roo t Hyp_root )

rp l _bcas t_d i rec t_ tmp < case ( wi th in_bound roo t ) ; [ i n t r o h ’ | i n t u i t i o n ] .
elim ( h roo t h ’ ) ; in t ros H1 H2 .

Nous faisons alors une preuve par cas sur(0 ≤ r < p). Le cas¬(0 ≤ r < p) est résolu automatiquement
parCoq avec i n t u i t i t o n . Pour l’autre cas, nous utilisons l’hypothèseh avec r oo t et la preuveHyp_root

afin d’introduire dans le contexte deux nouveaux faits. Nousobtenons :

T : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
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vec : Vector T
p : Vector ( op t ion T)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t ) ,

( i = roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = Some ( a t t T vec i Hyp_i ) ) ∧
( i <> roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = None )

i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
h ’ : 0<=root <bsp_p t t
H1 : roo t = roo t → a t t ( op t ion T) p roo t h ’ = Some ( a t t T vec roo t h ’ )
H2 : root <> roo t → a t t ( op t ion T) p roo t h ’ = None
============================

a t t ( op t ion T) p roo t h ’ = Some ( a t t T vec roo t Hyp_root )

rp l _bcas t_d i rec t_ tmp < general ize (H1 ( r e f l _ e q u a l roo t ) ) ; i n t r o H.

Nous pouvons utiliserH1 pour introduire un nouveau faitH. Nous utilisons pour cela le lemmeCoq :

r e f l _ e q u a l : ∀ (A : Type ) ( x : A) , x = x

Nous avons alors :

T : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
vec : Vector T
p : Vector ( op t ion T)
h : ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <bsp_p t t ) ,

( i = roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = Some ( a t t T vec i Hyp_i ) ) ∧
( i <> roo t → a t t ( op t ion T) p i Hyp_i = None )

i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
h ’ : 0<=root <bsp_p t t
H1 : roo t = roo t → a t t ( op t ion T) p roo t h ’ = Some ( a t t T vec roo t h ’ )
H2 : root <> roo t → a t t ( op t ion T) p roo t h ’ = None
H : a t t ( op t ion T) p roo t h ’ = Some ( a t t T vec roo t h ’ )
============================

a t t ( op t ion T) p roo t h ’ = Some ( a t t T vec roo t Hyp_root )

rp l _bcas t_d i rec t_ tmp < rewr i te ( at_H T vec roo t Hyp_root h ’ ) .
apply H.

Proof completed .

A ce moment nous ne pouvons pas appliquer directement l’hypothèseH car dans celle-ci, l’hypothèse
Hyp_root est utilisée, alors que dans le but c’est l’hypothèseh ’ qui est partout utilisée. Les termes ne
sont donc pas unifiables carCoq ne permet pas l’unification de termes où les sous-termes dansProp ne sont
pas identiques (proof revelantdans la littérature anglo-saxonne). Nous utilisons alors l’axiomeat_H, qui dit
que l’accès à une composante d’un vecteur n’est pas dépendant de la preuve (dansProp) tant que l’accès se
fait bien dans les bornes du vecteur. Le terme (en tant que but) qui a été réécrit est alors unifiable avecH.
Nous appliquons alors directementH sur le but afin de terminer la preuve.

Pour terminer la diffusion, il nous faut supprimer le constructeurSome du résultat. Pour cela, nous allons
utiliser une fonctionnoSome qui est partielle car elle ne pourra être utilisée que si l’onfournit une preuve
que son argument n’est pasNone. Sa spécification est tout simplement :

∀T : Set∀sv : (option T)(sv 6= None)⇒ ∃v tel quesv = (Somev)

Sa définition enCoq est alors (nous donnons aussi deux lemmes techniques triviaux qui seront utilisés par
la suite) :

Def in i t ion noSome : ∀ (T : Set ) ( sv : ( op t ion T ) ) , ( sv<>None ) → { v : T | sv =(Some v ) } .

Lemma egal_some : ∀ (T : Set ) ( a b : T ) , ( (Some a )= (Some b ) ) → ( a=b ) .

Lemma Some_donc_pas_None : ∀ (T : Set ) ( sv : ( op t ion T ) ) ( v : T ) , ( sv =(Some v ) ) → ( sv<>None ) .

Avec cette nouvelle fonction, nous pouvons alors supprimerle constructeurSome, du résultat der p l _

bcast_d i rec t_ tmp et avoir la spécification suivante :

∀T : Set∀r ∈ Z (0 ≤ r < p) ∀vec : (option T)⇒ ∃sv tel quesv = res[r]

ce qui ce traduit ainsi enCoq :



97 6.4. DÉVELOPPEMENTS DE FONCTIONS CERTIFIÉES

Def in i t ion r p l _ b c a s t _ d i r e c t : ∀ (T : Set ) ( roo t : Z )
( Hyp_root :0<= root <( bsp_p t t ) ) ( vec : ( Vector T ) ) ,

{ v : T | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <(bsp_p t t ) ) , v =( a t t T vec roo t Hyp_root ) } .
Proof .
in t ros T roo t Hyp_root vec .
re f ine match ( r p l _bcas t_d i rec t_ tmp _ roo t Hyp_root vec ) with

( e x i s t sv h ) ⇒ match (noSome _ sv ( Some_donc_pas_None _ sv _ ( h roo t Hyp_root ) ) ) with
( e x i s t v h ’ ) ⇒ ( e x i s t _ v _ ) end end .

in t ros i Hyp_i .

Nous introduisons nos hypothèses et donnons le terme (avec trous) qui est la composition derp l_bcast_

d i rec t_ tmp et noSome. Notons que nous utilisonsSome_donc_pas_None afin de donner la preuve que le
résultat n’est pasNone. Le systèmeCoq nous demande alors de prouver le but suivant :

T : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
vec : Vector T
sv : op t ion T
h : ∀ i : Z , 0<= i <bsp_p t t → sv = Some ( a t t T vec roo t Hyp_root )
v : T
h ’ : sv = Some v
i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

v = a t t T vec roo t Hyp_root

r p l _ b c a s t _ d i r e c t < general ize ( h i Hyp_i ) ; rewr i te h ’ ; i n t r o H.

Pour cela, nous utilisonsh avec i et Hyp_i afin d’avoir un fait sur le résultat der p l _bcas t_d i rec t_ tmp.
Puis nous inséronsh ’ dans cette généralisation afin de remplacersv par sa valeur. Nous obtenons :

T : Set
roo t : Z
Hyp_root : 0<=root <bsp_p t t
vec : Vector T
sv : op t ion T
h : ∀ i : Z , 0<= i <bsp_p t t → sv = Some ( a t t T vec roo t Hyp_root )
v : T
h ’ : sv = Some v
i : Z
Hyp_i : 0<= i <bsp_p t t
H : Some v = Some ( a t t T vec roo t Hyp_root )
============================

v = a t t T vec roo t Hyp_root

r p l _ b c a s t _ d i r e c t < apply ( egal_some T v ( a t t T vec roo t Hyp_root ) H ) .
Proof completed .

dont le but peut être facilement unifié avec une application de egal_some sur l’hypothèseH.

6.4.4 Composition de vecteurs parallèles

Nonobstant l’implantation de fonctions certifiées, l’assistant de preuvesCoq peut aussi être utilisé pour
prouver des propriétés de fonctions BSML.

Pour illustrer cette possibilité, nous donnons, dans cettesection, les preuves enCoq de propriétés d’une
fonction qui est une forme faible de la composition parallèle ([188]) analogue à une conditionnelle data-
parallèle pour couvrir le réseau entier (une condition suffisante pour une barrière de synchronisation im-
plicite). Cette fonction a été utilisée dans l’article [196] afin d’illustrer la possibilité de vérification des
propriétés de programme BSML en utilisant les règles de la théorie équationnelle du BSλ-calcul. Mais
sans l’aide d’un assistant de preuves, les auteurs avaient fait quelques erreurs. La fonction est implantée en
BSML par :

(∗ mask :(int→bool)→α par→α par→α par ∗)
let mask c x y = apply (apply (mkpar (fun j→
if (c j) then (fun x0 y0→x0) else (fun x0 y0→y0))) x ) y

Nous pouvons l’écrire de la manière suivante enCoq :
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I m p l i c i t Arguments mkpar .
I m p l i c i t Arguments apply .

Def in i t ion mask := fun (T : Set ) ( c : Z→ bool ) ( x y : ( Vector T ) ) ⇒
apply ( apply (mkpar ( fun ( j : Z ) ⇒ match ( c j ) with

t r ue ⇒ ( fun ( x0 : T ) ( y0 : T ) ⇒x0 )
| f a l s e ⇒ ( fun ( x0 : T ) ( y0 : T ) ⇒y0 ) end ) ) x ) y .

[196] propose alors le lemme8 suivant :

Lemme 33

maskc (πf) (πg) = π(λj. if (c j) thenf j elseg j).

qu’ils prouvent alors «à la main», à l’aide des règles du BSλ-calcul : « Substitution de(πf) et (πg) dans
la définition demask, suivie par l’application de la règle de(apply), (β)-contraction locale, une autre
application de la règle(apply) (correspondant à la variableY dans la définition) et finalement une(β)-
contraction locale. »dixit [196].

Avec l’aide du systèmeCoq, nous pouvons aussi prouver cette propriété, mais de façon plus sûre, car le
système ne nous permettra pas d’oublier un cas ou une application d’une règle :

Lemma mask_is_composit ion : ∀ (T : Set ) ( c : ( Z→ bool ) ) ( f g : Z→T)
( i : Z ) ( H_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) ,

( a t t T (mask T c (mkpar f ) (mkpar g ) ) i H_i )
=

( a t t T (mkpar ( fun j : Z ⇒ match ( c j ) with
t r ue ⇒ ( f j )

| f a l s e ⇒ ( g j ) end ) ) i H_i ) .
Proof .
in t ros T c f g i H_i .
unfold mask .
autorewr i te with BSML_rules .
case ( c i ) ; t r i v i a l .
Qed .

Remarquons que nous nous intéressons à toutes les composantes des vecteurs parallèles avec le( i : Z ) et
le a t t . Nous donnons par la suite des explications sur ces tactiques.

Les auteurs de [196] proposent ensuite le lemme suivant :

Lemme 34

maskc (πf # πf ′) (πg # πg′) = (maskc (πf) (πg)) # (maskc (πf ′) (πg′)).

qu’ils prouvent toujours «à la main» à l’aide des règles du BSλ-calcul :
«
maskc (πf # πf ′) (πg # πg′)

= π(λj. if (c j) then(πf # πf ′) j else(πg # πg′) j) par le lemme 33
(apply)

= π(λj. if (c j) then(f j)(f ′ j) else(g j)(g′ j))
= π(λj. (if (c j) then(f j) else(g j))(if (c j) then(f ′ j) else(g′ j))

par énumération sur(c j)
(apply)

= [π(λj. if (c j) then(f j) else(g j))] #[π(λj. if (c j) then(f ′ j) else(g′ j))]
= (maskc (πf) (πg)) # (maskc (πf ′) (πg′)) par le lemme 33, deux fois.

»
Même si le lemme est correct, la preuve, elle, est incorrectedès la première égalité entremask et le

BSλ-terme. Les auteurs ont donc commis une erreur difficilementdétectable sans l’aide d’un assistant de
preuves. EnCoq, nous pouvons formaliser le lemme de la manière suivante :

Lemma mask_is_composi t ion_apply : ∀ (T : Set ) ( c : ( Z→ bool ) ) ( f g : Z→T→T)
( f ’ g ’ : Z→T) ( i : Z ) ( H_i :0<= i <(bsp_p t t ) ) ,

( ( a t t T (mask T c ( apply (mkpar f ) (mkpar f ’ ) )
( apply (mkpar g ) (mkpar g ’ ) ) ) i H_i )

8En BSλ-calcul, le terme(πf) correspond à notre(mkpar f) et (e1#e2) à (apply e1 e2).
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=
( a t t T ( apply (mask (T→T) c (mkpar f ) (mkpar g ) )

(mask T c (mkpar f ’ ) (mkpar g ’ ) ) ) i H_i ) ) .
Proof .
in t ros T c f g f ’ g ’ i H_i .

Nous commençons d’abord par introduire les hypothèses dansle contexte. Nous obtenons :

T : Set
c : Z→ bool
f : Z→T→T
g : Z→T→T
f ’ : Z→T
g ’ : Z→T
i : Z
H_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

a t t T (mask T c ( apply (mkpar f ) (mkpar f ’ ) ) ( apply (mkpar g ) (mkpar g ’ ) ) )
i H_i =

a t t T
( apply (mask (T → T) c (mkpar f ) (mkpar g ) )

(mask T c (mkpar f ’ ) (mkpar g ’ ) ) ) i H_i

mask_is_composit ion_apply < unfold mask .
autorewr i te with BSML_rules .

puis nous réduisonsmask. Cela fait apparaître un grand nombre demkpar et deapply . Les réécrire un par
un avec les axiomes serait laborieux. Nous utilisons alors la tactiqueautorewr i te qui va réécrire toutes les
primitives avec nos axiomes. Pour cela nous avons préalablement entré les axiomes dans un «schéma de
règles de réécriture» :

Hint Rewrite mkpar_def apply_def put_def proj_def super_d ef : BSML_rules .

Nous obtenons alors :

T : Set
c : Z → bool
f : Z → T → T
g : Z → T → T
f ’ : Z → T
g ’ : Z → T
i : Z
H_i : 0<= i <bsp_p t t
============================

( i f c i then fun x _ : T ⇒ x else fun _ y : T ⇒ y )
( f i ( f ’ i ) ) ( g i ( g ’ i ) ) =

( i f c i then fun x _ : T → T ⇒ x else fun _ y : T → T ⇒ y )
( f i ) ( g i )
( ( i f c i then fun x _ : T ⇒ x else fun _ y : T ⇒ y ) ( f ’ i ) ( g ’ i ) )

mask_is_composit ion_apply < case ( c i ) ; t r i v i a l .
Proof completed .

Pour terminer la preuve, il nous suffit de prouver les deux caspour ( c i ) ( t r ue ou f a l s e ) qui seront
générés à l’aide de la tactiquecase . Ces deux preuves sont alorst r i v i a l es etCoq peut les construire
automatiquement. Notons que, comme dans la preuve faite à lamain, nous devons prouver les deux cas de
( c i ) et que nous n’avons pas eu besoin du premier lemme. Nous avonsdonc pu prouver le lemme et cela
sans erreur (assuré parCoq).

6.5 Création d’une bibliothèque BSMLlib certifiée

Nous présentons uniquement ici, par souci de clarté et de concision, le développement de sept fonctions
parallèles de la bibliothèque BSMLlib dans le systèmeCoq qui apparaissent fréquemment dans un algo-
rithme BSP. Cette étude de cas est un exemple de la pertinencede l’utilisation du systèmeCoq dans la
preuve de programmes parallèles (les fonctions n’ont pas toutes été spécifiées dans un autre formalisme et
encore moins complètement spécifiées dans un assistant de preuves).
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Def in i t ion t o tex : ∀ (T : Set ) ( vec : ( Vector T ) ) ,
{ res : ( Vector (Z→ ( op t ion T ) ) ) | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) ( s rc : Z ) ,

(∀ ( Hyp_src :0<= src <(bsp_p t t ) ) ,
( ( a t t (Z→ ( op t ion T ) ) res i Hyp_i ) s rc )= (Some ( a t t T vec src Hyp_src ) ) )

∧
(∀ ( Hyp_src :¬(0<=src <( bsp_p t t ) ) ) ,

( ( a t t (Z→ ( op t ion T ) ) res i Hyp_i ) s rc ) = None ) } .

Proof .
in t ros T vec . (∗ i n t r o d u c t i o n des hypothèses ∗ )
re f ine match ( parfun _ _ ( fun ( data : T ) ( ds t : Z ) ⇒ (Some data ) ) vec ) with

( e x i s t p h ) ⇒ ( e x i s t _ ( put _ p ) _ ) end . (∗ donner l e programme ∗ )
in t ros i Hyp_i s rc . (∗ i n t r o d u i r e l es nouve l les hypothèses ∗ )
(∗ résoudre l es deux cas en ayant préalablement ré−é c r i t l e s p r i m i t i v e s ∗ )
s p l i t ; i n t r o Hyp_src ; autorewr i te with BSML_rules .
(∗ premier cas 0<=src <( bsp_p t t ) ∗ )
case ( wi th in_bound src ) ; [ i n t r o H_src | i n t u i t i o n ] .

(∗ premier sous−cas ∗ )
rewr i te ( h src H_src ) .
rewr i te ( at_H T vec src H_src Hyp_src ) ; auto .
(∗ second sous−cas réso lu par i n t u i t i o n ∗ )

(∗ second cas ¬(0<=src <(bsp_p t t ) ) ∗ )
case ( wi th in_bound src ) ; [ i n t r o H_src ; i n t u i t i o n | t r i v i a l ] .
Defined .

Figure 6.2 — Réalisation d’un échange total

6.5.1 Echange total

Notre premier exemple est un échange total des valeurs d’un vecteur parallèle. Cela peut être représenté
schématiquement par :

total_exchange v0 · · · vp−1 = [v0, . . . , vp−1] · · · [v0, . . . , vp−1]

Pour cela nous commençons avec une fonctiont o tex qui retourne un vecteur de fonctions renvoyant toutes
les valeurs du vecteur initial. Sa spécification est la suivante :

∀Data∀vect⇒ ∃res tels que∀i (0 ≤ i < p) ∀src

{
(res[i] src) = (Some vec[src]) si (0 ≤ src < p)
(res[i] src) = None si¬(0 ≤ src < p)

La figure 6.2 donne la spécification enCoq et les tactiques nécessaires pour une réalisation de la spécifica-
tion. Notons l’utilisation du∧ pour discriminer les deux cas.

Nous pouvons alors donner la spécification de la fonction d’échange total :

∀Data∀vect⇒ ∃res tels que∀i (0 ≤ i < p)
(lengthsrc[i] = p) ∧ ∀src (0 ≤ src < p) (nth res[src] = vec[src])

Cette spécification a été prouvée en utilisant les propriétés formelles des listes (la fonctionnth nécessite
la preuve que l’entier donné en paramètre soit compris entre1 et la taille de la liste) et en utilisant la
spécification det o tex .

6.5.2 Rassemblement d’un vecteur parallèle

La fonctiong a t h e r _ l i s t est une fonction qui rassemble les valeursv0, . . . , vp−1 (une par processeur) dans
une liste sur un processeurroot donné en paramètre :

g a t h e r _ l i s t root v0 · · · vroot · · · vp−1 = [] · · · [v0; · · · ; vroot; · · · ; vp−1] · · · []

Pour cela, nous utilisons une fonction intermédiaire,gather (dont la spécification et la réalisation sont
données à la figure 6.3), qui donne un vecteur parallèle de fonctions. Celle au processeurroot renvoie la
valeur du processeurdest passé en paramètre, si celui-ci est un numéro de processeur valide (autrement,
elle retourneNone), et les fonctions aux processeursi 6= root retournent toujoursNone pour toute valeur de
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Def in i t ion gather : ∀ (T : Set ) ( roo t : Z ) ( vv : ( Vector T ) ) ,
{ res : ( Vector (Z→ ( op t ion T ) ) ) | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) ,

( ( i = roo t ) → ∀ ( dest : Z ) ( H_dest :0<= dest <(bsp_p t t ) ) ,
( ( a t t _ res i Hyp_i ) dest )= (Some ( a t t _ vv dest H_dest ) ) )

∧
( ( i <> roo t ) → ∀ ( dest : Z ) , ( ( a t t _ res i Hyp_i ) dest )=None ) } .

Proof .
in t ros T roo t vv .
re f ine ( e x i s t _ ( put _ ( apply _ _ (mkpar _

( fun ( p id : Z ) ( v : T ) ( dest : Z ) ⇒ match ( Z_eq_dec dest roo t ) with
l e f t H1 ⇒ (Some v )

| r i g h t H2 ⇒ None end ) ) vv ) ) _ ) .
in t ros i Hyp_i .
s p l i t ; [ in t ros H_i dest H_dest | in t ros H_i dest ] ; rewr i te put_def .

(∗ premier cas i = roo t ∗ )
case ( wi th in_bound dest ) ; [ i n t r o H_dest ’ | i n t u i t i o n ] .
autorewr i te with BSML_rules .
case ( Z_eq_dec i roo t ) ; [ i n t r o H_root | i n t u i t i o n ] .
rewr i te ( at_H T vv dest H_dest H_dest ’ ) .
t r i v i a l .

(∗ second cas i <> roo t ∗ )
case ( wi th in_bound dest ) ; [ i n t r o H_dest ’ | i n t u i t i o n ] .
autorewr i te with BSML_rules .
case ( Z_eq_dec i roo t ) ; i n t u i t i o n .
Defined .

Figure 6.3 — Réalisation d’un rassemblement

dest. Ainsi, au processeurroot, nous pouvons appliquer cette fonction à une liste contenant les numéros de
processeur dans le cas du processeurroot et une liste vide dans le cas des autres processeurs. Nous avons
alors le vecteur parallèle désiré. La spécification formelle deg a t h e r _ l i s t est :

∀Data∀vect ∀root (0 ≤ root < p)⇒ ∃res tels que
∃l: list tels quel=res[root] ∧ H: (length l)=p ∧

∀j (0≤j< p) (nth l j H)=vect[j] ∧ ∀i( 0 ≤ i < p) (i 6= root) res[i] = nil

où nth est une fonction qui renvoie la nième valeur de la listel (utilisant la preuve quej ≤ (length l)) et l
est la liste au processeurroot de longueurp (le nombre de processeurs) et contenant les éléments désirés
(sur les autres processeurs, la liste est vide). Cette spécification a été prouvée en utilisant la propriété de
gather , par cas suri = root et avec un lemme technique qui donne une propriété sur la longueur des listes
de chaque processus (celle-ci est de longueurp au processeurroot, 0 autrement).

6.5.3 Demander et recevoir des valeurs d’autres processeur s

Notre troisième cas est le développement d’un opérateurg e t _ l i s t , dual de l’opérateurput . En effet, échan-
ger des valeurs est l’un des points critiques d’un algorithme BSP. Cette fonction permet à un processus
de recevoir les valeurs d’autres processus, ces valeurs étant dans les composantes d’un vecteur parallèle
(chaque composante correspond à un processeur) et peut êtrereprésentée par le schéma suivant :

g e t _ l i s t v0 · · · vp−1 l0 · · · lp−1 = l′0 · · · l′p−1

tel que si(nth li) = j alors(nth l′i) = vj pour0 ≤ i < p. Pour une simple raison, cette fonction est
implantée avec deuxput : les processus, à la première super-étape, envoient des requêtes aux processus dé-
sirés pour obtenir leurs valeurs puis, à la seconde super-étape, ceux-ci envoient leurs valeurs aux processus
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qui leur ont envoyé une requête. Nous avons alors la spécification logique suivante :

∀Data∀vec : (V ector Data) ∀lpids : (V ector (list Z))
(∀i H : (0≤ i<p)(lpids[i] = nil) ∨

((∀n Hn : (1≤ n<length(lpids[i]))→ (0≤(nth lpids[i] n Hn)<p)))
⇒ ∃res tels que∀i H : (0≤ i<p) length(res[i]) = length(lpids[i]) ∧

(∀n Hn : (1≤ n<length(lpids[i]))→
(nth res[i] n Hn) = vec[(nth lpids[i] n Hn)]

où nous donnons le vecteur des éléments∀vec : (V ector Data) puis le vecteur des listes de noms de
processus∀lpids : (V ector (list Z)). Ces listes, en chaque processus, sont vides(lpids[i] = nil) ou
contiennent des noms valides de processeurs, c’est-à-direcompris en0 etp−1 ((0≤(nth lpids[i] n Hn)<
p) oùHn est la preuve quen est un entier compris entre1 et la taille de la liste). Le résultat est un vecteur de
listes (d’éléments) qui sont de même longueur que la liste dedépart (length(res[i]) = length(lpids[i])) et
qui contiennent les éléments désirés. Cette spécification aété prouvée en utilisant les propriétés formelles
des listes (nth nécessite une preuve que l’entier soit compris entre1 et la taille de la liste) et par cas
sur les numéros de processus des listes données en paramètres. On peut remarquer que la fonction est
partielle puisqu’elle ne peut être appliquée (utilisée) que si les numéros de processus sont valides. Ceci
permet de toujours fournir une preuve pour l’«accès» aux éléments du vecteur car chaque processeur lit les
valeurs d’autres processeurs. Ces numéros de processeurs étant dans une liste, il est donc nécessaire que ces
numéros soient compris entre0 etp− 1 (c’est-à-dire un pid de processeur valide)

6.5.4 Diffusion en 2 phases

Pour les données de grande taille, [117] propose un algorithme plus fin (plus efficace pour certains para-
mètres BSP), l’émission en deux super-étapes (illustrée par la figure 5.3) qui procède ainsi : le processeur
de départ «découpe» son message enp messages et envoie chacun d’eux auxp − 1 autres processeurs
(première super-étape). L’algorithme dépose ainsi un morceau de la valeur initiale sur chaque processeur.
Ensuite, chaque processeur envoie son bout de message aux autres processeurs (un échange total) et pour
finir chaque processeur «recolle» les morceaux reçus.

L’envoi des messages est donc un «éparpillement» (s c a t t e r ) de la valeur. Cette fonction utilise une
fonction dep a r t i t i o n pour définir où doivent être envoyées les valeurs. Schématiquement nous avons :

s c a t t e r root v0 · · · vroot · · · vp−1 = x0 · · · xroot · · · xp−1

tel que pour touti, ( p a r t i t i o n vroot i) = yi. La spécification formelle est :

∀Data1,Data2∀partition ∀root (0 ≤ root < p) ∀vect⇒ ∃res as
∀i( 0 ≤ i < p) (Some res[i]) = (partition vect[root] i)

La preuve de cette spécification est faite par cas sur l’égalité entreroot et le numéro de processeur. Avec
les types dépendant deCoq, il est facile de prouver que les «accès» au vecteur sont valides. La figure 6.4
donne la spécification enCoq ainsi que la réalisation.

Revenons à notre diffusion. Celle-ci a donc la spécificationsuivante :

∀Data1,Data2∀decoupe : (Data1→ z → (Data2 option))
∀recolle : (z → Data2)→ Data1 (H1:(∀x ∀i ¬((partition x i) = None)))

(∀x (recolle (λi.(noSome (H1 x i)) (decoupe x i))) = x)
∀root (0≤root< p) ∀vect⇒ ∃res tels que∀i( 0≤ i< p) (res[i] = vect[root])

où nous avons les fonctionsdecoupe et recolle telle quedecoupe donne toujours un élément (éventuelle-
ment vide) à envoyer à un processeur ((∀x ∀i ¬((partition x i) = None))) et recolle, pour chaque mor-
ceau du message, retourne le message d’origine (∀x (recolle (λi.(noSome (H1 x i)) (decoupe x i))) = x).
L’utilisation du noSome et donc deH1 vient du fait que l’on manipule des objets de typeopt ion . Pour
construire notre réalisation de cette spécification, nous avons utilisé la fonction d’«éparpillement» qui ef-
fectue la première super-étape puis cette spécification estprouvée par cas sur les processeurs (s’ils font
l’éparpillement ou non) et en utilisant les propriétés des paramètres pour reconstruire le message (après le
«total-exchange», tous les bouts de message sont disponibles pour pouvoir appliquer la fonctionrecolle).
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Def in i t ion s c a t t e r : ∀ ( T1 T2 : Set ) ( p a r t i t i o n : ( T1→Z→ ( op t ion T2 ) ) ) ( roo t : Z )
( Hyp_root :0<= root <( bsp_p t t ) ) ( v : ( Vector T1 ) )

( Hyp : ( ∀ ( i : Z ) ( H_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) , ¬( p a r t i t i o n ( a t t T1 v roo t Hyp_root ) i )=None ) ) ,
{ res : ( Vector ( op t ion T2 ) ) | ∀ ( i : Z ) ( Hyp_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) ,

( a t t _ res i Hyp_i )= ( p a r t i t i o n ( a t t T1 v roo t Hyp_root ) i ) } .

Proof .
in t ros T1 T2 p a r t i t i o n roo t Hyp_root v Hy_part .
re f ine match ( r e p l i c a t e _ roo t ) with

( e x i s t p h ) ⇒ ( e x i s t _
( apply _ _ ( put _ ( apply _ _ (mkpar _ ( fun ( p id : Z ) ⇒

match ( Z_eq_dec p id roo t ) with
l e f t H1 ⇒ p a r t i t i o n

| r i g h t H2 ⇒( fun ( a : T1 ) ( i : Z ) ⇒ None ) end ) ) v ) ) p ) _ ) end .
in t ros i Hyp_i .
(∗ ré−é c r i r e l es p r i m i t i v e s ∗ )
autorewr i te with BSML_rules .
(∗ t e s t e r l es cas "nom de processeur " va l i de ou non ∗ )
case ( wi th in_bound ( a t t Z p i Hyp_i ) ) ; i n t r o H_at ; autorewr i te with BSML_rules .
(∗ premier cas ∗ )
(∗ cas sur roo t ∗ )
case ( Z_eq_dec ( a t t Z p i Hyp_i ) ) ; i n t r o H_at ’ .

(∗ premier sous−cas ∗ )
(∗ u t i l i s e r l ’ hypothèse sur roo t ∗ )
induction H_at ’ .
rewr i te ( at_H T1 v ( a t t Z p i Hyp_i ) H_at Hyp_root ) ; t r i v i a l .
(∗ second sous−cas , absurde ∗ )
absurd ( ( a t t Z p i Hyp_i ) <> roo t ) ; auto .

(∗ second cas ∗ )
(∗ on i n t r o d u i t l ’ hypothèse sur roo t ∗ )
general ize ( h i Hyp_i ) ; i n t r o H_root .
(∗ cas absurde ∗ )
absurd (¬(0 <= ( a t t Z p i Hyp_i ) < ( bsp_p t t ) ) ) ; i n t u i t i o n .
Defined .

Figure 6.4 — Réalisation d’un éparpillement

Cet algorithme est plus efficace que l’algorithme naïf suivant les paramètres BSP de la machine utilisée
(voir [117] pour plus de détails).

Cette version de la diffusion peut être spécialisée, par exemple pour les listes, en donnant les fonctions
decoupe et r e c o l l e adéquates. Dans la BSMLlib, une version polymorphe a été donnée en utilisant le
moduleMarshall afin de transformer (resp décoder) n’importe quelle valeur en (resp depuis) une chaîne
de caractères. Les fonctionsdecoupe et r e c o l l e sont alors définies sur lesString. Malheureusement, ces
fonctions du moduleMarshall ne sont pas sûres et n’existent pas enCoq : on pourrait utiliser n’importe
quelle valeur avec n’importe quelle autre valeur. Il faudradonc enCoq définir autant debcast_2phases

que de types de valeurs à diffuser.

6.5.5 Réduction directe

La fonctionscan est un algorithme parallèle classique. La fonction utiliseun opérateur binaireR et infor-
mellement :

scan v0 · · · vi · · · vp−1 = s0 · · · si · · · sp−1

tel quesi = R0≤k<pvk, c’est-à-dire la réduction de l’opérateur binaireR sur tous les élémentsvk, 0 ≤ k <
p. On peut donc en déduire la spécification logique suivante :

∀Data∀vec ∀R : Data→ Data→ Data⇒
∃res tels que∀i H : (0 ≤ i < p)

(k_first_R Data R vec (p− 1) (0 ≤ (p− 1) < p) res[i])

qui utilise le type inductif suivant :

Induct ive k _ f i r s t _ R (T : Set ) (R: T→T→T ) ( v : ( Vector T ) )
: ∀ ( k : Z ) ( H_r :0<=k <(bsp_p t t ) ) ( res : T ) , Prop :=
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(∗ cas de départ ∗ )
k_zero : ( k _ f i r s t _ R T R v 0 H_0 ( a t t T v 0 H_0 ) )

(∗ cas i n d u c t i f ∗ )
| k_rec : ( k : Z ) ( H_r :(0 <=k <(bsp_p t t ) ) ) ( a : T ) ( H_sub : ( k >0) )

( k _ f i r s t _ R T R v ( k−1) ( p_sub k H_r H_sub ) a )
→ ( k _ f i r s t _ R T R v k H_r (R a ( a t t T v k H_r ) ) ) .

qui donne l’application de l’opérateurR aux k premiers éléments du vecteur parallèle avecp_sub qui est un
lemme technique qui transforme une preuve de0 ≤ k < p etk > 0 en0 ≤ (k − 1) < p). Étant un inductif
logique, il n’apparaît donc pas dans le programme ML extrait. Il est seulement employé ici pour vérifier
les propriétés formelles. Ainsi nous pouvons utiliser la fonction d’«accès» sans problème. Le cas de départ
décrit que sik = 0 alors on a juste l’accès à la valeur contenue dans la0ième composante du vecteur. Le cas
inductif décrit que pour toutk > 0, si le cask− 1 est possible alors le cask est l’application de l’opérateur
binaire sur le résultat du cask − 1 et sur lakième composante du vecteur parallèle (valeur dukième
processeur). Pour construire notre réalisation de cette spécification, nous avons dû faire une démonstration
par cas sur le nom du processus : le premier processus n’effectue pas de calcul tandis que les autres vont
utiliser une fonction séquentielle (f o l d _ l e f t ) sur les listes. Nous utilisons alors les propriétés (données par
la bibliothèque standardP o l y L i s t) de cette fonction (interactions entre les éléments de la liste des valeurs
du vecteur et lesk premiers éléments donnés par le type inductif) pour terminer la preuve. Cette preuve se
fait donc par induction sur le nombre de processeurs et en utilisant le type inductif pour prouver chaque cas.

6.5.6 Décalage

Le décalage des valeurs des processeurs est une fonction de communication qui est parfois utilisée dans
certains algorithmes, notamment ceux sur les multiplications de matrices [257]. Chaque processeur lit la
valeur du processeur qui le précède (modulole nombre de processeur) :

s h i f t v0 · · · vi−1 vi · · · vp−1 = vp−1 · · · vi−2 vi−1 · · · vp−2

ce qui être formellement décrit par :

∀Data vec : (V ectorData)⇒ ∃res tels que∀i(0 ≤ i < p)
(i = p− 1⇒ (res[i] = (vec[0]))) ∧ (i 6= p− 1⇒ (res[i] = (vec[i− 1])))

ce qui être prouvé encore par cas suri. Notons que nous pourrions utiliser la fonctiong e t _ l i s t afin que
chaque processeur récupère la valeur du processeur qui le précède. Maisg e t _ l i s t est une fonction qui
utilise deux super-étapes, alors que dans notre cas, une seule super-étape suffit.

6.5.7 Fonction de tri parallèle

Trier des données est un problème classique des algorithmesparallèles. C’est un problème difficile et qui né-
cessite un grand nombre de constructions. Il n’est pas évident d’écrire un algorithme de tri parallèle correct
car, même sans de subtiles optimisations, la moindre erreura tout de suite des conséquences irrémédiables.
Notre dernier exemple est donc le tri parallèle par échantillonnage (parallel sampling sort algorithm, PSRS,
dans la litératture anglo-saxonne) de Schaeffer dans sa version BSP [257].

Prenons un ensemble d’élémentsX (par exemple les entiers ou les chaînes de caractères). Nousassu-
mons que tous les éléments deX soient différents. Nous notons〈a, b〉 un intervalle ouvert, c’est-à-dire
l’ensemble de tous les élémentsc ∈ X tels quea < c < b. Nous supposons que la liste initialex (à trier)
a été partitionnée enp sous-listesx1, . . . , xp de taillen/p, une sous-liste par processeur (dans un vecteur
parallèle). L’algorithme par échantillonnage procède comme suit.

À la première super-étape, toutes les sous-listesxq sont triées indépendamment en chaque processeur
q. Le problème consiste maintenant à réunir ces sous-listes pour avoir une liste triée. En chaque proces-
seur,p + 1 éléments régulièrement espacés de la sous-liste sont sélectionnés et constituent l’échantillon
primaire (le premier et le dernier éléments de la sous-listesont inclus dans cet échantillon). Nous notons cet
échantillon primaire de la sous-listexq (au processeurq) par x̄q

0, . . . , x̄
q
p. Celui-ci découpe la sous-listexq

enp blocs primaires (de taillen/p2) que nous noterons[x̄q
0, x̄

q
1], . . . , [x̄

q
p−1, x̄

q
p]. Ensuite, un échange total

desp échantillons primaires est effectué (doncp × (p + 1) éléments échangés) et chaque processeur trie
l’ensemble des éléments des échantillons primaires. Nous noterons ces sous-listes triéesyq.
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Après ceci, à la seconde super-étape, de nouveau en chaque processeur,p + 1 éléments deyq sont sélec-
tionnés de la même manière (le premier et le dernier élementssont de nouveau inclus) et constituent l’échan-
tillon secondaire. Nous notons cet échantillons secondaire ¯̄x0, . . . , ¯̄xp (on peut remarquer que cet échantillon
est le même sur tous les processeurs). L’échantillon secondaire partitionne les éléments dex (et pas dexq)
en p blocs (échantillons) secondaires qui correspondent aux intervalles ouverts〈¯̄x0, ¯̄x1〉, . . . , 〈¯̄xp−1, ¯̄xp〉.
Les blocs secondaires sont distribués sur les processeurs.

La troisième et dernière super-étape consiste à ce que chaque processeurq récupère les éléments (des
autres processeurs) de l’intervalle ouvert〈¯̄xq, ¯̄xq+1〉 (avec0 ≤ q < p).

Comme dans un tri séquentiel, l’algorithme PSRS nécessite unerelation( i n f ) qui est décidable, transitive
et anti-symétrique. L’algorithme nécessite une fonction permettant le tri séquentiel d’une liste, une autre
fonction permettant de «fusionner» deux listes triées (nous pouvons utiliser les versions certifiéesCoq
[218])

Pour notre tri parallèle nous devons exprimer deux faits :

1. les listes finales de l’algorithme en chaque processeur sont triées,

2. toutes les valeurs contenues dans les listes initiales apparaissent dans les listes finales (l’algorithme
peut permuter des valeurs mais ni en enlever ni en rajouter).

Pour les listes, ce fait est décrit dansCoq par sor ted andpermutat ion . Nous avons besoin d’exprimer ces
relations entre le vecteur de listes initiales et le vecteurde listes finales. La figure 6.5 donne ces relations :
PSRS_sorted est un prédicat qui peut être lu comme «chaque liste du vecteur parallèle est triée et le maximal
de laième liste est inférieur au minimal de la(i+1)ème liste» (oùi n f _ l i s t est un prédicat logique d’infé-
riorité : chaque élément de la première liste est inférieur aux éléments de la seconde liste).PSRS_exchange

permet d’exprimer que tous les élémentes des listes du premier vecteur parallèle apparaissent dans le se-
cond vecteur (oùl i s t _ i n _ l i s t est aussi un prédicat logique qui permet d’exprimer l’inclusion de listes).
Maintenant nous pouvons définirPSRS_permut comme la plus petite relation d’équivalence qui contient
les transpositions (c’est-à-dire l’échange des éléments). Remarquons que lors de la première super-étape,
l’algorithme ne modifie pas le vecteur de listes et que donc laréflexivité de la permutation est nécessaire.
De la même manière, la transitivité de la relation permet de conserver le prédicat logique tout au long de la
séquence de super-étapes.

La spécification du tri parallèle est donc l’existence d’un vecteur parallèle de listes qui sont triées et qui
est une permutation du vecteur initial :

∀Data∀vec : ((listData) V ector) ∀inf : Data→ Data→ Data⇒ ∃res : ((listData) V ector)
tels que(PSRS_sorted res) ∧ (PSRS_exchange vec res) ∧ (PSRS_permut vec res)

La réalisation de cette spécification demande plusieurs lemmes techniques : un qui permet de prouver que
la première super-étape conserve le prédicatPSRS_permut et un autre qui dit que la troisième super-étape
conserve aussi ce prédicat et apporte le prédicat logiquePSRS_sorted. Les démonstrations sont faites à
l’aide des propriétés des fonctions de communication précédentes (notamment l’échange total) et par cas
sur la longueur des listes échangées.

6.5.8 Extraction de code

Comme nous l’avons expliqué précédemment, des preuves de spécification peuvent être développées (avec
un contenu algorithmique qui peut différer) et des programmes peuvent alors être extraits de ces preuves.
Un tel programme s’appelleréalisationd’une spécification. L’extraction permet l’élimination des parties
non algorithmiques des preuves, y compris les types dépendants.Coq est donc un bon cadre pour établir
une bibliothèque de programmes certifiés provenant de preuves de spécification. Ces programmes peuvent
être obtenus dans deux langages de programmation différents : OCaml et Haskell9 (ces extracteurs font par-
tie de la distribution standard deCoq). Ainsi, dans le premier cas, nous pourrons employer la bibliothèque
BSMLlib pour compiler notre bibliothèque de programmes extraits et dans le second cas, le développement
de [209]. Le choix du systèmeCoq comme assistant de preuves devient alors évident : la BSMLlib étant
implantée pour OCaml, nous pouvons utiliserCoq pour vérifier les fonctions classiques de la programma-
tion BSP implantées dans la bibliothèque standard de la BSMLlib.

Pour obtenir notre bibliothèque BSMLlib certifiée, il suffitdonc d’utiliser l’extracteur du systèmeCoq
sur les preuves constructives de nos spécifications. Naturellement, les fonctions données en paramètres

9Téléchargeable à l’adresse suivante :http://www.haskell.org.
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Induct ive PSRS_sorted [ T : Set ; v : ( Vector ( l i s t T ) ) ] : Prop :=
PSRS_sor : ( i : Z ) (H:0<= i <( bsp_p t t ) ) ( ( sor ted T i n f ( a t ? v i H) ) ∧

( (H ’ : i <>(bsp_p t t )−1) ( i n f _ l i s t T i n f ( a t T v i H)
( a t T v i +1 H ’ ’ ) ) ) ) → ( PSRS_sorted T v ) .

Induct ive PSRS_exchange [ T : Set ; v1 , v2 : ( Vector ( l i s t T ) ) ] : Prop :=
PSRS_exch : ( i : Z ) ( H_i :0<= i <( bsp_p t t ) ) ( l : ( l i s t T ) )

( l i s t _ i n _ l i s t T l ( a t T v1 i H_i ) ) → ( Ex [ j : Z ] ( H_j :0<= j <(bsp_p t t ) )
( l i s t _ i n _ l i s t T l ( a t T v1 j H_j ) ) ) → ( PSRS_exchange T v1 v2 ) .

Induct ive PSRS_permut : ( Vector ( l i s t T ) ) → ( Vector ( l i s t T ) ) →Prop :=
PSRS_exch_is_permut : ( v , v ’ : ( Vector ( l i s t T ) ) ) ( PSRS_exchange T v v ’ )

→ ( PSRS_permut T v v ’ )
| PSRS_permut_refl : ( v : ( Vector ( l i s t T ) ) ) ( PSRS_permut T v v )
| PSRS_permut_sym : ( v , v ’ : ( Vector ( l i s t T ) ) ) ( PSRS_permut T v v ’ )

→ ( PSRS_permut T v ’ v )
| PSRS_permut_trans : ( v , v ’ , v ’ ’ : ( Vector ( l i s t T ) ) ) ( PSRS_permut T v v ’ )

→ ( PSRS_permut T v ’ v ’ ’ ) → ( PSRS_permut T v v ’ ’ ) .

Figure 6.5 — Spécification inductive pour le tri parallèle par échantillonnage

devant être extraites vers les opérateurs pré-définis du langage BSML, nous devons préalablement préciser
ce choix à l’extracteur du système. Par exemple, pour la primitive mkpar :

Ex t rac t Constant mkpar ⇒ " Bsml l ib . mkpar "

Les développements formels décrits ci-dessus (ainsi que les nombreux autres éléments de la bibliothèque
BSMLlib certifiée) sont librement disponibles à la page web de l’auteur10. Ils ont été effectués avec la
version 7.3 deCoq. La traduction dans la version 8.0 est en cours. Ainsi, on peut programmer d’autres
algorithmes BSP plus complexes mais dont les éléments standards (notamment les fonctions de commu-
nication) sont sûrs, et par la suite, exécuter ces algorithmes sur de véritables machines parallèles avec les
opérateurs parallèles de la bibliothèque BSMLlib.

Pour illustrer ce travail, nous donnons en annexe 6.A le codeOCaml obtenu par l’extraction des réali-
sations de nos précédentes spécifications (avec quelques mises en forme). Notons qu’en utilisant l’arith-
métique (certifiée) deCoq, les programmes extraits des précédentes spécifications sont bien plus lents que
ceux écrits «à la main» avec l’arithmétique natif des machines. Mais pour les parties, à proprement parler,
parallèles, les performances des fonctions extraites (et donc certifiées) sont équivalentes à celles «écrites
main».

6.5.9 Autres applications possibles

[111] propose un langage fonctionnel parallèle : ML étendu avec des squelettes de programmation parallèle
sur des vecteurs qui peuvent être imbriqués et qui peuvent être regroupés en quatre classes : calcul, ré-
organisation, communication et regroupement. La compilation est décrite en une série de transformations
(prouvées correctes) vers un langage fonctionnel de type SPMD. Celui-ci utilise des opérations parallèles
qui sont en réalité celles que nous venons de décrire (et certifier). Nous pouvons de ce fait envisager l’utili-
sation de notre bibliothèque pour une implantation certifiée de ce langage.

L’article [97] propose un calcul de distribution dont le butest de décrire des stratégies pour la distribution
de tableaux (de multiples dimensions) sur un ensemble de processeurs. Les auteurs donnent une sémantique
formelle permettant de prouver différentes équations de distribution, montrent comment associer à ces équa-
tions le modèle de coûts BSP autorisant ainsi de choisir une stratégie appropriée et distinguent un certain
nombre d’opérateurs pour ces distributions. Ces opérateurs sont encore ceux que nous venons de certifier.
En utilisant notre bibliothèque, les auteurs envisagent devalider leurs systèmes d’équations de stratégies
dans un environnement certifié.

10http://www.univ-paris12.fr/lacl/gava/
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6.A Code de l’extraction

Quelques fonctions utilitaires.

let noSome = function
| Some x→x
| None→assert false

let replicate a = mkpar (fun pid→a)
let parfun f v = apply (replicate f) v
let parfun2 f v1 v2 = apply (parfun f v1) v2

let applyat root f1 f2 vec =
apply

(mkpar (fun i v→
match z_eq_dec i root with

| Left→f1 v
| Right→f2 v)) vec

Code de get_list.

let get_list datas lpids = parfun2 (fun x x0→map x x0)
(put (parfun (fun l dst→match (in_dec z_eq_dec dst l) with

| Left→Some ()
| Right→None) lpids)) datas)) lpids

Code de la réduction directe.

let totex_tmp vec = put (parfun (fun data dst→Some data) vec)
let totex vec = parfun (fun f src→noSome (f src)) (totex_tmp vec)

let procs h = from_to (last ())
let total_exchange vec = parfun2 map (totex vec) (replicate (procs ()))

let tl_hd_vect v = parfun (fun l→Pair ((hd l), (tl l))) v

let fold_left_direct op0 vec =
parfun (fun hd_tl→fold_left op0 (snd hd_tl) (fst hd_tl))

(tl_hd_vect (total_exchange vec))

Code du rassemblement.

let procs_lists_gather root = match within_bound root with
| Left→mkpar (fun pid→match z_eq_dec root pid with

| Left→from_to (zminus (bsp_p ()) (POS XH))
| Right→Nil)

| Right→assert false

let gather root vv =
put

(apply
(mkpar (fun pid v dest→

match z_eq_dec dest root with
| Left→Some v
| Right→None)) vv)
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let gather_list vec root = match within_bound root with
| Left→parfun2 (fun x x0→map x x0)

(parfun (fun x x0→(fun x1→noSome x1) (x x0))
(gather root vec)) (procs_lists_gather root)

| Right→assert false

Code de la diffusion en une ou deux phases.

let rpl_bcast_direct_tmp root vec =
proj (applyat root (fun v→Some v) (fun x→None) vec) root

let rpl_bcast_direct root vec =
noSome (rpl_bcast_direct_tmp root vec)

let scatter_tmp partition root v =
apply

(put
(apply

(mkpar (fun pid→
match z_eq_dec pid root with

| Left→partition
| Right→(fun a i→None))) v)) (replicate root)

let scatter partition root v = match within_bound root with
| Left→parfun noSome (scatter_tmp partition root v)
| Right→assert false

let bcast_twophases partition paste root vv =
match within_bound root with
| Left→parfun paste (totex (scatter partition root vv))
| Right→assert false

Code de la composition parallèle.

let mask c x y =
apply

(apply
(mkpar (fun j x0 y0→match c j with

| True→x0
| False→y0)) x) y

Code du tri parallèle.

let regular_sample_sort v =
let local_sort = apply (replicate (Sort.list (<))) in
let list_max = List.fold_left max 0 in
let locally_sorted = local_sort v in
let primary_samples =

apply (replicate (sample (nprocs+1) )) locally_sorted in
let sorted_primary_samples =
local_sort (apply (replicate List.flatten) (total_exchange primary_samples)) in

let secondary_samples =
apply (replicate (sample (nprocs+1) )) sorted_primary_samples in

let message_lists =
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apply2
(replicate (fun sec_s xs→List.map (fun x→(dest sec_s x, x)) xs))
sec_sampls_array
v in

let received_values =
apply (replicate (List.map snd)) (put_list message_lists)

in local_sort received_values
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7
Compositions
parallèles

Une partie de ce chapitre a fait l’objet de l’article [N1].
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NOUS avons vu que BSML est un langage parallèle permettant la programmation fonctionnelle BSP.
Basé sur BSP, il permet une estimation du temps d’exécution du programme et est confluent, donc
sans inter-blocage. Malheureusement, les primitives de BSML sont plates, dans le sens que les

processus explicites du langage (les vecteurs parallèles), partitionnent de manière directe les processeurs
d’une unité BSP. Il est souvant trop difficile d’exprimer desalgorithmes «diviser-pour-régner» («divide-
and-conquer»dans la littérature anglo-saxonne) sans avoir à traduire ces algorithmes en des algorithmes en
mode direct. Ce chapitre présente la sémantique et l’implantation d’une nouvelle primitive pour BSML qui
facilite l’écrire de ces algorithmes diviser-pour-régnerparallèles. Cette primitive est appeléesuperposition
car elle peut être vue comme la composition parallèle de deuxprocessus BSP utilisant chacun l’ensemble
des processeurs de la machine. Nous donnerons aussi un exemple d’application et le modèle de coût BSP
de cette nouvelle primitive.
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7.1 Introduction
La sous-synchronisation, c’est-à-dire la synchronisation d’une partie seulement des processeurs de la ma-
chine, est une fonctionnalité d’une grande variété de modèles de programmation parallèle (indépendants ou
dérivés du modèle BSP [89, 41]). La présence et l’utilisation de la sous-synchronisation sont justifiées par
la nécessité de pouvoir décomposer récursivement un problème en sous-problèmes indépendants les uns des
autres. Cette technique algorithmique est appelée «diviser-pour-régner», et dans le cas de la programmation
parallèle, simplifie l’écriture de certains programmes.

Pour évaluer deux programmes parallèles sur une même machine on peut la partitionner en deux et
évaluer indépendamment chacun des programmes sur chacune des partitions. Toutefois, en procédant ainsi,
le modèle BSP est perdu puisqu’alors la synchronisation globale de chaque sous-machine ne coûtera plusl.
Pour conserver le modèle BSP, ce qui est souhaitable [133], il faut donc que les barrières de synchronisation
concernent toute la machine.

Le modèle BSP n’autorise pas la sous-synchronisation : les barrières sont collectives. C’est souvent consi-
déré comme un obstacle pour la programmation parallèle d’algorihmes diviser-pour-régner en BSP (et dans
notre cas, en BSML). Dans l’article [243], les auteurs ont noté que pour de grandes applications, la perte
d’efficacité et d’expressivité due à la contrainte des barrières globales, est compensée par les avantages des
communications BSP (notamment l’efficacité accrue des transferts de données sur certaines architectures)
qui rendent la programmation parallèle plus simple.

Pourtant, la technique dite diviser-pour-régner est une méthode naturelle pour la conception et l’im-
plantation de nombreux algorithmes. La transformation manuelle d’un programme utilisant des techniques
diviser-pour-régner en un programme sans ces techniques est un travail fastidieux où il est facile de se trom-
per. Les auteurs de la BSPlib [147] font remarquer que le désavantage principal du partionnement par groupe
de processeurs (c’est-à-dire la sous-synchronisation) est une perte de la prévision des performances du mo-
dèle de coût ([133] donne des arguments, sur des cas pratiques, en défaveur de la sous-synchronisation).

Pour exprimer les algorithmes diviser-pour-régner en BSML, [188] a tout d’abord proposé une nouvelle
primitive appelée «composition parallèle». Mais celle-ciétait limitée à la composition de deux programmes
BSML dont les évaluations nécessitaient le même nombre de super-étapes. C’était évidemment restrictif et
le respect de cette contrainte échoyait au programmeur.

Cette restriction a été levée avec la «juxtaposition parallèle» de [190]. Le principal problème avec cette
approche est que la nature purement fonctionnelle de BSML est perdue. En effet cette primitive effectue
un effet de bord sur le nombre de processeurs rendant impossible la preuve assistée par ordinateur des
programmes BSML utilisant la juxtaposition, comme il est fait au chapitre 6 avec des programmes BSML
«plats», ou alors il faut passer les programmes par une phasepréalable de transformation [183] (mais avec
une perte des coûts BSP initiaux).

Dans [258], l’auteur avance l’hypothèse que le paradigme diviser-pour-régner peut s’insérer naturelle-
ment dans le modèle BSP sans avoir besoin de la sous-synchronisation. Il propose une méhode pour la
programmation diviser-pour-régner qui est en adéquation avec le modèle des barrières de synchronisations
globales du modèle BSP. Cette méthode est basée sur un entrelacement de processus légers, appeléssuper-
threads1, chacun d’entre eux étant un processus de calcul BSP.

L’article [191] présente une nouvelle primitive BSML, appeléesuperposition parallèlepermettant d’écrire
de manière fonctionnelle ce type d’algorithmes. Dans ce papier, la superposition est simplement décrite en
terme d’une sémantique de haut niveau. Dans ce cas, la superposition est équivalente à la création d’une
paire. Dans ce chapitre, nous allons détailler une sémantique à «petits pas» qui donne plus précisément le
fonctionnement de cette nouvelle primitive. Cela nous aidera pour concevoir une nouvelle implantation de
la BSMLlib et pour comparer les coûts BSP des programmes avecou sans super-threads.

Premièrement, nous décrirons informellement la nouvelle primitive BSML et les conséquences de son
fonctionnement sur les traits non-fonctionnels de BSML. Ensuite, nous donnerons deux sémantiques à
petits pas, afin de comparer les coûts BSP de cette primitive.Nous donnerons ensuite quelques détails sur la
nouvelle implantation de BSML. Pour finir, nous donnerons deux exemples d’application de cette primitive.

7.2 La superposition parallèle

Le principe des super-threads est le suivant : au lieu de diviser la machine en sous-machines effectuant des
sous-synchronisations, on peut diviser la puissance de la machine parallèle en des processus BSP. Les res-

1Nous préférons le terme desuper-threadet non son anglicisme «super processus léger» qui est un peu pompeux.
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Sans les super−threads Avec les super−threads

Figure 7.1 — Deux programmes avec super-threads

sources de la machine BSP sont partagées par les processus. Ces processus sont appeléssuper-threadscar
chacun de ces processus légers utilise l’ensemble des processeurs. Les communications entre les processus
légers sont fusionnées et les synchronisations globales dumodèle BSP sont alors partagées par les super-
threads : on n’a qu’une seule synchronisation pour plusieurs super-threads effectuant des communications.
Les méthodes optimisant les transferts de données BSP peuvent alors être conservées. Cette nouvelle primi-
tive appeléesuperpositionpermet de cette manière l’évaluation de deux expressions BSML. La figure 7.1
illustre ce propos avec deux super-threads qui sont le calcul de deux expressions BSML indépendantes.
Sans la superposition et les super-threads, les deux expressions sont évaluées séquentiellement. Dans le
cas d’une exécution avec super-threads, les communications et les synchronisations sont fusionnées, ce qui
diminue le temps d’exécution globale (voir la section 7.3 pour une analyse plus formelle). Notons que le
calcul local, lui, n’est pas affecté. Seul l’ordre d’évaluation change.

7.2.1 Présentation informelle

De point de vue du programmeur, la sémantique parallèle de lasuperposition est la même que la paire. Dans
la BSMLlib, la primitive a le type suivant :

super : (unit→α )→(unit→β )→α ∗ β

Bien évidemment l’évaluation desuper E1 E2 est différente de celle de((E1 ()), (E2 ())). Elle se déroule
ainsi (voir section 7.3 pour une sémantique formelle) :

• La première phase de calcul asynchrone deE1 et celle deE2 sont exécutées ;

• Ensuite, la première phase de communication deE1 est mise en commun avec celle deE2. Les
messages sont la «concaténation» des messages de la première phase de communication deE1 et de
E2 ;

• Enfin, une seule barrière de synchronisation termine la première super-étape deE1 et celle deE2.
Les super-étapes suivantes des deuxsuper-threadspeuvent alors être exécutées.

Si l’évaluation deE1, par exemple, nécessite moins de super-étapes que celle deE2 alors l’évaluation de
E2 se termine comme s’il n’y avait pas de superposition de deuxsuper-threads(et vice-versa).
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7.2.2 Modèle de coût informel

Pour déterminer le coût de l’évaluation desuper E1 E2, il n’est pas suffisant, ni de considérer le coût
d’évaluation deE1 etE2 de la formeW +H× g + l, ni de considérer les coûts de chaque super-étape de la
même forme. Il faut considérer le coût de chaque super-étapedans les détails, donné sous la forme de trois
vecteurs :

• Le coût du calcul local sur chaque processeur :〈 w0 , . . . , wp−1 〉 ;
• La taille des messages envoyés par chaque processeur :〈 h+

0 , . . . , h+
p−1 〉 ;

• La taille des messages reçus par chaque processeur :〈 h−
0 , . . . , h−

p−1 〉.

On note(w̄, h̄+, h̄−) le coût d’une super-étape. Le coût de l’évaluation d’une expression est une liste de ces
triplets de vecteurs.
Si les coûts d’évaluation deE1 (aveck1 super-threads) etE2 (aveck2 super-threads) sont respectivement :

{
(w̄0, h̄0+, h̄0−), . . . , (w̄k1 , h̄k1+, h̄k1−)
(w̄′0, h̄′0+, h̄′0−), . . . , (w̄′k2 , h̄′k2+, h̄′k2−)

alors le coût d’évaluation desuper E1 E2 est :





〈 w0
0 + w′0

0 , . . . , w0
p−1 + w′0

p−1 〉

〈 h0+
0 + h′0+

0 , . . . , h0+
p−1 + h′0+

p−1 〉

〈 h0−
0 + h′0−

0 , . . . , h0−
p−1 + h′0−

p−1 〉




 , . . . ,






〈 wk
0 + w′k

0 , . . . , wk
p−1 + w′k

p−1 〉

〈 hk+
0 + h′k+

0 , . . . , hk+
p−1 + h′k+

p−1 〉

〈 hk−
0 + h′k−

0 , . . . , hk−
p−1 + h′k−

p−1 〉






oùk = max{k1, k2} et oùwn
i , hn+

i et hn−
i (resp.w′n

i , h′n+
i eth′n−

i ) sont considérés égaux à0 si n > k1

(resp.n > k2). Le coût BSP habituel est alors :

(

k∑

n=0

max{Wn}) + (

k∑

n=0

hn)× g + k × l où







Wn =
p−1
max
i=0
{wn

i + w′n
i }

hn =
p−1
max
i=0
{(hn+

i + h′n+
i ) , (hn−

i + h′n−
i )}

Là encore, le modèle de coût est compositionnel. La superposition parallèle deE1 et E2 est moins
coûteuse que l’évaluation deE1 suivie de l’évaluation deE2. Par exemple leh résultant de la superposition
peut être égal au plus grand des deux et donc inférieur à la somme. C’est bien sûr toujours le cas pour le
nombre de barrières de synchronisation.

7.2.3 Choix d’une stratégie pour l’évaluation des super-th reads

L’ordre d’évaluation (la stratégie) d’expressions fonctionnelles n’a pas d’importance : la sémantique est
confluente. Mais, dans la familles des langages ML, il est facile d’ajouter des fonctionnalités impératives
(voir [C4] ou au chapitre 9 pour BSML). Dans ce cas, l’ordre d’évaluation est nécessaire pour garder
une sémantique déterministe (ou confluente dans le cas de BSML). La présence d’expressions impératives
dans les super-threads et de données partagées forcent à l’utilisation d’une stratégie pour les super-threads.
Prenons par exemple, l’expression suivante :

let a=ref 0 in
let _ = super (fun ()→a:=1;replicate 1)

(fun ()→a:=2;replicate 1) in
if (!a)=1 then (replicate 1) else (scan_direct (+) 0 (replicate 1))

Dans cet exemple, chaque processeur crée une référence globale, appeléea et qui contient l’entier0. En-
suite, deux super-threads sont créés à l’aide de la primitive de superposition. Chacun de ces super-threads
affecte une valeur différente à la variablea. Sans une stratégie bien prédifinie pour les super-threads (en tant
que processus légers), il est impossible de prévoir lequel des deux fera en dernier l’affectation. Le résultat
de l’expression(!a) est alors non déterministe. Pire même, nous pouvons avoir une erreur d’exécution car
cet ordre sera généralement différent en chaque processeur, ce qui donnera des valeurs différentes àa. Des
processeurs exécuteronsrepliacte 1 et d’autres(scan_direct (+) 0 (replicate 1)) : la barrière globale du
modèle BSP ne l’est plus. Notons que nous pouvons avoir les mêmes problèmes avec les entrées/sorties (cf.
chapitre 9) et les traits impératifs [C4]).

Le même problème de non déterminisme peut aussi survenir avec l’utilisation uniquement de références
locales. Prenons par exemple l’expression suivante :
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Sans la superposition Avec la superposition

Figure 7.2 — Superposition de deux programmes

let a=mkpar (fun pid→ref pid) in
let _ = super (fun ()→parfun (fun r→r:=!r+1) a)

(fun ()→parfun (fun r→r:=!r∗2) a) in
parfun (fun r→!r) a

aveca qui est un vecteur parallèle de références locales et où les deux super-threads peuvent affecter des
valeurs différentes à ces références.

Le problème vient du fait que plusieurs processus légers sont actifs lors des phases de calculs asyn-
chrones : l’ordre d’évaluation des processus légers est non-déterministe et est géré par l’ordonnanceur
(scheduleren anglais) du système d’exploitation. Ces processus légers peuvent donc modifier l’état de
valeurs partagées.

La présence d’un seul processus léger actif permettrait d’éviter ces problèmes. Cela impose une stratégie
pour déterminer, quel super-thread est actif ou non. Sans cette stratégie, l’entrelacement des processus
légers peut donner des résultats non déterministes. De plus, l’utilisation d’un seul super-thread actif permet
d’obtenir de meilleurs performances : le coût (engendré parl’ordonnanceur) de changer «régulièrement»
de super-thread actif est supprimé.

OCaml ayant une statégie stricte d’appel par valeur, nous avons opté pour la même stratégie dans le cas
des super-threads : un seul est actif et celui-ci est évalué jusqu’à la fin de ses calculs ou quand il entre dans
la phase de communication, c’est-à-dire qu’il a terminé la phase de calculs asynchrones de la super-étape
courante. Quand les communications ont été effectuées, le premier des super-threads qui a terminé sa phase
de calcul locale est réactivé (il devient donc le nouveau super-thread actif). La figure 7.2 illustre ce propos.

7.3 Sémantiques pour la superposition

7.3.1 Sémantiques sans super-threads

Comme nous l’avons précisé, du point de vue du programmeur, la superposition n’est rien d’autre que
la création d’une paire. Nous pouvons donc étendre la sémantique naturelle du chapitre 3 avec la règle
suivante :
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s, e1 ⊲⋊⋉ f1 s, e2 ⊲⋊⋉ f2 s, ((f1 ()), (f2 ()))⊲⋊⋉ (v1, v2)

s, super e1 e2 ⊲⋊⋉ (v1, v2)
(7.1)

et nous avons le théorème suivant :
Théorème 8 (Déterminisme)

Soit une expression «programmeur»ep telle quee = T•(ep). Si•, e⊲g v1 et•, e⊲g v2 alorsv1 = v2.

Preuve . Par induction sur les arbres d’évaluations. Preuve similaire à celle du chapitre 3.

Nous étendons aussi la sémantique à «petits pas» du chapitre3 avec les règles suivantes :

(super f1 f2)/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

(f1(), f2())/cg ⊕ 1/〈c〉

(super e1 e2)[s]
ε
⇀ (super e1[s] e2[s]), 0

et nous avons les résultats suivants :
Lemme 35 (Confluence forte)

Soit une expressione.
Si e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e1/c1

g/〈c
1
0, · · · , c

1
p−1〉

et e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉

alors il existe une expressione3 et des coûtsc3
g et 〈c3

0, · · · , c
3
p−1〉

tels que e1/c1
g/〈c

1
0, · · · , c

1
p−1〉⇀ e3/c3

g/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉

et e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉⇀ e3/c3

g/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉.

Preuve . Preuve similaire à celle chapitre 3

Théorème 9 (Confluence)

Soit une expression «programmeur»ep.
Si e = T•(ep)

alors si e[•]/0/〈0, · · · , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, · · · , cp−1〉

et e[•]/0/〈0, · · · , 0〉
∗
⇀ v′/c′g/〈c

′
0, · · · , c

′
p−1〉

alors v = v′, cg = c′g et∀i ∈ {0, . . . , p− 1} ci = c′i.

Preuve . La relation⇀ est fortement confluente donc, d’après le lemme 1, elle est confluente.

Théorème 10 (Équivalence)

Soit une expression programmeurep telle quee = T•(ep). Alors :

1. sie[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 alors•, e⊲g v

2. si•, e⊲g v alorse[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

Preuve . Preuve similaire à celle du chapitre 3

La sémantique naturelle ne donne toujours pas les étapes de calculs. Elle ne donne pas non plus la création
des super-threads. Ainsi, toutes les opérations parallèles semblent être synchrones.

La sémantique à «petits pas» fournit une «vision» plus asynchrone du langage mais ne dit toujours pas
comment sont créés et gérés les super-threads. Cette sémantique n’aide donc pas à implanter la superposi-
tion. Il nous faut donc redéfinir cette sémantique afin de rendre apparente la création des super-threads.

De plus, le coût BSP de la superposition est toujours identique à celui de la création d’une paire, ce que
nous ne voulons pas. En effet, ils nous faudrait avoir une règle du type :

(super f1 f2)/cg/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

(f1(), f2())/c′g/〈c
′〉
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Mais il paraît difficile de définir lec′g et lesc′ tout en étant conforme aux coûts de la section 7.2.2. Un
max sur le nombre del (et avec une fusion des communications) n’est pas suffisant car il faut aussi prendre
le max des calculs locaux des super-threads : lemax d’une liste de coûts locaux avec lesmax des coûts
asynchrones globaux. Ceci n’est pas naturel, difficilementvérifiable et comparable avec les coûts définis
dans le chapitre 3.

Il nous faut donc redéfinir une sémantique à «petits pas», afind’expliciter la gestion des super-threads.

7.3.2 Syntaxe des super-threads

La primitive de superposition (super) va créer des super-threads sur la machine BSP. Chacun de cessuper-
threads contient une expression à évaluer. Nous organisonsdonc naturellement cet ensemble de super-
threads comme un arbre binaire.

Définition 24 (Organisation des super-threads).
La syntaxe des super-threads est donnée par la grammaire suivante :

E ::= 〈◦e◦〉t | (E ⋊⋉ E)

où les identifiantst sont définis par l’expression régulière suivante :

t ::= 1(.{1, 2})∗

où e est une expression à évaluer par un super-thread de numéro (identifiant)t. Par exemple,1, 1.1, 1.2,
1.1.2 et1.2.1 sont des identifiants valides. Les super-threads sont organisés comme un arbre. Si l’on réduit
unsuper contenu dans une expression d’un super-thread, alors ce super-thread donnera «naissance» à deux
nouveaux super-threads. Nous parlerons alors de super-thread enfants.

Pour exprimer les communications BSP en BSML, nous utilisons les primitivesproj et put. Mais
comme cela a été expliqué précédemment, en présence de super-threads, les communications sont «gelées»
(freezedans la littérature anglo-saxonne), c’est-à-dire retardées jusqu’à ce que tous les super-threads aient
fini leurs phases de calculs (de la super-étape courantes) afin de fusionner les communications et la barrière
de synchronisation. Pour se faire, les valeurs (messages à envoyer) sont stockées dans un environnement
de communications. Quand tous lessuper-threadsont terminé ce stockage, les communications sont effec-
tuées, et la super-étape suivante peut commencer (les messages ont tous été reçus et sont accessibles par les
processeurs).

Notre environnement de communications est noté :

{〈 [ v , . . . , v′ ] , . . . , [ v′′ , . . . , v′′′ ] 〉ts, . . .}

C’est un ensemble de vecteurs parallèles de tableaux. Les vecteurs sont annotés avec l’identifiantt (resp.
numéros) du super-thread (resp. de la super-étape) qui a stocké ces valeurs. Notons que ce numéro est soit
celui de la super-étape courante, soit celui de la dernière super-étape si dessuper-threadsont recommencé
leurs calculs (et donc lu les valeurs dans l’environnement)et d’autres non (ils n’ont pas encore eu le temps).

7.3.3 Nouvelle forme de sémantique

La nouvelle sémantique à «petits pas» a la forme suivante :

E , s, E/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 7→ E
′, s′, E′/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

où

• E est l’environnement de communication courant,

• s est le numéro de la super-étape actuelle,

• E est l’arbre des super-threads,

• cg représente les coûts globaux,

• 〈c0, . . . , cp−1〉 sont les coûts locaux.
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((λ.e)[s] v)
ε
7→ e[v ◦ s], 1

n + 1[v ◦ s]
ε
7→ n[s], 0

1[v ◦ s]
ε
7→ v[•], 1

(µ.e)[s]
ε
7→ e[µ.e ◦ s], 1

(λ.e)[s]
ε
7→ (λ.e)[s], 1

v[s]
ε
7→ v, 0 si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

(e1 e2)[s]
ε
7→ (e1[s] e2[s]), 0

(e1, e2)[s]
ε
7→ (e1[s], e2[s]), 0

(if e1 then e2 else e3)[s]
ε
7→ if e1[s] then e2[s] else e3[s], 0

(proj e)[s]
ε
7→ (proj e[s]), 0

(put e)[s]
ε
7→ (put e[s]), 0

(apply e1 e2)[s]
ε
7→ (apply e1[s] e2[s]), 0

(mkpar e)[s]
ε
7→ (mkpar e[s]), 0

(super e1 e2)[s]
ε
7→ (super e1[s] e2[s]), 0

〈e0, . . . , ep−1〉[s]
ε
7→ 〈e0[s], . . . , ep−1[s]〉, 0

[e0, . . . , ep−1][s]
ε
7→ [e0[s], . . . , ep−1[s]], 0

access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i)
δ
7→ vi, 1

init (n, f)
δ
7→ [(f 0), . . . , (f (n−1))], 1

fst (v1, v2)
δ
7→ v1, 1

snd (v1, v2)
δ
7→ v2, 1

+ (n1, n2)
δ
7→ n1 + n2, 1

isnc nc
δ
7→ true, 1

isnc v
δ
7→ false, 1 si v 6= nc

LocId v
δ
7→
i

v, 1

if true then e2 else e3
δ
7→ e2, 1

if false then e2 else e3
δ
7→ e3, 1

Figure 7.3 — Réductions fonctionnelles et opérations génériques (rappel)

Nous notons
∗
7→ pour la fermeture transtive et réflexive de7→, c’est-à-dire que nous notons :

E , s, E/cg/〈c0, . . . , cp−1〉
∗
7→ E ′, s′, E′/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

pour :

E , s, E/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 7→ E
0, s0, E0/c0

g/〈c
0
0, . . . , c

0
p−1〉 7→ · · · 7→ E

′, s′, E′/c′g/〈c
′
0, . . . , c

′
p−1〉

L’évaluation complète d’une expressionep sera notée :

{}, 0, 〈◦e◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉
∗
7→ {},m, 〈◦v◦〉1/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

si e = T•(ep). Nous pouvons lire cette réduction ainsi : «dans un environnement de communications
vide, l’expressione mise dans le super-thread initial à la première super-étape, sera évaluée en la valeur
v, dans un environnement de communication vide et cela enm super-étapes et pour un coût final BSP de
cg ⊕maxp−1

i=0 (ci)».

Définition 25 (Relations de la nouvelle sémantique à «petits pas»).
Pour définir la relation7→ nous avons trois types de réductions :

1.
i
7→ est la réduction locale d’une expression ;

2.
⋊⋉

7→
t

est la réduction globale d’une expression dans un super-threadt ;

3. 7→
t

est la réduction d’un super-threadt

avec :
7→
t

=
⋊⋉

7→
t
∪

i
7→

⋊⋉

7→
t

=
δ
7→
⋊⋉t

∪
ε
7→
⋊⋉t

i
7→ =

δ
7→
i
∪

ε
7→
i

Nous allons maintenant détailler ces trois types de réduction pour définir la sémantique.

7.3.4 Règles génériques et parallèles

Nous redéfinissons les règles deβ-réductions, propagation de la substitution,δ-règles génériques de la
même manière que dans la sémantique à «petits pas» normale (sans les super-threads). La figure 7.3 les
rappelle.

Les règles pour les primitives parallèles sont données à la figure 7.4. Celles-ci sont similaires à celles
de la sémantique à «petits pas» sans les super-threads, maisavec les environnements de communications
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E , s,mkpar f/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s, 〈 (f v0) , . . . , (f vp−1) 〉[•]/cg ⊕ 1/〈c〉 si V•(f) = true (7.2)

E , s,apply 〈f0, . . . , fp−1〉 〈v0, . . . , vp−1〉/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s, 〈(f0 v0), . . . , (fp−1 vp−1)〉[•]/cg ⊕ 1/〈c〉

(7.3)

E , s,proj 〈v0, . . . , vp−1〉/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s, (delpar (put 〈λ.v0, . . . , λ.vp−1〉))[•]/cg ⊕ 1/〈c〉 (7.4)

E , s,put 〈f0, . . . , fp−1〉/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s, (apply (mkpar (λ.F)) (send 〈(init (f0, p)), . . . , (init (fp−1, p))〉))[•]/cg ⊕ 1/〈c〉

(7.5)

avecF = λ.λ.if (0 ≤ 1)and(1 < p) then (access (2, 1)) else nc

Figure 7.4 — Règles des primitives parallèles avec super-threads

(ceux-ci ne sont pas modifiés). Nous ne les redétaillons pas.En fait, les primitives se réécrivent avec des
opérations de plus «bas niveau». Il est donc normal que leursrègles ne changent pas. Ce sont ces opérations
de plus «bas niveau» qui vont voir leur fonctionnement modifié.

Nous avons alors les règles suivantes pour ces opérateurs parallèles :

E , s,delpar 〈f, . . . , f〉/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s, f/cg ⊕ 1/〈c〉 (7.6)

E , s,GloId v/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s, v/cg ⊕ 1/〈c〉 si V•(v) = true (7.7)

Les règles 7.6 et 7.7 sont similaires à celles de la sémantique à «petits pas» sans les super-threads, mais
avec des environnements de communications qui ne sont pas modifiés. Nous ne les redétaillons pas. Nous
avons aussi les règles suivantes pour ces opérateurs parallèles :

E , s, send 〈 . . . , [ vi
0 , . . . , vi

p−1 ] , . . . 〉/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E ∪ 〈 . . . , [ vi
0 , . . . , vi

p−1 ] , . . . 〉ts, s, rcvs/cg ⊕ 1/〈c〉 (7.8)

E ∪ 〈 . . . , [ vi
0 , . . . , vi

p−1 ] , . . . 〉ts, s + 1, rcvs/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s + 1, 〈 . . . , [ vi
0 , . . . , vi

p−1 ] , . . . 〉/cg/〈c〉 (7.9)

Remarquons quesend (règle 7.8) ne fait plus l’échange des données. Il se contente de mettre les valeurs à
envoyer dans l’environnement de communications. Il se transforme ensuite enrcv qui lui va lire dans l’en-
vironnement de communications les valeurs reçues. C’est doncrcv qui fait «l’échange» en lisant les valeurs
échangées (lors de la phase des communications de la super-étapes) dans l’environnement de communica-
tions. C’est après cet échange qu’on passe à la super-étape suivante (passage que nous allons détailler par la
suite). Notons que cet opérateur n’a de sens que si, les valeurs dans l’environnement sont marquées comme
appartenant à la super-étape précédente. Cela permet de ne lire que les valeurs qui ont été échangées et non
celles qui viennent juste d’être mises dans l’environnement. Notons aussi que le coût dercvs (règle (7.9))
est considéré comme nul car cette étape de calcul n’apparaîtpas dans la sémantique à «petits pas» normale.
Nous pouvons ainsi comparer plus facilement les coûts des deux sémantiques : nous n’avons pas à compter
le nombre dercv qui ont été réduits (il nous faudrait une algèbre de coûts plus fine).
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E , s, 〈◦Γ[super f1 f2]◦〉t/cg/〈c〉 7→
t
E , s, (〈◦Γ[((f1 ()),waitt.2)]◦〉t.1 ⋊⋉ 〈◦(f2 ())◦〉t.2)/cg ⊕ 1/〈c〉

(7.10)

E , s, (〈◦Γ[waitt.2]◦〉t.1 ⋊⋉ 〈◦v2◦〉t.2)/cg/〈c〉 7→
t
E , s, 〈◦Γ[v2]◦〉t/cg/〈c〉 (7.11)

Figure 7.5 — Création et destruction des super-threads, la superposition

Nous avons alors les règles de «passage» permettant d’appliquer les règles génériques :

e
ε
7→ e′, c

e
ε
7→
i
e′, c

e
δ
7→e′, c

e
δ
7→
i
e′, c

e
ε
7→ e′, c

E , s, e/cg/〈c〉
ε
7→
⋊⋉t

E , s, e′/cg ⊕ c/〈c〉

e
δ
7→e′, c

E , s, e/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E , s, e′/cg ⊕ c/〈c〉

Celles-ci sont comme à l’accoutumée. Nous ne les redétaillons pas.

7.3.5 Règles de la superposition

La figure 7.5 donne les règles pour l’opérateur de création des super-threads, l’opérateur de superposition
(super) ainsi que pour celui qui permet à un super-thread d’attendre la fin de l’évaluation de son «enfant».

Dans la règle 7.10, un nouveau super-thread est créé en tant qu’«enfant» du super-thread courant. Celui-
ci est renommé afin de garder la structure des arbres des super-threads. Sur le super-thread courant, une
nouvelle paire est créée. Dans la première composante de la paire, nous calculons le premier argument de
la superposition. Dans la deuxième composante, nous plaçons unwait qui attendra la fin des calculs du
super-thread «enfant».

La fin de cette attente est donnée par la règle 7.11. Dans cetterègle, le super-thread «enfant» a terminé
ses calculs (nous avons donc une valeur) et cette valeur est récupérée par lewait pour être inséreée dans
la paire (cette paire est dans le contexteΓ). Notons aussi que le coût de cette règle est considéré comme
nul car cette étape de calcul n’apparaît pas dans la sémantique à «petits pas» normale. Nous pouvons ainsi
comparer plus facilement les coûts des deux sémantiques.

7.3.6 Contextes d’évaluation

On constate aisément qu’il n’est pas toujours possible de faire des réductions de tête. Il faut donc ajouter
des règles de contexte qui permettront :

1. De choisir le super-thread qui va réduire son expression,

2. De réduire cette expression, c’est-à-dire d’appliquer soit une règle globale, soit une règle locale

Les contextes pour les expressions sont ceux habituels. Ilssont rappelés dans la figure 7.6.
Les contextes des super-threads sont les suivants :

Γs ::= [] | (Γs ⋊⋉ E) | (Vs ⋊⋉ Γs)
Vs ::= (〈◦Γ[waitt′ ]◦〉t ⋊⋉ Rs) | (Vs ⋊⋉ Ts)
Ts ::= 〈◦v◦〉t | 〈◦Γ[rcvs]◦〉t | Vs
Rs ::= 〈◦Γ[rcvs]◦〉t | Vs

Le contexteVs est un arbre de super-threads dont toutes les expressions ont été évaluées, en une valeur mais
aussi dans l’attente des communications ou de la fin des calculs du super-thread «enfant». Notons qu’avec
les contextesRs et Ts, il est impossible d’avoir un contexte de la forme :(〈◦Γ[waitt.2]◦〉t.1 ⋊⋉ 〈◦v◦〉t.2) car
celui-ci n’est pas un arbre de super-threads évalués,wait peut être réduit (règle (7.11)). Notons que le
contexteRs ne peut être simplement un〈◦v◦〉t, c’est-à-dire un super-thread entièrement évalué.

Avec ces contextes, nous pouvons réduire «dans nos super-threads» ainsi que dans les sous-expressions.
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Γ ::= []
| Γ e
| v Γ
| (Γ, e)
| (v, Γ)
| if Γ then e else e
| (mkpar Γ)
| (apply Γ e)
| (apply v Γ)
| (super Γ e)
| (super v Γ)
| (put Γ)
| (proj Γ)

∆i ::= ∆i e
| v ∆i

| (∆i, e)
| (v, ∆i)
| if ∆i then e else e
| (mkpar ∆i)
| (apply ∆i e)
| (apply v ∆i)
| (super ∆i e)
| (super v ∆i)
| (put ∆i)
| (proj ∆i)

| 〈e, . . . ,

i
︷︸︸︷

Γl[e], . . . , e〉

Γl ::= []
| Γl e
| v Γl

| (Γl, e)
| (v, Γl)
| if Γl then e else e
| [Γl, e1, . . . , en]
| [v0, Γ

l, . . . , en]
| . . .
| [v0, v1, . . . , Γ

l]

Figure 7.6 — Contextes d’évaluation

7.3.7 Communications

Dans cette nouvelle sémantique, les communications ne proviennent plus directement d’une règle d’un
opérateur, mais elles ne sont effectuées que lorsque tous les super-threads sont soit des valeurs, soit dans
l’attente d’un «enfant» (wait) ou de l’échange des valeurs (rcv). Cette règle ne s’applique donc que sur un
arbre de super-threads de «valeurs» comme suit :

{. . . , 〈[v0
0 , . . . , v0

p−1], . . . , [v
p−1
0 , . . . , vp−1

p−1 ]〉
t
s, . . .}, s,Vs/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 7→

{. . . , 〈[v0
0 , . . . , vp−1

0 ], . . . , [v0
p−1, . . . , v

p−1
p−1 ]〉

t
s, . . .}, s + 1,Vs/c′g/〈0, . . . , 0〉 (7.12)

avec

c′g = cg ⊕
p−1
max
i=0

(ci)⊕
p−1
max
i=0

(max







∑

∀t

(
p−1∑

j=0

S•(vi
j)) tel quevi

j ∈ 〈· · · 〉
t
s

∑

∀t

(
p−1∑

j=0

S•(v
j
i )) tel quevj

i ∈ 〈· · · 〉
t
s

)⊗ g ⊕ l

Les coûts sont bien ceux attendus pour la superposition : lescommunications et la barrière sont fusion-
nées. Nous avons donc bien qu’une foisl, le max des calculs locaux et les valeurs sauvegardées dans les
environnements de communications sont fusionnés (en prenant lesmax).

7.3.8 Nouvelle sémantique

Nous pouvons maintenant définir notre nouvelle sémantique avec les règles définies précédemment et les
contextes des expressions et des super-threads.

Définition 26 (Nouvelle sémantique à «petits pas»).
La sémantique à petits pas est définie par les règles de contexte suivantes :

E , s, 〈◦e◦〉t/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 7→
t
E ′, s, 〈◦e′◦〉t/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

E , s, Γs[〈◦e◦〉t]/cg/〈c0, . . . , cp−1〉 7→ E ′, s, Γs[〈◦e′◦〉t]/c′g/〈c
′
0, . . . , c

′
p−1〉

E , s, e/cg/〈c〉
⋊⋉

7→
t
E ′, s, e′/c′g/〈c〉

E , s, 〈◦Γ[e]◦〉t/cg/〈c〉 7→
t
E ′, s, 〈◦Γ[e′]◦〉t/c′g/〈c〉

e
i
7→ e′, c

E , s, 〈◦∆i[e]◦〉t/cg/〈. . . , ci, . . .〉 7→
t
E ′, s, 〈◦∆i[e′]◦〉t/cg/〈. . . , ci ⊕ c, . . .〉
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La première permet de choisir quel super-thread effectuerason calcul et cela de manière déterministe (ce
sera toujours ce super-thread tant qu’il n’aura pas fini son évaluation). Ensuite, les deux suivantes permettent
de choisir soit une réduction globale, soit une réduction locale.

Nous avons alors les résultats suivants.

Lemme 36 (Confluence forte)

Si E , s, E, e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉 7→ E1, s1, E1, e1/c1
g/〈c

1
0, · · · , c

1
p−1〉

et E , s, E, e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉 7→ E
2, s2, E, e2/c2

g/〈c
2
0, · · · , c

2
p−1〉

alors il existe E1, s1, E1, e1/c1
g/〈c

1
0, · · · , c

1
p−1〉 7→ E

3, s3, E3, e3/c3
g/〈c

3
0, · · · , c

3
p−1〉

et E2, s2, E2, e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉 7→ E

3, s3, E3, e3/c3
g/〈c

3
0, · · · , c

3
p−1〉.

Preuve . Voir en section 7.A.1 de l’annexe de ce chapitre.

Théorème 11 (Confluence)

Si e = T•(ep)

alors si {}, 0, 〈◦e[•]◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉
∗
7→ E ,m, 〈◦v◦〉1/cg/〈c0, · · · , cp−1〉

et {}, 0, 〈◦e[•]◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉
∗
7→ E ′,m′, 〈◦v′◦〉1/c′g/〈c

′
0, · · · , c

′
p−1〉

alors v = v′, cg = c′g, E = E ′, m = m′ et∀i ∈ {0, . . . , p− 1} ci = c′i.

Preuve . La relation7→ est fortement confluente, donc, d’après le lemme 1, elle est confluente.

Théorème 12 (Équivalence)

Si e = T•(ep) alors

1. si{}, 0, 〈◦e[•]◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉
∗
7→ {},m, 〈◦v◦〉1/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

alorse[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

aveccg ⊕maxp−1
i=0 (ci) ≤ c′g ⊕maxp−1

i=0 (c′i)

2. sie[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

alors{}, 0, 〈◦e[•]◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉
∗
7→ {},m, 〈◦v◦〉1/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

aveccg ⊕maxp−1
i=0 (ci) ≤ c′g ⊕maxp−1

i=0 (c′i)

Preuve . Voir en section 7.A.2 de l’annexe de ce chapitre.

Prenons par exemple, l’expression suivante :

(super (λ.bcast 0 (mkpar (λ.1))) (λ.bcast 1 (mkpar (λ.1))))

Nous pouvons évaluer cette expression avec la sémantique à petits pas normale et trois processeurs (fi-
gure 7.7). Nous pouvons aussi l’évaluer avec la sémantique àpetits pas et les super-threads2 (figure 7.8) et
nous avons bien17⊕ g ⊕ l⊕ 22 ≤ 17⊕ 2⊗ (g ⊕ l)⊕ 22.

7.4 Implantation de la superposition parallèle

L’implantation des super-threads (qui sont nécessaires à la superposition) utilise les processus légers de
OCaml. Chaque super-thread est défini comme un processus léger associé à un identificateur et un canal
de commmunications à la Concurrent ML [217, 230] qui permet d’éveiller ou d’endormir le super-thread
comme dans la stratégie décrite dans la section antépénultième. Un ordonnanceur spécifique a été implanté
pour cette tâche. Nous avons aussi besoin d’un environnement de communication défini comme une table
de hachage où les clés sont les identificateurs des super-threads et d’une implantation des deux opérateurs
de «bas niveau» :wait et rcv.

2Quelques détails de la sémantiques sont omis.
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(super (λ.bcast 0 (mkpar (λ.1))) (λ.bcast 1 (mkpar (λ.1))))[•]/0/〈0, . . . , 0〉

· · ·

⇀ (((λ.bcast 0 (mkpar (λ.1)))[•] ()), ((λ.bcast 1 (mkpar (λ.1)))[•] ()))/3/〈0, . . . , 0〉
· · ·

⇀ ((bcast 0 〈0, 1, 2〉), ((λ.bcast 1 (mkpar (λ.1)))[•] ()))/5/〈1, . . . , 1〉
· · ·
⇀ ((bcast 0 〈0, 1, 2〉), (bcast 1 〈0, 1, 2〉))/7/〈2, . . . , 2〉
· · ·
⇀ (〈0, . . . , 0〉, (bcast 1 〈0, 1, 2〉))/12 ⊕ 1 ⊗ g ⊗ l/〈12, . . . , 12〉
· · ·
⇀ (〈0, . . . , 0〉, 〈1, . . . , 1〉)/17 ⊕ 1 ⊗ g ⊗ l ⊕ 1 ⊗ g ⊗ l/〈22, . . . , 22〉
≡ (〈0, . . . , 0〉, 〈1, . . . , 1〉)/17 ⊕ 2 ⊗ (g ⊕ l)/〈22, . . . , 22〉

Figure 7.7 — Evaluation avec la sémantique à petits pas

{}, 0, 〈◦(super (λ.bcast 0 (mkpar (λ.1))) (λ.bcast 1 (mkpar (λ.1))))[•]◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉

· · ·

7→ {}, 0, 〈◦(((λ.bcast 0 (mkpar (λ.1)))[•] ()), wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦((λ.bcast 1 (mkpar (λ.1)))[•] ())◦〉1.2/3/〈0, . . . , 0〉

· · ·

7→ {}, 0, 〈◦(, (bcast 0 〈0, 1, 2〉), wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦((λ.bcast 1 (mkpar (λ.1)))[•] ())◦〉1.2/5/〈1, . . . , 1〉

· · ·
7→ {}, 0, 〈◦((bcast 0 〈0, 1, 2〉), wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦(bcast 1 〈0, 1, 2〉)◦〉1.2/7/〈2, . . . , 2〉

· · ·
7→ {〈0, 1, 2〉1.1

0 , 〈0, 1, 2〉1.2
0 }, 0, 〈◦((F rcv1.1

0 ), wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦(F rcv1.2
0 )◦〉1.2/11/〈12, . . . , 12〉

7→ {〈0, 0, 0〉1.1
0 , 〈1, 1, 1〉1.2

0 }, 1, 〈◦((F rcv1.1
0 ), wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦(F rcv1.2

0 )◦〉1.2/11 ⊕ g ⊕ l/〈12, . . . , 12〉

7→ {〈1, 1, 1〉1.2
0 }, 1, 〈◦((F 〈0, 0, 0〉), wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦(F rcv1.2

0 )◦〉1.2/11/〈12, . . . , 12〉

· · ·
7→ {〈1, 1, 1〉1.2

0 }, 1, 〈◦(〈0, 0, 0〉, wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦(F rcv1.2
0 )◦〉1.2/14 ⊕ g ⊕ l/〈17, . . . , 17〉

· · ·
7→ {}, 1, 〈◦(〈0, 0, 0〉, wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦(F 〈1, 1, 1〉)◦〉1.2/14 ⊕ g ⊕ l/〈17, . . . , 17〉

7→ {}, 1, 〈◦(〈0, 0, 0〉, wait1.2)◦〉1.1 ⋊⋉ 〈◦〈1, 1, 1〉◦〉1.2/17 ⊕ g ⊕ l/〈22, . . . , 22〉

7→ {}, 1, 〈◦(〈0, 0, 0〉, 〈1, 1, 1〉)◦〉1/17 ⊕ g ⊕ l/〈22, . . . , 22〉

Figure 7.8 — Evaluation avec la sémantique à petits pas et les super-threads

7.4.1 Nouvelle implantation des primitives BSML

Comme dans l’implantation précédente, les primitives sontimplantées dans un style SPMD. Cette im-
plantation dépend du module de communication, d’un module de l’ordonnanceur des super-threads appelé
Scheduler, d’un module pour l’environnement de communications appeléEnvComm et d’un module gé-
nérique d’opérations de «bas niveau» pour les super-threads appeléSuperThread.

L’implantation du type abstrait des vecteurs parallèles etdes primitives BSML plates n’a pas changé.
Elle respecte les règles 7.2, 7.3, 7.5 et 7.4 de la sémantiqueà petits pas. Notons que nous avons réduit le
code comme le préconise le chapitre 4. Par exemple, l’opérationdelpar, n’étant rien d’autre que l’identité,
a donc été supprimée afin de rendre le code plus lisible et efficace. Nous avons donc :

type α par = α
let mkpar f = f (Comm.pid())
let apply f v = (f v)
let mkfuns = (fun res i→if ((0<=i)&&(i<(!nprocs))) then res.(i) else None)
let put f = mkfuns (send (Array.init (!nprocs) f))
let proj v = put (fun _→v)

Par contre, il n’est plus possible d’utiliser directement la fonctionsend du module de communication. En
effet, celle-ci effectue les communications entre les processeurs et effectue une barrière de synchronisation.
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module SuperThread : functor (How_Comm : sig val make_comm : (unit→unit) ref end )→sig
val envComm : unit EnvComm.t
val our_schedule : Scheduler.t
val rcv : unit→α
type β data_of_thread
val create_child: (unit→β )→ β data_of_thread
val wait: β data_of_thread→β

end

Figure 7.9 — Le module des super-threads

Les communications ne doivent être effectuées que lorsque tous les super-threads ont terminé leurs phases
de calculs asynchrones. Comme le précise la sémantique, lesvaleurs à communiquer sont stockées dans un
environnement de communications. Ceci est effectué par la règle 7.8 de l’opérateursend, ce qui suggère
l’implantation suivante :

let send v =
let id=(Scheduler.pid_superthread_run SuperThread.our_schedule) in
EnvComm.add SuperThread.envComm id v; (SuperThread.rcv())

Cet opérateur prend l’identificateur du super-thread actif(à partir de la fonctionScheduler.pid_super
thread_run de l’ordonnanceurSuperThread.our_schedule) et met cette valeur dans l’environnement
de communications (EnvComm). Ensuite, comme le précise la règle, la valeur recue est retournée par
l’opérateurrcv après la phase de communication.

La primitive super est aussi implantée selon la sémantique (règle 7.10), c’est-à-dire que nous construi-
sons une paire où la première composante est le calcul def1 et la seconde l’opérateurwait qui attend le
résultat d’un nouveau super-thread (enfant du super-thread actif) calculantf2. La fonctionSuperThread
.create_child fait exécuter ce nouveau super-thread et retourne immédiatement son identificateur qui sera
l’argument de l’opérateurwait :

let super f1 f2 =
let t=(SuperThread.create_child f2) and v=f1 ()
in (v, SuperThread.wait t)

Notons que les calculs sont effectués en dehors de la paire car dans le code natif de OCaml, l’ordre d’éva-
luation des composantes d’une paire n’est pas spécifié et dépend des optimisations que peut apporter le
compilateur (ce qui peut avoir comme conséquence de casser la stratégie des super-threads qui a été définie.

7.4.2 Fonctions nécessaires à l’implantation de la superpo sition

Le module de l’implantation des super-threads est un foncteur basé sur les éléments donnés à la figure 7.9.
Nous avons un environnement de communications, un ordonnanceur, le type astrait des super-threads et les
opérations nécessaires à l’implantation de la superposition.

Le foncteur est paramétré par un module qui contient une référence sur une fonction qui effectue les com-
munications. Cette référence est initialement vide et est affectée au début du programme avec une fonction
manipulant l’environnement de communications (itérations sur la table de hachage) et communiquant les
valeurs avec la fonctionsend du moduleComm.

La première opération de bas niveau,rcv, fonctionne comme dans la règle (7.9) de la sémantique à pe-
tits pas : l’opération retourne et supprime de l’environnement de communications, la valeur reçue par le
super-thread lors de la phase de communication.rcv est implantée (figure 7.10) avec les fonctions de l’or-
donnanceur comme suit : nous testons d’abord si le super-thread actif est le dernier des super-threads à
faire le calcul asynchrone de la super-étape courante (nousutilisons la fonctionam_i_the_last de l’or-
donnanceur) ; si c’est le cas, les communications sont effectuées (il en existe car au moins ce super-thread
effectue unrcv) car nous sommes à la fin de la super-étape ; ensuite, nous testons si le super-thread actif
n’est pas le seul. Si c’est encore le cas, le premier des super-threads devient le super-thread actif (stratégie
des super-threads) en endormant l’actuel super-thread actif (celui-ci reprendra la main ultérieusement) ; Si
le super-thread actif est seul, nous retournons simplementla valeur lue dans l’environnement de communi-
cation.
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let rcv () =
if (Scheduler.am_i_the_last our_schedule) then ((!How_Comm.make_comm)());
if not(Scheduler.am_i_the_only_one our_schedule) then
begin
let my_ch=Scheduler.ch_superthread_run our_schedule in
Scheduler.to_next our_schedule;
Scheduler.wake (Scheduler.ch_superthread_run our_schedule);
Scheduler.to_sleep my_ch end ;

let id = Scheduler.pid_superthread_run our_schedule in
let v = EnvComm.find envComm id in
EnvComm.remove envComm id; v

let wait child =
child.end_of_father<−true ;
if not(child.end_of_child) then begin

Scheduler.remove_superthread_run our_schedule;
Scheduler.wake (Scheduler.ch_superthread_run our_schedule);
Scheduler.to_sleep child.ch_of_father end ;

child.value_of_the_child

let end_child child =
child.end_of_child<−true ;

if child.end_of_father then
begin
Scheduler.child_add_father our_schedule child.id_of_father child.chan_of_father;
Scheduler.wake child.chan_of_father

end
else begin

(if Scheduler.am_i_the_last our_schedule then ((!How_Comm.make_comm)()));
Scheduler.remove_superthread_run our_schedule;
Scheduler.wake (Scheduler.ch_superthread_run our_schedule) end

Figure 7.10 — L’opération de bas niveaurcv

La seconde opération de «bas niveau»,wait, retourne le résultat final du super-thread «enfant» (fi-
gure 7.10). Premièrement, nous testons si le super-thread «enfant» a terminé ses calculs. Si ce n’est pas le
cas, le super-thread «père» attend ce résultat et est retiréde l’ordonnanceur avec la fonctionremove_super
thread. Nous réveillons alors le super-thread suivant de l’ordonnanceur. L’«enfant» sera réveillé par la suite
par l’ordonnanceur. Pour terminer, le résulat de l’«enfant» est retourné.

La dernière opérationcreate_child est la création d’un super-thread «enfant». Le nouveau super-thread
est initialisé en tant que nouveau processus léger qui est tout de suite endormi (stratégie de la sémantique),
effectue son calcul et enfin se termine avec le code de la figure7.10 : premièrement, nous testons si le
«père» a terminé ses calculs. Si c’est le cas, l’enfant réveille son père pour qu’il puisse terminer la super-
position ; sinon, le super-thread est retiré de l’ordonnanceur et le super-thread suivant est réveillé ; nous
testons ensuite si le super-thread «enfant» est le dernier des super-threads de la super-étape. Si c’est le cas,
les communications sont effectuées (il en existe, car le «père» est endormi par l’ordonnanceur en attente
d’une valeur par unrcv) car nous sommes à la fin de la super-étape courante.

L’ordonnanceur est implanté comme un tableau d’identifiants des super-threads associés avec leurs ca-
naux de communication. Ce tableau décrit continuellement quels sont les super-threads endormis ou actifs.
Les fonctions de l’ordonnanceur sont donc implantées commedes fonctions modifiant ce tableau selon la
stratégie décrite par la sémantique à petits pas.
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Communications

Communications
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E1

E2

sync (parjux 4 E1 E2)

Communications

Communications

Synchronisation

Synchro (sync)

Calculs locaux de E1

Calculs locaux de E2

Figure 7.11 — Juxtaposition de deux programmes

7.5 Implantation de la juxtaposition parallèle

La juxtaposition parallèle est une primitive qui a été proposée dans [190] pour permettre de programmer des
algorithmes diviser-pour-régner en BSML : deux programmessont évalués sur la même machine découpée
en deux sous-parties disjointes mais tout en conservant uneexécution BSP (figure 7.11). Cette section
propose une implantation de cette primitive avec la superposition. Pour comprendre cette implantation,
nous allons d’abord décrire les modifications qu’ajoute la juxtaposition.

7.5.1 Présentation informelle

Pour évaluer deux programmes parallèles sur la même machine, on peut la partitionner en deux et évaluer
indépendamment chacun des programmes sur chacune des partitions. Toutefois, en procédant ainsi le mo-
dèle BSP est perdu puisqu’alors la synchronisation globalede chaque sous-machine ne coûtera plusl. Pour
conserver le modèle BSP, ce qui est souhaitable [133], il faut donc que les barrières de synchronisation
concernent toute la machine.

Considérons le termejuxta m E1 E2. L’évaluation de ce terme se déroule comme suit : lesm premiers
processeurs évaluent le termeE1 et lesp −m restant évaluentE2. Cesp −m processeurs sont toutefois
renommés, le processeurm devenant0 et le(p−1)ème devenant(p−1)−m. En dehors de ce renommage et
du changement de la valeurbsp_p () sur chaque sous-machine, l’évaluation est la même que précédemment,
à ceci près que l’évaluation deput ou deproj met en jeu tout le réseau au moment de la synchronisation
globale. Un problème arrive toutefois si le nombre de super-étapes nécessaires à l’évaluation deE1 et
E2 est différent. C’est pourquoi une autre primitive est nécessaire. Il s’agit de la primitivesync . Celle-ci
appelle en boucle des barrières de synchronisation jusqu’àce que l’un des appels concerne tout le réseau.
La figure 7.11 illustre cette méthode.

Ainsi dans le cas où l’évaluation deE1 nécessite une super-étape de plus que celle deE2, l’évaluation
desync(juxta m E1 E2) peut être décrite ainsi :

• Au début, chaque appel de synchronisation globale pour l’évaluation deE1 correspond à un appel
de synchronisation globale pour l’évaluation deE2

• Ensuite, l’évaluation deE2 se termine.E1 fait une demande de synchronisation globale supplémen-
taire pour sa dernière super-étape. La seconde sous-machine qui a fini d’évaluerE2 évalue alors le
sync : c’est un appel à une synchronisation globale qui va être en correspondance avec l’appel de
la première sous-machine.

• Chaque sous-machine a fini d’évaluer son terme et les deux font une demande de synchronisation
émanant d’unsync . Cet appel concernant tout le réseau, l’évaluation dusync se termine.
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let rec scan_juxta op vec =
if bsp_p ’()=1 then vec else
let mid = bsp_p ’()/2 in
let vec’=juxta ’ mid (fun ()→scan_juxta op vec) (fun ()→scan_juxta op vec) in
let msg vec=apply ’(mkpar ’(fun i v→ if i<>mid−1 then (fun dst→None)

else fun dst→if dst>=mid then Some v else None)) vec
and parop=parfun2’(fun x y→match x with None→y|Some v→op v y) in
parop (apply ’ (put ’ (msg vec’)) (replicate’ (mid−1))) vec’

Figure 7.12 — Code du calcul parallèle des préfixes avec la juxtaposition

Le résultat de l’évaluation d’une juxtaposition parallèleest un vecteur :

juxta m 〈 v0 , . . . , vm−1 〉 〈 v
′
0 , . . . , v′p−1−m 〉 = 〈v0, . . . , vm−1, v

′
0, . . . , v

′
p−1−m〉

De point de vue fonctionnel, la fonctionsync est l’identité. Au niveau de la bibliothèque BSML et
sachant qu’OCaml est un langage dont la stratégie d’évaluation est une stratégie faible d’appel par valeur,
il faut éviter que les deux derniers arguments de la fonctionjuxta et l’argument de la fonctionsync ne
soient évalués. Il faut qu’ils soient des fonctions :

juxta : int→(unit→α par )→(unit→α par )→α par
sync : (unit→α par )→α par

[190] décrit une sémantique à grands pas d’un BSλ-calcul avec juxtaposition parallèle. Si l’on ajoute
naïvement la notion de juxtaposition parallèle au BSλ-calcul, la confluence est perdue. Plusieurs raisons
en sont la cause. En particulier, le nombre de processeurs, qui est aussi la taille des vecteurs, n’est plus
constant et dépend du contexte dans lequel est évalué le terme. Ainsi, selon la stratégie de réduction, on
obtient des résultats différents. Comme dans les chapitresprécédents, une stratégie faible d’appel par valeur
a été utilisée afin de conserver la confluence du calcul.

7.5.2 Modèle de coût

Le coût de l’évaluation de(sync V ) est simplementl si V est une valeur . Pour déterminer le coût de
l’évaluation de(juxta m E1 E2) il ne suffit pas de considérer les coûts BSP de l’évaluation deE1 et E2

de la formeW + H × g + l mais la liste des coûts de chaque super-étape.
Si [(W 0

i , h0
i ); (W

1
i , h1

i ); . . . ; (W
ki

i , hki

i )] sont les listes de coûts de chaque super-étape nécessaire à l’éva-
luation deEi pouri = 1 et i = 2 alors le coût de l’évaluation de l’expressionjuxta m E1 E2 est :

(
k∑

n=0

max{Wn
1 , Wn

2 }) + (
k∑

n=0

max{hn
1 , hn

2})× g + k × l

oùk = max{k1, k2} etWn
i (resp.hn

i ) sont considérés égaux à0 si n > ki.

7.5.3 Exemple

La figure 7.12 donne le code d’une version avec juxtapositiondu calcul des préfixes. Le réseau est divisé
en deux parties et la fonctionscan_juxta y est appliquée récursivement. La valeur au dernier processeur
de la première partie est diffusée à tous les processeurs de la seconde partie. Puis cette valeur et la valeur
locale calculée par l’appel récursif sont combinées avec l’opérationop sur chaque processeur de la seconde
partie.

7.5.4 Implantation avec la superposition

Pour implanter la juxtaposition, nous pouvons utiliser la superposition (figure 7.13) afin de couper le réseau
en deux. Chaque super-thread s’occupera d’une sous-partiedu réseau. A cause de l’effet de bord sur le
renommage des processeurs, nous redéfinissons les primitives BSML afin qu’elles ne fonctionnent que sur
une sous-partie du vecteur parallèle.

Nous insérons une valeur nullenc sur les processeurs qui ne prennent pas part au calcul. Ces sous-parties
sont définies en utilisant les bornes (nom abstrait des processeurs de la sous-machines). La juxtaposition
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let nc = Obj.magic None
let jux_p’ = ref bsp_p and jux_f = ref 0
let inbound pid = (!jux_f<=pid)&&(pid<(!jux_f+(!jux_p’())))

let bsp_p ’ () = !jux_p’()
let mkpar ’ f = mkpar (fun pid→if (inbound pid) then (f (pid−(!jux_f))) else nc)
let apply ’ vf vv = apply2 (mkpar (fun pid f v→if (inbound pid) then (f v) else nc)) vf vv

let put ’ vf =
let old_p’ =(!jux_p’()) and old_f = (!jux_f) in
let vf’=put (apply (mkpar (fun pid f→

if (inbound pid) then (fun i→if (inbound i) then (f (i−(!jux_f))) else None)
else (fun _→None))) vf) in

jux_p’:=(fun ()→old_p’);
jux_f:=old_f;
apply (mkpar (fun pid f→if (inbound pid) then (fun i→(f (i+(!jux_f)))) else nc)) vf’

let proj ’ vv =
let old_p’ =(!jux_p’()) and old_f = (!jux_f) in
let f=proj (apply (mkpar (fun pid v→if (inbound pid) then v else None)) vv) in
jux_p’:=(fun ()→old_p’);
jux_f:=old_f;
(fun pid→if (old_f<=pid)&&(pid<(old_f+(old_p’))) then (f pid) else None)

let juxta ’ m f1 f2 =
if (0<m)&&(m<(!jux_p’())) then
let old_p’ =(!jux_p’()) and old_f = (!jux_f) in
let (va,vb) = super (fun ()→jux_p’:=(fun ()→m); f1())

(fun ()→jux_p’:=(fun ()→old_p’−m); jux_f:=m+old_f; f2()) in
jux_p’:=(fun ()→old_p’);jux_f:=old_f;
apply2 (mkpar (fun pid a b→

if ((!jux_f)<=pid)&&(pid<(!jux_f+m)) then a
else if (!jux_f+m<=pid)&&(pid<(!jux_f+(!jux_p’()))) then b else nc)) va vb

else raise (Parjux "m is not within bound")

let sync v = put (fun _→None);v

Figure 7.13 — Code de l’implantation de la juxtaposition
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(∗ scan_super: (α→α→α )→α→α par→α par ∗)
let scan_super op e vec =

let rec scan’ fst lst op vec =
if fst>=lst then vec
else let mid = (fst+lst)/2 in
let vec’= mix mid (super (fun ()→scan’ fst mid op vec)

(fun ()→scan’(mid+1) lst op vec)) in
let msg vec = apply (mkpar (fun i v→

if i=mid then fun dst→if inbounds (mid+1) lst dst then Some v else None
else fun dst→ None)) vec

and parop = parfun2(fun x y→match x with None→y|Some v→op v y) in
parop (apply (put (msg vec’))(mkpar (fun i→mid))) vec’ in

applyat 0 (fun _→e) (fun x→x) (scan’ 0 (bsp_p ()−1) op vec)

Figure 7.14 — Code de la «version superposition» du calcul des préfixes

parallèle est, dans ce cas, l’appel à la superposition parallèle avec chaque sous-machine sur chaque super-
thread et où les bornes sont modifiées en chaque sous-machine(super-threads). Notons que la valeur nulle
nc n’est présente que dans les parties non-utilisées d’un vecteur parallèle.

Les nouvelles primitives de communication sont implantéescomme celles qui sont plates mais en redé-
finissant leurs fonctions résultantes avec les nouvelles bornes de la sous-machine qui l’utilise. Notons que
la primitive sync est juste la fonction d’identité puisque la gestion des barrières est affectée aux super-
threads. Pour respecter le modèle de coûts de la juxtaposition, une barrière de synchronisation (put pour
des fonctions retournant toujoursNone) est ajoutée.

7.6 Exemples et expériences

7.6.1 Exemple d’utilisation

Notre exemple utilisant directement la superposition est une version diviser-pour-régner du calcul des pré-
fixes d’un opérateur sur un vecteur parallèle de valeurs. Dans cette version, le réseau est divisé en deux
parties et le calcul des préfixes est récursivement appelé sur ces deux parties. La valeur calculée par le der-
nier processeur de la première partie est diffusée aux processeurs de la seconde partie. Ensuite, en chaque
processeur de cette seconde partie, cette valeur et la valeur calculée localement sont combinées à l’aide de
l’opérateur donné en paramètreop. La figure 7.14 donne le code de cette version du calcul des préfixes. Le
code utilise les fonctions suivantes :

(∗ inbounds: int→int→int→bool ∗)
let inbounds first last n = (n>=first)&&(n<=last)

(∗ mix: int→α par ∗ α par→α par ∗)
let mix m (v1,v2) = let f pid v1 v2 =
if pid<=m then v1 else v2 in apply (apply (mkpar f) v1) v2

qui teste si un numéro de processeur est compris entre le premier et dernier des processeurs de la partie
courante. La seconde fonction permet de combiner les résultats de la première et de la seconde partie (sous
forme de vecteur parallèles) en un seul vecteur parallèle.

Dans nos expériences, nous allons faire des comparaisons deperformances entre cette version du cal-
cul des préfixes et celles présentées dans le chapitre 2. La première est directe (figure 5.6) et la seconde
binaire (figure 5.8). Nous donnons ici à titre d’exemple et afin d’illustrer les différents types d’exécution
de ces versions, l’exécution abstraite de la version binaire et celle utilisant la superposition. Pour faire la
comparaison, nous utilisons comme opérateur la concaténation de chaînes de caractères (nous avons donc
scan (^) (mkpar (fun i→(string_of_int i)))) et une machine de 10 processeurs. Notons que les 2 versions
utilisentlog2(p) super-étapes.
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La version avec superposition calcule de la manière suivante :

〈0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉
→ 〈0, 01, 2, 3, 34, 5, 56, 7, 8, 89〉
→ 〈0, 01, 012, 3, 34, 5, 56, 567, 8, 89〉
→ 〈0, 01, 012, 0123, 01234, 5, 56, 567, 5678, 56789〉
→ 〈0, 01, 012, 0123, 01234, 012345, 0123456, 01234567, 012345678, 0123456789〉

et la version binaire comme suit :

〈0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉
→ 〈0, 01, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89〉
→ 〈0, 01, 012, 0123, 1234, 2345, 3456, 4567, 5678, 6789〉
→ 〈0, 01, 012, 0123, 01234, 012345, 0123456, 01234567, 12345678, 23456789〉
→ 〈0, 01, 012, 0123, 01234, 012345, 0123456, 01234567, 012345678, 0123456789〉

7.6.2 Expériences du calcul des préfixes

Des tests de performances ont été effectués sur une grappe de10 nœuds ayant chacun 1Go de RAM. Les
nœuds sont des Intel pentium IV 2.8 Ghz avec des cartes Gigabit Ethernet et interconnectés par un réseau
Gigabit Ethernet (10/100/1000). Une Mandrake clic 2.0 a étéutilisée comme système d’exploitation et les
programmes ont été compilés avec OCaml 3.08.02 en modenatif. Chacun des programmes comporte 100
exécutions du calcul des préfixes. Les programmes ont été exécutés 5 fois et la moyenne des exécutions
a été prise pour les graphiques. Les versions de la BSMLlib utilisant MPI et TCP/IP ont été utilisées.
L’opération employée pour le calcul des préfixes est la sommede deux polynômes. Les polynômes sont
générés de manière aléatoire à chaque calcul des préfixes. Les degrés (identiques en chaque processeur) des
polynômes vont croissant.

Sur les figures 7.15 et figures 7.15, la version MPI (graphiques du haut) et la version TCP/IP (graphiques
du bas) de la BSMLlib ont été utilisées. Nous notons «avec superposition», la version du calcul des pré-
fixes qui utilise la superposition (figure 7.14) et «avec juxtaposition», la version utilisant la juxtaposition
(figure 7.12) simulée par la superposition (figure 7.11). La version directe utilise le code de la figure 5.6 et
la version binaire, le code de la figure 5.8.

Nous constatons que la version directe est plus efficace dansle cas de petits polynômes. Par contre, dans
le cas de polynômes plus importants, les versions avec superposition et juxtaposition sont plus rapides. La
version TCP/IP est dans tous les cas, meilleure que celle MPI. La version «juxtaposition» est plus rapide que
la version «superposition» dans le cas de petits polynômes mais plus lente quand leurs degrés augmentent.
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7.A Preuves des théorèmes

7.A.1 Confluence forte de 7→

Lemme 37 (Déterminisme des règles fonctionnelles)

1. Sie
ε
7→ e1, c1 et e

ε
7→ e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2 ;

2. Sie
δ
7→e1, c1 et e

δ
7→e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 38 (Déterminisme des règles globales)

1. SiE , s, e/cg/〈c〉
ε
7→
⋊⋉t

E1, s1, e1/cg⊕ c1/〈c〉 etE , s, e/cg/〈c〉
ε
7→
⋊⋉t

E2, s2, e2/cg⊕ c2/〈c〉 alorse1 = e2,

c1 = c2, E1 = E2 et s1 = s2 ;

2. SiE , s, e/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E1, s1, e1/cg⊕ c1/〈c〉 etE , s, e/cg/〈c〉
δ
7→
⋊⋉t

E2, s2, e2/cg⊕ c2/〈c〉 alorse1 = e2,

c1 = c2, E1 = E2 et s1 = s2.

Preuve . Par application du lemme 37 et par cas sur les règles des primitives et des opérations globales.

Lemme 39 (Déterminisme des règles)

1. SiE , s, e/cg/〈c0, . . . , cp−1〉
⋊⋉

7→
t
E1, s1, e1/c1

g/〈c
1
0, . . . , c

1
p−1〉

etE , s, e/cg/〈c0, . . . , cp−1〉
⋊⋉

7→
t
E2, s2, e2/c2

g/〈c
2
0, . . . , c

2
p−1〉

alorse1 = e2, c1
g = c2

g, E1 = E2, s1 = s2 et∀i c1
i = c2

i ;

2. Sie
i
7→ e1, c1 et e

i
7→ e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2.

Preuve . Par application du lemme 38 pour (1) et du lemme 37 pour (2).

Notons que les contextes des expressions sont identiques à ceux du chapitre 3. Nous utilisons donc les
mêmes lemmes sur ces contextes.
Lemme 40 (Déterminisme des contextes des super-threads)

1. SiE = Γ1
s [〈◦e◦〉t] etE = Γ2

s [〈◦e◦〉t] alorsΓ1
s = Γ2

s ;

2. SiE = Γ1
s [〈◦e◦〉t] alorsE 6= Vs.

Preuve . Par construction de nos contextes. En effet, si un super-thread peut être réduit alors l’ensemble des super-
threads ne peut pas être réduit par la règle de communication.

Lemme 41 (Confluence forte)

Si E , s, E, e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉 7→ E1, s1, E1, e1/c1
g/〈c

1
0, · · · , c

1
p−1〉

et E , s, E, e/cg/〈c0, · · · , cp−1〉 7→ E2, s2, E, e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉

alors il existe E1, s1, E1, e1/c1
g/〈c

1
0, · · · , c

1
p−1〉 7→ E

3, s3, E3, e3/c3
g/〈c

3
0, · · · , c

3
p−1〉

et E2, s2, E2, e2/c2
g/〈c

2
0, · · · , c

2
p−1〉 7→ E

3, s3, E3, e3/c3
g/〈c

3
0, · · · , c

3
p−1〉.

Preuve . Par le lemme 40, nous avons deux grand types de réductions. Celles qui effectuent les communications
(règle (7.12)) et les règles de calculs asynchrones. La règle (7.12) de communication est clairement déterminis-
tique.
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Par le lemme 40.1, nous savons que la règle de calcul asynchrone s’effectuera toujours dans le même super-
thread. Par le lemme 9, nous avons deux types de réductions asynchrones distincts.

Si 7→ est une réduction globale, alors par le lemme 7 il n’existe qu’un contexte global et par le lemme 39, la
réduction est déterministe. De même pour les règles 7.10 et 7.11.

Si 7→ est une réduction locale, alors nous avonse = ∆i[ei] ete = ∆j [ej ]. Nous avons alors deux cas :

1. Sii = j alors par le lemme 8.1 il n’existe qu’un contexte et par le lemme 39, la réduction est déterministe ;

2. Si i 6= j, il est facile de constater (comme précédemment) que les règles peuvent donc s’entrelacer :
les réductions interviennent dans deux composantes différentes d’un même vecteur et ces réductions sont
déterministes.

Tous les types de réductions sont donc forteement confluentes.

7.A.2 Équivalence de 7→ et de ⇀

Lemme 42

Si∀i, j ci
j ≥ 0 alors

n∑

j=0

(
p−1
max
i=0
〈. . . , cj

i , . . .〉) ≥
p−1
max
i=0
〈. . . ,

n∑

j=0

cj
i , . . .〉

Preuve . Par induction surn

• casn = 0. On a :

8

>><

>>:

nP

j=0

(
p−1
max
i=0

〈. . . , cj
i , . . .〉) =

0P

j=0

(
p−1
max
i=0

〈. . . , cj
i , . . .〉) =

p−1
max
i=0

〈. . . , c0
i , . . .〉

p−1
max
i=0

〈. . . ,
nP

j=0

cj
i , . . .〉 =

p−1
max
i=0

〈. . . ,
0P

j=0

cj
i , . . .〉 =

p−1
max
i=0

〈. . . , c0
i , . . .〉

• casn + 1. On a :
n+1P

j=0

(
p−1
max
i=0

〈. . . , cj
i , . . .〉)

=
p−1
max
k=0

〈. . . , cn+1
k , . . .〉 ⊕

nP

j=0

(
p−1
max
i=0

〈. . . , cj
i , . . .〉)

≥
p−1
max
k=0

〈. . . , cn+1
k , . . .〉 ⊕

p−1
max
i=0

〈. . . ,
nP

j=0

cj
i , . . .〉

=
p−1
max
i=0

〈. . . ,
p−1
max
k=0

〈. . . , cn+1
k , . . .〉 ⊕

nP

j=0

cj
i , . . .〉

≥
p−1
max
i=0

〈. . . , cn+1
i ⊕

nP

j=0

cj
i , . . .〉

=
p−1
max
i=0

〈. . . ,
n+1P

j=0

cj
i , . . .〉

D’où le résultat.

Proposition 6 (Équivalence)

Sie = T•(ep) alors

1. si{}, n, 〈◦e[•]◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉
∗
7→ {},m, 〈◦v◦〉1/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

alorse[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

aveccg ⊕maxp−1
i=0 (ci) ≤ c′g ⊕maxp−1

i=0 (c′i)

2. sie[•]/0/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/c′g/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

alors{}, 0, 〈◦e[•]◦〉1/0/〈0, . . . , 0〉
∗
7→ {},m, 〈◦v◦〉1/cg/〈c0, . . . , cp−1〉

aveccg ⊕maxp−1
i=0 (ci) ≤ c′g ⊕maxp−1

i=0 (c′i)

Preuve . Les preuves se font par induction sur la longueur de7→ et de⇀. Ensuite, par cas sur ces réductions, il est
facile de constater que les valeurs sont identiques et que les coûts dans les réductions de7→ sont soit identiques,
soit inférieurs (ou égales) dans le cas des communications (par le lemme 42).
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Une version condensée de ce chapitre a été publiée dans l’article [W1].
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COMME nous l’avons déjà fait remarquer, certains problèmes scientifiques nécessitent des perfor-
mances que seules les machines parallèles peuvent offrir. Programmer ce genre d’architectures
reste un travail difficile. La complexité des ordinateurs parallèles demande donc le développement

de logiciels et de modèles de programmation afin d’aider les chercheurs (ou les ingénieurs) qui n’ont pas
forcément les connaissances suffisantes pour le calcul parallèle et/ou qui n’ont pas le temps nécessaire pour
écrire eux-mêmes du code efficace.

8.1 Introduction

Comme nous le faisions remarquer, les applications manipulent très fréquemment des structures de données.
L’idée sous-jacente de ce chapitre est de remplacer l’utilisation de certaines structures de données séquen-
tielles par leurs versions parallèles implantées dans un langage de programmation parallèle (ici, ce sera bien
sûr BSML, mais un autre choix est envisageable) afin d’obtenir du code parallèle. On peut comparer cette
idée à la définition de squelettes (patrons) de structures dedonnées en BSML.

Le principal problème est donc de remplacer les structures initiales par des versions parallèles qui doivent
rester efficaces surtout en présence d’un grand nombre de données. Dans les applications scientifiques, les
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structures de données sont généralement une représentation du domaine physique, et donc une approxima-
tion du résultat final. La clé pour une bonne parallélisationest, ainsi, d’avoir un re-balancement des données
sans détruire les propriétés de dépendance entre ces données : violer ces dépendances peut entraîner une
sémantique incorrecte (par exemple, comment traiter un ensemble, dans le sens mathématique du terme,
ayant des doublons?) ou des calculs inutiles.

Ce chapitre traite de l’étude de cas d’implantation en BSML des structures de données classiques qui sont
présentes dans la bibliothèque standard de OCaml. Le but estde faciliter le développement d’applications
scientifiques effectuant du calcul symbolique sur des structures de données en utilisant les caractéristiques
de haut niveau des langages fonctionnels. Pour cela, nos implantations utiliseront massivement le système
de modules de OCaml, permettant de spécifier facilement une structure de données parallèle à partir de sa
version séquentielle : la version parallèle sera ainsi indépendante de la version séquentielle utilisée. Ceci
permettra une maintenance du code plus aisée. La complexitédes implantations parallèles sera cachée par
des interfaces de haut niveau que nous essaierons de rendre le plus proches possible de celles de OCaml,
afin de simplifier leur emploi.

Un autre point important est l’application d’un calcul d’histogrammes pour le re-balancement des don-
nées (suivant un algorithme décrit dans [19]). Ce re-balancement pourra s’effectuer de manière automatique
(ou, plus exactement, suivant des paramètres donnés par le programmeur) ou de manière directe, c’est-à-dire
à l’endroit où le programmeur le souhaite (quand il l’estimenécessaire). Dans ce chapitre, nous donnerons
aussi les résultats d’une première expérience de l’utilisation de ces structures dans une application scien-
tifique et de son expérimentation sur un cluster. Nous verrons alors comment, à l’aide de ces structures
parallèles de haut niveau, nous obtenons des gains de performance significatifs.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans un premier temps, nous rappellerons les bases du système
de modules de OCaml. Ensuite, nous décrirons l’implantation de plusieurs structures de données parallèles,
puis nous donnerons les résultats de nos expériences d’une application scientifique. Enfin, nous terminerons
avec quelques travaux relatifs.

8.2 Description des modules en OCaml

Dans cette section, nous rappelons brièvement les caractéristiques du système de modules d’OCaml pour
le lecteur à qui cela n’est pas familier. Il s’agit d’un langage à part entière au dessus du langage de base
d’OCaml (il est en réalité indépendant du langage de base [177]), remplissant uniquement des fonctions de
génie logiciel : compilation séparée, structuration de l’espace de noms, encapsulation et généricité du code.

8.2.1 Définition des structures

Le langage des modules est un langage fonctionnel d’ordre supérieur fortement typé, dont les termes sont
appelésmodules. Les «briques» de base sont lesstructures, unités regroupant entre eux des types, des
valeurs, des exceptions ou des définitions de modules. Par exemple, une implantation naïve des ensembles
sous la forme de listes ordonnées pourrait être la suivante :

module Set =
struct
type α set = α list

(∗ empty: α list ∗)
let empty = []

(∗ comp: α→α→int ∗)
let comp = compare

(∗ add: α→α list→α list ∗)
let rec add e s = match s with

[]→[e]
| hd::tl→match (comp e hd) with

0→s (∗ e est déjà dans s ∗)
| x when x<0→e :: s (∗ e est plus petit qu’un élément de l’ ensemble s ∗)
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| x when x>0→hd :: add e tl

(∗ member: α→α list→bool ∗)
let rec member e s = match s with

[]→false
| hd::tl→match (comp e hd) with

0→true (∗ x est inclu dans s ∗)
| x when x<0→false (∗ x est plus petit qu’un élément de l’ ensemble s ∗)
| x when x>0→member e tl

end

8.2.2 Définition des signatures

Les types des structures, appeléssignatures, permettent de restreindre la visibilité des composantes d’une
structure en lui adjoignant uneinterface1 et de masquer la définition de certains types (on parle alors de
type abstrait). Ainsi, une signature possible masquant l’implantation des ensembles serait :

module type SET =
sig
type α set
val empty: α list
val add: α→α list→α list
val member: α→α list→bool

end

Restreindre la structureSet avec la signatureSET ainsi définie permet d’avoir un autre point de vue de la
structure où la fonctioncomp n’est plus accessible (fonction utilitaire pour l’implantation et superfétatoire
à l’utilisateur) et où la représentation des ensembles (c’est-à-dire comment ils ont été implantés) est cachée :

module Abstract_Set = (Set : SET)

Notons que l’on peut directement resteindre l’interface d’une structure durant sa définition :

module Set: SET = struct ... end

8.2.3 Abstraction des structures

Les fonctions de ce langage, appeléesfoncteurs, permettent d’écrire des modules paramétrés par d’autres
modules et de les appliquer ensuite à des cas particuliers. L’apport des foncteurs en terme de génie logiciel
est important lorsqu’il s’agit de paramétrer de manière cohérente unensemblede types et de fonctions par
un autreensemblede types et de fonctions.

Par exemple, nous pouvons «fonctoriser» l’implantation des Set avec un module définissant le type des
éléments de l’ensemble et comment comparer de tels éléments. Cette dernière fonction remplacera l’emploi
de la fonction générique (et dans ce cas peu sûre)compare d’OCaml :

(∗ type de comparaison ∗)
type comparison = Less | Equal | Greater

(∗ module pour la comparaison des éléments ∗)
module type ORDERED_TYPE =
sig
type t
val compare: t→t→comparison

end

(∗ re−définition abstraite des ensembles ∗)
module type SET =

1Au sens de MODULA et non de JAVA .
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sig
type elt (∗ type des éléments ∗)
type t (∗ type des ensembles ∗)
val empty: t
val add: elt→t→t
val member: elt→t→bool

end

module Set (Elt: ORDERED_TYPE) : SET with type elt = Elt.t =
struct
type elt = Elt.t

type t = elt list

let empty = []

let rec add e s = match s with
[]→[e]

| hd::tl→match Elt.compare e hd with
Equal→s

| Less→e :: s
| Greater→hd :: add e tl

let rec member e s = match s with
[]→false

| hd::tl→match Elt.compare e hd with
Equal→true

| Less→false
| Greater→member e tl

end

L’annotationwith type permet d’unifier ici le type abstraitelt de la signatureSET avec le typet de la
signatureORDERED_TYPE. D’autre part, la signatureORDERED_TYPE exigée pour l’argument du
foncteur ne contient que ce qui est nécessaire à l’implantation de l’algorithme. On pourra cependant appli-
quer ce foncteur à tout module dont la signature contientau moinsORDERED_TYPE, c’est-à-dire qui en
est unsous-type. Enfin, il est possible de construire des agrégats de signatures ou de modules à l’aide de la
constructioninclude , qui peut être vue comme une inclusion textuelle.

La bibliothèque standard d’OCaml fournit de nombreuses structures de données. Chacune est définie par
un module où sont décrites les opérations sur ces structuresainsi que, pour certaines, la complexité de telles
opérations.

Les modules implantant les structures de données parallèles devront avoir les mêmes signatures que celles
d’OCaml. La sémantique de haut niveau (décrivant le résultat de l’opérateur sur la structure) devra elle aussi
être la même, afin de conserver la cohérence des résultats desprogrammes. Naturellement, les coûts seront
différents, ainsi que le fonctionnement «bas niveau». Les signatures seront aussi dotées de quelques opé-
rateurs permettant un meilleur emploi des structures parallèles. De cette manière, un programmeur pourra
profiter pleinement des capacités de la machine parallèle enutilisant ces représentations parallèles des
structures, et ceci sans avoir tous les inconvénients et difficultés d’un langage dédié à la programmation
parallèle.

Pour l’instant, nous avons l’implantation de cinq de ces structures de données :Set (ensemble),Map
(dictionnaire, parfois aussi appelé table d’association), Hashtable (table de hachage) ,Queue (file, ou
encore appelée FIFO, «first in, first out») etStack (pile, également appelée LIFO, «last in, first out»). Dans
les sections qui vont suivre, nous détaillerons ces implantations. Nous donnerons le coût BSP de chacune
des opérations (ou squelettes de structures de données) et ceci de manière indépendante vis-à-vis de la
complexité des opérations séquentielles. Nous notonsCt la complexité d’une opération séquentielle etS la
taille en octets d’une donnée.
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8.3 Implantation des dictionnaires

8.3.1 Définition

Le module des dictionnaires parallèles est un foncteurMake qui construit une implantation d’un diction-
naire parallèle polymorphe à partir :

1. D’un module contenant un type pour les clés, une fonction d’ordre total sur celles-ci et une fonction
de hachage (telle que deux éléments égaux ont la même clé de hachage) ;

2. D’un module définissant la stratégie de re-balancement (celle-ci sera plus détaillée dans la sec-
tion 8.4) ;

3. D’un dernier foncteur permettant la construction d’un dictionnaire séquentiel.

En OCaml, nous obtenons :

module Make (Ord : OrderedType)(Bal:BALANCE)
(MakeLocMap:functor (Ord:OrderedType)→Map.S with type key=Ord.t)

: S with type key = Ord.t and type α seq_t = α MakeLocMap(Ord).t

avec les signatures suivantes :

module type OrderedType =
sig
type t
val compare:t→t→int
val hash:t→int

end

module type S = sig
type key (∗ type des clés ∗)
type α t (∗ type d’un dictionnaire parallèle ∗)
type α seq_t (∗ type d’un dictionnaire séquentiel ∗)
(∗ opérateurs classiques ∗)
(∗ opérateurs parallèles ∗)

end

Nous définissons un dictionnaire parallèle comme une paire comportant un vecteur parallèle de dictionnaires
séquentiels et une paire comportant un booléen et un entier :

module Make (Ord : OrderedType)(Bal:BALANCE)
(MakeLocMap:functor (Ord:OrderedType)→Map.S with type key=Ord.t) =

struct
(∗ LocMap est le module des dictionnaires séquentiels ∗)
module LocMap = MakeLocMap(Ord)
type key = Ord.t
type α t = α LocMap.t par ∗ (int ∗ bool)
type α seq_t = α LocMap.t
(∗ opérations sur α t, le dictionnaire parallèle ∗)

end

Le booléen permet de savoir si le dictionnaire parallèle a été (oui ou non) re-balancé et l’entier définit le
nombre d’opérations qui ont modifié le dictionnaire parallèle. Cet entier sera utilisé pour le re-balancement.
Nous l’ignorons pour l’instant et nous nous reférons à la section 8.4 pour de plus amples informations.

Un dictionnaire parallèle enregistre un élément (c’est-à-dire une liaison entre une clé et une donnée)
dans un unique dictionnaire séquentiel, et donc dans un seulprocesseur à la fois. Toutes les opérations se
feront en supposant et en maintenant le fait qu’une liaison ne peut être présente que sur un seul processeur.
Ce sera donc l’invariant de nos opérations. Le dictionnaireparallèle emploie le module des dictionnaires
séquentiels qui a été donné en paramètre via un foncteur. Nous pouvons ainsi utiliser l’implantation OCaml
des dictionnaires (arbres binaires équilibrés), mais nouspouvons tout aussi bien recourir à n’importe quelle
autre implantation, comme celles qui ont été certifiées enCoqdans [106] (nous y trouvons des implantations
certifiées se servant de listes triées, d’arbres binaires équilibrés ou bien encore d’arbres dits rouge-noir).
Maintenant, nous allons décrire l’implantation génériquedes opérations sur ces dictionnaires parallèles.
Celles-ci seront purement fonctionnelles, c’est-à-dire sans effets de bord. Par la suite, nous notonsmi pour
un dictionnaire séquentiel au processeuri.
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8.3.2 Implantation des opérations classiques

Nous avons besoin avant toute chose, de créer un dictionnaire parallèle. Celui-ci sera initialement vide, non
re-balancé et non modifié :

(∗ empty: unit→t ∗)
let empty () = (replicate LocMap.empty,(0,true ))

ce qui peut se représenter par le schéma suivant :{} · · · {} .
La première opération importante consiste en l’ajout d’unenouvelle liaison au dictionnaire parallèle.

L’opérationadd k e m retourne un dictionnaire contenant les mêmes liaisons quem, mais avec une nou-
velle liaison entre la clék et la valeure. Si la clék était déjà présente dansm, celle-ci est supprimée dans le
résultat. Pour ajouter cette nouvelle liaison, nous choisissons en quel processeur celle-ci sera séquentielle-
ment enregistrée (notém∪{k → e}). Pour cela, nous utilisons la fonction de hachage donnée enparamètre
du module, et qui est supposée être déterministe, c’est-à-dire retournant toujours le même entier quand elle
est appliquée à la même valeur. Notons que si le dictionnaireparallèle a été re-balancé, les éléments ne
sont plus forcement à leur place «originelle» (c’est-à-dire définie par la fonction de hachage). Nous devons
alors supprimer la clék sur les autres processeurs afin d’éviter l’apparition de doublons (invariant de la
structure) :

(∗ destination: α→int and add: key→α→α t→α t ∗)
let dest x = (Ord.hash x) mod (bsp_p ())

(∗ add: key→α→α t→α t ∗)
let add k e pmap = let (vect_map’,(step’,nbal’)) = rebalance_if_needed pmap in
if nbal’ then ((applyat (dest k) (LocMap.add k e) id vect_pmap’),(step’+1,nbal’))
else ((applyat (dest k) (LocMap.add k e) (LocMap.remove k) vect_pmap’),(step’+1,nbal’))

Ce qui correspond au schéma suivant :

add k e m0 · · · mi · · · mp−1 ⇒
{

m0\{k} · · · mi ∪ {k→ e} · · · mp−1\{k} si le dictionnaire a été re-balancé

m0 · · · mi ∪ {k → e} · · · mp−1 autrement

et le coût BSP de la fonctionadd est donc :
{

max(maxp−1
(j=0 j 6=i) Ct(mj \{k}), Ct(mi ∩ {k → e})) si le dictionnaire a été re-balancé

Ct(mi ∩ {k→ e}) autrement

Notons qu’avec des arbres binaires équilibrés (implantation de base de OCaml), le coût BSP est alors :

{
maxp−1

j=0 (lg2 |mj|) si le dictionnaire a été re-balancé
lg2 |mi| autrement

La seconde opération est de chercher la valeur associée à uneclé.find k m retourne cette valeur pour une
clék du dictionnairem. Si cette clé n’est pas présente, une exception est levée. Larecherche de cette liaison
dans un dictionnaire parallèle est effectuée de manière asynchrone par le processeur qui pourrait contenir
la clé (suivant la fonction de hachage) ou en chaque processeur dans le cas d’un dictionnaire parallèle
qui a été re-balancé. La recherche dans un dictionnaire séquentiel est notéek ∈? mi. Le résultat de cette
recherche est ensuite diffusé aux autres processeurs. Dansle cas d’un dictionnaire re-balancé, les résultats
des recherches sont échangés entre tous les processeurs :

(∗ find: key→α t→α ∗)
let find k pmap = let (pmap’,_,nbal’) = rebalance_if_needed pmap in
if nbal’ then let root = (dest k) in
let loc_find= (applyat root (fun t→try Some (LocMap.find k t) with Not_found→None)

(fun _→None) pmap’) in
let res = rpl_bcast root loc_find in match res with None→raise Not_found | Some x→x

else parfun_total(fun t→try Some(LocMap.find k t) with Not_found→None)choose_l pmap’
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avecchoose_l:α option list→α fonction qui sélectionne le premier(Some x) de la liste et lèveNot_found
sinon.parfun_total: (α→β )→(β list→γ )→α par→γ permet d’appliquer une fonction à chaque com-
posante d’un vecteur parallèle, de faire un échange total deces résultats puis d’appliquer une fonction sur
la liste de ces résultats. Ce code correspond au schéma suivant :

find k m0 · · · mp−1 ⇒
{

k ∈? m0 · · · k ∈? mp−1 ⇒ b? si le dictionnaire a été re-balancé

· · · k ∈? mi · · · ⇒ bi autrement

avec∀j bj = k ∈? mj . Le coût BSP d’une telle recherche est donc le temps maximal pour effectuer
localement et séquentiellement cette recherche puis de la diffuser :

{
maxp−1

j=0 (Ct(e ∈? mj)) + (p− 1)× S(vk)× g + l si le dictionnaire a été re-balancé
Ct(e ∈? mi) + (p− 1)× S(vk)× g + l autrement

avecvk la valeur liée par la clék. Notons qu’avec l’implantation OCaml des dictionnaires, la recherche se
fait aussi en temps logarithmique.

Notons que l’on pourrait éventuellement améliorer le code en utilisant une diffusion en 2 phases. Mais
comme on ne connaît pas la taille de la donnée, il faudrait préalablement diffuser cette taille ce qui coûterait
une barrière supplémentaire. Pour éviter ce test, il faudrait un paramètre supplémentaire indiquant si il est
préférable de toujour diffuser directement ou non (faire letest puis de choisir la diffusion la plus appropriée).
En pratique, les structures de données parallèles ne sont vraiment intéressantes qu’en présence d’un grand
nombre de données. Celles-ci sont alors de taille «raisonnable» et la différence entre la diffusion directe ou
en 2 phases est alors difficilement décelable. De plus, l’ajout de cet énième paramètre n’est pas naturel.

La troisième et dernière opération importante est la suppresion d’une clé, c’est-à-dire supprimer une
liaison entre une clé et sa valeur. Ceci peut être fait de manière asynchrone, en supprimant localement la clé
à tous les processeurs si le dictionnaire a été re-balancé. Dans le cas contraire, on ne supprime la clé qu’au
processeur originel :

let remove k pmap = let (pmap’,step’,nbal’) = rebalance_if_needed pmap in
if nbal’ then (applyat (dest k) (LocMap.remove k) id pmap’,step’+1,nbal’)
else (parfun (LocMap.remove k) pmap’,step’+1,nbal’)

Ce qui correspond au schéma suivant :

remove k m0 · · · mi · · · mp−1 ⇒
{

m0\{k} · · · mp−1\{k} si le dictionnaire a été re-balancé

· · · mi\{k} · · · autrement

et le coût BSP deremove est donc :
{

maxp−1
j=0 Ct(mj\{k}) si le dictionnaire a été re-balancé

Ct(mj \{k}) autrement

Notons qu’avec des arbres binaires équilibrés, la suppression s’effectue, là encore, en temps logarithmique.

8.3.3 Itérer sur un dictionnaire

Dans cette section, nous allons décrire un nouvel opérateurd’itérations sur les dictionnaires, permettant de
profiter pleinement des capacités de la machine parallèle. Cet opérateur a été ajouté à l’interface OCaml
classique pour la raison suivante : la sémantique de haut niveau dufold classique spécifie que les éléments
sont réduits dans un ordre croissant (suivant la fonction decomparaison des clé du dictionnaire). Spécifiant
un ordre de calcul strict, il est tout bonnement impossible de paralléliser cet opérateur : un calcul paral-
lèle implique un ordre indéterminé des calculs. Ceci entraîne, afin exécuter correctement cet opérateur, la
transformation préalable du dictionnaire parallèle en un dictionnaire séquentiel répliqué en chaque compo-
sante de la machine parallèle. Cette transformation implique naturellement un échange total des éléments,
et est donc fort coûteuse. Par exemple, il est possible de calculer le cardinal d’un dictionnaire (le nombre
de couples clé/valeur) de la manière suivante :
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let cardinal pmap=ParMap.fold (fun key value i→i+1) 0 pmap

Ce code réduit tout d’abord le dictionnaire parallèlepmap en un dictionnaire séquentiel puis il itère
(fun key value i→i+1) sur tous les éléments du dictionnaire afin de calculer le cardinal.

Pour éviter la transformation susmentionnée et pouvoir itérer en parallèle, nous avons ajouté un itérateur
asynchrone qui permet une réduction de tous les éléments du dictionnaire parallèle, et ceci dans un ordre
non-spécifié :

(∗ async_fold: (key→α→β →β )→α t→β →β par ∗)
let async_fold f pmap e = let pmap’= rebalance_if_needed pmap in
parfun (fun s→LocMap.fold f s e) (fst pmap’)

Le coût BSP de ce nouvel opérateur (en supposant queop a un coût constantcop) estcop ×maxp−1
i=0 |mi|,

c’est-à-dire le temps de calcul maximal d’un processeur pour réduire tous ces éléments locaux. En utilisant
cet opérateur, nous pouvons réécrire la fonction de cardinalité en itérant en parallèle sur les éléments :

let cardinal pmap=List.fold_left (+) 0 (rpl_total (ParMap.async_fold (fun _ _ i→i+1) pmap 0))

Cette fonction correspond au schéma suivant :

cardinal m0 · · · mp−1 ⇒ |m0| · · · |mp−1| ⇒
p−1∑

i=0

|mi|

avecmaxp−1
i=0 |mi|+ (p − 1)× g + l + p comme coût BSP. Notons que nous avons ajouté, pour la même

raison, un opérateurmap asynchrone :

let async_map f pmap =
let (vect_map’,(step’,nbal’)) = rebalance_if_needed pmap in
(parfun (LocMap.map f) vect_map’,(step’,nbal’))

8.4 Rebalancement de la localisation des données

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, l’emplacement des données sur les processeurs, après
une malencontreuse série d’opérations, peut être «imprévisible» et surtout discriminatoire : certains pro-
cesseurs peuvent se voir attribuer le stockage de toutes lesdonnées. Ce phénomème peut dégrader les
performances, en ralentissant une application parallèle àla vitesse du processeur le plus chargé en données.
Avec les communications et les temps de synchronisation, unprogramme parallèle peut devenir moins effi-
cace que sa version séquentielle. Un re-balancement des données entre les processeurs est alors nécessaire.
Dans [19], une stratégie générale, utilisant deux phases decommunications BSP, a été introduite pour per-
mettre un re-balancement efficace. La première phase consiste en un échange total du nombre de données
présentes en chaque processeur, donnant ce que l’on appellecouramment unhistogrammede la structure.
Ensuite, suivant ces tailles, chaque processeur sélectionne les données à envoyer aux autres processeurs.
Ces données sont alors envoyées et supprimées localement. Enfin, les données reçues sont incorporées aux
données locales.

Pour re-balancer sa structure de données, le programmeur peut demander explicitement ce re-balancement
en appelant dans son code, une fonction dédiée à cette tache (re-balancement «à la main»), ou bien, s’il n’est
pas sûr, avoir recours à un re-balancement «automatique», dont la stratégie est définievia un module donné
en paramètre à la structure, et ayant la signature suivante :

module type BALANCE=sig
val need_balance: unit→bool
val unbalanced: unit→int
val max_op_without_balance: unit→int end

need_balance définit si l’on veut ou non un re-balancement.max_op_without_balance est le nombre
maximal d’opérations sur la structure avant d’éventuellement la re-balancer. On utilise pour cela l’entier
mentionné dans la section précédente, qui précise le nombred’opérations qui ont modifié la structure.
unbalance fixe la différence maximale du nombre de données entre les structures locales.

Le code BSML pour le re-balancement a été tiré de [135]. Celui-ci ne fonctionnant alors que pour les en-
sembles. Nous l’avons modifié afin de le rendre générique. Ceci nous permettra de mettre ce re-balacement
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(∗ union_set_list: LocSet.t→LocSet.elt list→LocSet.t ∗)
let union_set_list s l =
let sl=List.fold_left (fun s e →Local_Set.add e s) Local_Set.empty l in
Local_Set.union s sl

(∗ from_sets_to_parset: LocSet.t par→LocSet.t par ∗)
let from_sets_to_parset vect_sets =
let sets_to_send = parfun (fun set →LocSet.fold (fun elt map →

let pid=(destination elt) in
let l_add=(try MapSet.find pid map with Not_found →[]) in
MapSet.add pid (elt::l_add) map) set MapSet.empty) vect_sets in

let to_send =parfun (fun map pid →try Some (MapSet.find pid map) with Not_found →None) sets_to_send in
let delivery=put to_send in
parfun (fun f →let list_sets = map_some_split f (procs ())

in List.fold_left union_set_list LocSet.empty list_sets) delivery

Figure 8.1 — Réorganisation d’un vecteur parallèle d’ensembles

en œuvre pour d’autres types de structures de données (notamment les ensembles qui seront décrits dans la
prochaine section). Nous utilisons la fonction polymorphe(code à la figure 8.9, en fin du chapitre) suivante :

val rebalance_if_needed: (α→β par )→(int→β →γ list ∗ β )→(β →β →β )→(γ list→β )
(β par→α )→(α→int par )→(α→bool)→int→α→α

où les paramètres de la fonction sont les suivants :

1. Une fonction qui transforme une structure de données parallèle en un vecteur parallèle de structures
locales ;

2. Une fonction qui prendn éléments d’une structure et qui retourne une paire contenant la structure
sans cesn éléments et une liste de cesn éléments extraits ;

3. Une fonction qui unifie deux structures de données locales;

4. Une fonction qui transforme une liste d’éléments en un structure locale ;

5. Une fonction qui effectue le travail inverse du premier argument ;

6. Une fonction permettant de calculer l’histogramme de la structure parallèle ;

7. Une fonction de test pour savoir si le re-balancement est nécessaire ou non (suivant l’histogramme) ;

8. La différence maximale de taille entre 2 structures locales ;

9. La structure de données parallèle elle-même.

8.5 Implantation des ensembles

Nous appliquons les mêmes techniques de programmation modulaire pour l’implantation BSML des en-
sembles : chaque composante de la machine parallèle contient un sous-ensemble de l’ensemble originel.
Chaque sous-ensemble est représenté par un ensemble séquentiel défini à l’aide d’un foncteur. Notons que
l’implantation des ensembles de la bibliothèque standard d’OCaml utilise des arbres binaires re-balancés,
mais toute autre implantation peut convenir (notamment lesimplantations certifiées décrites dans [106]).

Les opérateurs commeadd, remove, mem, is_empty, async_fold etc. sont implantés d’une manière
similaire à ceux des dictionnaires parallèles. Mais la structure des ensembles fournit en plus, des opérateurs
binaires (c’est-à-dire utilisant deux ensembles) : l’union (union), l’intersection (inter) et la différence (diff)
de deux ensembles. Nous décrivons dans les sections suivantes, ces opérateurs.
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8.5.1 Transformations d’un vecteur parallèle d’ensembles

Pour commencer, nous avons besoin d’une fonction qui transforme un vecteur parallèle d’ensembles en
un autre vecteur parallèle d’ensembles en y éliminant les doublons. Un algorithme naïf effectuerait un
échange total des ces ensembles locaux pour ensuite faire leur union, ce qui supprimerait automatiquement
les doublons. Un meilleur algorithme, minimisant les communications, réorganise le vecteur d’ensembles en
envoyant chaque élément sur le processeur «indiqué» par la fonction de hachage (envoyer «à destination»).
Les doublons sont ensuite éliminés par les processeurs avecl’union des ensembles reçus. La figure 8.1
donne le code d’une telle fonction, oùMapSet est un dictionnaire de listes d’éléments (où les clés sont
les pids des processeurs) etmap_some_split:(α→β option)→α list→β list applique une fonctionf sur
chaque élément de la listel et si(f x)=(Some a) alorsa est conservé dans la liste retournée. En utilisant la
superposition parallèle, nous pouvons réorganiser 2, 3 etc. vecteurs parallèles d’ensembles en une et unique
super-étape. Sans la superposition, 2 ou 3 ou etc. super-étapes seraient nécessaires. Par exemple :

(∗ distributed_two_sets: LocSet.t par→LocSet.t par→LocSet.t par ∗ LocSet.t par ∗)
let distributed_two_sets vect_sets1 vect_sets2 =
super (fun ()→from_sets_to_parset vect_sets1) (fun ()→from_sets_to_parset vect_sets2)

8.5.2 Définitions de base

Dans les sections qui vont suivre, nous allons prouver le bien-fondé de nos méthodes. Pour cela, nous avons
besoin de quelques définitions et propriétés de base. La fonction de destinationh a les propriétés suivantes :

∀x ∈ D 0 ≤ h(x) < p
∀x, y ∈ D x = y ⇒ h(x) = h(y)

où D est le domaine des éléments de nos ensembles. Un ensemble parallèleS est l’union dep ensembles
(un par processeur). Nous avons donc l’invariant suivant :S =

⋃p−1
i=0 si tel que si∀i, j i 6= j alors∀x ∈

si ⇒ x 6∈ sj (pas un même élément sur deux processeurs différents).
Quand l’ensemble parallèleS n’aura pas été re-balancé, c’est-à-dire que tous les éléments sont «à desti-

nation», nous aurons l’hypothèse suivante :∀x ∈ si ⇒ h(x) = i.
Pour prouver le bien-fondé de nos méthodes, nous prouveronsque l’ensemble résultant des calculs vérifie

bien l’invariant. Nous noteronsSr cet ensemble etS l’ensemble attendu des calculs (la spécification). Pour
prouverS ≡ S′, il nous suffira de prouver :

1. ∀x ∈ S ⇒ x ∈ Sr

2. ∀x ∈ Sr ⇒ x ∈ S

3. SiSr =
⋃p−1

k=0 sk, alors∀i, j i 6= j et∀x ∈ si alorsx 6∈ sj

Les deux premières conditions sont celles traditionelles de l’équivalence ensembliste. La dernière propriété
à prouver, est l’invariant des ensembles parallèles : pas dedoublons, c’est-à-dire pas un élément sur deux
processeurs différents.

8.5.3 Union de deux ensembles

Pour calculer l’union de deux ensembles parallèles, nous avons trois cas. Dans le premier cas, les deux
ensembles parallèles n’ont pas été re-balancés et les éléments sont tous «à destination». Dans le deuxième
cas, un des ensembles parallèles a été re-balancé. Dans le troisième, les deux ensembles ont été re-balancés.
Par conséquent, les éléments peuvent être situés sur n’importe quel processeur. La figure 8.2 donne le code
BSML de l’union de deux ensembles parallèles. Notons que l’ensemble parallèle résultant sera toujours non
re-balancé, c’est-à-dire, avec tous les éléments «à destination».

Premier cas. Il suffit de calculer de manière asynchrone les unions locales, ce qui correspond au schéma
suivant :

union s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒ s1
0 ∪ s2

0 · · · s1
p−1 ∪ s2

p−1
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(∗ union: t→t→t ∗)
let union (psets1,(step1,nbal1)) (psets2,(step2,nbal2)) = match (nbal1, nbal2) with

(true ,true ) (∗ deux ensembles non re−balancés ∗) →(parfun2 LocSet.union psets1 psets2,(step1+step2,true ))
| (true ,false ) (∗ le second a été re−balancé ∗) →

let diff=parfun2 LocSet.diff psets2 psets1 in
let diff’= from_sets_to_parset diff in
(parfun2 LocSet.union psets1 diff’,(step1+step2,true ))

| (false ,true ) (∗ le premier a été re−balancé ∗) →
let diff=parfun2 LocSet.diff psets1 psets2 in
let diff’= from_sets_to_parset diff in
(parfun2 LocSet.union psets2 diff’,(step1+step2,true ))

| (false ,false ) (∗ les deux ensembles ont été re−balancé ∗) →
let redundant_sets = parfun2 LocSet.union psets1 psets2 in
((from_sets_to_parset redundant_sets),(step1+step2,true ))

Figure 8.2 — Union de deux ensembles parallèles

Le coût BSP2 est donc le temps maximal utilisé par un processeur pour faire l’union de ces 2 ensembles :
maxp−1

i=0 Ct(s
1
i ∪ s2

i ).
Nous avons doncS1 =

⋃p−1
i=0 s1

i et S2 =
⋃p−1

i=0 s2
i tels queS1 et S2 n’ont pas été re-balancés. Nous

avons par définitionS = S1 ∪S2 et donc∀x ∈ S1 oux ∈ S2 ⇐⇒ x ∈ S. L’ensemble résultant du calcul
estSr =

⋃p−1
i=0 s1

i ∪ s2
i .

Lemme 43

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.1 de l’annexe de ce chapitre.

Deuxième cas. Nous sommes dans le cas où l’un des ensembles parallèles a étére-balancé. Supposons
que ce soit le deuxième ensemble (le fonctionnement du cas dual est identique). Les éléments peuvent avoir
été distribués sur n’importe quel processeur. Pour pouvoirpratiquer l’union, il nous faut alors remettre ces
éléments «à destination». Pour cela, nous calculons la différence locale, éliminant ainsi les éléments déjà
présents dans le premier ensemble parallèle. Puis nous redistribuons ces ensembles et nous pouvons ensuite
finir par une union locale. Ceci correspond au schéma suivant:

union s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒ s2
0 \ s1

0 · · · s2
p−1 \ s1

p−1 ⇒

s′0 · · · s′p−1 ⇒
⋃p−1

i=0 s′
i
0 · · ·

⋃p−1
i=0 s′

i
p−1 ⇒ s′′0 ∪ s1

0 · · · s′′p−1 ∪ s1
p−1

? ??? ?

avec∀j s′j = s2
j \ s1

j et s′′j =
⋃p−1

i=0 s′
i
j et s′

i
j = ensemble des éléments envoyés par le processeuri au

processeurj à partir des l’ensembless′j . Le coût BSP est alors :

p−1
max
j=0

(Ct(s
2
j \ s1

j)) + (
p−1
max
j=0
S(

p−1
⋃

i=0

s′
i
j))× g + l +

p−1
max
j=0

(Ct(

p−1
⋃

i=0

s′
i
j ∪ s1

j))

Nous avons doncS1 =
⋃p−1

i=0 s1
i et S2 =

⋃p−1
i=0 s2

i tel queS1 n’a pas été re-balancé. Nous avons, par
définition,S = S1 ∪ S2. L’ ensemble résultant du calcul estSr =

⋃p−1
i=0 s1

i ∪ s′′i .

Lemme 44

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.1 de l’annexe de ce chapitre.

2Au moment de l’écriture de ce manuscrit, les complexités de∪,∩, \ en OCaml ne sont pas connues. C’est un travail en cours.
La complexité semblerait être enN ln(N) avecN le cardinal de l’ensemble résultant de l’opération. Mais l’implantation paral-
lèle étant indépendante de l’implantation séquentielle, les coûts BSP seront donnés indépendamment des complexités des opérations
séquentielles.
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(∗ inter: t→t→t ∗)
let inter (psets1,(step1,nbal1)) (psets2,(step2,nbal2))= match (nbal1, nbal2) with

(true ,true ) (∗ deux ensembles non−rebalancés ∗) →(parfun2 LocSet.inter psets1 psets2,(step1+step2,true ))
| (true ,false ) (∗ second a été re−balancé ∗) →

let diff=parfun2 LocSet.diff psets2 psets1 in
let inter=parfun2 LocSet.inter psets2 psets1 in
let diff’= from_sets_to_parset diff in
(parfun2 LocSet.union inter (parfun2 LocSet.inter psets1 diff’),(step1+step2,true ))

| (false ,true ) (∗ premier a été re−balancé ∗) →
let diff=LocSet.diff psets1 psets2 in
let inter=LocSet.inter psets2 psets1 in
let diff’= from_sets_to_sets_without diff in
(parfun2 LocSet.union inter (parfun2 LocSet.inter psets2 diff’),(step1+step2,true ))

| (false ,false ) (∗ deux ensembles re−balancés ∗) →
let inter = parfun2 LocSet.inter psets1 psets2 in
let diff1 = parfun2 LocSet.diff psets1 inter
and diff2 = parfun2 LocSet.diff psets2 inter in
let dist = distributed_three_sets diff1 diff2 inter in
let new_set = parfun3 (fun a b c→LocSet.union c (LocSet.inter a b)) (fst (snd dist)) (snd (snd dist)) (fst dist) in
(new_set, (step1+step2,true ))

Figure 8.3 — Intersection de deux ensembles parallèles

Troisième cas. Dans ce dernier cas, les deux ensembles parallèles ont été re-balancés. Les éléments
des deux ensembles peuvent avoir été distribués sur n’importe quel processeur. Pour calculer l’union, nous
faisons tout d’abord des unions locales en chaque processeur. Puis nous redistribuons les éléments (remettre
«à destination») afin d’éliminer les éventuels doublons. Ceci correspond au schéma suivant :

union s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒ s1
0 ∪ s2

0 · · · s1
p−1 ∪ s2

p−1 ⇒

s′0 · · · s′p−1 ⇒
⋃p−1

i=0 s′
i
0 · · ·

⋃p−1
i=0 s′

i
p−1 ⇒ s′′0 · · · s′′p−1

? ??? ?

avec∀j s′j = s1
j ∪ s2

j et s′′j =
⋃p−1

i=0 s′
i
j et s′ij = l’ensemble des éléments envoyés par le processeuri au

processeurj à partir des ensembless′j . Le coût BSP est donc :

p−1
max
j=0

(Ct(s
1
j ∪ s2

j )) + (
p−1
max
j=0
S(

p−1
⋃

i=0

s′
i
j))× g + l +

p−1
max
j=0

(Ct(

p−1
⋃

i=0

s′
i
j))

Nous avons doncS1 =
⋃p−1

i=0 s1
i etS2 =

⋃p−1
i=0 s2

i . Nous avons, par définition,S = S1 ∪S2. L’ensemble
résultant du calcul estSr =

⋃p−1
i=0 s′′i .

Lemme 45

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.1 de l’annexe de ce chapitre.

8.5.4 Intersection de deux ensembles

Pour calculer l’intersection de deux ensembles parallèles, nous avons trois cas. Dans le premier cas, les
deux ensembles parallèles n’ont pas été re-balancés et les éléments sont tous «à destination». Dans le
deuxième cas, un des ensembles parallèles a été re-balancé.Dans le troisième cas, les deux ensembles
ont été re-balancés. Par conséquent, les éléments ont pu être distribués sur n’importe quel processeur. La
figure 8.3 donne le code BSML de l’intersection de deux ensembles parallèles. Notons que l’ensemble
parallèle résultant sera toujours non re-balancé, c’est-à-dire avec tous les éléments «à destination».
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Premier cas. Il suffit de calculer de manière asynchrone les intersections locales, ce qui correspond au
schéma suivant :

inter s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒ s1
0 ∩ s2

0 · · · s1
p−1 ∩ s2

p−1

Le coût BSP est donc le temps maximal utilisé par un processeur pour faire l’intersection de ces 2 en-
sembles :maxp−1

i=0 Ct(s
1
i ∩ s2

i ).
Nous avons doncS1 =

⋃p−1
i=0 s1

i et S2 =
⋃p−1

i=0 s2
i tels queS1 et S2 n’ont pas été re-balancés. Nous

avons, par définition,S = S1∩S2 et donc∀x ∈ S1 etx ∈ S2 ⇐⇒ x ∈ S. L’ensemble résultant du calcul
estSr =

⋃p−1
i=0 s1

i ∩ s2
i .

Lemme 46

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.2 de l’annexe de ce chapitre.

Deuxième cas. Nous sommes dans le cas où l’un des ensembles parallèles a étére-balancé. Supposons
que ce soit le deuxième ensemble (le fonctionnement du cas dual est identique). Ses éléments peuvent avoir
été distribués sur n’importe quel processeur. Pour pouvoirpratiquer l’intersection, il nous faut alors remettre
ces éléments «à destination». Pour cela, nous calculons la différence et l’intersection locales, éliminant ainsi
les éléments déjà présents dans le premier ensemble parallèle. Puis nous redistribuons ces ensembles (non
«à destination»). Cela se fait donc sans conserver les éléments qui étaient déjà «à destination». En effet,
ceux-ci sont déjà présents dans l’intersection locale. Pour finir, nous pratiquons une intersection locale
entre les éléments échangés et nous faisons une union avec les éléments des intersections locales (éléments
qui étaient tous «à destinations»). Ceci correspond au schéma suivant :

inter s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒

{
s2
0 \ s1

0 · · · s2
p−1 \ s1

p−1

s2
0 ∩ s1

0 · · · s2
p−1 ∩ s1

p−1

⇒

s′0 · · · s′p−1 ⇒
⋃p−1

i=0 s′
i
0 · · ·

⋃p−1
i=0 s′

i
p−1 ⇒ s∩0 ∪ (s′′0 ∩ s1

0) · · · s∩p−1 ∪ (s′′p−1 ∩ s1
p−1)

? ??? ?

avec∀j s′j = s2
j \ s1

j , s∩i = s1
i ∩ s2

i et s′′j =
⋃p−1

i=0 s′
i
j et s′

i
j = ensemble des éléments envoyés par le

processeuri au processeurj à partir des ensembless′j. Le coût BSP est :

p−1
max
j=0

(Ct(s
2
j \ s1

j )) +
p−1
max
j=0

(Ct(s
2
j ∩ s1

j)) + (
p−1
max
j=0
S(

p−1
⋃

i=0

s′
i
j))× g + l +

p−1
max
j=0

(Ct(

p−1
⋃

i=0

−s′
i
j ∩ s1

j) ∪ s∩j ))

Nous avons doncS1 =
⋃p−1

i=0 s1
i et S2 =

⋃p−1
i=0 s2

i tel queS1 n’a pas été re-balancé. Nous avons, par
définition,S = S1 ∩ S2. L’ensemble résultant du calcul estSr =

⋃p−1
i=0 s1

i ∩ s′′i .

Lemme 47

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.2 de l’annexe de ce chapitre.

Troisième cas. Dans ce dernier cas, les deux ensembles parallèles ont été re-balancés. Les éléments des
deux ensembles peuvent avoir été distribués sur n’importe quel processeur. Pour calculer l’intersection, nous
calculons les intersections locales. Puis nous calculons les deux différences afin de séparer les éléments qui
ne sont pas présents dans les intersections. Enfin nous redistribuons ces trois ensembles et nous calculons
l’intersection finale afin de supprimer les éventuels doublons. Ceci correspond au schéma suivant :



150 CHAPITRE 8. STRUCTURES DE DONNÉES PARALLÈLES

(∗ diff: t→t→t ∗)
let diff (psets1,(step1,nbal1)) (psets2,(step2,nbal2)) = match (nbal1, nbal2) with

(true ,true ) (∗ deux ensembles non re−balancés ∗) →(parfun2 LocSet.diff psets1 psets2,(step1+step2,true ))
| (true ,false ) (∗ le second ensemble a été re−balancé ∗) →

let diff1 = parfun2 LocSet.diff psets1 psets2
and diff2 = parfun2 LocSet.diff psets2 psets1 in
let diff’ = from_sets_to_parset diff2 in

(parfun2 LocSet.diff diff1 diff2, (step1+step2,true ))
| (false ,true ) (∗ le premier ensemble a été re−balancé ∗) →

let diff1 = parfun2 LocSet.diff psets1 psets2 in
let distr = from_sets_to_parsets diff1 in

(parfun2 LocSet.diff distr psets2, (step1+step2,true ))
| (false ,false ) (∗ deux ensembles re−balancés ∗) →

let diff1 = parfun2 LocSet.diff psets1 psets2
and diff2 = parfun2 LocSet.diff psets2 psets1 in
let distr = distributed_two_sets diff1 diff2 in
let new_set = parfun2 LocSet.diff (fst distr) (snd distr) in

(new_set, (step1+step2,true ))

Figure 8.4 — Calcul de la différence de deux ensembles parallèles

inter s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒ s1
0 ∩ s2

0 · · · s1
p−1 ∩ s2

p−1 ⇒

{
s1
0\s

∩
0 · · · s1

p−1\s
∩
p−1

s2
0\s

∩
0 · · · s2

p−1\s
∩
p−1

⇒







s∩0 · · · s∩p−1

s′0 · · · s′p−1

s′′0 · · · s′′p−1

⇒

((
⋃p−1

i=0 s′i0) ∩ (
⋃p−1

i=0 s′′i0)) ∪ (
⋃p−1

i=0 s∩i
0) · · · ((

⋃p−1
i=0 s′ip−1) ∩ (

⋃p−1
i=0 s′′ip−1)) ∪ (

⋃p−1
i=0 s∩i

p−1)

? ??? ?

? ??? ?

? ??? ?

avec∀j s∩j = s1
j ∩ s2

j et s′j = s1
j \s

∩
j et s′′j = s2

j \s
∩
j et s′ij = (resp.s′′ij et s∩i

j ) ensemble des éléments
envoyés par le processeuri au processeurj à partir de l’ensembles′j (resp.s′′j ets∩j). Le coût BSP est :

maxp−1
j=0 (Ct(s1

j ∩ s2
j) + Ct(s1

j \s
2
j) + Ct(s2

j \s
1
j)) + maxp−1

j=0 (Ct(
⋃p−1

i=0 s′
i
j) + Ct(

⋃p−1
i=0 s′′

i
j))

+(maxp−1
j=0 (S(

⋃p−1
i=0 s′

i
j) + S(

⋃p−1
i=0 s′′

i
j)))× g + l

Nous avons doncS1 =
⋃p−1

i=0 s1
i etS2 =

⋃p−1
i=0 s2

i . Nous avons, par définition,S = S1 ∩S2. L’ensemble
résultant du calcul estSr =

⋃p−1
i=0 ((

⋃p−1
j=0 s′

j
i ) ∩ (

⋃p−1
j=0 s′′

j
i )) ∪ (

⋃p−1
j=0 s∩

j
i ).

Lemme 48

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.2 de l’annexe de ce chapitre.

8.5.5 Différence de deux ensembles

A la différence des deux autres opérateurs qui sont commutatifs, celui-ci ne l’est pas. Nous avons donc
quatre cas. Dans le premier cas, les deux ensembles parallèles n’ont pas été re-balancés et les éléments
sont tous «à destination». Dans le deuxième (resp. troisième) cas, le premier (resp. second) des ensembles
parallèles a été re-balancé. Dans le quatrième et dernier cas, les deux ensembles ont été re-balancés. Par
conséquent, les éléments peuvent être situés sur n’importequel processeur. La figure 8.4 donne le code
BSML de la différence de deux ensembles parallèles. Notons que l’ensemble parallèle résultant sera tou-
jours non re-balancé, c’est-à-dire avec tous les éléments «à destination».
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Premier cas. Il suffit de calculer de manière asynchrone les différences locales, ce qui correspond au
schéma suivant :

diff s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒ s1
0 \ s2

0 · · · s1
p−1 \ s2

p−1

Le coût BSP est donc le temps maximal utilisé par un processeur pour faire la différence entre ces deux
ensembles :maxp−1

i=0 Ct(s
1
i \ s2

i ).
Nous avons doncS1 =

⋃p−1
i=0 s1

i et S2 =
⋃p−1

i=0 s2
i tels queS1 et S2 n’ont pas été re-balancés. Nous

avons, par définition,S = S1 \ S2 et donc∀x ∈ S1 et six 6∈ S2 ⇐⇒ x ∈ S. L’ensemble résultant du
calcul estSr =

⋃p−1
i=0 s1

i \ s2
i .

Lemme 49

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.3 de l’annexe de ce chapitre.

Deuxième cas. Nous sommes dans le cas où le premier des ensembles parallèles a été re-balancé. Ses
éléments peuvent avoir été distribués sur n’importe quel processeur. Pour pouvoir effectuer la différence,
il nous faut alors remettre ses éléments «à destination». Pour cela, nous calculons la différence locale,
éliminant ainsi les éléments déjà «à destination». Ensuite, nous redistribuons (remettre «à destination») les
éléments afin d’éliminer les éventuels doublons. Puis nous calculons la différence entre ces éléments et le
second ensemble afin de calculer les derniers éléments à enlever. Ceci correspond au schéma suivant :

diff s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒ s1
0 \ s2

0 · · · s1
p−1 \ s2

p−1 ⇒

s′0 · · · s′p−1 ⇒ (
⋃p−1

i=0 s′
i
0) \ s2

0 · · · (
⋃p−1

i=0 s′
i
p−1) \ s2

p−1

? ??? ?

avec∀j s′j = s1
j \ s2

j et s′ij = ensemble des éléments envoyés par le processeuri au processeurj à partir
des ensembless′j . Le coût BSP est :

p−1
max
j=0

(Ct(s
1
j \ s2

j)) + (
p−1
max
j=0
S(

p−1
⋃

i=0

s′
i
j))× g + l +

p−1
max
j=0

(Ct(

p−1
⋃

i=0

s′
i
j \ s2

j))

Nous avons doncS1 =
⋃p−1

i=0 s1
i et S2 =

⋃p−1
i=0 s2

i tel queS2 n’a pas été re-balancé. Nous avons, par
définition,S = S1 \ S2. L’ensemble résultant du calcul estSr =

⋃p−1
i=0 (s′′i \ ((

⋃p−1
j=0 s′

j
i ) ∩ s2

i )).

Lemme 50

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.3 de l’annexe de ce chapitre.

Troisième cas. Nous somme dans le cas où le deuxième des ensembles parallèles a été re-balancé. Ses
éléments peuvent avoir été distribués sur n’importe quel processeur. Pour pouvoir calculer la différence, il
nous faut alors remettre ses éléments «à destination». Pourcela, nous calculons les deux différences locales.
Puis nous re-distribuons les éléments de cette deuxième différence, et cela sans conserver les éléments qui
étaient déjà «à destination» (ces éléments ayant déjà été éliminés par la première différence). Enfin, nous
faisons une différence locale afin d’éliminer ces derniers éléments. Ceci correspond au schéma suivant :

diff s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒

{
s1
0\s

2
0 · · · s1

p−1\s
2
p−1

s2
0\s

1
0 · · · s2

p−1\s
1
p−1

⇒

s′′0 · · · s′′p−1 ⇒ s′0\(
⋃p−1

i=0 s′′
i
0) · · · s′p−1\(

⋃p−1
i=0 s′′

i
p−1)

? ??? ?
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avec∀j s′j = s1
j\s

2
j ers′′j = s2

j\s
1
j ets′′ij = ensemble des éléments envoyés par le processeuri au processeur

j à partir des ensembless′′j Le coût BSP est :

p−1
max
j=0

(Ct(s
2
j \ s1

j)) +
p−1
max
j=0

(Ct(s
1
j \ s2

j)) + (
p−1
max
j=0
S(

p−1
⋃

i=0

s′′
i
j))× g + l +

p−1
max
j=0

(Ct(s
′
j \

p−1
⋃

i=0

s′′
i
j))

Nous avons doncS1 =
⋃p−1

i=0 s1
i et S2 =

⋃p−1
i=0 s2

i tels queS1 n’a pas été re-balancé. Nous avons, par
définition,S = S1 \ S2. L’ensemble résultant du calcul estSr =

⋃p−1
i=0 (s′i\(

⋃p−1
j=0 s′′

j
i )).

Lemme 51

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.3 de l’annexe de ce chapitre.

Quatrième cas. Dans ce dernier cas, les 2 ensembles parallèles ont été re-balancés. Les éléments des
2 ensembles peuvent donc avoir été distribués sur n’importequel processeur. Pour calculer la différence,
nous effectuons d’abord les différences locales. Puis nousredistribuons ces ensembles afin de mettre les
éléments «à destination». Enfin, nous terminons le calcul par des différences locales qui suppriment les
doublons. Ceci correspond au schéma suivant :

diff s1
0 · · · s1

p−1 s2
0 · · · s2

p−1 ⇒

{
s1
0\s

2
0 · · · s1

p−1\s
2
p−1

s2
0\s

1
0 · · · s2

p−1\s
1
p−1

⇒







s′0 · · · s′p−1

s′′0 · · · s′′p−1

⇒ (
⋃p−1

i=0 s′
i
0)\(

⋃p−1
i=0 s′′

i
0) · · · (

⋃p−1
i=0 s′

i
p−1)\(

⋃p−1
i=0 s′′

i
p−1)

? ??? ?

? ??? ?

avec∀j s′j = s1
j \s

2
j ets′′j = s2

j \s
1
j et s′ij = (resp.s′′ij) ensemble des éléments envoyés par le processeuri

au processeurj à partir de l’ensembles′j (resp.s′′j ). Le coût BSP est :

maxp−1
j=0 (Ct(s1

j \s
2
j) + Ct(s2

j \s
1
j)) + maxp−1

j=0 (Ct(
⋃p−1

i=0 s′
i
j) + Ct(

⋃p−1
i=0 s′′

i
j)) +

(maxp−1
j=0 (S(

⋃p−1
i=0 s′

i
j) + S(

⋃p−1
i=0 s′′

i
j)))× g + l

Nous avons doncS1 =
⋃p−1

i=0 s1
i etS2 =

⋃p−1
i=0 s2

i . Nous avons, par définition,S = S1 \ S2. L’ensemble
résultant du calcul estSr =

⋃p−1
i=0 ((

⋃p−1
j=0 s′

j
i )\(

⋃p−1
j=0 s′′

j
i ))

Lemme 52

S ≡ S′

Preuve . Voir en section 8.A.3 de l’annexe de ce chapitre.

8.6 Implantation des Piles et Files

La bibliothèque standard d’OCaml fournit des structures dedonnées plus impératives comme par exemple
les piles («Stack») ou les files («Queue»). Comme il est possible d’utiliser (mais de manière limitée, voir
[C4]) les traits impératifs d’OCaml en BSML, nous pouvons aussi implanter en BSML ce genre de struc-
tures. Nous prenons comme exemple la structure de la pile. L’implantation des files est similaire. Notons
que ces structures ne seront pas re-balancées. En effet, il est facile de voir qu’il sera impossible d’avoir
toutes les données sur une seule composante de la machine parallèle. Les données vont être distribuées de
manière uniforme, une par processeur et ceci au fur et à mesure.

Les piles parallèles sont définies comme suit :

type α t = { stacks: α Stack.t par ; mutable top: int; mutable length:int}



153 8.6. IMPLANTATION DES PILES ET FILES

où length est le nombre d’éléments dans la pile,top est le processeur où est mémorisé le sommet de la pile
etstacks est un vecteur parallèle de piles locales. Ainsi chaque élément est mémorisé au derniertop. Nous
créons une pile parallèle avec le code suivant :

(∗ create: unit→α t ∗)
let create () = { length=0; top=0; stacks= mkpar (fun _→Stack.create())}

Nous avons donc bien une pile par processeur, et ceci correspond au schéma suivant :

{lgth=0; top=0; _ · · · _ }

Pour ajouter un élément à la pile, nous augmentons la taille de la pile puis nous ajoutons l’élément au
sommet de la pile locale définie partop et enfin nous décalonstop.

(∗ push: α→α t→unit ∗)
let push x s =

s.length<−s.length+1;
ignore(applyat s.top (fun locs→Stack.push x locs) (fun _→()) s.stacks);
s.top<−(s.top+1) mod (bsp_p ())

Ce qui correspond au schéma suivant :

push x {lgth=n; top=j; ... · · ·

j
z}|{

... · · · ...
}

⇒ () avec{lgth=n + 1; top=(j + 1)%p; ... · · ·
x

...
· · · ... }

Le coût BSP est le temps utilisé par un processeur pour ajouter l’élément au sommet de sa pile locale et le
temps d’augmenterlength et top.

Pour enlever (et retourner) l’élément du sommet de la pile parallèle, nous devons juste diffuser cet élément
du «processeur sommet» aux autres processeurs avec la primitive de projectionproj , puis décaler letop et
diminuer la taille de la pile :

(∗ pop: α t→α ∗)
let pop s =
if s.length = 0 then raise Empty else
let f=proj (applyat s.top (fun locq→Some (Stack.pop locq)) (fun _→None) s.stacks) in
let x=noSome (f s.top) in
s.length<−s.length−1;
s.top<−(s.top−1) mod (bsp_p ());
x

ce qui correspond au schéma suivant :

pop {lgth=n; top=j; ... · · ·

j
z}|{

x

...
· · · ...

}

⇒ x avec{lgth=n − 1; top=(j − 1)%p
... · · · ... · · · ... }

Le coût BSP est donc :(p − 1) × S(x) × g + l tel quex est l’élément de tête de la pile. Nous pouvons
ensuite définir facilement les autres fonctions de base du module, notamment un itérateur parallèle :

(∗ is_empty: α t→bool et length: α t→int ∗)
let is_empty s = s.length = 0
let length s = s.length

(∗ async_iter: (α→unit) par→α t→unit ∗)
let async_iter parf s = ignore(apply2 (replicate Stack.iter) parf s.stacks)
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module AtomKey = struct type t = int ∗ int list let compare = compare end
module AtomSet = Set.Make(AtomKey)

(∗ nth_nn : int →AtomSet.elt →AtomSet.t ∗)
let rec nth_nn = let memory=Hashtbl.create 1 in
fun n (i, io)→ try Hashtbl.find memory (n,i) with Not_found→match n with

0 →AtomSet.singleton (i,io)
| 1 →let nn=bonds.(i−1) in if io = zero then nn else

let aux (j,jo) s=AtomSet.add (j,add_i io jo) s in
AtomSet.fold aux nn AtomSet.empty

| n →let pprev=nth_nn (n−2) (i,io) and prev=nth_nn (n−1) (i,io) in
let aux j t=AtomSet.union (nth_nn 1 j) t in
let t=AtomSet.fold aux prev AtomSet.empty in
let t’=AtomSet.diff (AtomSet.diff t prev) pprev in

Hashtbl.add memory (n, i) t’; t’

Figure 8.5 — Code Séquentiel

8.7 Exemple d’une application scientifique

Pour illustrer l’utilisation des structures de données parallèles pour le calcul scientifique (et notamment
«symbolique»), nous présentons, dans cette section, les performances séquentielles et parallèles d’une petite
application : la recherche desn plus proches voisins d’un sommet d’un graphe non-orienté etinfiniment
répété. Ce graphe représente la topologie d’une molécule oùles sommets sont des atomes et les arêtes
des liaisons chimiques entre les atomes constituant laditemolécule. Cette recherche permet une meilleure
compréhension de la structure physique de la molécule [140]. Une solution et son code associé en OCaml
sont décrits dans [140].

A partir d’un graphe non-orienté et infiniment répété, la tâche consiste à trouver les1ers,2èmes,. . .,
nèmes voisins d’un sommet du graphe. Nous appelons1ers voisins d’un sommet, l’ensemble des sommets
du graphe connectés par une unique arrête au sommet initial.Les 2èmes voisins forment l’ensemble des
sommets du graphe voisin d’un des1ers voisins du sommet initial et excluant les1ers voisins eux-mêmes
(différences d’ensembles). Et cela ainsi de suite. Cette définition peut ainsi être généralisée en une relation
de récurrence qui calcule lesnèmes voisins par des opérations ensemblistes. Pour rendre les choses plus
intéressantes, le graphe est infiniment repété ce qui exclutles algorithmes de recherches classiques sur
les graphes. De plus, le nombre d’arêtes est important, (e.g. > 105) rendant impossible l’utilisation d’une
matrice d’adjacence : il faudrait pouvoir stocker1010 éléments dans la mémoire principale.

La figure 8.5 donne le code séquentiel de la partie principalede l’application oùbonds:AtomSet.t array
est l’ensemble initial d’atomes (la molécule),add_i: int list→int list→int list calcule un nouveau voisin à
partir de deux coordonnées etzero:int list est l’atome intial.

La figure 8.6 donne le code parallèle, c’est-à-dire le code séquentiel légèrement modifié pour mieux
utiliser la structure de données parallèleParSet : nous avons remplacé lesfold par desasync_fold et
où from_list_of_parlist:elt list par list→t est une fonction qui donne un ensemble parallèle à partir d’un
vecteur de listes d’éléments etlist_of_set:AtomSet.t→ AtomSet.elt list est une fonction qui retourne une
liste de tous les éléments d’un ensemble parallèle (cette fonction implique donc un échange total de ces
éléments).

Nous avons effectué quelques expériences de cette application en utilisant 10 ou 5 nœuds de la grappe
avec 1Go de RAM par nœud pour comparer l’utilisation des structures de données séquentielles et paral-
lèles. Le graph de test représente un silicate de 100000 atomes3. Nous avons utilisé les versions MPI, PUB
et TCP/IP de la BSMLlib. Pour chaquen (calcul desnèmes voisins), l’algorithme a été exécuté cent fois
de suite avec un atome initial tiré au sort. Cette opération aété repétée cinq fois et la moyenne de ces
exécutions a ensuite été utilisée.

Les figures 8.7 et 8.8 donnent ces résultats. Dans la premièrefigure, nous comparons les versions séquen-
tielles et parallèles avec respectivement 10 et 5 processeurs. Dans la deuxième figure, nous comparons les
versions avec ou sans re-balancement, pour toujours 10 et 5 processeurs, mais avec desn bien plus grands

3Téléchargeable àhttp://ffconsultancy.com/products/ocaml_for_scientists/
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module Balance = struct
let need_balance ()=true and unbalanced ()=1000 and max_op_without_balance ()=10 end

module AtomKey = struct type t = int ∗ int list let compare = compare let hash=Hashtbl.hash end
module AtomSet = ParSet.Make(AtomKey)(Balance)

(∗ async_nth: int∗int list →(int∗int list) list par ∗)
let async_nth (i,io) = let nn = bonds.(i − 1) in
if io = zero then (set_to_parlist nn) else
let aux (j, jo) l = (j, add_i io jo)::l in (AtomSet.async_fold aux nn [])

let rec nth_nn = let memory = Hashtbl.create 1 in
fun n (i, io) →try Hashtbl.find memory (n, i) with Not_found →match n with

0 →AtomSet.singleton (i, io)
| 1 →let nn = bonds.(i − 1) in if io = zero then nn else

let aux (j, jo) l = (j, add_i io jo)::l in
from_list_of_parlist [(AtomSet.async_fold aux nn [])]

| n →let pprev = nth_nn (n−2) (i, io) and prev = nth_nn (n−1) (i, io) in
let lt = List.map (fun j →(async_nth j)) (list_of_set prev) in
let t = from_list_of_parlist lt in
let t’ = AtomSet.diff (AtomSet.diff t prev) pprev in
Hashtbl.add memory (n, i) t’; t’

Figure 8.6 — Code parallèle

(et donc avec des ensembles d’atomes plus importants). Nousnotons sur les courbes de performances "+LB"
quand un re-balancement a été utilisé. Nous utilisons les paramètres de re-balancement donnés dans le code
de la figure 8.6.

Pour de petitsn, les performances de la version parallèle de l’applicationsont équivalentes (voir moindres)
que celles de la version séquentielle. Cela est dû au surcoûtdes barrières de synchronisation. Par contre,
les performances de la version parallèle sont sensiblementmeilleures que celles de la version séquentielle
quand lesn augmentent. Notons qu’avec 5 processeurs, les performances sont meilleures qu’avec 10 pro-
cesseurs, ce qui est dû au grand nombre de barrières de synchronisation qu’implique l’application : celles-ci
sont bien plus coûteuses avec 10 processeurs qu’avec 5. Grâce à l’utilisation de la superposition, réorganiser
(ou re-balancer) deux ou trois ensembles parallèles peut être effectué en une seule (et unique) super-étape,
limitant ainsi le nombre de barrières lors de l’exécution del’application. Avec 5 processeurs, la version avec
re-balancement est clairement plus efficace que la version naïve (sans re-balancement). Par contre, toujours
à cause du coût des barrières, le re-balancement avec 10 processeurs n’apporte quasiment rien.

Nous avons aussi testé le code séquentiel avec différentsn sur un PC portable. Nous donnons ici, à
titre d’information, les cardinalités maximales des ensembles ainsi que le temps nécessaire et la mémoire
maximale utilisée :

Éième Cardinal Temps (s) Mémoire utilisée (Mo)
60 12878 19.82 40
80 23254 51.71 79
100 36624 114.19 148
120 52917 233.62 251
140 72341 424.72 382
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8.A Preuves des opérations ensemblistes

8.A.1 Preuves des opérations de l’union

Pour toutes les preuves, les ensembles donnés aux opérateurs sont valides, c’est-à-dire que si notre ensemble
s =

⋃p−1
k=0 sk alors∀i, j i 6= j et∀x ∈ si, alorsx /∈ sj . Ceux-ci permet d’appliquer le lemme 54 sur tous

nos ensembles d’origine. Notons que si un ensemble vérifie lelemme 53 alors nous pouvons aussi appliquer
le lemme 54 sur cet ensemble. Nous notons, comme il usuellement admis,∃! pour : "existe un et unique".

Outils. Soit s0, . . . , sp−1, p ensembles.

Hypothèse 1 (Redistribution)

Soit un ensemblesk. Si l’ensemblesk provient d’une redistribution des données alors∀x ∈ sk h(x) = k.

Lemme 53

Soitx tel quex ∈ si, h(x) = i et j tel quei 6= j, alorsx /∈ sj

Preuve . Par apagogie. Six ∈ sj alorsj = h(x) = i. Ce qui contrediti 6= j.

Lemme 54

SoitS =
p−1⋃

k=0

sk. Si nous avons la propriété suivante :∀i, j tel quei 6= j, soit∀x ∈ si, alors x /∈ sj .

Soitx tel quex ∈ S, alors il existe un (et unique)k tel quex ∈ sk

Preuve . Evident par apagogie.

Premier cas. Nous l’avons l’hypothèse que∀x ∈ s1
k, h(x) = k et∀x ∈ s2

k, h(x) = k.

Prop. 1) Si x ∈ S alorsx ∈ S1 ∪ S2, doncx ∈ (
p−1⋃

k=0

s1
k) ∪ (

p−1⋃

k=0

s2
k). Par le lemme 54,x ∈ s1

i ou x ∈ s2
i .

Alors x ∈ s1
i ∪ s2

i et doncx ∈
p−1⋃

k=0

s1
k ∪ s2

k.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

s1
k ∪ s2

k. Grâce au lemme 53, nous appliquons le lemme 54 et nous avons

x ∈ (s1
i ∪ s2

i ). Si x ∈ s1
i alorsx ∈ S1 etx ∈ S. Si x ∈ s2

i alorsx ∈ S2 etx ∈ S.

Prop. 3) Sr =
p−1⋃

k=0

s1
k ∪ s2

k. Soit x ∈ s1
i ∪ s2

i . Alors par hypothèse,∀j i 6= j x /∈ s1
j et x /∈ s2

j . Par

conséquencex /∈ s1
j ∪ s2

j .

Deuxième cas. Nous l’avons l’hypothèse que∀x ∈ s1
k, h(x) = k.

Prop. 1) Si x ∈ S1 ∪ S2 alorsx ∈ (
p−1⋃

k=0

)s1
k ∪ (

p−1⋃

i=0

s2
k). Nous avons alors deux cas :

• x ∈
p−1⋃

k=0

s1
k. Par le lemme 54, nous avonsx ∈ s1

i ⇒ x ∈ s1
i ∪ s′′i ⇒ Sr

• x ∈
p−1⋃

k=0

s2
k. Par le lemme 54, nous avonsx ∈ s2

i . Nous avons alors deux cas :

◦ si x /∈ s2
i \ s1

i alorsx ∈ s1
i et doncx ∈ Sr

◦ si x ∈ s2
i \ s1

i alorsx ∈ s′i ⇒ ∃j x ∈ s′′j ⇒ x ∈ Sr.

Lemme 55

Soitx tel quex ∈ s′ik (s′ik défini à la section 8.5.3) alorsh(x) = k.

Preuve . Par hypothèse de la redistribution.
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Lemme 56

Soitx tel quex ∈ s′′k (s′′k défini à la section 8.5.3) alorsh(x) = k.

Preuve . Si x ∈ s′′k alorsx ∈
p−1S

i=0

s′ik . Par application du lemme 55h(x) = k.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

s′′k ∪ s1
k. Par application de l’hypothèse surs1

k et des lemmes 56 et 54,

nous avonsx ∈ s′′i ∪ s1
i . Deux cas se présentent :

• si x ∈ s1
i alorsx ∈ S1 etx ∈ S.

• si x ∈ s′′i alorsx ∈
p−1⋃

j=0

s′ji ⇒ x ∈ s′ji ⇒ x ∈ s′i ⇒ x ∈ s2
i \ s1

i ⇒ x ∈ s2
i ⇒ x ∈ S1 ⇒ x ∈ S.

Prop. 3) x ∈ s′′i ∪ s1
i . Si x ∈ s′′i alors∃j x ∈ s′ji ⇒ x ∈ s′j ⇒ x ∈ s2

j \ s1
j ⇒ x ∈ s2

j . Par hypothèse,
nous avons donc∀k k 6= j x /∈ s2

k. Par conséquent,∀k k 6= j x /∈ s2
k \ s1

k ⇒ x /∈ s′k. Par hypothèse
sur la redistribution, nous avons∃!j x ∈ s′ji et donc∀k k 6= i x /∈ s′′k. Si x ∈ s1

i , alors par hypothèse
∀k k 6= i x /∈ s1

k. Nous concluons donc bien∀k k 6= i x /∈ s′′k ∪ s1
k.

Troisème cas.

Prop. 1) Si x ∈ S1 ∪ S2 alorsx ∈ (
p−1⋃

k=0

)s1
k ∪ (

p−1⋃

i=0

s2
k). Nous avons alors deux cas :

• x ∈
p−1⋃

k=0

s1
k. Par le lemme 54, nous avonsx ∈ s1

i ⇒ x ∈ s1
i ∪ s2

i = s′i ⇒ ∃j x ∈ s′′j ⇒ x ∈ Sr

• x ∈
p−1⋃

k=0

s2
k. Par le lemme 54, nous avonsx ∈ s2

i ⇒ x ∈ s1
i ∪ s2

i = s′i ⇒ ∃j x ∈ s′′j ⇒ x ∈ Sr

Lemme 57

Soitx tel quex ∈ s′ik (s′ik défini à la section 8.5.3) alorsh(x) = k.

Preuve . Par hypothèse de la redistribution.

Lemme 58

Soitx tel quex ∈ s′′k (s′′k défini à la section 8.5.3) alorsh(x) = k.

Preuve . Si x ∈ s′′k alorsx ∈
p−1S

i=0

s′ik . Par application du lemme 57h(x) = k.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

s′′k. Par application des lemmes 58 et 54, nous avonsx ∈ s′′i . Nous avons

alorsx ∈
p−1⋃

j=0

s′ji ⇒ x ∈ s′ji ⇒ x ∈ s′i ⇒ x ∈ s1
i ∪ s2

i . Nous avons alors six ∈ s1
i (resp.s2

i ) alorsx ∈ S.

Prop. 3) x ∈ s′′i . Par définition,x ∈
p−1⋃

j=0

s′ji et donc∃j x ∈ s′j ⇒ x ∈ s1
j ∪ s2

j . Par hypothèse,∀k k 6=

j x /∈ s1
k et x /∈ s2

k. Doncx /∈ s1
k ∪ s2

k ⇒ x /∈ s′k. Par hypothèse sur la redistribution,∃!j x ∈ s′ji et nous
en concluons que∀k k 6= i x /∈ s′′k .

8.A.2 Preuves des opérations de l’intersection

Premier cas. Nous avons l’hypothèse que∀x ∈ s1
k, h(x) = k et∀x ∈ s2

k, h(x) = k.

Prop. 1) Si x ∈ S alorsx ∈ S1 ∩ S2, doncx ∈ (
p−1⋃

k=0

s1
k) ∩ (

p−1⋃

k=0

s2
k). Par le lemme 54,x ∈ s1

i et x ∈ s2
i .

Alors x ∈ s1
i ∩ s2

i et doncx ∈
p−1⋃

k=0

s1
k ∩ s2

k.
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Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

s1
k ∩ s2

k. Grâce au lemme 53, nous appliquons le lemme 54 et nous avons

x ∈ (s1
i ∩ s2

i ). Commex ∈ s1
i etx ∈ s2

i alorsx ∈ S1 etx ∈ S2. On a donc bien quex ∈ S.

Prop. 3) Sr =
p−1⋃

k=0

s1
k ∩ s2

k. x ∈ s1
i ∩ s2

i . Par hypothèse,∀k k 6= i x /∈ s1
k etx /∈ s2

k. Doncx /∈ s1
k ∩ s2

k.

Deuxième cas. Nous l’avons l’hypothèse que∀x ∈ s1
k, h(x) = k.

Prop. 1) Si x ∈ S1 ∩ S2 alorsx ∈ (
p−1⋃

k=0

)s1
k ∩ (

p−1⋃

i=0

s2
k). Nous avons alorsx ∈

p−1⋃

k=0

s1
k etx ∈

p−1⋃

k=0

s2
k. Par le

lemme 54, nous avonsx ∈ s1
i etx ∈ s2

j . Nous avons lors deux cas :

• i = j, alorsx ∈ s∩i ⇒ x ∈ s∩i ∪ (s′′i ∩ s1
i )⇒ x ∈ Sr

• i 6= j alorsx ∈ s2
j ∩ s1

j = s′j . Par hypothèse,h(x) = i doncx ∈ s′′i ⇒ x ∈ s′′i ∩ s′i ⇒ x ∈

s∩i ∪ (s′′i ∩ s1
i )⇒ x ∈ Sr

Lemme 59

Soitx tel quex ∈ s∩k ∪ (s′′k ∩ s1
k) (s∩k , s′′k ets1

k) (ensembles définis à la section 8.5.4), alorsh(x) = k.

Preuve . Nous avons deux cas :

• si x ∈ s′′k ∩ s1
k alorsx ∈ s1

k et donch(x) = k par hypothèse

• si x ∈ s∩k alorsx ∈ s1
k ∩ s2

k et donch(x) = k par hypothèse.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

s∩k ∪ (s′′k ∩ s1
k). Par application du lemme 54 (déduit du lemme 59), nous

avonsx ∈ s∩ ∪ (s′′i ∩ s1
i ). Nous avons alors deux cas :

• si x ∈ s∩i alorsx ∈ s1
i ∩ s2

i . Par conséquent,x ∈ S1 etx ∈ S2. Doncx ∈ S

• si x ∈ s′′i ∩ s1
i alors

{
x ∈ si

i ⇒ x ∈ S1et
x ∈ s′′i donc∃j x ∈ s′j etx ∈ s2

i ∩ s1
i ⇒ x ∈ S2 . Par conséquent,x ∈ S.

Prop. 3) x ∈ s∩i ∪ (s′′i ∩ s1
i ). s∩i = s1

i ∩ s2
i . Par hypothèse,∀k k 6= i x /∈ s1

k et x /∈ s2
k. Par conséquent,

x /∈ (s′′k ∩ s1
k) et nous concluons quex /∈ s∩k ∪ (s′′k ∩ s1

k)

Troisième cas.

Prop. 1)Si x ∈ S1∩S2 alorsx ∈ (
p−1⋃

k=0

s1
k)∩ (

p−1⋃

k=0

s2
k). Par application du lemme 54 (déduit des hypothèses

surS1 etS2), nous obtenons quex ∈ s1
i etx ∈ s2

j . Nous avons alors deux cas :

• si i = j alorsx ∈ s1
i ∩ s2

i ⇒ x ∈ s∩i ⇒ ∃j x ∈ s∩
j
i ⇒ x ∈ Sr

• si i 6= j alorsx ∈ s1
i \ s2

i = s′i et x ∈ s2
j \ s1

j = s′′j . Par conséquent,x ∈ s′ki et x ∈ s′′kj . Donc
x ∈ Sr.

Lemme 60

Soitx tel quex ∈
p−1⋃

k=0

s∩i
k (s∩i

k défini à la section 8.5.4) alorsh(x) = k.

Preuve . Par hypothèse de la redistribution.

Lemme 61

Soitx tel quex ∈
p−1⋃

k=0

s′ik (s′ik défini à la section 8.5.4) alorsh(x) = k.

Preuve . Par hypothèse de la redistribution
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Lemme 62

Soitx tel quex ∈
p−1⋃

k=0

s′′ik (s′′ik défini à la section 8.5.4) alorsh(x) = k.

Preuve . Par hypothèse de la redistribution.

Prop. 2)Si x ∈
p−1⋃

k=0

(((
p−1⋃

i=0

s′ik )∩ (
p−1⋃

i=0

s′′ik ))∪ (
p−1⋃

i=0

s∩
i
k)) alors, par application des lemmes 60, 61, 62 et 54,

nous obtenons quex ∈ ((
p−1⋃

i=0

s′ij ) ∩ (
p−1⋃

i=0

s′′ij )) ∪ (
p−1⋃

i=0

s∩
i
j). Nous avons alors deux cas :

• si x ∈
p−1⋃

i=0

s∩
i
j alors par le lemme 60, nous avonsx ∈ s∩

i
j ⇒ x ∈ s∩i ⇒ x ∈ s1

i ∩ s2
i ⇒ x ∈ S

• si x ∈ (
p−1⋃

i=0

s′′ij ) ∩ (
p−1⋃

i=0

s′ij ) alors par les lemmes 61 et 62, nous avonsx ∈ s′k1

j et x ∈ s′′k1

j .

En conséquence de l’hypothèse de la redistribution,x ∈ s′k1
et x ∈ s′′k2

. Doncx ∈ s1
k1
\ s∩k1

et
x ∈ s2

k2
\ s∩k2

. Doncx ∈ s1
k1

etx ∈ s2
k2

. Nous en concluons quex ∈ S1 etx ∈ S2, et doncx ∈ S.

Prop. 3) Si x ∈ ((
p−1⋃

i=0

s′ij ) ∩ (
p−1⋃

i=0

s′′ij )) ∪ (
p−1⋃

i=0

s∩
i
j) alors d’après les lemmes 60, 61, 62 et 54,x ∈ s′k1

j ou

x ∈ s′′k2

j oux ∈ s∩
k3

j . Dans les trois cas,x vient d’une redistribution des éléments et donc par hypothèse
de ces redistributions, les éléments sont tous «à destination» (comme dans les cas précédents). Il n’y a donc
pas de doublons.

8.A.3 Preuves des opérations de la différence

Premier cas. Nous l’avons l’hypothèse que∀x ∈ s1
k, h(x) = k et∀x ∈ s2

k, h(x) = k.

Prop. 1) Si x ∈ S alorsx ∈ S1 \ S2, doncx ∈ (
p−1⋃

k=0

s1
k) \ (

p−1⋃

k=0

s2
k). Par le lemme 54,x ∈ s1

i , x /∈ s2
i et par

hypothèse∀k k 6= i x /∈ s1
k etx /∈ s2

k. Alors x ∈ s1
i \ s2

i et doncx ∈
p−1⋃

k=0

s1
k \ s2

k.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

s1
k \ s2

k. Grâce au lemme 53, nous appliquons le lemme 54 et nous avons

x ∈ (s1
i \ s2

i ). Commex ∈ s1
i et x /∈ s2

i et par hypothèse∀k k 6= i x /∈ s1
k et x /∈ s2

k, alorsx ∈ S1 et
x /∈ S2. On a donc bien quex ∈ S.

Prop. 3) Sr =
p−1⋃

k=0

s1
k \ s2

k. x ∈ s1
i \ s2

i . Par hypothèse,∀k k 6= i x /∈ s1
k etx /∈ s2

k. Doncx /∈ s1
k \ s2

k.

Deuxième cas. Nous avons l’hypothèse que∀x ∈ s2
k, h(x) = k.

Prop. 1) Si x ∈ S alorsx ∈ S1 \ S2 et x ∈ (
p−1⋃

k=0

s1
k) \ (

p−1⋃

k=0

s2
k). Par hypothèse,x ∈ s1

i et ∀j x /∈ s1
j (si

j 6= i) etx /∈ s2
j . Doncx ∈ s1

i \ s2
i ⇒ x ∈ s′i ⇒ ∃j x ∈ s′ij etx ∈ Sr carx /∈ s2

j .

Lemme 63

Soitx tel quex ∈ (
p−1⋃

i=0

s′ik ) \ s2
k (s2

k défini à la section 8.5.5) alorsh(x) = k.

Preuve . Par hypothèse de la redistribution.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

(
p−1⋃

i=0

s′ik ) \ s2
k. En appliquant les lemmes 63 et 54, on obtientx ∈

(
p−1⋃

i=0

s′ij ) \ s2
j . Alors x /∈ s2

j et par hypothèse surS2 ∀i x /∈ s2
i et doncx /∈ S2. Par conséquent,x ∈ s′ij ⇒

x ∈ s′i ⇒ x ∈ s1
i \ s2

i ⇒ x ∈ s1
i ⇒ x ∈ S1. On en conclut quex ∈ S1 \ S2.
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Prop. 3)Si x ∈ (
p−1⋃

i=0

s′ij ) \ s2
j alors par hypothèse sur la redistribution∀k k 6= j x /∈

p−1⋃

i=0

s′ik et donc

x /∈ (
p−1⋃

i=0

s′ik ) \ s2
k.

Troisième cas. Nous avons l’hypothèse que∀x ∈ s1
k, h(x) = k.

Prop. 1) Si x ∈ S alorsx ∈ S1 \ S2 et x ∈ (
p−1⋃

k=0

s1
k) \ (

p−1⋃

k=0

s2
k). Par hypothèse,x ∈ s1

i et ∀j x /∈ s1
j (si

j 6= i) et x /∈ s2
j . Doncx ∈ s1

i \ s2
i et x /∈ s2

i \ s1
i . Par conséquent,x ∈ s′i et x /∈ s′′i . On en déduit que

x ∈ s′i \ (
p−1⋃

j=0

s′′ji ) et doncx ∈ Sr.

Lemme 64

Soitx tel quex ∈ s′k \ (
p−1⋃

i=0

s′′ik ) (s′′ik défini à la section 8.5.5) alorsh(x) = k.

Preuve . Par définition,s′k = s1
k \ s2

k. Donc par hypothèse surS1, h(x) = k.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alors par l’application du lemme 64,x ∈ s′j \ (
p−1⋃

i=0

s′′ij ). On a doncx ∈ s′j ⇒ x ∈

s1
j \ s2

j ⇒ s1
j ⇒ x ∈ S1. Maintenant prouvons quex /∈ S2. Si x ∈ S2 alors par hypothèse∃k tel que

x ∈ s2
k. Nous avons alors deux cas :

• si k = j alorsx /∈ s1
j \ s2

j ⇒ x /∈ s′j . contradiction

• si k 6= j alorsx ∈ s2
k \ s1

k ⇒ x ∈ s′′k. Par hypothèse de la redistribution,x ∈ s′′kj ⇒ x /∈

s′j \ (
p−1⋃

i=0

s′′ij ). contradiction.

Doncx /∈ S2 et par conséquentx ∈ S1 \ S2 = S.

Prop. 3) Si x ∈ s′j \ (
p−1⋃

i=0

s′′ij ) alors par hypothèse surs′j ∀k k 6= j x /∈ s′k et doncx /∈ s′k \ (
p−1⋃

i=0

s′′ik ).

Quatrième cas.

Prop. 1) Si x ∈ S alorsx ∈ S1 \ S2 et x ∈ (
p−1⋃

k=0

s1
k) \ (

p−1⋃

k=0

s2
k). Par hypothèse,x ∈ s1

i et ∀j x /∈ s1
j

(si j 6= i) et x /∈ s2
j . Par conséquent,x ∈ s1

i \ s2
i ⇒ x ∈ s′i. Donc, par hypothèse de la redistribution,

∃j x ∈ s′ij . On a aussi quex /∈ s2
i \ s1

i ⇒ x /∈ s′′i et donc∀i, j x /∈ s′′ij . On en conclutx ∈ Sr.

Lemme 65

Soitx tel quex ∈
p−1⋃

i=0

s′ik oux ∈
p−1⋃

i=0

s′′ik (s′ik ets′′ik définis à la section 8.5.5) alorsh(x) = k.

Preuve . Par hypothèse de la redistribution sur les deux cas.

Prop. 2) Si x ∈ Sr alorsx ∈
p−1⋃

k=0

(
p−1⋃

i=0

s′ik ) \ (
p−1⋃

i=0

s′′ik ). Par application des lemmes 64 et 54,x ∈ (
p−1⋃

i=0

s′ij ) \

(
p−1⋃

i=0

s′′ij ). On a donc quex ∈ (
p−1⋃

i=0

s′ij )⇒ x ∈ s′i ⇒ s1
i \ s2

i ⇒ x ∈ S1. Maintenant prouvons quex /∈ S2.

Si x ∈ S2 alors par hypothèse∃k tel quex ∈ s2
k. Nous avons alors deux cas :

• si k = i alorsx /∈ s1
i \ s2

i ⇒ x /∈ s′i. contradiction

• si k 6= i alorsx ∈ s2
k \ s1

k ⇒ x ∈ s′′k. Par définition de la distribution,x ∈ s′′kj ⇒ x /∈ (
p−1⋃

i=0

s′ij ) \

(
p−1⋃

i=0

s′′ij ). contradiction
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Doncx /∈ S2 et par conséquentx ∈ S1 \ S2 = S.

Prop. 3) Si x ∈ (
p−1⋃

i=0

s′ij ) \ (
p−1⋃

i=0

s′′ij ) alors par hypothèse de la redistribution∀k k 6= j∀i x /∈ s′ik et donc

x /∈ (
p−1⋃

i=0

s′ik ) \ (
p−1⋃

i=0

s′′ik ).
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type transfer = {how_many:int; origin: int; destination: int}
type message = {n: int; to_where: int}

let rebalance_tmp pardata_to_datas take_from_datastructure union datastructure_of_list datas_to_pardata histo ps =
let ps = pardata_to_datas ps in
let histo_arrays = parfun Array.of_list histo in
(∗ le calcul des tailles, origines et destinations de tous les transferts nécessaires au re−balancement à partir de l’ histogramme ∗)
let all_transfers histo =
let size = Array.fold_left (+) 0 histo in
let deltas = Array.map (fun n →n − size/(bsp_p ())) histo
and transfers = ref [] in
(for i=0 to (bsp_p ())−1 do

for j=0 to (bsp_p ())−1 do
if (deltas.(i) > 0) & (deltas.(j) <= 0)
then let transfer_size = maxint (minint deltas.(i) (−deltas.(j))) 1 in

transfers:={how_many=transfer_size; origin=i; destination=j}::!transfers;
deltas.(i) <− deltas.(i) − transfer_size;
deltas.(j) <− deltas.(j) + transfer_size

else
if (deltas.(i) <= 0) & (deltas.(j) > 0) then
let transfer_size = maxint (minint (−deltas.(i)) deltas.(j)) 1 in
transfers:={how_many=transfer_size; origin=j; destination=i}::!transfers;
deltas.(i) <− deltas.(i) + transfer_size;
deltas.(j) <− deltas.(j) − transfer_size

else ()
done

done ;
!transfers) in

(∗ Le calcul des messages à émettre depuis le processeur from_pid durant le re−balancement. Le résultat est en
chaque processeur, un tableau d’ entiers, où le j−ème décrit le nombre de messages à envoyer au processeur j. ∗)

let messages from_pid histo =
let all_transf = all_transfers histo
and how_many_to = Array.make (bsp_p ()) 0 in
(List.iter (fun {how_many=x; origin=i; destination=j} →

if i=from_pid then how_many_to.(j) <− how_many_to.(j) + x else ()) all_transf;
Array.mapi (fun i x →{n=x; to_where=i}) how_many_to) in

(∗ Chaque processeur enlève ses données locales pour les envoyer ∗)
let msgs = apply (mkpar messages) histo_arrays
and msg_lists_and_new_trees = (fun msg_array t →

let tr = ref t and msg_list = ref [] in
for j=0 to ((bsp_p ())−1) do
let (values, new_t) = take_from_datastructure (msg_array.(j)).n !tr in

tr := new_t;
msg_list := ((msg_array.(j)).to_where,values)::!msg_list

done ;
(!tr,!msg_list)) in

let reduced_trees_and_msg_lists = parfun2 msg_lists_and_new_trees msgs ps in
let reduced_trees = parfun fst reduced_trees_and_msg_lists
and msg_lists = parfun snd reduced_trees_and_msg_lists in
let received_value_lists = parfun DataTools.concat_tail (put_list msg_lists) in
(∗ Expression principale de la fonction de re−balancement ∗)
datas_to_pardata (parfun2 (fun l t →union (datastructure_of_list l) t) received_value_lists reduced_trees)

(∗ val detect_unbalance: int→int list→bool ∗)
let detect_unbalance unbalanced l = List.exists (fun n →List.exists (fun m →abs(m−n)>unbalanced) l) l

let rebalance_if_needed pardata_to_datas take_from_datastructure union datastructure_of_list
datas_to_pardata if_nobalance peraps_need_balance unbalanced histogram pdata =

if (peraps_need_balance pdata) then
let histo_lists = rpl_total_exchange (histogram pdata) in
if (detect_unbalance unbalanced histo_lists)
then (rebalance_tmp pardata_to_datas take_from_datastructure union datastructure_of_list

datas_to_pardata (replicate histo_lists) pdata)
else (if_nobalance pdata)

else pdata

Figure 8.9 — Re-balancement d’un vecteur de données
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Mémoires externes
en BSML

Une version préliminaire d’une partie de ce chapitre a fait l’objet des articles [C2] et [R1]. Un premier travail sur des
traits non fonctionnels en BSML a été préalablement publié,en collaboration avec Frédéric Loulergue, dans [C4].
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POUR des applications à grande échelle où le traitement parallèle est utile et où la quantité de don-
nées à manipuler excède souvent la somme totale de toutes lesmémoires principales (aussi appelées

mémoires vives ou RAM) des machines disponibles, l’utilisation de disques externes, appelés aussi
mémoires secondaires (ou externes), devient une nécessité. Dans ce chapitre, nous présentons une biblio-
thèque de dispositifs d’entrées/sorties (E/S) pour BSML sur les potentiels disques parallèles d’une machine
BSP. Comme à l’accoutumée, nous donnerons une sémantique dynamique formelle ainsi qu’un modèle de
coût pour ces accès aux disques. Sont également donnés quelques résultats expérimentaux de l’exécution
d’un programme sur notre grappe de tests.

9.1 Introduction

Pour remédier aux problème des grandes quantités de donnéesà traiter, une première solution pour augmen-
ter la capacité de mémoire disponible est d’employer le mécanisme demémoire virtuelledes systèmes d’ex-
ploitation modernes. Ce mécanisme de pagination a été établi comme une méthode standard pour contrôler
et fournir,via les mémoires externes, une plus grande capacité de mémoire qui est nécessaire aux applica-
tions. Son principal avantage est de permettre aux applications de disposer d’un grand espace de mémoire
virtuelle, sans avoir à tenir compte de la gestion de ces disques.

Malheureusement, cette solution est inefficace pour la pratique du calcul scientifique et ce quel que soit le
système de pagination utilisé [60]. Les algorithmes et les structures de données existants sont souvent mal
adaptés aux applicationsout-of-core. Pour obtenir de meilleurs temps d’exécution, ce genre d’application
doit alors être restructuré avec des algorithmes comportant explicitement des entrées/sorties sur les données
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Figure 9.1 — Une machine BSP avec de la mémoire secondaire

des mémoires externes. De tels algorithmes sont généralement appelés «à mémoires externes» (external
memory algorithmsdans la litérature anglo-saxonne) et sont donc conçus pour les problèmes informatiques
dans lesquels la taille de la mémoire principale de l’ordinateur (parallèle ou non) est seulement une petite
fraction de la taille du problème [267, 268, 269].

Cette astreinte d’une réécriture complète des algorithmesest en grande partie due au besoin de localité
des données et n’est pas nécessaire pour les algorithmes séquentiels en mémoire RAM ou les algorithmes
parallèles PRAM (où chaque accès à une donnée a un coût constant). Ce n’est plus le cas dans un environ-
nement à mémoires secondaires, où le coût d’accès à une donnée peut être bien plus important si celle-ci
se trouve non pas dans la mémoire interne mais dans l’une des mémoires externes. Une application accroît
alors ses performances si elle diminue ce nombre d’accès : elle ne doit garder dans sa mémoire principale
que ce qui lui est nécessaire sur le moment.

La recherche d’algorithmes efficaces utilisant les mémoires secondaires a récemment suscité une atten-
tion considérable. Au cours de ces dernières années, des modèles complets de calcul et de coût qui incor-
porent des disques et des processeurs multiples ont été proposés [181, 267, 269], mais rarement avec tous
les éléments décrits ci-dessus. Dans les articles [91, 93],les auteurs ont proposé un modèle abstrait, à la
BSP, pour les machines parallèles incorporant des disques parallèles. Ce modèle est basé sur le modèle BSP
où chaque machine a accès à une mémoire externe, sous la formed’un ensemble de disques. Cette mémoire
externe est alors manipulée par des opérations d’entrées/sorties.

Notre recherche visant à combiner le modèle BSP avec la programmation fonctionnelle, nous devons
naturellement prolonger également notre langage avec des opérations d’entrées/sorties pour rendre possible
la programmation de ce type d’algorithmes.

Ce chapitre est la suite directe de notre travail sur les dispositifs impératifs de BSML. Il est organisé
comme suit : tout d’abord, nous présenterons brièvement le modèle BSP avec mémoires externes comme
il est décrit dans [91]. Ensuite, ensuite nous expliciterons les problèmes qui apparaissent en BSML lorsque
l’on veut naïvement ajouter les opérations classiques d’entrées/sorties d’OCaml. Nous donnerons alors les
nouvelles primitives de notre langage, ainsi qu’une sémantique dynamique et un modèle de coût associés à
cette extension. Nous terminerons avec un exemple complet utilisant ces primitives.

9.2 Mémoires externes

9.2.1 Modèle EM-BSP

Les ordinateurs modernes comportent typiquement plusieurs niveaux de mémoire tels que la mémoire prin-
cipale (appelé couramment mémoire vive ou RAM), les caches (ou tampons) systèmes du processeur et des
périphériques ainsi que la mémoire externe sous la forme de disques durs. Ce grand nombre de niveaux rend
la modélisation complète d’un ordinateur bien trop compliquée et de tels modèles auraient l’inconvénient
de ne pas pouvoir être portables. Nous nous limitons donc à unmodèle à deux niveaux (mémoire principale
et mémoires externes), tel qu’il est décrit dans [269], car la différence de rapidité d’accès entre les disques
et la mémoire principale est bien plus significative qu’avecles autres niveaux. Sur ce principe, [93] a étendu
le modèle BSP pour inclure des mémoires externes locales (appelées aussi mémoires secondaires dans un
modèle à deux niveaux). La figure 9.1 illustre cette idée. Chaque processeur de la machine BSP, a, en plus
de sa mémoire principale, une mémoire externe (EM) sous la forme d’un ensemble de disques. Cette idée
étend le modèle BSP en sa version avec mémoire externe, appeléeEM-BSP, avec les paramètres suivants :
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1. M est la taille en octets de la mémoire principale en chaque processeur,

2. D est le nombre de disques en chaque processeur,

3. B est la taille en octets d’un bloc de transfert en chaque disque,

4. G est le ratio de capacité de calcul local (nombre d’opérations de calculs locaux) divisé par la capacité
locale d’entrées/sorties (nombre de blocs de tailleB pouvant être tranférés entre les disques et la
mémoire principale) par unité de temps.

Dans de nombreuses machines parallèles, tous les ordinateurs composant la machine BSP ont bien le même
nombre de disques. Ce modèle, dans l’esprit d’uniformité dumodèle BSP, se restreint à ce cas. Notons aussi
que le modèle interdit différentes tailles de mémoires principales.

Chaque disque est noté parD0,D1, . . . ,DD−1 et est constitué d’une séquence de plages (tracksen an-
glais). Chacune de ces plages est en accès direct et contientexactement un bloc deB octets. Chaque proces-
seur peut utiliser, de manière concurrente, tous cesD disques et ainsi transférer depuis ou vers la mémoire
principaleD ×B octets en une seule opération d’entrée/sortie. Cette opération aura alors un coût constant
G. Dans une telle opération, seule une plage par disque est accessible. Il n’est pas spécifié quelle est la
plage utilisée en chaque disque. Notons qu’une opération impliquant moins de disques n’entraîne pas l’uti-
lisation d’une autre constante queG : toute opération d’écriture ou de lecture sur les disques sefera en un
temps constantG. Notons aussi que chaque ordinateur composant la machine BSP est capable de contenir
plusieurs blocs provenant des disques, c’est-à-direM ≫ DB.

Comme dans le modèle BSP, un programme EM-BSP est structuré en une succession de super-étapes. Le
coût des communications est identique. Le modèle EM-BSP autorise l’utilisation de plusieurs opérations
d’entrée/sortie sur les disques lors de la phase de calcul d’une super-étape. Le coût total de chaque super-
étape est donc défini ainsi :

tcomp,E/S + tcomm + l

où tcomp,E/S est le coût des calculs locaux et des opérations d’E/S durantles super-étapes, c’est-à-dire
tcomp,E/S =

∑

s maxi(w
s
i +ms

i ) oùms
i est le temps de calcul utilisant la mémoire secondaire au processeur

i pendant la super-étapes. La figure 9.2 donne le coût EM-BSP d’algorithmes BSP classiques en utilisant le
résultat de simulation des algorithmes BSP dans le modèle EM-BSP décrit dans [93]. Le modèle séquentiel
utilisant plusieurs disques est celui de [269] où les paramètres des disques sont ceux du modèle EM-BSP,
mais pour un seul et unique processeur.

9.2.2 Présentation d’algorithmes existant en mémoires ext ernes

Notre premier exemple est l’inversion d’une matrice. Celle-ci est largement employée dans les applications
scientifiques comme méthode directe pour résoudre les systèmes linéaires. Le calcul de l’inverse d’une
matriceA peut être dérivé de sa factorisation dite LU. [61] présente,à cet effet, la factorisation LU par
blocs. Pour cet algorithme parallèle de factorisation, la matrice est divisée en blocs de colonnes appelés
super-blocs. La taille du super-bloc est déterminée par la quantité de mémoire physique disponible dans la
mémoire principale : seuls les blocs du super-bloc courant sont dans cette mémoire centrale, les autres sont
conservés sur les disques. L’algorithme factorise la matrice de gauche à droite, super-bloc par super-bloc.
Chaque fois qu’un nouveau super-bloc de la matrice est mis dans la mémoire principale (appelée le super-
bloc actif), tous les pivotements précédents et les mises à jour d’après un historique de l’algorithme sont
appliquées au super-bloc actif. Une fois que le dernier super-bloc est factorisé, la matrice est relue pour
appliquer le pivotement restant sur les précédents super-blocs. Notons que le calcul est fait «data in place»,
c’est-à-dire sans aucun échange des données de la matrice mais par des échanges des pivotements effectués.
La matrice a donc tout d’abord été distribuée sur les processeurs. Pour un bon équilibrage des charges, une
distribution cyclique des données est employée.

L’article [66] présente des algorithmes PRAM utilisant unemémoire externe centralisée pour des pro-
blèmes sur les graphes tels que le calcul des composants bi-connexes. L’un d’eux est le problème des 4
couleurs d’un graphe appliqué au problème dit dulist ranking: déterminer pour chaque nœudv d’une liste,
le rang de ce nœud défini par le nombre de liens depuisv jusqu’à la fin de la liste. La méthode utilisée pour
résoudre un tel problème est de mettre à jour des groupes de nœuds de la liste (en recolorisant les nœuds
du groupe) sans avoir à trier ou parcourir la liste entière. Comme avant, l’algorithme travaille groupe par
groupe, avec seulement un groupe dans la mémoire centrale.



1
6

8
C

H
A

P
IT

R
E

9.
M

É
M

O
IR

E
S

E
X

T
E

R
N

E
S

E
N

B
S

M
L

Problème
Coût séquentiel avec E/S
(un processeur, plusieurs disques)

Coût BSP (multiples processeurs,
pas de disque)

Coût EM-BSP (multiples
processeurs, multiples disques)

Tri Θ(G× n
BD logM/B( n

B ))

L = l

tcomp = O(n log(n)
p )

H = O(n
p )

tcomp = Õ(n log(n)
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Figure 9.2 — Exemples de coûts de quelques algorithmes EM-BSP
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Le dernier exemple est le problème de la recherche de motifs qui consiste à déterminer laquelle desk
chaînes de caractères données est «sous-chaîne» d’une première chaîne de caractères. D’importantes appli-
cations, notamment en biologie, utilisent de très grandes chaînes de caractères (comme le génome d’un être
vivant) et requièrent des algorithmes performants de recherches de motifs. [104] décrit un algorithme pour
ce problème, avec un nombre constant de super-étapes, basé sur la distribution d’une structure de données
appropriée sur les processeurs et les disques durs pour réduire et équilibrer le coût des communications
d’une recherche naïve. Cette structure de données est baséesur la construction d’arbres équilibrés à partir
des suffixes des chaînes de caractères. L’algorithme travaille sur le plus long préfixe commun de ces arbres
et ceci par ordre lexicographique. On tire profit des disquesen maintenant seulement une partie des arbres
dans la mémoire principale et en rassemblant les parties desarbres pendant les super-étapes.

9.3 Mémoires externes en BSML

9.3.1 Rappel des E/S en OCaml

Les fonctions d’entrées/sorties de OCaml calculent une valeur, mais durant ce calcul, elles effectuent une
modification de l’état de la mémoire externe. Deux types sontprédéfinis :in_channel etout_channel pour
respectivement lescanaux de communicationd’entrées et de sorties. Les canaux peuvent être vus comme
des «pointeurs» sur les fichiers. La création d’un canal utilise une des fonctions suivantes :

open_in: string→in_channel et open_out: string→out_channel

open_in ouvre un fichier en lecture s’il existe (déclenche une exception sinon) etopen_out crée le fichier
indiqué s’il n’existe pas ou l’écrase sinon (supprime son contenu pour permettre l’écriture de nouvelles
données). Les fonctions de fermetures des canaux sont :

close_in: in_channel→unit et close_out: out_channel→unit

La bibliothèque standard de OCaml propose ensuite un grand nombre de fonctions de manipulation des
canaux, notamment de manipuler les fichiers «à la Unix», caractère par caractère1. Les fonctions de plus
«haut niveau» (qui donc nous intéressent), permettent l’écriture ou la lecture de n’importe quel type de
données2. Ces fonctions sont :

to_channel: out_channel→α→unit et from_channel: in_channel→α

La fonction to_channel prend en argument un canal de sortie, une valeur et l’écrit sur le fichier pointé
par le canal. Cette valeur a été préalablement sérialisée (on parle aussi de linéarisation,serializedans la
littérature anglo-saxonne) afin d’être transformée en une séquence d’octets. Réciproquement, la fonction
from_channel lit sur le canal une valeur et la retourne. Plusieurs valeurspeuvent être stockées dans un
même fichier. Elles pourront être lues séquentiellement.

9.3.2 Problèmes des E/S OCaml en BSML

Faisons l’hypothèse que chaque nœud de la machine parallèlepossède un (ou plusieurs) disques. Le pro-
blème principal en ajoutant naïvement de la mémoire externe, et par conséquent des opérateurs d’E/S en
BSML, est de conserver le fait que, dans le contexte global, les valeurs répliquées, c’est-à-dire les valeurs
habituelles d’OCaml dupliquées en chaque processeur, soient identiques. De telles valeurs sont consacrées
au contrôle global des algorithmes parallèles. Prenons parexemple l’expression suivante (nous faisons l’hy-
pothèse que chaque nœud possède un fichier"file.dat") :

let chan=open_in "file.dat" in
if (at (mkpar (fun pid→(pid mod 2)=0)) (input_value chan))
then scan_direct (+) 0 (replicate 1)

else (replicate 1)

Il n’est (sûrement) pas exact que le fichierfile.dat contienne en chaque processeur la même valeur. Dans
ce cas-ci, chaque processeur peut lire sur sa mémoire secondaire une valeur différente. Nous obtenons
une évaluation incohérente de l’expression car chaque processeur peut lire un entier différent sur le canal
(channelen anglais)chan. Ainsi, certains d’entre eux voudront exécuter l’expression scan_direct, qui

1Notons que ces fonctions ne sont pas alors toutes portables.
2Il existe quelques exceptions que nous ne donnerons pas ; le manuel de référence de OCaml les donne.
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Figure 9.3 — Une machine BSP avec des disques partagés

nécessite une synchronisation globale, tandis que d’autres voudront exécuter la fonctionreplicate qui ne
nécessite pas une synchronisation (calcul asynchrone). Ceci rompt le modèle d’exécution BSP avec ses
synchronisations globales. Si cette expression avait été évaluée avec la bibliothèque BSMLlib, nous aurions
eu une erreur d’exécution (ou pire, un inter-blocage des processeurs) de la machine de BSP carat est une
fonction appelantproj qui est une primitive globale synchrone. Notons que nous avons également ce genre
de problème dans la bibliothèque BSPlib [147] où les auteursnotent que seules les opérations d’E/S du
premier processeur sont sûres.

Un autre problème vient deseffets de bordqui peuvent se produire en un processeur. Prenons par exemple
l’expression suivante :

try
let a=mkpar (fun i→if i=0 then (open_in "file.dat");() else ())
in (open_out "file.dat"); (replicate 1)

with _→scan_direct (+) 0 (replicate 1)

Si cette expression avait été évaluée avec la bibliothèque BSMLlib, seul le premier processeur aurait ouvert
le fichier file.dat en mode lecture. Ensuite, tous les processeurs auraient ouvert le fichierfile.dat mais
cette fois-ci en écriture, excepté le premier, celui-ci ayant déjà ouvert ce fichier. Nous aurions également
eu une évaluation incohérente de l’expression car seul le premier processeur aurait soulevé une exception
dans le contexte global. Ainsi seul ce premier processeur aurait évalué lescan_direct ce qui, comme
précédemment, aurait entraîné une erreur d’exécution de lamachine BSP.

Ce problème des effets de bord peut également être combiné avec le problème susmentionné, même
s’il n’y a aucun fichier dans la mémoire secondaire en début ducalcul. Prenons par exemple l’expression
suivante :

let chan=open_out "file.dat" in
let x=mkpar (fun i→if i=0 then (ouput_value 0) else ()) in
ouput_value 1; close cha;
let chan=open_in "file.dat" in
if (at (mkpar (fun pid→(pid mod 2)=0)) (input_value chan))
then scan_direct (+) 0 (replicate 1)

else (replicate 1)

Le premier processeur ajoute les entiers 1 et 2 dans le fichierfile.dat. Les autres processeurs n’ajoutent que
l’entier 2 sur leurs fichiers. Comme dans l’exemple précédent, nous aurons une panne de la machine BSP
car une fois encore, l’entier lu n’est pas le même en chaque processeur dans le contexte global.

9.3.3 Solution proposée

La solution proposée dans ce manuscrit est d’avoir deux genres de fichier : les globaux et les locaux. De
cette façon, nous avons deux types d’opérations d’E/S. Les opérateurs locaux d’E/S ne doivent pas être
évalués dans le contexte global et les opérateurs globaux d’E/S dans un contexte local (c’est-à-dire dans un
vecteur parallèle).

Les fichiers locaux sont dans des systèmes locaux de fichiers qui sont présents sur toutes les composantes
de la machine BSP comme dans le modèle EM-BSP. Les fichiers globaux sont dans un système global de
fichiers. Ces fichiers doivent être les mêmes du point de vue dechaque nœud. Le système global de fichiers
peut donc être situé sur des disques partagés (comme dans la figure 9.3) ou comme une copie en chaque
processeur. Ces fichiers globaux donneront ainsi toujours les mêmes valeurs dans le contexte global. Notons
que si seuls des disques partagés sont présents (pas de disques locaux), ce qui peut être le cas de machines
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parallèles à la mémoire principale partagée (comme des PC bi-processeurs par exemple), les systèmes de
fichiers locaux peuvent parfaitement être dans différents répertoires, un par processeur.

Avoir des disques partagés est avantageux pour le cas des programmes qui n’ont pas leurs données dis-
tribuées au début du calcul. Par exemple, la recherche de motifs ou un algorithme de tri où les données de
départ sont initialement dans un (ou des) fichier(s). On est aussi en droit d’attendre le résultat final dans un
fichier et pas dans différents fichiers, distribués sur les processeurs. Dans le cas d’un système de fichiers glo-
baux répartis, les données globales sont également distribuées et les programmes sont alors moins sensibles
aux différents problèmes de pannes d’une machine.

Ainsi, nous avons deux cas importants pour le système globalde fichiers. C’est donc un nouveau para-
mètre du modèle : avons-nous des disques partagés ou non ?

Nous verrons par la suite que dans le premier cas (présence dedisques partagés), la condition que les
fichiers globaux soient les mêmes du point de vue de chaque processeur va nécessiter des synchronisations
pour certaines des opérations globales d’E/S, comme créer,ouvrir ou supprimer un fichier. Par exemple, il
est impossible (ou plus exactement non-déterministe) pourun processeur de créer un fichier dans le système
global de fichiers si, au «même moment», un autre processeur le supprime. Par contre, lire (resp. écrire) des
valeurs à partir (resp. sur) des fichiers ne nécessitera pas de synchronisation : tous les processeurs liront
les mêmes valeurs dans un fichier global et seul un des processeurs devra réellement écrire la valeur sur
les disques partagés. Notons que ceci permet aussi d’éviterles problèmes des goulots d’étranglement des
disques partagés («bottleneck of the shared disk»dans la littérature anglo-saxonne) car, dans le cas d’une
opération globale d’écriture, seul un des processeurs écrit la valeur, et dans le cas d’une opération globale
de lecture, la valeur est d’abord lue sur les disques par un des processeurs, puis sur les caches du système
d’exploitation (ou des périphériques) par les autres processeurs.

Dans le deuxième cas (absence de disques partagés), tous lesfichiers, locaux et globaux, sont distribués
et aucune synchronisation n’est donc nécessaire, chaque processeur lisant/écrivant/etc. dans son propre
système de fichiers. Mais au début, les système de fichiers globaux devront être vides ou répliqués en
chaque processeur.

Notons qu’un grand nombre de machines parallèles modernes ont des disques partagés concurrents. De
tels disques sont généralement considérés comme des disques utilisateurs, c’est-à-dire des disques où les
utilisateurs mettent les données requises pour les calculstandis que des disques locaux sont seulement em-
ployés pour les calculs parallèles des programmes. Par exemple, leearth simulator3 propose 1,5 Pentabytes
aux utilisateurs sous la forme, dixit la page web, de «disques de mémoire de masse». Un réseau spécial y
a été installé pour accéder à ces disques. Notons aussi que s’il n’y a aucun disque concurrent partagé, le
système NFS ou des bibliothèques de niveau bas (dont le fonctionnement de certaines est décrit dans [182])
sont en mesure de simuler de tels disques.

9.3.4 Nouveau modèle, le modèle EM-BSP 2

Après quelques expériences pour déterminer les paramètresEM-BSP de notre cluster de test, nous avons
constaté que les systèmes d’exploitation ne permettaient pas l’écriture ou la lecture des données en un temps
constant mais plutôt en un temps linéaire, proportionnel à la taille des données. Nous remarquons également
qu’il existe un surplus de temps dépendant de la taille des blocs. Nous avons :

n× (DB) < s < (n + 1)×DB

où s est la taille en octets de la donnée. Nous constatonsn + 1 surcoûts (overheaden anglais) de temps
pour lire ou écrire cette donnée sur lesD disques concurrents. La figure 9.4 donne les résultats de cette
expérience sur un PC utilisant 3 disques, chaque disque étant paramétré par le système d’exploitation par
des blocs de 4096 octets (les secondes sont tracées sur l’axevertical). Ce test a été exécuté 10000 fois et
la moyenne a été prise. Les résultats ne sont pas foncièrement différents si nous diminuons le nombre de
disques.

La solution proposée donnait aux processeurs l’accès à deuxgenres de fichier : les globaux et les locaux.
De cette façon, le modèle, ici présenté et appelé EM2-BSP , prolonge le modèle BSP en sa version explicitant
deux genres de mémoires secondaires : les mémoires externeslocales et les mémoires externes globales.
Chaque système local de fichiers sera sur les disques concurrents locaux comme dans le modèleEM-BSP.
Le système global de fichiers sera soit sur des disques partagés concurrents (comme dans la figure 9.3)

3Page web àearth-simulator.org.
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Figure 9.4 — Benchmarks des paramètres de la mémoire secondaire
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s’ils existent, soit repliqué sur les disques locaux. Le modèle EM2-BSP peut ainsi tenir compte des coûts
de lecture et de distribution des données aux processeurs ainsi que de l’écriture des résultats finaux. Les
paramètres suivants s’ajoutent de ce fait aux paramètres standards du modèle BSP :

1. M est la taille en octet de la mémoire principale en chaque processeur,

2. Dl est le nombre de disques locaux en chaque processeur,

3. Bl est la taille en octet d’un bloc de transfert en chaque disquelocal,

4. Gl est le coût pour écrire ou lire un octet sur chaque disque local,

5. Ol est le surcoût des disques concurrents locaux,

6. Dg est le nombre de disques globaux,

7. Bg est la taille en octet d’un bloc de transfert en chaque disqueglobal,

8. Gg est le coût pour écrire ou lire un octet sur chaque disque global,

9. Og est le surcoût des disques concurrents globaux,

Bien entendu, s’il n’y a aucun disque partagé ou pas de disques locaux, nous avons :Dl = Dg, Bl = Bg,
Gl = Gg etOl = Og . Un processeur est en mesure de lire ou d’écriren octets sur ses disques locaux en un
temps :

⌈
n

Dl
⌉ ×Gl + ⌈

n + 1

DlBl
⌉ ×Ol

etn octets sur les disques globaux en un temps :

⌈
n

Dg
⌉ ×Gg + ⌈

n + 1

DgBg
⌉ ×Og

Comme dans le modèleEM-BSP, le calcul dans le modèle EM2-BSP procède en une succession de super-
étapes. Les coûts de communication sont identiques au modèle BSP et plusieurs opérations sur les disques
locaux et globaux sont également permises pendant la phase de calcul d’une super-étape. Notons queGg

n’est pasg, même si les processeurs accèdent aux disques partagésvia le même réseau (cas des machines
parallèles comme les grappes de PCs) :g est le temps nécessaire pour exécuter une1-relation tandis que
Gg est le temps pour écrire ou lireD mots sur les disques partagés (disques globaux). Cette constante peut
dépendre deg, dans le cas de certaines machines parallèles, mais aussi debeaucoup d’autres paramètres du
matériel si, par exemple, il existe un réseau supplémentaire pour accéder aux disques concurrents partagés.

9.3.5 Nouvelles primitives

Dans cette section, nous décrivons le noyau de notre bibliothèque de primitives d’E/S, c’est-à-dire l’en-
semble minimal de primitives nécessaires pour programmer des algorithmes EM2-BSP. Cette bibliothèque
a été incorporée dans la dernière BSMLlib en tant que nouveaumodule. Celui-ci est basé sur les éléments
donnés par la figure 9.5.

Comme pour les paramètres BSP de la BSMLlib, nous avons des primitives pour accéder aux nouveaux
paramètres EM2-BSP de la machine parallèle. Par exemple,embsp_loc_D () estDl le nombre de disques
locaux etglo_shared () précise si le système global de fichiers est partagé ou non. Puisque nous avons deux
systèmes de fichiers, nous avons besoin de deux types de noms et de types abstraits de canaux de sortie (resp.
canaux d’entrée) :glo_out_channel (resp.glo_in_channel) et loc_out_channel (resp.loc_in_channel)
pour l’écriture (resp. la lecture) de valeurs sur les fichiers locaux ou globaux.

Nous pouvons ouvrir un fichier en écriture. La primitive renverra un nouveau canal sur ce fichier. Ce
dernier est écrasé s’il existe déjà. Sinon, il est créé, ou laprimitive levera une exception si le fichier ne peut
être ouvert. Nous avons deux types de primitives : l’un pour les fichiers globaux et l’autre pour les locaux :
(glo_open_out f) ouvre le fichier globalf en écriture et retourne un canal global pointant au début de ce
fichier, tandis que (loc_open_out f) ouvre le fichier localf et retourne un canal local.

D’une manière similaire, nous avons deux primitives,glo_open_in et loc_open_in , permettant d’ou-
vrir un fichier en lecture. De telles primitives retournent de nouveaux canaux locaux (ou globaux) pointant
au début des fichiers. Dans le cas de disques partagés globaux, une synchronisation se produit pour chaque
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Paramètres EM2-BSP :
embsp_loc_D :unit→int embsp_loc_B :unit→int embsp_loc_G :unit→float
embsp_glo_D :unit→int embsp_glo_B :unit→int embsp_glo_G :unit→float
embsp_loc_O :unit→float embsp_glo_O :unit→float glo_shared :unit→bool

Primitives globales d’E/S Primitives Locales d’E/S :
glo_open_out :glo_name→glo_out_channel
glo_open_in :glo_name→glo_in_channel
glo_output_value :glo_out_channel→α→unit
glo_input_value :glo_in_channel→α option
glo_close_out :glo_out_channel→unit
glo_close_in :glo_in_channel→unit
glo_delete :glo_name→unit
glo_seek :glo_in_channel→int→unit

loc_open_out : loc_name→loc_out_channel
loc_open_in :loc_name→loc_out_channel
loc_output_value :loc_out_channel→α→unit
loc_input_value :loc_in_channel→α option
loc_close_out :loc_out_channel→unit
loc_close_in :loc_in_channel→unit
loc_delete :loc_name→unit
loc_seek :loc_in_channel→int→unit

Du local au global :
glo_copy :(int→loc_name∗glo_name option)→unit

Figure 9.5 — Primitives d’E/S pour la BSMLlib

«open » global. Avec cette synchronisation globale, chaque processeur peut signaler aux autres s’il est par-
venu à ouvrir le fichier. Dans le cas contraire (si l’un d’entre eux n’a pas pu ouvrir le fichier, suite à une
défaillance du système de fichiers comme une panne d’un disque), les processeurs lèvent une exception
globale.

Avec nos canaux, nous pouvons lire ou écrire des valeurs sur les fichiers. Ce dispositif est appelépersis-
tance, car la valeur écrite sur un fichier peut rester présente mêmeaprès la fin du programme.

Pour écrire la représentation d’une valeur de n’importe quel type sur un canal (global ou local), nous
utilisons les primitives suivantes : (glo_output_value chaglo v) qui écrit la valeurv sur le fichier global
ouvert en écriture et pointé parchaglo et (loc_output_value chaloc v) qui écrit localement la valeur
localev sur le fichier local pointé parchaloc.

La valeur ainsi écrite peut alors être relue par les primitives de lecture : (glo_input_value chaglo)
(resp. (loc_input_value chaloc)) retourne du canal globalchaglo (resp. canal localchaloc) la valeur
répliquéeSome v (resp. valeur locale) ouNone s’il n’y a plus de valeur dans le fichier global (resp. local).
C’est la fin du fichier.

Les primitives d’écriture et de lecture lisent ou écrivent la représentation physique d’une valeur, c’est-à-
dire la transformation de la valeur en une chaîne de caractères. La lecture de cette chaîne n’est pas sûre en
OCaml [178, 112]. Par exemple, si le fichier contient un flottant et que le programme veut lire un entier,
aucune exception n’est levée et s’il tente de manipuler ce flottant comme un entier, il peut entraîner une
éventuelle erreur d’exécution. L’équipe de développementde OCaml travaille sur ce problème sans avoir
recours à un typage dynamique.

Notre bibliothèque contient également la primitiveglo_seek telle que(glo_seek chaglo n) (resp.
loc_seek ) permet de faire pointer le canal à lanème valeur d’un fichier global (resp. local). Le com-
portement des primitives décrites ci-dessus est non spécifié si l’une d’entre elles est appelée sur le canal
ayant été préalablement fermé.

Notons que seules des valeurs locales ou repliquées, c’est-à-dire des valeurs OCaml traditionelles, peuvent
être écrites sur les fichiers locaux comme globaux. En effet,l’emboîtement des vecteurs parallèles est in-
terdit etloc_input_value ne doit donc lire que des valeurs OCaml. Il est également impossible d’écrire
sur un fichier global partagé un vecteur parallèle de valeurs(une valeur globale) car le contenu de cette
valeur est différent en chaque processeur.glo_output_value étant une primitive asynchrone (voir la sec-
tion 9.5 pour plus de détails), de telles valeurs pourraientêtre écrites dans n’importe quel ordre ce qui aurait
pour conséquence un mélange de ces valeurs sur le fichier. C’est pourquoi seules des valeurs locales et/ou
répliquées sont autorisées en lecture et en écriture.

Après la lecture et l’écriture des valeurs sur nos canaux, ilnous faut les fermer, c’est-à-dire rendre im-
possible la lecture ou l’écriture sur les fichiers auxquels les canaux font référence. Comme précédemment,
nous avons besoin de quatre genres de primitives : deux pour les canaux de lecture (les locaux et globaux) et
deux pour les canaux d’écriture. Par exemple, (glo_close_out chaglo), ferme le canal global d’écriture
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chaglo qui avait été créé par unglo_open_out . La primitiveglo_delete (resp.loc_delete ) supprime
un fichier global (resp. local) s’il a été préalablement fermé, c’est-à-dire s’il n’y a plus un canal pointant sur
le fichier et qui soit encore ouvert.

La dernière primitive copie des fichiers locaux sur le système global de fichiers. (glo_copy g) copie le
fichier localfloc du processeurn dans le système global de fichiers, sous le nom defglo, si les conditions
suivantes sont réunies :(g n) = Some (floc,fglo), floc existe (et est fermé) etfglo n’existe pas. Si(g n) =
None, aucun fichier du processeurn n’est copié dans le système global de fichiers.

Cette primitive peut être utile à la fin d’un programme BSML quand il faut copier les résultats locaux,
provenant de fichiers locaux, dans le système global de fichiers (système de fichiers utilisateurs). Notons
que ce n’est pas une primitive de communication. Cette primitive pourrait être simulée par unproj et vice-
versa, mais les coûts ne seraient alors plus ceux attendus etaucune optimisation utilisant des bibliothèques
de bas niveau ne pourrait être mise en œuvre. En effet, si on simulait leglo_copy par unproj , dans le cas
d’un système global partagé de fichiers, le fichier local serait préalablement diffusé,via le réseau, à tous
les autres processeurs. Puis il serait copié sur le système global de fichiers. Cette phase de diffusion peut
être évitée siglo_copy est une primitive. Dans le cas oùproj est simulé par unglo_copy , les données
envoyées par leproj sont tout d’abord copiées dans le système global de fichiers,puis relues par les autres
processeurs. Dans le cadre d’un système réparti de fichiers,les données sont aussi mises sur le réseau pour
être dupliquées sur tous les processeurs. Cette phase de lecture/écriture n’est pas effectuée siproj est une
primitive.

Notons aussi qu’en n’utilisant que ces primitives pour les E/S, le résultat final d’un programme sera
identique (mais naturellement pas avec les mêmes coûts) surune architecture possédant ou non des disques
partagés. Ces primitives permettent donc la portabilité des opérations d’E/S d’un programme BSML. Pour
aider la compréhension du fonctionnement de ces nouvelles primitives et pouvoir raisonner sur les pro-
grammes BSML avec E/S, nous allons décrire dans la prochainesection, une sémantique formelle de BSML
munie de ce dispositif pour la persistance des données.

9.4 Sémantique dynamique

Pour la sémantique dynamique, nous utilisons les mêmes notations que dans les chapitres précédents. Nous
n’allons ajouter et décrire que ce qui est relatif aux traitspersistants. Nous ne noterons pas non plus les
coûts dans cette sémantique car cela la rendrait totalementillisible. Ceux-ci seront donnés séparément car
leurs intégration dans la sémantique est basique.

Nous notons{fi} pour le système de fichiers du processeuri. Nous faisons l’hypothèse que chaque
processeur a accès à un système de fichiers représenté comme une séquence potentiellement infinie de
fichiers. Ces séquences sont différentes en chaque processeur. Nous notons{f} = {{f0}, . . . , {fp−1}}
pour l’ensemble des systèmes locaux de fichiers de la machineparallèle et{F} pour le système global de
fichiers.

L’ensemble des opérations primitives est étendu avec les primitives d’E/S :openr (resp.openw) pour
ouvrir un fichier en lecture (resp. écriture) comme un canal,closer etclosew pour fermer un canal,read,
write pour lire ou écrire dans un canal,delete pour supprimer un fichier etseek pour changer de posi-
tion dans un fichier. Toutes ces opérations seront distinguées par une étiquette qui estloc s’il s’agit d’un
opérateur local,glo pour un opérateur global.

Définition 27 (Fichiers et canaux).
Nous avons aussi deux types de fichiers, les locaux et les globaux, définis comme suit :

• f pour le nom d’un fichier ;
• fw pour un canal d’écriture etfr pour un canal de lecture ;
• gξ

k pour un pointeur de canal, pointant sur lakème valeur d’un fichier tel queξ est le nom du canal
associé ;

•
?f

vn.
..

v0
pour un fichier avec? qui peut êtrec, r ou w pour un fichier fermé ou ouvert en lecture ou en

écriture et tel quev0, . . . , vn sont les valeurs contenues par le fichier.

Quand un fichier sera ouvert en lecture, il sera associé aux pointeurs[ga
n, . . . , gz

m] des canaux qui pointe-
ront sur lui. Les positions de ces canaux seront aussi mémorisées.

Nous étendons les valeurs et les expression avec les noms desfichiers et les canaux. La version persistante
de la sémantique à petits pas de BSML a la forme suivante :{F}/e/{f} ⇀ {F ′}/e′/{f ′}. Comme à
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l’accoutumée nous notons
∗
⇀ pour la fermeture transitive et réflexive de⇀, c’est-à-dire que nous notons

{F0}/e0/{f0}
∗
⇀ {F}/v/{f} pour :

{F0}/e0/{f
0}⇀ {F1}/e1/{f

1}⇀ {F2}/e2/{f
2}⇀ . . . ⇀ {F}/v/{f}

Définition 28 (Relations de la sémantique à «petits pas» avec persistance).
Pour définir la relation⇀, nous avons des règles pour deux types de réductions :

1. e/{fi}
i

⇀ e′/{f ′
i} qui peut être lu comme «avec le système local de fichiers et initial {fi}, au

processeuri, l’expressione est réduite ene′ avec le système global de fichier{f ′
i}» ;

2. {F}/e/{f}
⋊⋉

⇀ {F ′}/e′/{f} qui peut être lu comme «avec le système global (et initial) defichiers
{F} et avec l’ensemble des systèmes locaux de fichiers{f}, l’expressione est réduite ene′ avec le
système global de fichierF ′ et le même ensemble de systèmes locaux de fichiers» ;

avec les deux types de réductions définies de la manière suivante :

i
⇀ =

ε
⇀
i
∪⇀

δi

∪
io
⇀
δi

et
⋊⋉

⇀ =
ε
⇀
⋊⋉

∪⇀
δ⋊⋉

∪ ⇀
δ≎

∪
io
⇀
δ⋊⋉

Premièrement, pour définir ces réductions, nous commençonspar quelques axiomes. Nous prenons, tout
d’abord, ceux des réduction fonctionnellesε

⇀, c’est-à-dire, des substitution dans les expressions. Cesréduc-
tions sont étendues par deux versions. La première,ε

⇀
i

est locale au processeuri tandis que la secondeε⇀
⋊⋉

est
globale à tous les processeurs :

e
ε
⇀ e′ (donnée à la figure 9.6)

e / {fi}
ε
⇀
i

e′ / {fi}

e
ε
⇀ e′ (donnée à la figure 9.6)

{F} / e / {f}
ε
⇀
⋊⋉

{F} / e′ / {f}

Pour les opérations primitives, nous avons aussi besoin d’axiomes. Nous utilisons là encore les règlesδ
définies dans les précédents chapitres. Celles-ci seront notées⇀

δ
. Comme précédemment, nous avons deux

versions de ces réductions, l’une⇀
δi

, locale au processeuri et l’autre,⇀
δ

⋊⋉

, globale à tous les processeurs :

e⇀
δ

e′ (donnée à la figure 9.6)

e / {fi}⇀
δi

e′ / {fi}

e⇀
δ

e′ (donnée à la figure 9.6)

{F} / e / {f}⇀
δ⋊⋉

{F} / e′ / {f}

De telles réductions, qui ne sont pas des réductions avec de la persistance, n’ont pas besoin des systèmes de
fichiers. Seules les primitives d’E/S vont les modifier.

Ensuite, pour les primitives parallèles, nous avons naturellement des règles de réductions,⇀
δ
≎

, mais celles-

ci sont similaires à celles des chapitres précédents. Il faut juste ajouter le fait que, pour des raisons évidentes,
il n’est pas possible qu’un processeur puisse envoyer un canal à un autre processeur. Celui-ci n’a pas à lire
(ou écrire) sur ce canal, car ce serait une communication cachée et non prise en compte par le modèle BSP.
Ainsi, nous devons tester si les valeurs envoyées contiennent ou non des canaux. Pour cela, nous utilisons la
fonctionAc qui parcourt inductivement et trivialement la valeur pour savoir si celle-ci contient des canaux.
Notons que ce travail est effectué par OCaml quand il linéarise une valeur. La fonctionAc est appliquée à
toutes les valeurs calculées par lesend. Cette fonction indique aussi, de la même manière, si une valeur
contient ou non un vecteur parallèle. Cela nous permet d’éviter d’écrire sur un fichier une valeur parallèle
que nous serions incapables d’écrire du fait de son caractère asynchrone.

Enfin, nous complétons notre sémantique en donnant les règles δ io
⇀
δ

de nos primitives d’E/S. Celles-ci
sont données à la figure 9.7. Détaillons leur fonctionnement:

• Les règles 9.1 et 9.2 donnent l’ouverture d’un fichier en lecture. Deux cas se posent :

1. Le fichier est fermé (règle 9.1). Le fichier est alors ouverten lecture et nous obtenons un
nouveau canal pointant au début du fichier ;

2. Le fichier a déjà été ouvert en lecture (règle 9.2). Nous obtenons alors un nouveau canal poin-
tant au début du fichier et qui est ajouté aux autres canaux ;

• Les règles 9.3 et 9.4 donnent l’ouverture d’un fichier en écriture. Deux cas se posent :
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((λ.e)[s] v)
ε
⇀ e[v ◦ s]

n + 1[v ◦ s]
ε
⇀ n[s]

1[v ◦ s]
ε
⇀ v[•]

(µ.e)[s]
ε
⇀ e[µ.e ◦ s]

(λ.e)[s]
ε
⇀ (λ.e)[s]

v[s]
ε
⇀ v si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

(e1 e2)[s]
ε
⇀ (e1[s] e2[s])

(e1, e2)[s]
ε
⇀ (e1[s], e2[s])

(if e1 then e2 else e3)[s]
ε
⇀ if e1[s] then e2[s] else e3[s]

(proj e)[s]
ε
⇀ (proj e[s])

(put e)[s]
ε
⇀ (put e[s])

(apply e1 e2)[s]
ε
⇀ (apply e1[s] e2[s])

(mkpar e)[s]
ε
⇀ (mkpar e[s])

〈e0, . . . , ep−1〉[s]
ε
⇀ 〈e0[s], . . . , ep−1[s]〉

[e0, . . . , ep−1][s]
ε
⇀ [e0[s], . . . , ep−1[s]]

access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i) ⇀
δ

vi

init (n, f) ⇀
δ

[(f 0), . . . , (f (n−1))]

fst (v1, v2) ⇀
δ

v1

snd (v1, v2) ⇀
δ

v2

+ (n1, n2) ⇀
δ

n1 + n2

isnc nc ⇀
δ

true

isnc v ⇀
δ

false si v 6= nc

if true then e2 else e3 ⇀
δ

e2

if false then e2 else e3 ⇀
δ

e3

Figure 9.6 — Réductions fonctionnelles et opérations génériques (rappel)

1. Le fichier existait déjà (règle 9.3). Le fichier est alors ouvert en écriture et les anciennes don-
nées sont supprimées (le fichier est écrasé). Un canal pointant au début du fichier est retourné ;

2. Le fichier n’existait pas (règle 9.4). Il est alors créé. Uncanal pointant au début de ce nouveau
fichier est retourné ;

• Les règles 9.5, 9.6, 9.7 et 9.8 donnent la fermeture d’un fichier ouvert en lecture. Quatre cas se
posent :

1. Le canal n’a pas déjà été fermé et il existe d’autres canauxsur le fichier (règle 9.5). Le canal
est supprimé et le fichier reste toujour ouvert ;

2. Le canal a déjà été fermé et il existe d’autres canaux sur lefichier (règle 9.6). Rien n’est fait.

3. Le canal n’a pas déjà été fermé et il n’existe pas d’autres canaux sur le fichier (règle 9.7). Le
canal est supprimé et le fichier fermé ;

4. Le canal a déjà été fermé et il n’existe pas d’autres canauxsur le fichier (règle 9.8). Rien n’est
fait.

• La règle 9.9 est pour la fermeture d’un fichiervia un canal d’écriture. Le fichier est fermé s’il était
ouvert ou sinon, reste fermé ;

• La règle 9.10 est pour l’accés à la valeur du fichier. Le canal pointe alors sur la valeur suivante ;
• La règle 9.11 est pour la lecture d’une valeur dans le fichier.Mais le canal ne pointe plus sur une

valeur : nous sommes à la fin du fichier. La valeur vide est retournée.
• La règle 9.12 permet d’écrire une valeur. Cette valeur est ajoutée dans le fichier si seulement elle ne

contient pas un canal ou qu’elle ne soit pas locale ou répliquée (ne contient pas un vecteur parallèle
ou une primitive parallèle) ;

• La règle 9.13 permet de déplacer le pointeur du canal (d’un fichier ouvert en écriture) afin de lire
une autre valeur ;

• La règle 9.14 permet la suppression du fichier, si celui est fermé.

Ces opérations sont distinguées par une étiquette (loc ou glo) notéeeti, nous avons besoins de règles,
une pour les fichiers locauxio

⇀
δi

et une autre pour les fichiers globauxio
⇀
δ

⋊⋉

:

e / {fi}
io
⇀
δ

e′ / {f ′
i}

e / {fi}
io
⇀
δi

e′ / {f ′
i}

e / {F}
io
⇀
δ

e′ / {F ′}

{F} / e / {f}
io
⇀
δ⋊⋉

{F ′} / e′ / {f}

Pour un processeuri, l’opération d’E/S fonctionne sur son système local de fichiers. Pour la machine paral-
lèle, nous avons les mêmes opérations, excepté qu’elles sont exécutées sur le système global de fichiers. La
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primitive copy
⋊⋉

qui copie des fichiers locaux en globaux, a la sémantique suivante :

{F ′, .., F ′′}/(copy g)/{f0, . . . , fp−1}
io
⇀
δ⋊⋉

{F ′, .., F ′′, cFj1

vn...
v0

, . . . , cFjm

vn...
v0
}/()/{f0, . . . , fp−1}

tel que∀j ∈ {0 . . . (p− 1)} tel que(g j) = (gj , Fj) et siFj /∈{F ′, .., F ′′} etfj = {gi, . . . ,
cf

vn.
..

v0
, . . . , f ′′}.

Chaque fichier local est copié dans le système global suivantle paramètreg et si les fichiers locaux sont
fermés et si les fichiers globaux n’existent pas déjà.

Les contextes d’évaluation sont les mêmes que ceux de la section 3.2.3 du chapitre 3. La figure 9.8 les
rappelle. Avec ces contextes, nous pouvons réduire en «profondeur» dans les expressions. Pour cela, nous
utilisons des règles d’inférences.

Définition 29 (Sémantique à «petits pas» avec persistance).
La sémantique de BSML avec persistance⇀ est définie par :

e / {fi}
i

⇀ e′ / {f ′
i}

{F} / Γi
l(e) / {f}⇀ {F} / Γi

l(e
′) / {f ′}

où

{
{f} = {{f0}, . . . , {fi}, . . . , {fp−1}}
{f ′} = {{f0}, . . . , {f ′

i}, . . . , {fp−1}}

et
{F} / e / {f}

⋊⋉

⇀ {F ′} / e′ / {f}

{F} / Γ(e) / {f}⇀ {F ′} / Γ(e′) / {f}

Nous pouvons donc réduire à l’intérieur d’un vecteur parallèle et le contexte précise dans quel processeur
l’expression est évaluée. Nous avons donc bien, une règle pour la réduction locale et une autre pour la
réduction globale. Nous avons les résultats suivants·

Lemme 66 (Confluence forte)

Soit un système global de fichiers{F}, une expressione et des systèmes locaux de fichiers{f}.
Si {F}/e/{f}⇀ {F1}/e1/{f1}
et {F}/e/{f}⇀ {F2}/e2/{f2}
alors il existe un système global de fichiers{F3}, une expressione3 et des systèmes locaux de fichiers{f3}
tels que {F1}/e1/{f1}⇀ {F3}/e3/{f3}
et {F2}/e2/{f2}⇀ {F3}/e3/{f3}.

Preuve . Voir en section 9.A de l’annexe de ce chapitre.

Ce qui nous donne :

Théorème 13 (Confluence)

Soit une expression «programmeurep» tel quee = T•(ep), un système global de fichiers{F} et des
systèmes locaux de fichiers{f}. Si {F}/e/{f}

∗
⇀ {F1}/v1/{f1} et {F}/e/{f}

∗
⇀ {F2}/v2/{f2}

alorsv1 = v2, F1 = F2 etf1 = f2.

Preuve . La relation⇀ est fortement confluente, donc d’après le lemme 1, elle est confluente.

Notons que la sémantique n’est pas déterministe mais confluente, car plusieurs règles peuvent être appli-
quées à un instant donné, le parallélisme provenant des contextes.

9.5 Coût des nouvelles primitives et expérimentations

9.5.1 Coût EM 2-BSP des primitives

Le modèle de coût associé à nos programmes est celui de EM2-BSP. Nous ne revenons pas sur la partie BSP
de nos primitives. Il suffit pour chacune d’elles de rajouterles coûts d’E/S dans les coûts locaux. Prenons
le cas demkpar pour illustrer cette modification triviale. Si le temps de calcul et d’E/S de l’évaluation du
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Ouverture d’un fichier :

(open
r
eti f)/{f ′, . . . , cf

vn...
v0

, . . . , f ′′}
io
⇀
δ

fa
r / {f ′, . . . , rf

vn...
v0

[ga
0 ], . . . , f ′′} (9.1)

(open
r
eti f)/{f ′, . . . , rf

vn...
v0

[ga, . . . , gz], . . . , f ′′}
io
⇀
δ

fξ
r / {f ′, . . . , rf

vn...
v0

[ga, . . . , gz, gξ
0], . . . , f

′′} (9.2)

(open
w
eti f)/{f ′, . . . ,

c
f

vn...
v0

, . . . , f ′′}
io
⇀
δ

fξ
w / {f ′, . . . ,

w
f ∅ , . . . , f ′′} (9.3)

(open
w
eti f)/{f ′, . . . , f ′′}

io
⇀
δ

fξ
w / {f ′, . . . , wf ∅ , . . . , f ′′} si f /∈{f ′, . . . , f ′′} (9.4)

Fermeture d’un fichier :

(closer
eti fξ

r )/{f ′, . . . , rf
vn.
..

v0
[ga, . . . , gξ

k, . . . , gz], . . . , f ′′}
io
⇀
δ

() / {f ′, . . . , rf
vn.
..

v0
[ga, . . . , gz], . . . , f ′′}

(9.5)

(closer
eti fξ

r )/{f ′, . . . , rf
vn.
..

v0
[ga, . . . , gz], . . . , f ′′}

io
⇀
δ

() / {f ′, . . . , rf
vn.
..

v0
[ga, . . . , gz], . . . , f ′′}

(9.6)

(closer
eti fξ

r )/{f ′, . . . , rf
vn...
v0

[gξ
k], . . . , f ′′}

io
⇀
δ

() / {f ′, . . . , cf
vn...
v0

, . . . , f ′′} (9.7)

(closer
eti fξ

r )/{f ′, . . . , cf
vn.
..

v0
, . . . , f ′′}

io
⇀
δ

() / {f ′, . . . , cf
vn.
..

v0
, . . . , f ′′} (9.8)

(closew
eti fξ

w/{f ′, . . . , ?f
vn.
..

v0
, . . . , f ′′}

io
⇀
δ

() / {f ′, . . . , cf
vn.
..

v0
, . . . , f ′′} où ?=w ou ?=c (9.9)

Lecture et écriture d’une valeur :

(readeti fξ
r )/{f ′, . . . , rf

...
vk.
..

[ga, . . . , gξ
k, . . . , gz], . . . , f ′′}

io
⇀
δ

vk / {f ′, . . . , rf

...
vk.
..

[ga, . . . , gξ
m, . . . , gz], . . . , f ′′}

avecm = k + 1. vk est lakème valeur def (9.10)

(readeti fξ
r )/{f ′, . . . , rf

vn...
v0

[ga, . . . , gξ
k, . . . , gz], . . . , f ′′}

io
⇀
δ

nc / {f ′, . . . , rf
vn...
v0

[ga, . . . , gξ
k, . . . , gz], . . . , f ′′}

si k > n (9.11)

(writeeti (v, fξ
w))/{f ′, . . . , wf

.

.. , . . . , f ′′}
io
⇀
δ

()/{f ′, . . . , wf
v.
.. , . . . , f ′′} siAc(v) 6= true etV•(v) = true (9.12)

Déplacement dans le fichier et supression d’un fichier :

(seeketi fξ
r k)/{f ′, . . . , rf

vn...
v0

[ga, . . . , gξ
m, . . . , gz], . . . , f ′′}

io
⇀
δ

nc / {f ′, . . . , rf
vn...
v0

[ga, . . . , gξ
k, . . . , gz], . . . , f ′′}

(9.13)

(deleteeti f)/{f ′, . . . , cf
.
.. , . . . , f ′′}

io
⇀
δ

()/{f ′, . . . , f ′′} (9.14)

Figure 9.7 — Règle des opérations d’E/S
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Γ ::= []
| Γ e
| v Γ
| (Γ, e)
| (v, Γ)
| if Γ then e else e
| (mkpar Γ)
| (apply Γ e)
| (apply v Γ)
| (put Γ)
| (proj Γ)

∆i ::= ∆i e
| v ∆i

| (∆i, e)
| (v, ∆i)
| if ∆i then e else e
| (mkpar ∆i)
| (apply ∆i e)
| (applyv ∆i)
| (put ∆i)
| (proj ∆i)

| 〈e, . . . ,

i
︷︸︸︷

Γl[e], . . . , e〉

Γl ::= []
| Γl e
| v Γl

| (Γl, e)
| (v, Γl)
| if Γl then e else e
| [Γl, e1, . . . , en]
| [v0, Γ

l, . . . , en]
| . . .
| [v0, v1, . . . , Γ

l]

Figure 9.8 — Rappel des contextes d’évaluation

paramètre demkpar estwall et que le temps d’évaluation asynchrone de chaque composante du vecteur
estwi + mi (temps des calcul et temps des E/S) alors le temps d’évaluation du vecteur parallèle est :

wall/〈◦w0 + m0, . . . , wp−1 + mp−1◦〉

Comme pour les primitives parallèles, nos opérations d’E/Sont un coût que nous allons donner à l’aide du
modèle EM2-BSP et nous faisons l’hypothèse que les arguments des opérations d’E/S ont été préalablement
évalués (stratégie d’appel par valeur).

Comme nous l’avons expliqué dans la section 9.2.1, chaque transfert de (resp. vers) la mémoire externe
locale vers (resp. depuis) la mémoire principale coûte⌈ n

Dl⌉ × Gl + ⌈n+1
DlBl⌉ × Ol pour n octets. Le coût

pour la mémoire externe globale est⌈ n
Dg⌉ ×Gg + ⌈ n+1

DgBg⌉ × Og. Notons que dans le cas d’un fichier vide,
aucune valeur n’est lue sur le fichier. Le coût d’un telle opération n’est donc que le surcoûtOl (oùOg pour
un fichier global). De cette manière, nous avons, de manière très simple, le coût de l’appel système pour
l’accès à un fichier. Ce sont ces constantes que nous utiliserons pour les coûts des opérations ne nécessitant
qu’un accès constant aux systèmes de fichiers.

Suivant que le système global de fichiers est partagé ou distribué, les coûts des opérations d’E/S globaux
(figure 9.9) seront différents.

Les opérations locales sont asynchrones. Elles participent donc à la première phase d’une super-étape.
Dans le cas d’un système global distribué, les opérations globales ont les mêmes coûts que celles locales.
Nous sommes en présence d’une architecture «shared nothing» et donc toutes les opérations d’E/S sont
asynchrones car tout est distribué et/ou dupliqué.

Dans le cas d’un système global partagé (présence de disquespartagés), les opérations globales sont
synchrones car elles modifient le contexte global de la machine EM2-BSP . Par exemple, ouvrir un fichier
global nécessite une synchronisation. En effet, l’exécution du programme serait non-déterministe si un
processeur pouvait écrire dans un fichier global alors qu’unautre processeur écrit une autre valeur dans ce
fichier ou tente d’ouvrir ce même fichier en lecture. Avec cette synchronisation globale, tous les processeurs
ouvrent (resp. ferment ou détruisent) le fichier et ils se communiquent leur réussite ou leur échec.p − 1
booléens sont ainsi transmis sur le réseau par chaque processeur et une exception globale peut être levée si
un processeur a eu un problème.

Deux exceptions notoires sont à noter.glo_output_value etglo_input_value ne nécessitent pas fon-
damentalement de synchronisation. Comme nous sommes dans le contexte global, toutes les valeurs répli-
quées à lire ou à écrire sont identiques (elles ne contiennent pas un vecteur parallèle) en chaque processeur.
La lecture de ces valeurs peut donc se faire dans un ordre quelconque. Différent canaux sont positionnés
en différents points du fichier mais lisent la même valeur en un même point4. L’écriture des valeurs sur
un même fichier n’étant faite que par un seul processeur, aucun problème d’écriture concurrente (de diffé-
rents processeurs) sur un canal d’écriture ne peut avoir lieu. Notons que la sémantique (et par conséquent
l’implantation) deglo_open_out n’autorise l’ouverture d’un fichier que pour un seul canal d’écriture,

4Cela n’est plus vrai si un programme extérieur «s’amusait» àmodifier ces fichiers, mais cela relève d’un problème de sécurité que
nous ne traiterons pas dans ce manuscrit. Notons que l’on trouve ce même problème à l’ouverture d’un fichier.
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Opérateur Coût

loc_open_in (resp. out) temps constantOl

(loc_output_value v) ⌈ size(v)
Dl ⌉ ×Gl + ⌈ size(v)+1

DlBl ⌉ ×Ol

loc_input_value ⌈ size(v)
Dl ⌉ ×Gl + ⌈ size(v)+1

DlBl ⌉ ×Ol oùv est la valeur lue
loc_close_in (resp. out) temps constantOl

loc_delete temps constantOl

glo_open_in
{

(p− 1)× g + Og + l Si le système global de fichiers est partagé
Ol Autrement

glo_open_out
{

(p− 1)× g + Og + l Si le système global de fichiers est partagé
Ol Autrement

(glo_output_value v)

{

⌈ size(v)
Dg ⌉ ×Gg + ⌈ size(v)+1

DgBg ⌉ ×Og Si partagé
⌈ size(v)

Dl ⌉ ×Gl + ⌈ size(v)+1
DlBl ⌉ ×Ol Autrement

glo_input_value







⌈ size(v)
Dg ⌉ ×Gg + ⌈ size(v)+1

DgBg ⌉ ×Og Si partagé
⌈ size(v)

Dl ⌉ ×Gl + ⌈ size(v)+1
DlBl ⌉ ×Ol Autrement

et oùv est la valeur lue

glo_close_in
{

(p− 1)× g + Og + l Si le système global de fichiers est partagé
Ol Autrement

glo_close_out
{

(p− 1)× g + Og + l Si le système global de fichiers est partagé
Ol Autrement

glo_delete
{

(p− 1)× g + Og + l Si le système global de fichiers est partagé
Ol Autrement

(glo_copy f)







⌈ size(fi)
Dg ⌉ ×Gg+⌈ size(fi)

DgBg ⌉ ×Og+⌈ size(fi)
Dl ⌉ ×Gl+⌈ size(fi)

DlBl ⌉ ×Ol+ l
Si le système global de fichiers est partagé

(⌈ size(fi)
Dl ⌉ ×Gl + ⌈ size(fi)

DlBl ⌉ ×Ol)× 2 + size(fi)× g + 2× l
Autrement
si ∀i ∈ {0 . . . (p− 1)} tel que(f i) = (fi, F )

Figure 9.9 — Coût des opérations d’E/S parallèles

interdisant de fait l’écriture concurrente de différents processeurs,via ces canaux, sur ce même fichier.
Notons que l’écriture de vecteurs parallèles n’est pas autorisée car ces valeurs sont différentes en chaque
processeur, et il faudrait pouvoir toutes les écrire, et dans le bon ordre, pour pouvoir être ensuite relu. Cela
impliquerait une synchronisation que nous ne voulons pas pour des raisons d’efficacité de l’écriture dans
un fichier global.

9.5.2 Implantation des primitives

Les canauxglo_channel et loc_channel sont des types abstraits et sont implantés comme des tableaux de
canaux, un canal par disque.

L’implantation actuelle emploie les fonctionnalités des processus légers («threads» dans la littérature
anglo-saxonne) d’OCaml pour pouvoir écrire (ou lire) sur les D-disques de chaque composante de la ma-
chine parallèle : nous créonsD processus légers qui écrivent (ou lisent) sur lesD canaux. Chacun contient
une partie de la donnée, structurée en une suite d’octets, etchacun l’écrit sur un disque parallèlement aux
autres processus-légers. Pour transformer une valeur en une séquence d’octets, nous devons la linéariser.
Cette séquence d’octets pourra par la suite être décodée en une valeur. Le moduleMarshal de la biblio-
thèque standard d’OCaml fournit un tel dispositif.
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Dans le cas de disques partagés globaux, un des processeurs est choisi pour réellement écrire la valeur.
Dans notre première implantation, c’est chacun à tour de rôle. Avec des bibliothèques de plus bas niveaux,
nous pourrions implanter un «processus démon» qui n’autoriserait l’écriture qu’au premier des processeurs
qui a atteint dans son code, la primitive d’écriture globale.

Pour communiquer les booléens, nous utilisons le module de communicationComm de l’implantation
modulaire de la BSMLlib. Un échange total des booléens, indiquant si le processeur a bien ouvert (resp.
fermé) son fichier global, permet de savoir si de manière globale, ce fichier a bien été ouvert (resp. fermé)
ou non.

Les systèmes globaux (et locaux) de fichiers sont dans différents répertoires. Les chemins de ces réper-
toires sont des paramètres systèmes de la BSMLlib ainsi qu’un booléen qui indique si le système de fichiers
est partagé ou non. Le répertoire pour les fichiers globaux est supposé être monté pour pouvoir accéder
aux disques partagés. Le chemin du répertoire global doit être différent de celui du répertoire des fichiers
locaux. De cette manière, les primitives globales accèdentaux fichiers globaux et les primitives locales aux
fichiers locaux. Dans le cas d’une architecture ne comprenant que des disques partagés, par exemple, une
machine séquentielle (comme un PC) à qui on voudrait donner le rôle de machine parallèle, les primitives
locales utilisent le pid des processeurs pour distinguer les fichiers locaux des différents processeurs (dans
l’implantation actuelle).

9.5.3 Exemple d’utilisation de nos primitives

Notre exemple est le calcul classique des préfixes d’une liste. Ici nous faisons l’hypothèse que les éléments
de la liste sont distribués sur tous les processeurs comme unfichier qui contient une sous-partie de la liste
initiale. Chaque fichier est découpé en sous-listes contenant Dl×Bl

s éléments oùs est la taille d’un élément.
Nous rappellons d’abord les parties purement séquentielles en OCaml de notre algorithme :

let isnc=function None→true | _→false

(∗ seq_scan_last:(α→α→α )→α→α list→α ∗α list∗)
let seq_scan_last op e l =
let rec seq_scan’ last l accu = match l with

[]→(last,(List.rev accu))
| hd::tl→(let new_last = (op last hd)

in seq_scan’ new_last tl (new_last::accu))
in seq_scan’ e l []

avecList.rev [v0; v1; . . . ; vn] = [vn; . . . ; v1; v0]. Pour calculer les préfixes d’une liste, nous calculons préa-
lablement les préfixes des listes représentées par des fichiers locaux. Pour cela, nous utilisons le code sui-
vant :

(∗ seq_scan_list_io:(α→α→α )→α→loc_name→loc_name→α ∗)
let seq_scan_list_io op e name_in name_tmp=
let cha_in =loc_open_in name_in in
let cha_tmp=loc_open_out name_tmp in
let rec seq_scan’ last =
let block=(loc_input_value cha_in) in
if (isnc block) then last
else let block2=(seq_scan_last op last (noSome block)) in

loc_output_value cha_tmp (snd block2);
seq_scan’ (fst block2) in

let res=seq_scan’ e in
loc_close_in cha_in;loc_close_out cha_tmp;res

Le fichier local est tout d’abord ouvert, ainsi qu’un fichier temporaire. Pour chacune des sous-listes du fi-
chier, nous calculons les préfixes et le dernier élément ainsi calculé. Ensuite, nous écrivons ces préfixes dans
le fichier temporaire et nous fermons les deux fichiers. Maintenant, nous calculons les préfixes parallèles de
ces derniers éléments. Il ne nous reste plus alors qu’à ajouter ces valeurs dans les fichiers temporaires :

(∗ add_last:(α→α→α )−α→loc_name→loc_name→unit ∗)
let add_last op e name_tmp name_out =
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let cha_tmp=loc_open_in name_tmp in
let cha_out=loc_open_out name_out in
let rec seq_add () =
let block = (loc_input_value cha_tmp) in
if (isnc block) then () else
loc_output_value cha_out(List.map (op e)(noSome block));
seq_add () in

seq_add ();loc_close_in cha_tmp;
loc_close_out cha_out; loc_delete name_tmp

Le fonctionnement deadd_last est similaire à celui deseq_scan_list_io. La fonction finale n’est alors
plus que la composition des fonctions susmentionnées :

(∗scan:(α→α→α )→α→loc_name→loc_name→loc_name→unit par∗)
let scan_list_direct_io op e name_in name_tmp name_out =
let lasts=parfun (seq_scan_list_io op e name_in)

(replicate name_tmp) in
let tmp_values=scan_direct op lasts in
parfun3 (add_last op) tmp_values

(replicate name_tmp) (replicate name_out)

Pour un exemple d’utilisation des fichiers globaux, nous donnons le code de la distribution des sous-listes
aux composantes de la machine parallèle. Pour chaque bloc dela liste initiale, un processeur l’écrit dans
son fichier local :

(∗ distribut:glo_name→loc_name→unit ∗)
let distribut name_in name_out =
let cha_in=glo_open_in name_in in
let cha_outs=parfun loc_open_in (replicate name_out) in
let rec distri m =
let block=glo_input_value cha_in in
if (isnc block) then () else
(apply2 (mkpar (fun pid→if pid=m then loc_output_value

else (fun a b→())))
cha_outs (replicate (noSome block)));
distri ((m+1) mod (bsp_p ())) in

distri 0;parfun loc_close_out cha_outs;glo_close_in cha_in

Nous avons la formule de coût EM2-BSP suivante pour la version avec mémoire externe du calculdes
préfixes. Notons que nous utilisons un algorithme direct pour le calcul des préfixes parallèles :

(p− 1)× s× g + 4×N × (Bl ×Gl + Ol) + 2× r ×N × (Dl ×Bl) + T1 + l

si nous lisons les sous-listes du fichier par blocs de tailleDlBl et oùs dénote la taille en octets d’un élément,
N est la longueur maximale d’un fichier d’un processeur etT1 = 12×Ol est le temps pour ouvrir et fermer
les fichiers. Nous avons donc le temps pour lire les fichiers, écrire les résultats temporaires, calculer les
préfixes parallèles, lire les fichiers temporaires et écrirele résultat final dans les fichiers finaux. Le coût
EM2-BSP de la distribution des données est :







p×N × (⌈
DlBl

Dg
⌉ ×Gg + ⌈

DlBl

DgBg
⌉ ×Og) + N × (Bl ×Gl + Ol) + 2× l + T2

Si les disques globaux sont partagés

p×N × (Bl ×Gl + Og) + N × (Bl ×Gl + Ol) + T ′
2 Autrement

tel queT2 etT ′
2 sont les temps pour ouvrir et fermer les fichiers. Nous avons le temps pour lire les données

depuis le fichier global (lecture par blocs de tailleDlBl) et de les écrire sur les fichiers locaux. Nous avons
aussi deux barrières de synchronisations dues au opérateursglo_open_in et glo_close_in .
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Figure 9.10 — Benchmarks du calcul des préfixes E/S d’une liste
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9.5.4 Expérimentations

Des premières expériences ont été faites sur une grappe de 6 nœuds chacun avec 256Mo de RAM. Les
nœuds sont des Intel pentium IV 2.8 Ghz avec des cartes Gigabit Ethernet et interconnectés par un réseau
Gigabit Ethernet (10/100/1000). Une Mandrake clic 2.0 a étéutilisée comme système d’exploitation et les
programmes ont été compilés avec OCaml 3.08.02 en mode natif. Chaque nœud contient un disque local.
Le serveur du cluster possède un disque partagé par les nœudsvia NFS.

Ces tests ont été effectués pour comparer les temps d’exécution entre un algorithme BSP utilisant seule-
ment la BSMLlib et un algorithme EM2-BSP utilisant nos nouvelles primitives. L’algorithme BSPlit les
données à partir d’un fichier global et les maintient dans lesmémoires centrales des processeurs. L’algo-
rithme EM2-BSP a distribué les données comme décrit dans la section précédente. La figure 9.10 récapitule
les temps d’exécution des 2 programmes. Ceux-ci ont été exécutés 100 fois pour le graphique du haut et 3
fois pour le graphique du bas. Ensuite, la moyenne des temps aété prise.

Seul le calcul des préfixes, à proprement parler, a été pris enconsidération. Le temps nécessaire à la
distribution des données a été ignoré car le cluster n’a pas un vrai disque partagé, mais un simulé en utilisant
le système NFS. Par conséquent, la distribution des donnéesest lente (Gg dépend deg) et celle-ci est
similaire dans les deux algorithmes.

Notre grappe a les paramètres EM2-BSP suivants :

p = 6 nœuds
r = 469 Mflops/s
g = 28 flops
l = 227512 flops

Dl = 1 octets
Bl = 4096 octets
Gl = 1.2 flops
Ol = 100 flops

Dg = 1 octets
Bg = 4096 octets
Gg = 33.33 flops
Og = 120 flops

en utilisant la version MPI du module de communication de la BSMLlib. Les paramètres d’E/S ont été
obtenus en employant desbenchmarkstels que ceux de la figure 9.4. Les temps d’exécutions prévus (théo-
riques), utilisant ces paramètres, sont aussi présentés dans la figure 9.10. Nous avons utilisé des listes de
flottants avece = 0., op = +. et nous avons approximativement 140 flottants dans un bloc. Ainsi, les listes
sont coupées en des sous-listes ayant approximativement 140 éléments.

Pour de petites listes et donc pour un nombre restreint de données, les surcoûts pour la gestion de la
mémoire externe rendent le programme BSML plus efficace que celui en EM2-BSML. Cependant, une
fois que toutes les mémoires internes sont employées, les temps d’exécution du programme de BSML
dégénèrent, ce qui est dû au coût du mécanisme de pagination pour avoir de la mémoire virtuelle. Les
temps d’exécution du programme EM2-BSML, eux, continuent sans à-coup et surpassent clairement ceux
du programme BSML.

Nous pouvons constater une légère différence entre les temps des prévisions des exécutions et ceux
mesurés sur notre grappe de test. Mises à part les divergences entre courbes de prédiction et courbes réelles,
nous trouvons là les coûts dus au «ramasseur de miettes» (Garbage Collectordans la littérature anglo-
saxonne) d’OCaml. En effet, dans la famille des langages ML,la machine abstraite contrôle les ressources
et la mémoire, à la différence de C ou C++ où le programmeur doit assigner et libérer les données de la
mémoire.

Utiliser des primitives d’E/S et un algorithme moins naïf quand le nombre de données à traiter est impor-
tant, permet de réaliser des gains de performances considérables et améliore la prédiction des performances.
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9.A Preuve du théorème

Lemme 67 (Déterminisme des règles fonctionnelles)

Soite une expression.

1. Sie
ε
⇀ e1 et e

ε
⇀ e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie⇀
δ

e1 et e⇀
δ

e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 68 (Déterminisme des règles globales)

Soit un un système global de fichiers{F}, une expressione et des systèmes de fichiers locaux{f}.

1. Si{F} / e / {f}
ε
⇀
⋊⋉

{F1} / e1 / {f1} et {F} / e / {f}
ε
⇀
⋊⋉

{F2} / e2 / {f2} alors e1 = e2,

{F1} = {F2} et{f1} = {f2} ;

2. Si {F} / e / {f}⇀
δ⋊⋉

{F1} / e1 / {f1} et {F} / e / {f}⇀
δ⋊⋉

{F2} / e2 / {f2} alors e1 = e2,

{F1} = {F2} et{f1} = {f2}.

Preuve . Par application du lemme 67 et par cas sur les règles des primitives et des opérations globales.

Lemme 69 (Déterminisme des règles de persistance)

Soit un un système global de fichier{F}, une expressione et un système local de fichiers{fi}.

1. Sie / {fi}
io
⇀
δ

e1 / {f1
i } et e / {fi}

io
⇀
δ

e2 / {f2
i } alorse1 = e2 et{f1

i } = {f2
i } ;

2. Sie / {F}
io
⇀
δ

e1 / {F1} et e / {F}
io
⇀
δ

e2 / {F2} alorse1 = e2 et{F1} = {F2}.

Preuve . Par examen exhaustif des règles des opérations de persistance.

Lemme 70 (Déterminisme des règles)

Soit un un système global de fichiers{F}, une expressione et des systèmes locaux de fichiers{f} ou un
système global de fichiers{fi}.

1. Sie / {fi}
i

⇀ e1 / {f1
i } et e / {fi}

i
⇀ e2 / {f2

i } alorse1 = e2 et{f1
i } = {f2

i } ;

2. Si{F} / e / {f}
⋊⋉

⇀ {F1} / e1 / {f1} et {F} / e / {f}
⋊⋉

⇀ {F2} / e2 / {f2} alors e1 = e2,
{F1} = {F2} et{f1} = {f2} = {f}.

Preuve . Par application des lemmes 67 et 69 pour (1) et des lemmes 69 et68 pour (2).

Notons que les contextes sont identiques à ceux du chapitre 3. Donc nous utilisons les mêmes lemmes
sur ces contextes.

Lemme 71 (Confluence forte)

Soit un système global de fichiers{F}, une expressione et des systèmes locaux de fichiers{f}.
Si {F}/e/{f}⇀ {F1}/e1/{f1}
et {F}/e/{f}⇀ {F2}/e2/{f2}
alors il existe un système global de fichiers{F3}, une expressione3 et des systèmes locaux de fichiers{f3}
tels que {F1}/e1/{f1}⇀ {F3}/e3/{f3}
et {F2}/e2/{f2}⇀ {F3}/e3/{f3}.
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Preuve . Par le lemme 9, nous avons deux types de réductions bien distincts.

Si ⇀ est une réduction globale, alors par le lemme 7 il n’existe qu’un contexte global et par le lemme 70, la
réduction est déterministe.

Si ⇀ est une réduction locale, alors nous avonse = ∆i[ei] ete = ∆j [ej ]. Nous avons alors deux cas :

1. Sii = j alors par le lemme 8.1 il n’existe qu’un contexte et par le lemme 70, la réduction est déterministe ;

2. Sii 6= j alors par le lemme 8.2, il n’existe qu’un seul vecteur à réduire. Par le lemme 70, les deux réductions
sont déterministes. Il est alors facile de constater que lesrègles peuvent donc s’entrelacer : les réductions
interviennent dans deux composantes d’un même vecteur et dans deux systèmes de fichiers locaux diffé-
rents.

Les deux types de réductions sont donc fortement confluentes.
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Ce chapitre est une extension des articles [C7] et [R4] écrits en collaboration avec Frédéric Loulergue, Frédéric
Dabrowski et Myrto Arapinis.
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LA première étape avant de définir un langage pour le méta-calcul consiste à obtenir un langage parallèle
fonctionnel proche de BSML, mais sans les barrières de synchronisation du modèle BSP. Pour cela, nous

nous basons sur le modèleMessage Passing Machine(MPM) [36, 231] et proposons le langage
Minimally Synchronous Parallel ML(MSPML) semblable à BSML mais avec une évaluation distribuée
bien différente. Ce langage nous servira de «cobaye» pour les extensions asynchrones nécessaires au méta-
calcul. Dans ce chapitre, nous présentons trois sémantiques équivalentes de MSPML, la sémantique de
haut niveau correspondant à la vue du programmeur (modèle deprogrammation), une sémantique à «petits
pas» décrivant les coûts des programmes et enfin la sémantique distribuée correspondant à une vue proche
de l’exécution sur une machine parallèle (modèle d’exécution). L’implantation et quelques expériences
terminent ce chapitre.

10.1 Introduction

L’étude d’un nouveau langage fonctionnel parallèle, sans barrière de synchronisation, permettrait de dépla-
cer l’équilibre de BSML entre souplesse de programmation, performances et simplicité de la prédiction de
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ces performances. Dans ce nouveau langage, nous gagnerons,avec plus de désynchronisations, de la sou-
plesse pour la programmation (notamment pouvoir y exprimerdes algorithmes non BSP) mais, en contre-
partie, nous perdrons en simplicité du modèle de coût. Ce langage, appelé MSPML, nous servira de base
pour l’étude des problèmes de désynchronisations qu’implique un environnement de méta-calcul (se référer
au chapitre 11 pour plus de détails).

MSPML a une syntaxe et une sémantique de «haut niveau» prochede celle de BSML, afin, entre autre,
de conserver le travail qui a pu être effectué sur la preuve des programmes (cf. chapitre 6). Le modèle
d’exécution (structuration des algorithmes) sera néanmoins différent, nonobstant la ressemblance des pro-
grammes. Ceux-ci seront plus efficaces dans le cas de donnéesnon équilibrées. Avec ce nouveau langage,
nous souhaitons :

1. Une sémantique sans inter-blocages ;

2. Un modèle de coût simple et réaliste mais sans barrière de synchronisation ;

3. Une comparaison de l’efficacité de MSPML et de BSML comme BSP a été comparé avec d’autres
paradigmes,

4. Une étude de l’expressivité de MSPML pour les algorithmesnon BSP.

Les deux derniers points ne seront pas traité dans ce manuscrit. C’est un travail en cours. Nous y reviendrons
dans les perspectives (chapitre 13).

MSPML sera aussi notre sujet d’étude pour la recherche et la conception d’extensions qui ne sont pas évi-
dentes en BSML, comme, par exemple, des primitives permettant la programmation d’algorithmes «clients-
serveurs». Nous mixerons aussi MSPML avec BSML pour obtenirun langage dédié au méta-calcul. (voir
au chapitre 11).

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Tout d’abord, nous présentons le modèle d’exécution et de
coût qui sera utilisé pour MSPML. Ensuite, nous décrivons informellement les primitives parallèles de notre
nouveau langage, puis nous donnons différentes sémantiques, du plus haut (modèle de programmation) au
plus bas niveau (modèle d’exécution). Nous donnons quelques résultats d’expériences sur une grappe de
PC d’un programme utilisant une implantation MSPML d’un patron algorithmique.

10.2 Modèle de coût et d’exécution

Plutôt que de passer directement à la conception d’un modèleet d’un langage à deux niveaux pour l’utilisa-
tion de grappes de machines parallèles, nous avons considéré la conception d’un langage proche de BSML
mais sans les barrières de synchronisation.

Il est souvent admis que les barrières de synchronisation nesont pas un handicap pour les performances
(dans le casd’une seulemachine parallèle), notamment parce qu’une vue globale du calcul permet des op-
timisations qui ne sont pas possibles dans le cas d’un parallélisme moins structuré (voir par exemple [164]).
L’éventualité de performances un peu moins bonnes n’est passi désavantageuse compte tenu de la plus
grande facilité de conception, de correction et de vérification des algorithmes (et des programmes).

Toutefois il y a de nombreux programmes parallèles implémentés, en particulier en MPI, qui ne suivent
pas le modèle BSP mais pour lesquels on souhaite pouvoir raisonner sur le coût. C’est ce qui a conduit au
modèleBSP sans barrière(BSP without barrier, BSPWB, en anglais) [232] puis au modèle MPM [231, 36].

BSPWB est un modèle directement inspiré du modèle BSP. Il propose de remplacer la notion de super-
étape par la notion dem-étape définie comme suit. À chaquem-étape, chaque processeur effectue une
phase de calcul suivie par une phase de communication. Durant la phase de communication, les processeurs
échangent les données dont ils ont besoin pour lam-étape suivante.

La machine parallèle est caractérisée par les trois paramètres suivants (les deux derniers sont exprimés
comme multiples de la puissance de calculs des processeurs) :

• Le nombre de processeursp ;

• La latenceL du réseau ;

• Le tempsg pour échanger un mot entre deux processeurs.

Le temps nécessaire à un processeuri pour exécuter unem-étapes est t(s,i) borné parTs le temps
nécessaire à l’exécution de lam-étapes par la machine parallèle.
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Figure 10.1 — Desm-étapes d’une exécution MPM

mpm_p : unit→int mpm_l : unit→float mpm_g : unit→float
mkpar : (int→α )→α par
apply : (α→β )par→α par→β par
mget : (int→α option)par→(int→bool)par→(int→α option)par
mat : α option par→(int→bool)→int→α option

Figure 10.2 — Les primitives de la MSPMLlib

Ts est défini inductivement par :






T1 =
p−1
max
i=0
{w(1,i)}+ max{g × h(1,i) + L}

Ts = Ts−1 +
p−1
max
i=0
{w(s,i)}+

p−1
max
i=0
{g × h(s,i) + L}

oùs ∈ {2, . . . , R} et avecR qui est le nombre dem-étapes du programme.w(s,i) eth(s,i) sont respective-
ment le temps de calcul local au processeuri durant lam-étapes et h(s,i) = max{h+

(s,i), h
−
(s,i)} où h+

(s,i)

(resp.h−
(s,i)) est le nombre de mots reçus (resp. envoyés) par le processeur i durant lam-étapes.

Dans ce modèle il y a toutefois une barrière implicite à chaque étape, le coût de la barrière elle-même étant
nul. De ce fait, ce modèle est une approximation trop grossière. Une meilleure borne,Φ(s,i), est donnée par
le modèleMessage Passing Machine[231]. Les paramètres de ce modèle sont identiques à ceux du modèle
BSPWB. On utilise l’ensembleΩ(s,i) pour un processeuri et unem-étapes (Figure 10.1) définie par :

Ω(s,i) = {j | processeurj envoie un message au processeuri à lam-étapes}
⋃

{i}

Les processeurs de l’ensembleΩ(s,i) sont appelés «partenaires entrants» du processeuri à lam-étapes.
La borneΦ(s,i) est définie inductivement par :







Φ(1,i) =
p−1
max
i=0
{w(1,j)|j ∈ Ω(1,i)}+ (g × h(1,i) + L)

Φ(s,i) =
p−1
max
i=0
{Φ(s−1,j)+w(s−1,j)|j ∈ Ω(s,i)}+(g×h(s,i)+L)

oùh(s,i) = max{h+
(s,i), h

−
(s,i)} pouri ∈ {0, . . . , p − 1} et s ∈ {2, . . . , R} (R étant toujours le nombre de

m-étapes). Le temps d’exécution pour un programme est donc borné par :

Ψ = max{Φ(R,j)|j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}}

Le modèle MPM prend en compte le fait qu’un processeur ne se synchronise qu’avec chacun de ses
partenaires entrants et est donc plus précis que BSPWB. Les premières expériences menées montrent (sec-
tion 10.6) que ce modèle s’appliquera bien à MSPML.

10.3 Langage MSPML

Il n’y a pas d’implantation d’un langage MSPML complet mais une implantation partielle sous forme d’une
bibliothèque pour OCaml.
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La bibliothèque MSPMLlib est basée sur les éléments donnés àla figure 10.2. La structure de données
parallèle (appelée vecteur parallèle), l’accès aux paramètres de la machine parallèle (mais ici les paramètres
MPM), la création de vecteur parallèle, l’application point-à-point sont identiques aux primitives de la
BSMLlib. Les différences proviennent des primitives pour les communications : les communications sont
exprimées à l’aide des primitivesmget et mat .

La primitive mget permet à un processeur de demander des données à plusieurs processeurs durant la
mêmem-étape et d’envoyer des messages différents à des demandeurs différents. Sa sémantique est :

mget f0 · · · fp−1 b0 · · · bp−1 = g0 · · · gp−1

oùgi = fun j→if (0 ≤ j < p− 1) then (if (bi j) then (fj i) else None) else None
La primitive mat permet à des processeurs de projeter leurs valeurs et donc deles diffuser aux autres

processeurs. Ces diffusions ne sont effectuées que si les autres processeurs ont besoin de ces valeurs. La
sémantique de cette primitive est donc :

mat v0 · · · vp−1 f = g

oùg = fun j→if (0 ≤ j < p− 1) then (if (f j) then vj else None) else None
Notons qu’en BSML, les primitives de communication n’ont qu’un argument (les valeurs à envoyer),

alors qu’en MSPML ces primitives en ont deux : les valeurs quipeuvent être envoyées et les processeurs
qui nécessitent ces valeurs. Ensuite, dans les deux langages, le résultat est une (ou des) fonction(s) donnant
les valeurs reçues.

10.3.1 Exemples

Tout comme la bibliothèque BSMLlib, la distribution MSPMLlib contient une bibliothèque standard. De
nombreuses fonctions sont identiques mais dès que des communications sont nécessaires, il y a des diffé-
rences. Par exemple, la diffusion directe1 peut être codée ainsi :

(∗ get: α par→int par→α par ∗)
let get v vi =
let proc=(parfun (fun i j→i=j) vi)
and values=parfun (fun v i→Some v) v in
parfun (fun f i→noSome (f i)) (mget proc values) vi

(∗ bcast_direct: int→α par→α par ∗)
let bcast_direct root vv = get vv (replicate root)

Son coût MPM est(p− 1)× s× g + L, oùs est la taille de la valeurvn au processeurn. On peut aussi la
programmer avec unmat de la manière suivante :

(∗ at: α par→int→α ∗)
let at v n =
let rcv=mat (applyat n (fun v→Some v) (fun _→None)) (fun i→i=n) in
noSome (rcv n)

(∗ bcast_direct_rpl: α par→int→α ∗)
let bcast_direct_rpl = at
(∗ bcast_direct: α par→int→α par∗)
let bcast_direct vv root = replicate (bcast_direct_rpl vv root)

Certaines fonctions de la bibliothèque standard sont récursives mais restent plates (sans composition
parallèle), comme la diffusion enlog p m-étapes :

(∗ bcast_logp: int→α par→α par ∗)
let bcast_logp root vv =

let from n =
mkpar (fun i→let j=natmod (i+(p())−root) (p()) in

if (n/2<=j)&&(j<n) then i−(n/2) else i) in

1Dans l’implantation actuelle, pour des raisons historiques, cette fonction est une primitive du langage.
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let rec aux n vv =
if n<1 then vv else get (aux (n/2) vv) (from n)

in aux (p()) vv

On peut aussi programmer deux types d’échange total, dont l’un est répliqué :

(∗ val totex: α par→(int→α )par ∗)
let totex vv =
parfun (compose noSome) (mget (parfun (fun v i→v) vv) (replicate (fun _→true )))

(∗ val totex_rpl: α par→int→α ∗)
let totex_rpl vv =
let rcv=(mat (parfun (fun v→Some v) vv) (fun _→true )) in
(compose noSome f)

Son coût parallèle est(p− 1)× s× g + L oùs est la taille de la plus grande des valeurs contenues par les
processeurs.

Notons que l’on peut tout à fait implanter les primitivesmget etmat en BSML. Le chapitre 2 le montre
d’ailleurs pourmget . Toutefois, les programmes MSPML ainsi exécutés, seront beaucoup moins efficaces
qu’avec l’emploi direct des primitives du langage. En effet, les implantations BSML nécessitent deux super-
étapes BSP et donc deux barrières de synchronisation pour l’exécution d’une seule primitive. A l’inverse,
on peut écrire entièrement les primitivesput etproj en MSPML. Par exemple,put peut être codé ainsi :

let put f =
let values_to_send = parfun2 List.map f (replicate (procs())) in
let send values =
let procs_at n = applyat n (fun _→procs()) (fun _→[]) in
let rec aux l n =
if n=mpm_p () then replicate []
else let h= parfun List.hd values and t=parfun List.tl values in

let v=get_list h (procs_at n) in
parfun2 List.append vl (aux t (n+1))

in
aux values 0 in

parfun List.nth (send values)

Pour le moment, la différence principale dans l’écriture des programmes est donc simplement la dif-
férence de style pour les communications. À partir du momentoù l’on n’utilise plus les primitives de
communication pour écrire des programmes, mais des fonctions de communication commebcast_direct,
les programmes seront identiques. Toutefois, leurs coûts seront différents suivant qu’on utilise MSPML ou
BSML.

10.4 Sémantiques

Cette section traite de la sémantique formelle de MSPML. Lesexpressions données par le programmeur
sont donc similaires à celles de notre mini-BSML (voir au chapitre 3), excepté le fait que les primitives
parallèles diffèrent. La première sémantique est celle quicorrespond au modèle de programmation. Elle
est semblable à la sémantique naturelle de BSML. La deuxièmesémantique est aussi proche de celle de
BSML, mais les coûts y seront différents. La dernière sémantique est dans le même esprit que l’évaluation
distribuée du chapitre 3 et correspond donc au modèle d’exécution. Les différences entre les sémantiques
distribuées des deux langages apparaîtront au niveau des opérations de communication.

10.4.1 Syntaxe d’un mini langage parallèle applicatif

Raisonner sur une définition complète et exhaustive d’un langage fonctionnel et parallèle comme MSPML
serait trop complexe. Pour notre propos et afin de simplifier la présentation, cette section introduit un mini
langage applicatif qui peut être considéré comme un noyau deMSPML. Ce mini-langage a la forme d’un
calcul mais n’en est pas un, à proprement parler, puisqu’unestratégie d’évaluation sera donnée. Nous ferons
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donc un abus de langage en l’appelant calcul par opposition àMSPML. Par la suite, nos termes seront notés
avec éventuellement des indices2.

Définition 30 (Langage source).
Les expressions initiales sont définies par la grammaire suivante :

ep ::= λx.ep abstraction (fonction)
| (ep ep) application
| (ep, ep) paire
| mkpar ep création d’un vecteur parallèle
| apply ep ep application parallèle
| mget ep communication
| mat ep projection globale
| c constante
| op opération prédéfinie
| x variable
| µx.ep définition d’une fonction récursive
| if ep then ep else ep conditionnelle

Ces expressions sont celles données par le «programmeur». Ce sont donc les termes de notre mini-
langage de base. L’ensemble des constantes contient par exemple les entiers, les booléens etc. Nous uti-
lisons aussi la constantenc (pour «no-communication») qui correspondra auNone de OCaml. Les opé-
rateurs peuvent être les opérations arithmétiques, logiques etc. Notons queλx.ep se traduit en OCaml par
fun x→e etµf.e par(let rec f = e in f).

Comme pour BSML (et pour les mêmes raisons), nous utilisons des substitutions explicites dans nos
sémantiques.

Définition 31 (Expressions des sémantiques).
Nos expressions ont donc la forme suivante :

e ::= (e)[s] expression munie d’une substitution
| λ.e abstraction
| (λ.e)[s] fermeture
| (e e) application
| (e, e) paire
| mkpar e création d’un vecteur parallèle
| apply e e application parallèle
| mget e communication
| mat e projection globale
| c constante
| op′ opérateur
| n variables de substitution (indices)
| µ.e définition d’une fonction récursive
| if e then e else e conditionnelle
| 〈e, . . . , e〉 vecteur parallèle de taillep
| [e, . . . , e] tableau fonctionnel

oùop′ ::= op ∪ {delpar, init,access, initthread,get,build}.

Notons que nous avons ajouté les vecteurs parallèles de taille p fixe, ainsi que des tableaux (qui seront
purement fonctionnels, c’est-à-dire sans effets de bord).Nous aurons donc une sémantique par valeur dep.
L’ensemble des opérateurs est étendu avec des opérations internes au calcul : la suppression du constructeur
de vecteur parallèle〈〉, la création d’un tableau purement fonctionnel, l’accès à ces valeurs, la création
de processus légers de communication, la réception d’une valeur, la suppression de ces processus légers.
Notons que, comme dans BSML, nous différencions une abstraction (avec sa substitution)(λ.e)[s] et une
fermeture.

2Nous utiliserons un parenthèsage dit prioritaire à gauche (comme en OCaml) afin d’améliorer la lisibilité de nos règles.
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TE(λx.ep) = λ.T{x 7→1,Rx(E)}(e
p)

TE(µx.ep) = µ.T{x 7→1,Rx(E)}(e
p)

TE((ep
1 ep

2)) = (TE(ep
1) TE(ep

2))
TE((ep

1, e
p
2)) = (TE(ep

1), TE(ep
2))

TE(mkpar ep) = mkpar TE (ep)

TE(apply ep
1 ep

2) = applyTE(ep
1) TE(ep

2)
TE(mget ep) = mget TE(ep)
TE (mat ep) = mat TE (ep)

TE(c) = c

TE(op) = op

TE(if ep
1 then ep

2 else ep
3) = if TE(e1) then TE(e2) else TE(e3)

TE(x) = n si E = {· · · , x 7→ n, · · · , •}

Figure 10.3 — Instanciation des variables en des indices de De Brujin

Définition 32 (substitutions et valeurs).
Les substitutions et les valeurs (sous-ensemble des expressions) sont classiquement définies, comme dans
BSML, par :

s ::= • substitution vide
| v ◦ s valeur suivie de la suite de la substitution

v ::= op | c | (λ.e)[s] | (v, v) | 〈v, . . . , v〉

La traduction des «expressions du programmeur»en nos expressions, se définit inductivement (figure 10.3)
comme dans BSML.E est un environnement de substitution des variables (un dictionnaire entre les variables
et les indices) défini par :

E ::= • | {x 7→ n, E}

avec la fonction suivante de mise à jour de l’environnement :

Rx(•) = •
Rx({x 7→ n, E}) = Rx(E)
Rx({y 7→ n, E}) = {y 7→ n + 1,Rx(E)} si y 6= x

Propriété 3

Soit l’expressionep telle quee = T•(ep), alorsep est sans variables libres (ainsi quee par conséquent).

Preuve . Par induction triviale sur la traduction de l’expressionep.

Notons que, considérant notre calcul comme le noyau de notrelangage MSPML, le fait de ne pas avoir de
variables libres n’est pas un souci du point de vue de l’expressivité : elles seront de toutes façons systéma-
tiquement rejetées par un compilateur lors de l’analyse statique du terme (ou lors de sa compilation).

10.4.2 Sémantique naturelle

Nous pouvons maintenant définir la sémantique naturelle de notre calcul ; elle est exprimée à l’aide d’une
relation d’induction.

Nous définissons deux types de relations :⊲g pour la réduction globale de l’expression et⊲i pour la
réduction locale au processeuri. Comme un grand nombre de règles sont communes, nous avons utilisé un
ensemble de règles⊲ génériques aux deux réductions. Nous avons aussi les règles⊲⋊⋉ pour les primitives
parallèles. Les règles sont toutes de la formes, e⊲v, qui peut se lire comme «dans l’environnements (défini
comme une substitution), l’expressione s’évalue en la valeurv». Les règles de la sémantique naturelle sont
similaires à celles du chapitre 3. Nous ne les redétaillons pas. Nous les rappelons (pour MSPML) dans la
figure 10.4. Par contre, nous détaillons celles qui correspondent aux nouvelles primitives de communication.
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Gestion des substitutions :
s, n ⊲ v

v′ ◦ s, n + 1⊲ v
(10.1)

v ◦ s, 1 ⊲ v
(10.2)

s, λ.e⊲ (λ.e)[s]
(10.3)

si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

s, v ⊲ v
(10.4)

Noyau fonctionnel :
s, e1 ⊲ v1 s, e2 ⊲ v2

s, (e1, e2)⊲ (v1, v2)
(10.5)

s, e1 ⊲ (λ.e)[s′] s, e2 ⊲ v′ v′ ◦ s′, e⊲ v

s, (e1 e2)⊲ v
(10.6)

s, e1 ⊲l op s, e2 ⊲l v s,op(v)⊲l v′

s, (e1 e2)⊲l v′

s, e1 ⊲g op s, e2 ⊲g v s,op(v)⊲g v′

s, (e1 e2)⊲g v′
(10.7)

∀i ∈ {0, . . . , p − 1} s, ei ⊲ vi

s, [e0, . . . , ep−1] ⊲ [v0, . . . , vp−1]
(10.8)

(µ.e) ◦ s, e⊲ v

s, µ.e⊲ v
(10.9)

s, e1 ⊲ true s, e2 ⊲ v

s, if e1 then e2 else e3 ⊲ v
(10.10)

s, e1 ⊲ false s, e3 ⊲ v

s, if e1 then e2 else e3 ⊲ v
(10.11)

Primitives parallèles :

s, e⊲⋊⋉ f •, 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•] ⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 si V•(f) = true

s,mkpar e⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉
(10.12)

∀i ∈ {0, . . . , p − 1} •, ei ⊲i vi

•, 〈e0, . . . , ep−1〉⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉
(10.13)

s, e1 ⊲⋊⋉ 〈f0, . . . , fp−1〉 s, e2 ⊲⋊⋉ 〈v0, . . . , vp−1〉 •, 〈(f0 v0), . . . , (fp−1 vp−1)〉⊲⋊⋉ 〈v′
0, . . . , v

′
p−1〉

s,apply e1 e2 ⊲⋊⋉ 〈v′
0, . . . , v

′
p−1〉

(10.14)

(10.15)

Figure 10.4 — Règles de la sémantique naturelle de mini-MSPML
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mget. Pour la première primitive,mget, nous avons la règle suivante

s, e1 ⊲⋊⋉ vf s, e2 ⊲⋊⋉ vb •, (build (prep (tv, tb)))[•]⊲⋊⋉ 〈g0, . . . , gp−1〉

s,mget e1 e2 ⊲⋊⋉ 〈g0, . . . , gp−1〉

avec
vf = 〈f0, . . . , fp−1〉
vb = 〈b0, . . . , bp−1〉

tv = 〈(init (f0, p)), . . . , (init (fp−1, p))〉
tb = 〈(init (b0, p)), . . . , (init (bp−1, p))〉

et oùprep (donné en syntaxe ML pour être plus lisible) est :

fun tvtb→
initthreads (fun i→get (i,(parfun (fun t→access (t,i)) (fst tvtb),

parfun (fun t→access (t,i)) (snd tvtb))))

et dans notre syntaxe (notons que nous avons remplacéparfun par sa définition) :

λ.initthreads (λ.get (1, ((apply (mkpar (λ.λ.access (1, 3))) (fst 2)),
(apply (mkpar (λ.λ.access (1, 3))) (snd 2))))

Dans cette règle, nous créonsp «processus légers» qui seront chargés de lire les valeurs des autres pro-
cessus (opérationget). Ces «processus légers» sont créés par l’opérationinitthreads. L’ensemble des
résultats est récolté par l’opérationbuid, laquelle construit le vecteur final avec les valeurs reçuespar les
processeurs. Chaqueget est donc exécuté séparément et cela permet à chaque processeur de lire (ou non,
si cette valeur n’est pas demandée) la valeur d’un seul autreprocesseuri.
Nous avons alors les nouveaux opérateurs suivants :

s, initthreads f ⊲⋊⋉ [[(f 0), . . . , (f (p− 1))]]

s,build [[〈v0
0 , . . . , v0

p−1〉, . . . , 〈v
p−1
0 , . . . , vp−1

p−1〉]] ⊲⋊⋉ 〈g0, . . . , gp−1〉[•]

s,get i 〈v0, . . . , vp−1〉 〈b0, . . . , bp−1〉 ⊲⋊⋉ 〈v′0, . . . , v
′
p−1〉 tel que

{
v′j = vi si bj = true

v′j = nc sinon

où∀i ∈ {0, . . . , p− 1}, gi = (λ.if (0 ≤ 1 < p− 1) then (access (1, [v0
i , . . . , vp−1

i ])) else nc).
La règle sur les «processus légers» est la suivante :

∀i ∈ {0, . . . , p− 1} s, ei ⊲⋊⋉ vi

s, [[e0, . . . , ep−1]]⊲⋊⋉ [[v0, . . . , vp−1]]

mat. La deuxième primitive,mat, a la règle suivante :

s, e1 ⊲⋊⋉ v s, e2 ⊲⋊⋉ f •, (delpar (mget vf 〈f, . . . , f〉))[•]⊲⋊⋉ g

s,mat e1 e2 ⊲⋊⋉ g

avec :
v = 〈v0, . . . , vp−1〉

vf = 〈(λ.if (f 1) then v0 else nc), . . . , (λ.if (f 1) then vp−1 else nc)〉

Comme précédemment, la primitive de projection se construit avec la primitive de communication et avec
une suppression du constructeur des vecteurs parallèles. Nous définissons alors :

Définition 33 (Sémantique naturelle).
La sémantique naturelle est définie par :⊲i = ⊲ et⊲g = ⊲ ∪⊲⋊⋉.

et nous avons le résultat suivant :
Théorème 14 (déterminisme)

Si e = T•(ep) et si•, e⊲g v1 et•, e⊲g v2 alorsv1 = v2.

Preuve . Par induction triviale sur la réduction (confère chapitre 3).

Prenons par exemple, l’expressionep (programmeur) de diffusion (depuis le processeur 0) suivante :
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(apply (mkpar (fun i→fun g→(g 0)))
(mget (mkpar (fun i→fun j→i)) (mkpar (fun i→fun j→j=0))))

Nous obtenons parT• l’expressione suivante :

(apply (mkpar (λ.λ.(1 0))) (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0))))

La figure 10.1 donne l’évaluation de cette expression avec lasémantique naturelle (avec trois processeurs)
de notre mini-langage.

Cette sémantique, bien que très simple, n’est pas suffisantepour les mêmes raisons qu’au chapitre 3 :
il est impossible de raisonner sur des programmes qui ne terminent pas et toutes les opérations semblent
synchrones. Il nous faut donc une autre sémantique.

10.4.3 Sémantique à «petits pas»

Définition 34 (Coûts).
L’algèbre de coûts que nous utilisons est toujours celle desentiers munie de l’addition⊕, de la multiplica-
tion⊗ usuelles (donc toutes deux communicatives et associatives) et de deux constantesg etL.

Ces constantes correspondent aux paramètresg etL du modèle MPM qui seront donc des entiers (ce qui
n’est pas un problème en soit car nous donnerons des coûts symboliques et non des coûts réels).

Notre sémantique à «petits pas» a la forme suivante :

e/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉⇀ e/〈c′
m
0 , . . . , c′

m
p−1〉/〈c

′
0, . . . , c

′
p−1〉

où e est une expression,〈c0, . . . , cp−1〉 sont les coûts en chaque processeur de lam-étape courante et
〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉 sont les coûts desm-étapes précédentes. Nous notons〈cm〉 les coûts desm-étapes précé-

dentes lorsqu’ils ne sont pas utilisés par la règle.
Notons tout de suite la différence entre ces coûts et ceux de BSML. Dans le modèle MPM, du fait de son

asynchronisme, les coûts sont tous locaux. Le coût final du programme ne peut être donné qu’à la toute fin.
Dans le modèle BSP, à la fin de chaque super-étape, on peut prendre directement le maximum des coûts
locaux et on a une barrière implicite à la fin du programme. En BSP, l’opérateursend effectue toutes les
communications et la barrière de synchronisation. Les coûts locaux, ainsi que les communications, sont
alors ajoutés au coût global qui est le coût global du programme. En MPM, le coût global ne peut être
donné qu’à la toute fin de l’exécution du programme. Les coûtsdes communications ne sont ajoutés aux
coûts de chaque processeur qu’à la fin de lam-step, c’est-à-dire lorsque l’opérateurbuid est exécuté. En
quelque sorte, les coûts locaux correspondent donc auxΦ(s,j) du modèle MPM.

Nous notons
∗
⇀ la fermeture transitive et réflexive de⇀. L’évaluation complète d’une expressionep

donnée par le programmeur sera :

(T•(e
p))[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, . . . , 0〉

∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

Cela peut être lu comme «dans un environnement (de «traduction») vide, une substitution vide et des coûts
zéro, l’expression traduite deep s’évalue env pour des coûts locaux〈c0, . . . , cp−1〉 et des coûts desm-
étapes〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉». Le temps d’exécution final MPM du programmeep sera alors demaxp−1

i=0 (ci⊕cm
i )

(on a une barrière de synchronisation implicite à la fin du programme).

Définition 35 (Relations de la sémantique à «petits pas»).
Pour définir la relation⇀ nous définissons préalablement deux types de réduction :

1.
i

⇀ est la réduction locale d’une expression (dans une composante d’un vecteur parallèle)

2.
⋊⋉

⇀ est la réduction globale d’une expression (en dehors d’un vecteur parallèle).

avec :
i

⇀ =
ε
⇀
i
∪

δ
⇀
i

⋊⋉

⇀ =
ε
⇀
⋊⋉

∪
δ
⇀
⋊⋉

Nous commençons d’abord par une série d’axiomes (règles) qui sont communs aux deux relations. Ceux-
ci sont de la formee ⇀ e′, c. Nous avons tout d’abord les relations de réduction de laβ-réduction (avec
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•, (mkpar (λ.λ.(1 0))) ⊲ 〈f1
0 , f1

1 , f1
2 〉

. . .

•, (mkpar (λ.λ.2)) ⊲ 〈f2
0 , f2

1 , f2
2 〉

. . .

•, (mkpar (λ.λ. =(1, 0))) ⊲ 〈f3
0 , f3

1 , f3
2 〉

lire ci-dessous

•, (build (prep[•]) (tv, tb))⊲

•, (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0)))) ⊲ 〈g0, g1, g2〉

•, (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))) (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0)))) ⊲ 〈0, 0, 0〉

avec

∀i ∈ {0, 1, 2}

8

>

<

>

:

f1
i = (λ.(1 0))[i ◦ •]

f2
i = (λ.2)[i ◦ •]

f3
i = (λ. =(1, 0))[i ◦ •]

et
tv = 〈(init f2

0 ), (init f2
1 ), (init f2

2 )〉

tb = 〈(init f3
0 ), (init f3

1 ), (init f3
2 )〉

•, prep[•] ⊲ prep[•]

. . .

•, (tv, tb) ⊲ (tv, tb)

(tv, tb) ◦ •, (λ.get (1, ((· · · ), (· · · )))) ⊲ (λ.get (1, ((· · · ), (· · · ))))[(tv, tb) ◦ •]

voir ci-dessous

(tv, tb) ◦ •, [[(f 0), (f 1), (f 2)]] ⊲ [[〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉]]

(tv, tb) ◦ •, initthreads (λ.get (1, ((· · · ), (· · · )))) ⊲ [[〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉]]

•, (prep)[•] (tv, tb) ⊲ [[〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉]]

•, (build (prep)[•] (tv, tb)) ⊲ 〈g0, g1, g2〉

∀i ∈ {0, 1, 2}

. . .

(tv, tb) ◦ •, (1, ((· · · ), (· · · ))) ⊲ (i, (〈[0, 0, 0], [1, 1, 1], [2, 2, 2]〉, 〈[true, false, false], [true, false, false], [true, false, false]〉))

(tv, tb) ◦ •, get (1, ((· · · ), (· · · ))) ⊲ 〈0, nc, nc〉

(tv, tb) ◦ •, [[(f 0), (f 1), (f 2)]] ⊲ [[〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉, 〈0, nc, nc〉]]

Table 10.1 — Exemple de la sémantique naturelle de MSPML
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((λ.e)[s] v)
ε
⇀ e[v ◦ s], 1

n + 1[v ◦ s]
ε
⇀ n[s], 0

1[v ◦ s]
ε
⇀ v[•], 1

(µ.e)[s]
ε
⇀ e[µ.e ◦ s], 1

(λ.e)[s]
ε
⇀ (λ.e)[s], 1

v[s]
ε
⇀ v, 0 si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

(e1 e2)[s]
ε
⇀ (e1[s] e2[s]), 0

(e1, e2)[s]
ε
⇀ (e1[s], e2[s]), 0

(if e1 then e2 else e3)[s]
ε
⇀ if e1[s] then e2[s] else e3[s], 0

(proj e)[s]
ε
⇀ (proj e[s]), 0

(put e)[s]
ε
⇀ (put e[s]), 0

(apply e1 e2)[s]
ε
⇀ (apply e1[s] e2[s]), 0

(mkpar e)[s]
ε
⇀ (mkpar e[s]), 0

(super e1 e2)[s]
ε
⇀ (super e1[s] e2[s]), 0

〈e0, . . . , ep−1〉[s]
ε
⇀ 〈e0[s], . . . , ep−1[s]〉, 0

[e0, . . . , ep−1][s]
ε
⇀ [e0[s], . . . , ep−1[s]], 0

access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i)
δ
⇀ vi, 1

init (n, f)
δ
⇀ [(f 0), . . . , (f (n−1))], 1

fst (v1, v2)
δ
⇀ v1, 1

snd (v1, v2)
δ
⇀ v2, 1

+ (n1, n2)
δ
⇀ n1 + n2, 1

isnc nc
δ
⇀ true, 1

isnc v
δ
⇀ false, 1 si v 6= nc

LocId v
δ
⇀
i

v, 1

if true then e2 else e3
δ
⇀ e2, 1

if false then e2 else e3
δ
⇀ e3, 1

Figure 10.5 — Réductions fonctionnelles et opérations génériques (rappel)

mkpar f/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

(10.16)

〈(f 0), . . . , (f (p− 1))〉[•]/〈cm〉/〈c0 ⊕ 1, . . . , cp−1 ⊕ 1〉 si V•(f) = true

apply〈f0, . . . , fp−1〉 〈v0, . . . , vp−1〉/〈c
m〉/〈c0, . . . , cp−1〉

δ
⇀
⋊⋉

(10.17)

〈(f0 v0), . . . , (fp−1 vp−1)〉[•]/〈c
m〉/〈c0 ⊕ 1, . . . , cp−1 ⊕ 1〉

mget 〈f0, . . . , fp−1〉 〈b0, . . . , bp−1〉/〈c
m〉/〈c0, . . . , cp−1〉

δ
⇀
⋊⋉

(10.18)

(build (prep (tv, tb)))[•]/〈cm〉/〈c0 ⊕ 1, . . . , cp−1 ⊕ 1〉

mat 〈v0, . . . , vp−1〉 f/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

(10.19)

(delpar (mget vf 〈f, . . . , f〉))[•]/〈cm〉/〈c0 ⊕ 1, . . . , cp−1 ⊕ 1〉

avec
tv = 〈(init f0), . . . , (init fp−1)〉
tb = 〈(init b0), . . . , (init bp−1)〉
vf = 〈(λ.if (f 1) then v0 else nc), . . . , (λ.if (f 1) then vp−1 else nc)〉

Figure 10.6 — Règles des primitives MSPML parallèles

substitution explicite sur une fermeture), lesδ-réductions correspondant aux opérateurs fonctionnels pré-

définis et les règles de propagation des substitutions. Les règles de
i

⇀ et
⋊⋉

⇀ sont définies comme dans le
chapitre 3. Nous les redonnons (pour notre sémantique) à la figure 10.5.

La figure 10.6 donne lesδ-règles des primitives parallèles. Celles-ci sont très proches de la définition des
règles de la sémantique naturelle. Les règles 10.16 et 10.17sont sans surprise. Elles sont similaires à celles
de BSML.

La règle 10.18 de la primitivemget permet la création des processus légers de communications qui
iront chacun lire (ou non, suivant le paramètres défini danstb) une valeur d’un autre processeur.prep

(défini précédemment) prend deux vecteurs : le premiertv avec les valeurs à envoyer et le secondtb avec
les demandes de communications. Ces vecteurs sont créés avec les fonctionsfi et bi et ceux pour tous les
processeurs. Ensuite, dansprep, p processus légers de communications sont exécutés, chaque processus
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Ss(e1 e2) = Ss(e1)⊕ Ss(e2)⊕ 1
Ss(e1, e2) = Ss(e1)⊕ Ss(e2)⊕ 1
S(op) = 1
S(c) = 1

Ss([e0, . . . , ep−1]) =
p−1∑

i=0

Ss(ei)

Ss(λ.e) = S(x◦s)(e)⊕ 1

Ss((λ.e)[s′]) = S(x◦s′)(e)⊕ 1
Ss(µ.e) = S(x◦s)(e)⊕ 1

S(v◦s)(n + 1) = Ss(n)
S(v◦s)(1) = Ss(v)
Ss(x) = 0

Ss(if e1 then e2 else e3) = Ss(e2)⊕ Ss(e2)⊕ Ss(e3)⊕ 1

Figure 10.7 — Fonction définissant la taille des données

léger exécutant unget qui est une demande de communication. Cette demande, au processeuri, se fait
(ou non), pour le processeurj, si (bi j) = true. Le processeuri reçoit alors du processeurj une valeur.
Ensuite, l’opérateurbuild synchronise tous les processus légers de communication et construit le vecteur
de fonctions final.

La règle 10.19 est celle de la primitivemat. Elle dit que cette primitive se réécrit en un appel de la
primitive mget avec ensuite la suppression du constructeur des vecteurs parallèles. Les paramètres de
mget sont alors définis à partir de ceux demat, c’est-à-dire la fonctionf (donnant qui doit envoyer sa
valeur ou non, c’est-à-dire la projeter) etvf qui donneravi si (f i) = true.

Notons que dans toutes ces règles, nous ajoutons le coût1 à toutes les composantes du vecteur de coût
puisque la primitive est exécutée globalement. Les règles des opérateurs globaux sont alors les suivantes :

delpar 〈f, . . . , f〉/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

f/〈cm〉/〈c0 ⊕ 1, . . . , cp−1 ⊕ 1〉

GloId v/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

v/〈cm〉/〈c0 ⊕ 1, . . . , cp−1 ⊕ 1〉

et

initthreads f/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

[[(f 0), . . . , (f (p− 1))]]/〈cm〉/〈c0 ⊕ 1, . . . , cp−1 ⊕ 1〉

get i 〈v0, . . . , vp−1〉 〈b0, . . . , bp−1〉/〈cm〉/〈c〉
δ
⇀
⋊⋉

〈v′0, . . . , v
′
p−1〉/〈c

m〉/〈c〉 tel que

{

v′j = vi si bj = true

v′j = nc sinon

build [[〈v0
0 , . . . , v0

p−1〉, . . . , 〈v
p−1
0 , . . . , vp−1

p−1〉]]/〈c
m
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

〈g0, . . . , gp−1〉[•]/〈c′
m
0 , . . . , c′

m
p−1〉/〈0〉

où∀i ∈ {0, . . . , p− 1}, gi = (λ.if (0 ≤ 1 < p− 1) then (access (1, [v0
i , . . . , vp−1

i ])) else nc) et avec

c′
m
i = (

p−1
max

j=0 si vj
i 6=nc

cm
j ⊕ cj ⊕ 1)⊕max((

p−1
∑

j=0

S(vi
j)), (

p−1
∑

j=0

S(vj
i )))⊗ g ⊕ L

Nous faisons bien apparaître, au niveau des coûts, que les processeurs ne se synchronisent qu’avec leurs
propres «partenaires entrants» (processeurs avec qui un autre processeur communique). Ainsi, nous prenons
le maximal des coûts de lam-étape courante et des précédentes (des processeurs «partenaires entrants»).
Ensuite, nous prenons le maximal entre les messages envoyéset les messages reçus. Enfin, nous ajoutons
le temps de latenceL. Cette règle termine donc lam-étape courante. Les coûts de lam-étape sont donc
réduits à zéro. La figure 10.7 redonne la fonction de taille des valeurs pour MPSML (très similaire à celle
de BSML)3.

3Notons que nous ne donnons pas la taille pour les primitives parallèles ou les vecteur parallèles car ceux-ci ne sont pas présent
dans les vecteurs parallèles et ne sont donc pas transmissibles.
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Nous avons alors les règles de passage (permettant d’appliquer les règles génériques) suivantes :

e
ε
⇀ e′, c

e
ε
⇀
i
e′, c

e
δ
⇀e′, c

e
δ
⇀
i
e′, c

e
ε
⇀ e′, c

e/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
ε
⇀
⋊⋉

e′/〈cm〉/〈c0 ⊕ c, . . . , cp−1 ⊕ c〉

e
δ
⇀e′, c

e/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

e′/〈cm〉/〈c0 ⊕ c, . . . , cp−1 ⊕ c〉

La différence avec la sémantique à «petits pas» de BSML vue auchapitre 3 est qu’il n’y a plus de coûts
globaux. Les opérations fonctionnelles effectuées au niveau global ajoutent donc leur coût à chaque com-
posante du vecteur de coûts locaux de lam-étape courante.

On constate aisément qu’il n’est pas toujours possible de faire des «réductions de tête». Il faut donc
ajouter des règles de contexte. Ceci se fait à l’aide des contextes de la figure 10.8. Nous avons, comme pour
BSML, les contextesΓ pour définir une réduction globale, les contextes∆i pour définir une réduction locale
au processeuri et nous avons en plus, les contextesΩi qui permettent une communication au processus
légers de communicationi.

Nous pouvons alors définir notre sémantique.

Définition 36 (Sémantique à «petis pas»).
La sémantique est définie par les trois règles de contexte (global, local et «processus léger» de communi-
cation), qui sont :

e/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉
⋊⋉

⇀ e′/〈c′m0 , . . . , c′mp−1〉/〈c
′
0, . . . , c

′
p−1〉

Γ[e]/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉⇀ Γ[e′]/〈c′m0 , . . . , c′mp−1〉/〈c
′
0, . . . , c

′
p−1〉

e
i

⇀ e′, c

∆i[e]/〈cm〉/〈. . . , ci, . . .〉⇀ ∆i[e′]/〈cm〉/〈. . . , ci ⊕ c, . . .〉

e/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉⇀ e′/〈cm〉/〈c′0, . . . , c
′
p−1〉

Ωi[e]/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉⇀ Ωi[e′]/〈cm〉/〈c′0, . . . , c
′
p−1〉

Le contexteΓ (resp.∆i) permet l’évaluation (application d’une règle) de l’expression en dehors d’un vec-
teur parallèle (resp. dans laième composante d’un vecteur, c’est-à-dire auième processeur). Enfin, le
contexteΩi permet de choisir (de manière indéterministe), quel «processus léger» de communication se
réduit.

La figure 10.2 donne l’évaluation de l’exemple donné dans la section précédente mais cette fois-ci avec
notre sémantique à «petits pas» (avec toujours trois processeurs). Nous avons les résultats suivants.

Lemme 72 (Confluence forte)

Soit une expressione.
Si e/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e1/〈cm1

0 , . . . , cm1

p−1〉//〈c1
0, · · · , c

1
p−1〉

et e/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e2/〈cm2

0 , . . . , cm2

p−1〉/〈c
2
0, · · · , c

2
p−1〉

alors il existe e3, 〈cm3

0 , . . . , cm3

p−1〉 et 〈c3
0, · · · , c

3
p−1〉

tel que e1/〈cm1

0 , . . . , cm1

p−1〉//〈c1
0, · · · , c

1
p−1〉⇀ e3/〈cm3

0 , . . . , cm3

p−1〉/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉

et e2/〈cm2

0 , . . . , cm2

p−1〉/〈c
2
0, · · · , c

2
p−1〉⇀ e3/〈cm3

0 , . . . , cm3

p−1〉/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉.

Preuve . Voir en section 15 de l’annexe de ce chapitre.
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e[•]/〈0, 0, 0〉/〈0, 0, 0〉
= (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))) (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0))))[•]/〈0, 0, 0〉/〈0, 0, 0〉
⇀ (apply (mkpar (λ.λ.(1 0)))[•] (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0)))[•])/〈0, 0, 0〉/〈0, 0, 0〉
⇀ (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))[•]) (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0)))[•])/〈0, 0, 0〉/〈0, 0, 0〉

⇀ (apply (mkpar (λ.λ.(1 0))[•]) (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0)))[•])/〈0, 0, 0〉/〈1, 1, 1〉

⇀ (apply 〈((λ.λ.(1 0))[•] 0), ((λ.λ.(1 0))[•] 1), ((λ.λ.(1 0))[•] 2)〉 (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0)))[•])/〈0, 0, 0〉/〈2, 2, 2〉
· · ·

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget (mkpar (λ.λ.2)) (mkpar (λ.λ. =(1, 0)))[•])/〈0, 0, 0〉/〈4, 4, 4〉

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget (mkpar (λ.λ.2))[•] (mkpar (λ.λ. =(1, 0))[•]))/〈0, 0, 0〉/〈4, 4, 4〉

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget (mkpar (λ.λ.2)[•]) (mkpar (λ.λ. =(1, 0))[•]))/〈0, 0, 0〉/〈4, 4, 4〉

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget (mkpar (λ.λ.2)[•]) (mkpar (λ.λ. =(1, 0))[•]))/〈0, 0, 0〉/〈5, 5, 5〉

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget 〈((λ.λ.2)[•] 0), ((λ.λ.2)[•] 1), ((λ.λ.2)[•] 2)〉 (mkpar (λ.λ. =(1, 0))[•]))/〈0, 0, 0〉/〈6, 6, 6〉
· · ·

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget 〈(λ.2)[0 ◦ •], (λ.2)[1 ◦ •], (λ.2)[2 ◦ •]〉 (mkpar (λ.λ. =(1, 0))[•]))/〈0, 0, 0〉/〈8, 8, 8〉

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget 〈(λ.2)[0 ◦ •], (λ.2)[1 ◦ •], (λ.2)[2 ◦ •]〉 (mkpar (λ.λ. =(1, 0))[•]))/〈0, 0, 0〉/〈9, 9, 9〉

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget 〈(λ.2)[0 ◦ •], (λ.2)[1 ◦ •], (λ.2)[2 ◦ •]〉 〈((λ.λ. =(1, 0))[•] 0), ((λ.λ. =(1, 0))[•] 1), ((λ.λ. =(1, 0))[•] 2)〉))/〈0, 0, 0〉/〈10, 10, 10〉
· · ·

⇀ (apply 〈(λ.(1 0))[0 ◦ •], (λ.(1 0))[1 ◦ •], (λ.(1 0))[2 ◦ •]〉 (mget 〈(λ.2)[0 ◦ •], (λ.2)[1 ◦ •], (λ.2)[2 ◦ •]〉 〈(λ. =(1, 0))[•], (λ. =(1, 0))[1 ◦ •], (λ. =(1, 0))[2 ◦ •]〉))/〈0, 0, 0〉/〈12, 12, 12〉
= (apply 〈f1

0 , f1
1 , f1

2 〉 (mget 〈f2
0 , f2

1 , f2
2 〉 〈f

3
0 , f3

1 , f3
2 〉))/〈0, 0, 0〉/〈12, 12, 12〉

⇀ (apply 〈f1
0 , f1

1 , f1
2 〉 (mget 〈f2

0 , f2
1 , f2

2 〉 〈f
3
0 , f3

1 , f3
2 〉))/〈0, 0, 0〉/〈13, 13, 13〉

⇀ (apply 〈f1
0 , f1

1 , f1
2 〉 (build (prep[•] (tv, tb))))/〈0, 0, 0〉/〈14, 14, 14〉

· · ·

⇀ (apply 〈f1
0 , f1

1 , f1
2 〉 (build (prep[•] (tvv, tbv))))/〈0, 0, 0〉/〈31, 31, 31〉

⇀ (apply 〈f1
0 , f1

1 , f1
2 〉 (build (initthreads (λ.get (1, ((apply (mkpar (λ.λ.access (1, 3))) (fst 2)), (apply (mkpar (λ.λ.access (1, 3))) (snd 2))))[(tvv, tbv) ◦ •]))/〈0, 0, 0〉/〈31, 31, 31〉

· · ·
⇀ (apply 〈f1

0 , f1
1 , f1

2 〉 (build [[(get (0, (〈0, 1, 2〉, 〈true, true, true〉))), (get (0, (〈0, 1, 2〉, 〈false, false, false〉))), (get (0, (〈0, 1, 2〉, 〈false, false, false〉)))]]))/〈0, 0, 0〉/〈45, 45, 45〉
⇀ (apply 〈f1

0 , f1
1 , f1

2 〉 (build [[(get (0, (〈0, 1, 2〉, 〈true, true, true〉))), 〈nc, nc, nc〉, (get (0, (〈0, 1, 2〉, 〈false, false, false〉)))]]))/〈0, 0, 0〉/〈45, 45, 45〉
⇀ (apply 〈f1

0 , f1
1 , f1

2 〉 (build [[(get (0, (〈0, 1, 2〉, 〈true, true, true〉))), 〈nc, nc, nc〉, 〈nc, nc, nc〉]]))/〈0, 0, 0〉/〈45, 45, 45〉
⇀ (apply 〈f1

0 , f1
1 , f1

2 〉 (build [[〈0, 0, 0〉, 〈nc, nc, nc〉, 〈nc, nc, nc〉]]))/〈0, 0, 0〉/〈45, 45, 45〉
⇀ (apply 〈f1

0 , f1
1 , f1

2 〉 〈g0, g1, g2〉)/〈(0 ⊕ 45 ⊕ 1) ⊕ (max(1 ⊕ 1, 0) ⊗ g) ⊕ L, max
i∈{0,1}

(0 ⊕ 45 ⊕ 1) ⊕ (max(0, 1) ⊗ g) ⊕ L, max
i∈{0,2}

(0 ⊕ 45 ⊕ 1) ⊕ (max(0, 1) ⊗ g) ⊕ L〉/〈0, 0, 0〉

= (apply 〈f1
0 , f1

1 , f1
2 〉 〈g0, g1, g2〉)/〈46 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ L, 46 ⊕ g ⊕ L, 46 ⊕ g ⊕ L〉/〈0, 0, 0〉

· · ·
⇀ 〈0, 0, 0〉/〈46 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ L, 46 ⊕ g ⊕ L, 46 ⊕ g ⊕ L〉/〈10, 10, 10〉

avec

f1
i = (λ.(1 0))[i ◦ •]

f2
i = (λ.2)[i ◦ •]

f3
i = (λ. =(1, 0))[i ◦ •]

tv = 〈(init f2
0 ), (init f2

1 ), (init f2
2 )〉

tb = 〈(init f3
0 ), (init f3

1 ), (init f3
2 )〉

tvv = 〈[0, 0, 0], [1, 1, 1], [2, 2, 2]〉
tbv = 〈[true, false, false], [true, false, false], [true, false, false]〉

gi = (λ.if (0 ≤ 1 < p − 1) then (access (1, [0, nc, nc])) else nc)[•]

coût MPM final=max(

8

<

:

46 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ L ⊕ 10
46 ⊕ g ⊕ L ⊕ 10
46 ⊕ g ⊕ L ⊕ 10

)=56 ⊕ (2 ⊗ g) ⊕ L

Table 10.2 — Exemple de la sémantique à «petits pas» de MSPML
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Γ ::= []
| Γ e
| v Γ
| (Γ, e)
| (v, Γ)
| if Γ then e else e
| (mkpar Γ)
| (apply Γ e)
| (apply v Γ)
| (mget Γ e)
| (mget v Γ)
| (mat Γ e)
| (mat v Γ)

∆i ::= ∆i e
| v ∆i

| (∆i, e)
| (v, ∆i)
| if ∆i then e else e
| (mkpar ∆i)
| (apply ∆i e)
| (apply v ∆i)
| (mget v ∆i)
| (mget v ∆i)
| (mat v ∆i)
| (mat v ∆i)

| 〈e, . . . ,

i
︷︸︸︷

Γl[e], . . . , e〉

Γl ::= []
| Γl e
| v Γl

| (Γl, e)
| (v, Γl)
| if Γl then e else e
| [Γl, e1, . . . , en]
| [v0, Γ

l, . . . , en]
| . . .
| [v0, v1, . . . , Γ

l]

Ωi ::= Ωi e
| v Ωi

| (Ωi, e)
| (v, Ωi)
| if Ωi then e else e
| (mkpar Ωi)
| (apply Ωi e)
| (apply v Ωi)
| (mget Ωi e)
| (mget v Ωi)
| (mat Ωi e)
| (mat v Ωi)

| [[e, . . . ,

i
︷︸︸︷

[] , . . . , e]]

Figure 10.8 — Contextes d’évaluation

Théorème 15 (Confluence)

Soit une expression «programmeur»ep tel quee = T•(ep).
Si e[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, · · · , 0〉

∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, · · · , cp−1〉

et e[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, · · · , 0〉
∗
⇀ v′/〈c′m0 , . . . , c′

m
p−1〉/〈c

′
0, · · · , c

′
p−1〉

alors v = v′ et∀i ∈ {0, . . . , p− 1} ci = c′i et cm
i = c′

m
i .

Preuve . La relation⇀ est fortement confluente, donc, d’après le lemme 1, elle est confluente.

Théorème 16 (Équivalence)

Soit une expression programmeurep telle quee = T•(ep). Alors :

1. sie[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉 alors•, e⊲g v

2. si•, e⊲g v alorse[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

Preuve . Preuve similaire à celle de 3.A.3 du chapitre 3.
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une requète

phases de communications

une réponse

T
em

ps

1

2
1’

1’’

2’ 2’’

phases de calculs locaux

Figure 10.9 — Desm-étapes d’une exécution MSPML

BSMLMSPML

Figure 10.10 — Desm-étapes et une super-étape

10.4.4 Sémantique distribuée

Dans la sémantique précédente, toutes les opérations de communication semblent être synchrones. De plus
l’asynchronisme desm-étapes n’apparaît pas : celles-ci sont encore synchrones dans la sémantique à «petits
pas». C’est pourquoi nous proposons maintenant une évaluation distribuée afin de remédier à ces défauts.
Cette sémantique est donc plus éloignée de celle du programmeur mais plus proche de l’exécution réelle sur
une machine parallèle. La sémantique est basée sur l’asynchronisme illustré à la figure 10.9. La différence
entre BSML et MSPML pour un même programme est donnée à la figure 10.10.

Les termes de la sémantique distribuée, appelés termes projetés, sont ceux présentés précédemment mais
avec des vecteurs parallèles de taille1, c’est-à-dire :

e ::= · · · | 〈e〉

Les valeurs sont modifiées de la même manières.
Pour passer de la sémantique à «petits pas» dont les termes sont des termes de vecteurs parallèles, à une

évaluation distribuée (plus proche de l’exécution MPM), dont les termes sont des vecteurs de termes, nous
allons définir uneprojectionde nos termes. Cette projection, pour le processeuri, est une fonction de nos
expressions usuelles vers les expressions distribuées. Elle est présentée à la figure 10.11 où cette projection
est définie comme suit sur les substitutions :

Pi(•) = •
Pi(v ◦ s) = Pi(v) ◦ Pi(s)

En fait les expressions ne sont pas modifiées, sauf les vecteurs parallèles, dont on ne prend que laième
composante.

La transformation d’une expressione, en vue de son évaluation distribuée, procède en deux étapes:
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Pi((e)[s]) = Pi(e)[Pi(s)]
Pi(λ.e) = λ.Pi(e)

Pi((λ.e)[s]) = (λ.Pi(e))[Pi(s)]
Pi(e1 e2) = (Pi(e1) Pi(e2))
Pi(e1, e2) = (Pi(e1),Pi(e2))

Pi(apply e1 e2) = (apply Pi(e1) Pi(e2))
Pi([e0, . . . , ep−1]) = [Pi(e), . . . ,Pi(e)]
Pi(〈. . . , ei, . . .〉) = 〈Pi(ei)〉

Pi(µ.e) = (µ.Pi(e))
Pi(mkpar e) = (mkpar Pi(e))
Pi(mget e1 e2) = (mget Pi(e1) Pi(e2))
Pi(mat e1 e2) = (mat Pi(e1) Pi(e2))
Pi(init e) = (init Pi(e))
Pi(c) = c

Pi(op) = op

Pi(n) = n

Pi(if e1 then e2 else e3) = if Pi(e1) then Pi(e2) else Pi(e3)

Figure 10.11 — Projection d’une expression sur un processeuri

1. L’expression est projetée sur chaque processeur donnantp termes projetés avec chacun d’eux un
environnement de communication et un numéro dem-étape ;

2. Ces termes sont rassemblés en un terme distribué.

Nous avons donc pour une expressione le terme distribué suivant :

〈〈EC0, n0,P0(e), . . . , ECp−1, np−1,Pp−1(e)〉〉

Nous étendons aussi l’ensemble des opérateurs parallèles avec une opérationrequest (requête de com-
munication) qui sera utilisée pour qu’un «processus léger»de communication «attende» la valeur qu’il doit
recevoir d’un autre processeur.

L’opérateurrequest sera employé pour permettre l’évaluation d’unmget sans avoir de barrière de
synchronisation globale. À chaque étape de communication (un appel à unmget ou à unmat), lors de
l’exécution de l’opérateurget, chaque processeuri stocke le numéro de lam-étape couranteni et la valeur
qu’il détient pour le processeurj. Ces triplets sont stockés dans unenvironnement de communicationsnoté
EC . Ces environnements sont vus comme des listes d’associations et évoluent de façon asynchrone durant
l’exécution. Le processeuri demande ensuite la valeur contenue dans l’environnement decommunications
du processeurj de lam-étapeni. Cette demande est formellement écrite :request j ni. La réduction
locale peut créer des expressionsrequest mais elle ne peut les faire disparaître. Ceci ne peut être fait
qu’au niveau distribué. Notons que les expressionsrequest ne sont pas des valeurs mais bien une attente
d’une valeur.

Les environnements de communications sont initialement vides (noté•) et l’évaluation commence bien
entendu avec les numéros dem-étapes à 0. La sémantique distribuée a donc la forme suivante :

〈〈EC0/n0/e0, . . . , ECp−1/np−1/ep−1〉〉 〈〈EC
1
0/n1

0/e1
0, . . . , EC

1
p−1/n1

p−1/e1
p−1〉〉

Nous notons
∗
 pour la fermeture transitive et réflexive de .

Définition 37 (Relations de la sémantique distribuée).
La sémantique distribuée est définie en deux étapes :

1. L’évaluation locale (
i
 et

⋊⋉i
 ) d’un terme projeté (sous-terme d’un terme distribué effectué par un

processeuri) ;

2. La réduction des expressions distribuées qui permet l’évaluation des requêtes de communication.

avec :
i
 =

ε
 
i
∪

δ
 
i

⋊⋉i
 =

ε
 
⋊⋉i

∪
δ
 
⋊⋉i

Comme en BSML, l’évaluation distribuée d’un terme distribué ne peut se faire que si les termes projetés

proviennent tous d’une même expression. Nous notons
⋊⋉i
 l’évaluation au processeuri d’une règle globale

et
i
 l’évaluation locale (dans un vecteur projeté) au processeur i.
Nous définissons les règles de substitution, propagation dela substitution (dans les sous-expressions),

δ-règles génériques (règles classiques de la programmationfonctionnelle) de la même manière que dans
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((λ.e)[s] v)
ε
 e[v ◦ s]

n + 1[v ◦ s]
ε
 n[s]

1[v ◦ s]
ε
 v[•]

(µ.e)[s]
ε
 e[µ.e ◦ s]

(λ.e)[s]
ε
 (λ.e)[s]

v[s]
ε
 v si v 6= 〈· · ·〉 etv 6= (v0, v1)

(e1 e2)[s]
ε
 (e1[s] e2[s])

(e1, e2)[s]
ε
 (e1[s], e2[s])

(if e1 then e2 else e3)[s]
ε
 if e1[s] then e2[s] else e3[s]

(mget e1 e2)[s]
ε
 (mget e1[s] e2[s])

(mat e1 e2)[s]
ε
 (mat e1[s] e2[s])

(apply e1 e2)[s]
ε
 (apply e1[s] e2[s])

(mkpar e)[s]
ε
 (mkpar e[s])

〈e〉[s]
ε
 〈e[s]〉

[e0, . . . , ep−1][s]
ε
 [e0[s], . . . , ep−1[s]]

access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i)
δ
 vi

init (n, f)
δ
 [(f 0), . . . , (f (n−1))]

fst (v1, v2)
δ
 v1

snd (v1, v2)
δ
 v2

+ (n1, n2)
δ
 n1 + n2

isnc nc
δ
 true

isnc v
δ
 false si v 6= nc

if true then e2 else e3
δ
 e2

if false then e2 else e3
δ
 e3

Figure 10.12 — Réductions fonctionnelles et opérations génériques

la sémantique à petits pas (figure 10.12). Les règles de passage (pour appliquer les réductions génériques)
sont les suivantes :

e
ε
 e′

e
ε
 
i
e′

e
δ
 e′

e
δ
 
i
e′

e
ε
 e′

ECi/ni/e
ε
 
⋊⋉i

ECi/ni/e′

e
δ
 e′

ECi/ni/e
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/e′

Lesδ-règles des opérateurs locaux et globaux sont :

LocId v
δ
 
i

v

ECi/ni/delpar 〈f〉
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/f

ECi/ni/GloId v
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/v si V•(v) = true

et les règles des primitives parallèles sont les suivantes :

ECi/ni/mkpar f
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/〈(f i)〉[•] si V•(f) = true

ECi/ni/apply 〈f〉 〈v〉
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/〈(f v)〉[•]

ECi/ni/mget 〈f〉 〈b〉
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/(build (prep (tv, tb)))[•]

ECi/ni/mat 〈v〉 f
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/(delpar (mget vf 〈f〉))[•]

où : tv = 〈(init f)〉, tb = 〈(init b)〉 etvf = 〈(λ.if (f 1) then v else nc〉).
Elles sont similaires (utilisation des opérations parallèles de plus «bas niveau») à celles de la sémantique
à «petits pas». Les environnements de communications restent inchangés (ainsi que les numéros desm-
étapes). Lesδ-règles des opérateurs de communications sont :

ECi/ni/initthreads f/〈cm〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni/[[(f 0), . . . , (f (p− 1))]]

ECi/ni/get j 〈v〉 〈b〉
δ
 
⋊⋉i

((ni, j), v) ◦ ECi/ni/

{
request j ni si b = true

nc sinon

ECi/ni/build[[〈v0〉, . . . , 〈vp−1〉]]
δ
 
⋊⋉i

ECi/ni + 1/〈g〉[•]

avecg = (λ.if (0 ≤ 1 < p− 1) then (access (1, [v0, . . . , vp−1])) else nc).
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Pour l’opérationinitthreads la règle est celle attendue : création dep processus légers de communica-
tions. La règle pour lebuild est aussi naturelle. Á partir des valeurs reçues, l’opérateur construit le vecteur
final et on passe à lam-étape suivante.

L’opérationget est plus complexe. En premier lieu, elle sauvegarde dans l’environnement de communi-
cations le valeurv. Celle-ci pourra ensuite être lue par un autre processeurvia unrequest. En second lieu,
l’opérateurget se transforme en unrequest afin de récupérer la valeur d’un autre processeur. Ceci est fait
si b = true, c’est-à-dire si l’on demande bien la valeur à cet autre processeur. Nous pouvons maintenant
donner la sémantique distribuée.

Définition 38 (Sémantique distribuée).
Nous avons alors les quatre règles de contexte suivantes pour définir l’évaluation distribuée :

ECi/ni/ei
⋊⋉i
 EC

′
i/n′

i/e′i
〈〈. . . , ECi/ni/Γ[ei], . . .〉〉 〈〈. . . , EC

′
i/n′

i/Γ[e′i], . . .〉〉

ei
i
 e′i

〈〈. . . , ECi/ni/∆[ei], . . .〉〉 〈〈. . . , ECi/ni/∆[e′i], . . .〉〉

ECi/ni/ei  EC
′
i/n′

i/e′i
〈〈. . . , ECi/ni/Ωj [ei], . . .〉〉 〈〈. . . , EC

′
i/n′

i/Ωj[e′i], . . .〉〉

((ni, j), v) ∈ ECj

〈〈. . . , ECi/ni/Ωj [request j ni], . . .〉〉 〈〈. . . , ECi/ni/Ωj [〈v〉], . . .〉〉

La première règle permet l’évaluation d’un terme projeté global (en dehors d’un vecteur parallèle). L’envi-
ronnement de communications (resp. le numéro de lam-étape) peut être modifié par l’opérateur parallèle
get (resp.build).

La deuxième règle précise la réduction locale d’un processeur. La troisième règle permet la réduction
d’un «processus léger» de communications. Là encore, l’environnement de communications peut changer.

La quatrième règle définit une communication entre deux processeurs (une requête). Cette règle signifie
que, si un processeuri demande la valeur détenue par un processeurj à lam-étapeni et que l’environne-
ment de communicationsECj du processeurj contient la valeurv à lam-étapeni pour le processeuri, alors
cette valeur est envoyée au processeuri. Sinon la règle ne peut pas être appliquée : le processeurj n’a pas
atteint lam-étape numéroni et le processeuri doit attendre.
Nous avons alors les résultats suivants.
Lemme 73 (Confluence forte)

Soit〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 un terme distribuée.
Si 〈〈EC0/n0/e0, . . . , ECp−1/np−1/ep−1〉〉 〈〈EC

1
0/n1

0/e1
0, . . . , EC

1
p−1/n1

p−1/e1
p−1〉〉

et 〈〈EC0/n0/e0, . . . , ECp−1/np−1/ep−1〉〉 〈〈EC
2
0/n2

0/e2
0, . . . , EC

2
p−1/n2

p−1/e2
p−1〉〉

alors il existe 〈〈EC
3
0/n3

0/e3
0, . . . , EC

3
p−1/n3

p−1/e3
p−1〉〉

tel que 〈〈EC
1
0/n1

0/e1
0, . . . , EC

1
p−1/n1

p−1/e1
p−1〉〉 〈〈EC

3
0/n3

0/e3
0, . . . , EC

3
p−1/n3

p−1/e3
p−1〉〉

et 〈〈EC
2
0/n2

0/e2
0, . . . , EC

2
p−1/n2

p−1/e2
p−1〉〉 〈〈EC

3
0/n3

0/e3
0, . . . , EC

3
p−1/n3

p−1/e3
p−1〉〉.

Preuve . Voir en section 17 de l’annexe de ce chapitre.

Théorème 17 (Confluence)

Soit une expression «programmeur»ep tel quee = T•(ep) et∀i ∈ {0, . . . , p− 1} ei = Pi(e). Alors :
Si 〈〈•/0/e0[•], . . . , •/0/ep−1[•]〉〉 〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉
et 〈〈•/0/e0[•], . . . , •/0/ep−1[•]〉〉 〈〈EC0/n0/v′0, . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/v′p−1〉〉
alors ∀i ∈ {0, . . . , p− 1} vi = v′i, ni = n′

i etECi = EC
′
i.

Preuve . La relation est fortement confluente, donc, d’après le lemme 1, elle est confluente.
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p: unit→int
pid: unit→int
store: α→unit
request: int→int→α
reset_mstep: unit→unit

Figure 10.13 — Le moduleTcpip

Théorème 18 (Équivalence)

Soitep une expression «programmeur» telle quee = T•(ep). Alors :

1. Sie[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

alors 〈〈•/0/P0(e[•]), . . . , •/0/Pp−1(e[•])〉〉 〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉
tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi ;

2. Si〈〈•/0/P0(e[•]), . . . , •/0/Pp−1(e[•])〉〉 〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉

alorse[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi.

Preuve . Par application de la proposition 7 (voir en section 10.A.3 de l’annexe de ce chapitre).

10.5 Implantation de MSPML

MSPML est implanté sous forme d’une bibliothèque4 pour OCaml. Celle-ci ne nécessite pas forcement
une bibliothèques de communications supplémentaires (et sous-jaccente) comme MPI car cette première
implantation repose sur le moduleUnix d’OCaml et des processus légers. Il n’y a pas encore d’implantation
modulaire comme la BSMLlib mais l’organisation des moduless’en rapproche. Ainsi le module contenant
les primitives, le moduleMpsml, repose sur un module de plus «bas niveau» (pour l’instant unique), le
moduleTcpip (écrit dans un style SPMD) et qui propose des fonctions de plus «bas niveau» dont certaines
sont proches des fonctions MPI. Ce dernier modeule est donc interne à l’implantation et par conséquent,
n’est pas disponible à l’utilisateur de la bibliothèque MSPMLlib. Cette utilisateur ne peut donc pas écrire
de programmes SPMD (tout comme en BSML).

10.5.1 Module Tcpip

Les fonctions essentielles du moduleTcpip sont données à la figure 10.13.
p et pid donnent respectivement le nombre total de processeurs et lenuméro de processeur. Au début de

l’exécution d’un programme MSPML, il y a deux processus légers par processeur : l’un correspond à la
réduction locale de la sémantique distribuée (section 10.4) et l’autre est créé à l’initialisation et prend en
charge les communications. Ce second processus léger répond aux requêtes venant des autres processeurs.

MSPML suit le modèle d’exécution MPM. L’exécution d’un programme utilisant la MSPMLlib est
donc une succession de phases de calculs locaux et de phases de communications. Chaque couple calcul-
communication constitue unem-étape. Durant l’évaluation d’un programme MSPML, chaque processeuri
a une variablemstepi contenant le numéro de lam-étape courante.

À chaquem-étape, chaque processeur stocke une valeur dans ce qui est appelé son environnement de
communications. Le stockage est effectué en utilisant la fonctionstore. Un autre processeur peut obtenir
cette valeur en utilisant la fonctionrequest. L’argument de la fonctionrequest est le numéro de proces-
seur destinataire de la requête. Implicitement la requête est faite pour le numéro dem-étape courant du
processeur requérant.

4La version actuelle de MSPML est disponible àhttp://mspml.free.fr.
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10.5.2 Module Mspml

L’implantation du noyau de la MSPMLlib suit le style de programmation SPMD. Ainsi, pour un processeur,
le type abstrait des vecteurs parallèles est défini par :type α par = α. L’utilisation d’un tel type abstrait
permet d’éviter le problème que l’on rencontre dans les langages data-parallèles SPMD, lesquels ne per-
mettent pas de distinguer les variables dont les valeurs sont dépendantes du numéro de processeur de celles
qui ne le sont pas.

L’implantation des primitives qui ne nécessitent pas de communication est alors aisée :

let mkpar f = f (Tcpip.pid())
let apply f v = f v

L’implantation demget nécessite plusieurs requêtes qui peuvent être faites en même temps. Chaque
requête est effectuée par un processus léger différent. À unprocesseuri, la fonction, premier argument de
mget , est stockée dans l’environnement de communications avec la valeur demstepi. mstepi est ensuite
incrémentée.

Après, la fonction des entiers vers les booléens (second argument demget ) est appliquée aux entiers
entre0 et p − 1. Lorsque le résultat esttrue un nouveau processeur léger est créé pour traiter la requête
correspondante.

Une requête du processeuri est une demande au processeurj pour avoir la valeur que celui-ci a dans son
environnement de communications à lam-étape de numéromstepi. Lorsque le processeurj reçoit cette
requête (un processus léger est créé pour traiter cette requête) il y a deux cas :

1. mstepj ≥mstepi : ce qui veut dire que le processeurj a déjà atteint la mêmem-étape que le pro-
cesseuri. Le processeurj a donc déjà stocké une valeur dans son environnement de communications
pour lam-étape de numéromstepi. Il lui suffit de l’envoyer au processeuri ;

2. mstepj < mstepi : rien ne peut être fait tant que le processeurj n’a pas atteint lam-étapemstepi.

Si i = j l’étape 2 n’est bien sûr pas effectuée.
Quand un processeurj reçoit une requête d’un processeuri pour une valeur stockée par unmget et que

celle-ci peut être traitée, la valeur stockée est «désérialisée». Le résultat est alors renvoyé au processeurj.
Lorsque toutes les requêtes ont été traitées, la fonction résultat est créée.

La taille des environnements de communications est bien sûrbornée. Cette taille est un paramètre donné
par l’utilisateur au moment de l’exécution. L’implantation actuelle impose une barrière de synchronisation
pour vider les environnements de communications lorsque ceux-ci sont pleins. Bien sûr, à moins que des
données de très grande taille soient échangées à chaquem-étape, cette valeur maximale peut être assez
grande pour que les barrières soient rares. [194] propose une solution pour éviter ces barrières de syn-
chronisation au prix d’un léger surcoût à chaque échange. Cette solution sera disponible dans la prochaine
implantation de la bibliothèque MSPMLlib.

10.6 Exemple et expériences

10.6.1 Réduction et préfixe parallèles

Il existe différentes versions de la réduction parallèle. Il est possible de réduire un vecteur de typeα par
mais aussi un vecteur parallèle de typeα collection par où par exemplecollection peut êtrelist ouarray.
Dans la figure 10.14,fold_direct est une réduction parallèle d’un vecteur de typeα par . Elle est dite
directe car les valeurs sont échangées entre les processus en une seulem-étape. Le coût de la phase de
communication ests× (p− 1)× g + L oùs est la taille de la plus grande valeur dans le vecteur parallèle.
Suivant les paramètress, p, L et g, une version utilisantlog2(p) m-étapes peut être plus efficace. Chaque
phase de communications de lam-étape sera alorss×g + L. Nous n’utiliserons par la suite que la version
directe du calcul de la réduction parallèle, afin de simplifier la présentation de l’implantation du patron.

La réduction parallèle d’un vecteur de listes peut être facilement définie avecfold_direct. Grâce au
polymorphisme de OCaml (polymorphisme «à la ML»), nous pouvons implanter une réduction parallèle
générique d’un vecteur parallèle de collections et ceci en utilisant n’importe quelle version de la réduction
(directe ou non) :

let generic_wide_fold sfold fold op neutral vv =
let local_fold = parfun (sfold op neutral) vv in
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(∗ val fold_direct: (α→β →α )→α→β par→α par ∗)
let fold_direct op neutral vv =

parfun (List.fold_left op neutral) (totex_list vv)

(∗ val wide_fold_list_direct: (α→α→α )→α→α list par→α list par ∗)
let wide_fold_list_direct op neutral vv =

let local_fold = parfun (List.fold_left op neutral) vv in
fold_direct op neutral local_fold

(∗ val prescan_direct: (α→β →α )→α→β par→α par ∗)
let prescan_direct op neutral v =

let com = mget (parfun (fun v i→v) v) (mkpar (fun i j→j<i))
and sfold = List.fold_left op neutral
and lists = mkpar (fun i→from_to 0 (i−1)) in
parfun sfold (parfun2 List.map (parfun (compose noSome) com) lists)

(∗ val generic_scan :
((α→β )→γ → δ → ǫ )→((α→β )→γ → ζ par→α par)→(β → η → ϑ )→
( ǫ→ ζ option ∗ η )→( ǫ→ ζ option ∗ η )→(α→β )→γ → δ par→ ϑ par ∗)

let generic_scan sscan prescan map last cutlast op neutral vv =
let local_scan = parfun (sscan op neutral) vv in
let tmp = applyat (p()−1) last cutlast local_scan in
let last_elements = parfun (compose noSome fst) tmp
and new_lists = parfun snd tmp in
let values_to_add = prescan op neutral last_elements in

parfun2 map (parfun op values_to_add) new_lists

(∗ val scanl: (α→α→α )→α→α list par→α list par ∗)
let scanl op e =

generic_scan sscan prescan_direct List.map last cutlast op e

Figure 10.14 — Diffusion directe, réduction et préfixe parallèles

fold op neutral local_fold

avecsfold qui est une réduction séquentielle sur la collection etfold une réduction parallèle d’un vecteur.
Cette fonction peut être instanciée (spécialisée) à une collection particulière, par exemple les listes avec une
réduction parallèle directe :

let wide_fold_list_direct op e vv=
generic_wide_fold List.fold_left fold_direct op e vv

Cette technique peut être appliquée au calcul des préfixes parallèles.generic_scan (figure 10.14) est
une fonction générique qui peut calculer la somme des préfixes de n’importe quel vecteur parallèle de
collections (de n’importe quel type).

generic_scan est une fonction qui opère sur un vecteur de collections d’éléments. Elle prend en para-
mètre :

• Une structure de données qui représente la collection des éléments ;
• Une fonction séquentielle qui réduit les éléments de la collection ;
• Une fonction parallèleprescan dont la sémantique est :

prescan ⊕ v0 · · · vp−1 = ı⊕ v0 · · · ⊕p−2
k=0vk

• Une fonction qui itère sur ce genre de collection,
• Une fonction qui prend (last) et enlève (cutlast) le dernier élément de la collection

La figure 10.14 donne le code d’uneprescan. Mais il est possible de l’écrire d’une manière plus simple :



214 CHAPITRE 10. ML PARALLÈLE MINIMALEMENT SYNCHRONE

let prescan_direct op neutral v =
let com = get_list v (mkpar (fun i→from_to 0 (i−1))) in
parfun (List.fold_left op neutral) com

qui utilise la fonction de communicationget_list définie comme suit :

get_list v0 · · · vp−1 [i01; . . . ; i
0
k0

] · · · [ip−1
1 ; . . . ; ijkp−1

]

= [vi01
; . . . ; vi0

k0
] · · · [vip−1

1
; . . . ; vij

kp−1

]

Maintenant, nous allons détailler le fonctionnement degeneric_scan. Pour simplifier, nous considérons
que les collections sont des listes. Les arguments séquentiels doivent satisfaire les égalités suivantes :

sscan : (α→α→α )→α list→α list
sscan (⊕) [x1, x2, . . . , xn] = [ı⊕; x1; x1 ⊕ x2; . . . ; x1 ⊕ x2 ⊕ . . .⊕ xn]

cutlast : α list→α option ∗ α list
cutlast [x1; . . . ; xn] = (Some xn, [x1; . . . ; xn−1])

cutlast [ ] = (None, [ ])

last : α list→α option ∗ α list
last [x1; . . . ; xn] = (Some xn, [x1; . . . ; xn])

last [ ] = (None, [ ])

La première étape consiste à calculer les réductions locales, c’est-à-dire que si nous avons :

vv = [x1; x2; . . . ; xn/p] · · · [xn+1−n/p; xn+2−n/p; . . . ; xn]

alors :

local_scan = [c; op2 c x1; . . . ; op2 (. . .)xn/p] · · · [c; op2 c xn+1−n/p; . . . ; op2 (. . .)xn/p]

Chaque processeur contientn
p + 1 valeurs. Pour chaque processeur, excepté le dernier, nous enlevons le

dernier élément de la collection. Le vecteurtmp est alors un vecteur de paires dont la première composante
est(Some vi) (vi étant le dernier élément de la liste) et dont la seconde composante est la liste sans ledit
dernier élément. Au processeurp − 1, la seconde composante est une liste qui n’a pas été modifiée.A
partir de ce vecteur, nous obtenonslast_elements qui est un vecteur composé avec les derniers éléments
et new_lists, un vecteur parallèle de listes sans leur dernier élément.values_to_add calcule la réduction
partielle du vecteurlast_elements. Au processeuri, seules lesi− 1 premières valeurs seront réduites avec
prescan. Pour terminer, les valeurs obtenues sont ajoutées au vecteur de listesnew_lists.

10.6.2 Implantation du patron algorithmique «Diffusion»

Les langages à patrons [69, 221, 226] (appelés aussi squelettes algorithmiques) sont des langages dans
lesquels seul un ensemble fini de primitives (les patrons) sont parallèles. Du point de vue d’un programmeur,
ces langages constituent une approche aisée de la programmation parallèle.

Dans cette section, nous montrons empiriquement qu’il est possible d’implanter des patrons parallèles en
MSPML. Nous avons choisi le patronDiffusion[1]. Ce patron est dérivé duthéorème de diffusion[153] et
est défini en termes des patrons plus classiquesmap, reduceet scan. Il fournit une bonne abstraction de la
combinaison de primitives parallèles. En utilisant le théorème de diffusion, des fonctions récursives, définies
sous une forme spécifique et sous certaines conditions, peuvent être exprimées comme une instanciation du
patron «Diffusion».

Un autre avantage est que, sous certains conditions, des techniques de «déforestation» peuvent être uti-
lisées pour remplacer la composition de différents patronsde diffusion en une unique instantiation de ce
patron [151].

Le patron de diffusion peut être défini comme suit avec le formalisme Bird-Meertens (BMF) [33, 239] :

diff (⊕) (⊗) k g1 g2 xs c = reduce (⊕) (map k as) ⊕ g1 b
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let diff op1 op1neutral op2 k g1 g2 xs c =
let reducer op neutral e vec =

let local_fold = parfun (List.fold_left op neutral) vec in
fold_direct op e local_fold in

let bs’=scanl op2 c (parfun (List.map g2) xs) in
let nocut l = None,l in
let b’,bs=parpair_of_pairpar(applyat (p()−1) cutlast nocut bs’) in
let (Some b)=at b’ (p()−1) in
reducer op1 op1neutral (g1 b) (parfun2 (List.map2 k) xs bs)

Figure 10.15 — Implantation MSPML du patron «Diffusion»

où⊕ et⊗ sont des opérations associatives avec un élément neutre. Nous avons :

as = zip xs bs

bs ++[b] = map (c⊗) (scan ⊗ (map g2 xs))

où++ est l’opération de concaténation de 2 listes et où

reduce (⊕) [x1, x2, . . . , xn] = x1 ⊕ x2 ⊕ . . .⊕ xn

zip [x1, x2, . . . , xn] [y1, y2, . . . , yn] = [(x1, y1), (x2, y2, . . . , (xn, yn)]

Nous nous référons à [239] pour une liste exhaustive des opérations possibles en BMF.
L’implantation en MSPML du patron est donnée à la figure 10.15. Elle utilise seulement les fonctions

décrites dans les sections et chapitres précédents.

10.6.3 Plus petits éléments

Pour tester expérimentalement notre implantation, nous donnons une version avec «diffusion» du pro-
gramme des «plus petits éléments» dans une liste. Le problème est de retirer de la liste tous les éléments
plus petits que leurs prédécesseurs dans ladite liste. La fonction qui calcule cette liste peut être écrite avec
le patron «diffusion» comme suit :

let se_direct xs =
let k x c = if x<c then [] else [x]
and g1 x = []
and g2 x = x in
diff (@) [] max k g1 g2 xs min_int

Les opérationsk, g1, g2 et max ont une complexité constante. La concaténation de 2 listes(@) a une
complexité linéaire en la longueur de la première liste et est utilisée dans lediff comme argument pour
la réduction parallèlereducer. Dans ce cas, son premier argument est le résultat d’une application dek :
une liste vide ou bien une liste de longueur 1. Ainsi, le tempsséquentiel nécessaire pour l’exécution de
se_direct est linéaire en la taille de listexs donnée en entrée (xs est en réalité un vecteur de listes ; la liste
doit être vue comme la concaténation des listes du vecteur).

Les communications sont tout d’abord produites parscanl où en chaque processeuri le coût esti×g+L
et ensuite parreducer qui est une réduction directe qui utilise un échange total decoût(p − 1) × g + L.
Cet échange total implique une synchronisation globale et donc le coût total MPM des communications
est2 × ((p − 1) × g + 2 × L). Le coût des communications ne dépend donc pas de l’entrée. Ainsi, nos
expériences feront apparaître des courbes linéaires.

10.6.4 Expériences

Nous avons réalisé des expériences de notre nouveau langage. L’implantation qui a été utilisée ici, possède
un get primitif et non simulé par unmget . Les expériences réalisées dans l’article [193] montrent que le
mget primitif est tout aussi efficace que leget.
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Les tests de performances ont été effectués sur une grappe de8 nœuds chacun doté de 256Go de RAM.
Les nœuds sont des Intel pentium III 1 Ghz et interconnectés avec des cartes Fast Ethernet. Une Mandrake
Clic 1.0 a été utilisée comme système d’exploitation et les programme ont été compilés avec OCaml 3.07.0
en mode natif.

La figure 10.16 (graphique du haut) montre le temps d’exécution en secondes mesuré pour l’évaluation
de ce programme sur une liste dont la taille est donnée en abscisse. Cette liste est découpée enp sous-listes
de même taille. La figure 10.16 (graphique du bas) montre le temps d’exécution en secondes de ce même
programme où, en abscisse, sont notées les tailles de ces sous-listes.

Les mesures ont été obtenues sur une grappe de 2, 4 et 8 processeurs avec des listes de taille entre 200
et 20000 éléments par processeur. Chaque test a été effectué4 fois et la moyenne a été prise, chaque test
mesurant le temps d’exécution de 10 appels du programme sur la même liste.

Comme prévu, les courbes obtenues sont linéaires. Une accélération super-linéaire est obtenue lorsque
le nombre de processeurs augmente. Ce n’est pas une surprisecar avec moins de processeurs, chaque
processeur a plus de données et donc plus d’appels au glaneurde cellules. Plus étranges sont les résultats
obtenus à la figure 10.16 (graphique du bas) : pour une même taille par processeur, le temps d’exécution
est moindre lorsque plus de processeurs sont utilisés. Ce phénomène est peut être dû à la stratégie de mise
en tampon de la couche TCP/IP. Les tampons sont vidés plus rapidement lorsqu’il y a plus de processeurs
car il y a plus de communications et donc les tampons sont pleins plus rapidement. Des expériences plus
précises (et sur d’autres types de machines) restent à fairepour expliquer (et vérifier) ce phénomène.
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Figure 10.16 — Performances du calcul des plus petits éléments
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10.A Annexe, preuves des lemmes

10.A.1 Confluence forte de ⇀

Lemme 74 (Déterminisme des règles fonctionnelles)

1. Sie
ε
⇀ e1, c1 et e

ε
⇀ e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2 ;

2. Sie
δ
⇀e1, c1 et e

δ
⇀e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 75 (Déterminisme des règles globales)

1. On a :
si e/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

ε
⇀
⋊⋉

e1/〈c1m
0 , . . . , c1m

p−1〉/〈c
1
0, . . . , c

1
p−1〉

et e/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉
ε
⇀
⋊⋉

e2/〈c2m
0 , . . . , c2m

p−1〉/〈c
2
0, . . . , c

2
p−1〉

alors e1 = e2 et∀i cm1

i = cm2

i et c1
i = c2

i ;

2. On a :
si e/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

δ
⇀
⋊⋉

e1/〈c1m
0 , . . . , c1m

p−1〉/〈c
1
0, . . . , c

1
p−1〉

et e/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉
δ
⇀
⋊⋉

e2/〈c2m
0 , . . . , c2m

p−1〉/〈c
2
0, . . . , c

2
p−1〉

alors e1 = e2 et∀i cm1

i = cm2

i et c1
i = c2

i .

Preuve . Par application du lemme 74 et par cas sur les règles des primitives et des opérations globales.

Lemme 76 (Déterminisme des règles)

1. On a :
Si e/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

⋊⋉

⇀ e1/〈c1m
0 , . . . , c1m

p−1〉/〈c
1
0, . . . , c

1
p−1〉

et e/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉
⋊⋉

⇀ e2/〈c2m
0 , . . . , c2m

p−1〉/〈c
2
0, . . . , c

2
p−1〉

alors e1 = e2 et∀i c1m
i = c2m

i et c1
i = c2

i ;

2. Sie
i

⇀ e1, c1 et e
i

⇀ e2, c2 alorse1 = e2 et c1 = c2.

Preuve . Par application du lemme 75 pour (1) et du lemme 74 pour (2).

Notons que les contextes des expressions sont identiques à ceux du chapitre 3. Nous utilisons donc les
mêmes lemmes sur ces contextes.
Lemme 77 (Déterminisme des contextes des threads de communications)

1. ∀i, si e = Ωi[e1] et e = Ωi[e2] alorse1 = e2 ;

2. ∀i, j i 6= j si e = Ωi[e1] et e = Ωj [e2] alorse = Γ[[[ · · · , e1, · · · , e2, · · · ]]].

Lemme 78 (Unicité du choix d’un type de contexte)

Si e = Γ[e′] alors∄ Ωi tel quee = Ωi[e′′].

Preuve . Par construction de nos contextes. En effet, ceux-ci ne permettent l’application d’une règle :

• Globale que dans une unique sous-expression ;
• Locale que dans un unique vecteur parallèle mais possiblement dans deux composantes différentes de ce

vecteur ;
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• D’un thread de communications que dans un unique tableau de threads mais possiblement dans deux
threads différents.

Lemme 79 (Confluence forte)

Soit une expressione.
Si e/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e1/〈cm1

0 , . . . , cm1

p−1〉//〈c1
0, · · · , c

1
p−1〉

et e/〈cm
0 , . . . , cm

p−1〉/〈c0, · · · , cp−1〉⇀ e2/〈cm2

0 , . . . , cm2

p−1〉/〈c
2
0, · · · , c

2
p−1〉

alors il existe e3, 〈cm3

0 , . . . , cm3

p−1〉 et 〈c3
0, · · · , c

3
p−1〉

tel que e1/〈cm1

0 , . . . , cm1

p−1〉//〈c1
0, · · · , c

1
p−1〉⇀ e3/〈cm3

0 , . . . , cm3

p−1〉/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉

et e2/〈cm2

0 , . . . , cm2

p−1〉/〈c
2
0, · · · , c

2
p−1〉⇀ e3/〈cm3

0 , . . . , cm3

p−1〉/〈c
3
0, · · · , c

3
p−1〉.

Preuve . Par les lemmes 78 et 9, nous avons trois types de réductions distincts.
Si ⇀ est une réduction globale, alors par le lemme 7 il n’existe qu’un contexte global et par le lemme 76, la

réduction est déterministe.
Si ⇀ est une réduction locale, alors nous avonse = ∆i[ei] ete = ∆j [ej ]. Nous avons alors deux cas :

1. Sii = j alors par le lemme 8.1 il n’existe qu’un contexte et par le lemme 76, la réduction est déterministe

2. Si i 6= j alors, comme précédemment, les règles peuvent s’entrelacer : les réductions interviennent dans
deux composantes différentes d’un même vecteur.

Si ⇀ est une réduction d’un thread de communication, alors commeprécédemment, soit la règle s’applique au
même thread et par conséquent, le résultat est déterministe, soit les règles s’entrelacent pour un même tableau de
threads. Les deux coûts sont ajoutés dans un ordre différent. Mais comme⊕ est commutative, le coût final reste
le même.

Les trois types de réductions sont donc fortement confluentes.

10.A.2 Confluence forte de  

Lemme 80 (Déterminisme des règles fonctionnelles)

1. Sie
ε
 e1 et e

ε
 e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie
δ
 e1 et e

δ
 e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 81 (Déterminisme des règles globales)

1. SiECi/ni/e
ε
 
⋊⋉i

EC
1
i /n1

i /e1 etECi/ni/e
ε
 
⋊⋉i

EC
2
i /n2

i /e2 alorse1 = e2, EC
1
i = EC

2
i etn1

i = n2
i ;

2. Sie
δ
 
⋊⋉i

e1 et e
δ
 
⋊⋉i

e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par application du lemme 80 et par cas sur les règles des primitives et des opérations globales.

Lemme 82 (Déterminisme des règles)

1. SiECi/ni/ei
⋊⋉i
 EC

1
i /n1

i /e1
i etECi/ni/ei

⋊⋉i
 EC

2
i /n2

i /e2
i alorse1

i = e2
i , EC

1
i = EC

2
i etn1

i = n2
i ;

2. Siei
i
 e1

i etei
i
 e2

i alorse1
i = e2

i .

Preuve . Par application du lemme 81 pour (1) et du lemme 80 pour (2).

Notons que les contextes des expressions sont similaires à ceux du chapitre 3. Nous utilisons donc les
mêmes lemmes sur ces contextes. Nous utilisons aussi le lemme des contextes sur les processus légers de
communication de ce chapitre.
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Lemme 83 (Confluence forte)

Soit〈〈e0, . . . , ep−1〉〉 un terme distribué.
Si 〈〈EC0/n0/e0, . . . , ECp−1/np−1/ep−1〉〉 〈〈EC

1
0/n1

0/e1
0, . . . , EC

1
p−1/n1

p−1/e1
p−1〉〉

et 〈〈EC0/n0/e0, . . . , ECp−1/np−1/ep−1〉〉 〈〈EC
2
0/n2

0/e2
0, . . . , EC

2
p−1/n2

p−1/e2
p−1〉〉

alors il existe 〈〈EC
3
0/n3

0/e3
0, . . . , EC

3
p−1/n3

p−1/e3
p−1〉〉

tel que 〈〈EC
1
0/n1

0/e1
0, . . . , EC

1
p−1/n1

p−1/e1
p−1〉〉 〈〈EC

3
0/n3

0/e3
0, . . . , EC

3
p−1/n3

p−1/e3
p−1〉〉

et 〈〈EC
2
0/n2

0/e2
0, . . . , EC

2
p−1/n2

p−1/e2
p−1〉〉 〈〈EC

3
0/n3

0/e3
0, . . . , EC

3
p−1/n3

p−1/e3
p−1〉〉.

Preuve . Par les lemmes 78 et 9, nous avons trois types de réductions distincts. Les deux premières réductions se
font respectivement au processeuri et j. La dernière est la réduction d’un processus léger de communication.
Nous avons alors trois cas :

1. Sii = j alors est une réduction (au processeuri) globale ou locale. Comme précédemment, la réduction
est déterministe (lemme 82)

2. Si i 6= j alors comme précédemment, les règles s’entrelacent et sontconfluentes : les réductions inter-
viennent dans deux composantes différentes d’un même vecteur distribué.

3. Si est une réduction (d’un processeura) d’un processus légerb. Si c’est une réduction globale «normale»
alors comme précédemment la règle est déterministe. Si c’est une réduction d’unrequest alors il est facile
de constater que la valeur reçue est toujour la même car les règles de réduction sont déterministes.

Les trois types de réductions sont donc fortement confluentes.

10.A.3 Équivalence entre  et ⇀

Dans cette section, nous faisons fi des coûts de la sémantiquede⇀ afin de simplifier la lecture de la preuve
(les coûts n’apparaissant pas dans la sémantique ).

Nous notons
+
 la fermeture transitive de .

Lemme 84 (Un ⇀ vaut plusieurs )

Si e ⇀ e′ et 〈〈EC
′
0/n′

0/P0(e
′), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(e
′)〉〉

∗
 〈〈EC

′′
0/n′′

0/v0, . . . , EC
′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉

alors 〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
+
 〈〈EC

′
0/n′

0/P0(e
′), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(e
′)〉〉.

Preuve . On montre d’abord le résultat pour une réduction de tête, en examinant les axiomes de réduction :

• Si (λ.e[s] v) ⇀ e[v ◦ s] alors

〈〈EC0/n0/P0((λ.e[s] v)), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1((λ.e[s] v))〉〉

= 〈〈EC0/n0/(λ.P0(e)[P0(s)] P0(v)), . . . , ECp−1/np−1/(λ.Pp−1(e)[Pp−1(s)] Pp−1(v))〉〉

= 〈〈EC0/n0/(λ.e0[s0] v0), . . . , ECp−1/np−1/(λ.ep−1[sp−1] vp−1)〉〉
∗
 〈〈EC0/n0/e0[v0 ◦ s0], . . . , ECp−1/np−1/ep−1[vp−1 ◦ sp−1]〉〉 parp applications
= 〈〈EC0/n0/P0(e)[P0(v) ◦ P0(s)], . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)[Pp−1(v) ◦ Pp−1(s)]〉〉
= 〈〈EC0/n0/P0(e[v ◦ s]), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e[v ◦ s])〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.
• Si (e1 e2)[s] ⇀ (e1[s] e2[s]) alors

〈〈EC0/n0/P0((e
1 e2)[s]), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1((e

1 e2)[s])〉〉
= 〈〈EC0/n0/(P0(e

1) P0(e
2))[P0(s)], . . . , ECp−1/np−1/(Pp−1(e

1) Pp−1(e
2))[Pp−1(s)]〉〉 alors parp applications

∗
 〈〈EC0/n0/(P0(e

1)[P0(s)] P0(e
2)[P0(s)]), . . . , ECp−1/np−1/(Pp−1(e

1)[Pp−1(s)] Pp−1(e
2)[Pp−1(s)])〉〉

= 〈〈EC0/n0/P0((e
1[s] e2[s])), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1((e

1[s] e2[s]))〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.
• Si (mkpar f) ⇀ 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉 alors (en utilisant le lemme 21 surf ) :

〈〈EC0/n0/P0(mkpar f), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(mkpar f)〉〉
= 〈〈EC0/n0/mkpar P0(f), . . . , ECp−1/np−1/mkpar Pp−1(f)〉〉 alors parp applications
∗
 〈〈EC0/n0/〈(P0(f) 0)〉, . . . , ECp−1/np−1/〈(Pp−1(f) (p − 1))〉〉〉
= 〈〈EC0/n0/P0(〈(f 0)〉), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(〈(f (p − 1))〉〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.
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• Tout les autres cas asynchrones (ne fonctionnant que sur un seul processeur à la fois) sont similaires.

• Si get j 〈v0, . . . , vp−1〉 〈b0, . . . , bp−1〉 ⇀ 〈v′
0, . . . , v

′
p−1〉 tel que

(

v′

k = vj si bk = true

v′

k = nc sinon
alors nous avons :

〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
= 〈〈EC0/n0/get j 〈P0(v0)〉 〈P0(b0)〉, . . . , ECp−1/np−1/get j 〈Pp−1(vp−1)〉 〈Pp−1(bp−1)〉〉〉
∗
 〈〈(n0, j, v0) ◦ EC0/n0/a0, . . . , (np−1j, vp−1) ◦ ECp−1/np−1/ap−1〉〉 parp applications

Pour chaqueai, nous avons deux cas :

1. ai = nc si bi = false

2. ai = request j ni. request n’est pas une valeur et donc par hypothèserequest j ni se réduit en
vj tel que(ni, j, vj) ∈ ECj .

Nous avons donc bien∀i Pi(〈v
′
0, . . . , v

′
p−1〉) = ai ce qui est bien le résultat attendu.

Pour finir la preuve, il faut montrer que tout cela passe bien au contexte, c’est-à-dire :

• si Γ[e] ⇀ Γ[e′] alors〈〈EC0/n0/P0(Γ[e]), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(Γ[e])〉〉
+
 

〈〈EC
′
0/n′

0/P0(Γ[e′]), . . . , EC
′
p−1/n′

p−1/Pp−1(Γ[e′])〉〉

• si ∆i[e] ⇀ ∆i[e′] alors〈〈EC0/n0/P0(∆[e]), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(∆[e])〉〉
+
 

〈〈EC
′
0/n′

0/P0(∆[e′]), . . . , EC
′
p−1/n′

p−1/Pp−1(∆[e′])〉〉

• si Ωj [e] ⇀ Ωj [e′] alors〈〈EC0/n0/P0(Ω
j [e]), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(Ω

j [e])〉〉
+
 

〈〈EC
′
0/n′

0/P0(Ω
j [e′]), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(Ω
j [e′])〉〉

Cela se fait par récurrence structurelle sur les contextesΓ, ∆i etΩj :

• Le cas de baseΓ = [] est immédiat avec le résultat précédent sur les réductions de tête.
• Cas d’un contexte global, le casΓ = (Γ′ e2). Nous avons alors(Γ′[e] e2) ⇀ (Γ′[e′] e2) et :

〈〈EC0/n0/P0(Γ
′[e] e2), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(Γ

′[e] e2)〉〉
= 〈〈EC0/n0/(P0(Γ

′[e]) P0(e
2)), . . . , ECp−1/np−1/(Pp−1(Γ

′[e]) Pp−1(e
2))〉〉

∗
 〈〈EC

′
0/n′

0/(P0(Γ
′[e′]) P0(e

2)), . . . , EC
′
p−1/n′

p−1/(Pp−1(Γ
′[e′]) Pp−1(e

2))〉〉 par hypothèse de récurrence
= 〈〈EC

′
0/n′

0/P0(Γ
′[e′] e2), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(Γ
′[e′] e2)〉〉

ce qui est bien le résultat attendu. Les autres cas sont similaires.

• Cas d’un contexte local, le cas∆i. Par le lemme 8.2, nous avonsΓ[〈. . . ,

i
z }| {

Γl[e], . . .〉] ⇀ Γ[〈. . . ,

i
z }| {

Γl[e′], . . .〉].
Donc nous avons :

〈〈. . . , ECi/ni/Pi(Γ[〈Γl[e]〉]), . . .〉〉
= 〈〈. . . , ECi/ni/(Γ[〈Pi(Γ

l[e]〉)]), . . .〉〉

 〈〈. . . , ECi/ni/(Γ[〈Pi(Γ
l[e′]〉)]), . . .〉〉 par hypothèse

= 〈〈. . . , ECi/ni/Pi(Γ[〈Γl[e′]〉]), . . .〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.
• Cas d’un contexte de communication, le casΩj . Par le lemme 77.2, nous avonsΓ[[[ · · · , ej , · · · ]]] ⇀

Γ[[[ · · · , e′j , · · · ]]] Donc nous avons :

〈〈. . . , ECi/ni/Pi(Γ[[[ · · · , ej , · · · ]]]), . . .〉〉
= 〈〈. . . , ECi/ni/Γ[[[ · · · ,Pi(e

j), · · · ]]], . . .〉〉
 〈〈. . . , ECi/ni/Γ[[[ · · · ,Pi(e

′j), · · · ]]], . . .〉〉 par hypothèse
= 〈〈. . . , ECi/ni/Pi(Γ[[[ · · · , e′j , · · · ]]]), . . .〉〉

ce qui est bien le résultat attendu.

Lemme 85 (Un implique l’existence d’un⇀)

Si 〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉 〈〈EC
′
0/n′

0/e′0, . . . , EC
′
p−1/n′

p−1/e′p−1〉〉
∗
 

〈〈EC
′′
0/n′′

0/v0, . . . , EC
′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉 alors∃e′ tel quee ⇀ e′

Preuve . Par induction sure.

• Case = c, e = op, e = n, e = λ.e′, e = λ.e′[s] et e = µ.e′.
Nous avons〈〈EC0/n0/P0(e), ECp−1/np−1/ . . . ,Pp−1(e)〉〉 \.
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• Case = e′[s]. Nous avons donc〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
= 〈〈EC0/n0/P0(e

′)[P0(s)], . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e
′)[Pp−1(s)]〉〉.

Si 〈〈EC0/n0/P0(e
′)[P0(s)], . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e

′)[Pp−1(s)]〉〉 〈〈EC
′′
0/n′′

0/e′′0 , EC
′′
p−1/n′′

p−1/ . . . , e′′p−1〉〉
alors nous avons plusieurs cas pour chaquee′i :

◦ e′i = (e1
i e2

i ) alorse = (e1 e2)[s] ⇀ (e1[s] e2[s])

◦ e′i = λ.e1
i alorse = (λ.e1)[s] ⇀ (λ.e1)[s]

◦ Les case′i = op, c, µ.e1
i , mkpar e1, n etc. sont similaires

• Case = (e1, e2). Nous avons donc〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
= 〈〈EC0/n0/(P0(e

1),P0(e
2)), . . . , ECp−1/np−1/(Pp−1(e

1),Pp−1(e
2))〉〉. Nous avons alors deux cas :

◦ ∀i Pi(e
1) 6= v1

i . Par le lemme 24, nous avonse1 6= v1 et donc par inductione = (e1, e2) ⇀
(e′1, e2) = e′

◦ ∀i Pi(e
1) = v1

i etPi(e
2) 6= v2

i . Par le lemme 24, nous avonse2 6= v2 ete1 = v1 par le lemme 23.
Nous avons donc par inductione = (e1, e2) = (v1, e2) ⇀ (v1, e′2) = e′

• Case = mkpar e1. Nous avons donc〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
= 〈〈EC0/n0/mkpar P0(e

1), . . . , ECp−1/np−1/mkpar Pp−1(e
1)〉〉.

Or 〈〈EC0/n0/mkpar P0(e
1), . . . , ECp−1/np−1/mkpar Pp−1(e

1)〉〉 〈〈EC0/n0/e′0, . . . , ECp−1/np−1/e′p−1〉〉
donce1

i = fi (une valeur) et ceux∀i. Donce1 = f et par le lemme 25,V•(f) = true. Par conséquent
mkpar f ⇀ 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉[•]

• Les case = apply e1 e2, proj e1, put e1, et if e1 then e2 e3 sont similaires

• Case = 〈e0, . . . , ep−1〉. Nous avons donc〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
= 〈〈EC0/n0/〈e

0〉, . . . , ECp−1/np−1/〈e
p−1〉〉〉 avec

〈〈EC0/n0/〈e
0〉, . . . , ECp−1/np−1/〈e

p−1〉〉〉 〈〈EC0/n0/〈e
0〉, . . . , ECi/ni/〈e

i〉, . . . , ECp−1/np−1/〈e
p−1〉〉〉.

Par le lemme 26,ei i
⇀ e′i. On construite′ = 〈e0, . . . , e′i, . . . , ep−1〉 et nous avonse ⇀ e′ care = ∆i[ei]

ete′ = ∆i[e′i]

• Case = (e1e2). Nous avons donc〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
= 〈〈EC0/n0/(P0(e

1) P0(e
2)), . . . , ECp−1/np−1/(Pp−1(e

1) Pp−1(e
2))〉〉. Nous avons alors trois cas :

◦ ∀i Pi(e
1) 6= v1

i . Par le lemme 24, nous avonse1 6= v1 et donc par inductione = (e1 e2) ⇀
(e′1 e2) = e′

◦ ∀i Pi(e
1) = v1

i etPi(e
2) 6= v2

i . Par le lemme 24, nous avonse2 6= v2 ete1 = v1 par le lemme 23.
Nous avons donc par inductione = (e1 e2) = (v1 e2) ⇀ (v1 e′2) = e′

◦ ∀i Pi(e
1) = v1

i etPi(e
2) = v2

i . Par le lemme 23 nous avons trois cas :

– ∀i v1
i = op doncv1 = op et donc(op v2) ⇀ op v2

– ∀i v1
i = λ.e′′i [si] alorse = (λ.e′′[s] v2) ⇀ e′′[v2 ◦ s] = e′

– ∀i v1
i = request et doncv2

i = (j, ni). Alors par hypothèse on sait que
〈〈EC

′
0/n′

0/request j0 n0, . . . , EC
′
p−1/n′

p−1/request jp−1 np−1〉〉
∗
 〈〈EC

′′
0/n′′

0/v0, . . . , EC
′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉.
Donc∀i request ji ni se réduit envji . On construit donc
e′ = 〈vj0 , . . . , vjp−1 〉 et nous avonse ⇀ e′ ce qui est bien le résultat attendu.

Proposition 7 (Équivalence)

Soitep une expression «programmeur» telle quee = T•(ep). Alors :

1. Sie[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

alors 〈〈•/0/P0(e[•]), . . . , •/0/Pp−1(e[•])〉〉 〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉
tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi ;

2. Si〈〈•/0/P0(e[•]), . . . , •/0/Pp−1(e[•])〉〉 〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉

alorse[•]/〈0, . . . , 0〉/〈0, . . . , 0〉
∗
⇀ v/〈cm

0 , . . . , cm
p−1〉/〈c0, . . . , cp−1〉

tel que∀i ∈ {0, . . . , p− 1} Pi(v) = vi.

Preuve . Nous avons :

1. Soite
∗
⇀ v. On montre la conclusion par induction sur la longueur de cette réduction :

• Sie = v alors par le lemme 20,Pi(v) = vi et donc〈〈EC0/n0/P0(v), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(v)〉〉 =

〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉
∗
 〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉 où ∀i Pi(v)=

vi.
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• Si e ⇀ e′
∗
⇀ v. Par hypothèse d’induction,〈〈EC

′
0/n′

0/P0(e
′), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(e
′)〉〉

∗
 

〈〈EC
′′
0/n′′

0/v0, . . . , EC
′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉 avec∀i Pi(v) = vi. Par le lemme 84,

〈〈•/0/P0(e), . . . , •/0/Pp−1(e)〉〉
+
 〈〈EC

′
p−1/n′

p−1/P0(e
′), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(e
′)〉〉.

Donc〈〈•/0/P0(e), . . . , •/0/Pp−1(e)〉〉
∗
 〈〈EC

′′
0/n′′

0/v0, . . . , EC
′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉 où∀i Pi(v)=
vi.

2. Soit〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
∗
 〈〈EC

′
0/n′

0/v0, . . . , EC
′
p−1/n′

p−1/vp−1〉〉. On montre
la conclusion par induction sur la longueur de cette réduction :

• Si 〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉 = 〈〈EC0/n0/v0, . . . , ECp−1/np−1/vp−1〉〉 alors

par le lemme 23,e = v et doncv
∗
⇀ v ; ce qui est bien le résultat attendu.

• Si 〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉 〈〈EC
′
0/n′

0/e′0, . . . , EC
′
p−1/n′

p−1/e′p−1〉〉
∗
 

〈〈EC
′′
0/n′′

0/v0, . . . , EC
′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉 alors par le lemme 23,∀i Pi(v) = vi alorsv est une va-
leur. Par le lemme 85, nous avons∃e′ tel quee ⇀ e′. Par lemme 22, nous avons

〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉
+
 〈〈EC

′
0/n′

0/P0(e
′), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(e
′)〉〉.

Or par le théorème 6, la relation⇀ est confluente, donc
〈〈EC

′
0/n′

0/P0(e
′), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(e
′)〉〉

∗
 〈〈v0, . . . , EC

′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉. La longueur
de cette dérivation est égale à celle de
〈〈EC0/n0/P0(e), . . . ,Pp−1(e)〉〉

∗
 〈〈EC

′′
0/n′′

0/v0, . . . , EC
′′
p−1/n′′

p−1/vp−1〉〉 moins la longueur de
la dérivation
〈〈EC0/n0/P0(e), . . . , ECp−1/np−1/Pp−1(e)〉〉

+
 〈〈EC

′
0/n′

0/P0(e
′), . . . , EC

′
p−1/n′

p−1/Pp−1(e
′)〉〉

qui est non nul. On peut donc appliquer l’hypothèse d’induction pour conclure quee′
∗
⇀ v. Par

conséquente
∗
⇀ v avec∀i Pi(v) = vi, ce qui est bien le résultat attendu.
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DANS le chapitre précédent, nous avions vu comment permettre de désynchroniser les opérations de
communications en utilisant le modèle MPM. Nous allons maintenant appliquer ce travail afin de

définir un langage dédié au méta-calcul.

11.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous limitons au méta-calcul [213, 244] dit départemental [11, 12, 13], en ce sens
que nous considérons que les machines parallèles font partie d’une même organisation et que le réseau les
reliant, même si ses performances sont faibles, est fiable (le trafic y est à peu près constant). Nous évitons
alors, pour la modélisation de l’architecture, les problèmes liés à la sécurité (celle-ci étant «assurée» par
le serveur de l’organisation) et au manque de prédiction d’un réseau à plus grande échelle. Une topologie
constante peut ainsi être établie pour caractériser notre méta-ordinateur, évitant par là-même les problèmes
liés à la tolérance aux pannes qui rendent les prédictions des performances difficiles à analyser.

Nous allons considérer les grappes de machines parallèles comme des grappes de machines BSP. Les al-
gorithmes pour ces architectures sont conçus selon le modèleDeparmental Metacomputing Model(DMM)
décrit dans la section 11.2. Le langage associéDepartmental Metacomputing ML(DMML, section 11.3)
est un langage à deux niveaux de parallélisme. Chaque unité parallèle est programmée avec BSML (avec
une légère modification) et la coordination est réalisée avec un niveau supplémentaire proche de MSPML,
c’est-à-dire sans barrière de synchronisation. Outre le modèle et le langage, sont traitées dans cette section
la sémantique (section 11.4), l’implantation et des expériences (section 11.5).

11.2 DMM, un modèle pour le méta-calcul départemental

Il existe un certain nombre de modèles pour le méta-calcul dont nous discuterons dans le chapitre 12. En
particulier, le modèle BSP2 [197] propose d’utiliser le modèle BSP pour chaque machine parallèle et un

225



226 CHAPITRE 11. PROGRAMMATION DE MÉTA-ORDINATEURS

Figure 11.1 — Architecture d’un méta-ordinateur départemetal

niveau supplémentaire pour la coordination de ces machines. Ce modèle impose que les différentes unités
BSP soient identiques et que le niveau supplémentaire soit semblable au modèle BSP. L’exécution procède
enhyper-étapesqui se terminent par une synchronisation globale. Toutefois les algorithmes BSP2 n’ont pas
montré d’avantages significatifs par rapport aux algorithmes BSP et le modèle de prévision de performances
n’a pas été très concluant. Ce modèle a néanmoins été mis en pratique pour le cas d’une grappe de machines
parallèles à mémoire partagée.

Nous reprenons l’idée d’un niveau supplémentaire, non pas semblable au modèle BSP, mais semblable
au modèle MPM. Nous introduisons ainsi une couche d’asynchronisme dans le modèle BSP.

La figure 11.1 illustre la structure générale d’un méta-ordinateur départemental. Les cercles noirs re-
présentent les passerelles (serveurs) tandis que les cercles blancs représentent les unités de calculs. Nous
considérons, tout au long de ce chapitre, qu’un méta-ordinateur est constitué d’unités BSP qui sont toutes
reliées entre elles par un même réseau dit départemental. Chaque unité BSP possède un serveur qui permet
la connexion au réseau départemental.

Nous appelons ce modèleDMM pourDepartmental Metacomputing Model. Dans ce modèle, un méta-
ordinateur est un ensemble de machines parallèles, chacuneétant une machine BSP, reliées par un réseau
permettant des communications point-à-point entre chaqueunité. Nous prenons aussi en compte que beau-
coup de machines parallèles sont différentes en autorisantdans le modèle DMM, des unités BSP hétéro-
gènes. Un méta-ordinateur est caractérisé par les paramètres suivants :

• Les paramètres départementaux :

◦ P est le nombre de machines parallèles constituant le méta-ordinateur ;

◦ L est la latence du réseau reliant les machines parallèles entre elles ;

◦ G est le temps nécessaire à l’échange de deux mots entre deux machines parallèles par le
réseau départemental.

• Les paramètres des unités parallèles :

◦ P = {p
0
, . . . , p

P−1
} est la liste des nombres de processeurs de chaque unité parallèle

◦ S = {s
0
, . . . , s

P−1
} est la liste des vitesses des processeurs de chaque unité parallèle

◦ L = {l
0
, . . . , l

P−1
} est la liste des temps nécessaires à une barrière de synchronisation

◦ G = {g
0
, . . . , g

P−1
} est la liste des temps nécessaires à la réalisation d’une 1-relation.

L’exécution d’un programme DMM est une succession de d-étapes définies comme suit. À chaque d-
étape, chaque unité BSP effectue une phase de calcul parallèle (séquence de super-étapes) puis une phase
de communication avec d’autres unités parallèles du méta-ordinateur.

Un message envoyé d’un processeur d’une unitéa vers un processeur d’une unitéb va traverser le réseau
local de l’unitéa jusqu’à la passerelle, puis va traverser le réseau départemental jusqu’à la passerelle de
l’unité b puis aller au processeur de destination en traversant le réseau local de l’unitéb.

Pendant une phase de communication, les processeurs échangent les données nécessaires à la phase de
calcul parallèle de la d-étape suivante. L’ensembleΩ(d,a) est l’ensemble des partenaires entrants d’une unité
BSPa à la d-étaped, c’est-à-dire l’ensemble des unités BSP qui échangent des messages avec l’unité BSP
a à la phase de communication de la d-étaped.
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Le temps d’exécution à la fin d’une d-étaped d’une unité BSPa est notéeΦ(d,a) et est définie par :






Φ(1,a) = max
b∈Ω(1,a)

(W(1,b), W(1,a))

+ max







max
b∈Ω(1,a)

((gb + G)× hb
(1,a) + lb) + L +

∑

b∈Ω(1,a)

(hb
(1,a))× ga + la

h1
a × ga + la

Φ(d,a) = max
b∈Ω(d,a)

(Φ(d−1,b) + W(d,b), Φ(d−1,a) + W(d,a))

+ max







max
b∈Ω(d,a)

((gb + G)× hb
(d,a) + lb) + L +

∑

b∈Ω(d,a)

(hb
(d,a))× ga + la

hd
a × ga + la

poura ∈ {0, . . . , P − 1} et oùhb
(d,a) est le nombre de mots reçus par l’unitéa depuis l’unitéb durant la

d-étaped et hd
a est le maximal de mots envoyés/reçus par les processeurs de l’unité a durant la d-étaped

à d’autres processeurs de l’unitéa et à la passerelle (on compte alors la somme des messages reçus par
la passerelle et provenant des processeurs de l’unitéa). W(d,b) est le travail parallèle (séquence de super-
étapes) de l’unité BSPb :

W(d,b) =

sb
d∑

k=0

(
pb

max
i=0

(wk
i )) + (

sb
d∑

k=0

(
pb

max
i=0

(ḣk
i )))× gb + (sb

d × lb)

oùsb
d est le nombre de super-étapes nécessaires à la phase de calcul parallèle de l’unitéb pour la d-étaped et

wk
i est le temps nécessaire à la phase de calcul au processeuri pour la super-étapek etḣk

i = max{ḣk
i+, ḣk

i−}

où ḣk
i+ (resp.ḣk

i−) est le nombre de mots envoyés (resp. reçus) par le processeur i durant la super-étapek.
L’exécution d’un programme DMM est bornée par :

Ψ = max{Φ(R,b)|b ∈ {0, 1, . . . , P − 1}}

oùR est le nombre de d-étapes nécessaires à l’exécution du programme.

11.3 ML pour le méta-calcul départemental

11.3.1 Noyau de primitives

La figure 11.3.1 donne les primitives DMML nécessaires à la programmation d’algorithmes DMM. La bi-
bliothèque DMMLlib comprend les primitives de la bibliothèque BSMLlib :mkpar , apply , put et proj .
Elle donne également accès aux paramètres DMM du méta-ordinateur. Par exemple,dm_l () est la latence,
constante exprimée en unités de temps, du réseau départemental. Notons que les fonctions d’accès aux para-
mètres BSP sont différentes de celles que l’on trouve dans labibliothèque BSMLlib. En effet ces fonctions
prennent en argument le numéro d’unité. Par exemple,(dm_bsp_p 0) donne le nombre de processeurs de
la première unité.

On a également une fonction supplémentairedm_bsp_s donnant la vitesse des processeurs d’une unité
donnée. Les fonctions d’accès aux paramètresl et g d’une unité ont également été modifiées sur un autre
point : elles ne sont plus exprimées en fonction de la vitessedes processeurs mais en unité de temps. Dans
le cas contraire, on pourrait, par exemple, avoir des valeurs identiques pour la performance de la barrière
de synchronisation, pour des unités différentes, alors queces valeurs mesurées en unité de temps seraient
différentes.

Le second ensemble de primitives DMML rassemble les fonctions nécessaires à la manipulation des
vecteursdépartementaux, de tailleP qui contiennent une valeur par unité BSP. Le type abstrait polymorphe
pour ces vecteurs estα dep . Le typeα peut être instancié soit par un type ML habituel soit par un type
parallèle global. L’emboîtement de vecteurs parallèles etdépartementaux est interdite et une expression
départementale ne peut être sous-expression d’une expression parallèle globale.

Les vecteurs départementaux sont créés à l’aide demkdep de la même façon que les vecteurs paral-
lèles le sont avecmkpar . L’application départementaleapplydep manipule des vecteurs départementaux
commeapply manipule des vecteurs parallèles.
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Paramètres BSP des unités :
dm_bsp_p : int→int dm_bsp_s : int→float dm_bsp_g : int→float dm_bsp_l : int→float

Paramètres MPM du méta-ordinateur :
dm_p : unit→int dm_l : unit→float dm_g : unit→float

Primitives BSP des unités :
mkpar : (int→α )→α par
apply : (α→β )par→α par→β par
put : (int→α option)par→(int→α option)par
proj : α option par→int→α option

Primitives MPM du méta-ordinateur :
mkdep : (int→α )→α dep
applydep : (α→β )dep→α dep→β dep
getdep : (int→int→int option)par dep→(int→α option)par dep→(int→int→α option)par dep
projdep : α option par dep→int→int→α option

Figure 11.2 — Primitives DMML

La projectionprojdep est similaire auproj avec la différence suivante : on projette la valeur d’un
processeur (troisième argument) donné d’une unité donnée (deuxième argument).

Un algorithme DMM est une succession de phases de calculs parallèles BSP effectuées de façon asyn-
chrone sur chaque unité BSP (première phase d’une d-étape) et de phases de communications entre les uni-
tés BSP (seconde phase d’une d-étape). La première phase estprogrammée à l’aide demkdep etapplydep
et la seconde à l’aide deprojdep et getdep . Considérons l’expression suivante :

getdep (mkdep (fun a→mkpar (fun i→fa,i))) (mkdep (fun b→mkpar (fun j→vb,j)))

Pour qu’un processeuri de l’unité BSPa, reçoive lanème valeur d’un processeurj de l’unité BSPb la
fonctionfa,i au processeuri de l’unité BSPa doit être telle que(fa,i b j) s’évalue enSome n. Pour ne rien
recevoir(fa,i b j) doit s’évaluer enNone.

Le résultat de l’évaluation d’une primitivegetdep est un vecteur départemental de vecteurs parallèles
de fonctionsf’a,i décrivant les messages reçus par chaque processeuri de chaque unité BSPa.

Au processeuri de l’unité BSPa (f’a,i b j) vautNone si le processeuri de l’unité BSPa n’a pas demandé
de message au processeurj de l’unité BSPb ou si (vb,j n) vautNone (le processeurj de l’unité BSPb
n’a pas denème valeur). Cette expression vaudraSome vn

b,j si le processeuri de l’unité BSPa a reçu une
valeur du processeurj de l’unité BSPb et si(vb,j n) vaut(Some vn

b,j).

11.3.2 Premiers exemples asynchrones

Tout comme en BSML, on est souvent amené à employer un certainnombre de fonctions dans la program-
mation de programmes DMML. Cette section présente celles qui sont le plus utilisées.

Comme pour BSML, nous pouvons répliquer une même valeur en chaque composante d’un vecteur
départemental :

(∗ replicate_dep: α→α dep∗)
let replicate_dep v = mkdep (fun clus→v)

où plus schématiquement :replicate_dep v = v · · · v
Nous avons aussi des fonctions pour l’application point-à-point de vecteurs départementaux et l’applica-

tion d’une fonction en chaque composante d’un vecteur départemental :

(∗ apply2_dep: (α→β →γ )dep→α dep→β dep→γ dep ∗)
let apply2_dep f v1 v2 = applydep (applydep f v1) v2

(∗ parfun_dep: (α→β )→α dep→β dep ∗)
let parfun_dep f v = applydep (replicate_dep f) v
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Par exemple :

apply2_dep f0 · · · fp−1 v0 · · · vp−1 v′0 · · · v′p−1

= (f0 v0 v′0) · · · (fp−1 vp−1 v′p−1)

etparfun_dep f v0 · · · vp−1 = (f v0) · · · (f vp−1)

On retrouve aussi ce type de fonction pour les deux niveaux dulangage. Nous avons donc :

(∗ replicate_all: α→α par dep ∗)
let replicate_all x = mkdep (fun a→replicate x)

qui correspond au schéma suivant :replicate_all v = v · · · v · · · v · · · v

et

(∗ apply_all: (α→β )par dep→α par dep→β par dep ∗)
let apply_all gf gv = applydep (applydep (mkdep (fun a f v→apply f v)) gf) gv

qui correspond au schéma suivant :

apply_all · · · fi0 · · · fipi−1 · · · · · · vi
0 · · · vi

pi−1 · · ·

= · · · (fi0 vi
0) · · · (fipi−1 vi

pi−1) · · ·

et

(∗ parfun_all: (α→β )→α par dep→β par dep ∗)
let parfun_all f vv = apply_all (replicate_all f) vv

qui correspond au schéma suivant :

parfun_all f v0
0 · · · v0

p0−1 · · · vP
0 · · · v0

p
P−1

−1

= (f v0
0) · · · (f v0

p0−1) · · · vP
0 · · · v0

p
P−1

−1

11.4 Sémantique dynamique

Nous présentons maintenant la sémantique formelle d’un mini-DMML.

11.4.1 Syntaxe

Lesexpressionsde mini-DMML, notéesep et ses variantes, ont la syntaxe abstraite suivante :



230 CHAPITRE 11. PROGRAMMATION DE MÉTA-ORDINATEURS

Définition 39 (Langage source).
Les expressions initiales sont définies par la grammaire suivante :

ep ::= λx.ep abstraction (fonction)
| (ep ep) application
| (ep, ep) paire
| mkpar ep création d’un vecteur parallèle
| apply ep ep application parallèle
| put ep communication parallèle
| proj ep projection parallèle
| mkdep ep création d’un vecteur départemental
| applydep ep ep application départementale
| getdep ep ep communication départementale
| projdep ep projection départementale
| c constante
| op opération prédéfinie
| x variable
| µx.ep définition d’une fonction récursive
| if ep then ep else ep conditionnelle

Dans cette grammaire,x appartient à un ensemble dénombrable de variables. Les constantes contiennent
les entiers, les booléens ainsi que() et la valeurnc qui correspond auNone de OCaml dans les primi-
tives de communications. Les opérations prédéfiniesop sont les opérations usuelles comme, par exemple,
celles sur les entiers où les booléens ainsi que les primitives d’accès aux paramètres de la machine DMM.
Cette syntaxe est celle du programmeur, mais la réduction d’une expression DMML peut créer des vecteurs
parallèles et départementaux énumérés. Les vecteurs parallèles seront notés〈e, . . . , e〉. Les vecteurs dépar-
tementaux seront, eux, notés〈‖e, . . . , e‖〉. Comme dans le chapitre 3, nous avons la grammaire des termes
de l’évaluation. Ces termes sont définis comme dans le chapitre 3 :

Définition 40 (Expressions des sémantiques).
Nos expressions ont donc la forme suivante :

e ::= (e)[s] expression munie d’une substitution
| λ.e abstraction
| (λ.e)[s] fermeture
| (e e) application
| (e, e) paire
| mkpar e création d’un vecteur parallèle
| apply e e application parallèle
| put e communication parallèle
| proj e projection parallèle
| mkdep e création d’un vecteur départemental
| applydep e e application départementale
| getdep e communication départementale
| projdep e projection départementale
| c constante
| op opérateur
| n variables de substitution (indices)
| µ.e définition d’une fonction récursive
| if e then e else e conditionnelle
| 〈e, . . . , e〉 vecteur parallèle
| 〈‖e, . . . , e‖〉 vecteur départemental
| [e, . . . , e] tableau fonctionnel

oùop′ ::= op ∪ {delpar,deldep, init,access, send, senddep,mkanswer}.

Il y a une sémantique par taille de machine DMM. Par «taille»,nous entendons nombreP d’unités BSP
et nombrepa de processeurs dans chaque unité BSPa. La taille des vecteurs départementaux estP , celle
des vecteurs parallèles peut être n’importe quelpa. Les valeurs et les substitutions sont :
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TE(λx.ep) = λ.T{x 7→1,Rx(E)}(e
p)

TE(µx.ep) = µ.T{x 7→1,Rx(E)}(e
p)

TE((ep
1 ep

2)) = (TE(ep
1) TE(ep

2))
TE((ep

1, e
p
2)) = (TE(ep

1), TE(ep
2))

TE(c) = c

TE(op) = op

TE(apply ep
1 ep

2) = applyTE(ep
1) TE(ep

2)
TE(put ep) = put TE(ep)
TE(proj ep) = proj TE(ep)

TE(applydep ep
1 ep

2) = applydepTE(ep
1) TE(ep

2)
TE(getdep ep

1 ep
2) = detdepTE(ep

1) TE(ep
2)

TE(projdep ep) = projdep TE(ep)
TE(mkpar ep) = mkpar TE(ep)
TE(mkdep ep) = mkpar TE(ep)

TE(if ep
1 then ep

2 else ep
3) = if TE(e1) then TE(e2) else TE(e3)

TE(x) = n si E = {· · · , x 7→ n, · · · , •}

Figure 11.3 — Instanciation des variables en des indices de De Brujin

Définition 41 (Substitutions et valeurs).
Les substitutions et les valeurs (sous-ensemble des expressions) sont classiquement définies par :

s ::= • substitution vide
| v ◦ s valeur suivie de la suite de la substitution

v ::= (λ.e)[s] | c | op | (v, v) | 〈v, . . . , v〉 | 〈‖v, . . . , v‖〉

Les valeurs sont les fermetures, les constantes, les opérateurs et les vecteurs énumerés parallèles ou
départementaux.

La tranformation des termes «programmeur» en des termes «d’évaluation» fonctionne de la même ma-
nière similaire qu’au chapitre 3, c’est-à-dire le remplacement des variables par des indices de De Brujin.
Ceci est défini inductivement (figure 11.3) oùE est un environnement de substitution des variables (un
dictionnaire entre les variables et les indices) défini par :

E ::= • | {x 7→ n, E}

avec la fonction suivante de mise à jour de l’environnement :

Rx(•) = •
Rx({x 7→ n, E}) = Rx(E)
Rx({y 7→ n, E}) = {y 7→ n + 1,Rx(E)} si y 6= x

Propriété 4

Soit l’expressionep telle quee = T•(ep), alorsep est sans variables libres (ainsi quee par conséquent).

Preuve . Par induction triviale sur la traduction de l’expressionep.

11.4.2 Règles de réduction

La sémantique de mini-DMML est donnée ici sous la forme d’unesémantique à «petits pas». La relation de
réduction est définie sur les expressions. Elle décrit pas à pas comment une expression est réduite jusqu’à
une valeur. La réduction est notée⇀ et sa fermeture réflexive transitive

∗
⇀. Notons que nous ne donnerons

pas les coûts formels des primitives. Ceux-ci ce déduisent facilement des règles comme nous l’avions fait
avec BSML et MSPML.

Pour définir cette relation, nous commençons par la définition de trois relations, une pour chaque sorte
d’expression : locales (expressions ML habituelles), parallèles (expressions BSML) et départementales (ex-
pressions DMML). Nous noterons les numéros d’unités BSPa, b et variantes et les numéros de processeurs
i, j et variantes.
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(isnc nc)
ε
⇀
δ

true

(isnc v)
ε
⇀
δ

false si v 6= nc

(dm_p ())
ε
⇀
δ

P

init (n, f)
ε
⇀
δ

[(f 0), . . . , (f (n− 1))], 1

+ (n1, n2)
ε
⇀
δ

n1 + n2, 1

if true then e1 elsee2
ε
⇀
δ

e1

if false then e1 else e2
ε
⇀
δ

e2

access ([v0, . . . , vi, . . . , vp−1], i)
ε
⇀
δ

vi, 1

(dm_bsp_p a)
ε
⇀
δ

pa

fst (v1, v2)
ε
⇀
δ

v1, 1

snd (v1, v2)
ε
⇀
δ

v2, 1

Figure 11.4 — Opérations fonctionnelles prédéfinies

Définition 42 (Relations de la sémantique de DMML).

1. e ⇀
i,a

e′ au processeuri de l’unité BSPa l’expressione est réduite ene′ ;

2. e ⇀
⋊⋉a

e′ à l’unité BSPa, l’expressione est réduite ene′ ;

3. e ⇀
≎

e′ : l’expressione est réduite ene′ par tout le méta-ordinateur.

avec les trois relations définies comme suit :

⇀
i,a

=
ε
⇀ ∪

ε
⇀
δ

et ⇀
⋊⋉a

=
ε
⇀
⋊⋉a

∪
ε
⇀
δ
∪

ε
⇀ et ⇀

≎

=
ε
⇀
≎

∪
ε
⇀
δ
∪

ε
⇀

Nous commençons d’abord par une série d’axiomes (règles) qui sont communs aux deux relations. Cha-
cune de ces relations contient la relation

ε
⇀. Pour commencer nous avons les règles pour laβ-réduction :

((λ.e)[s] v)
ε
⇀ e[v ◦ s]

n + 1[v ◦ s]
ε
⇀ n[s]

1[v ◦ s]
ε
⇀ v

(µ.e)[s]
ε
⇀ e[µ.e ◦ s]

ensuite nous avons celles pour la propagation de substitution :

(λ.e)[s]
ε
⇀ (λ.e)[s]

op[s]
ε
⇀ op

c[s]
ε
⇀ c

(e1 e2)[s]
ε
⇀ (e1[s] e2[s])

(e1, e2)[s]
ε
⇀ (e1[s], e2[s])

(if e1 then e2 else e3)[s]
ε
⇀ if e1[s] then e2[s] else e3[s]

(PRIM e)[s]
ε
⇀ PRIM(e[s]) oùPRIM = {proj,put,mkpar,mkdep,projdep}

(PRIM′ e1 e2)[s]
ε
⇀ (PRIM′ e1[s] e2[s]) oùPRIM′ = {apply,applydep,getdep}

Nous avons ensuite des règles pour les opérations prédéfinies. Ces règles sont usuelles et nous n’en
donnons que quelques unes à la figure 11.4. Les règles pour lesprimitives parallèles et départementales
sont données respectivement aux figures 11.5 et 11.6.

Nous donnons ici la sémantique BSML de la primitiveput en la décomposant en deux étapes, correspon-
dant fidèlement à l’implantation actuelle de BSML (voir aussi aux chapitres 2 et 3). En premier lieu, chaque
processeur crée un tableau purement fonctionnel de valeursen appliquant la fonction qu’il détient à tous
les numéros de processeurs possibles dans l’unité où la réduction a lieu. Notons que l’opération de créa-
tion d’un tableau prend, dans cette sémantique, un argumententier définissant la taille du tableau. Ensuite
une primitive de plus bas niveausend fait les échanges et retourne un vecteur parallèle de tableaux. Cette
règle (11.6) est une formalisation du mécanisme décrit dansle chapitre 5. La valeur à l’indicej du tableau
au processeuri est envoyée, si ce n’est pasnc, au processeurj qui la stocke à l’indicei du tableau résultat.
La fonctionmkf construit le vecteur parallèle de fonctions à partir du vecteur parallèle de tableaux.
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mkpar v
ε
⇀
⋊⋉a

〈(v 0), . . . , (v (pa − 1))〉 si Vg
• (v) = true (11.1)

apply 〈v0, . . . , vpa−1〉 〈v
′

0, . . . , v
′

pa−1〉
ε
⇀
⋊⋉a

〈(v0 v′

0), . . . , (vpa−1 v′

pa−1)〉 (11.2)

proj 〈. . . , vi, . . .〉
ε
⇀
⋊⋉a

delpar (put 〈. . . , (λ.vi)[•], . . .〉) (11.3)

delpar 〈v, . . . , v〉
ε
⇀
⋊⋉a

v (11.4)

put 〈v0, . . . , vi, . . . , vpa−1〉
ε
⇀
⋊⋉a

(mkf (send 〈. . . , (init vi pa), . . .〉)) (11.5)

send 〈[v0
0 , .., vpa−1

0 ], . . . , [v0
pa−1, .., v

pa−1
pa−1 ]〉

ε
⇀
⋊⋉a

〈[v0
0 , .., v0

pa−1], . . . , [v
pa−1
0 , .., vpa−1

pa−1 ]〉 (11.6)

oùmkf = apply(mkpar(λ.λ.λ.if (0 ≤ 1)&(1 < (dm_bsp_p 3)) then (access 2 1) else nc))

Figure 11.5 — Réductions parallèles BSP

Les règles pour la réduction départementale de tête sont sans surprise pour les primitivesmkdep et
applydep. La création d’un vecteur départemental ne peut se faire quesi la fonction ne contient pas elle-
même une référence à un autre vecteur. Notons que pour éviterl’emboîtement des vecteurs (parallèles et
départementaux), nous avons dû modifier la définition du testdumkpar. Les deux tests sont inductivement
(et facilement) définis à la figure 11.11. Nous ne les détaillons pas.

La primitiveprojdep, commeproj, utilise la primitive de communication pour diffuser les valeurs puis
une opération de destruction du typedep. Le traitement dugetdep impose, comme pour leput au niveau
parallèle global, d’introduire deux opérations de plus basniveau :senddep etmkanswer.

La première (règle 11.12) est une adaptation au niveau départemental dusend du niveau global. L’argu-
ment est un vecteur départemental de vecteurs parallèles detableaux de tableaux de valeurs. Le résultat est
une valeur «du même type». L’argument de cette opération esttel qu’à un processeur donnéi d’une unitéa
le tableau de tableaux indique, pour chaque couple(b, j) de numéro d’unité et numéro de processeur, une
valeur à transmettre au processeurj de l’unitéb. Le résultat, quant à lui, est tel qu’à un processeur donné
i d’une unitéa, le tableau de tableaux indique, pour chaque couple(b, j), la valeur que le processeurj de
l’unité b a transmise au processeuri de l’unitéa.

La deuxième opération (règle 11.13) prend pour argument un vecteur départemental de vecteurs paral-
lèles de tableaux de tableaux d’entiers augmentés de la valeurnc. Ce vecteur indique au processeuri d’une
unitéa à l’indice j dans le tableau et à l’indiceb du tableau de tableaux, le numéro de la valeur demandée
par le processeurj de l’unitéb au processeuri de l’unitéa. Les valeurs sont données par le vecteur dépar-
temental de vecteurs parallèles de fonctions, second argument de cette opération. Le résultat est le vecteur
départemental de vecteurs parallèles de tableaux de tableaux des valeurs à transmettre.

La règle 11.11 permet l’enchaînement suivant :

• Un vecteur départemental de vecteurs parallèles de tableaux de tableaux indiquant quels numéros de
valeurs doivent être demandés est créé à partir du premier argument dugetdep. C’est la réduction
des expressionstai qui créera ces tableaux de tableaux.

• Ces numéros de valeurs sont transmis aux processeurs concernés : c’est l’opérationsenddep ap-
pliquée au vecteur départemental décrit à l’étape précédente qui réalise ceci.

• Les valeurs à renvoyer aux demandeurs sont préparées en faisant appel à l’opérationmkanwer.
• Les valeurs sont transmises avec le second appel àsenddep.
• Pour terminer, la fonctionmkf2 permet de transformer le vecteur départemental de vecteursparal-

lèles de tableaux de tableaux en vecteur départemental de vecteurs parallèles de fonctions, résultat
dugetdep.

11.4.3 Règles de contexte

On constate aisément qu’il n’est pas toujours possible de faire des réductions de tête. Il faut donc ajouter des
règles de contextes. Ces derniers sont définis à la figure 11.7oùPRIM etPRIM′ désigne les primitives
parallèles et départementales (suivant le nombre d’arguments).
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mkdep v
ε
⇀
≎

〈‖(v 0), . . . , (v (P − 1))‖〉 si Vd
• (v) = true (11.7)

applydep 〈‖v0, . . . , vP−1‖〉
〈‖v′

0, . . . , v
′

P−1
‖〉

ε
⇀
≎

〈‖(v0 v′

0), . . . , (vP−1 v′

P−1
)‖〉 (11.8)

projdep 〈‖ . . . , 〈. . . , va
i , . . .〉, . . . ‖〉

ε
⇀
≎

deldep (getdep
〈‖ . . . , 〈. . . , λ.λ.0, . . .〉, . . . ‖〉
〈‖ . . . , 〈. . . , λ.va

i , . . .〉, . . . ‖〉)
(11.9)

deldep〈‖〈v, . . . , v〉, . . . , 〈v, . . . , v〉‖〉
ε
⇀
≎

v (11.10)

getdep 〈‖ . . . , 〈. . . , fa
i . . .〉, . . . ‖〉

〈‖ . . . , 〈. . . , ga
i . . .〉, . . . ‖〉

ε
⇀
≎

(mkf2(senddep(mkanswer

(senddep〈‖ . . . , 〈. . . , ta
i . . .〉, . . . ‖〉)

〈‖ . . . , 〈. . . , ga
i . . .〉, . . . ‖〉))) où

ta
i = (init(λ.

(init (fa
i 1) (dm_bsp_p 1)))P )[•]

(11.11)

senddep 〈‖ . . . , 〈. . . , ta
i , . . .〉, . . . ‖〉 où

ta
i =

2

6
4

[n
(a,0)

(i,0)
, . . . , n

(a,0)

(i,p0−1)
],

. . . ,

[n
(a,P−1)
(i,0) , . . . , n

(a,P−1)
(i,p

P−1
−1)]

3

7
5

ε
⇀
≎

〈‖ . . . , 〈. . . , t′ai , . . .〉, . . . ‖〉 où

t′ai =

2

6
4

[n
(0,a)

(0,i)
, . . . , n

(0,a)

(p0−1,i)
],

. . . ,

[n
(P−1,a)
(0,i) , . . . , n

(P−1,a)
(p

P−1
−1,i)]

3

7
5

(11.12)

mkanswer 〈‖ . . . , 〈. . . , ta
i . . .〉, . . . ‖〉

〈‖ . . . , 〈. . . , ga
i . . .〉, . . . ‖〉

ε
⇀
≎

〈‖ . . . , 〈. . . , t′ai . . .〉, . . . ‖〉 où

t′ai =

(init(λ.(init(λ.
((λ.if (isnc 1) then nc

else (ga
i 1)) (dm_bsp_p 3)) P ))

(access(access ta
i 2) 1)))[•]

(11.13)

oùmkf2 =

8

<

:

applydep(mkpdep(λ.
apply(mkpar(λ.λ.λ.λ.if ((0 ≤ 2)&(2 < P )&(0 ≤ 1)&(1 < (dm_bsp_p 2))

then (access(access 3 2) 1) else nc))))

Figure 11.6 — Réduction départementale
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Γa
i ::= Γa

i e
| v Γa

i

| (Γa
i , e)

| (v, Γa
i )

| let x = Γa
i in e

| if Γa
i then e else e

| PRIM Γa
i

| PRIM′ Γa
i e

| PRIM′ v Γa
i

| 〈‖e, . . . ,

a
z}|{

∆i , e, . . . , e‖〉

Γa ::= Γa e
| v Γa

| (Γa, e)
| (v, Γa)
| let x = Γa in e
| if Γa then e else e
| PRIM Γa

| PRIM′ Γa e
| PRIM′ v Γa

| 〈‖e, . . . ,

a
z}|{

Γg , e, . . . , e‖〉

Γd ::= []
| Γd e
| v Γd

| (Γd, e)
| (v, Γd)
| let x = Γd in e
| if Γd then e else e
| PRIM Γd

| PRIM′ Γd e
| PRIM′ v Γd

∆i ::= ∆i e
| v ∆i

| (∆i, e)
| (v, ∆i)
| let x = ∆i in e
| if ∆i then e else e
| PRIM ∆i

| PRIM′ ∆i e
| PRIM′ v ∆i

| 〈e, . . . ,

i
z}|{

Γl , e, . . . , e〉

Γg ::= []
| Γg e
| v Γg

| (Γg, e)
| (v, Γg)
| let x = Γg in e
| if Γg then e else e
| PRIM Γg

| PRIM′ Γg e
| PRIM′ v Γg

Γl ::= []
| Γl e
| v Γl

| (Γl, e)
| (v, Γl)
| let x = Γl in e
| if Γl then e else e
| [Γl, e1, . . . , en]
| [v0, Γl, . . . , en]
| . . .
| [v0, v1, . . . , Γl]

où

8

<

:

PRIM = {proj,put,mkpar,mkdep,projdep}

PRIM′ = {apply,applydep,getdep}

Figure 11.7 — Contextes d’évaluation

Définition 43 (Sémantique de DMML).
La sémantique de notre mini-langage se définit avec les règles suivantes :

e ⇀
i,a

e′

Γa
i [e] ⇀ Γa

i [e′]

e ⇀
⋊⋉a

e′

Γa[e] ⇀ Γa[e′]

e ⇀
≎

e′

Γd[e] ⇀ Γd[e′]

Nous avons une règle pour réduire l’expression d’un processeur i d’un unité BSPa, puis une règle pour
réduire l’expression d’une unité BSPa et enfin une règle pour réduire de manière départementale, notre
expression. Nous avons alors les résultats suivants.

Lemme 86 (Confluence forte)

Soite une expression. Sie ⇀ e1 et e ⇀ e2 alors il existee3 tel quee1 ⇀ e3 et e2 ⇀ e3.

Preuve . Voir en section 11.A de l’annexe de ce chapitre.

Théorème 19 (Confluence)

Soitep une expression tel quee = T•(ep). Sie
∗
⇀ v1 et e

∗
⇀ v2 alorsv1 = v2.

Preuve . La relation⇀ est fortement confluente, donc, d’après le lemme 1, elle est confluente.

11.5 Exemples et expérimentations

Quelques exemples ont fait l’objet d’expériences en utilisant une première implantation de la bibliothèque
DMMLlib.
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11.5.1 Diffusion d’une valeur dans un méta-ordinateur

La fonction suivante est semblable auget de MSPML, à la différence que le second argument est un vecteur
départemental de vecteurs parallèles de couples d’entiers, le premier désignant l’unité source et le second
le processeur source :

(∗ get_one_all: α par dep→(int ∗ int)par dep→α par dep ∗)
let get_one_all datas srcs =
let send=parfun_all (fun v n→Some v) datas
and n_srcs=parfun_all (fun (a,i)→let ap = (natmod a (dm_p ())) in

(ap,(natmod i (dm_bsp_p ap)))) srcs in
let ask = parfun_all (fun (a,i) cluster pid→

if (cluster=a)&&(pid=i) then Some 0 else None) n_srcs in
parfun2_all(fun f (a,i)→(noSome (f a i)))(getdep ask send) n_srcs

avecnatmod:int→int→int, fonction naturelle demoduloet

(∗ parfun2_all: (α→β →γ )→α par dep→β par dep→γ par dep ∗)
let parfun2_all f v1 v2 = apply_all (parfun_all f v1) v2

qui fonctionne commeparfun_all mais avec des fonctions à deux arguments.
La diffusion d’une valeur dans un méta-ordinateur peut êtrefaite de façon directe, en envoyant une valeur

à partir d’un processeur donné d’une unité donnée vers tous les processeurs de toutes les unités. Cela peut
être schématisé ainsi :

bcast_direct_all a i · · · · · · vi
a · · · · · · = vi

a · · · vi
a · · · vi

a · · · vi
a

En utilisant la fonction de communicationget_one_all, on peut programmer cette diffusion directe :

(∗ bcast_direct_all: int→int→α par dep→α par dep ∗)
let bcast_direct_all rclus rpid vv =
if rclus<0||rpid<0||rclus>=dm_p ()||rpid>=(dm_bsp_p rclus)
then raise Bcast
else get_one_all vv (replicate_all(rclus,rpid))

Son coût DMM est (pour l’émission d’une valeur d’un processeur i de l’unité BSPa) :

max







max
b∈{0...P−1}

(S(v) × pb × (gb + G + ga) + la + lb + L) si b 6= a

(

P−1∑

b=0

(ga × pb × S(v))) + la

oùv est la valeur diffusée etS désigne la taille d’une valeur.
Il est possible également d’utiliser la diffusion en deux super-étapes BSP sur chaque unité. L’algorithme

DMM est alors le suivant :

• Le processeur source répartit la valeur à diffuser sur les processeurs de chaque unité BSP. Un proces-
seur donné n’aura pas la valeur en entier mais une unité dans son ensemble aura tous les morceaux
constituant la valeur en entier ;

• Chaque unité utilise alors la seconde phase de la diffusion BSP avec échange total.

Le coût est alors :

max







max
b∈{0...P−1}

((S(v) × (gb + G + ga) + la + lb + L + (pb × gb × ⌈
S(v)

pb
⌉+ lb)) pourb 6= a

ga × P × S(v) + la + (pa × ga × ⌈
S(v)

pa
⌉+ la)

La figure 11.8 donne le code d’une telle fonction de diffusiondépartementale. Comme pour BSML, la
fonction prend en paramètre une fonction permettant la découpe et le «recollage» de la valeur diffusée.
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(∗ scatter_all: (α→int→β option)→int→int→α par dep→β par dep ∗)
let scatter_all partition rootclus rootpid v =
if not (within_bounds_all2 rootclus rootpid)
then raise Scatter
else
let mkmsg = mkdep (fun clus→mkpar (fun pid→if (pid=rootpid) && (clus=rootclus)

then partition else fun v n→None))
and mkask = mkdep (fun clus→mkpar (fun pid a b→if (a=rootclus) && (b=rootpid

then Some pid else None)) in
let msg = getdep mkask (apply_all mkmsg v) in
parfun_all noSome (apply2_all msg (replicate_all rootclus) (replicate_all rootpid))

(∗ bcast_totex_gen_all: (α→int→β option)→((int→β )→γ )→int→int→α par dep→γ par dep ∗)
let bcast_totex_gen_all partition paste rootclus rootpid vv =

if not (within_bounds_all2 rootclus rootpid) then raise Bcast else
let phase1 = scatter_all partition rootclus rootpid vv in
let phase2 = applydep (mkdep (fun clus vpar→totex vpar)) phase1 in
parfun_all paste phase2

Figure 11.8 — Code de l’algorithme binaire de la diffusion départementale

11.5.2 Calcul des préfixes départementaux
Le calcul des préfixes directs BSP est consistué d’une phase de communication ayant un coût égal à un
échange total puis d’une réduction locale en chaque processeur. On peut évidemment le faire aussi pour
DMM mais cela est coûteux. Le calcul des préfixes départementaux peut être schématisé comme suit :

scan_all ⊕ v0
0 · · · vp0−1

0 · · · v0
P−1 · · · v0

P−1v
p

P−1
−1

P−1

= v0
0 · · · v0

0 ⊕ · · · ⊕ vp0−1
0 · · · v0

P−1 · · · v0
0 ⊕ · · · vp0−1

0 · · · ⊕ v0
P−1 ⊕ · · · v

p
P−1

−1

P−1

Nous décrivons ici une solution alternative dans le cas où les objets manipulés sont des polynômes et où
l’opération pour la réduction est la multiplication de polynômes. Nous avons les hypothèses suivantes :

• Les machines parallèles sont ordonnées par puissance croissante ;

• Les coefficients des polynômes
∑m

i=0 ciX
i sont stockés dans des tableaux.

On noteS(n) la taille d’un polynôme de degrén. S(poly1× poly2) = S(poly1)+S(poly2) si on suppose
que les tailles des coefficients ne dépendent pas de leurs valeurs.

Tout d’abord, chaque unité BSPa calcule les préfixes de ses polynômes. Le coût est alors :

Aa = (n× pa)
2 × ra + (pa − 1)× S(n) × g + la

oùn est le degré maximal etra le temps nécessaire à une multiplication flottante.
Ensuite, un processeur de chaque unité BSP reçoit les polynômes de l’unité précédente. Les coûts de

réception et d’envoi sont respectivement :

Ba =
∑

∀b<a

(lb + (gb + G + ga)× S(pa × n) + la) + L

et
Ca = la + S(pa × n)× ga × (P − a)

Enfin, avec les polynômes reçus, l’unité BSP est capable de finir la réduction et le coût est :

Da = (pa − 1)× (
∑

∀b<a

S(pb × n))× ga + lb + (
∑

∀b<a

S(pb × n))× ra
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(∗ scan_all: (α→α→α )→α par dep→α par dep ∗)
let scan_all op v =
let bsp_scan= parfun_dep (scan_direct op) v in
let other_bsp= get_list_all bsp_scan (mkdep (fun clus→mkpar (fun pid→

if pid=0 then ff (clucs()) clus
else []))) in

let exchange_other=parfun_dep (bcast_direct 0) other_bsp in
parfun2_all (fun deb li→List.fold_left op deb li) bsp_scan exchange_other

Figure 11.9 — Code de l’algorithme de calcul des préfixes départementaux

Le temps total d’exécution est alors :

max
a∈{0...P−1}

(Aa + max(Ba, Ca) + Da)

La figure 11.9 donne le code d’un calcul des préfixes départementaux. Le code utilise la fonctionget_list_all:
α par dep→(int ∗ int) list par dep→α list par dep qui généralise la foncionget_one_all mais avec,
cette fois-ci, des listes de requêtes de valeurs à d’autres processeurs.clucs: unit→int list retourne une liste
contenant les «pids» des unités BSP.

11.5.3 Implantation

Une version de test de l’implantation des primitives DMML a été faite. Celle-ci repose sur l’utilisation de
MPI au niveau des unités BSP et TCP/IP au niveau du réseau départemental. L’utilisation de TCP/IP oblige
la création d’un réseau privé virtuel VPN (virtual private networken anglais) pour avoir des adresses IP
compatibles à tous les nœuds du méta-ordinateur. L’implantation TCP/IP est très proche de celle de MSPML
et le code de la BSMLlib a été directement utilisé pour les communications BSP.

11.5.4 Expériences

Des expériences préliminaires ont été effectuées sur un méta-ordinateur avec 6 noeuds Pentium IV 2.8
Ghz inter-connectés avec un réseau Gigabit Ethernet et 3 noeuds Celeron III interconnectés avec un réseau
Fast Ethernet. Les deux machines parallèles sont reliées par un réseau Ethernet peu rapide. Chacun des
programmes a été exécuté 100 fois de suite et la moyenne des exécutions a été prise pour les graphiques.
Le système d’exploitation de la première grappe est une Mandrake clic 2.0 et celui de la seconde est une
Mandrake clic 1.0. Le serveur de la première grappe est aussiun Pentium IV 2.8 Ghz, doté d’une carte
réseau Gigabit Ethernet. Le serveur de la seconde grappe estun Pentium II avec une carte Fast Ethernet.

La figure 11.10 résume les résultats obtenus. La version MPI de la BSMLlib a été utilisée pour l’exécu-
tion de la version BSP du calcul des préfixes. Nous avons noté sur les graphiques «listes en BSML» quand
plusieurs polynômes sont placés sur un processeur : le calcul des préfixes DMM utilise 9 polynômes, dans
notre cas, qui sont distribués sur les 6 nœuds de la première grappe. Les algorithmes naïfs, des exemples
précédemment présentés, sont moins bons. Nous avons constaté également que l’ajout de la seconde grappe
permettait d’avoir une meilleure performance. Cela est dû au fait que le calcul de la multiplication de poly-
nômes (complexité naïvement polynomiale dans notre programme de test) est plus lent que la transmission
d’un polynôme (coût linéaire)via les réseaux. L’ajout du second cluster diminue donc le coût de calcul
local, sans toutefois trop augmenter les temps de communication : il n’y a pas une synchronisation globale
de tous les processeurs du méta-ordinateur, qui serait fortcoûteuse.
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Figure 11.10 — Diffusion et calcul des préfixes départementaux
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Vérification pour la création d’un vecteur parallèle :

Vg
s (mkpar e) = false

Vg
s (proj e) = false

Vg
s (put e) = false

Vg
s (apply e e) = false

Vg
s (〈. . .〉) = false

Vg
s (mkdep e) = false

Vg
s (projdep e) = false

Vg
s (getdep e) = false

Vg
s (applydep e e) = false

Vg
s (〈‖ . . . ‖〉) = false

Vg
s (if e1 then e2 else e3) = Vg

s (e2) ∧ V
g
s (e2) ∧ V

g
s (e3)

Vg
s (e1 e2) = Vg

s (e1) ∧ Vg
s (e2))

Vg
s (e1, e2) = Vg

s (e1) ∧ Vg
s (e2)

Vg
s (op) = true

Vg
s (c) = true

Vg
s (λ.e) = Vg

(x◦s)(e)

Vg
s ((λ.e)[s′]) = Vg

(x◦s′)(e)

Vg
s (µ.e) = Vg

(x◦s)(e)

Vg
(v◦s)(n + 1) = Vg

s (n)

Vg
(v◦s)(1) = Vg

s (v)

Vg
s (x) = true

Vg
s ([e0, . . . , ep−1]) =

p−1∧

i=0

Vg
s (ei)

Vérification pour la création d’un vecteur départemental :

Vd
s (mkpar e) = Vd

s (e)
Vd

s (proj e) = Vd
s (e)

Vd
s (put e) = Vd

s (e)
Vd

s (apply e1 e2) = Vd
s (e1) ∧ Vd

s (e2)
Vd

s (〈. . .〉) = true

Vd
s (mkdep e) = false

Vd
s (projdep e) = false

Vd
s (getdep e) = false

Vd
s (applydep e e) = false

Vd
s (〈‖ . . . ‖〉) = false

Vd
s (if e1 then e2 else e3) = Vd

s (e2) ∧ Vd
s (e2) ∧ Vd

s (e3)
Vd

s (e1 e2) = Vd
s (e1) ∧ Vd

s (e2))
Vd

s (e1, e2) = Vd
s (e1) ∧ Vd

s (e2)

Vd
s (op) = true

Vd
s (c) = true

Vd
s (λ.e) = Vd

(x◦s)(e)

Vd
s ((λ.e)[s′]) = Vd

(x◦s′)(e)

Vd
s (µ.e) = Vd

(x◦s)(e)

Vd
(v◦s)(n + 1) = Vd

s (n)

Vd
(v◦s)(1) = Vd

s (v)

Vd
s (x) = true

Vd
s ([e0, . . . , ep−1]) =

p−1∧

i=0

Vd
s (ei)

Figure 11.11 — Vérification d’une expression lors de la création d’un vecteur parallèle ou
départemental
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11.A Preuve de la confluence forte de ⇀

Lemme 87 (Déterminisme des règles fonctionnelles)

Soite une expression.

1. Sie
ε
⇀ e1 et e

ε
⇀ e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie
ε
⇀
δ

e1 et e
ε
⇀
δ

e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 88 (Déterminisme des règles globales et départementales)

Soite une expression.

1. Sie
ε
⇀
⋊⋉a

e1 ete
ε
⇀
⋊⋉a

e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie
ε
⇀
≎

e1 et e
ε
⇀
≎

e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par cas sur les règles.

Lemme 89 (Déterminisme des règles)

Soite une expression.

1. Sie ⇀
i,a

e1 et e ⇀
i,a

e2 alorse1 = e2 ;

2. Sie ⇀
⋊⋉a

e1 ete ⇀
⋊⋉a

e2 alorse1 = e2 ;

3. Sie ⇀
≎

e1 et e ⇀
≎

e2 alorse1 = e2.

Preuve . Par application du lemme 87 pour 1). Par application des lemmes 88 et 87 pour 2) et 3).

Lemme 90 (Déterminisme des contextes départementaux)

Soite une expression. Sie = Γd1 [e1] ete = Γd2 [e2] alorsΓd1 = Γd2 ete1 = e2.

Lemme 91 (Confluence des contextes globaux)

Soite une expression.

1. ∀a, si e = Γa[e1] et e = Γa[e2] alorse1 = e2 ;

2. ∀a, b a 6= b ; si e = Γa[e1] et e = Γb[e2] alorse = Γd[〈‖ . . . , Γg1 [e1], . . . , Γg2 [e2], . . . ‖〉] ;

3. Sie = Γg1 [e1] ete = Γg2 [e2] alorsΓg1 = Γg2 et e1 = e2.

Lemme 92 (Confluence des contextes locaux)

Soite une expression.

1. ∀i, a ; si e = Γa
i [e1] et e = Γa

i [e2] alorse1 = e2 ;

2. ∀i, j, a i 6= j ; si e = Γa
i [e1] ete = Γa

j [e2]

alorse = Γd[〈‖ · · · , Γg[〈. . . , Γl1 [e
1], . . . , Γl2 [e

2], . . .〉], · · · ‖〉] ;

3. ∀i, j, a, b a 6= b ; si e = Γa
i [e1] et e = Γb

j [e
2]

alorse = Γd[〈‖ · · · , Γg1 [〈. . . , Γl1 [e
1], . . .〉], . . . , Γg2 [〈. . . , Γl2 [e

2], . . .〉], . . . ‖〉] ;

4. Sie = Γl1 [e
1] et e = Γl2 [e

2] alorsΓl1 = Γl2 ete1 = e2.



242 CHAPITRE 11. PROGRAMMATION DE MÉTA-ORDINATEURS

Lemme 93 (Unicité du choix d’un type de contexte)

Soite une expression.

1. Sie = Γd[e
′] alors∄Γa tel quee = Γa[e′′] ;

2. Sie = Γa[e′] alors∄Γa
i tel quee = Γa

i [e′′].

Preuve . Par construction de nos contextes. En effet, ceux-ci ne permettent l’application d’une règle :

• Départementale que dans une unique sous-expression ;
• Globale que dans un unique vecteur départemental mais possiblement dans deux composantes différentes ;
• Locale que dans un unique vecteur départemental mais possiblement dans deux composantes différentes de

ce vecteur et dans des vecteurs parallèles différents (et donc dans des composantes possiblement différentes
de ces vecteurs).

Nous avons aussi, par construction, que les contextesΓl etΓg sont déterministes.

Lemme 94 (Confluence forte)

Soite une expression. Sie ⇀ e1 et e ⇀ e2 alors il existee3 tel quee1 ⇀ e3 et e2 ⇀ e3.

Preuve . Par le lemme 93, nous avons trois types de réductions bien distincts.

Si ⇀ est une réduction départemental, alors par le lemme 90 il n’existe qu’un contexte départemental et par le
lemme 89, la réduction est déterministe.

Si ⇀ est une réduction globale, alors nous avonse = Γa[ea] et e = Γb[eb]. Nous avons alors deux cas :

1. Sia = b alors par le lemme 91.1 il n’existe qu’un contexte et par le lemme 89, la réduction est déterministe ;

2. Sia 6= b alors par le lemme 91.2, il n’existe qu’un seul vecteur départemental à réduire. Dans ce cas, nous
avonse = Γd[〈‖ . . . , Γga [ea], . . . , Γgb [eb], . . . ‖〉]. Par les lemmes 91.3 et 89, les deux réductions sont dé-
terministes. Donc parb, e ⇀ Γd[〈‖ . . . , Γga [ea], . . . , Γgb [e′b], . . . ‖〉] et para,
e ⇀ Γd[〈‖ . . . , Γga [e′a], . . . , Γgb [eb], . . . ‖〉]. Il est alors facile de constater que l’ordre dans lequel ces
deux réductions sont appliquées, indiffère le résultat final : les réductions interviennent dans deux com-
posantes différentes d’un même vecteur. Les règles peuventdonc s’entrelacer. Nous pouvons donc avoir
Γd[〈‖ . . . , Γga [e′a], . . . , Γgb [e′b], . . . ‖〉].

Si ⇀ est une réduction locale, alors nous avonse = Γa
i [ea

i ] ete = Γb
j [e

b
j ]. Nous avons alors trois cas :

1. Si a = b et i = j alors par le lemme 92.1 il n’existe qu’un contexte et par le lemme 89, la réduction est
déterministe ;

2. Si a = b et i 6= j alors par le lemme 92.2, il n’existe qu’un seul vecteur parallèle à réduire (provenant
d’un unique vecteur départemental). Comme précédemment, les règles s’entrelacent et sont chacune déter-
ministe ;

3. Sia 6= b alors par le lemme 92.3, il n’existe qu’un seul vecteur départemental à réduire. Comme précédem-
ment, les règles s’entrelacent et sont chacune déterministes.

Les réductions des trois types sont donc fortement confluentes.
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NOUSprésentons des travaux connexes, d’une part effectués sur la programmation parallèle de «haut-
niveau» avec des modèles de parallélisme, sur la preuve de programmes ou les structures de don-
nées parallèles, et d’autre part, des modèles et des langages pour le méta-calcul.

12.1 Modèles et langages parallèles de «haut niveau»

12.1.1 Modèles de parallélisme structuré

Le modèle PRAM. Le premier modèle théorique de machines parallèles à avoir été réellement utilisé
est le modèle PRAM, Parallel Random Access Machine, introduit dans [110]. Ce modèle comprendp
processeurs et une mémoire partagée. Chaque processeur dispose, en outre, d’une mémoire locale de petite
taille. Les processeurs opèrent de façon synchrone, où, à chaque étape d’un algorithme PRAM, certains
processeurs sont actifs et exécutent la même opération qui est soit un calcul en mémoire locale, soit une
lecture de la mémoire partagée, soit une écriture dans cettemême mémoire. Les autres processeurs sont
inactifs. De plus, selon le mode d’accès (concurrent ou exclusif durant la lecture ou l’écriture) à la mémoire
partagée, une machine PRAM est classifiée comme suit :

• Le modèle EREW PRAM (Exclusif Read, Exlusif Write) permet à un seul processeur au plus, durant
une étape de l’algorithme, d’avoir accès à une cellule de la mémoire partagée afin d’y lire ou d’y
écrire. Tout comportement contraire n’est pas acceptéé ;

• Le modèle CREW PRAM (Concurrent Read, Exclusif Write) : la lecture d’une cellule de mémoire
partagée par plusieurs processeurs est permise. Toutefois, une écriture simultanée n’est pas tolérée ;

• Le modèle CRCW PRAM (Concurrent Read, Concurrent Write) introduit des conflits lorsque plu-
sieurs processeurs écrivent dans la même cellule de la mémoire partagée. De nombreux modèles ont
été proposés pour permettent de résoudre les conflits ainsi créés comme par exemple ;

• Le modèle QRQW PRAM (Queue Read, Queue Write) [118] qui n’autorise, pour chaque cellule
mémoire, qu’à un seul processeur la lecture ou l’écriture. Toutes les autres demandes de lecture ou
d’écriture des autres processeurs sont stockées dans une «file» pour être exécutées dans une étape
ultérieure [56]. Le temps d’accès à une cellule de la mémoirepartagée, à un instant donné, est alors
proportionnel au nombre d’accès concurrents (en lecture ouen écriture) à cette même cellule.

243
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Les modèles PRAM permettent une description simple et universelle des algorithmes parallèles. Malheu-
reusement, ils ignorent les coûts de communications inter-processeurs, rendant les temps d’exécution des
algorithmes difficilement prévisibles sur un grand nombre d’architectures parallèles comme les grappes de
PC. Les modèles BSP et MPM, eux, sont portables sur un plus grand nombre d’architectures.

Le modèle LogP. Le modèle LogP, introduit dans [79], est un modèle asynchrone pour machines à
la mémoire distribuée. Contrairement au modèle BSP, la synchronisation y est abandonnée dans le but de
refléter, et ceci de manière plus précise, les caractéristiques des machines réelles, par l’utilisation de quatre
paramètres :

1. L est la latence (latencyen anglais) liée à la communication d’un message contenant un octet (ou
plutôt, un petit nombre d’octets) d’un processeur à un autre,

2. o est le surcoût (overheaden anglais) dans une communication liée à l’envoi ou à la réception d’un
message,

3. g est le temps minimum écoulé (gapdans la littérature anglo-saxonne) entre deux envois ou réceptions
consécutifs de messages sur un processeur,

4. P est le nombre de couples processeurs/mémoires.

Dans ce modèle, lors d’une communication point à point, l’envoi d’un message contenant un paquet de
données nécessite un temps2 × o + L , alors que l’envoi den paquets de données ne nécessite que
2 × o + L + (n − 1) × max(o, g). Les paramètresL , g et o sont exprimés comme étant des multiples
du cycle du processeur (durée d’une exécution de calcul élémentaire). Le modèle suppose que le réseau
d’interconnexions a une capacité finie, de manière à ce que, au plus⌈L/g⌉ messages puissent transitervia
le réseau à un moment donné. Le modèle LogP tente ainsi de résoudre le problème de saturation du ré-
seau d’interconnexions, en supposant que seuls des messages élémentaires (de petite taille) peuvent être
échangés entre les processeurs.

Des extensions de ce modèle comme LogGP [4] ou LogP étendu [281], ont été proposées pour supporter
des communications mettant en œuvre des messages longs. Notons qu’il est possible de simuler le modèle
BSP dans le modèle LogP etvice versa[32]. Néanmoins, les auteurs de cet article notent que le modèle
BSP est plus simple d’utilisation et permet une meilleure portabilité. De plus, d’un point vue asymptotique,
les deux modèles sont équivalents. Le modèle MPM permet de s’affranchir des synchronisations globales
BSP. Il est donc un modèle asynchrone mais plus structuré queLogP et possède les mêmes paramètres que
ceux du modèle BSP (seules leurs valeurs changent).

Le modèle CGM. Le modèle CGM (Coarse Grained Multicomputer) a été introduit dans [94]. Une ma-
chine CGM est constituée dep processeursP1, . . . , Pp où chaque processeur dispose d’une mémoire locale
de tailleO(s/p) (certains travaux, comme dans [174], supposent une mémoirelocale de tailleΩ(n/p) oùn
est la taille des données à traiter). La taille de la mémoire locale de chaque processeur est supérieure à celle
donnée par le modèle PRAM, ce qui qualifie ce modèle de «gros grain». Ce modèle est en fait une version
simplifiée du modèle BSP qui s’affranchit des paramètresl etg, ainsi que de l’étape de synchronisation.

Un algorithme CGM est une suite d’étapes alternant d’une part du calcul local et d’autre part une ronde
de communication globale. Dans cette ronde, une seuleh-relation, avech = O(n/p), est effectuée, c’est-
à-dire chaque processeur envoie ou reçoit au plusO(n/p) données. Le temps d’exécution d’un algorithme
CGM est donc la somme des traitements locaux avec celui des rondes de communication. Notons que dans
le modèle CGM, une étape de traitement combinant du calcul local suivi d’une ronde de communication est
équivalent à une super-étape du modèle BSP.

Le modèle CGM a été utilisé pour définir de nombreux algorithmes [90] comme par exemple des algo-
rithmes sur les graphs [64]. Néanmoins, un algorithme CGM est facilement simulable comme un algorithme
BSP [90], ce qui fait que, généralement, les coûts de l’algorithme sont donnés dans les deux modèles. De
plus, le modèle CGM est dans certains cas, comme dans [18, 19,20], trop rigide car le rééquilibrage des
charges de certains algorithmes ou la distribution des données (l’implantation des structures de données pa-
rallèles présentée dans ce manuscrit en est aussi un exemple), peuvent nécessiter desh-relations de volumes
h imprévisibles.
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12.1.2 Modèles dérivés de BSP

Mémoires externes. Le modèle des disques parallèles (Parallel Disk Model, PDM), introduit dans
[269], est employé pour modéliser une hiérarchie à deux niveaux de mémoires, se composant deD disques
parallèles et avecp ≥ 1 processeurs inter-connectés par une mémoire partagée ou unréseau. La mesure
de coût de PDM est le nombre d’opérations d’E/S exigées par unalgorithme où les éléments peuvent être
transférés sur la mémoire interne aux disques en une seule opération d’E/S. Le modèle PDM capture les
calculs et les coûts d’E/S, mais il a été conçu pour un type spécifique de réseau de transmission où les
opérations de communication prennent une simple unité de temps, comparable à une instruction de l’unité
centrale de traitement. Le modèle BSP (et les modèles en dérivant), capturent mieux les communications et
leurs coûts pour une classe plus générale de réseaux mais ne capturent pas les coûts des E/S.

Un algorithme parallèleout-of-corepour le calcul de l’inversion de grandes matrices a été présenté dans
[61]. L’algorithme emploie seulement la diffusion comme primitive de communication. Celle-ci a un coût
proche de la diffusion directe BSP. Les coûts des E/S sont similaires aux nôtres (voir au chapitre 9), c’est-
à-dire linéaires (et non constants) à la taille de la donnée écrite (ou lue) sur les disques parallèles.

Dans l’article [81], les auteurs se sont concentrés sur l’optimisation de quelques algorithmes parallèles
de tri. Ces algorithmes utilisent les mémoires externes ainsi que de multiples couches de mémoire de la
machine parallèle, comme par exemple les caches (ou tampons) de la mémoire vive ou des disques. Les
auteurs se sont servis d’un langage de bas niveau et le grand nombre de paramètres de ce modèle implique
une complexité algorithmique difficilement analysable. Aussi, dans l’article [92], les auteurs ont implanté
des opérations d’E/S pour mesurer leur modèle mais toujoursà l’aide d’un langage de bas niveau. De la
même manière, une bibliothèque d’E/S pour une extention à mémoire externe d’un modèle proche de BSP
est décrite dans [132].

À notre connaissance, notre bibliothèque est la première pour une extention du modèle BSP avec des
mémoires externes, appelés EM2-BSP (comprenant disques locaux ou disques partagés), et pour un langage
fonctionnel parallèle doté d’une sémantique formelle et d’un modèle formel de coût.

Modèles pour les algorithmes «diviser-pour-régner» et la s ous-synchronisation. Une façon
d’implanter des algorithmes «diviser-pour-régner» BSP, dans le cadre d’un langage à objets, est présentée
dans [258]. Il n’y a, pour l’instant, ni de sémantique formelle ni d’implantation. Le principe des opérations
des objets est très proche de la superposition parallèle. Lemême auteur propose dans l’article [197] une
nouvelle extension du modèle BSP qui permet d’aborder facilement les algorithmes «diviser-pour-régner»,
en ajoutant un niveau supplémentaire au modèle BSP et de nouveaux paramètres.

L’article [280] présente un langage à patrons qui offre des patrons «diviser-pour-régner». Toutefois, le
modèle de coût n’est plus le modèle BSP mais le modèle D-BSP [89] qui permet la synchronisation de
sous-réseaux. Des arguments pour rejeter une telle possibilité sont présentés dans [133].

Dans la bibliothèque BSPlib [147], la synchronisation de sous-réseaux n’est pas autorisée comme ex-
pliqué dans les articles [133, 242]. La bibliothèque PUB [40] offre des caractéristiques supplémentaires
par rapport à la proposition de standard BSPlib notamment, la synchronisation de sous-réseaux (suivant le
modèle BSP* [23]). Un exemple d’application implantée en utilisant ces possibilités est donné dans [41].

Modèles pour la désynchronisation. Il existe de nombreux travaux sur la désynchronisation des
barrières BSP qui se basent sur différentes méthodes de comptage de messages [6, 103, 166]. À notre
connaissance, la seule extension qui a donné lieu à une implantation disponible est celle que l’on trouve
dans la bibliothèque PUB. La synchronisationbsp_oblsync prend en argument le nombre de messages
devant être reçus par le processeur à une super-étape donnée. Lorsque ce nombre de messages a été reçu,
le processeur passe à la super-étape d’après sans prendre part à une synchronisation globale. Le modèle de
coût MPM est plus simple et MSPML permet en plus une confluencedes résultats qui n’est pas garantie
avec la primitivebsp_oblsync de la PUB.

12.1.3 Langages et bibliothèques de «haut niveau»

On trouve de nombreux langages fonctionnels pour la programmation parallèle. Les présenter tous serait
trop long. Nous avons donc choisi de ne présenter que les plusintéressants pour notre propos.
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Eden. Le langage Eden [28, 52, 167] étend Haskell1 avec des primitives de créations dynamiques de
processus qui échangent des données sur des canaux de communications implicites vus par le programmeur
comme des «listes paresseuses». La création et l’exécutionde processus se fait avec :

process :: (Trans a, Trans b) => (a -> b) -> Process a b
( # ) :: (Trans a, Trans b) => Process a b -> a -> b

tel que(process (\x -> e1)) # e2 permet la création d’un processus qui exécuterae1 avece2
comme paramètre. Le processus parent est responsable du transfert des données vers ce nouveau processus.
Un canal de communication implicite a donc été construit entre ces deux processus. Le programmeur peut
aussi créer ses propres canaux avec les fonctions suivantes:

class NFData a => Trans a where (...)

type ChanName a = ...
new :: Trans a => (ChanName a -> a -> b) -> b
parfill :: Trans a => ChanName a -> a -> b -> b

où Trans est une sous-classe deNFData (Normal Form Data), l’ensemble des données transmissibles.
L’implantation (avec ces fonctionnalités) d’un patron «diviser-pour-régner» a été présentée dans [29]. Au-
cun modèle de parallélisme n’est utilisé dans ce langage. Laprévision des performances y est donc très
difficile, à la différence de BSML qui repose sur le modèle BSP.

Gph. GpH [137, 260] est aussi une extension du langage Haskell. Gph utilise un parallélisme explicite
avec deux constructeurs «Par» et «Seq». Toutes les expressions données au constructeur «Seq» seront éva-
luées séquentiellement, tandis qu’un processus est exécuté pour évaluer l’expression donnée au constructeur
«Par». La programmation parallèle y est donc donnée dans sa version la plus simple. Mais aucune prédic-
tion des performances n’y est possible car la création des processus dépend des heuristiques du système.
De même, aucun modèle de parallélisme n’est utilisé.

Dans ces extentions parallèles de Haskell (Gph et Eden), la sûreté et la confluence des opérations d’E/S
sont assurées par l’utilisation demonads[270] et de mémoires externes locales. L’utilisation de disques
partagés n’est pas spécifiée. Ces langages parallèles autorisent également aux processeurs d’échanger des
canaux d’écriture ou de lecture et donnent ainsi la possibilité à un processeur d’écrire (ou de lire) sur les
fichiers d’un autre processeur (si celui-ci n’est pas déjà ouvert en écriture). Cela augmente l’expressivité
du langage mais diminue fortement la prévision des performances car il devient difficile de donner un coût
au opérations d’E/S : elles peuvent être locales ou nécessiter le réseau. Trop de communications sont ainsi
cachées.

OcamlP3L. OcamlP3L [83] est une extension de OCaml avec des patrons algorithmiques sur des flux
de données (streamen anglais). Les patrons employés sont ceux de P3L [15]. Par exemple, nous avons les
patrons suivants :

farm: α stream→(α→β )→β stream
farm f = f(xn); · · · ; f(x0) en utilisantn processus (travailleurs)

pipe: α stream→(α→β )→β stream (noté||)
f1 || f2 || ... || fm = fm(· · · f2(f1(x0))); · · · ; fm(· · · f2(f1(x0)))

pour un fluxxn; · · · ; x0. La figure 12.1 illustre l’exécution parallèle de ces patrons.
L’implantation des patrons a été faite avec les fonctionnalités TCP/IP de OCaml, ce qui ne la rend pas

très portable, à la différence de BSML qui ne repose pas spécialement sur une bibliothèque de communi-
cation pré-définie. OcamlP3L étant basé sur les patrons P3L,ceux-ci peuvent être eux-mêmes modélisés
avec LogP [79]. OcamlP3L a été utilisé pour programmer des applications numériques de simulations géo-
logiques [67]. OcamlP3L ne proposent pas de patron de structures de données parallèles.

NESL. NESL [38] est le véritable ancêtre des langages fonctionnelsdata-parallelet est basé sur le mo-
dèle PRAM. NESL permet l’application de fonctions sur des tableaux vues comme des flux de données. Par
exemple,factorial(i) : i in [3,1,7] applique la fonction de factorielle sur3, puis1 et enfin

1http://www.haskell.org
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Figure 12.1 — Deux exemples de patron de OcamlP3L

7. De plus, NESL fournit un certain nombre de fonctions manipulant directement ces tableaux, comme par
exempletake(tab,i) qui permet d’accéder à laième composante du tableautake.

La puissance de ce langage se fonde sur la possibilité d’emboîter les fonctions et les tableaux (ce qui
peut être vu comme une possibilité «diviser-pour-régner»). Les communications entre les processeurs sont
donc toutes implicites. NESL propose aussi des constructions syntaxiques de reconnaissance de formes
(pattern-matchingen anglais) afin de simplifier les programmmes. Malheureusement, les prédictions des
performances sont très difficiles et le polymorphisme y est limité. L’implantation de NESL n’est pas por-
table et n’est disponible que sur certaines architectures parrallèles (BSML lui est portable).

SAC. SAC [125] est un langage avec une syntaxe à la C pour la manipulation de tableaux à multiples
dimensions. Le langage fournit un certain nombre d’opérations de «haut niveau» sur ces tableaux qui ont un
type et une représentation prédéfinis. Par exemple,dim : basic_type[]->int retourne la dimension
du tableau donné en paramètre outake : int[]->basic_type[]->basic_type[] est tel que
take(vec,A) retourne une sous-matrice deA dont les indices sont définis dansvec.

La compilation d’un tel langage recourt un grand nombre d’optimisations (et d’heuristiques) sur la mani-
pulation de ces tableaux. Le compilateur est capable d’optimiser le code si la machine cible est à mémoire
partagée ou non. Le langage a été conçu pour les applicationsnumériques qui manipulent un grand nombre
de données dans des tableaux. Pour des raisons d’efficacité,le polymorphisme des tableaux est limité :
seules des données de base (entiers, booléens) sont acceptées. Le modèle PRAM peut être utilisé pour ce
langage. Les opérations d’E/S en SAC ont été écrites pour lesarchitectures à disques partagés et sans une
sémantique formelle. Le programmeur est responsable des problèmes de non-déterminisme de ce genre
d’opérations. En BSML, les primitives d’E/S sont confluentes (cf. chapitre 9) et basées sur un modèle de
coût pour la prévision des performances.

Caml-Flight. Caml-Flight [108] peut être considéré comme l’ancêtre de BSML. C’est une extension
déterministe de OCaml pour la programmation SPMD. L’évaluation des programmes est basée sur un mé-
canisme devagues. La primitivesync est utilisée pour indiquer quels processeurs peuvent échanger des
messages durant l’utilisation de la primitiveget. Appliquée à une expressione et un numéro de processeur
i, cette dernière primitive permet au processeur qui l’exécute de demander l’évaluation distante d’une ex-
pressione sur un processeuri. Aucun modèle de performances n’est utilisé. Le mécanisme des vagues est
plus complexe que celui des communications de MSPML et il n’ya pas de sémantique purement fonction-
nelle (dans le d’un sens système de réécriture d’ordre supérieur) de Caml-Flight [109, 262].

12.1.4 Sémantiques et certification de programmes BSP

Sémantiques d’opérations d’entrées/sorties. L’article [122] présente une sémantique dynamique
d’un mini-langage fonctionnel avec une stratégie d’appel par valeur, doté d’opérations d’E/S, ne travaillant
pas sur des fichiers, mais plutôt sur une entrée unique (entrée standard) et une sortie unique (standard).
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L’article [101] propose un langage fonctionnel (pur) et concurrent (à la Gph) pour raisonner sur les E/S.
Il montre que sous certaines conditions, l’évaluation des programmes dans ce langage est confluente. Mais
les fichiers sont seulement des fichiers locaux et aucun modèle de coût n’est donné.

Preuves de programmes parallèles. L’article [113] présente la création (avec une vérificationauto-
matique) d’une bibliothèque de programmes parallèles (pour des machines parallèles dites hypercubes) en
utilisant le «prouveur automatique» de Boyer-Moore, Nqthm2, basé sur la logique du premier ordre. Mais
cette catégorie de programme n’est pas portable et ne bénéficie pas d’une sémantique confluente. De plus,
l’analyse des programmes et des coûts est très complexe et ilest difficile d’écrire des formules logiques de
haut niveau pour spécifier les programmes et leurs fonctionnements. Il est à noter qu’il existe un logiciel
dédié à la preuve formelle de programmes d’algèbre linéaire, où l’utilisateur peut définir et prouver le bon
placement des données [130].

Des travaux [65, 160, 246] ont été réalisés sur la possibilité d’étendre la logique de Hoare (avec les
pré- et post-conditions) pour des programmes impératifs BSP. Ces programmes sont écrits dans un langage
algorithmique avec une exécution SPMD. Ce langage est enrichi de primitives de communications (get et
put, soit sur des variables partagées, soit par l’échange des valeurs de ces variables, c’est-à-dire écrire la
valeur de telle variable dans telle variable de tel autre processeur), d’un opérateur de synchronisation globale
rendant les valeurs échangées accessibles, et parfois, de boucles parallèles. Malheureusement, aucun de ces
travaux n’a pu fournir un logiciel pour vérifier, à l’aide d’un assistant de preuves, les programmes ainsi
annotés. De plus, aucun programme réel n’a pu être vérifié formellement, faute d’un tel logiciel. Cette
défaillance vient essentiellement d’un manque de formalisme pour générer les obligations de preuves.

Preuves de programmes BSP. La première sémantique formelle du modèle BSP était une logique
axiomatique «à la Hoare» avec un parallélisme explicite pour un petit langage impératif avec une mémoire
partagée [160]. Les programmes étaient donnés avec leurs spécifications et chaque pas du calcul devait
être justifié par un raisonnement mathématique. Les spécifications étaient basées en aplatissant chaque
processus en une séquence de traces qui peuvent être combinées pour déterminer le fonctionnement de
chaque composant. Malheureusement, aucun programme complet n’a été certifié avec ces règles algébriques
et aucune implantation de ce modèle de certification n’a été faite. Mais ce travail suggère la possibilité de
prouver des algorithmes parallèles BSP avec des règles formelles.

Dans d’autres approches [247, 248], le raisonnement est fait en utilisant une séquence de transformations
(globales) d’états parallèles. Le raisonnement est rendu plus facile car les opérations parallèles peuvent être
décrites par ces transformations. Le même article montre l’utilisation de ces règles sur un algorithme BSP
du plus court chemin d’un graphe (extension aisée de l’algorithme de Floyd). L’article [240] présente une
extension du «Refinement calculus» (un calcul de «pré-conditions faibles») pour permettre la dérivation de
programmes BSP impératifs. Toutes ces approches sont basées sur des langages impératifs avec des preuves
faites «à la main», sans un assistant de preuves.

Notre approche a les avantages suivants. Elle est basée sur un langage purement fonctionnel (sans effets
de bord) avec parallélisme explicite (les vecteurs parallèles) doté d’une sémantique de «haut niveau». Le
raisonnement en est ainsi grandement simplifié, ce qui permet de faire des preuves sur les programmes
(le modèle BSP, en séparant calculs et communications, rendimpossible les inter-blocages). En utilisant
un assistant de preuves commeCoq, nos preuves sont partiellement automatisées ce qui n’est le cas dans
aucune des approches précédentes. De plus, après les preuves, nous pouvons générer des programmes cer-
tifiés (grâce à l’extraction) portables (grâce au modèle BSP) à partir des formules logiques et bénéficier des
développements ultérieurs faits enCoq (bibliothèque standard et contributions des autres utilisateurs).

Méthodes sémantiques pour les algorithmes «diviser-pour- régner». Une méthodologie (et un
langage dans [144]) permettant une décomposition parallèle des programmes «diviser-pour-régner» est pré-
sentée dans [143]. Elle utilise un modèle de calcul géométrique basé sur la transformation de coordonnées
où le temps (l’ordonnanceur), et l’espace (les processeurs), sont explicites. Cette technique peut être ap-
pliquée à une classe de fonctions récursives «diviser-pour-régner» et donne des programmes fonctionnels
à patrons (implantés avec MPI). Dans cet environnement à patrons, la prédiction des performances y est
difficile et les optimisations algorithmiques (comme dans BSP) encore plus difficiles.

2http://www.cs.utexas.edu/users/boyer/ftp/nqthm/
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Une formulation généraledata-parallel, pour une classe de problèmes «diviser-pour-régner», a étééva-
luée dans l’article [14]. Une combinaison de différentes techniques a été employée pour réorganiser les flots
de données entre les processeurs, réduisant ainsi les communications et permettant une meilleure utilisation
du réseau et de la mémoire. Mais ces techniques n’ont été définies que pour le langage de bas niveau qu’est
High Performance Fortran.

Dans l’article [145], les auteurs proposent une approche distinguant trois niveaux d’abstractions et leurs
instanciations :

1. Un petit langage, étendant ML et définissant les parties (statiques) parallèles d’un programme. Le
langage est évalué avec un transformateur de programmes (basé sur le modèle des multi-stages de
[252]) qu’est MetaOCaml3. Ce langage ne doit être utilisé que par les programmeurs spécialistes en
parallèlisme afin de fournir des bibliothèques parallèles aux non spécialistes ;

2. Une implantation d’un patron parallèle «diviser-pour-régner» démontre comment la méta-program-
mation apportée par MetaOCaml permet de générer un ensembleapproprié de communications pour
un processus particulier défini à l’aide d’une spécificationabstraite ;

3. Une application utilisant ce patron a été imaginée comme écrite par un non-spécialiste. Le but étant
de tester si un non-spécialiste pouvait écrire du code parallèle sans avoir à considérer tous les détails
de la programmetion parallèle.

Le code fourni par MetaOCaml a été expérimenté sur un cluster. Malheureusement, la prédictions des coûts
y est encore impossible. De plus, du code natif (permettant de bonnes performances comparé à C+MPI) ne
peut être généré (sur certaines architectures) car MetaOCaml a été employé.

Sémantiques et preuves de correction des machines abstrait es. Les premières preuves de
compilateurs ont été effectuées avec des sémantiques à grands pas. Ces preuves présentent l’intérêt d’être
relativement simples (elles se font par induction sur l’arbre d’évaluation des termes). En revanche, elles
ne permettent pas de prouver la correction de tous les programmes mais seulement des programmes qui
terminent. Il est alors impossible de prouver, par exemple,qu’un simulateur 3D (parallèle comme dans [5])
ne s’arrête pas brusquement et retourne un message d’erreur. De plus, les preuves sont très dépendantes du
compilateur. Ce type de preuves a été utilisé pour prouver lacorrection de machines abstraites comme la
CAM, la SECD [173], ou bien la FAM (Functional Abstract Machine) [58].

Dans [84, 138], les auteurs proposent une autre approche pour la preuve d’un compilateur. Ils font re-
marquer qu’il est possible de dériver un compilateur d’un interpréteur du langage source et réciproquement.
Ils prouvent ensuite la correction du compilateur ainsi obtenu en montrant que l’interprétation du langage
source rend le même résultat que le code-objet. Ils limitentcependant la preuve aux programmes qui se
terminent et leurs techniques pour automatiser les dérivations [53] sont très «manuelles» et correspondent
en fait à une preuve du lemme de progression de [216]. Une étude de cas complète avec différentes inter-
prétations et donc différentes version de la SECD a été proposée dans [85]. Ces interprétations ont souvent
pour but des optimisations et des extensions pour la normalisation forte (réduire sous unλ et donc calculer
dans les fermetures afin d’optimiser leurs créations).

Une autre approche est celle de la preuve de correction du compilateur dans un assistant de preuves. Un
premier travail a été fait dans ce sens dans l’article [50] oùl’auteur a refait la preuve de correction de la
CAM en Coq (la preuve par induction). Dans [127], l’auteur a prouvé (entièrement enCoq) la correction
de la ZAM (dont une version étendue pour la normalisation forte). La preuve est basée essentiellement sur
les techniques de [216] (quelques raffinements ont été introduits pour leur cas particulier).

Les premières machines abstraites BSP pour BSML se trouventdans les articles [207, 208] qui étendent
respectivement la CAM et la SECD. Dans les deux cas, les machines sont étendues avec des instructions
BSP pour les communications. Des implantations et des expériences de ces machines ont été réalisées.
Mais les programmes sont naturellement lents (machine abstraite) et aucune preuve de correction n’est dis-
ponible. De plus, la compilation des primitives parallèlesdans [207] est dépendante dep (le nombre de
processeurs) ce qui rend les programmes non-portables. C’est en contradiction avec l’esprit des machines
abstraites (et BSP) où les programmes sont portables tant qu’une machine abstraite a été implantée sur la
machine réelle cible. Aussi, dans les deux machines, les instructions BSP sont non triviales et donc diffici-
lement implantables contrairement à notre schéma de compilation qui est, lui, sûr et facilement implantable

3http://www.cs.rice.edu/~taha/MetaOCaml
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(on profite alors des optimisations de code du compilateur OCaml). Cette compilation a été faite pour notre
extension modulaire de la BSMLlib décrite dans le chapitre 5.

12.1.5 Structures de données

Il existe un grand nombre de bibliothèques, pour différentslangages, qui sont des implantations efficaces
de structures de données. La plus connue est sans doute LEDA [206] pour C++. Malheureusement, toutes
ces bibliothèques ont été conçues pour de la programmation séquentielle. Utilisant des langages de «bas
niveau», sans un système de modules aussi perfectionné que celui de OCaml, il paraît difficile d’en fournir
des versions parallèles sans être obligé de tout reprogrammer.

Structures de données parallèles. Depuis le tout début des machines parallèles, des travaux consi-
dérables ont été effectués pour la réalisation de structures de données distribuées et de multiples biblio-
thèques ont ainsi été obtenues pour des architectures particulières [10]. Nous pouvons aussi citer [205]
(resp. [115]) qui présente des algorithmes PRAM (resp. BSP)pour l’implantation efficace de dictionnaires
parallèles (resp. de files de priorités). Dans ces deux travaux, des expériences ont été effectuées mais aucune
application scientifique n’a été codée en utilisant ces implantations faites en C. Dans [115], l’implantation
a été effectuée en C+BSPlib, ce qui a pour conséquence une maintenance plus difficile due à l’utilisation
d’un langage de bas niveau. Notons aussi les travaux de [96] qui présentent un algorithme CGM pour un
problème scientifique proche du calcul desn voisins les plus proches.

Dans l’article [278], est présentée une bibliothèque fournissant l’implantation parallèle de différentes
structures de données comme les ensembles ou les files de priorités. Cette bibliothèque a été testée sur des
applications de calcul symbolique comme une version parallèle de la méthode de Knuth-Bendix (permettant
de connaître la normalisation ou non d’un système de réécriture). Mais aucun modèle d’exécution parallèle
n’a été utilisé (implantation bas niveau en C++ avec des primitives d’envois/réceptions de données) ce
qui rend les coûts des opérations sur ces structures imprévisibles. De la même manière, l’implantation en
C+MPI de deux structures de données permettant de modéliserun système lagrangien de particules est
décrite dans [155]. Plus récemment, nous trouvons dans [256], des implantations avec C+MPI de structures
de données parallèles. Dans ce cas, seules les opérations collectives de MPI sont utilisées permettant une
éventuelle analyse BSP de ces implantations.

Structures de données parallèles et langages parallèles de «haut niveau». OcamlP3L ne
fournit pas l’implantation de structures de données. Sans une distribution explicite des données, il paraît dif-
ficile d’implanter des structures de données parallèles, permettant ainsi d’étendre l’ensemble des squelettes
avec des «squelettes de structures de données». Dans les langages Eden et Gph, des travaux d’implantation
de squelettes algorithmiques ont été effectués [29, 136], et comme il est possible de définir une distribution
parallèle des données, l’implantation parallèle de structure de données, comme il a été proposé dans ce
chapitre, est envisageable. Malgré tout, il revient au système (basé sur des heuristiques) de distribuer les
processus sur les processeurs, rendant la prédiction des performances très difficile. Dans notre cas, cette
prédiction y est possible en utilisant le modèle BSP.

Dans l’article [135], les auteurs décrivent une première implantation des ensembles parallèles en BSML.
Malheureusement, ceux-ci n’ont pas utilisé les modules de OCaml pour factoriser leur code et ont utilisé
leur propre implantation séquentielle des ensembles. De plus, aucune application n’a été codée avec ces
ensembles et la plupart des opérations binaires transformaient préalablement un des ensembles parallèles
en un ensemble séquentiel (avec un échange total), rendant ces opérations parallèles moins efficaces (sur
notre grappe de test) que leurs versions séquentielles.

12.2 Modèles et langages pour le méta-calcul

12.2.1 Sémantiques de la désynchronisation des barrières B SP

Il a été montré dans [17] que NESL est plus efficace lorsque la taille des vecteurs est constante. Même si
ce n’est pas le cas, la plupart des opérations de NESL peut être implantée en MSPML. En particulier les
listes emboîtées peuvent être implantées comme dans [152].De ce point de vue, MSPML peut paraître de
plus bas niveau que NESL. Mais MSPML offre les fonctions d’ordre supérieur, ce qui n’est pas le cas dans
NESL.



251 12.2. MODÈLES ET LANGAGES POUR LE MÉTA-CALCUL

L’article [227] décrit le mécanisme deshorloges structurellesqui permet l’exécution de programmes
data-parallèles écrits dans un petit langage impératif SPMD. La difficulté dans ce cadre est que le nombre
de phases de communication peut être différent sur chaque processeur car il y existe un opérateur de com-
position parallèle. Nous aurons également besoin d’un mécanisme plus complexe si nous ajoutons une
juxtaposition parallèle à MSPML. La sémantique de haut-niveau d’une telle primitive serait identique à
celle présentée au chapitre 7.

12.2.2 Modèles pour le méta-calcul

Le modèle HiHCoHP. L’article [57] présente le modèle HiHCoHP (Hierarchical Hypercluster of He-
terogeneous Processors) qui caractérise une hyper-grappe (une grappe de grappes· · · de grappes de pro-
cesseurs)via une série de paramètres idéalisant les communications entres les processeurs des grappes. Ce
modèle a été utilisé dans [57] pour comparer différents algorithmes de diffusions de messages.

Une hyper-grappe est constituée deN nœuds hétérogènes,P1, . . . , PN chacun composé d’un processeur
et d’une mémoire locale. Les nœuds sont interconnectés par une hiérarchie de réseaux comportantl niveaux.
Les niveaux sont ordonnés en taille décroissante, avec des latences décroissantes, mais des capacités de
transmission croissantes.

ChaquePi est connecté à un réseau d’un niveauk dans la hiérarchie. Cette hiérarchie peut donc se voir
comme un arbre de profondeur maximalel, où les branches provenant d’un même nœud de l’arbre forment
un réseau et dont les feuilles sont les processeurs.

Le modèle s’intéresse aux communications d’un processeurPa à un processeurPb d’un même niveauk.
Dans ce modèle, les messages, envoyés par paquets, devront passer park niveaux différents : un message
dePa à Pb passe par le réseau de niveau1, puis par le réseau supérieur2, et ainsi de suite (il remonte vers
la racine de l’arbre), jusqu’à un réseau qui est un ancêtre commun dePa etPb. Le message redescend alors
vers le processeurPb en passant par les différents réseaux intermédiaires.

Pour chaque niveauk et processeura, les paramètres de transmission sont :

• σk
a , le coût pour l’initialisation de la communication ;

• πk
a , le coût pour émettre le paquet (sur le réseau) ;

• κk, la capacité maximale d’un réseau ;

• λk, la latence d’un réseau ;

• βk, le temps pour transmettre un paquet.

avec∀a, σk
a < σ

(k+1)
a , πk

a < π
(k+1)
a , λk < λ(k+1) etβk > β(k+1). Le coût total pour envoyerp paquets de

Pa àPb est donc :
(σk

a + σk
b ) + (πk

a + πk
b )× p + λk + ∆(p)

où∆(p) = (p−1)/βk dans un réseau en pipe-line,∆(p) = (p−1)×λk dans un «réseau sauvegarde-puis-
oublie» (save-and-forgot networken anglais) etp× βk < κk.

Le nombre important de paramètres rend la conception des algorithmes très complexe. De plus, aucun
modèle d’exécution n’est donné pour structurer les algorithmes. Il n’y a pas de langage de «haut niveau»
basé sur ce modèle, ni de sémantique formelle.

Les mêmes problèmes se retrouvent dans [235]. L’article [31] propose un modèle hiérarchique qui
manque aussi de structuration et pour lequel, par exemple, les interblocages peuvent apparaître.

Le modèle BSP 2. L’article [197] présente un modèle pour la programmation degrappes de machines
parallèles homogènes à mémoire partagée (réseau de bi-PC par exemple). Une machine BSP2 consiste en
un nombre uniforme d’unités BSP connectées par un réseau. Lemodèle étend donc BSP avec les paramètres
suivants :

• P est le nombre d’unités BSP ;

• L est la latence du réseau entre les unités BSP ;

• G est le temps mis pour envoyer un octet entre 2 unités.

L’exécution est une séquence d’hyper-étapes terminées pardes barrières de synchronisation de tous les
processeurs de toutes les unités BSP. Le coût d’une hyper-étape est donc :

Cl + nc ×G + L
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avecCl le temps de calcul BSP maximal d’une unité etnc le nombre maximal d’octets échangés entre les
différentes unités.

Est aussi présentée l’analyse de coût de différents algorithmes, comme par exemple, un tri parallèle. Les
auteurs de ce modèle notent que les performances des programmes BSP2 seront équivalentes à ceux de BSP,
à cause du coût de la synchronisation globale d’une hyper-étape et du manque de flexibilité du modèle.

Notons que l’on peut facilement simuler les programmes BSP avec des programmes BSP2, en utilisant
les paramètres BSP2 suivants en tant que paramètres BSP :(p, g, l)bsp=(p× P, l + L, g + p×G).

Le modèle DMM est donc proche de ce modèle mais remplace le second niveau BSP par un second
niveau MPM et supprime l’hypothèse d’homogénéité des unités parallèles et permet d’éviter le coût de
synchronisation globale de toutes les machines, ce qui rendle modèle plus «souple».

Le modèle HBSP k. Le modèlek-hétérogène BSP de [273] généralise le modèle BSP2. Dans ce modèle,
le méta-ordinateur est aussi un arbre dont chaque nœud est unserveur du réseau sous-jacent (formé par les
branches). Les paramètres sont les suivants :

• mi est le nombre de machines de la machine HBSPi. Ces machines sont étiquetéesMi,0, Mi,1, . . . , Mi,mi

pour tout niveaui avec1 ≤ i ≤ k ;

• mi,j est le nombre de machines sous-jacentes de la machineMi,j ;

• g est le temps minimal utilisé par une machine pour injecter unoctet sur les réseaux ;

• ri,j est la vitesse du processeur ;

• Li,j est le coût pour effectuer une barrière de synchronisation de toutes les machines du sous-arbre
deMi,j .

Dans ce modèle, l’exécution procède également en hyper-étapes (appelées superi-étapes), dont le temps
d’exécution est :

wi + g × h + Li,j

oùwi est le temps de calcul maximal d’un processeur du sous-arbredeMi,j eth le plus grand nombre d’oc-
tets envoyés ou reçus par un processeur. Les serveurs participent aussi aux superi-étapes, et sont souvent
considérés comme des nœuds à part entière. Dans [273] sont décrits quelques algorithmes pour des opéra-
tions de communication collective ainsi que des tests de performances d’une implantation en C+PVM [114].
Ce travail est la continuité de [211, 272] où les auteurs présentent des versions hétérogènes de BSP et CGM.

Le modèle P-LoGP. L’article [165] introduit une extension à deux niveaux du modèle Log-GP [4],
appelée «LoGP paramétré». Le modèle d’exécution est celui de LogP, mais avec les paramètres suivants :

• P est le nombre de processeurs ;

• L est la latence du réseau ;

• os etor sont respectivement les surcoûts pour l’envoi et la réception d’un message ;

• g est le temps pour transmettre un octet d’un nœud à un autre.

Chaque réseau est donc caractérisé parP, L, os, or, g. Par exemple,L1 est la latence du premier cluster et
Lw celle du réseau d’inter-connexion entre les clusters. Le temps pour envoyer/recevoirn paquets de taille
m est(os + or) × n + n×m× g + L.

Ce modèle a été utilisé pour l’analyse et l’optimisation d’une implantation de différentes fonctions de
communication collective de MPI, appelée MagPIe. Une méthode pour l’obtention automatique des para-
mètres est aussi présentée, ainsi que des résultats d’expériences sur une suite de grappes de PC. La suite de
tests, permettant automatiquement de déterminer les paramètres du modèle, a été implantée et testée, afin de
vérifier les optimisations qui ont été apportées à la bibliothèque de méta-calcul. Notons que seul ce modèle,
dans ceux présentés ici, possède une telle suite de tests.

[222] présente aussi une étude pratique sur l’utilisation d’un modèle de programmation à deux niveaux
pour un certain nombre d’algorithmes de communication. Un gain important est obtenu par rapport à des
algorithmes conçus pour un modèle non hiérarchique. Mais, dans les deux cas, aucun langage de «haut
niveau» n’a été proposé.
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Dynamic BSP et GRID-BSP. L’article [265] a proposé un modèle BSP pour le GRID. Un ordinateur
BSP-GRID est une machine BSP avec une mémoire partagée par les processeurs. Cependant, à la différence
du modèle BSP, les données locales sont toutes effacées à la fin d’une super-étape. Pour les applications
nécessitant beaucoup de données, des processeurs virtuelssont introduits et en cas de panne(s) d’un proces-
seur, un protocole de recouvrement des processus virtuelles a aussi été proposé : une barrière supplémentaire
est introduite afin de migrer les processus depuis un processeur désigné comme maître. Les paramètres de
ce modèle sont ceux de BSP où à chaque super-étape le nombre deprocessus varie. Le problème majeur
d’un tel modèle est une distribution statique des processusqui est effectuée à chaque super-étape : la panne
d’un seul processus entraîne une barrière de synchronisation de l’ensemble des processus. De plus aucune
hétérogénéité des réseaux comme des processeur n’a été introduite dans ce modèle.

L’article [198] propose une amélioration de ce modèle. Le modèle consiste en un processeur maître, des
processeurs esclaves et un serveur de données (mémoire virtuelle partagée). Un programme procède une
suite de super-étapes GRID qui fonctionnent comme suit : le processeur maître crée des tâches qui sont
ensuite exécutées par les processeurs esclaves. Si l’un d’eux tombe en panne, les tâches qui lui avaient été
attribuées sont réparties sur les autres processeurs. Quand un nouveau processeur esclave se connecte au
maître, celui-ci attend la fin de la super-étape pour avoir des tâches à effectuer. Quand une tâche est terminée,
le processeur esclave attend une nouvelle tâche du maître. Lorsque toutes les tâches ont été effectuées, le
programme passe à la super-étape suivante.

Dans les deux cas, aucune implantation n’a été réalisée. La faisabilité de tel modèle reste donc hypothé-
tique et la prédiction des performances BSP des programmes dans de tels environnements reste à prouver.

12.2.3 Langages pour le méta-calcul

Il n’existe pas (à notre connaissance) de langages de «haut niveau» vraiment dédiés au méta-calcul (ou sur
une grille de calcul,grid-computingen anglais). On trouve plutôt des implantations de langagesparallèles
où les programmes sont déployés sur la grille.

Par exemple, Lithium4 est une implantation Java de squelettes P3L. L’article [95]présente une librairie
de composants afin de faciliter la programmation Java, MPI ouCorba dans en environnement grille5. [59]
est une bibliothèque Java pour la mobilité et le calcul sur lagrille6.

Un autre exemple est Grid-Gph [279] qui permet d’exécuter des programmes Gph sur une grille. Dans
ce dernier, les performances ne sont pas celles espérées : les heuristiques employées pour le calcul paral-
lèle avec un réseau homogène, ne sont plus viables pour un méta-ordinateur. Les systèmes ont tendance
à concentrer tous les calculs sur une seule machine parallèle... La conception de nouvelles heuristiques
reste un sujet d’étude des auteurs. En DMML, le placement desprocessus est explicite, ce qui peut compli-
quer la programmation. Mais notre langage est basé sur un modèle de coût qui permettra la prévision des
performances des programmes.

4page web àhttp://www.di.unipi.it~/~marcod/Lithium/
5page web àhttp://www.irisa.fr/paris/General/grid.htm
6page web àhttp://www-sop.inria.fr/oasis/ProActive/
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Conclusion et
perspectives

DANS le cadre du projet CARAML , notre travail visait trois objectifs principaux. D’une part, aug-
menter la confiance que les utilisateurs peuvent avoir dans le langage de programmationBulk

Synchronous Parallel ML(BSML) et fournir un cadre pour la certification de programmes BSML.
D’autre part, étendre le langage BSML et sa bibliothèque standard pour en faciliter l’utilisation : offrir une
interaction sûre entre les entrées/sorties de OCaml et les primitives parallèles BSML par la conception de
primitives d’entrées/sorties parallèles pour BSML ; offrir la possibilité d’une multiprogrammation BSML
avec l’ajout de primitives de compositions parallèles ; développer des modules applicatifs en utilisant ces
primitives. Enfin, étendre notre approche à la programmation de méta-ordinateurs par la conception d’un
langage à deux niveaux, l’un étant identique à BSML l’autre étant un dérivé de BSML sans barrière de
synchronisation. Nous revenons sur les différents résultats tant pratiques que théoriques des trois axes de
recherche qui ont été menés. Nous décrirons ensuite les différentes perspectives envisagées.

13.1 Apports de cette thèse

13.1.1 Partie 1 : Sémantiques, sûreté, implantation et cert ification

BSML présente deux modèles. Le premier est un modèle de programmation dans lequel un programme
BSML est un programme ML habituel sur une structure de données générique appelée vecteur parallèle
qui peut être implantée aussi bien par une structure de données ML classique, que de façon répartie. Le
deuxième est un modèle d’exécution dans lequel un programmeBSML est vu commep copies d’un même
programme ML qui s’échangent des valeurs par passage de messages.

Sémantique et sûreté. Pour pouvoir assurer la sûreté de la programmation BSML, il faut garantir
l’équivalence entre ces deux modèles et permettre à l’utilisateur de certifier ses propres programmes BSML
(à l’aide de la sémantique du modèle de programmation). Nousavons alors élaboré deux sémantiques :
une sémantique naturelle (chapitre 3) qui formalise le modèle de programmation et une machine abstraite
parallèle (chapitre 4) qui formalise le modèle d’exécution.

Afin de garantir l’équivalence entre les modèles, il nous fallait prouver celle des sémantiques. Toutefois,
trop différentes dans leur nature, ceci ne pouvait être faitdirectement.

Ainsi, notre sémantique naturelle assure une compréhension aisée des primitives parallèles. Mais elle
n’est pas suffisante pour raisonner sur les programmes qui neterminent pas et pour l’entrelacement des
calculs (propre au parallélisme). La sémantique à «petits pas», elle, met en évidence l’interprétation paral-
lèle des réductions et des coûts. Mais cette sémantique laisse apparaître des synchronisations inutiles. Par
contre, la sémantique distribuée permet de s’affranchir deces synchronisations. Mais c’est au prix d’une
interprétation plus difficile des programmes. Ces trois sémantiques sont confluentes et équivalentes (confère
chapitre 3).

Enfin, nous avons prouvé la correction de la machine abstraite par rapport à cette sémantique distribuée
(voir au chapitre 4), établissant ainsi l’équivalence du modèle d’exécution et du modèle de programmation.
Cette preuve n’aurait pu être faite sans les substitutions explicites de notre langage de base.

Implantation. La description d’une machine abstraite et la définition des sémantiques ont aussi permis
une modularisation de la BSMLlib, améliorant grandement saportabilité. En effet, ce travail nous a permis
d’extraire l’ensemble minimal d’instructions (trois instructions :PID, SEND etNPROC) qui est néces-
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saire pour passer d’un ML à l’implantation de BSML. L’implantation de la BSMLlib peut donc dépendre
d’un module unique où seules sont implantées ces trois instructions1.

Trois implantations de ces instructions ont été réalisées :la première avec MPI, la seconde avec la PUB
et la dernière avec les fonctionnalités TCP/IP de OCaml. Destests de performances ont été réalisés dans
le chapitre 5 pour différentes fonctions de la bibliothèquestandard. Des comparaisons avec les prédictions
BSP ont aussi été réalisées.

Certification. Une fois la confiance en BSML établie, il s’agit de permettre aux utilisateurs de certifier
leurs programmes. Le chapitre 6 est un exemple d’adéquationde l’assistant de preuvesCoq à la spécifica-
tion et à la réalisation de programmes parallèles. Nous avons formalisé les primitives parallèles du langage
BSML et, en utilisant cette axiomatisation, nous avons pu développer des programmes BSML certifiés qui
sont fréquemment utilisés et qui constituent un sous-ensemble important de la bibliothèque BSMLlib. Nous
avons donc pu prouver formellement des propriétés de programmes. L’assistant de preuvesCoq semble
donc être propice aux preuves de correction de programmes parallèles.

Par conséquent, nous fournissons un environnement de programmation sûr et portable pour le dévelop-
pement de programmes BSPpurement fonctionnels, dont les performances sont prévisibles. La figure 13.1
résume ce propos.

13.1.2 Partie 2 : Opérations de multi-traitement, structur es de données
parallèles et entrées/sorties

Dans une utilisation pratique de BSML, le programmeur peut être amené à implanter des d’algorithmes
«diviser-pour-régner» (qui divise spatialement et récursivement les resources de la machine parallèle) que
l’on trouve dans la littérature. Or ce travail peut être extrêmement difficile avec les seules primitives pré-
sentées dans la première partie puisqu’il faut, en fait, préalablement transformer l’algorithme pour en faire
disparaître ses aspects spatialement récursifs. Nous avons donc étendu BSML par une primitive de compo-
sition parallèle simplifiant ainsi cette programmation.

Aussi, idéalement, le programmeur devrait pouvoir développer rapidement des programmes BSML à par-
tir d’une bibliothèque standard d’algorithmes dans lequelle parallélisme est transparent pour l’utilisateur.
La programmation BSML s’apparenterait alors à la programmation avec des patrons algorithmiques, avec
la différence (importante) qui est qu’en cas d’absence d’unpatron adéquat (pour l’écriture de l’algorithme)
le programmeur BSML peut se tourner vers une utilisation directe des primitives parallèles.

Enfin, comme nous l’avons souligné, le travail précédent s’applique uniquement aux programmes BSML
purement fonctionnels. Toutefois la plupart des programmes qui sont développés en Ocaml utilisent les
traits impératifs, ne serait-ce que pour les entrées/sorties. Celles-ci permettent une manipulation efficace
d’un grand nombre de données. Or, Les travaux effectués précédemment ne garantissent en aucun cas la
sûreté de l’exécution de programmes BSML employant ces traits.

Ce deuxième axe nous a donc conduit à définir des extensions deBSML et ce, avec des sémantiques opé-
rationnelles et des modèles de coûts. Les modèles permettent l’analyse et la dicibilité des temps d’exécution
des programmes, tandis que les sémantiques autorisent le raisonnement sur les résultats.

Deux extensions sont présentées dans ce tapuscrit (deux autres sont présentées respectivement dans les
articles [C4] et [C6]) : l’une sur sur le multi-traitement data-parallèle (cf. chapitre 7) et l’autre sur des
entrées/sorties parallèles BSP (voir au chapitre 9). Le chapitre 8 expose l’implantation de structures de
données parallèles en BSML. La partie gauche du schéma de la figure 13.2 résume ce propos.

Multi-traitement. La première extension est dédiée à la composition parallèlede programmes. La su-
perposition parallèle est une nouvelle primitive de BSML. Elle permet d’exprimer naturellement des al-
gorithmes «diviser-pour-régner», et cela sans casser le modèle d’exécution BSP (super-étapes et barrières
de synchronisations globales). Deux expressions (programmes) sont évaluées par deuxsuper-threadsqui
partagent leurs phases de communication et synchronisation.

Comparée aux autres primitives proposées dans [188, 190], la superposition n’a pas les désavantages de
ses prédécesseurs : les deux expressions de la superposition peuvent ne pas nécessiter le même nombre de
super-étapes et elle peut être vue comme une primitive purement fonctionnelle (donc utile pour la preuve
des programmes BSML). Le chapitre 7 présente une sémantiqueformelle du modèle d’exécution de la

1Notons qu’il serait aussi possible de concevoir un compilateur BSML vers du code OCaml SPMD appelant ces trois instructions.
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superposition basée sur les super-threads, et décrit ainsice qui est nécessaire pour une implantation portable
de la superposition.

Cette sémantique permet (entre autres) de comparer les coûts des programmes avec et sans super-threads.
Ceux-ci sont moindres (dans un algorithme «diviser-pour-régner») avec les super-threads car les communi-
cations et les synchronisations sont fusionnées.

De plus, la superposition simule une autre opération de multi-traitement : la juxtaposition parallèle [190].
Celle-ci divise le réseau en sous-réseaux (composition parallèle qui autorise d’évaluer deux expressions,
chacune sur un sous-ensemble disjoint de la machine parallèle) et qui suit toujours le modèle BSP (qui
interdit la synchronisation des sous-réseaux). Cette nouvelle construction est particulièrement intéressante
pour la multiprogrammation car elle simplifie grandement l’écriture des algorithmes parallèles «diviser-
pour-régner».

Structures de données parallèles. Nous avons aussi décrit, dans le chapitre 8, l’implantationen
BSML de structures de données classiquement utilisées dansla programmation fonctionnelle. Les modules
de OCaml ont été massivement utilisés afin de factoriser le code et rendre ainsi sa maintenance plus aisée.
Les structures de données parallèles ont la même signature (du point de vue des modules) que celles sé-
quentielles, ce qui facilite leur utilisation pour les néophytes en programmation parallèle. Les coûts BSP
des opérations ont été donnés, ce qui est impossible avec descompilateurs à parallélisation automatique.
Les implantations utilisent la primitive de superpositionafin de redistribuer les données entre les proces-
seurs. Des preuves du bon fonctionnement des opérations ontaussi été données (ces preuves seront la base
d’une certification de l’implantation de ces structures). Un exemple d’application montre de manière expé-
rimentale que ces implantations sont relativement efficaces et qu’il est possible d’obtenir une application
parallèle, à partir d’un code séquentiel, sans avoir à connaître tous les détails de la programmation parallèle.

Entrées/sorties parallèles. La deuxième extension est dédiée à la programmation d’algorithmes né-
cessitant un nombre important de données. En effet, Le langage BSML permet d’écrire des algorithmes
BSP en mode direct et cela de manière fonctionelle. Mais pourquelques applications où la taille du pro-
blème est vraiment importante, l’utilisation de la mémoireexterne est nécessaire. Dans le chapitre 9, nous
avons présenté une extention, appelé EM2-BSP , du modèle BSP pour la prise en compte des coûts des accès
à la mémoire externe. Nous avons ensuite étendu l’ensemble des primitives de la BSMLlib pour pouvoir
effectuer des opérations d’entrées/sorties sûres sur ces mémoires externes. Une sémantique dynamique a
été donnée, ainsi que les coûts EM2-BSP des primitives. Quelques expériences ont été faites pour tester les
gains qu’apporte cette nouvelle extension.

13.1.3 Partie 3 : Opérations asynchrones et globalisées

Le troisième et dernier axe est la définition d’extensions deBSML pour des opérations data-parallèles
asynchrones et globalisées. La partie droite du schéma de lafigure 13.2 résume cette approche.

MSPML. Pour ce faire, nous avons modifié les primitives de BSML afin dedésynchroniser les super-
étapes du modèle BSP. Ce nouveau langage appeléMinimally Synchronous Parallel ML(MSPML) est basé
sur le modèle de coûtMessage Passing Model(MPM). MSPML est donc un langage fonctionnel parallèle
dont la syntaxe et la sémantique de «haut niveau» sont similaires à celles de BSML. Par contre, la séman-
tique de «bas niveau» et l’implantation sont différentes car basées sur deux modèles d’exécution distincts :
MSPML permet la programmation d’algorithmes MPM où les processeurs ne se synchronisent qu’avec ceux
auxquels ils communiquent. La sémantique distribuée a été prouvée équivalente aux sémantiques de «haut
niveau». Les premières expériences du prototype sur l’implantation d’un patron algorithmique montrent
que le modèle de coût MPM s’applique bien à MSPML.

Méta-calcul. Il a été prouvé, dans de nombreux articles, comme par exempledans [171, 242], que le
modèle BSP permet la création de programmes parallèles efficaces et portables. Pourtant, la complexité
supplémentaire qu’apporte un méta-ordinateur demande unerévision du modèle. De nombreux travaux,
comme celui décrit dans l’article [165], ont montré que certaines applications pouvaient tirer parti de l’
environnement hiérarchique d’un méta-ordinateur.

Nous avons ainsi étendu le modèle BSP avec le modèle MPM, pourdonner un modèle à deux niveaux.
MSPML a donc été fusionné avec BSML pour obtenir un langage à deux couches dédié au méta-calcul
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(dit départemental car nous ne considérons que des machinesparallèles qui font partie d’une même organi-
sation). MSPML est utilisé comme langage pour coordonner des unités BSP qui sont, elles, programmées
avec BSML. Ce nouveau langage, appeléDepartmental Metacomputing ML(DMML) est toujours basé
sur une sémantique opérationnelle et sur un modèle de coût appeléDepartmental Metacomputing Model
(DMM) afin de pouvoir raisonner (comme précédemment) sur lestemps d’exécutions et les résultats des
programmes.

DMML est donc consacré à la programmation d’algorithmes DMM. En se Basant sur ce modèle d’exé-
cution, il est alors possible de faire une analyse de coût DMMdes programmes DMML. Une première
implantation a été effectuée, mais elle n’est pas encore très portable. De premières expérimentations ont été
réalisées pour tester les gains de performances qu’apportent le modèle et le langage.

13.2 Perspectives

13.2.1 Le projet P ROPAC

Le projet PROPAC2 de l’ACI Jeunes Chercheurs vise à poursuivre les efforts de recherche présentés dans la
première partie de ce mémoire. La poursuite de ces travaux pourrait se faire selon plusieurs dimensions, tou-
jours dans une thématique générale de certification. Il est ainsi prévu d’étendre les résultats d’équivalence
des sémantiques de la première partie à un BSML plus complet,comprenant entre autres des extensions
pour les exceptions parallèles. Nous ne détaillerons pas cet axe, notamment parce qu’il fait l’objet d’un tra-
vail de thèse à partir de cette année. Dans le cadre de ce projet, les perspectives possibles, dans la continuité
des travaux de recherches ici présentés et auxquelles nous nous consacrerons, seront :

• La poursuite du travail commencé au chapitre 6 sur la certification de programmes BSML et MSPML
purement fonctionnels ;

• L’extension de l’approche à des programmes impératifs ;
• La conception d’un nouveau système de typage plus général empêchant notamment l’emboîtement

de vecteurs (parallèles pour BSML et MSPML, parallèles et départementaux pour DMML) ;
• Enfin, en ce qui concerne la certification des programmes BSML, nous nous sommes intéressés à la

correction de la sémantique fonctionnelle des programmes,indépendamment de tout aspect paral-
lèle. C’est pourquoi il faut également travailler sur la prévision de performance (semi)-automatisée
des programmes.

Preuves de programmes fonctionnels parallèles. Les fonctions ici certifiées sont simples à com-
prendre, mais tout en étant d’une variété suffisante pour se convaincre que le traitement d’un grand nombre
d’algorithmes BSP pourra être effectué.

Nous pensons notamment à la validation de programmes BSP plus complexes tels que le calcul scienti-
fique [35] ou les squelettes algorithmiques [151]. Notre butest d’avoir une bibliothèque standard BSMLlib
certifiée plus importante. Nous avons déjà certifié une grande partie des fonctions de la bibliothèque stan-
dard de la BSMLlib. Un travail intéressant serait la preuve de correction de l’implantation du patron Diffu-
sion puisqu’il est la base d’un formalisme présenté dans [152] qui permet de rendre «plat» des programmes
avec du parallélisme emboîté.

Dans [106], les auteurs ont certifié l’implantation en OCamldes ensembles et des dictionnaires. Un travail
intéressant sera la certification enCoq des implantations parallèles décrites dans le chapitre 8.

Nous pourrions également traiter de la certification de programmes MSPML. L’axiomatisation sera très
proche de celle de BSML. De plus, la cohérence est assurée carla primitive de communicationget de
MSPML peut être écrite avec la primitiveput de BSML et a déjà été prouvée correcte.

Le travail présenté dans le chapitre 6 pourrait aussi être appliqué à d’autres extensions parallèles des
langages fonctionnels, notamment les langages à squelettes (comme par exemple [82]) en donnant les sque-
lettes comme des paramètres, leurs axiomes associés et une implantation séquentielle équivalente pour la
cohérence dans le but de valider d’autres formes d’algorithmes parallèles.

Programmes parallèles impératifs certifiés. Il existe dans la littérature de nombreux algorithmes
parallèles BSP décrits avec un mini langage algorithmique impératif. Ces programmes décrivent comment

2page web àhttp://wwwpropac.free.fr, projet auquel l’auteur participe
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calculer mais ne donnent jamais la signification formelle ducalcul ni la raison pour laquelle celui-ci est
correct. Dans le meilleur des cas, les commentaires insérésdans le code fournissent une partie de cette
information. Une méthode formelle donnerait la capacité dedire comment la machine BSP doit calculer et
pourquoi cela est-il correct.

Des travaux [65, 160, 246] ont été réalisés sur la possibilité d’étendre la logique de Hoare (avec les
pré- et post-conditions) pour des programmes impératifs parallèles ou BSP. Ces programmes sont écrits
dans un langage algorithmique avec une exécution SPMD. Ce langage est enrichi de boucles parallèles, de
primitives de communications (get et put) soit sur des variables partagées, soit par l’échange des valeurs de
ces variables (écrire la valeur de telle variable dans tellevariable de tel autre processus) et d’un opérateur de
synchronisation globale rendant les valeurs échangées accessibles. Malheureusement, aucun de ces travaux
n’a pu fournir un logiciel pour vérifier à l’aide d’un assistant de preuves les programmes ainsi annotés. De
plus, aucun programme réel n’a pu être vérifié formellement faute d’un tel logiciel. Cette défaillance vient
essentiellement du manque de formalisme pour générer les obligations de preuves.

Le but de cet axe est d’étendre le logiciel WHY [105, 107] pourfaire la vérification de programmes
parallèles BSP utilisant de tels formalismes3. Nous pourrons utiliser les résultats de WHY sur la transfor-
mation des programmes impératifs en termes duλ-calcul pour développer une transformation automatique
des programmes BSP en BSλ-calcul à partir des annotations déjà définies dans [65, 160,246] et ainsi faire
de la génération d’obligations de preuves. Une extension comme dans le logiciel Caduceus [54] pourra
alors être envisagée pour annoter des programmes C utilisant la BSPlib, ou Krakatoa [169] pour des pro-
grammes utilisant JBSP [128] pour Java. Ces outils pourraient alors servir à certifier des algorithmes BSP
déjà existants.

Typage. Dans les sémantiques du chapitre 3 l’emboîtement des vecteurs parallèles est empêché icidyna-
miquement. Il existe un système de typage polymorphe avec inférence detypes pour un mini-BSML [R3].
Toutefois, il ne s’agit là que d’un fragment relativement petit et fonctionnel pur de BSML.

Pour assurer complétement la sûreté des programmes BSML, MSPML et DMML, il nous faudrait aussi
concevoir un système de types rejetant les programmes non valides : emboîtement des vecteurs parallèles
ou départementaux, opérations locales exécutées globalement (etvice versa), affectations incorrectes,etc.
Ce système devra être suffisemment extensible (et complet) pour résoudre tous ces problèmes. Nous nous
baserons sur les analyses de flots de [224]. C’est un travail en cours.

Prévision automatique de performances. Une direction complémentaire est la description d’ana-
lyses statiques des performances d’un programme. L’analyse automatique et statique des performances
d’un programme, communément appelée analyse de coût, permet une estimation des programmes donnée
en terme d’une métrique désirée telle que le temps ou l’espace. Elle a des applications importantes notam-
ment dans l’optimisation des programmes. En effet, les prévisions de performances sont alors des bornes
supérieures des évaluations du programme. C’est une certification de la bonne exécution dudit programme
sur une machine réelle disposant des ressources nécessaires.

Une analyse automatique de coût peut ainsi être utilisée pour aider le programmeur à vérifier si son
programme est viable ou non et à choisir un autre algorithme pour optimiser son programme. Dans le
contexte de grille de calculs, une architecture parallèle peut refuser (ou accepter) l’exécution de tel ou tel
programme en fonction de sa formule de coût et des paramètresréels de la machine. Les programmes ne
sont exécutés que si leurs «certificats de coûts» sont acceptables.

Au niveau des langages séquentiels de programmation, les systèmes pour les méthodes de micro analyse
expriment les coûts sous forme de constantes. Ces constantes décrivent le temps estimé pour l’évaluation des
opérateurs élémentaires (comme par exemple le temps moyen d’une addition d’entiers) et des constructions
habituelles du langage (telles que la mise dans l’environnement d’une valeur). Ces constantes peuvent être
obtenues en utilisant des tests.

L’article [228] expose une analyse statique de programmes fonctionnels avec traits impératifs pour don-
ner une estimation de leurs performances et où les formules de coût peuvent être composées. Une analyse

3WHY prend en entrée des programmes annotés, écrits dans un langage impératif incluant du polymorphisme, des fonctions
d’ordre supérieur, des exceptions et des tableaux. Il génère des obligations de preuves pour vérifier la correction du programme. Ces
obligations peuvent être données pour différents assistants de preuves (comme par exemple PVS [225] ouCoq). Pour réaliser cette
transformation, WHY utilise une interprétation des programmes impératifs dans leλ-calcul (ces assistants de preuves étant basés sur
des extensions typées duλ-calcul) en utilisant une analyse statique basée sur un système de typage des effets [253]. À partir de la
sémantique formelle de ces programmes, WHY est alors à même de fournir les hypothèses pour que les pré- et post- conditions soient
vérifiables (et prouvables formellement). Il fournit ainsiles obligations de preuves nécessaires pour la correction du programme.
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de coûts des programmes extraits du système de développement de preuves Nuprl [74, 214] a été présentée
dans l’article [27]. Les programmes sont alors beaucoup plus simples à analyser car ceux-ci ont toujours
une récursion bien fondée basée sur la récursion primitive.Les formules de coûts peuvent être réduites en
utilisant un système tel que Mathematica. On retrouve aussicette génération d’équation de coûts dans [264]
mais cette fois-ci pour un mini-ML. L’article [158] proposeune analyse basée sur la notion de forme : la
forme d’un tableau est par exemple sa taille. Les coûts des programmes donnés par l’analyse sont com-
positionnels et forment une algèbre de coûts. Ceci a été appliqué à un mini-langage à patrons [159]. Une
analyse de coût de DML [277], qui est un ML avec types dépendants (initialement conçu pour la preuve de
programmes), a été proposée dans [126].

Un travail futur sera donc d’étendre les analyses de [27, 71,142, 175, 228, 264], pour l’analyse de
coûts de programmes parallèles BSML, MSPML et DMML (basée sur les modèles de coûts). Ces analyses
pourront soit se faire sur des programmes parallèles quelconques (et permettre au programmeur de rapide-
ment constater la bonne réalisation de ses programmes), soit sur des programmes extraits par un assistant
de preuves (afin de certifier le programme et son coût, c’est-à-dire vérifier que le programme est correct
vis-à-vis de la spécification et correct vis-à-vis de la complexité algorithmique).

L’ajout d’annotations (indications) de coûts qui seront soit vérifiées automatiquement par le système
soit demandées à être prouvées avec l’aide d’un assistant depreuves est aussi une voie à suivre. L’emploi
d’autres environnements pour la certification de bibliothèque de programmes (tel queFoC4 par exemple)
est une possibilité.

13.2.2 BSML : applications et nouvelles implantations

Il n’y a, pour l’instant, que de petits exemples de l’utilisation de nos bibliothèques, en plus des bibliothèques
standards qui fournissent déjà un certain nombre de cas d’utilisation. Toutefois, il est nécessaire, pour mener
des expériences plus importantes d’avoir plus d’applications. L’implantation d’utilitaires dans des domaines
autres que purement informatiques, comme par exemple la bio-informatique avec un algorithme EM-BSP
de recherche de motifs de [104], permettrait de valider expérimentalement le langage BSML et créerait
sûrement de nouveaux besoins.

Plusieurs directions peuvent être suivies. La première estla conception et l’implantation d’autres struc-
tures de données parallèles telles que les listes (et certains algorithmes sur celles-ci, tels que décrits dans
[129]) ou les files de priorités parallèles [115, 116].

OCamlgraph [73] est une bibliothèque générique de manipulation des graphes pour OCaml. Celle-ci
utilise les dictionnaires (ou les tables de hachage) pour représenter les sommets d’un graphe et les ensembles
pour représenter les arêtes. En remplaçant ces structures par nos structures de données parallèles, nous
pourrions obtenir une représentation parallèle des graphes. Par exemple avec des ensembles parallèles pour
représenter les arêtes, celles-ci seraient distribuées sur les différentes composantes de la machine parallèle,
et l’on pourrait itérer en parallèle sur les arêtes d’un graphe donné : il serait alors possible d’implanter des
algorithmes parallèles sur les graphes comme décrits dans [64].

Au niveau des entrées/sorties parallèles, plusieurs directions sont possibles. La première est l’implanta-
tion des primitives de persistance avec des bibliothèques dédiées aux E/S parallèles (comme celles décrites
dans [161]). Par exemple, des bibliothèques de niveau bas pour les disques RAID partagés pourraient être
utilisées, permettant ainsi une implantation tolérante aux pannes de nos primitives.

Une direction complémentaire est l’implantation d’algorithmes BSP classiques [90, 203, 238] et leurs
transformations, comme décrit dans [93], en des algorithmes EM2-BSP . Nous aurions ainsi une nouvelle
bibliothèque de fonctions, comme dans la bibliothèque standard de la BSMLlib, mais dédiée aux problèmes
manipulant une grande quantité de données. Une implantation avec E/S des structures de données parallèles
pourrait être un premier pas. Nous avons également étendu lemodèle BSP pour inclure les disques partagés.
Pour valider le modèle de coût et la prévision des performances de nos programmes, nous avons besoin
d’un programme de test qui déterminera automatiquement lesparamètres EM2-BSP en plus des paramètres
BSP [34].

13.2.3 Langages pour le méta-calcul et les grilles de calcul

La programmation ML dédiée au méta-calcul ou au calcul sur grilles de calcul n’en est qu’à ses balbutie-
ments. Les perspectives sont donc nombreuses et plus exploratoires.

4page web àhttp://www-spi.lip6.fr/foc
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Minimally Synchronous Parallel ML. De nouveaux travaux sur MSPML ont été entrepris à l’été
2005 [25, 26]. Il reste encore beaucoup à faire, et une nouvelle thèse a commencé en septembre 2005.

Les travaux en cours prolongent [25, 26] afin d’avoir une preuve de correction des mécanismes de gestion
des environnements de communications [25, 194]. Cette preuve pourrait être effectuée avec lesAbstract
State Machines[42, 131, 236], les logiques temporelles du premier ordre [24] et leurs outils demodels-
checkings(vérificateurs de modèles automatiques) respectifs.

Au niveau sémantique, nous pourrions également donner la définition d’une machine abstraite MPM.
Celle-ci pourrait alors être utilisée pour guider une implantation modulaire de MSPML comme celle de
BSML dans le chapitre 4. En effet, pour le moment, MSPML est seulement implantée avec les outils TCP/IP
d’OCaml. Cela rend les programmes non-portables car dans ungrand nombre d’architectures parallèles, les
processeurs n’ont pas d’adresse IP. Une implantation modulaire permettrait l’utilisation de bibliothèques de
plus «bas niveau» et tolérantes aux pannes [49] ou optimalessur certains types de réseaux.

Une dernière direction sera la comparaison formelle et réelle des coûts BSP et MPM de nos séman-
tiques. Par réelle, nous parlons, bien entendu, des temps d’exécution des programmes BSML et MSPML
sur une machine parallèle. L’utilisation de plusieurs implantations de MSPML serait alors nécessaire : il
nous faudrait comparer les performances des programmes avec les différentes implantations de BSML et
de MSPML.

Algorithmes en Departemental Metacomputing ML. On trouve dans la littérature de nombreux
algorithmes BSP pour différents domaines d’application. Un travail intéressant serait l’adaptation et l’im-
plantation de ces algorithmes en DMML. Un premier pas seraitla définition d’un ensemble d’algorithmes
classique DMM comme il a été fait pour BSP [147] et d’un programme de tests permettant de déterminer
automatiquement les paramètres DMM d’un méta-ordinateur (comme celui présenté pour BSP dans [34]).

Tolérance aux pannes. La tolérance aux pannes pour la bibliothèque BSPlib a été traitée dans [146].
La documentation de la dernière version de l’Oxford BSPlib indiquait que la version suivante devait contenir
la migration de processus appliquée à l’équilibrage de charges et à la tolérance aux pannes. Mais cette
version n’a jamais été diffusée. L’actuelle implantation de la bibliothèque PUB propose une version basée
sur TCP/IP permettant de faire migrer des processus, mais latolérance aux pannes n’est pas évoquée.

Bien entendu, il est possible d’avoir actuellement une tolérance aux pannes par le biais de MPICH-
V [43, 46, 47, 49]. La structuration des programmes BSP autorise toutefois d’avoir des solutions plus
simples. De même, ce qui est mis en oeuvre dans MPICH-V ne semble pas être valable en pratique pour le
calcul sur la grille (Grid dans la litérature anglo-saxonne). Celui-ci nécessite uneplus grande structuration.
Le modèle DMM et le langage DMML offrent une telle structuration. Il est alors tout à fait envisageable
d’améliorer notre implantation actuelle avec une meilleurprise en charge des pannes.

Autres langages pour les grilles de calcul. La mobilité de processus est utilisée dans le cadre de
la tolérance aux pannes. Mais il est également intéressant,pour la programmation sur une grille de calcul,
de pouvoir disposer de la mobilité pour des agents parallèles et non pas seulement d’un processus dans un
calcul parallèle.

Ainsi, on peut imaginer dans un systèmeGrid qu’un utilisateur soumet un agent (intégrant un pro-
gramme) à exécuter et que, selon différentes contraintes, cet agent migre sur la machine parallèle permettant
une exécution dudit programme dans le respect de ces contraintes. Une possibilité est de plonger le BSλ-
calcul dans le join-calcul [120] afin de voir quels peuvent être les possibilités offertes et les problèmes
potentiels.

Une autre approche intéressante serait d’implanter les primitives BSML pour Dynamic BSP [198] ou
de créer de nouvelles primitives pour ce modèle. Nous pourrions utiliser les fonctionnalités de mobilité de
langages fonctionnels déjà existant comme JoCaml [72] ou Acute [237].
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Résumé. Certains problèmes nécessitent des performances que seules les machines massivement paral-
lèles ou les méta-ordinateurs peuvent offrir. L’écriture d’algorithmes pour ce type de machines demeure
plus difficile que pour celles strictement séquentielles etla conception de langages adaptés est un sujet de
recherche actif nonobstant la fréquente utilisation de la programmation concurrente. En effet, la conception
d’un langage de programmation est le résultat d’un compromis qui détermine l’équilibre entre les diffé-
rentes qualités du langage telles que l’expressivité, la sûreté, la prédiction des performances, l’efficacité ou
bien la simplicité de la sémantique.

Dans des travaux antérieurs à cette thèse, il a été entreprisd’approfondir la position intermédiaire que le
paradigme des patrons occupe. Toutefois il ne s’agissait pas de concevoir un ensemblea priori fixé d’opé-
rations puis de concevoir des méthodologies pour la prédiction des performances, mais de fixer un modèle
de parallélisme structuré (avec son modèle de coûts) puis deconcevoir un ensemble universel d’opérations
permettant de programmer n’importe quel algorithme de ce modèle. L’objectif est donc le suivant : parvenir
à la conception de langages universels dans lesquels le programmeur peut se faire une idée du coût à partir
du code source.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet «CoordinAtionet Répartition des Applications Multiproces-
seurs en objective camL» (CARAML ) de l’ACI GRID dont l’objectif était le développement de bibliothèques
pour le calcul haute-performance et globalisé autour du langage OCaml. Ce projet était organisé en trois
phases successives : sûreté et opérations data-parallèlesirrégulières mono-utilisateur ; opérations de multi-
traitement data-parallèle ; opérations globalisées pour la programmation de grilles de calcul.

Ce tapuscrit est organisé en 3 parties correspondant chacune aux contributions de l’auteur dans chacune
des phases du projet CARAML : une étude sémantique d’un langage fonctionnel pour la programmation BSP
et la certification des programmes écrits dans ce langage ; une présentation d’une primitive de composition
parallèle (et qui permet aussi la programmation d’algorithmes «diviser-pour-régner»parallèles), un exemple
d’applicationvia l’utilisation et l’implantation de structures de données parallèles et une extension pour les
entrées/sorties parallèles en BSML ; l’adaption du langagepour le méta-calcul.

Mots clefs. Programmation fonctionnel parallèle, sémantiques formelles, méta-calul, Objective Caml,
modèles de coûts, certification, Coq.

Abstract. Some problems require performances that can only be provided by massively parallel ma-
chines and meta-computers. Nevertheless, algorithm writing for this kind of machine remains more difficult
than for those strictly sequential and the conception of adapted languages is an active subject of research
notwithstanding the frequent use of the concurrent programming. Indeed, the conception of a programming
language is the result of a compromise which determines balance between various qualities of the language
such as expressivity, safety, effectiveness or the simplicity of the semantics.

In the prior works to this thesis, it was undertaken to study,with greater details, the intermediate position
that the paradigm of the skeletons occupies. However, this did not involve conceiving ana priori fixed sets
of operations and then to design performance models, but, tofix a structured parallelism model (with its
performance model) and then to design a universal number of operations making it possible to program any
algorithm of this model. The objective is therefore as follows : have an universal language in which the
programmer can have an idea of the cost from the source code.

This thesis comes under the project "CoordinAtion and Distribution of Multiprocessor Applications in
objective camL" (CARAML ) of the ACI GRID. The objective was the development of libraries for high-
performance and globalised computations around the OCaml language. This project was organized in three
successive phases : safety and irregular data-parallel operations (mono-user) ; data-parallel multiprocessing
operations ; globalised operations for grid computing.

The thesis follows the organization in three phases of the CARAML project and presents the contributions
of the author in each phase in the three parts : a semantic study of a functional language for BSP program-
ming and the certification of the written programs in this language ; a presentation of a primitive of parallel
composition (and which also allows programming parallel "divide-and-conquer" algorithms), an example
of application using an implementation of parallel data structures and an extension for parallel input/outputs
in BSML ; the adaption of the language for meta-computing.

Keywords. Parallel functional programming, formal semantics, meta-computing, Objective Caml, cost
models, certification, Coq.


