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CONTEXTE ET THESE

Calcul exact

Si a sa naissance le calcul scienti que mélait le calcul approché au calcul exact, son essor a
partir des années 1950 reste fortement lié au calcul approché, aussi appelé calcul numérique.
En effet ses principales applications provenaient de problemes physiques ou une approxima-
tion de la solution par ses premiers chiffres signi catifs est souvent suf sante. Les nombres
ottants et leur arithmétique ont été introduits pour approcher les nombres réels, et ont rapi-
dement occupé une place privilégiée dans les architectures des ordinateurs. Parallelement, le
calcul exact souffrait de son principal désavantage : obtenir tous les chiffres d'une solution
était trop codteux, et I'intérét de la communauté scienti que restait limité pour cette approche.

Il a fallu attendre les avancées théoriques des années 1980, comme celle dles a Dixon ou a
Wiedemann pour relancer l'intérét des méthodes exactes en algébre linéaire. Parallelement, de
nouvelles applications en mathématiques (topologie algébrique, théorie des graphes, théorie
de la représentation, . ..) sont apparues et pour lesquelles les résultats approchés des méthodes
numériques n'ont aucun sens. Des efforts important ont été fournis pour le développement de
bibliotheques ef caces d'arithmétique exacte (PARI, GMP, NTL, ...) d'une part, et d'algo-
rithmes performants en algébre linéaire d'autre part (en particulier au niveau des complexités
binaires lors des dix derniéres années).

Il s'imposait donc de s'intéresser a la mise en pratique de ces algorithmes dans le cadre
d'une bibliothéque d'algebre linéaire exacte. C'est I'objectif que s'est donné le praojet L
Box, créé en 1998, avec pour objectif premier, la mise en ceuvre des récents algorithmes de
typeboite noire Cet objectif a rapidement été élargi au projet d'une bibliotheque générale d'al-
gebre linéaire exacte. Ce projet servira de cadre pour les développements logiciels effectués
dans nos travaux.

Algorithmique en algebre linéaire exacte

Le domaine privilégié en calcul exact est I'anneau des nombres edtjexs éventuelle-
ment le corps des nombres rationn@sDans ces domaines, les nombres manipulés ont des
tailles variables et les opérations arithmétiques ont donc un colt dépendant des tailles de leurs
opérandes. Ainsi la croissance des calculs intermédiaires doit étre contrblée a n de réduire la
complexité des algorithmes.

Une alternative consiste a utiliser les corps nis pour effectuer les calculsflan®). En
algébre linéaire, ils peuvent intervenir de deux maniéres :

— soit par la remontép-adique de Dixon [26] pour la résolution de systemes linéaires,
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— soit par le théoréme des Restes Chinois pour le calcul du déterminant, du polynéme
caractéristique, etc

Il s'agit dans les deux cas d'effectuer les opérations dominantes dans des corps nis dont la
taille des coef cients reste constante. Les avantages de ces approches sont multiples. Elles
permettent tout d'abord d'améliorer d'un ordre de grandeur les complexités de plusieurs algo-
rithmes dan<. Par ailleurs, elles permettent I'utilisation d'algorithmes dé nis sur un corps
utilisant donc une division toujours dé nie. En n, la taille xe des coef cients des corps nis
est adaptée a I'utilisation des mots machine et de I'arithmétique entiere des ordinateurs.

L'algorithmique en algebre linéaire distingue deux fagons de représenter les matrices :

les représentations densesu I'on considére lea  m coef cients de la matrice et s'autorise
toutes les opérations sur ses coef cients.

les représentationsoite noire ou la matrice est uniguement vue comme une application li-
néaire. La seule opération possible est I'application & un vecteur. Elle permet en particu-
lier de tirer partie de la structure des matrices.

En algebre linéaire dense, la multiplication de matrices est a la fois une opération fonda-
mentale et un sujet de recherche toujours tres actif, tant au niveau théorique que pratique.

Sur le plan théorique, la révolution qu'a initiée Strassen[108] en introduisant en 1969 un
algorithme sous-cubique de multiplication matricielle a conduit a de multiples améliorations
de I'exposant dans la complexité du produit matriciel. La question de la meilleure complexité
asymptotique pour cette opération reste actuellement encore ouverte. Par ailleurs ces progres
ont rapidement béné cié aux autres problemes d'algeébre linéaire au niveau de leur complexité
théorique, grace a des réductions. Cependant au niveau pratique, ces algorithmes ont long-
temps été considérés comme inintéressants, car leur amélioration asymptotigue ne pouvait
prendre effet que pour des dimensions alors inaccessibles. C'est a partir des années 1980, que
les progres technologiques des architectures informatiques permirent d'aborder des dimen-
sions suf santes pour s'intéresser a la mise en pratique de I'algebre linéaire rapide. Souffrant
de certains problemes d'instabilité numérique, ces algorithmes rapides n‘ont jamais été massi-
vement utilisés. En revanche, le calcul exact, qui ne connait pas ce probleme d'instabilité peut
béné cier sans réserve de ces algorithmes rapides.

Au niveau pratique en n, la différence de vitesse grandissante entre les unités de mémoire
(lentes) et les unités de calcul (rapides) ont conduit a la création d'une structure hiérarchique
de la mémoire des architectures modernes. Une utilisation adaptée de cette structure, respec-
tant la localité des données permet a certaines routines de base d'atteindre des performances
extrémes. La multiplication matricielle en calcul ottant fait partie de ces routines.

Ainsi, la multiplication matricielle doit est la brique dans I'élaboration de routines d'al-
gebre linéaire exacte dense. En nous appuyant sur ces deux aspects, nous développerons une
routine ef cace de multiplication matricielle sur un corps ni, qui servira ensuite de brique de
base pour le développement de routines d'algebre linéaire exacte dense, menant au calcul du
polyndme caractéristique de matrices denses.

Avec les représentationmites noiresla brique de base en algorithmique est le calcul du
polyndme minimal. Cette approche est issue des méthodes itératives en calcul numérique (de
type Krylov, Lanczos). Les travaux de Wiedemann [119] ont montré que leur adaptation au
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calcul exact était possible, et leur analyse par Kaltofen et Saunders [76] a jeté les bases né-
cessaires a la création de la bibliothequaBox. C'est donc a nouveau par des réductions

a cette brique de base que nous aborderons le calcul du polyndme caractéristique de matrices
boite noire

En n, le modeéle de calcul probabiliste est fréquemment utilisé dans les algorithmes d'al-
gebre linéaire exacte. Un résultat exact est calculé avec une probabilité d'erreur bornée. Si
en théorie, leur nature differe de celle des algorithmes déterministes, nous soutenons que leur
abilité en pratique n'est pas moindre, pourvu que la probabilité d'échec soit réduite a la pro-
babilité d'apparition d'autres phénomenes physiques pouvant engendrer des erreurs lors du
calcul dans la machine.

Theése

Dans ce contexte, nous pouvons formuler la these que nous défendons ainsi :

Le calcul exact en algébre linéaire est a la fois utile et praticable en grandes dimensions.
Les récentes avancées théoriques dans la résolution de problémes classiques, comme le calcul
du polynébme caractéristiqgue, peuvent ainsi étre confrontées a la mise en pratique par des
algorithmes denses ou boite noire, éventuellement probabilistes, et aboutir a des solutions
ef caces en pratique.

A travers ces travaux, nous proposons avant tout une démarche pour I'élaboration d'al-
gorithmes exacts ef caces en pratique. Devant la diversité des algorithmes disponibles, des
domaines de calcul( Z), des représentations matricielles (denséoite noirg et des ni-
veaux d'optimisation (du nombre d'opérations algébriques, a la gestion de la mémoire cache),

il convient de structurer la conception des algorithmes.

Les calculs danZ sont ramenés a des calculs dans des corps nis par des techniques de
Reste Chinois. Les algorithmes dans les corps nis se réduisent ensuite aux briques de base
(polynéme minimal pour les matriceégite noireet produit matriciel pour les matrices denses).
Lorsque différentes réductions sont envisageables, ayant chacune des domaines de prédilec-
tion. Des algorithmes adaptatifs permettent alors de combiner ces algorithmes. En n nous
pouvons concentrer les efforts d'optimisation sur les briques de base (essentiellement le pro-
duit matriciel pour les matrices denses). Nous considérons des optimisations tant au niveau
matériel (optimisation de la mémoire cache, unités arithmétiques ottantes) qu'au niveau algo-
rithmique (réductions modulaires différées, algorithmes de multiplication rapide). L'ef cacité
de ces routines de base, combinées a la pertinence de cette structuration permet d'obtenir des
performances expérimentales jusqu'alors inégalées.

La premiére étape dans ce travail consiste donc a élaborer des routines de base pour l'al-
gebre linéaire dense sur des petits corps nis. Ainsi nous abordons d'abord la mise au point du
noyau de produit matriciel dans le chapjtfe 2, tirant son ef cacité des routines BLAS du calcul
numérique et des algorithmes de multiplication rapide. Nous étudions ensuite le probleme de
I'élimination de Gauss et de la résolution de systemes linéaires dans le chapitre 3. En n nous
appliquons ces deux briques de bases a plusieurs autres problemes d'algeébre linéaire dans le

chapitrg 4.
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Dans une deuxieme partie, nous traitons du calcul du polynéme caractéristique de matrices
denses. Nous proposons dans le chapitre 6 un nouvel algorithme tirant parti de I'ef cacité
des routines présentées en premiére partie. Le chapitre 7 traite de l'algorithme par branche-
ments de Keller-Gehrig, dont nous proposons une amélioration ainsi qu'une application a un
probléme de théorie du contréle : le calcul de la forme de Kalman. En n nous étudions I'al-
gorithme rapide de Keller-Gehrig dans le chapjire 8 : nous mettons en évidence son intérét
pratique et relachons sa condition de généricité en ouvrant des perspectives de généralisation
de son domaine d'application. Ces algorithmes sur des corps nis sont ensuite utilisés dans le
chapitrg 9 pour le calcul du polyndme caractéristique daridous donnons une borne amé-
liorée sur la taille des coef cients, pour un algorithme déterministe, utilisant le théoreme des
restes chinois. Nous présentons aussi un algorithme probabiliste calculant les mutliplicités des
facteurs du polynéme caractéristique. Cette méthode congue ici pour les matrices denses, sera
approfondie par la suite pour les matrideste noire

La troisieme partie est consacrée aux algorithmes deldgfie noire Nous résumons dans
le chapitrg ID les résultats asymptotiques dans le domaine, incluant une perspective d'amélio-
ration. Nous présentons ensuite dans le chapifre 11 différentes techniques de calcul des mul-
tiplicités de facteurs irréductibles du polyndme caractéristique dans un corps ni, débouchant
sur un nouvel algorithme adaptatif. A nouveau cet algorithme est utilisé dans le c@itre 12
pour le calcul dan&, grace cette fois-ci a une remontgadique. Il est en n appliqué a la
résolution d'un probléme issu de la théorie des graphes.
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Le projet LNBOX est une collaboration internationale (France, Etats-Unis, Canada) pour le
développement d'un outil logiciel générique pour résoudre les problémes classiques en algebre
linéaire exacte : calcul du rang, du déterminant, de formes normales matricielles, ...

Motivation originale : I'algebre linéaire exacte en boites
noires

Initialement, ce projet visait particulierement a rassembler les techniques dd&ditee
noire pour l'algébre linéaire dans des corps nis ou dahsLe termeboite noire initiale-
ment introduit par Trager et Kaltofen pour les polynémes [77], désigne les matrices creuses ou
structurées, dont on ne suppose qu'une unique fonctionnalité : I'application a un vecteur (et
éventuellement I'application de sa transposée a un vecteur).

A2KmM

v2 KM Av 2 KN

FIG. 1 — Principe d'une matrice boite noire dans un coifs

Lintérét de cette approche est de préserver la structure des matrices, pour conserver l'ef-
cacité de leur produit matrice-vecteur. De plus, elle permet de manier des matrices de tres
grandes dimensions, descriptibles avec peu d'éléments, la ou une description dense par les
n  m coef cients serait impossible. Les algorithmbsite noirede calcul exacts s'étant
fortement développés [76, 44, 115, 46| 39, 30] etc, de paire avec les techniques de précon-
ditionnement pour le calcul exact [12], il s'imposait de les rassembler au sein d'une méme
bibliothéque.
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La généricité d'un intergiciel [

Le calcul exact se distingue par la multiplicité des domaines de base manipulés : corps nis,
nombres entiers, rationnels, polyndémes, ... Et pour chaque domaine, de multiples implémen-
tations sont disponibles, chacune ayant des domaines de prédilection spéci ques. Par exemple,
une représentation logarithmique tabulée peut étre préférable pour des calculs arithmétiques
alors qu'une représentation modulaire sur des ottants permet l'utilisation de routines d'al-
gebre linéaire numériques. Il faut ajouter a cela, que les meilleurs outils de calcul exact sont
dispersés en diverses bibliothéques : la bibliotheGiP[60] pour les calculs multipréci-
sions, en particulier avec des nombres entiers, la bibliothBAue100] pour I'arithmétique
des polynémes, ou encore la bibliothéque de calcul algébjuaro [52]. A l'opposé de
ces bibliothéques spécialisées et ef caces, on trouve des logiciels généralistes et complets de
calcul, tels queMaple [11,[85] ou Mathematica [121]. lls sont largement diffusés, et tres
simples d'emploi, mais les algorithmes qu'ils mettent en ceuvre ne sont pas toujours les plus
performants et ils sont donc souvent inadaptés au calcul intensif.

Le projet ambitieux de INBox [33] est de former un intergiciel fournissant les meilleurs
algorithmes aux logiciels généralistes, tout en utilisant les bibliotheques spécialisées les plus
adaptées pour les calculs de base.

C'est ce double besoin de généricité et de performance qui a conduit a l'utilisation du
langageC++.

LINBOX-1.0

Apres six années de maturation, la premiere version of cielle 1.0|d(Bbe]a pu voir le
jour en juillet 2005. La conception prévoit désormais quatre niveaux d'utilisation :

— atravers des serveurs de calcul en ligne, et des formulkarkesScript

— par des exécutables précompilés, ou comme paquetage de logiciels généralistes.

— en incluant les sources et en y accédant par des méthodes générales correspondant a
des solutions de problemes classiques (déterminant, rang, polyndme minimal, ...). La
bibliotheque se charge de faire les choix opportuns dans les algorithmes, en fonction des
données.

— enincluant directement les algorithmes & un niveau inférieur, laissant ainsi plus de choix
a l'utilisateur dans les optimisations.

Les solutions disponibles au troisieme niveau d'utilisation sont les fonctions suivantes :
déterminant, rang, polyndme minimal et caractéristique, résolution de systeme linéaire, test si
la matrice est dé nie positive. Chacune de ces solutions est utilisable sur un corps ni ou dans
Z, avec des matrices denseshmite noire

Lintroduction d'algorithmes par blocs (comme la résolution de Lanczos par blocs) a néces-
sité d'ajouter des algorithmes pour les matrices denses. Nous avons donc introduit les routines

Traduction proposée par D. Durand du terme anglo-saxioldleware utilisé dans le contexte des réseaux,
désignant lalasse de logiciels qui assurent l'intermédiaire entre les applications et le transport des données par
les réseauxivoir www.linux-france.org/prj/jargonf/l/intergiciel.html

2La bibliothéque, ainsi que sa documentation et I'accés a des serveurs de calculs sont disponibles en ligne a
l'adressewww.linalg.org
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de base d'algebre linéaire dense, que nous décrirons dans la[partie I, ainsi que nos travaux
concernant le polynéme caractéristique (pafties(IT gt I11).

En n la bibliotheque dispose d'un jeu de tests pour ses différents algorithmes, ainsi que
de programmes d'exemples d'utilisation des solutions. Leur compilation a été testée sur des
architectures différentes et des systémes variés (Linux, Cygwin, Pentium 4, Itanium2-64).

Contexte des expérimentations

Pour illustrer les algorithmes que nous présentons, nous donnons des résultats expérimen-
taux de leur implémentation en C++. Il peut s'agir de lI'implémentation directement disponible
dans la bibliotheque INnBox ou alors d'une implémentation expérimentale, mais faisant ap-
pel a des routines deikBox. La these de Pascal Gior@i |[56] décrit en détail I'intégration des
routines d'algébre linéaire dense dansiBox, que nous avons réalisé en collaboration. Pour
cette raison nous ne rentrons pas dans les détails de l'intégration de nos travauxuns,L
et renvoyant le lecteur a ce document.

Comme nous le verrons dans la paftie 2.1.2, ces implémentations reposent grandement
sur les routines BLAS d'algebre linéaire ottante. Nous en utilisons deux implémentations :
ATLA$§|, version 3.6, qui fournit un code s'adaptant automatiquement lors de l'installation
a l'architecture[[118] et [&GOTO BLA@ version 1.02, développé par Kazushige Gota [58]
plus particulierement optimisé pour les architectures PC. Par la suite nous les désignerons
respectivement par ATLAS et GOTO. Nous utilisons aussi les bibliothe B version
4.1.4 etNTL, version 5.4, pour l'arithmétique des nombres entiers et des polyndmes. Nous
utilisons le compilateugcc , versions de 3.2.3 (sur Itanium) a 4.0 (sur certains PC).

Ces expérimentations servent le plus souvent a comparer la rapidité de calcul des algo-
rithmes. Nous donnons soit le temps CPU en secondes (temps passé effectivement par le
processus dans le CPU), soit éventuellement pour les corps nis, la vitesse de calcul. Cette
vitesse est obtenue en divisant une estimation du nombre d'opérations algébriques effectuées
par le temps CPU utilisé. Son unité est le Mfops, pour Millions d'opérations dans le corps par
seconde.

Les matrices que nous avons utilisées sont le plus souvent des matrices denses dont les
coef cients sont tirés aléatoirement et uniformément dans le corps ni utilisé, ou dans un in-
tervalle[0:::n] de Z. Pour les expérimentations avec les méthdulgite noire nous avons
utilisé des matrices creuses provenant de diverses applications (complexes simpliciaux, ro-
botique, matrices d'adjacence de graphes fortement réguliers, ...). Toutes ces matrices ainsi
gu'une description du format utilisé pour leur représentation sont disponible sur iﬁternet

Swww.netlib.org/atlas
4www.tacc.utexas.edu/resources/software/
Swww-Imc.imag.fr/Imc-mosaic/Clement.Pernet/Matrices/
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RAPPELS THEORIQUES ET NOTATIONS

Nous rappelons ici les notions mathématiques de base sur lesquelles nous nous appuyons
dans notre étude.

Ouvrages de référence : Pour les approfondir, on pourra se reporter a I'excellent ouvrage
de Gantmacher [50] pour les questions générales d'algébre linéaire. Le livre de Gerhard et
von-zur-Gathen [51] ainsi que la référence encyclopéedique [59] sont les références en ce qui
concerne l'algorithmique pour le calcul formel. Pour les questions de complexité algébrique,
on pourra se reporter a I'ouvrage de Burgisser, Clausen et Shokrollahi [13]. Enn, le livre
d'Abdeljaoued et Lombardi [84] illustre la théorie de la complexité algébrique par l'algébre
linéaire et particulierement le calcul du polyndme caractéristique.

Algebre lineaire

Soit une matrice carré®& de dimensiom n sur un anneau princip&.

Polynéme caractéristique : Nous dé nissons le polynéme caractéristique comme le déter-
minant de sa matrice caractéristique :
P2(X)=det(Xl, A):
Pour des raisons de commodité, nous avons préféré la dé nition anglo-saxonne rendant ce
polyndme unitaire, a la dé nition frangais@2(X) = det(A Xl ,), ajoutant un facteur
( 1)" dans le mondme dominant.
Nous rappelons également la dé nition du déterminant d'une maftieg A;; ] :

X o
det(A) = () ag; 1)
2Snh j=1

ou S, est I'ensemble des permutations de l'intervdlle::n] et ( ) est la signature de la
permutation .

Polynédme minimal : Considérons IA[X ]-module formé paA" dont la mutliplication ex-
terne palA[X] est dé niecomme suit8(; ;v )2A A A " (X + )v= Av + v.
Le polyndme minimal du vectewrrelativement a la matric& est dé ni comme le polynéme
unitaire de plus petit degré, annulateunddans ceA[X ]-module. Plus simplement, on peut

25



Rappels théoriques et notations

le dé nir comme le polyndme unitaire de plus petit degré tel que(A)v = 0 dansA". Nous
le noterongP Y .

Le polynédme minimal de la matrick est dé ni comme le polyndme unitaire de plus petit
degré tel qué (A) = 0 dansA" ". Nous le noteronB /...

En n, pour étre complets, nous dé nissons aussi le polyn@Hé" , pour deux vecteurs

etv, comme le polyndme minimal générateur de la séquence des scalaires

Il est est utilisé en particulier dans l'algorithrbeite noirede Wiedemanri [119].

Le polyndme minimal d&\ étant annulateur da, il véri e aussiP(A)v = 0. Il est donc
divisible parP,ﬁ{,‘{. Par ailleurs, on sait par le théoreme de Cayley-Hamilton que le polynéme
caractéristique est annulateurAleEn n P~Y annule la séquenciuv; 'uAv;:::;
et est donc multiple d®“~" . Nous avons donc les relations de divisibilité suivantes dans
A[X]:

Prin” i P 1 P Plar

min min car

. : P , R i
Matrice compagnon : SoitP = X9+ idzolciX' un polynébme unitaire de degre La
matrice compagnon associée au polyndmeotéeCp, est la matrice de dimensiods d

2 3
Co

1 O C1

1 Ch 1

Son polynéme caractéristique égale son polyndme minimal effraS? = Prﬁiﬁ; = P.

Forme normale de Frobenius : Si la matriceA est maintenant dé nie sur un corps, on

deé nit la transformation de similitude de la matriéde avec la matrice inversiblel comme
étant la matricéJ *AU. On dit alors que deux matricésetB sont équivalentes par transfor-
mation de similitude (ou semblables), si il existe2 GL,(K) tel queB = U AU. On peut
alors décomposeévl ,(K) en classes d'équivalence pour cette relation. La forme normale de
Frobenius dé nit alors un unique représentant pour chacune de ces classes :

Dé nition. Toute matriceA 2 K" " est semblable a une unique matrice diagonale par blocs,

ou les blocsCy, sont des blocs compagnons dé nis par les polyndmes unitéires: ;
vériant fi.1jf; pourl i < et appelés les facteurs invariants Ale Cette matrice est
appelée forme normale de Frobenius de A.
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De maniére similaire, sur un anneau principabn considere les transformations d'équiva-
lence, de laform& AV ouU etV sont inversibles, et on peut dé nir des classes d'équivalence
de la méme facon que pour les transformations de similitude. La forme normale servant a ca-
ractériser chaque classe d'équivalence est la forme normale de Smith :

Dé nition. Toute matriceAn m dé nie sur un anneau principal est équivalent a une matrice
diagonale 2 3

S1

S
S=UAV =

Sn

ou U etV sont des matrices netm m unimodulaires (de déterminant inversible dans
A), ou lesr = rangA) premierss; sont non nuls et véri ens;.q js; pouri 2 [1:::r 1]
Cette matrice est appelée forme de Smith. Elle est unique a la multiplication prespas
des éléments inversibles de

A noter qu'il s'agit ici de la dé nition donnée par Villard dans [112] facilitant la mise
en relation de la forme de Smith avec la forme de Frobenius. Dans la dé nition classique
[101,50], les facteurs invariants sont ordonnés dans le sens in&r&e[1:::r 1] SjjSj+1 -

Les polyndmes ;:::f , comme les éléments;::: s, sont appelés les facteurs invariants
de la matrice. Cette identi cation provient de la propriété suivante :

La forme normale de Frobenius résume tous les invar@nts algébriques et géométriques de
la matriceA. En particulier, on montre quie = PZ;, et que ~,_, f; = P&,; le déterminant
se lit sur le coef cient constant de ce polynéme et le rang est le nombre de facteurs invariants
ayant un coef cient constant nul.

Modele de calcul et complexité

Pour les algorithmes déterministes, nous utilisons un modele de calcul de type RAM (Ran-
dom Access Machine) binaire ou arithmétique, dont on trouvera une description dans [2, §1.2].

Pour les algorithmes probabilistes, nous supposons disposer aussi d'un générateur aléa-
toire : il s'agit d'une séquence, de taille polynomiale dans la taille des entrées, de bits aléa-
toires, ou d'éléments d'un sous-ensemble ni du domaine. Un algorithme est probabiliste s'il
retourne un résultat juste pour une proportion constante des entrées aléatoires. Le comporte-
ment pour les autres entrées dé nit deux classes d'algorithmes probabilistes :

les algorithmesMonte Carlo: dont le résultat n'est pas spéci é dans ce cas,
les algorithmesLas Vegas qui retournenEchec .

Ainsi l'utilisateur d'un algorithme.as Vegageut I'exécuter tant qu'il retournéchec pour en
faire un algorithmeoujours correct, probablement rapidA l'inverse, les algorithmeMonte
Carlo ne permettent pas de certi er le résultat et sont dmgours rapides, probablement
corrects
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Pour les calculs de complexité, nous utiliserons le modele de complexité algébrique (comp-
tant le nombre d'opérations algébriques effectuées sur un corps ou un anneau) et le modele
binaire (comptant le nombre d'opérations binaires effectuées). Plus précisément nous utilisons
essentiellement la complexité algebrique (pour les corps nis) sauf dans les chigpjires 5, 9 et
[12 ou nous utilisons la complexité binaire pour les algorithmes dans

Nous rappelons la signi cation de la notatién(n) :

f(n)= O(g(n)) sietseulementdny;C;8n ngf(n) Cg(n)
De plus, la notatioi®~() (soft O inclut les facteurs logarithmiques et polylogarithmiques :

O~(f (n) = O(f(n)(logn) )

une certaine constante

Si les notation<O () et O~() conviennent a I'étude asymptotique, elles dissimulent des
constantes pouvant rendre un algorithme impraticable, quoique asymptotiquement le meilleur.
Par exemple, la dimensiana partir de laquelle un algorithme &7 est moins colteux
qu'un algorithme er2n? estn = 297. C'est ainsi que les algorithmes de multiplication matri-
cielle rapide n'ont longtemps été considérés que pour leur intérét théorique.

Notre point de vue étant ici I'ef cacité en pratique des algorithmes, nous nous attachons a
détailler le plus souvent leur complexité en donnant systématiquement la constante dissimulée
par la notationO (). Ainsi, nous donnons pour un algorithrXesa complexitélry(n) par le
terme dominant de sa complexité, incluant la constante multiplicative. Il s'agit d'un abus de
notation qui nous fait écrir@yx(n) = f (n) quand la complexité de I'algorithm¢ estf (n) +

o(f (n)).

Materiel de récurrence pour la complexité algébrique

Dans les chapitrgg 3 B} 4, nous étudierons les complexités algébriques de différents pro-
blemes réduits au produit matriciel. En particulier, nous donnons une expression de la cons-
tante du terme dominant de ces complexités. Pour ce faire nous aurons besoin des deux lemmes
suivants.

Lemme 0.1. Soitm un entier positif! > 2etC; a; g; edes constantes. Si
1. T(m)= CT(3)+ am' + (m),avec (m) g’ etT(l)=e
2. l0g,(C) <! .

Alors

T(m) = Zim! +om)=0om):

C
Démonstration.On posd = log,(m). En déroulant la formule de récurrence, on obtient

X1 ¢ i X' g

T(m) = C'T(1)+ am' > * C' (5)
i=0 i=0
1 C—. t X 1 . m
= C'T(1)+ am ﬁ + C (5):
! i=0
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SiC64,ona

2 C

ougl< M etk<T(1) 2 ¢° ParailleurssC=4,0na

T(m) = m' + kC'+ g'n?

T(m) = ;Z—Cm! + k%' + gm?log,(m);

ouk®< T (1) ,2..Dans les deux cas, on obtiehfm) = ,22-m' + o(m'), en utilisant

le fait queC! = m'°92(C), O

Voici maintenant une généralisation pour le cas ou le probleme fait intervenir deux dimen-
sions indépendantes) etn.
Lemme 0.2. Soitm etn deux entiers positifd,> 2etC;a;b;g; h; edes constantes. Si

1. T(m;n) = C(T(Z;n)+ T(%;n T)+ am' + bm *n+ (m;n), avec (m;n)
gm?+ hmn etT(1;n) en.

2. log,(C) <! 2
AlorsT(m;n)= O(m')+ O(m' !n).

Démonstration.De la méme facon, on déroule la récurrence pour trouver

x 1 &
T(m;n) = C' TWn i+1)+ am —2—
i=1 1 7
X1¥ 1 m m m
i o ; o . ; o
s 0 | 1
1@
4 m(m 1) a2 e @ a2 X i 1,
¢ mn 2 > ¢ "M ——¢ &
i=0 j=1
X1x c ! X1xX c |
+m' n —  +m? 2 (@ h(G 1)
i=0 j=1 i=0 j=1
X1 c !
+hmn =
i=0 j=1
= Ck(m;n)+ m'+ m' n+o(m')+om' In
pour certaines constantest , et commek(m;n) = O (mn)+ O (m?). O

Le lemm¢ 0.l permet d'obtenir le terme dominant dans sa totalité (constante et exposant)
a partir des parameétres de la formule de récurrence. Pour le Iemme 0.2, nous avons préféré ne
laisser que l'information sur I'exposant par souci de simplicité. Les constargés pourront
ensuite étre déterminées facilement en injectant I'expre§sjonn) = m '+ m' ndans
la formule de récurrence.
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Premiere partie

Algebre linéaire dense ef cace sur un
petit corps ni
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INTRODUCTION

Motivation

En calcul exact, les corps nis jouent un réle central : soit par leurs applications en crypto-
graphie ou en théorie des codes, soit comme brique de base pour des calcdlod&hsEn
effet, les techniques de restes chinois ou de remgrizique permettent de réduire des cal-
culs tels que le déterminant d'une matrice entiere ou la résolution d'un systeme enti€) dans
a des calculs sur des corps nis. Contrairement aux nombres entiers, tous les coef cients d'un
corps ni peuvent étre représentés dans le méme espace mémoire, ce qui permet de développer
des arithmétiques ef caces, en utilisant les unités élémentaires de mémoire des ordinateurs :
les mots machine.

Par ailleurs, I'expérience acquise en algébre linéaire pour le calcul numérique montre qu'un
ensemble restreint de routines de base particulierement optimisées suf sent a assurer des per-
formances excellentes pour la plupart des problémes faisant appel a I'algébre linéaire. Il s'agit
de la démarche qui a conduit a I'élaboration des BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines)
[83,28,27].

De telles bibliotheques n'existaient pas pour le calcul exact avec des corps nis. Nous avons
donc cherché a combler, partiellement, ce manque en développant des routines de base, sur
lesquelles nous allons pouvoir par la suite nous appuyer pour le calcul du polynébme caracté-
ristique.

Démarche adoptée

Opération fondamentale en algébre linéaire, le produit matriciel tient toujours une place
de choix parmi les problémes d'algorithmique en algebre linéaire et son importance va crois-
sante. Jusqu'a la ndes années 1960, les algorithmes en algebre linéaire étaient décrits par des
boucles d'opérations arithmétiques sur un domaine de base. Et les complexités algébriques
des problemes canoniques (déterminant, rang, résolution de systemes, etc) étaient cubiques en
la dimension des matrices considérées, tout comme celle du produit matriciel, mais sans lien
apparent. Cette complexité était alors considérée comme optimale.

Or en 1969, Strassen a ouvert une bréche en proposant/dans [108] un algorithme sous-
cubique (erD (n%8974)) pour effectuer le produit de deux matrices carrées d'ondi2epuis,
de nombreux autres algorithmes ont été proposés, réduisant I'expdzatma®(Bini, Capo-
vani, Lotti et Romani dans [7]R; 55 (Schdnage dans [99]2; 39 (Coppersmith et Winograd
dans [17]) et en n2; 376 (Coppersmith et Winograd daris [18]). En n, notons aussi les ré-
cents travaux de Cohn et Umans|[14] utilisant une approche différente, basée sur la théorie
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des groupes, pour tenter d'approcher I'expodant 2 + o(1), mais n'obtiennent a I'heure
actuelle que I'exposant = 2;41

Par la suite, nous désignerons parun exposantéalisablepour le produit matriciel, en
reprenant les notations de [51, 812.1]. On app&diegosant du produit matriciel , la borne
inférieure sur tous les exposants réalisablelsa valeur de reste a I'heure actuelle inconnue,
et I'hypothése =2 qui semble la plus réaliste n'est qu'une conjecture.

La question s'est immédiatement posée de savoir si les autres problemes canoniques ver-
raient leur complexité algébrique réduite de ce fait (Strassen, dans son article [108], appliquait
déja son résultat a I'élimination de Gauss). La réponse af rmative a été rapidement établie pour
la plupart d'entre eux (voir [10, 13] pour une revue détaillée sur le sujet), dont la complexité
algébrique est devenu@ (n' ) par deséductionsau produit matriciel. A notre connaissance,
seul le calcul du polyndme caractéristique ne répond pas a la regle et nous aurons l'occasion
de revenir sur le sujet dans la paftie II.

Dés lors, le produit matriciel est devenu un constituant de base de la plupart des algorithmes
d'algebre linéaire, pour permettre les réductions de complexité. Le phénoméne se poursuit
encore actuellement pour améliorer des complexités binaires, comme par exemple celle du
déterminant dans [78].

Parallelement, cette réduction s'est aussi imposée au niveau des implémentations en cal-
cul numérique, indépendamment de I'existence d'un exposant sous-cubique. En effet, comme
nous le verrons dans la parfie 2]1.2, c'est sur le produit matriciel que les efforts d'optimisation
de code ont le plus porté leurs fruits et ces réductions permettent donc d'en tirer parti pour les
autres algorithmes.

Ainsi, pour élaborer des implémentations ef caces sur des corps nis, nous procédons de
maniere similaire. Les efforts d'optimisation porteront essentiellement sur deux routines cen-
trales : le produit matriciel d'une part et la résolution de systémes triangulaires multiples
d'autre part. Les autres routines de bases se réduiront a ces deux routines grace a des algo-
rithmes récursifs par blocs.

Pour garantir I'ef cacité des routines centrales, nous considérons autant le niveau de I'im-
plémentation (réduction modulaire différée, utilisation de I'arithmétique ottante, optimisation
de la gestion du cache) que de l'algorithmique (utilisation de la multiplication matricielle ra-
pide de Winograd). Ces considérations conduisent & des algorithmes en cascades reposant sur
des parametres seuils dont nous proposons des méthodes de détermination ne.
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PRELIMINAIRES : ARITHMETIQUE DES
CORPS FINIS ET PRODUIT SCALAIRE

La premiere tache pour implémenter des routines d'algebre linéaire exacte est de développer
I'arithmétique sous-jacente. En effet les objets mathématiques impliqués, tels que les corps
nis, n'existent pas au niveau des unités arithmétiques des ordinateurs actuels. Une émulation
logicielle est donc nécessaire. L'implémentation d'arithmétiques ef caces pour les corps nis
est une partie importante du développement de routines d'algébre linéaire exacte.

Ce sujet a déja été largement étudié et nous nous reportons par exemple a [31] et aux
références qui y sont incluses pour un revue détaillée sur le sujet. Nous rappelons ici les diffé-
rentes facons d'implémenter une telle arithmétique et argumentons notre préférence pour I'une
d'elles dans le cadre des routines d'algebre linéaire ef caces.

1.1 Implémentation des corps nis

Par la suite, nous distinguons les corps nis gitsmiers dont la cardinalité est un nombre
premier, parmis les corps nis en général, appelées corps de Galois, dont la cardinalité est
du typeq = p¥, avecp premier etk 1. Pourk > 1, ils sont obtenus comme une exten-
sion algébrique de degkéa partir d'un corps premier. Nous nous concentrons principalement
sur les corps premiers. A n de faciliter |'utilisation de I'arithmétique des mots machine, nous
considérons les corps de cardinalité inférieui,2ou est le nombre de bits de la représen-
tation entiere utilisée. Par exemplgeut valeui32 ou 64 pour des types entiers ou enc&&
pour des ottants double précision dont on n'utilise que la mantisse. C'est en ce sens que nous
appelons ces petits corps qesits corps

Une implémentation consiste a choisir une représentation pour les éléments du corps, ainsi
gu'une arithmétique pour les manipuler. Nous décrivons dans la 1.1.1 les principaux
types d'implémentations existantes pour les corps nis, puis nous décrirons plus précisément
dans la parti¢ 1.1]2 celle que nous avons privilégiée pour la plupart de nos expérimentations
utilisant des corps premiers.
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1.1.1 Les principaux types existants

Représentation classique avec divisions entieresLes éléments sont représentés par les en-
tiers d'un intervalle de longueuyr. On distingue en particulier deux cas : teprésenta-

l'intervalle

5T
pourp > 2. Les opérations du groupe additif sont faites par l'unité arithmétique de la
machine, suivies d'un test et d'une éventuelle correction. La multiplication est suivie
d'une réduction modulaire alors que la division est calculée par I'algorithme d'Euclide
étendu.

Représentation de Montgomery : Cette représentation, proposée dans [86], permet d'éviter
la réduction modulaire codteuse pour les multiplications. Une représentation décalée
est utilisée et la réduction modulaire est remplacée par des multiplications. Les autres
opérations restent inchangées, mise a part la division.

Inverse en virgule ottante : Une autre idée est de réduire le codt de la réduction modulaire
en précalculant l'inverse de la caractéristigqugur un nombre ottant. Ainsi seulement
deux multiplications sur des nombres ottants et des arrondis sont nécessaires. Cepen-
dant, les arrondis peuvent introduire des erreurs flet un ajustement doit donc étre
fait, comme c'est le cas dans la bibliotheque NTL [100].

Logarithmes discrets (ou logarithmes de Zech) :Ici, les éléments sont représentés par la
puissance d'un générateur du groupe multiplicatif. Ainsi, les opérations du groupe mul-
tiplicatif sont effectuées par des additions et soustractions magauld. Néanmoins
les additions et soustractions sont rendues plus complexes et sont généralement tabulées
[31, §82.4].

Concernant les corps de Galois non-premiers, une premiere approche repose sur la pro-
priété suivante : G§*)  Z,=(P) ou P est un polyndme irréductible de degkésurZ,,.
Ainsi, les éléments sont représentés par des polyndmes a coef cients dans un corps premier.
L'arithmétique est donc celle de polyndmes modBlaont les coef cients utilisent une des
arithmétiques décrites ci-dessus. Alternativement, on peut utiliser la représentation logarith-
migue Zech, en représentant chaque élément par la puissance correspondante d'un polynéme
générateur, de la méme facon que pour les les corps premiers.

1.1.2 Modular<double> : une implémentation ottante pour l'al-
gebre linéaire exacte

Comme nous l'avons mentionné précédemment, les architectures informatiques modernes
(Pentium Il et IV, Athlons, Itaniums, Optérons, . ..) privilégient les calculs en virgule ottante,
en particulier concernant I'opératigdkXPY ou fused-macPar ailleurs la réduction modulaire
par inverse ottant est parmi les plus ef caces (vair [31] sur le sujet). C'est pour ces raisons
gue nous avons développé une implémentation de corps ni premier, basée sur les ottants
double précision (typelouble en C). Les éléments sont donc représentés par des entiers
stockés dans la mantisse d'double . L'exposant est inutilisé dans cette représentation. Les
opérations arithmétiques du groupe additif ainsi que la multiplicationfXRYsont effectués
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1.2. LE PRODUIT SCALAIRE

par les unités arithmétiques machine alors que la division est toujours faite par un algorithme
d'Euclide étendu. En n la réduction modulaire utilise le principe de l'inverse ottant décrit
dans la partie 1.1} 1. Nous verrons dans la partie[2.1.2 que cette implémentation permet surtout
d'utiliser les routines numériques directement sur les éléments, sans effectuer de copies ni
de conversions, ce qui est un avantage majeur. Plus de détails sur cette implémentation sont
donnés dans [56]. La caractéristique principale de cette implémentation est qu'elle utilise un
type ottant, dédié aux calculs approchés sur les réels, pour des cakardsssur des corps

nis.

1.2 Le produit scalaire

L'opération essentielle en algebre linéaire est sans doute la succession d'une multiplication
et d'une addition (ou accumulation a un résultat temporaige) : ax + y. Souvent appelée
AXPY, cette opération peut étre vue comme atomique, surtout depuis son introduction en vir-
gule ottante dans les processeurs sous le norfused-macAinsi, les arithmétiques de corps
premiers dé nissent aussi cette opération, ce qui permet de n'appliquer qu'une réduction mo-
dulaire pour deux opérations arithmétiques.

Le produit scalaire consiste ensuite a enchainer ces opérations sur les éléments de deux vec-
teurs, ce qui permet en particulier d'utiliser les structurepigelinedes architectures dans le
cas des calculs ottants. En revanche, sur des corps nis, la réduction modulaire apres chaque
AXPYest pénalisante (ajout d'opérations et éventuellement de branchements conditionnels) et
empéche une mise gripelineef cace des calculs.

De ce constat est née l'idée de différer la réduction modulaire autant que possible. En effet,
pour toutes les implémentations décrites précédemment, sauf celle des logarithmes de Zech,
les éléments sont plongés canoniquement daes peuvent donc étre maniés par les unités
arithmétiqgues machine. Une réduction modulaire nale permet ensuite de retrouver le résultat
dans le corps ni. La représentation depar les mots machine est bien sir limitée a un in-
tervalle borné. L'approche différée n'est donc valide que lorsque les résultats restent dans cet
intervalle.

Par exemple si on utilise une représentation positive sur des motbitteavec le modulo
p, on peut effectuer accumulations sans réduction modulaire si

(p 1y¥<2: (1.1)

Si la représentation est centrée, (i.el'iz—1 X p_21 pour la représentation d'un élément
du corps premier impaif ), I'équation/1.1 devient :
2
p 1 < 2 1

5 (1.2)

ce qui améliore d'un facteur2. A noter qu'un bit est pris a la mantisse pour exprimer le signe
(d'oule 1).

Ainsi, le surco(t des réductions modulaires peut étre amorti puisque seuleegduc-
tions sont nécessaires pour un produit scalaire de dimension

Par ailleurs, on note que la représentation centrée est mieux adaptée aux calculs avec réduc-
tion modulaire différée. Dans la mesure ou on a le choix d'utiliser cette représentation, il faut
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la préférer. Cependant, de nombreuse implémentations existantes pour les corps nis utilisent
des représentations positives. Pour cette raison, nous déclinons par la suite chaque résultat
concernant les réductions modulaires différées pour les représentations positives et centrées.
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2

LE PRODUIT MATRICIEL

Nous présentons ici des travaux sur le produit matriciel que nous avons initiés_dans [91],
publié dans([34] et prolongés depuis.

2.1 Par l'algorithme classique

Nous considérons |'opératio@ A B ou la matriceA a pour dimensionsn K,
B,k netC,m n.Par algorithme classique, nous désignons la méthode qui consiste a
cacluler chacun dem n coef cients du résultat comme un produit scalaire de dimenkion
Les opérations arithmétiques sont donc I'addition et la multiplication sur le corps ni. Nous
étudions ici comment les ordonnancer de la maniere la plus ef cace.

2.1.1 Réduction modulaire différée

Le produit matriciel étant vu comme un ensemble de produits scalaires, on peut donc lui
appliquer la remarque de la parfie]1.2 : la réduction modulaire peut étre différée. Boit
nombre maximal d&XPY pouvant étre effectués sans réduction modulaire. Nous distingue-
rons essentiellement deux cas :

— celui des représentations positives sur des mots loies non signés, pour lesquelles

véri e
(p 1?%<2 ( +1)(p 1% (2.1)
— celui des représentations centrées sur des motsis signés, pour lesquellesvéri e
2 2
p 1 1 p 1
— <2 1+ —_— 2.2
5 1+ ) = (2:2)

Cette contrainte induit un découpage en blocs des matrices a multipliest découpée en
k= blocs de dimensiom etB enk= blocs de dimension n (sauf les derniers blocs
deA etB qui sont de dimension plus petite).

Ainsi, I'algorithme consiste maintenant a effectuer les produits par blocs par une arithmé-
tiqgue deZ, en effectuant les réductions modulaires entre chaque opération de blocs. Cette
organisation laisse maintenant entrevoir la possibilité d'utiliser les routines numériques spé-
cialisées, pour effectuer les opérations de blocs. C'est ce que nous allons maintenant étudier.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

2.1.2 Utilisation de l'arithmétique ottante

Une approche naive pour le produit matrice-vecteur et la multiplication matricielle serait de
les considérer comme respectivemertu n? produits scalaires. De la sorte I'ef cacité serait
celle du produit scalaire, traitée dans![31] : en général autour d'une opération de corps pour
deux cycles d'horloge.

Or des efforts considérables ont été menés pour améliorer ces opérations linéaires en tirant
parti de la structure hiérarchique de la mémoire des ordinateurs actuels ainsi que des unités
arithmétiques spécialisées [118]. Dans la plupart des architectures des ordinateurs modernes,
un acces a la mémoire vive est plus de cent fois plus colteux qu'une opération arithmétique.
Pour contourner ce ralentissement, la mémoire est structurée en deux ou trois niveaux de me-
moire cache, jouant le rdle de tampon pour réduire le nombre d'acces a la mémoire vive et
réutiliser au maximum les données chargées. Cette technique n'est valable que si I'algorithme
permet la réutilisation de certaines données. C'est la principale raison pour laquelle le produit
matriciel est particulierement bien adapté a ce type d'optimisation : c'est la premiére opération
basique en algébre linéaire dont la complexité arithméti@e®) est d'un ordre de grandeur
supérieur a la complexité en mémodgn?).

Ces considérations ont mené les numériciens a I'élaboration des BLAS 183,128, 27], dont
I'ef cacité est principalement basée sur un noyau optimisé pour le produit matriciel. L'un de
ses principes constitutifs est d'effectuer les produits matriciels par blocs de petite dimension,
de sorte que les arguments pour un produit de blocs tiennent dans la mémoire cache, limitant
ainsi les surcodts d'accés mémoire. Initialement, ces routines étaient fournies par le construc-
teur d'une architecture donnée. Mais les récents travaux de [118] ont permis le développement
de BLAS génériques s'adaptant aux spéci cités de la plupart des architectures existantes grace
a un systeme d'optimisations basées sur des expéerimentations lors de l'installation. L'ef cacité
de telles routines est sans comparaison : par exemple la puissance de créte du produit matri-
ciel sur un Pentium 4 cadencé a 3,4 Ghz esb;@&Y6 milliards d'opérations par seconde, ce
qui correspond &, 55 opérations arithmétiques par cycle d'horloge. Cette ef cacité provient
d'une utilisation pertinente des niveaux de cache, des structuggipeleet du parallélisme
interne a ce type de processeur.

Il est donc tout naturel d'utiliser ces routines pour effectuer les produits matricielsdes
blocs décrits dans la parfie 2.]L.1. Pour ce faire on doit pouvoir convertir les éléments du corps
ni vers leur image dan& représentée sur wouble . A l'inverse on doit aussi disposer du
meécanisme réciproque de conversion d'un entier représenté sloulnhe vers un élément
du corps ni, impliquant une réduction modulaire. Ces conversions sont toujours réalisables,
mais elles demandent de dupliquer les blocs de matrices dans le cas d'une implémentation
guelconque. En revanche, l'avantage de l'implémentatimcular<double>  tient dans le
fait que les éléments sont directement représentés sdiodése |, et les BLAS peuvent donc
les utiliser sans recopie. Aprés le calcul gjrune simple réduction modulaire suft pour
retrouver le résultat sur le corps ni.

2.2 Lalgorithme rapide de Winograd

En calcul numérique, les travaux de [63] puis de [69, 70] ont mis en évidence le gain en
pratique des algorithmes de multiplication matricielle rapide. Linstabilité numérique de ces
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algorithmes a été mise en évidence et analysée par Bini et Lotti dans [8] puis par Higham
dans [63| 64]. Cette instabilité dépend fortement des matrices utilisées (parfois I'algorithme
classique est méme moins stable). Méme si leur intégration au sein des BLAS a été envisagée
dans[[29| 70], les numériciens considérent ces algorithmes comme instables et des BLAS de
référence, comme ATLAS, refusent de considérer leur implémentation.

Les techniques d'agrégation et cancellation de Laderman [82] sont aussi comparées dans
[79]. Elles permettent d'obtenir une meilleure stabilité que la variante de Winograd mais avec
des temps de calcul plus longs.

Mais pour le calcul exact, la stabilité numérique ne pose pas de probléme, et nous allons
étudier comment intégrer I'algorithme rapide de Strassen [108] pour une routine sur les corps
nis. Plus particulierement, nous considérerons la variante de Winograd décrite_dans [51, al-
gorithme 12.1], qui en réduit le nombre d'additions.

2.2.1 Mise en cascade avec l'algorithme classique

Asymptotiguement, l'algorithme de Winograd améliore le nombre d'opérations arithmé-
tigues requises pour le produit matriciel @5(n3) a O (n%8%74). Mais pour une dimension
n donnée, le nombre minimal d'opérations n'est pas atteint en appliquant tous les appels reé-
cursifs de l'algorithme, mais en remplacant ceux d'un certain niveau seuil par des produits
matriciels classiques. Pour justi er cette remarque, nous considérons l'algorithme en cascade
effectuank niveaux récursifs de l'algorithme de Winograd puis des multiplications classiques.
Nous allons étudief (n; k), le nombre d'opérations arithmétiques (additions, soustractions et
multiplications) en fonction de etk, d'abord poum = 2" aveci  k puis poum quelconque.

Pourn=2': SoitA le nombre d'additions de bloc dans un niveau récursif de I'algorithme
(respectivemenA = 18 et A = 15 pour les algorithmes de Strassen et Winograd).

Tk) = 7Tk n+a 07
T 2’ 2
1 i
n A 7
= 7T(5;0) + —n? ~
G0+ 3™ 3
i=0 '
n 3 n 2 A 7 X
= 7% 2 — — +—-n? - 1
2 2 3" 4
7 A 7K A
=2n - + = 1 n* - —n?
8 3 4 3
Cette fonction est minimale en
7
ko=log,n+1+ log,3 IogZInZ+Iog2In§ log,(A 3) : (2.3)

PourA =15, on obtientk, log,n 3;067257711Donc le niveau récursif seuil optimal,
k, est nul poun = 2;4; 8, puisk = i pourn = 2'*3,

Le tableay 2]1 compare le nombre d'opérations arithmétiques en fonction de I'ordre des
matrices et du niveau récursif ou le changement intervient.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

Nombre de niveaux récursifs de I'algorithme de Winograd
Classique 1 2 3 4 5 6

112 144 214

960 1024 | 1248 | 1738
16| 7936 7680 | 8128 | 9696 | 13126
32| 64512 | 59392 | 57600 | 60736 | 71712 | 95722
64 | 520192 | 466944| 431104| 418560| 440512| 517344 | 685414

TAB. 2.1— Nombre d'opérations arithmétiques dans le produit de deux matrices d'ardre

Pour n quelconque : Plusieurs techniques, décrites dans [69, 70] peuvent étre appliquées
pour obtenir des dimensions paires a n d'effectuer le découpage de I'algorithme de Winograd.
Suite a la discussion [0, 84.1], nous utilisons le pelage dynamuyreatic peeling qui
consiste a découper des bandes de rang 1 pour rendre les dimensions paires. Apres le calcul
de l'algorithme de Winograd, des mises a jour de rang 1 sont nécessaires. Il s'agit de produits
matrice-vecteur et de produits tensoriels.

Nous ne donnons pas de formule explicite pour le nombre d'opérations arithmétiques dans
le cas général, mais Bi= 2' + p avecp < 2, alors le seuik, calculé poum = 2' avec la
formule[2.3 sera toujours meilleur qu'un seuil supérieur.

Ainsi, cet algorithme en cascade est préférable pour le calcul en pratique. Ce phénomeéne
est d'ailleurs ampli € par le fait que les opérations arithmétiques effectuées dans le produit
classique sont plus rapides lorsqu'elles sont groupées en opérations des BLAS (grace a la
meilleure gestion des accés mémoire). Par conséquent, le nombre optimal de niveaux récursifs
a effectuer dépend de parameétres liés aux architectures et doit donc étre déterminé expérimen-
talement. On peut le décrire par le paramétre suivant : la dimekgiqraq pour laquelle un
niveau récursif de l'algorithme de Winograd est aussi rapide que l'algorithme classique. Le
nombre optimal de niveauxpour des matrices d'ordme est alors donné par la formule :

| = log, +1: (2.4)

kWinograd

Au passage, I'équation (2.3) permet de calculer la constanggr, pour les algorithmes de
Winograd et Strassen en prenént log, n. Quandn est une puissance @on obtient

A A A :
T(n;log,n)=7"%" 1+ —  Zp2= 1+ (28074
( g, n) 3 3 3

Ainsi, pour I'algorithme de Winograd;,.s074 = 6 et pour celui de Strasse@p.go74 = 7.
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2.2. LALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

2.2.2 Etude de l'allocation mémoire

Nous rappelons d'abord le principe de I'algorithme pour le calcul du pra@iuit A B.
Un niveau récursif de l'algorithme consiste a effectuer les découpages suivaAtgsBir:

2 3 2 3
A — 4 All AlZ 5 etB — 4 Bll BlZ 5 :
A21 A22 BZl B22
Puis les22 opérations suivantes sont effectuées :
— 8 additions :

S Axnt+ Ay Ty Bz Bmn
S S Ap T B T:
S3 All A21 T3 BZZ BlZ
S4 A12 Sz T4 T2 BZl

— 7 multiplications, par appels récursifs :

Pi An Bu Ps S T,
P, Az Ba Pe S T
P; S; By P, S; Ti
P, Axn T4

— 7 additions nales:
U P+ P; Us U+ Pg
U, P+ Pg U Us P,
Us U+ P U;  Us+ Psg
Uy U+ Ps

2 3
— Le résultat est le suivanC = 4 Ui Us 5

Us Uy
La gure [2.1 donne le graphe de dépendance des taches de l'algorithme de Winograd. A
partir de ce graphe, on peut retrouver I'ordonnancement de ces taches donné dans [29], qui
minimise le nombre d'allocations temporaires pour l'opération A B. Nous le rappelons
dans le tablegu 2.2. Cet ordonnancement n'exige que l'allocation de deux matrices temporaires
X1 etX, de dimensiongn=2 max(n;k)=2 etk=2 n=2. Dans le cas de matrices carrées,
ces allocations temporaires additionnées pour tous les niveaux récursifs sont bornées par

n
o 2 2,

Considérons maintenant l'opérati@h A B + C . Une premiére méthode naive est
d'appliquer I'ordonnancement précédent pour calcéler B dans une matrice temporaire.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

[B12 | [ A21 | ALl | B2 | B11 | A22 AL2 B21

FIG. 2.1- Graphe de dépendance des taches dans un appel récursif de I'algorithme de Wino-
grad

operation loc| # operation loc| # operation loc,
S3=Aun Aau X1|9 Ps= ST Ci2 |17 Us=Us+ P3 Cp
T3=B»n B X210 S4=Ap S X1 |18 Tu=T, Ba X;
P7 = S3Ts Ca |11 P3= S4B Ci1 [ 19 Py= Axly Cn

Si=Aunt+tAxn X1|12 Pi=AuBin X120 Us=Us Py Cy
Ti=Biz Bix X2 |13 Up=P1+Pg Cpp |21 Py= ApBy Cu
Ps= S, T; Cxn|14 U3=U+P; Cy |22 U =P+P, Cypg
S$=35 A X1 |15 U=U+Ps Cpp
To=Bx Ti X216 U;=Us+Ps Cp

00 N O O b~ WOWN PP H

TAB. 2.2— Ordonnancement de I'algorithme de Winograd pour l'opératibon A B
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2.2. LALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

Puis le résultat est additionné @ . Dans le cas de matrices carrées, ceci impliquétait
2=3)n? allocations temporaires.

On peut cependant réduire le nombre d'allocations temporaires en incorporant I'accumula-
tion + C au sein de l'algorithme. Nous rappelons dans le talflegu 2.3, I'ordonnancement de
[70] n'utilisant que trois blocs temporaires, X, etX 3, de dimensionmm=2 n=2, m=2 k=2
etk=2 n=2. On se référera a cet article pour la preuve de I'optimalité de cet ordonnancement,
grace au jeu des galetsdbble gamg

#  operation loc| # operation loc.
1 Si=Ant+tAxp X312 P,= A pBun+Chy Cp
2 Ti=Bp By X3|13 S=An $ X2
3 Ps= ST X114 T4=T, By X3
4 Cyp=Ps+ Cyp Cp |15 Us= S4B+ U Cio
5 Cp=Ps+ Cyp Cpp |16 Ps= ApTy+ Cy Cy
6 S=S5 Anp Xo |17 S3=Aun Axn X2
7 T=Ban T X3 |18 T3=Bz2 B X3
8 P1= A 1By X119 Us= S3Tz+ U, X1
9 Cu=Pi+ Cyy Ciu |20 Up=Ur+ Us Ca2
10 U= S,To+Pp X1 |21 Ug= Ug+ Us Cax

11 U4 = C12+ U2 C12

TAB. 2.3— Ordonnancement po@ AB + C

Le total des allocations temporaires de cet ordonnancement est borné par

Wn n 2

Nous résumons dans le tabl¢au 2.4 les propriétés de différents algorithmes rapides, concer-
nant le nombre d'allocations temporaires et le nombre d'opérations de blocs. Il montre que
I'ordonnancement du tableg@u 2.3 est le meilleur en ce qui concerne l'allocation mémoire, sans
surcodt dans le nombre d'opérations effectuées.

2.2.3 Traitement des dimensions impaires

L'algorithme de Winograd repose sur un découpage récursif des opérandes. Par conséquent,
il n'est dé ni que pour des matrices carrées dont I'ordre est une puissance de deux. En se
limitant al niveaux récursif de I'algorithme, il est alors bien dé ni, pour le produit de matrices
m kpark nsi2 divise alafoism; k etn. Dans le cas général un traitement spéci que doit
étre appliqué pour gérer les dimensions impaires. On trouveraldans [70, 84] une étude détaillée
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Algorithme Operation #d'Add. #deblocs. Total de mémoire
temp. alloués temp. allouée
Strassen C A B 18 2 2=3n2
Winograd C A B 15 2 2=3n?
Strassen C A B+ C 22 2+4 (2=3+1)n?
Winograd C A B+ C 19 2+4 (2=3+1)n?
Huss-Ledermann&Al. C A B+ C 19 3+0 n2

TAB. 2.4— Comparaison de différents ordonnancements et algorithmes de multiplication ra-
pides

sur le sujet : le pavageédding consistant a compléter les dimensions impaires par des zéros,

et le pelagefeeling consistant a découper les dimensions impaires. Chacune de ces méthodes
pouvant étre statique si elle est appliquée avant le découpage récursif, ou dynamique si elle est
appliguée au cours de chacun des appels.

En suivant les conclusions de cet article, nous avons opté pour la technique du pelage dy-
namique : a chaque niveau récursif, chaque opérande est découpée en un bloc de dimensions
paires et un ou deux éventuels vecteurs formant la derniére colonne ou la derniére ligne im-
paire. Les blocs pairs sont traités par I'algorithme récursif de Winograd, et une mise a jour est
ensuite appliquée avec les éventuels vecteurs. Les opérations de mise a jours sont des produits
matrice-vecteur, des produits scalaires, ou des produits tensoriels.

2.2.4 Controle du débordement

A n de l'insérer au sein de la structure en cascade décrite dans la partip 2.1.1, il faut envisa-
ger d'effectuer I'algorithme de Winograd aussi bien sur le corps ni queZsen employant la
réduction modulaire différée. Il faut donc pouvoir contréler la croissance des valeurs entieres
manipulées au cours des appels récursifs pour éviter les débordements. En effet, les bornes
données en partje 2.1.1 pour le produit scalaire ne s'appliquent plus pour l'algorithme de Wi-
nograd. Nous donnons ici la borne optimale pour ce calcul en montrant que la plus grande
valeur intermédiaire calculée intervient dans le pire des cas dans les calculs récuRgfs de
Nous avions donné ce résultat pour l'opération A B dans|[34, theoréme 3.1], et nous
le généralisons maintenant pour le calcultle A B+ C.

Theoréme 2.1.SoitA 2 Z™ kK, B 2 ZXx " C 2 Z™ ", trois matrices et 2 Z avecmp
a; <Ma,mg bj <Mgetm¢c c; <Mc.Etdeplu ma  Mau, O Mg
Mg, O Mc  Mc,Mc Mg etj j Ma;Mg. Alors toutes les valeurs intermédiaires
z impliguées dans le calculdé B + C parl 1 niveaux récursifs de l'algorithme de
Winograd véri ent :

1+3 1 3 1+3 1 3 k

5 Mat —5—Ma 5> Ms* ——ms 5

]

46



2.2. LALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

De plus, cette borne est optimale.

Démonstration.Nous allons montrer que le pire cas a lieu dans le calcul récur§tf de

Nous commencons par le cks 2'q, oul est le nombre de niveaux récursifs, avant de le
généraliser pouk quelconque. Nous terminons la preuve en donnant une instance de calcul
pour laguelle la borne est atteinte, ce qui prouve son optimalité.

Quelques propriétés sur les suites du type 2u v

Considérons les suités,,) et(v,), dé nies récursivement par :

8
% U+ =20V

Vier =2Vi U

u O
vo O
Comme 8
U+ + Visr = U+ V) = = Uo+ Vo
Vi Uea =3(v u)= =3"T(vw ug)
on en déduit 8
< (1+3")

— 1 3
U = U2 + vt 2

_ 1+3! 1 3
V|—Vo( 2)_,_uo( 2)

Ainsi, nous obtenons les propriétés suivantes :

u Oandvyy O (2.5)
u, est décroissante et est croissante (2.6)
Vi> U Sivp> U (2.7)

Nous dé nissons maintenawt etv®, deux suites du typeen posantiy = ma, vy = Ma,
ud = mg etv§ = Mg. Nous dé nissons égalemetit= 13- ets; = L2 Ainsitj + 55 =1
ett; s; = 3. Lapropiété suivante est veri ée :

(ZMA mA)tJ + (2 Mp MA)SJ' = MAtJ +1 T MaASj+1 = VJ-A_'_]_: (28)
Notations
sot 1+3! 1 3 1+3! 1 3 k
+ +
= Ma + Mg + == —
b 2 At T Ma o VBT o Me 5

La suite(h);> o est croissante d'aprés (2.6).

Nous voulons borner les valeurs intervenant dans le calcul de chacune des opérations de
I'algorithme de Winograd. Tout d'abord, remarquons que le résultat du produit matriciel est
indépendant de la fagcon dont il est calculé. Il est donc toujours borné par

kmax(jmaj;jMaj)maxjmgj;jMgj) + maxjmcj;jMcj) (k+1)MaMg:
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Or cette valeur est toujours inférieureoapour k 1 et donc inférieure & 8l 1. Par
conséquent, les coef cients des blddg Us, Ug et U; véri ent toujours la borne.

Il reste maintenant a montrer que chacun des neuf résultats intermédiaires suivants est borné
parh.

Pr = Aun Bu

P, = Ap Bxut+ Cp

Ps = (Ap+An Az Ax) Bz

Ps = Az (B2+Bux Ba Bp)+ (Cx Ciz Cy)
Ps = (Aa+Ax) (Bz Bu)+t Cq

Pe = (At Az An) (B2+ Bix Bi)

Pz = (Aur Az) (B Bp)+ (Cxn Ci)

Uz = (Aa+ Az An) (B Bp)+(Aau+ Az) Bu
Us = An (B Bp)+(Aa+ Azp) But+ (Cn Cp)
Us = (At Ax) Bx+ A (B Ba)+ Co

Nous allons montrer que le plus grand calcul intermédiaire possible est toujours lors du
calcul dePg. Considérons niveaux récursifs indexés ppr. j = | est le premier découpage
des matrices en quatre blocsjet 0 correspond au dernier niveau, pour lequel le produit
matriciel est effectué par la multiplication classique.

Nous dé nissons aussi les notations suivantes :

- M,‘;‘;;MA;mB;MB;mC;MC(X) est une borne supérieure sur les résultats intermédiaires du

calculdeX = A B+ C avecj niveaux récursifs e, a;; Ma, mg by
Mg etmc G Mc. k est la dimension commune deetB

- M#lkA;MA;mB:MB;m_c;Mc = Maxx M#]kA;MA;mB;MB;mC;MC(X)'

- M (X)zﬁJ pouerJT’]lfA;MA;mB Mg :imciMc (X).

Les formules suivantes correspondent aux sept appels récursifs :

0 Ma;Ma;mpg;Mpg;mc;Mc 1
k i
- )
M (Pl)z_i - MmA;MA;mB;MB;O;O
Lk
k — k7
M(PZ)ET - MmA;MA;mB;MB;mc;Mc
Lk
k — L3
M(P3)2_j_ MZmA 2Mp;2Mpa  2mpa;mg ;Mg ;0,0
Lk
k — k2
M(P4)2_J_ MmA;MA;ZmB 2Mpg ;2M 2mB;mc ZMC;MC 2mc
Lk
k — h7
M(PS)ET_ MZmA;ZMA;mB Mg Mg mg;mc:Mc (29)
max j k
k — ' 2
M(PG)Q_J'_ MZmA Ma;2Ma mMa;2mg Mpg;2Mg mg;0;0
Lk
k — k2
M(P7)2_i_ MmA Ma;Ma ma;mg Mg;Mg mg;mc Mc;Mc mc
k
M (U) 5
k
M (Us) 5
k
M (Us) 5
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Par ailleurs, I'algorithme classique est utilisé ppur O :

0 1
MaMgk+ M ¢

Mﬁ;E;MA;mB;MB;mc;MC = max% maMgk mc § (2.10)
MAmBk m c

Quelques invariants

Lemme 2.1.Les invariants suivants sont véri és au cours des appels récursifs :

0 Mp Ma; 0 Mg Mg; 0 Mc Mc (211)
Mc Mg etMC Mg (212)
Mc mc Mg mg (2.13)

Démonstration.D'aprés I'équation[(2]9), on obtient les invariarjts (2.11) et (2.12). Puis l'in-
variant [2.1B) est une conséquence[de (2.11) et](2.12). O

Récurrence pour k =2'q

SoitHR; I'hypothése de récurrence suivante :
Siles invariants[(2.9[[,2.1P, 2]13) sont véri és, alors

M jk

ma;Ma;mpg ;Mg ;mc;Mc

k
= (I 15 (2.14)

Supposons que les invariants précédents sont véri és eHRige est vraie. Nous allons
montrer que le maximum dé (2.9) est atteint pour le calcuPglece qui permet de vérier
HRj:1.

Les conditions suma, M, mg, Mg, mc etM¢ sont véri ées pour chacun des sept appels
récursifs. Nous pouvons donc appliqi€R; a chacun d'eux.

— PourP; = A;; Big:

M(Ps) M (P1)

[(2Ma  ma)tj +(2ma  Ma)s]
[@Mg  mg)tj +(2mg  Mg)si] viuvSn

J
— A ,B A1l
= ViaVia Y

A B A\B
VistVise VY

VjB 11

Et commev” etvB sont croissantes et positives, il vigvit(Pg) M (Py).
— PourP; = A, By + Cp:delaméme manierd] (Ps) M (Py).
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— PourP; = (A12+ A1x Az Ap) Ba:

A B Ann+A1 A Az
Vi ViV

] J
= ViV [@Ma 2ma) +(@2ma 2Ma)s]vP

= ViV (Vi matp Mas)vP d'aprés[Z.B)
= VjA+1 [VjB+l VjB] UjA VjB

VjA+1 [VjB+1 VjB] VjA+1 VjB d'ap I’éS )

VjA+1 [VjB+1 2VjB ]

VjA+1 3 [M B mB] 0

M(Ps) M (Ps) vie

— PourP, = Ay (Bzz +By1 Bo BlZ) + (C22 Cio C21) : de laméme maniére,

M(Ps) M (Pg)= Vi, vE, iaypeteu Be Ba g

— PourPs = (A1 + Ap) (B2 Bi)+ Cao:

— A B A1+ A B B
M (PG) M (PS) - Vj ) Vj o Vj 21 22Vj 12 Bbn
A B A B B
VinVis 2 vy

— A A B A B
= 2vj U' Viza Vj Vi U

A.,B A,,B A, B
Vivien UVia TV

B
j

A B B A,,B
Vi Vi U UiV

— A B A,,B
= VP27 UiV

etcommeu 0 VA vE VP, ilvientM(Ps) M(Ps) O
— PourP; = (All A21) (Bzz Blz) + (sz C12) .en Utilisantp5,

M(Ps) M(P7)

VJ_A21+A22VJ_|312 B11 VjA11 A21Vj|322 Bi2

[ZMAtJ‘ +2mASj (MA mA)tj (mA MA)Sj]
[(Mg mg)tj+(mg Mpg)sj]

[((Ma+ ma)(t; + 5)][(Mg me)(tj )]

0:

— Les coef cients des blodd;; Us; Us etU; sont bornés psdkM Mg + M ¢ et sont donc
inférieurs en valeur absolue a ceuxRe
— PourU; = (At Az A1) (B2 Br)+(Aat Ap) B
0 1
(2Ma  ma)(Mg  mg)+2MpMg
8x coef cient deU,; jX] max%( 2ma + Ma)(Mg  mg) 2maMg xk=2':

( 2mp+ MaA) (Mg mg) 2Mamg
(2.15)
Or2Mp mpa  ( 2mp+ Mpa)= Ma+ may OetO ma  Ma, donc I'équation
2. 18 seréduitgxj (2Ma mpa)(Mg mg)+2MaMg.
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M(Ps) M (U) (2Ma  mp)2Mg mg) (2Ma  mp)(Mg  mg)

2MaAMp
= (2Mp ma)Mg  2MaMg
= maMg O
— PourU; = Ay, (B Blzo)+(A21+A22) Biit+ (Cx» Clz):delamémemanliére,

(Ma(Mg  mg)+2MaMg)k=2 +j j(Mc mc)
8x coeff. deUs; x| max% (Ma(Mg  mg) 2maMg)k=2 +j j(Mc me) §2
(Ma(Mg  mg) 2Mamg)k=2 +j j(Mc mc)
Le maximum est toujours atteint par le premier argument et cokwe 1,
Ma mpetMec mec Mg mg,ilvient:
iXj (Ma(Mg  mg)+2MaMp)k=2 + (Mc mc)
(2Ma  ma)(Mg  mg)+2MaMg)k=2
M(U2) M (P6):
— PourUy =(Az1+ Ay) B+ Ain (Biz Bap)+ Cpp:delaméme maniére,

8x coefcientdeUs;jxj (Ma(Mg mg)+2MaMg)k=2 +j jMc:
CommeMes Mg mg, ma Maet mg Mg, ilvient
M(Us) M(Us) M(Pe):
Ainsi
k

j+1:k _
M/ = M(P6)2j_+1

- VA VB k
ma;Ma;mg ;Mg — Vi+1Yj

i+ 51
etHR; ., est véri ée.

Pour l'initialisation de la récurrencg & 1), les produits des blocs sont effectués par I'al-
gorithme classique. D'aprefs (2.9) gt (2.10), on obtient :

1k — —
MmA;MA;mB:MB:mc;Mc(Pl) = MaMgk=2
MmaiMameMemeime (P2) = MaMpk=2+] jMc

'k — —
MéA;MA;mB;MB;mC;MC(PS) = 2(Ma ma)Mpk=2

Mrﬁt;MA;mB;MB;mc;Mc(P@ = 2Ma(Mg  mg)k=2+j j2Mc mc)

M o s me Mg me e (P) = 2Ma(Mp mg)k=2+j jMc

M e Mamemc (Pe) = (2Ma ma)@Mp  mg)k=2

MK me Mamemc (P = (Ma ma)(Mg  mg)k=2+j j(Mc mc)
MK e Mameme(U2) = (@2Ma ma)(Mg  mg)k=2+2MaMgk=2
Mr]ﬁ;I;;MA;mB;MB;mC;MC(US) = Ma(Mg mp)k=2+2MaMpk=2+j j(Mc mc)
Mo o me e meme (Us) = 2MaMpk=2+ Ma(Mg  mg)k=2+] jMc
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A nouveau nous allons montrer queﬁ/f Mama Ms me:Mc (Pe) atteintla valeur la plus grande,
en utilisant les invariant$ (2.111), (2112) [ét (j.ls) etle faitpye Ma;Mgp.
C'est évident pouP; etP,.

— PourP3 :

M#];E;:::(PG) Mr%];lz;:::(PS) ((2 I\/lA mA)(ZMB mB) 2(MA mA)MB)k:2

(ZMAMBk (ZMA mA)mB)k:2 0

— PourP,;: Commej j(2Mc mc) Ma(2Mg mg), on obtient

Mrﬁt;:::(PG) Mr%l;l,:;:::(P4)

(@Ma ma)2Mp mg) 2Ma(Mg mg))k=2
j i(Mc  2mc)

(Ma ma)2Mg mg) 2Ma(Mg mg)
ma(mg 2Mg) O

. 1k 1k
— PourPs MmA;MA;mB;MB;mc;Mc(P5) MmA:MA;mB;MB;mc:Mc(P4)
— PourP5:

Mnlﬁ;l,:;:::(PG) M#\;E;:::(Pﬂ = ((ZMA mA)(ZMB mB)
(Ma ma)(Mg mp)k=2 j j(Mc mc)
Ma(2Mg  mg)+(Ma ma)Mg
Ma(Mg  mg)
(2Ma ma)Mg O

— PourU,, U; etU, : avec le méme argument que pour le ca$ @st quelconque.
HR; est donc véri ée.

Avec k quelconque

Soitl tel que2d k < 2(d+1) (d= £ ). Les opérations de mise a jour, de pelage
dynamique, sont des produits matrice-vecteur, des produits scalaires et des produits tensoriels.
Ces calculs n'impliquent donc pas de valeurs intermédiaires supérieures en valeur absolue a
kMaMg +j jMc  (k+1)MaMsg.

Nous allons montrer que cette borne est toujours inférieure a celle de I'algorithme de Wi-
nograd utilisée pour les blocs pairs :

8l 12(d+1)MaMg VAP o

(Car(k+1)MAMB 2I(d+1)MAMB)
— Pourl = 1, linéquation est véri ée 2M Mg (d+1) (2Max mp)(2Mg mg)d
(card 1).
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— Supposons qu'elle est véri ée polur 1 et montrons la pour+1 :

k
Vi Vin o - [2Ma mA)t+(2ma Ma)si]

[2Mg  mg)t+(2mg  Mpg)s]d
2[Mat; + mas][Mgt + mgsj2d

k
vivp o
2(2MaMg (2d + 1))
2" MaAMg (d + 1)) :

Par récurrence, la borne de I'équatipn (2.14) est véri ée foguelconque.

Optimalité de la borne

Nous construisons simplement une suite de paires de matrices carrées, d'ordre 2
pour lesquelle$ niveaux récursifs de 'algorithme de Winograd impliquent des calculs inter-
médiaires égaux en valeur absolue a la bdrne|2.14).

Soit J; la matrice carrée d'ordré@ dont les coef cients sont égaux & Soit (A)),n et
(B))12n dé nies récursivement comme suit :

8 2 3 2 3

A=a™ 05 5 _gMe Msg
Ma Ma 0 Ms

2 3 2 3
A 0 B B

§ Anp =40 5, Buu=4 ' _'5
: A A 0 B,

OUA| = (Ma+ ma)dy A etB =(Mg+ mg)J B,
Comme a chaque niveau récursif, le calcuPde= (Ao 1+ Axx A1) (Bo+ By Bipo)
implique la plus grande valeur intermédiaire possible, dé nissons :
S(A)=(A)21+(A)22 (A)11=2A1 1 A 1=3A 1 (Ma+ ma)d 1
Par ailleursS(J)) = J, 1 etS est linéaire. Ainsi, en appliquaf récursivement fois :
X2 !
S(S(:::(S(A)) = S'(A)=3" 'S(A1) (Ma+ my) 3 Ji
k=0
S(A1)) =[2Ma ma]etd; = [1] impliquent :

31 1 1+3 1 3
S'(A)=3"'2Ma m,) 3 1 (Ma + mA):TMA'l' > Ma:

De méme pouB; :
1+3 1 3

Sl(Bl) = TMB + Tmsi
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

L'ordre deA, etB, estk = 2!, donc 5—| = 1. Ainsi, le calcul deA, B, avecl niveaux ré-

cursifs de I'algorithme de Winograd implique des valeurs intermédiaires égafésﬁa 'z(r ,
ce qui prouve l'optimalité de la borne. O

Remarqgue 2.1.Cette borne ne dépend pas de I'éventuel terme supplémentdirecar c'est
le calcul dePg qui domine la croissance des coef cients.

Si les éléments du corps ni sont représentés par des entiers comprisOeettie 1
(représentation positive), la borne devient :

Corollaire 2.2 (Représentation modulaire positivéyveca;; ;b ;cj; 2 [0:::p 1], ona
1+3" 2 k
o o (P

Et dans le cas d'une représentation centrée, la borne est améliorée :

iz 1)%

Corollaire 2.3 (Représentation modulaire centré@yeca;; ;b ;G;; 2 [ p71 S pTl], on
a

3 %k
Z J— J—
Corollaire 2.4. On peut calculet niveaux récursifs de I'algorithme de Winograd sans réduc-
tion modulaire sur des entiers représentés sinits des lors qué < K ax OU

2 +2 I
@3 1)y ’
pour une représentation modulaire positive et
+2
@'(p 1)

pour une représentation modulaire centrée.

(P 1%

max

Démonstration.Les bornes des corollairgs P.2[et]|2.3 doivent étre inférieuzs @n pose
d= 2‘§—| , et on résout l'inéquation pout. En n I'encadremen?’d k < 2'(d+ 1) donne le
résultat. O

Corollaire 2.5 (Optimalité de la représentation modulaire centr&ymi toutes les représen-
tations modulaires représentadf par un intervallelm:::M],avecM m=p 1, c'estla
représentation centréer(= M =(p 1)=2) qui minimise la borne du théorérne p.1.

Démonstration.On supposera sans perte de généralitdbque m M. Pour deux matrices
A; B représentées par des coef cients dans l'intervptie : : M ], la borne devient

1+3 1 3 %k 1+3 >k
+ — = + —
; M*—m 5 ;P Drmo 5
qui est minimal quandh = M.OnendéduiM = m=(p 1)=2 O
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2.3. MISE EN EUVRE

2.3 Mise en ceuvre

Dans la nomenclature des BLAS, I'opération de multiplication matricielle s'appeltem
pour GEneral Matrix Multiplication Le nom de la routine BLAS s'obtient en y apposant le
pré xe correspondant au type utilisé pour la représentation ottadgeemmpour des ottants
double précision, sgemm pour des ottants simple précision, ... Par analogie, nous nommons
la routine de multiplication matricielle dans un corps fgemm, pour Finite eld GEneral
Matrix Multiplication.

2.3.1 Une structure en cascade

Pour résumer, nous avons propose trois idées permettant d'accélérer le produit matriciel sur
un corps ni:

1. différer la réduction modulaire en effectuant le plus longtemps possible le calcl sur
2. découper les matrices en petits blocs pour tirer parti des niveaux de mémoire cache,
3. utiliser l'algorithme de multiplication rapide de Winograd.

Chacun de ces points dé nit un découpage en blocs des matrices et donc un seuil de granu-
larité, séparant deux traitements différents :

1. les bornes sur le débordement ([2.1),](2.2) ou théoréme 2.1) dé nissent une taille maxi-
malekmax de bloc pouvant étre traité sdr. Au dela de cette taille, les matrices sont
découpées en blocs de dimensioms Kmnax €tkmax N, chaque bloc est traité sdret
les réductions modulaires sont effectuées entre chaque produit de blocs.

2. Pour pro ter des niveaux de mémoire cache, les matrices doivent étre découpées en blocs
contigus (une copie est donc nécessaire). La taille de ces blocs dépend de l'architecture
utilisée. Cette idée est développée dans [61].

3. Comme nous 'avons vu dans la paftie 2.2.1, I'algorithme de Winograd doit étre combiné
en pratique avec l'algorithme classique qui effectue le produit matriciel pour des tailles
de blocs inférieures a un seuil. Ce dernier doit étre déterminé expérimentalement.

Pour le deuxieme point (optimiser I'utilisation du cache), cette tache peut étre efféctuée
la mainou bien con ée aux BLAS qui l'incluent parmi d'autres optimisations. Le graphique
de la gure[2.2 compare les vitesses de calcul (en Million d'opérations arithmétiques par se-
conde) pour l'algorithme classique d'une implémentation standard, de I'implémenéatéon
maindu découpage en blocs de tai@ (expérimentalement le meilleur pour la machine utili-
sée) et de notre implémentation utilisant les BLAG(mm). A titre de comparaison, la vitesse
de la méme opération par les BLAS en calcul ottant est aussi dordgaEn(n). On constate
premierement l'intérét du découpage par blocs (gain de fad@uiPar ailleurs, I'utilisation
des BLAS améliore encore cette vitesse de prés du double, grace a d'autres optimisations de
I'arithmétique en virgule ottante (fused-mac, SSE, pipeline...). Ainsi il est préférable d'utili-
ser directement les BLAS, plutét que s'efforcer a les imiter. Leur fréquente mise a jour et la
diversité des architectures qu'ils recouvrent sont aussi un gage de pérennité.

Il reste donc deux critéres de basculement : celui entre I'algorithme de Winograd et l'algo-
rithme classique et celui entre les opérationsAet les réductions modulaires. Nous avons
représenté leur agencement dans notre implémentation sur la glire 2.3.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

Multiplication classique dans Z/65521Z sur un P4, 3.4 GHz
6000 T T T T T T

4000# e L L

3000

Mfops

2000

1000

O Il Il Il Il Il Il
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

dgemm —+—— fgemm Standard Bloc-33 —x—

FIG. 2.2— Optimisation de cache : multiplication classique par blocs.

La routine visible fgemm, consiste a calculer les deux seuilsx pour le calcul différé
etl, le nombre de niveaux récursifs de I'algorithme de Winograd a effectuer. La procédure
WinoMain effectue les tests relatifs aux seuils.IS$i 0, le calcul est délégué\WinoCalc
surZ, ou aWinoMain surZ, selon le seuikmax. WinoCalc effectue les 22 opérations par
blocs de I'algorithme de Winograd ainsi que les mises a jour de rang 1 pour les dimensions
impaires. Si = 0, le calcul est effectué pa&lassicMatmul  qui découpe les matrices en
blocs de tailleknax (Eventuellement un seul bloc) et fait effectuer les produits de bloc& sur
parClassicMatmul  qui appelle directement la routimigemmdes BLAS, en effectuant les
éventuelles conversions et réductions modulaires.

Le calcul des seuils est un point délicat de cette routine. D'une part le nombre de niveaux
récursifs| est calculé a partir dewinogras 1a dimension a partir de laquelle un niveau récursif
devient plus intéressant que l'algorithme classique. Oty gras déterminé expérimentale-
ment, varie, selon que le premier niveau récursif est executedlgkg.x > k) ou dansZ,

(Kmax k). Ainsi | dépend dék .. Or d'autre partkmax €st calculé d'aprées les formules du
corollaire2.4 et dépend donc Het dep.

A n de résoudre cette dépendance réciproque nous ignorons simplement le fhidgue
pende de&kpa €N utilisant la relatior’1—(_2']4) pour le méme setiknograd quelque soit la valeur
deKmax-

Une perspective d'amélioration serait de d'automatiser le calculafefonction dek et
kmax (€N utilisant quelgues données expérimentales), a n de calculer la valeur optipeaie
le schéma itératif suivant :

—1=0
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2.3. MISE EN EUVRE

WinoMain 1 WinoCalc
—tzz Winograd's ops

WinoMain 1 WinoCalc
«t 22 Winograd's ops

A

FIG. 2.3— Structure en cascade de I'implémentation de fgemm

Architecture | PIIl - 2Mo de Cache P4- 512Ko de Cache Itanium?2
Kwinograd 400 550 2200
m 1000 5000 1000 5000 1000 5000
p= I 2 4 1 4 0 2
5 kKmax | 1;1E14| 5;49%€12 | 5E14| 5;4%€12 | 2;25E15| 1;1E15
p= I 2 4 1 4 0 2
1048583| Kmax | 1622 95 7283 95 32768 1622
p= I 2 4 1 4 0 2
8388617 Kmax 29 17 115 17 512 29

TAB. 2.5— Exemple de valeurs des selilst k. pour le produit matriciel avec une repré-
sentation modulaire centrée
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

— Calculerkyax(l; p; k)

— répéter

- Calculer (k; Kmax)

- Calculerknax(l; p; k)

— tant qud augmente

Pour illustrer cette discussion, nous donnons dans le tapleiau 2.5 différentes con gurations
des seuil&.x etl selon les architectures, les nombres prenpatda dimensiork considérés.

2.3.2 EXxpériences et comparaison avec les routines numériques

Nous montrons dans cette partie, que les temps de calcul de cette implémentation sont
comparables a ceux du calcul numérique en virgule ottante, pour le produit classique. De
plus I'utilisation de I'algorithme de Winograd permet méme d'étre plus rapide que ces derniers
pour des matrices suf samment grandes.

Pour le produit classique, nous avons vu sur la duré 2.2 que la vitesse sur un corps ni
premier reste trés proche de la vitesse d'un calcul similaire en virgule ottante. Le gain par
rapport a une implémentation naive du produit est considérable (un facteur 20). Concernant
les corps de Galois de type @), cette technique peut aussi étre appliquée, en utilisant une
représentatiog-adique des éléments sty ouqest un nombre premier différent ge chaque
élément etant un polyndm&X ) a coef cient dansZ, on le représente sut par sa valeur
enq, k(g). On se reportera a [34, 82.5, Annexe B] pour plus de détails a ce sujet. La gure

Multiplication matricielle classique sur un Pl 735 MHz
700 T T T T T T

T T
ATLAS. (1) —+—
GF(19) -- Différée "a la main" (entiers de 32 bits). (2) —&—

600 |- |f GF(3?) -- Corps de Galois vers ATLAS. (4) —*— |

500

400

Speed (Mop/s)

300

200

100

o

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n

FIG. 2.4— Comparaison de vitesses pour le produit matriciel classique

[2.4 donne les temps de calcul pour ce type de corps (courbe (4)). Les opérations de conversion
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2.3. MISE EN EUVRE

étant plus colteuses, la vitesse est inférieure a celle des corps premiers, mais reste toujours
guatre fois supérieure a celle d'une implémentation naive. On remarque aussi sur cette gure
les bonnes performances de I'approche naive sur des petites tailles de matrices. Il y a plusieurs
raisons a cela : I'architecture considérée est un Pentium Il qui ne dispose pas des opérations
de type fused-mac, donc I'avantage des BLAS est essentiellement celui de la gestion des blocs
pour la mémoire cache; or pour de telles tailles, les défauts de ligne de cache n'ont pas lieu
(toutes les données tiennent dans les caches), et |'utilisation des BLAS pour ce critére est donc
inutile ; en n, la représentation de corps nis utilisée n'est pdedular<double> , et les
conversions d'un type entier vers un type ottant pénalisent donc l'utilisation des BLAS. Ces
résultats auraient pu plaider en défaveur de I'utilisation des BLAS, mais leurs progrés avec les
architectures plus récentes (Pentium 4, Itanium...) et le recours a la représevitadidar-

<double> rendent cette discussion obsoléte, comme le montre la [gufe 2.2.

Multiplication rapide dans Z/65521Z sur un PIII-1.6Ghz (1Mo de cache L2)
2000 T T T T T

1800 |

1600 |

1400

Mfops

1200 |

1000 | 1 -

i Classique —+—
T Winograd 1 niveau
800 K Winograd 2 niveaux —x—
| Winograd 3 niveaux —&—
| Winograd 4 niveaux
1 Winograd 5 niveaux
600 1 1 1 1 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

n

FIG. 2.5— Gain di a l'utilisation de I'algorithme de Winograd

Nous étudions maintenant l'intérét de I'algorithme de multiplication rapide de Winograd.
La gure [2.5 montre la vitesse du produit matriciel pour différents niveaux recursifs de l'al-
gorithme de Winograd. On constate que sur cette architecture, un seul niveau récursif accélére
I'opération pour des tailles supérieures a 80, 2 niveaux pour 140, 3 pour 400, etc. On obtient
un gain de 38% poun = 3000. Ces parameétres sont trés variables selon les architectures,
comme nous allons le vaoir.

Nous comparons maintenant les temps de calculs entre I'algorithme classique et notre im-
plémentation, avec un choix automatique du nombre de niveaux récursifs de l'algorithme de
Winograd, dans les tableaux 2.6 pour un Pentium 4 et dans le téablg¢au 2.7 pour un Itanium2 64
bits.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

Ici, le parametrekwinograd d€ Ni pour I'équation @) vaut environ 1000 pour le tableau
[2.6 et 2500 pour le tableau 2.7. Les gains atteignent jusqu'a 29% pour des matrices d'ordre
8000. En revanche l'utilisation de mémoire temporaire dans l'algorithme de Winograd peut
devenir pénalisante lorsque les ressources en mémoire sont critiques, comme c'est le cas pour

les matrices d'ordre 10000.

On remarque aussi l'intérét de faire reposer notre implémentation sur l'interface générique
des BLAS : elle béné cie du coup directement de leur amélioration, comme c'est ici le cas

avec les BLAS GOTO, optimisés pour ce type d'architectures.

n 1000| 2000 3000| 5000 7000 8000 9000 10000
fgemm || 0;41s | 2;86s | 8;81s | 36;82s | 101 27s | 144 665 | 213 69 DM
@ dgemm|| 0;39s | 3;06s | 10;28s | 47,195 | 129 20s | 192 61s | 276 43s | 379 05s
Elf
<| fem | 105 093] 085 078 078 075 077 -
fgemm || 0;37s | 2;60s | 8;32s | 34;80s | 90;54s | 128 18s | 181;98s DM
o dgemm|| 0;36s | 2,795 | 9;355| 43,365 | 118 07s | 178 23s | 251;11s | 344, 73s
o ¥
o| gemt | 102 093] 088 08| 076 071 072 -
DM : Débordement Mémoire
TAB. 2.6— Comparaisorigemm/ dgemmsur un P4-3,4GHz-1Go
n 1000| 2000| 3000| 5000 7000 8000 9000| 10000
fgemm || 0;50s | 3;66s | 11;87s | 51;21s | 131, 78s | 188 14s | 273 3% | 363 41s
@ dgemm|| 0;46s | 3;47s | 11;74s | 53,90s | 147.06s | 217, 20s | 311, 57s | 422,855
Elf
<| gl 108 105/ 101| 095/ 089 086 087 085
fgemm || 0;44s | 3;35s | 10;68s | 46;08s | 119 33s | 173 24s | 24550s | 328 22s
o dgemm|| 0;40s | 3;17s | 10;61s | 48,90s | 133 90s | 200, 26s | 284, 47s | 391;01s
Q¢
G | foemm 11| 1,05 1,00/ 09| 089 086 086 083

TAB

. 2.7— Comparaisorigemm/ dgemmsur Itanium2-1,3GHz-16Go
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RESOLUTION DE SYSTEMES

Larésolution de systémes pour des matrices denses est essentiellement basée sur la méthode
du pivot de Gauss. Celle-ci peut étre décomposée en deux phases distinctes : la mise sous
forme triangulaire de la matrice, puis la résolution des systemes triangulaires obtenus. Depuis
[10], la description en opérations par blocs de ces algorithmes fait reposer la mise sous forme
triangulaire sur deux opérations principales : la résolutions de systémes triangulaires multiples
et le produit matriciel. Dans un ordre constructif, nous commencons donc par I'étude de la
résolution de systémes triangulaires multiples avant d'étudier les triangularisations. En n nous
appliguerons ces méthodes a l'inversion matricielle.

Ces travaux ont été réalisés en étroite collaboration avec Pascal Giorgi. Son mémoire de
theése [[56] développe également le sujet en mettant davantage I'accent sur leur intégration
au sein de la bibliothequeikBox. La plupart de ces résultats ont aussi été présentés dans
I'article [35].

Les complexités algébriques des algorithmes considérés sont to@g®en En revanche,

Nnous nous concentrerons sur la constante du terme dominant dans cette complexité, que nous
exprimerons en fonction de la constante du produit matriciel. Nous utiliserons ainsi les no-
tations suivantes : pour un algorithme K¢ désignera le terme dominant de la complexité
algébrique de cet algorithme. Par exemple, pour la multiplication de deux matrices de dimen-
sionsm k etk n, on dénit Tym(m;k;n). En particulierTyu(n;n;n) = C,n', ouC,

est la constante du produit matrici€ly = 2 pour l'algorithme classiqueCiog,7 = 6 pour
I'algorithme de Winograd).

Pour ces calculs, nous aurons souvent recours au produit matriciel de dimensions quel-
conquesTym; n; k). Les meilleurs résultats de complexité sefom etk sont donnés dans
[68]. En particulier, une complexité proche de quadratiu@, ;n;n) = O n?*°M | est at-
teinte pour des matrices fortement rectangulaies (  0;2946. La complexité nale des
algorithmes que nous étudions été@ntn' ), nous n'utiliserons pas ces résultats. Il nous suf ra
de considérer le découpage des opérardesB en blocs carrés d'ordre = min( m; k; n)
pour obtenir I'expression suivante :

I —ml_m
m''n" k
T ‘kkn)=C — — -
vwv(m; k;n) = C, = = =
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3. RESOLUTION DE SYSTEMES

3.1 Reésolution multiple de systemes triangulaires

La résolution de systéemes triangulaires se décline sous plusieurs variantes : résolution a
gauche, a droite d'une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. Nous détaillerons ici, sans
perte de généralité, le cas de la résolution a gauche avec une matrice triangulaire supérieure.
De plus nous considérons la résolution avec un membre de droite matriciel, ce qui peut étre
vu comme une résolution simultanée de plusieurs systéemes utilisant la méme matrice trian-
gulaire. Cette opération est en effet tres utilisée dans les algorithmes d'algebre linéaire par
blocs, & commencer par I'élimination de Gauss, comme nous le verrons dans |& partie 3.2.
Nous étudions donc l'opération

X =U 'B;

ouX etB sont de dimensions n etU est triangulaire supérieure inversible et d'ordre
Dans la nomenclature BLAS, cette opération s'appedisn  pour TRiangular System solving
with Matrix right/left handsideDe la méme facon que pour le produit matriciel, le pré xe
d indique que la routingltrsm correspond a l'imlpémentation spécialisée pour les ottants
double précision.

Cette opération peut étre effectuée par un algorithme récursif par blocs, reposant essen-
tiellement sur le produit matriciel. Nous rappellerons cet algorithme dans la 3.1.1en
détaillant le calcul de sa complexité algébrique. Nous montrons ensuite comment améliorer
les performances en pratique de cet algorithme dans deux implémentations en cascade : I'une
basée sur la routine correspondante des Bd&Sm (partie 3.1.R) et l'autre utilisant le pro-
duit scalaire avec réduction modulaire différée, de la partie 1.2 (partié 3.1.3).

3.1.1 Lalgorithme récursif par blocs

Une approchaliviser pour régnemermet de construire un algorithme par bloc pour ce
probleme, et de le réduire ainsi a des produits matriciels, en utilisant le découpage

N
=

42 14 2 4

54 X1 5_4 B
Az Xs B>

S

pourm n. Nous en rappelons le principe dans l'algoritime 3.1.

Cet algorithme maintient au cours de ses appels récursifs l'invamant n, ce qui per-
met de calculer la complexité en déroulant la relation de récurrence. En revanche on ne peut
procéder de méme pour le cas> n. Nous proposons dans ce cas, d'ajouter au découpage
précédent, le découpage des matriestB suivant sa dimension :

» N4 N4 2 H 4
4 Al AZ 54 Xll X12 5 — 4 Bll BlZ 5
Az Xo1 Xa Bai Bz

Ainsi, les blocsX 11; X 12; X1 et X5, sont calculés par quatre appels récursifs pour lesquels
I'invariant m > n est respecte.
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3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

Algorithme 3.1 : ftrsm : algorithme récursif
Données A2z ™, B2 Z} ", telquem n
Resultat: X 2 Z7' "tel queAX = B

début
si m=1alors
| X:=A; B
sinon

B::=B; AyX>
Xy :=trsm( Ai;B;)
retourner X

L X, :=trsm( Asz;B»)

n

Lemme 3.1. L'algorithme[3.] est correct. Le terme dominant de sa complexité arithmétique

dansZ, est 8
< Ci

. 212! 2 1

Tosm (M;0) ¢ 7 VI

22" 2 1) n
ouC!n' estle terme dominant de le complexité du produit de deux matrices carrées d'ordre
n. En utilisant le produit matriciel classiqu&ysy (m;n) = minf mn?; nm?g

|=

m' sim n;
m
n!

BN 3

sim n;

N

Démonstration.On montre que l'algorithme est correct en remarquant que
2 3 8

X < AsX,=B
X =4 "' Bestsolution, o2 2 ;
X2 ' A1X1+ A2X2: B]_

On tire de l'algorithme récursif la relatiofiysm (M;n) = 2 Tysm (5:0) + Tud 5 53 N).

Notonst = log,(m). Sim n,ona
[ . m
m n"C
2Ttrsm (E;n)"' E 2! 1m'

C! X 2n 1 i

Tirsm (M; N)

= 2'Tyem (1;0) + —m' —
wsm (1; ) > m om 21
| ,m Xt i
n'c 2
2 Tirsm (Lin)+ m ?m! - o 1

| ,m
2tTtrsm (1; n) + E 7m! 211 2 21

CommeTysm (1;n) =2net(2 1)'=m' 1, on obtient

C I m
Tirsm (M3 N) m — m +O(m+ mn):

63



3. RESOLUTION DE SYSTEMES

Sim n, larelation de récurrence devient

m_n m m n
Tsm (M;N) = 4 Tysm (E;§)+2TMV\(E;E;§

m? 2C| |
nz 2

m n

4Ttrsm (51 E) +

4'tTtrsm (m:2t; 1) t = 5N o

On trouve donc

C m? m 2
Tusm (M; N) m real + O n

]

Remarque 3.1.Dans le cas otn etn sont des puissances 2d'expression de ces complexités
se simplie en )
< Ci 1 i
sere—=M "N sim n
Tism (M;N) = ) 220 21

Ci 12 H
mn m sim n

Par la suite, nous nous placerons systématiquement dans cette situation pour étudier les
constantes, a n de simpli er les notations. Le résultat asymptotique reste inchangé.

Remarqgue 3.2.Ces complexités pourraient étre améliorées dans certaines distribution de
etn en utilisant le produit de matrice rectangulaire de Huang et [Pan [67]. Par la suite nous
utiliserons le plus souvent cet algorithme pour dans le cas sun, pour lequel cet algorithme
reste avantageux.

Au niveau de la mise en pratique, la réduction au produit matriciel, permet aussi de tirer parti
de I'ef cacité de la routine de produit matricitemm étudiée dans le chapifré 2. Néanmoins,
une démarche alternative consiste a appliquer l'idée de la 2.1.2, en utilisant la routine
équivalente des BLASdtrsm .

3.1.2 Utilisation de la routine dtrsm des BLAS

Nous montrons dans cette partie comment utiliser la roudinem des BLAS pour le
calcul sur un corps ni. Pour ce faire nous montrerons comment contourner le probléme des
divisions, puis nous étudierons les limitations dues au grossissement des coef cients.

Traitement des divisions

Comme nous l'avons vu dans la paiftie 2}1.2, l'utilisation d'une routine des BLAS pour un
corps ni, revient a plonger le calcul dars pour ensuite convertir le résultat dans le corps
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3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

ni. Pour résoudre un systéme triangulaire de dimensioil faut effectuem divisions dont
le dividende est chacun des éléments diagonaux de la matrice triangulaire. Ces divisions ne
sont pas a priori exactes, et un systeme a coef cients dapsut ainsi faire apparaitre une
solution rationnelle. Ceci rend impossible la conversion nale dans le corps ni. En revanche,
la diagonale de la matrice triangulaire est forméeldees divisions seront nécessairement
exactes, et le résultat appartiendra.a

Nous proposons donc un pré-traitement simple permettant de se ramener au cas de la dia-
gonale unité. Pour le systeme triangulaf¥ = B, il suft de factoriser A sous la forme
A = UD, ouD est la matrice diagonale formée par les coef cients diagonau& det U,
une matrice triangulaire de diagonale unité. Le syst&kife= B peut ensuite étre résolu sans
division. En n, on trouve la solution du systéme initial en calcul¥nt D 'Y dans le corps
ni. Ce préconditionnement demande un surcodt de :

— m inversions danZ, pour le calcul dd .

— (m 1)% + mn multiplications danZ, pour la normalisation d&J et deX .

Contréle du grossissement des coef cients

Le calcul surZ est rendu possible. Il reste maintenant a s'assurer que les valeurs calculées
sont toujours représentables en machine. De la méme fagon que nous avons procédé dans les
parties 2.1.]1 €t 2.2.4 pour le produit matriciel, nous allons borner les valeurs possibles des
calculs intervenant dans la résolution gur

On peut avoir une premiere idée de la croissance des coef cients en remarquant que le
kieme coef cientx, du vecteur solution du systend = best une combinaison linéaire des
n k coef cients suivants x;;i 2 [k +1:::n]. Par conséquent, la taille du plus grand des
coef cients croit linéairement en fonction de la dimension du systéme. Nous donnons dans le
theoréem¢ 3]1 une borne plus précise de la valeur des coef cients calculés. Nous donnons aussi
une classe de systemes pour lesquels la borne est atteinte, ce qui prouve son optimalité.

Theoréme 3.1.SoitT 2 Z" " une matrice triangulaire supérieure avec une diagonale unité
etb 2 Z", avecm Ti; M etm b M. On suppose que 0 M. Soit
X = (Xi)izp:zn) 2 Z" la solution du systeméx = bdansZ. Alors,8 k 2 [0:::n  1]:

8

S Uk Xn k Vk Sikestpair

Vk  Xnp k  Ug Sikestimpair,
avec 8
< Uy = Mzm(M +1)k M+2-m(M 1)k;

V= MM+ )k + MEmm 1)k

Démonstration.On remarque tout d'abord les propriétés suivantes :

8

E Uk Vi
8k mu Mv

3 k k

mvy Muy
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3. RESOLUTION DE SYSTEMES

Les deux premieres sont évidentes et la troisieme s'obtient en véri ant que
M2 m?
2

La preuve se fait maintenant par récurrenceks@n suivant I'odre de la résolution par remon-

tée du systeme triangulaire.
Le cas initialk = 0 correspond a la premiere étape de la remonkge= kb, d'ou I'on tire

Mu, + myy = (M +2)* M 1% o

Up=m X, M=

Supposons maintenant que les inégalités soient véri éeslp@uf0: ::1] et montrons les
pourk = | +1. Sil estimpair| + 1 est pair.

X0
Xn 11 = b Tn 11X
j=n |
| 1
Xz
M+  max{Muy; mvy)+ maxXMvoi+1; Muoi+1)
0 1=0 . 1
Xz
M @1+ Ugi + Voieg A
i=0
0 . 1
Xz _ + .
M@+ M My ioman2ie M ST M DPA
i=0
M m (M+1)"*1 1 M+m (M 1)+ 1
M 1+ M +2 + M 2
7 ¢ )(M+1)2 1 7 ¢ )(M 12 1
+
M m(M +1)|+1 + u(M l)|+1 = Visp:
2 2
De méme,
| 1
Xz
Xn | 1 m maxMvzi; mugi)+ max Mugi+y; MVziig)
i=0
| 1
X2
m M Vo + Ugi+1
i=0
leil
. + .
m M M Myiymenz M zm(M M 1)
i=0
M m M+1)"* 1 M+m (M D1
m M M +2 M 2
2 ( )(M+1)21 2 ( )(M 12 1
M M +
m(M +1)|+1 Tm(M 1)I+l = Uy

Et on montre de la méme fagon que popair, on a

Vi+1 Xn 11 Usz:
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3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

Corollaire 3.2. En reprenant les notations du théoréjme 3.1,

M m
2

De plus, cette borne est optimale.

M +
2

M +1)" T+ MM 1 L

1X]

Démonstration.On remarque simplement que la suftg) est croissante et toujours supé-
rieure a la suit€uy). Ainsi8k 2 [0:::n  1]iXpn k] Uk Vk Vn 1.
Or le systeme suivant

2 3 2 3
1 M m M m
T= 1 M m b= M
1 M m
1 M

admet pour solution le vecteMr= ( X;)iz[1::n; 2 Z" telque8 k 2 [0:::n  1]jXp ] = Vi.
La borne étant atteinte, elle est donc optimale. H

Nous appliquons ce résultat pour les représentations positives dans le cdrollaire 3.3 et les
réprésentations centrées dans le corol[airg 3.4.

Corollaire 3.3 (Représentation modulaire positiveiTi; ;b 2 [0:::p 1] ona

. 1
jXj IDTGO” Y+(p " Y

Corollaire 3.4 (Représentation modulaire centré&) T;; ;b 2 [ p71 i pTl], ona

. p 1 p+1 "t

Démonstration.En prenantn = 0;M = p 1 pour les représentations modulaires positives
et m=M = pTl pour les réprésentations modulaires centrées. H

Remarque 3.3.La représentation modulaire centrée permet donc de réduire cette borne d'un
facteur2" 1,

Ainsi, pour un corps ni donné, on peut calculer la solution d'un systéme triangulaire de
diagonale unité de dimensionpar des opérations arithmétiques sur des nombres entiers re-
présentes sur bits si

1
P00 te(p 1 <2 CED
pour une représentation modulaire positive et
n
pTl pzl <2 (3.2)
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100 T - — —
Représentation positive -
Représentation centrée

80 1

60 b

e
40 g
20 + Tl i
0 1 1
1 10 100 1000

FIG. 3.1— Dimension maximale du systeme triangulaire pour une résolution sur des entiers
de 53 bits

pour une représentation modulaire centrée.

Par exemple, pour les entiers représentés sutdable machine (53 bits de mantisse), on
obtient des dimensions maximales respectivement de 55 et 93 pour des représentations posi-
tives et centrées d&,. Nous montrons |'évolution de cette dimension maximale spldans
la gure [3.1. Pour des corps plus grands, cette dimension maximale devient tres rapidement
petite : pourp = 1001, n 5 pour une représentation positiveret 6 pour une représen-
tation centrée. Réciproquement, pour un systeme de dimension 3, le plus grand corps ni que
I'on peut utiliser estZ,gg057 pour une représentation positive&t; 107 pour une représenta-
tion centrée. Ces dimensions peuvent paraitre trop petites, mais nous montrerons dans la partie
[3.1.4 que cette technique permet pourtant d'améliorer la rapidité de la résolution de systeme
triangulaire dans certains cas.

Intégration dans l'algorithme récursif

Cette limitation dans la dimension des systemes pouvant étre résoldspsuries BLAS
nous pousse a considérer a nouveau une approche en cascade : I'algorithme récursif est utilisé
en premier lieu ; la dimension décroit au | des appels récursifs jusqu'a ce qu'elle véri e I'une
des borneg (3]1) oli (3.2), et alors, la résolution&par la routinedtrsm peut étre utilisée.

Dans cette con guration, on remarque que la normalisation du systeme n'est nécessaire
gu'au niveau terminal de la partie récursive, lors de I'appatram . Il est donc préférable de
I'effectuer a ce niveau, plutét que sur le systeme entier. Plus précisément,ladiille des
systemes lors de I'appel a la résolution geism . On supposera sans perte de généralité que
la taille du systéme initial s'écrin = 2" , olli est le nombre de niveaux récursifs effectués.
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3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

Nous proposons donc d'effectugrnormalisations de systémes de dimensigsoit un codt
de:

— minversions dang,
—( 1)% + mn multiplications dang,.

Ceci permet de gagne% 51—1 m? multiplications dan&, par rapport a la normalisation

initiale du systeme. Un seul niveau récursif permet déja d'éconorﬁlinérmuItiplications et
ce gain peut atteindr%(m2 m) multiplications avedog, m niveaux.

3.1.3 Reésolution avec réduction modulaire différée

L'algorithme récursif de la partie 3.1.1 réduit la résolution de systémes triangulaires a des
produits matriciels de différentes tailles. Sur un corps ni, cette démarche engendre des réduc-
tions modulaires inutiles et on peut essayer de différer ces réductions comme nous l'avons fait
pour le produit scalaire ou le produit matriciel. Il faut donc effectuer les produits matriciels
des appels récursifs sidret contréler la croissance des résultats pour appliquer la réduction
au moment opportun.

FiG. 3.2— Découpage pour l'algorithmagsm en double cascade

Cette technique peut étre intégrée au sein de l'algorithme en cascade précédent pour don-
ner l'algorithme 3.2 en double cascade illustré sur la 3.2. Le principe est d'effectuer un
découpage n selon le graimg s, déterminé ave¢ (3.2) o (3.1), permettant I'utilisation de la
routine BLASdtrsm pour la résolution triangulaire. Puis un découpage au niveau supérieur
selonngitrere, déterminé ave¢ (2.1) op (2.2), permettant ['utilisation de la routine Bg&mm
pour le produit matriciel différé. La taille de ce dernier découpage doit étre un multiple de la
taille du découpage précédent. L'algorithme procéde alors de la fagcon suivante : une boucle
lance les résolutions des blocs triangulaires de tailig. puis la mise a jour par un produit
matriciel surZ suivi d'une réduction modulaire. Les blocs triangulaires sont traités par I'algo-
rithme récursitrsm_différé dont le niveau terminal est la résolution par la routine BLAS
dtrsm et dont les mises a jours se font sans réduction modulaire.
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3. RESOLUTION DE SYSTEMES

Algorithme 3.2 : trsm : Recursif Blas Différé

Données A 2 me mB2 Zg‘ n
Resultat: X 2 Z7' "tel queAX = B
début

Calculer le seuihgas d'apres|(3.R2) ou (3]1)
Calculer le seuihgiiere d'apres [(2.11) ou[(2]2)
Ndécoupage Min(m=2; Ngitrere) ‘
ndécoupage (ndécoupagEnBLAS)nBLAS; [ * A]UStement de ndécoupage a un
multiple du grain NeLas */ 5 3
V
pour tout bloc-colonne dé\ de largeurngecoupagede la formeg Ué faire
0
Xi = trsm_différé (Ui; By)
Xi=Xj modp
Bii 1=B1i 1 VXi; [ * avec réduction modulaire * [
retourner X

Algorithme 3.3 : trsm_différé

Données A2 Z ™, B 2 Z ", mdoit étre inferieur agimsre
Reésultat: X 2 Z7' "tel queAX = B
début

Sim ng.asalors
| X =trsm_blas (A;B); /* décrit dans la partie 3.1.2 [ | «/
sinon
/ = (découpage des matrices en deux blocs de tailles
5 et ) * |
A X B
2 N—d 2 N—od 2 N—4
a P hog 4 X5 _ 4 B1og
As X2 B-
X, :=trsm_différé( Az;B))
B::=B; AxX,: / * sans réduction modulaire * [
| X :=trsm_différé( A1;B1)
retourner X

n
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3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

3.1.4 Résultats expérimentaux
Comparaison des variantes
De I'étude précédente, nous retenons quatre variantes pour l'implémentation de la résolu-
tion multiple de systémes triangulaires :
Récursive pure fec-pure ): simplement |'algorithme récursif,

Récursive-BLAS (ec-BLAS ) : la méthode en cascade de la pdrtie 3.1.2, utilisant la routine
dtrsm

Récursive-BLAS-Différée fec-BLAS-différe ) : la méthode en double cascade de la
partie3.L.3

Récursive-Différée ¢ec-différé ) : idem, sans le recoursdirsm . Correspond &ec-
-pure dont les mises ont des réductions modulaires différées.

Nous comparons ces quatre variantes pour des corps nis de tailles différentes permettant
de faire varier les parameétrag, as et ngirere, COMme indiqué dans le tablegau]3.1.

p dog, pe | Ngias Naifferé

5 3 23 | 2147483642
1048583 20 2 8190
8388617 23 2 126

TAB. 3.1— Valeurs des seuilsg as €t Ngiers pour différents corps nis

Dans la gure[3.8 la matric® est carréert = n) et nous utilisons I'implémentation de
corps ni Modular<double>

On constate tout d'abord I'avantage donné par ['utilisationdtism en comparant les
courbesrec-blas  etrec-pur pourp = 5. Cette différence s'estompe pour les autres
corps nis, puisque la taille du seuilz, o5 devient trop petite ngas = 2.

Le fait de différer les réductions modulaires donne un gain d'environ 500 Mfops. Les
courbes poup = 5 etp = 1048 583sont similaires, puisque dans les deuxeasn gisere €t il
n'y a donc aucune réduction modulaire entre les produits matriciels. En n,po@ 388617,
le découpage en blocs de tailiggers donne un net avantage aux variames-différé et
rec-blas-différé . Les variantesec-pur  etrec-blas  sont pénalisées par leur de-
coupage dichotomique des dimensions, engendrant au nal un nombre excessif de réductions
modulaires. En revanche nous ne pouvons pas expliquer la raison pour laquelle la variante
rec-blas-différé est nettement supérieureec-différé pourp = 8388617 alors
gu'elle est sensiblement inférieure pque 5 oup = 1 048 583

Performance de la routine ftrsm

Suite a la comparaison précédente, nous utiliseronsfirsan  la varianterec-BLAS-
-Differée . A nd'illustrer son ef cacité, nous la comparons a la routine numérigitrsm
ainsi qu'au produit matriciel.
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Résolution de systémes triangulaires multiples dans Z/5Z sur un P4-3.2Ghz-1Go

Recursif pur —+—

Recursif + Blas —<—
Recursif + Différé —x—
Recu‘rsif + Bla§ + Diﬁéré‘ —a—

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
n

Résolution de systémes triangulaires multiples dans Z/1048583Z sur un P4-3.2Ghz-1Go

Recursif pur
Recursif + Blas —<—
Recursif + Différé —x—
Recu‘rsif + Bla§ + Diﬁéré‘ —a—

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
n

Résolution de systémes triangulaires multiples dans Z/8388617Z sur un P4-3.2Ghz-1Go

Recursif pur —+—

Recursif + Blas ——
Recursif + Différé —x—
Recu‘rsif + Bla§ + Diﬁéré‘ —a—

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
n

FIG. 3.3— Comparaison des variantes ttiem pourp =5;10485838 388 617avec le BLAS
GOTO sur un Pentium4-3,2Ghz-1Go
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3.2. TRIANGULARISATION

De la méme facon que dans la paftie 2.3.2, nous utilisons deux BLAS différents (ATLAS
et GOTO) et deux architectures. Néanmoins nous ne présentons pas les résultats de la routine
dtrsm d'ATLAS sur le pentium 4 tellement ses performances sont faibles. Nous utilisons le
Corps nis Zgssp1 avec l'implémentation modulaire positivdodular<double>

n 1000| 2000| 3000| 5000| 7500| 10000
ftrsm || 0;40s | 2;49s | 7;46s | 30;40s | 96;89s | 228 03s
dirsm| 0;24s | 1;88s | 6;00s | 27;21s | 90; 71s | 226, 80s
ftrsm 1,66| 1,33| 1,24| 1,12| 1,07 1,01

dtrsm

GOTO

TAB. 3.2— Temps de calcul de la résolution triangulaire multiple sur un P4-3,2GHz-1Go

n 1000| 2000| 3000, 5000| 7500| 10000

ftrsm || 0;37s | 2;30s | 6;59% | 31;75s | 101, 7s | 209 39

@ dtrsm || 0;22s | 1;71s | 5;50s | 29,87s | 99;4s | 210, 45s
g|fusm [ 167] 135 120 1,06] 1,02] 0,99
ftrsm || 0;33s | 2;23s | 5;95s | 25;62s | 81;18s | 209 25s

o dtrsm || 0;19s | 1;59s | 4;85s | 22,68s | 76;97s | 190, 87s
@ | fusm | 972 141 122| 113| 1,05 1,09

TAB. 3.3— Temps de calcul de la résolution triangulaire multiple sur un Itanium2-1,5GHz--
24Go

Les tableauk 3]2 €t 3.3 montrent que notre roufiireen  atteint des performances proches
de celles de la routine numériqukrsm , en particulier pour les grandes dimensions. Par
ailleurs, sur un Pentium 4 avec les BLAS GOTO, elle atteint des performances meilleures
gu'en numérigue poun = 10000. Cette amélioration provient de l'utilisation d'un produit
matriciel rapide pouftrsm , alors qu'il s'agit d'un produit classique podtrsm .

Pour illustrer I'importance du produit matriciel dans cette opération, nous montrons dans la
gure 3.4 les ratios des temps ftesm etfgemm selon les architecture et les BLAS utilisées.
Avec un produit matriciel classique, ce ratio est théoriquemenitgeEn utilisant le résultat
du Iemm , il est dg@mﬁizl) = 2=3 avec l'exposant = log, 7 de l'algorithme de
Winograd. Expérimentalement, les courbes de ratios semblent converger vers cette valeur. Par
exemple le ratio est d& 7 pourn = 10 000sur un Pentium 4 avec ATLAS.

3.2 Triangularisation

Par triangularisation, nous désignons la mise sous forme triangulaire d'une matrice, a partir
de la méthode du pivot de Gauss. Cette élimination peut étre vue comme une factorisation (ou
décomposition) matricielle sous la forme= LU ouL etU sont respectivement triangulaires
inférieures et supérieures. On peut obtenir cette décomposition par des opérations élémentaires
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Ratios des temps de calcul entre ftrsm et fgemm
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FIG. 3.4— Ratios des temps de calcul entre la résolution triangulaire et le produit matriciel

sur les lignes dé\. La décompositioA = LU est dé nie pour une matricA générique, de

sorte gu'a chaque itération, le pivot soit inversible. On généralise ensuite cette décomposition
aux matrices inversibles quelconques, en autorisant une permutation sur les lignes, ce qui
permet de toujours trouver un pivot inversible. La décomposition devient AlorsP LU.

Si, on choisit plutdt une permutation sur les colonnes pour trouver le pivot, on obtient une
décompositiol@A = LUP. Dans les deux cas, le fait que la matrice soit inversible certi e
gue I'on trouvera un élément non nul sur la ligne ou la colonne ou on le recherche. Enn,
les matrices non inversibles, peuvent étre triangularisées sous une forme dite échelonnée par
ligne ou par colonne. Nous détaillerons ce dernier point dans la partie 4.1. On associe alors
a ces matrices une décompositidir= LQUP ouA = PLUQ en introduisant une seconde
permutation, ou encore une décomposittor LSP que nous étudierons plus en détails.

A n de réduire ces décompositions au produit matriciel, des algorithmes par blocs ont été
proposés en 1974, daris [2,/ 10] pour les matrices inversibles. lls sont depuis intensivement
exploités dans la bibliothéqusAPACK Nous rappelons avec l'algorithme B.4 le principe de
la décompositioh.U par blocs de matrices génériques.

Pour le calcul de la décomposititvyP de matrices inversibles, il suft de modi er le cas
terminalm = 1 en ajoutant la recherche dafgd'un élément non nul et sa permutation, ainsi
gue la mise a jour des permutations au cours des appels récursifs.

Lemme 3.2.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'algoritirtd®pourm n

est
C! 11 C! 1

Tiudec(M; N) = mm- mm. /
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Algorithme 3.4 : LUdec : décomposition.U
Données A, une matricen  n générique
Résultat: L triangulaire inférieure unitaire de dimension m etU triangulaire
supérieure de dimensions n telles queA = LU

début
sim=1alors
retourner (L =[1];U = A);
sinon 5 3
A A
Découped = 4 "1 T 5 ouA, estm=2  m=2;
Az Ay
(L1; [U11; Usz]) = LU(JA11 Ag2]) ouUq; estm=2  m=2,
G= A21U111;
H=Axn GUpy;
(L2;Up) =dU(H) 3 2 31
L U U
retourner @_ = 4 ! 5.y=4 "t T25A
G Lz U2

Ce dernier vaunm?  m?3 avec la multiplication matricielle classique.

Remarque 3.4.Avec la multiplication matricielle classique et en prenamt n, on retrouve
la complexité de I'algorithme de Gaus§n®.

Démonstration.D'apres le lemmé 0]2, ce terme dominant est de la fol{en' + nm' ).
Il reste a établir les constanteset telles quUeT ygec(M;N)= Mm' + nm*' *?
La structure récursive de I'algorithme donne la relation

TLudec(M; N) = Tiydec (M=2;N) + Tysm (M=2; M=2) + TumM=2;, M=2;n m=2)

3.3
+ Tiudec(M=2;n  m=2): (33)
D'ou I'on tire
! ! m m m ! 1 C m !
m'+mm't=2 — + 2n - t o =
2 2 2 22" 2 1) 2
m m ' 1
+C - —
L R
1 C | 1 Pl
= — 2 +———— C m+—2 +C)nm -
2 222 2 1) 2 { ')
Ce qui donne le systém8e
< _ .
= 2% 2 + ﬁ C
= 32 +C)
qui se résout en = ﬁ et = ﬁ O
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En 1982, les décompositioh$SP et LQUPont été introduites dans [71] pour les matrices
guelconques. Parallélement, Keller-Gehrig a présenté en 1985/ dans [81] un autre algorithme
par blocs pour la mise sous forme échelonnée en ligne.

Pour I'élaboration d'une routine de triangularisation, nous avons donc retenu les décom-
positionsLSP et LQUPR Nous montrons que la décompositib@UP qui n'est qu'une faible
variation de la décompositionSP, permet une meilleure gestion de la mémoire puisqu'elle
peut étre effectuée complétement en place. Par ailleurs ces décompositions remplacent avan-
tageusement la mise sous forme échelonnée de Keller-Gehrig car elles produisent une veéri-
table factorisation matricielle, dont les facteurs peuvent ensuite étre utilisés dans les calculs.
Par exemple, nous verrons dans le chapitre 4 comment la decompasgtidRpermet non
seulemement de déterminer le pro | de rang d'une matrice, mais fournit aussi les matrices
nécessaires a sa mise sous pro | de rang générique et a sa complétion en une base.

3.2.1 Ladécomposition LSP

La décompositioh. SP est une généralisation de la décomposititiP pour des matrices
non nécessairement inversibles. Pour ces matrices, la recherche d'un pivot non nul sur une
ligne peut échouer. Dans ce cas, la ligne est simplement laissée nulle. Par conséquent, la ma-
trice triangulaire supérieurd est donc remplacée par une matrigalite semi-triangulaire
supérieure : la matrice extraite en prenant ses lignes non nulles est triangulaire supérieure.
Nous renvoyons a [71] ou[[9, 82.7c] pour plus de détails sur I'algorithme. Nous représentons
sur la gure[3.% son déroulement en quatre phases. On remarque que la mateqeeut étre

A | s S 8 ]

A2 A

FIG. 3.5— Principe de l'algorithme de décomposititu$P

stockée en place “sous la matric®’et nécessite donc I'allocation de’ coef cients. De plus,
pour le calcul ded;, U, 1, il faut extraire la sous matrice inversible 8eque I'on peut copier
dans l'espace libre de. Nous verrons dans la parfie 3]2.2 que la décompodit@dPpermet
de remédier a cet inconvénient.

Remarque 3.5.Pour des matrices de plein rang, cet algorithme est équivalent a I'algorithme
LUP, et a donc la complexité annoncée dans le lefnmle 3.2. Pour le cas des matrices de rang
guelconqgue, nous ne pouvons donner une expression simple de la complexité de I'algorithme
en fonction du rang.
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3.2.2 Ladécomposition LQUP

Linconvénient de la décompositidoSP est que les lignes nulles intercalées dans la ma-
trice S interdisent de stocker la matrite“en dessous” de celle-ci, c'est a dire, dans la partie
triangulaire inférieure laissée nulle. Pour cette raison, il est préférable d'utiliser la décomposi-
tion LQUR elle aussi introduite dans [71]. Il s'agit d'une variante de la décompoditgiou
la matriceS est remplacée par la matritktriangulaire supérieure, obtenue par des permuta-
tions des lignes nulles d& Ces permutations sont représentées par la transposée de la matrice
Q. Ainsi on passe de la décompositib@UPa la décompositioh SP en posant simplement
S = QU.

V | v

FIG. 3.6— Principe de l'algorithme de décompositi@UP

Cette decomposition permet ainsi d'effectuer toute la décomposition en place, comme in-
diqué dans la guré¢ 3]6, et par ailleurs, il n'est plus nécessaire d'extraire la matyipeur
effectuer l'opératiom,; U, *. Toujours dans un souci de réduire les copies de données, il est
préférable de stocker la matritesans ses colonnes nulles, c'est a dire sous la fdr@e
comme représente dans la gyre|3.6.

Nous verrons dans la parfie 32.3, que ces différentes améliorations permettent a la routine
LQUPd'étre a la fois plus ef cace en temps et en mémoire que la rolwiie

3.2.3 Comparaisons expérimentales
LSP contre LQUP

Pour ces comparaisons, nous avons a nouveau utilisé I'implémenkatidalar<dou-
ble> positive pour le corps ni, et les BLAS ATLAS. Nous avons utilisé des matrices denses
(n? éléments alloués), mais avec seulenf@méléments non nuls choisis aléatoirement. Ceci
a n d'avoir potentiellement des matrices de rang inférieur. a

n 400| 1000| 3000 5000| 8000| 10000
LSP | 0,05s| 0,48s| 8,01s| 32,54s| 404,8s| 1804s
LQUP| 0,05s| 0,45s| 7,59s| 29,90s| 201,7s| 1090s

TAB. 3.4— Comparaison du temps réel d'exécution et&P et LQUPdansZo;, sur un P4,
2,4GHz-512Mo

Les temps de calculs donnés dans le talflegdu 3.4 sont globalement proches pour des dimen-
sions allant jusqu'é000car les opérations dominantes dans les deux algorithmes sont les
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mémes (produits matriciels et résolutions triangulaires). Néanni@isest plus lente sans

doute a cause des copies de données supplémentaires. Ce surcodt reste limité, mais a partir de
dimensions supérieures8®0Q I'écart devient considérable. Il s'agit du ralentissement di a
I'utilisation de la mémoire virtuelle sur le disque dur (mémoire swap), qui intervient lorsque

la mémoire vive est saturée. Ainsi, I'algorithrh8P, le plus colteux en mémoire se retrouve

aussi pénalisé en temps de calcul pour ce type de dimensions.

n 400 1000 3000 5000 8000 10000
LSP | 2,83Mo| 17,85Mo| 160,4Mo| 444,2Mo| 1136Mo| 1779Mo
LQUP|| 1,28Mo| 8,01Mo| 72,02Mo| 200,0Mo| 512,1Mo| 800,0Mo

TAB. 3.5— Comparaison de l'allocation mémoire entr&SP et LQUPdansZ 1o, sur un P4,
2,4GHz-512Mo

Le tableay 3.5 précise le volume des allocations mémoires de ces deux implémentations.
LSP alloue lIégérement plus du double qu@UR pour stocker la matrick (voir gure B.5),
ainsi que pour former les blocs contigus a partir des blocs semi-triangulaires de la matrice
S. On note par ailleurs que pouar= 8000, LQUPalloue 512,1 Mo qui ne nécessite qu'une
utilisation minime de la mémoire virtuelle (512 Mo de mémoire vive disponible), alors que
LSP alloue 1136 Mo, ce qui sollicite beaucoup plus la mémoire virtuelle, provoquant ainsi un
fort ralentissement.

Nous reviendrons sur le sujet de la gestion mémoire dans la 3.2.4, ou nous étudions
I'algorithme de triangularisatio@ URBOqui permet, outre son parallélisme, de mieux gérer
les probleme de débordement de la mémoire vive.

Pour des comparaisons plus détaillées, on pourra aussi se reporter a I'article [35] sur le
sujet.

Comparaison avec la routine numérique  dgetrf

Nous avons vu dans les parties 2/3.2 et 3.1.4 que l'utilisation du produit matriciel rapide de
Winograd permettait aux routines sur les corps nis d'atteindre des performances similaires
voire supérieures a celles en calcul numérique. Nous répétons ici cette approche en comparant
la routineLQUPavec son équivalent numériquelgetrf  de la bibliotheque LAPACKI3].

Plus précisément, nous utilisons son implémentation fournie dans ATLAS, en la liant soit avec
les BLAS d'ATLAS soit avec ceux de GOTO.

Les tableaux 3]6 ¢t 3.7 comparent ces temps de calcul dans leZggps Les matrices
tests sont formés de coef cients tirés aléatoirement dans le corps. Elles ont ainsi un pro | de
rang générique avec une grande probabilité, et les algorithmes n'ont donc aucune permutation
de ligne ou de colonne a effectuer dans le recherche des pivots.

Pourn = 10000 LQUPest moins de 10% plus lente qadgetrf sur un Pentium 4.

On ne peut espérer tirer autant parti du produit matriciel rapide que dans le tableau 2.6, en
effet I'algorithmeLQUPne fait intervenir au plus qu'un produit matriciel de dimensic:2.

Ainsi, le gain de l'algorithme rapide sera forcément moins important. Dans le cas du calcul
sur un Pentium 4, le seutlwinograd du premier esf00Q Ainsi, le produit matriciel avea =
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n 1000| 2000| 3000 5000 7000 8000 9000 10000
lqup || 0;34s | 1;98s | 5;54s | 21;38s | 54;67s | 79;45s | 110 29s | 137, 56s
dgetrf || 0;17s | 1;22s | 3;93s | 17,39 | 46;65s | 65,095 | 97,99 | 133 01s

|
dgqe‘{ff 2,00| 1,62| 1,40 1,22 1,17 1,22 1,12 1,03

lqup || 0;30s | 1;78s | 5,085 | 19;94s | 49,67s | 73,225 | 97,71s | 129 76s
dgetrf || 0;15s | 1;14s | 3;54s | 16;86s | 41;77s | 62,285 | 88;,00s | 120 71s

|
dge‘{ff 2,00/ 156| 1,43 1,18 1,18 1,17 1,11 1,07

TAB. 3.6— Comparaison en temps de calculld@UPavecdgetrf  sur P4, 3,4GHz-1Go

ATLAS

GOTO

n 1000| 2000| 3000| 5000| 7000 8000 9000| 10000
lqup || 0;45s | 2;59s | 7;32s | 28,94s | 71,195 | 101 57s | 141, 79s | 189 39
doetrf || 0;22s | 1;53s | 4;84s | 21;14s | 55;84s | 81;81s | 116 02s | 156, 34s

|
dgetit 204 169| 151| 1,36| 1,21 1,24 1,22 1,21

lqup || 0;57s| 2,48s | 6;32s | 22,77s | 49;36s | 68,90s | 107, 46s | 184 83s
dgetrf || 0;20s | 1;39s | 4,33s | 18,695 | 49;44s | 73;28s | 103 07s | 140,81s

dg]eutff 2,85| 1,78 1,45 1,21 0,99 0,94 1,04 1,31

TAB. 3.7— Comparaison en temps de calculld@UPavecdgetrf  sur Itanium2-1,5GHz--
24Go

ATLAS

GOTO
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10 000utilise 4 niveaux récursifs, alors que l'algorintrh@UPn'en utilisera au plus que 3.
Ce phénomene est ampli € sur l'architecture Itanium2, pour laquelle le seuil est plus élevé :
Kwinograd = 2500.

3.2.4 TURBQ un algorithme pour la localité en mémoire

Nous avons vu dans la parfie 3]2.3 que la gestion de la mémoire pouvait avoir des réper-
cussions sur le temps de calcul des implémentations, en particulier lorsque la totalité de la
mémoire vive disponible est allouée, et que la mémoire virtuelle sur disque (mémoire swap)
est utlisée. Dans de telles situations, I'ordonnancement des opérations effectuées séquentiel-
lement importe fortement : un algorithme traitant les données disséminées dans toute la mé-
moire multipliera les appels mémoire au disque dur, ralentissant ainsi I'exécution. A l'inverse,
un algorithme respectant la localité en mémoire des données qu'il manipule, limitera ce ralen-
tissement.

Nous étudions donc maintenant un algorithme produisant la décompadsbi® mais
dont les opérations sont organisées differemment, a n de mieux respecter la localité des don-
nées et de permettre une meilleure granularité. Il s'agit de l'algorithBBQ décrit dans
[37] et dont la gure[3.} donne un apercu du principe. Cet algorithme différe de celui dé-

FIG. 3.7— Principe de l'algorithmeTURBO

crit dans la parti¢ 3.212 en ce qu'il effectue un découpage récursif sur les kgises les
colonnes. Ceci permet de conserver les proportions dans les dimensions des blocs au | des
appels récursifs. A l'inverse, l'algorithme de la paifie 3/2.2 produisait des blocs de plus en
plus rectangulaires. De plU8JRBQpermet d'utiliser une structure récursive par blocs pour le
stockage de la matrice. Ces deux points assurdiiRBQun meilleur respect de la localité
des données en mémoire. Ceci est essentiel en parallélisme, mais aussi en calcul séquentiel,
comme nous allons le voir. On pourra se rapporter a l'articlé [61] sur le sujet des structures
matricielles récursives, et leurs avantages.

Nous rappelons d'abord brievement le principe de l'algoritArad&kBQvoir [37] pour plus
de détails). A chaque niveau récursif, la matrice est partagée en quatre blocs. Puis cing appels
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récursifs triangularisent les blo¢s); V; C; D etZ) (dans I'ordre sur la gurg 3]7), combinés
avec des calculs de compléments de Schur, utilisant six inversions triangulaires multiples et
quatre produits matriciels.

Nous avons implémenté une version simpli ée de cet algorithme : I'algorithme n'est appli-
gué que sur un seul niveau récursif, les niveaux inférieurs étant effectueQp& En effet,
nous voulons montrer le béné ce de cet algorithme pour le cas des matrices dépassant de peu
en taille la quantité de mémoire pouvant étre allouée. Ainsi, le premier niveau récursif devrait
permettre de traiter plus ef cacement les blocs de taille critique, et les niveaux inférieurs trai-
teront avec des blocs totalement alloués en mémoire vive, qui convienb@utRADe plus, la
matriceL n'est pas calculée dans notre implémentation, pour des raisons de simplicité. Cela
permet néanmoins d'obtenir un algorithme de calcul du rang ou du déterminant.

Dans la gure[3.8, nous comparons les vitesses de calcdldieBOet de LQUR utili-

TURBO et LQUP pour le calcul du rang dans Z/101Z sur un P4-2.4Ghz-512Mo
3000 T T T T T

2500

2000

1500

Mfops

1000

500 (1) TURBO avec Givaro-ZpZ ——+— S
1 (2) LQUP avec Givaro-ZpZ i

(3) TURBO avec Modular<double> ——
(4) ILQUP avec II\/Iodular<doyble> —a—

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Matrix order

FiG. 3.8— Comparaison des vitesses ddRBCet LQUPpour le calcul du rang

sant les deux représentations de corps ni modulair€svaro-ZpZ et Modular<dou-

ble> , basées respectivement sur des entiers machines ou des ottants double précision. Les
matrices carrées d'ordre inférieur800peuvent étre stockées intégralement dans les 512
Mo de mémoire vive. Alord QUPest |égerement plus rapide qi€lRBQ sans doute péna-

lisé par un morcellement plus important des blocs (le produit matriciel, qui est I'opération de
base de ces algorithmes, est d'autant plus rapide que les blocs sont grands). La représentation
Givaro-ZpZ utilise des entiers machine. Elle engendre donc des allocations mémoire sup-
plémentaires dans les produits matriciels pour la conversion vers des ottants a n d'utiliser la
routine BLASdgemm Ce surcolt en mémoire devient critique lorsquest proche d€00Q

A partir de ce seulil, les performances d@UPs'effondrent alors que celles dBJRBOse
maintiennent sensiblement au méme niveau jusqu=8500. Ceci s'explique par la moins
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bonne localité en mémoire d€UP: de grands blocs rectangulaires doivent étre alloués pour
les produits matriciels, ce qui implique une forte utilisation de la mémoire virtuelle. A l'op-
posé, la meilleure localité en mémoire MdRBQAimite I'utilisation de la mémoire virtuelle et

a l'implémentation de rester ef cace avec des dimensions supérieures.

Concernant la représentatidfodular<double> il n'y a plus d'allocation de mémoire
temporaire, les deux algorithmes effectuent leurs calculs “en place”. L'absence de conversion
permet de gagner en vitesse pour 800Q A partir de800Q on constate le méme effon-
drement en vitesse pouQUR mais aussi pouFURBQqui partagent la méme complexité en
mémoire. Cependant, 'effondrement est moindre ppURBQ ce que nous attribuons a sa
plus grande localité en mémoire, grace a la structure de données récursive.

Ces comparaisons, plaident en faveur du développement des structures de données récur-
sives et des algorithmes respectueux de la localité en mémoire. Par ailleurs, lors de calculs
impliqguant la mémoire virtuelle, ce n'est pas forcément la quantité totale d'allocations en
mémoire qu'il faut améliorer, mais plutdt la localité de données manipulées. En effet, c'est
l'implémentation deTURBQavecGivaro-ZpZ qui est la plus ef cace poun  800Q Nous
renvoyons aussi a [35, 84.5] ou cette comparaison est détaillée.
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ETUDE SYSTEMATIQUE SUR CERTAINS
NOYAUX D'ALGEBRE LINEAIRE

Les routines que nous avons étudiées aux chapitres|2 et 3 sont des briques de base sur les-
guelles reposera I'ef cacité de I'ensemble des routines que nous décrivons. Pour la résolution
de plusieurs autres problemes canoniques en algébre linéaire, nous utilisons des algorithmes
récursifs par blocs, permettant de réduire ces problemes a ces briques de base et de tirer ainsi
parti de leur ef cacité. Nous décrivons ici en particulier les problemes suivants :

— calcul du pro I de rang,

— le calcul d'une base du noyau d'une matrice rectangulaire ou non inversible,

— le produit de matrices triangulaires,

— I'élévation au carré,

— la triangularisation de matrices symétriques,

— l'inversion de matrices (carrées, triangulaires ou méme rectangulaires par l'inverse géné-

ralise).

Tous ces problémes sont résolus par des algorithmes de comexit§. En vue de leur
mise en pratique, il reste & préciser la constante du terme dominant dans leur complexité. Ceci
motive donc une description précise de chacun de ces algorithmes pour lesquels nous don-
nons I'expression de cette constante (en fonctioh @ C, ). A n de réduire ces constantes,
nous proposons des algorithmes parfois différents de ceux utilisés pour la réduction au produit
matriciel. Certes ils ne sont probablement pas nouveaux dans la plupart des cas, mais I'étude
systématigue de leur constante, et leur compilation au sein d'un chapitre comme celui-ci faisait
défaut dans la littérature.

4.1 Le prolderang

Le pro | de rang d'une matrice décrit la localisation des colonnes linéairement indépen-
dantes de cette matrice. On trouve par exemple dans [104, §2] la dé nition suivante :

On dé nit de la méme fagon lpro | de rang en ligne
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On dit gu'une matrice a un pro | de rang générique, si tous ses mineurs principaux sont
non nuls, ou de facon équivalente, si ses pro Is de rang en ligne et en colonne sont les suites

Le pro | de rang d'une matrice peut s'obtenir a partir de sa forme échelonnée par ligne
(aussi appelée forme échelon) qui est largement étudiéeldans [104, 82]. Le premier algorithme
tirant parti du produit matriciel rapide est di a Keller-Gehrig [81] en 1985. On trouvera aussi
dans|[13, 816.5] une étude détaillée sur la complexité de l'algorithme de Keller-Gehrig. Storjo-
hann propose dans [104] une version de l'algorithme de Gauss-Jordan par blocs a n d'obtenir
la forme échelon e® (nmr' 2). Cette méthode présente l'avantage d'inclure le nade la
matrice dans I'expression de la complexité.

Nous montrons dans la parfie 4]1.1, que la décompoditigldPpermet elle aussi d'obtenir
le pro | de rang d'une matrice. A partir de cette décomposition, nous proposons dans la partie
[4.1.2 une transformation basée sur des permutations, pour obtenir une matrice ayant un pro |
de rang générique.

4.1.1 D'aprés la décomposition LQUP

Lemme 4.1. SoitA une matricen n de rangr et soit la décompositiobhQUPde sa trans-
posée :'A = LQUP. Alors

8k2[1:::r]Qj,x = 1.

Par ailleurs, les lignes non nulles 8edonc deSP sont toutes linéairement indépendantes
et le déroulement de l'algorithmeQUPgarantit que cette séquence est lexicographiquement
minimale.

Enn, la multiplication de 'A & gauche par une matrice triangulaire ne change pas les
propriétés d'indépendance linéaire de la matrice, dpfic ::;j,) est bien le pro | de rang de
A. O

On en déduit en particulier I'algorithnie 4.1 qui calcule la forme réduite en colonnes d'une

Algorithme 4.1 : FRC: Forme Réduite en Colonne
Données A une matricen nderang (m;n r) surun corps
Résultat: A°la matricem r formée des premiéres colonnes linéairement
indépendantes dé.

début
(L;Q;U;P;r) = LQUP('A) ; [+ r=rang(A) =/
retourner ([1,0](‘Q 'A))

n

matriceA de rangr : c'est la matrice formée daspremiéres colonnes linéairement indépen-
dantes deA. Nous I'utiliserons dans la partje 7.2 pour le maniement des matrices de Krylov
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dans le calcul du polynéme caractéristique. On peut dé nir de la méme fagon l'algorithme
FRL calculant la forme réduite en ligne, qui sera utilisée dans la partie 11.1.3.

Ainsi, le pro | de rang d'une matrice peut étre obtenu a partir d'une décompodituuP
Comme les algorithmes de Keller-Gehrig ou de Storjohann, elle offre une complexité sous-
cubigue. Cependant, nous ne connaissons pas d'expression de cette complexité en fonction du
rang, comme c'est le cas pour l'algorithme de Keller-Gehrig. En revanche, elle a I'avantage
d'étre une factorisation matricielle, permettant d'effectuer d'autres opérations, comme l'inver-
sion, le calcul d'une base du noyau, etc. En particulier, nous allons montrer comment cette
propriété permet de mettre la matrice sous pro | de rang générique.

4.1.2 Mise sous pro | de rang générique

Lemme 4.2. SoitA une matricem n de rangr, dont la décompositiohQUPs'écrit A =
LQUP. Alors, la matrice' QA 'P est de pro | de rang générique.

Démonstration.SoitL le bloc diagonal principal r de la matrice' QLQ. La multiplication
a droite parQ consiste a effectuer sur lespremiéres colonnes de I'opération Cy G-
Ainsi, pourk 2 [1;:::;r], lakeme colonne d&Q correspond a la,éme deL. Sesjy 1
premiers coef cients sont donc nuls etjleeme estl.

Puis la mutliplication & gauche pdiQ correspond a l'opération sury L;, surles
lignes deL.Q. La matriceL est donc triangulaire inférieure avec une diagonale unité. Comme
la matriceU est triangujaire sugérieure, avec sggemiers €léments diagonaux non nuls, on

L
conclut que'QA P = 4 S U est de pro | de rang générique. O

4.2 Complétion d'une famille libre en une base

Soit une famille de& vecteurs libregvy;:::;v) dansK ". On veut calculen k vecteurs
deK?", (wyg;:::;w, ) telsque la famille(vl;ﬁ' D13 Vi W 5t D Wy k) Soit une base d& ".
Du point de vue matriciel, on pohs‘»é = v; ::: V eton cherche une matridd de
i

dimension:1 (n k) tellequeB = Vv W soitinversible. Cette opération est élémentaire
a partir d'une décompqgition trigngulaire de la matricé/dén effet si la décompositionUP
de 'V sécrit'V= L, U, U, P,ilsuftde poser

2 32 3 2 3
t
tg = 4 -t s4aY Ys5,_4n Vi s 4.1)
0 Iy« In k 0 l,x P
gy
L V]

On en déduit directement l'algorithre #.2.

85



4. ETUDE SYSTEMATIQUE SUR CERTAINS NOYAUX D'ALGEBRE LINEAIRE

Algorithme 4.2 : CompléteBase : Complétion d'une famille de vecteurs libres en une
base

Données V une matricen k derangk (kK  n) sur un corps

Résultat: B une matricen  n inversible dont le& premieres colonnes sont celles de

V
début
(L;Q;U;P) = I2QUP(tVQ; 33 /+ Q=1d car V est de rang k =*/
retourner B = 4v 'p4 0 55
In k
n

4.3 Une base du noyau

La décompositioh QUPpermet aussi d'obtenir facilement une base du noyau d'une matrice
rectangulaire ou non inversible.
2 3

U
Lemme 4.3. SoitA une matricen nderangr, avecm net(L;Q;4 !

U
>5:p)sa
0
décompositiomQUR ou U, estr r. 2 3
. U1 1U2
Alors les vecteurs colonne de la matrite 4 S forment une base du noyau 8e
In r
et on peut les calculer en au plus

Troyadmin) = 5——m 2 22 1 21 1

opérations algébriques sur le corps de base.

Démonstration. 2 3
1

U, “U
A'P4 T 25 = 1Q[0]=[0]
nr
Et TnoyaL(m; n) = TLQUF(m; n) + Ttrsm (m; n m)- L
Avec le produit matriciel classiqu@noyadm;n) =2m?n  Im?3.
En n, pour calculer une base du noyau a gauche de la matrice, il suft d'appliquer cette
méthode sur la transposéeAle

4.4 Les multiplications triangulaires

A n d'obtenir les constantes les plus faibles possible, dans I'expression des complexités, il
faut tenir compte de la structure des matrices manipulées. En particulier, nous nous intéressons
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ici a la multiplication de matrices triangulaires. Avec le produit matriciel classique, on réduit la
constante a sa moitié pour la multiplication d'une matrice triangulaire avec une matrice carrée
et au tiers pour la multiplication de deux matrices triangulaires. Avec le produit matriciel
rapide, ces gains sont réduits, comme nous allons le montrer.

4.4.1 Multiplication triangulaire avec une matrice rectangulaire

On considere l'opératio® = U B ou la matriceJ est triangulaire supérieure, de dimen-
sionm m etla matriceB est rectangulaire de dimension navecm n. Cette opération
est désignée parmm (Triangular Matrix Multiplication) dans la terminologie des BLAS.

La réduction au produit matriciel, se fait par un découpage récursif similaire a celui de

I'opérationtrsm : 2 39 3 2 3
4% Visy 815:4C15;
0 U2 Bz CZ
On effectue successivement les opérations suivantes :
1.C, UB»
2.C; UB;

3.C, VB;+ C;

Lemme 4.4. Le terme dominant de la complexité algébrique de I'algorithman est

8
< Ci |
sHr 2z [
Ttrmm(m; n) = . 22 b

C I 2m2 H .
mn m Sin m:

In sim n;

Ce dernier vaum?n avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.La relation de récurrenCBmm (M; N) = 2 Tymm (M=2; N)+ TyM=2; mM=2; n)
est similaire a celle du lemnje B.1. La preuve est donc identique. O

4.4.2 Mutliplication triangulaire supérieure - inférieure

La multiplication par blocs d'une matrice triangulaire supérieure par une matrice triangu-
laire inférieure s'écrit sous la forme suivante :
2 32 3 2 3
4A1 A254Bl 5:4AlBl+Ang AzB45:

Ay Bs By A4B3 A4B4
Lemme 4.5. Le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme est

C .
23 !(2! 2 1)(2! 1 1)n

Tu(n) =
Ce dernier vau%n3 avec la multiplication matricielle classique.
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Démonstration.D'aprés le lemme 0]ITy (n) = n . La formule de récurrence

Tur(n) = 2Ty (N=2) + 2Tymm (N=2; N=2) + Tyu(M=2; M=2, m=2)

— C
donne = 5 Tz e T o O

Ce résultat vaut aussi pour le prodult d'une matrice triangulaire inférieure par une ma-
trice triangulaire supérieure.

4.4.3 Multiplication triangulaire supérieure - supérieure

La multiplication par blocs de deux matrices triangulaires supérieures s'écrit :
2 32 3 2 3

4 Al A 54 Bi B 5_4 A1B; AiB,+ A,B,4 5.
Ay B4 A4B,4

Lemme 4.6. Le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme est

G '
22 2 D2 1 1"

Ce dernier vau%n3 avec la multiplication matricielle classique.

Tuun) =

Démonstration.D'aprés le lemme 0]ITyyn) = n . Laformule de récurrence
Tudn) = 2TyN=2) + 2 Timm (N=2; N=2)

donne

— Ci
T 22" 2 Rt

Ce résultat vaut aussi pour le produit de deux matrices triangulaires inférieures.

4.5 Elévation au carré

Nous ne détaillerons pas le cas du calculfde pour une matrice carré& quelconque,
pour lequel il n'y a pas de meilleure constante connue que celle du produit matriciel habituel.
En revanche, des considérations de symétrie permettent de réduire le nombre d'opérations
algébriques pour le calcul de la matrice de GramA) d'une matrice carrée ou triangulaire,
ainsi que pour le carré d'une matrice symétrique.

45.1 Matrice de Gram d'une matrice carrée

La matrice de Gram d'une matrice carréeest la matricéd 'A. Nous étendons I'étude au
calcul de la matricD 'A, faisant intervenir la matrice diagondle L'introduction de cette
matrice diagonale est fréequente dans le contexte du préconditionnement. La décomposition en
blocs s'écrit :

2 32 32 3 2 3
4 Al A 54 D, 54 tA]_ tA3 5_4 A1D; tA]_"‘ A2D4tA2 A]_D]_tA3+ A2D4tA4 5.

Az Ay Dy tAz IA4 AszD; tA1+ A4D4tA2 A3D1tA3+ A4D4tA4
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Lemme 4.7.Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul du prodDit' A est

C! |

TaptA(N) = mn' :

Ce dernier vauh® avec la multiplication matricielle classique.
Démonstration.AD 'A étant symétrique, ses deux blocs antidiagonaux sont transposés. Un

seul calcul est donc nécessaire pour les deux. Quant aux blocs diagonaux, ils sont calculés ré-
cursivement. On a la formule de récurrefggra(n) = 4 TaptA(N=2) + 2 Ty(N=2; N=2; n=2) +

5(n=2)2. D'aprés le Iemm@ﬂADTA(n) = n' etontrouve = ﬁ O
Remarque 4.1.Pour une matricé rectangulaire, de dimensions n ,on véri e que
8
< Ci 11 ; .
sere—<M N sim n;
TaptA(M; N) = 2(2'02 Y Lo _
: mn m Sin m:

4.5.2 Carré d'une matrice symétrique

Lorsque la matricéd est symétrique et que la matri€e est la matrice identité, on peut
améliorer encore la constante. En effet, dans cefcas, 'Aj et on peut économiser le calcul
deA;'As.

Lemme 4.8. Le terme dominant de la complexité algébrique du calcuhdepour A symé-
trique est

(2! 3)C' n! .
42 2 1)+ 1)

Ce dernier vau§n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.Les deux produité\; ‘A, et A, 'A, sont effectués par des appels récursifs
et le produitA, 'A, est effectué par l'algorithmADTAde la partie précédenté { n'est pas
symeétrique). On a donc la formule de récurreiiggnadn) = 2 TsymadN=2) + TaptA(N=2) +
2TuMN=2; n=2; n=2) + 5(n=2)2. D'apres le lemm¢ O]1Tapt(N) = n' eton trouve =

@' 3)C
227 Z e’ T - O

4.5.3 Matrice de Gram d'une matrice triangulaire

Ici, la matriceA est triangulaire inférieure, mais le résultat vaut aussi pour une matrice
triangulaire supérieure. A nouveau, une matrice diagonale peut étre insérée dans le produit. Le
produit en blocs s'écrit :

2 32 32 3 2 3
4 L1 54 D; 54 'Ly 'L 5_ 4 LiD; 'Ly LiD;'Ls 5.
Lz Lg D4 'Ly L3sD;'Ly L3Di'La+ L4Dy'Ly .
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Lemme 4.9.Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul du prddif L pour

L triangulaire est
C B

n
22 2 12 1
Ce dernier vau%n3 avec la multiplication matricielle classique.

Tior(n) =

Démonstration.Les produitd ;D1 'L etL 4D, 'L, sont effectués par des appels récursifs, le
produitL 3D 'L, par I'algorithmeADTAetLsD, 'L, partrmm. Ainsi

Tior(n) = 2Tip1(N=2) + TaptAN=2) + Tirmm (N=2; N=2):

D'apres le Iemm-lTLDTL(n) = n'
dente,ona =

et en injectant dans la relation de récurrence préce-
O

T 2@ 2 1)(2' T 1)°

4.6 Factorisation de matrices symetriques

Dans le cas d'une matrice symétrique, on privilégie une décomposition triangulaire qui res-
pecte cette structure symétrique. C'est pourquoi la factorisation dd_tymst remplacée par
une factorisation de typeDTL (A = LD 'L) ouL est triangulaire inférieure & est diago-
nale (voir I'ouvrage de Golub et Van Lodn [57] a ce sujet). Nous présentons ici l'algorithme de
décomposition pour une matrice de pro | de rang générique. Il se généralise pour les matrices
guelconques en introduisant des permutations. Leur codt n'entre pas en compte dans le terme
dominant de la complexité, c'est pourquoi nous les omettons par souci de simplicité.

L'algorithme repose sur la décomposition en blocs suivante :

2 3 2 3 2 3 2 3

At Azg_4bi 5 4D 5 4Lt G

tA, Ay G L, D> 'L,

A:4

Lemme 4.10.Le terme dominant de la complexité algébrique de I'algorithmé 4.3 est
C .

22 2 D@ 1T 1"

Ce dernier vau%n3 avec la multiplication matricielle classique.

TioTidec (N) =

Démonstration.Les opérations 7 et 10 sont effectuées par deux appels récursifs, I'opération
8 par untrsm et l'opération 9 par un produADTA On a donc la relation de récurrence :

TioTidec (N) = 2 TipTidec (n—2) + Tysm (N=2)+ TaprA(N=2). D'aprésle |emm@] TapTaA(N) =

n' etontrouve = O]

22" 2 1)(2' T 1)

4.7 Inversion de matrices

4.7.1 Inverse d'une matrice triangulaire

On utilise a nouveau une décomposition par blocs :
2 3, 2 3

a4 A1 Az g :4A11 A11A2A415.
As Ayt
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Algorithme 4.3 : LDTLdec : décomposition triangulaire symétrique
Données A, une matrice carrée symétrique d'ordrele pro | de rang générique
Résultat: L triangulaire inférieure unitaire & diagonale telles que

1 début
2 A=1LD 'L
3 sin=1 alors
4 | retourner (L =[1];D = A)
5 sinon 2 3
A A

Découped =4 7 "2 5 ouA;estn=2 n=2
6 tAz A4
7 (Ll, Dl) = LDTLdec (Al)
8 G= '(D,'L,"Ay)
9 H = A4 GDltG

L D

retourner @L = 4 1 5.p=4 1 5A
11 G L D,
12 N

Lemme 4.11.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'inversion d'une matrice
triangulaire est
CI |

202 D@ T O

Ty (N) =
Ce dernier vaugn? avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.L'algorithme consiste en deux appels récursifs pour le calcd deetA,*
et deuxtrmm pour le calcul de A;*A,A,*. On a donc la relation de récurrence suivante :
Ty (N) = 2Ty (N=2) + 2Tymm (N=2). D'apres le lemme O]1Tyny (N) = n' eton

trouve
G

22 7 D@ T 1)

4.7.2 Inverse d'une matrice quelconque

Linversion d'une matrice quelconque se fait par l'intermédiaire d'une décomposition tri-
angulaire. Dans le cas d'une matrice inversible, les décomposltiQhet LUP sont confon-
dues. Il reste a inverser la matriceavec l'algorithmetrINV , résoudrdJX = L ! avec un
trsm , et appliquer la permutatiohP a droite.

Lemme 4.12.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'inversion d'une matrice
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inversible quelconque est
3G, -
23 !(2! 2 1)(2' 1 1) '

Ce dernier vau2n? avec la multiplication matricielle classique.

Tinv(n) =

Démonstration.
3C, n':
23 !(2! 2 1)(2' 1 1)

Tinv(N) = Tigudn; n) + Ty (M) + Tysm (N5 N) =

4.7.3 Inverse d'une matrice symétrique

Si A est symétrique, on remplace la factorisatidshpar la factorisatiod. DTL.

Lemme 4.13.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'inversion d'une matrice

symétrique est
3CI 1

' n
22 2 D2 1)
Ce dernier vaun® avec la multiplication matricielle classique.

Tsyminv (N) =

Démonstration.Aprés la décompostiobDTL, il reste a inverser la matrice triangulaire avec
trINV  puis a calculer le produitL *D L !avecLDTL.
|

Soit, Tsyminv (N) = Tiotidec (M) + Ty (M) + Tior(n) = 55— &2! =N O

4.7.4 Pseudo inverse de Moore-Penrose
Matrices de rang plein

Soit A une matrice rectangulaire de dimensions n avecm n et de rang plein. On
dé nit le pseudo—inverse de Moore-PenroseAlgar AY = 'A(A'A) 1. Voir [97] et les
références incluses a ce sujet.

Lemme 4.14.Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul de 'inverse de Moore-
Penrose d'une matrice de dimensians n, avecm n et de rang plein est

3C! m! 1n+ C! m!.
20" 2 1) 2001 1@ z

Ce dernier vauBm?n + %m?’ avec la multiplication matricielle classique.

Tvpin(m; n) =

Démonstration.Pour calculer cette matrice, il suft d'effectuer la décompositiddTL de la
matrice symétriqué 'A, suivie de deutrsm :
Tvein(m; n) = TaptA(M; ) + Tipr(M) + 2 Tysm (M N):
On trouve alors
3C! m! 1n + C! m! .
22 2 1) 222 1 12 2 1)

Tupin(m; n) =
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Remarque 4.2.Ce dernier algorithme correspond a la résolution en calcul numérique des
équations normales [57, algorithme 5.3.1].
Matrices de rang quelconque

Pour une matricé de rang < n , [89] donne une méthode utilisant une décomposition de
A en produit de deux matrices de rang

2 3
. . _4A11 A125\
Propriété 4.1 (Noble 1966) SoitA une matricean nderangr.A = OUA;
A21 A22

estr r etestinversible. 2 3

| h [
Alors A peut s'écrire sous la formA = 4 SAi;; | N etlinverse généralisé de

M

Moore-Penrose dA véri e

2 3 ,
I h |

AY = 4 t S+ 'MM)Ax(I + NIN)T Y 1 M
N

L'auteur propose d'appliqguer une modi cation de la décomposition de Gauss-Jordan pour
calculer cette matrice. A nouveau, nous proposons de la remplacer par la décompgyitién
de la matriceA comme suit.

Soit (L; Q; U; P) la décompositiorLQUP A quelconque. La premiére étape consiste a
donner @A le pro | de rang générique. En suivant la technique de la partiet.1.2, on pose

i , . . L1
A = 'QA'P. On décompose en blocs les matrices suivantsLQ = 4 S etU =
G
h | B
U; Y .EnposanM = GL,'etN = U, 'Y, on retrouve la décomposition deet par
conséquent, on obtient
2 3

I
A=A S L eeU Y YY) Tl ek (42)
1

On calcule ensuitéV = (L1+ L, " '"GG)(Uy+ Y 'Y U, 1) par deuxADTAet deuxtrsm et un
produit matriciel. Pour le calcul d&/ 1, il est préférable de passer par une décomposition
gue I'on dé nit de la méme maniére que la décompositibh en permutant I'aspect supérieur
ou inférieur des matrices. On calcule ainsi successivement la décompdsitenUy Ly,

puis 'L,Uw etLw "U; par deux produits de matrices triangulaires supérieur-supérieur. On
calcule ensuitéd = ( 'lxUy) *'GetZ 3 "Y(Lw 'Uy) * par deuxtrsm .

w ! Ly'H
zu,,! zH
triangulaires et un produit supérieur-infériedl par un produit matriciel, et les deux blocs
restants par deuxsm .

Pour obtenirAY = 4 S5, on calculew ! par deux inverses de matrices
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Au nal, on a

Tupinv(m;n) = Tioudm;n) + Tapr;m 1)+ Tapral;n 1)+ 2Tysm (151)
+TuM 1)+ Tiguehr) + 2Tudr) + 2Ty (1) + 2Tysm (KN 1)
F2Tysm (M 1)+ Ty (r)+ Tudm 11N r):

Nous ne pouvons exprimer cette complexité en fonctioh @ar elle dépend du signe de
m 2r etden 2r (pour lestrsm ). En revanche, avec la multiplication classique, on obtient

1 8
Twen(m; n) = m?n §m3 + §r3 +r’m+ r2n+2mnr:
A titre de comparaison, le calcul basé sur la décomposition de Cholesky,Al@résenté dans

[19] demande&m?n + 2r?m + 3r3 opérations algébriques. En prenamt n = r, on obtient
8n3contre 7 + % n® pour notre décomposition, et cette derniére est d'autant plus avantageuse
guer est petit. En n les méthodes basées sur la décomposition en valeurs singuliéres sont

encore pire[[S[7].

4.7.5 Performances expérimentales

Comme nous l'avons fait dans les parfies 3.14 et B.2.3, nous comparons les performances
des routines d'inversion matricielle de matrices triangulaires ou carrées avec leur équivalent
numeérique ainsi qu'avec la multiplication matricielle. La comparaison avec les routines numé-
riques est toujours basée sur la bibliothéque LAPACK ainsi que deux BLAS différents (ATLAS
et GOTO). Ici encore, nous ne donnons pas les résultats de l'inversion triangulaire numérique
sur Pentium4 avec ATLAS a cause des mauvaises performances de la ditgime. Nous
utilisons toujours l'implémentation de corps milodular<double>  pour représenter le

COI‘pSZ 65521-

n 1000| 2000| 3000| 5000| 7000| 8000| 9000, 10000
tri.inv || 0:10s | 0:65s | 1:99s | 8:38s | 22:00s | 32:34s | 45:67s | 62.01s
dtrtri || 0:19s | 1:.06s | 2:97s | 11:27s | 27:89s | 40:13s | 55:43s | 74:44s
winv_ | 052| 0.61| 0.67| 0.74| 0.78/ 0.80| 0.82| 0.83

dtrtri

GOTO

TAB. 4.1- Temps de calcul de l'inversion de matrices triangulaires sur un P4, 3.4GHz

Les tableauk 4]1 ¢t 4.2 montrent les performances de la routine exacte d'inversion triangu-
laire, en comparaison avec celles de la routitréi de LAPACK. Les résultats dépendent
fortement du BLAS utilisé : avec le BLAS ATLAS, la routine numérique est meilleure, mais
I'écart tend a se réduire quand la dimension augmente. A l'opposé, avec GOTO, la routine
exacte parvient méme a étre plus rapide duiti ; mais le ratio tend lui aussi vers 1.

Les tableauk 4]3 ¢t 4.4 reprennent cette comparaison pour les routines d'inversion de ma-
trices carrées. Linversion matricielle en numérique est réalisée par la succession des opéra-
tionsdgetrf  pour la factorisation LU edigetri  pour l'inversion des matrices triangulaires.

On constate que seule l'implémentation utilisant le BLAS GOTO sur I'architecture Itanium 2
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n 1000| 2000| 3000| 5000| 7000| 8000| 9000| 10000
tri. inv || 0:20s | 1:11s | 3:17s | 12:67s | 32:05s | 46:26s | 64:96s | 86:27s
dtrtri || 0:10s | 0:75s | 2:42s | 10:66s | 28265 | 41:65s | 58:83s | 79:21s

iy 200| 1.48| 1.30| 1.18| 1.13| 1.11| 1.10| 1.08

tri.inv || 0:14s | 0:84s | 2:50s | 10:20s | 26:37s | 38:61s | 54:15s | 73:34s
dtrtri || 0:16s | 0:94s | 2:72s | 10:83s | 27:57s | 40:14s | 56:16s | 75.74s

v | 0g7| 0.89| 091| 094| 095 096| 096 096

ATLAS

GOTO

TAB. 4.2— Temps de calcul de l'inversion de matrices triangulaires sur un Itanium2, 1.3GHz

n 1000| 2000| 3000| 5000 7000 8000 | 10000
inverse 0:88s | 5:22s | 15.00s | 59.03s | 15220s | 21815s | 39456s
dgetrf+dgetri|| 0:55s | 4:06s | 13:85s | 64:51s | 176:34s | 29889s | 604:83s

% 16| 1.28 1.08| 0.91 0.86 0.72 0.65

inverse 0:78s | 4:66s | 13:63s | 54155 | 13655s | 197.26s | 36291s
dgetrf+dgetri|| 0:48s | 3:52s | 11:81s | 6268s | 137:21s | 201:81s | 477.27s

% 1.62| 1.32 1.15| 0.86 0.99 0.97 0.76

ATLAS

GOTO

TAB. 4.3— Temps de calcul de l'inversion de matrices sur un P4, 3.4GHz

n 1000 | 2000| 3000 5000 7000 8000 | 10000
inverse 1:22s | 7.02s | 20:13s | 80:91s | 201:58s | 28950s | 53893s
dgetrf+dgetri|| 0:65s | 4:83s | 15:88s | 7317s | 206.11s | 30830s | 60326s

% 1.87| 1.45 1.26 1.10 0.97 0.93 0.89

inverse 1:05s | 6:14s | 1810s | 73:85s | 18021s | 25817s | 49639s
dgetrf+dgetri|| 0:71s | 4:56s | 13:96s | 59:26s | 15571s | 23029 | 44082s

% 147 1.34 1.29 1.24 1.15 1.12 1.12

ATLAS

GOTO

TAB. 4.4— Temps de calcul de l'inversion de matrices sur un Itanium2, 1.3GHz
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donne l'avantage au calcul numérique pour toutes les tailles de matrices considérées. Dans les
autres cas, le produit matriciel rapide permet a la routine de calcul exact d'étre plus rapide
pour des tailles de matrices suf samment grandes.

Pour illustrer la corrélation entre ces routines d'inversion matricielle et la multiplication
matricielle, nous montrons dans les gufes|4.[ e 4.2 les rapports des temps de calcul entre les
routines d'inversion et de multiplication matricielle. D'apfés 4,7.1, le ratio théorique entre les
termes dominant des complexités algébriques de l'inversion triangulaire et du produit matriciel
est

1
22 2 1@ ! 1)
Ce dernier vautl=6 pour! = 3 et environ0; 267 pour! = log,(7) de l'algorithme de

Winograd. En pratique nos routines utilisent un produit matriciel hybride entre I'algorithme

classique et I'algorithme de Winograd (voir paftie 2/2.1) et il faut donc s'attendre a un ratio

asymptotique compris entle6 et0; 267. On véri e effectivement sur la gurg 4|1 que ce ratio

est bien inférieur &; 267 pour de grandes valeurs degour la plupart des implémentations.
Pour la gure[4.2, le ratio théorique est

3
22120 2 1)(2 T 1)

et vautl pour! = 3 etl;4 pour! = log,(7). En pratique, les ratios tendent vérst mais

restent cette fois supérieurs. Ceci s'explique sans doute par le fait que l'algorithme d'inversion
de matrices carrées est plus sophistiqué et fait appel a de nombreuses routines. Cela a pour
conséquence de réduire le nombre de produits matriciels de grandes dimensions et donc de
réduire I'apport de I'algorithme de Winograd mais aussi des routines BLAS.

Nous résumons les résultats présentés dans cette partie dans le [talleau 4.5. Pour chaque
algorithme, nous donnons l'expression de la const&tedu terme dominant de sa com-
plexité algébrique. Pour des raisons de simplicité, les matrices sont supposées carrées. A titre
d'exemple nous donnons les valeurskie en utilisant deux algorithmes de produit matriciel :
le produit classique (= 3;C, = 2) et le produit de Winograd (=log,7 2;808C, =6).
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ratio inversion triangulaire / produit matriciel
0.75 T T T T T T

T T
Itanium2 ATLAS ———
Itanium2 GOTO
0.7 - P4 ATLAS -------- 1
P4 GOTO

0.65 - B

0.55 1

ratio

0.45 - 1

0.35 |- \ .

0.3 M ~~ 1

0.25 | \“""""""""'-"'rrrrrrfi’i’f?’ft‘:—::f::;;;;f777’”““"-u,.,_”;_‘;.;;;,“; - B

02 Il Il Il Il Il Il Il Il
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

FIG. 4.1— Ratios des temps de calcul entre l'inversion triangulaire et le produit matriciel

ratio inversion matricielle / produit matriciel
55 T T T T T T

T T
Itanium2 ATLAS ———
Itanium2 GOTO
5L P4 ATLAS -
P4 GOTO

45 - -

35 B

ratio

25 1

15 + o e i

1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

FIG. 4.2— Ratios des temps de calcul entre I'inversion et le produit matriciel
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Nom Opération K, Kz | Kiog,7

MM C AB C 6
trsm X U 1B c

trmm X UB 220 ! :
LUL?LGC (I;(’U) ULA 2(2!(:!2 ) 2(2!0!1 ) 0,667| 2,8

uu X uu

LDTL X LD 'L c 0.333| 16
LDTLdec (L:D) A 200 Net t ’ ’
trINV X Ut

ADTA X AD'A T 1 4
SymAA | X  AA, A symétrique el 2 lf’()zc - 0,83 | 3,2

INV X Al T e T 2 8,4
SymINV | X A 1 A symétrique O 3&2! o 1 4.8
MPINV X A 5ot T e | 3:333| 13,1

TAB. 4.5— Récapitulatif des constantes des complexités algébriques présentées
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5

APPLICATION AUX PROBLEMES MAL
CONDITIONNES

Au dela des champs d'application propres aux corps nis, I'ef cacité de ces routines ouvre
de nouvelles perspectives dans le traitement de certains problémes en calcul numérique. Nous
nous intéressons en particulier ici a la résolution de systémes et a l'inversion de matrices.

Dans ce type de problemes, les approximations faites sur les coef cients des entrées, ainsi
gue dans les méthodes de résolution approchée, peuvent avoir des répercussions plus ou moins
importantes sur la qualité d'approximation de la solution obtenuendmbre de condition-
nementd'une matriceA permet de borner en particulier I'erreur relative de la solution du
systemeAx = ben fonction d'une erreur relative commise sur le vecteu®n le dé nit par

(A) = kAk kA k.l vérie

kx + xk kb+ bk
ok (A)—kbk : (5.1)
Il permet aussi de borner I'erreur relative de la solution quaret b sont perturbés :
kx + xk (A) KA + Ak N kb+ bk
kxk 1 (A)% kAk Kbk

Ainsi, pour une erreur relative donnée sur les entrées, I'erreur relative sur la solution sera
d'autant plus petite que le conditionnement de la matrice sera petit. On pourra se référer par
exemple a I'ouvrage de Higham [65] sur le sujet.

Dans la résolution de problemes numériques, les données sont le plus souvent approchées,
et induisent de facto une certaine erreur dans la solution qu'on peut espérer obtenir du pro-
bleme réel. Il s'agit la d'une limitation inhérente a cette approche, dont on ne peut s'affranchir.

En revanche, les méthodes numériques choisies pour la résolution sont basées sur une arith-
métique deR approchée. Elles introduisent donc de nouvelles approximations dont I'effet sur
la qualité de la solution dépend en général aussi du nombre de conditionnement. En effet, pour
une fonction' (a), notons'~<(a) la valeur calculée par l'arithmétique approchée. Wilkinson
[120] dé nit I'erreur inverse a comme la variation sug qui aurait entrainé la méme erreur
sur' (a) :

'~a)="(a+ a):
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5. APPLICATION AUX PROBLEMES MAL CONDITIONNES

Ainsi, en étudiant l'erreur réciproque des algorithmes utilisés sur l'arithmétique approchée
de R, on peut appliquer la borng ($.1) pour majorer I'erreur dans la solution en fonction du
nombre de conditionnement.

Par conséquent un mauvais conditionnement (grandes valeu(aiepeut rendre l'arith-
meétique approchée impraticable. De plus, on montre que lors de la résolution d'un systéme
linéaire par une méthode itérative de type gradient conjugué, le conditionnement décrit aussi
la rapidité de convergence d'un tel algorithme. Un mauvais conditionnement pénalise donc ces
méthodes par une convergence trop lente. De nombreuses solutions basées sur des précondi-
tionneurs, améliorant le conditionnement de la matrice ont été développées, pour contourner
ces situations. Cependant, avec lI'augmentation des dimensions, les problémes mal condition-
nés sont de plus en plus nombreux, comme le montre par exemple le survol de Schatzman [98]
s'appuyant sur les travaux de Edelman| [47] et Deminel [25].

Pour remédier a ce probléme, la démarche générale consiste a augmenter la précision des
calculs. Pour ce faire, diverses solutions peuvent étre considérées. L'utilisation de nhombres
ottants multi-précision en fait partie. Les bibliotheques GMP ou MEIBR)posent des im-
plémentations ef caces de l'arithmétique des ottants a précision arbitraire. A un niveau su-
périeur, la bibliotheque iIRRAM permet d'utiliser ces implémentations en limitant les calculs
pour ne garantir que la précision demandée par I'utilisateur sur les résultats. L'inconvénient de
cette approche vient du fait que les ottants multiprécision ne peuvent étre manipulés qu'au
sein d'opérations scalaires. On ne peut donc béné cier de I'ef cacité des BLAS nécessitant
des ottants de taille xe (un ou deux mots machine).

Une autre approche développée par Demmel [24], concernant la résolution de systemes
linéaires, consiste a utiliser les ottants machine, mais en effectuant des raf nements itératifs
des solutions. Il s'agit d'une démarche tres récente, semblant prometteuse.

Une approche alternative consiste a utiliser le calcul exact. Son premier avantage est bien
slr de ne pas dépendre d'une arithmétique approchée. En outre elle permet de tirer prot
de l'ef cacité des BLAS, grace aux routines que nous avons présentées dans les dernieres
parties. En n, pour des problémes tels que la résolution de systemes linéaires, le raf nement
itératif exact de l'algorithme de Dixon assure une complexité cubique, équivalente a celle des
méthodes numeériques. Le principal inconvénient de cette méthode est qu'il faut calculer la
solution exacte dans sa totalité, quelle que soit la précision demandée par I'utilisateur. Hormis
la résolution de systeme linéaire, la résolution exacte des autres problemes implique donc
une complexité supérieure. Nous montrons dans cette partie que ce sur-codt reste cependant
raisonnable ce qui justi e l'intérét a porter a cette approche dans le cas de problemes mal
conditionnés.

5.1 Restes chinois ou raf nement itératif exact

Pour résoudre le probleme de facon exacte, il faut d'abord le ramener a un probleme entier
équivalent. Si les coef cients ottants de la matriéedu probléme ont un exposant compris
entreemin et emax €t que leur mantisse est debits, on considéere la matrio®& = 2 €mnA 2
Z. Ses coef cients sont bornés p2im emn*  Pour xer les idées, les systemes extraits de

Lwww.mpfr.org
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5.2. CALCUL DE L'INVERSE DE LA MATRICE DE HILBERT

problemes physiques véri ent en généegly 20etemin 20. Les coef cients deA sont
donc représentés sfB bits.

La résolution exacte du probléme entier se fait ensuite de deux facons différentes selon le
probléme :

Inversion de matrices : on utilise l'algorithme des Restes Chinois, que nous décrirons plus
en détails dans la partie 9.1. Pour une matAgel consiste a calculer dans différents
corps premier&, la matricedet(A)A * et d'en déduire la valeur dars par une in-
terpolation pour obtenir la matrice des numérateuré de Le dénominateur commun
étant évidemmerdet(A).

Résolution de systemes dans le cas particulier de la résolution de systemes, on utilise la re-
montéep-adique de Dixon[[26], qui permet de gagner un facteadians la complexité
binaire, par rapport a la méthode des Restes Chinois. Cet algorithme fait appel a plu-
sieurs résolutions de systemes dans un corp& jpour calculer ainsi successivement
les différents termes de la décompositipadique de la solution. En ce sens, il s'agit
d'un algorithme de raf nement itératif, mais contrairement aux méthodes numeriques,
celui-ci débute par les termes les moins signi catifs pour terminer par les plus signi ca-
tifs.

Dans la suite nous présentons deux cas d'application ou le calcul exact, par la méthode
des restes chinois, permet de résoudre des problemes réputés mal conditionnés pour les algo-
rithmes numériques.

5.2 Calcul de l'inverse de la matrice de Hilbert

Il s'agit d'un exemple classique en calcul numérique de probléme mal conditionné. On
dé nit la matrice de HilbertH,, = [h;; ] de dimensions n par

La formule exacte donnant la valeur du coef cient d'indie$ ) de son inversél ! = [E]
est connue :

o o F + i+ i 2

Ay =C otiaeg o R TR 2 (5.2)

Mais cette matrice étant tres mal conditionnée, le calcul de son inverse par les méthodes
classiques d'analyse numérique représente un test pour les bibliothéques numériques multi-
précision.

De la méme fagon nous cherchons aussi a calculer 'invers¢ de fagon exacte par les
algorithmes présentés dans cette partie. Pour ce faire, nous calculons d'abord la Hhatrice
dansQ. En appliquant I'algorithme des Restes Chinois, on calcule les inverses des matrices
H, = H modp dans des corps nis premiei, , a n de reconstruire le résultat das
Pour déterminer le nombre de corps nis a utiliser, on calcule une approximation du logarithme
du plus grand des coef cients de la matride  par la formule[(5.R).

Nous n'avons pas pu effectuer ce calcul avec la bibliothéeque iRRAM, et nous appuyons

notre comparaison sur les temps de calcul donnés dans sa documentation [88, §15] (utilisant
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5. APPLICATION AUX PROBLEMES MAL CONDITIONNES

Dimension 50 100 150 200 250 300 500 | 800

#nombre premierg 13 25 37 49 61 76 125 | 200
LiINBox (P4-3.2GHz)| 0,103s| 0,87s | 3,19s| 8,30s| 16,84 | 30,83s| 169s | 775s
iRRAM (Athlon 800MHz) | 3,2s 79s | 457s | 1200s| 3052s
Calcul direct|| 0,023s| 0,215s| 0,818 | 2,1s | 4,46s| 8,29s | 51,6s| 279s

ratio LINBoX/ direct | 4,47 4,04 3,9 395 | 3,78 | 3,72 | 3,28 | 2,78

TAB. 5.1— Calcul exact de l'inverse de la matrice de Hilbert sur un Pentium4-3,2Ghz-1Go

un Athlon 800Mhz). Nous les reportons dans le tableali 5.1 en les comparant a ceux de la
bibliotheque LNBOX sur un Pentium4-3,2Ghz. Malgré la différence entre ces deux architec-
tures, on peut constater avec le tablead 5.1 que les temps mis par la bibliothéque iRRAM
restent nettement moins bons que ceux deBoX pour le calcul exact.

A titre de comparaison nous donnons le temps de calcul obtenu par la méthode directe,
utilisant la formule[(5.R) avec des entiers multiprécision. lls sont inféerieurs a ceumdiolx,
mais on peut constater que le rapport entre ces temps se réduit quand la dimension croit.
Il s'agit de l'avantage donné aihNBox par l'utilisation des BLAS. En effet, comme nous
I'avons montré dans le chapifré 2, le regroupement des opérations dans des produits matriciels
augmente I'ef cacité globale.

5.3 Ledé More Digits

Dans le cadre de la conférence RNC7, sur les nombres réels et les ordinateurs [62], la com-
pétition amicaleMlore Digits était organisée pour mesurer les performances de bibliotheques
de calcul numérique en multiprécision. Une liste de 17 problémes devaient étre résolus, avec
une précision imposee.

Parmi ceux-ci nous avons retenu le probleme 10, d'algebre linéaire :

Probléme 5.1.S0itS 2 N etM éme matrice de dimensioris é

1 2 A
A+l A+2 2A

M =
A2 A+l A2 A+2 .. A2

ou , estle générateur gseudo-aléatoire de Marsaglia dé ni par

S . = s

(69069 ; +3) mod 23

i+1

SoitM ! = [my;], anerse de la matriceM etz la somme des valeurs absolues des coef -
cientsdeM ' z= " ; jmi;j: AfcherlesN décimales signi catives de.
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Nous avons mis en ceuvre la résolution exacte de ce probleme pour calculer le numérateur
et le dénominateur de ce qui permet ensuite de calculer toutes ses décimales.

Le dénominateur de est simplement le déterminant tle. Pour calculer son numérateur,
il suft de calculer la matrice entiérdet(M )M ! en utilisant I'algorithme des restes chinois
et le calcul de l'inverse matricielle dans un corps ni, que nous décrirons dans la[partie 4.7.1.
Le déterminant s'obtient directement comme le produit des pivots de la décompadition
calculée pour le calcul de l'inverse. Ce n'est qu'une fois la maticesconstruite dan®, que
I'on peut calculer la valeur de. En effet la fonction valeur absolue n'étant pas dé nie dans un
corps ni, on ne peut calculer directement les projectiong dans ces corps.

Dimension LiNBox dansQ iRRAM : 10 décimales iRRAM : 520 décimales
A #nb premiers temps | temps| LINBOX/ IRRAM | temps | LINBOX/iIRRAM
50 82 1,01s | 0,14s 7,21 1,03s 0,98
100 160 9,141s| 1,19s 7,68 11,07s 0,83
200 312 85,23s | 13,88s 6,14 98s 0,87
300 480 5m4ls | 56,1s 6,07 5m10s 11
500 814 32m40s| 5m8s 6,35 30m20s 1,08

TAB. 5.2 — Temps de calcul pour la résolution du probleme 10 du dé More Digits sur un
Pentium 4-3,2Ghz-1Go

Les temps de calcul de notre implémentation sont reportés dans le tableau 5.2, pour des
tailles de matrices considérées comme faciles (50, 100) ou dif ciles (200, 300, 500) par
I'énoncé. Pour ces calculs, nous avons utilisé la gr&re 10 générant a chaque fois une
matrice inversible. A titre de comparaison, les temps de calcul de la bibliothR& AV [88]
sont aussi donnés pour le calcul approché du résultat,ld@me 520chiffres signi catifs. On
constate que le temps de calcul avéxchiffres signi catifs est certes nettement inférieur a
celui de LNBOX, mais reste dans un rapport constant. F@rchiffres de précision, iIRRAM
nécessite autant de temps de calcul queBoOXx pour la solution exacte. Cette précision est
inutile dans ce cas, car les numérateurs et dénominateurs de la solution rationnelle ont moins
de 325 chiffres. Cependant, cela montre qu'il existe une précision limite au dela de laquelle le
calcul exact est plus ef cace que le calcul approché multiprécision.

Ainsi, lorsque I'on cherche a augmenter la précision dans la résolution de certains pro-
blémes approchés, plusieurs approches sont envisageables. Pour certains problémes comme la
résolution de systéme linéaire, le raf nement itératif permet d'augmenter la précision tout en
utilisant l'algebre linéaire sur des mots machine, permettant l'utilisation des BLAS. Le cal-
cul ottant multiprécision permet d'aborder tous les problémes, et des bibliotheques comme
IRRAM permettent de limiter les calculs a I'obtention d'une précision souhaitée dans le ré-
sultat. Cependant la taille variable des nombres manipulés interdit I'utilisation des BLAS. A
l'inverse, le calcul exact impose le calcul de la solution dans toute sa précision, mais cette
alternative permet l'utilisation de I'ef cacité des BLAS. En ce sens il est complémentaire avec
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5. APPLICATION AUX PROBLEMES MAL CONDITIONNES

le calcul approché multiprécision et leur utilisation combinée dans des algorithmes hybrides
exact/appoché est une perspective prometteuse.
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Deuxieme partie

Le polynOme caractéristique de
matrices denses
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INTRODUCTION

Les algorithmes de calcul du polynédme caractéristique sur un corps avec des matrices denses
sont nombreux. On trouvera dans les ouvrages([48, €66, 50, 84] une description détaillée des
différents algorithmes connus jusque dans les années 1960. Ceux-ci peuvent étre regroupés en
trois familles distinctes :

Les algorithmes de type Krylov basés sur les itérés d'un vecteur par la matrice. L'algorithme
de Danilevski [23], décrit dans[[48], est basé sur des transformations élémentaires de
la matrice mais peut étre vu comme un algorithme de type Krylov [66, 86.3]. Nous
étudierons en détails les algorithmes de Keller-Gehrig [81], tantdt explicitement ou im-
plicitement de Krylov. L'algorithme de Giesbrecht [54] pour le calcul probabiliste de la
forme normale de Frobenius est aussi de type Krylov.

Les algorithmes de type Leverrier basés sur le calcul des traces des puissances de la matrice
et les formules de Newtohn [111]. L'algorithme initialement d( a Leverrier a ensuite été
redécouvert et amélioré par Souriau [102], Faddeev [22] et Frame [49]. L'algorithme de
Csanky[20] I'applique au calcul paralléle.

Les algorithmes de type Samuelsorbasés sur une formule de développement du détermi-
nant. Il a été initialement proposé par Samuelson [96], puis amélioré par Berkowitz [6].

Les algorithmes de type Leverrier ont une comple®itéh*) ouO (n' *1) en calcul séquen-
tiel et ne peuvent donc pas rivaliser avec les algorithmes de type Krylov. Il sont en revanche
adaptés au calcul parallele, et I'algorithme de Csanky permet en particulier de prouver que le
calcul du polyndme caractéristique est dans la clas8& des problémes pouvant étre résolus
en temps paralléllvg? n avec un nombre polynomial de processeurs.

Dans leur amélioration de l'algorithme de Csanky, Preparata & Sarwate [94] utilisent la
complexité du produit matriciel rapide, mais n'effectuent pas la réduction au produit matriciel.
Ce n'est qu'en 1985 que ce probleme a été partiellement traité par Keller-Gehrig [81]. La
réduction du probléme a la complexi@®(n' ) n'est donnée que pour les matrices génériques,
alors que pour le cas des matrices quelcongues, seule la com@exitélogn) est atteinte.

Ces deux algorithmes sont de type Krylov : explicitement pour le deuxieme, et de maniere

implicite pour le premier, comme nous le montrerons dans la 8.4.1. Ces complexités

n‘ont pas été ameliorées depuis et le probleme reste ouvert de trouver un algorithme général
de complexitéO (n').

Les algorithmes de type Samuelson sont de compléxipé*) ou O (n' *1), sans division.
lls sont ainsi essentiellement utiles pour le calcul dans des anneaux commutatifs.

En n, les méthodes de type Hessenberg sont basées sur des transformations élémentaires
et une formule de développement du déterminant des matrices quasi-triangulaires. Comme
I'algorithme de Danilevskj elles possedent la meilleure complexité séquentielle, en consi-
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dérant l'arithmétique matricielle classiqu&n® + O (n?). En revanche ces formules de dé-
veloppement du déterminant empéchent leur adaptation par blocs et donc ne permettent pas
d'envisager la réduction au produit matriciel.

Pour ces raisons, nous étudierons par la suite des algorithmes de type Krylov pour le calcul
sur un corps.

Pour le calcul du polynéme caractéristique sur I'anneau des nombres entiers, plusieurs me-
thodes sont possibles. Certaines utilisent uniguement des opérations d'anneau, avec éventuel-
lement des divisions exactes [1] a partir de la méthode d'Hessenberg, quand d'autres évitent
les divisions|[6, 73, 78]. Ces méthodes permettent le calcul sur des anneaux quelconques. Une
méthode plus spéci que au calcul dans l'anneaest I'utilisation du Théoreme des Restes
Chinois. Le calcul est effectué sur plusieurs corps nis premiers et le résultaZdaegt étre
reconstitué pourvu que le produit des caractéristiques de ces corps soit supérieur au résultat.
Cette technique relie donc I'algorithmique dans I'anngaavec celle dans les corps nis.

Du point de vue des complexités binaires de ces algorithmes, la méthode des Restes Chinois
est enO~(n' "' logkAk). Les technique®as de Bébé, Pas de Géappliquées par Kaltofen
dans[[73] améliorent cette complexité@n(n®°logkAk) (avec I'arithmétique matricielle clas-
sique). Plus recemment, les derniéres ameéliorations de [78, 8§7.2], utilisant les techniques de
I'algorithme de Coppersmith par blocs |15,/ 74, 114,]113] xent le meilleur exposant connu a
ce jour pour ce calcul2; 697263en utilisant I'arithmétique matricielle rapide.

A n de construire des algorithmes de calcul du polynédme caractéristiguedlanss nous
intéeressons donc d'abord au calcul dans des corps nis. Nous présentons dans le Chapitre 6
un premier algorithme de type KrylokU-Krylov , tirant parti des opérations par blocs des
chapitres P €t]3 mais dont la complexité asymptotique n'est@@e®). Dans le chapitrg|7,
nous étudions l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig, en en donnant une application
en théorie du contrdle. Le chapifrie 8 traite de I'algorithme rapide de Keller-Gehrig. En n, nous
présentons dans le chapitje 9 comment appliquer ces algorithmes au calczil dans

Ces travaux ont été initiés lors d'une collaboration avec Zhendong Wan [93, 92] puis pour-
suivis dans l'article[[36], dont la partie présente reprend et compléte les résultats.
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L'ALGORITHME LU-KRYLOV

Les méthodes de Krylov tirent I'information de la matrice a étudier en l'appliquant suc-
cessivement plusieurs fois & un méme vectelires vecteurd\'v ainsi produits sont appelés
itérés de Krylowdu vecteuw. La plus petite relation de dépendance linéaire entre ces vecteurs
est le polynéme minimal du vecteurrelativement a la matricA. Nous le noteron®’" .

C'est le polynébme unitair®, de plus petit degré, tel que(A)v = 0. Il divise le polyndme
minimal P4 de la matriceA, car ce dernier annule aussi cette séquence.

Les méthodes de Krylov reposent sur le résultat suivant, liant les calculs d'itérés d'un vec-

teur a celui de son polynéme minimal :

2 3
Do Mo
o : h | 10 m
Propriété 6.1. SoitV = v Av A?v ::: Al ly,etCoa =
1 My 1

: P .
la matrice compagnon associée au polynéﬁiﬁ]’ = X9+ id:Ol m; X'. Alors la relation
suivante est véri ée :
AV = VCPA;V : (61)

min

Si le vecteuwv engendre I'espace totad & n), alors la matrice/ est carrée et inversible.
On lit alors les coef cients du polyndme caractéristiqRe, = Prﬁ,;’ sur la matrice compagnon
V AV = Coav .

Dans le cas o@l < n, la méthode de Krylov consiste a compléter la matkicen une
matriceV en lui ajoutantn  d vecteurs colonnes, pour former une base de I'espace total.
Cette matrice véri e alors :

2 3

J— — WV X

V 'AV=4"Pm 75. (6.2)
0 Y

Le polynbme caractéristique de s'obtient donc comme le produit dEnA;,‘]’ avec le poly-
ndéme caracteristique dé, qui pourra étre calculé récursivement.
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6. LALGORITHME LU-KRYLOV

On se reportera & [66, 50] pour une description plus détaillée des méthodes de Krylov.
Nous présentons dans la suite des techniques basées sur la décompbs$itpermettant
une mise en pratique ef cace de la méthode de Krylov. En particulier, nous montrons qu'une
seule décompositiohUP de V, permet & la fois de calculer les coef cients B (sans
calculer explicitement le produit *AV) et de compléteY enV.

6.1 Le polynbme minimal par élimination sur la ma-
trice de Krylov

Nous présentons ici un algorithme qui détermine le polyndme minimal d'un vecter
lativement & une matric&. Un algorithme similaire est présenté dang [84, Algorithme 2.14],
mais ne béné cie pas des opérations par blocs pour I'élimination.

Le principe est de calculer la matrikg,, de dimensiom n (appelée matrice de Krylov),
dont laiéme colonne est formée par le vectéur v, puis d'effectuer une élimination sur
cette matrice. Plus précisément, on calcule la décompodi@auP(voir partie[ 3.2 et[[71]) de
la matrice 'K »., . Lesd premiéres colonnes d€,,, (d est le degré de,:" ) sont linéairement
indépendantes et les d suivantes sont des combinaisons linéairesig@emieres. Pour cette
raison, la matric&) de la décompositiohQUPest la matrice identité, et cette décomposition
correspond a la décompositiblyP desd premiéres lignes déK ., . Elle peut étre représentée

comme sur la gur¢ 6]1.

FIG. 6.1— Décompositioh. QUPde la matrice de KryloK 4.,

A partir de cette décomposition, on obtient les coef cients du polyn@ﬁ%‘ par une
simple résolution de systeme linéaire :

lesd coef cients deP~¥ . Alors
‘m = I-d*'ll-lz:]?d:

Démonstration.NotonsK = 'K, . On a alors

Kar = (A%)
X1 .
= m; (AIV)
i=0
= m Kld



6.2. CALCUL D'UN SOUS-ESPACE SUPPLEMENTAIRE PAR COMPLEMENT DE
SCHUR

AinsiLg1UP = m Li.gUPetdonem = LgiiL,2y,. O

On en deduit directement I'algorithme 6.1.

Algorithme 6.1 : MinPoly : Polyndme minimal d'un vecteur relativement a une matrice
Données. A une matricen  n etv un vecteur de dimensiam
Résultat: P (X), le polyndéme minimal de relativement 3
début

Kim1=V

pouri =1 :::log,(n) faire

K1:::n;2i 14120 = A? 1K1:::n;1:::2i 1

(L;Q;U;P) = LQUR 'K);d = rankK)

— . 1
m=Lau "l‘;\:/L:::d . P 41 '
retourner P (X) = X%+ ., mX'

min

L'opération dominante dans cet algorithme est le calcul des puissahdeda matriceA,
soit log, n produits matriciels. La complexité est do@c(n' logn) opérations algébriques.
Cependant, on peut aussi obtenir la maticen calculant les itérés successivement, avec
n produits matrice-vecteur de la formé:....j +1 = AK 1. . La complexité devient alors
O (n%). Pour! = 3, cette derniére approche est donc préférable, car elle ne fait pas intervenir
de facteur logarithmique.

Par ailleurs, on peut fusionner les opérations de construction des itérés et leur élimination
LQUPdans un schéma de type maitre-esclave : I'algorith@&Ps'effectue sur les lignes de
'K disponibles, et lance le calcul des lignes manquantes, lorsqu'une opération implique un
bloc non complet. Ceci permet d'économiser le calcul d'itérés linéairement dépendants. La
structure en bloc de l'algorithmeQUPimpose de calculer ces itérés en blocs et ne permet
donc pas d'arréter le calcul au premier itéré linéairement dépendant. En revantiest &
degré deP,ﬁ;,‘]’, on peut certi er qu'au plud itérés seront calculés. Ainsi les complexités de
I'algorithme peuvent s'exprimer en fonction du degré du polyndme minimal. Avec la multi-
plication matricielle rapide O (n' logd) en multiplication matricielle rapide, oD (n2d) en
multiplication classique.

En n, dans le contexte d'un calcul dans un corps ni suf samment grand, cet algorithme
permet de calculer de facon probabiliste le polyn6me minimal de la maric®i les co-
ef cients dev sont tirés aléatoirement et uniformément dans un sous-ensé&rthlecorps,
la probabilité de réussite est minorée flar n=jSj (en appliquant I'analyse de Wiedemann
[119]).

6.2 Calcul d'un sous-espace supplémentaire par com-
plément de Schur

Une fois calculée une base du sous espace invariant engendrée par le vedtéamt
la compléter en une base de I'espace total pour obtenir la forme triangulaire supérieure par
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6. LALGORITHME LU-KRYLOV

blocs de I'équation (6]2). Cette opération est effectuée par I'algorithme 4.2. On notera, que la
décomposition.QUPdans cet algorithme a déja été effectuée pour le calcEPlﬁqu
On peut donc maintenant écrire |'algorithine|6.2.

Algorithme 6.2 : LU-Krylov  : polyn6bme caractéristique par la décomposititiP de
la matrice de Krylov
Données. A une matricen  n sur un corpK

Résultat: P4, le polyndme caractéristique de

début
Tirer un vecteuwr aléatoirement et uniformément dad$
P =pMinPoly(A;y) de degréd; I+ Ja décomposition
'WV= L; U U, Ppour V= v Av ::: Adly est calculée
* [

si (d= n) alors

| retourner PA, = PAY

sinon 2 3
A% A9

A’= P'AtP =471 "2 5 opAd isd d
A% A%
1
bz AhSUS vy = LUKrylov (AY,  AYS,'S)

Av A, Ay S!S,

| retourner P&, = P car

Theoréme 6.1.L'algorithmeLU-Krylov  calcule le polynéme caractéristique d'une matrice
A de dimensiona n enO (n®) opérations algébriques.

Démonstration.SoitV la complétion d&/ obtenue dans I'équatign 4.1 et on pose

2 3
YtAY 1 — 4_h Cprﬁlxl ‘ 01 i 5
01,4 P'A'PU L
2 3
t
- 4_h Coa 1_1815
AY, A% UL
_ 4 Ce 05
Z R

oUR =A%, AU, U,.
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6.2. CALCUL D'UN SOUS-ESPACE SUPPLEMENTAIRE PAR COMPLEMENT DE
SCHUR

Le polyndme caractéristique étant invariant par similitue|, est égal au produit des po-
lynémes caractéristiques des deux blocs diagonaux de cette matrice. Ainsi,

. 0 0 1
Phy= Py PAE B
Soit TLukyiov (N) le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme et
Tminpoy(N; d) celui de I'algorithmd 6.]1 appliqué a une matrice de dimensionsn dont le
polyndme minimal est de dégde
En utilisant le produit matriciel classique, on a :

Teuk(n) = Tminpay (N;d) + Tigudd;n) + Tysm (N d;d+ Tygn d;d;n  d)
+Tuk(n  d)
O n?d+ d’n+ dzgn d+dn d? + To(n d)

X
O nzdi + d,2n =0 nd

oules(d; 1) sont Ie|§ degrés deronnémes minimaux calculés a chaque appel récursif. lls
véri ent en particulier . di = net . d* n2
0

Comme nous l'avons vu dans la pa6.1, l'algorithme calcuRfjl donne de fagon
probabilisteP . . Si tel est le cas pour chaque appel récursif, la suite de ces polyndmes mini-
maux correspond aux facteurs invariants de la makic&insi cet algorithme calcule de fagon
probabiliste la forme de Frobenius de Dans le cas contraire, l'algorithme reste cependant
déterministe car la dimension du blBcdécroit strictement a chaque appel récursif. Dans ce
cas les facteurs apparaissent dans un ordre différent de celui de la forme normale de Frobenius.
On trouvera dans [104, 89.3] comment obtenir la suite des facteurs invariants a partir d'une
décomposition en facteurs quelconquere.

Bien que cet algorithme soit basé sur des opérations par blocs, sa complexité ne peut
pas se réduire a celle du produit matriciel. En effet, en remplaGamdoy = O (n?d) par
O (n' logd), les termedogd, ne peuvent se sommer éogn. De méme pour les termes
d ?n? qui ne peuvent se sommer ah pour! < 3. C'est justement sur ce point que l'al-
gorithme par branchements de Keller-Gehrig propose une réponse en atteignant la meilleure
complexité algébrique d® (n' logn) connue pour ce probléme.
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L'ALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE
KELLER-GEHRIG

Nous rappelons ici I'algorithme par branchements de Keller-Gehrig, en le présentant dans
un contexte plus général : le calcul de la matrice de Krylov compressée d'un ensemble de
vecteur8B = [byj:::jh,] relativement a une matrigk. Ceci permet a la fois une présentation
simpli ée de I'algorithme et son application a un probléme issu de la théorie du controle : le
calcul de la forme de Kalman. L'algorithme original de Keller-Gehrig consiste a chdisir
|, et considérer une transformation de similitude a partir de la matrice de Krylov compressée
obtenue. Nous dé nissons la matrice de Krylov compressée dans la[paltie 7.1, puis détaillons
I'algorithme pour son calcul dans la parfie]7.2. Nous présentons certaines améliorations pour
sa mise en pratique dans la paftie] 7.3. En n nous étudions comment |'appliquer au calcul de
la forme de Kalman dans la parfie [7.5.

7.1 La matrice de Krylov compressée

SoitA etB deux matrices de dimensions netn m respectivement. On considére la
matrice de KrylovK de dimensiom (mn), engendrée par las vecteurs colonnes de la
matriceB et leurs itérés par la matride :

! .
K = bl:::Anlbl:::bm:::Anlbmli (7.1)

Soitr le rang de de&K . Evidemment  rankB). Formons la matric& de dimension
n r etde rang plein, en prenant lepremiéres colonnes linéairement indépendantes de la
matriceK .

Dé nition 7.1. K est la matrice de Krylov compressée de la matBceelativement a la
matriceA.

Si un vecteur colonné&kly est linéairement dépendant avec les colonnes précédentes dans
K, alors tout vecteur de la formfgh ;| > k sera aussi linéairement dépendant. Par conséquent
K est de la forme suivante :

K = bl‘:::‘Adl 1bl‘:::‘bm‘:::‘Adm lbmI (7.2)
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7. LALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE KELLER-GEHRIG

pour degd vériant0 di n 1etP modi=r.

L'ordre dans le choix des vecteur-colonne indépendants (de gauche a droite) peut étre in-
terprété en terme d'ordre lexicographique pour la séquémdeEn suivant Storjohanmn [104,
Fact 9.4], la matrice de Krylov compressée peut donc aussi étre dé nie comme suit :

Dé nition 7.2. La matrice de Krylov compressée de la matifieelativement a la matrica
est la matrice de la forme

h [
bl‘::: ‘Adl 1bl‘::: ‘bn‘::: ‘Adm h,
de rang, telle que la séquende;) est lexicographiguement maximale.

Nous présentons dans la partie suivante un algorithme calculant cette matrice de Krylov
compressee.

7.2 Principe de l'algorithme

Le calcul de la matrice de Krylov compressée se décompose en deux taches : le calcul d'ité-
rés, et la sélection de vecteurs linéairement indépendants. Cette derniére opération correspond
a la mise sous forme réduite en colonne décrite dans la parjie 4.1. Pour cette opération, Keller-
Gehrig a proposeé daris [81, 84] un algorithme de mise sous forme échelonnée. Nous proposons
d'utiliser a la place l'algorithmé 4]1 (page]84), de description plus simple, et permettant cer-
taines améliorations, comme nous le verrons dans la parlie 7.3. Pour le calcul des itérés, il
suf t de calculer lesdlog,(n)e puissances da :

Le schéma suivant permet alors d'obtenir tous les itérés d'un velgteur

8
< )
[VijAZ V]

Vo
Via

(7.3)

ou la matriceV; a2' colonnes.

Cependant, on ne peut pas calculer explicitement la maiidg.1) pour ensuite en dé-
duireK sa forme réduite en colonne. En effétestn  n? et son calcul demand@ (n' **)
opérations. L'algorithme par branchements de Keller-Gehrig consiste donc a combiner chaque
étape du calcul des itérés avec mise sous forme réduite en colonne : une élimination est effec-
tuée aprés chaque multiplication g pour éliminer les itérés linéairement dépendants avant
l'itération suivante. De plus, si & I'étapeun vecteuly n'a quek < 2' itérés linéairement in-
dépendants, il n'en aura jamais davantage. Ainsi le schéma (7.3) ne sera appliqué qu'aux blocs
d'itérés de taille2'.

Nous pouvons maintenant présenter l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig dans
I'algorithme[7.].

Theoréme 7.1(Keller-Gehrig) Soit A et B deux matrices de dimensions netn m
respectivement, aven = O (n). La matrice de Krylov compressée Berelativement aA
peut étre calculée e® (n' logn) opérations dans le corps.
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7.2. PRINCIPE DE LALGORITHME

Algorithme 7.1 : Matrice de Krylov Compressée [Keller-Gehrig]

Données. A an n matrixovera eld,B,an m matrix
Résultat: (K;r ) comme dang (7]2)

début
i=0
Vo= B =(Vo1; Vo2, 15 Vom)
C=A

tant que (9k; Vi a2 colonnesYaire
pour tout j faire
si (V;; a strictement moins d2 colonnes Jlors
Wi =V
sinon
LW =[ViiCV;]
W = [Wyj i1 jWy]
Viae = FRQW) (r = rank(W)); /% Vieg =[Visr1) 20 jVisrn] 00 Visgy

sont les vecteurs de W, présents dans Vg */
cC=C C
Li=i+1
retourner (V;;r)
n
Démonstration.D'apres l'algorithme 7.1 (cfl[81]). O

L'algorithme de Keller-Gehrig a été introduit pour le calcul du polyndme caractéristique.
La propriété 7.1 montre le lien entre matrice de Krylov compressée et une forme proche de la
forme normale de Frobenius, permettant le calcul du polyndme caractéristique.

Propriété 7.1. SoitK la matrice de Krylov compressée de la matrice identité relativement &
une matriceA. Alors la matriceK "AK est sous forme Hessenberg polycyclique : elle est
triangulaire supérieure par blocs, avec des blocs compagnons sur la diagonale et ses blocs

supérieurs sont nuls sauf sur leur derniére colonne.
2

0

K 'AK = (7.4)
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7. LALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE KELLER-GEHRIG

Corollaire 7.2 (Keller-Gehrig) Le polynéme caractéristique d'une matrice carr&el'ordre
n peut étre calculé e® (n' logn) opérations dans le corps.

Démonstration.Le polyndme caractéristique de la matrice Hessenberg polycyc[igye (7.4) est

le produit des polynémes associés a chacun des blocs compagnons de sa diagonale. Et comme
les déterminants sont invariants par transformation de similitude, il est égal au polynéme ca-
ractéristique dé\. O

7.3 Obtention de la forme polycyclique

Pour obtenir la forme Hessenberg polycycligbe(7.4), Keller-Gehrig suggére de calculer
simplement le produiK 'AK ce qui engendrd; 66n° opérations dans le corps supplémen-
taires (avec le produit matriciel classique).

Or en utilisant la factorisationQUPpour calculer la forme réduite en colonnes (algorithme
), nous disposons gratuitement de la décompodif@dPdeK , ce qui permet d'économi-
ser2=3n° pour ce calcul. Mais il est méme possible de réduire ce colitpou estle nombre
de blocs diagonaux dans la forme Hessenberg polycyclique. II s'agit d'une généralisation de
la technique de la par 6.1 pour le calcul du polynéme min

Tout d'abord, considérons le cas otr 1 (lesn itérés d'un seul vecteuursont linéairement
indépendantsKX = [VjAvj:::jA" v]vérie

2 3
Mo

0 m
K 'AK = !

1 mn 1

ou P,ﬁ,,‘{ = X" P inzol m;X'. On obtient donc la forme Hessenberg polycyclique en calculant
le polyndme minimal dé\ etv avec l'algorithme 6.]1.

Nous montrons ensuite le cas de= 2 dont la généralisation est évidente. La glre]7.2
représente leur matrice de Krylov compressée et la madtramsa décompositidoQUR four-
nies par l'algorithme par branchements. La premiére relation de dépendance ptmlntient
comme précedemment ( gufe 7.1). Pour le vecteyrla premiére relation de dépendance

FIG. 7.1— Calcul des coef cients de la premiere relation de dépendance linéaire

linéaire obtenue pour le vecte@f2v, s'écrit :

® 1 1
A%y, = Alv, + Alvg:



7.3. OBTENTION DE LA FORME POLYCYCLIQUE

0
LQUP
—
Vo
N
o 0L,
n I,
A?ZVQ 0

FIG. 7.2— Matrice de Krylov compressée a deux itérés

On obtient alors les vecteurs de coefcients= [ jJet = [ j] comme les solutions du
systéme décrit sur la gure 7.3.

FiG. 7.3— Calcul des coef cients de la seconde relation de dépendance linéaire

Il suft ensuite de construire la matrice de Hessenberg polycyclique a partir de ces coef -

cients : 2 3
0 0
0 1 1
H = 1 di 1 d 1
0 0
1 O 1
1 d 1

Cette technique s'applique a tous les blocs d'itérés, et par conséquent, la matrice de Hes-
senberg polycyclique peut étre calculée emesolutions de systemes linéaires.

Remarque 7.1.Comme ces résolutions utilisent la méme matrice triangulaire, on peut envisa-
ger de les regrouper en une résolution de systeme multipha (). Dans I'exemple précédent,
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7. LALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE KELLER-GEHRIG

il s'agit de calculer 2 39 3,

4I1 05 4'-l 5

n |2 N L,

Cette méthode a l'inconvénient d'ignorer les zéros du membre de gauche et peut donc aug-
menter le nombre d'opérations. En revanche si O (n), la méthode habituelle nécessiterait

O (n) résolutions de systémes linéaires, &{in3) opérations, ce qui dominerait la complexité

O (n' logn). La résolution simultanée ne nécessite quant a ellénue 2n?) opérations, ce

qui reste cohérent avec la complexité globale de I'algorithme.

Noter aussi que pour le calcul du polynébme caractéristique, la forme polycyclique n'est
pas nécessaire, mais seuls les coef cients des blocs diagonaux importent. Ainsi, on peut se
contenter de ne résoudre que les systeimes L ; etl, = L ,. Le co(t total devient alors
O (n?) par la méthode classique.

7.4 Comparaisons expeérimentales
Nous avons implémenté les deux algorithrh&sKrylov et Keller-Gehrig par branche-

ment, en utilisant les routines présentées dans la partie | et la représentation positive des corps
nis de Modular<double> . La gure[7.4 compare les temps de calcul des deux implémen-

Comparaison entre LU-Krylov et Keller-Gehrig par banchements
1.6

< Keller-Gehrig par branchements —+—
ol \\ LU-Krylov i
1.27 I ]
| K
w 1F \ \\\ - 7
e o \
S 08f - \ |
| —
g 0.6 |
04 |
0.2 + |

O | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Nombre de blocs

FIG. 7.4— Comparaison entre les algorithmés)-Krylov et Keller-Gehrig par branche-
ments sur un Pentium4-2.4Ghz-512Mo

tations pour une suite de matrices d'or@@dansZ,;, dont on fait varier le nombre de blocs
dans la forme de Frobenius.

Il ressort que_U-Krylov  est le plus rapide sur toutes les matrices. Ceci est di au facteur
logn supplémentaire dans la complexité de I'algorithme par branchements. Ce surcolt n'est
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7.5. APPLICATION AU CALCUL DE LA FORME DE KALMAN EN THEORIE DU
CONTROLE

pas ici compenseé par le produit matriciel rapide car la dimerg@@est trop faible. Plus préci-
sément, on remarque que le temps de calcul de ce dernier algorithme décroit quand le nombre
de blocs augmente. Cela provient du fait que ce fadtEpn est en failog dyax, OU dmayx €St

la dimension du plus grand des blocs diagonaux. Or pour ces matrices, cette valeur diminue
guand on augmente le nombre de blocs. A l'inverse, le temps de caldldaylov  est
presque constant, mais en légére augmentation quand le nombre de blocs croit. Ceci provient
du fait que les produits matriciels mis en oeuvre ont des dimensions de plus en plus rectangu-
laires : ce qui pénalise l'ef cacité des BLAS.

7.5 Application au calcul de la forme de Kalman en
théorie du contréle

En théorie du contrble, la forme de Kalman intervient dans I'étude de probléemes de contréle
de systemes différentiels linéaires. On étudie des systémes de la forme

X(t) = AX (t) + BU(t)

ou X (t) est un vecteur de dimension A est une matrice carrée d'ordne B est une matrice

de dimensiom m etU(t) est le vecteur de contr6le de dimension L'espace d'état se
décompose en un sous-espace controlable et un sous-espace libre. Il est alors utile de repré-
senter ce systeme de fagcon canonique, en séparant ces deux sous-espaces. C'est ce que permet
la forme de Kalman, introduite daris [72].

Theoréme 7.3(Kalman) SoitA etB deux matrices dans un corps, de dimensiona n et
n m respectivement. Saitla dimension de I'espace engendré par les vecteurs colonne de

inversibleT d'ordre n dansK qui véri e
2 3 2 3

TlAT:4H X 5;4815:T B
0OY 0

ouH etB; sont respectivement de dimensionsr etr m.

7.5.1 Complexité du calcul de la forme de Kalman

Une premiére étude daris [38] met en évidence les liens entre les algorithmes de calcul des
matrices de Krylov et celui de la forme de Kalman. Suite a une remarque de Gilles Villard
[116], nous avons poursuivi cette étude, pour aboutir au résultat suivant :

Theoreme 7.4.SoitV la matrice de Krylov compressée @erelativement 3A. SoitT la
matrice inversible obtenue en complétahen une base d& " par I'ajout den  r vecteurs
colonnes a droite. Alor§ véri e la dé nition de la forme de Kalman d& etB.

Démonstration.La matriceV véri e la relation

AV = VH
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ouH est de dimension r et est sous forme Hessenberg polycyclique|(7.4). Nolors
[Viw].
Alors 2 3
h [
H X
AT = AV |AW =T4 5:
0Y

naison linéaire de colonnes ¥e:

2 3
B=T4 !5,

0

]

Corollaire 7.5. La forme de Kalman dé etB peut étre calculée e® (n' logn) opérations
dans le corps.

Démonstration.D'aprés le théorémie 7.1, la matrise peut étre calculée dans la complexité
annoncée. On compléte celle-ci par I'algorithme 4.2 pour obtenir
2 2 33

r=41|p7a ° 55

Inr

ol 'V = LUP estla décompositiohUPde 'V.

Reste ensuite a calculer les blddsX;Y etB,, avec des produits matriciels et des réso-
lutions de systémes. Toutes ces opérations étadx(@n ), c'est le calcul d&/ qui domine la
complexité. H

Ce dernier résultat améliore celui donné dans [38, Theorem 2] d'un fatteur

7.5.2 Mise en pratique

Nous proposons l'algorithrrje 7.2 pour la mise en oeuvre du calcul de la forme de Kalman,
a partir de l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig.

Theoréme 7.6.L'algorithme[7.2 est correct et nécessidign' logn) opérations dans le corps.

Démonstration.On rappelle (d'apres la preuve du theoréme 7.4) que

2 2 33 2 3
aT=4av ap4 O55=T1a" X5
Inr oY
On rappelle aussi que 2 32 3
t t
7=tpa Nt O5at 0Oy
tU2 In r O Inr
| —fz— 3} —fz—1)
U L



7.5. APPLICATION AU CALCUL DE LA FORME DE KALMAN EN THEORIE DU
CONTROLE

Algorithme 7.2 : Kalman-KGB : Kalman-Keller-Gehrig par Branchements

Données A etB deux matrices dans un corps, de dimensionn etn  m
Résultat: r; T; H; X; Y; B ; comme dans le theoréme 7.3

1 (V;r) = CompressedKrylovMatrix (A;B)
2 si (r=n) alors
3 \ retourner (n;1d; A; ;;;;B)
4 sinon
5 | (L [UsUa P) =, LUP( V)

T=4v | p4 0 55
6 In r
7| Bi=L TU, "RB 3

0 0
o= patp =4 A Aizg

g Ay A

o | X =1L Tu,TAY,

0 | Y=AY 'U,'U, 'AY,

11 pour tout j faire

12 L m; = IjL 1 comme expliqué dans la par.3

13 | Construire la matrice polycyclique d'aprés lesn;, comme vu dans la parfie 7.3.
14 retourner (r; T;H; X;Y;B 1)
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2 3 2 3
- t—t— 4 X t 0
DoncX etY vérient U L4 5=PpPA'P4 ~ 5,
2 3
A% A9
En posanA®= PA'P = 41t "5 on obtient
A% A,
2 32 3 2 3
t t 0
a4 Y 0g5q X5 _4Ans.
U, 1o Y A9,
et le systeme 8
< UL ULX = AY;
WX +Y = AY;
admet la solution suivante :
8
< X — tL 1'[Ul lAgz;

Y AY, Uy tUp TAY,;
En n, pour B4, on tire deT B; = B I'équation :
B;= 'L ''U; 'PB:
O

Remarque 7.2.La décompositiorLUP de 'V est déja effectuée a la sortie de I'appel a
CompressedKrylovMatrix . L'étape 5 peut donc étre supprimée.

Pour le calcul du polynéme caractéristique, I'algorithmé-Krylov  est une alternative
a l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig, et nous avons montré dans |g partie 7.4
qu'elle est plus ef cace en pratique. De la méme fagon, nous proposons l'algorithine 7.3,
inspiré de l'algorithme.U-Krylov , dont la complexité algébrique e3t(n®) mais ayant une
meilleure ef cacité pratique (présumée).
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CONTROLE

Algorithme 7.3 : Kalman-LUK : Kalman-LU-Krylov

Données A etB deux matrices dans un corps, de dimensionsn etn m
Résultat: r; T; H; X; Y; B ; comme dans le théoréme 7.4

déebut

8=B1p i

S K= v Av A%

(L; [U1jUs]; P) = LUP(K T); 11 = rankK)

[/ * La matrice K est

calculée au vol : au plus 2r, colonnes sont calculées * [
m=(mgy;:5;mMy,)= Lyl
f=Xm =2 mXt
si (r; = n) alors
| retourner (n;1d; A; ;;;;B)
Ssinon 2 3
A% AY
A= PAPT =4 "1 "2 5 o0 estry 1y,
A% AL
Ar =A%  URY TAL 3
T T
go-4ab U4 U G54
0 | Uju, ™ 1
2 3

Calculer la permutatiof telle queB®Q = 4 SouZest(n ry)
0 Z

si( =0) alors
X =L Tu, TAY,
Y = Ar 2 33

t=4k pta 055

II"I rp

retourner (ry;T;Ci;X;Y;X)

sinon
(1 T2 H@; %@ w2 B{) = Kalman-LUK (Ag;Z)
T®

J=L TU,TALT®@ = 3, 3, ;/* J; et J, sont resp. r; Iy

et Fp (n rg rz)&/ 3
4G g _g)2p

0 H® X @
retourner (r{+ ry; T;H; X;Y @:B,)
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L'ALGORITHME RAPIDE DE
KELLER-GEHRIG

Le calcul du polyndme caractéristique sur un corps est le dernier probleme canonique en
algébre linéaire qui n'a pas été réduit au produit matriciel. En effet la meilleure complexité
connue a ce jour est celle de I'algorithme par branchement du chapitreQr(ehlogn).
Cependant Keller-Gehrig décrit dans|[81] un algorithm&©egm' ), appeléalgorithme rapide
pour des matrices génériques.

Nous rappelons son principe dans la parti¢ 8.1, puis nous mettons en évidence, dans la partie
8.9, lintérét pratique de cet algorithme par une étude ne de sa complexité et en nous appuyant
sur des résultats expérimentaux. Ceci justi e que I'on s'intéresse a sa généralisation, a n de
supprimer la contrainte de généricité. Nous avons initié des travaux sur le sujet en proposant
dans la parti¢ 8|3 des modi cations signi catives de I'algorithme, pour relacher la contrainte
de généricité et permettre a l'algorithme de traiter plus de cas. En outre nous fournissons, dans
la partig[ 8.3.p, une preuve de validité avec les matrices génériques pour ce nouvel algorithme.

Une autre piste pour sa géenéralisation est le recours aux techniques de préconditionnement,
développées pour les algorithmes de type Krylov. Dans son article, Keller-Gehrig dit s'étre
inspiré de l'algorithme de Danilevski[23] et sa description dans [66]) pour son algorithme
rapide. Il semble en particulier ne pas étre basé sur une méthode de Krylov. Nous montrons
dans la parti¢ 8.4/1 qu'il s'agit implicitement d'un algorithme de Krylov par blocs, ce qui
permet d'envisager l'utilisation de préconditionnements.

8.1 Notations et rappel

On dé nitles matrices;; de dimensions 2', enplagant, entre les ligne§j 1)2+1 et
j 2. Il s'agit d'une généralisation “par blocs” des vecteurs de la base canonique. En particulier,
multiplier une matrice a droite pdr; revient a en extraire [geme bloc colonne.

On rappelle qu'une matrice carrée d'ordrest sous la formen-Frobenius si elle s'écrit

2 3
4 5.
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En particulier, toute matrice d'ordm est sous form@-Frobenius et les matrices sous forme
1-Frobenius sont les matrices compagnon.

L'algorithme de Keller-Gehrig consiste a transformer la matrice initl{de= A en une
série de matriced; sous formen=2-Frobenius par des transformations de similitude. Au
nal, la matrice Aj,g,n = Cpp, €st une matrice compagnon, dont on lit les coef cients du
polyndme caractéristique sur la derniere colonne.

Chacune de cagrandes étapesécritA; = K, A; 1K et se décompose eh 1 petites
étapegyui sont elles-mémes des transformations de similitude avec une majricgn de nit
ainsi les matrices intermédiairés; telles que :

Aio= Ai ;A2 1= AietAjja = U A Uy

On en déduit que
Ki=U.1:::Uio g

L'algorithme consiste a choisir les matricedlg comme suit :

0
Ull = | Vu]
Rﬁi_/ |
n-2 2

avecVy; = AjjJa (dernier bloc colonne d&;; ). La gure@ illustre le principe d'unpetite
étape

O Ci,j Ci'j i,j+1
) 0 N
CI’J - bl i _ ﬂ
Ui,j: |d 2 Ai,j I d B . Czl Ai,i*I BLM Ci2,j+1
0 Id 0 Id
-2t 2 2 2 2 2 (12 2

FiG. 8.1— Principe d'une petite étape de l'algorithme rapide de Keller-Gehrig

Cet algorithme est valable si, au cours du calcul, toutes les matijgesont inversibles,
permettant d'effectuer ainsi les transformations de similitude. Dars [81], Keller-Gehrig es-
guisse une preuve pour montrer que c'est toujours le cas avec des matrices génériques. Néan-
moins cette preuve reste tres allusive et sujette a caution. Nous donnons dans [a pdrtie 8.3.5,
une preuve de généricité pour une version modi €e de l'algorithme.
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8.2 Intérét pratique de l'algorithme

8.2.1 Etude de la constante dans la complexité algébrique

L'algorithme rapide de Keller-Gehrig est asymptotiquement le meilleur, mais la notation
O (n') cache souvent une constante multiplicative grande, rendant I'algorithme inapte a la
mise en pratique. Comme dans les chapjtfeq 3 et 4, nous donnons dans l¢ lemme 8.1 le terme
dominant de la complexité algébrique de cet algorithme, montrant ainsi qu'il est du méme
ordre de grandeur que celui de I'algorithing-Krylov

Lemme 8.1. Le calcul du polyndme caractéristique d'une matrite n avec l'algorithme
rapide de Keller-Gehrig (s'il aboutit) nécessiten' + o(n') opérations sur le corps, ol

28 15 20 3 1) 2 2 1 1

T @ e @z ) 7T 12212 1@ L D@ 0

Remarque 8.1.En particulier, avec la multiplication matricielle classique,£ 3;C, = 2),

on obtient |, = 176=63 2;794 A titre de comparaison, l'algorithmeU-Krylov  appelé

sur une matrice générique nécesge 2=3)n®  2; 6673 opérations sur le corp&i® pour

le calcul de la matrice de Krylov @=3n2 pour sa décompositionUP). Les deux algorithmes

ont donc une complexité algébrique voisine (avec I'arithmétique classique des matrices). Il est
donc intéressant de les comparer en pratique.

Démonstration.Nous noteron¥ ,.., la sous-matrice extraite @€ en prenant les lignes d'in-
dice compris entra eth. Comme dans la partie 8.1, on indice pégsgrandes étapestj les
petites Chaquepetite étapgeut étre décrite par les opérations suivantes :

- 1
1 Br? 2141 - C1:::2i B1:::2I
2 B(l):::n 2i = C2i+1:::nBr? 2i+1::n + Boisin
3 CO = BCC +1:: +21
4 Cg' +1 21+ += Cl:::
5 Cgi+ s1on T 7 Cois +1:n

La premiere opération est une résolution de systemes multiples : elle consiste en une dé-
compositionLUP et deux résolutions de systemes triangulaires multiples. Les deux opérations
suivantes sont des produits matriciels. En n, les deux dernieres sont des additions dont le
codt est dominé par les opérations précédentes. Le colt d'une transformation de similitude est
donc:

Tij = Te(2:2) +2Trrsm(2;2) + Tum(n 2:252) + Tum(n; 2 2):
D'aprées les lemmes 3.1 [et B.2 on obtient

c 2 2 Ci
22 2 1)@ T 1) @ 2 1)
2! 3+2! 1 1
@z DEg 0
D

Tij @) + @) +c(n 2)@) t+cin@) !

1 +2nC, (2")'
}

Ci (2)'
|
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Le terme dominant dans la complexité de I'algorithme est donc

loggn=2) n-—)gi 1 loggn=2)

T = Ty = % 1 C D (2) +2nc (@) ¢
i=1  j=1 i=1
loggn=2) | | |
= C (D: 2)n@) +2n%@2Y) 2 D, (@YH':
i=1
Et comme
Iog(n:Z) X X
- n 1
2') = = + o(n*
@Y= T gt A
on obtient :
D2 1 2
= C - + .
' 2 2 tr 1y 21t 1 222 1
Or
D = 52 3 1 1
b 2 2 e 11
on adonc
- 25 22 3 1) 2, 2 1 1

@ DR T 2@ 2 1) 21t 1 22 1 2 1 2 ! ne@ 1

8.2.2 Comparaison expérimentale

Avec le produit matriciel classique, cet algorithme est proche de l'algoritith&rylov
en terme de complexit®(793 contre2; 66?3). Il est donc intéressant de les comparer en
pratiqgue. Nous les avons donc implémentés, avec I'implémentation de corpodhilar-
<double> et les routines de la bibliotheqditas_ffpack décrites dans les chapitigls 2
et[3. Pour simuler des matrices génériques, nous utilisons des matrices denses aléatoires sur le
COrps Ni Zgsso1.

La gure 8.7 compare les vitesses en Mfops de ces deux implémentations. On constate que
I'algorithme LU-Krylov  est plus rapide pour des matrices de petites tailles, mais l'ordre s'in-
verse pour des dimensions supérieures a 1500 et la différence tend a augmenter. Ce compor-
tement provient de la fagcon dont 168s(n®) opérations sont effectuées. En effat]-Krylov
est basé en partie sur des produits matrice-vecteurs (calcul de la base de Krylov) alors que I'al-
gorithme rapide de Keller-Gehrig est basé sur des produits matriciels. Or les BLAS sont plus
ef caces pour les produits matriciels que les produit matrices-vecteur, et ceci, d'autant plus
gue la dimension est grande. Ceci corrobore le point vue énoncé dans l'introduction du cha-
pitre[3 : les algorithmes reposant sur le produit matriciel, sont a la fois intéressants en théorie
(pour la réduction de la complexité én(n' )) mais aussi en pratique.
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Comparaison entre Keller-Gehrig rapide et LU-Krylov
1800

‘ "LU-Krylov 2,663 ———
§ ; ) A
1600 - Keller-Gehrig rapide 2,794n"3
1400
1200 e
& 1000 o
s /
800 | p
/
600 /
400 | /
200 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

n

FIG. 8.2 — Comparaison des vitesses entre l'algorithme rapide de Keller-GehrigUet
-Krylov  sur un Pentium4-2,4GHz-512Mo

8.3 Vers une généralisation pour les matrices quel-
conques

Nous proposons ici quelques idées pour élargir le champ d'application de l'algorithme ra-

pide de Keller-Gehrig. La limitation de I'algorithme vient de ce qu'il suppose le 8igcde la

gure B.J]inversible. Ce bloc joue un réle de pivot pour une élimination par blocs (la multipli-
cation a gauche pa# 1). Nous montrons comment relacher cette contrainte en composant un
bloc pivot de taille aussi grande que possible, permettant d'effectugratite étapesimilaire
acelle de la gur¢ 8]1.

Pour ce faire, il faut mettre la colonfi&sous un pro | de rang générique en appliquant des
permutations, d'aprés la méethode de la partie 4.1.2. Ces permutations modi ent la structure de
la matrice, c'est pourquoi nous commencons par donner les nouvelles notations dans la partie
8.3.1. La parti¢ 8.3]2 montre comment mettre la colo@rsous pro | de rang géneérique et la
partie/8.3.B indique comment appliquer la transformation de similitude pour effectoetitia
étape Nous décrivons en n, dans la parfie 8]3.4, les limitations de cette méthode.

8.3.1 Geénéralisation des notations

Nous appelons forme m-Frobenius généralisée, une matrice sous la forme

0
> |B
W_JKH
n-m m

131



8. LALGORITHME RAPIDE DE KELLER-GEHRIG

ou P est une matrice de permutation. Chaguande €tapeonsiste a transformer une forme
2'*1 -Frobenius généralisée en une forghd-robenius généralisée. Avant et aprés champie
tite étape la matrice est sous la forme indiquée dans la dure 8.3. On retrouve la forme de

0 D
A= B C|avecB3 |E| .R etD= m
T 0 R, S et T sont des permutatiol
—_—— "
| +r m 2 Lo

FIG. 8.3— Structure de la matrice a chaque itération

I'algorithme initial ( gure[8.1) en prenant toutes les permutati®sS et T égales a l'identité.
On dé nit les lignespermisescomme étant les lignes d'indice inférieur &  pour les-
quellesD estnulllg=fi 2 [1::: + ];D;=[0:::0]g.

8.3.2 Mise sous pro | de rang générique de C

Nous nous placons ici dans le cas 2'. Le traitement du cas opposé sera précisé dans la
partie[8.3.4.

Pour donner au blo€ un pro | de rang générique, nous appliquons la méthode de la partie
[4.1.2. Pour éviter le remplissage lors de la transformation de similitude, cette méthode doit étre
appliquée uniquement aux lignes permise€d®n dé nit doncC de dimensiong + ) 2
tel que 8

< = G 8i 2 I

= [0:::0] sinon.

0Ol Ol

2 3
_ _ _ | O _
Lemme 8.2.So0itC = LQUP la décompositioL.QUPde C. SoitP = 4 SetQ =
0P
2 3

49 % 4o dimensi iceA’= (P O) AP O
de dimensiona n. Alors la matriceA”=( P Q) “A P Q est sous la forme
0 I

c, el r<|10
0 , 0
A = B avec B'=D'|E|.R' et D'=S'. |4
C,[G,
T 0 R', S' et T' sont des permutatic
| +r m r I r
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ou C; est inversible.

Démonstration.P etQ sont respectivement de dimensighs 2' et( + ) 2.0r2'+ + <
n donc les matriceR etQ commutent. Ainsi

(PQ) 'APQ=P QA'PQ

et d'apres le lemm 4.2, est bien inversible.

On véri e ensuite que sur le reste de la matrice, ces permutations ont les effets suivants :
multiplication & gauche parP : modi e T (dans I'hypothése que 2),
multiplication a gauche par t@ : modie SetE,
multiplication & droite par Q : modie R,
multiplication & gauche par ‘P : modie C,
mais ne modi ent pas la structure des blocs. [

8.3.3 Application de la transformation de similitude

Aprés |'application de ces permutations, nous nous sommes ramenés a une situation proche
de celle de l'algorithme initial de Keller-Gehrig : le bl&; est inversible, mais peut étre de
rangr < 2'. Nous montrons ici qu'on peut toujours construire une transformation de simili-

tude, faisant croitre der (au lieu de2'). 2 3
Il suft d'effectuer la transformation de similitude avec la matritke = 4:) 515. Les
matrices calculées ont la forme suivante. 2
0
A= B ° cl| ua=l B 0 OF 1 B' 0l c
W A R Ui,i Ai,j U= R
R 0 |id 0 |id
41 m 21 I+ m T l+r-r m¥ o

Une petite étapepréserve donc la structure de la gure]8.3, en augmentalat taille de la
matriceR, der. Ainsi, tant que la matric€ est non nulle, I'algorithme progresse, jusqu'a ce
gque =n 2, marguant comme précédemmentla n d'ugnde étape

8.3.4 Compléments et limitations de la généralisation
Rendre la matrice inversible

Pour réduire les chances d'avd nulle, il est préférable de considérer une matice
inversible. On peut soit imposer cette condition dans les conditions de validité de I'algorithme,
soit s'y ramener en utilisant des préconditionneurs.
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On peut par exemple utiliser la matriége= A+ | , ou estun élément du corps tiré
aléatoirement. La probabilité qu& soit singuliere est la probabilité que soit une valeur
propre deA, donc inférieure &a=p (ou p est la cardinalité du corps ni).

Traitementducas < 2

Dans la partie précédente, nous avons laissé de coté le cas @), car I'application de la
permutationP a gauche pouvait détruire la structure des blocs. Nous montrons ici, que ce cas
n'a jamais lieu en dehors de la premigrande étapéi = log n 1) sila matrice est supposée
inversible.

Pouri< logn 1, lamatrice se présente avant la premigeéite étapesous la forme :

0 Bl C|

A"j: T Bz Cz
-

n-2i 2! 2

Les lignespermisegpour former la matricé_}1 sont, pour ce cas, l€&** premiéres, donc
C = C,. Silamatrice estinversible alors, le blog, C, estderan@*! etdonc forcément,

C, estde ran@'. Ainsi, pour la premiéreetite étapgr = 2' etdonc = 2' avant la deuxiéme
petite étapell est ensuite croissant pendant le reste dgrende étapeen cours. Ainsi, la
situation < 2 quandi < logn 1, n'apparait que pour = O et dans ce cas, aucun
probleme ne se pose.

Pouri =logn 1, silapremierepetite étapeggénere une matricé d'ordre < n= 2, la
matrice a la forme suivante :

Cl C2
0
A=|B
T &
m n/2-m

On ne peut effectuer des permutations avec toutes les colonr@sade elles implique-
raient, par transformation de similitude, des permutations entre2slernieres lignes de
la matrice, ce qui détruirait la structure du blbc C'est pourquoi, on doit choisir la matrice
C = C, ayantn=2 colonnes, pour effectuer la mise sous pro | de rang générique. Si cette
matrice est nulle, I'algorithme est en situation de blocage.
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Les situations de blocage

Pour résumer, l'algorithme peut connaitre les deux situations de blocage décrites sur les

gures[8.4 e{8.5.

. 0| C,
A=|B
T Cs
m n/2-m

FIG. 8.4— Premiere situation de blocage de l'algorithme généralisé poatogn 1

C,C D
0 avec B = R etD=S|idetC =5, |
A = B S %}r r{ﬁ E
T 0 R, S et T sont des permutations
| +r m r I r

FIG. 8.5— Deuxiéme situation de blocage de l'algorithme généralisé peutogn 1

Pourlapremiéré) < < 2' comme nous l'avons vu précédemment. La deuxiéme situation
de blocage correspond a la situation ou I'ensemble des lignes permises est de rang nul. Ainsi,
I'algorithme génére la transformation de similitude triviale laissant la matrice inchangée. Dans
cette situation de blocage, on peut aussi supposer guédd et > 0. En effet, si =0, la
matrice est triangulaire inférieure par blocs, et st 0, elle est triangulaire supérieure par
blocs. Dans les deux cas, on peut donc calculer récursivement les polyndmes caractéristiques
des deux blocs diagonaux.

Lalternative : un algorithme en cascade

Pour une mise en pratique de cet algorithme, nous proposons de le combiner avec un autre
algorithme de calcul du polynéme caractéristique pour résoudre les cas de blocage. Pour mi-
nimiser le nombre d'opérations algébriques, on doit essayer de tirer parti de la structure de
la matrice laissée en situation de blocage. C'est ce que permettent les algorithmes basés sur
le calcul successif d'itérés par une méme matrice, en spécialisant le produit matrice-vecteur.
Nous avons donc choisi I'algorithmeJ-Krylov

Un produit matrice-vecteur, spécialisé pour les matrices sous la forme de Ig guire 8.5 codte
2n(2' + )+ O (n). Dans I'nypothése ou l'algorithme ne calcule qu'un seul bloc d'itérés, on

135



8. LALGORITHME RAPIDE DE KELLER-GEHRIG

peut majorer le nombre d'opérations algébriques nécessair@nfirt + 2=3n%+ O (n?).
Avec le produit matriciel classique, cet algorithme en cascade a une complegiténé)y tout
comme les algorithmelsU-Krylov et Keller-Gehrig rapide. La gurg 8|6 représente I'évo-
lution de la constant& dans la complexit&n 3 de I'algorithme en cascade, selon le niveau

Constante K dans la complexité Kn® de I'algorithme en cascade
4 T T

35k ]

3 - m

v 25+t E
Q
<

g 2+ E
[%2]
c
o

O 15 - .

l - m

05 | LU-Krylov —— 4

KG rapide
0 ‘ ‘ ‘ Cqscade K‘G rapidq -> LU—Kronv T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

niveau i de la cascade

FIG. 8.6— Constante dans la complexité de I'algorithme en cascade pcug *°

récursifi ou la cascade intervient. On rappelle que logn 1 correspond a la premiere
grande étapeti = 0 correspond a la derniére. On donne a titre de comparaison les constantes
des algorithme&U-Krylov  (2;667) Keller-Gehrig rapide Z; 794). Lorsque la cascade in-
tervient lors des premiers appels récursifs @; 8), le surco(t reste inférieur Bn®. Pour les
appels récursifs suivants, la spécialisation du produit matrice-vecteur rend le co(t la construc-
tion de la matrice de Kylov négligeable. Il reste un surcoQt proch@ 667 correspondant a

la décompositioh. QUPde la matrice de Krylov, dans l'algorithmeJ-Krylov

8.3.5 Preuve de généricité

Dans [81], Keller-Gehrig esquisse une preuve montrant que son algorithme rapide aboutit
avec des matrices génériques. Nous proposons ici une démonstration détaillée de ce résultat
pour l'algorithme généralisé que nous venons de présenter.

Lemme 8.3.Soitn 0 etK un corps. Il existe un polynéme, 2 K[X1.1;:::; Xpn] an?
variables tel que l'algorithme de Keller-Gehrig rapide généralisé peut calculer le polynéme
caracteristique d'une matricA = [ a;; ] Si et seulement si

Démonstration.Pour que l'algorithme puisse aboutir il faut et il suft que tous les bl@gs
apparaissant dans leetites étapegvoir partie[8.3.R) soient inversibles. C'est a dire, que le
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produit de leur déterminant soit non nul. Chacun de ces blocs étant obtenu par des transforma-
tions élémentaires a partir de la matrigeces déterminants sont donc des polynémes en les
coef cientsa;; . O

Pour prouver que l'algorithme aboutit avec des matrices génériques, il suft donc de prou-
ver que ce polyndéme, est non identiquement nul. Nous allons donc exhiber une famille de
matricesG, 2 K?2' 2" et montrer que l'algorithme peut calculer leur polyndme caractéris-
tique. Ainsi on aura montré quex (G,) 6 0 etdoncque » 60 8n 0.

Soit(Gy)n o, la famille de matrices dé nie par

8
% Go = [ﬂ-] 3

0 G
§ Ghar = 4 "5
- lon O

(G, estde dimensiong® 2").

Remarque 8.2.Soitn 0.
— G, est une matrice de permutation.
— Toutes les transformations de similitude appliquées par I'algorithm®,ssont aussi des
matrices de permutation, et toutes les matrices intermédiaires sont donc des permutations.
— En particulier, il n'y a toujours dans ces matrices qu'un seul élément non nul, dgal a
par ligne et par colonne.

Pour montrer que I'algorithme ne rencontre aucun cas de blocage dans son exécution, nous
allons d'abord montrer cette propriété au niveau de la dergienede étape Puis nous mon-
trerons comment toutgrande étapeest équivalente a la derniére pour une matrice d'ordre
inférieur, ce qui permettra en n de conclure.

Preuve pour la derniére grande étape

Soitn 1. On s'intéresse a la dernieggande étapeale l'algorithme de Keller-Gehrig
rapide généralisé, appliqué a la matr?e. Nous vegrons dans la propriété 8.3 que celle-ci
0 01 2 . 3
consiste a transformer la matriég,o = g 0 1 Oz en la matricéAg.n 1 = 4 15

Im 2 0 0 21 0
Comme précédemment, on indexe paes petites étapesitermédiaires, ef\y; est I'état de
la matrice aprés lpieme petite étape. Le but de cette preuve est de montrer que I'élément non
nul de la derniére colonne de la matrice se trouve toujours sur une ligne permise, ce qui évite
ainsi la deuxieme situation de blocage ( giire|8.5). Pour ce faire nous montrons qu'il se trouve
sur la lignej + 1 au cours de®"=2 premieregetites étapeset qu'il fait toujours partie des
n | premieres lignes au cours d&s=2 derniéregpetites étapes

Proprieté 8.1. Sij < 2"=2, alorsAg; s'écrit
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*=0oul
T HUO j
. 50
S S I L
I 11
A, = |
O -
0 ¥
2-j-2

La notation utilisee pour le bloEl de dimension (j 1) signie quehj; 2= hj 2 4=
hj a5 6= =1.

Démonstration.Pourj =0, Ag.c Véri e bien cette propriété.

Considérons maintenant le passagé\dg aAg;+1 . La mise sous pro | de rang géneérique
de la derniére colonne consiste a permuter les lignes d'intieg + 1. Comme c'est une
transformation de similitude, il faut aussi permuter les colonnes des méme indices. On obtient
alors la matrice

0o 0
S 0
1!
j+l 'k
N S ——— 1
0 |,

2 3
On applique alors la transformation de similitude avec la matliu;e4I 0 pour obte-
2n 1

nir
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0 0 1

0,j+l_ —-

qui est bien de la forme annoncée. H

La petite étapantermédiaire entre les étgts= 2"=2 1 etj = 2"=2 élimine la colonne

B :
I L e L
0 O N 0
! * | B B ! * | O
v || 1
_ [ 11| n/2-1 1 _ ||
A on21 EE Q Ao,n/2.1Q_ R
0 0
0 | n/2-1 0|0 In/2-1
n/2-1
. 0
1
— 1i
0,n/2
0
I n/2 0

Pour le2"=2 dernieres étapes, la matridg; va garder la structure décrite dans la propriéeté
B.2. Le coef cient de coordonnéém j;n | 2)valant 1, on est assuré que le coef cient
non nul de la colonn€ est sur une ligne d'indice strictement inférieur a j , ce qui empéche
I'apparition du cas de blocage 2.

Propriété 8.2. Pourj  2"=2, la matriceA,; a la forme suivante
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0,

Démonstration.Soitk I'indice de la ligne ou se trouve I'élément non nul du blo@ permuter

en ligne 1. L'étape de mise sous pro | de rang générique consiste a permuter les lignes et les
colonnes d'indiced etk. Comme les lignes d'indice  j;n | 2;::: comportent déja des
1,onendéduitqua | kestimpair. Ainsi, cette étape ne modi era pas la structurelaes
diagonale, ni par sop action sgr les lignes ni sur les colonnes. La transformation de similitude

. 0 ,
avec la matricdJ = 4 15 effectuera un décalage vers le haut et vers la gauche de ce
| 2n 1
bloc, en préservant ainsi la forme annonceée pour la magge; . O

Nous avons donc montré que l'algorithme effectue la derrgéaade étapesans rencontrer
de situation de blocage. Nous allons maintenant montrer que la structure récursive des matrices
G, permet de généraliser ce résultat aux autres grandes étapes.

Réduction d'une grande étape quelconque
2 3

0 G'+
Propriété 8.3. Soit2 i<k etA=4 "5
|2k 2i+1 0
L'algorithme rapide de Keller-Gehrig généralisé calcule sans blocage la grande étape fai-

sant passeA d'une forme2'*! -Frobenius a une form2 -Frobenius. Le résultat est la matrice

2 3
4 0 G,
|2k 2i 0

Démonstration.A 2 K 2° 2 peut étre vue comme une matriBe2 (K2 2)2 ' 2°' dont
les coef cients sont des matrices d'ord2e Plus précisément,

2 3

0 0 G

B:§ 0o 1 oé:
|2ki2 0 O

Ainsi, faire passer la matrica de la forme2* -Frobenius a la form@'-Frobenius revient
a faire passer la matrid®@ de la forme2-Frobenius a la formé-Frobenius. On peut donc
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8.4. VERS UNE GENERALISATION PAR DES METHODES DE
PRECONDITIONNEMENT

utiliser le résultat de la partie précédente, en remplacant les coef clepds des blocs .,
sauf I'élément non nul de la derniére colonne que I'on remplaceggpaAu nal, on obtient

bien la forme2 -Frobenius 2 3
4 0 G,
|2k 2i O

]

Nous avons donc montré ici que chagyrande étapeest équivalente a la derniegeande
étapedu méme probleme en plus petite dimension. Il ne reste qu'a assembler ces éléments
pour conclure.

Preuve de la généricité

Theoréme 8.1.L'algorithme rapide de Keller-Gehrig généralisé calcule le polynébme carac-
téristique des matrices geneériques.

Démonstration.ll suft de montrer que le calcul aboutit pour la famille des matri¢€s,).
Or d'apres la proprietg 8.3, chaque grande étape fait passeg sans blocage d'une matrice de la

0 G'+1 R . 0 Gi A
forme 4 "5 3 une matrice de la formé 'S Les polyndmes x sont
| 2k 2i+l O | 2k 2
donc non identiquement nuls et on généralise facilement ce résultat aux matrices d'ordre
guelconque. H

8.4 Vers une généralisation par des méthodes de pré-
conditionnement

Une autre piste, pour relacher les contraintes de généricité de l'algorithme rapide, est de
considérer des préconditionnements de la matrice, permettant d'éviter avec grande probabilité
les situations de blocage.

Dans la parti¢ 8.4]1, nous montrons que chagramde étapepeut étre vue comme une
transformation de similitude avec une matrice de Krylov par blocs. Ce dernier résultat doit
permettre d'envisager d'autres méthodes pour la généralisation de I'algorithme, en particulier
en utilisant des techniques de préconditionnements des méthodes de Krylov par blocs, ce que
nous évoquerons dans la paftie 8.4.2.

8.4.1 Implicitement un algorithme de type Krylov

Propriété 8.4. Les matriceK; sont des matrices de Krylov par blocs, engendrées par la
matriceA; a partir du bloc vecteuﬂznT.

Démonstration.On noteK; = [Kj.qj :: ] la décomposition en blocs colonnesKig

On commence par montrer que Ie premler bloc vecteuﬂgsOn remarque que la multi-
plication a droite palJ;; consiste a décaler vers la gaucheges 1 derniers blocs colonnes.
Ainsi, K;;; estla(z  1)éme colonne d&;;, c'est a direJ L

141



8. LALGORITHME RAPIDE DE KELLER-GEHRIG

Il suft ensuite de montrer que les blocs colonnes sont obtenus en itérant la matrice

c'estadireKi;j = AiKi;j 1.

Ki;j = KiJj = Ui;liii
= Ui
= Ui
= Ui

OI’Vi;J' = Ai;jJZ”T:(Ui;l:::Ui;j 1) lAi(Ui;liii

K ]

AiKij 1

8.4.2 Perspectives

Ai(Ui:::U
Ai(Uir:iUj 2V 1

Ui?znTJj

Ui o 1Jj +1
Ui JznT

Uij 2V :

Ui 1)J2nT, donc

i 1)32”T

Ainsi, chaquagrande étapgeut étre vue comme une transformation de similitude a partir
d'une matrice de Krylov par blocs. Si la condition de généricité est mise en défaut par la ma-
trice, c'est que cette matrice de Krylov n'est pas inversible. En suivant les travaux [45], on doit
pouvoir borner la probabilité qu'un tel événement se produise, et I'améliorer en précondition-
nant la matricé; et en utilisant des projections de blocs ef caces.

Par ailleurs, en cas de blocage, la matrice de Krylov par blocs est partiellement calculée.
On peut donc aussi envisager d'utiliser des techniques d'extraction de sous-espace supplémen-
taire, comme pour l'algorithmeU-Krylov , a n de poursuivre le calcul.

142



9

CALCUL DANS L'ANNEAU DES ENTIERS

Il n‘est pas question ici de faire une étude exhaustive sur les algorithmes de calcul du po-
lynGme caractéristique entier. Notre but est de montrer comment les algorithmes sur les corps
nis, ef caces en pratique, peuvent s'appliquer de facon simple au calcuZ s dépassant
les performances des meilleures implémentations actuelles.

Nous donnons un premier algorithme déterministe dans la parjie 9.1, reposant simplement
sur le Théoreme des Restes Chinois. Ces travaux suivent ceux effectués par Giesbrecht [53]
puis Giesbrecht et Storjohann [55] pour le calcul de la forme normale de FrobeniuZ dans
Notre étude porte principalement sur I'amélioration de la borne sur les coef cients du poly-
néme caractéristique, a n de réduire le nombre de corps ni a utiliser.

Cet algorithme peut étre transformé en un algorithme probabiliste grace a un mécanisme
de terminaison anticipée inspirée del[40, §3.3] que nous décrivons dans la parfie 9.2.1. Nous
proposons ensuite un autre algorithme dans la 9.2.2, basé sur une terminaison anticipée
pour le calcul du polyndme minimal et une recherche des multiplicités des facteurs du poly-
ndéme caractéristique. Cette derniere méthode, inspirée de [105] aussi développéeldans [78,
§7.2] ouvre les perspectives d'un calcul sur les matri#te noire que nous aborderons dans
la partig/1T]. En n nous donnons une comparaison en pratique de ces implémentations.

9.1 Un algorithme déterministe par le Théoréme des
Restes Chinois

Le Théoréme des Restes Chinois établit un homéomorphisme entre le produit d'anneaux
Zp, Z, etlanneauZ,  ,, sous la condition que g% soient premiers entre eux.

Ainsi, la méthode classique pour effectuer un calculiuwronsiste a déterminer une borne
supérieure sur le résultat attendu, choisir suf samment de nonpbpEemiers entre eux, puis
effectuer ce méme calcul dans chacun des anngguxe résultat SUZ sera ensuite calculé
grace a une formule d'interpolation. On se reportera_a [51, 85.4] pour une description plus
détaillée de la méthode et son application au calcul du déterminant.

Pour appliquer cette méthode au calcul du polyndme caractéristiqug, sufaut four-
nir une borne supérieure sur les coef cients de ce polynédme. La précision de cette borne est
importante car elle détermine le nombre de calculs modulaires devant étre effectués.
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9. CALCUL DANS L'ANNEAU DES ENTIERS

Lemme 9.1.SoitA 2 Z" ", avecn > 4, dont les coef cients sont bornés en valeur absolue
parB > 1. Soit(c) les coef cients de son polyné6me caractéristique. Alors

00,(6) 7 logs(n) + log,(B%) +0:21163175
Démonstration.La dé nition du déterminanl{]l), appliquéery}, donne :

X
det(XI A)= () ()

2Shy

avec
¥

PO)= O @iX agy):
j=1
Le terme de degrk deb( ) existe si laisse invariant un sous-ensembjede k valeurs de
[1:::n]. llvautalors ™5, @ y; X .
Ainsi le i-eme coef cientc; du polyndme caractéristiqgue est une somme alternée de tous les
mineurs principaux d'ordra i deA. En appliquant la formule de Hadamalrd|[51, Theoreme
16.6], pour borner les déterminants d'ordre i, on obtient

i HE= TP @ e s

Tout d'abord, la symétrie des coefpcients binoniaux ierquL_Je gue seulbrie&c derniers
coef cients doivent étre considérés, cafn _1)B2 > ' iB2 pouri< bn=2c.

Pouri = 0, le coefcientcg = det(A) vérie la borne du lemme d'aprés la borne de
Hadamard[51, Theorem 16.6].

Pouri =1,0na
log, (H(n; 1)) < g(logz(n) +log,(B?) +0:21163175)

car la différence est négative et décroissante porr6.
Nous allons maintenant bornkrg,(H (n;i)) pouri 2 [2:::bn=2c]. Tout d'abord, la for-
mule de Stirling

P_—n"
| = —
n=(1+ (n)) 2n p
appliquée trois fois permet de borngr :
r . n i
. n 1+ (n) n n i n
82 <P i T on

Or d'aprés [9!5],% <InA+ (n)) < ﬁ Par conséquent poar> 4,

1+ (n 1
log, p—()

p__
< < 1
2 (12n +1)In2 g, 2 1,2963

De plus - est décroissant enpouri < bn=2c donc son maximum esg(n”—z) cari 2

TGED)
n
2::0 3
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9.1. UN ALGORITHME DETERMINISTE PAR LE THEOREME DES RESTES CHINOIS

Ainsi on a
|
. 1 n P— (i) n i n Mt
. . 4+ 2 b
log, H (n; i) 1,296+2I092 20 2 +log, (n i)B : — :
| {z }
K (n:i)
Or
K(mii) = "“(ogz(n 1)+log,B?)+ iflogen logpi)+(n  i)logzn log(n 1)

n i
i2

D og,n+ 1 iIo B2+ Y Jog, +i—lo

On en déduit que
log, H (n; i) % log,n +log,B%+ L(n;i)
ou

n i 2 1 n
— + = -
2 1 296 Iog2 20 2)

. n [
L(n;i) =log, P +ﬁlog2

. . . Poaan
Pour unn donné, cette fonction est maximaleign= —-—1*4en.

En n, la valeur maximale d& (n;i,) est atteinte em = 15 et vaut approximativement
0; 208935 ce qui est strictement inférieurta21163175 O

Ce résultat rappelle tout d'abord que les coef cients du polynéme caractéristique ont une
taille de I'ordre deO~(n) bits. Plus précisément, il montre que cette taille differe de celle
donnée par la borne de Hadamardie21163175Ce résultat ameliore celui de |55, lemme
2.1] ou estdonné + log,(e) 3;4427au lieu de0:21163175

Par exemple, pour la matrice

2 3
1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 17;
1 1 1 1 1
1 1 1 1

le polynéme caractéristique 86? 5X4+40X?2 80X +48. Laborne de Hadamard qui vaut
55; 9 est inférieure 80 = 4", La borne calculée d' apres [55, lemme 2.1] vaa927
alors que le lemmie 9.1 permet d'obtenir la borne beaucoup plus préck 661

En utilisant I'arithmétique entiere rapide et l'algorithme rapide des Restes Chinois [51,
Theorem 10.25], on obtient la complexité pour le calcul du polynédme caractéristiqgue dense
par les Restes Chinoi€Q (n*(log(n) + log(B))) :

Nous allons dorénavant étudier les variantes probabilistes de ce type d'algorithme, qui per-
mettent d'améliorer considérablement les temps de calcul.
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9. CALCUL DANS L'ANNEAU DES ENTIERS

9.2 Algorithmes probabilistes

Nous rappelons dans la paitie 9]2.1 comment I'algorithme des Restes Chinois permet d'ob-
tenir des algorithmes probabilistes, grace a la terminaison anticipée. Nous verrons ensuite dans
la partig 9.2.P un autre algorithme de tydente Carloreduisant I'utilisation des Restes Chi-
nois au calcul du polynéme minimal.

9.2.1 Terminaison anticipée

Le théoreme des Restes Chinois assure qu'un nombre entier peut étre reconstruit a partir
de ses images modulaires, pour peu que le produipdesit supérieur a ce nombre. Pour le
calcul déterministe, nous avons utilisé une borne supérieure sur ce nombre, mais s'il est nette-
ment inférieur a cette borne, de nombreux calculs modulaires seront inutiles. Ne connaissant
pas a priori ce résultat, on ne peut le calculer de fagon déterministe qu'en effectuant tous les
calculs modulaires. En revanche, du point de vue probabiliste, si la valeur reconstituée par le
théoreme des Restes Chinois reste inchangée apres I'ajout d'un calcul modulaire, il y a une
forte probabilité que cette valeur soit le résultat attendu. On peut alors arréter le calcul ou le
poursuivre encore sur quelques calculs modulaires, a n d'augmenter cette probabilité.

Plus précisément, nous appliquons le résultat de [40, §3.3] au calcul du polynéme caracté-
ristique dans le lemnje 9.2.

Lemme 9.2.[40] Soitv 2 Z un coef cient du polynébme caractéristique d'une matrike

d'ordre n etU, une borne supérieure sivj. SoitP un ensemble d@ nombres premiers et soit
ey : _ <k —
fpL::ipe; P gun sous-ensemble & Soitl tel quep >1 etM = =, pi. On posey = v
modM,v =v modp etv, = v modp.
log, (“5%)
iPj

Siv, = v, alorsv = vy avec une probabilité supérieurela
La preuve est celle donnée dans! [40, lemma 3.1].

Remarqgue 9.1.Ce résultat concerne la reconstruction d'un seul coef cient du polynéme ca-
ractéristique. En pratique, on teste la stabilisation miesef cients. Reconstruire coef -

cients entiers avec le Théoreme des Restes Chinois a chaque nouveau calcul modulaire, peut
étre colteux. A la place, on peut calculer une combinaison linéaire de ces coef cients et tester
la terminaison anticipée sur cette valeur témoin. Aprés terminaison, on pourra alors effectuer
la reconstruction de I'ensemble des coef cients par I'algorithme des Restes Chinois rapide.

L'algorithme[9.] résume cette combinaison des Restes Chinois avec la terminaison antici-
pée.

Ainsi, I'algorithme est devenu sensible a la taille du résultat : pour une méme borne a priori
sur le résultat, il sera plus rapide si celui-ci est petit. Pour poursuivre dans cette direction, nous
allons désormais essayer de le rendre sensible au degré du polynéme minimal.

9.2.2 Lalgorithme HenselPolcar

La relation de divisibilité entre le polynébme caractéristique et le polynéme minimal d'une
matrice apporte une information supplémentaire liant les coef cients du polynédme caractéris-
tique. Or le calcul du polyndme minimal est moins colteux que celui du polynéme caracté-
ristique, d'autant plus que son degré est faible. Il parait donc préférable d'utiliser I'algorithme
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9.2. ALGORITHMES PROBABILISTES

Algorithme 9.1 : Restes Chinois et terminaison anticipée

Données A une matricea nsurZ,et0< < 1

Résultat: P4, le polyndme caractéristique deavec une probabilité de
début

Soit =( 1;:::; n) 2 Z" choisis uniformément dans un intervalle borné (entiers
de20bits par exemple)

:3 12 5 (log,(n)+log ,(jjAji?)+0 :21163175)

Tirer p, uniformément dans un ensembIeJdegz( n+12"1B +1) nombres
premiers

(rll;""r n)— LU-Krylov (A modp,)

J -1 jly modp;

répeter

i=i+1

T = TRQ(ti);(p)); /* reconstruction par le Théoreme des
Restes Chinois */

Tirer aléatoiremenp; parmi les nombres premiers @6 bits
(Fi1spiiifin) = LU-Krylov (A modp)

ti= . iry modp

si(tj = T modp;) alors

Calculer , la probabilité du lemmig 9.2

tantque( < 1 ) faire

i=i+1

T = TRQ(ti); (p)); /=* reconstruction par le Théoreme
des Restes Chinois * [

Tirer aléatoiremenp; parmi les nombres premiers @6 bits

(ri. Lps iTin) = LU-Krylov (A modp)

ti = jn=1 Irlj mOdpl
Calculer , la probabilité du lemmie 9.2
retourner P=(rg:::;rn)
juqu a l'inni
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9. CALCUL DANS L'ANNEAU DES ENTIERS

des Restes Chinois avec terminaison anticipée uniqguement pour le calcul du polynéme mini-
mal. Les coef cients du polynéme caractéristique pouvant étre obtenus a partir de ceux-ci par
d'autres moyens.

Ainsi Storjohann propose dans [105] un algorithme qui a partir du polyndme minimal entier
et du polynéme caractéristique sur un corps ni, calcule le polynéme caractéristique entier,
grace a des calculs de bases pgcd-libres.

Pour une premiére mise en pratique, nous en proposons une version modi ée dans l'al-
gorithme[ 9.2, qui remplace le calcul de la base gcd-libre par une factorisation du polynéme
minimal surZ. En théorie, cette opération est trop colteuse mais des implémentations ef -
caces de la remontée de Hensel, comme celle disponible dans la biblioth&gy&00] la
rendent praticable dans beaucoup de cas.

Algorithme 9.2 : HenselPolcar  : Polynédme caractéristique entier par la factorisation
de Hensel.
Données A2 Z" ",0< < 1
Résultat: P2, le polyndme caractéristique deavec une probabilité deé  ou
ECHEC
début
=1 P1—
PA =PolMinTRC (A; ); /* par [40,183] ou par l'algorithme
9.1 |appliqué acalcul du polynéme minimal */
FactoriseP;,, = ~, fi en facteurs irréductibles sdr, par la remontée de Hensel

min

B = 2%(Iogz(n)+log 2(jjAji2)+0 :21163175)
Tirer p, uniformément dans un ensemble3degz(p n+12""1B +1) nombres
premiers
Pp = LU-Krylov (A mod p)
pour tout f; facteur irréductible factor oP2,, faire

f, f, modp

Déterminer , la multiplicité def ; dansP,

si ; =0 alors

L retourner ECHEC

P .
Pép= Pr=xn Crax

si ( idegreéf;) 6 n) alors
L retourner ECHEC

si (trace(A) 6 a, ;) alors
L retourner ECHEC

retourner P4,

Theoréme 9.1.L'algorithme[9.2 est correct.

min
a PoIMinTRC . Avec une probabilité supérieure’'al , PA, = PA4 . Dans ce cas, le
seul probléme pouvant arriver est qu'un des facteurs irréductibl/yledivise un autre fac-
teur modulop, ou de maniere équivalente, gpelivise le résultant de ces deux polynémes.

Démonstration.Soit P2~ le polynéme minimal eBtier dé et PA  le résultat de I'appel

148



9.3. RESULTATS EXPERIMENTAUX

Or dl'@prés [51, Algorithm 6.38] et le lemnje 9.1, la taille de ce résultant est bornée par
log,(" n+12"*1B+1). Par conséquent, la probabilité de choisir un mauvais nombre premier
est inférieure a. Le résultat sera donc correct avec une probabilité supérielire a [

Cet algorithme est aussi capable de détecter différents résultats faux en ret@@hH €
Dans ce cas, on peut relancer le calcul. Cependant, il ne s'agit pas d'un certi cat pour toutes
les erreurs possibles et par conséquent il ne s'agit pas d'un algorithme deaiséegas

Dans le cas ou l'algorithme probabiliste de calcul du polynéme minimal entier donne un
résultat correctPs, = PA., la seule erreur pouvant arriver est qu'un facteuPgg divise un
autre facteur modulp. Dans ce cas, I'exposant de ce facteur apparaitra deux fois dans le po-
lynéme caractéristique reconstruit et le degré total sera supérrelragorithme retournera
alorseCHEC

Dans le cas ou le polyndme minimal est incorr&t" 6 P™" |e test ; > O le détectera
sauf siP™" est un diviseur dé™" modulo p. Dans ce cas, sof® tel queP™" = PA Q
mod p. Si Q ne divise pas’,, modulop, c'est que certains facteurs &, ont été omis
dansP2%,, donc le degré total sera inférieunzet I'algorithme retourner&CHECDans le cas
contraire, un polynéme caractéristique incorrect, de degséra reconstruit, mais le test de la
trace détectera la plupart des cas.

C'est ce dernier point qui empéche d'avoir un certi cat de correction et donc un algorithme
de typelLas Vegas

La complexité binaire de l'algorithme est moins bonne que celles dé [105] ou [78] mais les

résultats expérimentaux, présentés dans la pariie 9.3 montrent son intérét pratique.

9.2.3 Vers un algorithme pour les matrices  boite noire

Cet algorithme est avant tout congu pour le calcul avec des matrices denses. Ony utilise les
algorithmes densés 6.1/et|6.2 pour le calcul des polynébmes minimal et caractéristique dans des
corps nis.

Cependant, le polyn6me minimal entier peut étre calculé par d'autres algorithmes. En parti-
culier, avec des matricdmite noire on peut utiliser I'algorithme de Wiedemann, combiné de
la méme fagon avec les Restes Chinois (voir [40, 83]). Le calcul du polynéme caractéristique
modulop reste quant a lui un calcul dense. Il en découle un algorithme tirant parti de la struc-
ture des matrices pour son opération dominante (le calcul du polyndme minima Janais
limité au niveau de la mémoire par l'algorithme dehtéKrylov . Ce premier pas vers les
méthodedoite noires'avére intéressant en pratique, comme nous le montrons dans la partie
[9.3. Mais nous nous intéressons plus particulierement aux algorithmes creux dans [a partie I11.

9.3 Résultats expérimentaux

Nous comparons ici ces algorithmes en pratique. Nous désignorisjpadet ['algo-
rithme déterministe présenté dans la partié¢ 9.1 basé sur l'algorithi¥€rylov |, les Restes
Chinois et la borne du lemnie 9.1. Nous déclinons l'algorithme probabifisteselPolcar
en une version densélPC-dense et une versiorboite noire HPC-BN comme expliqué
dans la parti¢ 9.2/3. Pour la factorisation par la remontée de Hensel, nous avons utilisé la
bibliothéque NTL [100].
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9. CALCUL DANS L'ANNEAU DES ENTIERS

Le choix des moduli est lié aux contraintes du produit matriciel. En effet, pour appliquer les
techniques décrites dans la pa.l.l et utiliser les BLAS, il faungpe 1)? < 2° (avec
une arithmétique matricielle classique). Nous avons donc choisi de tirer les nombres premiers
aléatoirement entr@™ et2™*! (oum = b25,5 %Iogz(n)c). Cet intervalle est toujours suf-
sant. Méme pour les matrices d'ord&0Q m = 19 et il y a38 658nombres premiers entre
219 and 2?°, Et si les coef cients de la matrice sont compris entr&000et 100Q la borne
supérieure sur les coef cients du polyndme minimal estldty) 4267 3. Par conséquent
la probabilité de trouver un mauvais nombre premier est inféried263 3=38658 0; 1104
Puis, en effectuant quelques calculs modulaires supplémentaires pour véri er que le résultat
reconstruit reste invariant, on pourra rapidement réduire cette probabilité. Dans cet exemple,
seulement8 calculs supplémentaires sont nécessaires (a comparer avitbsour le cal-
cul déterministe) pour assurer une probabilité d'erreur infériel2e®d A ce niveau, il y a
par exemple plus de chance gu'un rayonnement cosmique ait perturbé le calcul sur la machine
physiqueﬂ Dans la suite, les temps donnés pour les algorithmes probabilistes correspondent a
des probabilités d'erreurs inférieureg &°.

n || Maple Magma| LUK-det | HPC-dense
100 163s 0,34s 0,23s 0,20s
200 || 3355s 4,45s 3,95s 3,25s

11,1Mo 3,5Mo 3,5Mo
400 || 74970s 69,8s 91,4s 71,74s
56Mo 10,1Mo 10,1Mo
800 1546s 1409s 1110s
403Mo 36,3Mo 36,3Mo
1200 8851s 7565s 5999s
1368Mo 81Mo 81Mo
1500 DM 21010s 16 705s
136Mo 136Mo
3000 DM | 349494s 254 358s
521Mo 521Mo

DM : Débordement Mémoire

TAB. 9.1— Calcul du polyndme caractéristique de matrices entieres denses (temps de calcul
en s et allocation mémoire en Mo)

Dans le tableau 9.1 les matrices sont denses, et a coef cients choisis uniformémeft entre
et10. Leur polynbme minimal égale leur polyndme caractéristique. Nous comparons les com-

1En effet, les rayonnements cosmiques sont responsable® dereurs de calcul toutes 14€° heures sur
une puce au niveau de la mer ([90]). Avec une fréquence de 1GHz, cela donne une erreur 28usyekes
d'horloge.
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9.3. RESULTATS EXPERIMENTAUX

portements deUK-det , HPC-dense deMaple-v9 etMagma-2.11 . Ces calculs ont été
effectués sur un Athlon 2200 (1,8 Ghz) avec 2Go de mémoire vive sous Linfikaads le
logiciel Maple , la fonctionLinearAlgebra :-CharacteristicPolynomial im-
plémente l'algorithme de Berkowitz. Celui-ci est trés vite trop colteux en temps de calcul
pour des matrices d'ordre supérieut @0

Le logiciel Magmautilise un algorithmep-adique combinant un calcul probabiliste et une
preuve de correction, rendant le résultat déterministe. Pour ces matrices, cette véri cation est
négligeable car le polyndme caractéristique égale le polynédme minimal [103]. Concernant les
algorithmes déterministeslJK-det est sensiblement plus rapide quagmadans la plupart
des cas. Pour des matrices d'ordre supérieB®@@ magmacherche a allouer plus de 2Go de
mémoire vive pour stocker la matrice de Krylov correspondante (a coef cients entiers). Par
conséquent le calcul est abandonné, ce que nous désignob®/Ipgrour Débordement Mé-
moire). Les allocations de l'algorithmeUK-dense sont nettement inférieures et permettent
de manipuler des matrices d'ordre largement supérieur.

Concernant les algorithmes probabilistes, I'algoritHiC-dense améliore les temps de
calcul deLUK-dense d'environ 20%.

Nous nous intéressons désormais a des matrices ayant une structure plus riche. Les ma-
tricesA et B, d'ordre 300 et 600 ont un polyndme minimal de degré respectivemenhet
424 A est la matricd=rob08blocks  sous forme normale de Frobenius, agdadocs com-
pagnons. Elle est donc trés creuse (moins de 2 éléments non nuls pasBigrst)a matrice
ch5-5.b3.600x600.sms présentée danis [40].

Matrice A | U AU | 'AA B|U BU | 'BB
300 300| 300| 600 600 | 600

d 75 75 21| 424 424 8

! 1,9 300| 2,95 4 600 13
Magma-prob 1,14 7,11 0,23| 64 184,7| 6,04
Magma-det 1,31 10,55| 0,24| 6,4 185| 6,07
LUK-det 1,1 93,3| 64,87 | 68,4 2305 | 155,3
HPC-BN 0,32 432 081| 44 352,6| 2,15
HPC-dense 1,22 1,3| 0,87 38,9 42,6 2,57
PoIMinTRC-BN || 0,03 4,03| 0,02 1,62 349 | 0,08
PoIMinTRC-dense 0,93 1,0| 0,08 36,2 39,9| 0,50
Fact | 0,04 0,04| 0,01 0,61 0,58| 0,01

LU-Krylov 0,25 0,25| 0,78] 2,17 2,08| 2,06

TAB. 9.2— Calcul sur des matrices creuses ou structurées, temps en s

2Nous remercions le centre de caltlédicis http://medicis.polytechnique.fr/medicis , du
laboratoire CNRS STIX pour avoir mis & notre disposition ses machines ainsi que ses logiciels.
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9. CALCUL DANS L'ANNEAU DES ENTIERS

Dans le tableau 92| est le degré du polynébme minimallete nombre moyen d'éléments
non nuls par ligne.

Nous donnons les temps de calcul de I'algorithimé 9.2, décomposé en chacune de ses opéra-
tions principales : le calcul du polyn6me minimal entieo(MinTRC-BN pour l'algorithme
[40, 83] ouPoIMIinTRC-dense for[6.1 combiné avec les Restes Chinois ; la factorisation de
ce polynéme suZ (Fact ) et le calcul du polynéme caractéristique modpid.U-Krylov ).

Ces temps sont comparés a ceux de l'algorithme détermibidkedet , ainsi qu'a l'algo-
rithme demagma avec ou sans véri cation d'exactitude (respectivemerdgma-det et
magma-prob ). A nouveauLUK-det est plus rapide quemagma Pour les deux matrices

A etB, HPC-BNest le plus rapide, grace a l'avantage que lui confere I'algorithme de Wiede-
mann de calcul du polynédme minimal pour les matrice#e noire(PolIMinTRC-BN ).

Nous avons ensuite appliqué une transformation de similitude dense sur ces matrices, a n
de conserver leur structure de Frobenius (en particulier, un polynéme minimal de faible degré)
mais sous forme d'une matrice dense. La densité des matrices ratagihaet HPC-BN
alors queHPC-dense maintient des temps similaires et dépasse donc les autres algorithmes.

Nous donnons aussi des temps de calcul pour des matrices symétriques avec un polynéme
minimal de faible degré : Il s'agit des matriceS¥A et 'BB). HPC-BNest toujours ef cace
(meilleur pour'BB ), maismagmase réveéle particulierement rapide SuA .

Matrice n I | magma-prob | HPC-BN | HPC-dense

TF12 552 | 7,6 10,1s 6,8s 61,77s
Tref500 500 16,9 112s 65,1s 372,6s

mk9b3 1260 3 48,4s 31,3s 433s

TaB. 9.3— Avantage déiPCsur d'autres matrices creuses

En n, nous donnons dans le tablefau]9.3 des comparaisons supplémentaires avec des ma-
trices creuses tirées de diverses applicatibbéK-det est relativement colteux, tout en res-
tant Iégerement plus rapide goegma L'approche probabiliste ddPC-dense ouHPC-BN
permet d'atteindre les meilleurs temps de calcul dans presque tous les cas.

Conclusions: Ces expérimentations ont mis en évidence I'ef cacité de lI'approche que nous
avons suivie pour l'algorithmique dense. Elle permet dores et déja d'améliorer les perfor-
mances des meilleurs logiciels de calcul, grace a des routines ef caces sur les corps nis. Mais
I'algorithme HPCpeut étre encore amélioré, par exemple en remplacant la factorisation avec
la remontée de Hensel par des manipulations de bases pgcd-libres, en suivant [105]. Cet al-
gorithme nous a par ailleurs permis d'entrevoir la problématique de I'algorithmique pour les
matricesboite noire ce que nous allons développer dans la pariie I11.
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Troisieme partie

Le polynOme caractéristique de
matrices boite noire
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INTRODUCTION

L'opération de multiplication d'une matrice par un vecteur est récurrente dans les méthodes
de type Krylov. Pour certaines classes de matrices, cette opération peut étre spécialisée et ne
nécessiter qu'un colt da(n?) opérations. Il s'agit par exemple des matrices creuses (ayant
o(n?) coef cients non nuls) ou des matrices structurées (descriptiblesaméccoef cients).

A n de préserver leur structure, seule I'opération de multiplication a un vecteur est permise.
Ces matrices sont donc vues comme des endomorphismes dont on a abstrait la structure in-
terne. On les regroupe sous l'appellatlmoites noires

L'algorithmique pour les matricelsoites noiresonsiste donc a réduire les opérations uti-
lisant la matrice a des produits matrice-vecteur. En reprenant les conventions.de [112, §6], on
notera En) le colt du produit matrice vecteur d'une matrice boite noire carrée d'ordre

Le calcul du polynébme minimal d'une matrice creuse sur un corps a déja été largement étu-
dié : Wiedemanri [119] a adapté en 1986 les méthodes itératives du calcul numérique (Lanczos,
Krylov) au calcul exact. Ses travaux ont été analysés plus en détails, et appliqués a la résolu-
tion de systemes linéaires par Kaltofen et Saunders dans [76]. Plus récemment, une version par
blocs de cet algorithme a été introduite par Coppersrith [15] et analysée successivement par
[74] et [113]. L'algorithme de Wiedemann conduit a des implémentations ef caces et constitue
une brique de base pour l'algebre linéaire creuse de la bibliotheouBadx.

En revanche, le calcul du polyndme caractéristique de matoickss noireseste un pro-
bleme largement moins maitrisé. Kaltofen fait gurer parmi sa liste de problemes ouverts
favoris [75, Probléme 3] le probléme suivant :

Probleme 9.1 (Kaltofen 1998) Calculer le polynédme caractéristique d'une matrice boite
noire avedD (n) produits matrice-vecteun? log(n)°® opérations arithmétiques supplémen-
taires etO (n) allocations mémoire supplémentaires.

Nous présentons dans le chapjtré 10 les meilleurs résultats asymptotiques obtenus pour la
résolution de ce probleme par Villard. Méme s'ils ne résolvent pas le probleme de Kaltofen,
ils constituent les premiers algorithmes donnant asymptotiquement I'avantage aux meéthodes
boite noire

Comme dans les parties précédentes, nous étudions ensuite ce probléme du point de vue
de la mise en pratique. Nous présentons dans le chapjtre 11 des méthodes basées sur le calcul
des multiplicités des facteurs du polyndbme minimal. Elles prolongent celles présentées dans
la partie] 9.2.P pour les matricémites noireset s'assemblent en deux algorithmes hybrides
selon que I'on recherche I'ef cacité pratique ou la meilleure complexité asymptotique. Nous
appliguons ensuite ces résultats au calcul du polynéme caractéristique entier de rnaiitgses
noiresdans le chapitrg 12.
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10

ETUDE ASYMPTOTIQUE DES METHODES
BOITE NOIRE

Nous présentons ici deux algorithmlesite noirepour le calcul de la forme normale de
Frobenius sur un corps. Le premier, présenté dans la 10.1 est l'algorithki&"du
facteur invariant[115] pour le calcul de la forme normale de Frobenius, néces3itamt®)
produits matrice-vecteur dans le pire cas. Dans le cadre de l'arithmétique matricielle classique
et avece(n) = O~(n), il s'agit du premier algorithméoite noireasymptotiquement plus
rapide que les algorithmes dens€s-(n%°) contreO (n%)).

Mais, avec le produit matriciel rapide, la meilleure complexité asymptotique reste atteinte
par l'algorithme dense de Keller-Gehrig par branchement©em?37%) opérations arith-
métiques. Ainsi, I'étape suivante dans la résolution du probleme de Kaltofen est de don-
ner un algorithmeboite noireayant un exposant inférieur a celui du produit matriciel, pour
E(n) = O~(n). Cela prouverait I'intérét asymptotique de l'approdiwéte noirepour le calcul
du polyndme caractéristique.

C'est précisément ce qu'apporte l'adaptation par blocs de cet algorithme [112, Théoréme
6.4.4], que nous présentons dans la partie| 10.2. Grace au produit de matrices rectangulaires, cet
algorithme ne nécessite plus qDe(n*3%’) produits matrice-vecteur. Avég(n) = O~(n), on
obtient la complexité~(n%3%7), asymptotiquement meilleure que celle du produit matriciel.

En n, les récents travaux présentés dans [45] sur les projections de blocs ef caces, laissent
entrevoir la possibilité de réduire cet exposant. Dans la gartie 10.2.2, nous montrons que sous
I'hypothése de la conjecture formulée dans cet article, cette complexité se rée(in%6%)
opérations arithmétiques, pour un produit matrice-vecteur co@afnt).

Pour compléter I'étude, nous mentionnons aussi l'algorithme d'Eberly [44, 43], qui propose
une complexité e® (NE(n)+ n ?) ol est le nombre de facteurs invariants de la matrice.
Ainsi, pour de petites valeurs decet algorithme est particulierement intéressant, mais peut
devenir trop colteux dans le pire cas og O (n).

10.1 Lalgorithme du k-ieme facteur invariant

Cet algorithme repose sur une technique de perturbation additive permettant de calculer
directement l&'*™€ facteur invariant. Une recherche récursive permet ensuite de déterminer la
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totalité de la forme de Frobenius en ne calculant gleg(n) facteurs invariants, ou est le
nombre de facteurs invariants distincts.

10.1.1 Perturbation additive de rang k

Villard réduit le calcul duk®™ facteur invariant & celui d'un polyndme minimal grace a
I'introduction de perturbations additives de rang 1. Plus précisément :

Theoréme 10.1(Villard 2000). SoitA une matrice dan& " " ayant pour facteurs invariants

dont les coef cients sont choisis uniformément et aléatoirement 8ahe polyn6me minimal
de A + UV estfyiit, out 2 K[X] est premier avec le polynbme minimal deavec une
probabilité supérieure d (nk + n+1)5S;.

Pour rester dans le modéle boite noire, il faut que le produit matrice-vecteur avec les ma-
tricesU etV soient peu colteux. C'est pourquoi nous utilisons les matrices Toeplitz, dont le
produit matrice-vecteur est basé sur la Transformée de Fourrier Rapide et coGt@-dohc

L'algorithme s'écrit donc comme suit :

Algorithme 10.1: InvFact : k'®M¢facteur invariant

Données: A : une matrice d'ordr@ sur dans un corp ,k 2 1:::n
Résultat: f : le k'®Me facteur invariant dé
début
Calculerf; = PA
si k=1 alors

| retourner f
Choisir uniformément et indépendamment des matrice TodplarV de rangk 1
Calculerg = P2+ 9V

retourner pgcdf1;g)

Ainsi le calcul duk®®™e facteur invariant peut étre effectué én(n) produits matrice-
vecteurs e (n?logn log logn) opérations supplémentaires sur le corps. La probabilité de
réussite est supérieurela (n? +5n + 1)5Sj. On se reportera a [115] pour plus de détails
sur ces résultats.

10.1.2 Recherche récursive

SoitA 2 K" ", Pour déterminer la forme normale de Frobenius, on pourrait calculer ses
facteurs invariants non triviaux avec l'algorithfne 30.1. Gr O (n), ce qui conduirait &

O (n?) produits matrice vecteurs.
Cependant les propriétés particulieres de ces facteurs invariants permettent d'éviter certains

calculs. En particulier, ils véri ent :
1. fl = PA

min?

2. finjfi,
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10.1. LALGORITHME DU K-IEME FACTEUR INVARIANT

P n=2 facteurs invariants distincts.

3. ilyaau plus3
Pour véri er le troisieme point, on considerele nombre de facteurs invariants distincts, et
(g)i=1:~ la séquence de ces facteurs dist'@cts. D'apres la regle de divisibilig, ils sont tous
de degré distinct, par conséquentde polyndme, g est de degré au moins égal g_, i =

( +1)=2. On en déduit que< 3" n=2.

La regle de divisibilité implique que si deux facteurs invaridntstf; sont égaux, tous les
facteurs invariants intermédiairég; i < k <j leur seront aussi égaux. Ainsi l'algorithme de
recherche récursiye 10.2 calcule les facteurs invariants de fagon dichotomique, jusqu'a trouver
deux facteurs égaux.

Algorithme 10.2: recherche seuils : Recherche dichotomique des facteurs inva-
riants distincts
Données [(I;f); (m;fy,)];1<m

Résultat: gl; 1) (I «)], une décomposition dg : : : f,, véri ant
fooof = 1 () @ 02)... @ @)
| |
5.1) = f; () - fo
o - @ R (1) N -
E I = 7= i1

i+1j i 1 I <

debut
sil=m 1lalors

sif, = f, alors retourner [2;f]

sinon retourner [1;f,; 1; 1]
k=dm+ I)=2e
fx = InvFact (A;k)
sif, 6 fy alors
| [Ke; 1;::::ke; (] = recherche seuils ([0 (k; F D
sinon
| r=1;ks; 1]=[k I+1;f]
sif, 6 f, alors

| [mq; 71;:ii;ms; 5] = recherche seuils ([(k; fi)s (1 £0D
sinon

L s=1;[mg; 1]=[m Kk+1;f]

retourner [Ky; 1;:: ke +my 1 o my; i mg; TSl

L'algorithme nal [L0.3 consiste a effectuer la recherche dichotomique entre les deux fac-
teurs invariants extrémaux. Cette démarche permet de n‘appeler I'algofithme 10.logure
fois, ou est le nombre de facteurs invariants distincts. On obtient alors bien une complexité
deO (n lognE(n)) + O~(n ?) opérations dans le corps.

159



10. ETUDE ASYMPTOTIQUE DES METHODES BOITE NOIRE

Algorithme 10.3: Forme normale de Frobenius : par la recherche des facteurs
invariants distincts
Données: A : une matrice carrée d'ordre
Résultat: La forme de normale de Frobenius Ale
début
f1= InvFact (A;1)
fn = InvFact (A;n)
retourner recherche seuils Q;fq;n;fy)

10.2 Intérét asymptotique de l'approche boite noire

10.2.1 Amélioration grace aux calculs par blocs

Villard a ensuite récemment amélioré ce dernier résultat dans [112, §6.4] en introduisant
une méthode par blocs dans cet algorithme. En remplacant le calcul du polynédme minimal de
A + UV par celui du polynéme minimal matriciél; *“¥"Y 2 K™ ™[X ] pour des matrices
X 2KM™Mety 2 K" ™ aléatoires, on peut calculer simultanémenfacteurs invariants de
la matriceA avec une grande probabilité.

Le principe est de construire la séquence des matddés+ UV)'Y pouri = 1 :::2n=m.

Le calcul degA + UV)'Y nécessit@n=m(O (mE (n)) + O~(mn)) opérations. La projection

a gauche sur le blo¥ se fait par un produit de matrices rectangulairegg@m; n;n). Le
polyndme minimal matriciel est ensuite calculé par un algorithme d'Euclide matriciel [78,
section 3] erO~(m' n). En n m facteurs invariants d& + UV sont obtenus par le calcul de

la forme normale de Smith de la matrieg¢ " "V grace a I'algorithme déligh Order Lifting

de Storjohann[107, Proposition 24] @ (m' In).

La procédure de recherche binaire des facteurs invariants de l'algorithme 10.2 s'adapte
facilement aux blocs den facteurs invariants : soit le nombre de blocs distincts comportant
m facteurs invariants. lls ont tous un degré distinct, au moins égal e degré de leur
produit est donc au moins égaha+ m+ 1+ +m+ 1 et doit étre inférieur a. Ainsi

1+ + <n=m soit =0 n=m .

On posem = n (O 1). L'approche par blocs permet l'utilisation du produit de
matrices rectangulaires. Coppersmith a établi daris [16Tgu@ ;n;n)= O n'() avec
8
|()-< 2+0(1) si0 =0;2948

2@a )+1!I¢( N=1 ) si < < 1
Le coqt total de I'algorithme s'écrit donc
T=0-nz(MEM)+ n2+n ¢ D4 pt0)
En particulier, pouE (n) = O~(n), on véri e que c'est le produit de matrices rectangulaires

qui domine :T = O~ L-n'() . 'exposant est minimal pour =  ce qui donne la com-
plexité O~(n?3527),
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Ce résultat est de premiére importance puisqu'il s'agit du premier exposant inférieur a celui
du produit matriciel, atteint par un algorithme de type boite noire pour résoudre ce probleme.
Il prouve ainsiau niveau asymptotiquequ'il est avantageux d'utiliser des méthodes boite
noire, lorsque le produit matrice-vecteur est suf samment économique.

10.2.2 Vers l'utilisation des projections de blocs ef caces

L'opération dominante dans l'algorithme précédent était le produit de matrices rectangu-
laires. Il est donc naturel d'essayer de le remplacer par un produit de matrices structurées
plus économique. C'est l'approche qui est développée darnis [45] pour la résolution de sys-
temes linéaires. Les projections de blocs ef caces sont dé nies comme un {fifletv) 2
KnrnoKmnr o K" Mtelque:

1. les matrices de Kryloi (AR; V) etK( '(AR); tu) sont inversibles,

2. le produit deR par un vecteur nécessi-(n) opérations dank ,

3. on peut appliquer des vecteurs a gauche et a droiteel® en O~(n) opérations dans
K.

Dans cet article, les auteurs émettent la conjecture que de telles projections existent pour toute
matriceA. Il l'auraient par ailleurs véri é depuis [117].

En introduisant un préconditionnement par transformation de similiRd&AR au lieu de
AR), utilisant par exemple des matrices Toeplitz, on pourrait alors appliquer cette approche a
la projection a gauche sur la matrige évitant ainsi le recours a la multiplication de matrices
rectangulaires. Le termiB,{m; n; n) dans la complexité serait alors remplacé par-(n) =
O~(n?). Par conséquent, I'exposant dominant dans la complexité totale serait alors

1 1
+2; + (! 1+1
max > — ( )

qui est minimal pour = X 0; 72702et vaut2; 1365

Ainsi la complexité du calcul du polynéme caractéristique dans le modéle boite noire avec
E(n) = O~(n) deviendraitO~(n%1%%%). La validité de ces projection de blocs par transforma-
tion de similitude doit étre étudiée et devrait ainsi débouché sur une amélioration du meilleur
exposant de la complexitibite noiredu calcul du polynéme caractéristique.

Ces algorithmes présentent un intérét majeur au niveau théorique. Cependant, dans I'étude
de la résolution en pratique du probléme, ils ne sont pas encore envisageables en I'état. En
particulier le calcul de la forme de Smith de matrices polynomiales demanderait d'une part
le développement de toute I'arithmétique des matrices polynomiales, inexistante actuellement
dans LNBoOX. D'autre part, les expérimentations de Dumas et Urbanska [41] pour le calcul du
déterminant ont montré que l'algorithme dhigh-Order Liftingn'était pas le plus avantageux
en pratique. En n, les multiples facteurs logarithmiques dissimulés dans la no@tiQrré-
duisent aussi la praticabilité de tels algorithmes. Pour ces raisons, nous aborderons la question
de la mise en pratique du caldobite noiredu polyndme caractéristique sous un autre point
de vue : le calcul de multiplicités.
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11

CALCUL BOITE NOIRE DANS UN CORPS,
PAR LA RECHERCHE DES MULTIPLICITES

Nous reprenons dans ce chapitre, la déemarche de la 9.2.3 : connaissant le polynéme
minimal de la matrice et sa décomposition en facteurs irréductibles, il reste a déterminer les
multiplicités de chacun de ces facteurs dans le polynéme caractéristique.

Avec les matrices denses, ce calcul était effectué grace a un algorithmes déterministe pour
le calcul du polyndme caractéristique dans un corps ni. Avec les mathio#s noire nous
pourrions également utiliser les algorithmes probabilistes de Villard [115] ou Eberly [44] di-
rectement, mais nous proposons des techniques alternatives visant a améliorer la complexité.

Nous présentons dans la paftie 11.1 différentes méthodes pour calculer ces multiplicités,
puis montrons comment les combiner en un algorithme probabiliste adaptatif ef cace dans
la partie] 11.P. L'étude de la probabilité de succes de cet algorithme est inachevée. Menée a
terme, elle conduirait a un algorithme nécessitarih™ n) produits matrices vecteurs, ce qui
améliorerait d'un facteulogn la complexité del[115].

Dans ce chapitre, nous considérons une magisar un corps parfait, dont nous rappelons
la dé nition :

Dé nition 11.1 (Corps parfait) Un corps est parfait si toutes ses extensions algébriques sont
séparables.

Nous utiliserons la caractérisation des corps parfaits selon laquelle les racines d'un poly-
néme irréductible dans une cléture algébrique d'un corps parfait sont simples. Puisque tout
corps ni est parfait, il s'agit simplement d'un cadre aus général. En pratique, nous nous
intéressons essentiellement aux corps nis. i, = :‘:1 P& la factorisation du poly-
néme minim@l deA en facteurs irréductibles unitaires. Le polynéme caractéristique s'écrit
alors P({*ar = ik=1 P,™ pour desm; e. Enn, nous noterongl; les degrés des facteurs :

di = degreé¢P;).

11.1 Heuristiques de calcul des multiplicités

Nous présentons trois techniques basées sur des chddtdsnoireavec la matricé\, pour
déterminer les multiplicitésn;. La premiére, (partig 11.1.1) utilise le lien entre la nullité de
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MULTIPLICITES

la matriceP; (A) et la multiplicitém;. La deuxiéme (sectidn 11.1.2) est une simple recherche
combinatoire sur les valeur possibles dgsEn n, dans la derniére (sectipn 11.]L.3), les multi-
plicités sont les solutions d'un systéme linéaire obtenu en évaluant le polynéme caractéristique
en des valeurs aléatoires.

11.1.1 Méthode des nullités
Dé nition 11.2. La nullité d'une matricéA, notée (A) est la dimension de son noyau

SoitP un polynéme e€Cr la matrice compagnon associée. Nous rappelons que le polynéme
minimal et le polyndbme caractéristigues@g sont égaux & .

Nous rappelons aussi la dé nition de la forme primaire de la maticaussi appelée la
seconde forme de Frobenius dans [5@jute matriceA est similaire a une somme directe de
matrices compagnons; chacune étant associée a une puissance d'un polynéme irréductible.
Cette forme est unique, a l'ordre des blocs pres. Elle peut étre vue comme une décomposition
plus avancée de la forme normale de Frobenius : chaque facteur invariant est décomposé en un
produit de facteurs irréductibles élevé a une certaine puissance.

Exemple 11.1.La matrice
2
00O

3
100
A: D|ag(Cx3 x2;Cx2 X): O 1 1
00

est sous forme normale de Frobenius et sa forme primaire est :
2 3
1

Diag(Cx 1,Cx2;Cx 1,Cx) = 1

La méthode des nullités s'appuie sur le lemme suivant :
Lemme 11.1.Avec les notations précédentes,
(P (A)) = mid;

Démonstration.Soit F la forme primaire deA surK : 9 U 2 GL,(K); U AU = F.F

est diagonale par blocs, ses blocs diagonaux sont des matrices compagnons associées a des
puissances des polyndmes irréductibies Comme ces polyndémes sont issus des facteurs
invariants de la matrice, la plus grande puissance avec laquelle un f&tpaut apparaitre

dans un bloc compagnon est sa multipligté@ans le polynébme minimal.
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Alors
Pf(A)= U 'PP(F)U = U "Diag(P (C ) U:
i

D'une partP (Cpx) = 0 8k €. D'autre part la matricé” (ijk) est réguliére pour
j 6 i carP; etP; sont premiers entre eux.

Par conséquent, la nullité & (A) correspond exactement a la dimension totale des blocs
Cpik , qui vautm; d;. O

On en déduit directement I'algorithre I1.1 pour le calcul de la multiplitité'un facteur
P;.

Algorithme 11.1: Nullité

Données A, une matricen  n; P; un facteur irréductible dB;,, ete, sa multiplicité
dansP/
Résultat: m;, la multiplicité deP; dansP}
début
r = rangP® (A));
retourner my = (n r)=degreéP;);

n

Propriété 11.1. L'algorithme[11.1 calcule la multiplicité d&; dans le polyndme caractéris-
tique deA enO (e d;nE(n)) opérations dans le corps.

Démonstration.En utilisant le schéma de Horner, on peut créer la mabdte noireP % (A)
dont I'application a un vecteur ne colte qE§n) = d,eE(n) opérations sur le corps. Le
calcul du rang de cette matrice peut étre effectu®©énE{n)) opérations, en utilisant I'al-
gorithme de Wiedemann combiné avec des préconditionneurs [42]. H

Cet algorithme, adapté pour des petites valeurs de est beaucoup trop colteux quand
e d; devient grand. Nous présentons comment déternmadiellementia multiplicité quand
de telles situations ont lieu.

Sur la forme primaire d&, la multiplicité m; d'un facteurP; est formée par la contribution
de plusieurs blocs compagno@s; pourj 2 [1:::e]. Sig est grand, seuls quelques blocs
avec deg grands peuvent exister, & cause de la limitation de la dimension totale. A l'inverse,
les blocs pour up petit peuvent étre nombreux, mais leur nullité est facile a calculer.

On posen;; , le nombre d'occurrences du bl@,; dans la forme primaire d&. La multi-
plicité m; s'obtient directement a partir dg; par la relation

i
m; = jn iij . (111)
j=1
Nous allons montrer comment calculgr , pour des petites valeurs ¢lea partir de l'algo-

rithme[11.]. Cette donndmartielle de la multiplicité, réduit le nombre d'affectations possibles
pour lesn;; restants. Ceux-ci pourront étre déterminés par exemple par une recherche combi-

natoire (voir parti¢ 11.1}2).

Commencons par ce résultat :
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Theoréme 11.1.SoitP un polyndme irréductible de degrésur un corps parfaiK etk et
e 1deux entiers. Alors,
(P*(Cp<)) = min(k; e)d:

Démonstration.SoitA = Cpe etB = PX(A).

Sik e alorsP¥ est un multiple du polynéme minimal de DoncB est la matrice nulle
et sa nullité égale sa dimension.

Considérons maint@ant qie< e. SoitK une extension d& telle que le polynéme
soit scindé sukK : P = % P;. Ces facteurs sont tous différents &arst un corps parfait.

Le polynéme minimal dé dansK est toujoursP® (en appliquant [50, equation (54)] soit
sur K soit surK). Donc la forme normale de Frobenius desur K estCp. et sa forme
primaire est- = Diag(Cpe). Plus précisément, il existg 2 M, (K) tel queA = U FU.
Ainsi,B = U 'P¥(F)U = U 'Diag(P*(Cp¢))U.

Sik =1 : le polyndme minimal de chaqu®(Cp:) estX ¢ donc leur forme de Frobenius
estCye. Il existe doncV 2 M,(K) tel que

B=U v 1Diag(F&;:{:z:;Cx§)V uU:

Enn, le rang deCx. étante 1, on en déduit que rai) = d(e 1). La nullité deB vaut
donc (B) = d.
Pourk quelconque

B=U v 1Diag(?Cxe)";:{:Z:;(Cxe)'}‘)v u:

d fois

Or Cxe est la matrice nilpotente de d'ordeedont la sous-diagonale est formée HeSa
puissance®™ est de rang k. AinsirandB) = (e Kk)d et la nullité deB est (B) =

kd. O

On applique ensuite ce résultat a une mat@'c:mrK , dont le polyndme minimal admet la
factorisation en polyndmes irréductibleg, = ~ I, P®. Onnote ;; = (P! (A)) la nullité
deP! (A).

La nullité deP;(A), vue sur sa forme primaire, se décompose en la somme des nullités de
chaquePi(CPik) :
)i
1= N;.k di: (112)
k=1
Si on appliqueP! aA, chaqueP! (Cp«) pourk  j sera un bloc nul et contribuera donc de
kd; a lanullité. Etk > j , la contribution a la nullité est de;. On obtient ainsi :

X N _
ij = Nigkd + Nix jdi: (11.3)
k=1 k=j+1
Calculons _
L 1 X kd d * d
T i 1= = NigKOi + Nij G + Nik i
J 1 J 1 k=1 k=j+1
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Et comme

on en déduit que

11 1 Xt
Nij = G i1 i1t i i +1 ﬁk:l Nix K:

On peut alors exprimer les formules permettant de calculen;jesle proche en proche
dans le corollaire I112.

Corollaire 11.2.
ni;l = (2 i1 i;2):d

11 1 X! |
Nij = d_, j—l o1t ij +1 j—l . ni;kk 8] 2 [1: ZZQ]
. 1 X 1
Nie, = —=- = nigk
i;ej Qdi e - i;k

La derniere formule poum;e, est donnée ici par souci d'exhaustivité. En pratique, le calcul
de la nullité deP® suft a déterminer la multiplicitém; (lemme[11.L) et il est alors inutile
de calculer les occurrences; . Celles-ci sont utiles dans le cas ou I'on n'en calcule qu'une
partie. Nous allons maintenant décrire la recherche combinatoire permettant de déterminer les
n;j restants.

11.1.2 Recherche combinatoire

Il s'agit d'une stratégie de typBranch and Bound toutes les affectations possibles pour
les occurrences inconnues sont testées et les branches pour lesquelles le degré total dépasse la
dimensiom sont coupées.

Pour tout polynéme irréductible;, on deé nit k; tel que, les occurrences; ont été calcu-
|ées pour toup  k;.

Lesn;; veri ent I'équation du degré total : ij jdini; = n. On dé nit alors I'objectif
comme le degré total que doivent former les occurrences inconnues :
X X
= n Jdini;j . (11.4)

i j=1

Encore une fois, le fait qug; soit grand assure que les; seront petits et réduit donc le
nombre de candidats possibles.
Un autre test facilement réalisable est celui de la trace : le coef cient du monéme de degré
n 1 du polynébme caractéristique doit étre égal a la traceQde la matrice. 8r,Rsi =
X + ;X4 1+ ::: le coef cient du mondme de degré  1de ~, P™ vaut
X
Tr(A) = tim;: (11.5)
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On peut donc facilement discriminer les candidats obtenus par la recherche combinatoire par
ce test.
L'algorithme[11.2 résume cette méthode.

Algorithme 11.2: recherche combinatoire
Données :l'objectif, N = (Nj; ) : un vecteur de bornes inférieures sur les
occurrences inconnues;
Résultat: sol est une liste de candidats véri ant les équatigns (11.4) et|(11.5)
debut

si < Oalors
L exit
sinonsi =0 alors
siTr(A) = it L Ny alors
| sol.empilel)
sinon
pour tout N;; faire
Nij ++
recherche combinatoire (sol, jdi;N)
Nij - -

En n, dans le cas ou plusieurs candidats subsistent, on les discriminera par autant d'éva-
luations aléatoires du polyndme caractéristique que nécessaire. Pour une valeur algétoire
s'agit de calculer le déterminadet( | A) et de le comparer avec la valeur du polyndme
reconstruit en . Lalgorithme[11.3 résume la stratégie de calcul des multiplicités des grands
facteurs par recherche combinatoire.

Cet algorithme pourrait étre utilisé seul, pour déterminer toutes les multiplicités. Mais sa
complexité exponentielle (due a I'explosion combinatoire de la recherche de I'algofithme 11.2)
peut le rendre impraticable. Il n'est donc a utiliser qu'en complément d'un autre algorithme,
comme celui des nullités, a n de calculer les occurrences des blocs de grande dimension.

11.1.3 Reésolution du systeme logarithmique

Nous présentons ici une méthode alternative pour déterminer les multiplicités, par la réso-
lution d'un systéme linéaire.

Principe

On se place dans un corps ni G ou q est suf samment grand devant. q 1 posséde
un facteur premier supérieuma Une évaluation du polynéme caractéristique en la valgur
forme I'équation

P™( i) =det( il A)
j=1
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Algorithme 11.3: Multiplicité des grands facteurs
Données A, une matricem n;d=(d);, les degrés des facteurs irréductibfpsle
P&aretk = (ki)i tels quen;; estcalculédj  k;.

Résultat: N = (n;;)8j >k |

début
N =(0;:::;0)
sol =]
=n < iding
recherche combinatoire (sol, ;N)

tant que # sol> 1faire
Tirer 2 K uniformément

d=det(l A)

pourtgyt N 2 solfaire

L si “(P))" ()6 dalors
| rejeter N

retourner N = sol:dépiler)

dont les inconnues sont les multiplicitég. Si ; n'est pas une racine du polyndme caracte-
ristique, les logarithmes discrets des membres de cette équation conduisent a I'équation

Xk
m; log(P; ( i)) =log(det( ;I A)) modq 1 (11.6)
j=1

qui est linéaire en les); modulog 1.

On peut alors former un systeme linéaire de dimensiongk en choisissarit valeurs ;
aléatoirement, en dehors des racine®ge. Ce systéme est consistant car les multiplicités
en sont une solution. Siil est régulier, akec |, l'unique solution modula 1 plongée dans
Z correspondra au vecteur des multiplicités

La résolution du systéme pourra étre effectuée soit par une élimination de Gauss dans l'an-
neauZ, ; ou, de fagon plus ef cace, dans le corps #j, ou p est un grand facteur d¢ 1
(supérieur a). Dans ce dernier cas, le résultat sera correct tant que le systéme restera régulier
modulop.

L'algorithme

L'algorithme[11.4 précise le principe décrit précédemment.
k est le nombre de multiplicités; a calculer. La premiere étape consiste a ch&isaleurs
i a n de former une matric® inversible. En premiére approche, on pourrait se contenter de
tirer aléatoirement cdsvaleurs. Mais comme nous le verrons dans la preuve de la proposition
[11.2, le colt de la construction d'une ligne de cette matrice est négligeable devant les autres
opérations de I'algorithme. On choisit donc d'en calcliler k, a n d'augmenter la probabilité
de former une matrice de ratg L'algorithme calcule ainsi lignes deG en choisissarit |
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Algorithme 11.4: systeme logarithmique discret
Données A, une matricen n sur un corps ni GKq) ; (P;)i=1 -k, les facteurs
irréductibles de son polynéme minimdl; k un entier
Résultat: (m;)i=1 .., les multiplicités de®; dansP2,
début
Choisir uniformément ; 2 GFq) distincts, non racines de4..
Former lamatric¢ k G =[g;]oug; =log(P;( ;)) modqg 1
Soitp un facteur premier dg 1tel quep >n
(L;Q;U;P) = LQURG) mod p
B = FRL(G) ; / * Forme Réduite en Ligne de G : B =[10]Q"G
*/
Former le vecteub=[h]ouh =log(det( ;I A)) modp
RésoudrdBx = b mod p
retourner (Xx;)

aléatoirement. PuiB s'obtient en calculant la forme réduite par ligne@€voir partie[4.1).
Une fois lesk ; sélectionnés, on peut former le vectduen calculant lek déterminants
det( ;I A).Larésolution du systeme utilise ensuite la décompositldRdeB, lisible sur
la décompositioh QUPde G.

Propriété 11.2. Si la matriceG est de rangk, I'algorithme[11.4 calcule les multiplicités en
O (knE (n)) opérations arithmétiques, en choisisdntel quel = O (nNE(n)k? ') etl =
O (KE(n)).

Démonstration.La construction de chaque ligne de la matrice se fait par une évaluation des
polyndmes suivant un schéma de Horner. La somme des degrés des fBcttard inférieure
an, la construction d'une ligne de la matriGcotteO (n) opérations dang. Le calcul des
logarithmes discrets des coef cients peut se faire de deux fagons :
— entabulant la correspondance entre les éléments (g €Heur logarithme discret [31],
ce qui nécessit® () allocations mémoire.
— entriant d'abord les coef cients d@ etb. Puis en calculant itérativement toutes les puis-
sances d'un générateur et en établissant les correspondances avec les coef cients triés.
Le surcolt mémoire n'est alors que @€k ) pour unO~(lk + g) opérations supplémen-
taires dans Gf
Chaque calcul de déterminant nécesSit@) produits matrice-vecteur avec la matrigalans
Z,[110, §3.1]. La décompositidnQUPnécessit® (k' ') opérations dang, et la résolution
du systemeQ (k?).
La complexité totale est dor@ (knE (n) + nl + Ik 1) soit, O (knE (n)) en choisissarit
tel quel = O (KE(n)) etl = O (NE(n)k? '). ]

L'analyse de cet algorithme est incomplete. Si nous pouvons donner sa complexité, nous
n‘avons pas pu fournir une borne sur la probabilité que la ma@Gi@it de randk. Les ex-
périmentations pratiques con rment l'intuition selon laquelle, seulerkamtieurs ; choisies
aléatoirement suf sent a former une matrice de rngt la marge permise sur le parametre
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| devrait permettre d'assurer une probabilité de succeés grande. Cependant, nous laissons cette
guestion ouverte, pour l'instant.

Remarqgue 11.1.La construction des lignes de la matrice peut étre intégrée dans le processus
d'élimination LQUPR Ceci permet de terminer leur calcul de facon anticipée, lorsque lekrang
est atteint.

Méme si chacune de ces trois techniques permet la détermination de toutes les multiplicités,
leur complexité est trop élevé. En revanche, leurs domaines de prédilection étant disjoints,
des algorithmes adaptatifs permettent de les combiner a n de tirer parti de chacun de leurs
avantages.

11.2 Algorithmes adaptatifs

Nous présentons ici comment combiner les algorithmes des parties précédentes, entre elles
et avec la méthode dé™facteur invariant de Villard [115]. Les algorithmes hybrides obtenus
sont adaptatifs, dans le sens ou ils tiennent compte des propriétés des données pour choisir le
meilleur algorithme. On se reportera al[21] pour plus de détails sur la dé nition des algorithmes
hybrides, adaptatifs, . ..

Nous montrons d'abord comment combiner I'algorithme de résolution du systéme logarith-
migue avec le calcul des nullités ou une recherche combinatoire. Nous présentons ensuite un
premier algorithme pour I'étude asymptotique. En n nous donnerons certaines améliorations
a ce dernier pour une meilleure ef cacité pratique.

11.2.1 Méthode des nullités et recherche combinatoire

Une premiere idée est de combiner les algorithmes| 11.1, calculant des nullfiés,| et 11.2,
complétant les occurrences manquantes par une recherche combinatoire.

On %ppose connu le polynéme minindt,, et sa décomposition en facteurs irréductibles
PA. = :‘=1 P%. On rappelle que lg;; estle nombre d'occurrences du bloc compagﬁgin
dans la forme primaire d&. Ces deux algorithmes sont complémentaires puisque le premier
est ef cace dans la recherche des occurrences des facteurs de petit degré élevés a une petite
puissancej(l; petit), alors que la recherche combinatoire admet d'autant moins de branches
gue le degré est grand et que le facteur est élevé a une puissance gnagdand).

Ainsi, l'algorithme hybride consiste a dresser la liste des occurrenges déterminer,
en les classant pgd; croissant. On calcule ensuite successivement les nullites des matrices
P! (A) jusqu'a ce qu'il reste un certain nombre deandsfacteurs. Ceux-ci sont traités par
la recherche combinatoire et on calculeigs ainsi que les multiplicitesn; par le corollaire
11.2.

Cependant la recherche combinatoire dévient rapidement tres codteuse. Il faut donc limiter
son utilisation a la détermination d'un nombre arbitraire et xe d'occurrences. Expérimenta-
lement, cing facteurs semblait correspondre au meilleur compromis sur les matrices que nous
avons manipulées (voir parfie 123.2). Il faut donc essayer de combiner cet algorithme avec
d'autres, pour traiter le cas de facteurs de grand degré trop nombreux.
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Algorithme 11.5: Nullité et recherche combinatoire
Données A, une matricen  n sur une corps ni(P;)i=1 -, les facteurs irréductibles
de son polynéme minimal
Résultat: (m;)i=1 ., les multiplicités de®; dansP2,
début
SoitE=f(i;j);i 2 [1:::Kk];j 2 [1:::e]g
Trier E selon les valeurs croissantes §les
tant que (# E > 5) faire
Dépiler(i;j ), le premier élément dé
| Calculer i; = n rangP/(A))
pour tout i 2 [1:::k] faire
Soitj; le plus grand indice tel qug;, a été calcule
sij; <ejalors _
| Calculer ij,+1 = n  rangP} " (A))
| Calculer lesn;; 8k 2 [1:::j;] d'apres le corollairg 11]2
Recherche des I:grands facteurs (A; (d)is Gi)
retourner (m; = jei:1 inij )i

11.2.2 Réduction de la taille du systéme logarithmique

On peut restreindre I'algorithnje 11.4 au calcul d'un sous-ensemble de multiplicite<C: soit
I'ensemble des indices des multiplicités déja connues, alors I'équation} (11.6) dévient

X
m; log(P; ( i)) = log(det( I A)) m; log(P;( i)) modqg I

j2C j2c

Il suft alors de prendreBi b; = log(det( ;I A)) P j2cMj log(P;( 1)) mod g 1dans
I'algorithme.

On peut ainsi combiner cet algorithme avec celui des nullités : les facteurs de degré 1
et de multiplicité 1 dans le polyndme minimal¢ = 1) sont traités par l'algorithme des
nullités, et le restant est laissé a la résolution du systeme logarithmique. Cette approche est
toujours béné que car elle remplace le calcul d'un déterminant par celui d'un rang, qui est
moins codteux, et réduit la dimension du systéme a résoudre.

On peut aussi combiner cet algorithme avec la recherche combinatoire : on@éartme
I'ensemble des facteursP; de plus grand degré (pour grtonvenablement choisi). On dresse
ensuite par recherche combinatoire la liste de toutes les affectations possibles pour les multi-
plicités deqP;)i>c. Pour chaque affectation possiléiﬂj(k))j 2c, indicée pak, les multiplicités
restantes sont déterminées par la résolution du systéme logarithmique de la forme :

X X
8i  mjlog(g( i) =log(det( ;I A)) mlog(hj( 1)) modg 1L

jac j2c

Il s'agit d'une résolution d'un systéme linéaire multiple (avec une matrice inconnue). La
construction de la matrice et le calcul des déterminants sont communs a tous les systemes. Il
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suf t donc de remplacer les résolutions de systémes triangulaires agtld de la décompo-
sitionLUPdeB) par des résolutions de systemes triangulaires multiples. Ainsi on peut réduire
la dimension du systeme logarithmique en utilisant la recherche combinatoire. En contre partie,
des opérations supplémentaires sont nécessaires pour les résolutions de systéemes triangulaires
multiples mais un choix judicieux deassure que celles-ci seront amorties dans le codt total.
Soitk le nombre total de facteurs et shit= min p,,c (degréP;)). Le nombre total d'affec-
tations possibles pour l€s;)ioc est borné pa%',‘)s. Cette méthode économisE (n) +
2=3(k® (k s)® opérations § déterminants et I'élimination d'une matrice de dimension
k sau lieu dek). Elle engendre par ailleurs un surcoﬂtﬁéfé‘!)ik2 pour les résolutions de
systemes triangulaires.
On peut donc imaginer un algorithnm@rospectif déterminans de fagcon a maximiser la
fonction

snE(n)+2=3(k® (k 9)% @kz:

La valeur des étant petite, la maximisation se fait par le calcul explicite des premiéres valeurs
de cette fonction pos =1;2;:::

Par exemple, soit une matrice d'ordz60Q dont le polyndme minimal se décomposezen
facteurs de degr#0Q 2 facteurs de degrgéOet 6 facteurs de dégreé0. La valeur optimale pour
s sera3, ce qui revient a calculer toutes les affectations possibles pour les 2 facteurs de degré
100et pour un des facteurs de ded@

11.2.3 Un algorithme asymptotiquement performant

Le premier algorithméoite noirede Villard [115] est le premier & avoir atteint une com-
plexité sous-cubique pour le calcul de la forme normale de Frobenius sans faire appel au pro-
duit matriciel rapide. Il repose sur le calcul de seulemeliog(n) facteuys invariants ou est
le nombre de facteurs invariants distincts de la matrice. Comme 3 n=2 et qu'un fac-
teur invariant peut étre calculé €n(n) produits matrice-vecteur, I'algorithme nécessite donc
O n®*Z2log(n)E(n) opérations sur le corps, ainsi g@ n>2log?(n)loglog(n) opérations
supplémentaires pour les préconditionnements.

Nous proposons l'algorithme adaptatif 7j1.6 qui utilise la technique de I'algorithme de Vil-
lard pour calculer l&®™e facteur invariant et la résolution du systéme logarithmique présentée
dans la parti¢ 11.1.3. Le principe est de limiter l'utilisation de I'algorithme de Villard au
calcul des n premiers facteurs invariants. Une fois ce calcul effectué, il y a moins me
multiplicités inconnues, et l'algorithme 11.4 peut alors s'appliquer ef cacement.

Propriété 11.3. L'algorithme[11.6 calcule le polyndme caractéristied, enO (np n) pro-
duits matrice-vecteur avec la matridgeet O n>2log(n)loglog(n) opérations supplémen-
taires sur le corps.

A nouveau, il manque une borne sur la probabilité de réussite de cet algorithme. Si elle
peut étre fournie, alors cet algorithme améliore d'un facteg(n) le nombre de produits
matrice-vecteurs dans la complexité de l'algorithme de Villard[115, Theorem 3].

Démonsgtration.La boucletant que est ex§cutée au pllﬂ)sﬁ fois. En effet, sinon il y gurait
plus de" n facteurs invariants ayant plus den facteurs irréductibles. Il y a dor® (' n)
appels a la fonctiomvFact
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MULTIPLICITES

Algorithme 11.6: Boite Noire Adaptatif
Données A, une matricen  n sur un corps ni GF(q)
Résultat: P4, le polyndme caractéristique de

début
f1=InvFact ()
Factoriserff; = * ., P2 par I'algorithme de Cantor-Zassenhaus
SoitS=fP;;i=1:::kg,j =2

tantque (# S > ' n) faire

f; = InvFact (j)
pour tout P; 2 S faire
Calculer tel que gcdP?®;fj) = P,
si =0 alors
| S= SnfPig
sinon
L m +=
j++

Tirer uniformémenk = # S différents ; 2 GHq) tels quef 1( ;) 6 0
Construire la matric& = [g;j ] oug; =log(P;( i)) for Pjx2 S

Construire le vecteus= [h] ouh =log(det( ;I A)) b, 25 My 10g(P; ( 1))
RésoudreAx = 0

Xj mi
retourner P = =, s P’ "o P

La condition de sortie %e la boucle assure Bar ailleurs que la dimension du systéme loga-

rithmique sera inférieure an. En prenank = = n dans la propositioh 11.2 on obtient la
complexité annonceée. H

11.2.4 Améliorations pour la mise en pratique

Dans l'algorithme de Villard,[[115], une recherche récursive permet a l'algorithme d'éviter
le calcul de certains facteurs invariants répétés. L'idée est de calculer le premier et le dernier
facteur invariant, puis de calculer les invariants intermédiaires en suivant une découpe dicho-
tomique. Lorsque deux invariants d'ordretj sont égaux, la propriété de divisibilité assure
gue tous les facteurs invariants intermédiaires leur seront aussi égaux. Ainsi, l'algorithme ne
calcule u?ﬁlogn au lieu den dans le pire cas. On peut adapter cette recherche pour le cal-
culdes n premiers facteurs invariants dans I'algorith1.6 : en pratique cela évite dans de
nombreux cas des calculs inutilss, mais n'améliore pas la complexitépasymptotique. En effet,
dans le pire cas, il peuty avdD (' n) facteurs invariants distincts dans les premiers.

En n, on peut aussi incorporer dans l'algorithine 11.6 les techniques de la partie]11.2.2. A
la n de la boucletant que , et avant la construction du systeme linéaire, on peut calculer
les nullités des petits facteurs@; = 1) et tenter une résolution par recherche combinatoire.

En effet, le calcul de la nullité d'un facteur de degré 1 est un simple calcul de rang, plus
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11.2. ALGORITHMES ADAPTATIFS

Algorithme 11.7: Facteurs de degré 1

pour tout P; 2 S tel quedie =1 faire
m; = (Pi(A))
S = SnfPig
Si(#S <T)alors
| Multiplicité des grands facteurs (A; (d); (0)

économique qu'un déterminamt € rangP;(A)) < n applications de l&oite noire contren

pour le déterminant). Par ailleurs cela fait décroitre la dimension du systeme logarithmique a
résoudre. La recherche combinatoire est effectuée pour un nombre de facteurs inférieur a un
seuil T qui pourra étre déterminé soit par une estimation introspective de la complexité de la
recherche, soit xé empiriguement. En pratique, nous avons veéri €lgeeb convenait dans

la plupart des situations. Ces modi cations ne modi ent pas la complexité asymptotique mais
rendent I'algorithme plus ef cace en pratique.
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12

CALCUL BOITE NOIRE DANS L'ANNEAU
DES ENTIERS

A nouveau, notre propos n'est pas de fournir de nouvelles méthodes pour le calcul entier,
mais d'adapter des techniques existantes pour pouvoir mettre en pratique nos algorithmes pour
les corps nis. Nous présentons donc deux méthodes basées sur le calcul des multiplicités :
I'une utilisant directement I'algorithnie 11.6 et la remontée multifacteurs de Hensel, proposée
par Storjohann, l'autre appliquant la méthode des multiplicités directememt & n, nous
donnons les résultats pratiques obtenus dans I'application de ces algorithmes a un probleme
concret de théorie des graphes.

12.1 Par le calcul des multiplicités et la remontée de
Storjohann

Comme nous l'avons mentionné dans la pgrtie 9.2.2, Storjohann propose dans [105] une
méthode pour le calcul de la forme normale de Frobenius d'une matrice creusg.dalhes
suppose donnés le polyndme minimal Zwet la forme normale de Frobenius sur un corps ni
Z,. L'idée est de calculer la partie sans casrdu polyndbme minimal dang, et son image
s dansZ,. Une base pgcd-libre est alors calculée en utilisant [5, §4.8] pour représenter ce
polynébme et les facteurs invariants de la matrice. On applique alors une remontée de Hen-
sel mutlifacteurs (voir par exemple [51, 815.5]) a cette base pour reconstruire le polgnéme
dansZ. Ceci est valable si chaque facteur invariandddansZ réduit modulop égale le fac-
teur invariant correspondant dais. On en deéduit alors les facteurs invariants dan€ette
note technique n'étant pas publiée, on pourra aussi se référer a [78, 87.2] ou l'algorithme est
rappelé.

Nous appliquons cette idée au calcul du polynéme caractéristique directement, sans passer
par le calcul des facteurs invariants. On utilise donc la base pgcd-lisadscP/ mod p
etP4, mod p. Ainsi, la condition de validité est plus faible, puisqu'il s'agit simplement de
véri er que l'image dePZ;, modulop soit égale au polyndme minimal dedansz,,.

Nous décrivons cette méthode dans l'algoritime|12.1.

Pour le calcul du polyndme minimal sir, on utilise a nouveau l'algorithme probabiliste

de Wiedemann combiné avec le Théoreme des Restes CHinois [40, Theorem 3.3] pour un
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12. CALCUL BOITE NOIRE DANS L'ANNEAU DES ENTIERS

Algorithme 12.1: Remontée multifacteur et base pgcd-libre
Données A, une matricen n dansZ; P4, son polyndme minimal dar; p, un
nombre premierP24,, le polyndme carctéristique dedansZ,; , une
borne sur les coef cients des facteursPlg,

Résultat: P4, le polyndme caractéristique dedansZ
debut
Calculers la partie sans carré d&y.
s=s modp, PA = P2, modp
Calculer une base pgcd |IHQ_' 10 0) de(s; PQ,n, PAr) ainsi que les exposants

(f;::1;f ) tels quePA, = ~ g"
Faire la remontée multlfacteurs de Hensel pour obi@nir.::; g ) tels que
S Gi:::g mo et(gl;:::;g) (Gui:::;9) mod poup* >

retourner PA = T ¢

colt deO (sdE(n)) opérations binaires, os est la taille en bits des coef cients du poly-
néme minimal etd son degré. Le polyndme caractéristique d@psest calculé par l'algo-
rithme[11.6 enO (n**E(n)) + O~(n%°) opérations danZ,. La remontée de Hensel de la
base pgcd-libre nécessi®-(nk) (ouk log, ) opérations de mots avec l'arithmétique ra-
pide des entiers et des polynémes [51, Theorem 15.18]. D'apres le [emme 9.1, les coef cients
du polyndbme caractéristique et par conséquent ceux du polynéme minimal sont bornés par
s = O(n(logn +log kAk)). Commed est borné pan, le colt dominant est celui du calcul

du polynéme minimal, e®~(n? logkAKE (n)).

En pratique, les matrices creuses ou structurées peuvent avoir des polyndmes minimaux
avec des coef cients de petite taille, ou de faible degré. C'est le cas par exemple des matrices
d'homologie utilisées dans [40]. Dans ce cas, c'est le calcul du polyndme caracigristique dans
Z, qui peut devenir dominant, et notre approche améliore alors ce codt d'un facteuen
comparaison avec l'algorithme dense de calcul de la forme de Frobenius utilisé dans [105].

12.2 Mise en pratique

Comme nous l'avons expliqué dans la p.2.2, la factorisatidtyfleen facteurs irré-
ductibles dang& est trop colteuse en théorie. C'est la raison pour laquelle nous avons utilisé
dans l'algorithme précédent, la factoristion de Cantor-Zassenhaus dans un corps ni, puis une
remontée de Hensel sur la base pgcd-libre uniquement. Mais les excellentes implémentations
de l'algorithme de Hensel, comme celles de la bibliothelyl& le rendent envisageable en
pratiqgue dans de tres nombreuses situations. Ainsi, une démarche alternative consiste a décom-
poser le polyndme minimal en facteurs irréductibles danguis a chercher les multiplicités
de ces facteurs dans le polyndme caractéristique en appliquant les méthodes du[cHapitre 11
dans un corps niZ, oup est tiré aléatoirement. Cela revient a faire faire effectuer la remontée
de Hensel de l'algorithme 13.1 par l'algorithme de factorisation de la bibliothBiie
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12.3 Application et expérimentations

Pour illustrer I'ef cacité en pratique de cette méthode, nous I'avons appliquée a un pro-
bleme de la théorie des graphes que nous rappelons dans l@ partig 12.3.1. Nous donnons ensuite
les résultats expérimentaux dans la partie 1p.3.2.

12.3.1 La conjecture des cubes symétriques cospectraux

Ce probleme qui nous a été soumis par G. Royle est décrit dans [4] ainsi que sur sa page
internef]
Nous rappelons d'abord quelques dé nitions :

Dé nition 12.1. Soit X un graphe & sommets dont les ensembles de sommets et d'arétes
sont respectivemeM (X ) etE(X).
— On dé nit la k'*™ puissance symétriqux 9 de X, comme le graphe dont les som-
mets correspondent aug k-sous-ensembles dé(X ). Deux sommets sont reliés par
une aréte si et seulement si la difféerence symétrique des sous-ensembles correspondant
appartient & (X).
— On dé nit le spectre du graphé¢ comme le spectre de sa matrice d'adjacence.
— X estun graphe fortement régulier de paramének; a; c) si il n'est ni complet ni vide,
et le nombre de voisins de deux sommetty estk, a ouc, selon que ety sont égaux,
adjacents ou distinct et non adjacents.

La dé nition de lak’®™® puissance symétrique permet de généraliser la notion de marche
aléatoire dans un graphe @&ujetons sont placés sl sommets distinct du graphe. Uke
marche est une séquence alternée de sous-ensembEdssommets d& (X ) et d'arétes, 2

&. Ainsi unek-marche dan¥ est plus simplement vue comme uhenarche dans< k9.
Les puissances symétriques des graphes apparaissent dans I'étude des systemes Hamiltoniens
d'interaction en mécanique quantique [4, 812] : les superpositions d'états sont représentées
par lesk-sous-ensembles d&(X ). L'évolution d'un systeme quantique correspond a kne
marche danX et peut étre représentée par damarche danX ™9,

Par ailleurs, les puissances symétriques de graphes ouvrent aussi des perspectives dans la
résolution du probléme d'isomorphisme de graphe.

Probleme 12.1.Trouver un algorithme polynomial déterminant si deux graphes sont iso-
morphes.

Les propriétés spectrales d'un graphe ne suf sent pas a déterminer sa classe d'isomor-
phisme, mais celles de ses puissances symétriques contiennent plus d'information. Si I'on
trouve un degré tel que le spectre de kieme puissance symétrique décrive la classe d'iso-
morphisme du graphe, alors on dispose d'un algorithme polynomial pour résoudre le probleme
de l'isomorphisme.

Al'inverse, si tel n'est pas le cas, cela signi e que pour thLil existe une in nité de paires
de grapheX etY non-isomorphes, telles que™ 9 et Y 79 sont cospectraux.

http ://www.csse.uwa.edu.au/ gordon/sympower.html
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L'équipe de Audenaert, Godsil, Royle et Rudolph ont abordé cette question en testant cette
hypothese sur une classe de graphes non isomorphes mais partageant de nombreuse propriétés
spectrales : les graphes fortement réguliers. Dans [4], ils montrent qu'il existe une in nité de
paires de graphes ayant des carrés symétriqgues cospectraux, en montrant que toute paire de
graphes fortement réguliers ayant mémes parametres sont non seulement cospectraux (résultat
classique) mais ont des carrés symetriques cospectraux.

En revanche, polk = 3, on s'attendrait a trouver une in nité de paires de graphes ayant des
cubes symétriques cospectraux, mais les auteurs n‘en ont trouvé aucune pour tous les graphes
fortement réguliers ayant jusqu'a 29 sommets. Pour ce faire, ils ont calculé les spectres de
chacun de ces graphes en comparant ceux des graphes ayant les mémes parametres. Le tableau
[12.7 decrit le nombre de chacun de ces graphes et la dimension de la matrice d'adjacence de
leur cube symétrique. A partir de 35 sommets, la dimension devenait trop importante, et le

Parametres| Nombre de graphes g
(5,2,0,1) 1 10
(9,4,1,2) 1 84
(10,3,0,1) 1 120
(13,6, 2,3) 1 286
(15, 6, 1, 3) 1 455
(16,5,0, 2) 1 560
(16,6, 2,2) 2 560
(17,8, 3, 4) 1 680
(21, 10, 3, 6) 1 1330
(21, 10,5, 4) 1 1330
(25,8,3,2) 1 2300
(25, 12,5, 6) 15 2300
(26, 10, 3, 4) 10 2600
(27,10, 1,5) 1 2925
(28,12, 6, 4) 4 3276
(29, 14, 6, 7) 41 3654
(35, 16, 6, 8) 3854 6545
(36, 10, 4, 2) 1 7140
(36, 14, 4, 6) 108 7140
(36, 14,7, 4) 1 7140
(36, 15, 6, 6) 32548 7140

TAB. 12.1- Nombre de graphes fortement réguliers ayant moin3gmmets
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calcul trop lent pour effectuer les 3854 calculs avec les outils logiciels existants. C'est a ce
niveau que nous avons pu mettre en ceuvre nos algorithmes implémentés dans la bibliotheque
LiINBOX, comme nous le décrivons dans la pdrtie 12.3.2. Ceux-ci nous ont permis de véri er
gu'aucune paire de graphe fortement régulier ayant jusqu'a 36 sommets n'ont des cubes symé-
trigues cospéctraux. Cette constatation prend plus de force dans la mesure ou €86 p82te
graphes, au lieu de& étudiés jusque la.

12.3.2 Reésultats expérimentaux
Banc d'essai pour les algorithmes creux

Les matrices d'adjacence des cubes symétriques de graphes fortement réguliers nous ont
d'abord servi de banc d'essai pour expéerimenter les algoritHmée noireprésentés dans
cette partie. Les matricdsX1, EX3, EX5 sont les matrices d'adjacence des cubes symeé-
triques de graphes de paramétres (16,6,2,2), (26,10,3,4) et (35,16,6,8). Leurs dimensions sont
respectivemeri60 = ° ;2600= % et6545= 3 .

Nous avons implémenté les algorithmes en utilisant la bibliothegu&&x pour la mani-
pulation dedoites noirest les calculs d'algebre linéaire. La factorisation des polynémes est
effectuée par la bibliothéquéTL. Pour ces matrices particulieres nous avons indiqué aux algo-
rithmes de LNBOX que la matrice représentée est symeétrique, permettant ainsi d'économiser
la moitié des produits matrice-vecteur dans la plupart des algorithmes (rang, déterminant, po-

lynébme minimal).

Matrix EX1 | EX2 | EX3 EX4 EX5
n : dimension 560 | 560 | 2600 | 2600 | 6545
d: degré du polynéme minimal 54 | 103 | 1036 | 1552 | 2874
I 1 # nombre d'éléments non nuls par lignel5,6 | 15,6 | 27,6 27,6 45,2
Polynbme minimal surZ 0,11s| 0,26s| 117s | 260s | 5002s
Factorisation dan& 0,02s| 0,07s| 9,4 18,15 | 74,09s
Nullité et recherche combinatoire 3,37s| 5,33s| 33,2s| 30,15s| 289s
Total 3,51s| 5,66s| 159,4s| 308,11s| 5366s
Systeme logarithmique 3,46s| 4,31s| 64,0s| 57,0s | 647s
Total 3,59s| 4,64s| 190,4s| 336,4s | 5641s

TAB. 12.2— Temps de calculs des différents modules de l'algorithme boite noire sur un P4-
3,2GHz-1Go

Nous donnons dans le tabldau 12.2 les temps de calcul des différents modules décrits dans
le chapitr¢ I]L. Pour chaque matrice, deux calculs différents sont comparés : ils ont en commun
le calcul du polyndme minimal et sa factorisation dan®our déterminer les multiplicités des
facteurs irréductibles, I'un utilise I'algorithnije 11.5 et l'autre I'algorithine 11.4. On constate
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gue la détermination des multiplicités peut étre I'opération dominante, comme c'est le cas avec
la matriceEX1 dont le polyndme minimal est de faible degré. Selon la structure des facteurs
irréductibles, la méthode des nullités combinée avec la recherche combinatoire peut étre plus
rapide que la résolution du systeme logarithmique. Ces remarques justi ent I'approche de la
partie] 11.2 qui permet de tirer parti des avantages des deux méthodes en les combinant.
Nous comparons maintenant les performances de ces implémentations totdbeient
noireavec celles présentées dans la partie 9.3 ou la vatt@ BNavait introduit I'intérét de
I'approcheboite noiresur des matrices creuses. Le tableau]12.3 montre le gain apporté par les

Matrice n ! HPC-BN | nullité-rec-comb. systéme-log.
A = 08blocks| 300 | 1,9 0,32s 0,08s 0,07s
A'A 300 | 2,95|| 0,81s 0,12s 0,12s
B = ch5-5.b3| 600 | 4 4,4s 1,52s 1,97s
B'B 600 | 13 2,15s 3,96 7,48s
TF12 552 | 7,6 6,8s 5,53s 5,75s
mk9b3 1260 3 31,25s 10,51s 177s
Tref500 500 | 16,9| 65,14s 25,14s 25,17s

TAB. 12.3— Comparaison entrélPC-BNet les algorithmes boite noire sur un Athlon-1,8-
GHz-2Go

implémentation®oite noireen comparaison avétPC-BN pourtant déja la meilleure dans les
tableaux 9.p €t 9]3. A nouveau, la structure des facteurs irréductibles du polynéme minimal de
chaque matrice implique des comportements différents. Ainsi, l'algorittysme-log

est parfois comparable a celui des nullités, voire plus rapide, mais il peut étre aussi beaucoup
plus lent comme sur la matrid 'B et surtoutmk9b3.

Recherche des cubes symétriques cospectraux

Ces premieres expérimentations ont laissé entrevoir que la recherche de cubes symétriques
cospectraux parmi les graphes fortement réguliers de 35 ou 36 sommets était réalisable. Nous
avons donc mis en ceuvre un calcul parallele permettant d'effectuer une recherche exhaustive
parmi les 3854 graphes a 35 sommets. La démarche adoptée consistait d'abord a sélectionner
les graphes remplissant une condition nécessaire pour la cospectralité : leur polynéme caracté-
ristique évalué en une valeur aléatoire dans un corps ni doivent étre égaux. Ainsi la premiére
phase consistait a tirer un nombre prengiete 20 bits aléatoirement et une valeu? Z,, et
de calculer les; =det( I Aj) pour toutes les matrices; considérées. Le parallélisme ne
consiste alors qu'a distribuer chacun de ces calcul de déterminant sur les différents processeurs
utilisés. Parmi les paires restantes, on peut a nouveau appliquer cette méthode avec une autre
valeur pour . Ce n'est que sur les éventuels derniers candidats que I'on calculera le polynéme
caractéristique a n de véri er qu'ils ont les mémes spectres.

Pour le calcul des déterminants, nous avons utilisé I'algorithme de Wiedemann [119] com-
biné avec un préconditionnement cyclique rendant les polynémes minimaux et caractéristiques
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egaux (voir[12] a ce sujet). En testant si le degré du polynéme minimal calculé estrégal a

a un certi cat du résultat. Ainsi, I'algorithme est probabiliste du type Las-Vegas : le résultat re-
tourné est toujours correct, mais plusieurs calculs peuvent étre nécessaires. Limplémentation
de l'algorithme de Wiedemann est spécialisée pour les matrices symétriques, ce qui permet
d'économiser la moitié des produits matrice-vecteurs. De plus les matrices sont représentées
par des boites noires dont le produit matrice-vecteur tient compte du fait que les coef cients
sont dans I'ensemblie0; 1g.

Le test des 3854 matrices de paramétre (35,16,6,8) a été effectué en 131,35 heures CPU
d'un Itanium2 cadencé a 1,5Ghz (soit 16h25 effectives sur les 8 processeurs). Pour toutes les
matricesA;, nous avons calculdet(A + 26 2139) mod 1048 573Parmi les 3854 résultats,

14 paires étaient identiques. Pour ces matrices, nous avons ensuite dat¢i|é 26 2147 )
mod 1048 57%t aucune paire ne restait identique. Il n‘a donc fallu que 3866 calculs de dé-
terminants pour véri er qu'aucun polynéme caractéristique n'était égal.

De la méme facon, le test d82 548matrices de paramétres (36, 15, 6, 6) a été effectué
en 588 heures : aprés un premier calcul degA + 1234547) mod 67 108 859il restait
12 paires identiques et le calcul det(A + 1234543 ) mod 67 108 819es a toutes distin-
guées. Ainsi nous avons veri € qu'il n'y a pas de graphes fortement réguliers ayant au plus 36
sommets, dont les cubes symétriques sont cospectraux.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire la mise en ceuvre du calcul ef cace du polynéme
caractéristique daris.

Elle a d'abord consisté en l'introduction d'un ensemble de routines de base pour l'algebre
linéaire dense dans un corps ni. Nous avons proposé une démarche de conception basée sur
une prise en compte d'optimisations tant algorithmiques que matérielles, pour un ensemble
restreint de routines, ainsi qu'une utilisation intensive de réductions a ces routines. Cette struc-
turation débouche sur des algorithmes adaptatifs utilisant des seuils de différentes natures dont
la détermination précise est essentielle.

L'utilisation des routines de base du calcul numérique, couplée a une analyse ne des bornes
sur les calculs intermédiaires des algorithmes, permet d'approcher sur des corps nis les per-
formances des routines numériques. Par la réduction des constantes dans les complexités et
l'utilisation de I'arithmétique matricielle rapide, elles peuvent méme étre dépassées.

Au dela de ses applications propres en calcul discret (théorie des graphes, cryptographie,
etc), le calcul exact est aussi complémentaire au calcul approché multiprécision dans la réso-
lution de certains probléemes numériques mal conditionnés dans la mesure ou il permet ['utili-
sation d'une algebre linéaire ef cace.

Pour le calcul du polynébme caractéristique de matrices denses, nous avons comparé plu-
sieurs algorithme de type Krylov sur des corps nis, tirant leur ef cacité de ces routines de
base. Grace a une estimation ne de la taille des coef cients du polynbme caractéristique
dansZ, nous en avons déduit un premier algorithme déterministe. Les performances dépassent
celles des meilleures implémentations disponibles actuellement. De plus I'approche probabi-
liste, certi ant une probabilité d'erreur négligeable en pratique, améliore ces performances, en
particulier en tirant parti des spéci cités des données.

En n, pour le calcul avec des matricdmite noire un algorithme adaptatif est propose,
combinant les avantages de difféerentes méthodes basées sur des calculs de polynémes mini
maux, de rangs et de déterminants. En particulier, une méthode basée sur le calcul d'index est
proposée et permet d'ores et déja d'atteindre une grande ef cacité en pratique. Par exemple,
ces algorithmes ont été mis en application pour un probleme de théorie des graphes, sur des
classes de matrices qu'aucun logiciel ne pouvait manipuler jusque la. L'étude de la probabilité
de reussite de cet algorithrbeite noirereste cependant a nir.

Les points essentiels que nous avons dégages dans cette étude sont les suivants :

1. Le produit matriciel sur des corps nis, ainsi que les résolutions de systemes triangu-
laires multiples, la décompositidrQUPet l'inversion matricielle peuvent étre effectués
avec des performances avoisinant celles des BLAS numériques et de LAPACK.

2. L'algorithme de Winograd peut étre employé pour améliorer ces performances. Nous
précisons le domaine de validité de son utilisation sans réduction modulaire.

3. Des réductions au produit matriciel permettent de faire béné cier de multiples autres
calculs (pro | de rang, base du noyau, multiplications triangulaires, inversions, ...) de
ces performances.

4. |l est réaliste d'envisager la résolution exacte de certains problemes numériques mal
conditionnés.

5. Dans un corps ni, l'algorithmd.U-Krylov , basé sur une méthode de Krylov et des
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opérations par blocs est plus ef cace que I'algorithme de Keller-Gehrig par branche-
ments.

6. La forme de Kalman d'un probleme de contréle d'un systéeme différentiel linéaire peut
étre calculée e® (n' logn) opérations algébriques.

7. Lalgorithme rapide de Keller-Gehrig est intéressant en pratique. Nous présentons une
relaxation des conditions de généricité et une approche adaptative pour traiter les situa-
tions de blocage.

8. La taille du plus grand coef cient du polynéme caractéristique d'une matrice entiere
dépasse d'au plu2116317§ bits celle de son déterminant.

9. La factorisation du polyndme minimal entier par la remontée de Hensel, permet d'obte-
nir des algorithmes ef caces en pratique pour de nombreux cas.

10. Sous I'hypothése de la généralisation des projections de blocs ef caces au cas des trans-
formation de similitude, la complexité algébrique du calcul du polynéme caractéristique
d'une matriceboite noireest réduite 3D~ (n%13%).

11. Des algorithmes adaptatifs, pour la recherche des multiplicités des facteurs polynéme
minimal, permettent d'atteindre une grande ef cacité pour le calcul du polynéme carac-
téristique de matricboite noireen pratique.

En outre, ces travaux ont permis de dégager un certain nombre de questions qui constituent
autant de perspectives.

1. La résolution exacte de problémes numériques mal conditionnés est possible lorsque
les coef cients du probléme sont du méme ordre de grandeur (par exempld enite
et 10?°). Dans le cas contraire, les coef cients entiers du probléme exact pourraient
étre trop grands ce qui pénaliserait la méthode exacte. Il faudrait alors étudier des tech-
nigues de raf nement en séparant le probleme par ordres de grandeur, comme le suggére
Schatzman. De maniére plus générale, il manque une étude approfondie de la relation
entre le nombre de conditionnement et la complexité des méthodes exactes.

2. Nous avons pu esquisser des techniques pour relacher la contrainte de généricité dans
l'algorithme rapide de Keller-Gehrig. Supprimer ces contraintes est d'un intérét mul-
tiple : au niveau pratique, on obtiendrait I'algorithme le plus ef cace sur un corps ni, et
au niveau théorigue, on pourrait obtenir la complegitéh' ) dans tous les cas, ce qui ré-
soudrait le dernier probléme canonique de réduction au produit matriciel, en complexité
algébrique.

3. Les algorithmes probabilistes que nous avons présentés reposent sur un calcul proba-
biliste de typeMonte Carlodu polyndme minimal, puis sur le calcul de multiplicités.
Linformation apportée par ces dernieres permet de détecter de nombreux cas d'échec
de l'algorithme de calcul du polynéme minimal. Sil'on parvenait a détecter tous ces cas,
on pourrait alors certi er le polyndme minimal grace au calcul du polynéme caractéris-
tique et l'algorithme serait alors du typas Vegas

4. La généralisation de l'utilisation des projections de blocs ef caces au cas des transfor-
mation de similitude permettrait de réduire I'exposant de la complexité algébrique du
calcul du polynéme caractéristique de matribegte noire
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5. Dans nos algorithmdsoite noire nous avons utilisé la remontée de Hensel pour la fac-
torisation en polynémes irréductibles du polynéme minimal, pour des raisons de simpli-
cité de mise en ceuvre. |l est pourtant préférable de cantonner cette remontée a une base
pgcd-libre décrivant le polynbme minimal et le polynbme caractéristique, comme l'a
montré Storjohann. Cette idée doit étre validée en pratique et doit permettre d'améliorer
encore I'ef cacité des implémentations.

6. La méthode du systeme logarithmique pour le calcul des multiplicités, permet d'at-
teindre a la fois une complexité intéressante, et une ef cacité en pratique d'autant plus
grande qu'elle peut étre combinée avec d'autres méthodes complémentaires. Il reste a
compléter l'analyse de sa probabilité de réussite.
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