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CONTEXTE ET THÈSE

Calcul exact

Si à sa naissance le calcul scienti�que mêlait le calcul approché au calcul exact, son essor à
partir des années 1950 reste fortement lié au calcul approché, aussi appelé calcul numérique.
En effet ses principales applications provenaient de problèmes physiques où une approxima-
tion de la solution par ses premiers chiffres signi�catifs est souvent suf�sante. Les nombres
�ottants et leur arithmétique ont été introduits pour approcher les nombres réels, et ont rapi-
dement occupé une place privilégiée dans les architectures des ordinateurs. Parallèlement, le
calcul exact souffrait de son principal désavantage : obtenir tous les chiffres d'une solution
était trop coûteux, et l'intérêt de la communauté scienti�que restait limité pour cette approche.

Il a fallu attendre les avancées théoriques des années 1980, comme celle dûes à Dixon ou à
Wiedemann pour relancer l'intérêt des méthodes exactes en algèbre linéaire. Parallèlement, de
nouvelles applications en mathématiques (topologie algébrique, théorie des graphes, théorie
de la représentation, . . .) sont apparues et pour lesquelles les résultats approchés des méthodes
numériques n'ont aucun sens. Des efforts important ont été fournis pour le développement de
bibliothèques ef�caces d'arithmétique exacte (PARI, GMP, NTL, . . .) d'une part, et d'algo-
rithmes performants en algèbre linéaire d'autre part (en particulier au niveau des complexités
binaires lors des dix dernières années).

Il s'imposait donc de s'intéresser à la mise en pratique de ces algorithmes dans le cadre
d'une bibliothèque d'algèbre linéaire exacte. C'est l'objectif que s'est donné le projet LIN-
BOX, créé en 1998, avec pour objectif premier, la mise en œuvre des récents algorithmes de
typeboîte noire. Cet objectif a rapidement été élargi au projet d'une bibliothèque générale d'al-
gèbre linéaire exacte. Ce projet servira de cadre pour les développements logiciels effectués
dans nos travaux.

Algorithmique en algèbre linéaire exacte

Le domaine privilégié en calcul exact est l'anneau des nombres entiersZ, et éventuelle-
ment le corps des nombres rationnelsQ. Dans ces domaines, les nombres manipulés ont des
tailles variables et les opérations arithmétiques ont donc un coût dépendant des tailles de leurs
opérandes. Ainsi la croissance des calculs intermédiaires doit être contrôlée a�n de réduire la
complexité des algorithmes.

Une alternative consiste à utiliser les corps �nis pour effectuer les calculs dansZ ou Q. En
algèbre linéaire, ils peuvent intervenir de deux manières :

– soit par la remontéep-adique de Dixon [26] pour la résolution de systèmes linéaires,
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– soit par le théorème des Restes Chinois pour le calcul du déterminant, du polynôme
caractéristique, etc

Il s'agit dans les deux cas d'effectuer les opérations dominantes dans des corps �nis dont la
taille des coef�cients reste constante. Les avantages de ces approches sont multiples. Elles
permettent tout d'abord d'améliorer d'un ordre de grandeur les complexités de plusieurs algo-
rithmes dansZ. Par ailleurs, elles permettent l'utilisation d'algorithmes dé�nis sur un corps
utilisant donc une division toujours dé�nie. En�n, la taille �xe des coef�cients des corps �nis
est adaptée à l'utilisation des mots machine et de l'arithmétique entière des ordinateurs.

L'algorithmique en algèbre linéaire distingue deux façons de représenter les matrices :

les représentations densesoù l'on considère lesn � m coef�cients de la matrice et s'autorise
toutes les opérations sur ses coef�cients.

les représentationsboîte noire où la matrice est uniquement vue comme une application li-
néaire. La seule opération possible est l'application à un vecteur. Elle permet en particu-
lier de tirer partie de la structure des matrices.

En algèbre linéaire dense, la multiplication de matrices est à la fois une opération fonda-
mentale et un sujet de recherche toujours très actif, tant au niveau théorique que pratique.

Sur le plan théorique, la révolution qu'a initiée Strassen [108] en introduisant en 1969 un
algorithme sous-cubique de multiplication matricielle a conduit à de multiples améliorations
de l'exposant dans la complexité du produit matriciel. La question de la meilleure complexité
asymptotique pour cette opération reste actuellement encore ouverte. Par ailleurs ces progrès
ont rapidement béné�cié aux autres problèmes d'algèbre linéaire au niveau de leur complexité
théorique, grâce à des réductions. Cependant au niveau pratique, ces algorithmes ont long-
temps été considérés comme inintéressants, car leur amélioration asymptotique ne pouvait
prendre effet que pour des dimensions alors inaccessibles. C'est à partir des années 1980, que
les progrès technologiques des architectures informatiques permirent d'aborder des dimen-
sions suf�santes pour s'intéresser à la mise en pratique de l'algèbre linéaire rapide. Souffrant
de certains problèmes d'instabilité numérique, ces algorithmes rapides n'ont jamais été massi-
vement utilisés. En revanche, le calcul exact, qui ne connaît pas ce problème d'instabilité peut
béné�cier sans réserve de ces algorithmes rapides.

Au niveau pratique en�n, la différence de vitesse grandissante entre les unités de mémoire
(lentes) et les unités de calcul (rapides) ont conduit à la création d'une structure hiérarchique
de la mémoire des architectures modernes. Une utilisation adaptée de cette structure, respec-
tant la localité des données permet à certaines routines de base d'atteindre des performances
extrêmes. La multiplication matricielle en calcul �ottant fait partie de ces routines.

Ainsi, la multiplication matricielle doit est la brique dans l'élaboration de routines d'al-
gèbre linéaire exacte dense. En nous appuyant sur ces deux aspects, nous développerons une
routine ef�cace de multiplication matricielle sur un corps �ni, qui servira ensuite de brique de
base pour le développement de routines d'algèbre linéaire exacte dense, menant au calcul du
polynôme caractéristique de matrices denses.

Avec les représentationsboîtes noires, la brique de base en algorithmique est le calcul du
polynôme minimal. Cette approche est issue des méthodes itératives en calcul numérique (de
type Krylov, Lanczos). Les travaux de Wiedemann [119] ont montré que leur adaptation au
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calcul exact était possible, et leur analyse par Kaltofen et Saunders [76] a jeté les bases né-
cessaires à la création de la bibliothèque LINBOX. C'est donc à nouveau par des réductions
à cette brique de base que nous aborderons le calcul du polynôme caractéristique de matrices
boîte noire.

En�n, le modèle de calcul probabiliste est fréquemment utilisé dans les algorithmes d'al-
gèbre linéaire exacte. Un résultat exact est calculé avec une probabilité d'erreur bornée. Si
en théorie, leur nature diffère de celle des algorithmes déterministes, nous soutenons que leur
�abilité en pratique n'est pas moindre, pourvu que la probabilité d'échec soit réduite à la pro-
babilité d'apparition d'autres phénomènes physiques pouvant engendrer des erreurs lors du
calcul dans la machine.

Thèse

Dans ce contexte, nous pouvons formuler la thèse que nous défendons ainsi :
Le calcul exact en algèbre linéaire est à la fois utile et praticable en grandes dimensions.

Les récentes avancées théoriques dans la résolution de problèmes classiques, comme le calcul
du polynôme caractéristique, peuvent ainsi être confrontées à la mise en pratique par des
algorithmes denses ou boîte noire, éventuellement probabilistes, et aboutir à des solutions
ef�caces en pratique.

A travers ces travaux, nous proposons avant tout une démarche pour l'élaboration d'al-
gorithmes exacts ef�caces en pratique. Devant la diversité des algorithmes disponibles, des
domaines de calcul (Z, Zp), des représentations matricielles (dense ouboîte noire) et des ni-
veaux d'optimisation (du nombre d'opérations algébriques, à la gestion de la mémoire cache),
il convient de structurer la conception des algorithmes.

Les calculs dansZ sont ramenés à des calculs dans des corps �nis par des techniques de
Reste Chinois. Les algorithmes dans les corps �nis se réduisent ensuite aux briques de base
(polynôme minimal pour les matricesboîte noireet produit matriciel pour les matrices denses).
Lorsque différentes réductions sont envisageables, ayant chacune des domaines de prédilec-
tion. Des algorithmes adaptatifs permettent alors de combiner ces algorithmes. En�n nous
pouvons concentrer les efforts d'optimisation sur les briques de base (essentiellement le pro-
duit matriciel pour les matrices denses). Nous considérons des optimisations tant au niveau
matériel (optimisation de la mémoire cache, unités arithmétiques �ottantes) qu'au niveau algo-
rithmique (réductions modulaires différées, algorithmes de multiplication rapide). L'ef�cacité
de ces routines de base, combinées à la pertinence de cette structuration permet d'obtenir des
performances expérimentales jusqu'alors inégalées.

La première étape dans ce travail consiste donc à élaborer des routines de base pour l'al-
gèbre linéaire dense sur des petits corps �nis. Ainsi nous abordons d'abord la mise au point du
noyau de produit matriciel dans le chapitre 2, tirant son ef�cacité des routines BLAS du calcul
numérique et des algorithmes de multiplication rapide. Nous étudions ensuite le problème de
l'élimination de Gauss et de la résolution de systèmes linéaires dans le chapitre 3. En�n nous
appliquons ces deux briques de bases à plusieurs autres problèmes d'algèbre linéaire dans le
chapitre 4.
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Dans une deuxième partie, nous traitons du calcul du polynôme caractéristique de matrices
denses. Nous proposons dans le chapître 6 un nouvel algorithme tirant parti de l'ef�cacité
des routines présentées en première partie. Le chapitre 7 traite de l'algorithme par branche-
ments de Keller-Gehrig, dont nous proposons une amélioration ainsi qu'une application à un
problème de théorie du contrôle : le calcul de la forme de Kalman. En�n nous étudions l'al-
gorithme rapide de Keller-Gehrig dans le chapitre 8 : nous mettons en évidence son intérêt
pratique et relâchons sa condition de généricité en ouvrant des perspectives de généralisation
de son domaine d'application. Ces algorithmes sur des corps �nis sont ensuite utilisés dans le
chapitre 9 pour le calcul du polynôme caractéristique dansZ. Nous donnons une borne amé-
liorée sur la taille des coef�cients, pour un algorithme déterministe, utilisant le théorème des
restes chinois. Nous présentons aussi un algorithme probabiliste calculant les mutliplicités des
facteurs du polynôme caractéristique. Cette méthode conçue ici pour les matrices denses, sera
approfondie par la suite pour les matricesboîte noire.

La troisième partie est consacrée aux algorithmes de typeboîte noire. Nous résumons dans
le chapitre 10 les résultats asymptotiques dans le domaine, incluant une perspective d'amélio-
ration. Nous présentons ensuite dans le chapitre 11 différentes techniques de calcul des mul-
tiplicités de facteurs irréductibles du polynôme caractéristique dans un corps �ni, débouchant
sur un nouvel algorithme adaptatif. À nouveau cet algorithme est utilisé dans le chapitre 12
pour le calcul dansZ, grâce cette fois-ci à une remontéep-adique. Il est en�n appliqué à la
résolution d'un problème issu de la théorie des graphes.
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LA BIBLIOTHÈQUE LINBOX

Le projet LINBOX est une collaboration internationale (France, États-Unis, Canada) pour le
développement d'un outil logiciel générique pour résoudre les problèmes classiques en algèbre
linéaire exacte : calcul du rang, du déterminant, de formes normales matricielles, . . .

Motivation originale : l'algèbre linéaire exacte en boîtes
noires

Initialement, ce projet visait particulièrement à rassembler les techniques de typeboîte
noire pour l'algèbre linéaire dans des corps �nis ou dansZ. Le termeboîte noire, initiale-
ment introduit par Trager et Kaltofen pour les polynômes [77], désigne les matrices creuses ou
structurées, dont on ne suppose qu'une unique fonctionnalité : l'application à un vecteur (et
éventuellement l'application de sa transposée à un vecteur).

A 2 K n� m

v 2 K m Av 2 K n

FIG. 1 – Principe d'une matrice boîte noire dans un corpsK

L'intérêt de cette approche est de préserver la structure des matrices, pour conserver l'ef-
�cacité de leur produit matrice-vecteur. De plus, elle permet de manier des matrices de très
grandes dimensions, descriptibles avec peu d'éléments, là où une description dense par les
n � m coef�cients serait impossible. Les algorithmesboîte noirede calcul exacts s'étant
fortement développés [76, 44, 115, 46, 39, 30] etc, de paire avec les techniques de précon-
ditionnement pour le calcul exact [12], il s'imposait de les rassembler au sein d'une même
bibliothèque.
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La généricité d'un intergiciel 1

Le calcul exact se distingue par la multiplicité des domaines de base manipulés : corps �nis,
nombres entiers, rationnels, polynômes, . . . Et pour chaque domaine, de multiples implémen-
tations sont disponibles, chacune ayant des domaines de prédilection spéci�ques. Par exemple,
une représentation logarithmique tabulée peut être préférable pour des calculs arithmétiques
alors qu'une représentation modulaire sur des �ottants permet l'utilisation de routines d'al-
gèbre linéaire numériques. Il faut ajouter à cela, que les meilleurs outils de calcul exact sont
dispersés en diverses bibliothèques : la bibliothèqueGMP[60] pour les calculs multipréci-
sions, en particulier avec des nombres entiers, la bibliothèqueNTL [100] pour l'arithmétique
des polynômes, ou encore la bibliothèque de calcul algébriqueGivaro [52]. À l'opposé de
ces bibliothèques spécialisées et ef�caces, on trouve des logiciels généralistes et complets de
calcul, tels queMaple [11, 85] ou Mathematica [121]. Ils sont largement diffusés, et très
simples d'emploi, mais les algorithmes qu'ils mettent en œuvre ne sont pas toujours les plus
performants et ils sont donc souvent inadaptés au calcul intensif.

Le projet ambitieux de LINBOX [33] est de former un intergiciel fournissant les meilleurs
algorithmes aux logiciels généralistes, tout en utilisant les bibliothèques spécialisées les plus
adaptées pour les calculs de base.

C'est ce double besoin de généricité et de performance qui a conduit à l'utilisation du
langageC++.

L INBOX-1.0

Après six années de maturation, la première version of�cielle 1.0 de LINBOX 2 a pu voir le
jour en juillet 2005. La conception prévoit désormais quatre niveaux d'utilisation :

– à travers des serveurs de calcul en ligne, et des formulairesJavaScript .
– par des exécutables précompilés, ou comme paquetage de logiciels généralistes.
– en incluant les sources et en y accédant par des méthodes générales correspondant à

des solutions de problèmes classiques (déterminant, rang, polynôme minimal, . . .). La
bibliothèque se charge de faire les choix opportuns dans les algorithmes, en fonction des
données.

– en incluant directement les algorithmes à un niveau inférieur, laissant ainsi plus de choix
à l'utilisateur dans les optimisations.

Les solutions disponibles au troisième niveau d'utilisation sont les fonctions suivantes :
déterminant, rang, polynôme minimal et caractéristique, résolution de système linéaire, test si
la matrice est dé�nie positive. Chacune de ces solutions est utilisable sur un corps �ni ou dans
Z, avec des matrices denses ouboîte noire.

L'introduction d'algorithmes par blocs (comme la résolution de Lanczos par blocs) a néces-
sité d'ajouter des algorithmes pour les matrices denses. Nous avons donc introduit les routines

1Traduction proposée par D. Durand du terme anglo-saxonmiddleware, utilisé dans le contexte des réseaux,
désignant laclasse de logiciels qui assurent l'intermédiaire entre les applications et le transport des données par
les réseaux.Voir www.linux-france.org/prj/jargonf/I/intergiciel.html

2La bibliothèque, ainsi que sa documentation et l'accès à des serveurs de calculs sont disponibles en ligne à
l'adressewww.linalg.org
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de base d'algèbre linéaire dense, que nous décrirons dans la partie I, ainsi que nos travaux
concernant le polynôme caractéristique (parties II et III).

En�n la bibliothèque dispose d'un jeu de tests pour ses différents algorithmes, ainsi que
de programmes d'exemples d'utilisation des solutions. Leur compilation a été testée sur des
architectures différentes et des systèmes variés (Linux, Cygwin, Pentium 4, Itanium2-64).

Contexte des expérimentations

Pour illustrer les algorithmes que nous présentons, nous donnons des résultats expérimen-
taux de leur implémentation en C++. Il peut s'agir de l'implémentation directement disponible
dans la bibliothèque LINBOX ou alors d'une implémentation expérimentale, mais faisant ap-
pel à des routines de LINBOX. La thèse de Pascal Giorgi [56] décrit en détail l'intégration des
routines d'algèbre linéaire dense dans LINBOX, que nous avons réalisé en collaboration. Pour
cette raison nous ne rentrons pas dans les détails de l'intégration de nos travaux dans LINBOX,
et renvoyant le lecteur à ce document.

Comme nous le verrons dans la partie 2.1.2, ces implémentations reposent grandement
sur les routines BLAS d'algèbre linéaire �ottante. Nous en utilisons deux implémentations :
ATLAS3, version 3.6, qui fournit un code s'adaptant automatiquement lors de l'installation
à l'architecture [118] et leGOTO BLAS4, version 1.02, développé par Kazushige Goto [58]
plus particulièrement optimisé pour les architectures PC. Par la suite nous les désignerons
respectivement par ATLAS et GOTO. Nous utilisons aussi les bibliothèquesGMP, version
4.1.4 etNTL, version 5.4, pour l'arithmétique des nombres entiers et des polynômes. Nous
utilisons le compilateurgcc , versions de 3.2.3 (sur Itanium) à 4.0 (sur certains PC).

Ces expérimentations servent le plus souvent à comparer la rapidité de calcul des algo-
rithmes. Nous donnons soit le temps CPU en secondes (temps passé effectivement par le
processus dans le CPU), soit éventuellement pour les corps �nis, la vitesse de calcul. Cette
vitesse est obtenue en divisant une estimation du nombre d'opérations algébriques effectuées
par le temps CPU utilisé. Son unité est le Mfops, pour Millions d'opérations dans le corps par
seconde.

Les matrices que nous avons utilisées sont le plus souvent des matrices denses dont les
coef�cients sont tirés aléatoirement et uniformément dans le corps �ni utilisé, ou dans un in-
tervalle [0: : : n] de Z. Pour les expérimentations avec les méthodesboîte noire, nous avons
utilisé des matrices creuses provenant de diverses applications (complexes simpliciaux, ro-
botique, matrices d'adjacence de graphes fortement réguliers, . . .). Toutes ces matrices ainsi
qu'une description du format utilisé pour leur représentation sont disponible sur internet5.

3www.netlib.org/atlas
4www.tacc.utexas.edu/resources/software/
5www-lmc.imag.fr/lmc-mosaic/Clement.Pernet/Matrices/
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RAPPELS THÉORIQUES ET NOTATIONS

Nous rappelons ici les notions mathématiques de base sur lesquelles nous nous appuyons
dans notre étude.

Ouvrages de référence : Pour les approfondir, on pourra se reporter à l'excellent ouvrage
de Gantmacher [50] pour les questions générales d'algèbre linéaire. Le livre de Gerhard et
von-zur-Gathen [51] ainsi que la référence encyclopédique [59] sont les références en ce qui
concerne l'algorithmique pour le calcul formel. Pour les questions de complexité algébrique,
on pourra se reporter à l'ouvrage de Bürgisser, Clausen et Shokrollahi [13]. En�n, le livre
d'Abdeljaoued et Lombardi [84] illustre la théorie de la complexité algébrique par l'algèbre
linéaire et particulièrement le calcul du polynôme caractéristique.

Algèbre linéaire

Soit une matrice carréeA de dimensionn � n sur un anneau principalA .

Polynôme caractéristique : Nous dé�nissons le polynôme caractéristique comme le déter-
minant de sa matrice caractéristique :

PA
car(X ) = det( XI n � A):

Pour des raisons de commodité, nous avons préféré la dé�nition anglo-saxonne rendant ce
polynôme unitaire, à la dé�nition française,PA

car(X ) = det( A � XI n ), ajoutant un facteur
(� 1)n dans le monôme dominant.

Nous rappelons également la dé�nition du déterminant d'une matriceA = [ A i;j ] :

det(A) =
X

� 2 S n

� (� )
nY

j =1

a� ( j );j (1)

où S n est l'ensemble des permutations de l'intervalle[1: : : n] et � (� ) est la signature de la
permutation� .

Polynôme minimal : Considérons leA [X ]-module formé parA n dont la mutliplication ex-
terne parA [X ] est dé�nie comme suit :8(�; �; v ) 2 A � A � A n (�X + � ):v = �Av + �v .
Le polynôme minimal du vecteurv relativement à la matriceA est dé�ni comme le polynôme
unitaire de plus petit degré, annulateur dev dans ceA[X ]-module. Plus simplement, on peut
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le dé�nir comme le polynôme unitaireP de plus petit degré tel queP(A)v = 0 dansA n . Nous
le noteronsPA;v

min .
Le polynôme minimal de la matriceA est dé�ni comme le polynôme unitaire de plus petit

degré tel queP(A) = 0 dansA n� n . Nous le noteronsPA
min.

En�n, pour être complets, nous dé�nissons aussi le polynômePu;A;v
min , pour deux vecteursu

et v, comme le polynôme minimal générateur de la séquence des scalaires

t uv; t uAv; : : : ; t uA i v; : : :

Il est est utilisé en particulier dans l'algorithmeboîte noirede Wiedemann [119].

Le polynôme minimal deA étant annulateur deA, il véri�e aussi P(A)v = 0. Il est donc
divisible parPA;v

min . Par ailleurs, on sait par le théorème de Cayley-Hamilton que le polynôme
caractéristique est annulateur deA. En�n PA;v

min annule la séquencet uv; t uAv; : : : ; t uA i v; : : :
et est donc multiple dePu;A;v

min . Nous avons donc les relations de divisibilité suivantes dans
A [X ] :

Pu;A;v
min j PA;v

min j PA
min j PA

car:

Matrice compagnon : Soit P = X d +
P d� 1

i =0 ci X i un polynôme unitaire de degréd. La
matrice compagnon associée au polynômeP, notéeCP , est la matrice de dimensionsd � d

CP =

2

6
6
6
6
6
4

0 � c0

1 0 � c1

... ...
...

1 � cn� 1

3

7
7
7
7
7
5

Son polynôme caractéristique égale son polynôme minimal et vautP : PCP
car = PCP

min = P.

Forme normale de Frobenius : Si la matriceA est maintenant dé�nie sur un corpsK , on
dé�nit la transformation de similitude de la matriceA avec la matrice inversibleU comme
étant la matriceU� 1AU. On dit alors que deux matricesA etB sont équivalentes par transfor-
mation de similitude (ou semblables), si il existeU 2 GLn (K ) tel queB = U� 1AU. On peut
alors décomposerM n (K ) en classes d'équivalence pour cette relation. La forme normale de
Frobenius dé�nit alors un unique représentant pour chacune de ces classes :

Dé�nition. Toute matriceA 2 K n� n est semblable à une unique matrice diagonale par blocs,

F = P � 1AP = diag(Cf 1 ; Cf 2 ; : : : ; Cf � )

où les blocsCf i sont des blocs compagnons dé�nis par les polynômes unitairesf 1; : : : ; f �

véri�ant f i +1 jf i pour 1 � i < � et appelés les facteurs invariants deA. Cette matrice est
appelée forme normale de Frobenius de A.
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De manière similaire, sur un anneau principalA on considère les transformations d'équiva-
lence, de la formeUAV oùU etV sont inversibles, et on peut dé�nir des classes d'équivalence
de la même façon que pour les transformations de similitude. La forme normale servant à ca-
ractériser chaque classe d'équivalence est la forme normale de Smith :

Dé�nition. Toute matriceA n � m dé�nie sur un anneau principal est équivalent à une matrice
diagonale

S = UAV =

2

6
6
6
6
6
4

s1

s2

...

sn

3

7
7
7
7
7
5

où U et V sont des matricesn � n et m � m unimodulaires (de déterminant inversible dans
A), où lesr = rang(A) premierssi sont non nuls et véri�entsi +1 jsi pour i 2 [1: : : r � 1].
Cette matrice est appelée forme de Smith. Elle est unique à la multiplication près dessi par
des éléments inversibles deA.

A noter qu'il s'agit ici de la dé�nition donnée par Villard dans [112] facilitant la mise
en relation de la forme de Smith avec la forme de Frobenius. Dans la dé�nition classique
[101, 50], les facteurs invariants sont ordonnés dans le sens inverse :8i 2 [1: : : r � 1] si jsi +1 .

Les polynômesf 1; : : : f � , comme les élémentss1; : : : sn sont appelés les facteurs invariants
de la matrice. Cette identi�cation provient de la propriété suivante :

Théorème([50, Chap 6]). La forme normale de Frobenius deA est diag(Cf 1 ; : : : ; Cf � ) si et
seulement si la forme normale de Smith de la matriceXI n � A est diag(f 1; : : : ; f � ; 1; : : : ; 1).

La forme normale de Frobenius résume tous les invariants algébriques et géométriques de
la matriceA. En particulier, on montre quef 1 = PA

min et que
Q �

i =1 f i = PA
car ; le déterminant

se lit sur le coef�cient constant de ce polynôme et le rang est le nombre de facteurs invariants
ayant un coef�cient constant nul.

Modèle de calcul et complexité

Pour les algorithmes déterministes, nous utilisons un modèle de calcul de type RAM (Ran-
dom Access Machine) binaire ou arithmétique, dont on trouvera une description dans [2, §1.2].

Pour les algorithmes probabilistes, nous supposons disposer aussi d'un générateur aléa-
toire : il s'agit d'une séquence, de taille polynomiale dans la taille des entrées, de bits aléa-
toires, ou d'éléments d'un sous-ensemble �ni du domaine. Un algorithme est probabiliste s'il
retourne un résultat juste pour une proportion constante des entrées aléatoires. Le comporte-
ment pour les autres entrées dé�nit deux classes d'algorithmes probabilistes :

les algorithmesMonte Carlo: dont le résultat n'est pas spéci�é dans ce cas,

les algorithmesLas Vegas: qui retournentEchec .

Ainsi l'utilisateur d'un algorithmeLas Vegaspeut l'exécuter tant qu'il retourneEchec pour en
faire un algorithmetoujours correct, probablement rapide. A l'inverse, les algorithmesMonte
Carlo ne permettent pas de certi�er le résultat et sont donctoujours rapides, probablement
corrects.
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Pour les calculs de complexité, nous utiliserons le modèle de complexité algébrique (comp-
tant le nombre d'opérations algébriques effectuées sur un corps ou un anneau) et le modèle
binaire (comptant le nombre d'opérations binaires effectuées). Plus précisément nous utilisons
essentiellement la complexité algébrique (pour les corps �nis) sauf dans les chapitres 5, 9 et
12 où nous utilisons la complexité binaire pour les algorithmes dansZ.

Nous rappelons la signi�cation de la notationO (n) :

f (n) = O (g(n)) si et seulement si9n0; C;8n � n0 f (n) � Cg(n)

De plus, la notationO~() (soft O) inclut les facteurs logarithmiques et polylogarithmiques :

O~(f (n)) = O (f (n)(log n)� )

une certaine constante� .
Si les notationsO () et O~() conviennent à l'étude asymptotique, elles dissimulent des

constantes pouvant rendre un algorithme impraticable, quoique asymptotiquement le meilleur.
Par exemple, la dimensionn à partir de laquelle un algorithme en6n2;807 est moins coûteux
qu'un algorithme en2n3 estn = 297. C'est ainsi que les algorithmes de multiplication matri-
cielle rapide n'ont longtemps été considérés que pour leur intérêt théorique.

Notre point de vue étant ici l'ef�cacité en pratique des algorithmes, nous nous attachons à
détailler le plus souvent leur complexité en donnant systématiquement la constante dissimulée
par la notationO (). Ainsi, nous donnons pour un algorithmeX sa complexitéTX(n) par le
terme dominant de sa complexité, incluant la constante multiplicative. Il s'agit d'un abus de
notation qui nous fait écrireTX(n) = f (n) quand la complexité de l'algorithmeX estf (n) +
o(f (n)).

Matériel de récurrence pour la complexité algébrique

Dans les chapitres 3 et 4, nous étudierons les complexités algébriques de différents pro-
blèmes réduits au produit matriciel. En particulier, nous donnons une expression de la cons-
tante du terme dominant de ces complexités. Pour ce faire nous aurons besoin des deux lemmes
suivants.

Lemme 0.1.Soitm un entier positif,! > 2 etC; a; g; edes constantes. Si

1. T(m) = CT( m
2 ) + am! + � (m), avec� (m) � gm2, etT(1) = e

2. log2(C) < ! .

Alors
T(m) =

a2!

2! � C
m! + o(m! ) = O (m! ) :

Démonstration.On poset = log2(m). En déroulant la formule de récurrence, on obtient

T(m) = CtT(1) + am!
t � 1X

i =0

�
C
2!

� i

+
t � 1X

i =0

C i � (
m
2i

)

= CtT(1) + am! 1 �
�

C
2!

� t

1 � C
2!

+
t � 1X

i =0

C i � (
m
2i

):
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Si C 6= 4, on a

T(m) =
a2!

2! � C
m! + kC t + g0m2

oùg0 < 4g
4� C et k < T (1) � a2!

2! � C � g0. Par ailleurs siC = 4, on a

T(m) =
a2!

2! � C
m! + k0Ct + gm2 log2(m);

où k0 < T (1) � a2!

2! � C . Dans les deux cas, on obtientT(m) = a2!

2! � C m! + o(m! ), en utilisant
le fait queCt = mlog2 (C) .

Voici maintenant une généralisation pour le cas où le problème fait intervenir deux dimen-
sions indépendantes,m etn.

Lemme 0.2.Soitm etn deux entiers positifs,! > 2 etC; a; b; g; h; edes constantes. Si

1. T(m; n) = C(T( m
2 ; n) + T( m

2 ; n � m
2 )) + am! + bm! � 1n + � (m; n), avec� (m; n) �

gm2 + hmn etT(1; n) � en.

2. log2(C) < ! � 2

AlorsT(m; n) = O (m! ) + O (m! � 1n).

Démonstration.De la même façon, on déroule la récurrence pour trouver

T(m; n) = C t
mX

i =1

T(1; n � i + 1) + am! 1 �
� C

2!

� t

1 � C
2!

+
t � 1X

i =0

2iX

j =1

C i
� � m

2i

� ! � 1
(n � (j � 1)

m
2i ) + �

� m
2i ; n � (j � 1)

m
2i

� �

= C t
�

mn �
m(m � 1)

2
�

a2!

2! � C

�
+ m!

0

@ a2!

2! � C
�

t � 1X

i =0

2iX

j =1

j � 1
2i!

1

A

+ m! � 1n
t � 1X

i =0

2iX

j =1

�
C

2! � 1

� i

+ m2
t � 1X

i =0

2iX

j =1

�
C
4

� i

(g � h(j � 1))

+ hmn
t � 1X

i =0

2iX

j =1

�
C
2

� i

= C t k(m; n) + �m ! + �m ! � 1n + o(m! ) + o
�
m! � 1n

�

pour certaines constantes� et � , et commek(m; n) = O (mn) + O (m2).

Le lemme 0.1 permet d'obtenir le terme dominant dans sa totalité (constante et exposant)
à partir des paramètres de la formule de récurrence. Pour le lemme 0.2, nous avons préféré ne
laisser que l'information sur l'exposant par souci de simplicité. Les constantes� et � pourront
ensuite être déterminées facilement en injectant l'expressionT(m; n) = �m ! + �m ! � 1n dans
la formule de récurrence.
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Première partie

Algèbre linéaire dense ef�cace sur un
petit corps �ni
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INTRODUCTION

Motivation

En calcul exact, les corps �nis jouent un rôle central : soit par leurs applications en crypto-
graphie ou en théorie des codes, soit comme brique de base pour des calculs dansZ ou Q. En
effet, les techniques de restes chinois ou de remontéep-adique permettent de réduire des cal-
culs tels que le déterminant d'une matrice entière ou la résolution d'un système entier dansQ
à des calculs sur des corps �nis. Contrairement aux nombres entiers, tous les coef�cients d'un
corps �ni peuvent être représentés dans le même espace mémoire, ce qui permet de développer
des arithmétiques ef�caces, en utilisant les unités élémentaires de mémoire des ordinateurs :
les mots machine.

Par ailleurs, l'expérience acquise en algèbre linéaire pour le calcul numérique montre qu'un
ensemble restreint de routines de base particulièrement optimisées suf�sent à assurer des per-
formances excellentes pour la plupart des problèmes faisant appel à l'algèbre linéaire. Il s'agit
de la démarche qui a conduit à l'élaboration des BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines)
[83, 28, 27].

De telles bibliothèques n'existaient pas pour le calcul exact avec des corps �nis. Nous avons
donc cherché à combler, partiellement, ce manque en développant des routines de base, sur
lesquelles nous allons pouvoir par la suite nous appuyer pour le calcul du polynôme caracté-
ristique.

Démarche adoptée

Opération fondamentale en algèbre linéaire, le produit matriciel tient toujours une place
de choix parmi les problèmes d'algorithmique en algèbre linéaire et son importance va crois-
sante. Jusqu'à la �n des années 1960, les algorithmes en algèbre linéaire étaient décrits par des
boucles d'opérations arithmétiques sur un domaine de base. Et les complexités algébriques
des problèmes canoniques (déterminant, rang, résolution de systèmes, etc) étaient cubiques en
la dimension des matrices considérées, tout comme celle du produit matriciel, mais sans lien
apparent. Cette complexité était alors considérée comme optimale.

Or en 1969, Strassen a ouvert une brèche en proposant dans [108] un algorithme sous-
cubique (enO (n2;8074)) pour effectuer le produit de deux matrices carrées d'ordren. Depuis,
de nombreux autres algorithmes ont été proposés, réduisant l'exposant à2; 7799(Bini, Capo-
vani, Lotti et Romani dans [7]),2; 55 (Schönage dans [99]),2; 39 (Coppersmith et Winograd
dans [17]) et en�n2; 376 (Coppersmith et Winograd dans [18]). En�n, notons aussi les ré-
cents travaux de Cohn et Umans [14] utilisant une approche différente, basée sur la théorie
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des groupes, pour tenter d'approcher l'exposant! = 2 + o(1), mais n'obtiennent à l'heure
actuelle que l'exposant! = 2; 41.

Par la suite, nous désignerons par! , un exposantréalisablepour le produit matriciel, en
reprenant les notations de [51, §12.1]. On appellel'exposant du produit matriciel� , la borne
inférieure sur tous les exposants réalisables! . La valeur de� reste à l'heure actuelle inconnue,
et l'hypothèse� = 2 qui semble la plus réaliste n'est qu'une conjecture.

La question s'est immédiatement posée de savoir si les autres problèmes canoniques ver-
raient leur complexité algébrique réduite de ce fait (Strassen, dans son article [108], appliquait
déjà son résultat à l'élimination de Gauss). La réponse af�rmative a été rapidement établie pour
la plupart d'entre eux (voir [10, 13] pour une revue détaillée sur le sujet), dont la complexité
algébrique est devenueO (n! ) par desréductionsau produit matriciel. A notre connaissance,
seul le calcul du polynôme caractéristique ne répond pas à la règle et nous aurons l'occasion
de revenir sur le sujet dans la partie II.

Dès lors, le produit matriciel est devenu un constituant de base de la plupart des algorithmes
d'algèbre linéaire, pour permettre les réductions de complexité. Le phénomène se poursuit
encore actuellement pour améliorer des complexités binaires, comme par exemple celle du
déterminant dans [78].

Parallèlement, cette réduction s'est aussi imposée au niveau des implémentations en cal-
cul numérique, indépendamment de l'existence d'un exposant sous-cubique. En effet, comme
nous le verrons dans la partie 2.1.2, c'est sur le produit matriciel que les efforts d'optimisation
de code ont le plus porté leurs fruits et ces réductions permettent donc d'en tirer parti pour les
autres algorithmes.

Ainsi, pour élaborer des implémentations ef�caces sur des corps �nis, nous procédons de
manière similaire. Les efforts d'optimisation porteront essentiellement sur deux routines cen-
trales : le produit matriciel d'une part et la résolution de systèmes triangulaires multiples
d'autre part. Les autres routines de bases se réduiront à ces deux routines grâce à des algo-
rithmes récursifs par blocs.

Pour garantir l'ef�cacité des routines centrales, nous considérons autant le niveau de l'im-
plémentation (réduction modulaire différée, utilisation de l'arithmétique �ottante, optimisation
de la gestion du cache) que de l'algorithmique (utilisation de la multiplication matricielle ra-
pide de Winograd). Ces considérations conduisent à des algorithmes en cascades reposant sur
des paramètres seuils dont nous proposons des méthodes de détermination �ne.
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1
PRÉLIMINAIRES : ARITHMÉTIQUE DES

CORPS FINIS ET PRODUIT SCALAIRE

La première tâche pour implémenter des routines d'algèbre linéaire exacte est de développer
l'arithmétique sous-jacente. En effet les objets mathématiques impliqués, tels que les corps
�nis, n'existent pas au niveau des unités arithmétiques des ordinateurs actuels. Une émulation
logicielle est donc nécessaire. L'implémentation d'arithmétiques ef�caces pour les corps �nis
est une partie importante du développement de routines d'algèbre linéaire exacte.

Ce sujet a déjà été largement étudié et nous nous reportons par exemple à [31] et aux
références qui y sont incluses pour un revue détaillée sur le sujet. Nous rappelons ici les diffé-
rentes façons d'implémenter une telle arithmétique et argumentons notre préférence pour l'une
d'elles dans le cadre des routines d'algèbre linéaire ef�caces.

1.1 Implémentation des corps �nis

Par la suite, nous distinguons les corps �nis ditspremiers, dont la cardinalité est un nombre
premier, parmis les corps �nis en général, appelées corps de Galois, dont la cardinalité est
du typeq = pk , avecp premier etk � 1. Pourk > 1, ils sont obtenus comme une exten-
sion algébrique de degrék à partir d'un corps premier. Nous nous concentrons principalement
sur les corps premiers. A�n de faciliter l'utilisation de l'arithmétique des mots machine, nous
considérons les corps de cardinalité inférieure à2
 , où 
 est le nombre de bits de la représen-
tation entière utilisée. Par exemple
 peut valeur32ou 64pour des types entiers ou encore53
pour des �ottants double précision dont on n'utilise que la mantisse. C'est en ce sens que nous
appelons ces petits corps despetits corps.

Une implémentation consiste à choisir une représentation pour les éléments du corps, ainsi
qu'une arithmétique pour les manipuler. Nous décrivons dans la partie 1.1.1 les principaux
types d'implémentations existantes pour les corps �nis, puis nous décrirons plus précisément
dans la partie 1.1.2 celle que nous avons privilégiée pour la plupart de nos expérimentations
utilisant des corps premiers.
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1.1.1 Les principaux types existants

Représentation classique avec divisions entières :Les éléments sont représentés par les en-
tiers d'un intervalle de longueurp. On distingue en particulier deux cas : lesreprésenta-
tions positives, utilisant l'intervalle[0; : : : ; p� 1]et les représentations centréesutilisant
l'intervalle

[�
p � 1

2
; : : : ;

p � 1
2

]

pour p > 2. Les opérations du groupe additif sont faites par l'unité arithmétique de la
machine, suivies d'un test et d'une éventuelle correction. La multiplication est suivie
d'une réduction modulaire alors que la division est calculée par l'algorithme d'Euclide
étendu.

Représentation de Montgomery : Cette représentation, proposée dans [86], permet d'éviter
la réduction modulaire coûteuse pour les multiplications. Une représentation décalée
est utilisée et la réduction modulaire est remplacée par des multiplications. Les autres
opérations restent inchangées, mise à part la division.

Inverse en virgule �ottante : Une autre idée est de réduire le coût de la réduction modulaire
en précalculant l'inverse de la caractéristiquep sur un nombre �ottant. Ainsi seulement
deux multiplications sur des nombres �ottants et des arrondis sont nécessaires. Cepen-
dant, les arrondis peuvent introduire des erreurs de� 1 et un ajustement doit donc être
fait, comme c'est le cas dans la bibliothèque NTL [100].

Logarithmes discrets (ou logarithmes de Zech) :Ici, les éléments sont représentés par la
puissance d'un générateur du groupe multiplicatif. Ainsi, les opérations du groupe mul-
tiplicatif sont effectuées par des additions et soustractions modulop � 1. Néanmoins
les additions et soustractions sont rendues plus complexes et sont généralement tabulées
[31, §2.4].

Concernant les corps de Galois non-premiers, une première approche repose sur la pro-
priété suivante : GF(pk) � Zp=(P) où P est un polynôme irréductible de degrék sur Zp.
Ainsi, les éléments sont représentés par des polynômes à coef�cients dans un corps premier.
L'arithmétique est donc celle de polynômes moduloP dont les coef�cients utilisent une des
arithmétiques décrites ci-dessus. Alternativement, on peut utiliser la représentation logarith-
mique Zech, en représentant chaque élément par la puissance correspondante d'un polynôme
générateur, de la même façon que pour les les corps premiers.

1.1.2 Modular<double> : une implémentation �ottante pour l'al-
gèbre linéaire exacte

Comme nous l'avons mentionné précédemment, les architectures informatiques modernes
(Pentium III et IV, Athlons, Itaniums, Optérons, . . .) privilégient les calculs en virgule �ottante,
en particulier concernant l'opérationAXPYou fused-mac. Par ailleurs la réduction modulaire
par inverse �ottant est parmi les plus ef�caces (voir [31] sur le sujet). C'est pour ces raisons
que nous avons développé une implémentation de corps �ni premier, basée sur les �ottants
double précision (typedouble en C). Les éléments sont donc représentés par des entiers
stockés dans la mantisse d'undouble . L'exposant est inutilisé dans cette représentation. Les
opérations arithmétiques du groupe additif ainsi que la multiplication et leAXPYsont effectués
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par les unités arithmétiques machine alors que la division est toujours faite par un algorithme
d'Euclide étendu. En�n la réduction modulaire utilise le principe de l'inverse �ottant décrit
dans la partie 1.1.1. Nous verrons dans la partie 2.1.2 que cette implémentation permet surtout
d'utiliser les routines numériques directement sur les éléments, sans effectuer de copies ni
de conversions, ce qui est un avantage majeur. Plus de détails sur cette implémentation sont
donnés dans [56]. La caractéristique principale de cette implémentation est qu'elle utilise un
type �ottant, dédié aux calculs approchés sur les réels, pour des calculsexactssur des corps
�nis.

1.2 Le produit scalaire

L'opération essentielle en algèbre linéaire est sans doute la succession d'une multiplication
et d'une addition (ou accumulation à un résultat temporaire) :y  ax + y. Souvent appelée
AXPY, cette opération peut être vue comme atomique, surtout depuis son introduction en vir-
gule �ottante dans les processeurs sous le nom defused-mac. Ainsi, les arithmétiques de corps
premiers dé�nissent aussi cette opération, ce qui permet de n'appliquer qu'une réduction mo-
dulaire pour deux opérations arithmétiques.

Le produit scalaire consiste ensuite à enchaîner ces opérations sur les éléments de deux vec-
teurs, ce qui permet en particulier d'utiliser les structures depipelinedes architectures dans le
cas des calculs �ottants. En revanche, sur des corps �nis, la réduction modulaire après chaque
AXPYest pénalisante (ajout d'opérations et éventuellement de branchements conditionnels) et
empêche une mise enpipelineef�cace des calculs.

De ce constat est née l'idée de différer la réduction modulaire autant que possible. En effet,
pour toutes les implémentations décrites précédemment, sauf celle des logarithmes de Zech,
les éléments sont plongés canoniquement dansZ et peuvent donc être maniés par les unités
arithmétiques machine. Une réduction modulaire �nale permet ensuite de retrouver le résultat
dans le corps �ni. La représentation deZ par les mots machine est bien sûr limitée à un in-
tervalle borné. L'approche différée n'est donc valide que lorsque les résultats restent dans cet
intervalle.

Par exemple si on utilise une représentation positive sur des mots de
 bits avec le modulo
p, on peut effectuer� accumulations sans réduction modulaire si

� (p � 1)2 < 2
 : (1.1)

Si la représentation est centrée, (i.e.� p� 1
2 � x � p� 1

2 pour la représentation d'un élémentx
du corps premier impairZp), l'équation 1.1 devient :

�
�

p � 1
2

� 2

< 2
 � 1 (1.2)

ce qui améliore� d'un facteur2. A noter qu'un bit est pris à la mantisse pour exprimer le signe
(d'où le 
 � 1).

Ainsi, le surcoût des réductions modulaires peut être amorti puisque seulement
�

n
�

�
réduc-

tions sont nécessaires pour un produit scalaire de dimensionn.
Par ailleurs, on note que la représentation centrée est mieux adaptée aux calculs avec réduc-

tion modulaire différée. Dans la mesure où on a le choix d'utiliser cette représentation, il faut
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la préférer. Cependant, de nombreuse implémentations existantes pour les corps �nis utilisent
des représentations positives. Pour cette raison, nous déclinons par la suite chaque résultat
concernant les réductions modulaires différées pour les représentations positives et centrées.
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2
LE PRODUIT MATRICIEL

Nous présentons ici des travaux sur le produit matriciel que nous avons initiés dans [91],
publié dans [34] et prolongés depuis.

2.1 Par l'algorithme classique

Nous considérons l'opérationC  A � B où la matriceA a pour dimensionsm � k,
B , k � n et C, m � n. Par algorithme classique, nous désignons la méthode qui consiste à
cacluler chacun desm � n coef�cients du résultat comme un produit scalaire de dimensionk.
Les opérations arithmétiques sont donc l'addition et la multiplication sur le corps �ni. Nous
étudions ici comment les ordonnancer de la manière la plus ef�cace.

2.1.1 Réduction modulaire différée

Le produit matriciel étant vu comme un ensemble de produits scalaires, on peut donc lui
appliquer la remarque de la partie 1.2 : la réduction modulaire peut être différée. Soit� le
nombre maximal deAXPYpouvant être effectués sans réduction modulaire. Nous distingue-
rons essentiellement deux cas :

– celui des représentations positives sur des mots de
 bits non signés, pour lesquelles�
véri�e

� (p � 1)2 < 2
 � (� + 1)( p � 1)2: (2.1)

– celui des représentations centrées sur des mots de
 bits signés, pour lesquelles� véri�e

�
�

p � 1
2

� 2

< 2
 � 1 � (1 + � )
�

p � 1
2

� 2

: (2.2)

Cette contrainte induit un découpage en blocs des matrices à multiplier :A est découpée en
k=� blocs de dimensionm � � etB enk=� blocs de dimension� � n (sauf les derniers blocs
deA etB qui sont de dimension plus petite).

Ainsi, l'algorithme consiste maintenant à effectuer les produits par blocs par une arithmé-
tique deZ, en effectuant les réductions modulaires entre chaque opération de blocs. Cette
organisation laisse maintenant entrevoir la possibilité d'utiliser les routines numériques spé-
cialisées, pour effectuer les opérations de blocs. C'est ce que nous allons maintenant étudier.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

2.1.2 Utilisation de l'arithmétique �ottante

Une approche naïve pour le produit matrice-vecteur et la multiplication matricielle serait de
les considérer comme respectivementn ou n2 produits scalaires. De la sorte l'ef�cacité serait
celle du produit scalaire, traitée dans [31] : en général autour d'une opération de corps pour
deux cycles d'horloge.

Or des efforts considérables ont été menés pour améliorer ces opérations linéaires en tirant
parti de la structure hiérarchique de la mémoire des ordinateurs actuels ainsi que des unités
arithmétiques spécialisées [118]. Dans la plupart des architectures des ordinateurs modernes,
un accès à la mémoire vive est plus de cent fois plus coûteux qu'une opération arithmétique.
Pour contourner ce ralentissement, la mémoire est structurée en deux ou trois niveaux de mé-
moire cache, jouant le rôle de tampon pour réduire le nombre d'accès à la mémoire vive et
réutiliser au maximum les données chargées. Cette technique n'est valable que si l'algorithme
permet la réutilisation de certaines données. C'est la principale raison pour laquelle le produit
matriciel est particulièrement bien adapté à ce type d'optimisation : c'est la première opération
basique en algèbre linéaire dont la complexité arithmétiqueO (n3) est d'un ordre de grandeur
supérieur à la complexité en mémoireO (n2).

Ces considérations ont mené les numériciens à l'élaboration des BLAS [83, 28, 27], dont
l'ef�cacité est principalement basée sur un noyau optimisé pour le produit matriciel. L'un de
ses principes constitutifs est d'effectuer les produits matriciels par blocs de petite dimension,
de sorte que les arguments pour un produit de blocs tiennent dans la mémoire cache, limitant
ainsi les surcoûts d'accès mémoire. Initialement, ces routines étaient fournies par le construc-
teur d'une architecture donnée. Mais les récents travaux de [118] ont permis le développement
de BLAS génériques s'adaptant aux spéci�cités de la plupart des architectures existantes grâce
à un système d'optimisations basées sur des expérimentations lors de l'installation. L'ef�cacité
de telles routines est sans comparaison : par exemple la puissance de crête du produit matri-
ciel sur un Pentium 4 cadencé à 3,4 Ghz est de5; 276milliards d'opérations par seconde, ce
qui correspond à1; 55 opérations arithmétiques par cycle d'horloge. Cette ef�cacité provient
d'une utilisation pertinente des niveaux de cache, des structures depipelineet du parallélisme
interne à ce type de processeur.

Il est donc tout naturel d'utiliser ces routines pour effectuer les produits matriciels surZ des
blocs décrits dans la partie 2.1.1. Pour ce faire on doit pouvoir convertir les éléments du corps
�ni vers leur image dansZ représentée sur undouble . A l'inverse on doit aussi disposer du
mécanisme réciproque de conversion d'un entier représenté sur undouble vers un élément
du corps �ni, impliquant une réduction modulaire. Ces conversions sont toujours réalisables,
mais elles demandent de dupliquer les blocs de matrices dans le cas d'une implémentation
quelconque. En revanche, l'avantage de l'implémentationModular<double> tient dans le
fait que les éléments sont directement représentés sur desdouble , et les BLAS peuvent donc
les utiliser sans recopie. Après le calcul surZ, une simple réduction modulaire suf�t pour
retrouver le résultat sur le corps �ni.

2.2 L'algorithme rapide de Winograd

En calcul numérique, les travaux de [63] puis de [69, 70] ont mis en évidence le gain en
pratique des algorithmes de multiplication matricielle rapide. L'instabilité numérique de ces
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2.2. L'ALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

algorithmes a été mise en évidence et analysée par Bini et Lotti dans [8] puis par Higham
dans [63, 64]. Cette instabilité dépend fortement des matrices utilisées (parfois l'algorithme
classique est même moins stable). Même si leur intégration au sein des BLAS a été envisagée
dans [29, 70], les numériciens considèrent ces algorithmes comme instables et des BLAS de
référence, comme ATLAS, refusent de considérer leur implémentation.

Les techniques d'agrégation et cancellation de Laderman [82] sont aussi comparées dans
[79]. Elles permettent d'obtenir une meilleure stabilité que la variante de Winograd mais avec
des temps de calcul plus longs.

Mais pour le calcul exact, la stabilité numérique ne pose pas de problème, et nous allons
étudier comment intégrer l'algorithme rapide de Strassen [108] pour une routine sur les corps
�nis. Plus particulièrement, nous considérerons la variante de Winograd décrite dans [51, al-
gorithme 12.1], qui en réduit le nombre d'additions.

2.2.1 Mise en cascade avec l'algorithme classique

Asymptotiquement, l'algorithme de Winograd améliore le nombre d'opérations arithmé-
tiques requises pour le produit matriciel deO (n3) à O (n2;8074). Mais pour une dimension
n donnée, le nombre minimal d'opérations n'est pas atteint en appliquant tous les appels ré-
cursifs de l'algorithme, mais en remplaçant ceux d'un certain niveau seuil par des produits
matriciels classiques. Pour justi�er cette remarque, nous considérons l'algorithme en cascade
effectuantk niveaux récursifs de l'algorithme de Winograd puis des multiplications classiques.
Nous allons étudierT(n; k), le nombre d'opérations arithmétiques (additions, soustractions et
multiplications) en fonction den etk, d'abord pourn = 2 i aveci � k puis pourn quelconque.

Pour n = 2 i : Soit A le nombre d'additions de bloc dans un niveau récursif de l'algorithme
(respectivementA = 18 etA = 15 pour les algorithmes de Strassen et Winograd).

T(n; k) = 7 T(
n
2

; k � 1) + A
� n

2

� 2

= 7 kT(
n
2k

; 0) +
A
4

n2
k� 1X

i =0

�
7
4

� i

= 7 k

�
2

� n
2k

� 3
�

� n
2k

� 2
�

+
A
3

n2

 �
7
4

� k

� 1

!

= 2n3

�
7
8

� k

+
�

A
3

� 1
�

n2

�
7
4

� k

�
A
3

n2:

Cette fonction est minimale en

k0 = log2 n + 1 +
�

log2 3 � log2 ln
7
4

+ log2 ln
8
7

� log2(A � 3)
�

: (2.3)

PourA = 15, on obtientk0 � log2 n � 3; 067257711. Donc le niveau récursif seuil optimal,
k, est nul pourn = 2; 4; 8, puisk = i pourn = 2 i +3 .

Le tableau 2.1 compare le nombre d'opérations arithmétiques en fonction de l'ordre des
matrices et du niveau récursif où le changement intervient.
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Nombre de niveaux récursifs de l'algorithme de Winograd

n Classique 1 2 3 4 5 6

4 112 144 214

8 960 1024 1248 1738

16 7936 7680 8128 9696 13126

32 64512 59392 57600 60736 71712 95722

64 520192 466944 431104 418560 440512 517344 685414

TAB . 2.1– Nombre d'opérations arithmétiques dans le produit de deux matrices d'ordren

Pour n quelconque : Plusieurs techniques, décrites dans [69, 70] peuvent être appliquées
pour obtenir des dimensions paires a�n d'effectuer le découpage de l'algorithme de Winograd.
Suite à la discussion [70, §4.1], nous utilisons le pelage dynamique (dynamic peeling), qui
consiste à découper des bandes de rang 1 pour rendre les dimensions paires. Après le calcul
de l'algorithme de Winograd, des mises à jour de rang 1 sont nécessaires. Il s'agit de produits
matrice-vecteur et de produits tensoriels.

Nous ne donnons pas de formule explicite pour le nombre d'opérations arithmétiques dans
le cas général, mais sin = 2 i + p avecp < 2i , alors le seuilk0 calculé pourn = 2 i avec la
formule 2.3 sera toujours meilleur qu'un seuil supérieur.

Ainsi, cet algorithme en cascade est préférable pour le calcul en pratique. Ce phénomène
est d'ailleurs ampli�é par le fait que les opérations arithmétiques effectuées dans le produit
classique sont plus rapides lorsqu'elles sont groupées en opérations des BLAS (grâce à la
meilleure gestion des accès mémoire). Par conséquent, le nombre optimal de niveaux récursifs
à effectuer dépend de paramètres liés aux architectures et doit donc être déterminé expérimen-
talement. On peut le décrire par le paramètre suivant : la dimensionkWinograd pour laquelle un
niveau récursif de l'algorithme de Winograd est aussi rapide que l'algorithme classique. Le
nombre optimal de niveauxl pour des matrices d'ordren est alors donné par la formule :

l =
�

log2
n

kWinograd

�
+ 1: (2.4)

Au passage, l'équation (2.3) permet de calculer la constanteC2;8074 pour les algorithmes de
Winograd et Strassen en prenantk = log2 n. Quandn est une puissance de2, on obtient

T(n; log2 n) = 7 log2 n

�
1 +

A
3

�
�

A
3

n2 =
�

1 +
A
3

�
n2;8074

Ainsi, pour l'algorithme de Winograd,C2;8074 = 6 et pour celui de Strassen,C2;8074 = 7.
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2.2. L'ALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

2.2.2 Étude de l'allocation mémoire

Nous rappelons d'abord le principe de l'algorithme pour le calcul du produitC  A � B .
Un niveau récursif de l'algorithme consiste à effectuer les découpages suivants surA etB :

A =

2

4 A11 A12

A21 A22

3

5 etB =

2

4 B11 B12

B21 B22

3

5 :

Puis les22opérations suivantes sont effectuées :
– 8 additions :

S1  A21 + A22 T1  B12 � B11

S2  S1 � A11 T2  B22 � T1

S3  A11 � A21 T3  B22 � B12

S4  A12 � S2 T4  T2 � B21

– 7 multiplications, par appels récursifs :

P1  A11 � B11 P5  S1 � T1

P2  A12 � B21 P6  S2 � T2

P3  S4 � B22 P7  S3 � T3

P4  A22 � T4

– 7 additions �nales :

U1  P1 + P2 U5  U4 + P3

U2  P1 + P6 U6  U3 � P4

U3  U2 + P7 U7  U3 + P5

U4  U2 + P5

– Le résultat est le suivant :C =

2

4 U1 U5

U6 U7

3

5

La �gure 2.1 donne le graphe de dépendance des tâches de l'algorithme de Winograd. A
partir de ce graphe, on peut retrouver l'ordonnancement de ces tâches donné dans [29], qui
minimise le nombre d'allocations temporaires pour l'opérationC  A � B . Nous le rappelons
dans le tableau 2.2. Cet ordonnancement n'exige que l'allocation de deux matrices temporaires
X 1 et X 2 de dimensionsm=2 � max(n; k)=2 et k=2 � n=2. Dans le cas de matrices carrées,
ces allocations temporaires additionnées pour tous les niveaux récursifs sont bornées par

2
log nX

i =1

� n
2i

� 2
<

2
3

n2:

Considérons maintenant l'opérationC  A � B + �C . Une première méthode naïve est
d'appliquer l'ordonnancement précédent pour calculerA � B dans une matrice temporaire.
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A11 A12A21 A22B11B12 B21B22

S1

S2

S3

S4

T1

T2

T3

T4

P1 P2

P3 P4

P5

P6

P7 U1

U2

U3 U4

U5 U6U7

FIG. 2.1– Graphe de dépendance des tâches dans un appel récursif de l'algorithme de Wino-
grad

# operation loc. # operation loc. # operation loc.

1 S3 = A11 � A21 X 1 9 P6 = S2T2 C12 17 U5 = U4 + P3 C12

2 T3 = B22 � B12 X 2 10 S4 = A12 � S2 X 1 18 T4 = T2 � B21 X 2

3 P7 = S3T3 C21 11 P3 = S4B22 C11 19 P4 = A22T4 C11

4 S1 = A21 + A22 X 1 12 P1 = A11B11 X 1 20 U6 = U3 � P4 C21

5 T1 = B12 � B11 X 2 13 U2 = P1 + P6 C12 21 P2 = A12B21 C11

6 P5 = S1T1 C22 14 U3 = U2 + P7 C21 22 U1 = P1 + P2 C11

7 S2 = S1 � A11 X 1 15 U4 = U2 + P5 C12

8 T2 = B22 � T1 X 2 16 U7 = U3 + P5 C22

TAB . 2.2– Ordonnancement de l'algorithme de Winograd pour l'opérationC  A � B
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2.2. L'ALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

Puis le résultat est additionné à�C . Dans le cas de matrices carrées, ceci impliquerait(1 +
2=3)n2 allocations temporaires.

On peut cependant réduire le nombre d'allocations temporaires en incorporant l'accumula-
tion + �C au sein de l'algorithme. Nous rappelons dans le tableau 2.3, l'ordonnancement de
[70] n'utilisant que trois blocs temporairesX 1, X 2 etX 3, de dimensionsm=2� n=2, m=2� k=2
etk=2� n=2. On se référera à cet article pour la preuve de l'optimalité de cet ordonnancement,
grâce au jeu des galets (pebble game).

# operation loc. # operation loc.

1 S1 = A21 + A22 X 2 12 P2 = �A 12B21 + C11 C11

2 T1 = B12 � B11 X 3 13 S4 = A12 � S2 X 2

3 P5 = �S 1T1 X 1 14 T4 = T2 � B21 X 3

4 C22 = P5 + �C 22 C22 15 U5 = �S 4B22 + U4 C12

5 C12 = P5 + �C 12 C12 16 P4 = �A 22T4 + �C 21 C21

6 S2 = S1 � A11 X 2 17 S3 = A11 � A21 X 2

7 T2 = B22 � T1 X 3 18 T3 = B22 � B12 X 3

8 P1 = �A 11B11 X 1 19 U3 = �S 3T3 + U2 X 1

9 C11 = P1 + �C 11 C11 20 U7 = U7 + U3 C22

10 U2 = S2T2 + P1 X 1 21 U6 = U6 + U3 C21

11 U4 = C12 + U2 C12

TAB . 2.3– Ordonnancement pourC  �AB + �C

Le total des allocations temporaires de cet ordonnancement est borné par

3
log nX

i =1

� n
2i

� 2
< n 2:

Nous résumons dans le tableau 2.4 les propriétés de différents algorithmes rapides, concer-
nant le nombre d'allocations temporaires et le nombre d'opérations de blocs. Il montre que
l'ordonnancement du tableau 2.3 est le meilleur en ce qui concerne l'allocation mémoire, sans
surcoût dans le nombre d'opérations effectuées.

2.2.3 Traitement des dimensions impaires

L'algorithme de Winograd repose sur un découpage récursif des opérandes. Par conséquent,
il n'est dé�ni que pour des matrices carrées dont l'ordre est une puissance de deux. En se
limitant àl niveaux récursif de l'algorithme, il est alors bien dé�ni, pour le produit de matrices
m� k park � n si 2l divise à la foism; k etn. Dans le cas général un traitement spéci�que doit
être appliqué pour gérer les dimensions impaires. On trouvera dans [70, §4] une étude détaillée
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Algorithme Operation # d'Add. # de blocs. Total de mémoire

temp. alloués temp. allouée

Strassen C  A � B 18 2 2=3n2

Winograd C  A � B 15 2 2=3n2

Strassen C  �A � B + �C 22 2+4 (2=3 + 1)n2

Winograd C  �A � B + �C 19 2+4 (2=3 + 1)n2

Huss-Ledermann & Al. C  �A � B + �C 19 3+0 n2

TAB . 2.4– Comparaison de différents ordonnancements et algorithmes de multiplication ra-
pides

sur le sujet : le pavage (padding) consistant à compléter les dimensions impaires par des zéros,
et le pelage (peeling) consistant à découper les dimensions impaires. Chacune de ces méthodes
pouvant être statique si elle est appliquée avant le découpage récursif, ou dynamique si elle est
appliquée au cours de chacun des appels.

En suivant les conclusions de cet article, nous avons opté pour la technique du pelage dy-
namique : à chaque niveau récursif, chaque opérande est découpée en un bloc de dimensions
paires et un ou deux éventuels vecteurs formant la dernière colonne ou la dernière ligne im-
paire. Les blocs pairs sont traités par l'algorithme récursif de Winograd, et une mise à jour est
ensuite appliquée avec les éventuels vecteurs. Les opérations de mise à jours sont des produits
matrice-vecteur, des produits scalaires, ou des produits tensoriels.

2.2.4 Contrôle du débordement

A�n de l'insérer au sein de la structure en cascade décrite dans la partie 2.1.1, il faut envisa-
ger d'effectuer l'algorithme de Winograd aussi bien sur le corps �ni que surZ, en employant la
réduction modulaire différée. Il faut donc pouvoir contrôler la croissance des valeurs entières
manipulées au cours des appels récursifs pour éviter les débordements. En effet, les bornes
données en partie 2.1.1 pour le produit scalaire ne s'appliquent plus pour l'algorithme de Wi-
nograd. Nous donnons ici la borne optimale pour ce calcul en montrant que la plus grande
valeur intermédiaire calculée intervient dans le pire des cas dans les calculs récursifs deP6.
Nous avions donné ce résultat pour l'opérationC  A � B dans [34, theorème 3.1], et nous
le généralisons maintenant pour le calcul deC  A � B + �C .

Theorème 2.1.SoitA 2 Zm� k , B 2 Zk� n C 2 Zm� n , trois matrices et� 2 Z avecmA �
ai;j < M A , mB � bi;j < M B et mC � ci;j < M C . Et de plus0 � � mA � MA , 0 � � mB �
MB , 0 � � mC � MC , MC � MB et j� j � MA ; MB . Alors toutes les valeurs intermédiaires
z impliquées dans le calcul deA � B + �C par l � 1 niveaux récursifs de l'algorithme de
Winograd véri�ent :

jzj �
�

1 + 3l

2
MA +

1 � 3l

2
mA

� �
1 + 3l

2
MB +

1 � 3l

2
mB

� �
k
2l

�
:
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De plus, cette borne est optimale.

Démonstration.Nous allons montrer que le pire cas a lieu dans le calcul récursif deP6.
Nous commençons par le cask = 2 lq, où l est le nombre de niveaux récursifs, avant de le

généraliser pourk quelconque. Nous terminons la preuve en donnant une instance de calcul
pour laquelle la borne est atteinte, ce qui prouve son optimalité.

Quelques propriétés sur les suites du type 2u � v

Considérons les suites(un ) et (vn ), dé�nies récursivement par :
8
>>>>><

>>>>>:

ul+1 = 2ul � vl

vl+1 = 2vl � ul

u0 � 0

v0 � 0

Comme 8
<

:
ul+1 + vl+1 = ul + vl = � � � = u0 + v0

vl+1 � ul+1 = 3( vl � ul ) = � � � = 3 l+1 (v0 � u0)
;

on en déduit 8
<

:
ul = u0

(1+3 l )
2 + v0

(1� 3l )
2

vl = v0
(1+3 l )

2 + u0
(1� 3l )

2

:

Ainsi, nous obtenons les propriétés suivantes :

ul � 0 andvl � 0 (2.5)

ul est décroissante etvl est croissante (2.6)

vl > � ul si v0 > � u0 (2.7)

Nous dé�nissons maintenantvA etvB , deux suites du typev en posantuA
0 = mA , vA

0 = MA ,
uB

0 = mB etvB
0 = MB . Nous dé�nissons égalementt j = 1+3 j

2 etsj = 1� 3j

2 . Ainsi t j + sj = 1
et t j � sj = 3 j . La propiété suivante est véri�ée :

(2MA � mA )t j + (2 mA � MA )sj = MA t j +1 + mA sj +1 = vA
j +1 : (2.8)

Notations

Soit

bl =
�

1 + 3l

2
MA +

1 � 3l

2
mA

� �
1 + 3l

2
MB +

1 � 3l

2
mB

� �
k
2l

�
:

La suite(bl ) l> 0 est croissante d'après (2.6).
Nous voulons borner les valeurs intervenant dans le calcul de chacune des opérations de

l'algorithme de Winograd. Tout d'abord, remarquons que le résultat du produit matriciel est
indépendant de la façon dont il est calculé. Il est donc toujours borné par

kmax(jmA j; jMA j)max(jmB j; jMB j) + � max(jmC j; jMC j) � (k + 1) MA MB :
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Or cette valeur est toujours inférieure àb1 pour k � 1 et donc inférieure àbl 8l � 1. Par
conséquent, les coef�cients des blocsU1, U5, U6 etU7 véri�ent toujours la borne.

Il reste maintenant à montrer que chacun des neuf résultats intermédiaires suivants est borné
parbl .

P1 = A11 � B11

P2 = A12 � B21 + �C 11

P3 = ( A12 + A11 � A21 � A22) � B22

P4 = A22 � (B22 + B11 � B21 � B12) + � (C22 � C12 � C21)

P5 = ( A21 + A22) � (B12 � B11) + �C 12

P6 = ( A21 + A22 � A11) � (B22 + B11 � B12)

P7 = ( A11 � A21) � (B22 � B12) + � (C22 � C12)

U2 = ( A21 + A22 � A11) � (B22 � B12) + ( A21 + A22) � B11

U3 = A22 � (B22 � B12) + ( A21 + A22) � B11 + � (C22 � C12)

U4 = ( A21 + A22) � B22 + A11 � (B12 � B22) + �C 12

Nous allons montrer que le plus grand calcul intermédiaire possible est toujours lors du
calcul deP6. Considéronsl niveaux récursifs indexés parj : j = l est le premier découpage
des matrices en quatre blocs etj = 0 correspond au dernier niveau, pour lequel le produit
matriciel est effectué par la multiplication classique.

Nous dé�nissons aussi les notations suivantes :
– M j;k

mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C
(X ) est une borne supérieure sur les résultats intermédiaires du

calcul deX = A � B + �C avecj niveaux récursifs etmA � ai;j � MA , mB � bi;j �
MB etmC � ci;j � MC . k est la dimension commune deA etB

– M j;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

= maxX M j;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(X ).
– M (X ) k

2j pourM j;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(X ).
Les formules suivantes correspondent aux sept appels récursifs :

M j +1 ;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

=

max

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

M (P1) k
2j = M

j; k
2

mA ;M A ;m B ;M B ;0;0

M (P2) k
2j = M

j; k
2

mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

M (P3) k
2j = M

j; k
2

2mA � 2M A ;2M A � 2mA ;m B ;M B ;0;0

M (P4) k
2j = M

j; k
2

mA ;M A ;2mB � 2M B ;2M B � 2mB ;m C � 2M C ;M C � 2mC

M (P5) k
2j = M

j; k
2

2mA ;2M A ;m B � M B ;M B � mB ;m C ;M C

M (P6) k
2j = M

j; k
2

2mA � M A ;2M A � mA ;2mB � M B ;2M B � mB ;0;0

M (P7) k
2j = M

j; k
2

mA � M A ;M A � mA ;m B � M B ;M B � mB ;m C � M C ;M C � mC

M (U2) k
2j

M (U3) k
2j

M (U4) k
2j

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(2.9)
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Par ailleurs, l'algorithme classique est utilisé pourj = 0 :

M 0;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

= max

0

B
B
@

MA MB k + �M C

� mA MB k � �m C

� MA mB k � �m C

1

C
C
A (2.10)

Quelques invariants

Lemme 2.1.Les invariants suivants sont véri�és au cours des appels récursifs :

0 � � mA � MA ; 0 � � mB � MB ; 0 � � mC � MC (2.11)

mC � mB etMC � MB (2.12)

MC � mC � MB � mB (2.13)

Démonstration.D'après l'équation (2.9), on obtient les invariants (2.11) et (2.12). Puis l'in-
variant (2.13) est une conséquence de (2.11) et (2.12).

Récurrence pour k = 2 lq

SoitHR j l'hypothèse de récurrence suivante :
Si les invariants (2.11,2.12, 2.13) sont véri�és, alors

M j;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

= [ vA
j ][vB

j ]
k
2j

: (2.14)

Supposons que les invariants précédents sont véri�és et queHR j est vraie. Nous allons
montrer que le maximum de (2.9) est atteint pour le calcul deP6, ce qui permet de véri�er
HR j +1 .

Les conditions surmA , MA , mB , MB , mC etMC sont véri�ées pour chacun des sept appels
récursifs. Nous pouvons donc appliquerHR j à chacun d'eux.

– PourP1 = A11 � B11 :

M (P6) � M (P1) = [(2 MA � mA )t j + (2 mA � MA )sj ] �

[(2MB � mB )t j + (2 mB � MB )sj ] � vA 11
j vB 11

j

= vA
j +1 vB

j +1 � vA 11
j vB 11

j

� vA
j +1 vB

j +1 � vA
j vB

j

Et commevA et vB sont croissantes et positives, il vientM (P6) � M (P1).
– PourP2 = A12 � B21 + �C 11 : de la même manière,M (P6) � M (P2).
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– PourP3 = ( A12 + A11 � A21 � A22) � B22 :

M (P6) � M (P3) = vA
j +1 vB

j +1 � vA 11 + A 12 � A 21 � A 22
j vB 22

j

= vA
j +1 vB

j +1 � [(2MA � 2mA )t j + (2 mA � 2MA )sj ]vB
j

= vA
j +1 vB

j +1 � (vA
j +1 � mA t j � MA sj )vB

j d'après (2.8)

= vA
j +1 [vB

j +1 � vB
j ] � uA

j vB
j

� vA
j +1 [vB

j +1 � vB
j ] � vA

j +1 vB
j d'après (2.7)

� vA
j +1 [vB

j +1 � 2vB
j ]

� vA
j +1 3j [MB � mB ] � 0

– PourP4 = A22 � (B22 + B11 � B21 � B12) + � (C22 � C12 � C21) : de la même manière,

M (P6) � M (P4) = vA
j +1 vB

j +1 � vA 22
j vB 22 + B 11 � B 12 � B 21

j � 0

– PourP5 = ( A21 + A22) � (B12 � B11) + �C 12 :

M (P6) � M (P5) = vA
j +1 vB

j +1 � vA 21 + A 22
j vB 12 � B 11

j

= vA
j +1 vB

j +1 � 2vA
j

�
vB

j � uB
j

�

=
�
2vA

j � uA
j

�
vB

j +1 � vA
j

�
vB

j +1 � uB
j

�

= vA
j vB

j +1 � uA
j vB

j +1 + vA
j uB

j

= vA
j

�
vB

j +1 + uB
j

�
� uA

j vB
j +1

= vA
j

�
2vB

j

�
� uA

j vB
j +1

et commeuA
j � 0 � vA

j ; vB
j ; vB

j +1 , il vient M (P6) � M (P5) � 0.
– PourP7 = ( A11 � A21) � (B22 � B12) + � (C22 � C12) : en utilisantP5,

M (P5) � M (P7) = vA 21 + A 22
j vB 12 � B 11

j � vA 11 � A 21
j vB 22 � B 12

j

= [2MA t j + 2mA sj � (MA � mA )t j � (mA � MA )sj ] �

[(MB � mB )t j + ( mB � MB )sj ]

= [( MA + mA )( t j + sj )] [(MB � mB )( t j � sj )]

� 0:

– Les coef�cients des blocsU1; U5; U6 etU7 sont bornés parkM A MB + �M C et sont donc
inférieurs en valeur absolue à ceux deP6.

– PourU2 = ( A21 + A22 � A11) � (B22 � B12) + ( A21 + A22) � B11 :

8x coef�cient deU2; jxj � max

0

B
B
@

(2MA � mA )(MB � mB ) + 2 MA MB

(� 2mA + MA )(MB � mB ) � 2mA MB

(� 2mA + MA )(MB � mB ) � 2MA mB

1

C
C
A k=2j :

(2.15)
Or 2MA � mA � (� 2mA + MA ) = MA + mA � 0 et0 � � mA � MA , donc l'équation
2.15 se réduit àjxj � (2MA � mA )(MB � mB ) + 2 MA MB .
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M (P6) � M (U2) � (2MA � mA )(2MB � mB ) � (2MA � mA )(MB � mB )

� 2MA MB

= (2 MA � mA )MB � 2MA MB

= � mA MB � 0

– PourU3 = A22 � (B22 � B12)+ ( A21 + A22) � B11 + � (C22 � C12) : de la même manière,

8x coeff. deU3; jxj � max

0

B
B
@

(MA (MB � mB ) + 2 MA MB )k=2j + j� j(MC � mC )

(MA (MB � mB ) � 2mA MB )k=2j + j� j(MC � mC )

(MA (MB � mB ) � 2MA mB )k=2j + j� j(MC � mC )

1

C
C
A :

Le maximum est toujours atteint par le premier argument et commek=2j � 1, � �
MA � mA etMC � mC � MB � mB , il vient :

jxj � (MA (MB � mB ) + 2 MA MB )k=2j + � (MC � mC )

� (2MA � mA )(MB � mB ) + 2 MA MB )k=2j

� M (U2) � M (P6):

– PourU4 = ( A21 + A22) � B22 + A11 � (B12 � B22) + �C 12 : de la même manière,

8x coef�cient deU4; jxj � (MA (MB � mB ) + 2 MA MB )k=2j + j� jMC :

CommeMC � MB � mB , � mA � MA et � mB � MB , il vient

M (U4) � M (U3) � M (P6):

Ainsi

M j +1 ;k
mA ;M A ;m B ;M B

= M (P6)
k

2j +1
= vA

j +1 vB
j +1

k
2j +1

;

etHR j +1 est véri�ée.

Pour l'initialisation de la récurrence (j = 1), les produits des blocs sont effectués par l'al-
gorithme classique. D'après (2.9) et (2.10), on obtient :

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P1) = M A M B k=2

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P2) = M A M B k=2 + j� jM C

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P3) = 2( M A � mA )M B k=2

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P4) = 2 M A (M B � mB )k=2 + j� j(2M C � mC )

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P5) = 2 M A (M B � mB )k=2 + j� jM C

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P6) = (2 M A � mA )(2M B � mB )k=2

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P7) = ( M A � mA )(M B � mB )k=2 + j� j(M C � mC )

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(U2) = (2 M A � mA )(M B � mB )k=2 + 2M A M B k=2

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(U3) = M A (M B � mB )k=2 + 2M A M B k=2 + j� j(M C � mC )

M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(U4) = 2 M A M B k=2 + M A (M B � mB )k=2 + j� jM C
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A nouveau nous allons montrer queM 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P6) atteint la valeur la plus grande,
en utilisant les invariants (2.11), (2.12) et (2.13) et le fait quej� j � MA ; MB .

C'est évident pourP1 etP2.
– PourP3 :

M 1;k
mA ;:::(P6) � M 1;k

mA ;:::(P3) = ((2 MA � mA )(2MB � mB ) � 2(MA � mA )MB )k=2

= (2 MA MB k � (2MA � mA )mB )k=2 � 0

– PourP4 : Comme�j � j(2MC � mC ) � � MA (2MB � mB ), on obtient

M 1;k
mA ;:::(P6) � M 1;k

mA ;:::(P4) = ((2 MA � mA )(2MB � mB ) � 2MA (MB � mB ))k=2

�j � j(MC � 2mC )

� (MA � mA )(2MB � mB ) � 2MA (MB � mB )

= mA (mB � 2MB ) � 0

– PourP5 : M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P5) � M 1;k
mA ;M A ;m B ;M B ;m C ;M C

(P4)
– PourP7 :

M 1;k
mA ;:::(P6) � M 1;k

mA ;:::(P7) = ((2 MA � mA )(2MB � mB )

� (MA � mA )(MB � mB )k=2 � j � j(MC � mC )

� MA (2MB � mB ) + ( MA � mA )MB

� MA (MB � mB )

� (2MA � mA )MB � 0

– PourU2, U3 etU4 : avec le même argument que pour le cas oùj est quelconque.
HR 1 est donc véri�ée.

Avec k quelconque

Soit l tel que2ld � k < 2l (d + 1) (d =
�

k
2l

�
). Les opérations de mise à jour, de pelage

dynamique, sont des produits matrice-vecteur, des produits scalaires et des produits tensoriels.
Ces calculs n'impliquent donc pas de valeurs intermédiaires supérieures en valeur absolue à
kM A MB + j� jMC � (k + 1) MA MB .

Nous allons montrer que cette borne est toujours inférieure à celle de l'algorithme de Wi-
nograd utilisée pour les blocs pairs :

8l � 1 2l (d + 1) MA MB � vA
l vB

l

�
k
2l

�

(car(k + 1) MA MB � 2l (d + 1) MA MB ).
– Pourl = 1, l'inéquation est véri�ée :2MA MB (d + 1) � (2MA � mA )(2MB � mB )d

(card � 1).
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– Supposons qu'elle est véri�ée pourl � 1 et montrons la pourl + 1 :

vA
l+1 vB

l+1

�
k

2l+1

�
= [(2 MA � mA )t l + (2 mA � MA )sl ]

� [(2MB � mB )t l + (2 mB � MB )sl ]d

� 2[MA t l + mA sl ][MB t l + mB sl ]2d

� vA
l vB

l

�
k
2l

�

� 2(2lMA MB (2d + 1))

� 2l+1 MA MB (d + 1)) :

Par récurrence, la borne de l'équation (2.14) est véri�ée pourk quelconque.

Optimalité de la borne

Nous construisons simplement une suite de paires de matrices carréesA l et B l d'ordre 2l

pour lesquellesl niveaux récursifs de l'algorithme de Winograd impliquent des calculs inter-
médiaires égaux en valeur absolue à la borne (2.14).

Soit Jl la matrice carrée d'ordre2l dont les coef�cients sont égaux à1. Soit (A l ) l2 N� et
(B l ) l2 N� dé�nies récursivement comme suit :

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

A1 =

2

4 mA 0

MA MA

3

5 ; B1 =

2

4 MB mB

0 MB

3

5

A l+1 =

2

4 A l 0

A l A l

3

5 ; B l+1 =

2

4 B l B l

0 B l

3

5

oùA l = ( MA + mA )Jl � A l etB l = ( MB + mB )Jl � B l .
Comme à chaque niveau récursif, le calcul deP6 = ( A21 + A22 � A11) � (B22 + B11 � B12)

implique la plus grande valeur intermédiaire possible, dé�nissons :

S(A l ) = ( A l )2;1 + ( A l )2;2 � (A l )1;1 = 2A l � 1 � A l � 1 = 3A l � 1 � (MA + mA )Jl � 1:

Par ailleurs,S(Jl ) = Jl � 1 etS est linéaire. Ainsi, en appliquantP6 récursivementl fois :

S(S(: : : (S(A l )))) = Sl (A l ) = 3 l � 1S(A1) � (MA + mA )

 
l � 2X

k=0

3k

!

J1:

S(A1) = [2 MA � mA ] et J1 = [1] impliquent :

Sl (A l ) = 3 l � 1(2MA � mA ) �
3l � 1 � 1

3 � 1
(MA + mA ) =

1 + 3l

2
MA +

1 � 3l

2
mA :

De même pourB l :

Sl (B l ) =
1 + 3l

2
MB +

1 � 3l

2
mB :
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L'ordre deA l etB l estk = 2 l , donc
�

k
2l

�
= 1. Ainsi, le calcul deA l � B l avecl niveaux ré-

cursifs de l'algorithme de Winograd implique des valeurs intermédiaires égales àvA l
l vB l

l

�
k
2l

�
,

ce qui prouve l'optimalité de la borne.

Remarque 2.1.Cette borne ne dépend pas de l'éventuel terme supplémentaire+ �C car c'est
le calcul deP6 qui domine la croissance des coef�cients.

Si les éléments du corps �ni sont représentés par des entiers compris entre0 et p � 1
(représentation positive), la borne devient :

Corollaire 2.2 (Représentation modulaire positive). Avecai;j ; bi;j ; ci;j ; � 2 [0: : : p � 1], on a

jzj �
�

1 + 3l

2

� 2 �
k
2l

�
(p � 1)2:

Et dans le cas d'une représentation centrée, la borne est améliorée :

Corollaire 2.3 (Représentation modulaire centrée). Avecai;j ; bi;j ; ci;j ; � 2 [� p� 1
2 : : : p� 1

2 ], on
a

jzj �
�

3l

2

� 2 �
k
2l

�
(p � 1)2 :

Corollaire 2.4. On peut calculerl niveaux récursifs de l'algorithme de Winograd sans réduc-
tion modulaire sur des entiers représentés sur
 bits dès lors quek < k max où

kmax =
�

2
 +2

((1 + 3 l )(p � 1))2 + 1
�

2l ;

pour une représentation modulaire positive et

kmax =
�

2
 +2

(3l (p � 1))2 + 1
�

2l ;

pour une représentation modulaire centrée.

Démonstration.Les bornes des corollaires 2.2 et 2.3 doivent être inférieures à2
 . On pose
d =

�
k
2l

�
, et on résout l'inéquation pourd. En�n l'encadrement2ld � k < 2l (d + 1) donne le

résultat.

Corollaire 2.5 (Optimalité de la représentation modulaire centrée). Parmi toutes les représen-
tations modulaires représentantZp par un intervalle[m : : : M ], avecM � m = p� 1, c'est la
représentation centrée (m = � M = ( p � 1)=2) qui minimise la borne du théorème 2.1.

Démonstration.On supposera sans perte de généralité que0 � � m � M . Pour deux matrices
A; B représentées par des coef�cients dans l'intervalle[m : : : M ], la borne devient

�
1 + 3l

2
M +

1 � 3l

2
m

� 2 �
k
2l

�
=

�
1 + 3l

2
(p � 1) + m

� 2 �
k
2l

�

qui est minimal quandm = � M . On en déduitM = � m = ( p � 1)=2.
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2.3 Mise en œuvre

Dans la nomenclature des BLAS, l'opération de multiplication matricielle s'appellegemm,
pour GEneral Matrix Multiplication. Le nom de la routine BLAS s'obtient en y apposant le
pré�xe correspondant au type utilisé pour la représentation �ottante :dgemmpour des �ottants
double précision, sgemm pour des �ottants simple précision, ... Par analogie, nous nommons
la routine de multiplication matricielle dans un corps �nifgemm, pour Finite �eld GEneral
Matrix Multiplication.

2.3.1 Une structure en cascade

Pour résumer, nous avons proposé trois idées permettant d'accélérer le produit matriciel sur
un corps �ni :

1. différer la réduction modulaire en effectuant le plus longtemps possible le calcul surZ,

2. découper les matrices en petits blocs pour tirer parti des niveaux de mémoire cache,

3. utiliser l'algorithme de multiplication rapide de Winograd.

Chacun de ces points dé�nit un découpage en blocs des matrices et donc un seuil de granu-
larité, séparant deux traitements différents :

1. les bornes sur le débordement ((2.1), (2.2) ou théorème 2.1) dé�nissent une taille maxi-
malekmax, de bloc pouvant être traité surZ. Au delà de cette taille, les matrices sont
découpées en blocs de dimensionsm � kmax et kmax � n, chaque bloc est traité surZ et
les réductions modulaires sont effectuées entre chaque produit de blocs.

2. Pour pro�ter des niveaux de mémoire cache, les matrices doivent être découpées en blocs
contigus (une copie est donc nécessaire). La taille de ces blocs dépend de l'architecture
utilisée. Cette idée est développée dans [61].

3. Comme nous l'avons vu dans la partie 2.2.1, l'algorithme de Winograd doit être combiné
en pratique avec l'algorithme classique qui effectue le produit matriciel pour des tailles
de blocs inférieures à un seuil. Ce dernier doit être déterminé expérimentalement.

Pour le deuxième point (optimiser l'utilisation du cache), cette tâche peut être effectuéeà
la mainou bien con�ée aux BLAS qui l'incluent parmi d'autres optimisations. Le graphique
de la �gure 2.2 compare les vitesses de calcul (en Million d'opérations arithmétiques par se-
conde) pour l'algorithme classique d'une implémentation standard, de l'implémentationà la
maindu découpage en blocs de taille33(expérimentalement le meilleur pour la machine utili-
sée) et de notre implémentation utilisant les BLAS (fgemm). A titre de comparaison, la vitesse
de la même opération par les BLAS en calcul �ottant est aussi donnée (dgemm). On constate
premièrement l'intérêt du découpage par blocs (gain de facteur10). Par ailleurs, l'utilisation
des BLAS améliore encore cette vitesse de près du double, grâce à d'autres optimisations de
l'arithmétique en virgule �ottante (fused-mac, SSE, pipeline...). Ainsi il est préférable d'utili-
ser directement les BLAS, plutôt que s'efforcer à les imiter. Leur fréquente mise à jour et la
diversité des architectures qu'ils recouvrent sont aussi un gage de pérennité.

Il reste donc deux critères de basculement : celui entre l'algorithme de Winograd et l'algo-
rithme classique et celui entre les opérations surZ et les réductions modulaires. Nous avons
représenté leur agencement dans notre implémentation sur la �gure 2.3.
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FIG. 2.2– Optimisation de cache : multiplication classique par blocs.

La routine visible,fgemm, consiste à calculer les deux seuils :kmax pour le calcul différé
et l , le nombre de niveaux récursifs de l'algorithme de Winograd à effectuer. La procédure
WinoMain effectue les tests relatifs aux seuils. Sil > 0, le calcul est délégué àWinoCalc
surZp ou àWinoMain surZ, selon le seuilkmax. WinoCalc effectue les 22 opérations par
blocs de l'algorithme de Winograd ainsi que les mises à jour de rang 1 pour les dimensions
impaires. Sil = 0, le calcul est effectué parClassicMatmul qui découpe les matrices en
blocs de taillekmax (éventuellement un seul bloc) et fait effectuer les produits de blocs surZ
parClassicMatmul qui appelle directement la routinedgemmdes BLAS, en effectuant les
éventuelles conversions et réductions modulaires.

Le calcul des seuils est un point délicat de cette routine. D'une part le nombre de niveaux
récursifsl est calculé à partir dekWinograd, la dimension à partir de laquelle un niveau récursif
devient plus intéressant que l'algorithme classique. Or cekWinograd, déterminé expérimentale-
ment, varie, selon que le premier niveau récursif est exécuté dansZ (kmax > k ) ou dansZp

(kmax � k). Ainsi l dépend dekmax. Or d'autre part,kmax est calculé d'après les formules du
corollaire 2.4 et dépend donc del et dep.

A�n de résoudre cette dépendance réciproque nous ignorons simplement le fait quel dé-
pende dekmax en utilisant la relation (2.4) pour le même seuilkWinograd quelque soit la valeur
dekmax.

Une perspective d'amélioration serait de d'automatiser le calcul del en fonction dek et
kmax (en utilisant quelques données expérimentales), a�n de calculer la valeur optimalel par
le schéma itératif suivant :

– l = 0
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WinoCalc

22 Winograd's ops

ClassicMatmul

WinoMainWinoCalc

22 Winograd's ops

ClassicMatmul

k<kmax?
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WinoMain

Z/pZ Z

O

N

cblas_dgemm

kmax=...
l = ...

fgemm

O

Nl=0?

l-1 l-1

l=0?

FIG. 2.3– Structure en cascade de l'implémentation de fgemm

Architecture PIII - 2Mo de Cache P4- 512Ko de Cache Itanium2

kWinograd 400 550 2200

m 1000 5000 1000 5000 1000 5000

p = l 2 4 1 4 0 2

5 kmax 1; 1E14 5; 49E12 5E14 5; 49E12 2; 25E15 1; 1E15

p = l 2 4 1 4 0 2

1048583 kmax 1622 95 7283 95 32768 1622

p = l 2 4 1 4 0 2

8388617 kmax 29 17 115 17 512 29

TAB . 2.5 – Exemple de valeurs des seuilsl et kmax pour le produit matriciel avec une repré-
sentation modulaire centrée
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

– Calculerkmax(l; p; k)
– répéter
– Calculerl(k; kmax)
– Calculerkmax(l; p; k)
– tant quel augmente
Pour illustrer cette discussion, nous donnons dans le tableau 2.5 différentes con�gurations

des seuilskmax et l selon les architectures, les nombres premiersp et la dimensionk considérés.

2.3.2 Expériences et comparaison avec les routines numériques

Nous montrons dans cette partie, que les temps de calcul de cette implémentation sont
comparables à ceux du calcul numérique en virgule �ottante, pour le produit classique. De
plus l'utilisation de l'algorithme de Winograd permet même d'être plus rapide que ces derniers
pour des matrices suf�samment grandes.

Pour le produit classique, nous avons vu sur la �gure 2.2 que la vitesse sur un corps �ni
premier reste très proche de la vitesse d'un calcul similaire en virgule �ottante. Le gain par
rapport à une implémentation naïve du produit est considérable (un facteur 20). Concernant
les corps de Galois de type GF(pk), cette technique peut aussi être appliquée, en utilisant une
représentationq-adique des éléments surZ, oùqest un nombre premier différent dep : chaque
élément étant un polynômek(X ) à coef�cient dansZp, on le représente surZ par sa valeur
en q, k(q). On se reportera à [34, §2.5, Annexe B] pour plus de détails à ce sujet. La �gure
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Multiplication matricielle classique sur un PIII 735 MHz

ATLAS. (1)
GF(19) -- Différée "à la main" (entiers de 32 bits). (2)

GF(19) -- conversion vers ATLAS. (3)
GF(32) -- Corps de Galois vers ATLAS. (4)

FIG. 2.4– Comparaison de vitesses pour le produit matriciel classique

2.4 donne les temps de calcul pour ce type de corps (courbe (4)). Les opérations de conversion
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2.3. MISE EN ŒUVRE

étant plus coûteuses, la vitesse est inférieure à celle des corps premiers, mais reste toujours
quatre fois supérieure à celle d'une implémentation naïve. On remarque aussi sur cette �gure
les bonnes performances de l'approche naïve sur des petites tailles de matrices. Il y a plusieurs
raisons à cela : l'architecture considérée est un Pentium III qui ne dispose pas des opérations
de type fused-mac, donc l'avantage des BLAS est essentiellement celui de la gestion des blocs
pour la mémoire cache ; or pour de telles tailles, les défauts de ligne de cache n'ont pas lieu
(toutes les données tiennent dans les caches), et l'utilisation des BLAS pour ce critère est donc
inutile ; en�n, la représentation de corps �nis utilisée n'est pasModular<double> , et les
conversions d'un type entier vers un type �ottant pénalisent donc l'utilisation des BLAS. Ces
résultats auraient pu plaider en défaveur de l'utilisation des BLAS, mais leurs progrès avec les
architectures plus récentes (Pentium 4, Itanium...) et le recours à la représentationModular-
<double> rendent cette discussion obsolète, comme le montre la �gure 2.2.
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Multiplication rapide dans Z/65521Z sur un PIII-1.6Ghz (1Mo de cache L2)

Classique
Winograd 1 niveau

Winograd 2 niveaux
Winograd 3 niveaux
Winograd 4 niveaux
Winograd 5 niveaux

FIG. 2.5– Gain dû à l'utilisation de l'algorithme de Winograd

Nous étudions maintenant l'intérêt de l'algorithme de multiplication rapide de Winograd.
La �gure 2.5 montre la vitesse du produit matriciel pour différents niveaux récursifs de l'al-
gorithme de Winograd. On constate que sur cette architecture, un seul niveau récursif accélère
l'opération pour des tailles supérieures à 80, 2 niveaux pour 140, 3 pour 400, etc. On obtient
un gain de 38% pourn = 3000. Ces paramètres sont très variables selon les architectures,
comme nous allons le voir.

Nous comparons maintenant les temps de calculs entre l'algorithme classique et notre im-
plémentation, avec un choix automatique du nombre de niveaux récursifs de l'algorithme de
Winograd, dans les tableaux 2.6 pour un Pentium 4 et dans le tableau 2.7 pour un Itanium2 64
bits.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

Ici, le paramètrekWinograd dé�ni pour l'équation (2.4) vaut environ 1000 pour le tableau
2.6 et 2500 pour le tableau 2.7. Les gains atteignent jusqu'à 29% pour des matrices d'ordre
8000. En revanche l'utilisation de mémoire temporaire dans l'algorithme de Winograd peut
devenir pénalisante lorsque les ressources en mémoire sont critiques, comme c'est le cas pour
les matrices d'ordre 10000.

On remarque aussi l'intérêt de faire reposer notre implémentation sur l'interface générique
des BLAS : elle béné�cie du coup directement de leur amélioration, comme c'est ici le cas
avec les BLAS GOTO, optimisés pour ce type d'architectures.

n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000

fgemm 0; 41s 2; 86s 8; 81s 36; 82s 101; 27s 144; 66s 213; 69s DM

dgemm 0; 39s 3; 06s 10; 28s 47; 19s 129; 20s 192; 61s 276; 43s 379; 05s

AT
LA

S

f gemm
dgemm 1,05 0,93 0,85 0,78 0,78 0,75 0,77 -

fgemm 0; 37s 2; 60s 8; 32s 34; 80s 90; 54s 128; 18s 181; 98s DM

dgemm 0; 36s 2; 79s 9; 35s 43; 36s 118; 07s 178; 23s 251; 11s 344; 73s

G
O

T
O

f gemm
dgemm 1,02 0,93 0,88 0,80 0,76 0,71 0,72 -

DM : Débordement Mémoire

TAB . 2.6– Comparaisonfgemm/ dgemmsur un P4-3,4GHz-1Go

n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000

fgemm 0; 50s 3; 66s 11; 87s 51; 21s 131; 78s 188; 14s 273; 39s 363; 41s

dgemm 0; 46s 3; 47s 11; 74s 53; 90s 147; 06s 217; 20s 311; 57s 422; 85s

AT
LA

S

f gemm
dgemm 1,08 1,05 1,01 0,95 0,89 0,86 0,87 0,85

fgemm 0; 44s 3; 35s 10; 68s 46; 08s 119; 33s 173; 24s 245; 50s 328; 22s

dgemm 0; 40s 3; 17s 10; 61s 48; 90s 133; 90s 200; 26s 284; 47s 391; 01s

G
O

T
O

f gemm
dgemm 1,1 1,05 1,00 0,94 0,89 0,86 0,86 0,83

TAB . 2.7– Comparaisonfgemm/ dgemmsur Itanium2-1,3GHz-16Go
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3
RÉSOLUTION DE SYSTÈMES

La résolution de systèmes pour des matrices denses est essentiellement basée sur la méthode
du pivot de Gauss. Celle-ci peut être décomposée en deux phases distinctes : la mise sous
forme triangulaire de la matrice, puis la résolution des systèmes triangulaires obtenus. Depuis
[10], la description en opérations par blocs de ces algorithmes fait reposer la mise sous forme
triangulaire sur deux opérations principales : la résolutions de systèmes triangulaires multiples
et le produit matriciel. Dans un ordre constructif, nous commençons donc par l'étude de la
résolution de systèmes triangulaires multiples avant d'étudier les triangularisations. En�n nous
appliquerons ces méthodes à l'inversion matricielle.

Ces travaux ont été réalisés en étroite collaboration avec Pascal Giorgi. Son mémoire de
thèse [56] développe également le sujet en mettant davantage l'accent sur leur intégration
au sein de la bibliothèque LINBOX. La plupart de ces résultats ont aussi été présentés dans
l'article [35].

Les complexités algébriques des algorithmes considérés sont toutes enO (n! ). En revanche,
nous nous concentrerons sur la constante du terme dominant dans cette complexité, que nous
exprimerons en fonction de la constante du produit matriciel. Nous utiliserons ainsi les no-
tations suivantes : pour un algorithme X,TX désignera le terme dominant de la complexité
algébrique de cet algorithme. Par exemple, pour la multiplication de deux matrices de dimen-
sionsm � k et k � n, on dé�nit TMM (m; k; n). En particulierTMM (n; n; n) = C! n! , où C!

est la constante du produit matriciel (C3 = 2 pour l'algorithme classique,Clog2 7 = 6 pour
l'algorithme de Winograd).

Pour ces calculs, nous aurons souvent recours au produit matriciel de dimensions quel-
conquesTMM(m; n; k). Les meilleurs résultats de complexité selonm; n et k sont donnés dans
[68]. En particulier, une complexité proche de quadratique,T(n� ; n; n) = O

�
n2+ o(1)

�
, est at-

teinte pour des matrices fortement rectangulaires (0 � � � 0; 2946). La complexité �nale des
algorithmes que nous étudions étantO (n! ), nous n'utiliserons pas ces résultats. Il nous suf�ra
de considérer le découpage des opérandesA et B en blocs carrés d'ordrez = min( m; k; n)
pour obtenir l'expression suivante :

TMM (m; k; n) = C!

l m
z

m ln
z

m�
k
z

�
z! :
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3. RÉSOLUTION DE SYSTÈMES

3.1 Résolution multiple de systèmes triangulaires

La résolution de systèmes triangulaires se décline sous plusieurs variantes : résolution à
gauche, à droite d'une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. Nous détaillerons ici, sans
perte de généralité, le cas de la résolution à gauche avec une matrice triangulaire supérieure.
De plus nous considérons la résolution avec un membre de droite matriciel, ce qui peut être
vu comme une résolution simultanée de plusieurs systèmes utilisant la même matrice trian-
gulaire. Cette opération est en effet très utilisée dans les algorithmes d'algèbre linéaire par
blocs, à commencer par l'élimination de Gauss, comme nous le verrons dans la partie 3.2.
Nous étudions donc l'opération

X = U� 1B;

où X et B sont de dimensionsm � n et U est triangulaire supérieure inversible et d'ordrem.
Dans la nomenclature BLAS, cette opération s'appelletrsm pourTRiangular System solving
with Matrix right/left handside. De la même façon que pour le produit matriciel, le pré�xe
d indique que la routinedtrsm correspond à l'imlpémentation spécialisée pour les �ottants
double précision.

Cette opération peut être effectuée par un algorithme récursif par blocs, reposant essen-
tiellement sur le produit matriciel. Nous rappellerons cet algorithme dans la partie 3.1.1 en
détaillant le calcul de sa complexité algébrique. Nous montrons ensuite comment améliorer
les performances en pratique de cet algorithme dans deux implémentations en cascade : l'une
basée sur la routine correspondante des BLASdtrsm (partie 3.1.2) et l'autre utilisant le pro-
duit scalaire avec réduction modulaire différée, de la partie 1.2 (partie 3.1.3).

3.1.1 L'algorithme récursif par blocs

Une approchediviser pour régnerpermet de construire un algorithme par bloc pour ce
problème, et de le réduire ainsi à des produits matriciels, en utilisant le découpage

Az }| {2

4 A1 A2

A3

3

5

Xz }| {2

4 X 1

X 2

3

5 =

Bz }| {2

4 B1

B2

3

5 :

pourm � n. Nous en rappelons le principe dans l'algorithme 3.1.
Cet algorithme maintient au cours de ses appels récursifs l'invariantm � n, ce qui per-

met de calculer la complexité en déroulant la relation de récurrence. En revanche on ne peut
procéder de même pour le casm > n . Nous proposons dans ce cas, d'ajouter au découpage
précédent, le découpage des matricesX etB suivant sa dimensionn :

Az }| {2

4 A1 A2

A3

3

5

Xz }| {2

4 X 11 X 12

X 21 X 22

3

5 =

Bz }| {2

4 B11 B12

B21 B22

3

5

Ainsi, les blocsX 11; X 12; X 21 et X 22 sont calculés par quatre appels récursifs pour lesquels
l'invariant m > n est respecté.
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3.1. RÉSOLUTION MULTIPLE DE SYSTÈMES TRIANGULAIRES

Algorithme 3.1 : ftrsm : algorithme récursif
Données: A 2 Zm� m

p , B 2 Zm� n
p , tel quem � n

Résultat : X 2 Zm� n
p tel queAX = B

début
si m=1 alors

X := A � 1
1;1 � B

sinon
X 2 := trsm( A3; B2)
B1 := B1 � A2X 2

X 1 := trsm( A1; B1)
retourner X

�n

Lemme 3.1. L'algorithme 3.1 est correct. Le terme dominant de sa complexité arithmétique
dansZp est

Ttrsm (m; n) �

8
<

:

C!
2(2! � 2 � 1)

�
n
m

�
m! si m � n;

C!
2(2! � 2 � 1)

l
m2

n2

m
n! si m � n;

où C!n ! est le terme dominant de le complexité du produit de deux matrices carrées d'ordre
n. En utilisant le produit matriciel classique,Ttrsm (m; n) = minf mn2; nm2g

Démonstration.On montre que l'algorithme est correct en remarquant que

X =

2

4 X 1

X 2

3

5 est solution,

8
<

:
A3X 2 = B2

A1X 1 + A2X 2 = B1

:

On tire de l'algorithme récursif la relationTtrsm (m; n) = 2 Ttrsm ( m
2 ; n) + TMM( m

2 ; m
2 ; n).

Notonst = log2(m). Si m � n, on a

Ttrsm (m; n) = 2 Ttrsm (
m
2

; n) +
l n

m

m C!

2! � 1
m!

= 2 tTtrsm (1; n) +
C!

2
m!

tX

i =1

�
2i n
m

� �
1

2! � 1

� i

� 2tTtrsm (1; n) +
l n

m

mC!

2
m!

tX

i =1

�
2

2! � 1

� i

� 2tTtrsm (1; n) +
l n

m

mC!

2
m! 2

2! � 1

1 �
�

2
2! � 1

� t

1 � 2
2! � 1

:

CommeTtrsm (1; n) = 2 n et (2! � 1)t = m! � 1, on obtient

Ttrsm (m; n) �
C!

2(2! � 2 � 1)

l n
m

m
m! + O (m + mn) :
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Si m � n, la relation de récurrence devient

Ttrsm (m; n) = 4 Ttrsm (
m
2

;
n
2

) + 2 TMM(
m
2

;
m
2

;
n
2

)

� 4Ttrsm (
m
2

;
n
2

) +
�

m2

n2

�
2C!

2!
n!

� 4tTtrsm (m=2t ; 1) +
�

m2

n2

�
C!

2
n!

tX

i =1

�
4
2!

� i

� 4tTtrsm (m=2t ; 1) +
�

m2

n2

�
C!

2
n! 4

2!

1 �
�

4
2!

� t

1 � 4
2!

On trouve donc

Ttrsm (m; n) �
C!

2(2! � 2 � 1)

�
m2

n2

�
n! + O

� � m
n

� 2
�

:

Remarque 3.1.Dans le cas oùm etn sont des puissances de2, l'expression de ces complexités
se simpli�e en

Ttrsm (m; n) =

8
<

:

C!
2(2! � 2 � 1) m

! � 1n si m � n
C!

2(2! � 2 � 1) n
! � 2m si m � n

:

Par la suite, nous nous placerons systématiquement dans cette situation pour étudier les
constantes, a�n de simpli�er les notations. Le résultat asymptotique reste inchangé.

Remarque 3.2.Ces complexités pourraient être améliorées dans certaines distribution dem
et n en utilisant le produit de matrice rectangulaire de Huang et Pan [67]. Par la suite nous
utiliserons le plus souvent cet algorithme pour dans le cas oùm = n, pour lequel cet algorithme
reste avantageux.

Au niveau de la mise en pratique, la réduction au produit matriciel, permet aussi de tirer parti
de l'ef�cacité de la routine de produit matricielfgemm étudiée dans le chapitre 2. Néanmoins,
une démarche alternative consiste à appliquer l'idée de la partie 2.1.2, en utilisant la routine
équivalente des BLAS :dtrsm .

3.1.2 Utilisation de la routine dtrsm des BLAS

Nous montrons dans cette partie comment utiliser la routinedtrsm des BLAS pour le
calcul sur un corps �ni. Pour ce faire nous montrerons comment contourner le problème des
divisions, puis nous étudierons les limitations dues au grossissement des coef�cients.

Traitement des divisions

Comme nous l'avons vu dans la partie 2.1.2, l'utilisation d'une routine des BLAS pour un
corps �ni, revient à plonger le calcul dansZ, pour ensuite convertir le résultat dans le corps
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�ni. Pour résoudre un système triangulaire de dimensionn, il faut effectuern divisions dont
le dividende est chacun des éléments diagonaux de la matrice triangulaire. Ces divisions ne
sont pas a priori exactes, et un système à coef�cients dansZ peut ainsi faire apparaître une
solution rationnelle. Ceci rend impossible la conversion �nale dans le corps �ni. En revanche,
la diagonale de la matrice triangulaire est formée de1, les divisions seront nécessairement
exactes, et le résultat appartiendra àZ.

Nous proposons donc un pré-traitement simple permettant de se ramener au cas de la dia-
gonale unité. Pour le système triangulaireAX = B, il suf�t de factoriserA sous la forme
A = UD, où D est la matrice diagonale formée par les coef�cients diagonaux deA, et U,
une matrice triangulaire de diagonale unité. Le systèmeUY = B peut ensuite être résolu sans
division. En�n, on trouve la solution du système initial en calculantX = D � 1Y dans le corps
�ni. Ce préconditionnement demande un surcoût de :

– m inversions dansZp pour le calcul deD � 1.
– (m � 1)m

2 + mn multiplications dansZp pour la normalisation deU et deX .

Contrôle du grossissement des coef�cients

Le calcul surZ est rendu possible. Il reste maintenant à s'assurer que les valeurs calculées
sont toujours représentables en machine. De la même façon que nous avons procédé dans les
parties 2.1.1 et 2.2.4 pour le produit matriciel, nous allons borner les valeurs possibles des
calculs intervenant dans la résolution surZ.

On peut avoir une première idée de la croissance des coef�cients en remarquant que le
kième coef�cientxk du vecteur solution du systèmeAx = best une combinaison linéaire des
n � k coef�cients suivants :x i ; i 2 [k + 1 : : : n]. Par conséquent, la taille du plus grand des
coef�cients croît linéairement en fonction de la dimension du système. Nous donnons dans le
théorème 3.1 une borne plus précise de la valeur des coef�cients calculés. Nous donnons aussi
une classe de systèmes pour lesquels la borne est atteinte, ce qui prouve son optimalité.

Theorème 3.1.SoitT 2 Zn� n une matrice triangulaire supérieure avec une diagonale unité
et b 2 Zn , avecm � Ti;j � M et m � bi � M . On suppose quem � 0 � M . Soit
x = ( x i ) i 2 [1:::n ] 2 Zn la solution du systèmeTx = bdansZ. Alors,8 k 2 [0: : : n � 1] :

8
<

:
� uk � xn� k � vk si k est pair;

� vk � xn� k � uk si k est impair,

avec 8
<

:
uk = M � m

2 (M + 1) k � M + m
2 (M � 1)k ;

vk = M � m
2 (M + 1) k + M + m

2 (M � 1)k :

Démonstration.On remarque tout d'abord les propriétés suivantes :

8k

8
>><

>>:

uk � vk

� muk � Mvk

� mvk � Mu k
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Les deux premières sont évidentes et la troisième s'obtient en véri�ant que

Mu k + mvk =
M 2 � m2

2
((M + 1) k � (M � 1)k) � 0:

La preuve se fait maintenant par récurrence surk, en suivant l'odre de la résolution par remon-
tée du système triangulaire.

Le cas initialk = 0 correspond à la première étape de la remontée :xn = bn , d'où l'on tire

� u0 = m � xn � M = v0:

Supposons maintenant que les inégalités soient véri�ées pourk 2 [0: : : l] et montrons les
pourk = l + 1. Si l est impair,l + 1 est pair.

xn� l � 1 = bn� l � 1 �
nX

j = n� l

Tn� l � 1;j x j

� M +

l � 1
2X

i =0

max(Mu 2i ; � mv2i ) + max(Mv 2i +1 ; � mu2i +1 )

� M

0

@1 +

l � 1
2X

i =0

u2i + v2i +1

1

A

� M

0

@1 +

l � 1
2X

i =0

M � m
2

(M + 2)( M + 1) 2i +
M + m

2
(M � 2)(M � 1)2i

1

A

� M
�

1 +
M � m

2
(M + 2)

(M + 1) l+1 � 1
(M + 1) 2 � 1

+
M + m

2
(M � 2)

(M � 1)l+1 � 1
(M � 1)2 � 1

�

�
M � m

2
(M + 1) l+1 +

M + m
2

(M � 1)l+1 = vl+1 :

De même,

xn� l � 1 � m �

l � 1
2X

i =0

max(Mv 2i ; � mu2i ) + max(Mu 2i +1 ; � mv2i +1 )

� m � M

l � 1
2X

i =0

v2i + u2i +1

� m � M

l � 1
2X

i =0

M � m
2

(M + 2)( M + 1) 2i �
M + m

2
(M � 2)(M � 1)2i

� m � M
�

M � m
2

(M + 2)
(M + 1) l+1 � 1
(M + 1) 2 � 1

�
M + m

2
(M � 2)

(M � 1)l+1 � 1
(M � 1)2 � 1

�

�
M � m

2
(M + 1) l+1 �

M + m
2

(M � 1)l+1 = ul+1 :

Et on montre de la même façon que pourl pair, on a

� vl+1 � xn� l � 1 � ul+1 :
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Corollaire 3.2. En reprenant les notations du théorème 3.1,

jxj �
M � m

2
(M + 1) n� 1 +

M + m
2

(M � 1)n� 1:

De plus, cette borne est optimale.

Démonstration.On remarque simplement que la suite(vk) est croissante et toujours supé-
rieure à la suite(uk). Ainsi 8 k 2 [0: : : n � 1]jxn� k j � uk � vk � vn� 1.

Or le système suivant

T =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

... ... ... ... ...

1 M m M

1 M m

1 M

1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

; b=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

...

m

M

m

M

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

admet pour solution le vecteurx = ( x i ) i 2 [1:::n ] 2 Zn tel que8 k 2 [0: : : n � 1] jxn� k j = vk .
La borne étant atteinte, elle est donc optimale.

Nous appliquons ce résultat pour les représentations positives dans le corollaire 3.3 et les
réprésentations centrées dans le corollaire 3.4.

Corollaire 3.3 (Représentation modulaire positive). SiTi;j ; bi 2 [0: : : p � 1], on a

jxj �
p � 1

2
(pn� 1 + ( p � 1)n� 1):

Corollaire 3.4 (Représentation modulaire centrée). SiTi;j ; bi 2 [� p� 1
2 : : : p� 1

2 ], on a

jxj �
p � 1

2

�
p + 1

2

� n� 1

:

Démonstration.En prenantm = 0; M = p � 1 pour les représentations modulaires positives
et � m = M = p� 1

2 pour les réprésentations modulaires centrées.

Remarque 3.3.La représentation modulaire centrée permet donc de réduire cette borne d'un
facteur2n� 1.

Ainsi, pour un corps �ni donné, on peut calculer la solution d'un système triangulaire de
diagonale unité de dimensionn par des opérations arithmétiques sur des nombres entiers re-
présentés sur
 bits si

p � 1
2

(pn� 1 + ( p � 1)n� 1) < 2
 (3.1)

pour une représentation modulaire positive et

p � 1
2

�
p + 1

2

� n

< 2
 (3.2)

67



3. RÉSOLUTION DE SYSTÈMES

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 1  10  100  1000

n

p

Représentation positive
Représentation centrée

FIG. 3.1 – Dimension maximale du système triangulaire pour une résolution sur des entiers
de 53 bits

pour une représentation modulaire centrée.
Par exemple, pour les entiers représentés sur lesdouble machine (53 bits de mantisse), on

obtient des dimensions maximales respectivement de 55 et 93 pour des représentations posi-
tives et centrées deZ2. Nous montrons l'évolution de cette dimension maximale selonp dans
la �gure 3.1. Pour des corps plus grands, cette dimension maximale devient très rapidement
petite : pourp = 1001, n � 5 pour une représentation positive etn � 6 pour une représen-
tation centrée. Réciproquement, pour un système de dimension 3, le plus grand corps �ni que
l'on peut utiliser estZ208057 pour une représentation positive etZ416107 pour une représenta-
tion centrée. Ces dimensions peuvent paraître trop petites, mais nous montrerons dans la partie
3.1.4 que cette technique permet pourtant d'améliorer la rapidité de la résolution de système
triangulaire dans certains cas.

Intégration dans l'algorithme récursif

Cette limitation dans la dimension des systèmes pouvant être résolus surZ par les BLAS
nous pousse à considérer à nouveau une approche en cascade : l'algorithme récursif est utilisé
en premier lieu ; la dimension décroît au �l des appels récursifs jusqu'à ce qu'elle véri�e l'une
des bornes (3.1) ou (3.2), et alors, la résolution surZ par la routinedtrsm peut être utilisée.

Dans cette con�guration, on remarque que la normalisation du système n'est nécessaire
qu'au niveau terminal de la partie récursive, lors de l'appel àdtrsm . Il est donc préférable de
l'effectuer à ce niveau, plutôt que sur le système entier. Plus précisément, soit� la taille des
systèmes lors de l'appel à la résolution pardtrsm . On supposera sans perte de généralité que
la taille du système initial s'écritm = 2 i � , où i est le nombre de niveaux récursifs effectués.
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Nous proposons donc d'effectuer2i normalisations de systèmes de dimension� , soit un coût
de :

– m inversions dansZp,
– (� � 1)m

2 + mn multiplications dansZp.
Ceci permet de gagner

�
1
2 � 1

2i +1

�
m2 multiplications dansZp par rapport à la normalisation

initiale du système. Un seul niveau récursif permet déjà d'économiser1
4m2 multiplications et

ce gain peut atteindre12(m2 � m) multiplications aveclog2 m niveaux.

3.1.3 Résolution avec réduction modulaire différée

L'algorithme récursif de la partie 3.1.1 réduit la résolution de systèmes triangulaires à des
produits matriciels de différentes tailles. Sur un corps �ni, cette démarche engendre des réduc-
tions modulaires inutiles et on peut essayer de différer ces réductions comme nous l'avons fait
pour le produit scalaire ou le produit matriciel. Il faut donc effectuer les produits matriciels
des appels récursifs surZ et contrôler la croissance des résultats pour appliquer la réduction
au moment opportun.

= U

-1

i

i
VX

X i

B 1..i-1

B i

1..i-1

FIG. 3.2– Découpage pour l'algorithmetrsm en double cascade

Cette technique peut être intégrée au sein de l'algorithme en cascade précédent pour don-
ner l'algorithme 3.2 en double cascade illustré sur la �gure 3.2. Le principe est d'effectuer un
découpage �n selon le grainnBLAS, déterminé avec (3.2) ou (3.1), permettant l'utilisation de la
routine BLASdtrsm pour la résolution triangulaire. Puis un découpage au niveau supérieur
selonndifféré, déterminé avec (2.1) ou (2.2), permettant l'utilisation de la routine BLASdgemm
pour le produit matriciel différé. La taille de ce dernier découpage doit être un multiple de la
taille du découpage précédent. L'algorithme procède alors de la façon suivante : une boucle
lance les résolutions des blocs triangulaires de taillendifféré puis la mise à jour par un produit
matriciel surZ suivi d'une réduction modulaire. Les blocs triangulaires sont traités par l'algo-
rithme récursiftrsm_différé dont le niveau terminal est la résolution par la routine BLAS
dtrsm et dont les mises à jours se font sans réduction modulaire.
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Algorithme 3.2 : trsm : Recursif Blas Différé
Données: A 2 Zm� m

p , B 2 Zm� n
p

Résultat : X 2 Zm� n
p tel queAX = B

début
Calculer le seuilnBLAS d'après (3.2) ou (3.1)
Calculer le seuilndifféré d'après (2.1) ou (2.2)
ndécoupage Min(m=2; ndifféré)
ndécoupage (ndécoupage=nBLAS)nBLAS ; / * Ajustement de ndécoupage à un
multiple du grain nBLAS * /

pour tout bloc-colonne deA de largeurndécoupagede la forme

2

6
6
4

Vi

Ui

0

3

7
7
5 faire

X i = trsm_différé (Ui ; B i )
X i = X i mod p
B1:::i � 1 = B1:::i � 1 � Vi X i ; / * avec réduction modulaire * /

retourner X
�n

Algorithme 3.3 : trsm_différé
Données: A 2 Zm� m

p , B 2 Zm� n
p , m doit être inférieur àndifféré

Résultat : X 2 Zm� n
p tel queAX = B

début
si m � nBLAS alors

X = trsm_blas (A; B ) ; / * décrit dans la partie 3.1.2 * /
sinon

/ * (découpage des matrices en deux blocs de tailles�
m
2

�
et

�
m
2

�
) * /

A X B
z }| {2

4 A1 A2

A3

3

5

z }| {2

4 X 1

X 2

3

5 =

z }| {2

4 B1

B2

3

5

X 2 := trsm_différé( A3; B2)
B1 := B1 � A2X 2 ; / * sans réduction modulaire * /
X 1 := trsm_différé( A1; B1)

retourner X
�n
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3.1.4 Résultats expérimentaux

Comparaison des variantes

De l'étude précédente, nous retenons quatre variantes pour l'implémentation de la résolu-
tion multiple de systèmes triangulaires :

Récursive pure (rec-pure ) : simplement l'algorithme récursif,

Récursive-BLAS (rec-BLAS ) : la méthode en cascade de la partie 3.1.2, utilisant la routine
dtrsm ,

Récursive-BLAS-Différée (rec-BLAS-différé ) : la méthode en double cascade de la
partie 3.1.3

Récursive-Différée (rec-différé ) : idem, sans le recours àdtrsm . Correspond àrec-
-pure dont les mises ont des réductions modulaires différées.

Nous comparons ces quatre variantes pour des corps �nis de tailles différentes permettant
de faire varier les paramètresnBLAS etndifféré, comme indiqué dans le tableau 3.1.

p dlog2 pe nBLAS ndifféré

5 3 23 2 147 483 642

1 048 583 20 2 8190

8 388 617 23 2 126

TAB . 3.1– Valeurs des seuilsnBLASetndifféré pour différents corps �nis

Dans la �gure 3.3 la matriceB est carrée (m = n) et nous utilisons l'implémentation de
corps �ni Modular<double> .

On constate tout d'abord l'avantage donné par l'utilisation dedtrsm en comparant les
courbesrec-blas et rec-pur pour p = 5. Cette différence s'estompe pour les autres
corps �nis, puisque la taille du seuilnBLAS devient trop petite :nBLAS = 2.

Le fait de différer les réductions modulaires donne un gain d'environ 500 Mfops. Les
courbes pourp = 5 etp = 1 048 583sont similaires, puisque dans les deux casn < n différé et il
n'y a donc aucune réduction modulaire entre les produits matriciels. En�n, pourp = 8 388 617,
le découpage en blocs de taillendifféré donne un net avantage aux variantesrec-différé et
rec-blas-différé . Les variantesrec-pur et rec-blas sont pénalisées par leur dé-
coupage dichotomique des dimensions, engendrant au �nal un nombre excessif de réductions
modulaires. En revanche nous ne pouvons pas expliquer la raison pour laquelle la variante
rec-blas-différé est nettement supérieure àrec-différé pourp = 8 388 617, alors
qu'elle est sensiblement inférieure pourp = 5 oup = 1 048 583.

Performance de la routine ftrsm

Suite à la comparaison précédente, nous utiliserons pourftrsm la varianterec-BLAS-
-Différée . A�n d'illustrer son ef�cacité, nous la comparons à la routine numériquedtrsm
ainsi qu'au produit matriciel.
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De la même façon que dans la partie 2.3.2, nous utilisons deux BLAS différents (ATLAS
et GOTO) et deux architectures. Néanmoins nous ne présentons pas les résultats de la routine
dtrsm d'ATLAS sur le pentium 4 tellement ses performances sont faibles. Nous utilisons le
corps �nis Z65521 avec l'implémentation modulaire positiveModular<double> .

n 1000 2000 3000 5000 7500 10 000

ftrsm 0; 40s 2; 49s 7; 46s 30; 40s 96; 89s 228; 03s

dtrsm 0; 24s 1; 88s 6; 00s 27; 21s 90; 71s 226; 80s

G
O

T
O

f trsm
dtrsm 1,66 1,33 1,24 1,12 1,07 1,01

TAB . 3.2– Temps de calcul de la résolution triangulaire multiple sur un P4-3,2GHz-1Go

n 1000 2000 3000 5000 7500 10 000

ftrsm 0; 37s 2; 30s 6; 59s 31; 75s 101; 7s 209; 39s

dtrsm 0; 22s 1; 71s 5; 50s 29; 87s 99; 4s 210; 45s

AT
LA

S

f trsm
dtrsm 1,67 1,35 1,20 1,06 1,02 0,99

ftrsm 0; 33s 2; 23s 5; 95s 25; 62s 81; 18s 209; 25s

dtrsm 0; 19s 1; 59s 4; 85s 22; 68s 76; 97s 190; 87s

G
O

T
O

f trsm
dtrsm 1,72 1,41 1,22 1,13 1,05 1,09

TAB . 3.3 – Temps de calcul de la résolution triangulaire multiple sur un Itanium2-1,5GHz--
24Go

Les tableaux 3.2 et 3.3 montrent que notre routineftrsm atteint des performances proches
de celles de la routine numériquedtrsm , en particulier pour les grandes dimensions. Par
ailleurs, sur un Pentium 4 avec les BLAS GOTO, elle atteint des performances meilleures
qu'en numérique pourn = 10 000. Cette amélioration provient de l'utilisation d'un produit
matriciel rapide pourftrsm , alors qu'il s'agit d'un produit classique pourdtrsm .

Pour illustrer l'importance du produit matriciel dans cette opération, nous montrons dans la
�gure 3.4 les ratios des temps deftrsm etfgemm selon les architecture et les BLAS utilisées.
Avec un produit matriciel classique, ce ratio est théoriquement de1=2. En utilisant le résultat
du lemme 3.1, il est de 1

2(2log 2 7� 2 � 1) = 2=3 avec l'exposant! = log2 7 de l'algorithme de
Winograd. Expérimentalement, les courbes de ratios semblent converger vers cette valeur. Par
exemple le ratio est de0; 7 pourn = 10 000sur un Pentium 4 avec ATLAS.

3.2 Triangularisation

Par triangularisation, nous désignons la mise sous forme triangulaire d'une matrice, à partir
de la méthode du pivot de Gauss. Cette élimination peut être vue comme une factorisation (ou
décomposition) matricielle sous la formeA = LU oùL etU sont respectivement triangulaires
inférieures et supérieures. On peut obtenir cette décomposition par des opérations élémentaires
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sur les lignes deA. La décompositionA = LU est dé�nie pour une matriceA générique, de
sorte qu'à chaque itération, le pivot soit inversible. On généralise ensuite cette décomposition
aux matrices inversibles quelconques, en autorisant une permutation sur les lignes, ce qui
permet de toujours trouver un pivot inversible. La décomposition devient alorsA = PLU.
Si, on choisit plutôt une permutation sur les colonnes pour trouver le pivot, on obtient une
décompositionA = LUP . Dans les deux cas, le fait que la matrice soit inversible certi�e
que l'on trouvera un élément non nul sur la ligne ou la colonne où on le recherche. En�n,
les matrices non inversibles, peuvent être triangularisées sous une forme dite échelonnée par
ligne ou par colonne. Nous détaillerons ce dernier point dans la partie 4.1. On associe alors
à ces matrices une décompositionA = LQUP ou A = PLUQ en introduisant une seconde
permutation, ou encore une décompositionA = LSP que nous étudierons plus en détails.

A�n de réduire ces décompositions au produit matriciel, des algorithmes par blocs ont été
proposés en 1974, dans [2, 10] pour les matrices inversibles. Ils sont depuis intensivement
exploités dans la bibliothèqueLAPACK. Nous rappelons avec l'algorithme 3.4 le principe de
la décompositionLU par blocs de matrices génériques.

Pour le calcul de la décompositionLUPde matrices inversibles, il suf�t de modi�er le cas
terminalm = 1 en ajoutant la recherche dansA d'un élément non nul et sa permutation, ainsi
que la mise à jour des permutations au cours des appels récursifs.

Lemme 3.2.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'algorithmeLUPpourm � n
est

TLUdec (m; n) =
C!

2(2! � 2 � 1)
m! � 1n �

C!

2(2! � 1 � 1)
m! :
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Algorithme 3.4 : LUdec : décompositionLU
Données: A, une matricem � n générique
Résultat : L triangulaire inférieure unitaire de dimensionm � m etU triangulaire

supérieure de dimensionsm � n telles queA = LU
début

si m=1 alors
retourner (L = [1] ; U = A);

sinon

DécouperA =

2

4 A11 A12

A21 A22

3

5 oùA11 estm=2 � m=2;

(L1; [U11; U12]) = LU([A11 A12]) oùU11 estm=2 � m=2;
G = A21U� 1

11 ;
H = A22 � GU12;
(L2; U2) = LU(H );

retourner

0

@L =

2

4 L1

G L2

3

5 ; U =

2

4 U11 U12

U2

3

5

1

A

�n

Ce dernier vautnm2 � 1
3m3 avec la multiplication matricielle classique.

Remarque 3.4.Avec la multiplication matricielle classique et en prenantm = n, on retrouve
la complexité de l'algorithme de Gauss :2

3n3.

Démonstration.D'après le lemme 0.2, ce terme dominant est de la formeO (m! + nm! � 1).
Il reste à établir les constantes� et � telles queTLUdec (m; n) = �m ! + �nm ! � 1

La structure récursive de l'algorithme donne la relation

TLUdec (m; n) = TLUdec (m=2; n) + Ttrsm (m=2; m=2) + TMM(m=2; m=2; n � m=2)

+ TLUdec (m=2; n � m=2):
(3.3)

D'où l'on tire

�m ! + �nm ! � 1 = 2�
� m

2

� !
+ �

�
2n �

m
2

� � m
2

� ! � 1
+

C!

2(2! � 2 � 1)

� m
2

� !

+ C!

�
n �

m
2

� � m
2

� ! � 1

=
1
2!

�
2� � � +

C!

2(2! � 2 � 1)
� C!

�
m! +

1
2!

(2� + C! )nm! � 1:

Ce qui donne le système
8
<

:

� = 1
2!

�
2� � � + C!

2(2! � 2 � 1) � C!

�

� = 1
2! (2� + C! )

qui se résout en� = � C!
2(2! � 1 � 1) et � = C!

2(2! � 2 � 1) .
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En 1982, les décompositionsLSP et LQUPont été introduites dans [71] pour les matrices
quelconques. Parallèlement, Keller-Gehrig a présenté en 1985 dans [81] un autre algorithme
par blocs pour la mise sous forme échelonnée en ligne.

Pour l'élaboration d'une routine de triangularisation, nous avons donc retenu les décom-
positionsLSP et LQUP. Nous montrons que la décompositionLQUP, qui n'est qu'une faible
variation de la décompositionLSP, permet une meilleure gestion de la mémoire puisqu'elle
peut être effectuée complètement en place. Par ailleurs ces décompositions remplacent avan-
tageusement la mise sous forme échelonnée de Keller-Gehrig car elles produisent une véri-
table factorisation matricielle, dont les facteurs peuvent ensuite être utilisés dans les calculs.
Par exemple, nous verrons dans le chapitre 4 comment la décompositionLQUPpermet non
seulemement de déterminer le pro�l de rang d'une matrice, mais fournit aussi les matrices
nécessaires à sa mise sous pro�l de rang générique et à sa complétion en une base.

3.2.1 La décomposition LSP

La décompositionLSP est une généralisation de la décompositionLUP pour des matrices
non nécessairement inversibles. Pour ces matrices, la recherche d'un pivot non nul sur une
ligne peut échouer. Dans ce cas, la ligne est simplement laissée nulle. Par conséquent, la ma-
trice triangulaire supérieureU est donc remplacée par une matriceS dite semi-triangulaire
supérieure : la matrice extraite en prenant ses lignes non nulles est triangulaire supérieure.
Nous renvoyons à [71] ou [9, §2.7c] pour plus de détails sur l'algorithme. Nous représentons
sur la �gure 3.5 son déroulement en quatre phases. On remarque que la matriceL ne peut être

S
A1

A2

L

S

L
L1

S
11

A

S
12

21A 22


S

L

G
L1

S
11

A

S
12

22


U1

S

S

L1

G
L

S

11

2

L 2

FIG. 3.5– Principe de l'algorithme de décompositionLSP

stockée en place “sous la matrice”S, et nécessite donc l'allocation dem2 coef�cients. De plus,
pour le calcul deA21U� 1

1 , il faut extraire la sous matrice inversible deS1 que l'on peut copier
dans l'espace libre deL. Nous verrons dans la partie 3.2.2 que la décompositionLQUPpermet
de remédier à cet inconvénient.

Remarque 3.5.Pour des matrices de plein rang, cet algorithme est équivalent à l'algorithme
LUP, et a donc la complexité annoncée dans le lemme 3.2. Pour le cas des matrices de rang
quelconque, nous ne pouvons donner une expression simple de la complexité de l'algorithme
en fonction du rang.
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3.2.2 La décomposition LQUP

L'inconvénient de la décompositionLSP est que les lignes nulles intercalées dans la ma-
trice S interdisent de stocker la matriceL “en dessous” de celle-ci, c'est à dire, dans la partie
triangulaire inférieure laissée nulle. Pour cette raison, il est préférable d'utiliser la décomposi-
tion LQUP, elle aussi introduite dans [71]. Il s'agit d'une variante de la décompositionLSP où
la matriceS est remplacée par la matriceU triangulaire supérieure, obtenue par des permuta-
tions des lignes nulles deS. Ces permutations sont représentées par la transposée de la matrice
Q. Ainsi on passe de la décompositionLQUPà la décompositionLSP en posant simplement
S = QU.

V

A
1

1
U

L

21A 22

V

A
1

1
U

L

22G G L

L
U

1

1

2

U2 G L

L U

U
1

1

2

2

FIG. 3.6– Principe de l'algorithme de décompositionLQUP

Cette décomposition permet ainsi d'effectuer toute la décomposition en place, comme in-
diqué dans la �gure 3.6, et par ailleurs, il n'est plus nécessaire d'extraire la matriceU1 pour
effectuer l'opérationA21U� 1

1 . Toujours dans un souci de réduire les copies de données, il est
préférable de stocker la matriceL sans ses colonnes nulles, c'est à dire sous la formeLQ,
comme représenté dans la �gure 3.6.

Nous verrons dans la partie 3.2.3, que ces différentes améliorations permettent à la routine
LQUPd'être à la fois plus ef�cace en temps et en mémoire que la routineLSP.

3.2.3 Comparaisons expérimentales

LSP contre LQUP

Pour ces comparaisons, nous avons à nouveau utilisé l'implémentationModular<dou-
ble> positive pour le corps �ni, et les BLAS ATLAS. Nous avons utilisé des matrices denses
(n2 éléments alloués), mais avec seulement3n éléments non nuls choisis aléatoirement. Ceci
a�n d'avoir potentiellement des matrices de rang inférieur àn.

n 400 1000 3000 5000 8000 10000

LSP 0,05s 0,48s 8,01s 32,54s 404,8s 1804s

LQUP 0,05s 0,45s 7,59s 29,90s 201,7s 1090s

TAB . 3.4– Comparaison du temps réel d'exécution entreLSP et LQUPdansZ101, sur un P4,
2,4GHz-512Mo

Les temps de calculs donnés dans le tableau 3.4 sont globalement proches pour des dimen-
sions allant jusqu'à5000car les opérations dominantes dans les deux algorithmes sont les
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mêmes (produits matriciels et résolutions triangulaires). NéanmoinsLSP est plus lente sans
doute à cause des copies de données supplémentaires. Ce surcoût reste limité, mais à partir de
dimensions supérieures à8000, l'écart devient considérable. Il s'agit du ralentissement dû à
l'utilisation de la mémoire virtuelle sur le disque dur (mémoire swap), qui intervient lorsque
la mémoire vive est saturée. Ainsi, l'algorithmeLSP, le plus coûteux en mémoire se retrouve
aussi pénalisé en temps de calcul pour ce type de dimensions.

n 400 1000 3000 5000 8000 10000

LSP 2,83Mo 17,85Mo 160,4Mo 444,2Mo 1136Mo 1779Mo

LQUP 1,28Mo 8,01Mo 72,02Mo 200,0Mo 512,1Mo 800,0Mo

TAB . 3.5 – Comparaison de l'allocation mémoire entreLSP et LQUPdansZ101, sur un P4,
2,4GHz-512Mo

Le tableau 3.5 précise le volume des allocations mémoires de ces deux implémentations.
LSP alloue légèrement plus du double queLQUP, pour stocker la matriceL (voir �gure 3.5),
ainsi que pour former les blocs contigus à partir des blocs semi-triangulaires de la matrice
S. On note par ailleurs que pourn = 8000, LQUPalloue 512,1 Mo qui ne nécessite qu'une
utilisation minime de la mémoire virtuelle (512 Mo de mémoire vive disponible), alors que
LSP alloue 1136 Mo, ce qui sollicite beaucoup plus la mémoire virtuelle, provoquant ainsi un
fort ralentissement.

Nous reviendrons sur le sujet de la gestion mémoire dans la partie 3.2.4, où nous étudions
l'algorithme de triangularisationTURBOqui permet, outre son parallélisme, de mieux gérer
les problème de débordement de la mémoire vive.

Pour des comparaisons plus détaillées, on pourra aussi se reporter à l'article [35] sur le
sujet.

Comparaison avec la routine numérique dgetrf

Nous avons vu dans les parties 2.3.2 et 3.1.4 que l'utilisation du produit matriciel rapide de
Winograd permettait aux routines sur les corps �nis d'atteindre des performances similaires
voire supérieures à celles en calcul numérique. Nous répétons ici cette approche en comparant
la routineLQUPavec son équivalent numérique :dgetrf de la bibliothèque LAPACK [3].
Plus précisément, nous utilisons son implémentation fournie dans ATLAS, en la liant soit avec
les BLAS d'ATLAS soit avec ceux de GOTO.

Les tableaux 3.6 et 3.7 comparent ces temps de calcul dans le corpsZ65521. Les matrices
tests sont formés de coef�cients tirés aléatoirement dans le corps. Elles ont ainsi un pro�l de
rang générique avec une grande probabilité, et les algorithmes n'ont donc aucune permutation
de ligne ou de colonne à effectuer dans le recherche des pivots.

Pour n = 10 000, LQUPest moins de 10% plus lente quedgetrf sur un Pentium 4.
On ne peut espérer tirer autant parti du produit matriciel rapide que dans le tableau 2.6, en
effet l'algorithmeLQUPne fait intervenir au plus qu'un produit matriciel de dimensionn=2.
Ainsi, le gain de l'algorithme rapide sera forcément moins important. Dans le cas du calcul
sur un Pentium 4, le seuilkWinograd du premier est1000. Ainsi, le produit matriciel avecn =

78



3.2. TRIANGULARISATION

n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000

lqup 0; 34s 1; 98s 5; 54s 21; 38s 54; 67s 79; 45s 110; 29s 137; 56s

dgetrf 0; 17s 1; 22s 3; 93s 17; 39s 46; 65s 65; 09s 97; 99s 133; 01s

AT
LA

S

lqup
dgetrf 2,00 1,62 1,40 1,22 1,17 1,22 1,12 1,03

lqup 0; 30s 1; 78s 5; 08s 19; 94s 49; 67s 73; 22s 97; 71s 129; 76s

dgetrf 0; 15s 1; 14s 3; 54s 16; 86s 41; 77s 62; 28s 88; 00s 120; 71s

G
O

T
O

lqup
dgetrf 2,00 1,56 1,43 1,18 1,18 1,17 1,11 1,07

TAB . 3.6– Comparaison en temps de calcul deLQUPavecdgetrf sur P4, 3,4GHz-1Go

n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000

lqup 0; 45s 2; 59s 7; 32s 28; 94s 71; 19s 101; 57s 141; 79s 189; 39s

dgetrf 0; 22s 1; 53s 4; 84s 21; 14s 55; 84s 81; 81s 116; 02s 156; 34s

AT
LA

S

lqup
dgetrf 2,04 1,69 1,51 1,36 1,21 1,24 1,22 1,21

lqup 0; 57s 2; 48s 6; 32s 22; 77s 49; 36s 68; 90s 107; 46s 184; 83s

dgetrf 0; 20s 1; 39s 4; 33s 18; 69s 49; 44s 73; 28s 103; 07s 140; 81s

G
O

T
O

lqup
dgetrf 2,85 1,78 1,45 1,21 0,99 0,94 1,04 1,31

TAB . 3.7– Comparaison en temps de calcul deLQUPavecdgetrf sur Itanium2-1,5GHz--
24Go
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10 000utilise 4 niveaux récursifs, alors que l'algorihtmeLQUPn'en utilisera au plus que 3.
Ce phénomène est ampli�é sur l'architecture Itanium2, pour laquelle le seuil est plus élevé :
kWinograd = 2500.

3.2.4 TURBO: un algorithme pour la localité en mémoire

Nous avons vu dans la partie 3.2.3 que la gestion de la mémoire pouvait avoir des réper-
cussions sur le temps de calcul des implémentations, en particulier lorsque la totalité de la
mémoire vive disponible est allouée, et que la mémoire virtuelle sur disque (mémoire swap)
est utlisée. Dans de telles situations, l'ordonnancement des opérations effectuées séquentiel-
lement importe fortement : un algorithme traitant les données disséminées dans toute la mé-
moire multipliera les appels mémoire au disque dur, ralentissant ainsi l'exécution. A l'inverse,
un algorithme respectant la localité en mémoire des données qu'il manipule, limitera ce ralen-
tissement.

Nous étudions donc maintenant un algorithme produisant la décompositionLQUP, mais
dont les opérations sont organisées différemment, a�n de mieux respecter la localité des don-
nées et de permettre une meilleure granularité. Il s'agit de l'algorithmeTURBO, décrit dans
[37] et dont la �gure 3.7 donne un aperçu du principe. Cet algorithme diffère de celui dé-

FIG. 3.7– Principe de l'algorithmeTURBO

crit dans la partie 3.2.2 en ce qu'il effectue un découpage récursif sur les ligneset sur les
colonnes. Ceci permet de conserver les proportions dans les dimensions des blocs au �l des
appels récursifs. A l'inverse, l'algorithme de la partie 3.2.2 produisait des blocs de plus en
plus rectangulaires. De plusTURBOpermet d'utiliser une structure récursive par blocs pour le
stockage de la matrice. Ces deux points assurent àTURBOun meilleur respect de la localité
des données en mémoire. Ceci est essentiel en parallélisme, mais aussi en calcul séquentiel,
comme nous allons le voir. On pourra se rapporter à l'article [61] sur le sujet des structures
matricielles récursives, et leurs avantages.

Nous rappelons d'abord brièvement le principe de l'algorithmeTURBO(voir [37] pour plus
de détails). A chaque niveau récursif, la matrice est partagée en quatre blocs. Puis cinq appels
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récursifs triangularisent les blocs(U; V; C; D etZ ) (dans l'ordre sur la �gure 3.7), combinés
avec des calculs de compléments de Schur, utilisant six inversions triangulaires multiples et
quatre produits matriciels.

Nous avons implémenté une version simpli�ée de cet algorithme : l'algorithme n'est appli-
qué que sur un seul niveau récursif, les niveaux inférieurs étant effectués parLQUP. En effet,
nous voulons montrer le béné�ce de cet algorithme pour le cas des matrices dépassant de peu
en taille la quantité de mémoire pouvant être allouée. Ainsi, le premier niveau récursif devrait
permettre de traiter plus ef�cacement les blocs de taille critique, et les niveaux inférieurs trai-
teront avec des blocs totalement alloués en mémoire vive, qui conviennent àLQUP. De plus, la
matriceL n'est pas calculée dans notre implémentation, pour des raisons de simplicité. Cela
permet néanmoins d'obtenir un algorithme de calcul du rang ou du déterminant.

Dans la �gure 3.8, nous comparons les vitesses de calcul deTURBOet deLQUP, utili-
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(1) TURBO avec Givaro-ZpZ
(2) LQUP avec Givaro-ZpZ

(3) TURBO avec Modular<double>
(4) LQUP avec Modular<double>

FIG. 3.8– Comparaison des vitesses deTURBOetLQUPpour le calcul du rang

sant les deux représentations de corps �ni modulaires :Givaro-ZpZ et Modular<dou-
ble> , basées respectivement sur des entiers machines ou des �ottants double précision. Les
matrices carrées d'ordre inférieur à8000peuvent être stockées intégralement dans les 512
Mo de mémoire vive. AlorsLQUPest légèrement plus rapide queTURBO, sans doute péna-
lisé par un morcellement plus important des blocs (le produit matriciel, qui est l'opération de
base de ces algorithmes, est d'autant plus rapide que les blocs sont grands). La représentation
Givaro-ZpZ utilise des entiers machine. Elle engendre donc des allocations mémoire sup-
plémentaires dans les produits matriciels pour la conversion vers des �ottants a�n d'utiliser la
routine BLASdgemm. Ce surcoût en mémoire devient critique lorsquen est proche de8000.
A partir de ce seuil, les performances deLQUPs'effondrent alors que celles deTURBOse
maintiennent sensiblement au même niveau jusqu'àn = 8500. Ceci s'explique par la moins
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bonne localité en mémoire deLQUP: de grands blocs rectangulaires doivent être alloués pour
les produits matriciels, ce qui implique une forte utilisation de la mémoire virtuelle. A l'op-
posé, la meilleure localité en mémoire deTURBOlimite l'utilisation de la mémoire virtuelle et
à l'implémentation de rester ef�cace avec des dimensions supérieures.

Concernant la représentationModular<double> , il n'y a plus d'allocation de mémoire
temporaire, les deux algorithmes effectuent leurs calculs “en place”. L'absence de conversion
permet de gagner en vitesse pourn � 8000. A partir de8000, on constate le même effon-
drement en vitesse pourLQUP, mais aussi pourTURBOqui partagent la même complexité en
mémoire. Cependant, l'effondrement est moindre pourTURBO, ce que nous attribuons à sa
plus grande localité en mémoire, grâce à la structure de données récursive.

Ces comparaisons, plaident en faveur du développement des structures de données récur-
sives et des algorithmes respectueux de la localité en mémoire. Par ailleurs, lors de calculs
impliquant la mémoire virtuelle, ce n'est pas forcément la quantité totale d'allocations en
mémoire qu'il faut améliorer, mais plutôt la localité de données manipulées. En effet, c'est
l'implémentation deTURBOavecGivaro-ZpZ qui est la plus ef�cace pourn � 8000. Nous
renvoyons aussi à [35, §4.5] où cette comparaison est détaillée.
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4
ÉTUDE SYSTÉMATIQUE SUR CERTAINS

NOYAUX D'ALGÈBRE LINÉAIRE

Les routines que nous avons étudiées aux chapitres 2 et 3 sont des briques de base sur les-
quelles reposera l'ef�cacité de l'ensemble des routines que nous décrivons. Pour la résolution
de plusieurs autres problèmes canoniques en algèbre linéaire, nous utilisons des algorithmes
récursifs par blocs, permettant de réduire ces problèmes à ces briques de base et de tirer ainsi
parti de leur ef�cacité. Nous décrivons ici en particulier les problèmes suivants :

– calcul du pro�l de rang,
– le calcul d'une base du noyau d'une matrice rectangulaire ou non inversible,
– le produit de matrices triangulaires,
– l'élévation au carré,
– la triangularisation de matrices symétriques,
– l'inversion de matrices (carrées, triangulaires ou même rectangulaires par l'inverse géné-

ralisé).
Tous ces problèmes sont résolus par des algorithmes de complexitéO (n! ). En vue de leur

mise en pratique, il reste à préciser la constante du terme dominant dans leur complexité. Ceci
motive donc une description précise de chacun de ces algorithmes pour lesquels nous don-
nons l'expression de cette constante (en fonction de! et C! ). A�n de réduire ces constantes,
nous proposons des algorithmes parfois différents de ceux utilisés pour la réduction au produit
matriciel. Certes ils ne sont probablement pas nouveaux dans la plupart des cas, mais l'étude
systématique de leur constante, et leur compilation au sein d'un chapitre comme celui-ci faisait
défaut dans la littérature.

4.1 Le pro�l de rang

Le pro�l de rang d'une matrice décrit la localisation des colonnes linéairement indépen-
dantes de cette matrice. On trouve par exemple dans [104, §2] la dé�nition suivante :

Le pro�l de rang en colonne d'une matrice de rangr est la sous suite(j 1; : : : ; j r ) de
(1; : : : ; m) lexicographiquement minimale telle que les colonnesj 1; : : : ; j r sont de rangr .

On dé�nit de la même façon lepro�l de rang en ligne.
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On dit qu'une matrice a un pro�l de rang générique, si tous ses mineurs principaux sont
non nuls, ou de façon équivalente, si ses pro�ls de rang en ligne et en colonne sont les suites
(1; : : : ; r ).

Le pro�l de rang d'une matrice peut s'obtenir à partir de sa forme échelonnée par ligne
(aussi appelée forme échelon) qui est largement étudiée dans [104, §2]. Le premier algorithme
tirant parti du produit matriciel rapide est dû à Keller-Gehrig [81] en 1985. On trouvera aussi
dans [13, §16.5] une étude détaillée sur la complexité de l'algorithme de Keller-Gehrig. Storjo-
hann propose dans [104] une version de l'algorithme de Gauss-Jordan par blocs a�n d'obtenir
la forme échelon enO (nmr ! � 2). Cette méthode présente l'avantage d'inclure le rangr de la
matrice dans l'expression de la complexité.

Nous montrons dans la partie 4.1.1, que la décompositionLQUPpermet elle aussi d'obtenir
le pro�l de rang d'une matrice. A partir de cette décomposition, nous proposons dans la partie
4.1.2 une transformation basée sur des permutations, pour obtenir une matrice ayant un pro�l
de rang générique.

4.1.1 D'après la décomposition LQUP

Lemme 4.1. SoitA une matricem � n de rangr et soit la décompositionLQUPde sa trans-
posée : t A = LQUP . Alors

le pro�l de rang deA est(j 1; : : : ; j r ) si et seulement si8k 2 [1: : : r ] Qj k ;k = 1

Démonstration.On utilise la décompositionLSP(en posantS = QU), pour obtenirL � 1 t A =
SP. Soit (j 1; : : : ; j r ) les indices des lignes non nulles deS. Ces indices véri�ent la relation
8k 2 [1: : : r ] Qj k ;k = 1.

Par ailleurs, les lignes non nulles deS, donc deSP sont toutes linéairement indépendantes
et le déroulement de l'algorithmeLQUPgarantit que cette séquence est lexicographiquement
minimale.

En�n, la multiplication de t A à gauche par une matrice triangulaire ne change pas les
propriétés d'indépendance linéaire de la matrice, donc(j 1; : : : ; j r ) est bien le pro�l de rang de
A.

On en déduit en particulier l'algorithme 4.1 qui calcule la forme réduite en colonnes d'une

Algorithme 4.1 : FRC: Forme Réduite en Colonne
Données: A une matricem � n de rangr (m; n � r ) sur un corps
Résultat : A0 la matricem � r formée desr premières colonnes linéairement

indépendantes deA.
début

(L; Q; U; P; r ) = LQUP( t A) ; / * r=rang(A) * /
retourner t ([I r 0]( t Q t A))

�n

matriceA de rangr : c'est la matrice formée desr premières colonnes linéairement indépen-
dantes deA. Nous l'utiliserons dans la partie 7.2 pour le maniement des matrices de Krylov
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4.2. COMPLÉTION D'UNE FAMILLE LIBRE EN UNE BASE

dans le calcul du polynôme caractéristique. On peut dé�nir de la même façon l'algorithme
FRL calculant la forme réduite en ligne, qui sera utilisée dans la partie 11.1.3.

Ainsi, le pro�l de rang d'une matrice peut être obtenu à partir d'une décompositionLQUP.
Comme les algorithmes de Keller-Gehrig ou de Storjohann, elle offre une complexité sous-
cubique. Cependant, nous ne connaissons pas d'expression de cette complexité en fonction du
rang, comme c'est le cas pour l'algorithme de Keller-Gehrig. En revanche, elle a l'avantage
d'être une factorisation matricielle, permettant d'effectuer d'autres opérations, comme l'inver-
sion, le calcul d'une base du noyau, etc. En particulier, nous allons montrer comment cette
propriété permet de mettre la matrice sous pro�l de rang générique.

4.1.2 Mise sous pro�l de rang générique

Lemme 4.2. SoitA une matricem � n de rangr , dont la décompositionLQUPs'écrit A =
LQUP . Alors, la matrice t QA t P est de pro�l de rang générique.

Démonstration.SoitL le bloc diagonal principalr � r de la matricet QLQ. La multiplication
à droite parQ consiste à effectuer sur lesr premières colonnes deL l'opérationCk  Cj k .
Ainsi, pourk 2 [1; : : : ; r ], la kème colonne deLQ correspond à laj kème deL. Sesj k � 1
premiers coef�cients sont donc nuls et lej kème est1.

Puis la mutliplication à gauche part Q correspond à l'opération surL k  L j k sur les
lignes deLQ. La matriceL est donc triangulaire inférieure avec une diagonale unité. Comme
la matriceU est triangulaire supérieure, avec sesr premiers éléments diagonaux non nuls, on

conclut quet QA t P =

2

4 L �

� �

3

5 U est de pro�l de rang générique.

4.2 Complétion d'une famille libre en une base

Soit une famille dek vecteurs libres(v1; : : : ; vk) dansK n . On veut calculern � k vecteurs
deK n , (w1; : : : ; wn� k) tels que la famille(v1; : : : ; vk ; w1; : : : ; wn� k) soit une base deK n .

Du point de vue matriciel, on poseV =
h
v1 : : : vk

i
et on cherche une matriceW de

dimensionsn � (n � k) telle queB =
h
V W

i
soit inversible. Cette opération est élémentaire

à partir d'une décomposition triangulaire de la matrice deV. En effet si la décompositionLUP

de t V s'écrit t V =
h
L1

i h
U1 U2

i
P, il suf�t de poser

t B =

2

4 L1

0 I n� k

3

5

| {z }
L

2

4 U1 U2

I n� k

3

5

| {z }
U

P =

2

4
t V

h
0 I n� k

i
P

3

5 (4.1)

On en déduit directement l'algorithme 4.2.
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Algorithme 4.2 : ComplèteBase : Complétion d'une famille de vecteurs libres en une
base

Données: V une matricen � k de rangk (k � n) sur un corps
Résultat : B une matricen � n inversible dont lesk premières colonnes sont celles de

V
début

(L; Q; U; P ) = LQUP( t V) ; / * Q = Id car V est de rang k * /

retourner B =

2

4V t P

2

4 0

I n� k

3

5

3

5

�n

4.3 Une base du noyau

La décompositionLQUPpermet aussi d'obtenir facilement une base du noyau d'une matrice
rectangulaire ou non inversible.

Lemme 4.3. SoitA une matricem � n de rangr , avecm � n et (L; Q;

2

4 U1 U2

0 0

3

5 ; P) sa

décompositionLQUP, oùU1 estr � r .

Alors les vecteurs colonne de la matricet P

2

4 U� 1
1 U2

� I n� r

3

5 forment une base du noyau deA

et on peut les calculer en au plus

Tnoyau(m; n) =
C!

2! � 2 � 1
m! � 1n �

C!

2

�
1

2! � 2 � 1
+

1
2! � 1 � 1

�
m!

opérations algébriques sur le corps de base.

Démonstration.

A t P

2

4 U� 1
1 U2

� I n� r

3

5 = LQ[0] = [0]

Et Tnoyau(m; n) = TLQUP(m; n) + Ttrsm (m; n � m).

Avec le produit matriciel classique,Tnoyau(m; n) = 2 m2n � 4
3m3.

En�n, pour calculer une base du noyau à gauche de la matrice, il suf�t d'appliquer cette
méthode sur la transposée deA.

4.4 Les multiplications triangulaires

A�n d'obtenir les constantes les plus faibles possible, dans l'expression des complexités, il
faut tenir compte de la structure des matrices manipulées. En particulier, nous nous intéressons
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ici à la multiplication de matrices triangulaires. Avec le produit matriciel classique, on réduit la
constante à sa moitié pour la multiplication d'une matrice triangulaire avec une matrice carrée
et au tiers pour la multiplication de deux matrices triangulaires. Avec le produit matriciel
rapide, ces gains sont réduits, comme nous allons le montrer.

4.4.1 Multiplication triangulaire avec une matrice rectangulaire

On considère l'opérationC = U � B où la matriceU est triangulaire supérieure, de dimen-
sionm � m et la matriceB est rectangulaire de dimensionm � n avecm � n. Cette opération
est désignée partrmm (Triangular Matrix Multiplication) dans la terminologie des BLAS.

La réduction au produit matriciel, se fait par un découpage récursif similaire à celui de
l'opérationtrsm : 2

4 U1 V

0 U2

3

5

2

4 B1

B2

3

5 =

2

4 C1

C2

3

5 :

On effectue successivement les opérations suivantes :

1. C2  U2B2

2. C1  U1B1

3. C1  V B2 + C1

Lemme 4.4.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'algorithmetrmm est

Ttrmm (m; n) =

8
<

:

C!
2(2! � 2 � 1) m

! � 1n si m � n;
C!

2(2! � 2 � 1) n
! � 2m2 si n � m:

Ce dernier vautm2n avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.La relation de récurrenceTtrmm (m; n) = 2 Ttrmm (m=2; n)+ TMM(m=2; m=2; n)
est similaire à celle du lemme 3.1. La preuve est donc identique.

4.4.2 Mutliplication triangulaire supérieure - inférieure

La multiplication par blocs d'une matrice triangulaire supérieure par une matrice triangu-
laire inférieure s'écrit sous la forme suivante :

2

4 A1 A2

A4

3

5

2

4 B1

B3 B4

3

5 =

2

4 A1B1 + A2B3 A2B4

A4B3 A4B4

3

5 :

Lemme 4.5.Le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme est

TUL(n) =
C!

23� ! (2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

Ce dernier vaut23n3 avec la multiplication matricielle classique.

87



4. ÉTUDE SYSTÉMATIQUE SUR CERTAINS NOYAUX D'ALGÈBRE LINÉAIRE

Démonstration.D'après le lemme 0.1,TUL(n) = �n ! . La formule de récurrence

TUL(n) = 2 TUL(n=2) + 2Ttrmm (n=2; n=2) + TMM(m=2; m=2; m=2)

donne� = C!
23� ! (2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) .

Ce résultat vaut aussi pour le produitLU d'une matrice triangulaire inférieure par une ma-
trice triangulaire supérieure.

4.4.3 Multiplication triangulaire supérieure - supérieure

La multiplication par blocs de deux matrices triangulaires supérieures s'écrit :
2

4 A1 A2

A4

3

5

2

4 B1 B2

B4

3

5 =

2

4 A1B1 A1B2 + A2B4

A4B4

3

5 :

Lemme 4.6.Le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme est

TUU(n) =
C!

2(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

Ce dernier vaut13n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.D'après le lemme 0.1,TUU(n) = �n ! . La formule de récurrence

TUU(n) = 2 TUU(n=2) + 2Ttrmm (n=2; n=2)

donne� = C!
2(2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) .

Ce résultat vaut aussi pour le produitLL de deux matrices triangulaires inférieures.

4.5 Élévation au carré

Nous ne détaillerons pas le cas du calcul deAA pour une matrice carréeA quelconque,
pour lequel il n'y a pas de meilleure constante connue que celle du produit matriciel habituel.
En revanche, des considérations de symétrie permettent de réduire le nombre d'opérations
algébriques pour le calcul de la matrice de Gram (A t A) d'une matrice carrée ou triangulaire,
ainsi que pour le carré d'une matrice symétrique.

4.5.1 Matrice de Gram d'une matrice carrée

La matrice de Gram d'une matrice carréeA est la matriceA t A. Nous étendons l'étude au
calcul de la matriceAD t A, faisant intervenir la matrice diagonaleD. L'introduction de cette
matrice diagonale est fréquente dans le contexte du préconditionnement. La décomposition en
blocs s'écrit :

2

4 A1 A2

A3 A4

3

5

2

4 D1

D4

3

5

2

4
t A1

t A3

t A2
t A4

3

5 =

2

4 A1D1
t A1 + A2D4

t A2 A1D1
t A3 + A2D4

t A4

A3D1
t A1 + A4D4

t A2 A3D1
t A3 + A4D4

t A4

3

5 :
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Lemme 4.7.Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul du produitAD t A est

TADTA(n) =
C!

2(2! � 2 � 1)
n! :

Ce dernier vautn3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.AD t A étant symétrique, ses deux blocs antidiagonaux sont transposés. Un
seul calcul est donc nécessaire pour les deux. Quant aux blocs diagonaux, ils sont calculés ré-
cursivement. On a la formule de récurrenceTADTA(n) = 4 TADTA(n=2)+2TMM(n=2; n=2; n=2)+
5(n=2)2. D'après le lemme 0.1,TADTA(n) = �n ! et on trouve� = C!

2(2! � 2 � 1) .

Remarque 4.1.Pour une matriceA rectangulaire, de dimensionsm � n ,on véri�e que

TADTA(m; n) =

8
<

:

C!
2(2! � 2 � 1) m

! � 1n si m � n;
C!

2(2! � 2 � 1) n
! � 2m2 si n � m:

4.5.2 Carré d'une matrice symétrique

Lorsque la matriceA est symétrique et que la matriceD est la matrice identité, on peut
améliorer encore la constante. En effet, dans ce cas,A2 = t A3 et on peut économiser le calcul
deA3

t A3.

Lemme 4.8. Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul deA2 pour A symé-
trique est

TSymAA(n) =
(2! � 3)C!

4(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

Ce dernier vaut56n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.Les deux produitsA1
t A1 et A4

t A4 sont effectués par des appels récursifs
et le produitA2

t A2 est effectué par l'algorithmeADTAde la partie précédente (A2 n'est pas
symétrique). On a donc la formule de récurrenceTSymAA(n) = 2 TSymAA(n=2) + TADTA(n=2) +
2TMM(n=2; n=2; n=2) + 5( n=2)2. D'après le lemme 0.1,TADTA(n) = �n ! et on trouve� =

(2! � 3)C!

4(2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) .

4.5.3 Matrice de Gram d'une matrice triangulaire

Ici, la matriceA est triangulaire inférieure, mais le résultat vaut aussi pour une matrice
triangulaire supérieure. A nouveau, une matrice diagonale peut être insérée dans le produit. Le
produit en blocs s'écrit :

2

4 L1

L3 L4

3

5

2

4 D1

D4

3

5

2

4
t L1

t L3

t L4

3

5 =

2

4 L1D1
t L1 L1D1

t L3

L3D1
t L1 L3D1

t L3 + L4D4
t L4

3

5 :
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Lemme 4.9.Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul du produitLD t L pour
L triangulaire est

TLDTL(n) =
C!

2(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

Ce dernier vaut13n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.Les produitsL1D1
t L1 etL4D4

t L4 sont effectués par des appels récursifs, le
produitL3D1

t L3, par l'algorithmeADTAetL3D1
t L1 partrmm. Ainsi

TLDTL(n) = 2 TLDTL(n=2) + TADTA(n=2) + Ttrmm (n=2; n=2):

D'après le lemme 0.1,TLDTL(n) = �n ! et en injectant dans la relation de récurrence précé-
dente, on a� = C!

2(2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) .

4.6 Factorisation de matrices symétriques

Dans le cas d'une matrice symétrique, on privilégie une décomposition triangulaire qui res-
pecte cette structure symétrique. C'est pourquoi la factorisation de typeLU est remplacée par
une factorisation de typeLDTL (A = LD t L) où L est triangulaire inférieure etD est diago-
nale (voir l'ouvrage de Golub et Van Loan [57] à ce sujet). Nous présentons ici l'algorithme de
décomposition pour une matrice de pro�l de rang générique. Il se généralise pour les matrices
quelconques en introduisant des permutations. Leur coût n'entre pas en compte dans le terme
dominant de la complexité, c'est pourquoi nous les omettons par souci de simplicité.

L'algorithme repose sur la décomposition en blocs suivante :

A =

2

4 A1 A2

t A2 A4

3

5 =

2

4 L1

G L2

3

5 �

2

4 D1

D2

3

5 �

2

4
t L1

t G
t L2

3

5 :

Lemme 4.10.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'algorithme 4.3 est

TLDTLdec (n) =
C!

2(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

Ce dernier vaut13n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.Les opérations 7 et 10 sont effectuées par deux appels récursifs, l'opération
8 par untrsm et l'opération 9 par un produitADTA. On a donc la relation de récurrence :
TLDTLdec (n) = 2 TLDTLdec (n=2)+ Ttrsm (n=2)+ TADTA(n=2). D'après le lemme 0.1,TADTA(n) =
�n ! et on trouve� = C!

2(2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) .

4.7 Inversion de matrices

4.7.1 Inverse d'une matrice triangulaire

On utilise à nouveau une décomposition par blocs :
2

4 A1 A2

A4

3

5

� 1

=

2

4 A � 1
1 � A � 1

1 A2A � 1
4

A � 1
4

3

5 :
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Algorithme 4.3 : LDTLdec : décomposition triangulaire symétrique
Données: A, une matrice carrée symétrique d'ordren de pro�l de rang générique
Résultat : L triangulaire inférieure unitaire etD diagonale telles que
début1

A = LD t L2

si n=1 alors3

retourner (L = [1] ; D = A)4

sinon5

DécouperA =

2

4 A1 A2

t A2 A4

3

5 oùA1 estn=2 � n=2
6

(L1; D1) = LDTLdec (A1)7

G =
t
(D � 1

1 L � 1
1 A2)8

H = A4 � GD1
t G9

(L2; D2) = LDTLdec (H )10

retourner

0

@L =

2

4 L1

G L2

3

5 ; D =

2

4 D1

D2

3

5

1

A
11

�n12

Lemme 4.11.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'inversion d'une matrice
triangulaire est

TtrINV (n) =
C!

2(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

Ce dernier vaut13n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.L'algorithme consiste en deux appels récursifs pour le calcul deA � 1
1 et A � 1

4
et deuxtrmm pour le calcul de� A � 1

1 A2A � 1
4 . On a donc la relation de récurrence suivante :

TtrINV (n) = 2 TtrINV (n=2) + 2Ttrmm (n=2). D'après le lemme 0.1,TtrINV (n) = �n ! et on
trouve

� =
C!

2(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
:

4.7.2 Inverse d'une matrice quelconque

L'inversion d'une matrice quelconque se fait par l'intermédiaire d'une décomposition tri-
angulaire. Dans le cas d'une matrice inversible, les décompositionsLQUPetLUPsont confon-
dues. Il reste à inverser la matriceL avec l'algorithmetrINV , résoudreUX = L � 1 avec un
trsm , et appliquer la permutationt P à droite.

Lemme 4.12.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'inversion d'une matrice
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inversible quelconque est

TINV (n) =
3C!

23� ! (2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

Ce dernier vaut2n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.

TINV (n) = TLQUP(n; n) + TtrINV (n) + Ttrsm (n; n) =
3C!

23� ! (2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n! :

4.7.3 Inverse d'une matrice symétrique

Si A est symétrique, on remplace la factorisationLU par la factorisationLDTL.

Lemme 4.13.Le terme dominant de la complexité algébrique de l'inversion d'une matrice
symétrique est

TsymINV (n) =
3C!

2(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
n!

Ce dernier vautn3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.Après la décompostionLDTL, il reste à inverser la matrice triangulaire avec
trINV puis à calculer le produitt L � 1D � 1L � 1 avecLDTL.

Soit,TsymINV (n) = TLDTLdec (n) + TtrINV (n) + TLDTL(n) = 3
2(2! � 1 � 1)(2 ! � 2 � 1) n

!

4.7.4 Pseudo inverse de Moore-Penrose

Matrices de rang plein

Soit A une matrice rectangulaire de dimensionsm � n avecm � n et de rang plein. On
dé�nit le pseudo–inverse de Moore-Penrose deA par Ay = t A(A t A)� 1. Voir [97] et les
références incluses à ce sujet.

Lemme 4.14.Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul de l'inverse de Moore-
Penrose d'une matrice de dimensionsm � n, avecm � n et de rang plein est

TMPINV(m; n) =
3C!

2(2! � 2 � 1)
m! � 1n +

C!

2(2! � 1 � 1)(2! � 2 � 1)
m! :

Ce dernier vaut3m2n + 1
3m3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.Pour calculer cette matrice, il suf�t d'effectuer la décompositionLDTL de la
matrice symétriqueA t A, suivie de deuxtrsm :

TMPINV(m; n) = TADTA(m; n) + TLDTL(m) + 2 Ttrsm (m; n):

On trouve alors

TMPINV(m; n) =
3C!

2(2! � 2 � 1)
m! � 1n +

C!

2(2! � 1 � 1)(2! � 2 � 1)
m! :
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Remarque 4.2. Ce dernier algorithme correspond à la résolution en calcul numérique des
équations normales [57, algorithme 5.3.1].

Matrices de rang quelconque

Pour une matriceA de rangr < n , [89] donne une méthode utilisant une décomposition de
A en produit de deux matrices de rangr .

Propriété 4.1(Noble 1966). SoitA une matricem � n de rangr . A =

2

4 A11 A12

A21 A22

3

5 oùA11

estr � r et est inversible.

Alors A peut s'écrire sous la formeA =

2

4 I

M

3

5 A11

h
I N

i
et l'inverse généralisé de

Moore-Penrose deA véri�e

Ay =

2

4 I
t N

3

5 [(I + t MM )A11(I + N t N )]� 1
h

I t M
i

:

L'auteur propose d'appliquer une modi�cation de la décomposition de Gauss-Jordan pour
calculer cette matrice. A nouveau, nous proposons de la remplacer par la décompositionLQUP
de la matriceA comme suit.

Soit (L; Q; U; P ) la décompositionLQUPA quelconque. La première étape consiste à
donner àA le pro�l de rang générique. En suivant la technique de la partie 4.1.2, on pose

A = t QA t P. On décompose en blocs les matrices suivantes :t QLQ =

2

4 L1

G

3

5 et U =

h
U1 Y

i
. En posantM = GL � 1

1 et N = U� 1
1 Y, on retrouve la décomposition deA et par

conséquent, on obtient

Ay =

2

4 I
t Y t U1

� 1

3

5
�
(L1 + t L1

� 1 t GG)(U1 + Y t Y U� 1
1 )

� � 1
[I j t L1

� 1 t G]: (4.2)

On calcule ensuiteW = ( L1 + L � T
1

t GG)(U1 + Y t Y U� 1
1 ) par deuxADTAet deuxtrsm et un

produit matriciel. Pour le calcul deW � 1, il est préférable de passer par une décompositionUL
que l'on dé�nit de la même manière que la décompositionLU, en permutant l'aspect supérieur
ou inférieur des matrices. On calcule ainsi successivement la décompositionW = UW LW ,
puis t L1UW et LW

t U1 par deux produits de matrices triangulaires supérieur-supérieur. On
calcule ensuiteH = ( t L1UW )� 1 t G etZ = t Y(LW

t U1)� 1 par deuxtrsm .

Pour obtenirAy =

2

4 W � 1 L � 1
W H

ZU � 1
W ZH

3

5, on calculeW � 1 par deux inverses de matrices

triangulaires et un produit supérieur-inférieur,ZH par un produit matriciel, et les deux blocs
restants par deuxtrsm .
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Au �nal, on a

TMPINV(m; n) = TLQUP(m; n) + TADTA(r; m � r ) + TADTA(r; n � r ) + 2 Ttrsm (r; r )

+ TMM(r; r; r ) + TLQUP(r; r ) + 2 TUU(r ) + 2 TtrINV (r ) + 2 Ttrsm (r; n � r )

+2Ttrsm (r; m � r ) + TUL(r ) + TMM(m � r; r; n � r ):

Nous ne pouvons exprimer cette complexité en fonction de! car elle dépend du signe de
m � 2r et den � 2r (pour lestrsm ). En revanche, avec la multiplication classique, on obtient

TMPINV(m; n) = m2n �
1
3

m3 +
8
3

r 3 + r 2m + r 2n + 2mnr:

A titre de comparaison, le calcul basé sur la décomposition de Cholesky, deA t A présenté dans
[19] demande3m2n + 2r 2m + 3r 3 opérations algébriques. En prenantm = n = r , on obtient
8n3 contre

�
7 + 1

3

�
n3 pour notre décomposition, et cette dernière est d'autant plus avantageuse

que r est petit. En�n les méthodes basées sur la décomposition en valeurs singulières sont
encore pire [57].

4.7.5 Performances expérimentales

Comme nous l'avons fait dans les parties 3.1.4 et 3.2.3, nous comparons les performances
des routines d'inversion matricielle de matrices triangulaires ou carrées avec leur équivalent
numérique ainsi qu'avec la multiplication matricielle. La comparaison avec les routines numé-
riques est toujours basée sur la bibliothèque LAPACK ainsi que deux BLAS différents (ATLAS
et GOTO). Ici encore, nous ne donnons pas les résultats de l'inversion triangulaire numérique
sur Pentium4 avec ATLAS à cause des mauvaises performances de la routinedtrsm . Nous
utilisons toujours l'implémentation de corps �niModular<double> pour représenter le
corpsZ65521.

n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000

tri. inv 0:10s 0:65s 1:99s 8:38s 22:00s 32:34s 45:67s 62:01s

dtrtri 0:19s 1:06s 2:97s 11:27s 27:89s 40:13s 55:43s 74:44s

G
O

T
O

tri:inv
dtrtri 0.52 0.61 0.67 0.74 0.78 0.80 0.82 0.83

TAB . 4.1– Temps de calcul de l'inversion de matrices triangulaires sur un P4, 3.4GHz

Les tableaux 4.1 et 4.2 montrent les performances de la routine exacte d'inversion triangu-
laire, en comparaison avec celles de la routinedtrtri de LAPACK. Les résultats dépendent
fortement du BLAS utilisé : avec le BLAS ATLAS, la routine numérique est meilleure, mais
l'écart tend à se réduire quand la dimension augmente. A l'opposé, avec GOTO, la routine
exacte parvient même à être plus rapide quedtrtri ; mais le ratio tend lui aussi vers 1.

Les tableaux 4.3 et 4.4 reprennent cette comparaison pour les routines d'inversion de ma-
trices carrées. L'inversion matricielle en numérique est réalisée par la succession des opéra-
tionsdgetrf pour la factorisation LU etdgetri pour l'inversion des matrices triangulaires.
On constate que seule l'implémentation utilisant le BLAS GOTO sur l'architecture Itanium 2
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n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000

tri. inv 0:20s 1:11s 3:17s 12:67s 32:05s 46:26s 64:96s 86:27s

dtrtri 0:10s 0:75s 2:42s 10:66s 28:26s 41:65s 58:83s 79:21s

AT
LA

S

tri:inv
dtrtri 2.00 1.48 1.30 1.18 1.13 1.11 1.10 1.08

tri. inv 0:14s 0:84s 2:50s 10:20s 26:37s 38:61s 54:15s 73:34s

dtrtri 0:16s 0:94s 2:72s 10:83s 27:57s 40:14s 56:16s 75:74s

G
O

T
O

tri:inv
dtrtri 0.87 0.89 0.91 0.94 0.95 0.96 0.96 0.96

TAB . 4.2– Temps de calcul de l'inversion de matrices triangulaires sur un Itanium2, 1.3GHz

n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 10000

inverse 0:88s 5:22s 15:00s 59:03s 152:20s 218:15s 394:56s

dgetrf+dgetri 0:55s 4:06s 13:85s 64:51s 176:34s 298:89s 604:83s

AT
LA

S

inverse
dgetrf + dgetri 1.6 1.28 1.08 0.91 0.86 0.72 0.65

inverse 0:78s 4:66s 13:63s 54:15s 136:55s 197:26s 362:91s

dgetrf+dgetri 0:48s 3:52s 11:81s 62:68s 137:21s 201:81s 477:27s

G
O

T
O

inverse
dgetrf + dgetri 1.62 1.32 1.15 0.86 0.99 0.97 0.76

TAB . 4.3– Temps de calcul de l'inversion de matrices sur un P4, 3.4GHz

n 1000 2000 3000 5000 7000 8000 10000

inverse 1:22s 7:02s 20:13s 80:91s 201:58s 289:50s 538:93s

dgetrf+dgetri 0:65s 4:83s 15:88s 73:17s 206:11s 308:30s 603:26s

AT
LA

S

inverse
dgetrf + dgetri 1.87 1.45 1.26 1.10 0.97 0.93 0.89

inverse 1:05s 6:14s 18:10s 73:85s 180:21s 258:17s 496:39s

dgetrf+dgetri 0:71s 4:56s 13:96s 59:26s 155:71s 230:29s 440:82s

G
O

T
O

inverse
dgetrf + dgetri 1.47 1.34 1.29 1.24 1.15 1.12 1.12

TAB . 4.4– Temps de calcul de l'inversion de matrices sur un Itanium2, 1.3GHz
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donne l'avantage au calcul numérique pour toutes les tailles de matrices considérées. Dans les
autres cas, le produit matriciel rapide permet à la routine de calcul exact d'être plus rapide
pour des tailles de matrices suf�samment grandes.

Pour illustrer la corrélation entre ces routines d'inversion matricielle et la multiplication
matricielle, nous montrons dans les �gures 4.1 et 4.2 les rapports des temps de calcul entre les
routines d'inversion et de multiplication matricielle. D'après 4.7.1, le ratio théorique entre les
termes dominant des complexités algébriques de l'inversion triangulaire et du produit matriciel
est

1
2(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)

:

Ce dernier vaut1=6 pour ! = 3 et environ0; 267 pour ! = log2(7) de l'algorithme de
Winograd. En pratique nos routines utilisent un produit matriciel hybride entre l'algorithme
classique et l'algorithme de Winograd (voir partie 2.2.1) et il faut donc s'attendre à un ratio
asymptotique compris entre1=6 et0; 267. On véri�e effectivement sur la �gure 4.1 que ce ratio
est bien inférieur à0; 267pour de grandes valeurs den pour la plupart des implémentations.

Pour la �gure 4.2, le ratio théorique est

3
23� ! (2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)

et vaut1 pour ! = 3 et 1; 4 pour ! = log2(7). En pratique, les ratios tendent vers1; 4 mais
restent cette fois supérieurs. Ceci s'explique sans doute par le fait que l'algorithme d'inversion
de matrices carrées est plus sophistiqué et fait appel à de nombreuses routines. Cela a pour
conséquence de réduire le nombre de produits matriciels de grandes dimensions et donc de
réduire l'apport de l'algorithme de Winograd mais aussi des routines BLAS.

Nous résumons les résultats présentés dans cette partie dans le tableau 4.5. Pour chaque
algorithme, nous donnons l'expression de la constanteK ! du terme dominant de sa com-
plexité algébrique. Pour des raisons de simplicité, les matrices sont supposées carrées. A titre
d'exemple nous donnons les valeurs deK ! en utilisant deux algorithmes de produit matriciel :
le produit classique (! = 3; C! = 2) et le produit de Winograd (! = log2 7 � 2; 808; C! = 6).
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Nom Opération K ! K 3 K log2 7

MM C  AB C! 2 6

trsm

trmm

X  U� 1B

X  UB
C!

2(2! � 2 � 1) 1 4

LUdec

UL

(L; U )  A

X  UL
C!

2(2! � 2 � 1) � C!
2(2! � 1 � 1) 0,667 2,8

UU

LDTL

LDTLdec

trINV

X  UU

X  LD t L

(L; D )  A

X  U� 1

C!
2(2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) 0,333 1,6

ADTA X  AD t A C!
2(2! � 2 � 1) 1 4

SymAA X  AA, A symétrique 2! � 3)C!

4(2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) 0,83 3,2

INV X  A � 1 3C!
23� ! (2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) 2 8,4

SymINV X  A � 1, A symétrique 3C!
2(2! � 2 � 1)(2 ! � 1 � 1) 1 4,8

MPINV X  Ay 3C!
2(2! � 2 � 1) + C!

2(2! � 1 � 1)(2 ! � 2 � 1) 3,333 13,1

TAB . 4.5– Récapitulatif des constantes des complexités algébriques présentées
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5
APPLICATION AUX PROBLÈMES MAL

CONDITIONNÉS

Au delà des champs d'application propres aux corps �nis, l'ef�cacité de ces routines ouvre
de nouvelles perspectives dans le traitement de certains problèmes en calcul numérique. Nous
nous intéressons en particulier ici à la résolution de systèmes et à l'inversion de matrices.

Dans ce type de problèmes, les approximations faites sur les coef�cients des entrées, ainsi
que dans les méthodes de résolution approchée, peuvent avoir des répercussions plus ou moins
importantes sur la qualité d'approximation de la solution obtenue. Lenombre de condition-
nementd'une matriceA permet de borner en particulier l'erreur relative de la solution du
systèmeAx = b en fonction d'une erreur relative commise sur le vecteurb. On le dé�nit par
� (A) = kAk � kA � 1k. Il véri�e

kx + � xk
kxk

� � (A)
kb+ � bk

kbk
: (5.1)

Il permet aussi de borner l'erreur relative de la solution quandA etbsont perturbés :

kx + � xk
kxk

�
� (A)

1 � � (A) k� Ak
kAk

�
kA + � Ak

kAk
+

kb+ � bk
kbk

�
:

Ainsi, pour une erreur relative donnée sur les entrées, l'erreur relative sur la solution sera
d'autant plus petite que le conditionnement de la matrice sera petit. On pourra se référer par
exemple à l'ouvrage de Higham [65] sur le sujet.

Dans la résolution de problèmes numériques, les données sont le plus souvent approchées,
et induisent de facto une certaine erreur dans la solution qu'on peut espérer obtenir du pro-
blème réel. Il s'agit là d'une limitation inhérente à cette approche, dont on ne peut s'affranchir.

En revanche, les méthodes numériques choisies pour la résolution sont basées sur une arith-
métique deR approchée. Elles introduisent donc de nouvelles approximations dont l'effet sur
la qualité de la solution dépend en général aussi du nombre de conditionnement. En effet, pour
une fonction' (a), notons ~' (a) la valeur calculée par l'arithmétique approchée. Wilkinson
[120] dé�nit l'erreur inverse� a comme la variation sura qui aurait entraîné la même erreur
sur' (a) :

~' (a) = ' (a + � a):
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5. APPLICATION AUX PROBLÈMES MAL CONDITIONNÉS

Ainsi, en étudiant l'erreur réciproque des algorithmes utilisés sur l'arithmétique approchée
de R, on peut appliquer la borne (5.1) pour majorer l'erreur dans la solution en fonction du
nombre de conditionnement.

Par conséquent un mauvais conditionnement (grandes valeurs de� (A)) peut rendre l'arith-
métique approchée impraticable. De plus, on montre que lors de la résolution d'un système
linéaire par une méthode itérative de type gradient conjugué, le conditionnement décrit aussi
la rapidité de convergence d'un tel algorithme. Un mauvais conditionnement pénalise donc ces
méthodes par une convergence trop lente. De nombreuses solutions basées sur des précondi-
tionneurs, améliorant le conditionnement de la matrice ont été développées, pour contourner
ces situations. Cependant, avec l'augmentation des dimensions, les problèmes mal condition-
nés sont de plus en plus nombreux, comme le montre par exemple le survol de Schatzman [98]
s'appuyant sur les travaux de Edelman [47] et Demmel [25].

Pour remédier à ce problème, la démarche générale consiste à augmenter la précision des
calculs. Pour ce faire, diverses solutions peuvent être considérées. L'utilisation de nombres
�ottants multi-précision en fait partie. Les bibliothèques GMP ou MPFR1 proposent des im-
plémentations ef�caces de l'arithmétique des �ottants à précision arbitraire. A un niveau su-
périeur, la bibliothèque iRRAM permet d'utiliser ces implémentations en limitant les calculs
pour ne garantir que la précision demandée par l'utilisateur sur les résultats. L'inconvénient de
cette approche vient du fait que les �ottants multiprécision ne peuvent être manipulés qu'au
sein d'opérations scalaires. On ne peut donc béné�cier de l'ef�cacité des BLAS nécessitant
des �ottants de taille �xe (un ou deux mots machine).

Une autre approche développée par Demmel [24], concernant la résolution de systèmes
linéaires, consiste à utiliser les �ottants machine, mais en effectuant des raf�nements itératifs
des solutions. Il s'agit d'une démarche très récente, semblant prometteuse.

Une approche alternative consiste à utiliser le calcul exact. Son premier avantage est bien
sûr de ne pas dépendre d'une arithmétique approchée. En outre elle permet de tirer pro�t
de l'ef�cacité des BLAS, grâce aux routines que nous avons présentées dans les dernières
parties. En�n, pour des problèmes tels que la résolution de systèmes linéaires, le raf�nement
itératif exact de l'algorithme de Dixon assure une complexité cubique, équivalente à celle des
méthodes numériques. Le principal inconvénient de cette méthode est qu'il faut calculer la
solution exacte dans sa totalité, quelle que soit la précision demandée par l'utilisateur. Hormis
la résolution de système linéaire, la résolution exacte des autres problèmes implique donc
une complexité supérieure. Nous montrons dans cette partie que ce sur-coût reste cependant
raisonnable ce qui justi�e l'intérêt à porter à cette approche dans le cas de problèmes mal
conditionnés.

5.1 Restes chinois ou raf�nement itératif exact

Pour résoudre le problème de façon exacte, il faut d'abord le ramener à un problème entier
équivalent. Si les coef�cients �ottants de la matriceA du problème ont un exposant compris
entreemin et emax et que leur mantisse est de� bits, on considère la matrice~A = 2 � � eminA 2
Z. Ses coef�cients sont bornés par2emax� emin+ � . Pour �xer les idées, les systèmes extraits de

1www.mpfr.org
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problèmes physiques véri�ent en généralemax � 20et emin � � 20. Les coef�cients de~A sont
donc représentés sur93bits.

La résolution exacte du problème entier se fait ensuite de deux façons différentes selon le
problème :

Inversion de matrices : on utilise l'algorithme des Restes Chinois, que nous décrirons plus
en détails dans la partie 9.1. Pour une matriceA, il consiste à calculer dans différents
corps premiersZpi la matricedet(A)A � 1 et d'en déduire la valeur dansZ par une in-
terpolation pour obtenir la matrice des numérateurs deA � 1. Le dénominateur commun
étant évidemmentdet(A).

Résolution de systèmes :dans le cas particulier de la résolution de systèmes, on utilise la re-
montéep-adique de Dixon [26], qui permet de gagner un facteurn dans la complexité
binaire, par rapport à la méthode des Restes Chinois. Cet algorithme fait appel à plu-
sieurs résolutions de systèmes dans un corps �niZp pour calculer ainsi successivement
les différents termes de la décompositionp-adique de la solution. En ce sens, il s'agit
d'un algorithme de raf�nement itératif, mais contrairement aux méthodes numériques,
celui-ci débute par les termes les moins signi�catifs pour terminer par les plus signi�ca-
tifs.

Dans la suite nous présentons deux cas d'application où le calcul exact, par la méthode
des restes chinois, permet de résoudre des problèmes réputés mal conditionnés pour les algo-
rithmes numériques.

5.2 Calcul de l'inverse de la matrice de Hilbert

Il s'agit d'un exemple classique en calcul numérique de problème mal conditionné. On
dé�nit la matrice de HilbertHn = [ hi;j ] de dimensionsn � n par

hi;j =
1

i + j � 1
; 1 � i; j � n:

La formule exacte donnant la valeur du coef�cient d'indices(i; j ) de son inverseH � 1 = [ hi;j ]
est connue :

hi;j = ( � 1)i + j (i + j � 1)
�

n + i � 1
n � j

��
n + j � 1

n � i

��
i + j � 2

i � 1

� 2

: (5.2)

Mais cette matrice étant très mal conditionnée, le calcul de son inverse par les méthodes
classiques d'analyse numérique représente un test pour les bibliothèques numériques multi-
précision.

De la même façon nous cherchons aussi à calculer l'inverse deH de façon exacte par les
algorithmes présentés dans cette partie. Pour ce faire, nous calculons d'abord la matriceH
dansQ. En appliquant l'algorithme des Restes Chinois, on calcule les inverses des matrices
Hpi = H mod pi dans des corps �nis premiersZpi , a�n de reconstruire le résultat dansZ.
Pour déterminer le nombre de corps �nis à utiliser, on calcule une approximation du logarithme
du plus grand des coef�cients de la matriceH � 1 par la formule (5.2).

Nous n'avons pas pu effectuer ce calcul avec la bibliothèque iRRAM, et nous appuyons
notre comparaison sur les temps de calcul donnés dans sa documentation [88, §15] (utilisant
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Dimension 50 100 150 200 250 300 500 800

# nombre premiers 13 25 37 49 61 76 125 200

L INBOX (P4-3.2GHz) 0,103s 0,87s 3,19s 8,30s 16,84 30,83s 169s 775s

iRRAM (Athlon 800MHz) 3,2s 79s 457s 1200s 3052s

Calcul direct 0,023s 0,215s 0,818 2,1s 4,46s 8,29s 51,6s 279s

ratio LINBOX/ direct 4,47 4,04 3,9 3,95 3,78 3,72 3,28 2,78

TAB . 5.1– Calcul exact de l'inverse de la matrice de Hilbert sur un Pentium4-3,2Ghz-1Go

un Athlon 800Mhz). Nous les reportons dans le tableau 5.1 en les comparant à ceux de la
bibliothèque LINBOX sur un Pentium4-3,2Ghz. Malgré la différence entre ces deux architec-
tures, on peut constater avec le tableau 5.1 que les temps mis par la bibliothèque iRRAM
restent nettement moins bons que ceux de LINBOX pour le calcul exact.

A titre de comparaison nous donnons le temps de calcul obtenu par la méthode directe,
utilisant la formule (5.2) avec des entiers multiprécision. Ils sont inférieurs à ceux de LINBOX,
mais on peut constater que le rapport entre ces temps se réduit quand la dimension croît.
Il s'agit de l'avantage donné à LINBOX par l'utilisation des BLAS. En effet, comme nous
l'avons montré dans le chapitre 2, le regroupement des opérations dans des produits matriciels
augmente l'ef�cacité globale.

5.3 Le dé� More Digits

Dans le cadre de la conférence RNC7, sur les nombres réels et les ordinateurs [62], la com-
pétition amicaleMore Digitsétait organisée pour mesurer les performances de bibliothèques
de calcul numérique en multiprécision. Une liste de 17 problèmes devaient être résolus, avec
une précision imposée.

Parmi ceux-ci nous avons retenu le problème 10, d'algèbre linéaire :

Problème 5.1.SoitS 2 N etM une matrice de dimensionsA � A

M =

2

6
6
6
6
6
4

� 1 � 2 : : : � A

� A+1 � A+2 : : : � 2A
...

...
...

� A 2 � A+1 � A 2 � A+2 : : : � A 2

3

7
7
7
7
7
5

où � n est le générateur pseudo-aléatoire de Marsaglia dé�ni par
8
<

:
� 1 = S;

� i +1 = (69069� i + 3) mod 231:
:

SoitM � 1 = [ mi;j ], l'inverse de la matriceM et z la somme des valeurs absolues des coef�-
cients deM � 1, z =

P
i;j jmi;j j: Af�cher lesN décimales signi�catives dez.
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Nous avons mis en œuvre la résolution exacte de ce problème pour calculer le numérateur
et le dénominateur dez, ce qui permet ensuite de calculer toutes ses décimales.

Le dénominateur dez est simplement le déterminant deM . Pour calculer son numérateur,
il suf�t de calculer la matrice entièredet(M )M � 1 en utilisant l'algorithme des restes chinois
et le calcul de l'inverse matricielle dans un corps �ni, que nous décrirons dans la partie 4.7.1.
Le déterminant s'obtient directement comme le produit des pivots de la décompositionLUP
calculée pour le calcul de l'inverse. Ce n'est qu'une fois la matriceM reconstruite dansQ, que
l'on peut calculer la valeur dez. En effet la fonction valeur absolue n'étant pas dé�nie dans un
corps �ni, on ne peut calculer directement les projections dez dans ces corps.

Dimension L INBOX dansQ iRRAM : 10 décimales iRRAM : 520 décimales

A # nb premiers temps temps L INBOX/ iRRAM temps L INBOX/ iRRAM

50 82 1,01s 0,14s 7,21 1,03s 0,98

100 160 9,141s 1,19s 7,68 11,07s 0,83

200 312 85,23s 13,88s 6,14 98s 0,87

300 480 5m41s 56,1s 6,07 5m10s 1,1

500 814 32m40s 5m8s 6,35 30m20s 1,08

TAB . 5.2 – Temps de calcul pour la résolution du problème 10 du dé� More Digits sur un
Pentium 4-3,2Ghz-1Go

Les temps de calcul de notre implémentation sont reportés dans le tableau 5.2, pour des
tailles de matrices considérées comme faciles (50, 100) ou dif�ciles (200, 300, 500) par
l'énoncé. Pour ces calculs, nous avons utilisé la graineS = 10 générant à chaque fois une
matrice inversible. A titre de comparaison, les temps de calcul de la bibliothèqueIRRAM[88]
sont aussi donnés pour le calcul approché du résultat, avec10ou520chiffres signi�catifs. On
constate que le temps de calcul avec10 chiffres signi�catifs est certes nettement inférieur à
celui de LINBOX, mais reste dans un rapport constant. Pour520chiffres de précision, iRRAM
nécessite autant de temps de calcul que LINBOX pour la solution exacte. Cette précision est
inutile dans ce cas, car les numérateurs et dénominateurs de la solution rationnelle ont moins
de 325 chiffres. Cependant, cela montre qu'il existe une précision limite au delà de laquelle le
calcul exact est plus ef�cace que le calcul approché multiprécision.

Ainsi, lorsque l'on cherche à augmenter la précision dans la résolution de certains pro-
blèmes approchés, plusieurs approches sont envisageables. Pour certains problèmes comme la
résolution de système linéaire, le raf�nement itératif permet d'augmenter la précision tout en
utilisant l'algèbre linéaire sur des mots machine, permettant l'utilisation des BLAS. Le cal-
cul �ottant multiprécision permet d'aborder tous les problèmes, et des bibliothèques comme
iRRAM permettent de limiter les calculs à l'obtention d'une précision souhaitée dans le ré-
sultat. Cependant la taille variable des nombres manipulés interdit l'utilisation des BLAS. A
l'inverse, le calcul exact impose le calcul de la solution dans toute sa précision, mais cette
alternative permet l'utilisation de l'ef�cacité des BLAS. En ce sens il est complémentaire avec
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le calcul approché multiprécision et leur utilisation combinée dans des algorithmes hybrides
exact/appoché est une perspective prometteuse.
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Deuxième partie

Le polynôme caractéristique de
matrices denses
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INTRODUCTION

Les algorithmes de calcul du polynôme caractéristique sur un corps avec des matrices denses
sont nombreux. On trouvera dans les ouvrages [48, 66, 50, 84] une description détaillée des
différents algorithmes connus jusque dans les années 1960. Ceux-ci peuvent être regroupés en
trois familles distinctes :

Les algorithmes de type Krylov basés sur les itérés d'un vecteur par la matrice. L'algorithme
de Danilevski�� [23], décrit dans [48], est basé sur des transformations élémentaires de
la matrice mais peut être vu comme un algorithme de type Krylov [66, §6.3]. Nous
étudierons en détails les algorithmes de Keller-Gehrig [81], tantôt explicitement ou im-
plicitement de Krylov. L'algorithme de Giesbrecht [54] pour le calcul probabiliste de la
forme normale de Frobenius est aussi de type Krylov.

Les algorithmes de type Leverrier basés sur le calcul des traces des puissances de la matrice
et les formules de Newton [111]. L'algorithme initialement dû à Leverrier a ensuite été
redécouvert et amélioré par Souriau [102], Faddeev [22] et Frame [49]. L'algorithme de
Csanky [20] l'applique au calcul parallèle.

Les algorithmes de type Samuelsonbasés sur une formule de développement du détermi-
nant. Il a été initialement proposé par Samuelson [96], puis amélioré par Berkowitz [6].

Les algorithmes de type Leverrier ont une complexitéO (n4) ouO (n! +1 ) en calcul séquen-
tiel et ne peuvent donc pas rivaliser avec les algorithmes de type Krylov. Il sont en revanche
adaptés au calcul parallèle, et l'algorithme de Csanky permet en particulier de prouver que le
calcul du polynôme caractéristique est dans la classeN C2 des problèmes pouvant être résolus
en temps parallèlelog2 n avec un nombre polynomial de processeurs.

Dans leur amélioration de l'algorithme de Csanky, Preparata & Sarwate [94] utilisent la
complexité du produit matriciel rapide, mais n'effectuent pas la réduction au produit matriciel.
Ce n'est qu'en 1985 que ce problème a été partiellement traité par Keller-Gehrig [81]. La
réduction du problème à la complexitéO (n! ) n'est donnée que pour les matrices génériques,
alors que pour le cas des matrices quelconques, seule la complexitéO (n! logn) est atteinte.
Ces deux algorithmes sont de type Krylov : explicitement pour le deuxième, et de manière
implicite pour le premier, comme nous le montrerons dans la partie 8.4.1. Ces complexités
n'ont pas été améliorées depuis et le problème reste ouvert de trouver un algorithme général
de complexitéO (n! ).

Les algorithmes de type Samuelson sont de complexitéO (n4) ou O (n! +1 ), sans division.
Ils sont ainsi essentiellement utiles pour le calcul dans des anneaux commutatifs.

En�n, les méthodes de type Hessenberg sont basées sur des transformations élémentaires
et une formule de développement du déterminant des matrices quasi-triangulaires. Comme
l'algorithme de Danilevski��, elles possèdent la meilleure complexité séquentielle, en consi-
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dérant l'arithmétique matricielle classique :2n3 + O (n2). En revanche ces formules de dé-
veloppement du déterminant empêchent leur adaptation par blocs et donc ne permettent pas
d'envisager la réduction au produit matriciel.

Pour ces raisons, nous étudierons par la suite des algorithmes de type Krylov pour le calcul
sur un corps.

Pour le calcul du polynôme caractéristique sur l'anneau des nombres entiers, plusieurs mé-
thodes sont possibles. Certaines utilisent uniquement des opérations d'anneau, avec éventuel-
lement des divisions exactes [1] à partir de la méthode d'Hessenberg, quand d'autres évitent
les divisions [6, 73, 78]. Ces méthodes permettent le calcul sur des anneaux quelconques. Une
méthode plus spéci�que au calcul dans l'anneauZ est l'utilisation du Théorème des Restes
Chinois. Le calcul est effectué sur plusieurs corps �nis premiers et le résultat dansZ peut être
reconstitué pourvu que le produit des caractéristiques de ces corps soit supérieur au résultat.
Cette technique relie donc l'algorithmique dans l'anneauZ avec celle dans les corps �nis.

Du point de vue des complexités binaires de ces algorithmes, la méthode des Restes Chinois
est enO~(n! +1 logkAk). Les techniquesPas de Bébé, Pas de Géantappliquées par Kaltofen
dans [73] améliorent cette complexité enO~(n3;5logkAk) (avec l'arithmétique matricielle clas-
sique). Plus récemment, les dernières améliorations de [78, §7.2], utilisant les techniques de
l'algorithme de Coppersmith par blocs [15, 74, 114, 113] �xent le meilleur exposant connu à
ce jour pour ce calcul :2; 697263en utilisant l'arithmétique matricielle rapide.

A�n de construire des algorithmes de calcul du polynôme caractéristique dansZ nous nous
intéressons donc d'abord au calcul dans des corps �nis. Nous présentons dans le chapitre 6
un premier algorithme de type Krylov,LU-Krylov , tirant parti des opérations par blocs des
chapitres 2 et 3 mais dont la complexité asymptotique n'est queO (n3). Dans le chapitre 7,
nous étudions l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig, en en donnant une application
en théorie du contrôle. Le chapitre 8 traite de l'algorithme rapide de Keller-Gehrig. En�n, nous
présentons dans le chapitre 9 comment appliquer ces algorithmes au calcul dansZ.

Ces travaux ont été initiés lors d'une collaboration avec Zhendong Wan [93, 92] puis pour-
suivis dans l'article [36], dont la partie présente reprend et complète les résultats.
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L'ALGORITHME LU-K R Y L O V

Les méthodes de Krylov tirent l'information de la matrice à étudier en l'appliquant suc-
cessivement plusieurs fois à un même vecteurv. Les vecteursA i v ainsi produits sont appelés
itérés de Krylovdu vecteurv. La plus petite relation de dépendance linéaire entre ces vecteurs
est le polynôme minimal du vecteurv relativement à la matriceA. Nous le noteronsPA;v

min .
C'est le polynôme unitaireP, de plus petit degré, tel queP(A)v = 0. Il divise le polynôme
minimal PA

min de la matriceA, car ce dernier annule aussi cette séquence.
Les méthodes de Krylov reposent sur le résultat suivant, liant les calculs d'itérés d'un vec-

teur à celui de son polynôme minimal :

Propriété 6.1. Soit V =
h
v Av A2v : : : Ad� 1v

i
, et CP A;v

min
=

2

6
6
6
6
6
4

0 : : : � m0

1 0 � m1

... ...
...

1 � md� 1

3

7
7
7
7
7
5

la matrice compagnon associée au polynômePA;v
min = X d +

P d� 1
i =0 mi X i . Alors la relation

suivante est véri�ée :
AV = V CP A;v

min
: (6.1)

Si le vecteurv engendre l'espace total (d = n), alors la matriceV est carrée et inversible.
On lit alors les coef�cients du polynôme caractéristiquePA

car = PA;v
min sur la matrice compagnon

V � 1AV = CP A;v
min

.
Dans le cas oùd < n , la méthode de Krylov consiste à compléter la matriceV en une

matriceV en lui ajoutantn � d vecteurs colonnes, pour former une base de l'espace total.
Cette matrice véri�e alors :

V
� 1

AV =

2

4CP A;v
min

X

0 Y

3

5 : (6.2)

Le polynôme caractéristique deA s'obtient donc comme le produit dePA;v
min avec le poly-

nôme caractéristique deY, qui pourra être calculé récursivement.
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On se reportera à [66, 50] pour une description plus détaillée des méthodes de Krylov.
Nous présentons dans la suite des techniques basées sur la décompositionLUPpermettant

une mise en pratique ef�cace de la méthode de Krylov. En particulier, nous montrons qu'une
seule décompositionLUP de V, permet à la fois de calculer les coef�cients dePA;v

min (sans
calculer explicitement le produitV � 1AV ) et de compléterV enV.

6.1 Le polynôme minimal par élimination sur la ma-
trice de Krylov

Nous présentons ici un algorithme qui détermine le polynôme minimal d'un vecteurv re-
lativement à une matriceA. Un algorithme similaire est présenté dans [84, Algorithme 2.14],
mais ne béné�cie pas des opérations par blocs pour l'élimination.

Le principe est de calculer la matriceK A;v de dimensionn � n (appelée matrice de Krylov),
dont la ième colonne est formée par le vecteurA i � 1v, puis d'effectuer une élimination sur
cette matrice. Plus précisément, on calcule la décompositionLQUP(voir partie 3.2 et [71]) de
la matrice t K A;v . Lesd premières colonnes deK A;v (d est le degré dePA;v

min ) sont linéairement
indépendantes et lesn� d suivantes sont des combinaisons linéaires desd premières. Pour cette
raison, la matriceQ de la décompositionLQUPest la matrice identité, et cette décomposition
correspond à la décompositionLUPdesd premières lignes det K A;v . Elle peut être représentée
comme sur la �gure 6.1.

v

2

.....

L

Lk+1

1..k
= U. . P

(Av)

.....
k

t

t

t

(A  v)t

t (A  v)
K     =A,v

FIG. 6.1– DécompositionLQUPde la matrice de KrylovK A;v

A partir de cette décomposition, on obtient les coef�cients du polynômePA;v
min par une

simple résolution de système linéaire :

Lemme 6.1. Avec les notations précédentes, soitm = ( m0; : : : ; md� 1) le vecteur formé par
lesd coef�cients dePA;v

min . Alors
t m = � Ld+1 L � 1

1:::d:

Démonstration.NotonsK = t K A;v . On a alors

K d+1 =
t
(Adv)

=
d� 1X

i =0

� mi
t
(A i v)

= � m � K 1:::d:
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6.2. CALCUL D'UN SOUS-ESPACE SUPPLÉMENTAIRE PAR COMPLÉMENT DE
SCHUR

Ainsi Ld+1 UP = � m � L1:::dUP et doncm = � Ld+1 :L � 1
1:::d.

On en déduit directement l'algorithme 6.1.

Algorithme 6.1 : MinPoly : Polynôme minimal d'un vecteur relativement à une matrice
Données: A une matricen � n et v un vecteur de dimensionn
Résultat : PA;v

min (X ), le polynôme minimal dev relativement àA
début

K 1:::n; 1 = v
pour i = 1 : : : log2(n) faire

K 1:::n; 2i � 1+1 :::2i = A2i � 1
K 1:::n; 1:::2i � 1

(L; Q; U; P ) = LQUP( t K ); d = rank(K )
m = � Ld+1 :L � 1

1:::d

retourner PA;v
min (X ) = X d +

P d� 1
i =0 mi X i

�n

L'opération dominante dans cet algorithme est le calcul des puissances2i de la matriceA,
soit log2 n produits matriciels. La complexité est doncO (n! logn) opérations algébriques.
Cependant, on peut aussi obtenir la matriceK en calculant lesn itérés successivement, avec
n produits matrice-vecteur de la forme :K 1:::n;j +1 = AK 1:::n;j . La complexité devient alors
O (n3). Pour! = 3, cette dernière approche est donc préférable, car elle ne fait pas intervenir
de facteur logarithmique.

Par ailleurs, on peut fusionner les opérations de construction des itérés et leur élimination
LQUPdans un schéma de type maître-esclave : l'algorithmeLQUPs'effectue sur les lignes de
t K disponibles, et lance le calcul des lignes manquantes, lorsqu'une opération implique un
bloc non complet. Ceci permet d'économiser le calcul d'itérés linéairement dépendants. La
structure en bloc de l'algorithmeLQUPimpose de calculer ces itérés en blocs et ne permet
donc pas d'arrêter le calcul au premier itéré linéairement dépendant. En revanche, sid est le
degré dePA;v

min , on peut certi�er qu'au plus2d itérés seront calculés. Ainsi les complexités de
l'algorithme peuvent s'exprimer en fonction du degré du polynôme minimal. Avec la multi-
plication matricielle rapide :O (n! logd) en multiplication matricielle rapide, ouO (n2d) en
multiplication classique.

En�n, dans le contexte d'un calcul dans un corps �ni suf�samment grand, cet algorithme
permet de calculer de façon probabiliste le polynôme minimal de la matriceA. Si les co-
ef�cients dev sont tirés aléatoirement et uniformément dans un sous-ensembleS du corps,
la probabilité de réussite est minorée par1 � n=jSj (en appliquant l'analyse de Wiedemann
[119]).

6.2 Calcul d'un sous-espace supplémentaire par com-
plément de Schur

Une fois calculée une base du sous espace invariant engendrée par le vecteurv, il faut
la compléter en une base de l'espace total pour obtenir la forme triangulaire supérieure par

111



6. L'ALGORITHME LU-KRYLOV

blocs de l'équation (6.2). Cette opération est effectuée par l'algorithme 4.2. On notera, que la
décompositionLQUPdans cet algorithme a déjà été effectuée pour le calcul dePA;v

min .
On peut donc maintenant écrire l'algorithme 6.2.

Algorithme 6.2 : LU-Krylov : polynôme caractéristique par la décompositionLUPde
la matrice de Krylov

Données: A une matricen � n sur un corpsK
Résultat : PA

car, le polynôme caractéristique deA
début

Tirer un vecteurv aléatoirement et uniformément dansK n

PA;v
min = MinPoly(A; v) de degréd ; / * la décomposition

t V =
h
L1

i h
U1 U2

i
P pour V =

h
v Av : : : Ad� 1v

i
est calculée

* /
si (d = n) alors

retourner PA
car = PA;v

min

sinon

A0 = P t A t P =

2

4 A0
11 A0

12

A0
21 A0

22

3

5 oùA0
11 is d � d

PA 0
22 � A 0

21 S� 1
1 S2

car (V) = LU-Krylov (A0
22 � A0

21S
� 1
1 S2)

retourner PA
car = PA;v

min � PA 0
22 � A 0

21 S� 1
1 S2

car

�n

Theorème 6.1.L'algorithmeLU-Krylov calcule le polynôme caractéristique d'une matrice
A de dimensionsn � n enO (n3) opérations algébriques.

Démonstration.SoitV la complétion deV obtenue dans l'équation 4.1 et on pose

Y =
t
V = L UP:

On applique alors la transformation de similitude avec la matriceY sur t A :

Y t AY � 1 =

2

4
t CP A;v

min
0

h
0 I n� d

i
P t A t PU

� 1
L

� 1

3

5

=

2

4
t CP A;v

min
0

h
A0

21 A0
22

i
U

� 1
L

� 1

3

5

=

2

4
t CP A;v

min
0

Z R

3

5

oùR = A0
22 � A0

21U
� 1
1 U2.
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SCHUR

Le polynôme caractéristique étant invariant par similitude,PA
car est égal au produit des po-

lynômes caractéristiques des deux blocs diagonaux de cette matrice. Ainsi,

PA
car = PA;v

min � PA 0
22 � A 0

21 U � 1
1 U2

car :

Soit TLU-Krylov (n) le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme et
Tminpoly(n; d) celui de l'algorithme 6.1 appliqué à une matrice de dimensionsn � n dont le
polynôme minimal est de dégréd.

En utilisant le produit matriciel classique, on a :

TLUK(n) = Tminpoly (n; d) + TLQUP(d; n) + Ttrsm (n � d; d+ TMM(n � d; d; n � d)

+ TLUK(n � d)

= O
�
n2d + d2n + d2(n � d) + d(n � d)2

�
+ TLUK(n � d)

= O

 
X

i

n2di + d2
i n

!

= O
�
n3

�

où les(di � 1) sont les degrés de polynômes minimaux calculés à chaque appel récursif. Ils
véri�ent en particulier

P
i di = n et

P
i d2

i � n2.

Comme nous l'avons vu dans la partie 6.1, l'algorithme calculantPA;v
min donne de façon

probabilistePA
min. Si tel est le cas pour chaque appel récursif, la suite de ces polynômes mini-

maux correspond aux facteurs invariants de la matriceA. Ainsi cet algorithme calcule de façon
probabiliste la forme de Frobenius deA. Dans le cas contraire, l'algorithme reste cependant
déterministe car la dimension du blocR décroît strictement à chaque appel récursif. Dans ce
cas les facteurs apparaissent dans un ordre différent de celui de la forme normale de Frobenius.
On trouvera dans [104, §9.3] comment obtenir la suite des facteurs invariants à partir d'une
décomposition en facteurs quelconque dePA

car.
Bien que cet algorithme soit basé sur des opérations par blocs, sa complexité ne peut

pas se réduire à celle du produit matriciel. En effet, en remplaçantTminpoly = O (n2d) par
O (n! logd), les termeslogdi ne peuvent se sommer enlogn. De même pour les termes
d! � 2

i n2 qui ne peuvent se sommer enn! pour ! < 3. C'est justement sur ce point que l'al-
gorithme par branchements de Keller-Gehrig propose une réponse en atteignant la meilleure
complexité algébrique deO (n! logn) connue pour ce problème.
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7
L'ALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE

KELLER-GEHRIG

Nous rappelons ici l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig, en le présentant dans
un contexte plus général : le calcul de la matrice de Krylov compressée d'un ensemble de
vecteursB = [ b1j : : : jbm ] relativement à une matriceA. Ceci permet à la fois une présentation
simpli�ée de l'algorithme et son application à un problème issu de la théorie du contrôle : le
calcul de la forme de Kalman. L'algorithme original de Keller-Gehrig consiste à choisirB =
I n et considérer une transformation de similitude à partir de la matrice de Krylov compressée
obtenue. Nous dé�nissons la matrice de Krylov compressée dans la partie 7.1, puis détaillons
l'algorithme pour son calcul dans la partie 7.2. Nous présentons certaines améliorations pour
sa mise en pratique dans la partie 7.3. En�n nous étudions comment l'appliquer au calcul de
la forme de Kalman dans la partie 7.5.

7.1 La matrice de Krylov compressée

Soit A et B deux matrices de dimensionsn � n et n � m respectivement. On considère la
matrice de KrylovK de dimensionn � (mn), engendrée par lesm vecteurs colonnes de la
matriceB et leurs itérés par la matriceA :

K =
h

b1 : : : An� 1b1 : : : bm : : : An� 1bm

i
: (7.1)

Soit r le rang de deK . Évidemmentr � rank(B). Formons la matriceK de dimension
n � r et de rang plein, en prenant lesr premières colonnes linéairement indépendantes de la
matriceK .

Dé�nition 7.1. K est la matrice de Krylov compressée de la matriceB relativement à la
matriceA.

Si un vecteur colonneAkbj est linéairement dépendant avec les colonnes précédentes dans
K , alors tout vecteur de la formeA lbj ; l > k sera aussi linéairement dépendant. Par conséquent
K est de la forme suivante :

K =
h

b1 : : : Ad1 � 1b1 : : : bm : : : Adm � 1bm

i
(7.2)
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7. L'ALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE KELLER-GEHRIG

pour desdi véri�ant 0 � di � n � 1 et
P m

i =1 di = r .
L'ordre dans le choix des vecteur-colonne indépendants (de gauche à droite) peut être in-

terprété en terme d'ordre lexicographique pour la séquence(di ). En suivant Storjohann [104,
Fact 9.4], la matrice de Krylov compressée peut donc aussi être dé�nie comme suit :

Dé�nition 7.2. La matrice de Krylov compressée de la matriceB relativement à la matriceA
est la matrice de la forme

h
b1 : : : Ad1 � 1b1 : : : bm : : : Adm � 1bm

i

de rangr , telle que la séquence(di ) est lexicographiquement maximale.

Nous présentons dans la partie suivante un algorithme calculant cette matrice de Krylov
compressée.

7.2 Principe de l'algorithme

Le calcul de la matrice de Krylov compressée se décompose en deux tâches : le calcul d'ité-
rés, et la sélection de vecteurs linéairement indépendants. Cette dernière opération correspond
à la mise sous forme réduite en colonne décrite dans la partie 4.1. Pour cette opération, Keller-
Gehrig a proposé dans [81, §4] un algorithme de mise sous forme échelonnée. Nous proposons
d'utiliser à la place l'algorithme 4.1 (page 84), de description plus simple, et permettant cer-
taines améliorations, comme nous le verrons dans la partie 7.3. Pour le calcul des itérés, il
suf�t de calculer lesdlog2(n)epuissances deA :

A; A 2; : : : ; A2i
; A2dlog2 ( n ) e� 1

:

Le schéma suivant permet alors d'obtenir tous les itérés d'un vecteurbj .
8
<

:
V0 = [ bj ]

Vi +1 = [ Vi jA2i
Vi ]

(7.3)

où la matriceVi a2i colonnes.
Cependant, on ne peut pas calculer explicitement la matriceK (7.1) pour ensuite en dé-

duireK sa forme réduite en colonne. En effetK estn � n2 et son calcul demandeO (n! +1 )
opérations. L'algorithme par branchements de Keller-Gehrig consiste donc à combiner chaque
étape du calcul des itérés avec mise sous forme réduite en colonne : une élimination est effec-
tuée après chaque multiplication parA2i

pour éliminer les itérés linéairement dépendants avant
l'itération suivante. De plus, si à l'étapei , un vecteurbj n'a quek < 2i itérés linéairement in-
dépendants, il n'en aura jamais davantage. Ainsi le schéma (7.3) ne sera appliqué qu'aux blocs
d'itérés de taille2i .

Nous pouvons maintenant présenter l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig dans
l'algorithme 7.1.

Theorème 7.1(Keller-Gehrig). Soit A et B deux matrices de dimensionsn � n et n � m
respectivement, avecm = O (n). La matrice de Krylov compressée deB relativement àA
peut être calculée enO (n! logn) opérations dans le corps.
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7.2. PRINCIPE DE L'ALGORITHME

Algorithme 7.1 : Matrice de Krylov Compressée [Keller-Gehrig]
Données: A an � n matrix over a �eld,B , an � m matrix
Résultat : (K; r ) comme dans (7.2)
début

i = 0
V0 = B = ( V0;1; V0;2; : : : ; V0;m )
C = A
tant que (9k; Vk a 2i colonnes)faire

pour tout j faire
si ( Vi;j a strictement moins de2i colonnes )alors

Wj = Vi;j

sinon
Wj = [ Vi;j jCVi;j ]

W = [ W1j : : : jWn ]
Vi +1 = FRC(W) (r = rank (W)) ; / * Vi +1 = [ Vi +1 ;1j : : : jVi +1 ;n ] où Vi +1 ;j

sont les vecteurs de Wj présents dans Vi +1 * /
C = C � C
i = i + 1

retourner (Vi ; r )
�n

Démonstration.D'après l'algorithme 7.1 (cf [81]).

L'algorithme de Keller-Gehrig a été introduit pour le calcul du polynôme caractéristique.
La propriété 7.1 montre le lien entre matrice de Krylov compressée et une forme proche de la
forme normale de Frobenius, permettant le calcul du polynôme caractéristique.

Propriété 7.1. SoitK la matrice de Krylov compressée de la matrice identité relativement à
une matriceA. Alors la matriceK

� 1
AK est sous forme Hessenberg polycyclique : elle est

triangulaire supérieure par blocs, avec des blocs compagnons sur la diagonale et ses blocs
supérieurs sont nuls sauf sur leur dernière colonne.

K
� 1

AK =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 �

1 0 �
... ... �

1 �

�

�

�

�

. . .

0 �

1 0 �
... ... �

1 �

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(7.4)
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Corollaire 7.2 (Keller-Gehrig). Le polynôme caractéristique d'une matrice carréeA d'ordre
n peut être calculé enO (n! logn) opérations dans le corps.

Démonstration.Le polynôme caractéristique de la matrice Hessenberg polycyclique (7.4) est
le produit des polynômes associés à chacun des blocs compagnons de sa diagonale. Et comme
les déterminants sont invariants par transformation de similitude, il est égal au polynôme ca-
ractéristique deA.

7.3 Obtention de la forme polycyclique

Pour obtenir la forme Hessenberg polycyclique (7.4), Keller-Gehrig suggère de calculer
simplement le produitK

� 1
AK ce qui engendre4; 66n3 opérations dans le corps supplémen-

taires (avec le produit matriciel classique).
Or en utilisant la factorisationLQUPpour calculer la forme réduite en colonnes (algorithme

4.1), nous disposons gratuitement de la décompositionLQUPdeK , ce qui permet d'économi-
ser2=3n3 pour ce calcul. Mais il est même possible de réduire ce coût à�n 2, où� est le nombre
de blocs diagonaux dans la forme Hessenberg polycyclique. Il s'agit d'une généralisation de
la technique de la partie 6.1 pour le calcul du polynôme minimalPA;v

min .
Tout d'abord, considérons le cas où� = 1 (lesn itérés d'un seul vecteurv sont linéairement

indépendants).K = [ vjAvj : : : jAn� 1v] véri�e

K � 1AK =

2

6
6
6
6
6
4

0 m0

1 0 m1

... ...
...

1 mn� 1

3

7
7
7
7
7
5

;

oùPA;v
min = X n �

P n� 1
i =0 mi X i . On obtient donc la forme Hessenberg polycyclique en calculant

le polynôme minimal deA etv avec l'algorithme 6.1.
Nous montrons ensuite le cas de� = 2 dont la généralisation est évidente. La �gure 7.2

représente leur matrice de Krylov compressée et la matriceL de sa décompositionLQUP, four-
nies par l'algorithme par branchements. La première relation de dépendance pourv1 s'obtient
comme précédemment (�gure 7.1). Pour le vecteurv2, la première relation de dépendance

1L
= .al1

FIG. 7.1– Calcul des coef�cients de la première relation de dépendance linéaire

linéaire obtenue pour le vecteurAd2 v2 s'écrit :

Ad2 v2 =
d2 � 1X

i =0

� i A i v2 +
d1 � 1X

i =0


 i A i v1:
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v1

...
d1

1A  v

v2

d2
2A  v

1
kA v

1Av

...

...

...

A  v2
d2

0

0

0

N

L

L

1

2

l2n

l1

... ...

...

l

LQUP

FIG. 7.2– Matrice de Krylov compressée à deux itérés

On obtient alors les vecteurs de coef�cients� = [ � i ] et 
 = [ 
 i ] comme les solutions du
système décrit sur la �gure 7.3.

L
2

N
= .bn l2 g

L 1

FIG. 7.3– Calcul des coef�cients de la seconde relation de dépendance linéaire

Il suf�t ensuite de construire la matrice de Hessenberg polycyclique à partir de ces coef�-
cients :

H =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 � 0 
 0

1 0 � 1 
 1

... ...
...

...

1 � d1 � 1 
 d1 � 1

0 � 0

1 0 � 1

... ...
...

1 � d2 � 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Cette technique s'applique à tous les blocs d'itérés, et par conséquent, la matrice de Hes-
senberg polycyclique peut être calculée en� résolutions de systèmes linéaires.

Remarque 7.1.Comme ces résolutions utilisent la même matrice triangulaire, on peut envisa-
ger de les regrouper en une résolution de système multiple (trsm ). Dans l'exemple précédent,
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il s'agit de calculer
2

4l1 0

n l2

3

5

2

4L1

N L 2

3

5

� 1

:

Cette méthode a l'inconvénient d'ignorer les zéros du membre de gauche et peut donc aug-
menter le nombre d'opérations. En revanche si� = O (n), la méthode habituelle nécessiterait
O (n) résolutions de systèmes linéaires, soitO (n3) opérations, ce qui dominerait la complexité
O (n! logn). La résolution simultanée ne nécessite quant à elle queO (� ! � 2n2) opérations, ce
qui reste cohérent avec la complexité globale de l'algorithme.

Noter aussi que pour le calcul du polynôme caractéristique, la forme polycyclique n'est
pas nécessaire, mais seuls les coef�cients des blocs diagonaux importent. Ainsi, on peut se
contenter de ne résoudre que les systèmesl1 = �L 1 et l2 = �L 2. Le coût total devient alors
O (n2) par la méthode classique.

7.4 Comparaisons expérimentales

Nous avons implémenté les deux algorithmesLU-Krylov et Keller-Gehrig par branche-
ment, en utilisant les routines présentées dans la partie I et la représentation positive des corps
�nis de Modular<double> . La �gure 7.4 compare les temps de calcul des deux implémen-

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45  50

T
em

ps
 (

s)

Nombre de blocs

Comparaison entre LU-Krylov et Keller-Gehrig par banchements

Keller-Gehrig par branchements
LU-Krylov

FIG. 7.4 – Comparaison entre les algorithmesLU-Krylov et Keller-Gehrig par branche-
ments sur un Pentium4-2.4Ghz-512Mo

tations pour une suite de matrices d'ordre300dansZ101, dont on fait varier le nombre de blocs
dans la forme de Frobenius.

Il ressort queLU-Krylov est le plus rapide sur toutes les matrices. Ceci est dû au facteur
logn supplémentaire dans la complexité de l'algorithme par branchements. Ce surcoût n'est
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pas ici compensé par le produit matriciel rapide car la dimension300est trop faible. Plus préci-
sément, on remarque que le temps de calcul de ce dernier algorithme décroît quand le nombre
de blocs augmente. Cela provient du fait que ce facteurlogn est en faitlogdmax, où dmax est
la dimension du plus grand des blocs diagonaux. Or pour ces matrices, cette valeur diminue
quand on augmente le nombre de blocs. A l'inverse, le temps de calcul deLU-Krylov est
presque constant, mais en légère augmentation quand le nombre de blocs croît. Ceci provient
du fait que les produits matriciels mis en oeuvre ont des dimensions de plus en plus rectangu-
laires : ce qui pénalise l'ef�cacité des BLAS.

7.5 Application au calcul de la forme de Kalman en
théorie du contrôle

En théorie du contrôle, la forme de Kalman intervient dans l'étude de problèmes de contrôle
de systèmes différentiels linéaires. On étudie des systèmes de la forme

_X (t) = AX (t) + BU(t)

où X (t) est un vecteur de dimensionn, A est une matrice carrée d'ordren, B est une matrice
de dimensionn � m et U(t) est le vecteur de contrôle de dimensionm. L'espace d'état se
décompose en un sous-espace contrôlable et un sous-espace libre. Il est alors utile de repré-
senter ce système de façon canonique, en séparant ces deux sous-espaces. C'est ce que permet
la forme de Kalman, introduite dans [72].

Theorème 7.3(Kalman). SoitA etB deux matrices dans un corpsK , de dimensionsn � n et
n � m respectivement. Soitr la dimension de l'espace engendré par les vecteurs colonne de
B et leurs itérés par la matriceA. r = dim(Vect(B; AB; : : : ; A n� 1B)). Il existe une matrice
inversibleT d'ordre n dansK qui véri�e

T � 1AT =

2

4 H X

0 Y

3

5 ;

2

4 B1

0

3

5 = T � 1B

oùH etB1 sont respectivement de dimensionsr � r et r � m.

7.5.1 Complexité du calcul de la forme de Kalman

Une première étude dans [38] met en évidence les liens entre les algorithmes de calcul des
matrices de Krylov et celui de la forme de Kalman. Suite à une remarque de Gilles Villard
[116], nous avons poursuivi cette étude, pour aboutir au résultat suivant :

Theorème 7.4.Soit V la matrice de Krylov compressée deB relativement àA. Soit T la
matrice inversible obtenue en complétantV en une base deK n par l'ajout den � r vecteurs
colonnes à droite. AlorsT véri�e la dé�nition de la forme de Kalman deA etB .

Démonstration.La matriceV véri�e la relation

AV = V H
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où H est de dimensionr � r et est sous forme Hessenberg polycyclique (7.4). NotonsT =
[V jW].

Alors

AT =
h

AV AW
i

= T

2

4H X

0 Y

3

5 :

De plus,V est une base de Vect(B; AB; : : : ; A nB). Ainsi chaque colonne deB est combi-
naison linéaire de colonnes deV :

B = T

2

4 B1

0

3

5 :

Corollaire 7.5. La forme de Kalman deA et B peut être calculée enO (n! logn) opérations
dans le corps.

Démonstration.D'après le théorème 7.1, la matriceV peut être calculée dans la complexité
annoncée. On complète celle-ci par l'algorithme 4.2 pour obtenir

T =

2

4 K PT

2

4 0

I n� r

3

5

3

5 ;

où t V = LUP est la décompositionLUPde t V.
Reste ensuite à calculer les blocsH; X; Y et B1, avec des produits matriciels et des réso-

lutions de systèmes. Toutes ces opérations étant enO (n! ), c'est le calcul deV qui domine la
complexité.

Ce dernier résultat améliore celui donné dans [38, Theorem 2] d'un facteurn.

7.5.2 Mise en pratique

Nous proposons l'algorithme 7.2 pour la mise en oeuvre du calcul de la forme de Kalman,
à partir de l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig.

Theorème 7.6.L'algorithme 7.2 est correct et nécessiteO (n! logn) opérations dans le corps.

Démonstration.On rappelle (d'après la preuve du théorème 7.4) que

AT =

2

4 AV A t P

2

4 0

I n� r

3

5

3

5 = T

2

4H X

0 Y

3

5

On rappelle aussi que

T = t P

2

4
t U1 0
t U2 I n� r

3

5

| {z }
U

2

4
t L 0

0 I n� r

3

5

| {z }
L

;
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Algorithme 7.2 : Kalman-KGB : Kalman-Keller-Gehrig par Branchements
Données: A etB deux matrices dans un corps, de dimensionn � n etn � m
Résultat : r; T; H; X; Y; B 1 comme dans le theorème 7.3
(V; r) = CompressedKrylovMatrix (A; B )1

si (r=n) alors2

retourner (n; Id; A; ; ; ; ; B)3

sinon4

(L; [U1U2]; P) = LUP( t V)5

T =

2

4 V t P

2

4 0

I n� r

3

5

3

5
6

B1 = L � T U� T
1 PB7

A0 = PA t P =

2

4 A0
11 A0

12

A0
21 A0

22

3

5
8

X = L � T U� T
1 A0

129

Y = A0
22 � t U2

t
U� 1

1 A0
1210

pour tout j faire11

mj = l j L � 1
j comme expliqué dans la partie 7.312

Construire la matrice polycycliqueH d'après lesmj , comme vu dans la partie 7.3.13

retourner (r; T; H; X; Y; B 1)14
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DoncX etY véri�ent
t
U

t
L

2

4X

Y

3

5 = PA t P

2

4 0

I n� r

3

5.

En posantA0 = PA t P =

2

4A0
11 A0

12

A0
21 A0

22

3

5, on obtient

2

4
t U1 0
t U2 I n� r

3

5

2

4
t LX

Y

3

5 =

2

4A0
12

A0
22

3

5 ;

et le système 8
<

:

t U1
t LX = A0

12;
t U2

t LX + Y = A0
22;

admet la solution suivante :
8
<

:
X = t L � 1 t U1

� 1A0
12;

Y = A0
22 � t U2

t U1
� 1A0

12;

En�n, pour B1, on tire deTB1 = B l'équation :

B1 = t L � 1 t U1
� 1PB:

Remarque 7.2. La décompositionLUP de t V est déjà effectuée à la sortie de l'appel à
CompressedKrylovMatrix . L'étape 5 peut donc être supprimée.

Pour le calcul du polynôme caractéristique, l'algorithmeLU-Krylov est une alternative
à l'algorithme par branchements de Keller-Gehrig, et nous avons montré dans la partie 7.4
qu'elle est plus ef�cace en pratique. De la même façon, nous proposons l'algorithme 7.3,
inspiré de l'algorithmeLU-Krylov , dont la complexité algébrique estO (n3) mais ayant une
meilleure ef�cacité pratique (présumée).
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Algorithme 7.3 : Kalman-LUK : Kalman-LU-Krylov
Données: A etB deux matrices dans un corps, de dimensionsn � n etn � m
Résultat : r; T; H; X; Y; B 1 comme dans le théorème 7.4
début

v = B18
<

:

K =
h
v Av A2v : : :

i

(L; [U1jU2]; P) = LUP(K T ); r1 = rank(K )
; / * La matrice K est

calculée au vol : au plus 2r1 colonnes sont calculées * /
m = ( m1; : : : ; mr 1 ) = L r 1+1 L � 1

1:::r 1

f = X r 1 �
P r 1

i =1 mi X i � 1

si (r1 = n) alors
retourner (n; Id; A; ; ; ; ; B)

sinon

A0 = PAP T =

2

4 A0
11 A0

12

A0
21 A0

22

3

5 oùA0
11 estr1 � r1.

AR = A0
22 � UT

2 U� T
1 A0

12

B 0 =

2

4L � T 0

0 I

3

5

2

4 U� T
1 0

� UT
2 U� T

1 I

3

5 PB

Calculer la permutationQ telle queB 0Q =

2

4� �

0 Z

3

5 oùZ est(n � r1) � �

si (� = 0) alors
X = L � T U� T

1 A0
12

Y = AR

T =

2

4 K PT

2

4 0

I n� r 1

3

5

3

5

retourner (r1; T; Cf ; X; Y; X )
sinon

(r2; T (2) ; H (2) ; X (2) ; Y (2) ; B (2)
1 ) = Kalman-LUK (AR ; Z )

T =

2

4 K PT

2

4 0

T (2)

3

5

3

5

J = L � T U� T
1 A0

12T
(2) =

h
J1 J2

i
; / * J1 et J2 sont resp. r1 � r2

et r1 � (n � r1 � r2) * /

H =

2

4Cf J1

0 H (2)

3

5, X =

2

4 J2

X (2)

3

5

retourner (r1 + r2; T; H; X; Y (2) ; B1)

�n
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8
L'ALGORITHME RAPIDE DE

KELLER-GEHRIG

Le calcul du polynôme caractéristique sur un corps est le dernier problème canonique en
algèbre linéaire qui n'a pas été réduit au produit matriciel. En effet la meilleure complexité
connue à ce jour est celle de l'algorithme par branchement du chapitre 7 enO (n! logn).
Cependant Keller-Gehrig décrit dans [81] un algorithme enO (n! ), appeléalgorithme rapide,
pour des matrices génériques.

Nous rappelons son principe dans la partie 8.1, puis nous mettons en évidence, dans la partie
8.2, l'intérêt pratique de cet algorithme par une étude �ne de sa complexité et en nous appuyant
sur des résultats expérimentaux. Ceci justi�e que l'on s'intéresse à sa généralisation, a�n de
supprimer la contrainte de généricité. Nous avons initié des travaux sur le sujet en proposant
dans la partie 8.3 des modi�cations signi�catives de l'algorithme, pour relâcher la contrainte
de généricité et permettre à l'algorithme de traiter plus de cas. En outre nous fournissons, dans
la partie 8.3.5, une preuve de validité avec les matrices génériques pour ce nouvel algorithme.

Une autre piste pour sa généralisation est le recours aux techniques de préconditionnement,
développées pour les algorithmes de type Krylov. Dans son article, Keller-Gehrig dit s'être
inspiré de l'algorithme de Danilevski�� ([23] et sa description dans [66]) pour son algorithme
rapide. Il semble en particulier ne pas être basé sur une méthode de Krylov. Nous montrons
dans la partie 8.4.1 qu'il s'agit implicitement d'un algorithme de Krylov par blocs, ce qui
permet d'envisager l'utilisation de préconditionnements.

8.1 Notations et rappel

On dé�nit les matricesJi;j de dimensionsn� 2i , en plaçantI 2i entre les lignes(j � 1)2i +1 et
j 2i . Il s'agit d'une généralisation “par blocs” des vecteurs de la base canonique. En particulier,
multiplier une matrice à droite parJi;j revient à en extraire lej ème bloc colonne.

On rappelle qu'une matrice carrée d'ordren est sous la formem-Frobenius si elle s'écrit
2

4 0 �

I n� m �

3

5 :
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En particulier, toute matrice d'ordren est sous formen-Frobenius et les matrices sous forme
1-Frobenius sont les matrices compagnon.

L'algorithme de Keller-Gehrig consiste à transformer la matrice initialeA0 = A en une
série de matricesA i sous formen=2i -Frobenius par des transformations de similitude. Au
�nal, la matrice A log2 n = CP A

car
est une matrice compagnon, dont on lit les coef�cients du

polynôme caractéristique sur la dernière colonne.
Chacune de cesgrandes étapess'écrit A i = K � 1

i A i � 1K i et se décompose enn2i � 1 petites
étapesqui sont elles-mêmes des transformations de similitude avec une matriceUi;j . On dé�nit
ainsi les matrices intermédiairesA i;j telles que :

A i; 0 = A i � 1; A i; 2i � 1 = A i etA i;j +1 = U� 1
i;j A i;j Ui;j :

On en déduit que

K i = Ui; 1 : : : Ui; 2i � 1:

L'algorithme consiste à choisir les matricesUi;j comme suit :

2 i2 in-

I
U

0

Vi,ji,j =

avecVi;j = A i;j J n
2i

(dernier bloc colonne deA i;j ). La �gure 8.1 illustre le principe d'unepetite
étape.

0 i,jC

2Ci,j

2i2i

U =
i,j

n-

Id

1

i,j

2i 2i

2Ci,j

Id

0
Id

0

0

j2i

B

1
i,jC

i,j
A  =

i,j+1

2i 2i

0
Id

0

0

Id
C

i,j+1

2

(j+1)2i

A  =

C
i,j+1

1

B
i,j+1

FIG. 8.1– Principe d'une petite étape de l'algorithme rapide de Keller-Gehrig

Cet algorithme est valable si, au cours du calcul, toutes les matricesUi;j sont inversibles,
permettant d'effectuer ainsi les transformations de similitude. Dans [81], Keller-Gehrig es-
quisse une preuve pour montrer que c'est toujours le cas avec des matrices génériques. Néan-
moins cette preuve reste très allusive et sujette à caution. Nous donnons dans la partie 8.3.5,
une preuve de généricité pour une version modi�ée de l'algorithme.
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8.2. INTÉRÊT PRATIQUE DE L'ALGORITHME

8.2 Intérêt pratique de l'algorithme

8.2.1 Etude de la constante dans la complexité algébrique

L'algorithme rapide de Keller-Gehrig est asymptotiquement le meilleur, mais la notation
O (n! ) cache souvent une constante multiplicative grande, rendant l'algorithme inapte à la
mise en pratique. Comme dans les chapitres 3 et 4, nous donnons dans le lemme 8.1 le terme
dominant de la complexité algébrique de cet algorithme, montrant ainsi qu'il est du même
ordre de grandeur que celui de l'algorithmeLU-Krylov .

Lemme 8.1. Le calcul du polynôme caractéristique d'une matricen � n avec l'algorithme
rapide de Keller-Gehrig (s'il aboutit) nécessite� ! n! + o(n! ) opérations sur le corps, où

� ! = C!

�
2! � 1(5 � 2! � 3 � 1)

(2! � 1)(2! � 1 � 1)2(2! � 2 � 1)
�

2
2! � 1 � 1

+
2

2! � 2 � 1
�

1
2! � 1

�
1

(2! � 1 � 1)(2! � 1)

�

Remarque 8.1.En particulier, avec la multiplication matricielle classique, (! = 3; C! = 2),
on obtient� ! = 176=63 � 2; 794. A titre de comparaison, l'algorithmeLU-Krylov appelé
sur une matrice générique nécessite(2 + 2=3)n3 � 2; 667n3 opérations sur le corps (2n3 pour
le calcul de la matrice de Krylov et2=3n3 pour sa décompositionLUP). Les deux algorithmes
ont donc une complexité algébrique voisine (avec l'arithmétique classique des matrices). Il est
donc intéressant de les comparer en pratique.

Démonstration.Nous noteronsX a:::b la sous-matrice extraite deX en prenant les lignes d'in-
dice compris entrea etb. Comme dans la partie 8.1, on indice pari lesgrandes étapeset j les
petites. Chaquepetite étapepeut être décrite par les opérations suivantes :

1 B 0
n� 2i +1 :::n = C � 1

1:::2i B1:::2i

2 B 0
1:::n � 2i = � C2i +1 :::n B 0

n� 2i +1 :::n + B2i +1 :::n

3 C0 = B 0C� +1 :::� +2 i

4 C0
2i +1 :::2i + � + = C1:::�

5 C0
2i + � +1 :::n + = C2i + � +1 :::n

La première opération est une résolution de systèmes multiples : elle consiste en une dé-
compositionLUPet deux résolutions de systèmes triangulaires multiples. Les deux opérations
suivantes sont des produits matriciels. En�n, les deux dernières sont des additions dont le
coût est dominé par les opérations précédentes. Le coût d'une transformation de similitude est
donc :

Ti;j = TLUP(2i ; 2i ) + 2 TTRSM(2i ; 2i ) + TMM (n � 2i ; 2i ; 2i ) + TMM (n; 2i ; 2i ):

D'après les lemmes 3.1 et 3.2 on obtient

Ti;j =
C! 2! � 2

2 (2! � 2 � 1) (2! � 1 � 1)
(2i )! +

C!

(2! � 2 � 1)
(2i )! + C! (n � 2i )(2 i )! � 1 + C! n(2i )! � 1

= C! (2i )!
�

2! � 3 + 2 ! � 1 � 1
(2! � 2 � 1) (2! � 1 � 1)

� 1
�

| {z }
D !

+2nC! (2i )! � 1:
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Le terme dominant dans la complexité de l'algorithme est donc

T =
log(n=2)X

i =1

n=2i � 1X

j =1

Ti;j =
log(n=2)X

i =1

� n
2i � 1

� �
C! D ! (2i )! + 2nC! (2i )! � 1�

= C!

log(n=2)X

i =1

(D ! � 2)n(2i )! � 1 + 2n2(2i )! � 2 � D ! (2i )! :

Et comme
log(n=2)X

i =1

(2i )x =
nx � 1
2x � 1

=
nx

2x � 1
+ o(nx )

on obtient :

� ! = C!
D ! 2! � 1

(2! � 1)(2! � 1 � 1)
�

2
2! � 1 � 1

+
2

2! � 2 � 1
:

Or

D ! =
5 � 2! � 3 � 1

(2! � 2 � 1)(2! � 1 � 1)
� 1

on a donc

� ! = C!

�
2! � 1(5 � 2! � 3 � 1)

(2! � 1)(2! � 1 � 1)2(2! � 2 � 1)
�

2
2! � 1 � 1

+
2

2! � 2 � 1
�

1
2! � 1

�
1

(2! � 1 � 1)(2! � 1)

�
:

8.2.2 Comparaison expérimentale

Avec le produit matriciel classique, cet algorithme est proche de l'algorithmeLU-Krylov
en terme de complexité (2; 794n3 contre2; 667n3). Il est donc intéressant de les comparer en
pratique. Nous les avons donc implémentés, avec l'implémentation de corps �niModular-
<double> et les routines de la bibliothèquefflas_ffpack décrites dans les chapitres 2
et 3. Pour simuler des matrices génériques, nous utilisons des matrices denses aléatoires sur le
corps �ni Z65521.

La �gure 8.2 compare les vitesses en Mfops de ces deux implémentations. On constate que
l'algorithmeLU-Krylov est plus rapide pour des matrices de petites tailles, mais l'ordre s'in-
verse pour des dimensions supérieures à 1500 et la différence tend à augmenter. Ce compor-
tement provient de la façon dont lesO (n3) opérations sont effectuées. En effet,LU-Krylov
est basé en partie sur des produits matrice-vecteurs (calcul de la base de Krylov) alors que l'al-
gorithme rapide de Keller-Gehrig est basé sur des produits matriciels. Or les BLAS sont plus
ef�caces pour les produits matriciels que les produit matrices-vecteur, et ceci, d'autant plus
que la dimension est grande. Ceci corrobore le point vue énoncé dans l'introduction du cha-
pitre 2 : les algorithmes reposant sur le produit matriciel, sont à la fois intéressants en théorie
(pour la réduction de la complexité enO (n! )) mais aussi en pratique.
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FIG. 8.2 – Comparaison des vitesses entre l'algorithme rapide de Keller-Gehrig etLU-
-Krylov sur un Pentium4-2,4GHz-512Mo

8.3 Vers une généralisation pour les matrices quel-
conques

Nous proposons ici quelques idées pour élargir le champ d'application de l'algorithme ra-
pide de Keller-Gehrig. La limitation de l'algorithme vient de ce qu'il suppose le blocC i;j

1 de la
�gure 8.1 inversible. Ce bloc joue un rôle de pivot pour une élimination par blocs (la multipli-
cation à gauche parU� 1). Nous montrons comment relâcher cette contrainte en composant un
bloc pivot de taille aussi grande que possible, permettant d'effectuer unepetite étapesimilaire
à celle de la �gure 8.1.

Pour ce faire, il faut mettre la colonneC sous un pro�l de rang générique en appliquant des
permutations, d'après la méthode de la partie 4.1.2. Ces permutations modi�ent la structure de
la matrice, c'est pourquoi nous commençons par donner les nouvelles notations dans la partie
8.3.1. La partie 8.3.2 montre comment mettre la colonneC sous pro�l de rang générique et la
partie 8.3.3 indique comment appliquer la transformation de similitude pour effectuer lapetite
étape. Nous décrivons en�n, dans la partie 8.3.4, les limitations de cette méthode.

8.3.1 Généralisation des notations

Nous appelons forme m-Frobenius généralisée, une matrice sous la forme

m

0

P
B

n-m
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où P est une matrice de permutation. Chaquegrande étapeconsiste à transformer une forme
2i +1 -Frobenius généralisée en une forme2i -Frobenius généralisée. Avant et après chaquepe-
tite étape, la matrice est sous la forme indiquée dans la �gure 8.3. On retrouve la forme de

l +r


A  =

T

0
B C avec B = . R   et D = S .

0

D
E Id

0

rl

R, S et T sont des permutations

i2m

FIG. 8.3– Structure de la matrice à chaque itération

l'algorithme initial (�gure 8.1) en prenant toutes les permutationsR, S etT égales à l'identité.
On dé�nit les lignespermises, comme étant les lignes d'indice inférieur à� + � pour les-

quellesD est nul.I 0 = f i 2 [1: : : � + � ]; D i = [0 : : : 0]g.

8.3.2 Mise sous pro�l de rang générique de C

Nous nous plaçons ici dans le cas� � 2i . Le traitement du cas opposé sera précisé dans la
partie 8.3.4.

Pour donner au blocC un pro�l de rang générique, nous appliquons la méthode de la partie
4.1.2. Pour éviter le remplissage lors de la transformation de similitude, cette méthode doit être
appliquée uniquement aux lignes permises deC. On dé�nit doncC de dimensions(� + � ) � 2i

tel que 8
<

:
C i = Ci 8i 2 I 0

C i = [0 : : : 0] sinon.

Lemme 8.2. Soit C = LQUP la décompositionLQUPde C. Soit P =

2

4I 0

0 P

3

5 et Q =

2

4Q 0

0 I

3

5 de dimensionsn � n. Alors la matriceA0 = (
t
P Q)� 1A

t
P Q est sous la forme

Id
0

T'

0
B'

0

E'

r

R', S' et T' sont des permutations

m

C

C

2

C1 3 0

avec B'= 

+r
l l

A'  = .R'  et D'= S'.
4C

rr

r

D'

132



8.3. VERS UNE GÉNÉRALISATION POUR LES MATRICES QUELCONQUES

oùC1 est inversible.

Démonstration.P etQ sont respectivement de dimensions2i � 2i et(� + � )� 2i . Or2i + � + � <
n donc les matricesP etQ commutent. Ainsi

(
t
P Q)� 1A

t
P Q = P

t
QA

t
P Q

et d'après le lemme 4.2,C1 est bien inversible.
On véri�e ensuite que sur le reste de la matrice, ces permutations ont les effets suivants :

multiplication à gauche par P : modi�e T (dans l'hypothèse que� � 2i ),

multiplication à gauche par
t
Q : modi�e S etE,

multiplication à droite par Q : modi�e R,

multiplication à gauche par
t
P : modi�e C,

mais ne modi�ent pas la structure des blocs.

8.3.3 Application de la transformation de similitude

Après l'application de ces permutations, nous nous sommes ramenés à une situation proche
de celle de l'algorithme initial de Keller-Gehrig : le blocC1 est inversible, mais peut être de
rangr < 2i . Nous montrons ici qu'on peut toujours construire une transformation de simili-
tude, faisant croître� der (au lieu de2i ).

Il suf�t d'effectuer la transformation de similitude avec la matriceU =

2

40 C1

I C 2

3

5. Les

matrices calculées ont la forme suivante.

2 i


A  =i,j

R

0
CB

l+r m

-1

i,j i,j
U  A  = B' F

Id0

R
0

0

ml+r r 2 irm+

Id

R

0

0

C'0B'

l+r -r

-1

i,j i,j
U  A  U  =i,j

Unepetite étapepréserve donc la structure de la �gure 8.3, en augmentant� , la taille de la
matriceR, der . Ainsi, tant que la matriceC est non nulle, l'algorithme progresse, jusqu'à ce
que� = n � 2i , marquant comme précédemment la �n d'unegrande étape.

8.3.4 Compléments et limitations de la généralisation

Rendre la matrice inversible

Pour réduire les chances d'avoirC nulle, il est préférable de considérer une matriceA
inversible. On peut soit imposer cette condition dans les conditions de validité de l'algorithme,
soit s'y ramener en utilisant des préconditionneurs.
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On peut par exemple utiliser la matrice~A = A + �I , où � est un élément du corps tiré
aléatoirement. La probabilité que~A soit singulière est la probabilité que� soit une valeur
propre deA, donc inférieure àn=p(oùp est la cardinalité du corps �ni).

Traitement du cas � < 2i

Dans la partie précédente, nous avons laissé de coté le cas où� < 2i , car l'application de la
permutationP à gauche pouvait détruire la structure des blocs. Nous montrons ici, que ce cas
n'a jamais lieu en dehors de la premièregrande étape(i = log n � 1) si la matrice est supposée
inversible.

Pour i < logn � 1, la matrice se présente avant la premièrepetite étapesous la forme :

2i2i2in-

T

0 1C

2CB

B
1

2

A =
i,j

Les lignespermisespour former la matriceC sont, pour ce cas, les2i +1 premières, donc

C = C1. Si la matrice est inversible alors, le bloc
h
B1 C1

i
est de rang2i +1 et donc forcément,

C1 est de rang2i . Ainsi, pour la premièrepetite étape, r = 2 i et donc� = 2 i avant la deuxième
petite étape. Il est ensuite croissant pendant le reste de lagrande étapeen cours. Ainsi, la
situation� < 2i quandi < logn � 1, n'apparaît que pour� = 0 et dans ce cas, aucun
problème ne se pose.

Pour i = log n � 1, si la premièrepetite étapegénère une matriceT d'ordre � < n= 2, la
matrice a la forme suivante :

n/2- m

T

0
B

C C

m

A =
i,j

1 2

C 3

On ne peut effectuer des permutations avec toutes les colonnes deC, car elles implique-
raient, par transformation de similitude, des permutations entre lesn=2 dernières lignes de
la matrice, ce qui détruirait la structure du blocT. C'est pourquoi, on doit choisir la matrice
C = C1 ayantn=2 � � colonnes, pour effectuer la mise sous pro�l de rang générique. Si cette
matrice est nulle, l'algorithme est en situation de blocage.
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Les situations de blocage

Pour résumer, l'algorithme peut connaître les deux situations de blocage décrites sur les
�gures 8.4 et 8.5.

n/2- m

T

0
B

C

m

A =

2

C 3

0

FIG. 8.4– Première situation de blocage de l'algorithme généralisé pouri = log n � 1

Id
0

C
1 C3

C2 4C

r

T

0
B

0

E

r

R, S et T sont des permutations

+r
l l

A  =

r

D
avec B = 

r 0
.R   et D = S.

0
et C  = S.2

m

FIG. 8.5– Deuxième situation de blocage de l'algorithme généralisé pouri < logn � 1

Pour la première,0 < � < 2i comme nous l'avons vu précédemment. La deuxième situation
de blocage correspond à la situation où l'ensemble des lignes permises est de rang nul. Ainsi,
l'algorithme génère la transformation de similitude triviale laissant la matrice inchangée. Dans
cette situation de blocage, on peut aussi supposer que� > 0 et � > 0. En effet, si� = 0, la
matrice est triangulaire inférieure par blocs, et si� = 0, elle est triangulaire supérieure par
blocs. Dans les deux cas, on peut donc calculer récursivement les polynômes caractéristiques
des deux blocs diagonaux.

L'alternative : un algorithme en cascade

Pour une mise en pratique de cet algorithme, nous proposons de le combiner avec un autre
algorithme de calcul du polynôme caractéristique pour résoudre les cas de blocage. Pour mi-
nimiser le nombre d'opérations algébriques, on doit essayer de tirer parti de la structure de
la matrice laissée en situation de blocage. C'est ce que permettent les algorithmes basés sur
le calcul successif d'itérés par une même matrice, en spécialisant le produit matrice-vecteur.
Nous avons donc choisi l'algorithmeLU-Krylov .

Un produit matrice-vecteur, spécialisé pour les matrices sous la forme de la �gure 8.5 coûte
2n(2i + � ) + O (n). Dans l'hypothèse où l'algorithme ne calcule qu'un seul bloc d'itérés, on
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peut majorer le nombre d'opérations algébriques nécessaires par2n22i +1 + 2=3n3 + O (n2).
Avec le produit matriciel classique, cet algorithme en cascade a une complexité enO (n3), tout
comme les algorithmesLU-Krylov et Keller-Gehrig rapide. La �gure 8.6 représente l'évo-
lution de la constanteK dans la complexitéKn 3 de l'algorithme en cascade, selon le niveau

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

C
on

st
an

te
 K

niveau i de la cascade

Constante K dans la complexité Kn3 de l'algorithme en cascade

LU-Krylov
KG rapide

Cascade KG rapide -> LU-Krylov

FIG. 8.6– Constante dans la complexité de l'algorithme en cascade pourn = 2 10

récursif i où la cascade intervient. On rappelle quei = log n � 1 correspond à la première
grande étapeet i = 0 correspond à la dernière. On donne à titre de comparaison les constantes
des algorithmesLU-Krylov (2; 667) Keller-Gehrig rapide (2; 794). Lorsque la cascade in-
tervient lors des premiers appels récursifs (i = 9; 8), le surcoût reste inférieur à1n3. Pour les
appels récursifs suivants, la spécialisation du produit matrice-vecteur rend le coût la construc-
tion de la matrice de Kylov négligeable. Il reste un surcoût proche de0; 667correspondant à
la décompositionLQUPde la matrice de Krylov, dans l'algorithmeLU-Krylov .

8.3.5 Preuve de généricité

Dans [81], Keller-Gehrig esquisse une preuve montrant que son algorithme rapide aboutit
avec des matrices génériques. Nous proposons ici une démonstration détaillée de ce résultat
pour l'algorithme généralisé que nous venons de présenter.

Lemme 8.3. Soit n � 0 et K un corps. Il existe un polynôme� n 2 K [X 1;1; : : : ; X n;n ] à n2

variables tel que l'algorithme de Keller-Gehrig rapide généralisé peut calculer le polynôme
caractéristique d'une matriceA = [ ai;j ] si et seulement si

� n (a1;1; : : : ; an;n ) 6= 0

Démonstration.Pour que l'algorithme puisse aboutir il faut et il suf�t que tous les blocsC1,
apparaissant dans lespetites étapes(voir partie 8.3.2) soient inversibles. C'est à dire, que le
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produit de leur déterminant soit non nul. Chacun de ces blocs étant obtenu par des transforma-
tions élémentaires à partir de la matriceA, ces déterminants sont donc des polynômes en les
coef�cientsai;j .

Pour prouver que l'algorithme aboutit avec des matrices génériques, il suf�t donc de prou-
ver que ce polynôme� n est non identiquement nul. Nous allons donc exhiber une famille de
matricesGn 2 K 2n � 2n

et montrer que l'algorithme peut calculer leur polynôme caractéris-
tique. Ainsi on aura montré que� 2n (Gn ) 6= 0 et donc que� 2n 6= 0 8n � 0.

Soit (Gn )n� 0, la famille de matrices dé�nie par

8
>>><

>>>:

G0 = [1]

Gn+1 =

2

4 0 Gn

I 2n 0

3

5

(Gn est de dimensions2n � 2n ).

Remarque 8.2.Soit n � 0.
– Gn est une matrice de permutation.
– Toutes les transformations de similitude appliquées par l'algorithme surGn sont aussi des

matrices de permutation, et toutes les matrices intermédiaires sont donc des permutations.
– En particulier, il n'y a toujours dans ces matrices qu'un seul élément non nul, égal à1,

par ligne et par colonne.

Pour montrer que l'algorithme ne rencontre aucun cas de blocage dans son exécution, nous
allons d'abord montrer cette propriété au niveau de la dernièregrande étape. Puis nous mon-
trerons comment toutegrande étapeest équivalente à la dernière pour une matrice d'ordre
inférieur, ce qui permettra en�n de conclure.

Preuve pour la dernière grande étape

Soit n � 1. On s'intéresse à la dernièregrande étapede l'algorithme de Keller-Gehrig
rapide généralisé, appliqué à la matriceGn . Nous verrons dans la propriété 8.3 que celle-ci

consiste à transformer la matriceA0;0 =

2

6
6
4

0 0 1

0 1 0

I 2n � 2 0 0

3

7
7
5 en la matriceA0;2n � 1 =

2

4 0 1

I 2n � 1 0

3

5.

Comme précédemment, on indexe parj lespetites étapesintermédiaires, etA0;j est l'état de
la matrice après laj ième petite étape. Le but de cette preuve est de montrer que l'élément non
nul de la dernière colonne de la matrice se trouve toujours sur une ligne permise, ce qui évite
ainsi la deuxième situation de blocage (�gure 8.5). Pour ce faire nous montrons qu'il se trouve
sur la lignej + 1 au cours des2n=2 premièrespetites étapes, et qu'il fait toujours partie des
n � j premières lignes au cours des2n=2 dernièrespetites étapes.

Propriété 8.1. Si j < 2n=2, alorsA0;j s'écrit
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2  - j - 2
n

0

0,j

1

0

0
I

0

j

j-1

I j

A   =

B
1

*
1

* = 0 ou 1

H

La notation utilisée pour le blocH de dimensionj � (j � 1) signi�e quehj;j � 2 = hj � 2;j � 4 =
hj � 4;j � 6 = � � � = 1.

Démonstration.Pourj = 0, A0;0 véri�e bien cette propriété.

Considérons maintenant le passage deA0;j à A0;j +1 . La mise sous pro�l de rang générique
de la dernière colonne consiste à permuter les lignes d'indice1 et j + 1. Comme c'est une
transformation de similitude, il faut aussi permuter les colonnes des même indices. On obtient
alors la matrice

0
0

0

0

j-1

I j

1

I
0

1
1

0

1
*

1

*j+1

Q A  Q =0,j

-1

On applique alors la transformation de similitude avec la matriceU =

2

4 0 1

I 2n � 1 0

3

5 pour obte-

nir
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1

j+1

I

*

*
1

1

j

I j+1

0

0

0

0

0,j+1A    =

qui est bien de la forme annoncée.

La petite étapeintermédiaire entre les étatsj = 2 n=2 � 1 et j = 2 n=2 élimine la colonne
B :

1

I

0

0

0

0

1

B

n/2-1

n/2-1
A     =

0,n/2-1

1

1
*

I

0

1

n/2-1

B

1

1
*

1

00
0

0

Q A    Q=
0,n/2-1

-1

In/2
0

1
*

1
*

n/2-1

A    =
0,n/2

0

0

C

Pour les2n=2dernières étapes, la matriceA0;j va garder la structure décrite dans la propriété
8.2. Le coef�cient de coordonnées(n � j; n � j � 2) valant 1, on est assuré que le coef�cient
non nul de la colonneC est sur une ligne d'indice strictement inférieur àn � j , ce qui empêche
l'apparition du cas de blocage 2.

Propriété 8.2. Pour j � 2n=2, la matriceA0;j a la forme suivante
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1
*

A  =

0

C

I j
0

01

0,j

n-j-1

Démonstration.Soitk l'indice de la ligne où se trouve l'élément non nul du blocC à permuter
en ligne 1. L'étape de mise sous pro�l de rang générique consiste à permuter les lignes et les
colonnes d'indices1 etk. Comme les lignes d'indicen � j; n � j � 2; : : : comportent déjà des
1, on en déduit quen � j � k est impair. Ainsi, cette étape ne modi�era pas la structure des1 en
diagonale, ni par son action sur les lignes ni sur les colonnes. La transformation de similitude

avec la matriceU =

2

4 0 1

I 2n � 1 0

3

5 effectuera un décalage vers le haut et vers la gauche de ce

bloc, en préservant ainsi la forme annoncée pour la matriceA0;j +1 .

Nous avons donc montré que l'algorithme effectue la dernièregrande étapesans rencontrer
de situation de blocage. Nous allons maintenant montrer que la structure récursive des matrices
Gn permet de généraliser ce résultat aux autres grandes étapes.

Réduction d'une grande étape quelconque

Propriété 8.3. Soit2 � i < k etA =

2

4 0 Gi +1

I 2k � 2i +1 0

3

5.

L'algorithme rapide de Keller-Gehrig généralisé calcule sans blocage la grande étape fai-
sant passerA d'une forme2i +1 -Frobenius à une forme2i -Frobenius. Le résultat est la matrice

2

4 0 Gi

I 2k � 2i 0

3

5 :

Démonstration.A 2 K 2k � 2k
peut être vue comme une matriceB 2 (K 2i � 2i

)2k � i � 2k � i
dont

les coef�cients sont des matrices d'ordre2i . Plus précisément,

B =

2

6
6
4

0 0 Gi

0 1 0

I 2k � i � 2 0 0

3

7
7
5 :

Ainsi, faire passer la matriceA de la forme2i +1 -Frobenius à la forme2i -Frobenius revient
à faire passer la matriceB de la forme2-Frobenius à la forme1-Frobenius. On peut donc
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PRÉCONDITIONNEMENT

utiliser le résultat de la partie précédente, en remplaçant les coef�cients1 par des blocsI 2i

sauf l'élément non nul de la dernière colonne que l'on remplace parGi . Au �nal, on obtient
bien la forme2i -Frobenius 2

4 0 Gi

I 2k � 2i 0

3

5 :

Nous avons donc montré ici que chaquegrande étapeest équivalente à la dernièregrande
étapedu même problème en plus petite dimension. Il ne reste qu'à assembler ces éléments
pour conclure.

Preuve de la généricité

Theorème 8.1.L'algorithme rapide de Keller-Gehrig généralisé calcule le polynôme carac-
téristique des matrices génériques.

Démonstration.Il suf�t de montrer que le calcul aboutit pour la famille des matrices(Gn ).
Or d'après la propriété 8.3, chaque grande étape fait passer sans blocage d'une matrice de la

forme

2

4 0 Gi +1

I 2k � 2i +1 0

3

5 à une matrice de la forme

2

4 0 Gi

I 2k � 2i 0

3

5. Les polynômes� 2k sont

donc non identiquement nuls et on généralise facilement ce résultat aux matrices d'ordren
quelconque.

8.4 Vers une généralisation par des méthodes de pré-
conditionnement

Une autre piste, pour relâcher les contraintes de généricité de l'algorithme rapide, est de
considérer des préconditionnements de la matrice, permettant d'éviter avec grande probabilité
les situations de blocage.

Dans la partie 8.4.1, nous montrons que chaquegrande étapepeut être vue comme une
transformation de similitude avec une matrice de Krylov par blocs. Ce dernier résultat doit
permettre d'envisager d'autres méthodes pour la généralisation de l'algorithme, en particulier
en utilisant des techniques de préconditionnements des méthodes de Krylov par blocs, ce que
nous évoquerons dans la partie 8.4.2.

8.4.1 Implicitement un algorithme de type Krylov

Propriété 8.4. Les matricesK i sont des matrices de Krylov par blocs, engendrées par la
matriceA i à partir du bloc vecteurJ n

2i
.

Démonstration.On noteK i = [ K i; 1j : : : jK i; n
2i

] la décomposition en blocs colonnes deK i .
On commence par montrer que le premier bloc vecteur estJ n

2i
. On remarque que la multi-

plication à droite parUi;j consiste à décaler vers la gauche lesn
2i � 1 derniers blocs colonnes.

Ainsi, K i; 1 est la( n
2i � 1)ème colonne deUi; 1, c'est à direJ n

2i
.
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Il suf�t ensuite de montrer que les blocs colonnes sont obtenus en itérant la matriceA i ,
c'est à direK i;j = A i K i;j � 1.

K i;j = K i Jj = Ui; 1 : : : Ui; n
2i

Jj

= Ui; 1 : : : Ui; n
2i � 1Jj +1

= Ui; 1 : : : Ui;j J n
2i

= Ui; 1 : : : Ui;j � 1Vi;j :

Or Vi;j = A i;j J n
2i

= ( Ui; 1 : : : Ui;j � 1)� 1A i (Ui; 1 : : : Ui;j � 1)J n
2i

, donc

K i;j = A i (Ui; 1 : : : Ui;j � 1)J n
2i

= A i (Ui; 1 : : : Ui;j � 2)Vi;j � 1

= A i K i;j � 1:

8.4.2 Perspectives

Ainsi, chaquegrande étapepeut être vue comme une transformation de similitude à partir
d'une matrice de Krylov par blocs. Si la condition de généricité est mise en défaut par la ma-
trice, c'est que cette matrice de Krylov n'est pas inversible. En suivant les travaux [45], on doit
pouvoir borner la probabilité qu'un tel événement se produise, et l'améliorer en précondition-
nant la matriceA i et en utilisant des projections de blocs ef�caces.

Par ailleurs, en cas de blocage, la matrice de Krylov par blocs est partiellement calculée.
On peut donc aussi envisager d'utiliser des techniques d'extraction de sous-espace supplémen-
taire, comme pour l'algorithmeLU-Krylov , a�n de poursuivre le calcul.
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Il n'est pas question ici de faire une étude exhaustive sur les algorithmes de calcul du po-
lynôme caractéristique entier. Notre but est de montrer comment les algorithmes sur les corps
�nis, ef�caces en pratique, peuvent s'appliquer de façon simple au calcul surZ en dépassant
les performances des meilleures implémentations actuelles.

Nous donnons un premier algorithme déterministe dans la partie 9.1, reposant simplement
sur le Théorème des Restes Chinois. Ces travaux suivent ceux effectués par Giesbrecht [53]
puis Giesbrecht et Storjohann [55] pour le calcul de la forme normale de Frobenius dansZ.
Notre étude porte principalement sur l'amélioration de la borne sur les coef�cients du poly-
nôme caractéristique, a�n de réduire le nombre de corps �ni à utiliser.

Cet algorithme peut être transformé en un algorithme probabiliste grâce à un mécanisme
de terminaison anticipée inspirée de [40, §3.3] que nous décrivons dans la partie 9.2.1. Nous
proposons ensuite un autre algorithme dans la partie 9.2.2, basé sur une terminaison anticipée
pour le calcul du polynôme minimal et une recherche des multiplicités des facteurs du poly-
nôme caractéristique. Cette dernière méthode, inspirée de [105] aussi développée dans [78,
§7.2] ouvre les perspectives d'un calcul sur les matricesboîte noire, que nous aborderons dans
la partie III. En�n nous donnons une comparaison en pratique de ces implémentations.

9.1 Un algorithme déterministe par le Théorème des
Restes Chinois

Le Théorème des Restes Chinois établit un homéomorphisme entre le produit d'anneaux
Zp1 � � � � � Zpk et l'anneauZp1 ����� pk sous la condition que lespi soient premiers entre eux.

Ainsi, la méthode classique pour effectuer un calcul surZ, consiste à déterminer une borne
supérieure sur le résultat attendu, choisir suf�samment de nombrespi premiers entre eux, puis
effectuer ce même calcul dans chacun des anneauxZpi . Le résultat surZ sera ensuite calculé
grâce à une formule d'interpolation. On se reportera à [51, §5.4] pour une description plus
détaillée de la méthode et son application au calcul du déterminant.

Pour appliquer cette méthode au calcul du polynôme caractéristique surZ, il faut four-
nir une borne supérieure sur les coef�cients de ce polynôme. La précision de cette borne est
importante car elle détermine le nombre de calculs modulaires devant être effectués.
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Lemme 9.1. SoitA 2 Zn� n , avecn > 4, dont les coef�cients sont bornés en valeur absolue
par B > 1. Soit(cj ) les coef�cients de son polynôme caractéristique. Alors

log2(jcj j) �
n
2

�
log2(n) + log 2(B 2) + 0 :21163175

�

Démonstration.La dé�nition du déterminant (1), appliquée àPA
car donne :

det(XI � A) =
X

� 2 S n

� (� )! (� )

avec

! (� ) =
nY

j =1

(� � ( j );j X � a� ( j );j ):

Le terme de degrék de! (� ) existe si� laisse invariant un sous-ensembleI k dek valeurs de
[1: : : n]. Il vaut alors�

Q
j =2 I k

a� ( j );j X k .
Ainsi le i-ème coef�cientci du polynôme caractéristique est une somme alternée de tous les

mineurs principaux d'ordren � i deA. En appliquant la formule de Hadamard [51, Theorème
16.6], pour borner les déterminants d'ordren � i , on obtient

jci j � H (n; i ) =
�

n
i

� p
(n � i )B 2

(n� i )
:

Tout d'abord, la symétrie des coef�cients binoniaux implique que seuls lesbn=2c derniers

coef�cients doivent être considérés, car
p

(n � i )B 2(n� i )
>

p
iB 2

i
pouri < bn=2c.

Pour i = 0, le coef�cient c0 = det( A) véri�e la borne du lemme d'après la borne de
Hadamard [51, Theorem 16.6].

Pouri = 1, on a

log2 (H (n; 1)) <
n
2

(log2(n) + log 2(B 2) + 0 :21163175)

car la différence est négative et décroissante pourn > 6.
Nous allons maintenant bornerlog2(H (n; i )) pour i 2 [2: : : bn=2c]. Tout d'abord, la for-

mule de Stirling

n! = (1 + � (n))
p

2�n
nn

en

appliquée trois fois permet de borner
� n

i

�
:

8i � 2
�

n
i

�
<

1 + � (n)
p

2�

r
n

i (n � i )

� n
i

� i
�

n
n � i

� n� i

:

Or d'après [95], 1
12n < ln(1 + � (n)) < 1

12n+1 . Par conséquent pourn > 4,

log2

�
1 + � (n)

p
2�

�
<

1
(12n + 1) ln 2

� log2

p
2� < � 1; 2963:

De plus n
i (n� i ) est décroissant eni pour i < bn=2c donc son maximum est n

2(n� 2) car i 2
�
2: : :

�
n
2

��
.
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Ainsi on a

log2 H (n; i ) � � 1; 296 +
1
2

log2

�
n

2(n � 2)

�
+ log 2

 
p

(n � i )B 2(n� i ) � n
i

� i
�

n
n � i

� n� i
!

| {z }
K (n;i )

:

Or

K (n; i ) =
n � i

2
(log2(n � i ) + log 2 B 2) + i (log2 n � log2 i ) + ( n � i )(log2 n � log2(n � i ))

=
n
2

log2 n +
n � i

2
log2 B 2 +

n
2

�
log2

�
n

n � i

�
+

i
n

log2

�
n � i

i 2

��
:

On en déduit que

log2 H (n; i ) �
n
2

�
log2 n + log2 B 2 + L(n; i )

�

où

L(n; i ) = log 2

�
n

n � i

�
+

i
n

log2

�
n � i

i 2

�
�

2
n

1; 296 +
1
n

log2

�
n

2(n � 2)

�
:

Pour unn donné, cette fonction est maximale eni n = � 1+
p

1+4 en
2e .

En�n, la valeur maximale deT(n; i n ) est atteinte enn = 15 et vaut approximativement
0; 208935, ce qui est strictement inférieur à0:21163175.

Ce résultat rappelle tout d'abord que les coef�cients du polynôme caractéristique ont une
taille de l'ordre deO~(n) bits. Plus précisément, il montre que cette taille diffère de celle
donnée par la borne de Hadamard den

2 0:21163175. Ce résultat améliore celui de [55, lemme
2.1] où est donné2 + log2(e) � 3; 4427au lieu de0:21163175.

Par exemple, pour la matrice

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 1 1 1 1

1 1 � 1 � 1 � 1

1 � 1 1 � 1 � 1

1 � 1 � 1 1 � 1

1 � 1 � 1 � 1 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

le polynôme caractéristique estX 5 � 5X 4 +40X 2 � 80X +48. La borne de Hadamard qui vaut
55; 9 est inférieure à80 =

� 5
1

� p
4

4
. La borne calculée d'après [55, lemme 2.1] vaut21792; 7

alors que le lemme 9.1 permet d'obtenir la borne beaucoup plus précise de80; 66661.
En utilisant l'arithmétique entière rapide et l'algorithme rapide des Restes Chinois [51,

Theorem 10.25], on obtient la complexité pour le calcul du polynôme caractéristique dense
par les Restes Chinois :O (n4(log(n) + log(B))) :

Nous allons dorénavant étudier les variantes probabilistes de ce type d'algorithme, qui per-
mettent d'améliorer considérablement les temps de calcul.
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9.2 Algorithmes probabilistes

Nous rappelons dans la partie 9.2.1 comment l'algorithme des Restes Chinois permet d'ob-
tenir des algorithmes probabilistes, grâce à la terminaison anticipée. Nous verrons ensuite dans
la partie 9.2.2 un autre algorithme de typeMonte Carloréduisant l'utilisation des Restes Chi-
nois au calcul du polynôme minimal.

9.2.1 Terminaison anticipée

Le théorème des Restes Chinois assure qu'un nombre entier peut être reconstruit à partir
de ses images modulaires, pour peu que le produit despi soit supérieur à ce nombre. Pour le
calcul déterministe, nous avons utilisé une borne supérieure sur ce nombre, mais s'il est nette-
ment inférieur à cette borne, de nombreux calculs modulaires seront inutiles. Ne connaissant
pas a priori ce résultat, on ne peut le calculer de façon déterministe qu'en effectuant tous les
calculs modulaires. En revanche, du point de vue probabiliste, si la valeur reconstituée par le
théorème des Restes Chinois reste inchangée après l'ajout d'un calcul modulaire, il y a une
forte probabilité que cette valeur soit le résultat attendu. On peut alors arrêter le calcul ou le
poursuivre encore sur quelques calculs modulaires, a�n d'augmenter cette probabilité.

Plus précisément, nous appliquons le résultat de [40, §3.3] au calcul du polynôme caracté-
ristique dans le lemme 9.2.

Lemme 9.2. [40] Soit v 2 Z un coef�cient du polynôme caractéristique d'une matriceA
d'ordre n et U, une borne supérieure surjvj. SoitP un ensemble de nombres premiers et soit
f p1 : : : pk ; p� g un sous-ensemble deP. Soitl tel quep� > l et M =

Q k
i =1 pi . On posevk = v

mod M , v� = v mod p� et v�
k = vk mod p� .

Si v�
k = v� , alorsv = vk avec une probabilité supérieure à1 � logl (

U � vk
M )

jP j .

La preuve est celle donnée dans [40, lemma 3.1].

Remarque 9.1.Ce résultat concerne la reconstruction d'un seul coef�cient du polynôme ca-
ractéristique. En pratique, on teste la stabilisation desn coef�cients. Reconstruiren coef�-
cients entiers avec le Théorème des Restes Chinois à chaque nouveau calcul modulaire, peut
être coûteux. A la place, on peut calculer une combinaison linéaire de ces coef�cients et tester
la terminaison anticipée sur cette valeur témoin. Après terminaison, on pourra alors effectuer
la reconstruction de l'ensemble des coef�cients par l'algorithme des Restes Chinois rapide.

L'algorithme 9.1 résume cette combinaison des Restes Chinois avec la terminaison antici-
pée.

Ainsi, l'algorithme est devenu sensible à la taille du résultat : pour une même borne a priori
sur le résultat, il sera plus rapide si celui-ci est petit. Pour poursuivre dans cette direction, nous
allons désormais essayer de le rendre sensible au degré du polynôme minimal.

9.2.2 L'algorithme HenselPolcar

La relation de divisibilité entre le polynôme caractéristique et le polynôme minimal d'une
matrice apporte une information supplémentaire liant les coef�cients du polynôme caractéris-
tique. Or le calcul du polynôme minimal est moins coûteux que celui du polynôme caracté-
ristique, d'autant plus que son degré est faible. Il paraît donc préférable d'utiliser l'algorithme
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Algorithme 9.1 : Restes Chinois et terminaison anticipée
Données: A une matricen � n surZ, et0 < � < 1
Résultat : PA

car, le polynôme caractéristique deA avec une probabilité de1 � �
début

Soit � = ( � 1; : : : ; � n ) 2 Zn choisis uniformément dans un intervalle borné (entiers
de20bits par exemple)
i = 1
B = 2

n
2 ( log2 (n)+log 2 (jj A jj 2 )+0 :21163175)

Tirer p, uniformément dans un ensemble de1
� log2(

p
n + 1 2n+1 B + 1) nombres

premiers
(r1;1; : : : ; r1;n ) = LU-Krylov (A modp1)
T = t1 =

P n
j =1 � j r1;j modp1

répéter
i = i + 1
T = TRC((t i ); (pi )) ; / * reconstruction par le Théorème des
Restes Chinois * /
Tirer aléatoirementpi parmi les nombres premiers de20bits
(r i; 1; : : : ; r i;n ) = LU-Krylov (A modpi )
t i =

P n
j =1 � i r1;j modp1

si (t i = T modpi ) alors
Calculer� , la probabilité du lemme 9.2
tant que (� < 1 � � ) faire

i = i + 1
T = TRC((t i ); (pi )) ; / * reconstruction par le Théorème
des Restes Chinois * /
Tirer aléatoirementpi parmi les nombres premiers de20bits
(r i; 1; : : : ; r i;n ) = LU-Krylov (A modpi )
t i =

P n
j =1 � i r1;j modp1

Calculer� , la probabilité du lemme 9.2
retourner P = ( r1; : : : ; rn )

juqu'à l'in�ni
�n
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des Restes Chinois avec terminaison anticipée uniquement pour le calcul du polynôme mini-
mal. Les coef�cients du polynôme caractéristique pouvant être obtenus à partir de ceux-ci par
d'autres moyens.

Ainsi Storjohann propose dans [105] un algorithme qui à partir du polynôme minimal entier
et du polynôme caractéristique sur un corps �ni, calcule le polynôme caractéristique entier,
grâce à des calculs de bases pgcd-libres.

Pour une première mise en pratique, nous en proposons une version modi�ée dans l'al-
gorithme 9.2, qui remplace le calcul de la base gcd-libre par une factorisation du polynôme
minimal surZ. En théorie, cette opération est trop coûteuse mais des implémentations ef�-
caces de la remontée de Hensel, comme celle disponible dans la bibliothèqueNTL [100] la
rendent praticable dans beaucoup de cas.

Algorithme 9.2 : HenselPolcar : Polynôme caractéristique entier par la factorisation
de Hensel.

Données: A 2 Zn� n , 0 < � < 1.
Résultat : PA

car, le polynôme caractéristique deA avec une probabilité de1 � � ou
ECHEC.

début
� = 1 �

p
1 � �

PA
min = PolMinTRC (A; � ) ; / * par [40, §3] ou par l'algorithme

9.1 appliqué au calcul du polynôme minimal * /
FactoriserPA

min =
Q

i f i en facteurs irréductibles surZ, par la remontée de Hensel

B = 2
n
2 ( log2 (n)+log 2 (jj A jj 2 )+0 :21163175)

Tirer p, uniformément dans un ensemble de1
� log2(

p
n + 1 2n+1 B + 1) nombres

premiers
Pp = LU-Krylov (A mod p)
pour tout f i facteur irréductible factor ofPA

min faire
f i � f i mod p
Déterminer� i , la multiplicité def i dansPp

si � i = 0 alors
retourner ECHEC

PA
char =

Q
i f � i

i = X n �
P n� 1

i =0 ai X i

si (
P

� i degree(f i ) 6= n) alors
retourner ECHEC

si (trace(A) 6= an� 1 ) alors
retourner ECHEC

retourner PA
char

�n

Theorème 9.1.L'algorithme 9.2 est correct.

Démonstration.Soit PA
min le polynôme minimal entier deA et ~PA

min le résultat de l'appel
à PolMinTRC . Avec une probabilité supérieure à

p
1 � � , PA

min = ~PA
min. Dans ce cas, le

seul problème pouvant arriver est qu'un des facteurs irréductible dePA
min divise un autre fac-

teur modulop, ou de manière équivalente, quep divise le résultant de ces deux polynômes.
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Or d'après [51, Algorithm 6.38] et le lemme 9.1, la taille de ce résultant est bornée par
log2(

p
n + 1 2n+1 B +1) . Par conséquent, la probabilité de choisir un mauvais nombre premier

est inférieure à� . Le résultat sera donc correct avec une probabilité supérieure à1 � �

Cet algorithme est aussi capable de détecter différents résultats faux en retournantECHEC.
Dans ce cas, on peut relancer le calcul. Cependant, il ne s'agit pas d'un certi�cat pour toutes
les erreurs possibles et par conséquent il ne s'agit pas d'un algorithme de typeLas-Vegas.

Dans le cas où l'algorithme probabiliste de calcul du polynôme minimal entier donne un
résultat correct,PA

min = ~PA
min, la seule erreur pouvant arriver est qu'un facteur deP1

min divise un
autre facteur modulop. Dans ce cas, l'exposant de ce facteur apparaîtra deux fois dans le po-
lynôme caractéristique reconstruit et le degré total sera supérieur àn. L'algorithme retournera
alorsECHEC.

Dans le cas où le polynôme minimal est incorrect,Pmin 6= ~Pmin, le test� i > 0 le détectera
sauf si ~Pmin est un diviseur dePmin modulo p. Dans ce cas, soitQ tel quePmin = ~PA

minQ
mod p. Si Q ne divise pas~PA

min modulop, c'est que certains facteurs dePA
min ont été omis

dans ~PA
min donc le degré total sera inférieur àn et l'algorithme retourneraECHEC. Dans le cas

contraire, un polynôme caractéristique incorrect, de degrén, sera reconstruit, mais le test de la
trace détectera la plupart des cas.

C'est ce dernier point qui empêche d'avoir un certi�cat de correction et donc un algorithme
de typeLas Vegas.

La complexité binaire de l'algorithme est moins bonne que celles de [105] ou [78] mais les
résultats expérimentaux, présentés dans la partie 9.3 montrent son intérêt pratique.

9.2.3 Vers un algorithme pour les matrices boîte noire

Cet algorithme est avant tout conçu pour le calcul avec des matrices denses. On y utilise les
algorithmes denses 6.1 et 6.2 pour le calcul des polynômes minimal et caractéristique dans des
corps �nis.

Cependant, le polynôme minimal entier peut être calculé par d'autres algorithmes. En parti-
culier, avec des matricesboîte noire, on peut utiliser l'algorithme de Wiedemann, combiné de
la même façon avec les Restes Chinois (voir [40, §3]). Le calcul du polynôme caractéristique
modulop reste quant à lui un calcul dense. Il en découle un algorithme tirant parti de la struc-
ture des matrices pour son opération dominante (le calcul du polynôme minimal dansZ), mais
limité au niveau de la mémoire par l'algorithme denseLU-Krylov . Ce premier pas vers les
méthodesboîte noires'avère intéressant en pratique, comme nous le montrons dans la partie
9.3. Mais nous nous intéressons plus particulièrement aux algorithmes creux dans la partie III.

9.3 Résultats expérimentaux

Nous comparons ici ces algorithmes en pratique. Nous désignons parLUK-det l'algo-
rithme déterministe présenté dans la partie 9.1 basé sur l'algorithmeLU-Krylov , les Restes
Chinois et la borne du lemme 9.1. Nous déclinons l'algorithme probabilisteHenselPolcar
en une version dense,HPC-dense et une versionboîte noire, HPC-BN, comme expliqué
dans la partie 9.2.3. Pour la factorisation par la remontée de Hensel, nous avons utilisé la
bibliothèque NTL [100].
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Le choix des moduli est lié aux contraintes du produit matriciel. En effet, pour appliquer les
techniques décrites dans la partie 2.1.1 et utiliser les BLAS, il faut quen(p � 1)2 < 253 (avec
une arithmétique matricielle classique). Nous avons donc choisi de tirer les nombres premiers
aléatoirement entre2m et 2m+1 (où m = b25; 5 � 1

2 log2(n)c). Cet intervalle est toujours suf-
�sant. Même pour les matrices d'ordre5000, m = 19 et il y a 38 658nombres premiers entre
219 and220. Et si les coef�cients de la matrice sont compris entre� 1000et 1000, la borne
supérieure sur les coef�cients du polynôme minimal est log2m (U) � 4267; 3. Par conséquent
la probabilité de trouver un mauvais nombre premier est inférieure à4267; 3=38658� 0; 1104.
Puis, en effectuant quelques calculs modulaires supplémentaires pour véri�er que le résultat
reconstruit reste invariant, on pourra rapidement réduire cette probabilité. Dans cet exemple,
seulement18calculs supplémentaires sont nécessaires (à comparer avec les4268pour le cal-
cul déterministe) pour assurer une probabilité d'erreur inférieure à2� 55. A ce niveau, il y a
par exemple plus de chance qu'un rayonnement cosmique ait perturbé le calcul sur la machine
physique.1 Dans la suite, les temps donnés pour les algorithmes probabilistes correspondent à
des probabilités d'erreurs inférieures à2� 55.

n Maple Magma LUK-det HPC-dense

100 163s 0,34s 0,23s 0,20s

200 3355s 4,45s 3,95s 3,25s

11,1Mo 3,5Mo 3,5Mo

400 74970s 69,8s 91,4s 71,74s

56Mo 10,1Mo 10,1Mo

800 1546s 1409s 1110s

403Mo 36,3Mo 36,3Mo

1200 8851s 7565s 5999s

1368Mo 81Mo 81Mo

1500 DM 21 010s 16 705s

136Mo 136Mo

3000 DM 349 494s 254 358s

521Mo 521Mo
DM : Débordement Mémoire

TAB . 9.1– Calcul du polynôme caractéristique de matrices entières denses (temps de calcul
en s et allocation mémoire en Mo)

Dans le tableau 9.1 les matrices sont denses, et à coef�cients choisis uniformément entre0
et10. Leur polynôme minimal égale leur polynôme caractéristique. Nous comparons les com-

1En effet, les rayonnements cosmiques sont responsables de105 erreurs de calcul toutes les109 heures sur
une puce au niveau de la mer ([90]). Avec une fréquence de 1GHz, cela donne une erreur tous les255 cycles
d'horloge.
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portements deLUK-det , HPC-dense deMaple-v9 et Magma-2.11 . Ces calculs ont été
effectués sur un Athlon 2200 (1,8 Ghz) avec 2Go de mémoire vive sous Linux-2.4.2 Dans le
logiciel Maple , la fonctionLinearAlgebra :-CharacteristicPolynomial im-
plémente l'algorithme de Berkowitz. Celui-ci est très vite trop coûteux en temps de calcul
pour des matrices d'ordre supérieur à100.

Le logiciel Magmautilise un algorithmep-adique combinant un calcul probabiliste et une
preuve de correction, rendant le résultat déterministe. Pour ces matrices, cette véri�cation est
négligeable car le polynôme caractéristique égale le polynôme minimal [103]. Concernant les
algorithmes déterministes,LUK-det est sensiblement plus rapide quemagmadans la plupart
des cas. Pour des matrices d'ordre supérieur à800, magmacherche à allouer plus de 2Go de
mémoire vive pour stocker la matrice de Krylov correspondante (à coef�cients entiers). Par
conséquent le calcul est abandonné, ce que nous désignons parDM (pourDébordement Mé-
moire). Les allocations de l'algorithmeLUK-dense sont nettement inférieures et permettent
de manipuler des matrices d'ordre largement supérieur.

Concernant les algorithmes probabilistes, l'algorithmeHPC-dense améliore les temps de
calcul deLUK-dense d'environ 20%.

Nous nous intéressons désormais à des matrices ayant une structure plus riche. Les ma-
tricesA et B , d'ordre 300 et 600 ont un polynôme minimal de degré respectivement75 et
424. A est la matriceFrob08blocks sous forme normale de Frobenius, avec8 blocs com-
pagnons. Elle est donc très creuse (moins de 2 éléments non nuls pas ligne).B est la matrice
ch5-5.b3.600x600.sms présentée dans [40].

Matrice A U � 1AU t AA B U � 1BU t BB

n 300 300 300 600 600 600

d 75 75 21 424 424 8

! 1,9 300 2,95 4 600 13

Magma-prob 1,14 7,11 0,23 6,4 184,7 6,04

Magma-det 1,31 10,55 0,24 6,4 185 6,07

LUK-det 1,1 93,3 64,87 68,4 2305 155,3

HPC-BN 0,32 4,32 0,81 4,4 352,6 2,15

HPC-dense 1,22 1,3 0,87 38,9 42,6 2,57

PolMinTRC-BN 0,03 4,03 0,02 1,62 349 0,08

PolMinTRC-dense 0,93 1,0 0,08 36,2 39,9 0,50

Fact 0,04 0,04 0,01 0,61 0,58 0,01

LU-Krylov 0,25 0,25 0,78 2,17 2,08 2,06

TAB . 9.2– Calcul sur des matrices creuses ou structurées, temps en s

2Nous remercions le centre de calculMédicis, http://medicis.polytechnique.fr/medicis , du
laboratoire CNRS STIX pour avoir mis à notre disposition ses machines ainsi que ses logiciels.
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Dans le tableau 9.2,d est le degré du polynôme minimal et! le nombre moyen d'éléments
non nuls par ligne.

Nous donnons les temps de calcul de l'algorithme 9.2, décomposé en chacune de ses opéra-
tions principales : le calcul du polynôme minimal entier (PolMinTRC-BN pour l'algorithme
[40, §3] ouPolMinTRC-dense for 6.1 combiné avec les Restes Chinois ; la factorisation de
ce polynôme surZ (Fact ) et le calcul du polynôme caractéristique modulop (LU-Krylov ).
Ces temps sont comparés à ceux de l'algorithme déterministeLUK-det , ainsi qu'à l'algo-
rithme demagma, avec ou sans véri�cation d'exactitude (respectivementmagma-det et
magma-prob ). A nouveau,LUK-det est plus rapide quemagma. Pour les deux matrices
A et B , HPC-BNest le plus rapide, grâce à l'avantage que lui confère l'algorithme de Wiede-
mann de calcul du polynôme minimal pour les matricesboîte noire(PolMinTRC-BN ).

Nous avons ensuite appliqué une transformation de similitude dense sur ces matrices, a�n
de conserver leur structure de Frobenius (en particulier, un polynôme minimal de faible degré)
mais sous forme d'une matrice dense. La densité des matrices ralentitmagmaet HPC-BN,
alors queHPC-dense maintient des temps similaires et dépasse donc les autres algorithmes.

Nous donnons aussi des temps de calcul pour des matrices symétriques avec un polynôme
minimal de faible degré : Il s'agit des matrices (t AA et t BB ). HPC-BNest toujours ef�cace
(meilleur pour t BB ), maismagmase révèle particulièrement rapide surt AA.

Matrice n ! magma-prob HPC-BN HPC-dense

TF12 552 7,6 10,1s 6,8s 61,77s

Tref500 500 16,9 112s 65,1s 372,6s

mk9b3 1260 3 48,4s 31,3s 433s

TAB . 9.3– Avantage deHPCsur d'autres matrices creuses

En�n, nous donnons dans le tableau 9.3 des comparaisons supplémentaires avec des ma-
trices creuses tirées de diverses applications.LUK-det est relativement coûteux, tout en res-
tant légèrement plus rapide quemagma. L'approche probabiliste deHPC-dense ouHPC-BN
permet d'atteindre les meilleurs temps de calcul dans presque tous les cas.

Conclusions : Ces expérimentations ont mis en évidence l'ef�cacité de l'approche que nous
avons suivie pour l'algorithmique dense. Elle permet dores et déjà d'améliorer les perfor-
mances des meilleurs logiciels de calcul, grâce à des routines ef�caces sur les corps �nis. Mais
l'algorithme HPCpeut être encore amélioré, par exemple en remplaçant la factorisation avec
la remontée de Hensel par des manipulations de bases pgcd-libres, en suivant [105]. Cet al-
gorithme nous a par ailleurs permis d'entrevoir la problématique de l'algorithmique pour les
matricesboîte noire, ce que nous allons développer dans la partie III.
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Troisième partie

Le polynôme caractéristique de
matrices boîte noire
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INTRODUCTION

L'opération de multiplication d'une matrice par un vecteur est récurrente dans les méthodes
de type Krylov. Pour certaines classes de matrices, cette opération peut être spécialisée et ne
nécessiter qu'un coût deo(n2) opérations. Il s'agit par exemple des matrices creuses (ayant
o(n2) coef�cients non nuls) ou des matrices structurées (descriptibles aveco(n2) coef�cients).
A�n de préserver leur structure, seule l'opération de multiplication à un vecteur est permise.
Ces matrices sont donc vues comme des endomorphismes dont on a abstrait la structure in-
terne. On les regroupe sous l'appellationboîtes noires.

L'algorithmique pour les matricesboîtes noiresconsiste donc à réduire les opérations uti-
lisant la matrice à des produits matrice-vecteur. En reprenant les conventions de [112, §6], on
notera E(n) le coût du produit matrice vecteur d'une matrice boîte noire carrée d'ordren.

Le calcul du polynôme minimal d'une matrice creuse sur un corps a déjà été largement étu-
dié : Wiedemann [119] a adapté en 1986 les méthodes itératives du calcul numérique (Lanczos,
Krylov) au calcul exact. Ses travaux ont été analysés plus en détails, et appliqués à la résolu-
tion de systèmes linéaires par Kaltofen et Saunders dans [76]. Plus récemment, une version par
blocs de cet algorithme a été introduite par Coppersmith [15] et analysée successivement par
[74] et [113]. L'algorithme de Wiedemann conduit à des implémentations ef�caces et constitue
une brique de base pour l'algèbre linéaire creuse de la bibliothèque LINBOX.

En revanche, le calcul du polynôme caractéristique de matricesboîtes noiresreste un pro-
blème largement moins maîtrisé. Kaltofen fait �gurer parmi sa liste de problèmes ouverts
favoris [75, Problème 3] le problème suivant :

Problème 9.1(Kaltofen 1998). Calculer le polynôme caractéristique d'une matrice boîte
noire avecO (n) produits matrice-vecteur,n2 log(n)O(1) opérations arithmétiques supplémen-
taires etO (n) allocations mémoire supplémentaires.

Nous présentons dans le chapitre 10 les meilleurs résultats asymptotiques obtenus pour la
résolution de ce problème par Villard. Même s'ils ne résolvent pas le problème de Kaltofen,
ils constituent les premiers algorithmes donnant asymptotiquement l'avantage aux méthodes
boîte noire.

Comme dans les parties précédentes, nous étudions ensuite ce problème du point de vue
de la mise en pratique. Nous présentons dans le chapitre 11 des méthodes basées sur le calcul
des multiplicités des facteurs du polynôme minimal. Elles prolongent celles présentées dans
la partie 9.2.2 pour les matricesboîtes noireset s'assemblent en deux algorithmes hybrides
selon que l'on recherche l'ef�cacité pratique ou la meilleure complexité asymptotique. Nous
appliquons ensuite ces résultats au calcul du polynôme caractéristique entier de matricesboîtes
noiresdans le chapitre 12.
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10
ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DES MÉTHODES

BOÎTE NOIRE

Nous présentons ici deux algorithmesboîte noirepour le calcul de la forme normale de
Frobenius sur un corps. Le premier, présenté dans la partie 10.1 est l'algorithme dukième

facteur invariant [115] pour le calcul de la forme normale de Frobenius, nécessitantO~(n1;5)
produits matrice-vecteur dans le pire cas. Dans le cadre de l'arithmétique matricielle classique
et avecE(n) = O~(n), il s'agit du premier algorithmeboîte noireasymptotiquement plus
rapide que les algorithmes denses (O~(n2;5) contreO (n3)).

Mais, avec le produit matriciel rapide, la meilleure complexité asymptotique reste atteinte
par l'algorithme dense de Keller-Gehrig par branchements enO~(n2;376) opérations arith-
métiques. Ainsi, l'étape suivante dans la résolution du problème de Kaltofen est de don-
ner un algorithmeboîte noireayant un exposant inférieur à celui du produit matriciel, pour
E(n) = O~(n). Cela prouverait l'intérêt asymptotique de l'approcheboîte noirepour le calcul
du polynôme caractéristique.

C'est précisément ce qu'apporte l'adaptation par blocs de cet algorithme [112, Théorème
6.4.4], que nous présentons dans la partie 10.2. Grâce au produit de matrices rectangulaires, cet
algorithme ne nécessite plus queO~(n1;357) produits matrice-vecteur. AvecE(n) = O~(n), on
obtient la complexitéO~(n2;357), asymptotiquement meilleure que celle du produit matriciel.

En�n, les récents travaux présentés dans [45] sur les projections de blocs ef�caces, laissent
entrevoir la possibilité de réduire cet exposant. Dans la partie 10.2.2, nous montrons que sous
l'hypothèse de la conjecture formulée dans cet article, cette complexité se réduit àO~(n2;1365)
opérations arithmétiques, pour un produit matrice-vecteur coûtantO~(n).

Pour compléter l'étude, nous mentionnons aussi l'algorithme d'Eberly [44, 43], qui propose
une complexité enO (nE (n) + �n 2) où � est le nombre de facteurs invariants de la matrice.
Ainsi, pour de petites valeurs de� cet algorithme est particulièrement intéressant, mais peut
devenir trop coûteux dans le pire cas où� = O (n).

10.1 L'algorithme du k-ième facteur invariant

Cet algorithme repose sur une technique de perturbation additive permettant de calculer
directement lekième facteur invariant. Une recherche récursive permet ensuite de déterminer la
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totalité de la forme de Frobenius en ne calculant que� log(n) facteurs invariants, où� est le
nombre de facteurs invariants distincts.

10.1.1 Perturbation additive de rang k

Villard réduit le calcul dukième facteur invariant à celui d'un polynôme minimal grâce à
l'introduction de perturbations additives de rangk � 1. Plus précisément :

Theorème 10.1(Villard 2000). SoitA une matrice dansK n� n ayant pour facteurs invariants
f 1; : : : ; f n etS un sous-ensemble �ni deK . SoitU 2 K n� k etV 2 K k� n des matrices Toeplitz
dont les coef�cients sont choisis uniformément et aléatoirement dansS. Le polynôme minimal
de A + UV est f k+1 t, où t 2 K [X ] est premier avec le polynôme minimal deA avec une
probabilité supérieure à1 � (nk + n + 1) =jSj.

Pour rester dans le modèle boîte noire, il faut que le produit matrice-vecteur avec les ma-
tricesU et V soient peu coûteux. C'est pourquoi nous utilisons les matrices Toeplitz, dont le
produit matrice-vecteur est basé sur la Transformée de Fourrier Rapide et coûte doncO~(n).

L'algorithme s'écrit donc comme suit :

Algorithme 10.1 : InvFact : kième facteur invariant
Données: A : une matrice d'ordren sur dans un corpsK , k 2 1: : : n
Résultat : f k : le kième facteur invariant deA
début

Calculerf 1 = PA
min

si k=1 alors
retourner f 1

Choisir uniformément et indépendamment des matrice ToeplitzU etV de rangk � 1
Calculerg = PA+ UV

min
retourner pgcd(f 1; g)

�n

Ainsi le calcul dukième facteur invariant peut être effectué enO (n) produits matrice-
vecteurs etO (n2 logn log logn) opérations supplémentaires sur le corps. La probabilité de
réussite est supérieure à1 � (n2 + 5n + 1) =jSj. On se reportera à [115] pour plus de détails
sur ces résultats.

10.1.2 Recherche récursive

Soit A 2 K n� n . Pour déterminer la forme normale de Frobenius, on pourrait calculer ses
� facteurs invariants non triviaux avec l'algorithme 10.1. Or� = O (n), ce qui conduirait à
O (n2) produits matrice vecteurs.

Cependant les propriétés particulières de ces facteurs invariants permettent d'éviter certains
calculs. En particulier, ils véri�ent :

1. f 1 = PA
min,

2. f i +1 jf i ,
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3. il y a au plus3
p

n=2 facteurs invariants distincts.

Pour véri�er le troisième point, on considère� le nombre de facteurs invariants distincts, et
(gi ) i =1 :::� la séquence de ces facteurs distincts. D'après la règle de divisibilité, ils sont tous
de degré distinct, par conséquent le polynôme

Q �
i =1 gi est de degré au moins égal à

P �
i =1 i =

� (� + 1) =2. On en déduit que� < 3
p

n=2.

La règle de divisibilité implique que si deux facteurs invariantsf i et f j sont égaux, tous les
facteurs invariants intermédiairesf k ; i < k < j leur seront aussi égaux. Ainsi l'algorithme de
recherche récursive 10.2 calcule les facteurs invariants de façon dichotomique, jusqu'à trouver
deux facteurs égaux.

Algorithme 10.2 : recherche seuils : Recherche dichotomique des facteurs inva-
riants distincts

Données: [(l; f l ); (m; f m )]; l < m
Résultat : [(l;  1); : : : ; (lk ;  k)], une décomposition def l : : : f m véri�ant8

>>>>><

>>>>>:

f l : : : f m =  (1)
1  (l1 )

1  (1)
2  (l2 )

2 : : :  (1)
�  (l � )

�

 (l1 )
1 = f l ;  (l � )

� = f m

 (1)
i =  (2)

i = � � � =  (l i )
i =  i ; 1 � i � �

 i +1 j i ; 1 � i < �
début

si l = m � 1 alors
si f l = f m alors retourner [2; f l ]
sinon retourner [1; f m ; 1; f l ]

k = d(m + l)=2e
f k = InvFact (A; k)
si f l 6= f k alors

[k1;  1; : : : ; kr ;  r ] = recherche seuils ([( l; f l ); (k; f k)])
sinon

r = 1 ; [k1;  1] = [ k � l + 1; f l ]

si f k 6= f m alors
[m1; ~ 1; : : : ; ms; ~ s] = recherche seuils ([(k; f k); (l; f l )])

sinon
s = 1 ; [m1; ~ 1] = [ m � k + 1; f m ]

retourner [k1;  1; : : : ; kr + m1 � 1;  r ; m2; ~ 2; : : : ; ms; ~ s]
�n

L'algorithme �nal 10.3 consiste à effectuer la recherche dichotomique entre les deux fac-
teurs invariants extrémaux. Cette démarche permet de n'appeler l'algorithme 10.1 que� logn
fois, où� est le nombre de facteurs invariants distincts. On obtient alors bien une complexité
deO (�n lognE (n)) + O~(�n 2) opérations dans le corps.
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Algorithme 10.3 : Forme normale de Frobenius : par la recherche des facteurs
invariants distincts

Données: A : une matrice carrée d'ordren
Résultat : La forme de normale de Frobenius deA
début

f 1 = InvFact (A; 1)
f n = InvFact (A; n)
retourner recherche seuils (1; f 1; n; f n )

�n

10.2 Intérêt asymptotique de l'approche boîte noire

10.2.1 Amélioration grâce aux calculs par blocs

Villard a ensuite récemment amélioré ce dernier résultat dans [112, §6.4] en introduisant
une méthode par blocs dans cet algorithme. En remplaçant le calcul du polynôme minimal de
A + UV par celui du polynôme minimal matricielF A+ UV;Y

X 2 K m� m [X ] pour des matrices
X 2 K m� n et Y 2 K n� m aléatoires, on peut calculer simultanémentm facteurs invariants de
la matriceA avec une grande probabilité.

Le principe est de construire la séquence des matricesX (A + UV) i Y pouri = 1 : : : 2n=m.
Le calcul des(A + UV) i Y nécessite2n=m(O (mE (n)) + O~(mn)) opérations. La projection
à gauche sur le blocX se fait par un produit de matrices rectangulaires enTMM(m; n; n). Le
polynôme minimal matriciel est ensuite calculé par un algorithme d'Euclide matriciel [78,
section 3] enO~(m! � 1n). En�n m facteurs invariants deA + UV sont obtenus par le calcul de
la forme normale de Smith de la matriceF A+ UV;Y

X grâce à l'algorithme deHigh Order Lifting
de Storjohann [107, Proposition 24] enO~(m! � 1n).

La procédure de recherche binaire des facteurs invariants de l'algorithme 10.2 s'adapte
facilement aux blocs dem facteurs invariants : soit� le nombre de blocs distincts comportant
m facteurs invariants. Ils ont tous un degré distinct, au moins égal àm. Le degré de leur
produit est donc au moins égal àm + m + 1 + � � � + m + � � 1 et doit être inférieur àn. Ainsi

1 + � � � + � < n=m soit � = O
� p

n=m
�

.
On posem = n� (0 � � � 1). L'approche par blocs permet l'utilisation du produit de

matrices rectangulaires. Coppersmith a établi dans [16] queTMM(n� ; n; n) = O
�
n! (� )

�
avec

! (� ) =

8
<

:
2 + o(1) si 0 � � � � = 0; 2946;

(2(1 � � ) + ! (� � � ))=(1 � � ) si � < � < 1:

Le coût total de l'algorithme s'écrit donc

T = O~
�

n
1� �

2 (nE (n) + n2 + n� (! � 1)+1 + n! (� ))
�

:

En particulier, pourE(n) = O~(n), on véri�e que c'est le produit de matrices rectangulaires
qui domine :T = O~

�
1� �

2 n! (� )
�
. L'exposant est minimal pour� = � ce qui donne la com-

plexitéO~(n2;3527).
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Ce résultat est de première importance puisqu'il s'agit du premier exposant inférieur à celui
du produit matriciel, atteint par un algorithme de type boîte noire pour résoudre ce problème.
Il prouve ainsiau niveau asymptotiquequ'il est avantageux d'utiliser des méthodes boîte
noire, lorsque le produit matrice-vecteur est suf�samment économique.

10.2.2 Vers l'utilisation des projections de blocs ef�caces

L'opération dominante dans l'algorithme précédent était le produit de matrices rectangu-
laires. Il est donc naturel d'essayer de le remplacer par un produit de matrices structurées
plus économique. C'est l'approche qui est développée dans [45] pour la résolution de sys-
tèmes linéaires. Les projections de blocs ef�caces sont dé�nies comme un triplet(R; u; v) 2
K n� n � K m� n � K n� m tel que :

1. les matrices de KrylovK(AR; v) etK( t (AR); t u) sont inversibles,

2. le produit deR par un vecteur nécessiteO~(n) opérations dansK ,

3. on peut appliquer des vecteurs à gauche et à droite deu et v enO~(n) opérations dans
K .

Dans cet article, les auteurs émettent la conjecture que de telles projections existent pour toute
matriceA. Il l'auraient par ailleurs véri�é depuis [117].

En introduisant un préconditionnement par transformation de similitude (R� 1AR au lieu de
AR), utilisant par exemple des matrices Toeplitz, on pourrait alors appliquer cette approche à
la projection à gauche sur la matriceX , évitant ainsi le recours à la multiplication de matrices
rectangulaires. Le termeTMM(m; n; n) dans la complexité serait alors remplacé parnO~(n) =
O~(n2). Par conséquent, l'exposant dominant dans la complexité totale serait alors

max
�

1 � �
2

+ 2;
1 � �

2
+ � (! � 1) + 1

�

qui est minimal pour� = 1
! � 1 � 0; 72702et vaut2; 1365.

Ainsi la complexité du calcul du polynôme caractéristique dans le modèle boîte noire avec
E(n) = O~(n) deviendraitO~(n2;1365). La validité de ces projection de blocs par transforma-
tion de similitude doit être étudiée et devrait ainsi débouché sur une amélioration du meilleur
exposant de la complexitéboîte noiredu calcul du polynôme caractéristique.

Ces algorithmes présentent un intérêt majeur au niveau théorique. Cependant, dans l'étude
de la résolution en pratique du problème, ils ne sont pas encore envisageables en l'état. En
particulier le calcul de la forme de Smith de matrices polynomiales demanderait d'une part
le développement de toute l'arithmétique des matrices polynomiales, inexistante actuellement
dans LINBOX. D'autre part, les expérimentations de Dumas et Urbanska [41] pour le calcul du
déterminant ont montré que l'algorithme duHigh-Order Liftingn'était pas le plus avantageux
en pratique. En�n, les multiples facteurs logarithmiques dissimulés dans la notationO~() ré-
duisent aussi la praticabilité de tels algorithmes. Pour ces raisons, nous aborderons la question
de la mise en pratique du calculboîte noiredu polynôme caractéristique sous un autre point
de vue : le calcul de multiplicités.
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11
CALCUL BOÎTE NOIRE DANS UN CORPS,

PAR LA RECHERCHE DES MULTIPLICITÉS

Nous reprenons dans ce chapitre, la démarche de la partie 9.2.3 : connaissant le polynôme
minimal de la matrice et sa décomposition en facteurs irréductibles, il reste à déterminer les
multiplicités de chacun de ces facteurs dans le polynôme caractéristique.

Avec les matrices denses, ce calcul était effectué grâce à un algorithmes déterministe pour
le calcul du polynôme caractéristique dans un corps �ni. Avec les matricesboîte noire, nous
pourrions également utiliser les algorithmes probabilistes de Villard [115] ou Eberly [44] di-
rectement, mais nous proposons des techniques alternatives visant à améliorer la complexité.

Nous présentons dans la partie 11.1 différentes méthodes pour calculer ces multiplicités,
puis montrons comment les combiner en un algorithme probabiliste adaptatif ef�cace dans
la partie 11.2. L'étude de la probabilité de succès de cet algorithme est inachevée. Menée à
terme, elle conduirait à un algorithme nécessitantO (n

p
n) produits matrices vecteurs, ce qui

améliorerait d'un facteurlogn la complexité de [115].
Dans ce chapitre, nous considérons une matriceA sur un corps parfait, dont nous rappelons

la dé�nition :

Dé�nition 11.1 (Corps parfait). Un corps est parfait si toutes ses extensions algébriques sont
séparables.

Nous utiliserons la caractérisation des corps parfaits selon laquelle les racines d'un poly-
nôme irréductible dans une clôture algébrique d'un corps parfait sont simples. Puisque tout
corps �ni est parfait, il s'agit simplement d'un cadre plus général. En pratique, nous nous
intéressons essentiellement aux corps �nis. SoitPA

min =
Q k

i =1 Pei
i la factorisation du poly-

nôme minimal deA en facteurs irréductibles unitaires. Le polynôme caractéristique s'écrit
alorsPA

car =
Q k

i =1 Pm i
i pour desmi � ei . En�n, nous noteronsdi les degrés des facteurs :

di = degree(Pi ).

11.1 Heuristiques de calcul des multiplicités

Nous présentons trois techniques basées sur des calculsboîte noireavec la matriceA, pour
déterminer les multiplicitésmi . La première, (partie 11.1.1) utilise le lien entre la nullité de
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la matricePi (A) et la multiplicitémi . La deuxième (section 11.1.2) est une simple recherche
combinatoire sur les valeur possibles desmi . En�n, dans la dernière (section 11.1.3), les multi-
plicités sont les solutions d'un système linéaire obtenu en évaluant le polynôme caractéristique
en des valeurs aléatoires.

11.1.1 Méthode des nullités

Dé�nition 11.2. La nullité d'une matriceA, notée� (A) est la dimension de son noyau

SoitP un polynôme etCP la matrice compagnon associée. Nous rappelons que le polynôme
minimal et le polynôme caractéristiques deCP sont égaux àP.

Nous rappelons aussi la dé�nition de la forme primaire de la matriceA, aussi appelée la
seconde forme de Frobenius dans [50] :toute matriceA est similaire à une somme directe de
matrices compagnons ; chacune étant associée à une puissance d'un polynôme irréductible.
Cette forme est unique, à l'ordre des blocs près. Elle peut être vue comme une décomposition
plus avancée de la forme normale de Frobenius : chaque facteur invariant est décomposé en un
produit de facteurs irréductibles élevé à une certaine puissance.

Exemple 11.1.La matrice

A = Diag(CX 3 � X 2 ; CX 2 � X ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 0 0

1 0 0

0 1 1

0 0

1 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

est sous forme normale de Frobenius et sa forme primaire est :

Diag(CX � 1; CX 2 ; CX � 1; CX ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

1

0 0

1 0

1

0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

La méthode des nullités s'appuie sur le lemme suivant :

Lemme 11.1.Avec les notations précédentes,

� (Pei
i (A)) = mi di

Démonstration.Soit F la forme primaire deA sur K : 9 U 2 GLn (K ); U� 1AU = F . F
est diagonale par blocs, ses blocs diagonaux sont des matrices compagnons associées à des
puissances des polynômes irréductiblesPj . Comme ces polynômes sont issus des facteurs
invariants de la matrice, la plus grande puissance avec laquelle un facteurPj peut apparaître
dans un bloc compagnon est sa multiplicitéej dans le polynôme minimal.
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Alors
Pei

i (A) = U� 1Pei
i (F )U = U� 1Diag(Pei

i (C
P

k j
j

))U:

D'une partPei
i (CP k

i
) = 0 8k � ei . D'autre part la matricePei

i (CP k
j
) est régulière pour

j 6= i carPi etPj sont premiers entre eux.
Par conséquent, la nullité dePei

i (A) correspond exactement à la dimension totale des blocs
CP k

i
, qui vautmi di .

On en déduit directement l'algorithme 11.1 pour le calcul de la multiplicitémi d'un facteur
Pi .

Algorithme 11.1 : Nullité
Données: A, une matricen � n ; Pi un facteur irréductible dePA

min etei sa multiplicité
dansPA

min
Résultat : mi , la multiplicité dePi dansPA

char
début

r = rang(Pei (A));
retourner mi = ( n � r )=degree(Pi );

�n

Propriété 11.1. L'algorithme 11.1 calcule la multiplicité dePi dans le polynôme caractéris-
tique deA enO (ei di nE (n)) opérations dans le corps.

Démonstration.En utilisant le schéma de Horner, on peut créer la matriceboîte noirePei (A)
dont l'application à un vecteur ne coûte queE 0(n) = di ei E(n) opérations sur le corps. Le
calcul du rang de cette matrice peut être effectué enO (nE 0(n)) opérations, en utilisant l'al-
gorithme de Wiedemann combiné avec des préconditionneurs [42].

Cet algorithme, adapté pour des petites valeurs deei di , est beaucoup trop coûteux quand
ei di devient grand. Nous présentons comment déterminerpartiellementla multiplicité quand
de telles situations ont lieu.

Sur la forme primaire deA, la multiplicitémi d'un facteurPi est formée par la contribution
de plusieurs blocs compagnonsCP j

i
pour j 2 [1: : : ei ]. Si ei est grand, seuls quelques blocs

avec desj grands peuvent exister, à cause de la limitation de la dimension totale. A l'inverse,
les blocs pour unj petit peuvent être nombreux, mais leur nullité est facile à calculer.

On poseni;j , le nombre d'occurrences du blocCP j
i

dans la forme primaire deA. La multi-
plicité mi s'obtient directement à partir deni;j par la relation

mi =
eiX

j =1

jn i;j : (11.1)

Nous allons montrer comment calculerni;j , pour des petites valeurs dej , à partir de l'algo-
rithme 11.1. Cette donnéepartiellede la multiplicité, réduit le nombre d'affectations possibles
pour lesni;j restants. Ceux-ci pourront être déterminés par exemple par une recherche combi-
natoire (voir partie 11.1.2).

Commençons par ce résultat :
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Theorème 11.1.Soit P un polynôme irréductible de degréd sur un corps parfaitK et k et
e � 1 deux entiers. Alors,

� (P k(CP e)) = min(k; e)d:

Démonstration.SoitA = CP e etB = P k(A).
Si k � e, alorsP k est un multiple du polynôme minimal deA. DoncB est la matrice nulle

et sa nullité égale sa dimension.
Considérons maintenant quek < e. Soit K une extension deK telle que le polynômeP

soit scindé surK : P =
Q d

i =1 Pi . Ces facteurs sont tous différents carK est un corps parfait.
Le polynôme minimal deA dansK est toujoursPe (en appliquant [50, equation (54)] soit

sur K soit surK ). Donc la forme normale de Frobenius deA sur K est CP e et sa forme
primaire estF = Diag(CP e

i
). Plus précisément, il existeU 2 M n (K ) tel queA = U� 1FU.

Ainsi, B = U� 1P k(F )U = U� 1Diag(P k(CP e
i
))U.

Si k = 1 : le polynôme minimal de chaqueP(CP e
i
) estX e donc leur forme de Frobenius

estCX e . Il existe doncV 2 M n (K ) tel que

B = U� 1V � 1Diag(CX e ; : : : ; CX e
| {z }

d fois

)V U:

En�n, le rang deCX e étante � 1, on en déduit que rang(B) = d(e � 1). La nullité deB vaut
donc� (B ) = d.

Pourk quelconque

B = U� 1V � 1Diag((CX e)k ; : : : ; (CX e)k

| {z }
d fois

)V U:

Or CX e est la matrice nilpotente de d'ordree dont la sous-diagonale est formée de1. Sa
puissancekième est de range � k. Ainsi rang(B) = ( e � k)d et la nullité deB est� (B ) =
kd.

On applique ensuite ce résultat à une matriceA surK , dont le polynôme minimal admet la
factorisation en polynômes irréductiblesPA

min =
Q k

i =1 Pei
i . On note� i;j = � (P j

i (A)) la nullité
deP j

i (A).
La nullité dePi (A), vue sur sa forme primaire, se décompose en la somme des nullités de

chaquePi (CP k
i
) :

� i; 1 =
eiX

k=1

ni;k di : (11.2)

Si on appliqueP j
i àA, chaqueP j

i (CP k
i
) pourk � j sera un bloc nul et contribuera donc de

kdi à la nullité. Etk > j , la contribution à la nullité est dejd i . On obtient ainsi :

� i;j =
jX

k=1

ni;k kdi +
eiX

k= j +1

ni;k jd i : (11.3)

Calculons
1

j � 1
� i;j � 1 =

1
j � 1

j � 1X

k=1

ni;k kdi + ni;j di +
eiX

k= j +1

ni;k di :
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Et comme

� i;j +1 � � i;j =
eiX

k= j +1

ni;k di ;

on en déduit que

ni;j =
1
di

�
1

j � 1
� i;j � 1 + � i;j � � i;j +1

�
�

1
j � 1

j � 1X

k=1

ni;k k:

On peut alors exprimer les formules permettant de calculer lesni;j de proche en proche
dans le corollaire 11.2.

Corollaire 11.2.

ni; 1 = (2 � i; 1 � � i; 2)=di

ni;j =
1
di

�
1

j � 1
� i;j � 1 + � i;j � � i;j +1

�
�

1
j � 1

j � 1X

k=1

ni;k k 8j 2 [1: : : ei ]

ni;e i =
� i;e i

ei di
�

1
ei

ei � 1X

k=1

ni;k k

La dernière formule pourni;e i est donnée ici par souci d'exhaustivité. En pratique, le calcul
de la nullité dePei

i suf�t à déterminer la multiplicitémi (lemme 11.1) et il est alors inutile
de calculer les occurrencesni;j . Celles-ci sont utiles dans le cas où l'on n'en calcule qu'une
partie. Nous allons maintenant décrire la recherche combinatoire permettant de déterminer les
ni;j restants.

11.1.2 Recherche combinatoire

Il s'agit d'une stratégie de typeBranch and Bound: toutes les affectations possibles pour
les occurrences inconnues sont testées et les branches pour lesquelles le degré total dépasse la
dimensionn sont coupées.

Pour tout polynôme irréductiblePi , on dé�nit ki tel que, les occurrencesni;j ont été calcu-
lées pour toutj � ki .

Lesni;j véri�ent l'équation du degré total :
P

i;j jd i ni;j = n. On dé�nit alors l'objectif 

comme le degré total que doivent former les occurrences inconnues :


 = n �
X

i

k iX

j =1

jd i ni;j : (11.4)

Encore une fois, le fait quejd i soit grand assure que lesni;j seront petits et réduit donc le
nombre de candidats possibles.

Un autre test facilement réalisable est celui de la trace : le coef�cient du monôme de degré
n � 1 du polynôme caractéristique doit être égal à la trace de la matrice. Or, si8i P i =
X di + t i X di � 1 + : : :, le coef�cient du monôme de degrén � 1 de

Q
i Pm i

i vaut

Tr(A) = �
X

i

t i mi : (11.5)
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On peut donc facilement discriminer les candidats obtenus par la recherche combinatoire par
ce test.

L'algorithme 11.2 résume cette méthode.

Algorithme 11.2 : recherche combinatoire
Données: 
 : l'objectif, N = ( N i;j ) : un vecteur de bornes inférieures sur les

occurrences inconnuesni;j

Résultat : sol est une liste de candidats véri�ant les équations (11.4) et (11.5)
début

si 
 < 0 alors
exit

sinon si
 = 0 alors

si Tr(A) = �
P

i t i

� P ei
j =1 jN i;j

�
alors

sol.empile(N )

sinon
pour tout N i;j faire

N i;j ++
recherche combinatoire (sol, 
 � jd i ; N )
N i;j - -

�n

En�n, dans le cas où plusieurs candidats subsistent, on les discriminera par autant d'éva-
luations aléatoires du polynôme caractéristique que nécessaire. Pour une valeur aléatoire� , il
s'agit de calculer le déterminantdet(�I � A) et de le comparer avec la valeur du polynôme
reconstruit en� . L'algorithme 11.3 résume la stratégie de calcul des multiplicités des grands
facteurs par recherche combinatoire.

Cet algorithme pourrait être utilisé seul, pour déterminer toutes les multiplicités. Mais sa
complexité exponentielle (due à l'explosion combinatoire de la recherche de l'algorithme 11.2)
peut le rendre impraticable. Il n'est donc à utiliser qu'en complément d'un autre algorithme,
comme celui des nullités, a�n de calculer les occurrences des blocs de grande dimension.

11.1.3 Résolution du système logarithmique

Nous présentons ici une méthode alternative pour déterminer les multiplicités, par la réso-
lution d'un système linéaire.

Principe

On se place dans un corps �ni GF(q) oùq est suf�samment grand devantn : q � 1 possède
un facteur premier supérieur àn. Une évaluation du polynôme caractéristique en la valeur� i

forme l'équation
kY

j =1

Pm j
j (� i ) = det( � i I � A)
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Algorithme 11.3 : Multiplicité des grands facteurs
Données: A, une matricen � n ; d = ( di ) i , les degrés des facteurs irréductiblesPi de

PA
char et k = ( ki ) i tels queni;j est calculée8j � ki .

Résultat : N = ( ni;j )8j > k i

début
N = (0 ; : : : ; 0)
sol = []

 = n �

P k i
i =1 jd i ni;j

recherche combinatoire (sol, 
 ; N )
tant que # sol> 1 faire

Tirer � 2 K uniformément
d = det( �I � A)
pour tout N 2 sol faire

si
Q

(P j
i )n i;j (� ) 6= d alors

rejeter N

retourner N = sol:dépiler()
�n

dont les inconnues sont les multiplicitésmj . Si � i n'est pas une racine du polynôme caracté-
ristique, les logarithmes discrets des membres de cette équation conduisent à l'équation

kX

j =1

mj log(Pj (� i )) = log(det( � i I � A)) mod q � 1 (11.6)

qui est linéaire en lesmj moduloq � 1.
On peut alors former un système linéaire de dimensionsl � k en choisissantl valeurs� i

aléatoirement, en dehors des racines dePA
min. Ce système est consistant car les multiplicitésmi

en sont une solution. Si il est régulier, aveck � l , l'unique solution moduloq� 1 plongée dans
Z correspondra au vecteur des multiplicitésmi .

La résolution du système pourra être effectuée soit par une élimination de Gauss dans l'an-
neauZq� 1 ou, de façon plus ef�cace, dans le corps �niZp où p est un grand facteur deq � 1
(supérieur àn). Dans ce dernier cas, le résultat sera correct tant que le système restera régulier
modulop.

L'algorithme

L'algorithme 11.4 précise le principe décrit précédemment.
k est le nombre de multiplicitésmi à calculer. La première étape consiste à choisirk valeurs

� i a�n de former une matriceB inversible. En première approche, on pourrait se contenter de
tirer aléatoirement cesk valeurs. Mais comme nous le verrons dans la preuve de la proposition
11.2, le coût de la construction d'une ligne de cette matrice est négligeable devant les autres
opérations de l'algorithme. On choisit donc d'en calculerl � k, a�n d'augmenter la probabilité
de former une matrice de rangk. L'algorithme calcule ainsil lignes deG en choisissantl � i
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Algorithme 11.4 : système logarithmique discret
Données: A, une matricen � n sur un corps �ni GF(q) ; (Pi ) i =1 :::k , les facteurs

irréductibles de son polynôme minimal ;l � k un entier
Résultat : (mi ) i =1 :::k , les multiplicités desPi dansPA

car
début

Choisir uniformémentl � i 2 GF(q) distincts, non racines dePA
min

Former la matricel � k G = [ gi;j ] oùgi;j = log( Pj (� i )) mod q � 1
Soit p un facteur premier deq � 1 tel quep > n
(L; Q; U; P ) = LQUP(G) mod p
B = FRL(G) ; / * Forme Réduite en Ligne de G : B = [ I k0]QT G
* /
Former le vecteurb= [ bi ] oùbi = log( det(� i I � A)) mod p
RésoudreBx = b mod p
retourner (x i )

�n

aléatoirement. PuisB s'obtient en calculant la forme réduite par ligne deG (voir partie 4.1).
Une fois lesk � i sélectionnés, on peut former le vecteurb en calculant lesk déterminants
det(� i I � A). La résolution du système utilise ensuite la décompositionLUPdeB, lisible sur
la décompositionLQUPdeG.

Propriété 11.2. Si la matriceG est de rangk, l'algorithme 11.4 calcule les multiplicités en
O (knE (n)) opérations arithmétiques, en choisisantl tel quel = O (nE (n)k2� ! ) et l =
O (kE(n)).

Démonstration.La construction de chaque ligne de la matrice se fait par une évaluation des
polynômes suivant un schéma de Horner. La somme des degrés des facteursPi étant inférieure
àn, la construction d'une ligne de la matriceG coûteO (n) opérations dansZq. Le calcul des
logarithmes discrets des coef�cients peut se faire de deux façons :

– en tabulant la correspondance entre les éléments de GF(q) et leur logarithme discret [31],
ce qui nécessiteO (q) allocations mémoire.

– en triant d'abord les coef�cients deG etb. Puis en calculant itérativement toutes les puis-
sances d'un générateur et en établissant les correspondances avec les coef�cients triés.
Le surcoût mémoire n'est alors que deO (lk) pour unO~(lk + q) opérations supplémen-
taires dans GFq.

Chaque calcul de déterminant nécessiteO (n) produits matrice-vecteur avec la matriceA dans
Zp [110, §3.1]. La décompositionLQUPnécessiteO (lk ! � 1) opérations dansZp et la résolution
du système,O (k2).

La complexité totale est doncO (knE (n) + nl + lk ! � 1) soit,O (knE (n)) en choisissantl
tel quel = O (kE(n)) et l = O (nE (n)k2� ! ).

L'analyse de cet algorithme est incomplète. Si nous pouvons donner sa complexité, nous
n'avons pas pu fournir une borne sur la probabilité que la matriceG soit de rangk. Les ex-
périmentations pratiques con�rment l'intuition selon laquelle, seulementk valeurs� i choisies
aléatoirement suf�sent à former une matrice de rangk, et la marge permise sur le paramètre
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l devrait permettre d'assurer une probabilité de succès grande. Cependant, nous laissons cette
question ouverte, pour l'instant.

Remarque 11.1.La construction des lignes de la matrice peut être intégrée dans le processus
d'éliminationLQUP. Ceci permet de terminer leur calcul de façon anticipée, lorsque le rangk
est atteint.

Même si chacune de ces trois techniques permet la détermination de toutes les multiplicités,
leur complexité est trop élevé. En revanche, leurs domaines de prédilection étant disjoints,
des algorithmes adaptatifs permettent de les combiner a�n de tirer parti de chacun de leurs
avantages.

11.2 Algorithmes adaptatifs

Nous présentons ici comment combiner les algorithmes des parties précédentes, entre elles
et avec la méthode dui èmefacteur invariant de Villard [115]. Les algorithmes hybrides obtenus
sont adaptatifs, dans le sens où ils tiennent compte des propriétés des données pour choisir le
meilleur algorithme. On se reportera à [21] pour plus de détails sur la dé�nition des algorithmes
hybrides, adaptatifs, . . .

Nous montrons d'abord comment combiner l'algorithme de résolution du système logarith-
mique avec le calcul des nullités ou une recherche combinatoire. Nous présentons ensuite un
premier algorithme pour l'étude asymptotique. En�n nous donnerons certaines améliorations
à ce dernier pour une meilleure ef�cacité pratique.

11.2.1 Méthode des nullités et recherche combinatoire

Une première idée est de combiner les algorithmes 11.1, calculant des nullités, et 11.2,
complétant les occurrences manquantes par une recherche combinatoire.

On suppose connu le polynôme minimalPA
min et sa décomposition en facteurs irréductibles

PA
min =

Q k
i =1 Pei

i . On rappelle que leni;j est le nombre d'occurrences du bloc compagnonCP j
i

dans la forme primaire deA. Ces deux algorithmes sont complémentaires puisque le premier
est ef�cace dans la recherche des occurrences des facteurs de petit degré élevés à une petite
puissance (jd i petit), alors que la recherche combinatoire admet d'autant moins de branches
que le degré est grand et que le facteur est élevé à une puissance grande (jd i grand).

Ainsi, l'algorithme hybride consiste à dresser la liste des occurrencesni;j à déterminer,
en les classant parjd i croissant. On calcule ensuite successivement les nullités des matrices
P j

i (A) jusqu'à ce qu'il reste un certain nombre degrandsfacteurs. Ceux-ci sont traités par
la recherche combinatoire et on calcule lesni;j ainsi que les multiplicitésmi par le corollaire
11.2.

Cependant la recherche combinatoire dévient rapidement très coûteuse. Il faut donc limiter
son utilisation à la détermination d'un nombre arbitraire et �xe d'occurrences. Expérimenta-
lement, cinq facteurs semblait correspondre au meilleur compromis sur les matrices que nous
avons manipulées (voir partie 12.3.2). Il faut donc essayer de combiner cet algorithme avec
d'autres, pour traiter le cas de facteurs de grand degré trop nombreux.
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Algorithme 11.5 : Nullité et recherche combinatoire
Données: A, une matricen � n sur une corps �ni ;(Pi ) i =1 :::k , les facteurs irréductibles

de son polynôme minimal
Résultat : (mi ) i =1 :::k , les multiplicités desPi dansPA

car
début

SoitE = f (i; j ); i 2 [1: : : k]; j 2 [1: : : ei ]g
Trier E selon les valeurs croissantes desjd i

tant que (# E > 5) faire
Dépiler(i; j ), le premier élément deE
Calculer� i;j = n � rang(P j

i (A))

pour tout i 2 [1: : : k] faire
Soit j i le plus grand indice tel que� i;j i a été calculé
si j i < e i alors

Calculer� i;j i +1 = n � rang(P j i +1
i (A))

Calculer lesni;k 8k 2 [1: : : j i ] d'après le corollaire 11.2
Recherche des grands facteurs (A; (di ) i ; (j i ) i )
retourner (mi =

P ei
j =1 jn i;j ) i

�n

11.2.2 Réduction de la taille du système logarithmique

On peut restreindre l'algorithme 11.4 au calcul d'un sous-ensemble de multiplicités : soitC
l'ensemble des indices des multiplicités déjà connues, alors l'équation (11.6) dévient

X

j =2C

mj log(Pj (� i )) = log(det( � i I � A)) �
X

j 2C

mj log(Pj (� i )) mod q � 1:

Il suf�t alors de prendre8i bi = log(det( � i I � A)) �
P

j 2C mj log(Pj (� i )) mod q � 1 dans
l'algorithme.

On peut ainsi combiner cet algorithme avec celui des nullités : les facteurs de degré 1
et de multiplicité 1 dans le polynôme minimal (di ei = 1) sont traités par l'algorithme des
nullités, et le restant est laissé à la résolution du système logarithmique. Cette approche est
toujours béné�que car elle remplace le calcul d'un déterminant par celui d'un rang, qui est
moins coûteux, et réduit la dimension du système à résoudre.

On peut aussi combiner cet algorithme avec la recherche combinatoire : on dé�nitCcomme
l'ensemble dess facteursPi de plus grand degré (pour uns convenablement choisi). On dresse
ensuite par recherche combinatoire la liste de toutes les affectations possibles pour les multi-
plicités des(Pi ) i 2C. Pour chaque affectation possible(m(k)

j ) j 2C, indicée park, les multiplicités
restantes sont déterminées par la résolution du système logarithmique de la forme :

8i
X

j =2C

mj log(gj (� i )) = log(det( � i I � A)) �
X

j 2C

m(k)
j log(hj (� i )) mod q � 1:

Il s'agit d'une résolution d'un système linéaire multiple (avec une matrice inconnue). La
construction de la matrice et le calcul des déterminants sont communs à tous les systèmes. Il
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suf�t donc de remplacer les résolutions de systèmes triangulaires (avecL etU de la décompo-
sitionLUPdeB) par des résolutions de systèmes triangulaires multiples. Ainsi on peut réduire
la dimension du système logarithmique en utilisant la recherche combinatoire. En contre partie,
des opérations supplémentaires sont nécessaires pour les résolutions de systèmes triangulaires
multiples mais un choix judicieux des assure que celles-ci seront amorties dans le coût total.

Soit k le nombre total de facteurs et soith = min Pi 2C (degré(Pi )) . Le nombre total d'affec-
tations possibles pour les(mi ) i 2C est borné par(n=h)s

s! . Cette méthode économise,snE(n) +
2=3(k3 � (k � s)3 opérations (s déterminants et l'élimination d'une matrice de dimension
k � s au lieu dek). Elle engendre par ailleurs un surcoût de(n=h)) s

s! k2 pour les résolutions de
systèmes triangulaires.

On peut donc imaginer un algorithmeintrospectif, déterminants de façon à maximiser la
fonction

snE(n) + 2 =3(k3 � (k � s)3) �
(n=h))s

s!
k2:

La valeur des étant petite, la maximisation se fait par le calcul explicite des premières valeurs
de cette fonction pours = 1; 2; : : :

Par exemple, soit une matrice d'ordre2000, dont le polynôme minimal se décompose en2
facteurs de degré100, 2 facteurs de degré50et6 facteurs de dégré10. La valeur optimale pour
s sera3, ce qui revient à calculer toutes les affectations possibles pour les 2 facteurs de degré
100et pour un des facteurs de degré50.

11.2.3 Un algorithme asymptotiquement performant

Le premier algorithmeboîte noirede Villard [115] est le premier à avoir atteint une com-
plexité sous-cubique pour le calcul de la forme normale de Frobenius sans faire appel au pro-
duit matriciel rapide. Il repose sur le calcul de seulement� log(n) facteurs invariants où� est
le nombre de facteurs invariants distincts de la matrice. Comme� < 3

p
n=2 et qu'un fac-

teur invariant peut être calculé enO (n) produits matrice-vecteur, l'algorithme nécessite donc
O

�
n3=2 log(n)E(n)

�
opérations sur le corps, ainsi queO

�
n5=2log2(n)loglog(n)

�
opérations

supplémentaires pour les préconditionnements.
Nous proposons l'algorithme adaptatif 11.6 qui utilise la technique de l'algorithme de Vil-

lard pour calculer lekième facteur invariant et la résolution du système logarithmique présentée
dans la partie 11.1.3. Le principe est de limiter l'utilisation de l'algorithme de Villard au
calcul des

p
n premiers facteurs invariants. Une fois ce calcul effectué, il y a moins de

p
n

multiplicités inconnues, et l'algorithme 11.4 peut alors s'appliquer ef�cacement.

Propriété 11.3. L'algorithme 11.6 calcule le polynôme caractéristiquePA
car enO (n

p
n) pro-

duits matrice-vecteur avec la matriceA et O
�
n5=2 log(n) log log(n)

�
opérations supplémen-

taires sur le corps.

A nouveau, il manque une borne sur la probabilité de réussite de cet algorithme. Si elle
peut être fournie, alors cet algorithme améliore d'un facteurlog(n) le nombre de produits
matrice-vecteurs dans la complexité de l'algorithme de Villard [115, Theorem 3].

Démonstration.La boucletant que est exécutée au plus
p

n fois. En effet, sinon il y aurait
plus de

p
n facteurs invariants ayant plus de

p
n facteurs irréductibles. Il y a doncO (

p
n)

appels à la fonctionInvFact .
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Algorithme 11.6 : Boîte Noire Adaptatif
Données: A, une matricen � n sur un corps �ni GF(q)
Résultat : PA

car le polynôme caractéristique deA
début

f 1 = InvFact (1)
Factoriserf 1 =

Q k
i =1 Pei

i par l'algorithme de Cantor-Zassenhaus
SoitS = f Pi ; i = 1 : : : kg, j = 2
tant que (# S >

p
n) faire

f j = InvFact (j )
pour tout Pi 2 S faire

Calculer� tel que gcd(Pei
i ; f j ) = P �

i
si � = 0 alors

S = Snf Pi g
sinon

mi += �

j++
Tirer uniformémentk = # S différents� i 2 GF(q) tels quef 1(� i ) 6= 0
Construire la matriceG = [ gi;j ] oùgi;j = log( Pj (� i )) for Pj 2 S
Construire le vecteurb= [ bi ] oùbi = log(det( � i I � A)) �

P
Pj =2 S mj log(Pj (� i ))

RésoudreAx = b
retourner P =

Q
j 2 S P x j

j

Q
j =2 S Pm j

j

�n

La condition de sortie de la boucle assure par ailleurs que la dimension du système loga-
rithmique sera inférieure à

p
n. En prenantk =

p
n dans la proposition 11.2 on obtient la

complexité annoncée.

11.2.4 Améliorations pour la mise en pratique

Dans l'algorithme de Villard, [115], une recherche récursive permet à l'algorithme d'éviter
le calcul de certains facteurs invariants répétés. L'idée est de calculer le premier et le dernier
facteur invariant, puis de calculer les invariants intermédiaires en suivant une découpe dicho-
tomique. Lorsque deux invariants d'ordrei et j sont égaux, la propriété de divisibilité assure
que tous les facteurs invariants intermédiaires leur seront aussi égaux. Ainsi, l'algorithme ne
calcule que

p
n logn au lieu den dans le pire cas. On peut adapter cette recherche pour le cal-

cul des
p

n premiers facteurs invariants dans l'algorithme 11.6 : en pratique cela évite dans de
nombreux cas des calculs inutiles, mais n'améliore pas la complexité asymptotique. En effet,
dans le pire cas, il peut y avoirO (

p
n) facteurs invariants distincts dans les

p
n premiers.

En�n, on peut aussi incorporer dans l'algorithme 11.6 les techniques de la partie 11.2.2. A
la �n de la boucletant que , et avant la construction du système linéaire, on peut calculer
les nullités des petits facteurs (ei di = 1) et tenter une résolution par recherche combinatoire.

En effet, le calcul de la nullité d'un facteur de degré 1 est un simple calcul de rang, plus
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Algorithme 11.7 : Facteurs de degré 1

pour tout Pi 2 S tel quedi ei = 1 faire
mi = � (Pi (A))
S = Snf Pi g

si (# S < T ) alors
Multiplicité des grands facteurs (A; (di ); (0))

économique qu'un déterminant (r = rang(Pi (A)) < n applications de laboîte noire, contren
pour le déterminant). Par ailleurs cela fait décroître la dimension du système logarithmique à
résoudre. La recherche combinatoire est effectuée pour un nombre de facteurs inférieur à un
seuilT qui pourra être déterminé soit par une estimation introspective de la complexité de la
recherche, soit �xé empiriquement. En pratique, nous avons véri�é queT = 5 convenait dans
la plupart des situations. Ces modi�cations ne modi�ent pas la complexité asymptotique mais
rendent l'algorithme plus ef�cace en pratique.
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12
CALCUL BOÎTE NOIRE DANS L'ANNEAU

DES ENTIERS

A nouveau, notre propos n'est pas de fournir de nouvelles méthodes pour le calcul entier,
mais d'adapter des techniques existantes pour pouvoir mettre en pratique nos algorithmes pour
les corps �nis. Nous présentons donc deux méthodes basées sur le calcul des multiplicités :
l'une utilisant directement l'algorithme 11.6 et la remontée multifacteurs de Hensel, proposée
par Storjohann, l'autre appliquant la méthode des multiplicités directement surZ. En�n, nous
donnons les résultats pratiques obtenus dans l'application de ces algorithmes à un problème
concret de théorie des graphes.

12.1 Par le calcul des multiplicités et la remontée de
Storjohann

Comme nous l'avons mentionné dans la partie 9.2.2, Storjohann propose dans [105] une
méthode pour le calcul de la forme normale de Frobenius d'une matrice creuse dansZ. Elle
suppose donnés le polynôme minimal surZ et la forme normale de Frobenius sur un corps �ni
Zp. L'idée est de calculer la partie sans carrés du polynôme minimal dansZ, et son image
s dansZp. Une base pgcd-libre est alors calculée en utilisant [5, §4.8] pour représenter ce
polynôme et les facteurs invariants de la matrice. On applique alors une remontée de Hen-
sel mutlifacteurs (voir par exemple [51, §15.5]) à cette base pour reconstruire le polynômes
dansZ. Ceci est valable si chaque facteur invariant deA dansZ réduit modulop égale le fac-
teur invariant correspondant dansZp. On en déduit alors les facteurs invariants dansZ. Cette
note technique n'étant pas publiée, on pourra aussi se référer à [78, §7.2] où l'algorithme est
rappelé.

Nous appliquons cette idée au calcul du polynôme caractéristique directement, sans passer
par le calcul des facteurs invariants. On utilise donc la base pgcd-libre des avecPA

min mod p
et PA

car mod p. Ainsi, la condition de validité est plus faible, puisqu'il s'agit simplement de
véri�er que l'image dePA

min modulop soit égale au polynôme minimal deA dansZp.
Nous décrivons cette méthode dans l'algorithme 12.1.
Pour le calcul du polynôme minimal surZ, on utilise à nouveau l'algorithme probabiliste

de Wiedemann combiné avec le Théorème des Restes Chinois [40, Theorem 3.3] pour un
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Algorithme 12.1 : Remontée multifacteur et base pgcd-libre
Données: A, une matricen � n dansZ ; PA

min, son polynôme minimal dansZ ; p, un
nombre premier ;PA

car, le polynôme carctéristique deA dansZp ; � , une
borne sur les coef�cients des facteurs dePA

car
Résultat : PA

car, le polynôme caractéristique deA dansZ
début

Calculers la partie sans carré dePA
min

s = s mod p, PA
min = PA

min mod p
Calculer une base pgcd-libre(g1; : : : ; g� ) de(s;PA

min; PA
car), ainsi que les exposants

(f 1; : : : ; f � ) tels quePA
car =

Q
gi

f i

Faire la remontée multifacteurs de Hensel pour obtenir(g1; : : : ; g� ) tels que
s � g1 : : : g� mod pk et (g1; : : : ; g� ) � (�g1; : : : ; �g� ) mod p oùpk > �
retourner PA

car =
Q

gf i
i

�n

coût deO (sdE(n)) opérations binaires, oùs est la taille en bits des coef�cients du poly-
nôme minimal etd son degré. Le polynôme caractéristique dansZp est calculé par l'algo-
rithme 11.6 enO (n1;5E(n)) + O~(n2;5) opérations dansZp. La remontée de Hensel de la
base pgcd-libre nécessiteO~(nk) (où k � logp � ) opérations de mots avec l'arithmétique ra-
pide des entiers et des polynômes [51, Theorem 15.18]. D'après le lemme 9.1, les coef�cients
du polynôme caractéristique et par conséquent ceux du polynôme minimal sont bornés par
s = O (n(log n + log kAk)). Commed est borné parn, le coût dominant est celui du calcul
du polynôme minimal, enO~(n2 logkAkE(n)).

En pratique, les matrices creuses ou structurées peuvent avoir des polynômes minimaux
avec des coef�cients de petite taille, ou de faible degré. C'est le cas par exemple des matrices
d'homologie utilisées dans [40]. Dans ce cas, c'est le calcul du polynôme caractéristique dans
Zp qui peut devenir dominant, et notre approche améliore alors ce coût d'un facteur

p
n, en

comparaison avec l'algorithme dense de calcul de la forme de Frobenius utilisé dans [105].

12.2 Mise en pratique

Comme nous l'avons expliqué dans la partie 9.2.2, la factorisation dePA
min en facteurs irré-

ductibles dansZ est trop coûteuse en théorie. C'est la raison pour laquelle nous avons utilisé
dans l'algorithme précédent, la factoristion de Cantor-Zassenhaus dans un corps �ni, puis une
remontée de Hensel sur la base pgcd-libre uniquement. Mais les excellentes implémentations
de l'algorithme de Hensel, comme celles de la bibliothèqueNTL le rendent envisageable en
pratique dans de très nombreuses situations. Ainsi, une démarche alternative consiste à décom-
poser le polynôme minimal en facteurs irréductibles dansZ, puis à chercher les multiplicités
de ces facteurs dans le polynôme caractéristique en appliquant les méthodes du chapitre 11
dans un corps �niZp oùp est tiré aléatoirement. Cela revient à faire faire effectuer la remontée
de Hensel de l'algorithme 12.1 par l'algorithme de factorisation de la bibliothèqueNTL.
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12.3 Application et expérimentations

Pour illustrer l'ef�cacité en pratique de cette méthode, nous l'avons appliquée à un pro-
blème de la théorie des graphes que nous rappelons dans la partie 12.3.1. Nous donnons ensuite
les résultats expérimentaux dans la partie 12.3.2.

12.3.1 La conjecture des cubes symétriques cospectraux

Ce problème qui nous a été soumis par G. Royle est décrit dans [4] ainsi que sur sa page
internet1.

Nous rappelons d'abord quelques dé�nitions :

Dé�nition 12.1. Soit X un graphe àn sommets dont les ensembles de sommets et d'arêtes
sont respectivementV(X ) etE(X ).

– On dé�nit la kième puissance symétriqueX f kg de X , comme le graphe dont les som-
mets correspondent aux

� n
k

�
k-sous-ensembles deV(X ). Deux sommets sont reliés par

une arête si et seulement si la différence symétrique des sous-ensembles correspondant
appartient àE(X ).

– On dé�nit le spectre du grapheX comme le spectre de sa matrice d'adjacence.
– X est un graphe fortement régulier de paramètres(n; k; a; c) si il n'est ni complet ni vide,

et le nombre de voisins de deux sommetsx ety estk, a ouc, selon quex ety sont égaux,
adjacents ou distinct et non adjacents.

La dé�nition de lakième puissance symétrique permet de généraliser la notion de marche
aléatoire dans un graphe oùk jetons sont placés surk sommets distinct du graphe. Unek-
marche est une séquence alternée de sous-ensemblesVi dek sommets deV(X ) et d'arêtesei 2
E(X ) : (V0; e1; V1; e2; : : : ; en ; Vn ), tels que la différence symétrique entreVi etVi � 1 est l'arête
ei . Ainsi unek-marche dansX est plus simplement vue comme une1-marche dansX f kg.
Les puissances symétriques des graphes apparaissent dans l'étude des systèmes Hamiltoniens
d'interaction en mécanique quantique [4, §12] : les superpositions d'états sont représentées
par lesk-sous-ensembles deV(X ). L'évolution d'un système quantique correspond à unek-
marche dansX et peut être représentée par une1-marche dansX f kg.

Par ailleurs, les puissances symétriques de graphes ouvrent aussi des perspectives dans la
résolution du problème d'isomorphisme de graphe.

Problème 12.1.Trouver un algorithme polynomial déterminant si deux graphes sont iso-
morphes.

Les propriétés spectrales d'un graphe ne suf�sent pas à déterminer sa classe d'isomor-
phisme, mais celles de ses puissances symétriques contiennent plus d'information. Si l'on
trouve un degrék tel que le spectre de lakième puissance symétrique décrive la classe d'iso-
morphisme du graphe, alors on dispose d'un algorithme polynomial pour résoudre le problème
de l'isomorphisme.

A l'inverse, si tel n'est pas le cas, cela signi�e que pour toutk, il existe une in�nité de paires
de graphesX etY non-isomorphes, telles queX f kg etY f kg sont cospectraux.

1http ://www.csse.uwa.edu.au/ gordon/sympower.html
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L'équipe de Audenaert, Godsil, Royle et Rudolph ont abordé cette question en testant cette
hypothèse sur une classe de graphes non isomorphes mais partageant de nombreuse propriétés
spectrales : les graphes fortement réguliers. Dans [4], ils montrent qu'il existe une in�nité de
paires de graphes ayant des carrés symétriques cospectraux, en montrant que toute paire de
graphes fortement réguliers ayant mêmes paramètres sont non seulement cospectraux (résultat
classique) mais ont des carrés symétriques cospectraux.

En revanche, pourk = 3, on s'attendrait à trouver une in�nité de paires de graphes ayant des
cubes symétriques cospectraux, mais les auteurs n'en ont trouvé aucune pour tous les graphes
fortement réguliers ayant jusqu'à 29 sommets. Pour ce faire, ils ont calculé les spectres de
chacun de ces graphes en comparant ceux des graphes ayant les mêmes paramètres. Le tableau
12.1 décrit le nombre de chacun de ces graphes et la dimension de la matrice d'adjacence de
leur cube symétrique. A partir de 35 sommets, la dimension devenait trop importante, et le

Paramètres Nombre de graphes
� n

3

�

(5, 2, 0, 1) 1 10

(9, 4, 1, 2) 1 84

(10, 3, 0, 1) 1 120

(13, 6, 2, 3) 1 286

(15, 6, 1, 3) 1 455

(16, 5, 0, 2) 1 560

(16, 6, 2, 2) 2 560

(17, 8, 3, 4) 1 680

(21, 10, 3, 6) 1 1330

(21, 10, 5, 4) 1 1330

(25, 8, 3, 2) 1 2300

(25, 12, 5, 6) 15 2300

(26, 10, 3, 4) 10 2600

(27, 10, 1, 5) 1 2925

(28, 12, 6, 4) 4 3276

(29, 14, 6, 7) 41 3654

(35, 16, 6, 8) 3854 6545

(36, 10, 4, 2) 1 7140

(36, 14, 4, 6) 108 7140

(36, 14, 7, 4) 1 7140

(36, 15, 6, 6) 32548 7140

TAB . 12.1– Nombre de graphes fortement réguliers ayant moins de36sommets
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calcul trop lent pour effectuer les 3854 calculs avec les outils logiciels existants. C'est à ce
niveau que nous avons pu mettre en œuvre nos algorithmes implémentés dans la bibliothèque
L INBOX, comme nous le décrivons dans la partie 12.3.2. Ceux-ci nous ont permis de véri�er
qu'aucune paire de graphe fortement régulier ayant jusqu'à 36 sommets n'ont des cubes symé-
triques cospéctraux. Cette constatation prend plus de force dans la mesure ou elle porte36 582
graphes, au lieu des72étudiés jusque là.

12.3.2 Résultats expérimentaux

Banc d'essai pour les algorithmes creux

Les matrices d'adjacence des cubes symétriques de graphes fortement réguliers nous ont
d'abord servi de banc d'essai pour expérimenter les algorithmesboîte noireprésentés dans
cette partie. Les matricesEX1, EX3, EX5 sont les matrices d'adjacence des cubes symé-
triques de graphes de paramètres (16,6,2,2), (26,10,3,4) et (35,16,6,8). Leurs dimensions sont
respectivement560 =

� 16
3

�
; 2600 =

� 26
3

�
et 6545 =

� 35
3

�
.

Nous avons implémenté les algorithmes en utilisant la bibliothèque LINBOX pour la mani-
pulation desboîtes noireset les calculs d'algèbre linéaire. La factorisation des polynômes est
effectuée par la bibliothèqueNTL. Pour ces matrices particulières nous avons indiqué aux algo-
rithmes de LINBOX que la matrice représentée est symétrique, permettant ainsi d'économiser
la moitié des produits matrice-vecteur dans la plupart des algorithmes (rang, déterminant, po-
lynôme minimal).

Matrix EX1 EX2 EX3 EX4 EX5

n : dimension 560 560 2600 2600 6545

d : degré du polynôme minimal 54 103 1036 1552 2874

! : # nombre d'éléments non nuls par ligne15,6 15,6 27,6 27,6 45,2

Polynôme minimal surZ 0,11s 0,26s 117s 260s 5002s

Factorisation dansZ 0,02s 0,07s 9,4 18,15 74,09s

Nullité et recherche combinatoire 3,37s 5,33s 33,2s 30,15s 289s

Total 3,51s 5,66s 159,4s 308,11s 5366s

Système logarithmique 3,46s 4,31s 64,0s 57,0s 647s

Total 3,59s 4,64s 190,4s 336,4s 5641s

TAB . 12.2– Temps de calculs des différents modules de l'algorithme boîte noire sur un P4-
3,2GHz-1Go

Nous donnons dans le tableau 12.2 les temps de calcul des différents modules décrits dans
le chapitre 11. Pour chaque matrice, deux calculs différents sont comparés : ils ont en commun
le calcul du polynôme minimal et sa factorisation dansZ. Pour déterminer les multiplicités des
facteurs irréductibles, l'un utilise l'algorithme 11.5 et l'autre l'algorithme 11.4. On constate
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que la détermination des multiplicités peut être l'opération dominante, comme c'est le cas avec
la matriceEX1 dont le polynôme minimal est de faible degré. Selon la structure des facteurs
irréductibles, la méthode des nullités combinée avec la recherche combinatoire peut être plus
rapide que la résolution du système logarithmique. Ces remarques justi�ent l'approche de la
partie 11.2 qui permet de tirer parti des avantages des deux méthodes en les combinant.

Nous comparons maintenant les performances de ces implémentations totalementboîte
noireavec celles présentées dans la partie 9.3 où la varianteHPC-BNavait introduit l'intérêt de
l'approcheboîte noiresur des matrices creuses. Le tableau 12.3 montre le gain apporté par les

Matrice n ! HPC-BN nullité-rec-comb. système-log.

A = 08blocks 300 1,9 0,32s 0,08s 0,07s

A t A 300 2,95 0,81s 0,12s 0,12s

B = ch5-5.b3 600 4 4,4s 1,52s 1,97s

B t B 600 13 2,15s 3,96 7,48s

TF12 552 7,6 6,8s 5,53s 5,75s

mk9b3 1260 3 31,25s 10,51s 177s

Tref500 500 16,9 65,14s 25,14s 25,17s

TAB . 12.3– Comparaison entreHPC-BNet les algorithmes boîte noire sur un Athlon-1,8-
GHz-2Go

implémentationsboite noireen comparaison avecHPC-BN, pourtant déjà la meilleure dans les
tableaux 9.2 et 9.3. A nouveau, la structure des facteurs irréductibles du polynôme minimal de
chaque matrice implique des comportements différents. Ainsi, l'algorithmesystème-log
est parfois comparable à celui des nullités, voire plus rapide, mais il peut être aussi beaucoup
plus lent comme sur la matriceB t B et surtoutmk9b3.

Recherche des cubes symétriques cospectraux

Ces premières expérimentations ont laissé entrevoir que la recherche de cubes symétriques
cospectraux parmi les graphes fortement réguliers de 35 ou 36 sommets était réalisable. Nous
avons donc mis en œuvre un calcul parallèle permettant d'effectuer une recherche exhaustive
parmi les 3854 graphes à 35 sommets. La démarche adoptée consistait d'abord à sélectionner
les graphes remplissant une condition nécessaire pour la cospectralité : leur polynôme caracté-
ristique évalué en une valeur aléatoire dans un corps �ni doivent être égaux. Ainsi la première
phase consistait à tirer un nombre premierp de 20 bits aléatoirement et une valeur� 2 Zp, et
de calculer lesvi = det( �I � A i ) pour toutes les matricesA i considérées. Le parallélisme ne
consiste alors qu'à distribuer chacun de ces calcul de déterminant sur les différents processeurs
utilisés. Parmi les paires restantes, on peut à nouveau appliquer cette méthode avec une autre
valeur pour� . Ce n'est que sur les éventuels derniers candidats que l'on calculera le polynôme
caractéristique a�n de véri�er qu'ils ont les mêmes spectres.

Pour le calcul des déterminants, nous avons utilisé l'algorithme de Wiedemann [119] com-
biné avec un préconditionnement cyclique rendant les polynômes minimaux et caractéristiques
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égaux (voir [12] à ce sujet). En testant si le degré du polynôme minimal calculé est égal àn, on
a un certi�cat du résultat. Ainsi, l'algorithme est probabiliste du type Las-Vegas : le résultat re-
tourné est toujours correct, mais plusieurs calculs peuvent être nécessaires. L'implémentation
de l'algorithme de Wiedemann est spécialisée pour les matrices symétriques, ce qui permet
d'économiser la moitié des produits matrice-vecteurs. De plus les matrices sont représentées
par des boîtes noires dont le produit matrice-vecteur tient compte du fait que les coef�cients
sont dans l'ensemblef 0; 1g.

Le test des 3854 matrices de paramètre (35,16,6,8) a été effectué en 131,35 heures CPU
d'un Itanium2 cadencé à 1,5Ghz (soit 16h25 effectives sur les 8 processeurs). Pour toutes les
matricesA i , nous avons calculédet(A + 26 2139I ) mod 1 048 573. Parmi les 3854 résultats,
14 paires étaient identiques. Pour ces matrices, nous avons ensuite calculédet(A i + 26 2147I )
mod 1 048 571et aucune paire ne restait identique. Il n'a donc fallu que 3866 calculs de dé-
terminants pour véri�er qu'aucun polynôme caractéristique n'était égal.

De la même façon, le test des32 548matrices de paramètres (36, 15, 6, 6) a été effectué
en 588 heures : après un premier calcul desdet(A + 1234547I ) mod 67 108 859, il restait
12 paires identiques et le calcul dedet(A + 1234543I ) mod 67 108 819les a toutes distin-
guées. Ainsi nous avons véri�é qu'il n'y a pas de graphes fortement réguliers ayant au plus 36
sommets, dont les cubes symétriques sont cospectraux.
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Nous avons présenté dans ce mémoire la mise en œuvre du calcul ef�cace du polynôme
caractéristique dansZ.

Elle a d'abord consisté en l'introduction d'un ensemble de routines de base pour l'algèbre
linéaire dense dans un corps �ni. Nous avons proposé une démarche de conception basée sur
une prise en compte d'optimisations tant algorithmiques que matérielles, pour un ensemble
restreint de routines, ainsi qu'une utilisation intensive de réductions à ces routines. Cette struc-
turation débouche sur des algorithmes adaptatifs utilisant des seuils de différentes natures dont
la détermination précise est essentielle.

L'utilisation des routines de base du calcul numérique, couplée à une analyse �ne des bornes
sur les calculs intermédiaires des algorithmes, permet d'approcher sur des corps �nis les per-
formances des routines numériques. Par la réduction des constantes dans les complexités et
l'utilisation de l'arithmétique matricielle rapide, elles peuvent même être dépassées.

Au delà de ses applications propres en calcul discret (théorie des graphes, cryptographie,
etc), le calcul exact est aussi complémentaire au calcul approché multiprécision dans la réso-
lution de certains problèmes numériques mal conditionnés dans la mesure où il permet l'utili-
sation d'une algèbre linéaire ef�cace.

Pour le calcul du polynôme caractéristique de matrices denses, nous avons comparé plu-
sieurs algorithme de type Krylov sur des corps �nis, tirant leur ef�cacité de ces routines de
base. Grâce à une estimation �ne de la taille des coef�cients du polynôme caractéristique
dansZ, nous en avons déduit un premier algorithme déterministe. Les performances dépassent
celles des meilleures implémentations disponibles actuellement. De plus l'approche probabi-
liste, certi�ant une probabilité d'erreur négligeable en pratique, améliore ces performances, en
particulier en tirant parti des spéci�cités des données.

En�n, pour le calcul avec des matricesboîte noire, un algorithme adaptatif est proposé,
combinant les avantages de différentes méthodes basées sur des calculs de polynômes mini-
maux, de rangs et de déterminants. En particulier, une méthode basée sur le calcul d'index est
proposée et permet d'ores et déjà d'atteindre une grande ef�cacité en pratique. Par exemple,
ces algorithmes ont été mis en application pour un problème de théorie des graphes, sur des
classes de matrices qu'aucun logiciel ne pouvait manipuler jusque là. L'étude de la probabilité
de réussite de cet algorithmeboîte noirereste cependant à �nir.

Les points essentiels que nous avons dégagés dans cette étude sont les suivants :

1. Le produit matriciel sur des corps �nis, ainsi que les résolutions de systèmes triangu-
laires multiples, la décompositionLQUPet l'inversion matricielle peuvent être effectués
avec des performances avoisinant celles des BLAS numériques et de LAPACK.

2. L'algorithme de Winograd peut être employé pour améliorer ces performances. Nous
précisons le domaine de validité de son utilisation sans réduction modulaire.

3. Des réductions au produit matriciel permettent de faire béné�cier de multiples autres
calculs (pro�l de rang, base du noyau, multiplications triangulaires, inversions, . . .) de
ces performances.

4. Il est réaliste d'envisager la résolution exacte de certains problèmes numériques mal
conditionnés.

5. Dans un corps �ni, l'algorithmeLU-Krylov , basé sur une méthode de Krylov et des
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opérations par blocs est plus ef�cace que l'algorithme de Keller-Gehrig par branche-
ments.

6. La forme de Kalman d'un problème de contrôle d'un système différentiel linéaire peut
être calculée enO (n! logn) opérations algébriques.

7. L'algorithme rapide de Keller-Gehrig est intéressant en pratique. Nous présentons une
relaxation des conditions de généricité et une approche adaptative pour traiter les situa-
tions de blocage.

8. La taille du plus grand coef�cient du polynôme caractéristique d'une matrice entière
dépasse d'au plus0:21163175n2 bits celle de son déterminant.

9. La factorisation du polynôme minimal entier par la remontée de Hensel, permet d'obte-
nir des algorithmes ef�caces en pratique pour de nombreux cas.

10. Sous l'hypothèse de la généralisation des projections de blocs ef�caces au cas des trans-
formation de similitude, la complexité algébrique du calcul du polynôme caractéristique
d'une matriceboîte noireest réduite àO~(n2;1365).

11. Des algorithmes adaptatifs, pour la recherche des multiplicités des facteurs polynôme
minimal, permettent d'atteindre une grande ef�cacité pour le calcul du polynôme carac-
téristique de matriceboîte noireen pratique.

En outre, ces travaux ont permis de dégager un certain nombre de questions qui constituent
autant de perspectives.

1. La résolution exacte de problèmes numériques mal conditionnés est possible lorsque
les coef�cients du problème sont du même ordre de grandeur (par exemple entre10� 20

et 1020). Dans le cas contraire, les coef�cients entiers du problème exact pourraient
être trop grands ce qui pénaliserait la méthode exacte. Il faudrait alors étudier des tech-
niques de raf�nement en séparant le problème par ordres de grandeur, comme le suggère
Schatzman. De manière plus générale, il manque une étude approfondie de la relation
entre le nombre de conditionnement et la complexité des méthodes exactes.

2. Nous avons pu esquisser des techniques pour relâcher la contrainte de généricité dans
l'algorithme rapide de Keller-Gehrig. Supprimer ces contraintes est d'un intérêt mul-
tiple : au niveau pratique, on obtiendrait l'algorithme le plus ef�cace sur un corps �ni, et
au niveau théorique, on pourrait obtenir la complexitéO (n! ) dans tous les cas, ce qui ré-
soudrait le dernier problème canonique de réduction au produit matriciel, en complexité
algébrique.

3. Les algorithmes probabilistes que nous avons présentés reposent sur un calcul proba-
biliste de typeMonte Carlodu polynôme minimal, puis sur le calcul de multiplicités.
L'information apportée par ces dernières permet de détecter de nombreux cas d'échec
de l'algorithme de calcul du polynôme minimal. Si l'on parvenait à détecter tous ces cas,
on pourrait alors certi�er le polynôme minimal grâce au calcul du polynôme caractéris-
tique et l'algorithme serait alors du typeLas Vegas.

4. La généralisation de l'utilisation des projections de blocs ef�caces au cas des transfor-
mation de similitude permettrait de réduire l'exposant de la complexité algébrique du
calcul du polynôme caractéristique de matricesboîte noire.
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5. Dans nos algorithmesboîte noire, nous avons utilisé la remontée de Hensel pour la fac-
torisation en polynômes irréductibles du polynôme minimal, pour des raisons de simpli-
cité de mise en œuvre. Il est pourtant préférable de cantonner cette remontée à une base
pgcd-libre décrivant le polynôme minimal et le polynôme caractéristique, comme l'a
montré Storjohann. Cette idée doit être validée en pratique et doit permettre d'améliorer
encore l'ef�cacité des implémentations.

6. La méthode du système logarithmique pour le calcul des multiplicités, permet d'at-
teindre à la fois une complexité intéressante, et une ef�cacité en pratique d'autant plus
grande qu'elle peut être combinée avec d'autres méthodes complémentaires. Il reste à
compléter l'analyse de sa probabilité de réussite.
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