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Introduction

Une variété complexe projective X est dite de Fano si elle est normale
et si son diviseur anticanonique —K x est de Cartier et ample. On sait qu’il
existe seulement un nombre fini de familles de variétés lisses, de Fano et de
dimension donnée. Cependant ces familles sont seulement connues jusqu’en
dimension 3.

Les variétés toriques donnent beaucoup d’exemples de variétés de Fano.
Plus précisément, V. Batyrev a classifié les variétés toriques de Fano de di-
mension n en termes des polytopes réflexifs de dimension n [Ba94] : ce sont les
polytopes convexes de R" a sommets dans Z" contenant 0 dans leur intérieur
et tels que leur polytope dual vérifie les mémes hypotheses.

De plus, certaines propriétés ou certains invariants géométriques des varié-
tés toriques de Fano, comme la lissité, le nombre de Picard ou le degré, se
lisent facilement sur le polytope réflexif associé. Cela a permis a O. Debarre
de majorer le degré (—Kx)® des variétés toriques lisses de Fano en fonction de
la dimension d et du nombre de Picard [De03]. D’autre part, C. Casagrande a
récemment donné une majoration optimale du nombre de Picard des variétés
toriques Q-factorielles et de Fano en fonction de la dimension [Ca06].

Cette these a pour but de généraliser tous ces résultats aux variétés ho-
rosphériques. Soit G un groupe algébrique réductif connexe. Un G-espace
homogene est dit horosphérique de rang n si c’est un fibré en tores (C*)"
sur une variété de drapeaux. Voici quelques exemples d’espaces homogenes
horosphériques G/H :



‘ ‘ G ‘ H ‘rang‘ dimension ‘

1 (CH™ {1} n n
2 G un sous-groupe parabolique P 0 dimG — dim P
1 %
3 SLo Uz{( 01 )} 1 2
4] SLyx C* Uz{((l) T)}x{l} 2 3
1 % 1 %

5| SLy x SLy U={(01)}x{<0 1)} 2 4

1 % %
6 SLs U={| 01 % |} 2 5

0 01

Une variété horosphérique est un plongement d’un espace homogene ho-
rosphérique G/H, c’est-a-dire une G-variété normale contenant une orbite
ouverte isomorphe & G/H ; son rang est celui de G/H. Parmi les variétés
horosphériques, on compte les variétés toriques (lorsque G/H est un tore :
exemple 1) et les variétés de drapeaux (exemple 2). Ces derniéres sont lisses
et de Fano.

Les variétés horosphériques font partie de la famille des variétés sphériques.
Les plongements d’un espace homogene sphérique G/ H fixé ont été classifiés
en termes d’éventails coloriés par D. Luna et T. Vust [LV83]. Lorsque G/H
est horosphérique de rang n, on montre que les plongements de Fano de G/H
sont classifiés en termes de certains polytopes rationnels, dits G/ H-réflexifs
(voir la définition 3.3). Ces polytopes sont de dimension n (tout comme les
éventails coloriés). Il est important de remarquer que la dimension de G/H
est plus grande que n, avec égalité si et seulement si G/H est un tore; dans
ce dernier cas, les polytopes G /H-réflexifs sont les polytopes réflexifs définis
par V. Batyrev. A rang égal, les polytopes G/H-réflexifs peuvent étre beau-
coup plus nombreux que les polytopes réflexifs. Lorsque G et H sont comme
dans I'exemple 6, il y a, & automorphisme pres, 398 polytopes G/ H-réflexifs
(calcul effectué dans la partie 6.3). En comparaison, on compte seulement 16
polytopes réflexifs de dimension 2.

V. Alexeev et M. Brion ont montré que I’ensemble des classes d’isomor-
phisme des variétés sphériques de Fano de dimension fixée est fini [AB04].
On verra que la classification précédente permet d’avoir une version effective
de ce résultat pour les variétés horosphériques de Fano dont ’orbite ouverte
est fixée.



Dans le premier chapitre de la these, on présente la classification de Luna
et Vust dans le cas d’un espace homogene horosphérique G/H.

Un critere de lissité est donné pour les variétés horosphériques dans le
second chapitre. Ce critére, qui généralise le résultat de F. Pauer [Pa83],
a aussi été obtenu récemment par D. Timashev [Ti06, th. 28.3]. On montre
aussi que, comme dans le cas torique, toute sous-variété irréductible et stable
par G d’une variété horosphérique lisse, est aussi lisse.

Dans le chapitre suivant, on classifie les plongements de Fano de G/H
en termes de polytopes G/H-réflexifs, et on donne une borne explicite du
nombre de classes d’isomorphisme de plongements de Fano de G/H.

Grace a cette classification, on démontre les résultats suivants, dans le
chapitre 4.

Théoreme 0.1. Soit X une variété horosphérique de Fano, localement fac-
torielle, de dimension d, de rang n et de nombre de Picard p.
St p>1 alors

(—Kx)* < d!d* ™.

Sip=1,ona
(=Kx)* < d!'(d+ 1),

Remarquons qu’une variété lisse est toujours localement factorielle. La
réciproque est vraie pour les variétés toriques mais elle est fausse pour les
variétés horosphériques.

Théoreme 0.2. Soit X une variété horosphérique de Fano, Q-factorielle, de
dimension d, de rang n et de nombre de Picard p. On a

p<n+d<2d

avec p = 2d si et seulement si d est paire et X = (S3)%? on Sy est I’éclatement
de P? en trois points non alignés.

Les preuves de ces deux résultats sont inspirées de celles des résultats ana-
logues dans le cas torique ([De03], [Ca06]). Il faut prendre en compte le fait
que les polytopes G/H-réflexifs ne sont pas a sommets entiers comme dans
le cas torique. Cependant, les sommets non entiers sont parmi un nombre
fini de points rationnels qui dépendent seulement de G/H, ce qui permet



de controler les changements qui apparaissent entre les cas torique et ho-
rosphérique. On utilisera alors des arguments de géométrie convexe ainsi que
des éléments de combinatoire sur les groupes algébriques réductifs.

On remarquera que les variétés de nombre de Picard 1 sont souvent
étudiées a part : quelles sont ces variétés ? Les seules variétés toriques lisses
et de nombre de Picard 1 sont les espaces projectifs. Par contre, parmi les
variétés horosphériques lisses de nombre de Picard 1, on compte les variétés
de drapeaux G/P avec P maximal, mais aussi des variétés non homogenes.
L’étude de ces variétés est en cours.

Dans le chapitre 5, on démontre le résultat suivant.

Théoreme 0.3. Soient X une variété horosphérique projective de rang n, et
D un diviseur de Cartier et ample. Alors (n — 1)D est trés ample.
St de plus X est localement factorielle, alors D est trés ample.

Dans le cas torique, la premiere partie de ce théoreme est due a G. Ewald
et U. Wessels [EW91], et la deuxieéme partie & M. Demazure [De70]. On uti-
lisera un résultat combinatoire de [EW91] pour démontrer ce résultat.

Une question naturelle se pose : est-ce que ces trois théoremes peuvent se
généraliser aux variétés sphériques?

La premiere assertion du théoreme 0.3 reste vraie pour les variétés sphéri-
ques. Quant au reste, on sait que toute variété sphérique de Fano X dégénere
en une variété horosphérique (ou méme torique) X, qui est projective et Q-
Fano, c’est-a-dire, il existe un entier positif k tel que —kKx, est de Cartier
et ample [BA04]. Mais I’entier k peut étre tres grand, et la variété X, est en
général tres singuliere. Ainsi tous ces résultats ne sont qu’une premiere étape
dans la classification des variétés sphériques de Fano.

Enfin dans les deux derniers chapitres (6 et 7), on étudie quelques exem-
ples en rang 2. Le chapitre 6 est consacré au calcul de polytopes G/ H-réflexifs
pour trois espaces homogenes horosphériques particuliers : (SLy x C*)/U,
(SLy x SLy)/U et SL3/U (exemples 4, 5 et 6). Dans le dernier chapitre, on
montre que les plongements projectifs de (SLy x C*)/U et (SLy x SLy)/U
sont toriques. Il faut aller jusqu’en dimension 5 pour obtenir des exemples de
variétés horosphériques lisses, de Fano et de rang 2, qui ne sont pas toriques
(par exemple les plongements de SL3/U). On obtient la liste des 16 plonge-
ments lisses de Fano de (SLy x C*)/U. Ensuite on étudie quelques exemples
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de plongements de Fano de SL3/U, et on explique comment décrire les 27
plongements lisses de Fano de SL3/U en termes d’éclatements de centres
(lisses) et G-stables. Ce dernier point n’est pas surprenant, car on sait que
tout morphisme propre birationnel et G-équivariant entre variétés sphériques
lisses de rang 2 est une suite d’éclatements de sous-variétés irréductibles et
stables par G [Br94|.
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Chapitre 1

Notations

Toutes les variétés considérées sont des variétés algébriques sur C.

On se donne un groupe algébrique G réductif (c’est-a-dire qui ne contient
aucun sous-groupe distingué isomorphe a C") et connexe sur C, un sous-
groupe de Borel B de GG, un tore maximal 7" de B et le radical unipotent
U de B. On note R ’ensemble des racines de (G,T), R* I’ensemble des
racines positives (c’est-a-dire ’ensemble des racines de (B, T)), S ’ensemble
des racines simples, A (respectivement A1) le groupe des caracteres de B ou
de T (respectivement ’ensemble des caractéres dominants) et W le groupe
de Weyl de (G, T). Pour toute racine simple «, on note & sa coracine et wq
le poids fondamental associé a .

Pour tout sous-groupe fermé H de G, Ng(H) désigne le normalisateur de
H dans G, et R,(H) est le radical unipotent de H.

Lorsque I C S, on note W, le sous-groupe de W engendré par les réflexions
simples s, pour tout o € I, et de méme R; (respectivement R}) désigne I’en-
semble des racines (respectivement positives) qui sont combinaisons linéaires
des racines simples de I. On note P; le sous-groupe parabolique de G en-
gendré par B et W;. Alors I — P est une bijection entre ’ensemble des
parties de S et I’ensemble des sous-groupes paraboliques contenant B [Sp98,
th. 8.4.3].

Pour tout caractére dominant A, on note V(A) le G-module simple de
plus grand poids A [Hu75, ch.XI], et V(\)* son dual. On désigne par v, un
vecteur propre de V() de poids A, et le stabilisateur de la droite Cuvy est
un sous-groupe parabolique de G contenant B qu’on note P(\). En écrivant
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A=) cs TaWa, les 1, étant des entiers positifs ou nuls, on a P(\) = P; ou
I est I'ensemble des racines simples « telles que z, soit nul.

Les G-modules considérés seront toujours rationnels et de dimension finie.
Si V est un G-module, on note V¢ (respectivement VV) Pensemble des points
fixes de V sous l'action de G (respectivement U), et V(B) Iensemble des
vecteurs propres de V' sous l'action de B. Comme V' est semi-simple, on a
une décomposition en G-modules simples (ou les m, sont des entiers positifs
ou nuls) :

V=P v®™ et VY= P (Cun)®m™.

AeAt AEAT

Définition 1.1. Un sous-groupe fermé H de G contenant U est dit ho-
rosphérique. Dans ce cas, on dit aussi que I’espace homogene G/H est ho-
rosphérique.

Exemple 1.2. Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B et soient
X1,-- -, Xn des caracteres de P. Alors l'intersection des noyaux des y; dans
P est un sous-groupe horosphérique.

En fait tout sous-groupe horosphérique H est de cette forme.

Proposition 1.3. Soit H un sous-groupe horosphérique de G. Il existe un
unique sous-groupe parabolique P contenant B tel que H soit [’intersection
de noyauz de caractéres de P. De plus, P = Ng(H).

Démonstration. D’apres le théoréme de Chevalley [Hu75, 11.2], il existe un
G-module V' et une droite L de V telles que H soit le stabilisateur de L,
c'est-a-dire H = {x € G| z.L = L}.

Décomposons V' en somme directe de G-modules simples :

V= vnem,

xeAd

avec my non nul pour tout A dans un sous-ensemble fini Aj de A*T. Comme
UCH,onalL CVY=8,.,+(Cv,)®™. Soit Af C Ay un sous-ensemble
minimal tel que L C @,¢,+(Cvx)®™. Alors il existe V' = @©,,+V(A) C V
tel que la projection L' de L sur V' vérifie H = {x € G | x.L' = L'}. On peut
donc supposer que L est engendrée par un vecteur de la forme ), A GAUX
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avec tous les ay # 0. Notons P = [,c,+ P(A).
Montrons que P convient. Le théoreme de Chevalley nous dit que

H = {zeG|3(z) € C, zv= X(x)v}
= {ze () PN VA peA], Az) = p(z)}.

AeAf

Soit 1 € Ay, alors H = [,z ker(A — p) C P.
Montrons que P = Ng(H). On a clairement P C Ng(H), de plus R,(H) =
R,(P) et P = Ng(R,(P)), donc Ng(H) C Ng(R,(H)) = P. 0O

Définition 1.4. Soit H un sous-groupe horosphérique. On note I le sous-
ensemble de S tel que P = P;. Puis on définit M comme ’ensemble des
caracteres de P dont la restriction a H est triviale; c’est un sous-réseau de
A. On note N le réseau dual de M. Le rang de M est appelé le rang de G/ H ;
on le note n. On notera aussi d la dimension de G/H, on a évidemment

d=n+dim(G/P) =n+ {(R"\R]). (1.4.1)
On pose Mg := M ®z R et Ng := N ®zR.

Remarque 1.5. L’espace homogene G/H est ’espace total d’une fibration
sur la variété de drapeaux G/ P de fibre le tore P/H. Ce dernier est isomorphe
au tore dual de M par I'application :

P/H — {homomorphismes de groupes M — C*}
pH +— X = x(p)].

On va classifier les espaces homogenes horosphériques G/H en termes de
sous-réseaux de A et de sous-ensembles de S.

Proposition 1.6. La constuction ci-dessus qui a un espace homogene ho-
rosphérique G/H associe le couple (M, I) définit une bijection de ’ensemble
des G-espaces homogénes horosphériques sur l’ensemble des couples (M, I),
ou I est un sous-ensemble de S et M un sous-réseau de A tel que pour tous
acletyxyeM, (x,a)=0.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour tout xy € A, la condition

(x, &) = 0 pour « € I est équivalente au fait que y s’étend en un caractere
de P[.
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Ensuite, a un couple (M, I) vérifiant cette condition, on associe 'espace
homogene horosphérique G/H, ot H est I'intersection des noyaux des ca-
racteres x € M dans P;. On vérifie alors facilement que les deux applications
sont inverses l'une de l'autre. O

Définition 1.7. Un plongement d'un espace homogene G/H est un couple
(X,z), ou X est une G-variété algébrique normale et = est un point de X,
tels que l'orbite de x dans X soit ouverte et isomorphe a G/H.

Deux plongements (X, z) et (X', z') sont isomorphes s’il existe un isomor-
phime G-équivariant de X sur X' qui envoie z sur z’.

Une variété horosphérique est une G-variété algébrique normale qui con-
tient une orbite ouverte isomorphe a un espace homogene horosphérique. Le
rang d’une variété horosphérique est le rang de sa G-orbite ouverte.

Un espace homogene G/ H est dit sphérique s’il contient une orbite ouverte
sous l'action d’un sous-groupe de Borel B de G. Une wvariété sphérique est
une G-variété algébrique normale qui contient une orbite ouverte isomorphe
a un espace homogene sphérique. Toute variété horosphérique est sphérique ;
ceci résulte en effet de la décomposition de Bruhat.

Remarque 1.8. Soit (X, z) est un plongement d’un espace homogene sphé-
rique (respectivement horosphérique) G/H. Alors X est une variété sphérique
(respectivement horosphérique).

Inversement, soit X une variété sphérique (respectivement horosphérique).
Soit z un point de 'orbite ouverte de X. Notons H le stabilisateur de z
dans G. Alors, G/H est un espace homogene sphérique (respectivement ho-
rosphérique), et (X, z) est un plongement de G/H. Il faut remarquer que la
classe d’isomorphisme du plongement (X, z) dépend du choix de z. En effet,
soit ' un autre point de l'orbite ouverte de X. Les plongements (X, z) et
(X, 2') sont isomorphes si et seulement si le stabilisateur de z' dans G est
aussi H ; autrement dit si et seulement si on a 2’ = p.z, ou p € P = Ng(H).
Ainsi, il ne faut pas confondre « classe d’isomorphisme de plongements de
G/H » et « classe d’isomorphisme de variétés horosphériques dont ’orbite
ouverte est isomorphe & G/H ».

Dans la suite de la these, le point d’'un plongement est sous-entendu :
« soit X un plongement de G/H » signifie rigoureusement « soit (X, z) un
plongement de G/H ».

La classification des plongements d’un espace homogene sphérique fixé
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est obtenue par I’étude de leurs orbites sous les actions de G et B, mais aussi
de leurs diviseurs irréductibles stables sous ces actions.

Définition 1.9. Soit G/H un espace homogene sphérique. On note D 1’en-
semble des diviseurs irréductibles de G/H qui sont stables par B mais non
par G. Les éléments de D sont appelés couleurs.

Soit X un plongement de G/H. On note Xy, ..., X, les diviseurs irréduc-
tibles de X stables par G. On peut identifier D avec l’ensemble des di-
viseurs irréductibles de X qui sont stables par B mais non par G. Ainsi,
DU{Xy,...,X,,} est 'ensemble des diviseurs irréductibles B-stables de X.

Une couleur de X est une couleur qui contient une G-orbite fermée.

Remarque 1.10. Attention, ’ensemble des couleurs de G/H est vide. En
effet, toute couleur D € D est de codimension 1 donc D ne contient pas
G/H (unique orbite fermée du plongement G/H). Lorsqu’on aura besoin de
préciser a partir de quel espace homogene horosphérique sont définies les
couleurs, on dira : « les couleurs associées a 1’espace homogene ».

Si G/H est horosphérique, ’ensemble des B-orbites de codimension 1
de G/H est 'ensemble des Bwys,P/H lorsque « décrit S\I et ol wy est
I’élément de longueur maximale dans W. Les couleurs sont alors les adhéren-
ces D, des B-orbites Bwys,P/H dans G/H et D est en bijection avec S\I.

Définition 1.11. Une variété sphérique est simple si elle ne contient qu’une
seule orbite fermée. Si G/H est un espace homogene sphérique, alors tout
plongement de G/ H est recouvert par les plongements simples de G/H qu'’il
contient.

Une variété sphérique est toroidale si elle n’a aucune couleur.

Soit, X un plongement d’un espace homogene horosphérique G/H. Défi-
nissons une application

o:DU{Xy,...,.Xn} — N (1.11.1)

de la facon suivante!. Soit D un diviseur B-stable de X. Il définit natu-
rellement une valuation vp, B-invariante, du corps des fonctions ration-
nelles C(G/H) = C(X). On en déduit donc un homomorphisme de groupes
C(G/H)® /C* — Z. En remarquant ensuite que M est isomorphe &

!Elle est définie de la méme fagon dans le cas sphérique, ol on pose M = C(G/H)B) /C*
(pour plus de détails, se référer a [Kn91]).
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C(G/H)® /C*, la restriction de vp & C(G/H)®B) /C* définit alors un élément
de N qu’on note o(D). Notons que la restriction de o & D ne dépend pas de
X mais que de G/H. En fait, si « € S\I, 'image par o de la couleur D, est

simplement la restriction a M de ¢&. Dans ce cas, on notera cette image c
au lieu de o(D,).

Remarque 1.12. Il se peut que ’application ¢ ne soit pas injective. Ainsi,
si G/H est horosphérique, o n’est pas toujours une bijection entre D et
I'ensemble {d,s | @ € S\I}. Par exemple, lorsque H = P, I’application o est
constante car N = {0}.

Exemples 1.13. (1) L’espace homogene horosphérique SLy /U, de rang 1, est
isomorphe & C*\{0}. On peut choisir B (respectivement U) égal & ’ensemble

des matrices de SLy de la forme ( 3 I ) (respectivement ( (1] I )) Lci,

P=B,S={a}, I = et U est le noyau de w, dans B. On remarque que
le morphisme SLy/U — SL,/P est la projection de C*\{0} sur P*.

L’action naturelle de SL, sur C? induit une action de SLy sur P? ~ P(C®
C?). En notant zg,z1,z» les coordonnées homogenes sur P?, on remarque
que P? est un plongement de SLy/U. En fait SLy/U correspond & louvert
{[1, 21, 3], (x1,22) € C*\{0}} de P2. Notons encore 0 le point fixe [1,0,0] de
P? sous 'action de SLy, D la droite {[zg, z1,72] € P2, 2y = 0} (de sorte que
P2\D = C?) , et F le diviseur exceptionnel de 1'éclatement de P? au point 0.
Alors les plongements non triviaux de SL,/U sont les 5 variétés présentées
dans le tableau suivant.

plongement X | diviseur(s) | SLs-orbite(s) | couleur
de SLy/U | SLy-stable(s) | fermée(s) de X
1/ C? aucun {0} D,
2/ P?\{0} D D aucune
3/ P’ D D et {0} D
4/ | C? éclaté en 0 E E aucune
5/ | P? éclaté en 0 Det E Det E aucune

Pour l’espace homogéne SL,/U, D est le singleton {D,} ou D, est
I'ensemble {[1,z1,0],z; € C*}. Les plongements 1/, 2/ et 4/ n’ont qu'une
S Lo-orbite fermée; ce sont des variétés horosphériques simples. Les plonge-
ments 2/, 4/ et 5/ n’ont pas de couleur; ce sont des variétés horosphériques
toroidales (voir la définition 1.11). On remarque aussi que P? éclaté en 0 est
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recouvert par C? éclaté en 0 et P?\ {0}, puis que P? est recouvert par P?\{0}
et C2.

Dans cet exemple, les réseaux M et N sont isomorphes a Z. La figure
suivante représente la droite /Ny avec 'image par o des diviseurs irréductibles
stables par B de P? éclaté en O :

(2) Quand G/H est horosphérique, on rappelle que P/H est isomorphe
au tore dual de M par 'application p € P +— (x € M — x(p)). Soit Y une
variété torique sous I’action de ce tore; P agit alors sur Y.

Soit G xP Y le quotient de G x Y par la relation d’équivalence (g,y) ~
(gp 1, p.y) pour tout g € G, p € Pet y € Y. Alors X = G xP Y est une
variété algébrique normale munie d’une fibration G x' Y —s G/P. Clest
aussi un plongement de G/H et les diviseurs X; sont les G xF Y; ol les Y;
sont les diviseurs irréductibles de Y stables par le tore. Et pour tout o dans
S\I, D,, est Buwgs, P x"Y . On remarque alors que chaque couleur ne contient,
aucune G-orbite de X : c’est une variété horosphérique toroidale. En fait, les
variétés horosphériques toroidales sont toujours de la forme ci-dessus, c’est-
a-dire des fibrés sur une variété de drapeaux, de fibre une variété torique
(cela résulte du théoréme 1.17 et de ’exemple 1.19(3)).

Lorsqu’on se donne un espace homogeéne horosphérique G/H de rang n,
on lui associe un sous-groupe parabolique P, un ensemble I C S et un réseau
N C Ny de rang n (voir la proposition 1.3 et la définition 1.4). On a aussi
I'ensemble des couleurs D (voir la définition 1.9), et 'application o : D — N
(1.11.1).

Définition 1.14. Soit G/H un espace homogene horosphérique? fixé (avec
toutes les données associées ci-dessus).

Un céne colorié de Ny est un couple (C,F) ou C est un cone convexe de
Ngr et F est un sous-ensemble de D appelé [’ensemble des couleurs du cone
colorié, tel que
(i) C est engendré par un nombre fini d’éléments du réseau N et contient
a(F),

2Si G/H est sphérique, la définition des cones et éventails coloriés est quasiment iden-
tique (voir [Kn91, chap. 4]).
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(ii) C est saillant (c’est-a-dire ne contient aucune droite) et o(F) ne contient
pas l'origine.

Une face coloriée d’un cone colorié (C, F) est un couple (C', F') ou C' est
une face du cone C et F' est 'ensemble des éléments de F dont I'image par
o est dans C'.

Un éventail colorié de Nk est un ensemble fini F de cones coloriés tel que
(i) toute face coloriée d’un cone colorié de F est dans F,

(ii) pour tout élément u de N, il existe au plus un cone colorié (C,F) de F
tel que u soit dans I'intérieur relatif de C.

Un éventail colorié F est dit complet si pour tout élément x de Ng, il
existe un cone colorié (C,F) de F tel que z soit dans C.

On dira qu’un élément D de D est une couleur de F s’il existe un cone
colorié de IF dont D est une couleur.

Remarques 1.15. Lorsque G est un tore, I’ensemble des couleurs D est vide,
et on retrouve la définition d’un éventail.

La derniére condition dans la définition d’un éventail colorié implique que
I'intersection de deux cones coloriés est une face coloriée commune.

Si deux couleurs ont la méme image par o, alors il se peut qu'un cone
colorié ne possede qu’une des deux couleurs.

Exemple 1.16. Revenons & lexemple 1.13(1). Les éventails coloriés non
triviaux de Nk sont les suivants :

—————————— — @ O - e ——————
4 2/ v
* - —_—
5/ 3/

On représente 'origine par un point noir, la couleur par un point blanc, et
une couleur de I’éventail en ajoutant un anneau gris autour du point blanc.
Les arétes de 1’éventail colorié sont les demi-droites noires issues de 1’origine.

Comme ¢ n’est pas injective, un point blanc pourrait étre 'image de deux
couleurs. Dans toutes les figures de la these, ce cas génant n’aura pas lieu.
L’éventail i/ correspond au plongement i/ de SL,/U et I’éventail trivial
{({0}, @)} correspond au plongement trivial SLy/U.

On obtient un céne colorié (C, F) a partir d’un plongement simple X de la
facon suivante. Soit Y 'unique G-orbite fermée de X ; alors F est I’ensemble
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des couleurs qui contiennent Y. Ensuite C est le cone engendré par o(F) et
I'ensemble des o (D) lorsque D parcourt ’ensemble des diviseurs irréductibles
de X stables par G.

Pour un plongement quelconque X, ’éventail colorié associé est 1’en-
semble des cones coloriés associés aux plongements simples inclus dans X. On
remarque que les couleurs de X sont les mémes que les couleurs de 1’éventail
colorié associé a X.

Théoréme 1.17 (cas particulier® du théoréme 4.3 de [Kn91]). Soit
G/H un espace homogéne horosphérique. La constuction ci-dessus définit
une bijection entre [’ensemble des classes d’isomorphisme de plongements de
G/H (définition 1.7) et Uensemble des éventails coloriés de Ng. De plus, les
plongements complets correspondent auz éventails coloriés complets.

Remarques 1.18. On retrouve la classification des variétés toriques lorsque
G/H est un tore.

Exemples 1.19. (1) Voici un autre exemple de rang 1. Notons « et (3 les
racines simples de SLj3 et posons H = ker(2w, — ws) C B. Les plongements
complets de SL3/H sont en bijection avec les éventails coloriés suivants.

D
=4

S—e — 06— 06—

(2) Donnons maintenant un exemple de rang 2. Soient G = SLy x C* et
H = U; alors M a pour base w, et le caractere trivial de C*, ol « est la
racine simple de SL,. Voici quelques exemples d’éventails coloriés complets
de Nr qu’on peut obtenir dans ce cas.

3Lénoncé du théoréme de D. Luna et Th. Vust [Kn91, th.4.3] est le méme que celui du
théoreme ci-dessus avec G/H sphérique.
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On peut facilement remarquer que le nombre d’éventails coloriés est fini
lorsque le rang est 1, alors qu’il est infini dés que le rang est au moins 2.

(3) Soit X = G xP Y un plongement toroidal de G/H comme dans
I'exemple 1.13 (2). Notons E I’éventail de Y dans Ny ; alors I'éventail colorié
associé & X est I’ensemble des cones coloriés (C, &) lorsque C parcourt E. Dans
I'exemple (1) ci-dessus, seul le premier éventail correspond & un plongement
toroidal ; ce dernier est un fibré en P' sur SL3/B. Et dans I'exemple (2)
ci-dessus, le premier et le troisieme éventails coloriés correspondent a des
plongements toroidaux.

20



Chapitre 2

Variétés horosphériques lisses

F. Pauer a classifié les plongements lisses de G/H lorsque H = U [Pa83].
On va généraliser ce résultat a tous les espaces homogenes horosphériques
G/H. Mais avant de donner un critére de lissité pour les variétés horosphé-
riques, on va étudier une condition nécessaire plus simple a caractériser.

Définition 2.1. Une variété normale est dite localement factorielle si tout
diviseur de Weil est de Cartier.

Une variété lisse est toujours localement factorielle. La réciproque est
vraie dans le cas torique. Par contre elle ne I’est pas dans le cas sphérique, ni
horosphérique. Par exemple, soit w un poids fondamental, soit X = G.v, le
cone affine sur G/P(w) dans V(w) ; alors X est un plongement de rang 1 de
G/H pour H = ker(w) C P(w). On peut vérifier que X est toujours locale-
ment factoriel ; mais X est lisse si et seulement si c’est V' (w) tout entier. On
donnera d’autres exemples de variétés horosphériques localement factorielles
et non lisses a la fin de ce chapitre.

A Taide de la caractérisation des diviseurs de Cartier sur une variété
sphérique [Br89, prop.3.1], on va caractériser les plongements d’un espace
homogene horosphérique G/H qui sont localement factoriels. La preuve est
laissée au lecteur.

Proposition 2.2. Soit X un plongement d’un espace homogéne horosphérique
G/H d’éventail colorié¢ F. Alors X est localement factoriel si et seulement
pour tout cone colorié mazimal (C, F) de T,

(i) les éléments de F ont des images deuz d deuz distinctes par o,

(ii) C est engendré par une partie d’une base de N contenant o(F).
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Remarque 2.3. Si X = G x”Y est un plongement toroidal (voir 'exemple
1.13(2)), I’éventail colorié F n’a pas de couleur. Donc X est localement fac-
toriel si et seulement si tout cone colorié maximal (C, @) de F est engendré
par une base de N, c’est-a-dire si et seulement si Y est localement factoriel
(et méme lisse). En fait, les plongements toroidaux localement factoriels d’un
espace homogene sphérique sont toujours lisses (ceci se déduit de [Br97b, 2.4

prop.1]).

Avant d’énoncer la caractérisation des variétés horosphériques lisses, don-
nons la définition suivante.

Définition 2.4. Soient I et J des sous-ensembles disjoints de S. Notons ['g le
diagramme de Dynkin de G, et I'y; le sous-graphe de ['s dont les sommets
sont les éléments de I U J et les arétes sont celles de I's qui relient deux
éléments de 1 U J.

Alors on dira que (I, J) est lisse si toute composante connexe I' de I';;
vérifie 'une des conditions suivantes :
1/ T est un diagramme de Dynkin de type A,, dont les sommets sont tous
dans I sauf une des deux extrémités qui est dans .J ;

2/ T est un diagramme de Dynkin de type C, dont les sommets sont tous
dans I sauf I’extrémité simple (c’est-a-dire non reliée a I'aréte double) qui
est dans J ;

3/ T est un diagramme de Dynkin de type quelconque dont tous les sommets
sont dans 1.

Exemple 2.5. Considérons le diagramme de Dynkin suivant :

o o ame

aq Qo O3 (071 (67 (&7}

Sil={as, a5 a} et J ={ai,as}, alors (I, J) est lisse.
Par contre, si I = {aq, a3} et J = {ao}, alors (I, J) n’est pas lisse.
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Théoréme 2.6. Soit G/H un espace homogéne horosphérique. Rappelons
que S désigne ’ensemble des racines simples et I le sous-ensemble de S
associé a H (voir la définition 1.4).

Un plongement X de G/H, d’éventail colorié F, est lisse si et seulement
st les deur conditions suivantes sont vérifiées.
(i) X est localement factoriel (c’est-a-dire F vérifie les conditions de la pro-
position 2.2).
(11) Pour tout cdne colorié mazimal (C,F) de F, on note Jr l'ensemble des
a € S\I telles que D, soit dans F. Alors (I, Jx) est lisse.

Remarque 2.7. Si X est un plongement toroidal, il n’a pas de couleur.
Or (I,9) est lisse pour tout I, donc la condition (ii) est toujours vérifiée.
On retrouve ainsi le fait que X est lisse si et seulement si X est localement
factoriel.

La preuve du théoreme se fait en plusieurs étapes : apres s’étre ramené au
cas ou X est un plongement simple, on se ramenera au cas ou X est affine,
puis lorsque X est lisse, au cas ol ¢’est un G-module, et on fera ensuite une
liste de tous les G-modules horosphériques.

Avant de passer a la démonstration du théoreme, énongons quelques
lemmes.

Lemme 2.8. Soit X un plongement simple de G/H. Notons Y = G/H' son
unique G-orbite fermée. On peut supposer que H' D H. Alors il existe un
unique morphisme G-équivariant m: X — Y.

Soient P = Ng(H), P' = Ng(H') et L (respectivement L') le sous-groupe
de Levi de P (respectivement P') contenant T, si bien que P C P' et L C L'.
Soit Z = 7w Y(P'/H'); c’est une L'-variété. Alors Z est une variété ho-
rosphérique sous l’action de L', c’est un plongement affine (et donc simple)
de L' /(L' " H), dont l'unique L'-orbite fermée est le tore P'/H'. De plus le
cone colorié de 7 s’identifie a celui de X.

Remarque 2.9. Si X est une G-variété affine alors les G-orbites fermées de
X sont séparées par C[X]“ (voir [Kr85, I11.3.3]). Si de plus, X est une variété
sphérique, alors toute fonction de C[X]¢ est constante. Par conséquent, toute
variété sphérique affine est simple.

Démonstration. Construisons un morphisme G-équivariant 7 : X — Y.
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On sait que X est quasi-projectif; autrement dit, il existe un G-module
V tel que X soit une sous-variété localement fermée de P(V).

G/HC Xt P(V)

Y =G/H'

Soient vy € V tel que [vg] = ¢(yo), V' le sous-G-module de V' engendré
par vy, et ¢ : P(V') —-» P(V') I’application rationnelle G-équivariante définie
par une projection pr: V. — V.

Soit # € X ; comme X est un plongement simple, ’adhérence G.z dans
X de lorbite de = contient Y. Soit v € V' tel que [v] = ¢(x), alors v ne peut
pas étre dans le noyau de pr. Par conséquent, ’application rationnelle ¢ o ¢
est définie en x.

De plus, la droite Cv, est stabilisée par le sous-groupe H’ contenant U,
donc vy est une somme de vecteurs propres de plus haut poids. Du fait que
vy € G.v, on en déduit que ¢ o 1(z) € G.[vg] C P(V'). Via I'isomorphisme
G.lvg| ~ G/H', on peut alors définir 7 : X — G/H' par ¢ o ..

X ———= P(V)

> ot Sl
s N
\&

G/H' ——= G.[vg|]— P(V')

La premiere partie du lemme est alors montrée.

On définit alors Z comme dans l'énoncé. C’est naturellement une L'-
variété normale car 7 : X — G/P’ est une fibration de fibre Z. L’orbite
ouverte de Z est Z N (G/H) = P'/H = L'/(L' N H). La derniére égalité est
donnée par le fait que R,(P') C H C P' implique H = (L' " H)R,(P'). De
plus I'unique L'-orbite fermée de Z est P'/H', donc Z est un plongement
simple de L' /(L' N H).

Pour montrer que Z est affine, étudions les couleurs associées a L' /(L'NH)
et celles de Z.

Les couleurs associées a L'/(L'N H) sont les D!, = D,N(L'/(L'N H)) lorsque
a décrit le sous-ensemble J de S\I tel que P' = Ppyy.

Soit « € J; alors w(D,,) est 'adhérence dans G/H' de Bwys,PH'/H' =
Bwgso P'/H' = BwoP'/H', ¢’est-a-dire n(D,) = G/H'. Donc 'adhérence de
D, dans X contient Y, c’est-a-dire D, est une couleur de X.
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Au contraire, si a« € S\(/ U J) alors 7(D,) est de codimension 1 dans
G/H', donc D, n’est pas une couleur de X.

En résumé, J est ’ensemble des racines simples associées a une couleur de
X. On a aussi montré que toutes les couleurs associées a L' /(L'NH ) sont aussi
des couleurs de Z, car pour tout a € J, 'adhérence de D!, dans Z contient
P'/H'. Or un plongement simple dont les couleurs sont exactement celles
associées a ’espace homogene est affine [Kn91, th.3.1], donc Z est affine.

Il reste a montrer que le cone colorié de Z s’identifie a celui de X.

Rappelons que le réseau M associé & G/H est I’ensemble des caracteres
X de P qui s’annulent sur H. Notons M’ le réseau associé a L'/(L' N H),
c¢’est-a-dire I’ensemble des caracteres de L' N P qui s’annulent sur L'N H. On
a immédiatement M C M'. Montrons I'inclusion opposée : soit x € M’', alors
X est un caractere de L' N P donc aussi de (L' N P)R,(P') = P, de plus x
s’annule sur L'N H donc aussi sur (L'NH)R,(P') = H. On adonc M = M'.

Les cones coloriés de X et Z sont donc tous les deux dans le méme espace
Ny et les images des couleurs D, pour tout a@ € J, sont les mémes dans
les deux cas. On a déja vu que les couleurs de X et Z sont les mémes, il
suffit donc de montrer qu’ils ont le méme cone, ou encore que les diviseurs
irréductibles G-stables de X sont les mémes que les diviseurs irréductibles
L'-stables de Z. C’est bien le cas, car 7w définit une fibration G-équivariante
X — G/P' de fibre Z. O

Comme le morphisme 7 est une fibration de fibre Z sur la variété de dra-
peaux G/P’, X est lisse si et seulement si Z est lisse. Le lemme précédent nous
ramene donc a une variété horosphérique affine dont la G-orbite fermée est un
tore. On va maintenant se ramener a I’étude des G-modules horosphériques.

Lemme 2.10. Soit X un plongement affine (et donc simple) de G/H dont
l'unique G-orbite fermée G/H' est un tore. Notons H' la composante neutre
de H'; c¢’est un sous-groupe réductif connexe de G contenant la partie semi-
simple de G.

Alors X est une fibration homogéne sur G/H' de fibre une H"-variété
horosphérique X, avec un point fize.

De plus X est lisse si et seulement si X, est isomorphe d un H"-module.

Démonstration. Soit m : X — G/H' 'application définie au lemme précé-
dent. Notons X, la fibre de 7 au dessus du point H'/H'. C’est une H'*-variété
horosphérique et on a X ~ G x' X,.
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De plus X est affine car il est fermé dans X. Le point H'/H' est un point
fixe de X, sous I'action de H™.

Il existe un H'°-module V tel que X soit isomorphe (comme H"-variété)
a un fermé de V. Quitte a faire une translation, on peut supposer que le point
fixe de Xy est 0. De plus Xj est horosphérique, en particulier Xo = H®. XY,
donc X est stable par action linéaire de C* dans V' a poids positif. On peut
supposer que X, engendre le H''-module V, I'espace tangent & X, en 0 est
alors égal a V.

Si X est lisse, alors X, I’est aussi et la dimension de V' est égale a celle
de X;. On en déduit donc que X est le H'’-module V. ]

Le lemme suivant donne une condition nécessaire pour qu’un G-module
soit horosphérique, lorsque GG est semi-simple.

Lemme 2.11. Supposons G' semi-simple. On note G, . .., Gy les sous-groupes
stmples distingués de G. On sait alors que G est le quotient du produit des
G par un sous-groupe fini central.

Soit V un G-module horosphérique. Alors, quitte a réarranger les indices,
le G-module V' est isomorphe a ®F V(X)) ot V(\) est un Gi-module simple
pour tout i € {1,...,k'}, et k' < k.

Ce lemme découle directement de [Bo75, chap.7 ex. 18 | et de la remarque
suivante.

Remarque 2.12. Soit V = @f;lV(/\,-) un GG-module horosphérique. Alors
pour tout ¢ # j, on a V(A)*V(\;)* = V(A + Aj)* dans C[V] vue comme
I’algebre symétrique de V'*.

En effet, comme V' est horosphérique, C[V| est une sous-algebre de C[G//U].
De plus, comme 7" normalise U, il agit par multiplication & droite sur C[G/U].
De plus on sait que pour tout A € AT,

V(N {f € CG] | Vg € G, ¥b € B, f(gb) = A(b)f(9)} € CLG/U].

On a ainsi un isomorphisme de G' x T-modules C[G/U]| =~ @®yca+V (A)* et
V(A V(p)* = V(A4 u)* pour tous A, p € A™.

Le lemme précédent nous ramene au cas ou G et V sont simples, cas
décrit dans le lemme suivant.

Lemme 2.13. Supposons que G est simple. Un G-module simple V()\) est
horosphérique si et seulement si on est dans l'un des deuz cas suivants :
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1. G = SL, c’est-a-dire le systéme de racines est de type A,_1, et X est
le poids fondamental w, ot « est I'une des deux racines simples situées
aux extrémités dans le diagramme de Dynkin;

o

2. G = Spy, c’est-a-dire le systéeme de racines est de type C,, et \ est
le poids fondamental w, ot a est la racine simple situées a ’extrémité
simple dans le diagramme de Dynkin.

Démonstration. Si V() est horosphérique alors G/P(\) est le projectivisé
de V()), donc le groupe de Picard de G/P()\) est isomorphe & Z engendré
par O(1). Donc P(\) est un sous-groupe parabolique maximal de G, et A est
un poids fondamental.

Les points fixes dans G/ P(\) d’un tore maximal 7" de GG sont tous conju-
gués par le groupe de Weyl W, donc les poids de V() le sont aussi : ce sont
les w(\), w dans W. Cela signifie que A est un poids minuscule au sens de
[BoT75, chap 8, 7.3.].

11 suffit alors de chercher, parmi la liste de ces cas [Bo75, chap 8, 7.3.],
ceux qui correspondent effectivement a des G-modules horosphériques. Pour
cela, on calcule les dimensions de G/P(A) et de V(). Si celle de G/P()) vaut
celle de V() moins un, alors V() est horosphérique, et réciproquement. On
obtient, apres calcul, le résultat voulu. O

Il est maintenant possible de classifier les GG-modules horosphériques,
lorsque G est un groupe réductif quelconque.

Corollaire 2.14 (des deux lemmes précédents). Soient C' la composante
neutre du centre de G et G' la partie semi-simple de G. On rappelle que
G = C.G". On note aussi Gy,...,Gy les sous-groupes simples distingués de
G'.

Soit V. un G-module; alors V' est horosphérique si et seulement si V =

m ., V(X\) de sorte que

(1) (A1, ..., \n) est une famille libre de caractéres dominants,
(2) il existe n' < n tel que, pour tout i € {1,...,n'}, V(N;) est un G;-module
simple comme dans le lemme 2.13, et pour tout i € {n'+1,...,n}, \; est un
caractére de C (c’est-a-dire V(\;) = C).
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Démonstration. Décomposons V de la facon suivante : V = V' @ V. On
peut alors écrire V sous la forme @7,V ()\;) de sorte que V' = @,V (\;) et
V& =@ V().

Ainsi, pour i € {1,...,n'}, V()\;) est un G'-module simple, et pour i €
{n"+1,...,n}, V(\) est un C-module simple (V' (});) = C).

Si V est horosphérique alors V' I’est sous laction de G’ et V¢ Dest sous
I'action de C. Donc, par le lemme 2.11, pour tout i € {1,...,n'}, V()\;) est
un G;-module simple (quitte a réarranger les indices) qui doit bien str vérifier
le lemme 2.13. De plus, (Ay/11,- .-, A,) est une famille libre donc (Aq, ..., \,)
I’est aussi.

La réciproque se déduit du lemme 2.13. O

Remarque 2.15. Si V' est comme dans le lemme ci-dessus, on note J I’en-
semble des racines simples o de G telles que w, soit 'un des ;.
Alors V' est un plongement simple de G/H ou H = NI ker\; C P =
? ,P(\;). Le réseau M associé & V est le sous-réseau de A engendré par
la famille (A1,...,\,), et le cone colorié (C, F) associé a V est tel que F =
{D,, a € J} et C est le cone engendré par la base duale de (A, ..., \,) dans
N

De plus, (I, J) est lisse d’apres le lemme 2.13.

On a maintenant tout les outils pour achever la preuve du théoreme 2.6.
Comme tout plongement de G/H est recouvert par des plongements simples
et que son éventail colorié est donné par I’ensemble des faces des cones coloriés
de ses plongements simples, on en déduit qu’il suffit de montrer le théoreme
dans le cas ou X est un plongement simple.

On cherche alors les plongements simples de G/H qui sont lisses. D’apres
les lemmes 2.8 et 2.10, cela revient a chercher les H-modules horosphériques
ot H" est un groupe réductif dont le diagramme de Dynkin est 'z,

Le corollaire 2.14 montre 'implication (X lisse = (ii)) du théoréme 2.6.
L’implication (X lisse= (i)) étant triviale, il suffit de montrer que (i) et
(i) impliquent que Xy est un H'°-module. Le cone colorié de X est le méme
que celui de X. Le corollaire 2.14 et la remarque 2.15 nous disent alors que
X, a le méme cone colorié quun H'°-module; X, est donc isomorphe & ce
H"-module.

Exemples 2.16. (1) Les deux plongements projectifs de SLy/U sont lisses.
En revanche, le seul plongement projectif lisse de SLs/ ker(2w,) est le plon-
gement toroidal ; c’est méme le seul plongement localement factoriel.
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(2) Les plongements lisses de (SL, x C)/U sont exactement les plonge-
ments localement factoriels.

(3) Regardons les plongements de (SLs x SLy)/U. Le réseau N est de
rang 2 engendré par les couleurs ciyy = & et Sy = B (ou « et S sont les
racines simples de SLy X SLs). Ainsi les plongements lisses de SLy X SLo
sont encore les plongements localement factoriels.

(4) Intéressons-nous maintenant aux plongements de SL;/U. On obtient
exactement les mémes éventails coloriés que pour (SLy x SLy)/U car si «
et 8 sont les racines simples de SLg3, le réseau N est toujours engendré par
les couleurs éy = & et Sy = 3. Par contre les plongements localement
factoriels ne sont pas toujours lisses : la condition d’étre localement factoriel
ne dépend que de N et de I’emplacement des couleurs dans N, par contre
la lissité dépend aussi des racines de GG. L’éventail colorié suivant donne un
plongement lisse de (SLs x SL)/U, mais aussi un plongement localement
factoriel et non lisse de SL3/U, car (&, {a, 8}) n’est pas lisse lorsque « et
sont les racines simples de SLs.

Il faut aussi remarquer que, bien que les éventails coloriés soient les mémes
pour (SLy x SLo)/U et SL3/U, ils représentent dans le premier cas des
variétés de dimension 4, et dans le second, des variétés de dimension 5.

A T'aide de la démonstration du théoreme 2.6, on va montrer le résultat
suivant, déja connu dans le cas torique.

Proposition 2.17. Toute sous-variété irréductible et stable par G d’une
variété horosphérique lisse est aussi lisse.

Démonstration. Soient X un plongement lisse d’un espace homogeéne ho-

rosphérique G/H, et Y une sous-variété irréductible et stable par G de X.
Si Y est singuliere, le lieu singulier de Y est fermé et stable par GG, donc

il contient une G-orbite fermée de X. Par conséquent il suffit de montrer que
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Y est lisse le long de toute G-orbite fermée. On peut alors supposer que X
est un plongement simple de G/H.

Grace aux lemmes 2.8 et 2.10, on se rameéne au cas ou X est un H'’-
module horosphérique et Y une sous-variété irréductible et stable par H™
(ot H" est le groupe réductif connexe défini au lemme 2.10). 11 suffit donc de
montrer que les sous-variétés irréductibles et stables par G d’'un G-module
horosphérique sont lisses (pour tout groupe réductif connexe G).

Pour conclure, on va décrire les G-orbites des G-modules horosphériques,
en utilisant la description des G-modules horosphériques donnée dans le co-
rollaire 2.14.

Avec les notations du corollaire 2.14, on sait que pour ¢ € {1,...,n'},
les G;-orbites (ou G-orbites) de V();) sont le point fixe 0 et V(A\;)\{0}. Et
pour i € {n' 4+ 1,...,n}, les G-orbites de V'()\;) sont 0 et C\{0}. De plus,
les caracteres \; sont indépendants, donc les G-orbites de V' sont les sommes
partielles des V' (\;)\{0}.

On en déduit que les sous-variétés irréductibles et stables par G d’un
G-module horosphérique V' sont les sous-G-modules de V. Elles sont donc
évidemment lisses, ce qui montre la proposition. O

Remarque 2.18. Ce résultat n’est pas vrai pour les variétés sphériques (cf
[Bro4)).
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Chapitre 3

Classification des plongements
de Fano

Le but de ce chapitre est de classifier, en termes de polytopes, les plonge-
ments projectifs d’un espace homogene horosphérique fixé qui sont de Fano,
de facon a généraliser la classification des variétés toriques de Fano.

Rappelons qu’une variété projective est de Fano si elle est normale et
si son diviseur anticanonique est de Cartier et ample. Dans ce chapitre, on
fixe un espace homogene horosphérique G/H. Les notations sont celles du
chapitre 1.

Lorsque G/H est de rang 0, c’est-a-dire lorsque H est un sous-groupe
parabolique P, le seul plongement est la variété de drapeaux G/P, qui est
lisse et de Fano. Je me place maintenant dans le cas ou G/H est de rang au
moins 1. Les éventails coloriés complets considérés ne seront donc pas réduits
au point 0.

La premiere étape consiste a déterminer un diviseur anticanonique des
plongements de G/H.

Proposition 3.1. Soit X un plongement projectif de G/H. Un diviseur an-
ticanonique de X est

Ky = zm:XiJr Z oDy,
=1

a€S\I

ot a, est Uentier (2pF &) et 2pF est le caractére donné par ZaeR+\RI Q.
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Pour prouver ce résultat (qui est un corollaire de [Br97a, th.4.2]), on se
ramene au cas ol X est un plongement toroidal. On note 7 : X — G/P
la fibration de fibre torique Y. On a alors Ky = 7*(Kg/p) + K,. La fin de
la preuve utilise le résultat connu dans le cas torique —Kx = > - X, et le
résultat pour les variétés de drapeaux

—Kgip =Y, aaDa.

aeS\I

Par construction de 1’éventail colorié associé a X, les diviseurs irréducti-
bles G-stables X; correspondent aux arétes de 1’éventail F associé a X qui ne
sont pas engendrées par une couleur. On note x; € N I’élément primitif de
I’aréte correspondante a Xj;.

Afin de déterminer les plongements de Fano de G/H, on utilise la ca-
ractérisation suivante des diviseurs amples [Br89, th.3.3].

Proposition 3.2. Soient X un plongement projectif de G/H, F son éventail
colorié et D un diviseur de Weil de la forme

ibzXz+ Z baDaa
=1

a€eS\I

ot les b; et les b, sont dans Z.
Alors D est de Cartier si et seulement si pour tout cone colorié (C,F) de
F, il existe xc dans M tel que

vxi S Ca <$i:XC'> = bz

et VDa S F, <d/M,Xc> = ba-

Lorsque D est de Cartier on peut alors définir une application hp de Ng
dans R, comme suit. Soit x un élément de Ngx. Comme X est projectif, F est
complet donc il existe un unique cone colorié mazimal (C,F) de F tel que x
soit dans C, et on pose alors hp(x) = (x, xc). C’est une application linéaire
sur chaque cone.

Le diviseur (de Cartier) D est ample si et seulement si :

(i) Uapplication hp est strictement convezre (c’est-a-dire, pour chaque céne
mazimal C, Uapplication linéaire xc est strictement supérieure sur C aux
applications linéaires xc:, pour tout cone mazimal C' distinct de C) ;
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(i1) pour tout cone colorié (C,F) de F et pour tout « tel que D, ne soit pas
dans F, on a

<dMa XC) < ba'

Petits rappels (pour plus de détails, voir le chapitre 1) : S est 'ensemble
des racines simples et I est le sous-ensemble de S de la définition 1.4. Les
réseaux NN et M sont des réseaux de rang égal au rang de G/H, et sont duaux
I'un de Pautre. Pour tout o € S\I, &, est 'image de la couleur D, dans N
par 'application o (1.11.1).

On définit Dx comme ’ensemble des a € S\I tels que D, soit une cou-
leur de X.

Lorsque D = —Kx est ample, I'application hp vérifie hp(z;) = --- =
hp(xm) = 1 pour tout @ € {1,...,m}, et hp(da) = a, pour tout a € Dx.
L’ensemble

Q={ue Ng|VCEeF, (xc,u) <1} (3.2.1)
est alors un polytope convexe contenant 0 dans son intérieur et dont les
sommets sont x1,...,x,, et certains des ‘Z—f ou « € Dyx. De plus les points

‘ZM ol o € Dx sont dans I'intérieur de @, et les O‘M ol « € Dx sont dans le
bord de (). En particulier, () est un polytope convexe rationnel.
On définit le polytope dual de @) par

={ve Mr|VueQ, (v,u) > —1}. (3.2.2)

Les sommets de (Q* sont en bijection avec les faces maximales de (). Ainsi
Q" est ’enveloppe convexe des —x¢ ou C décrit ’ensemble des cones coloriés
maximaux de F. En particulier, Q* est a sommets dans M.

Je regroupe toutes ces propriétés dans la définition suivante.

Définition 3.3. Soit G/H un espace homogene horosphérique. Un polytope
convexe ) de Ny est dit G/H-réflexif si les trois conditions suivantes sont
vérifiées :

(1) @ est & sommets dans N U {9 | v € S\I}, et contient 0 dans son
intérieur.
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(2) Q" est a sommets dans M.

(3) Pour tout a € S\I, ‘fl—f €qQ.

Exemples 3.4. Désormais on représentera, dans les figures, les couleurs par
les o;—f au lieu des ¢y, et toujours par des points blancs. Les exemples choisis
seront tels qu’un point blanc est associé a une seule couleur. Mais il faut tout
de méme noter qu’il peut y avoir des cas ou un méme point ‘;—f correspond
a plusieurs couleurs.

(1) Dans le cas de SLy/U, on n’a qu’une couleur et a, = 2. Les seuls
polytopes SLy/U-réflexifs sont les segments suivants.

——————— e -

(2) Dans le cas de (SLy x C)/U, prenons les polytopes associés aux
éventails de 'exemple 1.19. Les deux premiers sont G/ H-réflexifs. Le troisieme
polytope n’est pas G /H-réflexif car son dual n’est pas & sommets entiers.

Les polytopes duaux sont respectivement, :
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(3) Voici d’autres exemples de polytopes dans le cas ou G/H = (SLy X

Le premier et le troisieme sont G/ H-réflexifs. Par contre, le deuxiéme ne I'est
pas, car ”;—f Z Q.
Remarque 3.5. La condition (3) est équivalente a la condition

(3") : 207 + Q* (le translaté de Q* par 2p" dans Ag) est inclus dans Af.
En fait, 2p” +Q* est le polytope moment de (X, —K x) [Br89], ¢’est-a-dire

HY(X,—Kx) = @@ V(20" + ).
AEQ*

En effet, si s est la section canonique de —K x, on a l'isomorphisme suivant

{f e C(G/H)®) | div(f) = Kx >0} — H(X,—Kx)®
f — fs.

De plus s est de poids 2pf = ZQES\I oW, sous 'action de B, et si f €
C(G/H)®) est de poids x alors

m

div(f) — Kx = 2(1 + (G xa) Xi + Z (@a + (X, &) Da.

i=1 aeS\T

Donc les poids de H°(X, —Kx)® sont bien les caractéres qui sont dans le
polytope 2pf + Q*.

Il peut étre intéressant aussi de regarder les cas o —K x est seulement
Q-Cartier (c’est-a-dire un multiple de —Kx est de Cartier) et ample : on
dira alors que X est Q-Fano. Dans ce cas, @ ne vérifie plus la condition (2).
On dit alors qu’un polytope convexe de Ng est Q-G /H-réflexif §’il vérifie la
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condition (3) de la définition 3.3 et la condition
(1) : les sommets de () sont des éléments primitifs de N ou des éléments de
{‘Z—f, a € S\I}, et @ contient 0 dans son intérieur.

On peut remarquer qu’un polytope G/ H-réflexif vérifie aussi la condition
(1)’ car (1) et (2) impliquent (1°).

Le dernier polytope de I'exemple 3.4 (2) est Q-G /H-réflexif.

Remarquons que dans le cas torique, la définition d’un polytope (C*)"-
réflexif est celle d’un polytope réflexif donnée par V. Batyrev. I.’ensemble des
classes d’isomorphisme des variétés toriques de Fano de dimension n est en
bijection avec I’ensemble des polytopes réflexifs de Z™ [Ba94]. La proposition
suivante généralise alors cette classification aux variétés horosphériques de
Fano.

Proposition 3.6. Soit G/H un espace homogéne horosphérique. L’applica-
tion qui a un plongement X de Fano de G/H associe le polytope Q défini
en (3.2.1) est une bijection de l’ensemble des plongements de Fano de G/H
(respectivement Q-Fano) a isomorphisme pres, sur l’ensemble des polytopes
G/ H -réflexifs (respectivement Q-G /H-réflexifs) de Ng.

Je rappelle que les isomorphismes de plongements sont définis en 1.7.

Démonstration. 11 suffit de définir 'application inverse. Soit () un polytope
G/ H-réflexif de Ng; on lui associe alors le plongement X (Q) de G/H dont
I’éventail colorié est ’ensemble des cones coloriés (C, F) (et leurs faces co-
loriées) tels que C soit le cone engendré par une face maximale F' de Q, et F
soit I’ensemble des D, vérifiant 0;—1:’ €F.

Alors on vérifie que —Kx ) est de Cartier (—x¢ est le sommet de Q*
associé a F') et ample, par convexité de @) et par la condition (3) de la
définition 3.3. Ensuite, le polytope associé a X(Q) (3.2.1) est bien @ par
construction.

De méme, si X est un plongement de Fano et @ est le polytope G/H-
réflexif associé, on a X(Q) = X.

Lorsque @ est un polytope Q-G / H-réflexif, on construit X (()) exactement
de la méme facon, et on vérifie aussi que cette application est 'inverse de
I'application X — Q(X). O

Remarque 3.7. Les couleurs d’un plongement X de Fano sont les couleurs
D, telles que o(;—’: se trouve sur le bord du polytope G/H-réflexif associé a
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X. Supposons que pour o # [ on ait ‘3—1:’ = i—ﬂ;. Soit X un plongement de
Fano de G/H. Alors si ‘:‘l—f est sur le bord du polytope G/H-réflexif associé

a X alors i—M I’est aussi; et réciproquement. Par conséquent, soit aucune des

deux couleurs D, et Dg n’est une couleur de X, soit toutes les deux sont des
couleurs de X.

Cette classification permet notamment de donner une version effective,
dans le cas des variétés horosphériques de Fano, d’un résultat de V. Alexeev
et M. Brion [AB04] sur les variétés sphériques de Fano.

Théoréme 3.8. Soit G/H un espace homogéne horosphérique de rang n.
On note a = [[,cq\;0a; €tV = (T(a + 1))"2"" | L’ensemble des classes
d’isomorphisme des variétés de Fano qui sont des plongements de G/H est
fini et de cardinal inférieur a

(nlay)" 5™ g2 vt

Remarque 3.9. La borne obtenue est sans doute loin d’étre optimale. En
effet, les majorations faites dans la preuve sont en général assez grossieres.

On appelle alors automorphisme de (N, D) tout automorphisme du réseau
N qui fixe chaque couleur ¢&j,;. Grace a la proposition suivante, il suffira de
majorer le nombre de polytopes G/H-réflexifs & automorphisme de (IV, D)
pres pour démontrer le théoreme 3.8.

Proposition 3.10. Soit ¢ un automorphisme de (N, D). On note aussi ¢
Pautomorphisme de Ny induit par ¢. Soient X et X' des plongements de
G/H d’éventails coloriés respectifs F et I, tels que F' = ¢(F). Alors les
variétés X et X' sont isomorphes.

Rappelons que les plongements X et X’ ne sont pas isomorphes si ¢ n’est
pas trivial (théoreme 1.17).
La preuve de cette proposition est fortement inspirée de [ABO04].

Démonstration. Notons G’ la partie semi-simple de G. On définit alors G =
G’ x P/H. C’est un groupe algébrique réductif et connexe. Rappelons que
P = Ng(H), ainsi G agit sur G/H par (g,pH).xH = gzpH.

De plus G/H est homogene sous I’action de G, G/H =~ G/H et H est
un sous-groupe horosphérique de G. En effet, le radical unipotent U du sous-
groupe de Borel B = (BNG") x P/H est U x {1} et

H={(g9,pH) € G |gpe H} D U.
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On vérifie aussi que P := Ng(H) = (PN G') x P/H. Puis on voit que le
réseau des caractéres de P dont la restriction & H est triviale est le groupe
{(x,x "), x € M} isomorphe & M. De plus, les couleurs associées & G/H
sont les mémes que celles associées & G/H avec les mémes images dans M.

Ainsi les plongements de G/H sont les mémes que ceux de G'/H. Donc
X et X' sont des plongements de G'/H d’éventails coloriés respectifs F et .

Comme P/H est isomorphe au tore dual de M, ¢ induit naturellement
un automorphisme de P/H, qu’on notera encore ¢. On peut alors définir X"
comme étant la variété X sur laquelle G agit par (g, pH )o-x = gz~ (pH);
c’est un plongement de G / H. 1l suffit alors de montrer que son éventail colorié
est ' : on aura ainsi des isomorphismes de variétés X' ~ X" ~ X.

Notons ¢* : M — M T'automorphisme dual de ¢. Comme ¢ fixe chaque
couleur, ¢*(x) et x ont alors la méme restriction & BNG', pour tout x € M.

Soit f € C(G/H)® de poids x; autrement dit, pour tous (b, pH) € B et
x € G/H, ona f(bepH) = x~"(b)x(p) f (z).

Si 'action de GG est tordue par ¢, on a alors

f((b,pH)g.z) = x ' (b)x(¢ ' (pH)) [ (x).

Or x(¢7'(pH)) = ¢*~'(x)(p) par définition de ¢* et x~'(b) = ¢*~"(x~")(b)
car ¢ fixe chaque couleur. Donc f est de poids ¢*~'(x) (lorsque laction de
G est tordue par ¢).

Par conséquent, pour tout diviseur B-stable D de X, en notant D" le
méme diviseur dans X", on a o(D") = ¢(o(D)). De la fagon dont 1’éventail
colorié d’'un plongement est construit a partir des images par o des diviseurs
B-stables, on conclut que X” a pour éventail colorié F'. a

Exemple 3.11. On sait déja que le nombre de variétés toriques de Fano de
dimension 2 est 16, dont 5 seulement sont lisses.

En rang 2, il y a par exemple 135 polytopes (SLy x C*)/U-réflexifs, dont
16 correspondent a un plongement lisse et 398 polytopes (SLqy X SLg)/U-
réflexifs, dont 39 correspondent & un plongement lisse. Les polytopes SLs/U-
réflexifs sont les mémes que les polytopes (S Lg x S L) /U-réflexifs ; par contre,
seulement 27 d’entre eux correspondent a un plongement lisse de Fano de
SL3/U. L’énumération de tous ces polytopes fait I'objet du chapitre 6.

Dans le cas torique, le théoreme 3.8 dit que le nombre de polytopes
réflexifs, a automorphisme de Z" pres, est fini. Ce résultat a été démontré en
premier par A. Borisov et L. Borisov [BB92]. Mais une autre preuve (plus
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souvent utilisée) consiste a appliquer un résultat de D. Hensley [He83] afin
de majorer le volume des polytopes réflexifs.
Dans notre cas, on utilise une généralisation du théoreme de D. Hensley

due a J. Lagarias et G. Ziegler. On note ) I'intérieur de Q.

Théoréme 3.12 ([LZ91]). Soient n, a et k des entiers strictement positifs.

Soit Q C R™ un polytope convexe a sommets dans Z" tel que §(Q NaZ™) = k.
Alors le volume de Q est majoré par ka™(7(ka 4+ 1))"%"".

Démonstration du théoréme 3.8. Commencons par remarquer qu’un poly-
o
tope G /H-réflexif () est & sommets dans %N et que Q@ NN = {0}. En effet,

s'il existe u dans (6,02 NN)\{0}, alors pour tout v € Q*, (v,u) > —1. Or il
existe un sommet v de Q* tel que (v, u) < 0, ce qui contredit le fait que (v, u)
est entier.

Par conséquent, le théoréme précedent nous dit que tout polytope G/H-
réflexif a un volume majoré par V = (7(a +1))"2"".

Si G est semi-simple, les ”;—f pour a € S\I forment une famille génératrice
de Ng. Soient o, ..., a, € S\I tels que (&1, - . ., Guar) SOit une base de Ng.
Soit u € @, alors pour tout ¢ € {1,...,n}, le simplexe de sommets 0, u,
et OZ—?”, j # 1 est strictement inclus dans (), donc son volume est stricte-
ment inférieur a V. Par conséquent, u est dans I'intérieur du parallélépipede
de sommets +nlaVdiy, ..., £nlaVd,. Ce dernier contient au maximum
2" (nlaV)™*! points de N, donc en majorant grossierement, on obtient que le
nombre de polytopes G/ H-réflexifs est, dans ce cas, inférieur 3 22" (V)"

Dans le cas général ou G est réductif, notons N} le sous-espace vecto-
riel de Ny engendré par les dias. Soit (G, - -, duar) une base de Ng, alors
pour tout polytope G/H-réflexif @, il existe fi,..., fay € @ N N tels que
{&1nry-- -, ) JU{Sf1,- -, fni} forme une base de Ng. Montrons qu’il existe
un ensemble fini fixé d’éléments de Ny, tel qu’on puisse toujours se ramener,
quitte a appliquer un automorphisme de (N, D), au cas ou les f; font partie
de cet ensemble.

Soit (ey,...,e,) une base fixée de N telle que (ey,...,€;) soit une base de
N!' = N N N. Dans cette base, un automorphisme de (N, D) s’écrit alors
I, B
0 C
B € Myni(Z) et C € GLy—(Z). Soit F la matrice formée des vecteurs co-
lonnes f1, ..., fn_; dans la base (e1, . .., e,). Alors, il existe un automorphisme

matriciellement sous la forme A = , ol I; est I'identité dans N,
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A de (N, D) tel que G = AF de la forme suivante (on note (g;;)1<i<n1<j<n—1
ses coefficients)
( g 0 Gin-l \

K o --- 0 gn,nfl/
et telle que pourtout 1 <j<n—-letl1<i<j5 -1,

0 < gij < |9j+1,5

De plus, le produit des g;1;; est majoré par nlaV, donc le nombre de telles
. e n(n+1)
matrices G est inférieur a (nlaV) 2

On en déduit alors que le nombre de polytopes G/ H-réflexifs est inférieur
A (nlaV) ™5™ 92" (mavy 1, 0

Remarque 3.13. Ce résultat peut se généraliser de la manieére suivante :
soit k un entier strictement positif, alors le nombre de plongements X de
G/H, tels que —k K x soit de Cartier et ample, est fini. Il suffit de remarquer
que le polytope Q-G /H-réflexif () associé & X a son dual & sommets dans
iM . On en déduit alors que %Q est a sommets dans éN , et son intérieur
ne contient que 0 comme point entier. Ainsi le volume de ) est majoré par
k™(7(ak 4+ 1))"2"" | et la suite de la démonstration reste inchangée.
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Chapitre 4

Majoration du degré et du
nombre de Picard

Pour majorer le degré et le nombre de Picard des variétés horosphériques
de Fano, on se donne un espace homogene horosphérique G/H et on étudie
le degré et le nombre de Picard de ses plongements lisses.

4.1 Majoration du degré

Pour avoir plus de détails sur le degré des variétés de Fano, on se référera
a [De03] ou le degré est majoré dans le cas des variétés toriques lisses, et
aussi & [De01] ou on trouve en particulier des variétés toriques de Fano de
grand degré (prop.5.22).

Définition 4.1. Soit X une variété de Fano de dimension d. On appelle degré
de X, le nombre d’intersection (—Kx)?. Le théoréme de Riemann-Roch et le
théoreme d’annulation de Serre impliquent que la dimension de I'(X, —kKx)

est équivalente, lorsque I'entier £ tend vers 'infini, & % ( Kx)4.

Le résultat suivant se démontre en utilisant la remarque 3.5 et la formule
des caracteres de Weyl.

Proposition 4.2. (cas particulier de [Br89, th.4.1]) Soit X un plongement

de Fano de G/H Alors
2() +
=d! / I I X’ >dX7

a€RT\R}
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ot la mesure dans l'intégrale est celle pour laquelle le domaine fondamental
de M est de volume 1.

Dans le cas torique, on a (—Kx)? = d! vol(Q*) [Od88, cor 2.23]. Le
théoreme 3.12 permet alors de majorer le degré de X de facon immédiate,
mais cette borne est doublement exponentielle. O. Debarre donne une bien
meilleure borne dans le cas ou X est lisse.

Théoréme 4.3 ([De03]). Soit X une variété torique lisse de Fano de di-
mension n et de nombre de Picard p.
Sip>1, alors (—Kx)™ < nln™.

Sip =1, on a bien sir X = P" et (—Kx)" = (n+ 1)". Dans le cas
horosphérique, on obtient le résultat analogue énoncé dans l'introduction : le
théoreme 0.1.

La proposition 2.2 se réécrit de la facon suivante lorsque X est de Fano.

Proposition 4.4. Soit G/H un espace homogéne horosphérique. Soit X un
plongement de Fano de G/H. On note Q le polytope G/H -réflexif associé.
Rappelons que Dx désigne l’ensemble des éléments de S\I qui correspondent
a une couleur de X. Alors X est localement factoriel si et seulement si pour
toute face mazximale F de () on a :
(1) les seuls points de F' de la forme ‘Z—f sont des sommets de F';
(2) F est un simpleze dont les sommets ey, ..., e, vérifient :

(i) pour tout i, ou bien e; € N ou bien il existe un unique o € Dx tel que

— aMm
€; =

an
(ii) (areq,...,ane,) est une base de N ot les a; sont définis par :

a;=1 s e €N

@ =a, st e =
Remarque 4.5. Lorsque @ est le polytope G/H-réflexif associé a un plon-
gement de Fano localement factoriel de G/H, on définira a, comme dans la
proposition pour tout sommet u de Q).

Dans la suite, G/H sera un espace homogene horosphérique fixé et X un
plongement de Fano localement factoriel de G/H.

On note r I'entier strictement positif tel que le nombre de sommets de )
soit égal a n + r.
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Dans le cas torique, cet entier est le nombre de Picard. Dans le cas ho-
rosphérique, on peut exprimer le nombre de Picard de la fagon suivante :

p=m+t(S\I) —n=r+4S\I) - 4(Dx). (4.5.1)

En effet, tout diviseur est linéairement équivalent a un diviseur de la forme
S X+ ZaES\I boD, (b; et b, entiers) [Br97b, Chap 5], et les relations
entre ces diviseurs sont les relations du type div(f) =0 ou f € C(G/H)®).
Pour la deuxiéme égalité, rappelons que §(Dx) est le nombre de couleurs de
X, c’est-a-dire le nombre des points ‘Z—f qui sont sur le bord de @ (voir la
remarque 3.7). Puisque X est localement factoriel, les points de la forme %
sont tous des sommets de () et correspondent a une unique couleur. On en
déduit que #(Dx) est exactement le nombre de sommets de la forme 0(‘1—1:’
Ainsim +§(Dx) =n+r.

De plus, ces deux égalités restent vraies lorsque X est seulement Q-
factoriel (voir la définition 4.15). Elles se démontrent par les mémes argu-
ments et avec la proposition 4.16.

Exemple 4.6. Si r = 1, alors () est un simplexe : ¢’est ’enveloppe convexe
de ey,...,e,41 et pour tout ¢ € {1,...,n+ 1},
(a1€1, ..., 0; 1€; 1,0;41€i41,---,0n11€,41) €st une base de N. Donc

Up41€py1 = —A161 — * +° — Gp€y.

Par la suite on verra que le cas ou r = 1 est un cas un peu a part, comme
dans le cas torique.

Proposition 4.7. Soient X un plongement de Fano localement factoriel de
G/H et Q le polytope G| H-réflexif associé. On note

Sip> 2, alors

etsip=1,ona
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On peut observer que C' ne dépend que de GG et H. On verra par la suite
(lemme 4.13) que C < d.

La preuve de cette proposition est inspirée de la preuve du théoreme 4.3
[De03]. Elle consiste en deux lemmes.

Lemme 4.8. Soit b un réel strictement positif. Si pour tout u € @ et pour
tout v € Q*, on a —1 < (v,u) < b, alors

vol(@") < ((b+1) max aa)".

Démonstration. Par définition du dual d’un polytope, on a —%Q* C Q" :en

effet siv € —%Q*, on a bien (v,u) > —1 pour tout u € ) par hypothese.
Raisonnons par I’absurde et supposons que vol(Q*) > ((b+1) maxaes\1 Ga)"-

Soient un réel  €]0,1[, et

1—n
! *
@ (b+ 1) maxqes\z aaQ ’

Par hypothese, le volume de @' est strictement supérieur & 1 pour 7 assez
petit. Donc, par le théoréme de van der Corput [Co36], il existe deux éléments
g et ¢' de Q tels que ¢ — ¢’ soit dans M. De plus @’ est convexe et —%Q’ cq,
donc
g—q¢ _a-b(—34) 1 °
— b Q .

= €EQ,etqg—qg e (b+1)Q C
b+1 b+1 @ etq—g€b+1)@ MaXaes\7 Ca

Il reste a montrer que 0 est le seul point de M dans I'intérieur de m@*
pour obtenir la contradiction voulue.

. e /. 1 *
Soit v € M non nul dans l'intérieur de m@ . Pour tout u € Q,
on a

1

wau)>-———
maXaes\1 Qo

Or il existe un sommet u de @ tel que (v, u) soit strictement négatif, et ce
sommet est dans iZ pour un o € S\I donné. Ceci n’est pas possible, donc
un tel v n’existe pas. O

Exemple 4.9. Revenons a 'exemple 4.6 ou r = 1; on a pour tout i €
{1,...,n+ 1}, a;(1 + (v;,€;)) = 6ij(a1 + - -+ + apt1) ol v; est le sommet de
(Q* associé a la face de Q opposée a e;, et d;; est le symbole de Kronecker.
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Dans ce cas, on peut prendre b = a; + --- 4+ a,+1 — 1. Regardons ce que
vaut b selon les valeurs de p. Sachant que p vaut 1 plus le nombre de racines
simples a € S\I telles que 0;—1;4 ne soit pas un sommet de ), quand p > 1,
la somme a; + - -+ + a,y1 peut étre majorée par C. Par contre, si p = 1,
ay + +++ + apy1 vaut exactement C' + 1. On obtient dans les deux cas le
résultat de la proposition 4.7 lorsque r = 1.

Le lemme suivant généralise le résultat obtenu dans I’exemple ci-dessus.

Lemme 4.10. Si r > 2, alors pour tout sommet u de Q) et tout sommet v
de QQ*, on a
0 < a,(1+ (v,u)) <C".

Démonstration. Soit v un sommet de @*. On note ey,...,e, les sommets
de la face de @ associée a v. Alors (asey,...,a,e,) est une base de N, et
(v,e;) = —1 pour tout 7 € {1,...,n}.

On note 0 < by < --- < by, k <r, les éléments de ’ensemble suivant :

{a,(1 + (v,u)) | u sommet de @ distinct des e;}.

On va alors montrer par récurrence sur j que b; est majoré par CV.

Soient j € {1,...,k} et v un sommet de @ tel que a,(1+ (v, u)) = b;. Soit
E un sous-ensemble de {1,...,n} non vide, minimal, tel que u et les (&;)icr
ne soient pas sur une face commune de (). Un tel sous-ensemble existe car u
et eq,..., e, ne sont pas sur la méme face. Quitte & changer I'ordre des e;,
supposons F = {1,...,€}. Posons w = a,u+ aje; + - - - + ace., alors w est un
élément de N.

Il existe une face de @) telle que w soit dans le cone engendré par cette
face. De plus, cette face n’est pas celle correspondant a v. Il existe donc
u1,...,us, parmi les sommets de cette face, distincts de ey, ..., e, (mais pas
forcément distincts entre eux), et e},...,e} parmi eq,...,e, (toujours pas
forcément distincts entre eux), tels que

s t
w= Zauiui + Z a.e;. (4.10.1)
i=1 i=1

Posons a} = ae; pour simplifier les notations.
La relation (4.10.1) n’est pas triviale, car u et les (e;);cg ne sont pas sur
une face commune de Q. De plus, pour tout ¢ € {1,...,t}, e} n’est pas dans
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{e1,...,e}. En effet, si par exemple e} = e, alors la relation (4.10.1) induit
une relation la relation non triviale suivante :

s t—1

! !

AU + Q161 + -+ + Q161 = E Uy, U + E ae;.
i=1 i=1

On en déduit alors que u,eq,...,e._1 ne sont pas sur une face commune de
@, ce qui contredit la minimalité de E.

On va utiliser la relation 4.10.1 pour majorer b; en fonction de b;_;. Pour
cela, on va d’abord établir une relation entre les entiers a,, a,,, a; et a;.

Le point

1
— W
€
Oy + Zi:l a;
est le barycentre des points u, ey, .. ., e affectés des coefficients (strictement
positifs) respectifs ay, a1, ..., a.. Comme u et ey, ..., e, sont des sommets de

(@ qui ne font pas partie d’'une méme face, ce barycentre est dans I'intérieur
de (). Par conséquent,

Z::l Ay, + Zle a;

Ay + D iy G

<1,
autrement dit,
€ S t
S SUES STSED S au}
i=1 i=1 i=1
La relation 4.10.1 nous donne alors

s € s t
bj = a,(1+ (v,u)) = Zaui(l + (v, ;) + a, + Zai — Zaw — Za;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Sis=0alorsbj =a,+ Y a; — i, a <a,+ Y5 a.
Sinon, b; > >°7  ay, (1 + (v,u;)) + 1 et donc ay, (1 + (v,u;)) < b; pour
tout ¢ € {1,...,s}; autrement dit, a,,(1 + (v, u;)) < bj_1. Ainsi,

€ s t
b; < sbj_1+au+2ai —Zaui - Za;
i=1 i=1 i=1
€
S Sbjfl + ay +Zai — S.
i=1
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Or s < 23:1 Qy; < Z;:I Oy; + 22:1 a; < ay + 25:1 a;, donc

bj < S(bj,1 — 1) + a, + Zai < (au + Zai)bj,l.
i=1

i=1

En particulier si j = 1, alors s = 0 et donc by < a, + Y ;_; a;.
Pour conclure, il suffit juste de remarquer que si € = n on a alors r = 1.
Donce<n—1et

a, + Zazgn%— Z

a€eS\I

car les entiers a, et q; valent soit 1 soit a,. O

La proposition se déduit alors facilement de ces deux lemmes : le lemme
4.10 donne le réel b a utiliser dans le lemme 4.8.

Pour montrer le théoreme 0.1, il suffit maintenant d’une part de majorer
le terme a l'intérieur de l'intégrale de la proposition 4.2, et d’autre part de
donner une borne explicite pour C.

Lemme 4.11. Sir > 2, alors pour tout o € RT\R] et tout x € Q*,

<"
(0P, &) agS\

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour tout sommet y de Q*.
Soit o € S\I.
Si ‘(’l—f est un sommet de (), alors le lemme 4.10 nous dit que

(20" + x, &) Ay
—— = =a.(l+ <C".
= el )
Si ‘j‘l—f n’est pas un sommet de (), on obtient une majoration légerement

plus grande. Comme ‘Z—f € @, il existe des sommets u; de ) et des réels

positifs \; tels que Y \; < 1 et "‘M = > M\u;. D’apres le lemme 4.10 on a
pour tout %, {x,u;) < C" —1 car au > 1. On en déduit alors que

M 20" + X, &
L+ (x, E> < C" et donc W < C'a,.
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Soit maintenant @ € RT\R;. Ecrivons a = 8 + -+ + B, olt Bi,..., Bs
sont des racines simples. On a alors

<2pP + X d) — Z::l <2pP + X B’L> < sC" maXaES\I (7%
<pB7 d) Z::l 1 B § '
O

Remarque 4.12. Lorsque p = 1, d’une part 7 = 1 et d’autre part M est un
sommet de () pour tout a € S\I. On a alors le méme résultat en remplaqant
C" maxqeg\1 0o par C' + 1.

Lemme 4.13.
S (60 — 1) < dim(G/P) = §(R™\RF).
a€eS\I

En particulier C < d=n+§(RT\R}).

Démonstration. La preuve se fait en étudiant les différents cas, mais avant
tout, réduisons le nombre de ces cas.

Etape 1. Pour tout a € S\I, a, = (2p", &) = (2pP,d&) — (201, &) ol
201 = ZﬁeR? B. Ainsi, comme (2p% &) =2, on a

Y (aa—1) =45\ - > > (5,

aeS\I aeS\I ,6€R+

Le résultat & montrer est donc

> > —(B,a) <HRN\R]) —#(S\]).

acS\I geRf

Etape 2. Montrons qu’il suffit de montrer le résultat lorsque le diagramme
de Dynkin I'; (voir la définition 2.4) est connexe. Supposons donc le résultat
vrai dans ce cas. Soit [ = |_|§.:1 I; tel que I'y = |_|] L I'r; soit la décomposition
de I'; en composantes connexes. Notons S; l’ensemble des racines simples de
S liées a I; dans le diagramme de Dynkin I's de G (c’est-a-dire les racines
simples « telles qu’il existe une racine simple 5 de I; avec (a, B) #0). Alors

Y -a-YY %

aeS\I geRr} Jj=1 ,BER}L], aeS;\I;

48



ce qui, par hypothese, est inférieur a Z;Zl(ﬁ(R;’j \R;;) —1(5;\1;)).

Or ﬁ(R;’j \RZ) — #(S;\1;) est le nombre de racines positives non simples
de R;’j \RZ De plus, Rgfj NRg = S; NSy sij# k car deux racines simples
ne peuvent pas étre toutes les deux liées a I; et I (un diagramme de Dynkin
ne contient pas de cycle). On a donc

t

S CG(RE\RT) — 4(S)\Ij)) < H(RT\RF) — £(S\D).

Jj=1

Il suffit donc de montrer le résultat lorsque I'; est connexe et S est I’en-
semble des racines simples liées a 1.

Etape 3. On peut de plus supposer que S\I est un singleton. En effet,
en regardant la réunion disjointe | |,cq\; RIU{a}\RI incluse dans RT\R;, on
voit que

> (G(Rf iy \RF) — 1) <H(RT\R}) — 4(S\D).

a€S\I

Etape 4. Il reste & calculer d’une part —Z/BeR;r(ﬁ, &), et d’autre part

#( Iu{a}\R“L) — 1 dans les différents cas ou 'y est connexe et S\I est un
singleton.

Le tableau ci-dessous résume le résultat des calculs en fonction du type
des diagrammes de Dynkin I'; et I's. On peut remarquer qu’il y a deux fagons
différentes d’ajouter un sommet & un diagramme de type A; pour obtenir un
diagramme de type Gs. Il y a aussi deux fagons d’ajouter un sommet a un
diagramme de type A; pour obtenir un diagramme de type Bs; I'une des
facon est comptée dans le cas A; et B; 1 et 'autre dans le cas A; et C;,1 en
identifiant BQ et 02.
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| Types respectifs de Iy et de I's | =325 5+ (B, ) | (B} () \Bf) = 1 |

A; et Ajyq pourz >0 1 1
Az' et Bi—|—1 pour 1 2 1 21 Z(z_2|_3)
AZ' et CZ'_|_1 pour 1 2 1 1 Z(Z;—g)
A; et D;yy pour i >3 2(i — 1) (-LG42)
A5 et E6 9 20
Ag et By 12 41
A7 et Fy 15 91
A; et Gy (fleche vers «) 3 4
A; et Gy (fleche partant de «) 1 4
B; et B;y; pour ¢ > 2 21— 1 21
B2 et 03 4 4
Bg et F4 9 14
Ciet Ajyq pour i >3 21 21
03 et F4 6 14
Di et Di_|_1 pouri24 2t —2 21 —1
Dy et Fg 10 15
Dg et E; 15 32
Dy et Eg 21 78
FEg et E; 16 26
FE; et Fy 27 56
Exemples 4.14. 1/ Lorsque I'; est de type A; et que I's est de type A1,
notons «, (31, ..., 3; les racines simples de S,
O—O ------ o0—o0
G B Bi
alors
=Y Bay=— > B+ + B a)
BeR} 1<j<k<i
== > (Bt HBua)=—y -l=i
1<k<i 1<k<i

Puis Ry, \Bf ={a+Bi+ -+ B[ 1<k < i}
2/ Lorsque T'; est de type A; et que I's est de type Go (fleche vers «),
notons 3 la racine de [
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C=0

a B

alors
BERT
Puis 1%}Lu{a}\R}L ={a,a+ B,2a+ 5,3a+ 8,3a + 28}.
O

On peut remarquer que les configurations ot il y a égalité sont celles qu’on
retrouve lorsqu’on s’intéresse aux variétés horosphériques non toroidales lisses
(voir le chapitre 2). Le résultat de ce lemme est alors optimal méme dans le
cas lisse.

On a maintenant tous les outils pour démontrer le théoreme 0.1.

Démonstration. Si p > 1 alors les propositions 4.2 et 4.7 ainsi que les lemmes
4.11 et 4.13 nous permettent de dire que

—Kx)<dl(d Q)" (d" W) =dl dm 2)%
(—Kx)" <d!( max a )"( fé?i‘z“) (;gg@a)

On a évidemment maxXqes\; @ < C < d des que n > 1. D’autre part, si
n=0onaX =G/Petp=4§(S\I)>1; donc on a aussi maxsecg\s o < C
puisque a, > 2 pour tout a € S\I.

Sip>r+1alors (—Kx)4 < d!d®.

Sip=r>1,% est un sommet de Q pour tout o € S\I. La preuve du

(2
lemme 4.11 nous dit que

P -
(pB, &)
et donc

_ d<! T nrdfn:!rd an<!dp+n'
(—Kx)* <d'(d Or!relgiclaa) (d") d'd (iggicla) <dd

De méme, si p=1on aaussir =1 et

(—Kx)* <d ((d+1) mgiclaa)"((d +1))4
a€
=d! (d+1)%(max a)" < d! (d+ 1)*".
aeS\I
]
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4.2 Majoration du nombre de Picard

On va majorer le nombre de Picard des variétés horosphériques Q-factori-
elles.

Définition 4.15. Une variété normale est dite Q-factorielle si tout diviseur
de Weil est Q-Cartier.

On va formuler un critére analogue & celui donné dans la proposition
4.4, toujours en utilisant la caractérisation des diviseurs de Cartier sur une
variété sphérique [Br89, prop.3.1] énoncée dans la proposition 3.2. La preuve
est laissée au lecteur.

Proposition 4.16. Soit X un plongement de Fano de G/H. On note Q
le polytope G/ H-réflexif associé. Alors X est Q-factoriel si et seulement si
toute face F' de @) est un simpleze, et tous les points de F de la forme O;—M
sont des sommets de F'. *

On va montrer un résultat analogue a celui obtenu par C. Casagrande
dans le cas torique [Ca06, th.1(i)].

Théoreme 4.17. Soit X une variété horosphérique de Fano, Q-factorielle,
de rang n, de dimension d et de nombre de Picard p. Alors

p<2n+4#(S\I) <n+d<2d.

On en déduit alors facilement le théoreme 0.2 énoncé dans 'introduction,
en remarquant que n + d = 2d si et seulement si X est torique.

La démonstration qui suit est inspirée des preuves de C. Casagrande
[Ca06, th.3(i)] et de B. Nill [Ni05, lem.5.5].

Démonstration. Soit v un sommet de QQ*.

Etape 1. Notons F, la face de () associée a v, et eq,...,e, les sommets
de cette face. Montrons que tout sommet entier u (c’est-a-dire dans N) de @
vérifiant (v, u) = 0 est adjacent a F,, c’est-a-dire qu’il existe un indice j tel
que €1,...,€j 1,€41,---,6€y et u soient les sommets d’une face F; de (). On
note u/ le sommet u de () vérifiant cette derniére condition.

Soit (e}, ..., e) la base duale de (ey, ..., e,) dans Mg. Soit j € {1,...,n}.
Alors (ej, u?) # 0 (sinon v/ est dans ’hyperplan engendré par les (e;);z;) et
on peut alors définir _
=1 —(v,?)

Vi = (6;, u) :
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De plus, le sommet de Q* associé & Fj est v/ = v + 7vj€;- On en déduit alors
que 7v; > 0, car (v/,e;) > —1.

Soit u un sommet entier de @ vérifiant (v, u) = 0; alors (v/, u) = v;(e}, u)
et donc

u ¢ Fy <= (e}, u) > 0.

Si u # v pour tout j € {1,...,n}, alors (e;,u) > 0 pour tout j €
{1,...,n} et donc u est dans le cone engendré par ey, ..., e,, ce qui n’est pas
possible. Par conséquent, u est I'un des u’ et est donc adjacent & F,.

Etape 2. Le nombre de sommets de @ tels que (v,u) = —1 est n, et le
nombre de sommets entiers de @ tels que (v, u) = 0 est inférieur ou égal a n
par I’étape 1.

L’origine est dans @), donc il existe des sommets vy, ..., v, de Q* (h > 0)
et des entiers strictement positifs mq, ..., my tels que myv; +- - - +v,my = 0.

On note I = {1,...,h}, M =3,.; m;, et pour tout sommet entier u de
( on pose

Alw) = {iel|(v,u)=—-1}
et B(u) = {iel]| (v,u)=0}.

Alors on a, pour tout sommet entier v de @,

0 = Zmi@i,u)

i€l

= - Z m; + Z m;i(vi, u)

i€ A(u) 1€ A(u)UB(u)

Z—ZmH' Z m;

i€ A(u) i€ A(u)UB(u)

i€A(u) i1€B(u)

et dOIlC M S 2 Z'LEA(’U,) mi + ZZEB(’U,) mz'.
Sommons cette derniere inégalité sur tous les sommmets entiers u de Q.
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On obtient alors, en notant r’ le nombre de ces sommets :

M < Z Z 2m,+z Z m;

u i€A(u) u i€B(u)

SD 1D SIS Sb yi
1€l u,(v;,u)=—1 1€l u,{v;,u)=0

< 3nM

donc le nombre de sommets entiers de () est inférieur ou égal a 3n. On en
déduit alors facilement que le nombre n + r de sommets de ) est inférieur
ou égal a 3n + #(Dx). En utilisant ’équation (4.5.1), on a

p=r+ES\I) — §(Dx) < 2n+§(S\]).
0

Corollaire 4.18. Soit X une variété horosphérique de Fano localement fac-
torielle de dimension d > 2. Alors

(—Kx)* < dld*®.
Démonstration. Lorsque p > 2 le degré est majoré par

d! dd(2n+ﬁ(S\I))+n < d! dd(2n+ﬁ(S\I)+n)’

grice aux théorémes 0.1 et 4.17. Sachant que n + §(S\I) < d (1.4.1), on
obtient facilement le résultat.

Lorsque p =1, on a (—Kx)? < d! (d+ 1)%" < d! (d + 1)% < d! B3 des
que d > 1. O

Remarques 4.19. Le casoud = 1 et p = 1 correspond a la droite projective ;
le degré vaut alors 2.

Si on fait le méme raisonnement dans le cas torique (en combinant le
théoréme de Debarre et celui de Casagrande), on obtient une borne légerement
plus forte, d! d?® au lieu de d! d3®".
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Chapitre 5

Sur 'amplitude des diviseurs
d’une variété horosphérique
projective

G. Ewald et U. Wessels ont montré que pour toute variété torique projec-
tive X de dimension d, et pour tout diviseur de Cartier ample D, le diviseur
(d—1)D est treés ample [EW91]. On va utiliser leur argument pour démontrer
le théoreme 0.3.

On peut supposer que G est factoriel, quitte a le remplacer par le produit
direct de son radical et du revétement de sa partie semi-simple. Alors tout
fibré en droites £ sur une G-variété normale X est G-linéarisable (voir [KK89,
déf.2.1 et ch.2.4]), et donc H°(X, L) est un G-module rationnel par [KK89,
lem.2.5].

Soit X une G-variété sphérique projective de rang n, et soit D un diviseur
de Cartier ample sur X. On peut supposer que D est B-stable, puisque tout
diviseur sur une variété sphérique est linéairement équivalent a un diviseur
B-stable.

Soit @7, le polytope moment de D ; c’est un polytope convexe d’intérieur
non vide dans Mg, défini par

Q% = {\ € Ag| le G-module V (k)) apparait dans H°(X, kD)

pour un certain entier £ > 0}.

En particulier,

H(X,D)~ P V(N.

AEQ%,
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Lorsque X est horosphérique et D = —Kx, on retrouve le polytope mo-
ment 2pF + Q* de la remarque 3.5.

Toujours lorsque X est horosphérique, le polytope ()}, est entierement
défini par ’espace des sections de D. En effet, notons s la section canonique
de D. C’est un vecteur propre sous ’action de B. On note X, son poids.
Comme pour —Kx, on décrit les sections de kD a I’aide de I'isomorphisme
suivant :

{f e C(G/H)B) | div(f) + kD >0} — H°X,kD)®
f — fst.

De la proposition 3.2, on déduit alors que les poids de H°(X, kD)(B) sont les
caractéres situés dans 1’enveloppe convexe des k(xo — Xc), o les xc sont les
caracteres définis par le diviseur de Cartier D lorsque C décrit ’ensemble des
cones coloriés maximaux de X. Le polytope )}, est donc ’enveloppe convexe
des caracteres xo — Xc-

En particulier, les sommets de @7}, sont entiers (c’est-a-dire dans M) et
sont en bijection avec les G-orbites fermées de X, ou encore avec les plonge-
ments simples de X.

Par contre, si X est seulement sphérique, il se peut que )7, ait des som-
mets non entiers ; mais les G-orbites fermées Y de X sont associés a certains
sommets entiers de Q%,. En effet, H(Y, DNY) est un G-module simple, et son
plus grand poids est un sommet de ()7, car les G-orbites de X correspondent
a des faces de %, [Br97b, 5.3].

Lemme 5.1. Lorsque X est horosphérique, avec les notations ci-dessus, les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) D est trés ample,

(2) pour tout sommet x de QF), le monoide M NRy (Q% — x) est engendré

par M N (Qp — x)-

Le monoide M NR; (Q% — x) est 'ensemble des éléments de M qui sont
dans le cone engendré par ()}, au point Y.
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Remarque 5.2. Dans [EW91], G. Ewald et U. Wessels montrent que la
condition (2) est vérifiée pour tout polytope de la forme (n — 1)@, ou Q est
un polytope a sommets entiers de dimension n. Or on a @}, = kQ} pour
tout entier £ > 0, donc la premiere partie du théoreme 0.3 se déduit du
lemme ci-dessus.

De plus, lorsque X est sphérique, on a encore le résultat suivant (dont
la démonstration est identique a celle du lemme) : si la condition (2) est
vérifiée pour tout sommet entier de ()}, alors D est tres ample. Ainsi la
premiere partie du théoreme 0.3 reste vraie dans le cas sphérique.

Démonstration du lemme. Sur une variété sphérique, tout diviseur ample est
engendré par ses sections globales (conséquence immédiate de [Br89, th.3.3]),
donc D définit un morphisme G-équivariant

ép: X — P(HYX,D))
r —  [s+s(x))].

De plus, D est tres ample si et seulement si ¢p est une immersion fermée,
ou encore, si et seulement s’il existe un recouvrement fini de X par des
ouverts affines X, tels que lapplication C[P(H®(X, D)*)s;20] — C[X,]
soit surjective.

Les plongements simples Xy de X (lorsque Y parcourt les G-orbites
fermées de X) recouvrent X, donc il suffit d’étudier ¢p sur chaque plon-
gement simple Xy

Le morphisme de restriction H°(X, D) — H°(Y,Y N D) est surjec-
tif, car Y est homogene et il existe une section non identiquement nulle
sur Y. De plus, le G-module H°(X, D) n’a que des multiplicités 1 dans sa
décomposition en G-modules simples. On a ainsi une projection canonique de
HY(X,D)* dans H°(Y, D NY)* qui définit alors une application rationnelle
7 de P(H°(X, D)*) dans P(H°(Y, D NY)*). En fait ¢p(Xy) est inclus dans
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le domaine de définition de 7, car Xy = {z € X | G.x D Y'}. Notons ¢ la
composée de ¢p et w. On a alors le diagramme suivant :

Xy ¢D

P(H'(X, D))
w :71'

P(HO(Y, DN Y)")

On a vu au début du chapitre que les plongements simples de X sont en
bijection avec les sommets de 7}, . Soit xy le sommet de ()}, correspondant
au plongement simple Xy de cone colorié (C, F). Si

W :=P(H"(Y,DNY)" )y, 0,

alors 1~ (W) est un ouvert affine B-stable de Xy ; c’est donc I'unique ouvert
affine B-stable X, de Xy [Kn91, ch.3].
De plus Xy est recouvert par un nombre fini de translatés ¢.Xg, g € G,
et
C[X,]B) = {f € C(G/H)® de poids dans C N M}

ol C est le cone dual de C dans M.
On a aussi
Xo~ Ry(P)x Z

ou P est un sous-groupe parabolique contenant B et Z est une variété
sphérique affine sous ’action du sous-groupe de Levi L de P contenant T
[Br97b, chap. 1.4]. De plus [Br97b, chap. 3.3],

C[Z) B = {f € C(Z)B™) de poids dans € N M}.

Remarquons maintenant que C N M n’est autre que le monoide M N
R, (@5 — xy)- On en déduit donc que ¢p est une immersion fermée si et
seulement si ce monoide est engendré par M N (Q%, — xy), et cela pour tout
Y. O

Pour démontrer la deuxieme partie du théoreme 0.3, reprenons les nota-
tions de la démonstration du lemme précédent. Lorsque X est une variété
horosphérique localement factorielle, le cone C est engendré par une base de
N d’apres la proposition 2.2. Donc C est engendré par une base de M. Et
comme ()}, est a sommets entiers, ()7, — xy contient alors cette derniere base.
Ainsi la condition (2) du lemme est vérifiée, et D est trés ample.
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Chapitre 6

Détermination des polygones
G/ H-réflexifs sur certains
exemples

Nous allons déterminer les polygones G/H-réflexifs & automorphisme
pres, lorsque G/H = (SLy x C*)/U, (SLy x SLy)/U ou SL3/U. Chaque
classe d’automorphisme de polygones G /H-réflexifs sera représentée par un
et un seul polygone G/H-réflexif. L’ordre de ces polygones sera simplement
I’ordre de construction.

Rappelons qu’on peut identifier les polygones SL;z/U-réflexifs et les po-
lygones (SLy x SLy)/U-réflexifs (voir I’exemple 2.16(4)).

Proposition 6.1. Les polygones (SLy x C*)/U-réflexifs sont exactement, d
automorphisme pres, les 135 polygones représentés dans les figures du cha-
pitre 6.2 (sauf premiére figure explicative).

Les 16 polygones marqués d’un L sont les polygones (S Ly x C*) /U -réflexifs
dont le plongement de (SLy x C*)/U associé est lisse.

Les polygones (SLy X SLy)/U-réflexifs (ou SL3/U-réflexifs) sont exacte-
ment, & automorphisme prés, les 398 polygones représentés dans les figures
suivantes du chapitre 6.3 (sauf premiére figure explicative).

Les 27 polygones marqués d’un L sont les polygones (SLy x SLs)/U-
réflexifs dont les plongements de (SLy x SLy)/U et de SL3/U associés sont
lisses.
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Et les 12 polygones marqués d’un L’ sont les polygones (SLy x SLs)/U-
réflexifs dont le plongement de (SLy X SLy)/U associé est lisse et dont le
plongement de SL3/U associé est localement factoriel mais singulier.

6.1 Outils de calcul

Rappelons d’abord que dans les trois cas, G/H est horosphérique de
rang 2. Les polygones G/H-réflexifs (cf définition 3.3) sont donc des po-
lygones convexes dans R? = Ng D N = Z2.

Pour 'espace homogene G/H = (SL, x C*)/U, il n’y a qu’une couleur
et son image ¢y, se compléte en une base de Z2 On note (e, e3) la base de
7.2 telle que e; = ¢y et ey est I'élément dual du caracteére identité de C*. De
plus a, = 2, donc le seul sommet non entier (c’est-a-dire qui n’est pas dans
Z?) que peut avoir un polygone G/H-réflexif est %

Pour les espaces homogenes (SLy x SLy)/U et SL3/U il y a dans chaque
cas deux couleurs dont les images ¢y et 5y, forment une base de Z2 qu’on
note (e, e2). De plus a, = ag = 2, donc les seuls sommets non entiers que
peut avoir un polygone G/ H-réflexif sont ¢ et 2.

Proposition 6.2. Supposons que G/H est l'un des trois espaces homogénes
horosphériques ci-dessus. Soit Q un polygone conveze de R? wérifiant les
conditions (1) et (3) de la définition 3.3.

Appelons segment de @ tout segment [p,q| dans la bord de Q tel que p et
q soient dans 22 U {2, o € S\T}.

Alors Q) est G/H -réflexif si et seulement si pour tout segment [p, q| de @
tel que Z*N|p, q|= B, [p, q] vérifie l'une des conditions suivantes :

(a) p € Z2, q € 72, et (p,q) est une base de 72 ;
(b) peZ? q=% aveci=1 ou 2, et (p,2q) est une base de Z?;

2

(b)) qeZ? p="4% aveci =1 ou 2, et (2p,q) est une base de Z*;

()p=75etq= 5.

Lorsque G/H = (SLy x C*) /U, on remarquera bien sir que les conditions
(c), (b) et (b’) avec i = 2, ne peuvent pas étre vérifiées, car il n’y a qu’'une
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couleur!

Démonstration. Le polygone @ est G/H-réflexif si et seulement si son poly-
gone dual Q* est a sommets entiers (c’est-a-dire dans M), ou encore, si et
seulement si pour chaque face F' de Q, il existe v € Z? tel que pour tout
ueF, (v,uy=—1.

Soit, F' une face de @; alors F' contient un segment [p,q| de @ tel que
Z’Np, q[= 2. Si [p, q] vérifie 'une des conditions (a), (b), (b’) ou (c), alors
(p,q), (p,2q), (2p,q) ou (2p,2q) est une base de Z2. 1l existe donc v € Z? tel
que (v, p) = —1, (v,q) = —1, et par conséquent (v, u) = —1 pour tout u € F.

Il reste donc & montrer que si @ est un polygone G/H-réflexif, alors pour
tout segment [p, q] tel que Z2N|p, q[= @ vérifie 'une des quatre conditions
ci-dessus.

Soit [p,q] un segment de @ tel que Z*N|p,q[= @. Notons v € Z2 le
sommet de Q* correspondant a la face de () contenant [p, ¢|. En particulier,
(v,p) = —1 et (v,q) = —1.

Sip € Z? et ¢ € Z?, montrons alors que le parallélogramme de sommets 0,
p, q et p+q intersecte Z? seulement en ses sommets, ce qui est équivalent & dire
que (p, q) est une base de Z?2. Soit u € Z?* un élément de ce parallélogramme.
Quitte a remplacer u par p + ¢ — u, on peut supposer que u est dans le
triangle de sommets 0, p et ¢. On alors —1 < (v,u) < 0. De plus (v,u) =0
si et seulement si u = 0, et (v, u) = —1 si et seulement si u € [p, ¢|, ce qui est
équivalent & u = p ou ¢, car Z?N|p, q[= &. On conclut alors en remarquant
que (v, u) doit étre entier, car u et v sont dans Z2.

On va appliquer le méme raisonnement au cas ol p € Z? et ¢ = 5
(cas (b) et (b’)). Montrons que le parallélogramme de sommets 0, p, 2¢ et
p + 2q intersecte Z? seulement en ses sommets. Soit € Z? un élément de ce
parallélogramme. Quitte a remplacer u par p+ 2g — u, on peut supposer que
u est dans le triangle de sommets 0, p et 2¢. On a alors —2 < (v, u) < 0. De
plus, on vérifie facilement qu’on a (v,u) = 0 si et seulement si u = 0, puis
(v,u) = —2 si et seulement si u = 2¢g, et enfin (v,u) = —1 si et seulement si
u € [p, ql. O

Remarque 6.3. Cette proposition implique en particulier le fait que Q) ne
contient aucun point de Z?\{0} dans son intérieur.

Proposition 6.4. Soit Q un polygone G /H-réflexif.
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Si G/H est l'un des trois espaces homogéne ci-dessus, alors e; € @ ou
bien < est sur le bord de Q.

De plus, si G/H = (SLy x SLy)/U ou SL3/U, alors ey € Q ou bien %
est sur le bord de Q.

Démonstration. Montrons seulement que e; € @ ou bien < est sur le bord de
@ (c’est exactement la méme démonstration pour la suite de la proposition).
Supposons que % soit & l'intérieur de . Il existe un segment [p, g] de @, tel
que % soit dans le triangle de sommets 0, p et ¢. Notons v € 72 le sommet
de Q* associé a la face de () contenant [p, ¢]. On a alors —1 < (v,%) < 0 et
donc (v,e;) = —1. De plus e; est dans le cone de sommet 0 engendré par le

segment [p, ¢, par conséquent e; € [p,q] C Q. a

On va maintenant construire a la main tous les polygones G/H-réflexifs
Q lorsque G/H = (SLy x C*)/U et lorsque G/H = (SLy x SLy)/U. On
va d’abord isoler différents cas selon le nombre de couleurs qui sont sur le
bord de (). Ensuite, on déterminera un segment particulier de (). Puis on
construira, a partir de ce segment, le bord de (), point par point et dans le
sens inverse trigonométrique, en utilisant essentiellement la proposition 6.2.

Par cette méthode, on peut déterminer plusieurs polygones G/ H-réflexifs
dans une méme classe d’automorphisme. On expliquera alors, dans chaque
cas, les arguments utilisés pour ne pas donner des polygones G/H-réflexifs
en trop.

On note (z,y) le point ze; + ye, de Z2 Rappelons que lorigine de Z2
est notée, dans les figures, par un point noir, et les points i—f par des points
blancs.

6.2 (SLyx C*)/U

Les automorphismes (cf la proposition 3.10) sont ici les automorphismes
de Z? qui fixent la couleur (%, 0), c’est-a-dire les éléments du groupe

Montrons qu’un polygone G/H-réflexif () possede au moins un point sur
la droite y = 1 et au moins un sur la droite y = —1. D’apres la proposition

6.4, (1,0) ou bien (1,0) est sur le bord de Q. Notons p ce point particulier.

62



Il existe alors ¢, € Z? (respectivement g,) d’ordonnée positive (respective-
ment négative) tels que pour i = 1,2, [p, ¢;] soit un segment de @) vérifiant
Z*N|p, ¢;|= 2. La proposition 6.2 nous dit alors que ¢; est sur la droite y = 1
et go est sur la droite y = —1.

Ainsi, on peut supposer, quitte a appliquer un automorphisme, que le
point (1, 1) est le point de @ le plus a droite (c’est-a-dire z maximum) sur la
droite y = 1.

Cette derniere remarque n’est pas suffisante pour ne compter qu’'une
seule fois un polygone. En effet notons (z,—1) le point de @ le plus a

droite sur la droite y = —1, alors le point le plus a droite du polygone
Q = (1) x__ll ) @ sur la droite y = 1 est aussi (1,1). Par contre, on voit

1
0
polygone ayant aussi cette propriété. Ainsi, dans chaque classe d’automor-
phisme, on obtiendra au plus deux polygones G/H-réflexifs. Pour chaque
polygone G/ H-réflexif nouvellement construit @, on calculera le polytope @’
associé (défini comme ci-dessus). Et si Q' est présent dans la liste des po-
lygones G/ H-réflexifs déja calculés, alors on continuera la construction sans
ajouter ) dans la liste.

Je détaillerai le début de la construction des polygones G/ H-réflexifs afin
de faire comprendre la méthode utilisée. Ensuite, je donnerai les polygones
obtenus par cette méthode, dont la mise en ceuvre est longue mais sans dif-
ficulté.

. -1 . . )
facilement que ( 96_1 > est le seul automorphisme qui permet d’avoir un

e [(1,1),(1,0)] est un segment de Q.

Rappelons qu’on construit un polytope point par point dans le sens in-
verse trigonométrique. Notons p le dernier point construit. On choisit le nou-
veau point ¢ de telle sorte que 'angle formé par les demi-droites [0, ¢) et [0, p)
soit minimal. Ici, le dernier point construit est p = (1,0). Le prochain point
est de la forme ¢ = (x,—1) (d’apres la proposition 6.2). Le polygone @ est
convexe et contient 0, donc x < 1. De plus ’angle formé par les demi-droites
[0, ¢) et [0,p) est minimal lorsque x = 1. Le nouveau point construit est donc
(1,-1).

On continue ainsi le raisonnement a partir du nouveau point construit.
Au bout de y étapes, on a construit le segment [(1,1), (1, —y)], ot y est 'entier
maximal tel qu’un polygone G/ H-réflexif contienne le segment [(1, 1), (1, —y)].
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En fait, siy > 4 il n’y a pas de polytope G/ H-réflexif () contenant le segment
[(1,1), (1, —y)]. En effet, supposons le contraire. Soit ¥ un entier maximal tel
que (1, —y) soit dans Q. Alors le point qui suit est de la forme (z, —1 — zy)
avec z < 0. Si z < —1 on obtient une contradiction car le point (0,1) serait
dans lintérieur de Q. Si z = 0 (cas illlustré dans la figure suivante), alors le
point suivant est de la forme (—1,w) avec w > 2. On obtient alors la méme
contradiction que précédemment. Ce raisonnement est résumé dans la figure
suivante.

Lorsqu’on arrive a une impasse, on revient a la construction du point précé-
dent et on choisit le nouveau point de fagon a ce que ’angle formé par
les demi-droites [0,q) et [0,p) soit le second plus petit, le troisitme plus
petit,... Dans notre exemple, on revient au point (1,—3) et les nouveaux
points construits sont alors les points (0,1) et (—1,1) : on a construit le
premier polytope de la liste.

Voici les polygones G/ H-réflexifs obtenus ainsi.
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On peut, la aussi, distinguer deux cas, selon que le point (%, 0) est un som-
met de ) ou non. Dans les deux cas on va d’abord faire quelques remarques
afin d’éviter de calculer trop de polygones.

Si (%, 0) n’est pas un sommet de @, il est a Uintérieur d’une aréte
[(z1,v1), (T2, y2)] telle que y; > 0 et yo < 0. Alors quitte remplacer @
par @', on peut supposer que le nombre de points de Z? dans le segment
[(z1,51), (,0)] est inférieur & celui dans le segment [(1,0), (2, y2)]. Ainsi, il
suffit de construire les polygones () vérifiant cette derniere condition. Et de
plus, si le nombre de points de Z2 sur ces deux segments est différent, il n’est
alors pas nécessaire de regarder si (' a déja été trouvé.

Dans le cas (%, 0) est un sommet de @), on peut faire la méme remarque
en considérant le nombre de points de Z? dans les deux segments adjacents
3 (1,0).

On obtient lorsque (3,0) n’est pas un sommet de Q :
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6.3 (SLQ X SLQ)/U ou SL3/U

D’apres la définition d’automorphisme de (N, D) donnée dans le chapitre
3, il n’y a pas d’automorphisme non trivial. Cependant, dans cette partie,
on considérera aussi I’automorphisme de N qui échange les images des deux
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couleurs, c’est-a-dire s = < (1) é )

En effet, automorphisme de SLy x SLy qui a (g1, g2) associe (g2, 1)
définit un isomorphisme de variétés entre les plongements d’éventails [ et
$(F). On a un résultat similaire pour SL3/U.

e Cas ol (3,0) et (0, ) ne sont pas sur le bord de Q.

D’apres la proposition 6.4, (1,0) et (0,1) sont dans Q.

Plusieurs cas se présentent alors : soit [(1,0),(0,1)] est un segment de
@, soit [(1,0),(1,y)] et [(1,¥),(0,1)] sont des segments de @ pour y > 1,
soit [(1,0), (z,1)] et [(z,1),(0,1)] sont des segments de @) pour z > 1. Les
deux derniers cas sont les mémes a automorphisme pres, on considérera donc
seulement les deux premiers cas.

% [(1,0), (0,1)] est un segment de Q.

Parcourons le bord de @ en partant de (0,1) (respectivement (1,0)) dans
le sens trigonométrique (respectivement inverse), et notons 7y,...,n; (res-
pectivement 6y, ..., 60;) la valeur (entre 0 et 7) des angles en chaque point de
Z? sur le bord de @, comme le montre la figure suivante.

O =

v

Pour obtenir les polygones & automorphisme pres, il suffit de représenter
uniquement les polygones tels que (71, . . ., 1) soit inférieur ou égal a (61, ..., 6)
pour l'ordre lexicographique. En effet si on applique I'unique automorphisme
de N qui échange (1,0) et (0, 1), alors on échange aussi les angles 7y, . .., 7 et
01, ...,0;. Dans ’exemple ci-dessus on a 1 = 6 et 1, < 5, donc le polygone
ci-dessus sera représenté dans la liste des polygones G/ H-réflexifs qui suit.

On obtient alors les polygones suivants.
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*[(1,0), (1,1)] et [(1,1),(0,1)] sont des segments de ().
Pour construire les polygones a automorphisme pres, on utilise comme
précédemment les angles 1y, ..., n, et 64,..., 0.

rrrrrrr ® O @0 |-\ @0 A et
o o
,,,,,,,,,, e O
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e Cas ol I'un des deux points (3, 0) et (0,1) est sur le bord de Q.

Cela revient, & automorphisme pres, a considérer, par exemple, unique-
ment les polygones contenant (0, %) sur leur bord mais pas (3,0).

Dans ce cas, le point (1,0) doit étre dans Q.

* (0, 3) est un sommet de Q.

Si [(0, %), (1,y)] est un segment de @, alors y > 0 et il existe ¢y’ < —y tel
que [(0,1), (—1,%")] soit un segment de Q. On voit alors en particulier que

y <2
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* (0, 3) est sur un segment de Q.

Notons [(—1, —y + 1), (1, y)] un segment contenant (0, ;). Le point (1,0)
étant dans ), on en déduit que —y + 1 > —2 (dans le cas contraire, Q)
contiendrait le point (0, —1) dans son intérieur), c’est-a-dire, y < 3. De plus,
(3,0) € Q, donc y > 0.
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e Cas oli les deux points (3,0) et (0, 3) sont sur le bord de Q.

A Taide de la proposition 6.2 on montre que soit [(3,0), (0,3)] est un
segment de @, soit (1,1) € Q. En effet, si aucun des deux cas précédents ne
se produit, alors il existe z > 2 et y > 2 tels que (1,y) et (z,1) soient dans
Q. Et on obtient une contradiction car (1,1) serait dans 'intérieur de Q. De
plus, on peut voir que, lorsque (1,1) € @, (0, %), (1,1)] ou [(1,1), (%,O)] est
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un segment de Q).

* Cas ot [(5,0), (0, 3)] est un segment de Q.

Pour construire les polygones a automorphisme pres, on utilise comme
précédemment les angles ny,...,m et 0y,..., 0, définis ici en parcourant le
bord de @ & partir des points (0, 1) et (3, 0).

On remarque ensuite que ) a des segments de la forme [(%, 0), (1,y)] avec
y <1let[(z,1),(0,3)] avec z < 1.
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* Cas ou [(0, 1), (1,1)] et [(1,1), (3,0)] sont des segments de Q.

Pour construire les polygones a automorphisme pres, on utilise encore les
angles 1y, ..., etag et O1,...,0.

On remarque ensuite que @ a des segments de la forme [(3,0), (1, y)] avec
y <0et[(z,1),(0,3)] avec z < 0.
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* Cas ou [(0, 3), (1,1)] ou bien [(1,1), (5, 0)] est un segment de Q.
Pour construire les polygones a automorphisme pres, il suffit d’étudier le
cas (par exemple) ol seul [(1,1), (3, 0)] est un segment de Q.
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Chapitre 7

Quelques exemples de variétés
horosphériques de Fano

Dans le chapitre précédent, on a déterminé les polygones G/H-réflexifs
pour trois espaces homogeénes horosphériques de rang 2.

Lorsque G/H = (SLy x C*)/U (respectivement (SLy x SLy)/U), on va
montrer que les plongements projectifs de G/H sont en fait des variétés
toriques (de dimension 3 et respectivement 4). On donnera la liste des 16
plongements lisses de Fano de (SL, x C*)/U, et on comparera cette liste
avec celle des 18 variétés toriques lisses et de Fano donnée par V. Batyrev
[Ba81] et K. et M. Watanabe [WW82]. On peut aussi trouver cette liste dans
[Od88, fin du chapitre 2.3].

Lorsque G/H = SL3/U, on expliquera comment déterminer les plonge-
ments lisses de Fano de G/H et on donnera quelques exemples.

7.1 Plongements de (SLy x C*)/U

Dans toute cette partie, G = SLy X C* et H = U. On va décrire les
plongements lisses de Fano de G/H.

Soit D un diviseur de Cartier et ample sur un tel plongement X. Rappe-
lons qu’en rang 2 (ou si X est lisse), tout diviseur de Cartier ample est tres
ample (théoreme 0.3). Il définit donc une immersion

¢p 1 X — P(Dyeqr,V(x)) =: Pp
ou Q% est le polytope moment (ou ici, polygone moment) associé & D (voir
le chapitre 5 pour plus de détails). Et de plus I'image par ¢p du point H/H
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de G/H est fixée par U, donc

6p(G/H) =G.[ > v

XEQD

ou pour tout x, v, est un vecteur de plus haut poids du G-module simple
V(x).

Dans le cas qui nous intéresse ici, le groupe des caracteres A est engendré
par le caractere fondamental w, de SL,, et par le caractere identité x, de
C*. Ainsi (wa, Xo) est une base du réseau M ~ Z2. On notera alors (n,m) le
point nw, + myo de M.

De plus, pour tout (n,m) € Z?2 tel que n > 0, le G-module V (nw, +mxo)
est 'espace vectoriel C[z,y], des polynémes homogenes a deux variables de
degré n, muni de 'action de G suivante :

Vg = <CCL fl) € SLy, ¥z € C', VP € Clz, y]a,

(9,2).P(z,y) = 2™ P(g *(z,y)) = 2™ P(dz — by, —cz + ay).

Un vecteur de plus haut poids de V (nw, + myxo) est alors z".
Avant de donner la liste des plongements lisses de Fano de G/H, on
montre le résultat suivant.

Proposition 7.1. Tout plongement projectif de (SLy x C*)/U est torique.

Démonstration. Soient X un plongement projectif de (SLy x C*)/U et D un
diviseur de Cartier (tres) ample.

Rappelons que ()}, est un polygone d’intérieur non vide et a sommets dans
Z?. Ainsi il existe un triangle & sommets dans Z? inclus dans Q3. On peut
supposer que ce triangle est minimal. Ainsi ses sommets (n;, m;), i € {0, 1,2},
sont tels que ((ny — ng, m1 — myg), (ne — ng, Mg — myg)) est une base de Z2.

On peut munir V (nw, + mxo) d’une action de (C*)? définie par

V(20,21,22) € (C*)?, VP € Clx,Yln, (20,21, 22)-P(x,y) = 25" P(212, 229)-

Il faut cependant remarquer que cette action n’est pas fidele.

Montrons alors que action de (C*)? sur Pp est fidele. Pour cela il suffit de
montrer que 'action sur P(®Z,V (niwa + miXxo)) est fidele. Soit (2, 21, 22) €
(C*)3 agissant trivialement sur P(2_,V (n;ws + miXo))- Puisque 'un des n;

est non nul, on a forcément z; = 2o. On a alors 2527 = z{"' 27" = 252 21?, ou
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de méme 25" T2 T = Tet 25" 022" =1 ce qui équivaut a zp = 21 =1

car ((ny — ng, m1 — myg), (ne — ng, My — Myg)) est une base de Z>.
De plus, ¢p(G/H) contient ’élément [erQ*D wy] ol

Wnwatmyo = (T +Y)" = (9, 1) Vnwatmxo
1 -1
0 1
seul élément de (C*)® agissant trivialement sur [ZXEQ}, wy] est (1,1,1).
Ainsi, (C*)°.[32, cqs wx] = (C*)°. De plus, c’est un ouvert de G.[3-, co. vy] =

-1
z —z
ép(G/H) car (20, 21, 22) Wnwa+mxo = (95 20)-Vnwe+myo aVEC g = ( 10 212 )

avec g = . On peut alors montrer comme précédemment que le

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que

X =¢p(G/H) = (CP[D wy.

XERD
O

Remarques 7.2.

1/ Soient X un plongement de G/H et @}, le polygone moment d’un divi-
seur de Cartier et ample. Soit Q3 le polytope de R® défini comme 1’enveloppe
convexe des points (n, m, i) tels que (n, m) € Q% et 0 < i < n (rappelons que
V(n,m) € @%, n > 0). Alors Q3 est le polytope associé & la variété torique
X et au diviseur D. Pour montrer ceci, il suffit de calculer les poids de (C*)3
dans Pp. Et quitte & changer 'action de (C*)? par I'automorphisme de (C*)3
qui & (29, 21, 29) associe (2q, 2122, 22), On a (29, 21, 22).T'Y" ™" = 22024 Ty
pour tous (2, 21, 22) € (C*)3 et 'yt € V(nwy + mxo)-

Lorsque X est de Fano de polygone G/H-réflexif Q et D = —Kx, le
polygone @7, est le translaté de @Q* par (2,2). Alors le translaté de Q% par
(—2,—2,—1) contient Porigine de R® dans son intérieur, et c’est un poly-
tope réflexif de dimension 3. En effet son polytope dual ()3 a pour sommets
(0,0,1), (1,0,—1), et les points (a,b,0) lorsque (a,b) décrit I’ensemble des
sommets entiers de Q).

2/ On obtient ainsi seulement certaines variétés toriques de Fano. Par
exemple, le cube [—1,1]* € R? associé a (X = P! x P! x P!, —Kx) ne peut
pas étre construit comme ci-dessus a partir d’un polygone G/H-réflexif. Au-
trement dit P! x P! x P! n’est pas un plongement de G/H (ce qu’on aurait
aussi pu voir directement).
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3/ On peut montrer de méme que tout plongement projectif de (SLs X
SLy)/U est torique. En effet, les G-modules simples sont alors les espaces
vectoriels V (nw, + mwg) = Clz, y], ® C[z, y|m lorsque n,m > 0. L’action de
SLy x SLy sur V(nwy + mwg) est la suivante :

vg=( %) s=(% ¥ ) eSL, vP e Ca,yl, VP € Cla,y
g = c d g = A d 2; yYln, » Ylm,
(9,9)-(P(z,y) ® P'(x,y)) = P(dz — by, —cx + ay) @ P'(d'z - by, ~c'z +d'y).
On peut munir ces G-modules de I’action de (C*)* suivante :

\V/(Zl, Z2,23,24) € ((C*)4a VP e C[m:y]na VPI € C[Q?, y]m(zlaZQ: 253,24),
(P(.T,y) ® P,(.T,y)) = P(Zl$,22y) ® P,(Zg.l',Z4y).

Cette action n’est toujours pas fidele. Cependant 'action de (C*)* sur
I’espace projectif Pp associé a un diviseur de Cartier et ample D est fidele. La
preuve de ce dernier fait est analogue a celle faite dans le cas de (SLyxC*)/U.

Ensuite, on peut voir facilement que ((C*)4.[Z(n,m)€% (z4+y)"®(x+y)™"]
est un ouvert de ¢p((SLy X SLy)/U) isomorphe a (C*)*.

4/ On pourrait aussi montrer que tout plongement complet de (SLy X
SLy)/U et (SLyx C*)/U est torique. C’est inutile ici car en fait, on peut aussi
montrer que toute variété complete et horosphérique de rang 2 est projective.
Je ne démontrerai pas ce résultat, la preuve étant tres similaire a celle pour
les variétés toriques de dimension 2 (voir [Od78, prop.8.1]).

On va maintenant expliquer comment déterminer les plongements lisses
de Fano de G/H.

On peut déterminer un plongement lisse de Fano de G/H & partir de son
polygone G/H-réflexif (ou de son éventail colorié). On choisit pour cela un
diviseur de Cartier et ample pas trop grand (c’est-a-dire de fagon a ce que son
polygone moment %, soit petit) puis on regarde I'immersion ¢p : X — Pp
associée. Cependant cette méthode ne permet de décrire facilement que les
plongements de G/ H assez petits, c’est-a-dire tels qu’on puisse trouver D tel
que Pp n’est pas de dimension trop grande.

On va plutdt utiliser les morphismes connus entre les différents plonge-
ments de G/H. On peut résumer, dans notre cas, les résultats sur les mor-
phismes entre variétés sphériques [Kn91, ch.5] de la fagon suivante.
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Proposition 7.3. Soit G/H un espace homogéne horosphérique de rang 2.
Soient X et X' des plongements complets de G/H, d’éventails coloriés res-
pectifs F et F'.

Alors il existe un morphisme birationnel et G-équivariant X' — X si et
seulement st
(1) Uéventail (sans couleur) de F' est une subdivision de I’éventail de F, et

(2) Uensemble des couleurs de I est inclus dans l’ensemble des couleurs de
F.

Soit X un plongement de Fano de G/H. On note @ le polygone G/H-
réflexif associé. Supposons que le polygone (', défini par ’enveloppe convexe
de I'ensemble des sommets de @) sauf un, est G/H-réflexif. Notons X' le
plongement de Fano de G/H associé & @)'. Alors, d’aprés la proposition 7.3,
il existe un morphisme birationnel G-équivariant X — X', dont le diviseur
exceptionnel est irréductible et G-stable. On obtient le méme résultat si (1, 0)
est un sommet de @, et si @), défini par 'enveloppe convexe de (%, 0) et des
sommets de @ sauf (1,0), est G/H-réflexif.

De plus, si X et X’ sont lisses, alors X est ’éclatement d’une sous-variété
de X' irréductible et stable par G [Br94]. Rappelons que toute sous-variété
irréductible et G-stable, d’un plongement lisse de G/H, est encore lisse (cf
proposition 2.17). Ainsi les éclatements qu’on étudiera seront de centre lisse.

Dans chaque classe d’automorphisme, on va choisir un polygone G/H-
réflexif particulier, de facon a ce que les polygones soient en relation les uns
avec les autres comme ci-dessus. Voici la liste des polygones G/H-réflexifs
choisis, correspondant aux 16 plongements lisses de Fano de G/H.
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Soient X un plongement lisse de G/H et Y une une sous-variété de X
irréductible et stable par G. Pour savoir a quel polygone G/ H-réflexif corres-
pond I’éclatement Bly X de Y dans X, il suffit d’étudier les G-orbites fermées
ainsi que les diviseurs irréductibles B-stables de X et de Bly X. En effet, si
Y contient deux orbites fermées qui sont elles-mémes contenues dans D,
alors Bly X a pour polygone G /H-réflexif celui de X auquel on a remplacé le
sommet (3, 0) par (1,0). Et si Y est une G-orbite fermée de X, alors Bly X a
pour polygone G/H-réflexif celui de X auquel on a ajouté un sommet entre
les deux sommets de la face correspondant a Y. De plus il n’y qu’une seule
facon d’ajouter un tel sommet, car X et Bly X sont lisses. En effet, le nou-
veau sommet est la somme des deux sommets si ces derniers sont entiers;
sinon, c’est la somme du sommet entier et de (1,0).

On utilisera les mémes raisonnements pour décrire des plongements lisses de

Fano de SL;/U.

On va maintenant déterminer les 16 plongements de G/H correspondant
aux 16 polygones G /H-réflexifs ci-dessus.

On distingue d’abord deux plongements naturels : P2 et P2 x P! (rappe-
lons que G/H ~ C*\{0} x C*). En effet, P> = P(V(0) ® V(wa) ® V(x0))
et P2 x P! = P(V(0) ® V(wa)) x P(V(0) & V(xo)). Ces deux plongements
de G/H correspondent respectivement aux polygones G/ H-réflexifs n° 1 et 2.
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On va éclater chacun de ces plongements, afin d’en obtenir d’autres.
Notons 0 le point fixe [0,0,0,1] de P? et posons L := P({0} & V(w,) & {0})
et L' := P(V(0) ® {0} & V(x0)) les deux droites (disjointes) de P? stables
sous I'action de G. Remarquons que L (respectivement L) est fixée point par
point par C* (respectivement SLs) et que 0 € L.

Alors les éclatements de 0, L, L', 0L L et LU L' dans P3 sont les plonge-
ments de G/H de polygones G/ H-réflexifs respectifs n° 3, 4, 5, 6 et 7.

Remarquons que BlgP? est 'image dans IP? x P? du graphe de la projection
P* =P(V(0) ® V(wa) ® V(x0)) — P(V(0) & V(wa))-
De méme Bl/P? est 'image dans P* x P! du graphe de la projection
P? =P(V(0) ® V(wa) ® V(x0)) — P(V(wa))

Soit Iy := {0} x P(V(0) & {0}) C BlyP* C P2 x P(V(0) & V(wy)). Clest
une droite contenue dans le diviseur exceptionnel de Bl,P?> — P3 et stable
sous I’action de G.

Alors léclatement de ly dans BlyP? est le plongement de G/H de poly-
gone G /H-réflexif n° 8.

Soit E' le diviseur exceptionnel de BlyP? — P2, alors E' = L' x
P(V(wq))- Notons I} := {0} x P(V(wa)) et 15 = {[1,0,0,0]} x P(V(wa))-
Ce sont des droites de E’, disjointes et stables sous I'action de G.

Alors les éclatements de I} et I, LI I, dans BlpP? sont les plongements
de G/H de polygones G/H-réflexifs respectifs n°9 et 10. Et les éclatements
de I et I U I, dans Bl /P? sont les plongements de G/H de polygones
G/ H-réflexifs respectifs n° 11 et 12.

Notons maintenant 0 le point [1,0,0] de P(V(0) ® V(wy)) = P?, et F*
I'éclatement de 0 dans P?. Alors F! x P! est le plongement de G/H de poly-
gone GG/ H-réflexif n° 13.

Soit Ij := {0} x P({0} ® V' (wa)) x [0, 1] le produit de la courbe exception-
nelle de F* — P? et du point fixe [0, 1] de P!. C’est une droite de F! x P!
stable sous I'action de G. Alors I’éclatement de Ij dans F' x P! est le plon-
gement de G/H de polygone G /H-réflexif n° 14.
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Soit Y C P(V(0) ® V(wa) ® V(2wa) @ V(xo)) le cone de sommet y :=
[0,...,0,1] et de base la « surface de Veronese », image de ’application de
Veronese

PV(0)®V(we)) — P(V(0)®V(wa) ®V(2wy))
[w, P(z,y)]  +—  [w?,wP(z,y), P(z,y)%.

Alors y est fixé par G, et Bl,Y est le plongement de G/H de polygone réflexif
n° 15.

Soit Z C P(V(0) ® V(wa) ® V(wa + Xo)) le cone sur la quadrique de
P? définie par {[z1, Zo, 23, 74] € P(V(wa) & V(wa + X0)) | T124 = 213}, de
sommet z := [1,0,0,0,0] (on note x1, zs et x3, x4 les coordonnées respectives
de V(waq) et V(wa + X0))- Alors z est fixé par G, et Bl,Z est le plongement
de G/H de polygone réflexif n° 16.

Les plongements Y et Z ci-dessus, sont respectivement Q-Fano et de
Fano, et leurs polygones (I'un Q-G /H-réflexif et l'autre G/H-réflexif) sont
les suivants.

Aucun de ces deux plongements n’est lisse ni méme localement factoriel.

Je résume les résultats obtenus dans le tableau suivant.
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‘ polygone G/ H-réflexif n° ‘ plongement X
]P>3
P? x P!
BIl,P?
Bl P3
BlyP3
Blo, P
Bl P
Bl (Bl,P?)
Bly, (Bl P°)
Bly, (Bl P)
Bll’l (BZLUL’P3)
Bll’ll_ll'Q (BlLuLIP?))
F! x P!
14 Bl (F x PY)
15 BlY
16 BlyZ

Dl S| ~|o| oy x|

—_
DO

—
w

ol L et L' sont des droites disjointes de P2,

Iy est une droite du diviseur exceptionnel de Bl,P? — P3,

I} et I}, sont des droites disjointes du diviseur exceptionnel de Bly/P? — P?
Iy est le produit d’une droite du diviseur exceptionnel de F' = BlyP? — P?
et d’un point de P!,

Y est un cone de base une surface de Veronese dans P° (de sommet y), et,
Z est un cone de base une quadrique de P? (de sommet z).

Les plongements n° 4 et 5 sont des variétés toriques isomorphes. Et les
variétés toriques lisses, de Fano et de dimension 3, qui ne sont pas des plon-
gements de G/H, sont les 3 suivantes :

P! x P x P!,
P! x Y5,
P! x Y3,

ou Y5 et Y3 sont les surfaces toriques lisses, de Fano définies respectivement
par les éclatements de 2 et 3 points fixes dans P?.

Le graphe suivant représente les éclatements qui existent entre les diffé-
rents plongements lisses de Fano de G/H. Les sommets sont les plongements
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lisses de Fano de G/H, et les fleches représentent les éclatements de centres
irréductibles et lisses. Ces éclatements sont G-équivariants d’apres la propo-
sition 7.3.

12
14 11 10
16 7 13 9 8 6
/

2 3 15 4----------§
1

On retrouve, en identifiant les plongements n®4 et 5, une grande partie de
la figure 2.7 de [Od88]. Il manque seulement les trois variétés toriques citées
ci-dessus et les morphismes équivariants associés.

7.2 Description de quelques plongements de
SLs/U

Dans toute cette partie G = SL3z et H = U. On note « et (3 les deux
racines simples de SLs. Le réseau N est alors muni de la base (i, 5).

On va déterminer quelques plongements de Fano de G/H a partir de leur
polygone G/H-réflexif. On utilisera la méme méthode que dans le chapitre
précédent.

On va d’abord étudier deux plongements de Fano de G/H singuliers, et
ensuite on décrira quelques plongements lisses de Fano de G/H en termes
d’éclatements de sous-variétés irréductibles et stables par G.
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La figure ci-dessus représente les 27 polygones G/ H-réflexifs (4 automor-
phisme prés) dont le plongement de G/H est lisse.

21

2

20
25

Etudions d’abord les deux plongements suivants.
a) Soit X le plongement de G/H associé au polygone G/ H-réflexif repré-
senté dans le premier schéma de la figure suivante.

Notons D I'unique diviseur irréductible et stable par G. C’est un diviseur
de Cartier et ample.

On représente, dans le deuxieme schéma de la figure, I’application linéaire par
morceaux associée & D (voir proposition 3.2). On note sa valeur en 1’élément
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primitif de chaque aréte de I’éventail colorié de X, et on représente la partie
de N sur laquelle cette application est inférieure ou égale a 1 par une zone
hachurée. Le dernier schéma de la figure représente le polygone moment Q7,
(dual de la zone hachurée) dans Mg muni de la base (w,,ws), et ou origine
est le point noir.

On a alors ¢p : X — Pp = P(V(0) ® V(wa) ® V(wg)) et X est donc
I'adhérence de ¢p(G/H) = G.[vg + Vs, + Vu,| dans Pp.

Rappelons que V(w,) = C* et V(wg) = A”C?. Munissons C* d’une base
(€1, €9, e3) telle que e; et ey A eq soient des vecteurs de plus haut poids de C?
et A°C?. On a alors

Viwa) ®@V(wg) = CaN'C =~ A (CeC)
T+yANz = TAe+YANz.

Et 'image de G/H par ¢ dans Pp ~ P(C @& A\*C*) est
Gl4+e+eNe] =G.[1+(e1 Neg+er Aex)] =Gl + e A (e + e2)]-

Or, G.[e; A (eg + e3)] € P(A*C*) est inclus dans la grassmannienne Gy 4
(ensemble des plans dans C*). De plus les dimensions de G.[e; A (ey + €3)]
et Go4 sont les mémes. On en déduit donc que X est le cone sur Gy 4 de
sommet 0 := [1,0,...,0].

On peut remarquer que X n’est pas lisse, il est seulement localement fac-
toriel.

Etudions maintenant les sous-variétés de X irréductibles et stables par
G.

La grassmannienne G 4 est un plongement de G/H', ot H' est le noyau du
caractere w, — wg de B. C’est une variété horosphérique de Fano de rang 1;
elle possede seulement (en plus de l'orbite ouverte G/H') deux G-orbites
fermées G/ P(w,) et G/P(wp) respectivement isomorphes & P? et (P?)*.

Ainsi les sous-variétés de X irréductibles et stables par G sont : le diviseur
X; = XNPH0} @ V(wa) ® V(wg)) =~ Gaa, les deux G-orbites fermées
Y1 >~ G/P(wa) et Y2 >~ G/P(ws) de ce diviseur, les cones Z; et Z, de sommet,
0 et de base respective Y; et Y5, et le point fixe 0.

Dans la suite, on notera ce plongement X*°.

b) Soit X le plongement de G/H associé au polygone G/ H-réflexif repré-
senté dans le premier schéma de la figure suivante.
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On numérote les sommets entiers du polygone de telle sorte que le diviseur
X, irréductible et stable par GG, corresponde au sommet .
Soit D = X; + X5. C’est un diviseur de Cartier et ample.
Onaalors¢g: X — Pp =P(V(0) BV (wa) BV (wg) BV (we +wp)) = PH.
Soit X C P(V(0) ® V(wa)) X P(V(0) & V(ws)) = P? x P? défini par

{([zo, - -, 23], [yo,-- -, y3]) € P’ x P’ | T1y3 — T2y2 + x3y1 = 0},

ol (x1,22,73) sont les coordonnées de V(w,) = C* dans la base (e1,...,e3),
et (y1, Y2, y3) sont les coordonnées de V (wg) = A” C? dans la base (e; Aez, e1 A
€3, €9 A 63).

Soit 7 : P® x P> — P'* défini par le plongement de Segre

P(V(0) ® V(wa)) x P(V(0) ® V(wp))
— P(V(0) ® V(wa) ® V(wg) ® (V(wa) ® V(wg)))
composé avec la projection
P(V(0) ® V(wa) ® V(wg) ® (V(wa) ® V(wg))) --+ Pp.

Remarquons que V(w, + ws) est le sous-G-module de V(w,) @ V(wp)
défini par 'équation z1 @ y3 — 2 @ Y2 + 23 ® y1 = 0. Alors 7 est défini sur
X" et est une immersion de X° dans Pp. De plus ¢p(G/H) est un ouvert de
7(X?). Ainsi X = X°.

On peut remarquer que X n’est pas lisse; il est seulement localement
factoriel. Le point 0 := ([1,0,0,0],[1,0,0,0]) est un point singulier de X.

Etudions maintenant les sous-variétés de X irréductibles et stables par
G.

On distingue d’abord les deux diviseurs irréductibles et stables par G,
Xl :Xﬁ{([-T(),---,.T?,],[yo,---,yg]) € ]P3 X PS | o :O} et

XQ=Xﬂ{([.TO,...,.7)3],[y0,...,y3]) ep? X]P’3|y0=(]}.
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Les G-variétés X; et X, sont des variétés horosphériques de rang 1. Notons
Yi1 et Yo ses deux G-orbites fermées telles que

Yip = {[1,0,0,0]} x P{0} ® V(wp)) = G/ P(wp) = (P*)",

Yoo =P{0} @ V(wa)) x {[1,0,0,0]} ~ G/P(w,) =~ P? et
Y1,2 = Y2,1 =X NX, = {([0;531,532,353], [O,ylay%y?)]) € X} = G/B-

Alors les sous-variétés de X irréductibles et stables par G sont X;, Xs, Y71,
Y59, Y12, les cones Z; et Z, de sommet 0 et de base respective Y7 ; et Yy,
et le point fixe 0.

Nous allons maintenant commencer a décrire les plongements lisses de
Fano de G/H.

Soit X 1’éclatement de 0 dans X*; alors X est lisse. Le point fixe 0 est
I’orbite fermée du plongement simple dont le cone colorié est engendré par
les images ¢ et ( des deux couleurs D, et Dg. L’éventail colorié¢ de X est
donc celui de X* auquel on a ajouté une aréte dans le cone engendré par & et
(3. De plus, comme X est lisse, cette nouvelle aréte est engendrée par ¢ + £3.
Ainsi X est le plongement lisse de Fano de G/H de polygone G/H-réflexif
n°1.

Le diviseur exceptionnel F du morphisme X — X¢ est isomorphe a
G24. On note Y{ ~ G/P(w,) et Yy ~ G/P(wg) les G-orbites fermées de E.

Soit X I'éclatement de Z, dans X . C’est une variété lisse, car Z, contient
le sommet du cone X°. De plus, Z, contient deux G-orbites fermées 0 et Y5
de X%, et ces deux G-orbites fermées sont incluses dans D, . Par conséquent,
X est le plongement de Fano de G/H de polygone G/H-réflexif n° 2.

Le diviseur exceptionnel £ du morphisme X — X% est inclus dans
Zy x P(V(wg)) =~ Zy x P2. 11 contient deux G-orbites fermées {0} x P? et
ENY; x P?2 ~ G/B qu’on note respectivement Y; et Yy'. On note aussi 7] la
transformée stricte de Z; dans X.
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On peut remarquer que l'éclatement de Z; dans X* est aussi le plon-
gement de G/H de polygone G/H-réflexif n° 2, & 'automorphisme pres qui
échange a et .

On peut aussi montrer que les éclatements de Z], Y3, Yy, Y1 U Y)Y,
Yo U Yy, et Z] LY, dans Blyz, X sont les plongements de Fano de G/H de
polygones G/ H-réflexifs respectifs n° 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9.

Soit X I’éclatement de Z, dans X°. Alors X possede un diviseur irréducti-
ble G-stable de plus que X : le diviseur exceptionnel E C Zy x P(V (wg)) ~
Zy x P?2. Et il possede le méme nombre de G-orbites fermées : 0 € Z, est
remplacée par Yy := E N {0} x P2 C E, et Yo C Z, est remplacée par
Yy, = ENYyy x P2 ~ G/B. Ainsi Iéventail colorié F de X a le méme
nombre de cones coloriés de dimension 2 que 1’éventail colorié F° de X°.
Comme il existe un morphisme X — X° on en déduit que les cones sans
couleur des éventails F et F° sont les mémes. Pour connaitre les couleurs de
X, on regarde si les couleurs D, et Dg contiennent une orbite fermée ou pas.
Ici, seule Dg est une couleur de X, donc X est le plongement de G/H de
polygone G/ H-réflexif n° 10. De plus, on a montré que X est lisse. On note
7, la transformée stricte de Z; dans X.

On peut remarquer que ’éclatement de Z; dans X° est aussi le plongement
de G/H de polygone G /H-réflexif n° 10, & 'automorphisme pres qui échange
a et [.

On peut alors aussi montrer que les éclatements de Y19, Yy ,, Z7, Z1 LYy,
et Z{LY] o dans Blz, X° sont les plongements de Fano de G/H de polygones
G/ H-réflexifs respectifs n° 6, 11, 12, 13 et 14.

Les plongements de Fano de G/H de polygones G/H-réflexifs n° 15 a 21
peuvent s’obtenir par une suite d’éclatements de sous-variétés irréductibles
et stables par G dans une des variétés ci-dessus.

Ensuite, les plongements lisses de Fano de G/H n° 23, 24, 25 s’obtiennent
a partir du plongement de G/H n° 22, toujours par une suite d’éclatements
de sous-variétés irréductibles et stables par G. Et les plongements lisses de
Fano de G/H n°26 et 27 sont des contractions d’un diviseur irréductible et
G-stable dans les plongements de Fano de G/H respectifs n° 16 et 23. En
effet, le plongement de G/H n°16 (respectivement n°23) est 1’éclatement
d’une G-orbite fermée du plongement de G/H n° 26 (respectivement n° 27).

Dans la figure suivante, on représente comme a la fin de la partie 7.1,
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les éclatements (G-équivariants) qui existent entre les différents plongements
lisses de Fano de G/H.
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RESUME

Une variété horosphérique est une variété algébrique normale dans laquelle
un groupe algébrique réductif opere avec une orbite ouverte fibrée en tores
sur une variété de drapeaux. La dimension de ces tores est appelée le rang de
la variété horosphérique. En particulier, les variétés toriques et les variétés de
drapeaux sont horosphériques. Dans cette these, on classifie les variétés ho-
rosphériques de Fano en termes de certains polytopes rationnels qui générali-
sent les polytopes réflexifs considérés par V. Batyrev. Puis on obtient une
majoration du degré des variétés horosphériques lisses de Fano, analogue a
celle donnée par O. Debarre dans le cas torique. On étend un résultat récent
de C. Casagrande : les variétés horosphériques QQ-factorielles de Fano ont
leur nombre de Picard majoré par deux fois la dimension. On donne aussi de
nombreux exemples en rang 2.

ABSTRACT

A horospherical variety is a normal algebraic variety where a reductive al-
gebraic group acts with an open orbit which is a torus bundle over a flag
variety. The dimension of the torus is called the rank of the horospherical va-
riety. For example, toric varieties and flag varieties are horospherical. In this
thesis, we classify Fano horospherical varieties in terms of certain rational
polytopes that generalize the reflexive polytopes considered by V. Batyrev.
Then, we obtain an upper bound on the degree of smooth Fano horosphe-
rical varieties, analogus to that given by O. Debarre in the toric case. We
extend a recent result of C. Casagrande : the Picard number of any Fano
QQ-factorial horospherical variety is bounded by twice the dimension. Also,
we give several examples in rank 2.
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variété de Fano, variété horosphérique, polytope rationnel, degré, nombre de
Picard.
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