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�������
�K�� V� eWK
$��� c V�� f��XV�� Ke�"�VV�f ��� "�$V$��� 
�"� K�KV���� V�� ������� $��"����� �i
 ��$��e�� �� �K��$�����K�$�� �"� ��� �"#���K� �"� �� ��h��"� � ��"� $�����"$����"�� K

��eW� ��f $�K�KV��$	"� �" 
��#VXf � K" eWK
$��� b k t�$V$�K�� V�� �	"K�$���K$��$ ��K#V$�� � ��"� e�����"$���� "� KVm��$�Wf � �� eKVe"V 
 ��f ���K�� �� �$f"V�� ��
�K
�� �	 eKe� V� e���Ke� �VK��$	"� ����� "� $������"� Ki $��f���$	"� 	"�Ve��	"� ��"� �"#���K� ��h��" Kh�e "�� K�W��$�� � Vf ��"#���K� 
K��K$�� k ��"� e�ff������ K"eWK
$��� : V�� ���"V�K�� �#���"� �"� V ��h�V"�$�� �� VK �K$��"� �	"$hKV���� �" ����Xf �
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�� ���e�$�� �" �K��� �" e���Ke� k v� "�$V$�K�� V�� ���"V�K�� �#���"� �"� VK ��VK�$������� VK 
 �����K�$�� �� V� �K��� �� e���Ke� � ��"� f������� K" eWK
$��� ; 	"� V��f ��W���� eVK��$	"�� � �K�KV��� ��� ������� �$���� � ��i
 ��$��e�� �� �K��$�����K�$��$�����"$���� "�� ����"� �� ���f K�$	"� �"� V� �K��� �" e���Ke� k ��"� 
��
����� ��"iK

��eW�� 
�"� ���K��� �� e���$m�� e���� ����"� k ��"� 
��������� "�� ����WX�� ������"V�K�� �� e���� 
K��$� K" eWK
$��� g k
� dK�� "�� ��e���� 
K��$� � ��"� ��"� $���������� K" e�f
����f ��� 
VK��$	"� ���h����� �$V$eK��� k v� �� �� � V� h���� �iW$# � "� e�f
����f ��� 
VK��$	"� V���	" �$V �����VV$e$�� � V ��eW�VV� �" f $e��� k ��"� �K

�V��� K" eWK
$��� < V�� ���"V�K�� 
�$�e$�
K"i ��"eWK�� � V ��#���hK�$�� �f
$�$	"� �� K"i 
��e������ ��KhK"i �� f���V$�K�$����VK�$�� K" e�f
����f ��� �VK���
VK��$	"� ��� h����� k ��"� ��"� e��e������� �"� VK�$V$e� Kf ��
W� � eW�$�$� e�ff� ����Xf � f��XV� � �� ��"� 
��������� e�ff��� "�$�V$��� VK f $e���
 �e����e�
$� rKf K� e�ff� "�� f $e��� K"m� �� �����f K�$�� k dK��V� eWK
$��� 
 � ��"� �#������ "�� eK���m�K
W$� 
K��$�VV� �" eWKf
 �� �����f K�$��
VK��$	"� �#���" V��� �� V �$�����K�$�� � �"� �eWK��$VV�� �� �$V$e� Kf��
W� k v� "�$V$��K�� VK f $e��� K"m� rKfK� � ��"� f ������ K"��$ �� �h$���e� �� ��"� eK�Ke���$���� "�
W���fX�� � ��e��"$��Km� �K�� VK �$V$e� Kf��
W� k w���� �� e�� ��"i ���"V�K�� � ��"�f������� 	"� e� 
W���fX�� � �"� "� �� V� $f 
���K�� ��hK�� ���� 
�$� �� e�f
�� V���
�� VK f���V$�K�$�� �" e�f
����f ��� �VK���
VK��$	"� �� VK �$V$e� Kf��
W� k o" eWK�
$��� 9 � ��"� f ������� e�ff��� ��� ���"V�K�� �i
 ��$f ���K"i 
 �"h��� ���� "�$V$���

�"� ��K#V$� "�� f���V$�K�$�� 
K� �V�f ���� ��$� �" e�f
����f ��� �VK���
VK��$	"��� VK �$V$e� Kf��
W� k o" eWK
$��� � � ��"� 
��������� 	"�V	"�� ���"V�K�� �"� V ��h�V"��$�� �" f��"V� �VK��$	"� �� VK �$V$e� Kf��
W� �� ���e�$�� �� �K ����$�� k o" eWK
$���c� � ��"� f������� e�ff��� V �"�$V$�K�$�� �� VK ��
 ���� �� V"f $���e��e� � �"�� f $e�������� ���"e�"�KV� �$e$ V �$�� n�3+� 
��f �� � �������� � ��� h����� 
V"� e�f
V�i�� V��f ��W���� �� eK���m�K
W$� �� �� f ��"�� �� V ��e��"$��Km� ��h�V�

 ��� 
��e���f���
�"� VK �$V$e� Kf��
W� k ��"� ����W��$���� ��� ���"V�K�� K" eWK
$��� cck
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dK�� e� eWK
$��� � ��"� $�����"$���� V �$�����K�$�� �� f K���$K"i fK��$�� �" ��h��"� k��"� 
��������� V�� ��KhK"i ����K��"�� �� y���� �K�� V� ��f K$�� �" e���Ke� �� ��"� $������"$���� V�� 
�$�e$
 �� �� V� 
����e�V� �� VK f ��W��� � �s V$h�� �� qWK�� � K$��$ 	"� 	"�V	"��f��$�eK�$��� �"mm����� K" e�"�� �� VK ����$X�� ��e���$� k ��"� 
��������� ���"$�� V ����� ��V �K� �"� � �"� � Vf �"� V�� 
��
�$���� f �eK�$	"�� f ��"���� 
K� $�����K�$�� Kh�e VK f ��W���� �s V$h�� �� qWK�� k ��"� $�����"$���� ���� V�� f��XV�� V�� 
V"� e���"� 
�"� f���V$���V ��h�V"�$�� �� VK ��
 ���� �VK��$	"� ��� ����Xf �� ��h��"� ��"� "� $������"� k

��� 	�__��� �� ^�[���
\� ��� ^ ����\� [Z����\�
a$ V ��� e���$�X�� "� f K���$K" $�����
 � W�f�mX�� ��"f $� � "�� ��VV$e$�K�$�� f�eK�$	"�

�f������ "�� ��Ke�$�� �$f
V�� � �� e����K�� 	" �$V ��� 
���$# V� �� ����$� ��"i ��K
 �� ��e�f
����f ��� �$� ������� �n � k �m"�� ckc� �
6 dK�� "� 
��f $�� ��f
� � VK �����f K�$�� �" fK���$K" ��� ��h���$# V� �� 
��
 ���$����VV� �VK e����K$��� �"#$� � �� 
K�V� �� e�f
����f ��� 
�VK��$	"� V$��K$��
 k pK ��VK�$�� �����VK e����K$��� K

V$	"�� � σ � �� VK �����f K�$�� ε �"#$� 
K� V� f K���$K" ��
 ��� KV����ieV"�$h�f ��� �� ��"i 
K�KfX���� $���$��X	"�� K" fK���$K" � V� f ��"V� �� ��"�m �

E � �� V� e��	 e$��� �� q�$���� � ν � e�f
�$� ����� � c �� � kg � 
K� V� #$K$� �� VK V�$ ��y��
� �
ε =

1 + ν

E
σ − ν

E
Tr
(
σ
)
I �ckc�

�� I ��� VK f K��$e� "�$�� �� Tr(σ) ��� VK ��Ke� �" �����"� ��� e����K$���� k
6 dK�� "� ��e��� ��f
� � K"���V� � �"�� e����K$��� ��"$V σY

0
� �$�� 
 V$f $�� � ��VK��$e$��
 � "�������f K�$�� $���h���$#V� �$�� 

VK��$	"�
 � εp � � �K� �"�� � VK �����f K�$�� �VK��$	"� ���h���$# V� � εel k d� 
V"� � �� e����K�� ��"h��� 	"� VK V$f $�� � ��VK��$e$�� � �"� fK���$K"
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� � � ckc � n�"�#� e����K$���������f K�$�� $��"� � �"� ���K$ �� ��Ke�$�� �$f
V� k UK�� 	"�VK e����K$��� �� ��Ke�$�� K

V$	"�� K" f K���$K" ����� $� ���$�"�� � VK V$f $�� � ��VK��$e$�� σY
0
�V� f K���$K" K��
�� "� e�f
����f ��� �VK��$	"� k o"���V� � $V �� �����f � 
VK��$	"�f��� k

dK�� V� #"� �� eK�Ke���$��� V� e�f
����f ��� 
VK��$	"� ��� f K���$K"i � V�� f $���KV�m$������� $�����"$� VK ���$�� �� �"���� � �$ "� f K���$K" o �K�� "� fK���$K" x � KV��� o ��� 
V"� �"�
	"� x ! k jK$� e���� ����$�$�� ����K�� ��e��� VK�m�f ��� ���e�$�� �� VK m��f ���$� �" e���Ke� �V�� f ��KVV"�m$���� ��� ��K#V$ ��� ���K$� ���f KV$��� � �$�����K�$�� k zV � �Km$� � �K

V$	"�� � 
K� V�#$K$� � �"�� 
 �$��� �"

���� $������f K#V� �� �� m��f���$� e���"� � "� eWK�m�f ��� ���f KV
� VK �"��Ke� �" f K���$K" � ��"�$�� k zV �i $��� �� ��f#��"��� m��f���$�� 
���$# V�� k p��
V"� "�$V$���� ���� ��e������ �� �m"�� ckb k s� ����$� KV��� ���f �VV�f ��� VK �"���� H �"fK���$K" e�ff� V� �K

��� �� VK ���e� P K

V$	"�� �"� V �K$�� 
��� ���� A �� V ��f
��$������$�"�VV� �#���"� K
�X� ��eWK�m�f ��� �

H =
P

A
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pK �"���� K$��$ ����$� ��� ���e W�f�mX�� � "�� e����K$��� k
n�
���K�� � e���� f ��W��� �� ��hXV� K���� �$	 e$V� � "�$V$��� 
�"� eK�Ke���$��� V� e�f �
����f ��� � �"� f K���$K" f K��$� k v� ���� � VK f ��"�� �� �e�"�� f �� �� � �" � VK ��$� �������� �VK��$	"�� �� ��� ����� 
VK��$	"�� �� �� 
 ��f �� 
K� � �Kee���� �$��e��f ��� K"i 
K��Kf X���� $���$��X	"�� �" fK���$K" k q�"� ��
K���� V� ��K�� �� VK e�f
K�K$��� ��� �K$VV��� ��f
��$���� � $V ��� ���e ��e���K$�� � ���K#V$� "�� f �$VV�"�� f���V$�K�$�� �" e���Ke� k
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v� c99b � y���� ����"� V� 
��#VXf � �" e���Ke� �VK��$	"� ����� ��"i e��
� 
K�K#�V�$�K"i�c� k zV ��f ����� ���Kff��� 	"� � �K�� V� eK��� �� V ��VK��$e$�� V$��K$�� $���$���$f KV� � e�
��#VXf � �� �Kf X�� � e�V" $ � �"� e���Ke� �
WX�� �$m$���
VK� k ��"� ��"� ������$������ $e$ �e� ����$�� eK� k ��"� �K

 �V��� VK 
��$�$�� �" 
��#VXf � �� V�� ���"V�K�� ������$�V� 	"� ��"�e�ff�������� #�$Xh�f ��� k

 	
 	 � #������� �� ���( $
� '

a�$� "� ��f $���
Ke� �VK��$	"� E �� f��"V� �VK��$	"� E �� �� e��	 e$��� �� q�$���� ν ka�$� "� $������"� �
W��$	"� � �� �K��� R � �$m$�� k s� �"

��� 	"� VK �
WX�� ��� K" e���Ke��" 
VK� �� 	" ��VV� ��� ��"f $�� � "�� ���e� ���KV� P �$�$m�� h��� E ���f KV�f ��� � �K�"��Ke� k zV � �� K �$ ������f ��� �$ K�W��$�� ����� VK �
WX�� �� V� ��f $���
Ke� k p� 
��#VXf ���� Ki $��f���$	"� �� 
 �"� ���e ���� ��e�$� �K�� V� 
VK� (O, ~er, ~ez)
�n � k �m"�� ck:�

n�ff� $V �� 
 �"� � Kh�$� $����
 �����K�$�� ��� ��"i e��
� �� e�ff� VK �
WX�� ����$m$�� � VK �"��Ke� �� E �� ����eW$� K�� 	"� V �����m$� �VK��$	"� ���e
�� �K�� V� f K���$K" ��$��mKV� K" ��KhK$V f �eK�$	"� m����� 
K� VK ���e� P k s� $�����"$� ���e u(r) V� ��
VKe�f ������f KV �� VK �"��Ke� �� q(r) VK e����K$��� ���f KV� 	"$ V" $ ��� K

V$	"�� k s� $�����"$� ��
V"� δ VK 
 �����K�$�� �� VK �
WX�� �K�� V� ��f $���
Ke� E � ����$� e�ff� u(0) � �� a V� �K����� e���Ke� ����� VK �
WX�� �� VK �"��Ke� �� E k s� 
�"� e����K��� 	"� V�� e���$�$��� K"iV$f $��� �� e� 
��#VXf � ���� f $i��� k v� �� �� � �� K �




∀r ≤ a, u(r) = δ − r2

2R
Le déplacement est défini sous le contact

∀r ≥ a, q(r) = 0 La contrainte est définie hors du contact

�ck:�

y���� eW��eW� KV��� � ����$� u(r) �� q(r) �"� ��"�� V �$�����Ke� �� � �� �$��� V�� ��VK�$�������� a � P �� δ k

 	
 	
 �'% �������"�� �#%� $�"�% �� ����"�� �' � '���

dK�� V� eK��� �� V ��VK��$e$�� V$��K$�� $���$���$f KV� �� ��"� V �W�
��WX�� 	"� V�� e����K$����K

V$	"��� �"� V� f K���$K" ��"� V �$������"� ��$��� 
"��f ��� ���f KV�� � y���� ��K#V$� V���i
����$��� �"$hK���� �




∀r ≤ a, u(r) = δ − r2

2R

∀r ≥ a, u(r) = − a

πR

√
r2 − a2 +

2

πR

(
r2

2
− a2

)
arcsin(a

r
)
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� � � ck: � aeW�f K �" e���Ke� �
WX�� �$m$���
VK� �" e���Ke� �� y����





∀r ≤ a, q(r) =
3

2

P

πa2

√
1 −

(r
a

)2

∀r ≥ a, q(r) = 0

�ckg�

δ =
a2

R
�ck<�

P =
4

3

E∗

R
a3 �ck
�

�� E∗ =
E

1 − ν2

��� K

 �V� f��"V� ���"$� �" f K���$K" k
s� 
�"� ���f"V�� �"� e�� ��VK�$��� V�� e�ff���K$��� �"$hK��� �

6 pK V��m"�"� eK�Ke���$��$	"� �" e���Ke� ��� V� �K��� �� e���Ke� a � e�ff� V� f��������ck<� �� �ck
� k
6 s� e����K�� 	"� V�� 
K�KfX���� ��e�$hK�� V�� 
��
�$���� f �eK�$	"�� ���� K#������ ��V ��i
����$�� �ck<� k n����K$��f ��� � e� 	"� V ��� 
 �"��K$� e��$�� � e�e$ �� �$m�$�� 
K� 	"�e���� ���f"V� ��K�"$� "�� ��VK�$�� 
"��f ��� m��f���$	"� 	"$ ���K$� hKV$�� 	"�V	"���$� V� ��V$�� ��"�$� k v VV� ��� �#���"� 
K� V� #$K$� � �"�� e���$�$�� m��f ���$	"� �VK

���e�$�� �� �"��Ke� �� V �$������"�� �� � �"�� e���$�$�� �"� V�� 
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��WX�� ��� � �K�� V� eK� � �"� e���Ke��VK���
VK��$	"� � � �K"�K�� 
V"� h�K$� 	"� V ��� e���$�X�� "� 
� $�� �� VK �"��Ke� �V� $m��

�� VK ���� 
VK��$	"� k dK�� e� ����$�� eK� � e� VK ��h$��� � �"

 ���� 	"� VK �����fK�$��

VK��$	"� ��� e������ ��"� V� e���Ke� k s V$h�� �� qWK�� �� 
VKe��� ���e �K�� V� eK� � �"�fK���$K" W�f �mX�� � �VK���
VK��$	"� V$��K$�� �� ���� V �W�
��WX�� 	"� V� e�f
 ����f ���
VK��$	"� �" fK���$K" $������ ��� �� ��
 � �$�
�$� � 
K� �

��$�$�� K" 
$V��"
 ��m"��ck�� k n� ����$�� �� eK�Ke���$�� �� �� �� 
K� VK ���fK�$�� �� # �"���V��� 
VK��$	"��K"��"� �� VK 
� $��� � ����K�� K$��$ $�hKV$�� V �W�
 ��WX�� � �"�� ����i $�� �VK��$	"� W���
�" e���Ke� �h� $� § ck: k; � k

 	+ 	+ �'% ����% #&�"����% � �� $�)'� '� ��"��

pK f ��W��� � �sV$h�� �� qWK�� �� e�f
��� �� ��� $� �	"K�$��� k pK 
��f$X�� ��� �� �K$�
"�� ���e�$�"�� �� �ckcb� �

E∗ =
S

2βa
�ckc:�

�� β ��� "� e��	 e$��� e����e��"� �� V ������ �� c 	"$ e�f
 ���� VK ����Ki $��f���$� ��V �$������"�� k n���� �	"K�$�� ��"��$� V� f ��"V� ���"$� �" f K���$K" � � 
K��$� �� VK �K$��"�
��*/ '* &.$,( � &*. 
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� � � ��� � � ������������� ����� ���� � ��� !����� �� ������ ���� ��� "#�$�� �� %����
&'( &)(

*�+� ��, � � ������������� ����� ���� � ��� ��������� ���� �� �-� � ���./�� 0�1 � ��#�/ �
021

S � ������� 0�2���$�2#� �3� ���� ����#�1 �� � ��-�� �� ������� a � � ���  �� ������ �
� ���2#4� � �

5� ������� �� ����� � 6  ���� ��� �� � �26 �� �� ���������� #� ��-�� �� ������� � " #�$��
�� %���� ������ ����� #� �� �� � hc

� � #�� �##� # �������� � ��� �� ������� �$�� #� � �7���
� � ������ �� #� �� �� � hs

� � ���� �� #� ��8�3 ��� �#����� � � � ������ � %�� ��9������
�� ��� �� 3 !����� �� �� �� #� � ���������� δ 0$� �� 9! �� ���1 : �#� ����$��� ; �

hs = δ − hc
0���<1

=� � # ��-� ���4�� � � hs
��� �#����� � : �� �2����� # ��� ����� � �$���� �

hc = δ − ε
P

S
0���>1

�? ε ���  � �����4��� ���� ����� #� !�������� �� #� �� ���� 0ε = 0.75 � � �  �� ���4��
�� ε = 2

π
(π − 2) �� �  � �@��1 � A# ��� �#��� 7���#� : ����������� #� !�������� �� #� �� ����

� ������������ : �� ��� ��� #� $�#� � � ��-�� �� ������� a ; ������ �� �� ##� �� hc
� 5� ������/
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2 ���� �#����� � ; #� � ���������� ��� ���� 2��� ����� �� ������ : � ��� �##� ��� � �� ���� ��
����� $�� ����4��� ��� ���� hc

�
��9� : " #�$�� �� %���� �$�# ��� #� � ���� H � ������� ��� #� 2���� �� #� 7��� #�

� �$���� �
H =

P

πa2

0����1
"� ������ �� ��7� �� � � ����� ��9������ � � � 7� ����  �� $�#� � � �������� �� ��##� �2��� �
��� #� � ������ �#����� � � � �������� ; 7���� #� ������� �� #� 7���� ���#�� �� � � #� � �7���
�� # ������ ���� ����� � ##� � �� ���� : ����� ��9������ �� #� � ���� ����� �� ������ ; #� 7� ��
#� ��7�������� �#����� � ���� � ��� #� ��7�������� �#����� � ; #� ����!� ���������� � � �
7��� : #� � ���� � �"#�$�� �� %���� ����� �# � �� #� �������� �#�����#����� � � �-���� ���� #�
������� � � �� #� � ���� � �����#�!�� � �

��� �� �  !  "#" $%& '( )# ! *"�$'( ' �� ) +(, (" -�#,, (" ., &( (%
/$! ."( '( /$,,(/" $%&

"� $���� �� $� �� � � #� � ������ � �"#�$�� �� %���� ��� ��� � �  � ������� ���2��
� ��-����4��� : � � �� ���� ��� �� 6 � �� $�#���� � 0� � ���������� ������� ��� � �#� �� ���/
2 #4� �� #�� ����� # � ��#������� �� #� � ������ � �"#�$�� �� %���� �� ##� � � �� � $����� �� #�
��������� �� #�� ����������� � � ��� ��� � !!����� �� � - ����� ��� �

12 3 456789:; <= >?8;@=>

AB�� C B� # D� $ � §��E : #C ��F�� 4�FC �#� GC �B � �B����� � F  � � ���F�� � ����7
C�� #C F�-B� GC #� HB�C GC �B����� � � ��� #C ��� GC #� � ���BGC G D"#�$CF C� %��FF : a C��
�$�# � �B � # D�-� B��4�C G D � �B��BF�C� C�� C� ���./�� � " F : #C ����B�4�C GC ��#C/ � �C
FC��B��FC �B F��� C�� G��� #� �F���� C #BF�� C # DB� � D����FC��C ; GC� � ���F�� 3 �F4� � B � �
"� �C �C F�C �#BF� � 7��� � C #C F�-B� GC �B����� C�� �B �/�$�# � ��F 0���>1 0$B �F 9! FC
���I1 � AC��C CFFC F ��G ��  �C � FC���� ���B� �B���� C��C GC� $�#C F� G � BG #C F�G �� E∗

0�FB�BF��B��C # ; a1 C� � F�B � GC #� G FC�� H 0�FB�BF��B��C ##C ; a21 J,K �

LMNOPQ

LMORSQTO
*�+ � ���I � � C�F��C�����B� ����� ���� C GC # DCFFC F � F #C F�-B� GC �B����� ��G ��C ��F #�
�F��C��C GC ��#C/ � � U #BF� � C #C F�-B� GC �B����� C�� aréel

: # D ��#�����B� GC 0���>1 � �� B�C
 � ����B�4�C GC ���./�� � 5C F�-B� GC �B����� C�� �#BF� �$�# � �!�# ; aévalué
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��C �� GC 2���C � F GC� ��� #���B�� GC # D��GC�����B� ��F ����BGC GC� �#�� C��� 9��� J�IK
� �C� C�G��� � B��F� � C : G��� #C ��� GC� ��GC�����B�� �B��� C� : �� #C FC�B F �#����� C FC��C
� � �F�C F ; �I 	 B ��  � ����B�4�C �B�/��!#�!C�2#C G D��FB ����!C � #�C : #C ����B�4�C
GC ��#C/ � FC��C ��!#�!C�2#C � � ��� #C ��� B? #C ����B�4�C GC ��#C/ � � DC�� ��� ��!#�!C�2#C :
�# C�� � B���2 #C G D�$�# CF # D��FC GC �B����� ; #� ���F!C ��3�� �#C C� �� �!C��� # DC��FC ���C
F���G C ##C GC # D��GC�� ��F4� G����F!C J, : ��K � 5C �FB2#4� C GC �C ##C� ���FB ��C� C�� #C � 
� C
� C �C# � GC #� � C� FC GC #� F��GC F GC �B����� ��F #� � ���BGC GC #� G����F!C �  �C �B F2 C
G D��GC�����B� �C 7B F��� � D �  ��� C �B ��� GC � C� FC � � �$CF�C� ����C� GC FC��CF��C �B��
��� C##C� C�� C3�#BF�C� �$C� �B F B26 C���7 GC �B $B �F C�C�� CF GC� � C� FC� �B � � #B�!
G ���F!C� C�� J�E : �� : �< K �

17 3 4567 89: ; <; 82 �65:; ;
;�� ?�; <; 8 �?�<;��;=5
5 D� �FC �-� B��4�C 7���C ��F "#�$CF C� %��FF �BF�C � F #� G����F!C ��9������� �#C GC

# D��GC��C F �B���G�F�C �B�� C ����� �#�2#C ; #� G����F!C ��9������� �#C G � 
� C ��GC��C FB2�C� C � F  � � ���F�� � FC� C�� �#����� C � 5C �FB2#4� C C�� � C �C��C ���FB ��C ��!#�!C
 � � B ��� ���BF���� � =� #C �B����� �#����� C C�� �B�/�B�7BF� C : #� G�7BF����B� �#����� C
� 2�C ��F # D�������##B� �C �F�G �� ��F #� � CF�C GC �C��C �B�/�B�7BF���� � 5� G����F!C GC
# D��GC��C F � DC�� GB�� �# � G��F��C ��F #C �B����� GC #� � B ���C � F  � GC� �/C����C : � ���
��F #C �B����� G D � ��GC��C F � F  �C � F7��C G�6 ; G�7BF��C 0$B �F 9! FC ����1 �

�������������������������������

 !"�#� $$

%  %

 !"�#�

# #
#

���&'(�

���&'(����&'(�
%��&'(�

)**)+,-.)-/0)/,)12345)

*�+ � ���� � � C�F��C�����B� ����� ���� C 0��F�C GC J�>K1 GC� �B��C���  ��#���� � B F ���FBG �FC
#� �B��B� GC 7BF� C C�C���$C GC # D��GC��C F � 5BF� GC #� G����F!C : # D��GC��C F � DC�� G�6 ; �# �
C� �B����� �B�/�B�7BF� C �$C� # D�������##B� G 7��� GC #� �F��C��C GC # D��GC�� � 5C �B�����
� C � �C F�� C�CF ;  � �B����� �B�/�B�7BF� C : � ��� �$C�  � ��GC��C F GC 7BF� C G �� �FC��C �

�� FC�FC���� #C� ��#� #� G�$C #B���� ��F =�CGGB� J<K G��� #C ��� G �B����� �B��� C :
G �� �FC��� � �C F� J�� : �� : ��K B�� � B��F� � C #C �B����� �B�7BF� C C��FC # D��GC��C F C�
#C � 2��F�� � ����7 G�7BF�� �B $��� 
�FC ���CF�F��� C� �CF� C GC �B����� C��FC #C � 2��F��
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�B�/G�7BF�� C�  � ��GC��C F GC 7BF� C C�C���$C G ���FC��C GC #� 7BF� C F�C ##C GC # D��GC��C F �5� �BFFC���B� ; ���BF�CF �BF�C �#BF� � F #� $�#C F G ��F��4�FC !�B���F�� C ε � U ���� : B�
� �

ε = m


1 −

2Γ

(
m

2(m− 1)

)

√
πΓ

(
1

2(m− 1)

)(m− 1)




0����1

B? � C�� #C � 
� C ��F�� 4�FC � C �C# � ���FBG �� G��� # D�6  ��C� C�� GC #� �B F2 C GC G����F!C
 ��#��� � B F �$�# CF #� F��GC F GC �B����� ��F #� � ���BGC GC #� G����F!C 0�� �0���11 � � ���
#� �F���� C : # DC�C� GC �C��C �BFFC���B� C�� ���CH 7��2 #C : G��� #� � C� FC B? #� $�F����B� GC εC�� �B��F��C C��FC I ��< C� I �� �

1�3 �6�@?<�28?�� <; 82 >6?��; ;� �6;� � ?;�� <; 46?��6�

%�F # D���FBG ���B� G D � ��F��4�FC β G��� # D�� ���B� 0����1 : " #�$CF C� %��FF ��CF��C�� ;
�BFF�!CF #C 7��� � C #C� �B ���C� �-F�� �G�#C� 0� CF.B$��� : � ��.CF� :���1 �C �B�� ��� �G��#C� C��
�3 ��-� ��F�� C� � 5C� $�#C F� � D�#� �FB�B�C�� G��� #� � 2#�����B� G��F�$��� #C F ����BGC
JEK �B�� ��F�C� GC �F�$� 3 �F���GC��� J�,K B? C ##C� �B�� �$�# �C� � � B-C� GC ��� #���B��
��F �#�� C��� 9��� � �C� �� GC �B�2FC 3 � �C F� �C �B�� ����FC���� ; # D�$�# ���B� GC �C
��F��4�FC JEI : E�K � 5C F� �F�$� 3 B�� � B��F�  �C �CF����C G�� C�G���C GC #� $�#C F GC β�$C� #C �B C� ��C�� GC %B ���B� G � ���F�� ��GC��� � 5C� $�F����B�� G ��F�� 4�FC β G��� #C
��� G D � ��GC��C F � ��� �B F��� � C # D��GC��C F � CF.B$��� �C�2#C �C� C�G��� �B��F��C�
C��FC ��IE C� ��I� J�>K � A# � D�!�� GB�� ��� GC �BFFC���B�� GB�� # DBFGFC GC !F��GC F FC��C ���CH
� C��� GC$��� #C� ���CF��� GC� GC � C� FC �

��	 
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5 D��GC�����B� ����F � C���C : �B �#�C �$C�  �C ����BGC �BFFC��C G D���#-�C GC� GB���C�
C3��F�� C���#C� : � CF� C�  �C ��F����F�����B� �����7������C GC� �FB�F����� � ������ C� G D �
����F�� � ����7 � AC��C ����BGC �FB $C �B���� C�� �B� ����F
� G��� # D�� GC G D�������##B��
�FB� � C���� B �FB� 7F�!�#C� � B F � C GC� C����� �# � ����G�FG� 0�F����B�  ���3 ��#C : 8C3 �B�
< � B ���� : ���1 � ���C�� 
�FC F��#���� � 5 D���#�����B� #� �# � �B F���C GC �C��C ����BGC C3� �/
F�� C���#C FC��C ����� B ��� #� ��F����F�����B� ������� C GC FC$
�C� C��� � ���C� GC � F7��C �
"� �C �C F�C �C� C�G��� F���GC� C�� � �FB2#4� C GC # D������C F 9��C G FC$
�C� C�� � 0B �
�F��C��B�� ��� #C� F�� #���� B2�C� � C���F�� C� C�� #BF� GC # D��GC�����B� G D � � 2��F��
FC$
� C� #C F ���CF�F�����B� �

��� �� � *&� )"#"& (! . , ��(&

���� � C #� ���##C ��F����F����� C G �B����� 0� �C � #C F�-B� GC #� HB�C GC �B�����1 FC��C
�F4� � C���C GC$��� # D������C F G 9#� : B� � C � � BG�#��CF #C �-��4� C �B�� C  � ����F�� 
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9 #� �����7 � � ��� #� �F���� C : �C � DC�� �C� C�G��� �# � �B���2 #C G4� #BF� � C # DB� �B���G4FC
 � 9#� � ���C �

U ���� : �BCF�CF C� 0 �3 JEEK B�� B2�C� : C� ���#�� ��� #� � ���BGC G D"#�$CF C� %��FF
� F  � �-��4� C FC$
� G D � 9#� � ���C :  �C �$B # ��B� G � BG #C F�G �� � C� F� � �B F�
G ���F!C� C�� : ��� C #� � BG #C �� �$�#C�� F�G �� � AC��C �$B # ��B� C�� �## ��F�C ��F #� 9/
! FC ���E G��� #C ��� G D � $CFFC �BGB ��#��� C FC$
� G D � 9#� GC ��#��C� G D �C ������C F
GC � C #� C� �C�����C� GC ���B�4�FC� � "� � C � G �����! CF �FB �� ���� C� G �������C� G��� #C
���F!C� C�� �

� U 7��2#C � ����F���B� : #C � BG #C F�G �� G � 2��F�� FC$
� C�� �B������ C� �!�# ;
�C # � G 9#� � 5C �-��4� C �C �B�� BF�C GB�� GC #� � 
� C 7��B� � C � D�# � D�!������ G D �
�������##B� � ����7 �B� B!4�C �B����� � G � ���F�� G 9#� �

� U �F4� 7BF�C � ����F���B� : #C � BG #C F�G �� G � 2��F�� FC$
� C�� C��BFC �B������
� ��� �C��C 7B �� �!�# ; �C # � G � 2��F�� � 5C �-��4� C �C �B��BF�C C3���C� C�� �B�� C
� D�# � D�!������ G D � �������##B� GC � 2��F�� � � �

� � ���  �C !��� C ���CF��G ���FC GC � ����F���B� : #C � BG #C F�G �� G �-��4� C � !/
� C��C �B���� � C�� �$C� #� � ����F���B� : C�C�� ���  �C �F������B� C��FC #� HB�C �9#�
�����7 � C� #� HB�C �� 2��F�� � � �
��
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ABCD
DEFFBG

HIJFKLEKMI

NOMPQP
KLEMFBKBOM

*�+ � ���E � �$B # ��B� �$C� G � BG #C �� �$�#C�� F�G �� B2�C� ��F #� � ���BGC G D"#�$CF
C� %��FF � F  � $CFFC �BGB ��#��� C FC$
� G D � 9#� GC ��#��C� GC � C #� C� �C�����C� GC
���B�4�FC� � �B F� G D �C ���B ��GC�����B� � CF.B$��� � %B F GC �F4� 7��2 #C� � ����F���B�� :
#C � BG #C F�G �� G �-��4� C C�� �C # � G 9#� � U � C� FC � C #� � ����F���B� � !� C��C : #C
� BG #C G �-��4� C � !� C��C �B F ���C��GFC #C � BG #C G � 2��F�� ; 7BF�C �F���F���B� �

5 D���CF�F�����B� GC �C ����B�4�C C�� C� 7��� ���CH ��� �#C � � ���  � �FC��CF �C��� : ;
7��2 #C � ����F���B� : #C F�-B� a G �B����� FC��C � C��� GC$��� #C� G �� C���B� G 9#� C� GB��
RST UVWXYZ [V\Y]^__T`\Z ]a_ZYbVZ c dYX_ e]YdZ fV`VdYTd^]` fZgd hdYZ TddY^agVZ c [Z_ fiV`]j X`Z_ [Z
k__gYTd^]` l `]dTjjZ`d Z`dYZ UZ k Uj Zd UZ _ga_dYTd l mg^ dZ`[Z`d c YV[g^YZ UT Y^W^[^dV \]jf]_^dZ [g _n_dXj Z
kUj o_ga_dYTd p
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#C �-��4� C �C �B�� BF�C �B�� C #C 9#� �����7 � U � C� FC � C #C F�-B� G �B����� �FB�� :
#� �B��F�2 ��B� G � 2��F�� ; #� G�7BF����B� GC$�C�� GC �# � C� �# � �� �BF����C � AB�� C
��� #C � 2��F�� C�� �# � F��GC � C #C 9#� : #� F��GC F �B��B���C GC # DC��C�2#C �FB �� � ��9� :
; �F4� 7BF� F�-B� GC �B����� : #� �B��F�2 ��B� G � 2��F�� ; #� F��GC F G �-��4� C GC$�C��
�F4� !F��GC GC$��� �C##C G 9#� : GB�� # D��8 C��C GC$�C�� ��!#�!C�2#C � AC��C ���CF�F�����B�
� C� C� FC#�C7  � �B ��� �� �BF���� : ; � C� FC � C # D������C F G 9#� G �� �� C : #� HB�C �9#�
�����7 � GC$�C�� GC �# � C� �# � F�G ��C � A# �FF�$C ���CH 7F�� C�� C�� : #BF�� C # DB� ��CF��C
; �� G �CF  � FC$
�C� C�� �F4� 9� : � C # DB� � D- ��� ����#C� C�� ��� ���4� � A# GC$�C�� �#BF�
���C����FC GC �B $B �F C3�F��FC : ; ��F��F GC #� HB�C GC �F������B� : #C� �FB�F����� � ������ C�
G 9#� �

��� �� � $'*) &#" $%& '� ! $'� )( *��  +#)(%"

=� #� � BG�#�����B� G �B�� BF�C� C�� G � 2��F�� FC$
� G��� #C� HB�C� �9#� �����7 �
C� �� 2��F�� � � �C �B�C ��� GC �FB2#4� C : #� GC��F����B� GC # D�$B # ��B� GC� �B��F�2 ��B��
FC#���$C� G 9#� C� G � 2��F�� � �B F� GC # D��GC�����B� �C F�$4#C ���CH �B��#C3C � "�
��CF��C C� !���F�# ; � BG�#��CF #C � BG #C �� �$�#C�� F�G �� G � 2��F�� FC$
� �B � #�
7BF� C G D �C #B � GC ��#��!C G �-� C �

E∗
eq = E∗

sub + (E∗
film − E∗

sub)Φ(a/t) 0����1
B? a C�� #C F�-B� GC �B����� : t # D������C F G 9#� C� E∗

film
0FC�� � E∗

sub
1 #C � BG #C F�G �� G 

9#� 0FC�� � G � 2��F��1 � 5C 2 � GC� G �� �FC��� � BG4#C� C�� �#BF� GC �FB�B�CF  �C 7B����B�
Φ FC�G��� �B���C GC # DC3��F�C��C � "� � C � �#���CF #C� � BG4#C� �FB�B��� C� �FB �� !F��GC�
7�� �##C� � #C� � BG4#C� C���F�� C� : #C� � BG4#C� ���#-��� C� ���FB ���� C� #C� � BG4#C� �C��/
� ��F�� C� � 0B � �B � #�� ��CFB�� ��� C� G��� �B �C #� � ��C GC �C��C �� GC ; GC� �B������
GC ��� FC � FC� C�� �#����� C �

12 3 � 6<98;� ;:>?5?�=;�

"� � C � F���C�2#CF G��� �C��C ����!BF�C �B � #C� � BG4#C� �FB� B���� GC �FC�GFC �B F Φ �C 7B����B� ����#C � CF� C����� G D�6  ��CF !F����� C� C�� #� 7BF� C GC #� �B F2 C
E∗

eq = f(a/t) � "� ���CF� ��F�� �C 3/�� #C � BG4#C C3� B�C���C # : � B F #C� C# B� � �

E∗
eq = E∗

sub + (E∗
film − E∗

sub)e
−αa/t 0���,1

C� #C � BG4#C GC �BCF�CF C� 0 �3 JEEK �

1

E∗
eq

=
1

E∗
film

+

(
1

E∗
sub

− 1

E∗
film

)
e−αt/a 0��EI1

� ��� #C� GC 3 ��� : B� G ���B�C G D � ��F��4�FC �6  ���2#C α ���� F�C##C ��!��9����B�
��-��� C � AC� � BG4#C� �B�� GB�� 7���#C� ;  ��#��CF JE�K ���� B� � C � � D���CFFB!CF � F #C F
9�2�#��� �
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17 3 � 6<98;� 2�28�� ?�=;� 2>>56 ����
A DC�� �B F �C��C F���B� � C GC� �F�$� 3 B�� ��� � C��� �B F � BG�#��CF ���#-��� C� C��

#C �B����� � F  � � 2��F�� FC$
� � 5C� �� ���B�� � ��C� C� 6 C ����� �C� C�G��� �B��#C3C� :
�CF����� � �C F� B�� ��CF��� ; F��B GFC #C �FB2#4� C GC 7��B� ���FB ���C � 5 D���FB ��C #�
�# � �B�� C G �FB2#4� C C�� �C##C GC � �B C� �B ## � JE< K �

��  ��#�����  �C ���FB ��C � CF� F2���$C � F # D��CF!�C �#����� C : �B � C� �B��CF$��� #C
����� GC G�7BF����B� B2�C� G��� #C ��� G �-��4� C �B� B!4�C : ��B C� �B ## � �2B ����C��
� 3 #B �� GC ��#��!C � �$���C� �

νeq = νsub + (νfilm − νsub)

[
2

π
arctan(t/a) +

t

πa
ln

(
1 + (t/a)2

(t/a)2

)] 0��E�1

C�
µeq = µsub + (µfilm − µsub)

×
[

2

π
arctan(t/a) +

1

2π(1 − ν)

(
(1 − 2ν)(t/a) ln

1 + (t/a)2

(t/a)2
− t/a

1 − (t/a)2

)]

0��EE1B? νeq
C� µeq = E/2(1 + νeq)

�B�� FC�� C���$C� C�� #C �B C� ��C�� GC %B ���B� C� #C � BG #C GC
�����##C� C�� �� �$�#C�� G � 2��F�� FC$
� : νfilm

C� µfilm
0FC�� � νsub

C� µsub
1 #C �BC� ��C��

GC %B ���B� C� #C � BG #C GC �����##C� C�� G 9#� 0FC�� � G � 2��F��1 : a #C F�-B� GC �B����� C�
t # D������C F G 9#� � ��9� : G D��F4� #C G����# GC� ��#� #� JE< K : ν C�� #C �B C� ��C�� GC %B ���B�
G �-��4� C �B� B!4�C �$��� � CF� F2���B� G � C # �FB$�C�� #C ����� GC G�7BF����B� � ��B
C� �B ## � ������C�� � F #� 7��2 #C ��8 C��C GC #� $�#C F �F��C ��F ν � F 0��EE1 � 5 D ��#�����B�
�F���� C � � C� C�� 7���C ��F � C���. C� �B ## � JE�K F��B G � ��� ; C##C #C �FB2#4� C GC 7��B�
�# � ����#C � νfilm

C�� � ��B�� �!�# ; νsub
� �C #� �BF�C : 0��E�1 � D� �# � GC F���B� G D
�FC C�

0��EE1 GC$�C�� �

E∗
eq = E∗

sub + (E∗
film − E∗

sub)

×
[

2

π
arctan(t/a) +

1

2π(1 − νsub)

(
(1 − 2νsub)(t/a) ln

1 + (t/a)2

(t/a)2
− t/a

1 − (t/a)2

)]

0��E�1
�C� �� GC� � � �F�� C� ��F �#�� C��� 9��� JE<K C� C3� �F�� C���#C� JE�K $�#�GC�� �C � BG4#C
�B F GC� �B��F���C� GC � BG #C� ��7�F�C F� ; E 00.5 < E∗

sub/E
∗
film < 21 �

��C ���FB ��C ���CH ��� �#��FC ���� � B ���  ��#���C G��� #� �F���� C C�� �C ##C GC �B�C
JE>K : B? �C��C 7B �� #C� � CF� F2���B�� �BF�C�� � F #C� ������ GC �B��F����C� �9� G D��� FCF
 �C �B�G ���B� G D�G����B� ��F7���C ; # D���CF7��C 9#� �� 2��F�� �

��9� :  �C �FB ���4� C ���FB ��C C�� �C ##C G�$C #B���C ��F � C� C� �B ## � J��K � AB���G�F���
G D �C ��F� � C #C �-��4� C 9#� �� 2��F�� � C � 
�FC � BG�#��� ��F GC� F��GC F� C� ��F�C : �#�
� �� B�C�� �C� F��GC F� GB���C� ��F Ssub = 2aE∗

sub
C� Sfilm = aE∗

filmπa/t
� A#� ��F�$C�� �#BF�

� C �
S−1

eq = (f(a)Sfilm)−1 + (g(a)Ssub)
−1 0��E<1

B? f C� g : FC��CF���C� �B � #� 7BF� C 1 + kan : GB �$C�� !�F����F � C : �� #C 9#� C�� �F4� �����B � B��4GC #C� � 
� C� �FB�F����� �#����� C� � C #C � 2��F�� : B� FC�FB $C 2�C� Seq = Sfilm
�
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A#� �2 B ����C�� �#BF� ; �
1

2aEeq
=

1

(1 +
2t

πa
)π
a2

t
Efilm

+
1

2a(1 +
2t

πa
)Esub

0��E>1

AC��C � BG�#�����B� � �F��C G D� ���� � �C 3 � C #C 9#� � B��4GC  � � BG #C F�G �� � C���
GC$��� �C # � G � 2��F�� �

1�3 � 6<98;� �;: ?@�=: �5?�=;�

"� $�C�� GC #C $B �F : #C� � BG4#C� ���FB ���� 7B F����C�� GC� 7BF� #C� ��� �#C� ;  ��#��CF :
� ��� � � �C �B�� � �#�C FC �C� C�� $�#�GC� � C � F �CF����C� !��� C� GC �B��F���C� GC
� BG #C� � ��C ���FB ��C �#�CF����$C �B�����C ; � B ��CF #C� ��#� #� ���#-��� C� � ��� #B ��
� C �B���2 #C C� ; F��B GFC � ��F�� C� C�� #C� �� ���B�� � � �C � B FF��C�� ��� 
�FC �F����C�
���#-��� C� C�� �
�� 2 B� C3 C��#C GC �C �-� C G D���FB ��C C�� #� � BG�#�����B� �FB�B��C ��F =����F�HCF

JE�K : � F #� 2��C GC� �F�$� 3 GC ��2F�.��� JE�K � ��  ��#�����  �C ���FB ��C G �-� C ����BGC
GC� �� �!C� : �# �FB�B�C  �C ��F�� FC �B��#4�C GC� ������ GC �B��F����C C� GC G��#��C� C��
G��� # DC��C�2#C G D � � 2��F�� FC$
� �B � #� 7BF� C GC �B�� C� GC ��F�C� ��9��C� � AC��C
���FB ��C C��  ��#���C �B F ��� #CF  � �B����� ����F�� C � F  � � 2��F�� FC$
� C� C�
��FCF #C� �FB�F����� � ������ C� G 9#� JE�K � AC� C�G��� �C��C ���FB ��C �C�2#C �B �F�F
G D�����2�#���� � ��F�� C� G4� #BF� � C #C F���BF� a/t GC$�C�� � ��F�C F ; � JE,K �

A DC�� �C��C GCF��4FC BF�C�����B� � C �B � �##B�� � B F� �$FC G��� #� � ��C GC �C��C �� GC �
��  ��#�����  �C ���FB ��C ���������� C 2���C � F #� 7B����B� GC � FCC� G � 2��F�� FC$
� :
�B � �##B�� ��CF��CF ; � BG�#��CF #C �B����� �#����� C � F  � � 2��F�� FC$
� GC 7��B� �C��/
� ��F�� C 0$B �F ������FC E1 � � ���B���� GC �C� B ��# : �B � �##B�� �� G �CF #C� C�C�� GC�
$�F����B�� GC �B��F���C� GC � BG #C� C� GC �BC� ��C��� GC %B ���B� � F #� F�� B��C �B��B���C
G � 2��F�� FC$
� 0$B �F ������FC � C� <1 �
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� ��� �C ������FC : �B F � BG�#��CF #C �B����� �#����� C �B�/�G����7 G D � ��GC��C F �3 �/
�-� ��F�� C �B�/F�! �GC � F  � � 2��F�� FC$
� : �B � F� ��#��B�� #C� ������ ���C3C� g C� θ���FBG ��� ��F � ! C� : � ���� C� ��F��C# � B F G��F�FC #C �B����� �G����7 � F  � � 2��F��
�B� B!4�C : �#����� C J�IK B $���B �#����� C J��K � 5 D ��#�����B� GC �C� 7B����B�� ���C3C� �B �
� CF� C� GC �B � ��F�����F ��F��C ##C� C�� GC #� � �3 ��� GC� �B�G ���B�� � 3 #�� ��C� ���B ���C�
; �B � �FB2#4� C GC �B����� 0$B �F §��E ��1 �

0B � ��FB�� GC� FC#���B�� ����� B2�C� C�  � �#!BF���� C � CF� C����� GC ��#� #CF � � �/
F�� C� C�� �$C�  �C !F��GC C� ������ #C� B2�CF$�2#C� C3��F�� C���#C� G �B����� 0#� 7BF�C
���#�� �C P : #� � ����F���B� δ C� #� F��GC F S G �B����� � �7 � §���1 �B F �B �C $�#C F
GB���C G F��� BF� C��FC #C F�-B� GC �B����� a C� # D������C F t G FC$
�C� C�� J�EK � %�F �B ��
GC �#�F�� : �B � �B � #�� ��B�� ��� � ��� GC # D��GC��C F �B��� C �9� G D�## ��FCF #� G�� �F��C
�GB���C : �B���� C�� #� �B���F ���B� GC # D�#!BF���� C � 5C ��� GC� !�B���F�C� ����F�� C C�
�#��C ����� � C #C� G����#� GC �CF����� ��#� #� �B�� �F��C���� C� ���C3 C U � 5 D�#!BF���� C
G��F�� C�� C�9� $�#�G� C3��F�� C���#C� C�� C� � ��F�� C� C�� �

� �� �������� �
 ��

� � ��� ��� ����� �
����

=B ��  � �-��4� C ������� C �B�� B�� G D � � 2��F�� � GC��/C����C ��B�FB� C �#����� C
�B� B!4�C � FC$
� G D � 9#� ��B�FB� C �#����� C �B� B!4�C G D������C F t 09! FC E ��1 � "�
�B�C Esub

C� νsub
0FC�� � Efilm

C� νfilm
1 #C � BG #C �#����� C C� #C �BC� ��C�� GC %B ���B� G 

� 2��F�� 0FC�� � G 9#� 1 � "� � �� B�C  �C �G����B� ��F7���C C��FC #C � 2��F�� C� #C 9#� �
AB���G�FB�� � ����C���� � C �C �-��4� C C�� �B � �� ;  � ���F!C� C�� �3 ��-� ��F�� C

���� 7F����B� �� �G����B� GC #� ��F� G D � ��GC��C F GC � BG #C �#����� C Eind
C� GC �B C� /
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*�+ � E �� � � C�F��C�����B� ����� ���� C G �-��4� C ������� C �B���G�F�

��C�� GC %B ���B� νind
� ��  ��#����� #� �F���7BF����B� GC � ��.C #� : 5 � C� A�B J��K B�� ���2#� :

G��� #C ��� G D � ��GC��C F F�! �GC : #� 7B����B� GC � FCC� C G �-��4� C 0$B �F 9! FC E �E1 : � �
��F����F��C #� F�� B��C G �-��4� C ;  �C �B ##�������B� �B��� C ##C � %�F �FBG �� GC �B�$B # /
��B� : $�C��  �C FC #���B� C��FC #� �B��F����C �BF��#C q(r) ���#�� �C C� � F7��C GC #� �B ��C
0�B����C �B����$C #BF�� DC##C C�� �B��FC���$C1 C� #C G��#��C� C�� u(r, z) C� �B � �B ��� G 
�-��4� C 0�B���� �B����7 � ��G �# C�� G �F�!� $CF� # D���CF�C F G �-��4� C1 � �� ��F��� #�F�����
�C��C C3�FC���B� ; #� � F7��C G 9#� 0z = 01 : B� B2��C�� �

u(r, 0) = u(r) =

∫

0

∞

dk q(k)J0(kr)C(k, 〈E〉, t) 0E ��1
B? �

C(k, 〈E〉, t) =
2

E∗
film

1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt

1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt

a =
αγ3 − γ1

1 + αγ3

, b =
α− 1

α + γ1

, α =
Efilm(1 + νsub)

Esub(1 + νfilm)
, γ1 = 3 − 4νfilm

C� γ3 = 3 − 4νsub

E∗
film

����� #C � BG #C F�G �� G 9#� : G�9�� �B�� C Efilm/(1 − ν2
film) C� q #� �F���7BF��C

GC � ��.C# GC q G DBFGFC I � "� �C F�74FC GC 7��B� �-������� C � 3 ��F����F����� C� �#����� C�
GC� GC 3 �B �/�-��4� C� ��F #C 2���� GC 〈E〉 ��ST dYT`_e]Yj Td^]` [Z �T`�ZU [ �]Y[YZ

n
Z_d g`Z dYT`_e]Yj Td^]` ^`dVWYTUZ []`d UT e]`\d^]` `]nTg Z_d

r Jn(r)
l ]�

Jn(r)
Z_d UT e]`\d^]` [Z  Z__ZU [g fYZj ^ZY dnfZ [ �]Y[YZ

n
p ! UUZ \]`_d^dgZ U �Vmg^bTUZ`d [Z UT

dYT`_e]Yj Td^]` [Z "]gY^ZY Z` WV]j VdY^Z \nU^`[Y^mgZ p S �^`bZY_^]` [ �g`Z dYT`_e]Yj VZ [Z � T`�ZU _ �Z#Z\dgZ
\]jjZ _g^d $

f
n
(k) =

∫

0

∞
dr r Jn(kr) f(r) ⇔ f(r) =

∫

0

∞
dk k Jn(kr) f

n
(k)
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*�+ � E �E � � C�F��C�����B� ����� ���� C GC #� 7B����B� GC � FCC� G � 2��F�� FC$
� : G���
#C ��� G D � ��GC��C F F�! �GC

AC��C FC #���B� FC��C �FC�� C ������!�C #BF�� C # DB� FC #�3C #� �B��F����C � F #� F�! �G ���
GC # D��GC��C F 0�B �F ���C3C U 1 � =C #C ����!C # DC3�FC���B� GC #� 7B����B� C � � GC$�C��
�#BF� �

C(k, 〈E〉, t) =
2

E∗
ind

+
2

E∗
film

1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt

1 − (a + b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt

0E �E1

5� �B���������C GC #� �B��F����C ���#�� �C q C� �B � �B ��� GC #� � F7��C G �-��4� C
� CF� C� GB�� #� G��CF� �����B� �B��#4�C #� G�8C3 �B� u(r) GC #� � F7��C � � �#�C FC �C� C�� :
#C� �FB2#4� C� G D��GC�����B� �B�� ��F����F���� ��F GC� �B�G ���B�� � 3 #�� ��C� � �3�C� 0�7 �
§��E ��1 � #� �B��F����C ���#�� �C q � DC�� �B�� C � D; # DC3��F�C F GC #� HB�C GC �B����� 0B?
C ##C C�� 93�C ��F #C� 7BF�C� G D���CF����B� GC � F7��C1 
 �B � #� HB�C GC �B����� : B� �C �B�����
� C #� G�8C3 �B� u � U ���� � C #C �B�����4FC�� 5� C� A�B : # D ��#�����B� G �FC��C GC # D�� ���B�
0E ��1 � D�$4FC �� �B���2 #C : 2�C� � DC##C �B �� ���#-��� C� C�� C3���C � A DC�� �B F �B��B F�CF
�C��C G �� � #�� � C �B � ���FBG ��B�� #C� ������ ���C3C� g C� θ �

� �� ������
 �
� ����� � ���
�
�

� �� �� � *�% " $% '(& /�#! .& #%%(�(&

� ��� #C 2 � GC � BG�#��CF #C �B����� �G����7 GC ���4FC� $ ���B �#����� C� : ��F��C # C�� ���� J��K : ; #� � ��C GC �F�$� 3 GC =�CGGB� J�<K : B�� ���FBG �� #C� ������ ���C3C� g C� θG�9��� FC�� C���$C� C�� �B�� C #C� �F���7BF��C� GC �B F�CF C� �B��� � GC q(k) C� GC k u(k) �

g(s) =

∫

0

∞

dk q(k) cos(ks) 0E ��1
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θ(s) =

∫

0

∞

dk ku(k) cos(ks) 0E �<1

��  ��#����� #� �F���7BF����B� GC � ��.C# : B� � C � �#BF� F���F�FC # D�� ���B� 0E ��1 �B�� C
� ��� �

ku(k) = C(k, 〈E〉, t)q(k) 0E �>1
�� ���#�� ��� #� �F���7BF����B� GC �B F�CF C� �B��� � ; �C��C �� ���B� : B� 7��� ����/

F���FC #C� ������ ���C3 C� �

θ(s) =
2

π

∫

0

∞

g(r)

(∫

0

∞

dk C(k, 〈E〉, t) cos(kr) cos(ks)

)
dr 0E ��1

� �� �� �%"*,�" '( )# ! *"�$'(

=� B� �B���G4FC #C� G �� �FC��� ���/#�� ��C� GC �-��4� C� �B� B!4�C� 0� ���F�� 3 �C�2#�2#C�
�B F #C 9#� C� #C � 2��F�� : t = 0

B t→ +∞1 #C� �� ���B�� 0E �>1 C� 0E ��1 GC$ �C��C�� �

ku(k) =
2

E∗
q(k) 0E ��1

θ(s) =
2

E∗
g(s) 0E ��1

B? 1

E∗
=

1

E∗
syst

+
1

E∗
ind

: �$C� E∗
syst = E∗

sub ouE∗
film

�C #B� #C ��� GC 9! FC �
"� FC�FB $C ����� #C� C3�FC���B�� ���FBG ��C� ��F � ! C� C� ��F��C# J�IK � "� G ��� B�C

����� G D �C FC #���B� #B ��#C C��FC g C� θ � AC� C�G��� : B� � � B F # D������� �C #C� C�� F���F��
#C� �� ���B�� GC 5� C� A�B J��K ���� F��B GFC #C �FB2#4� C GC #� � �3 ��� GC� �B�G ���B��
� 3 #�� ��C� � AC GCF��CF �FB2#4� C �C F��B G C� C3�#������� G��� 0E ��1 C� 0E �< 1 # D��F�� FC GC�
�F��7BF��C� GC � ��.C # � ��  ��#����� #C� �FB�F����� GC #� 7B����B� GC � C��C# Jo

: B� B2��C�� �

g(s) =

∫

s

∞

dr
rq(r)√
r2 − s2

0E �,1

θ(s) =
d

ds

∫

0

s

dr
ru(r)√
s2 − r2

0E ��I1

5C� 2 BF�C� GC # D����!F�#C �B�� �#BF� �C ##C� � C g 0FC�� � θ1 �C G�� C�G GC q(r) 0FC�� � u(r)1� C �B F r ≥ s 0FC�� � r ≤ s1 � U ���� : g C�� C���4FC� C�� G�9�� �BF� G �B����� C� θ �B � #C
�B����� � "� F��B G ����� #C �FB2#4� C GC #� � �3 ��� GC� �B�G ���B�� � 3 #�� ��C� �

�
q
Z_d i]j]WX`Z c g`Z \]`dYT^`dZ p �gT`d c

ku(k)
l ZUUZ Z_d i]j]WX`Z c g`Z [Ve]Yj Td^]` l

k
VdT`d

i]j]WX`Z c U �^`bZY_Z [ �g`Z U]`WgZgY p �U Z_d []`\ YT__gYT`d [Z YZdY]gbZY mgZ \Z_ [Zg� WYT`[ZgY_ _]`d
YZU^VZ_ U^`VT^YZj Z`d fTY g`Z WYT`[ZgY [Z [^jZ`_^]` ^`bZY_Z c \ZUUZ [ �g` j][gUZ VUT_d^mgZ �b]^Y �� p�		 p
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 E�

"� $B �� �#BF� �B � # D����F
� GC �C��C ���FB ��C G��� #C ��� G ����F�� �B� B!4�C �B� ����C GC� $�F��2#C� F�C##C� G �B����� 0#� �B��F����C �BF��#C q C� #� G�8C3 �B� u GC #�
� F7��C1 � 3 ������ ���C3C� ��F GC ����#C� �F���7BF����B�� ����!F�#C� ���#-��� C� C��
��$CF��2 #C� C� #� FC #���B� C��FC g C� θ C�� #B ��#C C� #�����FC 0�� �0E ��11 � U ���� : ; ��F��F GC q :B� ��#� #C g �BF� G �B����� C� B� C� G�G �� θ : C� GB�� u : G��� �C��C HB�C � �C � 
� C : ;
��F��F GC u : B� G��CF���C θ �B � #C �B����� : C� B� C� G�G �� g � �� q �

�� �F����� C 0A 7 � ���C3C � 1 : GC� ������ ���C3C� � � ��� FC��  �C F��B # ��B� ���#-��� C
G �FB2#4� C G �B����� � F � 2��F�� FC$
� � C $C�� 
�FC G�9��� GC 7��B� �C�2#�2#C ; gC� θ � AC� C�G��� : #C F ��#� # C3�#����C �C F�$4#C G �� ��#C � 0B � �B�� C� GB�� �B��F����� ���
G D ��#��CF g C� θ � AC� ������ � CF� C��C�� �B 6 B F� GC �B��B F�CF #� � �3 ��� GC� �B�G ���B��
� 3 #�� ��C� C� #C F FC#���B� C�� 2�C� �$�GC�� C�� �B 6 B F� #�����FC � � �#�C FC �C� C�� C##C
�C��C G D
�FC #B ��#C � � ��� #� �F���� C : B� !�FGC #� !F��GC #�2 CF�� GC �����!C C��FC g C� q C�
θ C� u : � ��� #C �����!C GC g ; θ ����C ��F  �C �� ���B� ����!F�#C � ���B GFC #C �FB2#4� C
G �B����� � F  � � 2��F�� FC$
� FC$�C�� GB�� ��� �#C� C�� ; # D��$CF��B� GC 0E ��1 � %B F
�C 7��FC : �B � FC�B FFB�� ;  �C ���FB ��C � ��F�� C : �B F #�� C ##C 0E ��1 C�� 2�C� � �C 3
�B�G ���B���C � C 0E ��1 �

� �� ��� �������� �� ��� �
 � ����
������� � �������
 ���
����
 ��� �� �������� �
����

� �� �� -$& "  $% '� .,$� )�! ( '#%& )( /#& �*%*,#)

AB���G�FB�� � ����C���� # D�� ���B� 0E ��1 G��� #C ��GFC G D �C ��GC�����B� �#����� C � F
 � � 2��F�� FC$
� � 0B � �C 7���B�� �B F # D������� � � �C �-� B��4�C � ��#�� C����FC � F
# D��GC��C F : G�6 ; � �� B�� �B�$C3 C C� �3 ��-� C�F�� C � 0B � �B���G�FB�� � C #C �B����� C��FC
# D��GC��C F C� #C �-��4� C C�� ���� 7FB��C� C�� �� �G����B� � AC� C�G��� : �C��C GCF��4FC � C �

�FC F����FBG ��C  #��F�C FC� C�� 0�B �F ���C3C U 1 �

5C� �B�G ���B�� � 3 #�� ��C� GC �C �FB2#4� C � DC3�F�� C�� �#BF� �B�� C � �� �
{

∀r ≤ a, u(r) = δ − h(r)
∀r ≥ a, q(r) = 0

0E ���1
�$C� a #C F�-B� GC #� HB�C GC �B����� C� h #� 7B����B� GC 7BF� C GC # D��GC��C F � A# C��
�C� C�G��� ; �B�CF � C �C �-� C GC ���F!C� C�� : � � �C �FC�G C� �B���C � C #� �B��B����C
�BF��#C G G��#��C� C�� GC #� � F7��C �C FC�G ��� �B���C GC # DC3���C 7BF� C GC # D��GC��C F
�B��� C JE�K � 	 C#� C� �BFFC���B�� G �C�B�G BFGFC �CF��C�� GB�� ; �FC�GFC C� �B���C � B F
 �C � BG�#�����B� �G��#C G �B����� �

=� B� �FC�G C� �B���C # D�-�B��4�C GC �B����� �B�/�G����7 : B� B2��C�� : C�  ��#�����
# D�� ���B� 0E �,1 �

∀ r > a, g(r) = 0 0E ��E1
5 D�� ���B� 0E ��1 GC$�C�� �#BF� �
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θ(s) =
2

π

∫

0

a

g(r)

(∫

0

∞

dk C(k, 〈E〉, t) cos(kr) cos(ks)

)
dr 0E ���1

"� � C � 7��FC ��� GC 3 �B��������B�� � 5� �FC��4FC �B��CF�C # D���CF�F�����B� ��-��� C
GC 0E ���1 : � DB� � C � F���F�FC �B�� C � �� �

Film seul

θ(s) =

︷ ︸︸ ︷
2

E∗
film

g(s) +
2

π

∫

0

a

g(r)

(∫

0

∞

dk

(
C(k, 〈E〉, t) − 2

E∗
film

)
cos(kr) cos(ks)

)
dr

︸ ︷︷ ︸
Effet du substrat 0E ��<1AB���G�FB�� #C �C�B�G � C�2FC GC �C��C �!�#��� � =� #C �C�B�G �CF� C C�� ��!#�!C�2#C GC$���

#C �FC� �CF : B� FC�FB $C # D�� ���B� 0E ��1 ���#�� �C � ��� G 9#� � "� FC�FB $C �#BF� #�
F�� B��C ������� C G D � �-��4� C �����7 �B��B�� C3�# ��$C� C�� G ����F�� G 9#� � 5C
�C�B�G �CF� C : � � C�� �FB ������ #BF�� C t G��FB �� C� �C�G $CF� ( 2

E∗

sub

− 2
E∗

film

)
g(s) #BF�� C

t → 0 : FC�G GB�� �B���C GC # DC�C� GC � 2��F�� � "� FC�FB $C ����� # D�G�C � C #� F��B��C
G D � �-��4� C ;  �C �B ##�������B� � ������ C C�� �C ##C G 9#� �C # � � C# � D�6 B �C  � C�C�
GC � 2��F�� JEEK : �G�C ; #� 2��C GC # D���FB ��C GC #� � BG�#�����B� 7���C ��F �B�C JE>K G���
#C ��� ��F��� #�CF GC # D��GC�����B� ��F  � �B ���B� �#�� G D � � 2��F�� FC$
� �

5� �C�B�GC �C F��� BF�C ; #� 7��B� GC F��B GFC � ��F�� C� C�� �C��C �� ���B� � 0B�FC
�FB2#4� C G D��GC�����B� �C F��4�C C� 7��� ; #� F��B # ��B� G D �C �� ���B� ����!F�#C GC �FCG/
�B #� GC GC 3�4� C �-� C �

g(s) =
E∗

film

2
θ(s) +

(
−
E∗

film

π

)∫

0

a

dr g(r)K(r, s)

B? θ C� K �B�� �B�� C� C� g C�� # D���B�� C ; G��CF� ��CF � 5� 7B����B� g ����� �B�� C ;
# DC3��F�C F GC #� HB�C GC �B������ : �# FC��C ; #� G�9��F �B � #C �B����� � ��C 7B �� g �B�� C
��F�B � : �# C�� 7���#C G DC� G�G �FC q C� �B � � B ��� GC #� � F7��C C� GB�� #C� ������ GC
G��#��C� C�� G��� �B � #C ����F�� !F��C � 3 �F�$� 3 GC 5� C� A�B J��K � =� B� � D����/
FC��C GC �# � �F4� ; K : � � C�� C���4FC� C�� G��CF����C ��F #C� �FB�F����� � ������ C� C�
!�B���F�� C� G �-��4� C �� G �� : C##C � C � 
�FC 7���#C� C�� ��#� #�C ��F #C 2���� G D � �#/
!BF���� C GC �F���7BF����B� GC �B F�CF ����GC 0���1� A# � � � �#BF� GC G ���F����CF �C��C
�� ���B� �B���� C C� GC F��B GFC ��F  �C ��� �#C ��$CF��B� # D�� ���B� � ��F���C##C ��� C GC
�C��C G ���F�������B� �

� �� �� -#," /� )#, &#" $% #� /#& '� /�#,�(! (%" /$% ��( '( �%(''$%

� �� D; �F��C�� �B � � D�$B�� 7��� � � �C �-� B��4�C � F #� 7BF� C C3���C GC # D��GC��C F �
0B � ��F��� #�F��B�� ��� � ��� GC # D��GC��C F �B��� C � � ��� �C ��� : �B � #C �B����� : #C

� �TY ]` U �T [Z eT^d _gff]_VZ `gUUZ Z` \]`_^[VYT`d g` \]`dT\d `]`�T[iV_^e p
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*�+ � E �� � A## ��F���B� G $B # � C ��#����� C� C�� ����7 � � � ��� #C ��� B? #C F�-B� a G �B�����
C�� � C��� GC$��� # D������C F t G 9#� 0�1 : #C $B # � C ��#����� C� C�� ����7 � C�� C���4FC� C��
�B��C� G��� #C 9#� : GB�� #� F��B��C !#B2�#C G �-��4� C C�� �C##C G 9#� �C # � � ��� #C
��� �B��F��FC 02 1 : #C $B # � C ��#����� C� C�� ����7 � � DC�� � C ��F��C##C� C�� �B��C� G��� #C
9#� : #C � 2��F�� �B��F�2 C ; #� F�� B��C ������� C G �-��4� C : C� �C G D� ���� �# � � C a/tC�� ��� BF���� �

G��#��C� C�� �BF��# C�� GB��� ��F u(r) = δ−r/ tan(ω) : B? ω C�� #C GC��/��!#C � �B�� C�
G �@�C J< K � ��  ��#����� #� G�9����B� GC θ : B� B2��C�� �#BF� �

∀ s ≤ a, θ(s) = δ − πs

2 tan(ω)
0E ��>1

UG �� C���B��B�� � ����C���� #C� $�F��2#C� G �B����� � 5� #B�! C F ��F����F����� C G���
#C ��� G D �C ��GC�����B� �B� B!4�C C�� #C F�-B� a GC #� HB�C GC �B����� : ����� � C #C � B��FC
#� ���BF�C GC � CF�H � � ��� #C ��� G � 2��F�� FC$
� : B� ���FBG ��  �C �B $C ##C #B�! C F
��F����F����� C � # D������C F t G 9#� � A# ����F��� GB�� ���CH ��� FC # G D���FBG �FC #C F���BF�
a/t G��� �B� �� ���B�� � �� C�C� : B� �B�����C � C ta2/a3 C��  �C C���� ���B� G F���BF�
G $B # � C ��#����� C� C�� ����7 � ��� � G��� #C 9#� � $B # � C ��#����� C� C�� ����7 � �B��#�
0$B �F 9! FC E ��1 � 0B � ���FBG ��B�� GB�� #C� !F��GC F� �G �� C���B���C� � �$���C� �

ρ ≡ r

a
; ς ≡ s

a
; τ ≡ t

a
; η ≡ ka 0E ���1

"� �G �� C���B��C �#BF� #C� � �FC� !F��GC F� �F��C��C� G��� # D�� ���B� 0E ���1 ��F #C F
$�#C F G��� #C ��� #�� ��C B? #C �-��4� C FC$
� C�� ����� �#�2#C ;  � �-��4� C �B� B!4�C
�B����� � ��F #C ����F�� G 9#� � "� ���FBG �� ����� �

∆ ≡ 2δ tan(ω)

πa
0E ���1

Z(η, 〈E〉, τ) ≡
E∗

film

2
C(k, 〈E〉, t) − 1 0E ���1

� �U Z_d Vb^[Z`d mgZ \ZddZ `]d^]` [Z b]Ugj Z �VUT_d^mgZj Z`d T\d^e � Z_d c _dY^\dZj Z`d fTYUZY g` Tag_ [Z
UT`WTWZ VdT`d []``V mgZ UZ_ Z#Zd_ [ �g` \iTYWZj Z`d VUT_d^mgZ `Z _ �T``gUZ`d mg �c U �^`k`^ p �Zf Z`[T`d l ]`
\]`_dTdZ a^Z` Z` ]a_ZYbT`d UZ_ VmgTd^]`_ VdTaU^Z_ fTY � ZYd� fg^_ 	`Z[[]` mgZ U �V`ZYW^Z _d]\�VZ [T`_ UZ
j TdVY^Tg U]Y_ [ �g` \]`dT\d VUT_d^mgZ Z_d d]g
]gY_ fY]f]Yd^]``ZUUZ c

a3
p SZ b]Ugj Z �VUT_d^mgZj Z`d T\d^e �

Z_d []`\ \Z b]Ugj Z [T`_ UZmgZU Z_d _d] \�VZ UT fUg_ WYT`[Z fTYd^Z [Z U �V`ZYW^Z p
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G(ρ) ≡ 4 tan(ω)g(r)

πaE∗
film

0E ��,1

5 D�� ���B� 0E ���1 � D��F�� �#BF� �

Forme de l′indenteur Effet de substrat

∀ ς ≤ 1,
︷ ︸︸ ︷
∆ − ς = G(ς)︸︷︷︸ +

︷ ︸︸ ︷
2

π

∫

0

1

G(ρ)

(∫

0

∞

dηZ(η, 〈E〉, τ) cos(ηρ) cos(ης)

)
dρ

Film seul 0E �EI1
�C �# � : B� � C � � B��FCF J�IK � C #� 7BF�C P ���#�� �C � F #C �-��4� C C�� FC #��C ; g��F �

P = 4

∫

0

∞

g(r)dr 0E �E�1

"� C�C�� C GB�� # D�G �� C���B��C� C�� � �$��� �

Π =
4 tan(ω)

πa2E∗
film

P = 4

∫

0

1

dρG(ρ) 0E �EE1

"� � C � � ��� G�9��F  � � BG #C �� �$�#C�� �FB�FC ; #� !�B���F�C �B��� C J�EK � AC� C�/
G��� �C #� �C �F��C��C ��� G D����F
� F�C # : ��F #C � BG #C �� �$�#C�� � C� F� ��F #C 2���� GC
#� F��GC F G �B����� C�� �C # � G � 
� C �-��4� C ��GC��� ��F  � �B ���B� �#�� GC � 
� C
F�-B� GC �B����� a J� : �K �

� �� �� �! .)*! (%"#" $% %�! *, ��( '� ! $'� )(

U��FB ��B�� # D�� ���B� 0E �EI1 C� G ���F������� [0; 1] C� N ���CF$�##C� �!� 3 � 0B � ��/
�FBG ��B�� �#BF� #C� �B����B�� G ���F�����C� ςi = i/N C� ρj = j/N � =B � F��CF$C � C N�B �� � � ���� C�� !F��G : B� � C � ���FB ��CF # D����!F�#C � F ρ ��F  �C �B�� C G ���F4�C � "�B2��C�� �#BF� ��F #� � ���BGC GC� �F��4HC� �

∆−ςi = G(ςi)+
1

Nπ
G(0)K(ςi, 0, 〈E〉, τ)+

1

Nπ
G(1)K(ςi, 1, 〈E〉, τ)+

2

Nπ

∑

j=1..N−1

G(ρj)K(ςi, ρj, 〈E〉, τ)
0E �E�1

�$C� K(ς, ρ, 〈E〉, τ) =

∫

0

∞

dηZ(η, 〈E〉, τ) cos(ηρ) cos(ης) �

5 D��GC��C F �B���G�F� � DC�� ��� �#�� � : GB�� #C ����� GC �B��F����C C�� �B���� C�
� �U _ �TW^d [ �g`Z [^#VYZ`\Z ^jf]YdT`dZ Z`dYZ UZ_ ^`[Z`dZgY_ fUT`_ Zd `]`�fUT`_ p � T`_ UZ \T_ [Z_ ^`[Z`dZgY_
`]`�fUT`_ l ]` []^d T__gYZY UT \]`d^`g^dV [Z UT \]`dYT^`dZ Z`dYZ U �^`dZY^ZgY Zd U �Z�dVY^ZgY [g \]`dT\d p �ZUT
^jf]_Z

q(r = a−) = 0
l Zd []`\

g(a−) = 0
p � T`_ UZ \T_ [g f]^`�]` fUTd l ^U n T g`Z [^_\]`d^`g^dV [Z

q
l

Zd fTY \]`_VmgZ`d [Z
g
l Z`

r = a
p �ZUT ^`[g^d mgZ

g(a−) 6= g(a+) = 0
l Zd []`\ g` dYT^dZj Z`d `gjVY^mgZ

UVWXYZj Z`d [^#VYZ`d [VdT^UUV Z` T``Z�Z � p
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r = a � 0B � ��FB�� GB�� GC # D�� ���B� 0E ��E1 � C G(1) = 0 � �B�� : �B F  �C $�#C F GB���C
GC τ � � DC��/;/G �FC �B F  � F�-B� GC �B����� a GB��� � �# �B � 7� � F��B GFC  � �-��4� C
(N + 1) × (N + 1) GB�� #C� ���B�� C� �B�� #C� N $�#C F� FC�����C� G ����� G C� #�
� ����F���B� �BF��#���C ∆ � "� � C � �#BF� F���F�FC 0E �E�1 �B�� C � �� �

−ςi = G(ςi) +
1

Nπ
G(0)K(ςi, 0, 〈E〉, τ) +

2

Nπ

∑

j=1..N−1

G(ρj)K(ςi, ρj, 〈E〉, τ) − ∆ 0E �E<1

�C � � � D��F�� � ��F���C##C� C�� �



−ς0
−ς1���

−ςN−1

−ςN




=




1 + 1
Nπ
K00

2
Nπ
K01 . . . 2

Nπ
K0(N−1) −1

1
Nπ
K10 1 + 2

Nπ
K11 . . . 2

Nπ
K1(N−1) −1��� ��� � � � ��� ���

1
Nπ
K(N−1)0

2
Nπ
K(N−1)1 . . . 1 + 2

Nπ
K(N−1)(N−1) −1

1
Nπ
KN0

2
Nπ
KN1 . . . 2

Nπ
KN(N−1) −1







G(0)
G(1)���

G(N − 1)
∆




0E �E>1
5� F��B # ��B� � � �F�� C GC �B�FC �FB2#4� C ������� ��F #� G��CF������B� GC ∆ C�

GC G � F JI 
�K : #C �FB2#4� C �C F�� � C GB�� � ��#� # C� ; # D��$CF��B� G D �C ���F��C �5C ��#� # C�� C�C�� � ��F #C 2���� G D � �#!BF���� C GC �F���7BF��C GC �B F�CF ����GC
0���1� J�>K � 	 ��� ; # D��$CF��B� : C ##C � C � 
�FC F��#���C C� ���C� C�� �$C�  � �#!BF���� C
GC G��B��B����B� 5� J�>K � ��C 7B �� G B2�C� C : B� � C � G�G �FC Π GC 0E �EE1 � 5C � BG #C
�� �$�#C�� C�� ��#� #� G��� #� �B�9! F���B� �� �$�#C��C C� �B ���B� �#�� 0A 7 � �� � 0U �EE11 :
GC 7��B� ; FC�GFC �B���C G � BG #C C�C���$C� C�� B2�C� C3��F�� C���#C� C�� #BF� G D �
C���� GC ���B ��GC�����B� �

� �� �� ���&"(! (%" '(& .#,#! �",(& '( ,*� )#�( %�! *, ��(&

5� � ��F�����B� GC # DC3�FC���B� 0E �EI1 �C##C � C �B � $C�B�� GC #� G��F�FC : ���FBG ��
�FB �� ��F��4�FC� �FB�FC� ; �B�FC �#!BF���� C � 3� C #� �# �B�$�C�� G D��C��CF  �C $�#C F �

� � D �C ��F� : #� G ���F�������B� GC # D�� ���B� ����!F�#C � C �B � ��CF��B�� ; F��B GFC
���FBG �� N : #C �B�2FC GC ��� GC �C��C G ���F�������B� �

� � D� �FC ��F� : # D�#!BF���� C GC ��� �B�����C C�  � �������##B���!C ��� ��C 3 FC� B����
�!` Z#Zd l ]` T $

Kij =

∫

0

∞
dηZ(η, 〈E〉, τ) cos(ηρj) cos(ηςi)

=
1

2

[∫

0

∞
dη Z(η, 〈E〉, τ) cos (η(ρj − ςi)) +

∫

0

∞
dηZ(η, 〈E〉, τ) cos (η(ρj + ςi))

]

=
1

2

[
Z̃c(ρj − ςi, 〈E〉, τ) + Z̃c(ρj + ςi, 〈E〉, τ)

]

]�
f̃ c(x)
Z_d UT dYT`_e]Yj VZ [Z "]gY^ZY Z` \]_^`g_ [Z UT e]`\d^]`

f
fY^_Z Z`

x
p
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C��FC � �FC� � F  �C ���FB3 �� ���B� G �-� C �

∫
0

∞
f(r) cos(kr) dr =

∫ B

0
f(r) cos(kr) dr +

∫∞

B
f(r) cos(kr) dr

'
∑m

i=0 f( iB
m

) cos(k iB
m
r) +

∫ ∞

B

f(r) cos(kr) dr

︸ ︷︷ ︸
→ 0

"� C�� GB�� �� C�� ; ���FBG �FC B : #� $�#C F GC �B � FC GC # D�������##B���!C : C� nech
:

# DC3�B���� G �� 3 �������##B���!C : �C# � C m = 2nech �
5 D�6  ��C� C�� GC �C� �FB �� ��F��4�FC� �C F�$4#C �F ���# � �� C�C� : �� #C� $�#C F� � � #C F

�B�� ��C���C� �C $�F�9C�� ��� #C� ���FB3 �� ���B�� �B �/�C�G C� ��F #� � � �F�����B� : #C�
��� #���B�� 7B F����C�� GC� F�� #���� 7� 3 �

=� B� �B���G4FC #C� ��F�� 4�FC� ; F�!#CF : B� �B�����C � C # DB� � C� 7��� GC 3 �-� C� GC
�FB2#4� C� ; F�!#CF � GC� �FB2#4� C� GC �� 3 G D�������##B���!C 0N C� nech

1 C�  � �FB2#4� C
GC �B � FC 0B1 �

A## ��FB�� #C F�!#�!C GC� �� 3 G D�������##B���!C G��� #C ��� G D � � 2��F�� FC$
� �$C�  �
�B��F���C GC � BG #C E∗

sub/E
∗
film = 10 C� νfilm = νsub = 0.25 � "� 93C  �C $�#C F GC B �C##C

� C Z(B, 〈E〉, τ)/Z(0, 〈E〉, τ) �B �� ��7�F�C F ; �I−15 : AC��C $�#C F C�� C� 7���  �C $�#C F
!#������C : 7B����B� #�����FC �FB ������C� GC a/t � "� 7��� �#BF� �FB!FC���$C� C�� �FB ��FC #C�
$�#C F� GC nech

C� N 6  �� D; �C � C #� $�#C F G � BG #C F�G �� �� �$�#C�� : B2�C� C ; # D��GC
GC 0U �EE1 : �C $�F�C �# � GC �# � GC �% C� FC #���7 � 5� 9! FC E �< �F��C��C # D�$B # ��B� GC #�
$�#C F GC E∗

eq(E
∗
sub/E

∗
film = 10, νfilm = νsub = 0.25, a/t = 100) C� 7B����B� GC N � 5� 9! FC

E �> �F��C��C # D�$B # ��B� GC #� $�#C F GC E∗
eq(E

∗
sub/E

∗
film = 10, νfilm = νsub = 0.25, a/t = 100)C� 7B����B� GC nech

� "� B2��C�� �#BF� N = 800 C� nech = 16 �
"� $�F�9C �#BF� � C : �$C� �C� F�!#�!C� : �� B� �C �#��C G��� #C ��� #�� ��C B? νfilm = 0.5 :#� 7B����B� G[a/t](r)� �C �B�$CF!C �# � $CF� Gsubstrat nu(r)

#BF�� C a/t → +∞ � 5� 9! FC
E �� 0�1 �## ��FC �C ����B�4�C � 5C �FB2#4� C � DC3�F�� ��� G��� # DC����C F�C# ��F  �C CFFC F
; GC� $�#C F� GC r 7��2#C� : �# �FB$�C�� G D � �FB2#4� C � 3 7BF�C� $�#C F� GC k G��� # DC����C
F����FB� C � "� C�� GB�� �� C�� ; � !� C��CF #� $�#C F GC B 6  �� D; 3000 a/t : #� G��FB ������C
GC Z ����� �# � #C��C� � %B F � C #� � � �F�����B� GC #� 7B����B� �B-� K �C � CFGC ���
C� � �#��� ; �� �C GC �C��C � !� C�����B� GC #� $�#C F GC �B � FC : �# 7� � � !� C��CF nech6  �� D; EI � B F �B��CF$CF E∗

eq
G���  �C 2��GC GC �# � B � B ��� I �>	 � N FC��C � ��� ;

��Z YV_g UdTd Z_d dY^b ^TU l \TY
Z
Z_d e]`\d^]` [Z

τ = t/a
p

R �U _ �TW^d ^\^ [Z UT e]`\d^]`
G(r)
mg^ Z_d ]adZ`gZ fTY UZ a^T^_ [Z `]dYZ TUW]Y^dij Z f]gY g`Z bTUZgY []``VZ

[Z
a/t
p

��Zd VdTd [Z eT^d _Z \]jfYZ`[ T__Z� a^Z` p 	 ^ UZ k Uj Z_d ^`\]jfYZ__^aUZ l ^U `Z f Zgd T\\]jj][ZY UZ_
[Ve]YjTd^]`_ mgZ fTY \^_T^UUZj Z`d ���� l \Z mg^ Tj X`Z UT �]`Z VUT_d^mgZj Z`d T\d^bZ c hdYZ fUg_ WYT`[Z f]gY
g`Z j hjZ bTUZgY [Z

a/t
Zd []`\ [VfUT\Z UZ \]jf]YdZj Z`d \]jf]_^dZ Z` eTbZgY [g _ga_dYTd l Zd []`\ UT

eYVmgZ`\Z [Z \]gfgYZ bZY_ [Z_ bTUZgY_ fUg _ VUZbVZ_ �b]^Y kWgYZ � p�	 p
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9.75
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9.65

9.60

9.55
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9.40
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E

*

eq
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E
*

1
) [

a
/t

=
1

0
0

]

15001000500
N

*�+ � E �< � �$B # ��B� GC E∗
eq(E

∗
sub/E

∗
film = 10, νfilm = νsub = 0.25, a/t = 100) C� 7B����B�

GC N �
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*�+ � E �> � �$B # ��B� GC E∗
eq(E

∗
sub/E

∗
film = 10, νfilm = νsub = 0.25, a/t = 100) C� 7B����B�

GC nech
�
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*�+ � E �� � �$B # ��B� GC #� 7B����B� G[a/t](r) �C #B� #� $�#C F GC Bt/a � 0�1 �F��C��C #�
�B F2 C B2�C� C �B F E∗

sub/E
∗
film = 100 : νfilm = 0, 5 : νsub = 0.2 C� a/t = 800 �$C�  �C

$�#C F GC B �FB� 7��2#C � �F���� �#C ���� �B��F����C �$C� #� �B F2 C #�� ��C $CF� #�� C##C C##C
GC$ F��� �C�GFC � C� � B ����##��� � � �BFFC��B�G � �B����� � F � 2��F�� � � 02 1 � B��FC #C
F�� #��� B2�C� C� � !� C����� #� $�#C F GC B � AC GCF��CF C�� �����7������ �

# � ������!� � U 9��# : B� ���2#�� #C� F�!#�!C� � �$���� �




B = 3000a
t

nech = 20

N = 800
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AC��C $�#�G���B� C3��F�� C���#C � ��� F��#���C � F #� 2��C GC F�� #���� C3��F�� C��� 3
7B F��� ��F � � � ��B �� : U � A���C� � ��B �� C� A� � �F���!�- G 5%%�� 0A0�=��=%A A1 �

� �� �� �  &. $& "  8 (�. *, ! (%"#)

5C G ���B����7 C3��F�� C���#  ��#��� C�� ����� ����� C� 9! FC E �� � =B� �F����� C C�� ��� �#C �
"� ���#�� C � F  � �-��4� C FC$
�  �C 7BF�C P �B�� C ��F #C 2���� GC #� #C���##C ����F�� C :
�B����� �C G D � $CFFC GC � BG #C �#����� C E∗

ind = 84.6 GPa 0GB���C� G 7�2F�����1 � %�F
�F�����FC��C � �F�$CF� GC #� #C���##C : B� � G �FC��C� C�� ���4� � F�-B� a G �B����� � "�
�B FF� �#BF� �B���FCF # D�$B # ��B� C3��F�� C���#C GC #� 7BF�C ���#�� �C �$C� #C F�-B� GC
�B����� ; �C##C ��� #�C �$C� # D�#!BF���� C �F��C��� �F���GC�� C�� �
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0�$� %"$� !�� & �!��$���� �$ �%������� �� ( ��$&� ��"�� .&( �" �$,�"��" �$� & �%+� &$"!���$ ( ��$&� %*$!+�&��" �$ �>�"1( � �$ ��$�� � �$� ���"��" %&��"!*$� # ��$� �+��� �%�&!�% ���
��&�$&� �>�"%( �"!*$��  �$� � !� %���"� �%�������� ��( �!� ��"�� 10−2 �" 102 - 3.� �� ��$�
�� �����!� ���� $�  ��(!�� "�( � ��� �� �"� �� ���	 �!��" �� 0� !���� # ��� ��&�$&� ��" %"%�%�&!�%�  �$� ��� .&( � �" ��� �$,�"��"� �� ���	 �!��"� �� 0� !���� "�$� %?�$@ / � #|� - Y�$�
 �%���"��� &�� �%�$&"�"� �,"��$� �" ��$� &�� ��( ����� �+�� &� ( ��1&� �� A�� �" �� && - 4|�5 -
Y�$� !�"�� �%"��� ��.� ��� �%�$&"�"� / &� &$( !1�� �� ��""� ��( ���!��� -
� 
B 
B CD���������� ��� D��������
Y�$� ��������� !�! / ��( ���� ��� %+� &$"!��� �� ( ��$&�� %*$!+�&��"� �%�$!"� �,"��$�

 �$� ��� �>�"1( �� �+�� ��� ���"���"�� �� ( ��$&� E ��( �!� ��"�� F�−2 �" F�2 - G! & ��� +�$"
 �$+� !� ��( ���� ��� %+� &$"!��� # %"��" ����% &� ?����� +��!%"% �� ���"���"�� �� ( ��$&��� �$� �$,�"��" ��+�"$ / $� �$"�� # !& ��$� '�$"  �� �%��� / $� �� !( ���!����( ��" �  �� �!% -
G! �� �� ���� & ��@ ����!�� �F-F}� # �� +� !" *$� # �( !�!*$�( ��" # ��  �$" "�$8 �$�� �%��!��

HI<B; :< K C;AEC FJ :C; IFCK I>CB?; @C LF>;;FB @A M :K C? @A ;AG;?E<? ;FB? N=<AN O :C E<HHFE? @C; KF@A:C;EN@A>?; P
E∗

sub/E∗
filmQ C;? ;?E>I?CK CB? N=<: <A E<HHFE? @C; KF@A:C; N:<;?>RAC; P

Esub/Efilm Q P
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� -F B ~+� &$"!�� �$ ��  ��" (E∗
eq −E∗

film)/(E∗
sub −E∗

film) �� '���"!�� �$ ��  ��" a/t �$� � !�%���"� ��  ��"� �� ( ��$&�� E∗
sub/E

∗
film

��( �!� ��"�� F�−2 �" F�2 - ��� %+� &$"!���
C ��$�, �� �+�� ( ��*$�$�� C ���" ��( ��%�� �+�� ��&&� '�$��!�  �� &� ( ��1&� �� A�� �"
�� && - 4|�5 - D�� ��$�, �� ��" ��� �&&$��� ��(,&�,&�� ( �!� ���" �%��&%�� &�� $���  �� ��  ��"
�$@ �$"��� �"  �� ��  ��" / &� '���"!�� �� A�� E �! &� .&( ��"  &$� ��!�� ���� - ��( &�!���"�
*$� &� �$,�"��" �$� &�*$�& !& ��" �% ��% # &� �%,$" �� &� ���� �� "����!"!�� ��" �%��&% +�����  &$� '�!, &�� ���� - '��"��� +�&�$�� �� a/t - �� �%��&�?� ��" � ��$"��"  &$� ( ��*$% *$� &�
���"���"� �� ( ��$&� ��"�� .&( ��" �$,�"��" ��" %&�+% -
& �%+� &$"!�� �$ ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!"  �� &� ,!�!� � �$�� &� ! �$ "> � E

E∗
eq = E∗

film + (E∗
sub − E∗

film)Φ(a/t) �� -F�
�9 &� '���"!�� �� (%&��?� Φ ��" "�$8 �$�� ��( �!�� ��"�� � �" F- � ���" ��""� '���"!�� Φ *$�
& ��� ������� / ( ��%&!��� ��� � ���" � &&� *$! �%��!" &� "����!"!�� ��"�� &� �%?!( � �.&( (���!'  �Φ(a/t) = 0� �" &� �%?!( � ��$,�"��" �$ �Φ(a/t) = 1� - 3$ "��+��� �� & �%+� &$"!�� ��� ��  ��"�
(E∗

eq−E∗
film)/(E∗

sub−E∗
film) # &� .?$�� � -F  �%���"� ���� �� (��!1�� �>�"�%"!*$� & �%+� &$"!����� � !� %���"�� '���"!��� Φ ���� �!%�� �$@ � !�%���"� ��  ��"� �� ( ��$&�� %*$!+�&��"� �%�$!"��� '���"!�� �$ ��  ��" a/t -F� ����"�"� "�$" � ��, ��� *$� "�$"�� &�� ��$�, �� ��" &� ( �( � �&&$�� # *$� & *$� �� !"

 �� �!&&�$�� &� �%������� �� ( ��$&� �$ �>�"1( � - ��""� '��( � ��"  �� ��� �� &� '���"!��
Φ *$! ��" �,"��$� ���� &� ����� �$ ( ��1&�  �� ��%  �� A�� �" �� && - 4|�5 �~* - �F-|��� -~�  ��"!�$&!�� # &���*$� &� ���"���"� �� ( ��$&� � !( !�$� # &�� ��$�, �� ��&�$&%��  �� ��"��
�&?��!"�( � ���+��?��" +��� &� ��$�, � ����%�  �� &� ( ��1&� �� A�� -

�� ����!�� �%�$&"�" �  ���G"  &$� �&�!��( ��" �! & ��� ����!�1�� &� .?$�� � -| - �� &&�)�!
 �%���"� &�� '���"!��� Φ ��&�$&%�� ���� &� ��� �� ���"���"�� �� ( ��$&�� ��( �!� ��"�� � -�
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� -| B ~+� &$"!�� �!($&%� �$ ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" �� '���"!�� �$ ��  ��" a/t �$� $� �%������� �� ( ��$&� �� � -� �
N
� # � -� �×� # F -F �+� �" | ��� - F� ����"�"� *$� #���� ��""� ?�(( � �� +�&�$�� # ��� �%�$&"�"� ���"  �� ��� �� ��$@ �,"��$� �+�� &� ( ��1&��� A�� �.?$�% �� "��!"� ?���  � !�"!&&%�� - � �  &$� # &� +�&�$� �� a/t  �$� &�*$� &&� �%,$"� &����� �� "����!"!�� ���� &� ����� �$ ( ��1&� �� A�� ��"  &$� ?����� ���� -  &$�  �"!"�� *$�

��&&� �,"��$� ���� &� ��� �� ��+�"�( ��"�  &$� �!?!��� ���� -  &$� ��( &�!���"�� *$� &�$�
�$,�"��" - �� �%�$&"�" %"�!" �""���$ # %"��" ����% *$� &� ( ��1&� �� A�� �$  ��� $� ���( �� ���"��!�"� �!( !&�!�� / �� &$ ! �,"��$ ���� &� ��� � �$� �$,�"��" �$ -

�" | # �� '���"!�� �$ ��  ��" a/t - F� ����"�"� $� ����� , �� ������ ��"�� ��� �%�$&"�"� #
.?$�%�  �� ��� ( ��*$�$�� # �" &� ( ��1&� �� A�� #  �%���"% ��  � !�"!&&%� - F� +%�!.� &� �%�$&"�"��� ��&�$&�  �� %&%( ��"� .�!� +�&!���" �$( %�!*$�( ��" �F-|�� ���� &� ��� �� ���"���"�� ��
( ��$&� ��( �!� ��"�� � -� �" | -
D� ��$&� � !�%����� ����%*$��"� ��"�� &�� � !�%���"�� '���"!��� �� (%&��?� ���&&�� *$�

��$� �+��� ��&�$&%�� ��(( � �� &&� ����%�  �� A�� �" �� && -�  ��"� �$� &�  ��!"!�� ��� ����� ��
"����!"!�� ���� �!%�� �$@ �>�"1( �� �!($&%� - � ��� &� ��� � �$� ��+�"�( ��"  &$� ��!�� *$� ���
�$,�"��" # &� ���� �� "����!"!�� ��" �%��&%� +��� ��  &$� '�!, &�� +�&�$�� �� a/t  �� ��  ��"/ &� ���� �� "����!"!�� '�$��!�  �� &� ( ��1&� �� A�� - 3$ ���"��!�� # �! &� .&( ��"  &$�
��( &�!���" *$� ��� �$,�"��" # �� �%��&�?� � ��� ��"$� +��� ��� +�&�$��  &$� !(  ��"��"�� ��
a/t - �� �%��&�?� �  ���G" � ��$"��"  &$� ( ��*$% *$� &� �%������� �� ( ��$&� ��" !(  ��"��" -
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��(( � ��$� & ��+���  �%���"%  �%�%��(( ��" # &�� �%�$&"�"� ���&>"!*$�� �� A�� �" �� && -�~*� -�F-|F� # �F-||� �" �F-|��� ��" %"% �,"��$�  �� $�� �  �� ���  ��"$�,�"!+� /  ��"!� �$
�>�"1( � ��( �?1�� - D�� ���( � �� ���"��!�"�� �" �� �%'��(�"!��� ( !� �� ��$+�� ����!1��
�� ��&�$& ���" ���� &�� ( �( �� *$� ��$@ �,"��$�  �$� $� �>�"1( � ��( �?1�� - 0�$�"��" #
$� �$,�"��" ��+�"$ ��" &� !� � ��"�� ��( �?1�� - 3 !��! # �! &� .&( ��"  &$� ��( &�!���" *$�
&� �$,�"��" # !& �$�� "������� / ����( ���� $��  ��"  &$� !( ��"��"� �� &� �%'��(�"!�� #
!��$!���" $�� ���"�!,$"!�� �$ .&( / &� �% ���� ?&�,�&� �$ �>�"1( �  &$� '��"� *$ �� &&� �� &�
����!" ���� &� ��� �9 &� �>�"1( � ����!" ��( �?1�� E &� ���� �� "����!"!�� ��"�� &� �%?!( � �.&(
(���!'  �" &� �%?!( � ��$,�"��" ( ���!'  ���� ���� �%��&%� +��� ��� ��>��� �� ���"��"  &$�
%&�+%� - 3 & �!�+���� # �! &� .&( ��"  &$� ��!�� *$� &� �$,�"��" # &� �$,�"��" "����� / ����( ����
$��  ��"  &$� !( ��"��"� �� &� �%'��(�"!�� �$ �>�"1( � # !��$!���" $� �%��&�?� �� &� ������ "����!"!�� +��� ��� +�&�$�� �� a/t  &$�  �"!"�� -

� 1� &��� !& � �> � �!�� �� �$� �����" / ����"�"�� *$� &� '���"!�� Φ �� A�� �%&!( !"�
$�� '���"!1�� ��"�� &�� �>�"1( �� ��$���� ��!��� �$� �$,�"��"� ��( &�!���"� �" &�� �>�"1( ��
��$���� ��( &�!���"�� �$� �$,�"��"� ��!��� - ��""� '���"!�� �%��!" �$ .��& ��(( ��" ���"�% ��"!�� &�� ���"�!,$"!��� ��&�"!+�� / &� ��!��$� � �$� �>�"1( � .&( ��$,�"��" �9 &� .&( �"
&� �$,�"��" ��" &�� ( �( ��  �� �!%"%� ( %���!*$�� �+� !� .?$�� � -�� - 7& ��" �1� &��� "�$" /
'�!" ���(�& *$� &���*$� &� ���"���"� �� ( ��$&� � !( !�$� # &�� '���"!��� Φ[E∗

sub/E
∗
film](a/t)���+��?��" +��� &� '���"!�� �� A�� -

� � '���� �>�"�%"!*$� # ��  �$" � !�� *$� #  �$� ��� �� �	 �!��"� �� 0� !���� ����%� # &��
'���"!��� Φ[E∗

sub/E
∗
film](a/t) ���" �,"��$�� /  ��"!� �� &� '���"!�� �� A��  �� $�� �"����)

&�"!�� � �� &� ���� �� "����!"!�� *$! � '�+��!�� &� ���"�!,$"!�� �� &� ��( ����"� &�  &$�
��( &�!���"� �$ �>�"1( �� -

�� �%�$&"�" ( �" �� �%'�$" &� �1?&� � !"� ��� � F�% # �$ �$ ( � !�� ��� �  &!��"!�� / &��%"��( !��"!�� ���  �� �!%"%� %&��"!*$�� � �$� .&( ( !��� - ��""� �1?&� �( !�!*$� !�� !*$�
*$� # &��� �� & �!����"�"!�� � �$� �$,�"��" ��+�"$ # "��" *$� &�  %�%"��"!�� ���"� !�'%�!�$�� /
F�% �� & �% �!���$� t �$ .&( # &� �% ���� �$ �>�"1( � ��" �� &&� �$ .&( ��$& - F � !& �  ���G"
����� �&�!��( ��" *$� #  �$� ��� �>�"1( �� . &( � ��!��� �$� �$,�"��" ��( &�!���" �+�� $�
���"���"� �� ( ��$&� �$	 ��(( ��" %&�+% �0.2 < E∗

sub/E
∗
film < 0.5  �� �@ �( &�� # ��""��1?&� ��" ( !�� �� �%'�$" - ��""� �  �� ��� �( !�!*$�  �$" ��"�(( ��" ( ���� / ��� ����$��

����%*$��"�� ���� &� ��� �� �$,�"��"� ��+�"$� �� ��$���� ��!��� # ��  ��"!�$&!�� �! &� ��!��$��� ���"��" ��" ( ��$�%�  �� �%����?�� -

�	C KF? ?E<B;:<?>FB C;? K >; CB?EC =A>::CK C?; I<E :< M=AEC 
 P� C;? HEN;CB?N CB IFFE@FBBNC; ;CK >�:F=<E>?
K>RAC; P� � > I �C;? :C ;AG;?E<? PEC;H P :C M :K Q RA> C;? :C H:A; IFKH:<>;<B? O :< ?E<B;>?>FB IFKKCBIC M @C H:A ; O<>G:C;D<:CAE; @C a/t
PEC;H P M @C H :A; OFE?C; D<:CAE; @C a/tQ O IC RA> :<>;;C ABC �FBC � ;AG;?E<? BA� PEC;H P �M :KK <;;>O � Q H:A; >KHFE?<B?C P��B C�C? O @<B; IC I<; FB BC @>;HF;C H<; <A?FK<?>RACK CB? @C : �NDF:A?>FB @C (E∗

eq−E∗
film)/(E∗

sub−E∗
film)<DCI a/t P �: C;? @FBI HF;;>G:C @C IEF>EC C�CI?ACE ABC K C;AEC CB EN=>K C �M :K BA� <:FE; RAC :C ;J;?LK C C;?@N� M @<B; :< �FBC @C ?E<B;>?>FB P
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&� ���� �� "����!"!��  �� ��  ��" �$ ( ��1&� �� A�� - D� '���"!�� �� A�� ��" �,"��$� �$�
&� ,��� ��� ���( � �� ���"��!�"�� �" �%'��(�"!��� �,���+% ���� $� (�"%�!�$ ��( �?1�� -� ��� &� ��� �� �>�"1( �� ��+�"$� �+�� $� ���"���"� �� ( ��$&� (��*$% # &� �%'��(�"!��
��"  �%'%���"!� &&�( ��" ����( ��%� ���� &� (�"%�!�$ &�  &$� ��( &�!���" - 3 !��!  �$� $��
+�&�$� ����%� �� a/t # ���� &� ��� �$ ( ��1&� �� A�� # . &( �" �$,�"��" ���"�!,$����" "�$�
��$@ / &� ��!��$� �$ �>�"1( � # �&��� *$� ���� &� ��� � �$� �$,�"��" ��!�� ��+�"$ � �$� .&(
��( &�!���" ���� - ���� &� ��� � �$� �$,�"��" ��( &�!���" ��+�"$ � �$� .&( ��!�� &� .&(
���� - &� �$,�"��" '�$��!�� &�  &$� ?�����  ��" �� &� ���"�!,$"!�� / &� ��!��$� - !�(( �
 �� �!&&�$�� &� ���"�!,$"!�� �$ �$,�"��" ��" ��� !����"� �+�� &� ��  ��" a/t # �� �,"!��"
$� �%��&�?� �� &� ���� �� "����!"!�� �+�� �� �����" $�� ���"�!�� !���"!"% �� '��( � ���
'���"!��� Φ[E∗

sub/E
∗
film] -
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eq − E∗
film)/(E∗

sub − E∗
film) �� '���"!�� �� a/t  �$� � !� %���"�

��  ��"� �� ( ��$&�� - D� '���"!�� �� A�� ��"  �%���"%� ��  � !�"!&&%� - D�� �%�$&"�"� �� ���
��&�$&� ���"  �%���"%�  �� &�� ( ��*$�$�� - D�� �%�������� �� ( ��$&�� ���" ��� ��"!+�( ��"
�� F-F ��  # � �

N
 # � �

�
 # F� �× �" F�� �◦ - D�� &!?���  &� !��� .?$���" &�� �8$�"�( ��"�

�,"��$�  �� "����&�"!�� �� &� '���"!�� �� A�� -
� �B �� � ����� ��  !� "#�$�%

D� .?$�� � -F ( �""��" �� %+!����� *$� &�� ��$�, �� ((E∗
eq − E∗

film)/(E∗
sub − E∗

film); a/t)!��$�� �� ��� ��&�$&� ��" ��� '��( �� ����� ��(,&�,&�� / �� &&� �� &� '���"!�� �� A�� # !&
��(,&� !�"%������" �� ���������� $� �8$�"�( ��" *$! %"���� &� '���"!�� �� A�� �$� $��
?�(( � �� +�&�$�  &$� %&�+%� - F� ��������� �&��� &�  ���(1"�� �� &"����&�"!��' x0

"� & *$� E
E∗

eq −E∗
film

E∗
sub − E∗

film

= ΦGao

(
a

tx0

) �� -� 

D ��8$�"�( ��"  �%���"% �� .?$�� � -
� # �%�&!�%  �$� νfilm = νsub = 0.25 ��$� '�$��!" &�

��&�"!�� �$!+��"� E

ln

(
E∗

sub

E∗
film

)
= −0.0408 + 1.3034 ln(x0) − 0.0437 ln(x0)

2 �� -� 

F�  �$" �&��� ��+!��?�� � �$"!&!��� $�� �  �� ��� �� "> � �$"� ���%���"  �$� �%���+� &$��
$�� ��$�, � �@ %�!( ��"�&� (E∗

eq; a/t)
- ���� &� ��� �9 &�� �� �( �!��"� �� 0� !���� �$ .&( �"

�$ �$,�"��" ���"  �� ���� -
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� ��� &�� �%�$&"�"� *$� ��$� +����� ��  �%���"�� # ��$� �+��� +� &��"�!��( ��" �@�&$ &��
���"� �� �� �( �!��" �� 0� !���� �$ ���( �� ��"�� %"$�� - F � # !& �@ !�"� $� ���"�!� ��(,��
� ��  &!��"!���  ��"!*$�� �� &� �� �( �!��" �� 0� !���� �$ .&( ��"  &$� %&�+% *$� ��&$ ! �$
�$,�"��" - �� ��+�"�( ��"  � &>( 1�� �$� $� �$,�"��" �� +���� ����"!"$� $� , �� �@�( &� ��
�� ��� �� .?$�� - Y�$� �@ &����� !�! �� '���� $�  �$  &$� �>�"%( �"!*$� & ����" � �$� %���"
�� ���( �!��" �� 0� !���� - 0�$� �� '�!�� # ��$� ��&�$&��� �� '���� �>�"%( �"!*$� & �%+� &$"!��
�$ ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!"  �$� ��� ��  ��"� �� ( ��$&� +��!��" ��"�� F�−2 �" F�2 �+��
$� ���( �!��" �� 0� !���� �$ .&( νfilm

��( �!� ��"�� � -F �" � -� # &� ���( �!��" �� 0� !����
νsub

�$ �$,�"��" %"��" .@%� / � -� -

� �� �� �$�%�$�� �% ���� ���$# �� C� ����$

D�� .?$��� � -� �" � -
�  �%���"��" &�� �%�$&"�"� �� ��� ��&�$&� ��� ��"!+�( ��" ���� &� ���

�� .&( �  &$� ��!��� �"  &$� ��( &�!���"� *$� &�$� �$,�"��" -
� ��� &� ��� ��� . &( � ��!��� # �� � ��,���+�  �� � ����" ��"�,&� �$ ����?�( ��" �� ��)

�( �!��" �� 0� !���� �$ .&( - 0�$� ��� �%�������� �� ( ��$&� ��( �!� ��"�� � -� F �" � -� #
& �%+� &$"!�� ��" �!( !&�!�� - 0�$� $� ��  ��" �� ( ��$&� E∗

sub/E
∗
film = 0.5 # �� �,���+� *$�

& ��$?( ��"�"!�� �$ ���( �!��" �� 0� !���� �$ .&( !��$!" $� &%?�� �%��&�?� �� &� ���� ��
"����!"!�� +��� ��� +�&�$��  &$� %&�+%�� �� a/t -

� ��� &� ��� ��� . &( � ��( &�!���"� # &� ����?�( ��" �� ���( �!��" �� 0� !���� !��$!"
��� ����?�( ��"� ����%*$��"� �$� & �%+� &$"!�� �� &� ��!��$� %*$!+�&��"� �$ �>�"1( � �+�� &�
��  ��" a/t - F� ����"�"� �� '�!" ��$@  �%��(1��� � !�"!��"� E
B G! &�  ��!"!�� �$ �%,$" �� &� ���� �� "����!"!�� ���"� !�����?%� # �� "�!&&� +��!� �+��

&� �� �( �!��" �� 0� !���� �$ .&( - � !��! #  &$� &� .&(  ���1�� $� �� �( �!��" �� 0� !����
%&�+% �"  &$� &� "����!"!�� ��"�� &� �%?!( � �.&( (���!' ' �" &� �%?!( � &�$,�"��" �$' ��"
�� !�� - D �%���" ��"�� &� ��� �$ .&( !���( ����!,&�� �" &�� �$"��� ��� ��" � ��!&&�$��
��� !����" �+�� &� ���"���"� �� ( ��$&� -
B � ��� &� ��� �$ .&( !���( ����!, &� # �"  �$� &��  &$�  �"!" ���"���"�� �� ( ��$&� # ��

�,���+� $�  �%��(1�� �$� �����" E &� ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" �$ �>�"1( �  �$"
�"��  &$� %&�+% *$� &� ( ��$&� �%�$!" �$  &$� ��!�� ��� ��$@ (�"%�!�$@ �+� !� .?$��
� -
� �� �" �,   - !�" ���" � ���"�( � �� �����" ����� �� !��( ��" -

� �� �� �$#�D�D"#!# ��$
D�� �%�$&"�"� *$� ��$� �,"����� ���" �� '�!" !�! &� ��( ��!"!�� �� "�� !�  �%��(1��� -

 	! "#!K "$!%& '! L#$((#% ') ()*(&+,& !(& '! - �#+'+! '! "!-)$ ' �)% .!++! (#'# ",-"$R)! /0
νfilm12 /3 /
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� � -� B �+� &$"!�� �$ ��  ��" E∗

eq/E
∗
film

�� '���"!�� �� a/t  �$� ��� �%�������� ��
( ��$&� �� �� � -�F# �,  � -F # �� � -� �" ��  � -� �"  �$� ��� �� �( �!��"� �� 0� !���� �$ .&(
�� � -F �5 # � -� �× # � -� �� # � -� �◦ �" � -� �4 - D� �� �( �!��" �� 0� !���� �$ �$,�"��" ��"
.@% �" %?�& / � -� - D ��� �" � �$�� +��!�"!�� �� �� �( �!��" �� 0� !���� �$ .&( �$� &� ��!��$�
%*$!+�&��"� �$ �>�"1( � ��" '�!, &� -
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� B �+� &$"!�� �$ ��  ��" E∗

eq/E
∗
film

�� '���"!�� �� a/t  �$� ��� �%�������� ��
( ��$&� �� �� � # �,  � # �� F� �" �� F�� �"  �$� ��� ���( �!��"� �� 0� !���� �$ .&( �� � -F
�5 # � -� �× # � -� �� # � -� �◦ �" � -� �4 - D� ���( �!��" �� 0� !���� �$ �$,�"��" ��" .@% �"
%?�& / � -� -
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� 	�
� � -

� B �+� &$"!�� �$ ��  ��" E∗
eq/E

∗
film

�� '���"!�� �� a/t  �$� $� �>�"1( � �+�� ������
��� ( ��$&�� �%�$!"� ( �!� �%������� ��� ���( �!��"� �� 0� !���� - D� ���( �!��" �� 0� !����
�$ .&( ��"  �!� %?�& / � -F �5 # � -� �× # � -� �� # � -� �◦ �$ � -� �4 - D� ���( �!��" ��
0� !���� �$ �$,�"��" ��" .@% �" %?�& / � -� -

D�  ��(!�� �� ���  �%��(1��� ��" &� "������� ��"$�� &&� �$ �>�"1( � ��+�"$ / ��� !�"�!)
,$�� &� �%'��(�"!��  �%'%���"!� &&�( ��" ���� &� �>�"1( � &�  &$� ��( &�!���" - ���� &� ���
�$ .&( ��!�� �$� �$,�"��" # ��(( � &� �$,�"��" ��"  &$� ��( &�!���" # &� �%'��(�"!�� ��" "�1�
�� !��( ��" ����( ��%�  �� �� ����!�� - D� ���( �!��" �� 0� !���� �$ .&( ��  �$" ���� �+� !�
*$ �$� ���" '�!,&� �$� &� �% ���� (%���!*$� ?&�,�&� �$ �>�"1( � ���� &� ��� � �$� �$,�"��"
 &$� ��( &�!���" *$� ��� ��+�"�( ��" -
D� ������  �%��(1�� ��" ,!�� ( !� �� %+!����� &���*$� & ��� ����!�1�� $� �>�"1( �

��( ��% � �$� .&( �" � �$� �$,�"��" �� ( �( � ( ��$&� �%�$!" ( �!�  �$�+$� �� �� �( �!��"�
�� 0� !���� � !�%���"� - !� ��� ��"  �%���"%  �� &� .?$�� � -

� - � ��� &� ��� �� &� ���( �!��"
�� 0� !���� �$ .&( ��" %?�& / ��&$ ! �$ �$,�"��" # �� ��"��$+� &� ��� �$ (�"%�!�$ ��( �?1�� -
0�� ���"�� # �! &� ���( �!��" �� 0� !���� �$ .&( ��"  &$�  �"!" ���� -  &$� ?���� *$� �� &$!
�$ �$,�"��" # &� ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" �$ �>�"1( �  ����  �� $� ( !�!($( ���� - $�
(�@!($(  !�'%�!�$� ���� - �$ %�!�$� �$ ( ��$&� �� ����$� ��� ��$@ ( �"%�!�$@ - !�" ���" #
�,"��$ ( �( � �� & ��,����� � �%���" �� ( ��$&� �%�$!" ��"�� &� .&( �" ��� �$,�"��" # ��"
/ & ���!? !�� �$ �% ����( ��" �,���+% ���� &� ��� �$ .&( !���( ����!,&�  �$� &� �>�"1( �
 �%���"% �� .?$�� � -

� �� -
�� '�!" # �! �� �� ���� &�� ��&�$&� �� A�� �" �� && - ��� � # �� ����"�"� *$� &� ��  ��" *$!

�%��!" &� ���"���"� �� ��!��$� ��"�� .&( �" �$,�"��" � ���"  �� $� ��  ��" �� ( ��$&��
�%�$!"� ( �!� $� ��  ��" �� ( ��$&�� �� �!��!&&�( ��" - F� ��"��$+� �$��! �� �%�$&"�" ����
& ��@ ����!�� �� &� '���"!�� �� A ���� �$ �$,�"��" ��+�"$ �+� !� �* - � -F �� &�  ���(1"�� α��" �� '�!" &� ��  ��" ��"�� &� ( ��$&� �� �!��!&&�( ��" �$ .&( �$� �� &$! �$ �$,�"��" - � ���
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����� �F

&� ��� *$� ��$� ����!�%���� !�! �E∗
film = E∗

sub
(�!� ν∗film 6= ν∗sub

# ��  �$" %��!�� *$� E

µsub

µfilm

=
E∗

sub(1 − νsub)

E∗
film(1 − νfilm)

=
1 − νsub

1 − νfilm

�� -
� 

F� +%�!.� ,!�� �&��� *$� # �! &� ���( �!��" �� 0� !���� �$ .&( ��"  &$� %&�+% *$� �� &$ ! �$
�$,�"��" # &� ��  ��" µsub/µfilm

���� �$ %�!�$� / F- F� �,"!��" �&��� $� �>�"1( � *$! "��� /
�� ��( ��"�� ��(( � �! &� .&( %"�!"  &$� ��( &�!���" *$� &� �$,�"��" # � ��� & ��$?( ��"�"!��
�� ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" - � & �!�+���� # ���� &� ��� �� &� ���( �!��" �� 0� !���� �$ .&( ��"
 &$� '�!,&� *$� ��&$ ! �$ �$,�"��" # &� ( ��$&� �� �!��!&&�( ��" �$ .&( ��"  &$� %&�+% �" ����
&� ( ��$&� �%�$!" �$ �>�"1( � �%��� G" ���� $�  ��( !�� "�( � - !�(( � &� &!( !"�  �$� $�
"�1� ?���� ��>�� �� ���"��" ��" $� ��( ��"�( ��" "> � &�$,�"��" �$' # �$)�� &/ � �$� ���"�!�
��  ��" a/t &� ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" �$ �$,�"��" ��+�"$ ��(( ���� / �� ��  �� ���� ��
F �� ��$+��$ # �� *$! �@ &!*$� &�  �%����� � �$� (�@!($( ���� - � �$� ( !�!($(  �� ( ��$&�
%*$!+�&��" �%�$!" &���*$� &� ���( �!��" �� 0� !���� �$ .&( ��"  &$� %&�+% ���� -  &$� '�!,&� 
*$� ��&$ ! �$ �$,�"��" - !�  �%��(1�� ��" ,!�� ��� � ��$"��"  &$� '�!,&� *$� &� ���"���"� ��
( ��$&� ��" %&�+% �&� .&( %"��"  &$� ��( &�!���" *$� ��� �$,�"��" - !� &� �@ &!*$�  �$�*$� !
!& � ���" �,���+% *$��  �$� &� ��&�$& �� ��"$% �+�� $� ��  ��" �� ( ��$&� �%�$!" �� � -
D� ����!��  �%��(1�� ��" �� &�"!' / & ����" �$ �� �( �!��" �� 0� !���� �$� &� ( ��$&� � �!�)

��( ����!,!&!"% B - !� ����!�� ��" ��&!% �$ ���( �!��" �� 0� !����  �� &� '��($&� �$!+��"� E

B =
E

3(1 − 2ν)
�� -� 

F� +� !" �&��� ,!�� *$� &� ( ��$&� � �!���( ����!, !&!"% �$?( ��"� �+�� &� �� �( �!��" �� 0� !�)
��� �" *$ �!& ��" !�.�!  �$� ν = 0.5 - G! &� ���( �!��" �� 0� !���� �$?( ��"� # &� ( ��$&�
� �!���( ����!, !&!"% �$?( ��"��" # &�  ��" �� &� �%'��(�"!�� ����( ��%� �� �!��!&&�( ��" "���
/ �$?( ��"�� �$ �%"�!( ��" �� &�  ��" ����( ��%� �� ��( ����!�� +� &$( %"�!*$� - G! ��
����!�1�� $�� ?%�(%"�!� .&( �$� �$,�"��" # & ��$?( ��"�"!�� �� &�  ��" �� &� �%'��(�"!��
����( ��%� �� �!��!&&�( ��" �� "���$!"  �� $�� �$?( ��"�"!�� �� &� "�!&&� ��� !�&� �� &� ����
%&��"!*$�( ��" ��"!+� # ��"�(( ��" �$ �!+��$ �� & �!�"��'��� - ����  �$� $� ( �( � ��  ��"
�� ( ��$&�� �%�$!"� #  &$� &� �� �( �!��" �� 0� !���� ��" %&�+% �"  &$� # / $�� +�&�$� ����%� ��
a/t # &� �$,�"��" & ���� !"' $� ��>�� �� ���"��" !( ��"��" # �� *$! � "������� / �$?( ��"��
&� ���"�!,$"!�� �$ �$,�"��" - !�  �%��(1�� ��" �� '�!" + !�!,&� �$� &� '���"!�� �� A ���� �$
�>�"1( � - D� .?$�� � -

�  �%���"� &�� � !� %���"�� '���"!��� �� A ���� �,"��$��  �$� � !�%���"��
+�&�$�� �� ���( �!��" �� 0� !����  �$� &� .&( # �+�� $� ���"���"� �� ( ��$&� E∗

sub/E
∗
film = 10�" $� �� �( �!��" �� 0� !���� �$ �$,�"��" νsub = 0.2 - F� �,���+� *$�  &$� &� �� �( �!��" ��

0� !���� �$ .&( ��" %&�+% #  &$� &� ?�(( � �� +�&�$�� �� k �$� &�*$�&&� C  ���� &� +�&�$� ��
2/E∗

sub
��" %"���$� - k %"��"  �� ��"!���� & / t/a # ��""� ����"�"�"!�� !( &!*$� *$� &� �%?!( �

&�$,�"��" �$' ���� �,"��$  �$� ��� +�&�$�� �� a/t � ��$"��"  &$� '�!, &�� *$� &� ���( �!��"
�� 0� !���� �$ .&( ���� %&�+% -

��� !( &!��"!��  ��"!*$� �� �� �%�$&"�" ��" *$� #  �$� ��� �>�"1( �� ��+�"$� �� &� .&(
��" "�1�  �$ ��( ����!, &� �" "�1� ��( &�!���" ��+��" ��� �$,�"��" # &� ���� �� "����!"!�� ��"

�� $ #% +!�,+'! ,&&!%&$.!� !%& -, M�)+! 
 /� P* Q O #% #*(!+.! )% -	�!+ � ,N $�)� -# ",- ') � #')-! 	R)$.,-!%&+	')$& 
#)+
a/t
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� B ����"!��� �� A ���� ��&�$&%��  �$� � !�%���"� ���( �!��"� �� 0� !���� �� .&(
�$� $� �$,�"��" ��+�"$ # �+�� $� ���"���"� �� ( ��$&� E∗

sub/E
∗
film = 10 �" $� ���( �!��" ��

0� !���� �$ �$,�"��" νsub = 0.2 - 0 &$� &� �� �( �!��" �� 0� !���� ��" %&�+% #  &$� &� ���� �� &�
'���"!�� �� A ���� ���� �!%� / &� �% ���� �$ .&( �C(k) − 2/E∗

film = 0.9 � �%"��� �$� $��
&��?� ?�(( � �� +�&�$�� �� k - !� &� !( &!*$� *$� &� �% ���� �$ �$,�"��" ��$& ���� �,���+%�
 �$� ��� +�&�$��  &$� '�!, &�� �� a/t -
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"�1� �%�$!"� �+�� $�� �$?( ��"�"!�� "�1� �� !�� �$ ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" - !�  �%��)
( 1��  �$" �+� !� ��� ����%*$����� !( ��"��"�� �$� & �%+�&$�"!�� �$ ( ��$&� �$ .&( /  ��"!�
�� & �%+� &$"!�� �$ ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" �+�� a/t - �� �� �" # &�  &$ ��" ��� ( ��1&��  ��)
( �""��" &� �%���+� &$"!�� ��� ���"�!,$"!��� ��� ��"!+�� �$ .&( �" �$ �$,�"��" �$ ( ��$&�
%*$!+�&��" �%�$!" �%?&!?��" & ����" � �$� ���"���"� �� ���( �!��" �� 0� !���� �$� &� �% ����
(%���!*$� �$ �$,�"��" ��+�"$ - D �$"!&!��"!�� �� ��� ( ��1&�� �$� ��� �$,�"��"� "�1� ��!���
��+�"$� "�1� ��( &�!���"� �"  ���*$� !���( ����!,&��  �$" �,�$"!� / $�� �$?( ��"�"!�� � )
 ����"� �$ ( ��$&� �%�$!" �$ .&( �$ ��$�� �� & �!����"�"!�� - ���  ��"!� �� & ����")���&$( �
�'��"� �$?( ��"�"!�� �$ ( ��$&� �%�$!" �� ��$���� ��  � &>( 1��� ���.�%�� �$ ��$�� � �$��
!����"�"!��  ( ��$�%  �� �� ��� �" �� && - �� F�  ��+!��"  �$")�"�� �� ��  �%��(1�� -

2 �2 � 
7	� ��� �	 7�� 7�

��� ��&�$&� ��$� ��"  ��(!� �� ( �""�� �� %+!����� $� ���"�!� ��(,�� ��  � !�"� !( )
 ��"��"� �$� &� �% ������� �$ ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" � �$� �$,�"��" ��+�"$ + !� � +!� ���
 �� �!%"%� %&��"!*$�� �$ .&( �" �$ �$,�"��" -
D �!���( �?%�%!"% ���  �� �!%"%� ( %���!*$�� �$ �$,�"��" ��+�"$ !( &!*$� *$� &� ����

�� "����!"!�� ��"�� &� �%?!( � &.&( (���!' ' �" &� �%?!( � &�$,�"��" �$' ��" �% &��%� �� '����
/ '�+��!��� &� (�"%�!�$ &�  &$� ��( &�!���" E �! &� .&( ��"  &$� ��( &�!���" ���� -  &$�
��!�� *$� &� �$,�"��" # &� ���� �� "����!"!�� �%,$"�  �$� ��� +�&�$�� �� a/t  &$� ?������
���� -  &$�  �"!"�� *$� ��&&� '�$��!�  �� &� ( ��1&� �� A�� - !� �%�$&"�" !�+�&!�� &� �1?&�
��� & F�� ' -
D ��� �" � �$� �%������� �� ���( �!��" �� 0� !���� ��" �%?&!?��,&� ��$' ���� ��$@ ��� ��

.?$�� E
B �! &� ���"���"� �� ( ��$&� ��" '�!, &� �" &� ���"���"� �� ���( �!��" �� 0� !���� !( ��"��" #

&� ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" �$ �>�"1( �  �$"  ���"$� &&�( ��" �  ���G"��  &$� %&�+%
*$� &� ( ��$&� �%�$!" �$ (�"%�!�$ &�  &$� ��!�� -
B �! &� ���"���"� �� ( ��$&� ��" "�1� '��" �&� .&( %"��"  &$� ��( &�!���" *$� &� �$,�"��" 

�" �! &� .&( ��"  �� ��� �� & �!���( ����!, !&!"% # &� ���� �� "����!"!�� ��"�� &� �%?!( �
&.&( (���!' ' �" &� �%?!( � &�$,�"��" �$' ��" '��"�( ��" �%�$!"� �" &� ( ��$&� %*$!+�&��"
�%�$!" �$ �>�"1( � �$?( ��"� "�1� ,�$"�&�( ��" - !�" ���"  �$" ������ & �!(  ����!�� # �!
�� ���&>�� & �%+� &$"!�� �$ ( ��$&� %*$!+�&��" �%�$!" / & ��!�� �� ( ��1&�� �� ������"
 �� ��( "� �� ��" �� �" # *$� &� ( ��$&� �%�$!" �$ .&( �$?( ��"� ,�$"�&�( ��" �"
'��"�( ��" &���*$ �!& ��" ���.�% -
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� ��� �� ��� !"�� # ��$� ����!�%���� &�� �%�$&"�"� ��&�"!'� �$ ��( ��"�( ��" �$ ��>��
�� ���"��" &��� �� & �!����"�"!�� � �$� �$,�"��" ��+�"$ - 0�$� �� '�!�� # ��$� !�"���$!���� &�
��"!�� �� �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� �G��  �" &�  %�%"��"!�� �%�$!"� ∆ # �%.�!� ��(( �
&� ��  ��" ��"�� &�  %�%"��"!�� �@ %�!( ��"�&� �" &�  %�%"��"!�� *$! ����!" �,"��$� �$ ( �( �
��>�� �� ���"��" # �! &� �>�"1( � %"�!" ��( �?1�� -
�� %"$� !��" & �%+� &$"!�� �� ��  ���( 1"�� # ��$� ( ��"���� *$� & �$"!&!��"!�� �� &� ( %"����

� �F &!+�� �" 0���� # ��(( � �� "�$"� (%"���� ,��%� �$� ��� %*$�"!��� %"�,&!��  �$� $�
�>�"1( � ��( �?1�� # !��$!" $�� ����$� �>�"%( �"!*$� �$� &� ( ��$�� �$ ��>�� �� ���"��" #
( �( � �� & ��,����� ��  &��"!�!"% - !�""� ����$� �� �% ���$"� ���$!"� �$� & �%+�&$�"!�� �$
( ��$&� �$ .&( - ��$� ( ��"���� *$� ��""� ����$� ���G" �+�� &� ���"���"� �� ( ��$&� -

��$�  �%���"��� ���$!"� $�� (%"����  ��( �""��" $�� ������"!��  ��"!� &&� �� ��""�
����$� ���� &� ��� � �$� ���"��" %&��"!*$� �� � �$"!&!���" *$� &�� �,���+�,&�� �@ %�!( ��"�&�� -
��$� ( ��"���� �$��! &�� &!( !"�"!��� !��$!"��  �� &�  &��"!�!"% -

� �3 ��9���	�� ���=�� � �� �� 7	�

� ����� 	 6�6��	�

� ��
�	;
 � �� �
 ��	��

� �� �� 
 "�$ �# ��$ �% ���#�
 � ��
 ���$� "�% ��!��$#
!�(( ������  �� $� ��  � & �$� &� ( %"���� � �F &!+�� �" 0���� - ��  ��"!*$� # &� ( %"����

� �F &!+�� �" 0����  ��( �" �� ��&�$&�� $� ( ��$&� �%�$!" E∗ �" $� ��>�� �� ���"��" a /
 ��"!� � �$� "�! &�" � ��,���+�,&�� {P ;S; δ} # ���� &� ��� � �$� �>�"1( � � �� �� �� �- � "!&!���
&� ( %"���� � �F &!+�� �$� $� �>�"1( � ��+�"$ ��+!��" ���� / "��!"�� ���*$� "�! &�" �P ;S; δ���(( � !��$ � �$� ����! � �!����"�"!�� �$� $� �>�"1( � ��( �?1�� �� ( ��$&� �%�$!" E∗

eq
-
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� %.�!����� �&��� &� �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� ��(( � %"��" &� �>�"1( � �� ( �( �
��!��$� �� ���"��" S �%����!"��" & ��  &!��"!�� �� &� ( �( � '���� P  �$� �""� !���� &� ( �( �
 %�%"��"!�� δ *$� &� �$,�"��" ��+�"$ %"$� !% - D� .?$�� � -F ( �" ��  ���&&1&� $� �>�"1( �
��+�"$ �� ��$�� � �!����"�"!�� �" &� �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� ���� �!% - �& ��" %+!���"
*$� &� �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� ��" �  �!��! � !� %���"  �$� ���*$� "�! &�" �P, S, δ�E -
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� �F B �� �%���"�"!�� ���%( �"!*$� � �$� �>�"1( � ��+�"$ �� ��$�� � �!����"�"!�� �� �"

�$ �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� �,  ���� �!% / ��""� %"� � �$ ����?�( ��" � F� �� � !� ���
�  �!��! � ��$�$�� !�'��(�"!�� �$� &� �� &�"!�� ��"�� &� ��>�� a �$ ���"��" �" &� ��>�� ahom�$ �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� �
� �� �� �� �D�� ��
 � �% D!��$ �� ��$#!�# "�% ��!��$# ��
 ���$�

!�""� �� �%���"�"!�� ��$&1+� $�� *$��"!�� �$� & ��  &!��"!�� �� &� ( %"���� � �F &!+��
�" 0���� / & �!����"�"!�� � �$� �>�"1( � ��+�"$ � �� ���" # �! &� �� &�"!�� ��"�� &� ( ��$&�
%*$!+�&��" E∗

eq
# &� ��>�� �� ���"��" a �" &� ��!��$� �$ ���"��" ��" "�$� �$�� +�&!��� # ��  �$"

� �!�"����?�� �$� &� +�&!� !"% �� & �%*$�"!�� �F �F� � �@ &!�!"��� ��"��  ��,&1( � E �  &!*$�� &�
( %"���� � �F &!+�� �" 0���� / $� �>�"1( � ��+�"$ ��+!��" / %"$� !�� ���  �� &� �>�"1( � �%�&
( �!� &� �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� � G�$� &�� �> �"�1��� � �F &!+�� �" 0���� # ��  �$" ����
%��!�� E

hc(ahom) = δ − ε
P

S
�� �F 

�� ahom
��" &� ��>�� �$ ���"��" �$ �>�"1( � %*$!+�&��" ��( �?1�� �
F � # &���*$� & ��� �  &!*$� &� ( %"���� � �F &!+�� �" 0���� / $� �>�"1( � ��+�"$ # �� %��!" E

hc(a) = δ − ε
P

S
�� �� 

H #)& ') � #$%( ',%( -, �#%! '! &+,%($&$#% / �% !�!& O $- !(& ,(($� $-,*-! ,) M -� � ,(($! P+!(
 / ,) ()*(&+,&
%) Q " !,$*-! +,##% '! "#%&,"& P+!(
 / " !#+& +,##% '! "#%&,"&Q /�� ((!%&$!--!� !%& 
,+"! R)! "!&&! +!-,&$#% %! &+,')$& R)! -, '	M%$&$#% ,' 
# " '!

E∗
eq
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 �
 ��� � � �
���?��� � ������ ��� ���������� ������ δ �� �� � ���������� ��
 �?��� ����������� δhom
� F� � ��� ����
 ������ E

δhom = hc(a) + ε
P

S
�� �� 

���
 �� ���������� �������
 ��� �� 
 ������ � �F ����� �� ����� � �� �
� �
 ��� � ������ E

δ = hc(a) + ε
P

S
�� �� 

�� ��� ������� � 
��� �
�� � ������ ��� E

δhom = δ �� �� 
D� ����
 ���� ∆ � ����� ��

 � �� ������� ����� �� � ���������� ��� ��� δ �� �� � ��������������������� ��
 �?��� δhom

���� �� 
 �
 � ��>�� �� ������� a � �
� �� ��
 ����
����
 ��
�	, !#%"&$#% '! ()+!,"!

hc

!(& *$� !"&$.! /



��
�
�
������� ����� 	
�� ��
 �� �����
�� 
����� � �� �
������ �� 
���� ��

������� 
���

�����
� �� �

	

�
��
�


���

	

���
� ��

��� ���

� �� � � �� B �����
�������� 
���
 ������ � ��� 
�
��
 � ������ �� ����
 � ������������ �� ��
�� 
� 
��
 � ���������� ��
 ����� ��  �

� ��� �� ������� �P, S, a� � F� � �� ����� �� �
 �����������
����� � ������ 
�� �� �� ������ ����� �� � ���������� δ �� �� � ���������� δhom

�� 
�
��
 ����������� ��
 ����� �

����� �� ����� ������

 � �! � � �������� � � ! ��
� � ���� ������ �� �� ����
����� �� ��������
�� � �� �����
 ������
��
 �� 
 ����� E∗

sub/E
∗
film

�� � �� �����
 ���� ���
 a/t ��� ���
 �����

���� 
��������� ���
������ �
� �� �� ����%# ��$ �� �! � "$"#�!# ��$ �"�% �#� !% ��%�� �� � ��$��$#!�

# ��$

D� ����� � �� ���
���� � ���� ������ �� ∆ �� �������� �� ������� a/t � D� ����� � �� �� ���
���� ����� ��� ������ ���
 �� ��
 �� 
�
��
 �
 ������
 ��
����
����
 
�� 
��
����
 �����
 �����
 ��� �� ����� � �� ��  ���
���� �� ��
 �� ��
 
 �����
 
�� 
��
����
 ��
����
���
 � � ��
��
 ���� ��
 � ��
 �����
 �� ��������
 ������� �� ���
����� 
�������� ����� ��� �� ��� ��� � ����
��� ��
 �����
 ��� ��
 �����
������� � �� ���
����� ������� �������� �� ������ �
D�
 ����� �
 (∆; a/t) �������
 ���� ��
 ���� ���
�����
 
��� 
�
 ������
 � ��� �� 
 �
 �
�
��
 � � �� ���� � �� � ��� ���
��� ������� �� � �� �� ����� �
 � ������ �� � ������ ��� �� ����


�� �� �������� �( �� 
������� E
∆sphere − 1 = κ (∆cone − 1) �� �� 

�� κ ���� �������  ��� � � ��
 �� 
 �
��� �� ��
 ����� �
 �����
� ������ � �� �������� δ −
a � � ���
 
��� � ������ ���� �� �� �������� hc(a) = δ − εP/S �� �� 
 ������ � �F ����� ������� ��� �� § �� � � ��
 �� ��
 �� 
� ���� ��
 ����� � �� ���
 � �� �� �� ������ �
� �� 
 �
 �� �� ������� ���
������� ���
 ε ! �� 
�
��� ���� ���
������� ��� � ��������� �� ���
 � � ��

� +$.$,-!� !%& " ($
δ = δhom

" ,-#+( -, +!-,&$#% *$)%$.#$)! !%&+!
a

!&
δ

!(& -, � %� ! 
#)+ -! (# (&&� ! +	!-!& 
#)+ -! (# (&&� ! 	$)$.,-!%& 
#� #�&%! / '#%" "
δ = δhom ⇔ a = ahom

/



� �
�
� ������ ���� ��� �� 	� ����� �� 
�	 �� ���

�� 	� ������� � ��	 �
�� ��
����� 	��� �� 	��������� ��� � ��� �������� ��

�� ��

������������
������������
�������������
��������������

�
�
�
�

�
�
�
�

��������������
��������������
��������������
���������������

�
�
�
�

�
�
�
�

� �� � � �
� � ��� ������ �� ������� ����� �� � ���������� δ ������� 
�� �� 
��
���� ������ ������ ������ ���
 ��
����
���� ���
� � ���
 ����� �� �� � ���������� ��
 ����� �����������

δhom
�� ���
� � ��   � �� ����� � �� �� �������
 ���
� � �� �����
 ��� ��
 �����
� ��� � ������
����� 
�������� ���
� � ������� � ��
 
 �������
 ��� ������ �� ������ �� ���� ��� ��

 �����
 ������
 � ��
 �� �( �����
 �� �� �

�� ��
 ���� 
�������� ��� ��� ���
 ����� � � ��� ����
 �� ������
�� �� 
 ����� �
� �
������� �� ���
 �� �� ������ ����� δ �� a 
 ������� ������� ������� � ��� �� 
� 
��
 � ��
 ����� ����������
�� ��� δ/δhom = 1 � �� ����������� ��������� �� �� � �� ����� �� ������� �
� 
��
 �
��
 � ���
� � 
���
��
 � �

������� ���
������� ���
 
� �� ���
����� � �� ������� κ �� ��� �
 ��
�����
 ��� �� �� ����
���� ���
����� ��

 � �� ������� ���
������� �



��
� � ������� �	��� ���� ��� �� �������� ��

�� � �� ����	��� �� ����� ��������� ���	

�

�

�

�

�

	
�
�

�
���
�

���������������������

����

����

����

����

����

���
��
�

� !"#$
 %&'(
)*)+,-

./0-
-122/3

4,53/5!-!563/0- 7!86!9:;,53/5!-!563/0-

� �� � � ��
� ��� ������ ��
����� �� 
 ����� ���������� ������ �� �
 ��
����� E∗

eq/E
∗
film

��� �� �����
 �� �� �� � ���������� ������� δ/δhom
������ ����� �� 
 �������
 �� �������� �� �������

a/t � ��� �� 
�
��
 � ���� �� ������
�� �� 
 ����� E∗
sub/E

∗
film = 5

� <� � ��� � �� �
�� �� ���� ��
 ��� �� � ���� �
 ���������
 ����� � �� = ���� 
����
 ��
 ��� �
 ���
 ����
 �������

��� ��� �

!��
������
 ��
 ��
�����
 
��
 � ���� �� �� �� ����� ��� �� �� �������� �� �� � >��� ���
∆ ' 1 � �� �� �� �� �� 
��� ������
 � �� ��������� ��
 ��� ∆ 
 ���� ���� �� �� ������ 1 � ��
 ����
��������
 � ������ ���� ����� ��� �

�� ����� � �� 
 ����� ��� �� �������� �� �� � ����� δ �� δhom
���
� � ����� a �� ahom

 ��������������� ���� �� ���������� �� ������
 �� a/t �����
�� �����
 � �� ������� �� ��� ���������� ����
� ��� � ��
������� �� � ������ 
 �� �
 �� �� ��
� ����
 ��� ��
 ����� � ���
 ���� ���� ��
��
������ �� 
 ����� ����� �� ��
 �� �� 
��
���� � �� ��������� ���� ��
 ������
 ���
 ������

�� ���
 ������
 �� a/t � �� ��
���� ��� �� 
�
��
 � ���������� �����
���� ���� �� 
�
��
 �
��� � � <� �������� ���
� �� ���� �� �� ���
 ���� �� ����� �� ������� ���
� � � ���
 ���� ����� ��������� �� ��
�����
 ��� � ��� 
�
�
���� ������ �
� �� �� � �� ��
 
�

�� ���
� � �� 
��
������  � � 
 �
��� ��� � ��� �� �� 
��
���� ���
� � �� ��
  ��� ���� ��� �������� � �� ������ ��������� 
�� 
��
���� ������ 
� ������ ��� �������
 ��� �� ����� � ��� ������� 
�� 
�������
 �

�� � �

 ?! +	()-&,& ,.,$& '	� " 	&	 $%&+#')$& ,) "
,@ $&+! A ',%( -! ",( '!( !,$*-!( .,-!)+( '!
a B? ! / CA /
 /

�D /	#+($)! -! +,##% '! "#%&,"&
a

&!%' .!+( 2 " - �	$),&$#% BA /�ED @ !)& ,-#+( (! +		"+$+! F

θ(s) =
2

E∗
film

g(s) +
2

π

∫

0

a

g(r)

(∫

0

∞
dk

(
C(k, 〈E〉, t) − 2

E∗
film

)
cos(kr) cos(ks)

)
dr

︸ ︷︷ ︸
→ 0

→ 2

E∗
film

g(s)

BE /GD

H%! +!-,&$#% ($� $-,$+! !(& #*&!%)! !% (	@,+,%& BA /�
 D !% )% &!+� ! '! "#%&,"& ()+ -! ()*(&+,& %) !& )%!"#%&+$*)&$#% ') I -� $)$ &!%' .!+( 2 -#+($)!
t

&!%' .!+( �	+# /



� �
�
� ������ ���� ��� �� 	� ����� �� 
�	 �� ���

�� 	� ������� � ��	 �
�� ��
����� 	��� �� 	��������� ��� � ��� �������� ��

�� �  

���

��� ���

���

� �� � � �� � �����
�������� 
���
 ������ ��
 ������ ���
�
 � ��� ������
 ��� ��� ���� ����
�������� 
�� �� 
��
���� ������ ��� �� ��
 ���
 ��
����
��� � >��� ��� �� ����� ��������� ��
�� � ���� ������ � �����

��� �� ��
 � �� 
�
��
 � ������ 
� ��
����� ��

 � ��
�
��
 � ��
 ����� �� �� �
� �

�
 ������ � 
�� 
�
��
 � ��
 ����� ���������� � �� �� ������
�� �� �
� ���� ������ � ���
��� �� ����� �� ������� ��

 ���� � �� ���
 ���� ��� ��������
������ � �����

��� �� ��
 � �� ����������� ��
 ������������
 ��������
 �� ��
 �� �� 
��
����� �� � ���������� ������ ���
 �� 
�
��
 � � ����� �� ����� ��� ������ ���� ���
 �� 
�
��
 � �� 
 ����� ���������� ��  � �� ���� � �� ��
 ����
 ��� ���
 �� �����
����� ��� � ��� ����
 ����� 
 �
 � �� ��
 � �� 
�
��
 � ��
 ����� ���������� � �� �������� ����� �� ����� �� �������
a �� �� � ���������� δ � ��
� ����
 ���
 ������ ��� �� �� ������ �� �� � ��� ������� �� ���
 �����
 �������� � 
 �
��� ��� �� ����� �� ������� ��� �� � ���
��� �� ����� �� ������� �������
�( 
�

 ��� ����� � �� 
��
���� ��

 ���� � ������� �� �� ������ ����
��� 
�� �� ��
 �����
 � �� ������������ �� ������ � �� �����
����� �� � �� �� ������ �� �� � ���� ��� ���� ���
�������� � ���� � � ����� �� 
 � ��
 �� 
 � ��
 � ���
��� �� ����� �� ������� ������� ���
 �����
������ � �����

��� �� ��
 � ����
 �� 
�
��
 � ������ 
� ��
����� ��

 � �� 
��
���� �� ��  
�� �
� ���� �� ������� �

�
 ������ � 
�� 
�
��
 � ��
 ����� ���������� � �� �������� �� �� 
��� ���� � ������� ������ �



��
� � ������� �	��� ���� ��� �� �������� ��

�� � �� ����	��� �� ����� ��������� ���	

������

��
 ���
 
 ��������� � � ��������������� ���
���� �� �� ��
����� � � ��
 �� ��
 ��
� �
 
 ���
 ��
����
���
 ��� ���� 
��
���� � ∆ < 1 
������ ��� �� � ���������� ��� ��� �
� ���
���� �� ��� �� � ���������� ��
����� 
�� �� 
�
��
 � ��
 ����� ���������� ���� �� 
 �
 � �����
�� ������� a � ���� � 
� �� ���
���� � ����������� ���
����� �! � � ����� � �  � �� ���� ��
����� �� ������� ��� � � ��
 ����� ��� �� ����� �� ������� �� 
�
��
 � ��
 ����� ���������� ������
�
 ��� � ���
 �� ��
 ��
 � �
 
 ���
 ��� ���
 ��� ���� 
��
���� � ∆ > 1 �
������ ��� ��
����� �� ������� 
�� �� 
�
��
 � ��� � �
� ���
 � ���� ��� �� ��� ������ 
�� �� 
�
��
 � ��
 ��������������� �

!��
������
 ���
 �� ������ �� �������
 ��� � ��� ������
 ��� ���
����� 
�� �� 
��
����
������ � ������
 ���
 ��� ���
��� ���
 �� ��
 � ��� 
��
���� ������ � ��� ��
 �� 
 �����
������ � �� �
 � ��
 ���� �� � �����
���� ����� � �� � <� � ��� ����
 
������ �� ������
 ��� ��������
 ���� �
 � �
������
 �

�
>��� ��� �� ����� �� ������� a ��
�� � ���� ������ � �����

��� t �� ��
 � �� ��
  �����
 ��� �� 
�
��
 � �
� �� ��� �� ��
 
�

�� �� ����� � �� ��  � �� 
 ����� ���������������� �� 
�
��
 � �
� ����
 �� �� � �� ��
 �E∗

eq = E∗
film

 �� �� 
�
��
 � ������������
 ����� 
� ������� ���� �� 
�
��
 � ���� �δ = δhom
 �

�
���
��� �� ����� �� ������� ��� ���� 
�( 
��� � ��� ��� �� ���
� �� �����
����� �� 
���� ��� � ������������ �������� � ���������� � �� ������
 � �� �� ����������� �� �� ����� 
����� 
� � �
� � !�

 � ��
 �����
�����
 � ������ ���� ����

 ����
 ��� �� 
��
����
����� �� ��
 � �� ������� � ��� ���
 ��
����
��� � ����

 ��� ����
 ��� ���� ���
 �
��� ����� �� �� �����
����� ������ ��� �� 
 �
 � �� ��
 � �� 
� 
��
 � ���������� ��
 ������ ��� ����
 ��� �� ����� � �� ��   � � �����
 �������� ��
 ���������
 
 ��������
 �� 
�� 
���� ������ 
� ������� ���� ��� ��� ��� � �������� ����� �� ���
� �� �����
�����
���
 �� 
��
���� ������ �� �� �� � ���
 �� 
�
��
 � ��
 ����� ����������� � �� ��
����� ������� ��� �
��������� �� �� �����
����� � ��� 
� ������ ����
 �����
 ��� &�������' ���
�� ��
 � �
� �� � ���� �� ����� ��� ��
 �� ������
 �� �� �� �� �� � !� �� ������� � �� ����� 
��� �� ���� �� ������	
 � ���
 �� ��
 �� 
��
���� ������ � ��� ��
 ���
 ��
����
���� ��

� ��� � ��� 
��
 ���������� �� ����� �� ������� ��� � a ���
���
 ��� �

�
 ��� � ahom��� �� ����
 �� �� �� �δ < δhom

�� �� ���� ��� ����� �� �
� ���� � ����
 �������� �� ������
 ��� �� ���� �� �� ���� ���
�����
 ��� ������ � ��
�
����� ��

 ���� � 
�� ���� � ���� �� ����
 ���� ��
 �����
�����
 �
��������
 � ����

 ���� ���� � ������� �� � �� ���
 � �� ������������� � �� �����
����� ������ � ��

������ ����
��� 
�� �� ��
 �� ����� � �� ��  � !��� ������ ��� � �
 ������� ������

���
�� � ������ ����� �� 
�
��
 � ��� � �� �� 
�
��
 � ���������� ��
 ����� �δ < δhom

�� ��
������� ��� �� �

� ���� � ��� �� �
 ��� �� ����� �� ������� a �
� 
�( 
�

 ��� �
������� � �� 
�
��
 �
������ 
� ��
����� ��

 � �� 
��
���� �� � <� �������� ����
 �� ��
� ����
 ��� ��
������� ��
 ����� � �� �������� �� �� ��������� ������ �

0? �!(& ' �,$--!)+( "!&&! � #'$I",&$#% $)! &+,')$& -! ",-")- @ !+&)+*,&$! +	,-$(	 @,+ �,# !& "# -- / 
AE� /�� & $%.!+(!� !%& " )% @ +#*-&� ! '! ($%��$% ��������� ',%( -! ",( ') ()*(&+,& +!.%&) @,+ )% I -� @ -)(+,$'! /



� �
�
� ������ ���� ��� �� 	� ����� �� 
�	 �� ���

�� 	� ������� � ��	 �
�� ��
����� 	��� �� 	��������� ��� � ��� �������� ��

�� �

�
� �� �� ��$�"�%�$��� �%� � �%# ����!# ��$ �� �! 
 "#���� � �� ����� �#

��!��
!� ��
����� �
� ����� �� ���
�������
 
�� � ������������ �� �� 
 ������ � �< ����� �������� 
�� ��
 
��
����
 ������
 � �� ���� � �� ����
���� ��� �� ����� 
������ �
� �� �����

�� �� ���� �� ������� � ���
� ��� �� 
 ����� � �������� ����� ��� ������
 ������
 �� ���� �� �� �  � �   �  � � ��� � �� ������ �� ����� �� ������� �
� �� ����
 ���� ��� ������ 
���
��� �
 ��
������
 �� ������� S �� ��� ������� �� 
 ����� ���������� �� �� ����� P �� ���
������� �� ������ �

� ��
 �� �������� � �� �����
� �� ���� ����������� ���� ������� ��
 ���������
 
 ��������

�� ������
 ���
 �� �� ��
 
 ����
 � ���
 �� ��
 �� ������
 ���
 ����
 � �� �
� � �

�� �� � ��������� ��
 �����
 �� ������� a 
�( 
�

 ��� ������
 � ��� �������� � ������
 ��� ��
 ���������
 ���� ���� ��
 
�

�� � � ��
 �� ��
 � �� 
 ������ � �< ����� �� ����� 
� ������ ������ � !�� ������ ����
�� ��� 
 ��� �� � �������� ��
 ���������
 
 ��������
 �� ��
 
 � �����

��� ���������
����� ��� ������ �� �� �������� �� ����
����
 � �� ������� ���
 � �( ���� � �������� � �� ���� &��

�

�� ' � <� �
� ����
 �
 ��� � �����
�� ��
 
 �����
 ���� ��������� ��
 ������������
 �� ������

�� ��
 �� �� 
��
���� � �� ������� 
 �
���� �� 
� 
��
 � � >��
 ��
 
 �����
 �� �
����
 �����
�������� ������� ������ � ������ �� � ���� ������ �� 
 ����� ������ ���������� E∗

eq
�� ��������

�� ������� a/t � � ������� ��

�
� ���
 �� � ������
����� 
� 
��
 ������ �� � ��������� �� �� �
�
���� � ���� ������ ������ � ����
���� ��� �� ����� � �� ���
 �� ��
 � ��� ��
 ���� �� �
 � ��
��
����
��� ��� �� 
��
����� �

� ��� ������ � ������ 
�� �� ������ �� E∗
eq

������� � ������ �� ��� �� 
 �
��� � !����
������ ������� �� � ��������� � � � �� �
� �� 
 �
 � ����� �� �������� ��� � �������
�� a � � ��� �
� �����
����� ��� ��
 
 �������
 �� 
������ � �� ����� � 
������ ���� ��

������
 �����
���� � ���� ������ �� �� ������ �� 
 ����� ������ � �� ������ ��
��� ��� ������� 
�� �� ����� �� ������� � �� �������� �� �� ����� ������ �� a/t �

� ��� ������ ��� ������ ���� ��� 
������
 � �������������� �� 
 ����� ������ �� ��
��� ��
 ����� ���
 ��� � �� � �� 
������ � !�
 
 �����
�����
 �� ������� 
��� 
�������������
 ����������
 ��� ���� ��
 �� �����
 ����
 ��� � � ��
 �� a �
� �� ����
 �������
������� ��� ���� �����  ����� ������ �� �� � ���������� � <� �����
� ����
 ��

 �����
 ���� ���
��� �� ����� � E∗
eq(a/t) = f(a/t)

� � ������� ��

�
� 
�� a 
� �� � ������ ��� 
����
 ��� 
�� � ��������� �� �� ������ = � ��
� �� ��� ���
 �����

� ���� � ��� � ������� � ������ = 
��
 ��

� 
�� 
�� ��
��

� � �� ����� � �� ���
����
�� 
 �������
 �����
 � ������� �������� ������ �� ������ � ��� ������ ��

�
� 
�� ��
 ����� ������ ���������� � �� ����� � �� �����
 ��� ��
 
 ������ �� �����
 �����
������ ����� � E∗

eq(ahom/t) = f(ahom/t)
��� �
� �
�����
 ��� ��������� ���� �� ����� �

E∗
eq(a/t) = f(a/t) ������� �� �����
 ��� ��
 �
<� ���
���� ���� ��� ��
 
 ������
 �� ��� � < ����� �� ����� �������� � ���
�� �� ���
 
���

�
������
 
�� ��
 
�
��
 �
 ������
 � ��� ������ 
�
��
 ������ 
�� �� ������ �� ����� ��������� ���� � � ��

�
 ������� ���
��� �� 
�
��
 � ��� � � 
�� 
�
��
 � ��
 ����� ���������� �
!�� ������ � �� �� ��
 ��
�����
 ���
����
 �� ����� � �� �� �� ���
������� ��� � ������


�?#�� ! '!( ,)&+!( �	&�#'!( '! &+,$&!� !%& 
�� *,(	!( ()+ '!( 	$),&$#%( 	&,*-$!( @#)+ '!( � ,&	+$,)�
�#� #�&%!( /

	?! $)$ "#++!(@#%' " )% (# (&&� ! ') &#@! +!.%&!� !%& @# -#� &+! ()+ ()*(&+,& '! .!++! /



��
� � ������� �	��� ���� ��� �� �������� ��

�� � �� ����	��� �� ����� ��������� ���	

��

��

��

��

����
	


������� � �� ���
��

��
��
��
��
��
��
��
�
���
��
��
���
���
��
��
�
�
�� !"#$%&'#()*$%+,-./012.342506728192::20:/;:2842<2012=>?@AB>CDBE@FGBH?>@CABBIIB@I

JKKLMKKLNOPQRLSQKLTPLUVVWXVVWYZ[\]W[̂[ZYW_̀
abc

def

g �h � i �j
� kl�m�
l�����n� ol
 ol�� ��� l
 o plmml�m ��o���l
 
�m �� o��lm
�����n� ol ���n�m� l E∗
eq(a/t) = f(a/t) ��m �� �n���
�n� l��ml �l m��n� ol �n����� m�l � l� �l m��n� ol�n����� o� 
�
��
 l �������l�� �n
 n���l � �� 
 p�� �� ��� ol � p��ol�����n� o p�� 
��
�m�� q��l�

νsub = 0.2r ml�s�� ��m �� ��
  tt �n �
 � ��
 �n
����
��� q��l� �� �n lu ��l�� νfilm = 0.4r ��� �n�m� l E∗
eq(a/t) = f(a/t) m�l��l l
� �m���l l� �m���
 ��l ��
 � ��l �ml
��ml lmml�m � o ��l
lmml�m o �ml��l � � nm�l 
�m E∗

eq(a/t)
��� l
� ������ ���� � E∗

eq(ahom/t)
� v
l��l lmml�m � o� 
 s
 lnmoml ol �m��ol�m ��l �l��l � nm���� 
�m a � l
� ���m�l ��m �l
 
 �m��l�m
 l� 
����lm
 � ���n�m� l E∗

eq(ahom/t) = f(a/t) �

n ���l � �l��l lmml�m l
� ���m�l ��m �l �m��� ��l�� 
 �m���
ol 
����lm
 � ��l 
l�n�ol lmml�m 
�m �� �n�m� l E∗

eq(a/t) = f(a/t) l
� �n

�
l 
�m � p��l ol
��
��

l
 l� �n��n�o��� a l� ahom
� � plmml�m �n���l qo �ml��lw ��o �ml��lr l
� ���m�l ��m �l

 �m��l�m
 ��mm�
 � �� �n�m� l E∗

eq(ahom/t) = f(ahom/t) l
� �m���l �l �m��� ��l �� l� 
 �m���lol ��mm�
 � �nm
��l a/t ol��l�� 
���m�l�ml � t �x q
n �� ��l ���l�m ol a ol yz �� � n�m ����
 ol  tt �
 o p����

l�mr � plmml�m �n

�
l 
�m �� �n�m� l ol� �l�� 
���m�l�ml �  t { �



� �� � �
�

�
���	 ���� ��� �� 	� ��	�� ��� �

�
�

����� ��������� �� ������� �� ���
�������� ��

�� j�

n�m�l
 o p���lm����ol l���m�
 l����l 
n�� ����ml��l
 � �� l

�� o p��ol�����n� � � plmml�m 
�m
a � pl
� ��
 ���l

��ml
 l�� �m�����l �� � n� �n�
�o�ml �n

 l �n ��m���l ��l ���lm����ol ol 10% 
�m �� ���l�m o� 
 no��l m�o����������l�� � n� � l�� �n�
�o�mlm ��l �� ml ����n� qi ��r l
� ����ol � n�m �� �n��m�
�l ol 
 no��l
����m�l�m � �� ����l�m � q� �l � 0.5 ≤ E∗

eq/E
∗
film ≤ 2r � �
l
 �m����� ol � l���� ��x� n�� 
 n��m���l 
�m �l��l 	n�l �l 
 no��l ol 
�n ��i � ����� ���������l � � l ���
 � 
� �l ml�s�l
 l�� l
�
�u 
�

 l�� ����
 �l 
 no��l m�o��� o� ��
 � l�� s�ml n��l�� o �ml��l
 l�� � ��m��m ol ��	n�l ��
 
�

�� � <� � �� ��l 
�m �l��l 	n�l � �� ml ����n� qi ��r ����� ��

� ������l ���m �n��ml � �� ��m����m�
���n� ol ��
 
 
 ���l
 qo p����

l�m ol � pnmoml ol  tt �
 �n �ml
 n ��
r l� ����� �� �nm� o�
���nmo ol 
 no��l ��l� �l�m 
��
�m�� � n
lm� ol
 �mn���
 l
 �� plmml�m �mn�l���� o p��l �

�
 �����n� ���
��l o� 
�
��
 l m�l� l� o� 
�
��
 l �������l���n
 n���l � ��l ����m���
���n� ol � p������n� qi ��r l
� on�� ���l

��ml �n�m �n��n �m ����� ��lm ol ���n� 
���
���
���l �� 
 ���nol o p< ���lm l� ���mm ql� 
l
 �������l��
r � ol �l �

�
��
 l
 � �� l
 l� � 
� �l
 l
 l�
 ol ���l ���
��� �� ol ����ml ���
����l � l��l�� s�ml ������


l� �l���� �n
��l o� m��n� ol � p��ol�� ��m�
 o����m�l � �l �� l
� �
 �n

�� �l � n�m �l ��� l
�o� ����n
��l ��l �n�
 �l�n�
 ol o��m�ml o��
 �� 
 l
�ml n� �� l
� ��ml
 l�� ���
����l l�on�� m��lm
�� �l �
� �� �������������� �� �� �������� 	 ���������������� ��

������� �� ��� �� ����� ��!"��
�
l �mn���
 l ol o������n� o� m��n� ol �n����� ��l �n�
 �l�n�
 ol o��l��lm ol
��ol� s�ml m�
n �� o��
 �l ��
 ol ��
 
 ��l� �� �nm� o�
���nmo ol 
 no��l ��m m��� nm� � �l�m
��
�m�� � <� � �l� l�o��� �� �� ������ml �m���ol�� ��l o��
 �l ��
 ol
 ml�s�l
 l��
 ���

m��ol
 ��l �l 
��
�m�� � �� 	n�l ol �m��
���n� l��ml �l m�� �
 l ��
 ��m l� 
��
�m�� ��m l
�o������l �lm
 �l
 ���� �l
 ���l�m
 ol a/t � �� 
lm� on�� �

l	 o �u ���l o p����olm � �� 	n�lol �m��
���n� qn� 
l � n
lm� �l �mn���
 l ol � p��������n� ol ar l� �l o p������ ���
 ��l �lo�
���nmo ol 
 no��l 
lm� ��l�� � #� ���� � �l
 
� 
��
 l
 n� �� 
lm��� �l ���
 �m����� ol �nmm��lm�� 
 ���nol o p< ���lm l� ���mm 
n�� �l�� n� �l �mn���
 l ol �nmml���n� �l 
l � n
lm� ��
 ��m��
 �l �n�m��mn�� ��
 o p����
 � �� 	n�l ol �m��
���n� � <� 
l �n��l��ml on�� o��
 �� 
���l
�m �l
 
��
�m��
 ml�s��
 ol ��
 
 
 ���l
 ���
 �n
����
���
 �
$ %& %' ())�*+ ,
 -.,*/ 01� 2- �-,341� 5�1,�-24/.4

� ��
 �l ��
 ol ��
 
 �m�
 �n
����
���
 ��m m���nm� � �l�m 
��
�m�� � 6 l� l� �n �� � 7  8
n�� �mn� n
� ol �n�
�o�mlm �l 
��
�m�� ml�s�� �n

 l �� 
�
��
 l ol m��ol�m
 l� 
�m�l � ��n� �n
l Ssub
qml
� � Sfilmr �� m��ol�m l� δsub
qml
� � δfilmr �� �n��m�����n� o� 
��
�m�� qml
� �o� ��
 r � �� � ����m���n� � �n���l δ � �� �n��m�����n� ml �����l o� ��
 � �� o��nm
���n� o�
�
��
 l 
n�
 �
 � ��l �nm�l P l
� on���l ��m �

δfilm

(δsub + δfilm)
=
δfilm

δ
=

1

Sfilm

P

δ
qi �9r



jj
� � ������� �	��� ���� ��� �� �������� ��

�� � �� ����	��� �� ����� ��������� ���	

� ��
 �l ��
 n� Sfilm � Ssub
� S ' Sfilm

� ��l� S �� m��ol�m �������l��l o� 
�
��
 l��
 �
��
�m�� � vl��l ���mn� �
 ���n� l
� ����ol o��
 �l ��
 ol ��
 
 �m�
 �n
����
���
 ol ���� �l�m 
��
�m�� � �n�m ol
 ���l�m
 ol a/t � l���l
 � �
l m��� nm� δfilm/δ

�n�
������� ��l��������n� ol �� �n� �n
 n������� ol �� �n��m�����n� ol
 ol�� 
n�
 
�
��
 l
 � �� o��nm 
���n� � �n���l o� 
�
��
 l � �� 
 p����ml��l � �� � ����m���n� �o �
 l�
�n���l ∆ = δ/δhom
�

<� 
l �mn�n
l ��nm
 ol ml��lm��lm ��l o�� l�o���l ol ∆ ��
 � ��
 o� m��� nm� P/Sδ �
$ %& %� � 5.�*34 � �-/0 �/.4�� 53,-,�4 ��1,�-24/. 	 *� *�
/4� ����	 
� ())2,�-.,*/ 4/ �5*� 5.� ,4 �*/,�14

� ��
 � pn�����l o p��l ����m���
���n� ol � p������n� q�r � �n�
 ml��lm��n�
 ��l ml ����n��l��l ��l ∆ = 1 � n�m �� �n����� ���
����l �n
 n���l � � �
 �nm
 � �l �� ml��l�� � �ml�oml �� �
δ

δhom
=

P/Sδ

(P/Sδ)|hom

qi � tr
=

2P

Sδ
(o��
 �l ��
 o p�� �n����� ���
����l �n����lr qi �  r

v
l��l olm���ml ������n� 
l m���m�� �

δhom(a) =
π

2

a

tan ω
=
Sδ2

2P
qi � �r

v
l��l l��ml

�n� 
 l� ����ml
 l�� l� ���ol��l � p����ms� ol �l��l ���mn ��l � o p��l ��m��l �lm
 l ol omn ��l 
 pl��m�
 l l� �n����n� ol
 n�
lm����l
 l�� �m�
 l����l
 � o p���ml ��m� �l�lm
 l ol �����l l
� �����l
 l�� �n����n� o� m��n� a o� �n����� l� o� ol
� ��� �l ��
n

 l� ω ol � p��ol��l�m � �� ml ����n� l
� on�� ��o�� l�o���l ol � p����

l�m t ���
� ��l ol
�mn�m����
 ���
����l
 o� ��
 �
# �nm
 ��l � p���mn� �
 ���n� �m��ol�m
 l� 
�m�l� � pl
� � �m�nm� ������l ��l �n�m ol
 � �
 
�m�
 �n
����
���
 ��m m��� nm� �� 
��
�m�� � �� ����m��� ��l �� ml����n� qi � �r ml
�l ��l�n��l ���mn� �
 ���n� ol � p��n ����n� �������l ol �� � ����m���n� m�o���l 
 s
 l � n�m ol���� �l �n��m�
�l
 ol 
 no��l
 � � ��l ml
�l 
 s
 l �m�
 
���
���
���l �n�m ol
 � �
 
 on��
 ol�nlu ��l��
 ol �n �

n� ��l��
 �� q

�n �m ���ml i ��r � � l ���
 � ol ���n� ����m��l � o��
 �l ��
 ol��
 
 ���
 �n
����
���
 ��l �l 
��
�m�� � � plmml�m ml�����l �n

�
l 
�m �l m��n� ol �n�����
l� �����
��� � p������n� qi � �r l
� ����m�l�ml � �l��l �n

 �
l l� �����
��� �� 
 ���nol o p< ���lm
l� ���mm �
$ %& %& � ,� ,.-.,*/0 ,/31,.40 )-� 2- ) 2-0.,� ,.5

�
l �m������� �mn���
 l ol � p���mn ��l ��l �n�
 �l�n�
 ol �m�
l��lm l
� �� pl ��l 
��� n
l�� �n
�nm�l
 l�� ��m����l
 l�� ���
����l � vl �� 
l m����l �

l	 ����
n �ml � l� ��m������lm o��
���� ��@@���� $�� ���� ��  �� �� �� !"##"$�%�  &�%$�� #� �

P/(Sδ) = 1/2�'(#��$�� ��  #�)  %��$ �� *# %��#� ��$ "��+" " �� # #���� ��  ## @����%,%�%$" �� # �$"�%�� ��+%��$  ## �
@���,�� " +# %�� @ �� � "��+" "$�� �� # #���� ��  %��%���#��$ - ?���  #���%$ �� I �# " �  ## #��� �� �"!#�# �$%#�
@�"!"���$%����# ��$ ��  %��%���#��$ "  � $�% ��$ ����. @��  ## @�$%,�� �+� � ��@@�#� %# �$%#� /��%����� �� �"�%�0 -



� �� � �
�

�
���	 ���� ��� �� 	� ��	�� ��� �

�
�

����� ��������� �� ������� �� ���
�������� ��

�� j�

�����������	
��
�����

����

����

����

����

����

��
���
���
 !"
#$%
&'()*+,
-

"
#$%
&'()*+,
.

"
#$%
&'()*+,
/0

"
#$%
&'()*+,
/0011

11
11
11

234

����

����

����

����

����

��
���
���
 !

�����������	
��
�����

"
#$%
&'()*+,
-

"
#$%
&'()*+,
.

"
#$%
&'()*+,
/0

"
#$%
&'()*+,
/0011

11
11
11

254

�����������	
��
�����

���

���

���

���
��
���
���
 !

"
#$%
&'()*+,
-

"
#$%
&'()*+,
.

"
#$%
&'()*+,
/0

"
#$%
&'()*+,
/0011

11
11
11

264

����

����

����

����

����

����

��
���
���
 !

�����������	
��
�����

"
#$%
&'()*+,
-

"
#$%
&'()*+,
.

"
#$%
&'()*+,
/0

"
#$%
&'()*+,
/0011

11
11
11

274

g �h � i ��
�
��n ����n� o� m��n� ol �n����� ������ ��m �� 
 ���nol o p< ���lm l� ���mm l� ��
 ���nol �8�9 m���nm��l �� m��n� ol �n����� m�l � o��
 �l ��
 o p�� �n����� �n����l � �

l
�n �������
 ���ml�� �� 
 ���nol o p< ���lm l� ���mm � �
l
 �m���
 ��l ��
 ml�m�
l��l�� �� 
 ���nol�8�9 � v����l �n��l�m l
� �

n ���l � �� �n��m�
�l ��m������lm ol
 
 no��l
 m�o���
 � �

l�nlu ��l�� ol �n �

n� o� 
��
�m�� l
� ��� � t �� � �
l �nlu ��l�� ol �n �

n� o� ��
 l
� ���� �t �� q�r � t �x q� r � t �i q�r n� t �� qo r � �l ��� ol �����l ���mn ��l l
� o ps�ml �l ���
 �mn ��l �n

�� �lol �� ����l �n �ml l� �m��� �m�
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�#l ��m%�������n# r ol �� ���l�m o� m�)n# ol �n#�����nm�'�l �l +�$ l�� *��� �n$*�����#� qml�* �
m�/ �olr '�l �l ��(��m�� � �n�� ��n#� $ n#�m% o�#��l ��� o p�# �n#���� �n#�'�l %�����'�l '�l �l ���� � o� #n$(ml �o �$ l#��n##% 2P/Sδ qn� P l���� ,nm�l �**��'�%l " δ �� * %#%�m���n# l� S �� m��ol�m o� �n#����r * lm$ l����� �#l %�������n#*��� +�(�l o� m�)n# ol �n#���� � 4� *��������% ��$ ��l �l* l#o�#� � p���������n# *m���'�l ol�

l��l �**mn � l �
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� �#� �
l
� �*��ml " #n�� �#�mno���n#� �l �n$* nm�l$ l#� *�����'�l ol� �lmml� �������%� "* ��� *�m������!ml$ l#� ol �� �����l �$ nm* l " '�l #n�� � n �����n#� �n$$ l $��%m��� $ no!�lo�#� �� ����l ol �l��l %��ol � �n�� m%����n#� �#l �)#� !�l ol� on##%l� (�(��n/m�* �'�l�
l. ����#�l� ��m �l �n$* nm�l$ l#� �#*m!� '�l �'�l� %�%$ l#�� ��m �l� �m��!ml� ol *��������% " #n�� *m%�l#�n#� �l� �m����. o%� &
l. ����#�� ��m �� $ no%������n# $ %��#�'�l o� �n$*nm�l$ l#� *�����'�l ol� �lmml� ��#+# " �*m!� '�l �'�l� m�** l�� ��m �� o �
���n# k�$�# l� �� ��m����ml ol� �lmml� o pn.)ol� "#n�� $ n#�mn#� '�l �� $ ��mn�* l��mn��n*�l k�$�# �n#�����l �# n���� �o�*�% & �� ��m���%3m�����n# ol �� o%,nm$���n# *�����'�l o�#� �� �����l �$ nm* l �
� �� 
�������� ��� ������� �������� ��� !����� ��������� �

�� ��� ��� � � ��������
�# �%*�ml /%#%m��l$ l#� �l� $ ��%m���. l# ol�. �����l� l# ,n#���n# ol �l�m m%* n#�l &�#l �n ���������n# $%��#�'�l l# �m����n# ��$*�l �� 4l� $ ��%m���. o�����l� " '�� �n#� ��m���%m��%� *�m �� *m%�l#�l o p�# �n$* nm�l$ l#�%����n*�����'�l ���#� �� m�*��ml q�n �m +/�ml j �0 q�rr � 4l� $ ��%m���. $%�����'�l� �n#��# (n# l.l$*�l ol $��%m���. o�����l� �� 4l� $ ��%m���. ,m�/��l� " '�� �n#� ��m���%m��%� *�m � p�(�l#�l ol o%,nm$���n# �mm%�lm��( �l���#� �� m�*��ml q�n �m +/�ml j �0 q( rr � 4l� �lmml� �������%� �n#� l# /%#%m�� �n#��o%m%��n$$ l �l� $ ��%m���. ,m�/��l� *�m l.�l��l#�l �
4l� �lmml� # pl. �(�#� *�� ol o%,nm$���n#� �mm%�lm��( �l� ���#� m�*��ml �nm� o p�# l���� ol�m����n# ��$*�l " � pl.*ml���n# �*��������% ol� �lmml� �������%�� �l$(�l *�m�on.��l � vl �� l�� o-�� ,��� '�l �l��l �%*�m���n# l#�ml $��%m���. o�����l� l� $ ��%m���. ,m�/��l� l�� �	
��	��	�

�� ��l o%* l#o l# l
 l� ol � p%� l��l ��m���%m����'�l ol �� �n ���������n# $ %��#�'�l �**��'�%l�� $��%m��� 7ix8 � vn#��o%mn#� �#l �n ���������n# $%��#�'�l ol o �$ l#��n# ��m���%m����'�l a
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g �h � j
�
0 � vn$*�m���n# l#�ml �l� �n�m( l� ol �m����n# ��$*�l n(�l#�l� * n�m �# $��%m���o�����l q�r l� * n�m �# $ ��%m��� ,m�/��l q( r �
q*�m l.l$*�l " �#l �#ol#����n# m%����%l ��l� �# m�)n# ol �n#���� ar � � � n# #n�l Ep

� p%#lm/�lo ����* %l *�����'�l$ l#� l� Ef
� p%#lm/�l o ����* %l *�m +���m���n# " �n�� �

l��l �n ���������n# " n#��m� �
{
Ep ∝ Ha3

Ef ∝ Gca
2
qj

�
0r

n� H l�� �� ol#���% �n ��$ �'�l o p%#lm/�l o ����* %l o�#� �l $��%m��� *�����+% q/mn���!ml$ l#�����$ ���(�l & �� o�ml�% o� $ ��%m��� 7ii 8r l� Gc
�� ol#���% ��m,���'�l o p%#lm/�l #%�l����ml &�� �m%���n# o p�# �#�m%$ l#� ol ��m,��l �nm� ol �� +���m���n# 7i� " ij8 ��# * l�� ��nm� o%+#�m �#l �����l ��m���%m����'�l a? ∝ Gc/H �l ��l '�l Ep(a

?) = Ef (a
?) �# �nm� " �� �� �����l ��m���%m����'�l a ol �� �n ���������n# $ %��#�'�l �**��'�%l & �# �)��!$ l

l�� ��* %m�l�ml & a? " Ep(a) > Ef (a) " on#� �� +���m���n# #%�l����l $ n �#� o p%#lm/�l '�l ��o ����*���n# *�����'�l *n�m s�ml �����%l � 4l $��%m��� �on*�l ��nm� �# �n$* nm�l$ l#� ,m�/��l �#� �n#�m��ml " �� a l�� �#,%m�l�ml & a? " �� l. �( l �# �n$* nm�l$ l#� o�����l � � �# ml�mn��l ��#���#l o �$ l#��n# ��m���%m����'�l *mn � l �� o%+#���n# ol �� ,m�/����% B ol 4��# l� � �m� ���7i�8
�
v
l ��l3�� l�� o%+#�l �n$$ l �l m�** nm� ol �� o�ml�% H & �� �l#����% Kc

I � ,���l�mo p�#�l#���% ol �n#�m��#�l $ �#�$ �� *mn�n'��#� �#l +���ml 7i�8 � vn$$ l Kc
I = E∗Gc " n# �

a? ∝ H/(EB2) �
�# ml�mn��l (�l# � p�o%l '�l *��� �# $ ��%m��� l�� ,m�/��l q� �l � *��� B l��/m�#or l� *��� �� �����l l#3ol�& ol ��'�l ��l �l $��%m��� l�� o�����l l�� * l���l � # �#�� " & �#l%� l ��l ol � pnmoml ol '�l�'�l� $ ��mn#� " �l� �lmml� n#� �# �n$*nm�l$ l#� %����n*�����'�l �4� +/�ml j �� ������ml �l �n$* nm�l$ l#� l# *m%�l#��#� �# �#ol#� ��n �#3��( l� n(�l#� ��m �#%� �#����n# ol �����l �$ nm* l 8�� q���#�3
n(��# ���m�	r �*m!� �#l *%#%�m���n# $�.�$ ��lol 0 µ$ �

���� ��� �% �$%�� ���� ��  �� �� �� �%�% � �# ��� � ��� +����� ��
a?

�� � ������ �� ����# �$��  �����!�� � ��� � ��$ �,$��%� ��� �""��# �$%��� � ���$%!��� � ��� " #����� � ��� %# � ��$��$��  $��!� �� �� �%.�%�� ��# % ��� - % ���$��� �#"��# ���� %�$��+%�����$ ���$  �$$� �����  #� �%#� �� �� ���� ���  �#�$� -
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g �h � j
�
� � 8$�/l #�� o p�# �#ol#� ��n �#3��( l� ol 0 µ$ ol *mn ,n#ol�m l
l���% ��m �#%� �#����n# ol �����l �$ nm* l � 4� *m%�l#�l o p�#l �$* nm��#�l o%,nm$���n# %����n*�����'�l��m���%m��l �# �n$*nm�l$ l#� o�����l o� $��%m��� �

� �� � �������� ��� ���� ������ ��� �� ��������� ��� �����
��� �������� ��� !�����

� �#� �
l��l *�m��l " #n�� *m%�l#�n#� �#l �)#� !�l ol� m%������� l.*%m�$ l#���. �l� *����$*nm��#�� ��m �l �n$* nm�l$ l#� %����n*�����'�l ol� �lmml� �������%� � �n�ml n(� l���, l��ol �n���/#lm �l� *n �#�� '�� #n�� * lm$ l��mn#� ���%m�l�ml$ l#� ol *mn* n�lm �#l $ no%����3��n# $%��#�'�l o� * %#n$!#l � �n�� #n�� �n#�l#�mn#� *��� *�m������!ml$ l#� ��m �� �����l�$ nm* l " '�� #n�� �lm��m� " o�#� �l� � �*��ml� �����#�� " ol �)��!$ l $ no!�l �

� %� %' �40 	4

40 0,2,�-.50 � 340 � -.5
 ,-1+ �-/*
� -1+�
�# m���n# ol �� #���ml ,m�/��l ol� �lmml� �������%� " �l�m ,m����ml 7i� " ij " i9 " �t8 � �n�� n�m�,��� � pn(� l� ol *��� ol �m����. '�l �l�m �n$*nm�l$ l#� %����n*�����'�l �

� � �l �n$*nm�l$ l#� "$ �� l# %��ol#�l *�m ��)�nm 7�08 l# 09i9 " � %�% $ n �#� %��o �% " � pl�� '� p�� # pl�� *�� *n���( �lo p������lm ��m �l� �lmml� �l� $ %� nol� ������'�l� ol ��m���%m�����n# $%��#�'�l q�m����n#��$*�l " 1l. �n# ���r �
v
l *mn(�!$ l l�� o p����#� *��� ��$ ���#� '�l �l �n$* nm�l$ l#� *�����'�lol� �lmml� l�� ���l	 o �
%ml#� ol �l �� � ol� $ ��%m���. �m�������#� �� �#� �l� $ ��%m���. �m�������#� " �� o%,nm$���n# *�����'�l n(�lm�%l $��mn��n*�'�l$ l#�m%����l ol �� $ ��l l# $ n��l$ l#� ol o ���n ����n#�� �� �l �# o� m%�l�� �m�������# qv , � +/�ml j �xr7��8

�
v
l * %#n$!#l l�� & � pnm�/ �#l ol� ol�. ��m���%m����'�l� *m�#��*��l� ol � p%�n��l$ l#�*�����'�l o�#� �l� $ ��%m���. �m�������#� �

� 4� �n#�m��#�l3�l��� * n�m n(�l#�m �#l o%,nm$���n# *�����'�l l�� �#l �n#�m��#�l3�l���ol $ ��l l# $ n��l$ l#� ol� o ���n ����n#� �
�
l
��l �� *�m��l o%����nm�'�l q�������l$ l#�r'�� ������� �%��� �$%�� ��� �""��$�  �%�$����!���# %!��� /��� $����0  �� ��$�"� �� ���! � ���� �%!�� ��!����� �
$���%�� ��  �# ����%��� �� �� $�%��� ��� �""��$� � ��!����� ��$ �� !���!��� �%�$�� �� %�$���$��# %!��� -
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ol �� �n#�m��#�l ml#�ml l# ��/#l ol �n$*�l �� 4� *mn*�/���n# ol� o ���n ����n#� �����l �l m%�l�� �m�������# /�n(��l$ l#� �#� �#/% �4 p%�n��l$ l#� *�����'�l o�#� �l� �m�����. l�� on#� & �n ��$ l �n#���#� �

g �h � j
�
x � kl*m%�l#����n# �� %$ ���'�l o� * %#n$!#l ol /����l$ l#� o p�#l o ���n ����n#�n �# �
v
l * %#n$!#l $ ��mn��n*�'�l l�� & � pnm�/ �#l ol� o%,nm$���n#� *�����'�l� & � p%� l��l$��mn��n*�'�l �

� m �l� �lmml� �n#� ol� �$ nm* l� � 8�� �n#� o%�nmon##%� & �n#/�l o ����#�l 7�x8 " �l '���#�lmo �� � pl. ���l#�l ol� o ���n ����n#� �n$$ l o�#� �l� $ ��%m���. �m�������#� � 4� �n#�%'�l#�lo �ml��l ol �l� %��� ol ,��� l�� '� p�� # pl. ���l *��� ol m���n# * )��'�l *n�m '�l � p%�n��l$ l#�*�����'�l o p�# �lmml �n �� �#o%* l#o�#� ol �� *ml���n#  )omn�����'�l �**��'�%l 7�i8 l� &�n ��$ l �n#���#� 7��8 ��
l *��� " & ����l ol �l�m *mn �%o% ol ,�(m�����n# " �l� �lmml� �n#� � lm$ no)#�$ �'�l$ l#�ol� ��'��ol� +/%� � �#l �n#�%'�l#�l �$$%o ���l ol �l��l #���ml l�� '�l �l�m ol#���% l��$ n �#oml '�l �l ��l ol� �m�����. ol $ s$ l �n$* n����n# � �$ �'�l q�n �m +/�ml j �ir � 4l� �lmml�o ��*n�l#� on#� o p�# �n ��$ l ��(ml *��� �$*nm��#� '�l �l� �m�����. � 4l�m %�n��l$ l#� *���3��'�l l�� ��nm� ���l	 �l$(��(�l� '���������l$ l#� & �

l �� � ol� $ ��%m���. * nml�. 7�j " ��8 �
*��� �l �n ��$ l ��(ml l�� %�l�% l� *��� �� o%,nm$���n# *�����'�l l�� ���n$ no%l *�m �� ol#3��+����n# o� $ ��%m��� 7��8 � vl * %#n$!#l � %�% $ �� l# %��ol#�l *�m $ l��ml o �ml��l ��m�l� %� �#����n#� 7�9 " jt8 l� *�m $ l��ml� �#o �ml��l� �������#� � p�#o ��l ol m%,m����n# o� �lmml7��8

�
v
l��l ���n$ no���n# *�m ol#��+����n# o p�#l *�m��l ol �� o%,nm$���n# *�����'�l ��(�l*�m �l� �lmml� �������%� l�� & � pnm�/ �#l ol �� �%*�m���n# ol� �lmml� l# ol�. ���%/nm�l� �

� %� %� �4

40 /*
� -1+ 4. 	4

40 -/*
� -1+
�
l �n# �l�m �n$* nm�l$ l#� l# �#ol#����n# " n# o �
%ml#��l �l� �lmml� #nm$��. ol� �lmml��#nm$��. �
� 4l� �lmml� #nm$��. *m%�l#�l#� ol� $ nol� ol +���m���n# �l$(��(�l� & �

l
�. n(�l#����m �# $%���

� � ol� +���ml� $ %o ��#l� q�n �m +/�ml j �� q�rr l� m�o ���l� q�n �m +/�mlj
�
� q( rr � vl��l ��$ ���m��% ��l� �l� $ ��%m���. �m�������#� l�� ��%l & �� ,��( �l *mn* l#��n#ol
�
l� �lmml & ol#��+lm 7j 0" j�8 � 8�� ���n$ nol#� � pl��l#��l � ol �l�m o%,nm$���n# *�m

��� !�% $��$%�� ���� �������$%��  � �%����$�$%�� ����$ %�%$%���# ��$ "$" �$%�%�"� ��� ��� # "$��
 -
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g �h � j
�
i � ��n ����n# o� �n ��$ l �* %��+'�l o p�# $��%m��� ��l� �� �l$*%m���ml � 4� �n�m( l
l# �m��� *�l�# $ n#�ml �l��l %�n ����n# *n�m �# ��'��ol ��(����#� �#l �m�#����n# ���ml��l � �l�n ��ol ��nm� n(�l#� l�� �# �lmml � 4� �n�m( l l# * n �#����%� $ n#�ml �� $ s$ l %�n ����n# *n�m �l$ s$ l ��'��ol ��(����#� �l��l ,n �� �#l �m�#����n# ��'��ol

��n ��ol � n# n(��l#� ��nm� �# �m����� ��# n(�lm�l '�l �l �m����� � �n�� n�m� �# �n ��$ l �* %��+'�l *��� ,��( �l q� �l � �#l ol#���% *���%�l�%lr '�l �l �lmml ol $ s$ l �n$*n����n# �

�l (���� ol �������l$ l#� �m!� �n �����% " �l '�� l�� �#o �'�% *�m �� *m%�l#�l ol� ��/#l� ol/����l$ l#�� 7j�8 q�n �m +/�ml j �j q�rr �� 4nm� ol � p�#ol#����n# ol� �lmml� �#nm$��. " �**�m����l#� �� �n#�m��ml ol� +���ml�o ��l� l# ��#l ol 9 lm�	 q�n �m j �� q�rr � vl� olm#�!ml� # p�**�m����l#� l# $ ��mn �#ol#����n#'�l *n�m ol� �n#����� ol �)* l �* !ml
�
*��#
�
�
v pl�� �
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p = − 1
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Tr(σ)

-�'�� ��� ���� �����
S
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S = σ − 1
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Tr(σ)I
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�# 3%+#�� ��64��2 �4��!42 32 *��������% �6$$ 2 �2 ��2� 32 �6�� �2� %���� 32 � �4/2$ 2#� 3� $ ��%4��� �#3����#��#2 3%,64$���6# *�����'�2 � ��#� �2 ��� 3 5�# $ ��%4��� %����6*�����'�2 �
� 6# �%*�42 ��64� �2

*��# 8p �τ 9 " 2� 36#� �2� %���� 32 � �4/2$ 2#� 3� �)��!$ 2 " 2# 32�. *�4��2� � �2� %���� 32� �4/2$ 2#� %�����'�2� & � 5�#�%4�2�4 32 �� ��4,��2 2� �2� %���� 32 � �4/2$ 2#� �#�243 ��� & � 52.3�%4�2�4 � � � �2 *6 �#� 32 ,6#���6##2$ 2#� 3� �)��!$ 2 8� �2 � �6# %��� �6�4�#� 32 � �4/2$ 2#�9 2������% 2#332�& 32 �� ��4,��2 �4���'�2 " ��64� �2� �6#�4��#�2� ��(�2� *�4 �2 �)��!$ 2 # 5�#3���2#�*�� 3 5%�6��2$ 2#� *�����'�2 � �2 �)��!$ 2 � �# �6$*64�2$ 2#� %�����'�2 " 3%�4�� *�4 �� �6 � 32
966�2 8�' � 80 �099 � � �#� �2 ��342 32 �� 32��4�*��6# %����6*�����'�2 '�2 #6�� ��6#� � 6 ���3 5
������24 3�#� �� ����2 " �2� %���� 32 � �4/2$ 2#� ����%� & � 52.�%4�2�4 32 �� ��4,��2 �4���'�2#2 * 2��2#� 7�42 ���2�#�� �

�
*�4 �2 �)��!$ 2 �8�����46#� (4�!�2$ 2#� �2 ,64$����$ 2 ���6 ��% � � �#� �2 ��� 32� �4�����. " 6# ���� '�2 ��

*��������% � 5�����2 �64�'�2 �2 �������2$ 2#� �**��'�% �� $��%4��� 32��2#� ��� ��$$ 2#� %�2�%*6�4 $ 2��42 2# $ 6��2$ 2#� �2� 3 ���6 ����6#� � �# * 2�� %�4�42 ,64$ 2 ��2$ 2#� �2��2 �6#3 ���6#�6$$ 2 ���� 7��8 �
f(σ) = J(σ) − τc = 0 81 �
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6� J(σ) 2�� � 5�#��4��#� 32 �6# � ��2� " '�� 3%�4�� � 5�#�2#���% 3� �������2$ 2#� " 2� τc �2 �������2$ 2#�3�2��� �#3����#� �� *��������% � � �#� �2 *��# 8p �τ 9 " 6# * 2�� 42*4%�2#�24 �2��2 �6#3 ���6# �6$$ 2�� ��4,��2 3 5%'����6# f(σ) = 0 " � 52�� & 3 �42 *�4 �#2 346 ��2  64�	6#���2 3 56436##%2 & � 564�3/�#2 τc 8�6 �4 +/�42 1 �� 8( 99 � # �#�� " �� f(σ) < 0 " ��64� J(σ) < τc

2� �2 �)��!$ 2 2�� %�����'�2 ��64�'�2 f(σ) = 0 " � 5�#�2#���% J(σ) 3� �������2$ 2#� 3�#� �2 $��%4��� ���2 �#� �� ���2�4 �4�3��'�2 τc " ���64���#� �2 $��%4��� & � 5%�6��24 *�����'�2$ 2#� �� � �2 �4��!42 32 *��������% 3%�4�� � 5%��� 32 � �4/2$ 2#� #%�2����42 *6�4 /%#%424 �# %�6�3�2$ 2#� *�����'�2 �� �2�# 3� $��%4��� " �� #2 ,6�4#�� ����#2 �#,64$���6# � *4�64� ��4 ��
3 �42���6# 32 �2� %�6��2$ 2#� � � 52�� & �2��2 +# '� 56# �#�463��� " 32 ,��6# /%#%4��2 " �# * 63�2#��2� g(σ) �2 � '�2 �

dεP = dλP
∂g(σ)

∂σ
= dλPn 81 �
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6� dλP 2�� �** 2�% $����* �����2�4 *�����'�2 2� �� ���2�4 " *6�����2 6� #���2 " 2�� �$ *6�%2 *�4� 5%#24/�2 *�����'�2 3 ����* %2 ��6�� � 5 )* 6� !�2 '�2 �2 $��%4��� �6#��3%4% 2�� ���#3�43 �

�
" 6# ��**6�2 '�2 �� 3 �42���6#���� �"��%$

J(σ)
��� �� ����$%��

J(σ) =
√

3

2
S : S

- � ���$ �� %�+��%��$ $�����%��  %� �� �"���� ��� ���
�� ��� ��� ���� ��!��� �� " �%$ �� $������

σ
-���� # �$"�%�� "���$�� ���$%!�� ���$ �
� "�%# ��$�� ��� �""��# �$%��� �"+���%,��� �$ %��"+���%,���  #�%�$��$�� ���$ %��$��$���"�# ��$ �,$����� ���� �� � ���� �% �$%�� � ����  ��$��%�$� - (���!�� �� $�# � �  �##�� �� ���$��� �� �%!�� ��  �#�$�  �� ����� ��  �# ���$�# ��$ +%� �"���$%!�� �� +%� �� ���$%!�� -��*��  ��$��  �� "$�$� ��  #��!�#��$ ���+��$ �$�� �$$�%�$� ��� �� �� �$�#� �% �� # �$"�%��  ���%�"�" � �� �# ���$�# ��$ +%� �� ���$%!�� -�	�� #�$"�%�� �$������ ����� $� �� ��%� %�� �� $��+�%� � ���$%!�� # �
 %# �� �� � �%� %� � �� 	 %�� - �� ����%��
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3 5%�6��2$ 2#� 2�� #64$��2 & �� ��4,��2 3� �4��!42 *�����'�2 �
�
�
�# * 2�� ��64� �4�3��42 �2��2 )* 6� !�2 2# %�4���#� g(σ) = f(σ) �

�# * 2�� ��64� 3%3��42 �� 3 �42���6# 3 5%�6��2$ 2#�*�����'�2 3� $ ��%4��� & *�4��4 3� �4��!42 32 *��������% � �2��23�� 2�� #64$��2 & �� ��4,��2�4���'�2 �
dεP = dλP

∂f(σ)

∂σ
= dλPn 81 �

�9
� �#� �2 ��� 3� �4��!42 32 �6# � ��2� 2# *��������% ���6 ��%2 " n 2�� *�4���!�2 & � 5�.2 τ " 36#��� 3%,64$���6# *�����'�2 2�� �# �������2$ 2#� *�4 ��# 6(�24�2 2#+# '�2 �� *��*�4� 32� $ ��%4���. �6 �2#� �2�4 ��$ ��2 3 5%��������% %�6 ��24& $ 2��42 '�2 �2�4 #��2�� 32 3%,64$���6# *�����'�2 ��/$ 2#�2 � �# �** 2 ��2 �2 * %#6$!#2� 5%�46�����/2 � 8� � 5%�4�� ,64$ 2 ��2$ 2#� 2# �� 6���#� �#2 3%* 2#3�#�2 3� �4��!42 *�����'�22#�24� �# 6� *����2�4� *�4�$ !�42� 3 5%��� 3� �)��!$ 2 � �# ������2 �6��2#� �� 3%,64$���6#*�����'�2 %'�����2#�2 ��(�2 *�4 �2 $��%4��� �� " εP

� 4 5%�46�����/2 �2 �4�3��� /4�* �'�2$ 2#�*�4 �# 3%*���2$ 2#� 86# *�4�2 ��64� 3 5%�46�����/2 ��#%$ ���'�29 6� �#2 2.*�#��6# 86# *�4�2��64� 3 5%�46�����/2 ��6�46* 29 32 �� ��4,��2 �4���'�2 3�#� �2 *��# p� τ �

� %& %� ( 2- 
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�6#��3%46#� $ ��#�2#�#� �2� 4%������� 2$*�4�'�2� 6(�2#�� ��4 �� �����2 �$ 64* 2 3�#�� 56*��'�2 32 3%�24$�#24 �� ,64$ 2 32 �6# �4��!42 32 *��������% � 42� *4�#��*��2� ��4���%4��3��'�2� & �6#��3%424 �6#� �2� �����#�2� �
0
� 4� �����2 �$ 64* 2 32#��+2 �44%�24��( �2$ 2#� �6�� �# � �4/2$ 2#�  )346�����'�2 3 52#3��46# 0� �2� ��
� 4 5�� 6�� 32 �������2$ 2#� & �# #��2�� 32 *42���6#  )346�����'�2 36##% �$*��+2 �2* %#6$!#2 32 32#��+����6# ��
� 42 * %#6$!#2 32 32#��+����6# 32 �� �����2 �$ 64* 2 ����42 �64�'�2 �� 32#���% 32� 5%� �#����6# � 52�� ���4�2 3 52#��46# ���

�� 2 *��� " 2# � 5�(�2#�2 3 5�#,64$���6# 2.*%4�$ 2#���2 ��4 �2 *6�2#��2� * �����'�2 g(σ) " 6#2�� #���42 ��2$ 2#� �$ 2#% & ��** 6�24 " �� $ 6 �#� 3�#� �# *42$�24 �2$*� " '�2 �� *��������%32 �� �����2 �$ 64* 2 2�� ���6 ��%2 � 26�4 42#342 �6$*�2 32 0 �" �� ,��� '�2 �2 �4��!42 *�����'�2� 6 ��� ��� �# *6 �#� 3 5�#�24�2���6# ��2� � 5�.2 32� *42���6#� �� �6 ���#�/2 32 p� 0� �2� �
� 2

*��� " �6�� �# � �4/2$ 2#� *�42$ 2#�  )346�����'�2 " �� 3%,64$���6# *�����'�2 #2 * 2�� 7�42'�2 �6 ��$ %�4�'�2 � �6$$ 2 � 5 )*6� !�2 3 5�# �6$* 64�2$ 2#� *�����'�2 ���6 ��% �$ *6�2 81 �� 9 "�� ��#/2#�2 & �� ��4,��2 �4���'�2 �� *6 �#� 3 5�#�24�2���6# ��2� � 5�.2 32� *42���6#� 36 �� 7�42"����� !�� � �"$�$ �� ���$��%�$� !�% ���+�!�� �� "����� ��$ � ���$%!�� ��$ ���� % !�% � �"+����� � �� � ���% ���$��$ $��+�%� � ���$%!�� -������ ��+%��$ � ��������
∇g = ∇f��

εP !√ 2

3

(
εP : εP

)



�1 � � ������
�	�� ��� 
� ������	����	 ��������� ��� ������ ��
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�24�����2 3�#� �2 *��# p� τ � � �#�� �� 3 �42���6# 3 5%�6��2$ 2#� 2�� (�2#  64��6#���2 " �4�3����#��#2 3%,64$���6# *�42$ 2#� �6 ��$ %�4�'�2 �6�� �# � �4/2$ 2#�  )346�����'�2 ��
�
�$* 6�2 '�2 �2 �4��!42 �6 �� 3%* 2#3�#� 32 p 2� 32 τ ��2� 32� 3%4��%2� *�4��2 ��2� *�44�** 64� & p 2� & τ 32 $ 7$ 2� ��/#2� � � �#�� " 2# *�4��#� 3 5�#2 �������6# %�����'�2 36##%2 "6# *6�44� ���2�#342 �� ��4,��2 �4���'�2 �6 �� 2# �� 6���#� 3� �������2$ 2#� " �6 �� 2# �� 6���#�32 �� *42���6#  )346�����'�2 ��#+# " �� 32#��+����6# # 52.�%3�#� *�� ��� " �� ,��� " �#2 ,6 �� �2��2 ���2�4 ���2 �#�2 " '�2�2 �4��!42 32 *��������% %�6 ��2 *6�4 32�2#�4 �# �4��!42 ���6 ��% ��#� 32#��+����6# 8�)* 2 �6#� ��2�9 6� (�2# '�2 �� *��������% �2��2 3 57�42 ���6 ��%2 �� ��6#� " 6# * 2�� 4%��$ 24 �2� �6#3 ���6#� *64��#� ��4 f(σ)

�6$$ 2 ���� �




f(σ) = φ(p, τ) − Y

∂φ
∂p

∂φ
∂τ
> 0

f(p = 10 GPa ; J(σ) = 0) ' 0

Tr(εP ) ≤ 0.2

81 �
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�# �46��2 3�#� �� ����%4���42 32�. �**46 � 2� ����2����2� � ���#� & 4%�6�342 �2 *46(�!$ 2 �42 ,64$ 2 3� �4��!42 *�����'�2 2�� 2��2#��2��2$ 2#� �� $ 7$ 2 � 4� 3 ��%42#�2 *4�#��*��2 *46��2#�32 �� $ 63%������6# 32 � 5%�6 ����6# 32 �2 �4��!42 *�����'�2 2� 32� $ %� 632� 2.* %4�$ 2#���2�������%2� *6�4 �����24 �2� *�4�$!�42� 3� $ 63!�2 �
�� � �� 
����� �� �
���� �
 �����

4� *42$ �!42 *46*6����6# 32 �4��!42 32 *��������% *6�4 �� �����2 �$ 64* 2 2�� 3�2 &
8$�6	�

2� 
���� ��� " ���
� 26�4 *42#342 2# �6$*�2 � 5�#1�2#�2 32 �� *42���6#  )346�����'�2 ��4 ���6#�4��#�2 ��$ ��2 3 5%�6��2$ 2#� 2# �������2$ 2#� " ��� 6#� *46*6�% �2 �4��!42 *�����'�2 �����#� �

f(σ) = −3

2
αTr(σ) +

(
1 +

3

2
α

)
(J(σ) − Y ) 81 �19

6
 αε[−2/3; 0] 2�� �** 2�% ,���2�4 32 32#��+����6# 2� Y 2�� �� ��$ ��2 3 5%��������% 36##%2*�4 �2 �4��!42 32 �6# � ��2� 8� , � 81 ��99 � 464�'�2 α 2�� %/�� & � " �2 �4��!42 f(σ) 32��2#� �2�4��!42 32 �6# � ��2�
� �

� �6#�4��42 " �64�'�2 α = −2/3 " 6# 6(��2#� �# �4��!42 32 *�����3���% �6���2$ 2#� �#3%* 2#3�#� 32 �� �6$*6��#�2 �������2$ 2#� 3� � �4/2$ 2#� � �� ���2�4 3�
*�4�$!�42 α * 24$ 2� 32 42#342 �6$*�2 32 �� #���42 *��� 6� $ 6 �#� �#64$��2 3� �2442

��2 �4��!42 * 24$ 2� 32 42#342 �6$*�2 32 �� 32#��+����6# 3� $ ��%4��� �6�� �# � �4/2$ 2#�*�42$ 2#�  )346�����'�2 80 �9 2� 3� ,��� '�2 �2 �������2$ 2#� ,������2 �� 32#��+����6# 8� �9 �42 �6$*64�2$ 2#� 32� �2442� �������%� 2�� 32 *��� ��**6�% %����6*�����'�2 ��2� %�46�����/2��6�46* 2 83%�4�� *�4 �# $ 63��2 3 5%�46�����/2 " H ′ " �6#���#�9 ������������ %�% !� ������� ��%��� �#� �%!�� � �% ���� !�� ��  �$"�%�� �� %$ �$������ - %���  � �#���$#����� ��� ��%$" �� �� � ���$%� %$" �� �� �%�%�� � ���#� � ���$ �%�� �� � ��� !� ���� #���$#��� �� �"���$ -
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42� ��#' *�4�$!�42� 3� �6$*64�2$ 2#� $ 63%���% �6#� 6(�2#�� �6$$ 2 ���� �
� �2 $ 63��2 32 
6�#/ E " �2 �62� ��2#� 32 26 ���6# ν �6#� ��4%� 32 $ 2��42� 2.* %4�$ 2#3���2� 3 �42��2� �� H ′ " '�� 2�� ��**6�% �6#���#� " 2�� %����% & *�4��4 32 $ 2��42�  ���23*42���6#  ���23�2$*%4���42 �1� " ���

�
�# * 2�� %$ 2��42 '�2�'�2� 4%�24�2� ��4 � 52.*�6 �����6# '�� 2��,���2 32 �2� $ 2��42�

� 4� *42$�!42 4%��32 3�#� �� ,��(�2 �#,64$���6# 3 ��*6#�(�2 ��4 ��/%6$%�4�2 3� � �4/2$ 2#� �**��'�% � �2 �� �3�� 2�� �6#��3%4% �#��. ��� *�4 �2� ���2�4���64� '�2 �2 # 52�� *�� �2 ����
�

� 4� 32�. �!$ 2 4%�24�2 *64�2 ��4 �� ���2�4 �6#���#�2 3�$ 63��2 3 5%�46�����/2 H ′

� �#2 �2��2 ���2�4 #2 * 2�� *�� 42#342 �6$*�2 32 � 52. ���2#�23 5
�# * %#6$!#2 32 ����4���6# 32 �� 32#��+����6# �� α 2� Y �6#� %����%� *�4 �#��)�2 �#�24�2 2# �6$*�4�#� �� 3�42�% 2� ��  ���2�4 3� *��23�* 6(�2#�� 2.*%4�$ 2#���2$ 2#� *�4 �#32#����6# ��2� �2� 4%������� 3 5�#2 ��$�����6#*�4 %�%$ 2#�� +#�� �42�4� 4%������� $ 2��2#� 2# %� �32#�2 '�2 �2 ,���2�4 32 32#��+����6# α 6(�2#� 3�#� �2��� 32 �2442� #64$��. 2�� (�2# *��� ,��(�2 '�2 �2 �� � 6(�2#� 3�#� �2 ��� 32 �2442 �#643$ ��.

� � �� 2�42��2$ 2#� " �2�4� 4%������ �#�243 ��2#� �#2 �6#�4�(���6# 32 �� 32#��+����6# &�� 3%,64$���6# /�6(��2 '�� �6 �� ��* %4�2�42 & ��� " �2 '�� �2$(�2 ���2� * 2� �6$*���(�2 ��2��2� 4%������� 32 ��4	� ��# 2� �6 ��
�
�1�� " '�� ���4�(�2#� � 52��2#��2 � 32 �� 3%,64$���6# 6(�24�%23�#� �� �����2 �$ 64* 2 & �� 32#��+����6# �

�2� 6(�24����6#� �6#� 42#,64�%2� *�4 32� 4%���3���� 4%�2#�� 32 
6� �3� 2� �6 ��
�
���� '�� 6#� 6(�24�% " ��4 32� %� �#����6#� 32 �����2 �$ 64* 2�#32#�%2 " �#2 42*4��2 32 �6 ��$ 2 32 �� � �*4!� 42���� � �2��2 42*4��2 2�� �#�24*4%�%2 �6$$ 2�6442�*6#3�#� & �� 42 ��.���6# 32 �� 32#��+����6# ���� " ��/#�+�#� '�2 �� 32#��+����6# �6#�4�3(�24��� *6�4 �� � & �� 3%,64$���6# *�����'�2 32 �� �����2 �$ 64* 2 2# �#32#����6# � �
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���� 6#� $ 2#% �#2 %��32 ��$ ����42� � �

8�� *46*6�2#�32 4%%�4�42 81 �19 �6$$ 2 ���� �
f(σ) = −1

3
Tr(σ) + ζτe − σ0 81 �

�9

6
 τe =
√

1
2
S : S " ζ > 0 2� σ0
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3 52.*%4�2#�2� 3�#� �2�'�2��2� �� /%6$%�4�2 32 � �4/2$ 2#� 2�� �# * 2� $ �2�. �6##�2 � 42�4%������� 6(�2#�� �24�2#� & �#�24*4%�24 '���������2$ 2#� �2� 4%������� 3 5�#2 2.*%4�2#�2 32*6 �����/2 ��4 �# %� �#����6# 32 �����2 �$ 64* 2 �
�+# 3 5�� #24 � 5�����2$ 2#� 32� *�4�$!�42� 2.*%4�$ 2#���. 2� 3 56(�2#�4 �# $ 63!�2 *���'��#������, " � 642) 2� �6 ��

�
�� 0� *��� � �# 2� 4�$(46* 6��6� ���� �36*�2#� �#2 �**46 � 22# �#��)�2 �#�24�2 2# �������#� �6$$ 2 �4��!423�2�� �� �6�4( 2 32 � �4/2

�3%� �4/2 6(�2#�2�64� 32 �� #�#6 �#32#����6# 3 5�# %� �#����6# 32 �����2 �$ 64* 2 � 42 �4��!42 �6#��3%4% 2�� �#24%%�4���42 32 81 ��9 �
f(σ) = −α

3
Tr(σ) + (1 − α)τe − Y 81 �

�9
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 αε[0; 1] 2� Y � 6�2#� �# 4� �2 %'�����2#� & �2�. 32� *�4�$ !�42� 3� $ 7$ 2 #6$ 3�#� �2$ 63!�2 32 8$�6	� 2� 
���� " ��#� ��6 �4 (�2# %��32$$ 2#� �2� $ 7$ 2� ���2�4� #�$%4�'�2� � 42$ 63!�2 *4�� 2# �6$*�2 �2$(�2 �2��2 ,6 �� * �����'�2 *�4,���

�� 2� ���6 ��% � 42� 4%������� 32 �2�4���$�����6#� * 24$ 2���#� �2* 2#3�#� 32 42#342 �6$*�2 32 �� ����4���6# 32 �� 32#��+����6# "#6�� ��**6�6#� '�2 � 5%�6��2$ 2#� *�����'�2 32��2#� 3 ���6 ��% �� $ 6 �#� �*4!� �#2 �24���#2���2�4 32 32#��+����6#
��

�� �#� �2 ��342 32 �2 $ 63!�2 2� 32 �2��2 �**46 � 2 " � �# 2� 4�$(46*6��6� ���� *46*6�2#��2� ���2�4� �����#�2� � α = 0.6 2� Y = 5.43 �2� � 4� ��$�����6# *�4 %�%$ 2#�� +#�� 3 5�#2#�#6 �#32#����6# 32 ��� #$ ��4 �# $��%4��� 3%�4�� *�4 81 ��9 ��2� �2� �����2$ 2#�� *46*6�%��2�4 * 24$ 2� 32 ,6�4#�4 �#2 ��4�2 32 �� 32#���% �� �2�# 32 �� �6#2 �#32#�%2 *4%�2#�%2 2#+/�42 1
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�2� 32�. �**46 � 2� 3� *46(�!$ 2 �6��!�2#� �#2 '�2���6# 42 �����2 & �� �6�4�2 3 5�#,643$ ���6# 2.*%4�$ 2#���2 ������%2 *6�4 ����324 �2� *�4�$!�42� 32 �� �6 � 32 �6$* 64�2$ 2#� �'�2 ��2 2�� �� /%#%4����% 3 5�#2 �6 � 32 �6$* 64�2$ 2#� �32#��+%2 & *�4��4 3 5�#2 ��$*�2 �6�4( 23 5�#32#����6# 6� 3 5�# *46+� 3 5�#32#� " ��64� '�2 � 5�#32#����6# �#3��� �# � �4/2$ 2#� *�4#���42 �# 6$ 6/!#2 ��# 2� 2� " �#2 �**46 � 2 2# �#��)�2 �#�24�2 42'��24� 32� 36##%2� 2.*%4�$ 2#���2� 4%�6 ��2��*�����2$ 2#� �
� 4 " �� * %#%�4���6# 2� �� ,64�2 �**��'�%2 #2 ,6�4#���2#� *�� �#2 �#,64$���6#4%�6 ��2 �*�����2$ 2#� � 2��2� #2 �6#� 2# ,��� '�2 �� $ �#�,2�����6# 3 52�2�� �6 ���. ��$��%� �

� �#�� �� ,64�2 �**��'�%2 2�� � 5�#�%/4��2 32� �6#�4��#�2� �6 ���2� �**��'�%2� ��4 �� ��4,��2 2� ��* %#%�4���6# 2�� � 5�#�%/4��2 32� 3%,64$���6#� �2�6# � 5�.2 �−→z �
� �#� �2 ��� 3 5�#2 �6 ���������6# 6$ 6/!#2 " � 5 6$ 6/%#%��% $ 7$ 2 3� � �4/2$ 2#� �$*6�2 �#2 42 ����6# (��#��6'�2 2#�42 �2�6(�24��(�2� 2.*%4�$ 2#���2� �#�%/4��2� 2� �2�4� %'�����2#�� �6 ���.
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�6 �� �# 4�)6##2$ 2#� %�2��46$�/#%��'�2 E = E0 cos(νt) 2# �#�24����6# ��2� �# �)��!$ 2
#2 3 ��* 6��#� '�2 3 5�# $ 632 32 ��(4���6# *46*42 32 ,4%'�2#�2 νS �2� '�2 νS � ν � 42$ 6$ 2#� 3 �*6 ���42 %�2��4�'�2 P �#3��� *�4 �2 � �$* 3�#� �2 �)��!$ 2 2�� 2.*4�$ % *�4 ��42����6# �

P = αE 81 ��9

6
 α 2�� �2 �2#�2�4 32 *6 ��4���(����% 3� �)��!$ 2 �6#��3%4% � ��** 6�6#� '�2 �2 $ 632 32��(4���6# �6#��3%4% 3� �)��!$ 2 �#3��� �#2 * 24��4(���6# 32 �� $ ��4��2 32 * 6 ��4���(����% �42 3%�2 �6** 2$ 2#� �� *42$ �24 64342 32 αij
$ 6#�42 '�2 �2 �24$ 2 3� *42$ �24 64342 32�� * 24��4(���6# 2�� *46* 64��6##2� & cos(νSt)
� 42 � �$* 3 ����% %��#� *46* 64��6##2� ��
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/ �0 � 1 �� � � 2*4%�2#����6# �� %$ ���'�2 32 � 5�#�24*4%����6# %#24/%��'�2 32� 3 �����6# ��)3�2�/ 8�9 " � �$�# ��6	2� 8( 9 2� �#��3��6	2� 8�9
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Diff.Rayleigh Diff.Raman anti − Stokes

Ediff ∝
︷ ︸︸ ︷
α|0E0 cos(νt) +

1

2
α|1E0 cos

(
(ν − νS)t

)

︸ ︷︷ ︸
+

︷ ︸︸ ︷
1

2
α|1E0 cos

(
(ν + νS)t

)

Diff.Raman Stokes
81 �0�9
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� � �# * 6�6# �#��32#� � �#2 ,4%'�2#�2 �4!� %�2�%2 32��#� �� ,4%'�2#�2 *46*42 3� $ 632
32 ��(4���6# �6#��3%4% " �� # 52�� *�� *6���( �2 '�2 �2 * 6�6# �6 �� �(�64(% 2# * 24$ 2���#� ���)��!$ 2 3 52�2���24 �#2 �4�#����6# �24� �# %��� *��� 2.���% � 42 �)��!$ 2 *���2 ��64� *�4 �#%��� 3 5%#24/�2 � �4��2 � 3�'�2 � �� 36 �� �$$%3 ���2$ 2#� 42 ��. 24 �� �#� �2 ��� 32 �� 3 �����6# ��)�2 �/ 8� �/�42 1 �� 8�99 " �2 �)��!$ 2 " �# �����2$ 2#� �� 42*6� "2�� 2.���% 3�#� �# #��2�� 3 5%#24/�2 ��4��2 � hνi

2� 42��.2 �$$%3 ���2$ 2#� 2# 4%%$ 2���#��# * 6�6# hνi
3�#� �#2 3 �42���6# ��%��6 �42 � � �#� �2 ��� 32 �� 3 �����6# ��$ �# ��6	2�
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8� �/�42 1 �� 8( 99 " � 52.������6# 3� #��2�� ��4��2� hνi
�2 ,��� 32 �� $ 7$ 2 ,��6# '�2 3�#� �2 ���32 �� 3 �����6# %�����'�2 " $ ��� �2 �)��!$ 2 #2 42� �2#� *�� & �6# %��� ,6#3�$ 2#��� 2� 42 ��.2�24� �# #��2�� 2.���% 3 5%#24/�2 hνS

� �� ,4%'�2#�2 3� * 6�6# 3 ����% h(νi − νS) 2�� 36#��#,%4�2�42 & �2��2 3� * 6�6# �#��32#� � ��#� �2 ��� 32 �� 3 �����6# ��$�# �#��3��6	2� 8� �/�421 �� 8�99 " �2 �)��!$ 2 ��2� �2'�2� �#�24�/�� �2 * 6�6# �#��32#� 2�� 3%� & 3�#� � 5%��� 2.���% hνS
�

4� �4�#����6# �2 ,��� ��64� �24� �# #��2�� � �4��2 � 3 5%#24/�2 h(νi + νS) � 4� 42��.���6# �2,��� 2#����2 �24� � 5%��� ,6#3�$ 2#��� *�4 � 5%$ ����6# 3 5�# * 6�6# h(νi + νS) 32 ,4%'�2#�2��* %4�2�42 & �2��2 3� * 6�6# �#��32#� ��# *4���'�2 " � 5�#��)�2 �* 2��46��6*�'�2 3� 4�)6##2$ 2#� 6(�2#� *�4 3 �����6# ��$ �##6�� * 24$ 2� 3 5���%324 & �24���#� $ 632� *46*42� 32 ��(4���6# 3� �)��!$ 2 %��3 �%
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"3! X 54#3 &W 54%` %Z &W 63 !%"%#3  X 54Y_3 !
a54! 63 #_ e&3 #_ 4`3X 3Z$ g &Z ]#_ Z$%""5Z 63 !%"%#3  X 54Y_3 3$ &Z Y 3$%$ X 54#3 &
63 4&[ %! 5Z$ ]$] %Z$456&%$! 6 Z! &Z3 #3 ""& "3 3Z#"&X 3 6 % X  Z$ ! a3 !Y 3#$43 �  X  Z 63!]#_ Z$%""5Z!  ]$] X 3!&4]  \ Z$ "3 43XY "%!! `3 63 " #3""&"3  \3# "3 "%e&%63 $4 Z!X 3$$3&4 63Y43!!%5Z ! �5&!  \5Z! &$%"%!] &Z X ]" Z`3 ]$_ Z5 ":X]$_ Z5 ":3 & g $4f! Y45 #_3 6& X] " Z`3X]$_ Z5 "j]$_ Z5 "

1 : 5
g #3 e&%  !!&43 &Z #_ 4`3X 3Z$ _d645!$ $%e&3 � &!e& ;^ 63! \ "3&4! 63Y43!!%5Z 63 " ;54643 63 c� ^ <T P9 �c<�� ! =3 #_5 %W 3!$ � &!$%i] Y 4 "3 h %$ e&3 "3 Y_]Z5XfZ3

63 63Z!%i# $%5Z 63 " !%"%#3  X 54Y_3 ! $&43 3Z$43 <T 3$ <� P9 !5&! &Z3 !5 ""%#%$ $%5Z_d645!$ $%e&3 ��(� !
>Z #d#"3 63 #_ 4`3X 3Z$ 3!$  YY "%e&] ^ #_ e&3 ]#_ Z$%""5Z ! a Y43!!%5Z X  W %X  "3 %Zj

!%$& 3!$ 5[$3Z&3 `4�#3  & 4&[ %! ! OY4f! " 6]#_ 4`3 g 5Z " %!!3 "3 �&%63 $4 Z!X 3$$3&4 63Y43!!%5Z ! ;]#_ YY 34 63 " #3 ""& "3  \ Z$ 63 X 3!&434 "3 !Y 3#$43 �  X  Z 63 " ;]#_ Z$%""5Z 63Zj
!%i] ! a i`&43 � !cc X 3$ 3Z Y 4 ""f "3 "3! !Y 3#$43! %Z %$% " 7$4 %$ Y "3 %Z 8 3$ iZ " 7Y 5 %Z$%""]!8
6 ;&Z ]#_ Z$%""5Z 63 !%"%#3  X 54Y_3 !5&X %! ^ &Z3 Y43!!%5Z _d645!$ $%e&3 X  W %X  "3 63 cU
P9 !

? �� �@ � ��������

�Z &$%"%! Z$ " 43 " $%5Z 3Z$43 "3 6]# " `3 6& Y %# S
2
3$ " 63Z!%i# $%5Z 63 " !%"%#3

 X 54Y_3 ��T� g " 63Z!%i# $%5Z 63 " ;]#_ Z$%""5Z 63 !%"%#3 3!$ 5[$3Z&3 !&4 " [ !3 63! !Y 3#$43!X 3!&4]!  \ Z$ 3$  Y4f! "3 #_ 4`3X 3Z$ ! 9 4 3W3XY "3 g " i`&43 � !cc Y4]!3Z$3 "3! 4]!&"$ $!
5[$3Z&! !&4 &Z ]#_ Z$%""5Z 63Z!%i] ^ 3Z\ %45Z cT% ! a i`&43 � !c< Y4]!3Z$3 "3! 4]!&"$ $!5[$3Z&! 3Z &$%"%! Z$ " Y5!%$%5Z 63 S

2

#5XX 3 X  4e&3&4 63 63Z!%$] ! =3$$3 ]\5 "&$%5Z Y 3&$
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?$43  � &!$]3 Y 4 " h5Z#$%5Z !&%\ Z$3 �

∆ρ

ρ
=

0.2

1 + ( 5.85
pmax−9

)3.2

7� !c8
5"

Pmax
3!$ 3WY4%X]3 3Z P9 ! a3 #_5 %W  6 _5 # 63 #3$$3 h54X 3 63 h5Z#$%5Z 3!$ 6� ^ " ;&$%"%j

! $%5Z e& ;5Z \3&$ 3Z h %43 6 Z! "3 # 643 63 " X 56]"%! $%5Z 6& #_ Y %$43 ( ! bZ 43#_34#_3 3Z
3@3$ &Z3 h5Z#$%5Z !%`X 5�63 Y !! Z$ Y 4 "3 Z& `3 63 Y5 %Z$! 3WY]4%X 3Z$ &W g  d Z$ &Z3 \ "3&4Z&""3 Y 5&4 &Z3 \ "3&4 iZ %3 63 " Y43!!%5Z  YY "%e&]3 7%#%
P Y = P Y

0 = 9 GPa
8 3$ &Z3 \ "3&4 63 <T� Y 5&4 &Z3 Y43!!%5Z %ZiZ %3 !

�Z &$%"%! Z$ " 43 " $%5Z  YY45 #_]3 3Z$43 "3 4 YY 54$ 63 _ &$3&4 3Z$43 "3! Y %#! S
1
3$ S

23$ " 63Z!%i# $%5Z 63 " !%"%#3  X 54Y_3 e&3 Z5&!  \5Z! Y45Y5!]3  & #_ Y %$43 Y4]#]63Z$ g
&Z3 ]\5 "&$%5Z $4f! !%X %" %43 ^ #3 ""3 65ZZ]3 Y 4 7� !c8 Y 3&$ ?$43 5[$3Z&3 !
bZ #5Z!$ $3 e&3 " h54X 3 ` "5[ "3 63 " #5&4[ 3 6 ;]#45&%!! `3 5[$3Z&3 3!$ $4f! !3X[ " [ "3

 & 4]!&"$ $ 5[$3Z& Y 4 95 "% Z 3$ P 4%X !6 %$#_ 3Z !Y 3#$45!#5Y %3 � 4%""5&%Z ��(� ! �5$ XX 3Z$ g
5Z 43$45&\3 [ %3Z &Z 6][&$ 63 Y " !$%i# $%5Z  &W 3Z\ %45Z! 63 � P9 g 3$ 5Z \]4%i3 [ %3Z e&3
" ! $&4 $%5Z 6& Y_]Z5XfZ3 63 63Z!%i# $%5Z 3!$ 5[$3Z&3 \34! "3! <T P9 g ^ &Z3 \ "3&4Y45 #_3 63 <T � ��(� ! bZ 43$45&\3  &!!% &Z3 h54X 3 63 #5&4[ 3 6 ;]#45&%!! `3 !3X[ " [ "3 ^
#3""3 # "#&"]3 Y 4 
!3 3$ #5 "" ! �(
� 3Z 6dZ X %e&3 X 5 "]#&" %43 !

� �� 	 	��� 
�
 �
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a ;&$%"%! $%5Z 63 " X %#45!Y 3#$45!#5Y %3 �  X  Z Z5&!  Y 34X %! 63 # 4 #$]4%!34 "5 # "3jX 3Z$ " 63Z!%i# $%5Z 63 " !%"%#3  X 54Y_3 ! �Z &$%"%! Z$ #3$$3 %Zh54X  $%5Z !&4 "3 $34X 3\5 "&X]$4%e&3 63 " 6]h54X  $%5Z Y " !$%e&3 g Z5&!  \5Z! Y& # 4$5`4 Y_ %34 " 6]h54X  $%5ZY " !$%e&3 4]!%6&3 ""3 6 Z! 63 " !%"%#3  X 54Y_3 %Z63Z$]3 ! =3! Z5&\3 &W 4]!&"$ $! 3WY ]4%jX 3Z$ &W X 3$$3Z$ 3Z 6]h &$ "3 X 56f"3 63 '%Z 3$ a X[45Y5&"5! !
�5&!  \5Z!  &!!% X 5Z$4] e& ;&Z Y_]Z5XfZ3 6 ;]#45&%!! `3  \ %$ "%3& "54! 63 " 63Z!%i# j

$%5Z 63 " !%"%#3  X 54Y_3 3$ Z5&!  \5Z! # 4 #$]4%!] " ;]\5 "&$%5Z 63 " !&4h #3 #4%$%e&3 "3 "5Z`
63 " ; W3 63! Y43!!%5Z! _d645!$ $%e&3! ! =3 Y_]Z5XfZ3 Z ;]$ %$ Y ! %Z#"&! 6 Z! "3 X 56f "3Y4]#]63Z$ !

�5&! 6 %!Y 5!5Z! 6]!54X  %! 6 ;%Zh54X  $%5Z! 3WY]4%X 3Z$ "3! Z5&! Y 34X 3$$ Z$ 63 Y45Y5!34
&Z3 Z5&\3""3 "5 % 63 #5XY 54$3X 3Z$ Y 5&4 " !%"%#3  X 54Y_3 g $3Z Z$ #5XY$3 63 " ;]#45&%!! `3e&3 Z5&!  \5Z!  & X 5 %Z! Y 4$%3""3X 3Z$ # 4 #$]4%!] 3WY ]4%X 3Z$ "3X 3Z$ !
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= T> U � !c< V �\5 "&$%5Z 63 " 63Z!%i# $%5Z ∆ρ/ρ0
63 " !%"%#3  X 54Y_3 3Z h5Z#$%5Z 63 " Y43!!%5Z _d645!$ $%e&3 X  W %X  "3  YY "%e&]3 P Y 6&4 Z$ "3 #d#"3 63 #_ 4`3X 3Z$ 7 \3#

P Y
0 =

9 P9 8 ! =3$$3 #5&4[ 3 3!$ 5[$3Z&3 3Z &$%"%! Z$ "3 6]# " `3 6& Y %# S
2

#5XX 3 %Z6 %# $3&4 63
63Z!%$] ! a X 3!&43 5[$3Z&3 ^ Y4f! 63 <� P9 7#3 e&% #5443!Y5Z6 ^ &Z3 \ "3&4 63 P Y −P Y

063 Y4f! 63 c� P9 8 Z3 Y 3&$ ?$43 Y4%!3 3Z #5XY$3 # 4 "3 �&%63 $4 Z!X 3$$3&4 63 Y43!!%5ZZ ;3!$ Y "&! _d645!$ $%e&3 ^ #3$$3 Y43!!%5Z �c<�� ! Q& Z$  & Y5 %Z$ `4%!] ^
P Y −P Y

0 =
c P9 g

%" %""&!$43 "3 h %$ e&3 #34$ %Z! ]#_ Z$%""5Z! ]$ %3Z$ 6]� ^ 63Z!%i]!  \ Z$ #_ 4`3X 3Z$ !
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�  Z! #3 #_ Y %$43 g Z5&! &$%"%!5Z! "3! 4]!&"$ $! 3WY ]4%X 3Z$ &W Y4]!3Z$]!  & #_ Y %$43Y4]#]63Z$ Y 5&4 4 � Z34 "3 #4%$f43 63 Y " !$%#%$] Y45Y 5!] Y 4 ' %Z 3$ a X[45Y 5&"5! ��<� !
�5&! X 5Z$45Z! #5XX 3Z$ Z5&! Y45Y5!5Z! 6 ;%Z#"&43 " ;]#45&%!! `3 X %! 3Z ]\ %63Z#3 6 Z! "3
# 643 63 " X 56] "%! $%5Z 6]� ^ 3W %!$ Z$3 ! =3$$3 X 56] "%! $%5Z 3!$ %XY "]X 3Z$]3 6 Z! "3 #563] "]X 3Z$! iZ %! ����>2 ! �5&! Y4]!3Z$5Z! 63! 4]!&"$ $! Y4] "%X %Z %43! 63 !%X&" $%5Z ! =3!
$4 \ &W 5Z$ ]$] 4] "%!]! 6 Z! "3 # 643 6& !$ `3 63 iZ 6 ;]$&63! 63 � 3_6 % � %46 5&!! !

� ��  �
��!
�� !�� 
" ��#�����# ��� � ��
� !$"� 
� �� 
!%
�!�� �# ���&�

�5&! X 5Z$45Z! %#% e&3 " ;%Zh54X  $%5Z #5Z$3Z&3 6 Z! "3! X 3!&43! 4] "%!]3! 3Z 3Z#"&X 3j
6 % X  Z$ Z3 Y 34X 3$$3Z$ Y ! 63 6]iZ %4 63 h '5Z &Z %\5e&3 " ;]\5 "&$%5Z 63 " !&4h #3 #4%$%e&3
 & #5&4! 63 " 6]h54X  $%5Z ! �5&! 6]$ %""5Z! "3! _dY 5$_f!3! h %$3! Y5&4  [ 5&$%4  & X 5j
6f"3 e&3 Z5&! #_5 %!!%!!5Z! 6 ;&$%"%!34 3$ Z5&! X 5Z$45Z! e& ;%" 6 %!Y5!3 6 ;&Z Y 4 Xf$43 63
4]` " `3 ! �5&! %Z$456&%!5Z! 3ZiZ "3! 63&W 43" W $%5Z! h %$3! Y 4 4 YY 54$ ^ #3 X 56f "3 %Z %$% "Y5&4 Y5&\5 %4 4] "%!34 ! X %!3 3Z 53&\ 43 Z&X]4%e&3 ! a ;&Z3 6 ;3""3! %Z$456&%$ &Z Z5&\3 &Y 4 Xf$43 6 ; � &!$3X 3Z$ !

( )*)* + �,������ � ��� ������ ���� ��-������.�
�5&! \3Z5Z! 63 X 5Z$434  & #_ Y %$43 / e&3 "3 X 56f "3 Y45Y 5!] Y 4 '%Z 3$ a X[45Y 5&"5!��<� 63\ %$ 0$43 4 � Z] Y 5&4 Y 5&\5 %4 43Z643 #5XY$3 63! Z5&\3 &W 4]!&"$ $! 3WY ]4%X 3Zj

$ &W h5&4Z %! Y 4 " # 4$5`4 Y_ %3 Y 4 X %#45!Y 3#$45!#5Y %3 1  X  Z 63 " 25Z3 63Z!%i]3  &
#5&4! 6 ;&Z3 %Z63Z$ $%5Z 3 �5&! \3Z5Z!  &!!% 63 X 5Z$434 3WY]4%X 3Z$ "3X 3Z$ " ;3W %!$3Z#3 6 ;&Z
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]#45&%!! `3 63 " !%"%#3  X 54Y_3 3 a ;%Z#4]X 3Z$ e&3 Z5&! Z5&! Y45Y 5!5Z! 65Z# 6 ;%Z$456&%43
6 Z! "3 X 56f"3 63 a X[45Y5&"5! 3!$ " Y4%!3 3Z #5XY$3 63 #3$ ]#45&%!! `3 3
�  "_3&43&!3X 3Z$ g " # 4 #$]4%! $%5Z 3WY]4%X 3Z$ "3 65Z$ Z5&! 6 %!Y 5!5Z! 3!$ 5[$3Z&3

!3"5Z "3 ��	
 #_3X %Z 63 #_ 4`3X 3Z$ ��
��������	� 3 � 3&W Y45[ "fX 3! !3 Y5!3Z$  "54! �
V �Z ` 46 Z$ " ;3WY43!!%5Z 6& #4%$f43 63 Y " !$%#%$] h5&4Z %3 Y 4 a X[45Y 5&"5! � g " ;]\5j

"&$%5Z 63 " "%X %$3 6 ;]" !$%#%$] 65 %$ 0$43 #5ZZ&3 !&4 63&W #_3X %Z! 63 #_ 4`3X 3Z$
6 %!$%Z#$! Y5&4 Y 5&\5 %4 # 4 #$]4%!34 Y "3%Z3X 3Z$ " ;]\5 "&$%5Z 63 " !&4h #3 #4%$%e&3 3 b 4Z5&! Z3 6 %Y5!5Z! e&3 6 ;&Z !3&" 3$ &Z %e&3 #_3X %Z 63 #_ 4`3X 3Z$ 3 �  Z! " Y4 $%e&3 g
!% Z5&! ]#4%\5Z! "3 #4%$f43 63 Y " !$%#%$] 63 " !%"%#3  X 54Y_3� �

f
(
σ
)

= γp+ τeq − τc

 \3#
p = −1

3
Tr(σ)
3$
τeq =

√
3
2
S : S = J(σ)
g " ;%Zh54X  $%5Z 3WY]4%X 3Z$ "3 65Z$ Z5&!

6 %!Y5!5Z! Y54$3 !&4 "3 4 YY 54$
τc/γ
3 bZ Y 3&$  "54! 3Z\ %! `34 &Z3 %ZiZ %$] 6 ;]\5 "&$%5Z!Y5!!%[ "3 63

τc
3$
γ
Y 34X 3$$ Z$ 63 h %43 ]\5 "&34 "3&4 4 YY54$ 63 h '5Z #5Zh54X 3 ^

" ;3WY]4%3Z#3 3 a i`&43 ( 3c Y4]!3Z$3 "3! 63&W # !j"%X %$3! Y5!!%[ "3! � 7 8 τc 3!$ iW] 3$
γ
\ 4%3 5& 7[ 8

γ
3!$ iW3 3$ τc \ 4%3 3V �Z #_ 4`3X 3Z$ _d645!$ $%e&3 g " 6]h54X  $%5Z Y " !$%e&3 3!$ 3W#"&!%\3X 3Z$ \5 "&X]j

$4%e&3 g #3 e&% %XY "%e&3 e&3 " 6]h54X  $%5Z Y " !$%e&3 ]e&%\ "3Z$3
εP 3!$ !$4%#$3X 3Z$Y45Y54$%5ZZ3 ""3 ^ " 63Z!%i# $%5Z \5 "&X %e&3

Tr(εP )
3 �5$43 X 3!&43 Y 34X 3$ 65Z#

6 ;]\ "&34 " #5Z$4%[&$%5Z 63 " 63Z!%i# $%5Z ^ " ;]#45&%!! `3 3 =3 ""3 6& #%! %""3X 3Z$
43!$3 #3Y 3Z6 Z$ %Z#5ZZ&3 3 �Z Y4 $%e&3 g #3" 43\ %3Z$ ^ %`Z5434 e&3""3 \ 4% [ "3 6 ;]$ $
65 %$ 0$43 &$%"%!]3 Y5&4 Y 4 X]$434 " ;]#45&%!! `3 �

Tr(εP )
g
εP 5& 3Z#543 Z ;%XY 54$3e&3""3 h5Z#$%5Z [ %3Z #_5 %!%3 63 #3! 63&W \ 4% [ "3!� 3

�5&! !5XX 3! 65Z#  X 3Z]! ^ h %43 "3! _dY 5$_f!3! !&%\ Z$3! �
V �� � ���� �  ����!" �#���� ���!� $% "&!' %#� #!���(& � �� $  %) � ��" #�"%�$ $�* ��� �"� ��+%!�%��3
=3,- 43\ .3Z/ ^ 0_5 .1.4 ,3 0-1 ,.X ./3 Y4]13Z/] Y-4 ,- i`243 3 3c7-8 3 �Z , ;-[13Z03 6 ;.Zh54jX -/.5Z 3WY ]4.X 3Z/-,3 g 5Z 0_340_3 .Z/4562.43 ,3 X 5 .Z1 Y511.[ ,3 63 Y-4-Xf/431� 3 =3 ,-Z521 4-XfZ3 ^ 0_5 .1.4 3Z/43 ,31 632W 0-1 ,.X ./31 7-8 3/ 7[ 8 3 � 3 031 632W h54X 31 g Z521
-\5Z1 0_5 .1. 7-8 0-4 g 1521 , ;_dY5/_f13 6 ;2Z ]052,3X 3Z/ -115 0.] g 3 ,,3 Y 34X 3/ ^ ,- h5 .1
63 43Z643 05XY/3 63 ,- 1-/24-/.5Z 63 ,- 63Z1.i0-/.5Z 3/ 6 ;-2/54.134 ,31 6]h54X -/.5Z1Y ,-1/.e23 3Z 0.1-.,,3X 3Z/ ,541e23 ,3 X -/]4.-2 - -//3.Z/ 1- 63Z1./] 63 1-/24-/.5Z 3 �Z
34 3/ g 1. ,- 6 .430/.5Z 6 ;]052,3X 3Z/ 31/ 0_5 .1.3 Z54X -,3 ^ ,- 124h-03 04./.e23 g ,3 04./f43
7[ 8 .XY513 e23 ,- Y45Y54/.5Z 63 ,- 6]h54X -/.5Z Y ,-1/.e23 -005X 56]3 Y-4 63Z1.i0-j
/.5Z 31/ 05Z1/-Z/3 3/ .Z6]Y 3Z6-Z/3 63 ,- 63Z1.i0-/.5Z 6]5 ^ 12[ .3 Y-4 ,3 X -/]4.-2 3� f1 ,541 Y524 43Z643 05XY/3 63 ,- 1-/24-/.5Z g , ;]0452.11-`3 65 ./ 0/43 /3 , e2 ;., .Z/34j
6 ./ /52/3 h54X 3 63 6]h54X -/.5Z Y ,-1/.e23 ,541e23 ,3 X -/]4.-2 - -//3.Z/ ,31 <6 7 63
63Z1.i0-/.5Z 3 �2 05Z/4-.43 g ,3 04./f43 7-8 6]04./ 2Z X -/]4.-2 e2. 63\ .3Z/ 6 ;-2/-Z/

89: ;<=>?<: :@> AB: C<D=>: =B>:<@:;>EB> F:@ C:A� E�:@ CA GFEB
pH τ I

J :FE <:K=:B> L <:G<:BC<: MN IOP Q :> L GD@:<
γ =

α
√

3

(1 − α)

:>
τc =

Y
√

3

(1 − α)RSB :T:> Q >DA>: UDB;>=DB
f(Tr(εP ); εP )

K�<=VEB>
f(Tr(εP );

√
2

3
Tr(εP )) = Tr(εP )

G:<W :> E G<=D<= C:
<:BC<: ;DWG>: C:@ CDBB�:@ :XG�<=W :B>EF:@ CDB> BDA@ C=@GD@DB@ IY Z [:@> C [E=FF:A<@ ;: W \W: G<=B;=G: ]A= E EW :B� ^=B :> 9EW_<DGDAFD@ L @AGGD@:< AB ;<=>?<: C: G FE@>=;=>�
@EB@ �;<DA=@@E`: Q GE< W EB]A: C: CDBB�:@ :XG�<=W :B>EF:@ I
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� T� U 3 3c V 1 3Y4]13Z/-/.5Z 10_]X -/.e23 631 632W 0-1j ,.X ./31 6 ;]0452.11-`3 43Z6-Z/ 05XY/3
631 65ZZ]31 h524Z .1 Y-4 ,3 0_-4`3X 3Z/ 3Z 3Z0,2X 3 6 .-X -Z/ 3 bZ Y 32/ 05Z1.6]434 7-8 e23
,- ,.X ./3 6 ;] ,-1/.0./] 62 1d 1/fX 3 3Z 0.1-.,,3X 3Z/ Y24 31/ 05Z1/-Z/3 3/ e23

γ
\-4.3 52 -2

05Z/4-.43 7[ 8 e23
γ
31/ iW3 3/ e23 ,3 04./f43 63 Y ,-1/.0./] 12[ ./ 2Z ]0452.11-`3 .15/45Y 3 3

�521 -\5Z1 0_5 .1. 6-Z1 ,- 12./3 63 05Z1.6]434 7-8 0-4 ., 13X[ ,3 Y ,21 ^ X 0X 3 63 43Z643
05XY/3 62 Y_]Z5XfZ3 63 1-/24-/.5Z 63 ,- 63Z1.i0-/.5Z 3
Y ,21 Z54X -, e2 ;., 31/ 6]5 ^ 63Z1.i] g 03 e2. 13X[ ,3 4-.15ZZ-[ ,3 1. 5Z -003Y/3 , ;.6]3 e23
,- 63Z1.i0-/.5Z 4]12,/3 6 ;2Z3 4]54`-Z .1-/.5Z ,5 0-,3 3Z/43 2Z3 Y_-13 [-113j63Z1./] 3/
2Z3 Y_-13 _-2/3j63Z1./] �3� g 3�� 3
V �� �%!%* ��!� �  ��%� � �!* ���%�� �� (&%���� �! $  �#!�&�""%� � �"� $% " �&$� ��' �!* %����

� $%"��(& � +�$&* ��!�(& �� =3//3 _dY5/_f13 31/ 05_]43Z/3 -\30 ,3 h-./ e23 X 0X 3 1521 2Z
0_-4`3X 3Z/ Z5Zj_d6451/-/.e23 g 5Z Z ;-//3.Z/ Y-1 63 63Z1.i0-/.5Z 12Y]4.3243 ^ <6 7��6� 3 =3//3 _dY5/_f13 31/ 63 Y ,21 3 ,,3j-211. 3Z -00546 -\30 , ;.6]3 63 4]54`-Z .1-/.5Z
,5 0-,3 63 ,- 1/420/243 � Y ,21 ,- Y-4/ 63 Y_-13 [-113 63Z1./] 31/ Y 3/./3 3/ Y ,21 ., 31/
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2�3 � = �S 4 5O' ����'@ (� �' )R��)@� () *' ���'@ ( +�@ J�K�@����'@ () �����) �G ',HK) �� �'�,�
( +�@ �M��) () �K�,A)](J�K�,A) KM(,'�����N�) ���) �A@�@� �@) H,)���'@ G�^ �G ��) () ;9 �;
<*� 8C-: � T)� �),��)� ,)GH��� ,)H,J�)@�)@� �� �K�,A) D �)� �),��)� �,)�^ �� (J�K�,A) � T)
�')R��)@� () *' ���'@ ( +�@ J�K�@����'@ ()@��QJ L ����,���'@ � �� H,)���'@ �HH��N�J) )��
��H J,�)�,) L -; <*� � ���) �@� �@) O��)�, () � �S � F@ ,)G�,N�) ����� �@) �JA.,) �����) ()
ν
(�@� �� A�GG ) () �K�,A)G )@� ��, ��N�) ��) �)� �' )R��)@�� J�����N�)� ( �G �@�)@� �
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F 1 ()@��QJ () �� _ (�@� �@) H,)��) I) �� D �@) ��AG )@����'@ () S� _ (�
G '(��) () 2'�@A �
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�����) �G ',HK) D �Q@ () ( ��H '�), D H'�, �� @��@�) () �����) �G ',HK) N�) @'�� ������'@� D
() ('@@J)� ��, � +JO' ����'@ ()� H,'H,�J�J� J�����N�)� �O)� �� ()@��Q����'@ � 3)� ('@@J)�
H'�,,'@� `�,) �@����)� (�@� �� �' � () �'GH ',�)G )@� J����'H�����N�) � F��,) �@ ,�R @)G )@�
��HH�JG )@���,) (� G '(. �) () �'GH',�)G )@� D �)��) H,��) )@ �'GH�) H ),G )��,� () OJ,�Q),
�� � +���������'@ () �����) �G ',HK) �'GG ) G��J,��� () �����,���'@ H'�, �� @�@' �@()@����'@
)�� 4�( ���)��) �
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�����) ()@��QJ� L K���) H,)���'@ )� L K���) �)GHJ,���,) � T)� J�K�@����'@� '@� J�J H,JH�,J�
)@ �' ����',���'@ �O)� 9M�O �) T) : �' �K �O)� �) G��J,�) � (� T��',��' �,) () *KM��N�) () ��
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9)H� J�K�@����'@� () �����) �G ',HK) /9��@�6<'���@ ���,�� D ��� 1 '@� J�J ()@��QJ� �'��
K���) H,)���'@ )� K���) �)GHJ,���,) (�@� �@) H,)��) I ) �� � T) ( ��H'����P )^H J,�G )@��� )��
,)H,J�)@�J ��KJG ���N�)G )@� )@ QA�,) = �� � 3K�N�) J�K�@����'@ D �@ �M��@(,) () ; �9±� �� GG
() K��� )� () S �=;±� ��; GG () ( ��G .�,) D )�� ( +��',( H���J (�@� �@) )@O) �'HH ) () H����@)
�Q@ ( +JO��), �'��) �@�J,����'@ �K�G �N�) �O)� �'@ )@O�,'@@)G )@� � *��� D �� )�� H���J (�@� �@)
��H���) () @��,�,) () �',) () P��'@ L ��' �), � +)@O) �'HH ) () H����@) � T� ��H���) )�� )@����)
H���J) (�@� �@ �M��@(,) () A,�HK��) N�� H ),G )� �) �K�� �A) () � +J�K�@����'@ � F@ �'G� �) �)
�M��@(,) () H�,� )� ( +���,) () �� ��H���) �O)� ()�^ � '��K'@� () HM,'HKM����) � T) �M��@(,)
() A,�HK��) )�� )@����) A����J (�@� �@ ��� ) )@ HM ,'HKM����) � T� HM,'HKM����) ����,) N�)
�) �K�,A)G )@� �HH��N�J ��, � +J�K�@����'@ @ +)�� H�� H�,)G )@� �@��^ ��� )@ ,)�,�@�G )���@�
���J,��)G )@� �@) H�,��) () �� �'@�,��@�) � �

T) ��� ) () HM,'HKM����) )�� ��',� �'��KJ () H�,� )� ( +���,) L � +��() () H�'�� )@ ���), � 3)�
H�'�� �'@� �'@(���)�,� )� G �� )@ �'@���� �O)� �) �M ��@(,) () A,�HK��) � 9 � '@ �HH��N�) �@)
�)@��'@ )@�,) �)� ()�^ H�'�� G J�����N�)� D �'GG ) �� HM,'HKM����) )� �) @��,�,) () �',) �'@�
�'�� ()�^ ��' ��@�� D �) �'�,�@� )�� �'@�,��@� () ��,���), �� �,�O),� (� �M��@(,) () A,�HK��) D
N�� � +J�K�� ) H�, ) )�  '��) � T) �'@�,7�) @) �) P��� H�� ( �,)��)G )@� ��, �� �)GHJ,���,)
() �K�� ) G��� ��, �� H�����@�) ( ����H J) (�@� �) ��� ) () A,�HK��) � �@ J���'@@�A) (�
( ��H'����P H ),G )� ( +JO���), �� �)GHJ,���,) L ��N�)��) )�� �K�� J � +J�K�@����'@ �

T) �M��@(,) () HM,'HKM����) �'��KJ )�� )@����) H���J (�@� �@) �)�@��,) GJ�����N�)! � T)
�K�,A)G )@� D �HH��N�J H�, �) � ���� ( +�@ �'GH�,��G )@� ,)GH�� ( +K���) ('@� �� H,)���'@ )��
�'@�,7�J) D )�� �,�@�G ��) O),�����)G )@� L � +J�K�@����'@ �

T)� J�K�@����'@� '@� J�J �'�G �� �� �M���A) ���O�@� "
4 �@) G '@�J) )@ H,)���'@ @'G�@��) () �� H,)��) L �@) O��)��) () �� ��,� H�, G�@��) �
4 �@ �K�� �A) )@ ()�^ �)GH� " � +��AG )@����'@ () �� H�����@�) ( ����H J) )�� ,J����J) L

�� O��)��) () �# ]� 4��N� +L ;� # ��6()��'�� () �� O��)�, H���), D H��� �� H )@�) )��
,J(���) L � �; # ]� �
4 T� �)GHJ,���,) )�� G ��@�)@�) H��� '@ ) )���) �@) �,)GH ) �K),G �N�) �
4 T� H,)���'@ )�� )@����) ,) �$�KJ) H,'A,)���O)G )@� �

T) ��� �)�� = �� ,)H,)@( H'�, �K�N�) J�K�@����'@ �)� H�,�G .�,)� () �K�,A)G )@� ������J� �
%H,.� (J�K�,A) D � +J�K�@����'@ �) ,)�,'�O) �� �' )�, ( +�@) A�@A�) () HM ,'HKM����) D ( +'�
'@ )�� �'@�,��@� () � +)^ �,��,) �O)� �@ ��,�@ � �� P��� )@����) ,)��,), � +)G�����A) () H����@)
����J ���'�, () � +J�K�@����'@ � 3) �� �) P��� )@ ��G �@� �� H J,�HKJ,�) () �K���@) ()� ()�^

&'( )*+,)-.//.01 2 3140 51) 126(20 )(4 72 /.87.61 9 /1 5-(+:1; 120 2 3140 6,25 ( )+.,+. )(4 2,2 )/74 -*6+,<
40(0.871 =

>? 3,@ /1 2,; 61 )+1441 A1/0 =
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2�3 � = �� 4 � )H,J�)@����'@ ��KJG ���N�) (� ( ��H'����P )^HJ,�G )@��� G �� )@ H���) (�@� �@)
H,)��) I) �� �

�)���'@� ��,�����,)� �O�@� () �)� ,)��,), �O)� �@) H�@�) �,��)��)� � �@) P' �� N� +) ��)� '@�
J�J ,)��,J)� D '@ ��G ) �) �M ��@(,) () H����@) ,)���@� ���'�, () � +J�K�@����'@ �)�'@ �@) () �)�
AJ@J,��,��)� � F@ H )�� ��@�� ,)��,), �) N�� ,)��) () � +)@O)�'HH ) () H����@) )@ �� (JO) �'HH�@� �

T)� J�K�@����'@� J���)@� �@�����)G )@� ()� �M��@(,)� D G ��� �'�� � +) )� () �� �'@�,��@�)
���' ��J) L �� �)GHJ,���,) D �'�� �) �'@� �,��J� )@ H )���� ( ��N�)� � F@ OJ,�Q) L � +��() ( +�@
G ��,'�H )��,'��'H ) ��G �@ � +K'G 'AJ@J��J () N�)�N�)� ( ��N�)� )@ ) )����@� �@ H,'Q� �) �'@
�@ ( ��G .�,) � T)� �H )��,)� ��G �@ '��)@�� �) ��H ),H'�)@� A�'���)G )@� � F@ �'@����) �)H )@6
(�@� �� H,J�)@�) () �,��������)� ��, �) H '�,�'�, ()� J�K�@����'@� � )� - � 3)��) '��),O���'@
@'�� � �G )@J L ,J(��,) �) �)GH� () G��@��)@ () �� �)GHJ,���,) (�@� �) �M��) () �K�,A)6
G )@� � � ) �)��) P��'@ D �)� J�K�@����'@� S L 9 �'@� (JH'�,O�� () �,��������)� '��),O�� �)� H�,
G��,'�H )��,'��'H�) ��G�@ �
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T� G )��,) () �� ()@���J G ��,'��'H�N�) ()� J�K�@����'@� )�� ,J����J) H�, �'�����'@ � 3)��)
GJ�K'() D ������N�) )@ G �@J,��'A�) D �'@����) � H�'@A), �)� J�K�@����'@� (�@� �@ ��N��() ()
()@���J �'@@� � 9 � �)� J�K�@����'@� �'��)@� /,)�H � �'��)@�1 D ��� �'@� G ' �@� ()@�)� /,)�H �
H ��� ()@�)�1 N�) �) ��N��() � T',�N� +��� @) �'��)@� @� @) �'��)@� D ��',� �)� J�K�@����'@� '@� ��
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@'�O) ��) � 3 +)�� @'��GG )@� �)��) �)�K@�N�) N�) 9'A� )� �' �� � 8�S �: '@� ������J H'�, J��( �),
� +) )� () �� ()@��Q����'@ ��, �� ��,����,) �' ���) ���'�, ( +�'@� 5�3+ )@ �' ����'@ (�@� ()�
O),,)� () � ',��) � * ��� ,J�)GG )@� D 3'��� )� �' �� � 8�SS: '@� )GH�'MJ �� G `G ) �)�K@�N�)
H'�, ��,���J,��), D L � +��() () 9G 2+ D ()� G '( �Q����'@� �' ���)� (� ,J�)�� O��,)�^ () O),,)�
���G �@'�������J� �' �6A)� � 3)H )@(�@� D �'GG ) �� �K�H��,) 9 D @'�� H,)@'@� �@ H' �@� () O�)
( � J,)@� () �) ��� ()� HKM����)@� (� �' ��() )@ �������@� �)��) �'@() ��,����,��) �'GG ) �@)
4 ��A) G ��,'GJ��@�N�) () (JP',G���'@ � 0'�,) �K' �^ () � +�'@ 3,3+@ +)�� H�� )^�����P ( +���,)��'@()� ��,����,��)� � �� � J�J G '��OJ H�, �) P��� N�) � +'@ �,'�O) P����)G )@� (�@� �) �'GG ),�)
()� O),,)� �������J� �'@�)@�@� ()� �G H�,)�J� () 3,3+ /H�, )^ )GH�) �)� �'��) ���)� () O�@ D ()
��(,) D () � �.,) ��� 1 �
3)��) J��() � J�J ,J����J) )@ �' ����',���'@ �O)� > )K( � : �,(�'��� )� < ���)� ��J,) � �
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2�3 � �� �� 4 9H )��,)� ��G�@ '��)@�� ��, �� P��) ��, ( +�@ O),,) �'�� �' �@ /O),�1 )� �� �)@�,)
/',�@A)1 ( +�@ �@()@� 7 ���),� () - �AP �
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,- 104+(68-*(&4 1 :/4 70%%0 +(,(8&+&1& 8-,8 (./0

�; ���� <�		� �
�
�
�
�
�- ��
=�� ����
�� �� �� ���	
��
� 
� >-� -�

T� QA�,) �� �� H,J�)@�) ()�^ �H )��,)� ��G �@ '��)@�� ��, �@ J�K�@����'@ () O),,) �'��
/* ��@���^ D 9��@�6<'���@ < ����1 �M�@� ��� � �@) �@()@����'@ 7 ���),� () - �A ��, �� P��) ��, �
T +�@ ()� �H )��,)� /O),�1 � J�J G )��,J �' �@ () � +�@()@� D � +���,) /',�@A)1 D � J�J G )��,J )@
�'@ �)@�,) �
5@�,) �;� )� �S�� �G−1 D '@ ( ����@A�) N���,) ��@()� "
4 �@) ��,A) )@O) �'HH ) )�� O ���� �) )@�,) -;� )� ;�� �G−1 � %O)� � +��AG )@����'@ () ��
()@���J D ) ��) �) (J���) �JA.,)G )@� O),� �)� P',�� @'G�,)� ( +'@() )� � +�H����� � T� ����J6
,���,) @) P'�,@�� H�� ( +�@�),H,J����'@ H'�, �)��) ��@() �
4 �@) H,)G �.,) ��@() �GH ',��@�) ��^ ��)@�'�,� () ;;� �G−1 � T� (J@'G �@���'@ ()

�)��) ��@() O�,�) �)�'@ �)� ���)�,� � > ���'@ )� �' �� � 8�S� : D (�@� �) ��(,) ( +�@)
J��() H ',��@� ��, ()� O),,)� () �����) ('HJ� ��^ �'@� ������@� D � +�HH )��)@� ��@() L
;�� �G−1 )� � +���,���)@� L �@) O��,���'@ �' ��)���O) (J�' �����J) �G H��N��@� L �� P' �� ()�
'^MA.@)� H'@��@�� )� @'@6H '@��@�� � ��@� �) ��� ( +�@ O),,) �'�� D > � > ����@ )� �' �� �
8�S;: H�,�)@� () �� ��@() L ;� � �G−1 )� � +���,���)@� ��^ �)��� '^MA.@)� H '@��@�� �
��' � N� +�� )@ �' �� D �)��) ��@() )�� �� G ' �@� H�,��) ��)G )@� ,)H,J�)@����O) (� ()A,J
() H ' �MG J,�����'@ (� O),,) � 3)��) ��@() �) (J���) O),� �)� P',�� @'G�,)� ( +'@()�
�',�N�) �� ()@���J ��AG )@�) � 3) HKJ@'G .@) )�� ���,���J L � +��AG )@����'@ () � +�@6



�
� �
�
� ����
����
����� ��� � �
��
�	
���

�� �	 ����� �	 �� �	�
���
�����
� ��� �	��	 
���
�
���
��
���	 �� �

�)@���J ( +�@) ��@() ����J) ��^ ��)@�'�,� () E�� �G−1 � 3)��) (),@�.,) )�� �@�),H,J�JH�, 9K�,G� )� �' �� � 8�SE: )� > ���'@ )� �' �� � 8�S�: �'GG ) �@ JN��O��)@� (� H�� �
2

()
�� �����) �G ',HK) �
4 F@ ( ����@A�) �@ �'�() ��^ ��)@�'�,� () 9C� �G−1 � �� )�� �@�),H,J�J 8�S� : �'GG )

J��@� �@) H ),�����@�) () �� ��@() L C�� �G−1 () �� �����) � 9'@ JO' ����'@ �O)� � +��A6
G )@����'@ () �� ()@���J @ +)�� H�� �,�O ���) �
4 F@ '��),O) �@) (),@�.,) ��@() ����J) )@�,) C�� )� �-�� �G−1 � �@) '��),O���'@ H���

���)@��O) H ),G )� () ( ����@A�), ()�^ JH���)G )@�� L =�� )� ���� �G−1 � > � > ����@ )�
�' �� � 8�S;: )@ ,JPJ,)@�)@� �@ �,' ���.G ) O),� C;� �G−1 � 3) �� H ),G )� ( +) )���), �@)
(J�'@O' ����'@ () �� ��@() )@ �� �'GG ) () � H��� ����J� ,)�H )���O)G )@� L =;� D ��S� D
���� )� ��;� �G−1 )@O�,'@ � ��@� �)�, J��() ��, �)� O),,)� ������@� D >���'@ )� �' �� �
8�S�: ���,���)@� �)� H��� L ���� �G−1 )� L =;� �G−1 L ()� O ��,���'@� ( +J�'@A���'@� ()�
'^MA.@)� @'@6H'@��@�� � ()� )�H .�)� �

3
)� �

2

(� ,J�)�� O��,)�^ /O' �, QA�,) �� �-1 �
%O)� � +��AG )@����'@ () �� ()@���J D � +�@�)@���J ,)����O) (� H�� �

2
�,' �� ��',� N�) �)��)

(� H�� �
3

(J�,' �� � I �)@ N�) � +�@�)@���J ,)����O) ( +�@ H�� @) �' �� H�� ��GH�)G )@�
�',,J��� �) L �� H'H�����'@ ( +'�������)�,� ���' ��J� D �)��) O�,����'@ ( +�@�)@���J ()� H���
���,���J� L �

2
)� �

3
�)G� �) �@( �N�), �@) (JH' �MG J,�����'@ (� O),,) �
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3'GG ) H,J�J()GG )@� (�@� �) ��� (� O),,) () �����) D @'�� �K),�K'@� L ������), �'GG )
�'@() () ()@���J �' ���) �@) '� H����)�,� ()� ��@()� (� �H )��,) � �G �@ (� O),,) �����'�'6
(' �����N�) �'@��(J,J � 3'GG ) (�@� �) ��� H,J�J()@� D �� '@ �'GG )@�) L J��G �@), �)� ��@()�
('@� � +�@�),H,J����'@ )�� H�,��)��) '� �'@�,'O),�J) D �� ,)��) ()�^ A,'�H )� "
4 �� ��@() �

2
N�� �HH�,��� ��H ),H '�J) L �� ��@() L ;�� �G−1 �

4 �)� ��@()� ���' ��J)� L �
3
)� �

2
�

3)H )@(�@� D �� �� �'GH'��@�) )@ �������)G )@� () �� (JP',G���'@ H�����N�) @ +� H�� ( +�@6
��)@�) ��, �) G '() () O��,���'@ ���' ��J L �� ,)�H�,���'@ ()� �@@)��^ L S �J�,�.(,)� D �)
@ +)�� � H,�',� H�� �) ��� H '�, �)� '^MA.@)� @'@6H'@��@�� � 0'�� �'GG )� ('@� �'@�,��@��
() @'�� ��G ��), �� (J����A) (� H�� �

2
� 9) H'�) ��',� �) H,'� �.G ) () �� H'����'@ �@�����)

(� H�� �
2
� 5@ ) )� D )@ ,���'@ () � +�@�)@���J () �� ��@() L ;�� �G−1 D �� )�� �,.� ( �R ���)
() (J�'@O' ��), �� ��@() �

2

(.� �',� N� +'@ @ +� H�� �@) ()@��Q����'@ �GH',��@�) � �'@� D ��
��@() �

2
H )�� �� G �)�^ @'�� �HH',�), �@) �@P',G���'@ N��������O) @'�� H ),G )���@� ()

�'GH�,), �) ()A,J () ()@��Q����'@ () ()�^ J�K�@����'@� () G `G ) �'GH'����'@ �
T) �H )��,) ��G�@ (� O),,) �����'�'(' �����N�) �'@��(J,J )�� ('@� �@)^H�' ���� �) H '�,
'��)@�, �@) ��,�'A,�HK�) () ()@��Q����'@ N��@������O) � �� @'�� P��� ������), �@) ���,)
GJ�K'() () ��,���J,�����'@ �' ���) H ),G )���@� �@) ,J�' ����'@ �' ���) L � +J�K) ��) (� G ��,'@ �

&'( 40+7507+1 614 	1++14 61 5,;),4.0.,2 5-.; .871 5,;)/1�1 140 0+�4 )+, 5-1 61 51//1 67 	1++1 61 4./.51 =
�2 �(.0 / 3(�,70 61 5,;),4�4 (/5(/.24 ,7 (/5(/.2,01++17� (7 +�41(7 	 .0+17� ( ),7+ 1�10 61 5(441+ 614 /.(.4,24
� .<	 <� . 120+1 0�0+(�6+14 � .	

4

= �1/( 120+(
21 / 3())(+.0.,2 6 3,�*:�214 +1/.�4 � 72 417/ (0,; 1 61 4./.5.7; � ./4
4,20 ())1/�4 ,�*:�214 2,2<),20(204 = 	2 )170 (/,+4 5/(441+ /14 0�0+(�6+14 � .	

4

12 5.28 5(0�:,+.14 9 2,0�14
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9 12 �,250.,2 61 /17+ 2,;�+1
n
6 3,�*:�214 ),20(204 =
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2�3 � �� �- 4 � )H,J�)@����'@ ��KJG ���N�) 8;�: () �� ��,����,) G ��,'��'H�N�) ( +�@ O),,) �'6
( �N�) � F@ ,)�,'�O) �) ,J�)�� �'@��@� ��J��' �,) () �� �����) �G ',HK) /QA�,) E ��� /�11 � T +�(6
( ���'@ ( +�'@� G '( �Q���)�,� /��� 0 �+

1 �@(��� �� (JH ' �MG J,�����'@ (� ,J�)�� H�, P',G���'@
( +'^MA.@) @'@6H '@��@�� ����,�@� � +J�)��,'@)��,����J (� O),,) �
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10 , :(&4 �3%&20 ���

0'�� G '@�,'@� ��� N�) �� ��G �@)��)@�) () � +�'@ 3,3+H,J�)@� )@ ��@� N� +�GH�,)�J H ),6
G )� () (JQ@�, �@) 4 ��A) G��,'GJ�,�N�) L G `G ) () �) ��������), D (�@� �) ��� ()� O),,)�
�����'�'(' �����N�)� D �� (J����A) (� H�� () (JP��� �

2
������J (�@� �� �����) �G ',HK) � 3)��)

@'�O) ��) 4 ��A) H ),G )� () �,�@�H'�), L @ +�GH ',�) N�) � O),,) �������J �� G J�K'() �HH��N�J)
H'�, (J�),G �@), �� �' � () �'GH ',�)G )@� () �� �����) �G ',HK) �

�; �� �� > -�� ��� ��	 �� ����
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T� HKM��N�) N��@��N�) ���' ��) L �K�N�) J�)��,'@ ( +�@ ��'G ) �@ O)��)�, H,'H,) ��,��6
�J,���@� �'@ J��� � 3) O)��)�, )�� (J�,�� H�, N���,) @'G�,)� N��@��N�)� "
4 T) @'G�,) N��@��N�) H,�@��H�� D

n
D N�� ��,���J,��) �� �����) () � +',� ����) )� �'@ J@),A�) �

3 +)�� �@ )@��), @'@6@�� �
4 T) @'G�,) N��@��N�) �� �G���� D

`
D N�� ��,���J,��) �� P',G ) () � +',� ����) � 3 +)�� �@

)@��), �'GH,�� )@�,) � )�
n− 1

�
4 T) @'G�,) N��@��N�) G�A@J��N�) D

m
D N�� ��,���J,��) � +',�)@����'@ �H�����) () � +',6

� ����) � 3 +)�� �@ )@��), �'GH,�� )@�,) −` )� `4 T) @'G�,) () �H�@ D
mS

D N�� ��,���J,��) �) �H�@ () � +J�)��,'@ � �� )�� JA�� L ±1/2
�

T)� �'@� () �,�@����'@ '@� )@ �'GG�@ ( +�O' �, �)�,� J�)��,'@� ��H ),Q��)�� ����J� ��,
()� ',� ����)� ( /��,���J,��J)� H�, �@ @'G�,) �� �G����

` = 2
1 � 3'GG ) ��',� �) @'G�,)

m
���' ��J H )�� H,)@(,) ��@N O��)�,� ( ����@��)� /{−2;−1; 0; 1; 2}1 D �� )^ ���) ��@N ',� ����)�( ( � J,)@�)� � 5 ��)� H )�O)@� `�,) ( �O ��J) )@ - A,'�H )� D

t2g
)�
eg
D �) �'@ �)�,� �MG J�,�)�!

/7' �, QA�,) �� �S1 � 3)� ��@N ',� ����)� �'@� () G `G ) J@),A�) )@ � +���)@�) () �'�� �K�GH
)^�J,�)�,� �
3'@��(J,'@� �@ �'@ H,J�)@� L � +J��� ( +�G H�,)�J (�@� �@ �,����� � T� H,J�)@�) ( +���,)�

��'G )� (�@� �'@ )@O�,'@@)G )@� �@(��� �@) �@�),����'@ �HH )�J) ��K�GH �,�������@� D N�� H )��
`�,) ' ���.(,�N�) '� �J�,�.(,�N�) �) �'@ �� ��,����,) (� �,����� � 3) �K�GH � H'�, ) )� ()
�)O), )@ H�,��) �� (JAJ@),)��)@�) ��, �)� @�O)��^ ( � % �@�� D �@ �K�GH ' ���.(,�N�) ���� ����)�
�)� ',� ����)�

t2g
)� (J���� ����) �)� ',� ����)�

eg
D ��',� N� +�@ �K�GH �J�,�.(,�N�) � � +) )�

�@O),�) � T +) )� (� �K�GH �,�������@ ��, �)� @�O)��^ ( +J@),A�) ()� J�)��,'@� �) ,JH ),���)
��, �)� @�O)��^ ( +J@),A�) () � +�'@ D ('@� �� G '( �Q) �)� @�O)��^ ( +J@),A�) � 3)��) O�,����'@
�'�� � +) )� (� �K�GH �,�������@ � J�J ������J) H�, ��@�� ) )� 9�A�@' 8�S9: )� ,)H,J�)@�J)
�'�� �� P',G ) () ( ��A,�GG ) D (�@� �@ A,�@( @'G�,) () ��� � T� QA�,) �� �� H,J�)@�) �)
( ��A,�GG ) ��@�� )69�A�@' () � +�'@ 3,3+ �'�G �� L �@ �K�GH ' ���.(,�N�) � 3) ( ��A,�GG )

>'14 ,+� .0(/14
eg

4,20 41/,2 /14 (�14 67 +1) �+1 (/,+4 871 /14 ,+� .0(/14
t2g

4,20 � ��
o
61 514 (�14 =

�	2 )(+/1 6 3,+� .0(/14 6�:�2�+�14 =
� �0(� ./.41+ 72 2.	1(7 6 3�21+:.1 +1	 .120 � +�67.+1 4,2 �21+:.1 9 /1 6�40(� ./.41+ � (7:; 1201+ 51001 �21+:.1 =
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2�3 � �� �S 4 � )H,J�)@����'@ ��KJG ���N�) ()� ��@N ',� ����)� ( �

H,J�)@�) )@ �������) � +�@�)@���J
Dq
(� �K�GH �,�������@ � )� )@ ',('@@J) � +J@),A�)

E
()�

@�O)��^ ( +J@),A�) � T)� ()�^ �^)� �'@� �( �G )@��'@@J� H�, �) H�,�G .�,)
B

N�� N��@��Q) ��
�'O��)@�) ()� �����'@� ��'G�N�)� () 3,3+ �O)� �'@ )@O�,'@@)G )@� �

�� � � ���� ��
3+ � ��	 ���
	 ����������	
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O� ��AG )@�), � *'�, ,)O)@�, L �'@ J��� P'@(�G )@��� D � +�'@ )^���J O� ( ����H ), �'@ J@),A�)
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� +)�� �) HKJ@'G .@) () ��G �@)��)@�) �
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2�3 � �� �� 4 ���A,�GG ) () ��@�� ) )� 9�A�@' H '�, � +�'@ 3,3+ )@ �MGJ�,�) ' ���.(,�N�) �
T',�N�) � +'@ �HH��N�) �@) H,)���'@ KM(,'�����N�)
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��, �@ �,����� �'@�)@�@� � +�'@ 3,3+ D

� +) )� (� �K�GH �,�������@ � +���,' �� L G )��,) N�) �)� O' ���@� () � +�'@ �) ,�HH,' �K)@� ()
��� D �) N�� �@(��� �@) G '( �Q����'@ ()� @�O)��^ ( +J@),A�) � 9'�� � +) )� ( +�@) H,)���'@
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4 T) �)�'@( /)@ H ' �@����J�1 )�� '��)@� ��, �) G `G ) J�K�@����'@ G��� �� �)@�,) ( +�@
�@()@� 7 ���),� () - �AP �
5@�,) �-�ES )� ��=-� �G−1 D �) �H )��,) () ��G �@)��)@�) () 3,3+�) �'GH'�) () ()�^
��@()� " �@) ��@() ��,A) �)@�,J) ��^ )@O�,'@� () �-C�� �G−1 )� �@) �)�'@() D �)@�,J) O),�
��;;� �G−1 D N�� P',G ) �@ JH���)G )@� ��, �� H,)G�.,) ��@() � � +�H,.� ( � J,)@�� ��6
�)�,� 8�-= D �S� D �SC D �S=: �)� ()�^ ��@()� �',,)�H '@()@� ,)�H )���O)G )@� ��^ �,�@����'@�
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2 → 4
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)� 25 → 4
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2�3 � �� +; 4 9H )��,) () ��G �@)��)@�) () � +�'@ 3,3+)@ �' ����'@ (�@� �@ O),,) �����'�'(' ���6
��N�) + T) �,��� H�)�@ QA�,) �) �H )��,) '��)@� (�@� �@) �'@) @'@ G '( �QJ) () � +J�K�@����'@ D
��',� N�) �) �)�'@( /H' �@����J�1 � J�J '��)@� �� �)@�,) ( +�@ �@()@� 7 ���),� () - �AP /('@�
'@ H )�� ��HH '�), N� +�� �',,)�H'@( �� G `G ) J�K�@����'@ L �� ()@���J () ����,���'@ 1 +

9 � @'�� �'@��(J,'@� �) ( ��A,�GG ) () ��@�� ) )� 9�A�@' () 3,3+)@ ���) ' ���.(,�N�)
/QA�,) �� +� 1 D @'�� �'@����'@� N�) � +J@),A�) (� @�O)�� 4T2

�,' ��) �) ��) (� @�O)�� 2E
H '�,

�@) O��)�, ()
Dq/B ' 2

+ F@ H )�� ( �O ��), ( ��A,�GG ) () ��@�� ) )� 9�A�@' )@ ()�^
H�,��)� + ���@(

Dq/B < 2
D 4T2
)�� �) H,)G �), @�O)�� )^���J D �� �,�@����'@ ���' ��J) L

� +JG ����'@ () ��',)��)@�) )�� ('@� 4�
2 → 4

%
2
+ %� �'@�,��,) D �',�N�)

Dq/B > 2
D ��

�,�@����'@ )�� 25 → 4
%

2
+

� )� )^HJ,�)@�)� G )@J)� )@ �)��� �) )@���G )6( ��G �@� 8�-=: '@� G '@�,J N�) D �',�N�)
3,3+)�� )@ �' ����'@ (�@� �@ O),,) �����'�'(' �����N�) �'�G �� L �@) �'GH,)���'@ KM(,'���6
��N�) D �� ��@() 25 → 4

%
2

() �'@ �H )��,) () ��G �@)��)@�) H,J�)@�) ()�^ �K�@A)G )@��
H,�@��H��^ " �'@ �@�)@���J ��AG )@�) ,) ����O)G )@� L �)��) () �� ��@() 4�

2 → 4
%

2
)� )��)

�) (J���) O),� �)� ����)� P,JN�)@�)� + 3)� ()�^ HKJ@'G .@)� '@� J�J �@�),H,J�J� �'GG )
(�� L �@) �'GH,)���'@ �' ���) ()� ���)� ' ���.(,�N�)� ' ���HJ� H�, �)� �'@� 3,3+ 8�S�: + 5@
) )� D � +�HH������'@ ( +�@) H,)���'@ KM(,'�����N�) ��, �)� ���)� ' ���H J� H�, �) �K,'G ) �)@(
L ��AG )@�), � +) )� (� �K�GH �,�������@ D �) N�� ,J����) )@ �@) O��)�, H��� �G H',��@�) ()
Dq/B
+
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3'@��(J,'@� ��',� �@ ���) ' ���HJ H�, �@ �'@ 3,3+ + 9�HH'�'@� N� +�@ �����)G )@� D �) �K�GH
�,�������@ (� ���) N� +�� ' ���H ) )�� �) � N�)

Dq/B = 1.8
+ 9� �'@�,�����'@ �� �H )��,) () ��G �6

@)��)@�) () � +J�K�@����'@ �),� �'@�����J H�, � +JG ����'@ ( +�@ HK'�'@ ���' ��J L �@) �,�@����'@
4�

2 → 4
%

2
+ 5@ �HH��N��@� �@) H,)���'@ KM(,'�����N�) �,' ����@�) D

Dq/B
��AG )@�) + ���@(

Dq/B
���)�@� - D �� �,�@����'@ ���' ��J) L �� ��',)��)@�) (� ���) ()O�)@� 25 → 4

%
2
D L ����)

(� �,' ��)G )@� ()� @�O)��^ ( +J@),A�) + 3)��) �,�@����'@ ,J����) ��',� )@ �@) ��AG )@����'@ ()
� +�@�)@���J () �� ��@() ���' ��J) ��^ �,�@����'@� 25 → 4

%
2
H�, ,�HH',� L �) ��) ���' ��J) ��^

�,�@����'@� 4�
2 → 4

%
2
+ ���@� �� (J����A) ���)� ��,H,)@�@� O),� �)� ����)� P,JN�)@�)�� ��

)�� (� �� P��� N�) �)� ���)� N�� P,�@�K���)@� �) �,' ��)G )@� ()� @�O)��^ ( +J@),A�) �'@�����)@�
�@ �HH ',� �G H',��@� () ���)� () P��� �) J@),A�) L �� H'H�����'@ ()� ���)� ���' ��J� ��^ �,�@6
����'@� 25 → 4

%
2
+ 3)� �HH ',� �G����P � () ���)� () P��� �) J@),A�) � H'�, ) )� () (J���), �)

�)@�,) () �� ( ���,�����'@ O),� �)� ����)� P,JN�)@�)� � +
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0'�� ������'@� ��� �)� H,'H,�J�J� () �� ��@() ���' ��J) L �� �,�@����'@ 25 → 4
%

2
D N�)

@'�� O)@'@� () ,�HH ) �), D H '�, ��,���J,��), �� ()@��Q����'@ ,J��(�) ��) �H,.� �@()@����'@
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0'� J�K�@����'@� '@� J�J P��,�N�J� L H�,��, () ()�^ � '��) ���)� () O),,) �'GG ),���� D ('@�
�� �'GH '����'@ )�� (J�����J) (�@� �) ��� �)�� �� +� + 3)� �'��) ���)� '@� J�J P'@(�)� D �'��J)�
)� H,)��J)� )@ ()�^ ( ��N�)� + � )�^ H��N�)� () C×C×� +; �G 3 '@� J�J (J�'�HJ)� (�@� �)�
( ��N�)� H��� H' ��)� )� ,)����)� �) �'@ �@) H,' �J(�,) ���@(�,( D �Q@ () ,)��^), �)� �'@�,��@�)�
,J��(�) ��)� (�)� �� H' �����A) +
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O),,)� () � '��) ���)� �'GG ),����^ + � �F

2
)� 9F

3
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(7:; 1201 � (7:; 120(0.,2 61 / 3.20124.0� +1/(0.	1 61 /( �(261 (44, 5.�1 � /( 0+(24.0.,2

2
� → 4	

2

= �(+
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0'�� �O'@� ������J �@ ( ��H'����P () G��,'�H )��,'��'H�) ��G �@ % �G )A� /�K),G '0 ��'6
�)�1 D �@����@� �@ ���), 0( "27F

4

() �'@A�)�, ( +'@() ;S- @G + T) ���), � J�J P' �����J )@
��,P��) () � +J�K�@����'@ �� �,�O),� ( +�@ '�4 )���P ×��� )� �) ( ��H '����P �'@P' ��� � J�J ������J D
,J(����@� �) O' ��G ) �'@(J L �@) �'@) () -×-×- µG 3 + 0'�� �O'@� ,J����J �� ��,�'A,�HK�)
() ()�^ O�)� () ()���� H'�, � +J�K�@����'@ % + *'�, � +J�K�@����'@ I D @'�� @ +�O'@� ,J����J
N� +�@) ��,�'A,�HK�) () �� ��,P��) +

T) H,'�' �' �) () ��,�'A,�HK�) � J�J �)@��� �)G )@� �) G `G ) N�) (�@� �) ��� ()� J�K�@6
����'@� () �����) �G ',HK) D L �)�� H,.� N�) �) �)GH� ( +����G�����'@ J���� �)��) P' �� () � � + 3)
�)GH� ( +��N������'@ D �'@��(J,�� �)G )@� H��� P��� �) N�) �)� =�� � @J�)����,)� H'�, '��)@�, �@
H' �@� () �� ��,�'A,�HK�) � �G �@ D �'@�����) �@ �@�J,`� �),���@ () � +���������'@ ( +�@) �'@()
��,����,��) �'GG ) �@( ����)�, () ()@���J +
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5@ �������@� �� H'����'@ )� � +�GH ����() ,)����O)� () �� ��@() ���' ��J) L �� �,�@����'@
25 → 4

%
2
D @'�� ���J('@� L �@) JO������'@ () �� (JP',G ���'@ (� O' ��G ) ()� ���)� ()
3,3+ + 0'�� '��)@'@� �)� ()�^ H�,�G .�,)� )@ �HH ��N��@� �� (J�'@O' ����'@ ���O�@�) /O' �,
QA�,) �� +E1 " �) �7�J K���) P,JN�)@�) () �� ��@() ���' ��J) L 4�

2 → 4
%

2
)�� �4���J) �O)�

�@) A�����)@@) D P'�,@ ����@� ��@�� �@) � '@@) )���G ���'@ () � +�GH ����() () �� ��@() + 3)��)
A�����)@@) )�� )@����) �'���,���) �� �H )��,) + T� ��@() 25 → 4

%
2

��@�� '��)@�) )�� �4���J)
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#8 
� �4*0%'%)*-*(&4

�; �� �� �
��
��	��

�� ��	 ��� �
�	� �� 
�
� 
�� 
�����	

0'�� �'@����'@� N�) D H'�, �)� ()�^ �@( ����)�,� )� �)� ()�^ J�K�@����'@� D �)� ,J�������
�'@� �'KJ,)@�� )@�,) )�^ )� �O)� � +KMH '�K.�) N�) �� ()@��Q����'@ )�� G �^ �G ��) �� �)@�,)
() � +�@()@� " H ��� �)� H ' �@�� () G )��,) �'@� H,' �K)� (� �)@�,) () � +�@()@� D H ��� �� ��@()
���' ��J) L �� �,�@����'@ 25 → 4

%
2

�) (J���) O),� �)� ����)� P,JN�)@�)� )� H '��.() �@) �@6
�)@���J ,) ����O) H ��� �GH',��@�) + 
 ) H ��� D �)� ��A@)� '��)@�)� OJ,�Q)@� � �)@ �)� �MGJ�,�)� ()
� +�@()@�)�, /��^ ),,)�,� () H '����'@@)G )@� H,.�1 + 5@Q@ D @'�� �'@����'@� N�) �� ( ��J,)@�)
)@�,) �� ( �,)���'@ (JQ@ �) H�, �� ( ��A'@��) () �� HM ,�G �() 7 ���),� )� �� K���)�, ()� P��)�
HM,�G �(��)� )�� � �)@ G ' �@(,) N�) (�@� �) ��� () �� �����) �G ',HK) 8��C: + 3)�� �'@(��� L

� �5. 5,;;1 6(24 /1 5(4 61 /( 4./.51 (;,+)-1 9 72 +()),+0 6 3(;)/.0761 21 47� 0 )(4 � 87(20.�1+ 72
+()),+0 6 3.20124.0� = �1 415,26 ; (+8717+ 140 6,25 721 �,.4 61 )/74 .26.5(0.� =
&�'( 6.40+.�70.,2 �1(+4,2 �� 4 31�)+.; 1 5,;;1 47 .0 �

f(x) = k

[
1 +

(
x − L

a

)2
]−m

e−n arctan(x−L

a )

� //1 140 70./.4�1 6(24 /( /.00�+(07+1 ���� 9 �� � ),7+ (�7401+ /( �(261 (44, 5.�1 � /( 0+(24.0.,2
2
� → 4	
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2�3 � �� +E 4 ������,���'@ (�@� �@ ��� H�,������), () �� GJ�K'() ������J) H'�, (J�'@O' ��),
�)� �H )��,)� () ��G �@)��)@�) () 3,3+ + T� H�,��) K���) P,JN�)@�) () �� h�@() 4�

2 → 4
%

2)�� �4���J) H�, �@) A�����)@@) /�,��� H �)�@ h �)� 1 + *�, �'���,����'@ D '@ 'h��)@� �� �'�,h ) )@
H' �@����J� ,'�A)� �',,)�H '@(�@� L �� h�@() 25 → 4

%
2
+ 5 ��) )�� �4���J) H�, �@) ( ���,�h���'@

*)�,�'@ �7 /H ' �@����J� h �)�)1 + T� �'�,h ) �'GG ) ()� ()�^ �4���)G )@�� /�,��� H �) �@ O),�1
�) ��H ),H'�) h �)@ �O)� �) �H )��,) )^H J,�G )@��� /�,��� H �) �@ ,'�A)1 +
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¦§¨ © ª« +¬ ­ 3�,�)� ('®®�®� � +¯°' ����'® () �� ±'����'® /,)�± + () � +�²± ����() ,) ����°)1 () ��
h�®() 2³ → 4

%
2

±'�, �� ² ' ���¯ () �� °�) () ()���� () �� �'®) �®()®�¯) ��, � +¯�´�®����'® %
/�1 )� � +¯�´�®����'® µ /h 1 /,)�± + /�1 )� /(11 + ¶)� ± ' �®����¯� ,)±,¯�)®�)®� �)� ��² ��)� () �� �'®)
�®()®�¯) ��, �´�·�) ¯�´�®����'® + ¶) �)®�,) () � +�®()®� �),� () ,¯¸¯,)®�) ±'�, �)� ±'����'®� +
¶)� �,���� ¹,�� ± �) �®� ,)±,¯�)®�)®� �)� ��² ��)� () �� �'®) ��,�'¹,�±´ �¯) /)1 + ¶)� �,' �º ®' �,)�
,)±,¯�)®�)®� �)� ± ' �®�� '» ()� �± )��,)� () ��² �®)��)®�) '®� ¯�¯ ² )��,¯� + ¶)� ��¹®)� ¹,��¯)�
¼¹�,)®� �)� ( ��¯,)®�)� ��¹®)� ��' �,��.,) + ¶)� °��)�,� ®�²¯,�·�)� �'®� )º±,�²¯)� )® �²−1

±'�, �) �,��.,) () ± '����'® )� �'®� ��®� ( �² )®��'® (�®� �) ��� (� ,�±± ',� ( +�²± ����() +

()� ��¹®)� ( +��'()®���¯ �½�®� �®) ¸',² ) ± ��� ,¯¹���.,) )� �,,'®( �) ·�) (�®� �) ��� () ��
�����) �² ',±´) /°' �, ¼¹�,) ª« +¾1 + 3) ,¯������ )�� �'´¯,)®� �°)� �) ¸��� ·�) �� �����) �² ',±´)
)�� ± ��� �®',² ��) ·�) �)� °),,)� �����'�'(' �����·�)� () h'��) ���) + ³® )�)� ¿ �)� 'h�),°���'®�
'±��·�)� () À �¹�® )� 7�® (), �Á��¹ ÂÃ-Ä ¿ �'²² ) �� ² '(¯������'® ±,'±'�¯) ±�, 2'�)
Âª-«Ä ¿ �®( �·�)®� ·�) �� �'®) () ()®��¼����'® ���)®(�) ±'�, �)� °),,)� () h'��) ���)� (' ��
Å�,) ± ��� ,¯¹���.,) )� �±´¯,�·�) + 3) ,¯������ ,)®¸',�) �) ��,���.,) ´���)² )®� ( ���,�² �®�®�
() �� ��,�'¹,�±´ �) ()� �´�²±� () ()®���¯ �'²² ) ('®®¯) )º±¯,�² )®���) �)�� (�®� �) ��(,)
() � +�4���)² )®� ( +�® �,��.,) ± �����·�) ±'�, �® °),,) �������¯ ±�, �®��½�) �®°),�) +
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¦§¨ © ª« +¾ ­ 4�5�6 ��786®���¯ 86 �� °�6 86 86���� 86 �� 97®6 86®��¼¯6 7h�6®�6� ��5 � :¯�´�®;
����7® < =�> 6� ��5 �� �����6 �² 75±´6 =h > + ¶6� ��¹®6� ��786®���¯� 7h�6®�6� ± 7�5 �� �����6
�² 75±´6 =h > ² �5·�6®� h �6® ± ��� �� 8 ��¯56®�6 6®�56 8 ��¹7®��6� 6� ´���6�5 86� ¸��6� 86 ��
±½5�² �86 ·�6 �6 °6556 ± ��� �®75² ��� =�> +

?; @A @B CDEFGHIJDE KGI L�HMGI JID LHJM�HG GE L�HMGI KG KGEIJMN

O� 6�� ± 7���h �6 8 :7h�6® �5 �®6 ¯°������7® ·��®������°6 ¹57���P56 86 �� 86®��¼����7® Q
±�5��5 86� ��5�6� ±5¯�6®�¯6� ± ��� ´��� ± 7�5 5¯����65 �®6 ��5�6 86 86®��¼����7® + ³® 6�6� ¿8�®� �6� �5�°��º 86 R�¯56� ÂªS«Ä ¿ �6 8¯����¹6 86 �� h�®86 2³ → 4<

2
6�� �755¯ �¯ Q �� ±56���7®

´½857�����·�6 ² 7½6®®6 �±± ��·�¯6 ��5 8 ��¯56®�� ¯�´�®����7®� 86 �7²± 7����7®� ² 78P �6� +
T7�7®�

α
�6 8¯����¹6 86 �� h�®86 ±�5 �® ��¯ 86 ±56���7® ´½857�����·�6 �±± ��·�¯6 6�

Bg(ρ)
�6 ² 78��6 8 :�®�7²±56���h ����¯ 8� ² ��¯5��� �7®��8¯5¯ + U7�� � :´½±7�´P�6 ·�6 � :6� 6� 86�

�7®�5��®�6� 86 �������6² 6®� ��5 �� ±7����7® 86 �� h�®86 2³ → 4<
2

6�� ®¯¹ ��¹6�h �6 6� ·�6 �6
² 78��6 ¯�����·�6 8� ² ��¯5��� 6�� �7®���®� �75� 86 �� �7²±56���7® ¯ �����·�6 ¿ ®7�� ±7�°7®�
6º±5�² 65 �� 86®��¼����7® 8� ² ��¯5���

∆V/V
6® ¸7®���7® 8� 8¯����¹6 6º±¯5�² 6®���

∆ν
86
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�� h�®86 �7²² 6 ���� 

∆V

V
=

1

B

∆ν

α

=ª« +ª>

�®� �6 ��� 8� °6556 �����7�787 �����·�6 ² 78P �6 Ã«

%
;U ��

2
­ �«

%
;� �

2

�­�«
%
;4�� ¿ ·�� 6��

�� �7²±7����7® �� ± ��� ±57 �´6 86 �6��6 ������¯6 ¿
α
°��� 6®° �57® −12.5

�²−1
�T� + �7�� ± 7�;
°7®� ¯°���65 ¹57���P56² 6®�

B
Q S� �T� �	 + ³® �������®� �6� °��6�5� �°6� � :¯·����7® =ª« +ª> ¿

®7�� 7h�6®7®� �6� ��5�6� ±5¯�6®�¯� 6® ¼¹�56 ª« +� + �7�� 56² �5·�7®� ·�6 �� 86®��¼����7®
² �º �² ��6 7h�6®�6 ±7�5 ®7� ¯�´�®����7®� 6�� 8 :6®° �57® S Q �

%
+ 46� °��6�5� �6²h �6®� 5��;

�7®®�h �6� ¯��®� 87®®¯ ·�6 �6� 86�º °6556� �7®� �7®��8¯5¯� �®75² ��º � + �® 56² �5·�6 �����
·�6 �6 °6556 �6 ² 7 �®� ² 78 �¼¯ =¯�´�®����7® µ > 6�� �6 ��� ±7�5 �6·�6 � 7® 7h��6®� �� ± ��� ¹5�®86
86®��¼����7® ¿ �6 ·�� �7´¯56®� �°6� � :�8¯6 ·�6 ² 7 �®� �® °6556 �������¯ 6�� ² 78 �¼¯ ¿ ² 7 �®� ��
6�� 86®�6 6� 87®� ± ��� �� 6�� �6®�¯ 6º´ �h 65 �® �7²± 75�6² 6®� �®75² �� +

�8 
� ����������

46 �5�°��� ±5¯ ��² �®��56 ®7�� � ± 65² �� 86 ² 7®�565 �7²² 6®� � :���������7® 8 :�®6 �7®86
��5����5��6 �6 ��6 ·�6 453+56®8 ±7���h �6 �� ��5�7¹5�±´ �6 �7 ���6 86 �� 86®���¯ ¿ Q �� h��6
86 � :�86®��¼����7® 8 :�®6 �7 � 86 �7²±75�6² 6®� ¿ ± 7�5 86� °6556� �������¯� ± ��� �7²± �6º6� +

 6 ²Å² 6 ¿ �� 6�� ¯¹��6² 6®� ± 7���h �6 86 5¯����65 �®6 ¯°������7® 86 � :¯�57�����¹6 8�®� �6�
°6556� ±�5 �®6 ²¯�´786 �6²h ��h �6 Q �6 ��6 8¯�5��6 �� �´�± ��56 ¬ + T�5 5�±± 75� Q �� ² 6��56
8� 8¯����¹6 8� ± �� 


2
8� �± 6��56 ��² �® 86 �� �����6 �² 75±´6 ¿ � :���������7® 8 :�®6 �7®86

��5����5��6 =453+7� ���56> ±5¯�6®�6 �6� �°�®��¹6� ���°�®�� 

­ �® �6²±� 8 :����²�����7® �®�7²±�5�h �6² 6®� ± ��� �7�5� +
­ �®6 ± ��� ¹5�®86 �8�±��h ����¯ + ³® 6� 6� ¿ �� ¹5�®86 °�5�¯�¯ 86� �7²±7����7®� ² 78P�6�
±5¯�6®�6� 8�®� �6� �5�°��º 86 R�¯56� ÂªS«Ä ² 7®�56®� ·� :�� ® :½ � ±�� 86 ��² �����7®� Q
� :���������7® 86 453+�7²² 6 �7®86 �7 ���6 86 �� 86®���¯ +

�® ±57h �P² 6 5¯��86 6®�756 8�®� �� ¸��7® 86 5¯����65 � :¯���7®®�¹6 86 �� 56 ����7® 6®�56 �6�
² 78 �¼����7®� 8� �± 6��56 86 ��² �®6��6®�6 86 453+6� �� 86®���¯ 86 � :¯�´�®����7® + �®6 �6®;
����°6 86 86®��¼����7® 8 :¯�´�®����7® 6® ±56���7® 6� �6²±¯5���56 � :6�� �7 �8¯6 ±�5 �® ¯�´6� ¿
�6� �± 6��56� ² 6��5¯� ��5 �6� ¯�´�®����7®� 86®��¼¯� �®8 �·��®� �®6 ± 65�6 86 86®��¸����7® + 46�
5¯������� �7®� ±57h�h �6² 6®� Q ² 6��56 ��5 �6 �7²±�6 8� �´����¹6 + O� �7®° �6®85��� 87®�
8 :������65 86� ¯�´�®����7®� 86®��¼¯� ±�5 �´7 � �¼® 86 � :�� 5�®�´ �5 86� ±57h �P² 6� ��¯� Q � :�±;
±75� 86 �´��6�5 + ¶� ·�6���7® 86 � :6� 6� 86� �7®�5��®�6� ¯�����·�6� 5¯��8�6 ��6� ��5 �6 �± 6��56
86 ��² �®6��6®�6 86 453+86² �®86 ����� Q Å�56 �±±57 ¸7®8 �6 + O� 6® °� 86 ²Å² 6 ±7�5 � :6¸;
¸6� ¯°6®��6� 86 �� �7²±7��®�6 6® �������6² 6®� 86 �� 8¯¸75² ���7® =�6� �5�°��º 86 R�¯56�
¯��®� �±± ��·�¯� Q 86� ¯�´�®����7®� ��h ����®� �® �´�5¹6² 6®� 6® 6®���² 6 8 ��² �®� ¿ 87®�
´½857�����·�6> +
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¦§¨ © ª« +� ­ 4�5�6� �±±57º �² ���°6� 86 86®��¼����7® ±7�5 �6� ¯�´�®����7®� < =�> 6� µ =h > +
46� ��5�6� 7®� ¯�¯ 7h�6®�6� Q ±�5��5 86� ��5�6� ��7 �5��P56� 6® �������®� 86� 87®®¯6� ��5¯6�
86� �5�°��º 86 R�¯56� ÂªS«Ä +
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��®� �6��6 ±�5��6 ®7�� ®7�� �7²² 6� �®�¯56��¯� �� �7²± 75�6² 6®� ¯ ����7± �����·�6 86�
°6556� �������¯� ¿ 6® ±�5������65 86 �� �����6 �² 75±´6 � �7�� �°7®� ² 7®�5¯ ·�6 � :���������7® 86
�� ² ��57�± 6��57��7± �6 � �² �® ± 65² 6����� 8 :7h�6® �5 86� ² 6��56� 86 86®��¼����7® Q � :¯�´6��6
�7 ���6 ��5 86� ¯�´�®����7®� 86 �����6 �² 75±´6 86®��¼¯� ²¯��® �·�6² 6®� �
46��6 ²¯�´786 ®7�� � ± 65² �� ¿ 8�®� �6 ��� 86 �� �����6 �² 75±´6 ¿ 86 5¯����65 �®6 ��5;

�7¹5�±´ �6 5¯�7 ��6 Q � :¯�´6 ��6 8� ² ��57® 86 �� 97®6 86®��¼¯6 ����¯6 �7�� �® �®86®� � ���65�
86 � �¹ � 46� 5¯������� 6º±¯5�² 6®���º ®7�°6��º 7®� ² �� 6® ¯° �86®�6 ·�6 �� �7 � 86 �7² ;
±75�6² 6®� ±57±7�¯6 ±�5 � �® 6� ¶�²h57± 7��7� 86°��� Å�56 5�� ®¯6 � �7�� �°7®� ² 7®�5¯ ¿ 6®
�±± ��·��®� 86� �½��6� �´�5¹6
8¯�´�5¹6 6® 6®���² 6;8 ��² �®� ��5 86� ¯�´�®����7®� 86 �����6�² 75±´6 6� 6® ¯°����®� �6�5 86®��¼����7® ±�5 ² ��57�± 6��57��7± �6 ��² �® ¿ ·� :�® ±´¯®7;
² P®6 8 :¯�57�����¹6 �6 ±578������ 8�®� �� �����6 �² 75±´6 � 46 ±´¯®7² P®6 ® :¯���� ±�� ±5�� 6®
�7²±�6 8�®� �6 ² 78P�6 ±5¯�¯86®� � T�5 �6 h ���� 86 ������� ±5¯��² �®��56� 6® ¯ �¯² 6®�� ¼® �� ¿
®7�� �°7®� ² 7®�5¯ ·�6 �� ±5��6 6® �7²±�6 86 �6� ¯�57�����¹6 8�®� �� �7 � 86 �7²±75�6;
² 6®� 86 �� �����6 �² 75±´6 ± 65² 6����� 86 �7®¼®65 �� 97®6 86 86®��¼����7® ����5¯6 �7�� ��
±7 �®�6 � 46 5¯������ ¿ �7®¸75² 6 Q �6�º 86 �� ��5�7¹5�±´ �6 ¿ ® :¯���� ±�� 7h�6®� �°6� �6 ² 78P �6
±5¯�¯86®� �

�7�� ®7�� �7²² 6� 86 ± ��� �®�¯56��¯� Q � :¯°7 ����7® 86� ±57±5�¯�¯� ¯ �����·�6� 86 �� ��;
���6 �² 75±´6 6® ¸7®���7® 86 �� 86®���¯ � T�5 �6 h ���� 8 :6����� 86 ®�®7 �®86®����7® 5¯����¯�
��5 86� ¯�´�®����7®� 86 �����6 �² 75±´6 86®��¼¯� �7�� ´���6� ±56���7®� 6� ´���6� �6²±¯5�;
��56� 6� 86 86®���¯ ² 6��5¯6 ² ��57��7± �·�6² 6®� ±�5 �7�����7® ¿ ®7�� �°7®� ² 7®�5¯ ·�6 �6
² 78��6 5¯8��� 86 �� �����6 �² 75±´6 ��¹² 6®���� �°6� �� 86®���¯ � �7� 5¯������� 6º± ¯5�² 6®;
���º ¿ ·�7 �·� :���69 8 ��± 65�¯� ¿ �7®� ·��������°6² 6®� 6� ·��®������°6² 6®� 6® ���758 �°6� ��
����¯5���56 �

�7�� �°7®� 6®¼® �´65�´¯ Q ¯�6®856 �6� ² 6��56� 5¯����¯6� ��5 �� �����6 �² 75±´6 Q 8 :���56�
°6556� �������¯� ± ��� �7²± �6º6� � ��®� �6 ��� 86� °6556� ² 78 �¼¯� ¿ ®7�� ®7�� �7²² 6� ´6�5�¯�
�� ¸��� ·�6 �6 �± 6��56 ��² �® 8� °6556 ®6 ± 6�� ± ��� Å�56 ������¯ ± 7�5 ² 6��565 �� 86®;
���¯ �7 ���6 86 � :¯�´�®����7® � 46 ±57h �P² 6 ¿ ��¯ Q � :�±±�5���7® 8 :7º½¹P®6� ®7®;± 7®��®�� ± 7�5
¯·����h565 �6� �´�5¹6� 86� �7®� ² 78 �¼���6�5� ¿ 6�� �7²²�® Q �7�� �6� °6556� ² 78 �¼¯� � T7�5
®6 ±�� ®7�� ��² ��65 ��º �6��� °6556� �5P� �������¯� ¿ ®7�� �°7®� ������¯ �� ² ��57�± 6��57��7;
± �6 86 ��² �®6��6®�6 86 � :�7® 453+6� ² 7®�5¯ ·� :7® ± 7�°��� ��h�����65 �6��6 ²¯�´786 Q ��
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² ��57�± 6��57��7± �6 ��² �® � �7�� �°7®� ±� 5¯����65 ·�6 �·�6� ² 6��56� ±5¯��² �®��56� 86 ��5;
�7¹5�±´ �6 ��5 86� °6556� 87± ¯� �� �´57² 6 � ¶6� 5¯������� 7h�6®�� �7®� ·��������°6² 6®� 6�
·��®������°6² 6®� 6® ���758 �°6� �� ����¯5���56 6� 7�°56®� 86� ± 65�± 6���°6� ±57² 6��6��6�
±7�5 �� ����6 86 �6 �5�°��� �
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¶6� 56°Å�6² 6®�� 86 ��5¸��6 ±56®�®� �®6 �²± 75��®�6 ¹5�®8 ����®�6 8�®� �6� �±± ������7®�
°655�P56� ¿ �6�5 ��5���¯5�����7® ² ¯��® �·�6 ±56®8 �®6 �²±75��®�6 �57 ����®�6 � T�5² � �6� ²¯;
�´786� 6º±¯5�² 6®���6� ± 65² 6���®� �6��6 ��5���¯5�����7® ¿ �� ®�®7 �®86®����7® �6 5¯°P �6 ±57;
² 6��6��6 ¿ ��®� ±�5 �� ��²± �����¯ 7±¯5���7®®6��6 86 �� ²¯�´786 ·�6 ±�5 �6� ± 7���h ����¯� 6®
�65² 6 86 5¯�7 ����7® �±�����6 �
46± 6®8�®� ¿ � :6º�5����7® 86 ±�5�² P�56� ±´½��·�6� �®�5�®�P·�6� Q ±�5��5 86� ² 6��56�
7h�6®�6� ±�5 �6��6 ²¯�´786 �6 5¯°P �6 �7²± ��·�¯6 � � 6� ² 78P�6� �7®� ��75� ®¯�6����56� ± 7�5
�¯±�565 �6� �7®�5�h���7®� ¿ ¯�����·�6� 6� ± �����·�6� ¿ 56�± 6���°6� 8� ��h��5�� 6� 8� ¼ �² Q ��
5¯± 7®�6 ²¯��® �·�6 ¹ �7h��6 8� �½ ��P² 6 � < �6��6 ±57h �¯² ���·�6 ±57±56 Q �7�� �6� �½��P² 6�
56°Å��� ¿ � :�� 7��6 8�®� �6 ��� 86� °6556� �������¯� �®6 ·����;�h�6®�6 86 ² 78P�6 56®8�®�
�7²±�6 86 �6�5 �7²±75�6² 6®� ¯ ����7± �����·�6 �
4 :6�� 8�®� �6 ��856 ·�6 � :6�� �®��5��6 ®7�56 ¯��86 � ³ ��6 � :6�� 75¹�® ��¯6 �6 �7® 86�º �º 6� 
8 :�®6 ±�5� ¿ � :�²¯��75���7® 86 �� ² 78¯ ������7® 8� �7®���� ��5 ��h��5�� 56°Å�� 6� ¿ 8 :���56
±�5� ¿ �� 56�´65�´6 86 �7 �� 86 �7²±75�6² 6®� ¯����7± �����·�6� ± 7�5 �6� °6556� �������¯� �
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47®�65®�®� �� ² 78¯������7® 8� �7®���� ¯ �����·�6 ��5 �® ��h��5�� 56°Å�� ¿ ®7�� �°7®�
±57¹5�²²¯ �® ��¹75��´² 6 86 ������ ·�� ®7�� � ± 65² �� 86 ² 7®�565 �� ®¯�6����¯ 8 :�8�±�65
�� ²¯�´786 8 :� ��°65 6� T´�55 ¿ ¯��h ��6 ± 7�5 86� ² ��¯5���º ² ����¸� ¿ �� ��� 86 ² ��¯5���º
56°Å��� � �7�� �°7®� ±57± 7�¯ �®6 ²¯�´786 8 �56��6 ±7�5 6���½65 8 :�²¯ ��7565 �6��6 ¯°������7®
8�®� �6 ��� 8 :�® �7®���� ¯�����·�6 � 46� �±±57 �´6� 56��6®� 6®�756 ��² ��¯6� ±�5 �� ± ��������¯ �
4 :6�� ��5 �6 ±57h �P² 6 ·�6 86° 5� ±75�65 � :6�75� ±5�®��±�� 8�®� �� �7®��®���¯ 86 �6��6 ¯��86 �
¶� ¸75�6 86 �� ²¯�´786 8 :� ��°65 6� T´�55 ±57° �6®� 86 �� 8 ���7 �����7® ¿ ±�5¸7 �� 8 ������h �6
6� �7�°6®� 8 �����¯6 ¿ 86� �7®�5�h���7®� ¯�����·�6� 6� ± �����·�6� � O� �65��� ����6 86 ± 7�°7 �5
�87±�65 �®6 8¯² �5�´6 ¯·��°��6®�6 8�®� �6 ��� 86� �7®����� 56°Å��� �
46 �½± 6 86 8¯² �5�´6 ±�5��� 6®° ���¹6�h �6 8�®� �6 ��856 8 :�®6 �±±57 �´6 ���7 �7´¯56®�6 �

�® ± 6�� 6®° ���¹65 8 :������65 ®7�56 ��¹75��´² 6 86 ������ ±7�5 ¯°���65 ¿ ±7�5 �´�·�6 °��6�5
86

a/t
�� °��6�5 8� ±�5�² P�56 ¹¯7²¯�5�·�6

ε
56®8�®� �7²±�6 86 �� 8¯�6º �7® ¯�����·�6

86 �� ��5¸��6 Q � :6º�¯5�6�5 8� �7®���� � ��®� �6 ��� 86 �� ²¯�´786 h��¯6 ��5 �6 ®7²h56
�8 �² 6®��7®®¯

2P/Sδ
¿ 7® ± 6�� 6®° ���¹65 8 :������65 �� 56����7® ¯��h ��6 8�®� �6 ��� 8� �7®����

¯ �����·�6 ¿ �755�¹¯6 8 :�® ±�5�² P�56 ²����± ������¸ ·�� �65��� �755¯ �¯ 6²± �5�·�6² 6®� �� 56�7�5
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¯ �����·�6 86 � :�®86®�6�5 Q �� 8¯�´�5¹6 =T�5 6º6²± �6 ¯¹�� Q ª 8�®� �6 ��� 8 :�® 56�7�5 �7²± �6�
6� ¯¹�� Q « 8�®� �6 ��� 8 :�®6 �h�6®�6 86 56�7�5 ¯ �����·�6> �
¶6� 5¯������� 7h�6®�� ��5 �6� ² 78��6� ¯·��°��6®� 5¯8���� ¿ ±5¯�6®�¯� �� �´�± ��56 S ¿ ®7��
7®� �² 6®¯� Q ±57±7�65 ¿ 8�®� �6 ��� 7» ¼ �² 6� ��h��5�� �°��6®� �6 ²Å² 6 �76���6®� 86
T7 ���7® ¿ �®6 �7 � 86 ²¯ ��®¹6 ±7�5 �6 ² 78��6 ¯·��°��6®� 5¯8��� h��¯6 ��5 �®6 �5�®�����7® 86
�� ¸7®���7® 86 � �7 � �® 86° 5� 6®° ���¹65 8 :������65 ®7�56 ��¹75��´² 6 ±7�5 ¯��h ��5 �®6 ���5�6�
¯��h �����®� ·�6 � ² 78P�6 6�� �6 ± ��� °���86 8�®� ·�6 ��6 ¹�²² 6 86 �7®���®�6� ¯ �����·�6� �
¶ :6º± �7 �����7® 86 � :�8�±��h ����¯ 86 ®7�56 ��¹75��´² 6 ±7�55��� ����� ± 65² 6��56 �7® �����;

����7® ± ��� �½��¯² ���·�6 �� ��� 8� �7®���� �8´¯��¸ 6� ± 7�5 86� 56°Å�6² 6®�� ²�����7��´6� ¿
86 ¸��7® ± ��� ���7² ����¯6 �
³®¼® ¿ �� 56�´65�´6 86 �´�²±� �®®6º6� �8�±�¯� �� ��� 8� �7®���� ��5 �® ��h��5��56°Å�� ¿ 87®� �®6 6º±56���7® 6�� 87®®¯6 6® �®®6º6 µ ¿ �6²h �6 �®6 ± ���6 ±57² 6��6��6 ± 7�5

� :7h�6®��7® 8 :�®6 �7 ����7® �®��½��·�6 ��² ����56 Q �6��6 ¸7�5® �6 ±�5 À 65�9 ¿ U®6887® ¿��� 8�®�
�6 ��� 86� �7®����� ��5 ��h��5��� ² ����¸� � �®6 ¸75²�����7® �®��½��·�6 ± 65² 6��5��� 8 :����6�5�
�®6 ¹¯®¯5�������7® ± ��� ¸����6 86 �� ²¯�´786 8 :� ��°65 6� T´�55 �
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47®�65®�®� �� 8¯�65² �®���7® 8 :�®6 �7 � 86 �7²± 75�6² 6®� ¯����7± �����·�6 ± 7�5 �� ��;

���6 �² 75±´6 ¿ ®7�� �°7®� 8¯°6�7±± ¯ �®6 ²¯�´786 �������®� �� ² ��57��± 6��57��7± �6 ��² �®
�7²² 6 ² 7½6® 86 ² 6��565 �7 ���6² 6®� �� 86®��¼����7® 8 :�® ¯�´�®����7® 86 �����6 �² 75±´6 �
<°6� �6��6 �6�´® �·�6 ®7�� �°7®� ² �� 6® ¯° �86®�6 �® ±´¯®7² P®6 8 :¯�57�����¹6 8�®� ��
�����6 �² 75±´6 ®7®;86®��¼¯6 Q ����5���7® � �7�� �°7®� 7��6®� �®6 ��5���¯5�����7® ±�5��6 ��6
86 �6� ¯�57�����¹6 � �7�� �°7®� ����� 7��6®� ±�5 �� ²Å² 6 ²¯�´786 �®6 ��5�7¹5�±´ �6 86 ��
86®��¼����7® 5¯��8�6��6 86 �� �����6 �² 75±´6 �7�� �® �®86®� � ���65� 86 � �¹ � 46 5¯������
� ± 65² �� 86 ² 6��56 6® ¯° �86®�6 �� ®¯�6����¯ 86 5�� ®65 �� �7 � 86 �7²± 75�6² 6®� ¯����7;
± �����·�6 6º ����®�6 � �7� ������� ±5¯ ��² �®��56� ±�5 ¯�¯² 6®�� ¼® �� �®8 �·�6®� ·�6 �� ±5��6 6®
�7²±�6 86 � :¯�57�����¹6 �6®8 Q �²¯ ��7565 � :���758 6®�56 �6 ² 78P �6 6� � :6º±¯5�6®�6 � �7��
�°7®� ����� ² �� 6® ¯° �86®�6 �®6 ��¹² 6®����7® 8� ² 78��6 5¯8��� 86 �� �����6 �² 75±´6 ��
�7�5� 86 �� 86®��¼����7® �
¶� ±57� �¯² ���·�6 86 �� ² 78¯ ������7® 86 �� ± ��������¯ 86 �� �����6 �² 75±´6 56��6 � �6®
¯° �86²² 6®� 7�°65�6 � �7�� 8 :�� 758 ¿ � :�²± �¯² 6®����7® 86 �� �7 � 86 �7²± 75�6² 6®� ±57±7�¯6
86² �®86 Q Å�56 �²¯ ��75¯6 6� � :�����6² 6®� 8� 7� 86� ±�5�² P�56� ������� �6� 86² �®86 Q Å�56
5¯����¯6 � O� �7®° �6®85��� 86 ± ��� 86 ±56®856 6® �7²±�6 �� °�5����7® 86� ±57±5�¯�¯� ¯�����·�6�
8� �½��P² 6 �°6� �� 86®��¼����7® ¿ �6 ·�� ® :� ±�� ¯�¯ ¸��� ���·� :Q ±5¯�6®� � U7�� 5¯�65°6 ·�6 �6�
5¯������� 86 ��²�����7® ±����6®� 56®856 �7²±�6 86� 5¯������� 86 ��5�7¹5�±´ �6 ¿ �6��6 ±5��6
6® �7²±�6 ®7�� ± 65² 6��5��� 86 °¯5�¼65 �� °���8 ��¯ 8� �´7 �º 86 �� �����6 �² 75±´6 �7²² 6
² ��¯5��� 86 5¯¸¯56®�6 ± 7�5 �� �����5���7® 86� 8 ��± 7����¸� 86 ®�®7 �®86®����7® �
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³º±¯5�² 6®���6² 6®� �6 ±57� �P² 6 ²¯5��6 8 :Å�56 �±±57¸7®8 � � ¶6� ��5�7¹5�±´ �6� 86 ��97®6 86®��¼¯6 �7�� �®86®����7® ²¯5��65��6®� 8 :Å�56 5¯����¯6� �°6� �®6 5¯�7 ����7® �±�����6
² 6 ���6�56 =² ��®�6®�®� ·�6 � :7® � �®6 ² 6 ���6�56 �7²±5¯´6®��7® 8� ±57� �P² 6> � � :���56�
²¯�´786� �½�®� �®6 ² 6 ���6�56 5¯�7 ����7® �±�����6 ¿ ®7��²² 6®� �� �7² 7¹5�±´ �6 � ¿ 86°57®�
Å�56 6®° ���¹¯6� ±7�5 5¯����65 86� ��5�7¹5�±´ �6� ��² ����56� ��5 86� �®86®�� 86 ± ��� ± 6���6
�����6 6� 87®� ² 7 �®� �6®���´¯�� 86 ¼ ���5���7® �
¶6 8¯°6 �7±± 6² 6®� 86 ²¯�´786� 86 ² ��57�± 6��57��7± �6 µ 5���7��® 6� �6�5 ���������7® 8�®�
86� ¹¯7²¯�5�6� �6²� ��� �6� Q �6 ��6� 86 ®7�56 ¯��86 ± 65² 6��57®� 86 5¯����65 86� ² 6��56�
�7²± �¯² 6®���56� 86 �6 ��6� 7��6®�6� ±�5 ² ��57�± 6��57��7± �6 � �² �® � ³® 6�6� ¿ �� ² ��57�;
± 6��57��7± �6 � �² �® ¸7�5® ����®� �� 86®���¯ 8 :�® ± 6��� °7 ��² 6 86 �����6 �² 75±´6 ¿ 7® ±7�55�
7��6® �5 ¿ ±�5 �6 � ���� 86 �� ² ��57�± 6��57��7± �6 µ 5���7��® �®6 ² 6��56 �7 ���6 86� ±57±5�¯;
�¯� ¯�����·�6� 8� ² ��¯5��� � �® ±7�55��� Q �6� 7 �����7® 6®° ���¹65 �®6 ®7�°6 ��6 ��²±�¹®6
86 ² 6��56 ��5 �� �����6 �² 75±´6 6® 6®���² 6 8 ��² �®� ¿ �7�± ��®� ¿ ��5 �6� ²Å² 6� ¯�´�®;
����7®� ¿ ² ��57�± 6��57��7± �6 � �² �® 6� ² ��57�± 6��57��7± �6 µ 5���7��® ¿ ¸7�5® ����®� ��®�� �®
���° � �7²± �6� 8� �7²± 75�6² 6®� ¯ ����7± �����·�6 86 �� �����6 �² 75±´6 �6 �7® � :�º 6 86� ±56�;
��7®� ´½857�����·�6� �

� 6 ± ��� ¿ �� ¸��85� �´65�´65 Q 7��6® �5 � :¯°7 ����7® 86� ±57±5�¯�¯� ¯ ����7± �����·�6� 86
�� �����6 �² 75±´6 �6 �7® �® �´6² �® 86 �´�5¹6² 6®� ®7®;´½857�����·�6 � �®6 ±�5��6 86 ��
�7 ����7® 5¯��86 ±57��� �6² 6®� 8�®� � :�����6² 6®� 8 :�®6 �7 � 86 �7²±75�6² 6®� � ���®¯��56 °7®
� ��6� ±7�5 56®856 �7²±�6 86 � :�®86®����7® 86 �����6 �² 75±´6 ����5¯6 � �® ± 7�55��� ��®��
���¯865 Q �®6 ±�5��6 86 � :¯°7 ����7® 8� �7²±75�6² 6®� ¯����7± �����·�6 86 �� �����6 �² 75±´6
�6 �7®¹ 86 � :�º6 86� �������6² 6®�� � �® ± 6�� ����� 6®° ���¹65 86 ��5�7¹5�±´ �65 86� 97®6�
86®��¼¯6� 7��6®�6� �°6� 86� �®86®�6�5� 86 8 ��¯56®�6� ¹¯7²¯�5�6� �
³®¼® ¿ �� � :6º± ¯5�6®�6 ±7�°��� 8 :�®6 ¸��7® 7� 8 :�®6 ���56 Å�56 6®° ���¹6�� �6 ¿ �� �65����®�¯56���®� 8 :7��6® �5 6º±¯5�² 6®���6² 6®� � :¯°7 ����7® 86 �� �6���7® 8 :�® ¯�´�®����7® 86 �����6

�² 75±´6 �´�5¹¯ �® ��º ���6² 6®� � 46�� ®7�� ¸7�5® �5��� �®6 ¯°������7® 86 �� °��6�5 �® �����6
86 � :�®8 ��6 8 :�®75² ����¯ 8� ² ��¯5��� �

�� 	 
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�7�� �°7®� 6®¼® 6���½¯ 8 :¯�6®856 ®7�56 ¯��86 �� ��� 86 °6556� �6®��� �6² 6®� ± ���
² 78 �¼¯� ·�6 �� �����6 �² 75±´6 � �7�� �°7®� ² 7®�5¯ ·�6 �6 �± 6��56 � �² �® ®6 ± 6�� ± ��� Å�56
������¯ ±7�5 ² 6��565 �� 86®��¼����7® �7 ���6 8� ² ��¯5��� � �7�� �°7®� �6± 6®8�®� ² 7®�5¯ ¿
6® �������®� � :�7® 453+ ¿ ·� :�� ¯���� ± 7���� �6 86 ¸��56 � 7�65 Q �®6 �7®86 ��5����5��6 �6 ²Å² 65� �6 86 ®�®7� ��¹6 86 86®���¯ ·�6 �6� �®®6��º Q S �¯�5�P856� 86 �� �����6 �² 75±´6 � �7�
±56² �65� 5¯������� ¿ 7��6®�� ��5 86� ¯�´�®����7®� 86 °6556 86 � 7��6���6 7®� ² 7®�5¯� ·� :��
� :�¹ ������ 8 :�®6 ± ���6 ±57² 6��6��6 �
¶� ± 7�5����6 86 �6��6 ¯��86 �6²� �6 86°7 �5 � :75¹�® ��65 �6 �7® 86�º �º6� � � :�®6 ±�5� ¿ ��
¸��85� 5¯����65 �® ¯���7®®�¹6 ·��®������¸ 8� �± 6��56 86 ��² �®6��6®�6 86 453+ ¿ �¼® 8 :7��6;
® �5 �®6 �®¸75² ���7® ± ��� ·��®������°6 ��5 �� 86®��¼����7® 5¯6��6² 6®� ��� �6 �7 ���6² 6®� ±�5
�6 ² ��¯5��� � �®6 ¸7 �� �6� ¯���7®®�¹6 7��6®� ¿ �� �7®° �6®85� 8 :�±± ��·�65 �6 ²Å² 6 ±57�7 �7 �6
·�6 �6 �� � ������¯ ± 7�5 �� �����6 �² 75±´6 �
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¶6 �6�7®8 �º6 8 :¯��86 ± 75�65� ± ����� ��5 �� ®���56 86 �� �7®86 ��5����5��6 Q �´7 ���5 �
³® 6�6� ¿ �� ® :6�� ±�� ¯° �86®� ·�6 �6 �´57² 6 OO O �7 �� ®¯�6����56² 6®� Q ²Å² 6 86 ¸7�5® �5 ��
² 6 ���6�56 � ��¹6 86 86®���¯ ±7���� �6 � �® ± 7�55� 6®° ���¹65 � :���¹6 86 �6556�;5�56� ¿ �7²² 6
³�3+ 7� U² 2+ �
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47®��8¯57®� �6 �½ ��P² 6 ²¯��® �·�6 �7®�����¯ ±�5 �® 86² �;6�±��6 ��7�57± 6 ¯�����·�6
´7² 7¹P®6 56°Å�� 8 :�® ¼ �² ��7�57± 6 ¯�����·�6 ´7² 7¹P®6 8 :¯±����6�5

t
¿ �7�² �� Q �® �´�5;

¹6² 6®� ®75² �� ��®� ¸57��6² 6®� ® � �8´¯��7® ±�5 �® �®86®�6�5 �º ��½²¯�5�·�6 ��7�57± 6 ¯���;
��·�6 ´7² 7¹P®6 86 ¸75² 6 �5� ��5��56 =� �¹�56 � �ª> � U�±± 7�7®� ±�5¸���6 � :�8´¯��7® 6®�56 �6
¼ �² 6� �7® �����5�� � T7�7®�

Esub

6�
νsub
=56�± �

Efilm

6�
νfilm

> �6 ² 78��6 86 �7�®¹ 6�
�6 �76���6®� 86 T7 ���7® 8� �����5�� =56�± � 8� ¼ �² > � T7�7®� 6®¼®

Eind
6�
νind

�6 ² 78��6
¯ �����·�6 6� �6 �76���6®� 86 T7 ���7® 86 � :�®86®�6�5 �

�7�7®� ² ��®�6®�®�
u1

�6 8¯± ���6² 6®� ®75² �� 86 �� ��5¸��6 8� �����5�� 56°Å�� ¿
u2�6 8¯± ���6² 6®� ®75² �� 86 �� ��5¸��6 86 � :�®86®�6�5 =�7��6� 86�º ®7�¯6� ±7����°6� °65�

� :�®�¯5�6�5 8� �����5�� 56°Å�� > 6�
q(r)

�� �7®�5��®�6 ®75² ��6 �±± ��·�¯6 ±�5 � :�®86®�6�5
�7²± �����®� ��5 �6 �����5�� 56°Å�� =�7²±�¯6 ±7����°6 °65� � :�®�¯5�6�5 8� �����5�� 56°Å�� > �
³® �������®� �� �5�®�¸75² ���7® 86 À�®�6� ¿ 8�®� �6 ��856 86 � :¯ ��������¯ ��®¯��56 ¿ ¶ � �®84´7� ÂSSÄ 7®� 7��6®� �®6 56 ����7® �7®�5��®�6
8¯¸75² ���7® ·�� ± 6�� Å�56 ±�5������5��¯6 6®��5¸��6 8� �½ ��P² 6 56°Å�� ±�5 


u1(r) =

∫

0

∞

dk q(k)J0(kr)C(k, 〈E〉, t) =< �ª>
�°6� 


C(k, 〈E〉, t) =
2

E∗
film

1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt

1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt

a = αγ3−γ1

1+αγ3

¿
b = α−1

α+γ1

¿
α =

Efilm

Esub

1+νsub

1+νfilm

¿
γ1 = 3 − 4νfilm

�®8
γ3 = 3 − 4νsub

E∗
film

¯��®� �6 ² 78��6 5¯8��� 8� ¼ �² ¿
J0(x)

�� ¸7®���7® 86 µ6��6 � 86 ±56² �P56 ���¯¹75�6 6�
8 :75856 « 6�

q
�� �5�®�¸75²¯6 86 À�®�6 � 8 :75856 « 86

q
�
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³® �������®� �� �5�®�¸75² ���7® 86 À �®�6� ¿ �6��6 56 ����7® ± 6�� Å�56 5¯¯�5��6 

ku1(k) = C(k, 〈E〉, t)q(k) =< ��>

47®��8¯57®� ² ��®�6®�®� �6 �7��;�½��P² 6 �7®�����¯ ±�5 � :�®86®�6�5 � 47²² 6 �6 �7®����
6�� ��®� ¸57��6² 6®� ® � �8´¯��7® ¿ �� �7®�5��®�6 ®75² ��6 �±± ��·�¯6 6® ��5¸��6 86 � :�®86®�6�5
±�5 �6 �����5�� 56°Å�� 6�� ¯¹��6 Q −q(r) � �® ± 6�� ��75� ¯�5�56 � :¯·����7® ���°�®�6 ¿ ·���7556�±7®8 Q � :¯·����7® =< ��> 


ku2(k) = − 2

E∗
ind

q(k)
=< �S>

³® �7²� �®�®� =< ��> 6� =< �S> ¿ 7® 7���6®� �®6 ¯·����7® ±56®�®� 6® �7²±�6 �� �7²± �����®�686 � :�®86®�6�5 

k (u1(k) − u2(k)) =

(
C(k, 〈E〉, t) +

2

E∗
ind

)
q(k)

=< ��>
U � ² ��®�6®�®� 7® ± 7�6

u(r) = u1(r) − u2(r)
��75� ¿ 6® �������®� �� ��®¯�5��¯ 86 �� �5�®;

¸75² ���7® 86 À �®�6 � ¿ 7® 7���6®� 


ku(k) =

(
C(k, 〈E〉, t) +

2

E∗
ind

)
q(k)

=< ��>

�® °7 �� ��75� ·�6 �6 �½��P² 6 �°6� �®86®�6�5 �7²± �����®� ± 6�� Å�56 5�² 6®¯ Q �®6 �7®¼;
¹�5���7® 86 �½± 6 �®86®�6�5 5�¹ �86 ¿ �°6� �6± 6®8�®� �®6 �¯¹P56 ² 78 �¼����7® 86 �� ¸7®���7® 86
� 566® 8� �½��P² 6 � �® ± 6�� �7²² 6®�65 �6��6 865® �P56 ¯·����7® �5�P°6² 6®� 6® �7®�����®�
·�6 ¿ �75�·�6 �6 ² 78��6 86 � :�®86®�6�5 �6®8 °65� � :�®¼® � ¿ 7® 56�57�°6 � �6® �6 ��� �®86®�6�5
5�¹ �86 6� � :¯·����7® =< ��> � � 6 ± ��� ¿ �� �6 �½��P² 6 56°Å�� �6®8 °65� �® �½��P² 6 ´7² 7¹P®6 ¿
� :¯·����7® =< ��> �6 ��²± ��¼6 6® � :¯·����7® =� ��> ¿ ·�� �5�8��� � �6® �6 ��� 8� �7®���� ��5 �®
�½��P² 6 ´7² 7¹P®6 �

� �� ���
	������ �� �� 	�������	� ���
 � 
���
	� ��
� 	�
���	 ��	� � 
���	��	�
� �� ��
� ��
 ���	�

�® � 8¯�����¯ �� �´�± ��56 � �6� ¯·����7®� �8 �² 6®��7®®¯6� ������¯6� ± 7�5 �7®��5��56 ®7�56
��¹75��´² 6 86 ��²�����7® 8� �7®���� ¯�����·�6 ��5 �® �����5�� 56°Å�� 8�®� �6 ��� 8 :�®
�®86®�6�5 �7® �·�6 � �7�� ±5¯�6®�7®� ��� �6� 56����7®� 7��6®�6� ± 7�5 �6 �7®���� �±´¯5�·�6
6� �6 �7®���� 6® ± 7 �®�7® ± ��� � �7�� ² 7®�57®� ·�6 ¿ �� �� ² ��5��6 7��6®�6 8�®� �6 ��� 8�
�7®���� �±´¯5�·�6 6�� �6²� ��� �6 Q �6��6 8� ��� 8� ��®6 ¿ 6��6 6�� �¯¹P56² 6®� 8 ��¯56®�6 8�®�
�6 ��� 8� ± 7 �®�7® ± ��� Q ����6 86 �� 8 ���7®��®���¯ 86 �� �7®�5��®�6 6®

r = a
8�®� �6 865® �65

��� �

� @B @? �EKGEM�MJDE I��NHJ	
G
��®� �6 ��� 8� �7®���� �±´¯5�·�6 ¿ 7® �

u(r) = δ − r2/(2R)
¿
R
¯��®� �6 5�½7® 86 ��

�±´P56 � ³® �������®� � :¯·����7® =� �ª«> ¿ 7® ± 6�� 87®� ¯�5�56 �7�� �6 �7®���� 
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∀ s ≤ a, θ(s) = δ − s2

R

=< �Ã>
� 6 ²Å² 6 ·�6 8�®� �6 ��� 8� ��®6 ¿ ®7�� �®�578���7®� �6� ¹5�®86�5� ®75² ����¯6� ���;
°�®�6� 


ρ ≡ r

a
; ς ≡ s

a
; τ ≡ t

a
; η ≡ ka

=< �¬>

∆ ≡ δR

a2

=< �¾>

Z(k, 〈E〉, t) ≡
E∗

film

2
C(k, 〈E〉, t) − 1

=< ��>

G(r) ≡ 2Rg(r)

a2 E∗
film

=< �ª«>

�® 7���6®� ��75� 


∀ ς ≤ 1, ∆ − ς2 = G(ς) +
2

π

∫

0

1

G(ρ)

(∫

0

∞

dηZ(η, 〈E〉, τ) cos(ηρ) cos(ης)

)
dρ
=< �ªª>

Π =
2PR

a3E∗
1

= 4

∫

0

1

dρG(ρ)
=< �ª�>

� 6 ²Å² 6 ·�6 8�®� �6 ��� 86 � :�®86®����7® �7® �·�6 ¿ �� �7®��®���¯ 86 �� �7®�5��®�6 6®
��5¸��6 ����56

G(1) = 0
� �7®� ¿ ±7�5 �®6 °��6�5 87®®¯6 86

τ
¿ �� ®7�� ¸��� 5¯�7�856 �®

�½��P² 6
(N +1)× (N +1)

87®� �6� �®�7®®�6� �7®� �6�
N
°��6�5� 56���®�6� 8� �´�²±

G
6�

�� ±¯®¯�5���7® ®75² ����¯6
∆
� �® ± 6�� 87®� ®�²¯5��65 ±��� 5¯¯�5�56 =< �ªª> �7²² 6 ���� 


−ς2i = G(ςi) +
1

Nπ
G(0)K(ςi, 0, 〈E〉, τ) +

2

Nπ

∑

j=1..N−1

G(ρj)K(ςi, ρj , 〈E〉, τ) − ∆
=< �ªS>

�6 ·�� 56° �6®� ² ��5���6 ��6² 6®� Q 




−ς20
−ς21���

−ς2N−1

−ς2N




=




1 + 1
Nπ
K00

2
Nπ
K01 . . . 2

Nπ
K0(N−1) −1

1
Nπ
K10 1 + 2

Nπ
K11 . . . 2

Nπ
K1(N−1) −1��� ��� � � � ��� ���

1
Nπ
K(N−1)0

2
Nπ
K(N−1)1 . . . 1 + 2

Nπ
K(N−1)(N−1) −1

1
Nπ
KN0

2
Nπ
KN1 . . . 2

Nπ
KN(N−1) −1







G(0)
G(1)���

G(N − 1)
∆




=< �ª�>
�® �7®����6 ·�6 �� ² ��5��6 6�� 6º���6² 6®� �� ²Å² 6 ·�6 8�®� �6 ��� 86 � :�®86®����7®

�7® �·�6 � �7®� 6® ±5���·�6 ¿ �6 ������ 8� ��� �7® �·�6 6� 8� ��� �±´¯5�·�6 ®6 �6 8 �� ¯56®;
��6®� ·�6 ±�5 �6 °6��6�5

(ςi)iε[0;N ]

¿ 87®� �6� �7²±7��®�6� �7®� �6 ��6� 8� ��� �7® �·�6 ¯ �6°¯6�
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�� ��55¯ � 46 �� 6�� 6® ¸��� °���� �6 ± 7�5 �7�� �´�5¹6² 6®� ±�5 �® �®86®�6�5 ®7®;± ��® ¿ ��
�7®��®���¯ 86 �� �7®�5��®�6 6®

r = a
�²±7��®� �6��6 ²Å² 6 ¸75² 6 ² ��5���6 ��6 ¿ �°6� ± 7�5

�6��6 8 ��¯56®�6 �6 °6��6�5 8� ±56² �65 ² 6²�56 � ¶6� 7± ¯5���7®� �7®�7²² ��5��6� 86 �6²±�
86 ������ ¯��®� �6 56²± �����¹6 6� � :�®°65��7® � 86 �� ² ��5��6 ¿ 7® �57�°65� �®�¯5Å� Q �5���65
��²����®®¯² 6®� ± 7�5 �® ²Å² 6 �½��P² 6 �7��6� �6� ¹¯7²¯�5�6� 6®° ���¹6�� �6� 8 :�®86®�6�5
®7®;± ��® �

� @B @B 
G � DJE�DE ���M
47®��8¯57®� ² ��®�6®�®� �6 ��� 8� ± 7 �®�7® ± ��� � 47²² 6 �6 8¯± ���6² 6®� 6�� �7®���®�

��5 �7�� �� 97®6 86 �7®���� ¿ 6® �������®� =� �ª«> 7® 7���6®� 


∀ s ≤ a, θ(s) = δ
=< �ª�>

� :7» � :7® ��56 �� 56����7® ���°�®�6 86 ¸��7® ��² ����56 Q =< �ªª> 


∀ s ≤ a, δ =
2

π

∫

0

a

g(r)

(∫

0

∞

dk C(k, 〈E〉, t) cos(kr) cos(ks)

)
dr
=< �ªÃ>

<°6� �®6 ®75² �������7® �6²� ��� �6 Q �6 ��6 �®�578���6 ± 7�5 �6 ��®6 ¿ ®7�� 7��6®7®� �6�
¹5�®86�5� �8 �² 6®��7®®¯6� ���°�®�6� 


ρ ≡ r

a
; ς ≡ s

a
; τ ≡ t

a
; η ≡ ka

=< �ª¬>

Z(k, 〈E〉, t) ≡
E∗

film

2
C(k, 〈E〉, t) − 1

=< �ª¾>

G(ρ) ≡ 2 g(ρ)

δ E∗
film

=< �ª�>

�7�� �®�578���7®� �6� ·��®���¯� 8�®� � :¯·����7® =< �ªÃ> 


∀ ς ≤ 1, 1 = G(ς) +
2

π

∫

0

1

G(ρ)

(∫

0

∞

dηZ(η, 〈E〉, τ) cos(ηρ) cos(ης)

)
dρ
=< ��«>

� 5��6 Q �6��6 ®75² �������7® ¿ ®7�� 7��6®7®� �®6 6º±56���7® 86 �� �´�5¹6 �±± ��·�¯6
®75² ����¯6 ¿

Π
¿ 6� 8� ² 78��6 ¯·��°��6®� �8 �² 6®��7®®¯ ¿ E∗

eq

� �® ®7�65� ·�6 �6��6 6º±56���7®
��# ��� &-$"#,! -� /*!,,!). ,%/)' *! .!,(' *! $#"$+" 0+! "# *-$%,(%'/./%) �� (&-#"#� "! � " 	/)


�!&'/%) *! "# ,#.&/$! (%+& +) , �,! .#+� *-$
#)./""%))#�! 3  !(!)*#). � *#)' )%.&! $#' (&-$/' � "! .#+�
* 	-$
#)./""%))#�! *! "# ��� !'. *! �

20
$%).&! ��� (%+& "# *-$%,(%'/./%) �� 3 �! .!,(' *! $#"$+ " *! "#

��� ) 	!'. *%)$ (#' )-� "/�!#� "! *!�#). $!"+ / *! "# *-$%,(%'/./%) �� 3
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8� � 78��6 �·�����6�� 6�� �6 ��6 ·�� 6�� �������6 8��� �6� ���´786� 8 :����½�6 86� 87���6�
6º	�5�� 6����6� ����6� 8 :6����� 86 ���7 ��86�����7� �

Π = 4

∫

0

1

dρG(ρ)
=< ���>

E∗
eq =

E∗
eq

E∗
film

=
Π

4

=< ���>
46��6 ¸7 �� �� 5��7 ����7� 86 �6��6 �·����7� �6 5��P�6 8 ���56��6 8� ��� 86 � :��86��6�5

�7� �·�6 � 
� 6�6� � �� �75� 6 8� 	 7 ���7� 	 ��� ���578��� ��6 8 ���7�������� 86 �� �7��5����6 6�
r = a

� �� � :� 87�� 	 ��� 8 �56��6� 6�� ���P� Q
G(1)

� 
�� 86� �6�� ��6 ���7���6 � 46	 6�8��� �
�7�� 6 �� � :6� ���6 	 ��� 86 56 ����7� 6��56

δ
6�
a
=6� 6�6� �

a
6�� �� 	�5�� P�56 ��	 7�� 	�5

�� �75� 6 8� 	 7 ���7� > � 7� � :� 	 ��� Q ������65 � :��7 ����7� 86
δ
��6�

a
=� 6 ���� �

δ
8 ��	�5���
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�6 �6 ����P� 6 ��86��� �6�8 �65� � :�7� 7���� ��� �
�7��

g
6�
θ
=Q �� �����	 �����6�5 
�6 ��7�
�6 	5P�> � � 6��65��7�� ��75� �6� ����	� ���6�6�

�		57	5��� Q �7�56 	57� �P� 6 �7�� �� �75� 6 


v(s) =

∫

0

∞

drΦ(r, s) r u(r) avec Φ(r, s) = Θ(s − r)φ(r, s)
=� ��>

p(s) =

∫

0

∞

drΨ(r, s) r q(r) avec Ψ(r, s) = Θ(r − s)ψ(r, s)
=� ��>

7�
Θ
6�� �� �7����7� 86 � 6�����86 =

Θ(r < 0) = 0
6�

Θ(r > 0) = 1
> �

�� 8��� ���7� 86� �7����7�� �7����
Ψ
6�

Φ
	 65� 6��6�� ��6 8��65� ����7� �7�	 �P�6 86�

����	� ���6�6�
p
6�
v
=�7�� 7�5� Q �� ����6�5 �����	 ������� 	5P�> � � 6 	 ��� �

p
6�
v
86����

#�56 56���� 	�5 ��6 56 ����7� ������56 6� �7 ���6 � 7� 87 �� 	 7��7 �5 ��5�56 


p(s) = B v(s)
=� �S>



�$� �

�
���������� ���� ��� ��� ������ �������


� 5���5����� � :�
����7� =� ��> � 7� 7���6�� 


p(s) =

∫

s

∞

drΨ(r, s) r q(r)

=

∫

s

∞

Ψ(r, s) r

(∫

0

∞

dk kJ0(kr) q(k)

)
dr

=

∫

0

∞

k q(k)

(∫

s

∞

drΨ(r, s) rJ0(kr)

)
dk

=

∫

0

∞

q(k)

(
k

∫

s

∞

dr rJ0(kr)Ψ(r, s)

)
dk

=� ��>


� �7�� ����� =� ��> 6� =� �S> ��6� =� ��> � 7� 7���6�� ����� 

p(s) = B v(s)

= B

∫

0

s

drΦ(r, s) r u(r)

= B

∫

0

s

Φ(r, s) r

(∫

0

∞

dk C(k)J0(kr) q(k)

)
dr

= B

∫

0

∞

C(k, 〈E〉, t)q(k)
(∫

0

s

drΦ(r, s) rJ0(kr)

)
dk

= B

∫

0

∞

q(k)

(
C(k, 〈E〉, t)

∫

0

s

dr rJ0(kr)Φ(r, s)

)
dk

=� ��>

�6� 86�� 56 ����7�� 86���� 56��65 ����86� 	 7�5 �7��
q
� 7� 6� 8�8��� 


BC(k, 〈E〉, t)
k

∫

0

s

dr rJ0(kr)Φ(r, s) =

∫

s

∞

dr rJ0(kr)Ψ(r, s)
=� ��>

�6 
�� 6�� �
�����6�� � �7�	�6;�6�� 86 �� �75� 6 86
Φ
6�

Ψ
� Q 


BC(k, 〈E〉, t)
k

Φ(k, s) = Ψ(k, s)
=� �$>

� :�
����7� =� �$> 87 �� 56��65 ����86 �75�
�6 � :�	����6�5 8� � �� �6�8 �65� � :���� � � � 5 � 8���
�6 ��� � �7�� 6 �� �� ���	 ��56 � � � :�
����7� =� �S> 86� �6�� � :�
����7� =� ��> �

p
6�
v
�7��65�6���56�	 6����6� 6�� �65�

g
6�
θ
� 46��6 �7���865���7� ��8��� ����56 ��6� 6��

B = E∗
film/2

� 8 :7� ��
� �6�� 
�6 


kΨ(k, s) =
E∗

film

2
C(k, 〈E〉, t)Φ(k, s)

=� ��>
�� 5��7 ����7� 6�

Φ
6�

Ψ
86 �6��6 �
����7� �7����7��6��6 	 65� 6� � :7��6���7� 86 ����	�

���6�6� �		57	5��� 	7�5 �� 5��7 ����7� �������
�6 8� �7����� � �����
�6 � 8P� �75� 
�6 ��
�7����7� 86 � 566� C 8� ����P� 6 6�� �7���6 � 46��6 865� �P56 56� �5
�6 � 7��56 �� �5��86�8�	��� ����� 86 �7�56 �		57 ��6 	 7�5 �� 5��7 ����7� 86 �7����� � �����
�6 � #� 6 ������7���6�
�5P� �7�	 �6�6� �
T�5������5��7�� � ����6���� �7�56 ������ �� ��� 8� �����5�� 56�#�� � 
� ��5����� 6�	 ��;

���6� 6�� C(k, 〈E〉, t) � �7�� 7��6�7�� 

k(1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt)Ψ = (1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt)Φ

=� ��>



�

�
���������� ���� ��� ��� ������ ������� �$S


�5��7�� � ����6����
Φ
6�

Ψ
�7�� 6 


Φ(k, s) = Φbh(k, s)χ(k, 〈E〉, s, t)
Ψ(k, s) = Ψbh(k, s) ξ(k, 〈E〉, s, t)

=� ���>
7�

Φbh

6�
Ψbh

�7�� �6� 6�	56���7�� 86
Φ
6�

Ψ
7��6��6� 8��� �6� ��� �5����� 	�5 ��5��6 � �

����6� 6� ����� �S� � S �� 6� 8��� �� 	�5 

θ(s) =

∫
0

s
drΦbh(r, s) r u(r)

g(s) =
∫

s

∞
drΨbh(r, s) r q(r)

=� ���>

� :�
����7� =� �$> 86���� 56��65 ����86 8��� �6 ��� 8 :�� ����P� 6 �7� 7�P�6 � 7� 7���6�� 

kΨbh(k, s) = Φbh(k, s)

=� ���>

� �7�� ����� �6��6 865� �P56 �
����7� ��6� =� ��> � 7� 7���6�� 


(1 − (a + b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt)ξ = (1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt)χ
=� ��S>

��6�
χ(k, 〈E〉, s,∞) = ξ(k, 〈E〉, s,∞) = 1

�
O� 6� ���6 ��75� ��6 ���� ��� 86 �7�	 �6� {χ; ξ} �7 ����7�� 86 � :�
����7� =� ��S> � �7�� ��7 �;����7�� �� 	 ��� ���	 �6 


{
ξ(k, 〈E〉, t) = (1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt)
χ(k, 〈E〉, t) = (1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt)

=� ���>

< ���� � �6� �7����7��
Φ
6�

Ψ
�7�� 8��� �� �7�� 6 


{
Ψ(r, s, t) = Ψbh(k, s)(1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt)(r, s, t)

Φ(r, s, t) = Φbh(k, s)(1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt)(r, s, t)

=� ���>

Φ
6�

Ψ
����� 8��� �� �

p
6�
v
56�	 ����6�� 86�� 86� �57 �� �7�8 ���7�� ���6����56� 	7�5 #�56

�7���8�5�� �7�� 6 86� ����	� � �6� �8�	��� �� 	57� �P� 6 8� �7����� ��5 �� �����5�� 56�#��
=��6 8��� ���7� �8�	��6 Q �� � �� ��� 86� �7�8 ���7�� ��� ��� ��6� 6� ��6 56����7� ������56
6� �7 ���6> � � �5��7�� � ����6���� 
�6 �� 56����7� 6��56

p
6�
q
� 6� �6��6 6��56

v
6�
u
�7��

5��65��� �6� 	�5 �6 � ���� 86 �5����75� ���7�� �����5��6� 


p(s) =

∫

s

∞

drΨ(r, s) r q(r)

=

∫

0

∞

drΨ(r, s) r q(r)

=

∫

0

∞

r q(r)

(∫

0

∞

dk kJ0(kr)Ψbh(k, s)(1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt)

)
dr

=

∫

0

∞

r q(r)

(∫

0

∞

dk J0(kr)(1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt) cos(ks)

)
dr

=

∫

0

∞

cos(ks)(1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt)

(∫

0

∞

dr rJ0(kr)q(r)

)
dk

⇔ q(r) =

∫

0

∞

kJ0(kr)
1

1 + 4b kt e−2kt − ab e−4kt

(
2

π

∫

0

∞

ds cos(ks)p(s)

)
dk

=� ���>



�$� �

�
���������� ���� ��� ��� ������ �������

v(s) =

∫

0

s

drΦ(r, s) r u(r)

=

∫

0

∞

drΦ(r, s) r u(r)

=

∫

0

∞

r u(r)

(∫

0

∞

dk kJ0(kr)Φbh(k, s)(1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt)

)
dr

=

∫

0

∞

r u(r)

(∫

0

∞

dk kJ0(kr)(1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt) cos(ks)

)
dr

=

∫

0

∞

k cos(ks)(1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt)

(∫

0

∞

dr rJ0(kr)u(r)

)
dk

⇔ u(r) =

∫

0

∞

kJ0(kr)
1

k(1 − (a+ b+ 4b(kt)2)e−2kt + ab e−4kt)

(
2

π

∫

0

∞

ds cos(ks)v(s)

)
dk
=� ��$>

< ���� � 	 7�5 �� ��65 �6� �
����7�� =� �S> 6� =� ��> � �6� ����	� ���6�6�
p
6�
v
� 	 65� 6�����

��6 5��7 ����7� �������
�6 6����6 8� �7����� ��5 �� �����5�� 56�#�� � 	 6��6�� � :��5�56 





p(s) =
∫
0

∞
dk cos(ks) ξ(k, 〈E〉, t) q(k)

v(s) =
∫
0

∞
dk cos(ks)χ(k, 〈E〉, t) ku(k)

=� ���>

46	 6�8��� � �7�� 6 �7�� � :��7�� 8 �� �� ���	 ��56 � � �6 ������ 86
p
6�
v
�6 5��P �6 ���69

��� 75�6�� � �6 
�� �7�� � �7�8��� Q �7�� ��� ��65 8��� �� �7���5����7� 86 �7�56 �		57 ��6 Q
��6 ���	 �6 5��7 ����7� ����5�
�6 86 � :�
����7� �����5��6 56����� g 6� θ �

�� 	 6�� ���56 ��6 865� �P56 56� �5
�6 ��5 �� ����5����� 86 �6��6 �		57 ��6 � 
� 6�6� �
�6� �7�8 ���7�� ��� ��� ��6� 8 :�� 	57� �P� 6 86 ������7���6� ����� �7�� 7�5� 8� � #� 6 ��	 6
=�8����7� 	�5����6 ��� ���65���6� 6� ��� ��6� ����6 6�

z = +∞> � �� �7����7� 86 � 566� 8�����P� 6 ��86��� � :��5�5� �7�� 7�5� �7�� �� �75� 6 C = P (k, 〈E〉, t)/Q(k, 〈E〉, t) � 7� P
6�
Q�7�� 86� �7����7�� 	7 ���7� ���6� 86

k
6�
e−kt � � 6 ���7� �7�	 �P�6� 6�� ����5��6 � �� 	57� �P� 6

8 :��86�����7� ������
�6 8 :�� ������7���6� 	7�55� #�56 5��7 �� �������
�6� 6�� 6� ��������� 





p(s) =
∫
0

∞
dk cos(ks)P (k, 〈E〉, t) q(k)

v(s) =
∫
0

∞
dk cos(ks)Q(k, 〈E〉, t) ku(k)

=� ���>
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�7�� 8������7�� 8��� �6��6 ���6�6 �6� ������� ���7 ���� ��� �57 �� 	�5��6� 86 � :���75���� 6������� 	7�5 �����65 	�5 � ��� 6��� �� �� �� �7 � 86 �7�	75�6� 6�� 86 �� �����6 �� 75	�6 � T7�5
�����65 �6� �7����7�� � �7�� �6 �7�����657�� ��� 
� :��6 �7 �� �6� �6��6�5� 8 :75856 � =σ � ε ����>6� �6� �6��6�5� 8 :75856 � =

D,E
����> �6��6� 6�� 86�� �7 �� � �7�� �6� ������� �7�� 	5��6���� ��5

�� ���6 8 :�� �6�� ���� 6�� �

� �� 	 
	� ��
	 � ���� ����� ��� 	� � ���
 ���� 	 �	 
��� 	 �

U�		7�7�� �7�� 8 :��758 
� :�� 	��
n
� :� ��� 6�� �7���8�5� ����� 6��756 � �����
�6 � <� 	��

n + 1
� �� ���� �7�� 6��65 	�5 ��5��65 �� � :6�� �7�� 7�5� �6 ��� � T7�5 �6 ���56 � 7� �7�� 6��6

	�5 ��		7�65 
�6 � :� ��� 6�� 6�� 6�6����6� 6�� �7�� 7�5� � �����
�6 ������56 � 47���������
σ n6�

∆εn+1

� 7� 7���6�� ��75� 	�5 �88 ���� ��� �� �7��5����6
σ tr 


σ tr = σ n +



: ∆εn+1

=4 ��>
�� ��5��6 6�����6 �� ����8 ��� 86 � :��	 7��P�6 8 :� ��������� ������56 6� ���������

f tr =
f(σ tr)

� U �
f tr 6�� ��5���6� 6�� ������� � �6 �7�	75�6� 6�� 86 � :� ��� 6�� 6�� � �6� 6��756 ����;

��
�6 �� �7�5� 8� 	�� 86 ������
n+ 1

� 6� �6 ������ 6�� �� � 

σn+1 = σ tr � εn+1 = εn + ∆εn+16� �6 �6��6�5

D
n+1

�6 �7��7�8 ��6� �6 �6��6�5 86 5�� �8 ��� E �� ��� �6 ��� �7��5��56 � � :���� 86 �7��5����6 ������� 	�5 �� �7 � 86 �77�6 �6 ����6 8���
�6 87� ���6 ���658 �� 8� 	 ���

p� τ
� �6 	7 ��� 86 �7����7��6� 6�� 8� ����P� 6 87 �� 87��

#�56 5�� 6�� ��5 �� ��5���6 �5���
�6 � � � :6���86�� 86 8��75� ���7� �7�;���7� 78� 	�5 ��
8��75� ���7� � �����
�6 86�5� ��75� � :#�56 	 �����
�6� 6�� �
O� ���� 87�� ��� 8��65� ��65 �� �5����7�

β∆εn+1

86 � :���5�� 6�� 86 8��75� ���7� 	 65� 6�;
���� 8 :���6 ��856 ������
�6� 6�� �� ��5���6 �5���
�6 =�7 �5 ���56 4 ��> � �6 56��6 86 � :���5�� 6�� �
(1 − β)∆εn+1

� �65� ������� 8��� �� 8��65� �����7� 86 �� 8��75� ���7� � ����7	 �����
�6 �
�� 	%� "! )%, 	#"�%&/.
,! *! &#((!"
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� ��
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� �� � � �	����������� ����� ���
�� �� � ���������� � �� ��		 �� � �� �� ����� ���� ��
��	����� ��� �� �� ��� ��� � ����������� �� ����� �� �� 	��� �P�� 	 ������������

���� �
f

� ���� 	�� ��� �������� �������� ��
∆ε

� Q ����� �� ���� � �� ��������� ���
J(σ)

�
�� � ���� 	�� 	����� �� �� �������� �������
��� ��� �� ����� ���	 �� �� ������ ��

β
� ��	 ������ �

�� ���� 
��
fn = f(σ n) < 0

��
f tr = f(σ tr) > 0

�
f

����� 	�� �������� ��� �������� ������� �
	 ��� �� � ������ ��

β
	�� �� 	�� ������ �� ��	 � � ������� �� � �� ������� �� ���������� ��

���� ��� σn
�σtr � 	������ 	�� ��� ������� ���	 ������� ��

f
�� ��� 	� ���� � ���� � ������ 


β = − fn

f tr − fn

,

�� ������� ����� 

fc = f(σ c),

����
σ c = σ n +



: ∆ε

= σ n + β(σtr − σ n)
=� ��>

O� ��� � ����� �� ��	 ���� ����� �	������� � �� ���	 ������
σ n

=���	 �
σ tr > 	�� σ c

��
fc

���
������� =���	 � 	������ > � ��� ���������� ���������� ���
� �Q �� 
�� |fc|

�� �� ���������� Q ���
������ ����� ���� �

� ��� �� ��� �� �� � ������� ����� ��� Q ������	 �����
�� �� 	�� �� ������ 	�������� � ��
�� �� ������� ��� �������� � �� ���� ��������� �� 	� ��� �� ����������� ��� ��� �� �������
�����
�� � ���� � � ���������� � �� ��		 �� �� ���������� 
� ���� ����� �� �� � ���� �� �� 	��� �P��
	 ������������ �

� �� � ��	
� ���� ��� �� ���� �� �����	�
 � ���� ���	

< �� ����� ���� � ��	����� �� � ������� ��� �� ������ ����� � �����	 �����
�� � ���� Q ����
�� 	����� �� � ������� ��� �� ������ ����� � O� ����� Q ������ ���� �� ������ �� �����	 ��������
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	 �����
��
∆λ
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