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THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 13 novembre 2006

pour l’obtention du

Doctorat de l’Université de Caen Basse-Normandie
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Résumé

Cette thèse porte sur la prise de décision distribuée dans des systèmes multi-agents agissant
sous incertitude (les colonies de robots autonomes par exemple). Les processus décisionnels de
Markov Décentralisés décrivent un formalisme mathématique permettant de modéliser et de
résoudre de tels problèmes. Leur utilisation pour la plani�cation des tâches dans des applications
réelles pose toutefois quelques di�cultés. Le modèle usuel des DEC-MDPs ne permet par exemple
pas la prise en compte de contraintes sur l'exécution des tâches. De plus, la complexité de leur
résolution est telle qu'il est di�cile de déterminer une solution optimale excepté pour de petits
problèmes.

Le travail que nous présentons dans cette thèse a pour premier objectif d'adapter le mo-
dèle des DEC-MDPs a�n de proposer une modélisation adéquate du temps et des actions, et
de permettre la représentation de problèmes réels. Nous décrivons ainsi une nouvelle classe de
DEC-MDPs : les OC-DEC-MDPs (DEC-MDP avec Coût Occasionné). Dans un second temps,
nous nous intéressons à leur résolution. Nous proposons di�érents algorithmes procédant à la
plani�cation des tâches de chaque agent en vue d'une prise de décision décentralisée et auto-
nome, en accord avec les contraintes du problème. A�n de développer des algorithmes e�caces
et de traiter des problèmes de taille importante, nous recherchons une approximation de la solu-
tion optimale. Nous procédons également à un découpage du problème initial en un ensemble de
MDPs, et introduisons la notion de coût occasionné a�n de tenir compte des interactions entre
les agents et de calculer des politiques coopératives.

1
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L'idée de créer des êtres arti�ciels dotés d'intelligence est présente dans l'imaginaire des
hommes depuis plusieurs milliers d'années. En e�et, dès l'antiquité, di�érents mythes mettent
en scène de telles entités déchargeant leur maître de tâches ingrates, fatigantes ou dangereuses
comme le conte par exemple Homère dans l'Illiade à propos d'Héphaïstos1. Le mythe de Pro-
methée et l'histoire du roi Pygmalion2 reprennent eux aussi les thèmes de la créature arti�cielle
toujours conçue par un dieu.

Jusqu'au XVIème siècle, cette idée du serviteur arti�ciel passe dans l'oubli. Elle réapparaît à
Prague sous la forme du Golem, créature faite de boue, portée à la vie par une force occulte et
chargée de réaliser toutes les tâches domestiques.

Au XIXème siècle, la révolution industrielle et les progrès scienti�ques, en particulier l'inven-
tion de l'électricité3, conduisent à penser qu'une telle créature peut naître de la science, sans
l'intervention d'une force divine ou occulte. Ainsi, Mary Shelley [Shelley, 2005] écrit l'histoire
d'un être créé de toutes pièces par le savant Dr Frankenstein. Le thème du scienti�que découvrant
le secret de fabrication d'un homme arti�ciel qui se révolte ensuite contre son concepteur, est
également utilisé dans la pièce RUR (Rossum Universal Robots [Capek, 1997]) de Karel Capek
où apparaît pour la première fois le terme de � robot �. Cette pièce innove en décrivant des
êtres arti�ciels produits en masse. Elle donne également le ton aux récits de science �ction des
années 1920 à 1930 où se multiplient les apparitions de robots belliqueux se retournant contre
les hommes. En 1938, Isaac Asimov [Asimov, 2004], lassé de tels scénarios, écrit des histoires
de robots réagissant à � des règles logiques implantées dans leurs cerveaux �. Il décrit alors des
êtres arti�ciels au service de l'homme et dotés de qualités morales idéales.

1Héphaïstos aurait créé deux servantes en or chargées de l'aider à transporter les produits de sa forge jusqu'à
l'Olympe.2Pygmalion, roi de Chypre et sculpteur, réalisa une statue de son idéal féminin dont il tomba amoureux. En
réponse à ses prières Aphrodite donna vie à la statue, la nommant Galatée.3On pensait alors pouvoir redonner vie à des tissus morts grâce à l'électricité.
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L'Intelligence Arti�cielle

L'apparition des premiers ordinateurs vers 1943 va permettre d'entrevoir la concrétisation
de ce rêve. Les scienti�ques vont alors chercher à concevoir des machines dotées d'intelligence
conduisant ainsi à la naissance de l'intelligence arti�cielle (1956). Leur premier objectif est alors
de développer des machines aussi intelligentes que l'homme. Après l'optimisme des premières
années, les chercheurs vont prendre conscience de l'ampleur de la tâche et l'intelligence arti�cielle
va être dé�nie comme � l'élaboration d'entités intelligentes � [Russell et Norvig, 2003].

Toute l'ambiguïté de cette dé�nition réside dans la caractérisation de la notion d'intelligence.
Russell et Norvig [Russell et Norvig, 2003] proposent de classer les di�érentes dé�nitions données
à l'intelligence arti�cielle suivant qu'elles ont trait au processus de ré�exion (raisonnement)
mis en place ou au comportement a�ché par le système développé. Parmi ces dé�nitions, ils
identi�ent alors les approches cherchant à développer des systèmes pensant ou agissant comme
des humains. L'évaluation de l'intelligence de tels systèmes est bien entendu subjective et repose
sur des véri�cations empiriques. Un second point de vue consiste à dé�nir un concept idéal
d'intelligence : la rationalité. Russell et Norvig présentent alors l'intelligence arti�cielle comme
l'élaboration d'entités agissant de manière rationnelle. Ils a�rment d'ailleurs que le terme de
� computational rationality � aurait été mieux adapté que celui d'intelligence arti�cielle. Ils
argumentent que dé�nir un système intelligent comme un système rationnel permet de s'abstraire
des questions sur la nature de l'intelligence et sur les critères caractérisant l'intelligence d'une
machine. Nous adopterons dans cette thèse un point de vue identique a�n de dé�nir l'intelligence
d'un système. La rationalité étant un standard bien dé�ni, la notion d'entité intelligente comme
entité rationnelle sera ainsi clairement établie. Cette vision de l'intelligence arti�cielle présentera
également l'avantage de n'imposer aucun mécanisme précis pour atteindre la rationalité. Nous
reviendrons par la suite sur les critères de rationalité alors utilisés.

Notre domaine de recherche

Le domaine de l'intelligence arti�cielle peut être divisé suivant les problèmes abordés, ces
derniers étant étroitement liés aux applications envisagées, ou bien suivant les techniques utili-
sées. Parmi les thèmes étudiés en intelligence arti�cielle nous pouvons citer : la démonstration
automatique de théorèmes, les jeux, le traitement automatique du langage naturel (écrit ou oral,
reconnaissance ou synthèse), la plani�cation de tâches, la prise de décision, l'analyse d'images,
la fouille de données, la robotique, ... A�n de développer des systèmes intelligents destinés à de
telles applications, il est fait appel à une grande diversité de techniques : réseaux de neurones,
approche heuristique, logique, modèles stochastiques, apprentissage, algorithme génétique ... Ces
applications et techniques sont très nombreuses et sujettes à de nombreuses classi�cations dif-
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férentes comme le suggère la grande diversité des catégorisations proposées par les conférences
majeures portant sur l'intelligence arti�cielle.

Le travail que nous présentons dans cette thèse se situe à l'intersection de di�érents thèmes
précédemment énumérés. Nous nous intéressons à la plani�cation de tâches en vue de la prise
de décision dans des colonies de robots autonomes, et plus généralement par des systèmes multi-
agents.

Notre problématique

Comme nous venons de l'exposer, l'utilisation d'entités intelligentes en vue de la réalisation
de tâches dangereuses, pénibles ou impossibles pour l'homme, n'est pas une idée nouvelle. Les
récents progrès réalisés concernant le développement d'agents autonomes ont toutefois permis de
concrétiser de tels projets auparavant cantonnés aux récits de science �ction.

Les recherches se sont tout d'abord orientées vers l'élaboration d'entités agissant seules (sys-
tèmes constitués d'un seul robot par exemple). Ces travaux ont démontré la faisabilité et les
potentialités du développement de telles entités intelligentes. Plus récemment, les recherches en
intelligence arti�cielle ont commencé à s'intéresser à la mise en interaction de telles entités et
à la complexité des comportements qui en découle. C'est autour de cette idée que se sont dé-
veloppés les travaux concernant les systèmes multi-agents. Il est alors apparu que les décisions
prises par une entité appartenant à un tel système sont complexi�ées du fait des interactions.
Il devient alors plus di�cile, à partir des décisions individuelles, d'obtenir un comportement
� collectivement intelligent �.

Ce problème va constituer le c÷ur de notre travail. Nous allons plus particulièrement chercher
à élaborer un processus permettant à des entités de prendre, individuellement et de manière
autonome, des décisions de façon à obtenir un comportement collectif rationnel. Les colonies
de robots autonomes coopératifs constitueront l'application principale de notre travail. Nous
développerons donc une approche permettant à chaque robot de prendre des décisions de manière
autonome de façon à maximiser les performances de la colonie. Dans ce but, nous ferons appel
aux Processus Décisionnels de Markov Décentralisés (DEC-MDPs), adaptation des Processus
Décisionnels de Markov (MDPs) au cadre multi-agent.

Bien que les DEC-MDPs permettent la modélisation de problèmes décisionnels multi-agents,
leur utilisation pour la résolution de problèmes concrets, par exemple pour la plani�cation de
tâches dans des colonies de robots autonomes, peut s'avérer di�cile. Les DEC-MDPs ne per-
mettent en e�et pas la prise en compte de certaines données du problème comme les contraintes
sur l'exécution des tâches. De plus, la complexité de leur résolution est telle qu'il est extrême-
ment di�cile de calculer une solution optimale. Nous chercherons donc tout d'abord à adapter
ce modèle a�n de permettre la résolution de problèmes décisionnels multi-robots. Nous dévelop-
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perons ensuite di�érents algorithmes permettant la plani�cation des tâches de chaque entité en
vue d'une prise de décision individuelle et autonome en accord avec les contraintes du problème.
Nous chercherons alors à développer des algorithmes de résolution e�caces permettant la gestion
de problèmes de taille importante tout en respectant les di�érentes contraintes sur l'exécution
des tâches.

Plan synthétique de la thèse

Le présent document se décompose en quatre parties. La première partie réalise un état de
l'art des di�érents outils utilisés par la suite dans nos travaux. La seconde partie introduit les
problèmes auxquels nous nous intéressons et en propose une modélisation. La troisième partie
porte sur la résolution des problèmes précédemment modélisés. En�n, la quatrième et dernière
partie présente les di�érentes expérimentations menées en vue de valider nos travaux.

Partie I : Décision sous incertitude dans les SMA

En nous appuyant sur une étude bibliographique, nous présenterons en première partie de
ce document, les di�érents concepts et outils utilisés dans nos travaux. Un premier chapitre
introduira les systèmes multi-agents. Nous présenterons tout d'abord le concept d'agent pour
ensuite discuter de la mise en interaction de plusieurs de ces entités. Le second chapitre aura pour
objet les Processus Décisionnels de Markov. Ces derniers proposent un formalisme mathématique
particulièrement adapté à la résolution de problèmes décisionnels mono-agents sous incertitude.
Ceci nous conduira à présenter, dans un troisième chapitre, une extension des MDPs au cadre
multi-agent. Nous introduirons alors les DEC-MDPs et nous discuterons des di�cultés liées à
leur résolution.

Partie II : Un DEC-MDP pour la gestion de contraintes sous incertitude

La seconde partie de ce document s'articulera autour de deux chapitres. Le premier permet-
tra, à partir du contexte applicatif de notre thèse, de dé�nir clairement les problèmes auxquels
nous nous intéressons. Nous identi�erons alors les types de contraintes portant sur l'exécution
des tâches dont il sera nécessaire de tenir compte par la suite. Le second chapitre portera sur la
modélisation de ces problèmes à l'aide de DEC-MDPs. Après avoir présenté les di�cultés liées
à l'utilisation d'un tel formalisme, nous introduirons un nouveau modèle adapté à la représen-
tation de contraintes : l'OC-DEC-MDP. Nous disposerons alors d'une modélisation adaptée aux
problèmes qui nous sont posés.
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Partie III : Résolution d'un OC-DEC-MDP

La troisième partie de ce document portera sur la résolution des problèmes précédemment
modélisés. Nous développerons un algorithme e�cace de plani�cation des tâches permettant de
tenir compte des di�érents types de contraintes émanant du problème. Le premier chapitre de
cette partie permettra de �naliser la modélisation du problème sous forme d'OC-DEC-MDP.
Nous présenterons ensuite, dans un second chapitre, di�érentes mesures permettant à un agent
d'évaluer individuellement ses décisions en tenant compte de leur impact sur les autres agents.
Nous introduirons alors les notions d'utilité espérée et de coût occasionné. Ces mesures nous
permettront d'aboutir à un comportement collectivement rationnel. Elles seront ainsi utilisées
dans les chapitres suivants décrivant chacun un algorithme de résolution des OC-DEC-MDPs.
Le troisième chapitre de cette partie présentera un algorithme permettant de déterminer une
approximation de la politique optimale par amélioration d'un ensemble de politiques initiales.
En�n, le quatrième chapitre décrira une version itérative du précèdent algorithme développée en
vue d'améliorer la qualité des solutions retournées par notre approche.

Partie IV : Validation de l'approche

La quatrième partie de cette thèse s'attachera à démontrer la validité de nos travaux. Un
premier chapitre s'intéressera à l'e�cacité des algorithmes développés ainsi qu'à la qualité des
solutions obtenues. Un second chapitre traitera plus particulièrement de l'applicabilité de nos
travaux à des problèmes réels liés au développement de colonies de robots autonomes.

Nous conclurons en�n en tirant le bilan des travaux exposés dans cette thèse et présenterons
di�érentes perspectives ouvertes par ce travail.

Les preuves des di�érents théorèmes et corollaires énoncés dans ce document sont détaillées
en annexe. Une présentation succincte des robots Koala, utilisés lors de la validation de notre
approche, est également jointe.
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Première partie

Décision sous incertitude dans les SMA
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Introduction de la partie I

Dans les pages qui précèdent, nous avons introduit l'Intelligence Arti�cielle comme ayant
trait à la conception d'entités intelligentes. Nous avons choisi la rationalité comme concept pour
dé�nir l'intelligence d'un système. Nous pouvons ainsi envisager l'Intelligence Arti�cielle comme
la conception d'agents rationnels. Avant d'aller plus loin dans la présentation de notre travail,
il nous semble nécessaire de dé�nir plus précisément un certain nombre de notions telles que la
notion d'agent et de rationalité.

L'objet de cette première partie est donc d'introduire les concepts qui seront à la base du
travail que nous présenterons par la suite. Nous commencerons, dans un premier chapitre, par
dé�nir la notion d'agent puis, nous aborderons la dimension sociale de ces entités et nous dis-
cuterons de leur mise en interaction. Les systèmes multi-agents seront alors présentés. Nous
soulignerons l'importance du processus de décision dans la mise en place d'entités intelligentes
et nous décrirons les problèmes liés à la décision dans les systèmes multi-agents.

Les deux chapitres suivants porteront sur la formalisation des problèmes décisionnels dans des
environnements stochastiques. Le chapitre 2 introduira les processus décisionnels de Markov
pour la résolution des problèmes de décision mono-agent. Le troisième et dernier chapitre de
cette partie établira le lien entre les deux chapitres qui auront précédé. Nous nous intéresserons à
l'adaptation des processus décisionnels de Markov dans un contexte multi-agent. Nous décrirons
alors plus particulièrement les processus décisionnels de Markov décentralisés et nous
aborderons les di�cultés posées par leur résolution.

13
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Chapitre 1

Les systèmes multi-agents

Bien que l'Intelligence Arti�cielle ait fait l'objet de nombreuses dé�nitions et qu'elle puisse
être abordée selon di�érents points de vue, il est possible de s'accorder sur le fait qu'elle consiste
en la mise en place de systèmes intelligents également appelés agents.

La notion d'agent occupe donc une place prépondérante en Intelligence Arti�cielle et va
constituer la base de ce premier chapitre. Nous commencerons par présenter la diversité des dé�-
nitions du terme d'agent et nous développerons les concepts d'environnement et d'autonomie
qui y sont étroitement liés. Nous décrirons ensuite les di�érentes caractéristiques d'un agent, en
nous attardant plus particulièrement sur les agents rationnels. Comme nous l'avons souligné
précédemment, nous adopterons alors le point de vue de Russell et Norvig.

Dans un second temps, nous nous intéresserons à la dimension sociale des agents qui constitue
le propos de l'Intelligence Arti�cielle Distribuée. Nous introduirons les systèmes multi-agents et
discuterons de la mise en interaction de plusieurs agents et de leur organisation. Nous reviendrons
en�n sur certaines propriétés des systèmes multi-agents qui occuperont une place essentielle dans
la suite de notre travail.

1.1 Présentation du concept d'agent

Dans cette première section, nous commencerons par présenter di�érentes dé�nitions et ca-
ractéristiques des agents, pour ensuite préciser ce que nous désignerons par le mot agent dans le
reste de notre travail.

1.1.1 La multiplicité des dé�nitions

Intéressons nous tout d'abord à une dé�nition très générale du mot � agent � donnée dans le
dictionnaire Le petit Robert de la langue française.

15
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Dé�nition 1 Dé�nition du mot agent selon le dictionnaire Le petit Robert

� L'être qui agit.
� Ce qui agit, opère ; force, corps, substance intervenant dans la production de certains phé-
nomènes.

Comme l'évoque cette dé�nition, l'action est au c÷ur du concept d'agent. Le mot agent
provient d'ailleurs du latin agere qui signi�e � faire, mettre en mouvement �. Cette dimension
de l'action est également à la base de la dé�nition de Russell et Norvig [Russell et Norvig, 2003]
présentée dans leur ouvrage introduisant les principes fondamentaux de l'intelligence arti�cielle.

Dé�nition 2 Agent selon Russell et Norvig [Russell et Norvig, 2003]

� An agent is just something that acts. � 4

Bien que le mot agent soit souvent associé à un être humain (agent de change, agent de
police, ...), il peut également désigner des notions bien plus abstraites comme nous pouvons le
voir dans des expressions telles que � agent chimique, physique �, � agent de contagion �, � agent
mutagène �, ...

En ce qui nous concerne, nous nous intéresserons plus particulièrement aux agents informa-
tiques5 qui font l'objet de nombreuses études en intelligence arti�cielle. La notion d'agent en
informatique a donné lieu à de nombreuses dé�nitions dont Franklin et Graesser donnent un bref
aperçu dans [Franklin et Graesser, 1996]. A l'heure actuelle, aucune dé�nition n'a été universelle-
ment acceptée bien que certaines rassemblent la majorité de l'opinion. L'étude de ces dé�nitions
permet toutefois d'en identi�er des traits communs.

La première question qui se pose lorsque nous parlons d'agents en informatique consiste
à établir une di�érenciation entre un agent et un programme informatique. En e�et, selon la
dé�nition précédente de Russell et Norvig, un agent est quelque chose qui agit. Dans ce cas,
nous pouvons supposer qu'un programme informatique est un agent : un programme reçoit des
informations en entrée et produit un résultat qui est retourné à la �n de son exécution. Un
programme agit et pourrait donc être assimilé à un agent. Il existe cependant plusieurs notions
fondamentales qui distinguent un simple programme d'un agent. En e�et, Russell et Norvig
ajoutent à leur dé�nition : � But computer agents are expected to have other attributes that
distinguish them from mere programs, such as operating under autonomous control, perceiving
environment, persisting over a prolonged period, adapting to change, and being capable of taking
on another's goals � 6.

4Un agent est simplement quelque chose qui agit.5Russell et Norvig les désignent par le terme � computer agent �6Cependant, les agents informatiques sont supposés posséder d'autres caractéristiques qui les distinguent de
simples programmes, comme l'autonomie, la perception de l'environnement, la persistance sur une période pro-
longée, l'adaptation au changement, la faculté de modi�er ses buts.
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Ces notions d'autonomie, d'environnement et d'objectif, sont également présentes dans la
dé�nition de Wooldridge et Jennings [Wooldridge et Jennings, 1995] :

Dé�nition 3 Agent selon Wooldridge et Jennings [Wooldridge et Jennings, 1995]

� An agent is a computer system that is situated in some environment and that is capable of
autonomous action in this environment in order to meet its design objectives. � 7

Par perception de son environnement, un agent peut donc � récolter � des informations qu'il
utilisera ensuite a�n de décider de façon autonome comment agir. L'exécution d'une action ainsi
que la dynamicité de l'environnement modi�ent les perceptions de l'agent qui décide alors d'une
nouvelle action, et ainsi de suite. Cette boucle perception-action, représentée sur la �gure 1.1,
met en évidence les interactions entre l'agent et son environnement.

Environnement

Agent Action

Perception

Fig. 1.1 � Agent et environnement

Ferber [Ferber, 1995] propose également une dé�nition de la notion d'agent dans laquelle
nous retrouvons ces concepts clefs. Sa dé�nition est cependant plus orientée vers les systèmes
multi-agents qui constituent la base de son travail.

Dé�nition 4 Agent selon Ferber [Ferber, 1995]

� Un agent est une entité physique ou virtuelle
� qui est capable d'agir dans un environnement,
� qui peut communiquer directement avec d'autres agents,
� qui est mue par un ensemble de tendances (sous la forme d'objectifs individuels ou d'une
fonction de satisfaction, voire de survie, qu'elle cherche à optimiser),

� qui possède des ressources propres,
� qui est capable de percevoir (mais de manière limitée) son environnement,

7Un agent est un système informatique situé dans un environnement et capable d'agir de manière autonome
dans cet environnement a�n d'atteindre les objectifs pour lesquels il a été conçu.
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� qui ne dispose que d'une représentation partielle de cet environnement (et éventuellement
aucune),

� qui possède des compétences et o�re des services,
� qui peut éventuellement se reproduire,
� dont le comportement tend à satisfaire ses objectifs, en tenant compte des ressources et des
compétences dont elle dispose, et en fonction de sa perception, de ses représentations et des
communications qu'elle reçoit. �

Cette dé�nition évoque les concepts de compétence, objectifs, perception limitée et commu-
nication que nous décrirons par la suite. Ferber dé�nit l'agent comme une entité physique ou
virtuelle ce qui permet de mettre en évidence le fait qu'un agent n'est pas seulement restreint à
un composant logiciel ou à un module informatique (virtuel). Il peut également s'agir d'un robot,
d'un satellite, d'un avion, d'un aspirateur, d'un char d'assaut, etc.

L'agent informatique le plus basique qui soit décrit dans la littérature, consiste en un ther-
mostat qui régule par lui-même la température d'une pièce [Wooldridge, 2002]. Le thermostat
peut, à partir de ses capteurs, percevoir la température de la pièce. En fonction de ses percep-
tions, il décide de manière autonome comment agir sur le chau�age. A l'opposé, des agents d'une
complexité beaucoup plus importante peuvent être envisagés, tels que les voitures autonomes
pouvant s'insérer et évoluer dans une circulation dense.

1.1.2 Les concepts communs

A partir des dé�nitions que nous avons présentées, nous pouvons mettre en évidence le fait que
la dé�nition d'un agent s'articule autour de plusieurs concepts communs en particulier, l'agent
lui même, l'environnement et l'autonomie. Nous allons à présent revenir plus en détail sur
chacun de ces trois concepts.

Agent

Toutes les dé�nitions du concept d'agent informatique, s'accordent sur le fait qu'un agent est
équipé de capteurs lui permettant de percevoir son environnement et d'e�ecteurs lui permet-
tant d'agir dans cet environnement. A partir de ces capteurs, l'agent acquiert des connaissances
sur son environnement qui peuvent enrichir des connaissances fournies a priori par le concepteur.
Ces informations lui permettent alors de décider comment agir. Cette décision résulte d'un pro-
cessus délibératif plus au moins complexe. Un agent peut, par exemple, baser ses décisions sur
ses perceptions courantes, ou bien sur l'historique de ses perceptions. Après délibération, l'agent
exécutera, grâce à ses e�ecteurs, l'action qu'il a décidé de réaliser.

Les types de capteurs et d'e�ecteurs que possède un agent sont étroitement liés à l'application
pour laquelle il sera utilisé. Ainsi, un robot explorateur sur Mars sera équipé d'une caméra, d'un
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thermomètre, d'un sonar, d'une boussole, etc. Il aura pour e�ecteurs des roues, un bras articulé,
des pinces, une foreuse, ... A l'opposé, un agent professeur d'anglais aura pour capteurs un
clavier et une souris, et pour e�ecteurs un écran et des hauts parleurs lui permettant de poser
des questions et de donner des réponses.

L'ensemble des actions exécutables par un agent dépend des e�ecteurs à sa disposition. Cer-
taines actions ne peuvent être exécutées que dans des situations précises, elles requièrent alors
qu'un ensemble de pré-conditions soit satisfait.

Les capteurs et les e�ecteurs d'un agent peuvent être imprécis. De ce fait, l'information perçue
par les capteurs peut s'avérer inexacte ou incomplète. Prenons l'exemple des capteurs infrarouges
équipant les robots Koala que nous avons utilisés au cours de notre travail (cf. Annexe B). Ces
capteurs permettent de détecter des obstacles par mesure de la lumière ambiante et de la lumière
ré�échie. Cependant, la distance de détection varie de façon importante suivant les conditions
d'éclairage et le pouvoir ré�échissant de l'obstacle. Ainsi, un robot détectera une personne habillée
en noir à moins de 10 cm, un mur blanc moyennement éclairé est détecté à environ 50 cm et une
bouche d'aération en aluminium brossé à plus d'un mètre ! De plus, les mesures réalisées dans
un environnement éclairé par des néons seront fortement dépendantes de la fréquences de ces
derniers8. Ces capteurs infrarouges ne permettent donc pas d'avoir une représentation complète
et exacte de l'environnement.

En diversi�ant et en multipliant les capteurs d'un agent, il est possible, dans certains cas,
d'augmenter l'information perçue et son exactitude. Nous pouvons par exemple ajouter aux
robots Koala un sonar a�n d'améliorer ses perceptions. Nous nous trouvons cependant confrontés
à d'autres problèmes de perception tels que les échos multiples et la détection de surfaces poreuses.
Par ailleurs, la multiplication des capteurs nécessite de fusionner des informations en provenance
de di�érentes sources, ce qui n'est pas sans poser de problèmes, les informations pouvant s'avérer
contradictoires ou d'échelles di�érentes.

En ce qui concerne les e�ecteurs, des problèmes d'imprécision peuvent également se poser. En
e�et, le résultat de l'exécution d'une action n'est pas totalement contrôlé par l'agent, il dépend
également des conditions dans lesquelles l'action est réalisée. Wooldridge parle de � contrôle
partiel � [Wooldridge, 2002] puisque l'agent n'est pas totalement maître du résultat de ses actions.
Reprenons l'exemple des robots Koala, et supposons que nous souhaitions que le robot décrive
un carré. Suivant l'inclinaison du sol, l'alignement des roues, la texture du sol, etc., le robot va
plus ou moins dévier. De ce fait, après avoir décrit le carré, la probabilité que le robot revienne
exactement à sa position initiale est faible. Bien que certaines déviations puissent se trouver
compensées par d'autres, de manière générale, le robot s'arrêtera dans un certain périmètre
autour de son point de départ. La �gure 1.2 décrit le déplacement théorique du robot et donne
l'exemple d'un déplacement réel. Nous constatons que le robot ne revient pas exactement à

8Au grand dam des concepteurs de programmes !
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son point de départ. L'amplitude de la déviation est très dépendante de l'environnement, des
mouvements et du calibrage des robots, il est donc di�cile de l'estimer a priori. A titre indicatif,
sur un sol plastique lisse, nous avons pu constater des déviations de l'ordre de dix degrés sur des
déplacements en ligne droite.

Point d’arrivée réel

Point d’arrivée théorique

Déplacement théorique du robot Exemple de déplacement réel

Point de départ
et d’arrivée théorique

Fig. 1.2 � Déviation lors du déplacement d'un robot

Des problèmes d'incertitude sur l'exécution peuvent également être envisagés dans l'exemple
de l'agent � thermostat �. Lorsque la température est trop basse et que l'agent augmente le
chau�age, il n'est pas certain que la température de la pièce augmente. En e�et, l'action peut
s'avérer ine�cace si la porte ou la fenêtre sont ouvertes.

L'imprécision des capteurs et des e�ecteurs permet de mettre en évidence deux types d'incerti-
tude auxquels un agent doit faire face : le premier concerne l'observabilité de l'environnement et
le second se rapporte au résultat des actions. Ces incertitudes sont à mettre en relation avec cer-
taines caractéristiques de l'environnement, en particulier l'observabilité et l'aspect déterministe.

Environnement

Russell et Norvig [Russell et Norvig, 2003] ont identi�é un certain nombre de propriétés
permettant de caractériser l'environnement d'un agent. Un environnement peut être :

� totalement observable ou partiellement observable9 : Un environnement est dit
totalement observable si l'agent perçoit toutes les informations nécessaires à la décision. Une
telle observabilité est souvent impossible en raison de l'imprécision ou des limitations des
capteurs. L'agent ne perçoit alors qu'une partie de l'environnement qui est dit partiellement
observable. Dans les cas extrêmes, l'agent peut ne rien percevoir.

� déterministe ou stochastique : Lorsque le prochain état de l'environnement est to-
talement déterminé par son état courant et par l'action exécutée, l'environnement est dit
déterministe. Nous avons alors P (s, a, s′) ∈ {0, 1} où P (s, a, s′) est la probabilité de passer
d'un état s à un état s′ quand l'agent exécute l'action a. Si à partir d'un même état et

9On parle également d'environnement accessible ou inaccessible.
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d'une même action, il est possible d'arriver dans di�érents états alors, l'environnement est
stochastique. D'où P (s, a, s′) ∈ [0, 1[. Un environnement déterministe peut paraître sto-
chastique du point de vue de l'agent si celui-ci n'en a qu'une connaissance partielle. Etant
donné qu'il est di�cile de modéliser parfaitement un environnement, celui-ci est générale-
ment supposé comme étant stochastique. Ceci permet de représenter, par une distribution
de probabilités, l'incertitude sur les aspects inconnus on non modélisés de l'environnement.

� épisodique ou séquentiel : Dans un environnement épisodique, l'expérience de l'agent
peut être divisée en � épisodes �. Chaque épisode consiste en une phase de perception, suivie
de l'exécution d'une seule action. Chaque épisode est indépendant des autres, le résultat
de l'exécution d'une action ne dépend que de l'épisode courant. Dans un environnement
séquentiel, l'exécution d'une action peut in�uencer toutes les actions à venir.

� statique ou dynamique : Si l'environnement est susceptible de changer pendant la
phase de délibération de l'agent, alors nous avons à faire à un environnement dynamique.
Sinon, il est statique. Dans un environnement statique, l'agent n'a pas à se soucier du fait
que l'environnement peut avoir changé depuis qu'il a commencé à délibérer et que, par
conséquent, sa décision soit devenue inappropriée.

� discret ou continu : Un environnement est discret s'il existe un nombre �ni de perceptions
et d'actions possibles. Sinon il est continu.

Les environnements les plus complexes sont les environnements partiellement observables,
stochastiques, séquentiels, dynamiques et continus. De tels environnements sont dits ouverts [He-
witt, 1986]. Les caractéristiques d'un environnement in�uencent la complexité de la conception
de l'agent. Moins un agent dispose d'information, plus il lui est di�cile de prendre une bonne
décision. Wooldridge [Wooldridge, 2002] argumente que la qualité de la décision dépend de la
qualité de l'information disponible. Plus l'agent aura d'informations �ables pour prendre une
décision, plus celle-ci s'avérera adaptée à la situation. Ainsi un agent devant agir dans un en-
vironnement partiellement observable devra faire face à un manque d'information � �able � qui
complexi�era la prise de décision, par rapport à un agent ayant une connaissance complète de
son environnement.

Autonomie

Considérons un agent placé dans un environnement et devant décider, à partir de ses percep-
tions, quelle action exécuter. Si cette décision est prise sans l'intervention d'un tiers, l'agent est
dit autonome. Cette dé�nition de l'autonomie, donnée par Wooldridge et Jennings [Wooldridge
et Jennings, 1995], di�ère quelque peu de la dé�nition de Russell et Norvig [Russell et Norvig,
2003].
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Selon Russell et Norvig, l'autonomie caractérise un agent capable de s'a�ranchir des connais-
sances de son concepteur. Ainsi, un agent autonome base ses décisions uniquement sur ses connais-
sances acquises, elles ne requièrent pas un savoir fourni a priori par le concepteur. Un tel agent
doit donc être en mesure d'acquérir des connaissances a�n de pallier son manque de savoir
initial. Son comportement s'améliorera au cours de l'expérience qui lui permettra d'engranger
des connaissances. Des techniques d'apprentissage sont alors mises en ÷uvre a�n d'améliorer le
comportement de l'agent.

Tout comme les propriétés de l'environnement, le degré d'autonomie in�uence la complexité
de la conception d'un agent. En e�et, si nous souhaitons développer un agent qui puisse s'a�ran-
chir de l'intervention d'un tiers (que ce soit à la conception ou à l'exécution), il est nécessaire de
mettre en place des mécanismes décisionnels �exibles qui lui permettent de faire face tout seul à
un grand nombre de situations.

Quelle que soit la dé�nition du mot � agent � considérée, nous pouvons remarquer que les concepts
d'agent et d'environnement sont étroitement liés : tout agent est situé dans un environnement
qu'il perçoit et dans lequel il agit. L'autonomie quant à elle est une caractéristique majeure des
agents qui permet de les di�érencier des simples programmes informatiques.

Nous allons à présent passer en revue un certain nombre de propriétés des agents qui per-
mettront de dé�nir plus précisément le type d'entités auxquelles nous nous intéresserons par la
suite.

1.1.3 Les propriétés d'un agent

Les propriétés qui vont suivre in�uencent essentiellement le comportement de l'agent, elles
conditionnent son � degré d'intelligence �. Elles auront donc, tout comme l'autonomie ou les
caractéristiques de l'environnement, un impact sur la manière de concevoir l'agent.

Rationalité

La rationalité caractérise ce qui est raisonnable, fait avec bon sens. Ce concept, à la base des
théories économiques, est également largement étudié dans des domaines tels que la sociologie,
les sciences de la gestion, les sciences politiques, la psychologie cognitive, etc.

Un agent rationnel est un agent qui agit � au mieux �, il prend à tout moment la meilleure
décision. Nous pouvons alors nous interroger sur ce qu'on entend par � agir au mieux � ou � la
meilleure décision �. Mathématiquement, la recherche de ce qui est � meilleur � ou � optimal �, se
traduit par l'optimisation d'une fonction caractérisant les objectifs de l'agent. Ceci nous amène à
introduire la notion de mesure de performance. Cette dernière permet d'évaluer une décision
en terme de succès. La décision maximisant la mesure de performance est celle qui va garantir
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le plus de succès à l'agent, elle est alors appelée décision rationnelle.
La mesure de performance prend en compte les connaissances de l'agent, ses perceptions et

les actions exécutées. Russell et Norvig dé�nissent alors un agent rationnel de la façon suivante :

Dé�nition 5 Agent rationnel selon Russell et Norvig [Russell et Norvig, 2003] � For
each possible percept sequence, a rational agent should select an action that is expected to maximize
its performance measure, given the evidence provided by the percept sequence and whatever built-in
knowledge the agent has. � 10

La mise en place d'une mesure de performance adaptée est un problème di�cile : elle doit
tenir compte des actions immédiates mais aussi de leurs e�ets à long terme. Par ailleurs, la
rationalité d'un agent s'avère être un critère subjectif dépendant du concepteur. Suivant le com-
portement qu'il souhaite que son agent adopte, le concepteur dé�nira une mesure de performance
plutôt qu'une autre. Un comportement irrationnel d'un certain point de vue peut paraître tout
à fait rationnel d'un autre.

Herbert Simon, prix Nobel d'économie en 1987, s'est intéressé à la rationalité dans de nom-
breux domaines, parmi lesquels l'intelligence arti�cielle. Il a mis en évidence l'importance majeure
des perceptions et des connaissances dans la prise de décision. Il a également étudié les limites de
la rationalité des décideurs et a introduit la distinction entre rationalité limitée et rationalité op-
timisante [Simon, 1947]. La rationalité optimisante (appelée également objective ou parfaite)
étudiée jusqu'alors, supposait que le décideur disposait d'une connaissance parfaite de toutes
ses possibilités et des conséquences de ses décisions, son choix ne pouvait alors qu'être optimal.
Selon Simon � il est impossible que le comportement d'un seul individu isolé atteigne un degré
de rationalité élevé. Le nombre d'alternatives à explorer est si grand, l'information nécessaire
à leur évaluation si vaste que même une approximation de la rationalité objective est di�cile à
concevoir �. Simon objecte donc que les capacités des décideurs sont restreintes, c'est pourquoi
tous les éléments pertinents au regard de la décision ne peuvent être envisagés. Le choix optimal
ne peut alors être déterminé et l'agent doit se contenter de chercher une solution satisfaisante,
on parle de rationalité limitée.

De nombreux travaux font l'hypothèse d'une rationalité optimisante désignée par Russell et
Norvig par le terme de � rationalité parfaite �. Il est alors supposé qu'à chaque instant l'agent
sera en mesure de maximiser sa mesure de performance étant données les informations qu'il

10Pour chaque séquence possible de perceptions, un agent rationnel devrait sélectionner l'action pour laquelle il
s'attend à maximiser sa mesure de performance, étant données les preuves fournies par sa séquence de perceptions
et quelles que soient ses connaissances a priori.
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aura obtenues de son environnement (l'agent peut toutefois avoir une observabilité partielle).
Cependant, dans des environnements complexes de tels calculs peuvent rarement être envisagés.
Il est alors nécessaire de s'orienter vers la recherche d'un certain degré de satisfaction menant à
une rationalité limitée.

Réactivité

La réactivité est la capacité d'un agent à percevoir son environnement et à décider comment
agir en respectant le temps qui lui est imparti. Un tel agent est en mesure de prendre ses décisions
en temps réel.

Les agents dits � réactifs � basent leur comportement sur un ensemble de stimuli-réponses.
Chaque stimulus (ou situation) fait correspondre une réponse (ou action). Ce processus de déli-
bération étant simple à appliquer, ces agents font preuve d'une grande réactivité, d'où leur nom
d'agents réactifs. Cependant, des agents ayant un processus de perception et de délibération
plus complexe peuvent également montrer une forte réactivité. Nous préférerons donc utiliser
l'appellation d'agents ré�exes11 de Russell et Norvig a�n de désigner les agents dont le processus
de délibération est basé sur des règles stimulus → réponse.

Le temps de réponse octroyé à un agent pour percevoir son environnement et décider quelle
action réaliser est dépendant du système. Les exigences concernant ce délai peuvent donc di�érer
d'une application à une autre. Si nous souhaitons qu'un agent réalise un maximum de tâches en
un minimum de temps, nous chercherons à minimiser le temps de réaction des agents et ainsi
obtenir une forte réactivité. De manière générale, plus un mécanisme délibératif sera simple, plus
l'agent fera preuve d'une grande réactivité.

Degré de délibération

Tout agent reçoit un ensemble de perceptions qui le conduit à exécuter des actions. Le passage
des perceptions aux actions est réalisé par un processus délibératif qui permet à l'agent de
décider quelle action exécuter. Suivant les spéci�cités des applications, ce processus délibératif
peut s'avérer plus ou moins complexe. En s'appuyant sur les propos de Russell et Norvig [Russell
et Norvig, 2003], nous allons présenter di�érents processus délibératifs possibles. Nous commen-
cerons par le plus simple pour ensuite le complexi�er au fur et à mesure de la mise en évidence
des lacunes des modèles proposés.

Nous avons déjà décrit les agents ré�exes dont le comportement est basé sur des règles sti-
mulus → réponse. Ces agents possèdent un mode de délibération des plus simples mais leur
intelligence est � limitée �. En e�et, la décision d'un tel agent est uniquement basée sur ses per-
ceptions courantes, ce qui peut conduire à des comportements totalement inappropriés en cas de

11Simple re�ex agents
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manque d'observation : l'agent ne perçoit pas une information cruciale qui le conduit à prendre
une mauvaise décision.

Il est possible de recti�er ce problème en permettant aux agents de construire une représenta-
tion interne de leur état résumant l'ensemble de leurs perceptions passées et de leurs connaissances
a priori. Cet état constitue une représentation du monde beaucoup plus précise que les seules
perceptions courantes de l'agent. L'agent est alors en mesure de pallier un manque d'observation
immédiat, ce qui le conduit à un comportement plus en adéquation avec la situation.

Bien que cette représentation interne améliore les performances des agents, elle n'est pas
su�sante dans bien des cas. En e�et, elle limite l'agent à une vision à court terme de ses actions
alors qu'il est généralement nécessaire que l'agent puisse en envisager les conséquences à long
terme. La pro-activité caractérise la capacité d'un agent de se �xer des buts a�n d'atteindre
des objectifs. Un agent pro-actif peut ainsi plani�er ses actions a�n de satisfaire ses buts. Il
n'envisage plus seulement les e�ets immédiats de ses actions. Notons que les buts d'un agent
peuvent changer au �l de l'exécution des actions. Si les modi�cations de l'environnement rendent
ses buts inatteignables, l'agent doit être en mesure de dé�nir de nouveaux buts et de replani�er
ses actions.

Comme l'a�rment Russell et Norvig, l'orientation du comportement d'un agent par des buts
n'est pas su�sant pour que celui-ci ait un comportement de haute qualité. Elle permet de dé�nir
si un comportement est souhaité ou non, c'est-à-dire s'il permet d'atteindre les buts �xés ou
non. Cependant, il n'est pas possible d'établir un ordre de préférence entre les comportements
souhaités. Supposons que nous voulions nous rendre de notre bureau à la gare. Il existe di�érents
trajets permettant d'atteindre notre but qui est la gare. Néanmoins, nous pouvons préférer le
plus court chemin ou bien le plus rapide, et ainsi établir un classement des trajets possibles. Un
tel ordre de préférence peut être exprimé par la notion d'utilité.

Une fonction d'utilité dé�nit des préférences sur les états. Elle permet donc d'associer à
chaque état s un nombre réel décrivant le degré de satisfaction de l'agent lorsqu'il est dans s.

La théorie de l'utilité espérée trouve ses racines en économie et repose sur le théorème de
Von Neumann et Morgenstern présenté en 1944 dans un ouvrage intitulé Theory of Games and
Economic Behavior [Von Neumann et Morgenstern, 1944]. Ce théorème considère un ensemble
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Fig. 1.3 � Exemples de loteries

de loteries sur lesquelles sont données des préférences. Une loterie est constituée d'une distribu-
tion de probabilités sur des conséquences. La �gure 1.3 présente deux loteries p et q. L'ensemble
des conséquences considérées est X = {0, 10, 100}. D'après la loterie p, la probabilité de la
conséquence x = 0 est de 0, 5. La théorie de l'utilité espérée a�rme que si les préférences entre
deux loteries p et q véri�ent un certain nombre d'axiomes (complétude, transitivité, continuité,
indépendance, monotonie et décomposabilité)12 alors, il existe une fonction u : X → R permet-
tant une représentation numérique des préférences sur les conséquences. Cette fonction, appelée
fonction d'utilité, est unique à une transformation linéaire positive près. Si on souhaite dé�nir
des préférences sur les loteries, une mesure d'utilité espérée est utilisée. Elle est obtenue en
combinant les probabilités des conséquences et leur utilité :

UE(p) =
∑
x∈X

p(x)u(x)

Dans le cadre de l'étude du comportement d'un agent, une conséquence correspond à un état.
Chaque loterie représente les di�érents résultats possibles d'une action en environnement stochas-
tique. L'utilité dé�nit donc des préférences entre les états et l'utilité espérée des préférences entre
les actions.

Le principe de maximisation de l'utilité espérée a�rme qu'un agent rationnel devrait
choisir, à tout moment, d'exécuter l'action maximisant son utilité espérée. Développer un proces-
sus de prise de décision basé sur le principe de maximisation de l'utilité espérée (MUE) permet
donc de garantir un comportement rationnel. Si nous sommes en mesure de calculer de manière
exacte l'utilité espérée de chaque comportement possible, nous pourrons déterminer un maxi-
mum et en déduire le comportement rationnel optimisant de l'agent. Si la complexité des calculs,
nous empêche de déterminer un tel maximum, nous nous dirigerons vers la détermination d'un
comportement à rationalité limitée. Notons toutefois que l'utilisation de ce principe n'est pas le
seul moyen de prendre une décision rationnelle.

Nous avons dé�ni précédemment un agent rationnel comme un agent maximisant sa mesure
12Cette axiomatique a fait l'objet de multiples formulations. Dans sa version originale, Von Neummann et Mor-

genstern énoncent uniquement les axiomes d'ordre (complétude et transitivité), d'indépendance et de continuité.
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de performance. Il est alors naturel de s'interroger sur la relation entre utilité espérée et mesure
de performance. Russell et Norvig donnent une réponse dans [Russell et Norvig, 2003] : � If an
agent maximizes a utility function that correctly re�ects the performance measure by which its
behavior is being judged, then it will achieve the highest possible performance score if we average
over the environnements in which the agent could be placed � 13. Une mesure de performance
dé�nit donc un critère global de rationalité, externe à la manière dont le comportement de l'agent
sera calculé. L'utilité espérée quant à elle décrit une mesure locale de la rationalité et permet de
dé�nir un critère (MUE) de sélection de l'action rationnelle.

Nous venons d'exposer di�érents degrés de délibération possibles pour un agent. Notons que
cette énumération n'est pas exhaustive, elle recense les processus de décision les plus répandus.
Tous les comportements qui viennent d'être décrits supposent cependant que l'environnement
de l'agent soit modélisable. Si tel n'est pas le cas, il est possible d'avoir recours à des méthodes
d'apprentissage permettant à l'agent d'agir dans un environnement inconnu et d'améliorer ses
performances au fur et à mesure de l'acquisition de connaissances.

1.1.4 Notre cadre de travail

Nous venons d'étudier quelques unes des nombreuses dé�nitions de la notion d'agent. Nous
avons également présenté les principaux concepts indissociables de cette notion. Nous avons pu
remarquer que la dé�nition d'une même notion pouvait di�érer d'un auteur à un autre. Il nous
semble donc essentiel de donner notre dé�nition du concept d'agent, a�n de situer précisément
notre cadre de travail. Nous allons également énumérer les propriétés des agents que nous trai-
terons par la suite.

Notre dé�nition du concept d'agent est très proche de celle donnée par Wooldridge et Jen-
nings [Wooldridge et Jennings, 1995].

Dé�nition 6 Notre dé�nition d'un agent

Un agent est une entité située dans un environnement, capable de percevoir cet environnement
et d'y agir de manière autonome et rationnelle a�n d'atteindre ses objectifs.

Cette dé�nition présente également de nombreuses similarités avec la dé�nition d'un agent
rationnel de Russell et Norvig [Russell et Norvig, 2003]. A la di�érence de Ferber, notre dé�nition
n'aborde pas la dimension sociale de l'agent.

13Si un agent maximise une fonction d'utilité qui re�ète correctement la mesure de performance par laquelle
son comportement est évalué, alors il obtiendra les meilleurs performances possibles en réalisant une moyenne sur
les environnements dans lesquels l'agent peut évoluer.
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L'autonomie caractérisera la prise de décision et aura une dé�nition identique à celle de
Wooldridge et Jennings. Ainsi, un agent autonome devra être en mesure de prendre ses décisions
sans l'intervention d'un tiers.

En ce qui concerne l'environnement des agents, nous allons, pour le moment, rester dans
un cadre très général. Nous ne dé�nirons donc pas, dans ce chapitre, de propriétés précises des
environnements considérés.

Jusqu'ici nous avons délibérément mis de côté la notion d'interaction entre agents, bien qu'elle
soit un point fondamental dans la dé�nition du concept d'agent donnée par Ferber. Nous avons
décrit un agent comme une entité individuelle située dans environnement, sans évoquer l'idée
que plusieurs agents pourraient interagir dans un même environnement. Nous allons à présent
aborder cette dimension sociale.

1.2 Des agents aux systèmes multi-agents

L'idée d'un agent isolé dans un environnement peut paraître assez restrictive. L'observation
du monde qui nous entoure permet de constater que tout système est composé d'un ensemble
d'entités individuelles interagissant ensemble.

Nous pouvons au quotidien constater, à di�érentes échelles, la mise en interaction d'entités.
A partir de la réunion de ces entités émanent alors des compétences supérieures aux compétences
individuelles. Cette idée est à la base de l'intelligence collective, terme désignant les capaci-
tés cognitives résultant de l'interaction d'un ensemble d'entités. Ce phénomène, observable dans
de nombreuse sociétés animales (oiseux migrateurs, fourmis, poissons, loups, ...), a fait l'objet
d'études aussi bien en sciences cognitives qu'en sciences sociales, en économie, en philosophie, ...
Ce principe s'est plus largement développé en informatique avec l'apparition de l'Internet per-
mettant de rassembler les connaissances et de mettre plus facilement en relation les individus.

A partir de ces constatations, c'est naturellement que les chercheurs ne se sont plus limités au
modèle d'un agent situé dans un environnement, mais qu'ils ont considéré un ensemble d'agents
interagissant dans un environnement. Un tel système est appelé système multi-agent. A partir
de ces systèmes, nous pouvons espérer obtenir des comportements plus élaborés que dans un
système mono-agent.

1.2.1 Multiplicité des entités et interactions

Les systèmes multi-agents constituent un domaine assez récent de l'informatique. Etudiés de-
puis 1980, ils n'ont été largement reconnus qu'au milieu des années 90. Jennings et al. [Jennings
et al., 1998] expliquent que les systèmes multi-agents ont tout d'abord constitué un sous-domaine
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de l'Intelligence Arti�cielle Distribuée (IAD) qui était alors divisée en deux champs : la
résolution distribuée de problèmes (RDP) et les systèmes multi-agents (SMA). La résolution dis-
tribuée de problèmes s'intéressait à des problèmes pouvant être découpés en modules résolus de
manière distribuée. La stratégie d'interaction entre les modules (par exemple l'échange de solu-
tions partielles), faisait partie intégrante du problème. Les systèmes multi-agents, au contraire,
s'intéressaient au comportement d'un ensemble d'agents autonomes et devant résoudre un pro-
blème donné. Un système multi-agent était alors vu comme un réseau faiblement couplé de
solveurs de problèmes, travaillant ensemble pour résoudre des problèmes qui sont au delà de
leurs capacités individuelles.

Ces deux champs faisaient déjà apparaître l'idée d'intelligence collective comme le résultat
de la réunion d'un ensemble d'entités.

Plus récemment, le terme � système multi-agent � a pris une signi�cation plus générale. Ferber
classe ainsi la résolution distribuée de problèmes comme un domaine d'application des systèmes
multi-agents. Par ailleurs, G. Weiss [Weiss, 1999] dé�nit l'intelligence arti�cielle distribuée comme
� l'étude, la conception de systèmes multi-agents �. A l'heure actuelle, un système multi-agent
désigne tout type de système composé de plusieurs entités (semi-)autonomes [Jennings et al.,
1998].

De la même façon qu'il existe un grand nombre de dé�nitions du terme d'agent, plusieurs
dé�nitions des systèmes multi-agents ont été données. Toutes ces dé�nitions s'organisent autour
des idées de multiplicité des entités et d'interaction, comme le montre la dé�nition de Wooldridge :

Dé�nition 7 Agent selon Wooldridge [Wooldridge, 2002]

� A muliagent system is one that consists of a number of agents, which interact with one
another � 14.

1.2.2 Les caractéristiques d'un SMA

Wooldridge ajoute que les agents composant le système ont di�érentes � sphères d'in-
�uence �, c'est-à-dire qu'ils contrôlent di�érentes parties de l'environnement. Ces sphères peuvent,
dans certains cas, se chevaucher ce qui entraîne des dépendances entre les agents. Cette idée de
sphère d'in�uence traduit la localité des actions des agents composants le système. La localité
peut également intervenir au niveau des perceptions des agents comme le montre la descrip-
tion des caractéristiques d'un système multi-agent par Jennings [Jennings et al., 1998] : � The
characteristics of multiagent systems are :

� each agent has incomplete information, or capabilities for solving the problem, thus each
agent has limited viewpoint ;

� there is no global system control ;
14Un système multi-agent est constitué d'agents interagissant entre eux.
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� data are decentralized � 15.

Ces notions de dépendance et de localité sont présentées par le modèle in�uence-réaction proposé
par Ferber et Müller [Ferber et Muller, 1995]. Ce modèle, représenté pour trois agents sur la
�gure 1.4, dé�nit un système multi-agent comme étant composé d'un ensemble d'agents Ags et
d'un environnement E. Chaque agent exerce une in�uence sur l'environnement E. La combinaison
des in�uences des agents entraîne une réaction de l'environnement qui évolue en conséquence.

1. Ags dé�nit l'ensemble des agents a tels que a = 〈Percept, Pa, Sa, Fa, Aa, Infla〉 où :
� Percept dé�nit l'ensemble des perceptions possibles de l'agent.
� Pa est la fonction de perception de l'agent.
� Sa correspond à l'ensemble des états internes sa de l'agent. sa(t) est l'état interne de
l'agent à l'instant t.

� Fa est une fonction décrivant la dynamique interne de l'agent telle que :

sa(t + 1) = Fa(sa(t), Pa(st))

� Aa est l'ensemble des in�uences possibles de l'agent.
� Infla correspond à la fonction de décision de l'agent. Pour chaque état interne, elle dicte
quelle in�uence exercer.

2. L'environnement E est dé�ni par un tuple 〈Γ, S, T 〉 tel que :
� Γ =

⋃
a∈Ags Γa est l'ensemble des in�uences que peuvent entreprendre les agents.

� S est l'ensemble des états possibles de l'environnement. s(t) désigne l'état de E à l'instant
t.

� T dé�nit les lois d'évolution de l'environnement :

s(t + 1) = T (s(t),Πa∈AgsInfla(sa(t))

où Π est l'opérateur de combinaison des in�uences simultanées des agents.
Ce modèle met en évidence les interactions entre les in�uences des agents, modélisées par

l'opérateur Π. La fonction T tient compte de la combinaison des in�uences simultanées, mais
également des lois d'évolution du monde. Chaque agent base sa décision sur son état interne. Il est
important de di�érencier état interne et état du monde, en raison de la localité des perceptions
de l'agent. Une in�uence modi�e l'état de E donc les perceptions de l'agent. Le fonctionnement

15 Les caractéristiques d'un SMA sont :
� chaque agent a des informations incomplètes ou des compétences limitées pour résoudre le problème, de ce

fait chaque agent a un point de vue limité ;
� il n'existe pas de contrôle centralisé ;
� les données sont décentralisées.
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Fig. 1.4 � Modèle in�uence-réaction pour 3 agents

de chaque agent peut ainsi être assimilé à une boucle perception-action comme celle décrite par
la �gure 1.1 dans le cas mono-agent. Notons cependant qu'une in�uence n'est pas une action. En
e�et, une action consiste, de manière générale, en la modi�cation d'un état. Dans le modèle qui
vient d'être présenté, chaque agent exerce une in�uence. La modi�cation de l'état, ou réaction,
résulte de la combinaison des in�uences des agents et de l'application des lois de l'évolution du
monde. Ce n'est donc pas l'action qui modi�e l'environnement mais la combinaison des in�uences
des agents.

Pour résumer, nous pouvons dé�nir un système multi-agent comme un ensemble d'agent situés
dans un même environnement et interagissant. Les notions d'agent et d'environnement restant
identiques à celles introduites précédemment dans le cadre mono-agent, nous allons nous inté-
resser plus en détail à la troisième notion clef : l'interaction.
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1.3 Interactions dans les systèmes multi-agents

Dans les systèmes multi-agents, la multiplicité des entités situées dans un même environne-
ment conduit à des situations d'interaction : toute action d'un agent peut in�uencer les autres
agents.

Ferber [Ferber, 1995] dé�nit l'interaction comme � une mise en relation dynamique de deux
ou plusieurs agents par le biais d'un ensemble d'actions réciproques �.

Nous pouvons illustrer ces propos à l'aide d'un exemple. Considérons deux agents (robots)
chargés d'explorer ensemble un bâtiment. Supposons qu'à un instant donné, ils doivent tous
deux franchir une même porte étroite où ils ne peuvent passer en même temps. Si l'un des agents
s'engage dans la porte, il in�uence l'autre agent en l'empêchant de passer. Le passage de la porte
va alors constituer une situation d'interaction. Plus formellement, une situation d'interaction
est � un ensemble de comportements résultant du regroupement d'agents qui doivent agir pour
satisfaire leurs objectifs en tenant compte des contraintes provenant des ressources plus ou moins
limitées dont ils disposent � [Ferber, 1995].

1.3.1 Les di�érents types d'interactions

Cette dé�nition permet à Ferber d'établir une classi�cation des types d'interaction selon
la nature des buts, les relations aux ressources et les compétences des agents. Trois catégories
d'interaction peuvent ainsi être identi�ées :

� indi�érence : les agents sont complètement indépendants, leurs buts sont compatibles,
les ressources et les compétences su�santes. Chaque agent peut donc atteindre ses buts
indépendamment des autres agents.

� coopération : lorsque les buts des agents sont compatibles mais que les ressources ou les
compétences d'un ou plusieurs agents sont insu�santes, les agents doivent coopérer a�n
d'atteindre leurs buts.

� antagonisme : les buts des agents sont incompatibles. Si les ressources sont su�santes,
les agents se trouvent en situation de compétition. Sinon, la situation d'interaction devient
une situation de con�it.

Cette classi�cation peut être a�née en ajoutant d'autres caractéristiques telles que l'existence
d'une structure d'autorité ou d'une hiérarchie entre les agents. De plus, les situations peuvent
varier suivant le niveau d'interaction considéré. Ainsi, des agents ayant des buts compatibles
peuvent localement se trouver en situation de compétition. Nos agents explorant un bâtiment
évoluent a priori de manière coopérative. Cependant, au passage de la porte, ils peuvent être
considérés localement en situation de compétition. En e�et, ils souhaitent tous deux accéder à
une même ressource : la porte.
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La collaboration consiste à travailler à plusieurs sur un même projet. Elle désigne les tech-
niques permettant aux agents de se répartir les tâches, les informations et les ressources. Ce
terme est à di�érencier de la coordination qui est dé�nie par Malone [Malone, 1988] comme
� l'ensemble des activités supplémentaires qu'il est nécessaire d'accomplir dans un environnement
multi-agents et qu'un seul agent poursuivant les même buts n'accomplirait pas �. Ces tâches de
coordination permettent d'améliorer le comportement des agents. Ainsi, les agents peuvent faire
face à des situations où leurs actions sont susceptibles d'interférer entre elles. De même, la co-
ordination permet de garantir une certaine qualité de résultat même si un agent manque de
compétences, de ressources ou d'informations.

Selon Ferber [Ferber, 1995] ; � la coordination des actions, dans le cadre de la coopération,
peut donc être dé�nie comme l'articulation des actions individuelles accomplies par chacun des
agents de manière à ce que l'ensemble aboutisse à un tout cohérent et performant. (...) l'action
du groupe est améliorée soit par une augmentation des performances, soit par une diminution
des con�its. La coordination des actions est donc l'une des principales méthodes pour assurer
la coopération entre agents autonomes. �. Collaboration et coordination sont donc deux moyens
pour les agents de coopérer.

1.3.2 La communication comme moyen d'interaction

La communication constitue un moyen fondamental de mise en ÷uvre des méthodes de coopé-
ration telles que la coordination ou la collaboration. La communication caractérise tout échange
d'information entre des agents. Sans communication, les agents se trouvent isolés les uns des
autres et aucune coopération n'est possible.

La théorie de l'information proposée par Shannon et Weaver [Shannon et Weaver, 1948] iden-
ti�e di�érentes composantes de l'acte de communication. Ce dernier consiste en une transmission
d'informations d'un émetteur vers un récepteur également appelé destinataire. Comme le montre
la �gure 1.5, l'information est transmise via un canal de transmission pouvant être bruité. Cette
information est codée à l'aide d'un langage. Si le code est connu du récepteur, celui-ci pourra
décoder l'information et lui donner un sens en s'appuyant sur le contexte du message.

Les types de communication

Di�érentes catégories de communication ont été répertoriées au cours des nombreuses études
sur la théorie de la communication. Les types de communication ont ainsi été classés suivant leur
fonction, les éléments de la communication, le type de message, ...

En ce qui nous concerne, nous nous référerons à Goldman et Zilberstein [Goldman et Zil-
berstein, 2004]. Ces derniers ont répertorié trois types de communication possibles entre agents
suivant le mode de transmission du message : la communication directe, la communication indi-



34 Chapitre 1. Les systèmes multi-agents

Fig. 1.5 � Composantes de la théorie de l'information

recte, et la communication par observation commune de caractéristiques de l'environnement.

La communication directe consiste à envoyer directement un message à un ou plusieurs
agents. Lorsque le message est envoyé à un seul agent, on parle de communication point à
point. Si l'information est envoyée à tous les autres agents, le message est envoyé en mode
di�usion (ou broadcasting). Dans ce type de communication, le canal de transmission peut être
un réseau informatique, un câble téléphonique, des ondes hertziennes, ...

La communication directe peut être synchrone ou asynchrone. Une communication syn-
chrone est une communication dans laquelle le message est reçu � en temps réel � par le destina-
taire, c'est le cas d'une conversation téléphonique. Dans une communication asynchrone, l'envoi
et la réception du message sont réalisés en temps distincts et séparés par un laps de temps plus
ou moins important. L'envoi de courrier par la poste, les forums, le courrier électronique consti-
tuent des exemples de communication directe asynchrone. Notons que l'envoi de message par
communication directe est généralement intentionnel : l'agent décide d'entrer en interaction avec
un ou plusieurs agents et d'envoyer une information précise.

La communication indirecte est réalisée par modi�cation de l'environnement ou par mani-
pulation de connaissances communes. Les agents peuvent laisser des traces dans l'environnement
a�n d'indiquer aux autres quelle action a été exécutée, quel est leur état, etc. Lorsque les agents
ont tous accès à une base de données commune, la communication peut s'e�ectuer par modi-
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�cation des connaissances stockées dans la base. Dans le cas de la communication indirecte, il
n'est pas certain que tous les agents observeront ces modi�cations. Par conséquent, l'information
peut ne pas être reçue. La di�usion d'information par propagation de signal ou par voie d'a�che
présentée par Ferber [Ferber, 1995] constitue un mode de communication indirecte. Notons que
la communication indirecte est asynchrone. La communication indirecte peut être intentionnelle
ou non. En e�et, l'agent peut modi�er l'environnement sans pour autant vouloir communiquer
avec les autres agents.

Le dernier type de communication consiste à observer des caractéristiques de l'envi-
ronnement sur lesquelles les agents n'ont aucune in�uence. Ces caractéristiques doivent être
observables par tous les agents. Suivant les observations réalisées, les agents vont alors décider de
la manière de se coordonner, d'agir. Considérons deux agents devant se déplacer dans une même
direction, chaque agent ne pouvant pas observer le sens de déplacement de l'autre. Il est alors
possible pour les agents de décider de se déplacer vers le nord lorsqu'il pleut et sinon se déplacer
vers le sud. Dans ce cas, la caractéristique de l'environnement, observable par les deux agents, est
la météo. Grâce à l'observation de l'environnement, une communication implicite s'établit entre
les agents. Cependant, ce type de communication suppose qu'un accord préalable soit conclu
entre les agents sur le comportement à adopter en fonction des observations. Ce dernier type
de communication est bien entendu non-intentionnel. Les agents ne décident en aucun cas de
communiquer ou non, ni du contenu du message. Dans ce type de communication, les agents ne
sont pas émetteurs du message mais seulement récepteurs.

Les langages de communication

Dans la classi�cation qui précède nous ne nous sommes pas intéressée au problème du codage
de l'information. Dans la suite de notre travail, nous n'aborderons pas la question du langage de
communication utilisé par les agents. Nous supposerons qu'ils utilisent un même langage connu
de tous.

Nous tenons cependant à préciser que l'étude des langages de communication fait l'objet de
nombreuses recherches en intelligence arti�cielle. En ce qui concerne la communication directe,
nous pouvons citer les travaux sur la théorie des actes du langage [Austin, 1962, Searle, 1969]
qui utilisent le dialogue entre humains comme modèle de communication entre agents. Di�érents
types de messages peuvent ainsi être identi�és ce qui permet de dé�nir des langages structurés
d'échange d'information tels que KQML [Finin et al., 1994] ou FIPA-ACL [FIPA, 2006].

En ce qui concerne la communication indirecte, de nombreuses études se sont intéressées aux
modes de communication chez les animaux a�n de les retranscrire dans un contexte d'agents
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informatiques. Nous pouvons citer, à titre d'exemple, les systèmes multi-agents basés sur le prin-
cipe de communication des fourmis par dépôt de phéromones dans l'environnement [Bonabeau
et al., 1999].

1.4 Organisation des interactions

L'interaction implique que les agents aient recours à des méthodes d'allocation de tâches, de
spécialisation, de négociation et de communication a�n d'augmenter leurs performances. Pour
que ces techniques soient e�caces, il est cependant nécessaire qu'une organisation permette de
structurer les interactions en dé�nissant les relations entre les entités du système.

Une organisation peut être dé�nie par le concepteur du système ou bien émerger comme ré-
sultat des interactions entre les agents. Comme l'explique Ferber [Ferber, 1995], ce terme désigne
donc � la fois le processus d'élaboration d'une structure et le résultat de ce même processus �. Les
organisations pré-établies par un concepteur ne sont pas pour autant obligatoirement statiques.
Celui-ci peut en e�et concevoir une organisation qui s'adaptera, au cours du temps, à l'évolution
du système.

Les di�érents types d'organisation rencontrés dans les systèmes multi-agents sont générale-
ment inspirés des formes d'organisation humaines sociales ou politiques, ou bien des organisations
biologiques. Parmi les modèles d'organisation les plus connus, nous pouvons citer les organisations
hiérarchiques [Fox, 1981], prototypes des organisations militaires ou d'entreprise, dans lesquelles
les agents sont structurés en niveaux. Les agents d'un niveau donné assurent les fonctions de dé-
cision pour le niveau inférieur auquel ils envoient des ordres. Les réseaux contractuels présentés
par Smith [Smith, 1980] structurent les interactions sous la forme d'appels d'o�res et permettent
de procéder à l'allocation de tâches. L'ensemble des agents est composé d'administrateurs gérant
les appels d'o�res, et d'o�rants élaborant des propositions et exécutant les tâches. Il est possible
de gre�er une structure hiérarchique à ce type d'organisation en élaborant des niveaux d'appels
d'o�res. Di�érents niveaux d'administrateurs sont alors créés. En�n, nous pouvons mentionner
les travaux de Shoham et Tennenholtz [Shoham et Tennenholtz, 1992] qui proposent un modèle
d'organisation basé sur l'instauration de lois sociales décrivant comment les agents doivent se
comporter.

Nous avons présenté les concepts indissociables de tout système multi-agent. Les notions d'agent
et d'environnement ayant été décrites précédemment, nous nous sommes plus particulièrement
intéressée aux interactions entre agents et à leur organisation.

Ces quatre composantes d'un système multi-agent se retrouvent dans l'approche Voyelle pro-
posée par Demazeau [Demazeau, 1997]. Cette dernière dé�nit un système multi-agent comme
l'ensemble des quatre composantes AEIO : Agent, Environnement, Interaction et Organisation.
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1.5 Problématique de la prise de décision dans les SMA

Nous allons à présent revenir plus en détail sur certaines propriétés des systèmes multi-
agents, liées aux caractéristiques conjuguées des agents et de l'environnement. Nous allons ainsi
développer les notions d'observabilité et d'incertitude qui occuperont une place importante dans
la suite de notre travail, en particulier pour la prise de décision dans les systèmes multi-agents.

1.5.1 Observabilité

L'observabilité d'un environnement caractérise l'ensemble des informations qui sont acces-
sibles à un agent. Il est également possible de parler de perception. Nous avons déjà abordé
les idées de localité et d'imprécision des perceptions d'un agent, introduisant ainsi la notion
d'observabilité partielle. De manière générale, nous parlerons d'observabilité partielle quand
toutes les informations nécessaires à la prise d'une décision (ou phase de délibération) ne sont
pas accessibles. Les agents seront alors contraints de faire face à ce manque de connaissances et
devront décider au mieux comment agir en fonction des informations dont ils disposent.

Suivant les informations auxquelles les agents ont accès, nous pouvons distinguer di�érents
types d'observabilité. Nous di�érencierons tout d'abord l'observabilité de l'état global du système
et l'observabilité de l'état local de l'agent. Le terme état global désignera l'état du système
multi-agent (agents + environnement). L'état local d'un agent sera dé�ni selon le degré de
délibération de l'agent. Il pourra correspondre aux perceptions courantes de l'agent ou bien
à une représentation interne de ses connaissances.

L'état local d'un agent peut être partiellement ou complètement observable. Dans le premier
cas, on parle d'état localement partiellement observable. L'agent n'a alors pas accès à toutes
les informations nécessaires pour savoir dans quel état local il se trouve. Dans le cas contraire,
l'état est localement totalement observable : l'agent peut, à partir de ses observations,
déduire avec certitude son état local.

En ce qui concerne l'état global du système, on distingue observabilité collective et obser-
vabilité individuelle. L'observabilité collective résulte de l'agrégation des observations de tous
les agents. L'état global du système peut être collectivement partiellement observable ou
bien collectivement totalement observable. Dans le cas de l'observabilité collective partielle,
il n'est pas possible de déduire l'état du système même si on a accès à toutes les observations
de tous les agents. Certaines propriétés de l'état global ne sont donc observées par aucun des
agents. Dans le cas contraire, on peut déduire l'état global du système à partir des observations
locales et l'état global est dit collectivement totalement observable.

Par ailleurs, l'état global du système est dit individuellement observable si chaque agent
connaît l'état global du système à partir de ses observations. Un état global individuellement
observable est par conséquent collectivement totalement observable.
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Fig. 1.6 � Di�érents types d'observations

En�n, lorsque les agents n'ont aucune observabilité, on parle de non-observabilité (locale
et collective).

Remarquons que l'observabilité ne concerne pas seulement l'état du système et des autres
agents mais également leur comportement. En e�et, chaque agent peut, dans certains cas,
connaître les stratégies des autres agents. Il est est ainsi possible de déduire comment s'adapter
au mieux à leur comportement.

Nous montrerons par la suite que le degré d'observabilité in�uence la complexité de la prise
de décision. Intuitivement, si nous connaissons tout sur les états de l'environnement, les états
des autres agents, et leur comportement, il est assez facile de décider comment agir. Si nous ne
disposons que d'informations partielles sur les autres agents, nous sommes contraints d'envisager
tous leurs comportements possibles, ce qui complexi�e la décision.

1.5.2 Incertitude

L'idée d'incertitude a également déjà été abordée lorsque nous avons discuté de l'aspect
stochastique des environnements et de la précision des capteurs et des e�ecteurs d'un agent.

Il existe quatre causes d'incertitude dans un système multi-agent :
� l'imprécision et les limitations des capteurs,
� l'imprécision des e�ecteurs,
� la modélisation incomplète de l'environnement,
� les interactions entres agents.
L'imprécision des capteurs entraîne des incertitudes sur l'information perçue par l'agent et par

conséquent sur l'environnement. En e�et, les capteurs peuvent être bruités ou avoir des capacités
limitées, ce qui induit des erreurs dans les observations réalisées. De plus, chaque capteur est
restreint par une portée (ou � champ de vision �) qui ne lui permet généralement pas de percevoir
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tout l'environnement. Tout ce qui est hors de portée des capteurs se trouve alors non-observable
et par conséquent incertain.

L'imprécision des e�ecteurs ainsi que l'incomplétude de la modélisation de l'environnement,
entraînent par ailleurs des incertitudes sur le résultat des actions des agents. L'incomplétude de la
modélisation est essentiellement due au concepteur pour lequel il est, de manière générale, impos-
sible de modéliser parfaitement l'environnement dans lequel les agents évoluent. Le concepteur
peut, en e�et, avoir une connaissance incomplète de tous les phénomènes et lois de l'environ-
nement. De plus, même si le concepteur a accès à toutes ces connaissances, il est généralement
impossible de rendre compte de tous les paramètres intervenant dans l'évolution du système. Il
est par exemple di�cile de modéliser l'ensemble des forces (frottements, glissements, facteurs
météorologiques, ...) régissant les déplacements d'un robot. Il peut par ailleurs être nécessaire
de procéder à une discrétisation de l'environnement entraînant alors une perte de précision des
données modélisées. De cette incomplétude de la modélisation découlent des incertitudes sur les
e�ets des actions des agents. Les environnements dans lesquels évoluent les agents sont alors
considérés comme stochastiques et les incertitudes sont représentées à l'aide de distributions de
probabilités.

En�n, chaque agent n'a généralement qu'une observabilité partielle des états des autres agents
et de leur comportement. Cependant, le résultat de l'exécution d'une action dépend, en partie,
des actions entreprises par les autres agents. En e�et, les agents évoluent dans un même envi-
ronnement, leurs actions peuvent donc entrer en interaction, conduisant alors à des e�ets non
souhaités ou non envisagés. Nous avons déjà abordé cette idée lors de la description du modèle
in�uence-réaction proposé par Ferber et Müller. Un opérateur Π de combinaison des in�uences
simultanées avait alors été introduit a�n de rendre compte des interactions entre les in�uences
des agents. Le fait qu'un agent ne connaisse pas les actions entreprises par les autres agents
ajoute donc un degré d'incertitude sur le résultat de ses actions.

Pour qu'un agent évolue dans un environnement déterministe, il serait nécessaire que le
système soit parfaitement modélisé, que les capteurs et e�ecteurs des agents soient d'une précision
irréprochable, que la portée des capteurs soit illimitée et que l'agent connaisse exactement les
états et comportements des autres agents. Il paraît évident qu'un tel système est di�cilement
envisageable.

1.5.3 Délibération et décision

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéresserons au processus de délibération des agents
et plus particulièrement à la prise de décision. Nous avons choisi de revenir plus en détail sur
l'observabilité et l'incertitude car elles sont à l'origine de nombreuses di�cultés posées lors de la
prise de décision dans les systèmes multi-agents.



40 Chapitre 1. Les systèmes multi-agents

Nous considérerons par la suite des systèmes multi-agents coopératifs. Nous chercherons alors
à utiliser la multiplicité des entités a�n d'augmenter les performances du système. Pour ce faire,
des méthodes assurant la coopération entre agents devront être mises en ÷uvre a�n de tirer
parti, au mieux, de la pluralité des agents.

Lorsque l'observabilité est partielle et le résultat des actions incertain, il est d'autant plus
di�cile pour les agents de se coordonner. Il est possible de contourner le problème en faisant
appel à une entité centrale prenant toutes les décisions et coordonnant les actions de chacun
(un chef de projet). Dans les applications que nous considérerons, nous montrerons qu'une telle
solution est cependant impraticable. Chaque agent devra donc décider de manière autonome
comment agir dans un environnement incertain (stochastique) tout en faisant face au manque
d'observabilité. Dans le chapitre suivant, nous proposerons un formalisme mathématique pour la
résolution de problème décisionnel mono-agent sous incertitude. Celui-ci sera étendu au cas multi-
agent dans le chapitre 3, nous reviendrons alors plus en détail sur les problèmes de coordination
et d'observabilité partielle.

1.6 Domaines d'application des SMA

Avant de conclure ce chapitre, nous tenons à réaliser une ébauche de la diversité des applica-
tions des systèmes multi-agents. L'intérêt pour les systèmes à base d'agents a connu une crois-
sance importante ces dernières années. Ainsi, les applications des systèmes multi-agents se sont
largement diversi�ées : pilotage automatique d'avions, recherche d'informations, e-learning, ...

Woooldridge [Wooldridge, 2002] détaille un certain nombre d'applications et propose une
méthodologie pour la mise en ÷uvre de systèmes à base d'agents. Parmi les nombreuses appli-
cations des systèmes multi-agents, nous pouvons citer la simulation et l'étude des phénomènes
biologiques ou économiques. Des environnements virtuels peuvent ainsi être créés a�n d'étudier
le comportement d'individus (évolution d'un gène dans une population, transmission de virus,
échanges commerciaux, etc.).

Diverses applications liées à l'Internet font également appel à de tels systèmes : recherche
d'information, indexation de données, aide à la navigation, enchères et commerce électroniques, ...
De manière générale, les systèmes multi-agents sont utilisés dans des systèmes distribués où il
est nécessaire de gérer la décentralisation des données, des connaissances et du contrôle.

Pour �nir, nous tenons à mettre en avant l'importance des systèmes à base d'agents en
robotique. En e�et, les robots constituent naturellement des agents physiques équipés de capteurs
et d'e�ecteurs leur permettant de percevoir leur environnement et d'y agir.
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons détaillé une composante essentielle de l'intelligence arti�cielle : la
notion d'agent. Nous nous sommes tout d'abord intéressée à des systèmes mono-agent constitués
d'un agent et d'un environnement. Malgré la diversité des dé�nitions recensées, nous avons réussi
à identi�er les caractéristiques d'un agent et à établir notre propre dé�nition du terme d'agent.

Nous avons ensuite mis en avant l'aspect limitatif du point de vue mono-agent et nous avons
introduit les systèmes multi-agents. Nous avons alors développé les idées de multiplicité des
entités, d'interaction et d'organisation. En�n, nous sommes revenue plus en détail sur les notions
d'observabilité partielle et d'incertitude. Nous avons ainsi exposé certaines di�cultés auxquelles
peuvent être confrontés les agents lors de la délibération.
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Chapitre 2

Les Processus Décisionnels de Markov

Dans le chapitre précédent, nous avons exposé les di�cultés rencontrées pour modéliser de
façon parfaite un système réel. A�n de rendre compte de l'imprécision des modélisations, nous
avons introduit la notion d'incertitude. Ainsi, des distributions de probabilités sont utilisées a�n
de représenter l'incertitude émanant d'une modélisation imprécise de l'environnement et des lois
le gouvernant. Nous avons également montré que l'incertitude pouvait provenir d'un manque
d'observabilité de l'environnement et d'une méconnaissance du résultat des interactions avec les
autres agents.

Dans ce chapitre, nous allons décrire di�érents modèles stochastiques permettant de repré-
senter et d'étudier des systèmes régis par des lois probabilistes. Un système stochastique est
constitué d'un ensemble d'états représentant les situations dans lesquelles le système peut se
trouver. Le passage d'un état à un autre est décrit par une fonction de probabilités appelée
fonction de transition.

Nous commencerons par présenter une propriété majeure de certains modèles stochastiques :
la propriété de Markov. Nous introduirons ensuite les chaînes de Markov qui constituent la base
des modèles Markoviens. Nous montrerons qu'elles proposent un formalisme pour la description
de systèmes stochastiques mais qu'elles ne s'avèrent pas adaptées à la représentation de systèmes
dont l'évolution est in�uencée par un décideur. Nous décririons alors une extension des chaînes
de Markov, les Processus Décisionnels de Markov (MDP), et nous détaillerons deux principaux
algorithmes dédiés à leur résolution : Value Iteration et Policy Iteration. En�n, nous discuterons
des champs d'application des MDPs pour la résolution de problèmes décisionnels sous incertitude.

43
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2.1 La propriété de Markov

Les systèmes stochastiques ont été largement étudiés au début du XXème siècle par le mathé-
maticien russe Andrei Andreyevich Markov (1856-1922) qui s'est plus particulièrement intéressé
aux systèmes possédant la propriété de Markov. Cette dernière a�rme que la connaissance
de l'état d'un système à l'instant t est su�sante pour prédire l'évolution du système à l'instant
t + 1. Il n'est donc pas nécessaire de connaître l'historique des états passés, l'état courant su�t.
Plus formellement, nous pouvons résumer cette propriété par l'équation suivante :

P (st+1 = s′|s0, s1, · · · , st) = P (st+1 = s′|st)

Cette propriété peut paraître très restrictive. De nombreux systèmes à première vue non
markoviens peuvent cependant être modélisés de façon à véri�er la propriété de Markov. En
e�et, tout dépend de la manière dont sont dé�nis les états du système. Si ces derniers sont
construits de façon à contenir toutes les informations nécessaires à la prédiction de l'évolution
du système, le modèle est markovien.

Prenons l'exemple d'un train pouvant se déplacer entre Caen et Paris. Soit il part de Caen
et va vers Paris, soit il fait le trajet en sens inverse. Supposons que chaque état du système
corresponde à la dernière gare dans laquelle le train s'est arrêté. L'information contenue dans
l'état courant est alors insu�sante pour prédire l'état suivant. En e�et, il est également nécessaire
de connaître la direction du train. Si les deux dernières gares, c'est-à-dire les deux derniers états,
sont connues il est possible de déduire le sens du train. Le système n'est toutefois pas markovien
puisqu'il est nécessaire de connaître l'état courant et l'état précédent a�n de prédire l'état suivant.
En revanche, si un état est constitué du nom de la dernière gare et du sens de déplacement du
train ou bien des deux dernières gares alors, nous sommes en mesure de prévoir le prochain arrêt
à partir de l'état courant, le système est markovien.

Un état n'est donc pas restreint aux perceptions disponibles à un instant donné. Il peut être
construit petit à petit et contenir un historique des évènements passés. Dans ce cas, un état peut
résumer toutes les informations nécessaires à la prévision de l'évolution du système. De ce fait,
de nombreux systèmes stochastiques peuvent être décrits comme des systèmes markoviens. Nous
pouvons cependant attirer l'attention sur le fait que plus la quantité d'information devant être
contenue dans un état est importante, plus l'espace d'états est grand. Il est donc important que
les états ne contiennent que l'information utile à la décision. Dans notre précédent exemple, il
est inutile que les états du système soient constitués du nombre de passagers présents dans le
train. Cette donnée n'a pas d'impact sur la prochaine gare par laquelle passera le train. De plus,
la prise en compte de cette donnée entraînerait une explosion de l'espace d'états en raison de la
diversité du nombre de passagers possibles.
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2.2 Les chaînes de Markov

Les chaînes de Markov permettent de représenter la dynamique des systèmes dont l'évo-
lution est régie par des lois stochastiques véri�ant la propriété de Markov. Elles sont utilisées
dans de nombreux domaines allant de l'économie à la génétique comme par exemple la gestion
d'entreprises, de clientèle, l'étude d'automates et de langages, la représentation de phénomènes
d'attente, de processus d'usure ou la recherche d'associations de gènes.

2.2.1 Quelques dé�nitions

Une chaîne de Markov est constituée d'un ensemble d'états S et d'une fonction de transition
P indiquant la probabilité P(s′|s) de passer d'un état s à un état s′. Nous limiterons notre
description aux chaînes de Markov à espace d'états �nis. Il est alors possible de représenter ces
données par un graphe ou bien par une matrice de transitions. De ce fait, l'étude des chaînes de
Markov à espaces d'états �nis est étroitement liée à la théorie des graphes orientés ainsi qu'au
calcul matriciel.

Dans une représentation sous forme de graphe, les n÷uds du graphe correspondent aux états
du système et les arêtes aux transitions entre les états. Chaque arête allant d'un état s à un état
s′ est étiquetée par une probabilité correspondant à la valeur de P (s′|s).

Considérons trois urnes numérotées de 1 à 3. Chaque urne contient des boules également nu-
mérotées de 1 à 3. Les boules sont réparties de la façon suivante :

� L'urne 1 U1 ne contient que des boules numérotées 2.
� L'urne 2 U2 contient des boules numérotées 1 et 3 en proportions égales.
� L'urne 3 U3 contient des boules numérotées 1, 2 et 3 en proportions égales.
Un joueur commence par tirer une boule dans une urne choisie arbitrairement. Suivant le

chi�re i de la boule, le joueur passe à l'urne Ui et tire à nouveau une boule. On suppose que les
boules sont replacées dans leur urne à chaque tirage. Ce jeu peut être représenté par une chaîne
de Markov à 3 états dans laquelle chaque état correspond au numéro de l'urne. La �gure 2.1
donne la représentation de la chaîne sous forme de graphe et de matrice de transitions. Notons
que si les boules ne sont pas replacées dans les urnes après chaque tirage, le modèle n'est plus
markovien à moins que la composition de chaque urne soit une donnée de l'état. Dans ce cas, la
dé�nition d'un état est modi�ée et l'espace des états est beaucoup plus important.

Dans cet exemple, le passage d'un état s à un état s′ n'est pas obligatoirement direct et
peut nécessiter plusieurs transitions. Un états s′ est accessible à partir d'un état s, s'il existe un
chemin entre s et s′ dans le graphe représentant la chaîne de Markov. Calculer la probabilité de
passer d'un état s à un état s′ revient à calculer la somme des probabilités des chemins allant de
s à s′. Calculons la probabilité de passer de l'urne U1 à l'urne U3 en quatre tirages exactement.



46 Chapitre 2. Les Processus Décisionnels de Markov

1/2 1/2

0 0

1/31/31/3

1

0
M=

U1

U2 U3

1/3

1/3

1/3

1/2

1/2

1

Fig. 2.1 � Chaîne de Markov pour le problème des urnes

La �gure 2.2 présente les di�érents chemins possibles. La probabilité P1,3 est alors calculée de la
manière suivante :

P1,3 = P (U2|U1) ∗P (U3|U2) ∗P (U2|U3) ∗P (U3|U2)+P (U2|U1) ∗P (U3|U2) ∗P (U3|U3) ∗P (U3|U3)

+P (U2|U1) ∗ P (U1|U2) ∗ P (U2|U1) ∗ P (U3|U2) = 1/12 + 1/18 + 1/4 = 14/36 = 7/18
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Fig. 2.2 � Chemins entre U1 et U3

L'analyse d'une chaîne de Markov permet d'établir des prédictions sur l'évolution du système.
Ceci revient à calculer la probabilité de certains états futurs. Les chaînes de Markov permettent
également de calculer la fréquence entre les passages par un même état. En�n, il est possible
d'analyser la topologie des graphes les représentant a�n de déceler des états ou ensembles d'états
absorbants. Un ensemble d'états absorbants constitue un ensemble d'états du système dont il
n'est pas possible de sortir. Des transitions entre les états de cet ensemble sont possibles mais, il
n'existe pas de transition permettant d'aller vers un état n'appartenant pas à l'ensemble.

2.2.2 Chaînes de Markov cachées

Nous avons jusqu'à présent supposé que les états du système étaient totalement observables.
Cette hypothèse n'est pas toujours véri�ée. Dans certains cas, l'état du système peut être inconnu
ou partiellement connu. Dans notre exemple, le joueur observe le chi�re de la boule qui a été
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tirée, il lui est donc possible de savoir dans quelle urne il tirera la prochaine boule. Si le joueur
n'observe pas le numéro de la boule, l'état du système est inconnu. Notons que s'il connaît la
répartition des boules dans les urnes, il peut toutefois calculer des probabilités sur les états
possibles.

De tels systèmes partiellement observables peuvent être modélisés par des chaînes de Mar-
kov cachées ouHidden Markov Models (HMM). Le modèle est alors composé d'un ensemble
d'états S, d'un ensemble d'observations Ω, d'une fonction de transitions P et d'une fonction d'ob-
servation O. Cette dernière associe à chaque état s et à chaque observation o, une probabilité
d'observation : O(o, s) est la probabilité d'observer o sachant qu'on est dans l'état s. En utilisant
la loi de Bayes16, il est alors possible de déduire la probabilité d'être dans un état s sachant qu'on
a observé o et que nous étions auparavant dans l'état s′. La probabilité d'une suite d'observations
peut également être calculée.

Les chaînes de Markov cachées sont par exemple utilisées en reconnaissance de la parole [Ra-
biner et Juang, 1993]. Elles permettent de modéliser une suite de phonèmes sans savoir pour
autant à quels mots ils correspondent. Des applications des chaînes de Markov sont également
répertoriables en robotique mobile a�n de résoudre des problèmes de localisation [Thrun et al.,
1998].

2.3 Les Processus décisionnels de Markov

Les chaînes de Markov permettent de décrire la dynamique de systèmes stochastiques dans
lesquels l'observateur n'a aucun moyen d'in�uencer l'évolution du système. Nous quali�erons cet
observateur de � passif �, il observe le système mais n'intervient pas sur celui-ci. Dans notre
exemple, le joueur passe d'une urne à une autre en suivant des règles pré-établies. Il n'a aucun
moyen de décider par lui même dans quelle urne tirer la prochaine boule.

Les chaînes de Markov s'avèrent donc peu adaptées pour la représentation de problèmes dans
lesquels un agent peut intervenir sur le système. L'agent est dans ce cas actif et peut choisir
d'exécuter une action plutôt qu'une autre a�n d'in�uencer l'évolution du système.

Les processus décisionnels de Markov permettent de formaliser un tel système. Ils constituent
une extension des chaînes de Markov dans lesquelles sont ajoutés un ensemble d'actions et une
fonction de récompense.

16P (A.B) = P (A|B)× P (B) = P (B|A)× P (A)
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2.3.1 Les composantes d'un MDP

Dé�nition 8 Processus Décisionnels de Markov (MDP)

Un Processus Décisionnel de Markov (MDP) est dé�ni par un tuple < S,A,P,R > tel que :
� S est un ensemble �ni d'états s.
� A est un ensemble �ni d'actions a.
� P : S × A × S → [0, 1] est une fonction de transition markovienne donnant la probabilité
de passer de l'état s à l'état s′ quand l'action a est exécutée.

� R : S × A → R est une fonction de récompense. R(s, a) est la récompense obtenue par
l'agent lorsqu'il exécute l'action a à partir de l'état s.

Les processus décisionnels de Markov modélisent des problèmes de décision en environnement
stochastique. Dans chaque état, l'agent doit décider quelle action exécuter, il peut ainsi agir sur
l'évolution du système.

L'ensemble des actions

L'exécution d'une action a à partir d'un état s est stochastique et peut donc mener à di�érents
états s′. Cet aspect probabiliste est représenté par la fonction de transition.

Le formalisme des MDPs suppose que toute action ait une durée d'une unité de temps. A
chaque instant t, l'agent exécute une action qui se termine à l'instant t + 1. A cet instant,
l'agent doit alors prendre une nouvelle décision. Lorsque les actions ont toutes la même durée,
l'étape de décision t (ou tème décision) et l'instant t coïncident. Les processus décisionnels
de Markov Semi-Markoviens s'intéressent quant à eux à la modélisation de problèmes dans
lesquels les actions ont di�érentes durées possibles [Sutton et al., 1999, Puterman, 2005]. Dans
de tels systèmes, étape de décision et instant doivent être di�érenciés.

L'horizon d'un MDP dé�nit une limite temporelle au delà de laquelle ce qui peut arriver ne
nous intéresse pas. Dans un MDP à horizon �ni H, les performances de l'agent sont évaluées en
considérant uniquement ses H prochaines décisions.

La fonction de transition

La fonction de transition d'un MDP formalise la dynamique du système. Elle véri�e la pro-
priété de Markov. Étant donné que l'action exécutée par l'agent in�uence l'évolution du sys-
tème, la propriété de Markov doit tenir compte des actions. Elle se résume alors par l'équation
suivante :

P (st+1 = s′|s0, a0, s1, a1, · · · , st, at) = P (st+1 = s′|st, at)

Comme pour les chaînes de Markov, chaque état doit être dé�ni de façon à résumer toute
l'information nécessaire à la prédiction de l'évolution du système, et par conséquent à la décision.
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Lorsque la dynamique du système est indépendante du temps, le système est dit station-
naire. La probabilité de passer d'un état s à un instant t à un état s′ à un instant t+1 est donc
indépendante de t, d'où :

P (s′t+1|st, at) = P (s′|s, a) ∀t

Par la suite, nous restreindrons nos propos aux processus décisionnels de Markov station-
naires.

La fonction de récompense

Le fonction de récompense d'un MDP permet de représenter les objectifs de l'agent et de
guider son comportement. Elle dé�nit les situations préférées ainsi que les comportements non
désirés de l'agent. Elle associe à chaque couple état - action (s, a), une valeur numérique tra-
duisant le fait que l'exécution de l'action a soit souhaitée ou non à partir de l'état s. Suivant la
valeur associée à ce couple, l'agent favorisera ou évitera l'exécution de l'action a à partir de s.

Il existe d'autres façons de dé�nir une fonction de récompense. Il est possible de récompenser
le fait de passer d'un état s à un état s′ (R(s, s′)) ou bien tout simplement le fait d'être dans un
état s′ (R(s′)).

A chaque décision, l'agent reçoit donc un signal destiné à le récompenser ou le pénaliser. Le
comportement de l'agent dépend de la façon dont il interprète ce signal. Généralement, l'agent
cherche à maximiser la somme de ses récompenses. Soit rt la récompense obtenue à l'étape t. Pour
des problèmes à horizon �ni H, à chaque étape t, l'agent cherche à maximiser ses H récompenses
à venir, soit :

Rt = rt+1 + rt+2 + · · ·+ rt+H (2.1)
Lorsque l'horizon du problème est in�ni, un facteur d'atténuation γ ∈ [0, 1[ est utilisé a�n de

permettre à l'agent de calculer une récompense pondérée à long terme. On obtient alors :

Rt = rt+1 + γrt+2 + γ2rt+3 + · · · (2.2)

La valeur du facteur d'atténuation in�uence le comportement de l'agent. Lorsque γ est proche
de 0, les récompenses obtenues dans un futur lointain seront considérées comme insigni�antes et
l'agent favorisera ses récompenses à court terme. Si γ tend vers 1, l'agent considérera indi�érem-
ment ses récompenses à court terme et à long terme.

2.3.2 L'observabilité partielle dans les MDPs

Comme les chaînes de Markov, les processus décisionnels de Markov supposent que l'agent
connaisse l'état dans lequel il se trouve. Nous avons montré, au chapitre précédent, que les
agents n'avaient pas toujours une observabilité totale de leur état. De la même manière que les
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chaînes de Markov cachées constituent une extension des chaînes de Markov pour des environne-
ments partiellement observables, les processus décisionnels de Markov partiellement observables
(POMDP) [Astrom, 1965, Drake, 1962, Smallwood et Sondik, 1973] étendent les MDPs. Un en-
semble d'observations ainsi qu'une fonction d'observation sont ainsi ajoutés à la dé�nition d'un
MDP.

Dé�nition 9 Processus Décisionnels de Markov Partiellement Observable (POMDP)

Un Processus Décisionnel de Markov Partiellement Observable (POMDP) est dé�ni par un
tuple < S,A,P,Ω,O,R > tel que :

� S est un ensemble �ni d'états s.
� A est un ensemble �ni d'actions a.
� P : S × A × S → [0, 1] est une fonction de transition markovienne donnant la probabilité
de passer de l'état s à l'état s′ quand l'action a est exécutée.

� Ω est l'ensemble �ni des observations o de l'agent.
� O = S × A × S × Ω → R dé�nit la fonction d'observation. O(s, a, s′, o) correspond à la
probabilité que l'agent observe o lorsque l'action a est exécutée à partir de l'état s et que le
système arrive dans l'état s′.

� R : S × A → R est une fonction de récompense. R(s, a) est la récompense obtenue par
l'agent lorsqu'il exécute l'action a à partir de l'état s.

Les relations entre chaînes de Markov, chaînes de Markov cachées, MDP et POMDP sont
résumées par le tableau 2.1.

Observabilité totale Observabilité partielle
Agent passif Chaînes de Markov Chaînes de Markov cachées

Agent décisionnel MDP POMDP
Tab. 2.1 � Relations entre les di�érents modèles markoviens

Le passage d'un modèle à un autre dépend du degré d'observabilité de l'état du système ainsi
que de la �nalité du modèle. S'il s'agit de se placer en tant qu'observateur de la dynamique
du système (agent passif), les chaînes de Markov sont utilisées. S'il est possible d'in�uencer
l'évolution du système par l'exécution d'actions (agent décisionnel), le formalisme des processus
décisionnels de Markov est employé.

Dans le cadre de cette thèse, nous allons nous intéresser à des problèmes décisionnels dans
lesquels des agents doivent déterminer comment agir a�n de maximiser leurs récompenses. Par
conséquent, nous étudierons plus particulièrement le formalisme des processus décisionnels de
Markov.
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2.4 L'optimalité dans les MDPs

Nous avons présenté le formalisme des processus décisionnels de Markov. Ce dernier permet
de modéliser des problèmes décisionnels en environnement stochastique. S et P décrivent le
système et son évolution. A fournit l'ensemble des actions possibles, et la fonction de récompense
R permet de dé�nir les objectifs de l'agent. Nous allons maintenant nous intéresser à la résolution
d'un tel problème. Résoudre un MDP consiste à déterminer un comportement de l'agent qui lui
permette d'atteindre ses objectifs. Pour ce faire, il est nécessaire de déterminer une politique
d'action de l'agent.

2.4.1 La notion de politique

Une politique est une fonction décrivant comment l'agent doit agir dans chaque situation
possible. La politique π d'un agent fait correspondre à chaque état s du système, une action a

que l'agent doit exécuter, d'où :
π : S → A

Le système étant markovien, seul l'état courant est nécessaire pour décider quelle action réaliser.
Notons que l'application d'une politique peut être représentée par une chaîne de Markov. La
probabilité de passer d'un état s à un état s′ est alors déterminée à partir de la politique π et
de la fonction de transition du MDP.

Dans un POMDP, l'agent n'a pas accès à l'état du système, la politique est alors une fonction
de l'ensemble d'observation Ω vers l'ensemble d'actions A, soit :

π : Ω→ A

Par la suite, nous limiterons nos propos aux processus décisionnels de Markov totalement ob-
servables (MDP). Plus de détails concernant les POMDPs peuvent être consultés dans [Murphy,
2000, Kaelbling et al., 1998].

Pour chaque problème de décision formalisé sous forme de MDP, il existe un ensemble Π de
politiques possibles π ∈ Π. Résoudre un MDP consiste à trouver la meilleure politique, c'est-à-
dire celle maximisant le critère de performance. Cette solution est appelée politique optimale et
est notée π∗.

Bellman [Bellman, 1957] a démontré que tout MDP possédait au moins une politique optimale
déterministe et stationnaire. De ce fait, la recherche de la politique peut être réalisée dans l'espace
des politiques déterministes17.

17Une politique déterministe associe à chaque état une et une seule action. Elle s'oppose aux politiques stochas-
tiques (ou stratégies mixtes) associant à chaque état di�érentes actions possibles suivant une certaine distribution
de probabilités.
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2.4.2 L'évaluation d'une politique

A�n d'établir un classement des politiques et de pouvoir déterminer la meilleure d'entre elles,
un critère de performance doit être spéci�é. Il permet de dé�nir une mesure d'utilité associant à
chaque politique π, une valeur V π. En fonction de leurs valeurs, les politiques pourront alors être
classées et la politique optimale sera identi�ée. Nous avons précédemment montré (équations 2.1
et 2.2) que le critère de performance d'un agent rationnel consistait à maximiser ses récompenses
à long terme. La valeur d'une politique traduira donc l'espérance de récompense à long terme de
l'agent.

La politique optimale π∗ est telle qu'elle maximise l'espérance de l'agent en tout état du
système, soit :

∀π ∀s ∈ S V π∗
(s) ≥ V π(s)

Dans les problèmes à horizon �ni H, l'espérance de gain à partir d'un état s, et sur les H
prochaines étapes, est considérée. Nous obtenons alors :

∀s ∈ S V π(s) = E
[ H∑

t=0

rt|s0 = s
]

Si la fonction, de récompense est telle que R : S ×A, alors rt = R(st, π(st)).
Dans le cas des problèmes à horizon in�ni, l'espérance de gain est pondérée par un facteur

d'atténuation γ. D'où :
∀s ∈ S V π(s) = E[

∞∑
t=0

γtrt|s0 = s]

Cette formulation permet d'assurer la convergence de l'espérance. Cependant, la valeur du facteur
d'atténuation doit être choisie avec précaution car elle in�uence le comportement de l'agent.

Une autre façon de déterminer la valeur d'une politique sur un horizon in�ni, consiste à
calculer le gain moyen par étape de décision. Nous obtenons alors :

∀s ∈ S V π(s) = limn→∞E[
1
n

n∑
t=0

rt|s0 = s]

Cette méthode de calcul s'a�ranchit du facteur d'atténuation mais elle a tendance à masquer les
récompenses à court terme au pro�t des récompenses à long terme.

2.4.3 Le principe d'optimalité de Bellman

Bellman [Bellman, 1957] a montré que la fonction de valeur d'une politique peut être calculée
par récurrence, grâce à l'équation de Bellman suivante :

V π(s) = R(s, π(s)) +
∑
s′∈S

γP (s, π(s), s′)V π
t (s′)] (2.3)
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De plus, la fonction de valeur de la politique optimale d'un MDP satisfait l'équation de point
�xe suivante :

V ∗
t+1(s) = maxa∈A[R(s, a) +

∑
s′∈S

γP (s, a, s′)V ∗
t (s′)] (2.4)

Cette équation se base sur le principe d'optimalité de Bellman selon lequel une trajectoire
optimale à partir de l'étape t + 1 est une sous-trajectoire optimale pour la politique optimale à
l'étape t. Autrement dit, la politique optimale à l'étape t + 1 est une sous-partie de la politique
optimale à partir de l'étape t.

Un système d'équations peut alors être déduit en appliquant l'équation de Bellman à chaque
état. Il a été montré que ce système admettait une solution unique à partir de laquelle une
politique optimale peut être déduite. Bien que l'équation de Bellman admette une et une seule
solution V ∗, il peut exister plusieurs politiques optimales si celles-ci ont toutes pour valeur V ∗.

L'équation de Bellman est à la base de plusieurs algorithmes de résolution des MDPs, en
particulier Value Iteration et Policy Iteration que nous présenterons par la suite.

2.5 Une étude de complexité

Avant de décrire les deux principaux algorithmes utilisés pour la résolution des MDPs, nous
allons nous intéresser à la complexité de la résolution optimale de ces problèmes. Nous com-
mencerons par un bref rappel des di�érentes classes de complexité. Nous présenterons ensuite
plusieurs résultats établissant la complexité des MDPs et POMDPs.

2.5.1 Les di�érentes classes de complexité

L'analyse de la complexité d'un problème permet d'étudier l'espace mémoire et le temps re-
quis par un algorithme résolvant ce problème.

Les algorithmes P-complet peuvent être résolus en temps polynomial par une machine déter-
ministe (machine de Turing par exemple). Soit n la taille en entrée du problème, une solution
est obtenue dans le pire cas en O(nk) unités de temps (où k est une constante). Une opération
élémentaire prenant une unité (pas) de temps, nous pourrons également exprimer la complexité
d'un algorithmes en nombres d'opérations élémentaires.

Un algorithme NP-complet peut être résolu en temps polynomial par une machine non-
déterministe. Une machine non-déterministe peut être vue comme une machine déterministe
munie d'un � oracle � qui lui indiquerait quel chemin suivre pour arriver à la solution. Lors de
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la recherche d'une solution, lorsque plusieurs choix sont possibles, une machine non-déterministe
ferait automatiquement le bon. De telles machines n'existent pas. A ce jour, aucun algorithme ne
peut simuler ce type de machine en temps polynomial. L'algorithme le plus performant pour une
telle tâche est exponentiel en temps. Le passage d'une machine non-déterministe à une machine
déterministe est donc exponentiel en temps. Un problème NP peut alors être résolu en temps
exponentiel par une machine déterministe. En revanche, une solution à un problème NP peut
être véri�ée en temps polynomial par une machine déterministe.

Étant donné qu'aucun algorithme polynomial connu ne peut résoudre un problème NP, la
communauté scienti�que suppose que les classes P et NP sont distinctes (P 6= NP ). Cependant
cette conjecture reste ouverte à de nombreuses recherches. Il est admissible d'a�rmer qu'un
problème NP n'est pas résoluble à part pour de très petites tailles de problème.

La complexité d'un problème peut également être évaluée en terme d'espace. La classe des
problèmes PSPACE est constituée des problèmes P et NP pouvant être résolus en un espace
polynomial. D'où P ⊂ NP ⊂ PSPACE.

D'autres classes de problèmes encore plus di�ciles peuvent être répertoriées. Il s'agit des
classes de complexité EXP (exponentielle déterministe) et NEXP (exponentielle non détermi-
niste). Un problème de complexité EXP est un problème pouvant être résolu par une machine
déterministe en temps exponentiel. Un problème NEXP est un problème nécessitant un temps
exponentiel sur une machine non-déterministe, donc doublement exponentiel sur une machine
déterministe.

Il a été montré que EXP ⊆ NEXP . On suppose cependant que EXP 6= NEXP , mais
aucune preuve n'a été établie. En revanche, il est démontré que P 6= EXP .

L'étude de la complexité d'un problème peut apporter des informations précieuses sur la
manière de le résoudre. En e�et, s'il est possible d'a�rmer qu'un problème est NP-complet (EXP
ou NEXP), nous pouvons en déduire que la résolution exacte du problème n'est pas envisageable.
Il est alors préférable de s'orienter vers la mise en ÷uvre d'algorithmes d'approximation.

2.5.2 La complexité des MDPs

Papadimitriou et Tsitsiklis [Papadimitriou et Tsitsiklis, 1987] ont étudié la complexité de la
résolution optimale des MDPs et POMDPs.

Il a été démontré que la résolution d'un MDP à horizon �ni ou in�ni est un problème P-
complet. Il est donc possible de développer des algorithmes e�caces pour leur résolution.
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La résolution d'un POMDP à horizon �ni est un problème PSPACE, elle reste donc envi-
sageable. En revanche, les POMDPs à horizon in�ni sont des problèmes indécidables. Littman
s'est intéressé à un cas particulier de POMDP à horizon in�ni dans lequel les récompenses sont
égales à 0 ou 1 (des valeurs booléennes). Il a montré que, dans ce cas, le problème est EXP.

2.6 Les algorithmes de résolution

Déterminer la politique optimale d'un MDP revient à calculer la valeur de la politique op-
timale. La politique optimale peut ensuite être déduite très facilement. Nous allons à présent
décrire deux algorithmes pour la résolution de ces problèmes décisionnels.

Nous tenons à préciser que ces algorithmes supposent, tout comme les résultats présentés
précédemment, que le modèle du système soit connu. En particulier, nous devons être en mesure
de dé�nir la fonction de transition T et la fonction de récompense R.

Si l'agent évolue dans un environnement totalement inconnu, il n'est généralement pas pos-
sible de modéliser T et R. L'hypothèse que nous avons implicitement posée n'est alors plus vé-
ri�ée. Dans ce cas, l'agent peut directement apprendre sa politique en utilisant des algorithmes
d'apprentissage par renforcement tels que Q-learning qui ne nécessitent pas de connaissance a
priori de T etR. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer à [Sutton et Barto, 1998, Kaelbling
et al., 1996] qui fournissent une introduction à ces mécanismes d'apprentissage.

2.6.1 L'algorithme Value Iteration

L'équation de Bellman 2.4 constitue la base de l'algorithme Value Iteration18, l'un des algo-
rithmes les plus utilisés pour la résolution de MDPs à horizons �nis ou in�nis.

Principe de l'algorithme

Cet algorithme de programmation dynamique décrit par Bellman [Bellman, 1957] consiste
en une amélioration itérative de la valeur de chaque état du MDP. A partir d'une valeur initiale
arbitraire de chaque état, Value Iteration améliore itérativement l'évaluation des états par ap-
proximations successives en utilisant l'équation 2.4. La valeur d'un état à l'itération t est calculée
à partir de sa valeur à l'itération t − 1. Le processus itératif s'arrête lorsque la di�érence entre
les valeurs successives de tous les états est inférieure à un paramètre ε.

Étant donné que l'équation de Bellman est une équation de point �xe, nous sommes en mesure
de garantir la convergence de l'algorithme vers une fonction de valeur optimale et ce quelle que
soit la valeur initiale de la fonction de valeur. L'algorithme Value Iteration correspond alors à
un algorithme de recherche de point �xe unique.

18Value Iteration est également appelé algorithme d'itération des valeurs.
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Algorithme 1 : Value Iteration
Entrées : un MDP < S,A,P,R >

un paramètre de précision ε

un facteur d'atténuation γ

une valeur initiale V0 arbitraire
t← 01

pour tous les s ∈ S faire2

V0(s)← Vo3

�n4

répéter5

t← t + 16

pour tous les s ∈ S faire7

8

Vt(s) = maxa∈A[R(s, a) + γ
∑
s′∈S

P (s′, a, s)Vt−1(s′)]

�n9

jusqu'à maxs∈S |Vt(s)− Vt−1(s)| < ε ;10

Sorties : Vn l'approximation de V ∗ à 2εγ
1−γ près

La valeur Vn de la politique obtenue par cet algorithme est une approximation à 2εγ
1−γ près de

la valeur de la politique optimale. A partir de la valeur Vn, nous pouvons déduire une politique
πn optimale à ε près. En pratique, cette politique s'avère généralement être la politique optimale
du MDP. Par ailleurs, nous pouvons constater que la politique optimale est souvent obtenue bien
avant que l'algorithme ne s'arrête. En e�et, les dernières itérations réalisent des améliorations de
la fonction de valeur qui n'ont pour e�et que d'augmenter la précision de l'évaluation mais ne
modi�ent pas la politique.

Complexité

La complexité en temps de l'algorithme dépend de la complexité de chaque itération et du
nombre d'itérations. Une itération nécessite |A||S|2 opérations. Par ailleurs, le nombre d'itéra-
tions nécessaires pour converger est, au pire cas, polynomial en |S|, |A|, γ et B où B est le
nombre total de bits requis pour représenter les données du problème.

Sutton et Barto [Sutton et Barto, 1998] ont montré que des MDPs d'un million d'états
pouvaient facilement être résolus par l'algorithme Value Iteration. De plus, cet algorithme possède
des propriétés anytime c'est-à-dire que la qualité de la solution augmente de façon monotone à
chaque itération et l'amélioration est décroissante au cours du temps. L'algorithme est également



2.6. Les algorithmes de résolution 57

interruptible : si nous l'arrêtons avant qu'il ait atteint son point de convergence, nous disposerons
quand même d'une solution.

Value Iteration calcule une politique ε-optimale pour n'importe quel état initial. Ceci peut
constituer un avantage si nous souhaitons calculer une politique sans connaître a priori la situa-
tion initiale de l'agent. Cependant, lorsque les états initiaux sont connus, l'algorithme n'en tire
pas avantage ce qui conduit à l'évaluation de trajectoires non atteignables.

En ce qui concerne la complexité en espace, Value Iteration est linéaire en |S||A|.

2.6.2 L'algorithme Policy Iteration

Policy Iteration19 est également un algorithme itératif utilisant le principe d'optimalité de
Bellman a�n de résoudre des MDPs à horizon �ni ou in�ni. Cet algorithme décrit par Howard
en 1960 [Howard, 1960] procède par améliorations successives d'une politique.

Principe de l'algorithme

A la di�érence de Value Iteration qui calcule une valeur puis déduit une politique, Policy
Iteration construit directement la politique optimale. L'algorithme part d'une politique initiale
arbitraire π0. A chaque itération, la politique courante est évaluée puis améliorée. L'évaluation
utilise l'équation de Bellman 2.3 et revient à résoudre un système d'équations linéaires. La phase
d'amélioration consiste à mettre à jour la politique courante en utilisant les valeurs calculées lors
de la phase d'évaluation.

L'algorithme converge lorsqu'aucune modi�cation de la politique n'est plus possible, soit
πt+1(s) = πt(s) ∀s ∈ S. Par ailleurs, l'algorithme se termine en fournissant une politique opti-
male.

Howard a montré que chaque itération améliorait la politique : la valeur de chaque état à
l'itération t + 1 est supérieure ou égale à celle de l'itération t et elle est strictement supérieure
pour au moins un état.

Complexité

Comme tout algorithme itératif, la complexité en temps de Policy Iteration dépend de la com-
plexité d'une itération et du nombre d'itérations. L'évaluation d'une politique requiert O(|S|3)
opérations élémentaires et la phase d'amélioration nécessite O(|A||S|2) opérations.

Le nombre d'itérations de l'algorithme dépend fortement de la politique initiale π0. Il existe
|A||S| politiques possibles. Étant donné qu'à chaque itération la politique mise à jour domine stric-
tement la politique précédente, le nombre d'itérations sera, au pire cas, exponentiel en nombre
d'états. Toutefois, il a été prouvé que la borne supérieure concernant le nombre d'itérations était

19Policy Iteration est également appelé algorithme d'itération des politiques.
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Algorithme 2 : Policy Iteration
Entrées : un MDP < S,A,P,R >

un facteur d'atténuation γ

une politique initiale π0 arbitraire
t← 01

πt+1 ← π02

répéter3

πt ← πt+14

t← t + 15

// phase d'évaluation

pour tous les s ∈ S faire6

Calculer Vπt(s)7

�n8

// phase d'amélioration

pour tous les s ∈ S faire9

si ∃a ∈ A tel que R(s, a) + γ
∑

s′∈S P(s, a, s′)Vπt(s′) > Vπt(s) alors10

πt+1(s) = a11

sinon12

πt+1(s) = πt(s)13

�n14

�n15

jusqu'à πt(s) = πt+1(s) ∀s ∈ S ;16

Sorties : πt+1 la politique optimale

bien inférieure. En e�et, Puterman [Puterman, 2005] a montré que l'algorithme ne converge pas
moins vite que Value Iteration, pour les problèmes à horizon in�ni avec facteur d'atténuation.
De plus, Value Iteration nécessite un nombre polynomial d'itérations pour résoudre ce type de
problèmes. Il peut donc être déduit que le nombre d'itérations de Policy Iteration est polynomial
pour des problèmes à horizon �ni avec facteur d'atténuation. En revanche, l'in�uence du facteur
d'atténuation sur le nombre d'itérations reste un problème ouvert.

En pratique, Policy Iteration converge en moins d'itérations que Value Iteration. En e�et,
l'algorithme s'arrête lorsque la politique optimale est atteinte. Value Iteration, au contraire,
continue à itérer tant que la valeur de la politique peut être améliorée, et ce même si la politique
ne change pas. En revanche, une itération de Policy Iteration consomme plus de temps qu'une
itération de Value Iteration.

En ce qui concerne la complexité en espace, Policy Iteration est linéaire en |S||A|.
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2.6.3 Discussion

Le choix d'utiliser Value Iteration ou Policy Iteration est di�cile. Value Iteration procède
à de petites améliorations successives alors que Policy Iteration réalise, à chaque itération, des
améliorations plus conséquentes mais plus coûteuses en temps. Littman [Littman, 1996] avance
que le choix de l'algorithme dépendrait de la structure du MDP. Néanmoins, aucun de ces deux
algorithmes n'exploitent la structure du MDP a�n d'améliorer ses performances [Littman et al.,
1995]. Ils restent ainsi très généraux et peuvent être utilisés pour tout type de MDP. Il est
cependant suggéré qu'exploiter la structure du problème, permettrait de diminuer la complexité
des algorithmes de résolution [Boutilier et al., 1995]. Ainsi la connaissance de l'état initial peut
par exemple être utilisée a�n de restreindre le nombre de politiques à évaluer [Dean et al.,
1993]. De même, la structure des composantes du MDP peut être exploitée a�n de réaliser une
agrégation de l'espace d'états [Boutilier et al., 1999, Boutilier et Dearden, 1994, Dean et Lin,
1995] ou d'actions [Hauskrecht et al., 1998]. Dearden et Boutilier [Dearden et Boutilier, 1994]
proposent également d'alterner la plani�cation et l'exécution a�n d'utiliser la connaissance de
l'état courant pour décider de la prochaine action à exécuter. Toutes ces méthodes ont pour but
de traiter plus e�cacement des problèmes de grandes tailles.

Par ailleurs, Littman propose de diminuer les exigences quand à l'optimalité de la solution
�nale. Bien que les algorithmes que nous avons décrits soient polynomiaux, il n'est pas exclu de
développer des algorithmes plus performants en temps ou en espace. Des méthodes d'approxi-
mation moins onéreuses peuvent ainsi être envisagées.

Comme nous le montrerons au chapitre suivant, des constatations similaires pourront être
réalisées pour des modèles markoviens multi-agents. Elles constitueront le point de départ du
travail que nous exposerons par la suite.

2.7 Les domaines d'application des MDPs

Dans l'introduction de son livre Markov Decision Processes : discrete stochastic dynamic pro-
gramming [Puterman, 2005], Martin L. Puterman décrit la diversité des applications des MDPs.
Il montre ainsi que les MDPs peuvent être utilisés dans des problèmes comme la gestion de stock,
la maintenance du revêtement des routes, le remplacement d'équipements. Ce dernier exemple
décrit par Howard dans le cadre du remplacement de pièces sur une voiture, peut également
être adapté pour la maintenance d'un parc de bus de ville. Puterman propose également des
applications en rapport avec les réseaux de communication : le problème étant alors d'établir
un routage optimal des paquets à travers le réseau a�n de maximiser la quantité d'information
en transit. L'étude des phénomènes biologiques et écologiques o�re également de grandes po-
tentialités d'application des MDPs. Il est ainsi possible d'établir des modèles de comportement
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de di�érents animaux (lions, oiseaux, araignées, ...). En�n, les jeux de chance et de stratégie
proposent un cadre naturellement adapté à l'utilisation des MDPs. Il est également possible de
se référer à Mundhenk et al. [Mundhenk et al., 2000] pour une description de la diversité des
applications des MDPs.

Plus récemment les MDPs et POMDPs ont été utilisés en robotique [Kaelbling et al., 1998].
A partir de l'utilisation des MDPs pour la gestion du dialogue [Young, 1990, Levin et al., 1998],
Roy et al. [Roy et al., 2000] se sont intéressés à la mise en place, sur un robot, de dialogue
parlé à l'aide de MDPs. Les MDPs et POMDPs ont également été utilisés a�n de résoudre des
problèmes de navigation [Simmons et Koenig, 1995, Gordon, 1999, Laroche, 2000]. En robotique
exploratoire, nous pouvons citer les travaux de Bernstein et al. [Cardon et al., 2001, Zilberstein
et al., 2002, Bernstein et al., 2001] qui ont montré l'adéquation de ce formalisme pour la résolution
des problèmes décisionnels auxquels est confronté un robot autonome évoluant sur Mars.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté di�érents modèles stochastiques permettant de raison-
ner sous incertitude, c'est-à-dire dans des environnements non-déterministes.

Nous avons tout d'abord présenté une propriété majeure de certains environnements sto-
chastiques : la propriété de Markov. Nous avons montré que malgré les apparences, un grand
nombre d'environnements pouvaient être modélisés de manière à véri�er cette propriété. Ceci
nous a amenée à introduire les chaînes de Markov et leur adaptation à l'observabilité partielle :
les chaînes de Markov cachées. Ces modèles permettent de représenter l'évolution de systèmes
markoviens. Nous avons cependant mis en évidence le fait que ce formalisme ne permettait pas la
modélisation de systèmes dans lesquels un agent in�uence, par l'exécution d'actions, l'évolution
du système.

Les processus décisionnels de Markov ont alors été introduits. Nous avons passé en revue les
di�érentes composantes (espace d'états, d'actions, fonction de transition et de récompense) d'un
tel modèle. Nous nous sommes ensuite intéressée à la résolution de problèmes modélisés sous
forme de MDPs. La notion de politique et le principe d'optimalité de Bellman ont été décrits,
et nous avons détaillé deux algorithmes majeurs pour la résolution des MDPs. L'optimalité et la
complexité de ces algorithmes ont en�n été discutés.

Tout au long de ce chapitre, nous ne nous sommes pas préoccupée de l'aspect multi-agent des
systèmes considérés. Les processus décisionnels de Markov ont en e�et été introduits comme des
formalismes permettant de représenter des problèmes décisionnels mono-agent, alors que nous
avions souligné, au chapitre précédent, l'importance de l'aspect multi-agent dans notre travail.
Nous pouvons donc nous interroger sur la façon de formaliser des problèmes décisionnels multi-
agents à l'aide de MDPs. Nous répondrons à cette question dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

Les Processus Décisionnels de Markov

et les SMA

Dans les chapitres qui ont précédé, nous avons présenté d'un côté les Systèmes Multi-Agents
(SMA), et de l'autre les Processus Décisionnels de Markov (MDP). Ce chapitre va porter sur la
rencontre de ces deux champs d'étude. Nous allons ainsi traiter de la résolution des problèmes
de décision séquentielle dans les systèmes multi-agents. Nous aborderons plus particulièrement
l'utilisation des processus décisionnels de Markov pour la résolution des problèmes de décision
multi-agents.

Nous commencerons par présenter la problématique de la prise de décision sous incertitude
dans les systèmes multi-agents. Nous en préciserons les éléments essentiels et nous mettrons en
relation la théorie des jeux et les problèmes décisionnels multi-agents.

Nous présenterons ensuite le formalisme des processus décisionnels de Markov multi-agents et
nous discuterons de leur adéquation pour résoudre les problèmes qui nous sont posés. Cette dis-
cussion nous amènera à dé�nir le formalisme des processus décisionnels de Markov décentralisés
(DEC-POMDP). Nous en énumérerons les propriétés majeures et nous identi�erons un certain
nombre de classes de DEC-POMDPs.

En�n, nous procéderons à un état de l'art des di�érentes méthodes existantes pour la réso-
lution des processus décisionnels de Markov décentralisés. Après avoir présenté les méthodes de
résolution exactes et approchées, nous discuterons de leur e�cacité et de leur applicabilité.

3.1 Décision séquentielle sous incertitude dans les SMA

Nous nous intéressons à la prise de décision séquentielle sous incertitude dans les systèmes
multi-agents. Nous considérons un ensemble de n agents, chaque agent Agi pouvant réaliser un
ensemble Ai d'actions ai. A chaque instant t, chaque agent doit décider quelle action réaliser a�n
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de maximiser ses performances.
Un problème de décision séquentielle peut être découpé en étapes de décision. Les problèmes

formalisés au chapitre précédent par des MDPs constituaient des problèmes de décision séquen-
tielle. Dans le contexte multi-agent, à chaque étape, les agents doivent décider quelles actions
exécuter.

3.1.1 Caractéristiques du problème

Considérons deux agents devant déplacer un cube d'un point A à un point B. Nous repré-
senterons le monde dans lequel évoluent les agents par une grille 5 × 5. Le cube ne peut être
déplacé que si les agents le poussent en même temps. Les déplacements du cube sont illustrés par
la �gure 3.1. Si l'un des agents pousse le cube et que l'autre ne fait rien ou se déplace, le cube ne
bouge pas. Si les deux agents poussent le cube, le déplacement est incertain, le cube peut rester
sur place ou dévier. Les probabilités indiquées sur la �gure 3.1 ne rendent compte que des cas
où le cube bouge. Lorsque la somme des probabilités est inférieure à 1, la di�érence fournit la
probabilité que le cube reste sur place.

0.8

0.8 0.3

0.1

0.1

0.1

0.1

Fig. 3.1 � Déplacement d'un cube poussé par deux agents

Comme nous l'avons décrit précédemment, les agents n'ont généralement qu'une vue partielle
de leur état local et de l'état du système. De plus, chaque agent ne connaît pas le comportement
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des autres agents et doit donc prendre une décision à partir d'une connaissance partielle du
système. Dans notre exemple, les perceptions de chaque agent peuvent être restreintes à sa
position. De ce fait, chaque agent ne connaît ni la position, ni la décision de l'autre agent. Il doit
donc prendre ses décisions en dépit de ce manque de connaissance.

Nous avons montré au premier chapitre qu'il était impossible de rendre compte de tous les
paramètres régissant un système réel. L'incertitude est donc utilisée a�n de pallier cette incom-
plétude et est modélisée par une fonction de transition décrivant une distribution de probabilités
sur les résultats des actions.

Dans les systèmes coopératifs, le but des agents est de maximiser leur récompense jointe. Pour
ce faire, il est nécessaire que les agents se coordonnent. Étant donné que les agents partagent
une fonction de récompense jointe, la décision d'un agent a une in�uence sur tous les autres
membres du système. Un manque de coordination risque de mener les agents à un comportement
ne permettant pas de maximiser leurs performances.

Dans notre exemple, il est nécessaire que les agents poussent en même temps dans la même
direction sinon, le cube ne bougera pas et aucune récompense ne sera obtenue.

Notons que dans le cas des systèmes non-coopératifs, chaque agent doit également anticiper
les actions des autres agents a�n de maximiser son gain propre.

3.1.2 Notion de politique

Résoudre un problème de décision séquentielle multi-agent consiste à calculer une politique
jointe π = 〈π1, · · · , πn〉 où πi correspond à la politique de l'agent Agi. Cette dernière permet
à l'agent de décider comment agir : elle fait correspondre une action à chaque situation dans
laquelle l'agent peut se trouver. Les politiques sont également appelées stratégies. Un vecteur de
stratégies est alors équivalent à une politique jointe et désigne le tuple π = 〈π1, · · · , πn〉.

Deux types de politiques peuvent par ailleurs être identi�ées [Xuan et Lesser, 2002] : les
politiques centralisées et les politiques décentralisées. La di�érence réside dans la manière dont
elles seront exécutées.

Politiques centralisées et décentralisées

Une politique centralisée spéci�e, pour chaque agent, l'action qu'il devra exécuter en fonction
de l'état du système. Il s'agit d'une fonction π = 〈π1, · · · , πn〉 telle que πi : S → Ai.

Une politique décentralisée spéci�e, pour chaque agent, quelle action réaliser en fonction des
connaissances que l'agent a de l'état global du système. De ce fait, les agents peuvent ne pas
avoir accès à l'état du système. A partir des connaissances de l'agent (les observations et les
états de croyances), la politique dicte quelle action réaliser. Ce type de politique est beaucoup
mieux adapté dans le cas d'agents répartis dans l'espace et autonomes, c'est-à-dire prenant leurs
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décisions sans intervention d'un contrôleur central. Une politique décentralisée fait correspondre
à chaque état si de l'agent Agi, une action ai. Lorsque l'agent n'observe pas totalement son état
si, la politique est dé�nie sur l'ensemble des observations Ωi de l'agent. Elle correspond à une
fonction πi : Ωi → Ai.

La politique jointe des agents est généralement calculée avant que les agents commencent
l'exécution de leurs tâches. La phase précédant l'exécution et durant laquelle le calcul des poli-
tiques est réalisé, est appelée phase � hors-ligne �. La phase d'exécution des tâches correspond à
la phase � en ligne �. Déterminer hors-ligne les politiques des agents permet de limiter les calculs
que les agents auront à réaliser durant l'exécution des tâches. De ce fait, les agents possèdent
une plus grande réactivité.

Politique optimale

Une politique optimale jointe π∗ est telle qu'elle maximise l'espérance de gain des agents.
Nous désignerons par politique π∗i , la politique de l'agent Agi composant la politique optimale
jointe π∗ = 〈π∗1, · · · , π∗n〉.

Dans le cadre d'agents coopératifs, la fonction de récompense est commune à tous les agents.
Maximiser le gain espéré d'un agent revient à maximiser le gain espéré de tous les agents.

Plus formellement, dans un cadre coopératif, les agents tentent de maximiser leur espérance
dé�nie par l'équation suivante :

E[
H−1∑
t=0

R(st, at, st+1)|s0]

où H désigne l'horizon du problème, st est l'état du système à l'instant t et at désigne l'action
jointe exécutée par les agents à l'instant t. s0 correspond à l'état initial du système.R(st, at, st+1)

est la récompense obtenue par les agents lorsque le système passe d'un état st à un état st+1 en
e�ectuant l'action at.

La valeur d'une politique étant mesurée à partir du critère ci-dessus, nous obtenons :

V π(s0) = E[
H−1∑
t=0

R(st, π(st), st+1)|s0]

En supposant l'état initial s0 connu, la politique optimale π∗ est telle que :
V π(s0) = arg_maxπV π(s0)

Dans les systèmes non-coopératifs, chaque agent possède sa propre fonction de récompense,
nous obtenons alors la mesure suivante :

V π(s0) = E[
H−1∑
t=0

Ri(st, π(st), st+1)|s0] (3.1)
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Dans le cadre de problèmes à horizons in�nis, l'espérance peut être pondérée par un facteur
d'atténuation. Une moyenne des gains espérés peut également être envisagée.

3.2 Théorie des jeux et décision sous incertitude

Le premier ensemble cohérent de résultats concernant la théorie des jeux a été formulé par
Von Neuman et Morgenstern dans un ouvrage intitulé The theory of Games and Economic Be-
havior [Von Neumann et Morgenstern, 1944]. La théorie des jeux s'inspire de concepts provenant
des mathématiques et des sciences économiques, et propose de modéliser par un formalisme
abstrait les interactions entre des décideurs (agents) rationnels. Un jeu est composé d'un
ensemble de joueurs, de règles et d'une fonction de récompense. Chaque joueur doit alors éta-
blir une stratégie (ou politique) lui permettant de décider comment agir à chaque tour de jeu
a�n de maximiser sa récompense. Il existe di�érents types de jeux : les joueurs peuvent être
coopératifs ou non-coopératifs, les joueurs peuvent jouer simultanément ou de manière séquen-
tielle, l'information dont dispose chaque joueur peut être complète ou incomplète, parfaite ou
imparfaite.

3.2.1 Jeux de Markov

Dans un jeu à n-joueurs classique, l'action entreprise par un joueur à l'étape t (ou tour de
jeu t) n'a d'in�uence que sur le paiement qu'il obtient à cette étape (environnement épisodique).
La décision prise par le joueur n'a donc aucune répercussion sur les paiements futurs ou sur les
possibilités de jeu à venir. Dans de nombreuses situations d'interactions entre des joueurs, cette
hypothèses s'avère fausse. Prenons l'exemple de deux parieurs possédant une fortune de départ.
A chaque tour, chaque parieur met en jeu une certaine somme (inférieure ou égale à sa fortune).
Le joueur ayant parié la plus grosse somme remporte toutes les sommes mises en jeu. La somme
pariée à chaque tour a une in�uence sur les possibilités de pari et de gain futur des joueurs.

Shapley [Shapley, 1953] a dé�ni les jeux stochastiques a�n de tenir compte de ce type de
phénomène. Un espace d'états S et une probabilité de transition P ont ainsi été ajoutés à la
dé�nition des jeux classiques.

Dé�nition 10 Jeu Stochastique

Un jeu stochastique est dé�ni par un tuple G = 〈S,N ,A, T , u1, · · · , un〉 tel que :
� S est l'ensemble �ni des états du jeu
� N dé�nit l'ensemble des n joueurs
� A = 〈A1, · · · ,An〉 est l'ensemble des actions des joueurs. Ai est l'ensemble des actions ai

exécutables par le joueur Agi.
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� P dé�nit la fonction de transition du jeu. P(s, a, s′) donne la probabilité que le système
passe d'un état s à un état s′ lorsque les joueurs exécutent l'action a =< a1, · · · , an >

� ui : S ×A → R correspond à la fonction d'utilité du joueur Agi.

Dans un jeu stochastique, le choix de l'action réalisée par un joueur à l'étape t in�uence son
utilité ui(st, at) à cette étape. Cette décision a également des répercussions sur les états suivants
st+1 possibles et sur les paiements futurs des joueurs.

La fonction de transition d'un jeu stochastique véri�e la propriété de Markov, c'est pourquoi
les jeux stochastiques sont également appelés jeux de Markov.

3.2.2 Notion d'équilibre

Dans un jeu stochastique, chaque joueur cherche à maximiser son espérance de gain. La valeur
d'un vecteur de stratégie π, pour un agent Agi, est dé�nie comme étant l'espérance de gain de
l'agent, soit :

V π
i = E[

∞∑
t=0

γtui(st, π(st))|s0]

où γ correspond au facteur d'atténuation. Calculer V π
i revient à calculer l'espérance des

trajectoires possibles s0, s1, .... Dans le cas d'un horizon �ni, la somme est réalisée sur un nombre
�ni d'étapes et le facteur d'atténuation est omis, on se ramène alors à l'équation 3.1.

Parmi l'ensemble des vecteurs de stratégies possibles, on peut identi�er des situations d'équi-
libres comme l'équilibre de Nash20 [Nash, 1950].
Dé�nition 11 Équilibre de Nash

Un vecteur de stratégies π = 〈π1, · · · , πn〉 est un équilibre de Nash si :

∀i, V π
i (s) ≥ V

π−i×π′
i

i (s) ∀s ∈ S ∀π′i

où π−i désigne la politique des agents Agj tels que j 6= i.

Un vecteur de stratégies est un équilibre de Nash si aucun joueur n'a intérêt à dévier unila-
téralement de l'équilibre. Étant �xées les stratégies de tous les joueurs j 6= i, Agi ne peut que
diminuer son gain espéré s'il modi�e sa stratégie. Un équilibre de Nash représente un optimum
local.

Les vecteurs de stratégies correspondant à des équilibres de Nash constituent des solutions
intéressantes aux problèmes de décision à n-joueurs. Hors d'un équilibre de Nash, au moins un
des joueurs tirera pro�t de la modi�cation de sa politique. Les théoriciens s'accordent sur le fait
qu'une solution est nécessairement un équilibre de Nash. Cependant, dans de nombreux jeux, il
existe plusieurs équilibres de Nash. Se pose alors le problème du choix de l'équilibre.

20Notons que les équilibres de Nash sont également appelés équilibres parfaits de Markov.
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3.2.3 Résolution de jeux de Markov

Les travaux menés sur la résolution des jeux Markoviens sont essentiellement axés sur les
jeux non-coopératifs.

Littman [Littman, 1994] a exploré la possibilité de résoudre des jeux de Markov à deux
joueurs et à somme nulle, en utilisant des algorithmes d'apprentissage par renforcement. Le fait
de considérer des jeux à deux joueurs et à somme nulle, simpli�e le modèle mathématique. Ce-
pendant, cette hypothèse entraîne d'importantes restrictions sur les possibilités de modélisation
des systèmes multi-agents. De plus, il devient impossible de prendre en compte des phénomènes
de coopération entre les joueurs.

Hu et Wellman [Hu et Wellman, 1998a, Hu et Wellman, 1998b] se sont intéressés aux jeux de
Markov à somme non-nulle et à n agents. Bien que ce type de jeu permette à des agents d'adopter
des comportement coopératifs, Hu et Wellman n'ont traité que le cas d'agents non-coopératifs.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéresserons à des groupes d'agents coopératifs.
Dans la suite de ce chapitre, nous allons donc nous concentrer sur les approches permettant de
résoudre des problèmes décisionnels pour de tels systèmes.

3.3 Processus Décisionnels de Markov Multi-agents

A�n d'adapter le formalisme des MDPs aux systèmes multi-agent coopératifs, Boutilier [Bou-
tilier, 1996, Boutilier, 1999, Boutilier et al., 1999] a dé�ni les Processus Décisionnels de Markov
Multi-agent ou MMDP (Multiagent Markov Decision Processes). Ces derniers permettent de
formaliser des problèmes de décision séquentielle dans des systèmes multi-agents coopératifs. Ce
formalisme est très proche de celui des jeux de Markov. Cependant, les MMDP modélisent uni-
quement des systèmes coopératifs. La fonction de récompense est donc dé�nie communément à
tous les joueurs, alors que les jeux stochastiques dé�nissent une fonction de récompense propre
à chaque agent.

3.3.1 Formalisme

Un MMDP est dé�ni par un tuple < S,A,P,R > tout comme les processus décisionnels de
Markov classiques. Cependant, chaque action est décrite par l'ensemble des actions individuelles
des agents, on parle alors d'action jointe. En plus du tuple < S,A,P,R >, une variable α est
dé�nie. Elle correspond au nombre d'agents du système.
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Dé�nition 12 Processus Décisionnels de Markov Multi-agents

Un MMDP est dé�ni par un tuple < α,S,A,P,R > tel que :
� α est le nombre d'agents du système.
� S correspond à l'ensemble des états s du système.
� A = A1 × · · · × An dé�nit l'ensemble des actions jointes des agents, Ai est l'ensemble des
actions locales de l'agent Agi.

� P est une fonction de transition, elle donne la probabilité P(s, a, s′) que le système passe
dans un état s′ quand les agents exécutent l'action jointe a ∈ A à partir de l'état s.

� R dé�nit la fonction de récompense. R(s, a, s′) est la récompense obtenue par le système
lorsqu'il passe d'un état s à un état s′ en exécutant l'action a.

Un MMDP peut être vu comme un MDP ayant un grand espace d'états et d'actions. L'en-
semble des agents est alors considéré comme un seul agent dont le but est de calculer une politique
optimale pour le MDP joint. Un MMDP peut également être considéré comme un jeu stochas-
tique à n-joueurs dans lequel la fonction de récompense est la même pour tous les joueurs. Le
formalisme des MMDPs correspond donc à une généralisation des MDP au cas multi-agent et à
une spécialisation des jeux stochastiques à n-joueurs.

Résoudre un MMDP consiste à calculer une politique jointe π = 〈π1, · · · , πn〉 où πi correspond
à la politique locale de l'agent Agi. Elle dé�nit une fonction πi : S → Ai qui fait correspondre à
tout état du système, une action ai de l'agent Agi. Une telle politique jointe peut être calculée
par un algorithme classique comme Value Iteration.

La politique d'un MMDP est une politique centralisée, il est nécessaire pour l'exécuter que
chaque agent ait accès à l'état global du système. Dans les systèmes multi-agents cette hypothèse
est rarement véri�ée. A�n d'exécuter la politique du MMDP, il est alors nécessaire que le contrôle
soit centralisé ou bien que les agents puissent communiquer.

3.3.2 Contrôle Centralisé

Les systèmes multi-agents à contrôle centralisé sont conçus de telle façon qu'un contrôleur
central est chargé de calculer la politique optimale jointe et de prendre les décisions pour tous les
agents. Dans de tels systèmes, la politique d'un MMDP peut être facilement exécutée. L'entité
centrale connaît l'état du système et peut dicter à chaque agent quelle action réaliser.

Un tel type de contrôle n'est généralement pas envisageable. En e�et, les agents sont souvent
répartis dans l'espace et aucun n'a assez d'informations pour jouer le rôle d'entité centrale.

3.3.3 Contrôle Décentralisé

Appliquer la politique d'un MMDP de manière décentralisée est cependant possible si les
agents peuvent communiquer à volonté et gratuitement, c'est-à-dire si la communication n'est
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pas limitée par des contraintes physiques telles que la taille de la bande passante, et qu'elle n'a
aucune in�uence sur l'utilité des agents. Ces derniers peuvent alors échanger leurs informations
sur leurs états a�n de déterminer l'état global du système. Il est malgré tout nécessaire que l'état
du système soit collectivement totalement observable. Sinon, les agents ne pourront pas déduire
l'état du système même s'ils ont échangé toutes leurs informations.

Dans les systèmes multi-agents où le contrôle est décentralisé, le calcul de la politique peut
être réalisé de manière centralisée ou décentralisée. Dans le premier cas, un contrôleur central est
chargé de calculer la politique optimale jointe π = 〈π1, · · · , πn〉. Les politiques locales πi consti-
tuant cette politique optimale jointe sont ensuite envoyées aux agents chargés de les exécuter.

Un autre modèle de conception, complètement décentralisé, peut être utilisé. Chaque agent
calcule alors de manière individuelle la politique optimale jointe. Si les agents suivent le même
raisonnement pour e�ectuer ce calcul, ils obtiendront tous la même politique optimale. Cepen-
dant, s'il existe plusieurs politiques optimales, il est nécessaire que les agents coordonnent le choix
de la politique optimale à suivre. Dans le cas contraire, des problèmes de coordination risquent
de survenir. En e�et, s'il existe plusieurs politiques optimales, les agents peuvent sélectionner
di�érentes politiques et ainsi faire des choix non-coordonnés qui conduiront à un comportement
non-optimal.

Considérons deux agents devant se déplacer sur une route à deux voies. Ce problème est
représenté par la �gure 3.2. Chaque agent peut soit rouler à droite, soit rouler à gauche. Les
agents roulent en sens inverse et doivent se croiser en évitant toute collision. Pour ce faire, ils
doivent rouler sur des voies di�érentes. Si les agents roulent du même côté (donc sur des voies
di�érentes), ils obtiennent une récompense de +1, sinon il obtiennent une pénalité de -1. Il existe
quatre politiques jointes possibles :

� L'agent 1 roule à droite et l'agent 2 roule à gauche.
� L'agent 1 roule à gauche et l'agent 2 roule à droite.
� Les deux agents roulent à gauche.
� Les deux agents roulent à droite.
Deux de ces politiques sont des politiques optimales jointes : tous les agents roulent à droite

ou tous les agents roulent à gauche. Cependant, si le premier agent choisit la politique optimale
jointe � les deux agents roulent à gauche �, et le second agent sélectionne � les deux agents roulent
à droite �, il en résultera un comportement non-optimal.

A�n que les agents aient un comportement optimal, il est donc nécessaire qu'ils sélectionnent
de manière coordonnée la politique optimale jointe à suivre. Pour ce faire, di�érentes alternatives
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Politiques de l’agent 1 :

Politiques de l’agent 2 :

ou

ou

ou

Politiques optimales jointes :

Rouler à gaucheRouler à droite

Rouler à droite

Rouler à droite

Rouler à gauche

Rouler à gauche

Fig. 3.2 � Problème de croisement à deux agents

peuvent être envisagées : la communication, l'application de conventions ou de lois sociales, ou
bien l'apprentissage.

En communiquant les agents peuvent s'échanger des messages et aboutir à un accord sur la
politique à sélectionner.

Les lois sociales et les conventions décrivent un critère de choix pour les agents. Dans le
problème précédent, a�n de sélectionner la politique optimale jointe, les agents peuvent utiliser
des conventions telles que � En France, on roule à droite. �. Ainsi, les agents sélectionneront tous
la première politique optimale jointe.

L'apprentissage permet aux agents d'apprendre par essais-erreurs quelle politique jointe sélec-
tionner. Si lors de l'application d'une politique, un agent n'obtient pas la récompense escomptée,
il en déduit que les autres agents n'ont pas sélectionné cette politique jointe. Il pourra alors
décider de sélectionner une autre politique optimale au prochain essai.

En décrivant les MMDP, Boutilier a proposé un premier formalisme intégrant systèmes multi-
agents coopératifs et Processus Décisionnels de Markov. L'utilisation des Processus Décisionnels
de Markov Multi-agents (MMDP) suppose l'existence d'un contrôleur central ayant une vue
globale du système et prenant des décisions de façon centralisée. Cependant, dans la plupart des
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systèmes multi-agents, chaque agent n'a qu'une vue locale de l'état global du système sur laquelle
il base ses décisions. Les MMDP posent donc des hypothèses contraignantes qui empêchent leur
utilisation dans bon nombre de systèmes multi-agents.

3.4 Contrôle décentralisé et Processus Décisionnels de Markov

3.4.1 Formalisme des DEC-POMDPs

Les Processus Décisionnels de Markov Décentralisés Partiellement Observables (DEC-POMDP)
et les Processus Décisionnels de Markov Décentralisés (DEC-MDPs) constituent des extensions
des POMDPs et des MDPs pour des domaines où le contrôle est décentralisé.

Les Processus Décisionnels de Markov décentralisés

Ces formalismes permettent la modélisation de problèmes de décision multi-agents dans les-
quels des agents doivent réaliser un ensemble de tâches en maximisant leur récompense globale.
De plus, chaque agent doit décider de manière autonome quelle action exécuter tout en n'ayant
qu'une vue partielle du système.

Les DEC-MDPs et les DEC-POMDPs dé�nissent un ensemble d'observations Ω constitué des
observations locales Ωi des agents. Une fonction d'observation O est également dé�nie, elle décrit
la probabilité qu'un agent Agi observe oi étant donnés un état de départ s, une action jointe a

et un état d'arrivée s′.

Dé�nition 13 Les Processus Décisionnels de Markov Décentralisés Partiellement

Observables

Un DEC-POMDP est dé�ni par un tuple < S,A,P,Ω,O,R > tel que :
� S dé�nit l'ensemble des états du système.
� A = 〈A1, · · · ,An〉 est l'ensemble des actions jointes. Ai dé�nit l'ensemble des actions ai

de l'agent Agi.
� P = S×A×S → [0, 1] dé�nit la fonction de transition. P(s, a, s′) correspond à la probabilité
que le système passe d'un état s à un état s′ lorsque l'action jointe a est exécutée.

� Ω = Ω1×Ω2× · · · ×Ωn est l'ensemble des observations des agents et Ωi est l'ensemble des
observations oi de l'agent Agi.

� O = S × A × S × Ω → [0, 1] dé�nit la fonction d'observation. O(s, a, s′, o = 〈o1, · · · , on〉)
correspond à la probabilité que chaque agent Agi observe oi lorsque les agents exécutent
l'action jointe a à partir de l'état s et que le système arrive dans l'état s′.

� R dé�nit la fonction de récompense. R(s, 〈a1, · · · , an〉, s′) est la récompense obtenue par
le système lorsque les agents exécutent l'action 〈a1, · · · , an〉 à partir de l'état s et arrivent
dans l'état s′.
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La fonction de transition ainsi que la fonction de récompense dépendent de l'action jointe
exécutée par tous les agents. Comme les POMDPs, les DEC-POMDPs sont dé�nis sur un horizon
H, �ni ou in�ni. A chaque exécution d'une action jointe, la fonction R détermine la récompense
octroyée au système ; le but des agents étant de maximiser la somme des récompenses obtenues.
Notons qu'un DEC-POMDP à un seul agent est équivalent à un POMDP.

Si l'état global du système peut être déduit à partir des observations locales cumulées des
agents, le DEC-POMDP devient un DEC-MDP. L'état global du système est alors collectivement
totalement observable. Cette propriété peut se traduire plus formellement de la façon suivante :

si O(s, a, s′, o = 〈o1, · · · , on〉) > 0 alors Prob(s′|〈o1, · · · , on〉) = 1

Remarquons que cette propriété n'implique pas nécessairement que chaque agent observe
totalement son état local. De plus, l'état global du système n'est pas pour autant individuellement
observable (un agent n'observe pas pour autant l'état global du système). Un DEC-MDP présente
donc les mêmes composantes qu'un DEC-POMDP.

Dans le cas où les états des agents sont localement totalement observables, c'est-à-dire que
∀oi ∈ Ωi ∃si ∈ Si P (si = oi) = 1, l'ensemble des observations Ω et la fonction d'observation O
peuvent être omis a�n d'éviter les redondances d'information. Le DEC-MDP est alors dé�ni par
l'ensemble < S,A,P,R >.

Multi-agent Team Decision Problem

Pynadath et Tambe [Pynadath et Tambe, 2002] ont décrit un formalisme plus général que
les DEC-POMDPs : le Multiagent Team Decision Problem (MTDP). Tout comme les DEC-
POMDPs, les MTDPs permettent de formaliser des problèmes de contrôle décentralisé sous
incertitude. Un MTDP reprend les mêmes composantes qu'un DEC-POMDP. A�n de représenter
plus facilement les problèmes de contrôle dans les systèmes multi-agents, un ensemble d'états de
croyances est ajouté à la dé�nition des DEC-POMDPs. L'état de croyances bt

i d'un agent Agi

décrit son état mental à l'instant t. Il est ainsi possible de di�érencier croyances et observations.
En e�et, dans le formalisme des DEC-POMDPs, l'état de croyances d'un agent Agi correspond
à ses observations et la politique locale est une fonction πi : Ωi → Ai qui fait correspondre
une action à chaque observation de l'agent Agi. L'introduction des états de croyances dans la
formalisation du problème, permet une modélisation plus riche de l'état mental de l'agent qui
n'est plus seulement limité aux observations. La politique d'un agent devient alors une fonction
πi : Bi → Ai qui fait correspondre une action à chaque état de croyances de l'agent Agi.
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Dé�nition 14 Multi-agent Team Decision Problem

Un MTDP est dé�ni par un tuple < S,A,P, B1, · · · , Bn,Ω,O,R > tel que :

� S dé�nit l'ensemble des états du système.
� A = 〈A1, · · · ,An〉 est l'ensemble des actions jointes et Ai dé�nit l'ensemble des actions ai

de l'agent Agi.
� P = S×A×S → [0, 1] dé�nit la fonction de transition. P(s, a, s′) correspond à la probabilité
que le système passe d'un état s à un état s′ lorsque l'action jointe a est exécutée.

� Bi désigne l'ensemble des états de croyances de l'agent Agi. Un tel ensemble est dé�ni pour
chaque agent. Un agent Agi construit son état de croyances bt

i à l'instant t à partir de ses
observations jusqu'à l'instant t.

� Ω = Ω1×Ω2×· · ·×Ωn est l'ensemble des observations des agents tel que Ωi est l'ensemble
des observations de l'agent Agi.

� O = S × A × S × Ω → [0, 1] dé�nit la fonction d'observation. O(s, a, s′, o = 〈o1, · · · , on〉)
correspond à la probabilité que chaque agent Agi observe oi lorsque les agents exécutent
l'action jointe a à partir de l'état s et que le système arrive dans l'état s′.

� R dé�nit la fonction de récompense. R(s, 〈a1, · · · , an〉, s′) est la récompense obtenue par
le système lorsque les agents exécutent l'action 〈a1, · · · , an〉 à partir de l'état s et arrivent
dans l'état s′.

Lorsque l'état de croyances d'un agent se limite à ses observations, le MTDP est réduit à un
DEC-POMDP.

Les relations entre les MTDPs, DEC-POMDPs, DEC-MDPs, POMDPs et MDPs peuvent être
résumées par le diagramme de la �gure 3.3 et le tableau 3.1.

Type de contrôle Centralisé Décentralisé
État global collectivement Oui Non Oui Non
totalement observable

Formalisme MDP POMDP DEC-MDP DEC-POMDP
Tab. 3.1 � Relations entre les DEC-POMDPs, DEC-MDPs, POMDPs et MDPs

Dans le cadre du contrôle centralisé, observabilité locale et observabilité collective sont équi-
valentes. Un MDP est donc localement totalement observable. En revanche un DEC-MDP n'est
pas nécessairement localement totalement observable.
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DEC−POMDP

MDPPOMDP DEC−MDP

MTDP

Fig. 3.3 � Relations entre les di�érents types de Processus Décisionnels de Markov

Complexité

Résoudre de manière optimale un DEC-POMDP (ou un DEC-MDP) consiste à trouver une
politique optimale jointe π = 〈π1, · · · , πn〉 composée d'un ensemble de politiques locales πi. Une
politique optimale jointe est une politique qui maximise l'utilité espérée du système. Elle fournit
aux agents un comportement optimal, c'est-à-dire qu'à chaque étape de décision, chaque agent
choisit l'action susceptible d'augmenter le plus le gain du système.

En raison du manque d'observabilité de l'état du système et des actions des autres agents, la
résolution optimale de problèmes de contrôle décentralisé est beaucoup plus di�cile que dans le
cadre du contrôle centralisé. En e�et, les performances du système dépendent de son état global
et de l'action jointe exécutée. Cependant, lorsqu'un agent décide quelle action réaliser, il n'a
qu'une connaissance partielle de ces informations. Bien que la résolution optimale des POMDPs
soit un problème PSPACE-complet, la résolution des DEC-POMDPs est bien plus complexe.
Bernstein et al. [Bernstein et al., 2002] ont démontré que résoudre de façon optimale un DEC-
POMDP à 2 agents ou plus est un problème NEXP. Il en est de même pour les DEC-MDPs :
la résolution optimale d'un MDP est un problème P-complet alors que celle d'un DEC-MDP est
NEXP pour 3 agents ou plus.

Lorsque l'état du système est collectivement totalement ou partiellement observable, les
agents n'ont pas accès individuellement à l'état global du système et doivent baser leurs décisions
sur leurs observations locales. La taille de la politique de chaque agent est alors exponentielle
et la complexité du problème est NEXP. Il en est de même pour les DEC-MDPs. Si l'état du
système est individuellement totalement observable, c'est-à-dire que chaque agent connaît l'état
global du système, alors le problème peut se réduire à un MDP dont la résolution est P-Complet.



3.4. Contrôle décentralisé et Processus Décisionnels de Markov 75

En�n, si l'état global du système n'est pas observable, le problème se réduit à un MDP non obser-
vable (NOMDP) connu pour être NP-complet [Papadimitriou et Tsitsiklis, 1987]. Le tableau 3.2
résume l'in�uence de l'observabilité de l'état global du système sur la complexité du problème.

Observabilité Individuellement Collectivement Collectivement Non
de l' état Observable Observable Partiellement Observable
du système Observable
Complexité P-complet NEXP-Complet NEXP-Complet NP-Complet
Tab. 3.2 � Observabilité et Complexité en temps des DEC-POMDPs et MTDPs

3.4.2 Gestion de la communication

Dans certains systèmes multi-agents, il est possible que les agents communiquent entre eux
lors de l'exécution des tâches. Cette communication peut alors leur permettre d'échanger des in-
formations sur leurs observations, leur état local, etc. Ainsi, les agents augmentent leurs connais-
sances sur les autres agents et sur l'état global du système. Ils peuvent alors se synchroniser plus
facilement.

Nous avons décrit au premier chapitre trois types de communication : directe, indirecte, par
observation commune de caractéristiques de l'environnement. Nous nous intéresserons, dans ce
chapitre, à l'in�uence de la communication sur l'observabilité des agents. Nous ne traiterons donc
que de la communication directe. En e�et, cette dernière constitue le seul type de communication
qui permette d'atteindre l'observabilité totale lorsqu'il n'existe pas de caractéristiques incontrô-
lables communément observables par tous les agents [Goldman et Zilberstein, 2004].

Toute communication a généralement un coût dû aux ressources qu'elle consomme (énergie,
bande passante, ...) ou bien dû au risque de révéler des informations à d'éventuels agents com-
pétitifs. Lorsqu'un agent a la possibilité de communiquer, il doit tenir compte de l'utilité des
informations apportées par la communication et du coût de cette dernière. La décision de com-
muniquer ou non résulte alors d'un compromis entre cette utilité et ce coût. Nous désignerons
par communication gratuite une communication directe instantanée dont le coût est nul pour les
agents.
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Plusieurs formalismes ont proposé d'étendre les DEC-POMDPs a�n de permettre la modé-
lisation de la communication entre les agents durant la phase d'exécution des tâches. A chaque
étape de décision, un agent peut décider de communiquer ou non. Ensuite, il détermine quelle
action réaliser. Comme le montre la �gure 3.4, chaque étape de décision est donc décomposée
en deux phases : la phase de communication et la phase d'exécution d'une action standard. On
désigne par � action standard � toute action ne consistant pas à communiquer des informations
avec les autres agents.

Etape t+1ActionCommuni−
cation

ou non
Décision de communiquer 

à exécuter
Décision de l’action

Communication terminée
Fin de l’exécution de l’action

Etape t

Fig. 3.4 � Di�érentes phases d'une étape de décision

La politique πi de chaque agent est alors composée de deux politiques distinctes : une politique
de communication πΣ

i et une politique d'exécution des actions standards πa
i .

Goldman et Zilberstein [Goldman et Zilberstein, 2003] ont décrit une extension des DEC-
POMDPs, permettant de modéliser la communication entre les agents. Les DEC-POMDP-COM
(Processus Décisionnels de Markov Décentralisé Partiellement Observables avec Communication)
sont dé�nis de la même manière que les DEC-POMDPs. Deux nouvelles composantes sont cepen-
dant ajoutées au formalisme : un langage de communication Σ et une fonction de coût d'envoi
des messages CΣ.

Dé�nition 15 DEC-POMDP avec Communication

Un DEC-POMDP-COM est dé�ni par un tuple < S,A,Σ, CΣ,P,Ω,O,R > tel que :
� S désigne l'ensemble des états du système.
� A = 〈A1, · · · ,An〉 est l'ensemble des actions jointes et Ai dé�nit l'ensemble des actions ai

de l'agent Agi.
� Σ désigne l'alphabet des messages. σi ∈ Σ correspond à un message de l'agent Agi.
� CΣ associe à tout message un coût. Cette fonction est telle que CΣ : Σ→ R.
� P = S×A×S → [0, 1] dé�nit la fonction de transition. P(s, a, s′) correspond à la probabilité
que le système passe d'un état s à un état s′ lorsque l'action jointe a est exécutée.

� Ω = Ω1×Ω2×· · ·×Ωn est l'ensemble des observations des agents tel que Ωi est l'ensemble
des observations de l'agent Agi.
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� O = S × A × S × Ω → [0, 1] dé�nit la fonction d'observation. O(s, a, s′, o = 〈o1, · · · , on〉)
correspond à la probabilité que chaque agent Agi observe oi lorsque les agents exécutent
l'action jointe a à partir de l'état s et que le système arrive dans l'état s′.

� R dé�nit la fonction de récompense. R(s, 〈a1, · · · , an〉, s′) est la récompense obtenue par le
système lorsque les agents exécutent l'action 〈a1, · · · , an〉 à partir de l'état 〈s1, · · · , sn〉 et
arrivent dans l'état 〈s′1, · · · , s′n〉.

Remarquons qu'il est également possible d'ajouter la communication au formalisme des DEC-
MDPs comme l'ont fait Xuan et Lesser [Xuan et al., 2001].

Pynadath et Tambe [Pynadath et Tambe, 2002] ont également décrit une extension des
MTDPs permettant la modélisation de la communication. Un COM-MTDP (Communicative
Multiagent Team Decision Problem) est dé�ni par un tuple < S,A,Σ,P,Ω,O, B,R >. La fonc-
tion de récompenseR est étendue a�n de modéliser le coût des envois de messages. Ce formalisme
est plus général que les DEC-POMDP-COM car il permet, tout comme les MTDPs, de repré-
senter l'état mental des agents à l'aide des états de croyances.

La �gure 3.5 présente les relations entre les di�érents formalismes qui viennent d'être présen-
tés. Notons que les DEC-MDPs appartiennent à l'ensemble des DEC-MDP-COM qui sont un cas
particulier des DEC-POMDP-COM. En e�et, les DEC-MDPs constituent des DEC-MDP-COM
dans lesquels l'alphabet des messages est vide. De plus, les DEC-MDPs constituent un sous-
ensemble des DEC-POMDPs : un DEC-MDP est un DEC-POMDP dans lequel les agents ont une
observabilité collective totale. Les DEC-POMDPs ne consituent cependant pas une sous-classe
des DEC-MDP-COM. Plus formellement : DEC-MDP ⊂ DEC-MDP-COM ⊂ DEC-POMDP-
COM et DEC-MDP ⊂ DEC-POMDP mais DEC-POMDP 6⊂ DEC-MDP-COM et DEC-POMDP
⊂ DEC-POMDP-COM.

Le coût de la communication a une in�uence importante sur la complexité du problème.
Lorsque la communication est gratuite, il est possible pour chaque agent de communiquer toutes
ses connaissances à tous les autres agents. Si le système est collectivement totalement observable,
la communication permet de se ramener à un processus de décision décentralisé complètement
observable. Ce dernier peut être représenté par un MMDP dont la résolution est P-complète [Pa-
padimitriou et Tsitsiklis, 1987]. Dans le cas où l'état n'est pas collectivement totalement ob-
servable, communiquer permet de ramener le problème à un POMDP dont la résolution est
PSPACE [Papadimitriou et Tsitsiklis, 1987]. Si les agents n'ont aucune observabilité, alors le
problème correspond à un NOMDP (Processus Décisionnel de Markov Non Observable) qui est
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DEC−POMDP−COM

COM−MTDP

DEC−MDP

DEC−MDP−COM

Fig. 3.5 � Relations entre les di�érents types de Processus Décisionnels de Markov avec Com-
munication

NP-Complet.
Lorsque la communication n'est pas gratuite, chaque agent doit trouver un compromis entre

le coût de la communication et les béné�ces résultant des informations qu'il aura obtenues.
Résoudre de manière optimale de tels problèmes consiste à trouver une politique optimale jointe
π = 〈π1, · · · , πn〉 où chaque politique locale comprend deux composantes. Chaque agent doit
donc construire une politique πi = 〈πΣ

i , πa
i 〉 telle que πΣ

i et πa
i maximisent la récompense jointe.

L'ajout de communication non gratuite ne diminue pas la complexité du problème. Le calcul
de la politique de communication est aussi di�cile que le calcul de la politique d'un agent
dans un DEC-POMDP. L'ensemble des actions d'un DEC-POMDP est composé des actions
� communiquer � et des actions standards. La politique πi d'un agentAgi est dé�nie et calculée de
la même façon que pour les DEC-POMDPs.Un DEC-POMDP-COM a donc la même complexité
qu'un DEC-POMDP. De même, les complexités des DEC-MDP-COM et des DEC-MDPs sont
identiques.

Lorsque l'état du système est individuellement totalement observable, les agents n'ont aucun
besoin de communiquer. Chaque agent peut à partir de ses observations, calculer sa politique. Le
problème se ramène en e�et, comme dans le cas de la communication gratuite, à un MMDP. Ce
MMDP est alors résolu par chaque agent qui en déduit sa politique et celles des autres agents.
Dans le cas où les agents n'ont aucune observabilité de l'état du système ni de leur propre état
(agents aveugles), le problème se ramène à un NOMDP (NP-complet) [Pynadath et Tambe,
2002]. Ces résultats sont résumés par le tableau 3.3.

Le formalisme des COM-MTDP ne pose aucune hypothèse quant à l'observabilité collective
de l'état du système et au coût de la communication. Suivant l'observabilité du système, leur
complexité varie.
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Observabilité Individuellement Collectivement Collectivement Non
de l' état Observable Observable Partiellement Observable
du système Observable

Communication P-complet P-Complet PSPACE- Complet NP-Complet
gratuite

Communication P-complet NEXP-Complet NEXP-Complet NP-Complet
avec un coût

Tab. 3.3 � Observabilité et Complexité en temps des DEC-POMDP-COM et COM-MTDPs

3.5 Propriétés et classes particulières de DEC-POMDPs

Nous avons vu que la résolution des DEC-POMDPs était un problème di�cile. Cependant,
certaines propriétés, autres que le degré d'observabilité, permettent de diminuer la complexité
du problème.

3.5.1 Transitions, observations et buts

Parmi ces propriétés, on peut citer la transition-indépendance, l'observation-indépendance
et l'existence d'un but commun à tous les agents. Dans cette section, nous allons dé�nir ces
propriétés et étudier leur in�uence sur la complexité des DEC-POMDPs et des DEC-MDPs. Ces
résultats sont également applicables aux MTDPs.

Transition et Observation Indépendantes

La transition-indépendance permet d'identi�er des problèmes où les actions des agents sont
indépendantes les unes des autres.

Dé�nition 16 Transitions Indépendantes

Un DEC-POMDP est dit à transitions indépendantes si l'espace d'états S peut être factorisé
en n composantes S1 à Sn et que la fonction de transition peut être décomposée en un produit de
probabilité : P =

∏n
i=1 Pi où Pi = Pr(s′i|si, ai).

Pour un DEC-POMDP à deux agents, la propriété de transition-indépendance se traduit par
la formule suivante :

∀s1, s
′
1 ∈ S1,∀s2, s

′
2 ∈ S2,∀a1 ∈ A1,∀a2 ∈ A2,

P r(s′1|(s1, s2), a1, a2, s
′
2) = Pr(s′1|s1, a1)∧

Pr(s′2|(s1, s2), a2, a1, s
′
1) = Pr(s′2|s2, a2)
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Lorsqu'un DEC-POMDP est à transitions indépendantes, la probabilité qu'un agent Agi

passe d'un état si à un état s′i ne dépend que de l'action ai qu'il a exécutée. Les actions des
autres agents n'ont pas d'in�uence sur la transition de l'agent Agi.

L'observation-indépendance caractérise les problèmes où les observations de chaque agent
sont indépendantes des actions des autres agents.

Dé�nition 17 Observations Indépendantes

Un DEC-POMDP est dit à observations indépendantes si l'espace d'états S peut être facto-
risé en n composantes S1 à Sn et que la probabilité d'observation O peut être décomposée en n

probabilités d'observations Oi telles que :

Oi = Pr(oi|〈s1, · · · , sn〉, 〈a1, · · · , an〉, 〈s′1, · · · , s′n〉, 〈o1, · · · , oi−1, oi+1, · · · , on〉)

Pour un DEC-POMDP à deux agents, la propriété d'observation-indépendance se traduit par
la formule suivante :

∀o1 ∈ Ω1,∀o2 ∈ Ω2,∀s = (s1, s2), s′ = (s′1, s
′
2) ∈ S,∀a1 ∈ A1,∀a∈A2,

P r(o1|(s1, s2), a1, a2, (s′1, s
′
2), o2) = Pr(o1|s1, a1, s

′
1)∧

Pr(o2|(s1, s2), a1, a2, (s′1, s
′
2), o1) = Pr(o2|s2, a2, s

′
2)

O(o1, o2|(s1, s2), a1, a2, (s′1, s
′
2)) =

Pr(o1|(s1, s2), a1, a2, (s′1, s
′
2), o2)× Pr(o2|(s1, s2), a1, a2, (s′1, s

′
2), o1)

Un DEC-POMDP à transitions et observations indépendantes modélise un problème où l'in-
�uence des actions d'un agent sur les autres, est restreinte. En e�et, seule la fonction de récom-
pense dépend de l'action jointe exécutée. Les dépendances entre les agents sont donc formalisées
par la fonction de récompense. La conjugaison de ces deux propriétés permet, dans certains cas,
de diminuer la complexité.

Lors de la résolution de problèmes de décision décentralisée, les agents doivent faire face au
manque d'observabilité de l'état du système. A�n de calculer une politique globale optimale,
chaque agent doit garder en mémoire toute la séquence de ses observations. La taille de la
politique de l'agent est donc exponentielle en |Ωi|T et son évaluation est exponentielle. De plus,
il existe |Ai||Ωi|T politiques devant être évaluées pour chaque agent, d'où une complexité NEXP.

Goldman et Zilberstein [Goldman et Zilberstein, 2004] ont montré que la résolution d'un DEC-
MDP à transitions et observations indépendantes nécessite que l'agent ne garde en mémoire que
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sa dernière observation. Ainsi, la taille des politiques locales des agents diminue. La politique
d'un agent Agi a alors une taille polynomiale en |Si| × T et son évaluation peut être réalisée en
temps polynomial. Cependant, il existe un nombre exponentiel |Ai||Si|×T de politiques. A�n de
calculer la politique optimale, il est nécessaire d'évaluer tout l'espace de politiques, c'est pourquoi
la résolution d'un DEC-MDP à transitions et observations indépendantes est un problème NP-
complet.

En ce qui concerne les DEC-POMDPs, les propriétés d'indépendance des transitions et des
observations n'entraînent pas de diminution de la complexité. En e�et, chaque agent doit, dans
tous les cas, mémoriser toute la séquence de ses observations et la taille des politiques locales
reste inchangée.

Agents orientés vers un but

Un processus orienté vers un but est un processus dans lequel les agents cherchent à atteindre
des états spéci�ques du système correspondant à des états où le but a été atteint. Par exemple,
des agents devant transférer des objets d'un point A à un point B auront atteint un état but
quand tous les objets seront au point B.

Dé�nition 18 Orientation par des buts

Un DEC-POMDP est dit orienté par des buts si les conditions suivantes sont remplies :
1. Il existe un sous ensemble non vide G de l'ensemble des états S représentant les états buts

du système. Au moins un état g ∈ G est accessible par une politique jointe.
2. Le problème a un horizon �ni H.
3. Toute action ai d'un agent Agi a un coût C(ai) < 0.
4. La fonction de récompense est telle que R(s, 〈a1, · · · , an〉, s′) =

∑n
i=1 C(ai).

5. Si à l'instant H ( H étant l'horizon du problème), le système a atteint un état but s ∈ G
alors, une récompense supplémentaire est attribuée au système pour avoir atteint un état
but.

Un tel DEC-POMDP est communément noté GO-DEC-POMDP.

Dé�nition 19 Goal Oriented DEC-POMDP à coût uniforme

Un GO-DEC-POMDP est dit à coût uniforme si toutes les actions ont le même coût.

La résolution de DEC-MDPs à transitions et observations indépendantes, ayant un seul but
et un coût uniforme, est P-complet. Chaque agent doit, dans ce type de problème, suivre une
politique qui minimise les coûts. En raison de l'hypothèse d'uniformité des coûts, ceci revient
à calculer la politique de plus court chemin, par un algorithme de programmation dynamique
P-complet.
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En revanche la résolution d'un DEC-MDP ou d'un DEC-POMDP orienté par un but, à tran-
sitions et observations non indépendantes reste un problème NEXP. La complexité d'un DEC-
POMDP orienté par un but et à transitions et observations indépendantes, reste un problème
ouvert.

3.5.2 DEC-MDPs dirigés par les événements

Becker et al. [Becker et al., 2004a] ont identi�é une autre sclasse de DEC-MDPs dont la
complexité est moins importante que celles des DEC-MDPs classiques : les DEC-MDPs dirigés
par les événements ou Event Driven Decentralized Markov Decision Processes (ED-DEC-MDP).

Les ED-DEC-MDPs décrivent des problèmes dans lesquels les interactions entre les agents cor-
respondent à des dépendances entre leurs actions. Ces dernières se traduisent par des contraintes
entre les agents, comme par exemple des contraintes temporelles ou bien des contraintes d'ordre
entre les actions. Cette classe de DEC-MDPs permet de représenter des contraintes sur l'exécu-
tion des tâches qui sont souvent rencontrées en pratique et non modélisées dans le formalisme
classique des processus décisionnels de Markov décentralisés. Il est en e�et possible de formaliser
des problèmes dans lesquels le résultat de l'action d'un agent dépend de l'exécution d'autres
actions par d'autres agents.

Di�érents types de relations peuvent ainsi être modélisées. Parmi elles, on trouve les relations
de précédence : un agent Agi ne peut exécuter la tâche ti que si l'agent Agj a �ni d'exécuter
la tâche tj . De même, il est possible de représenter des dépendances de qualité : si l'agent Agj

a terminé la tâche tj lorsque la tâche ti est exécutée, alors la qualité d'exécution de ti sera
meilleure.

A�n de représenter ces dépendances, le langage TAEMS [Decker et Lesser, 1993a] de descrip-
tion des tâches est utilisé. Il permet de décrire la structure des tâches et leurs relations.

Les ED-DEC-MDPs supposent que les états locaux des agents sont localement totalement
observables. En�n, la fonction de récompense R d'un ED-DEC-MDP est à récompenses indé-
pendantes c'est-à-dire qu'elle peut être décomposée en une somme de fonctions de récompense
locales telles que R(〈s1, · · · , sn〉, 〈a1, · · · , an〉, 〈s′1, · · · , s′n〉) =

∑n
i=1 Ri(si, ai, s

′
i).

La résolution d'un ED-DEC-MDP est un problème NP-complet. En e�et, un ED-DEC-MDP
a une complexité exponentielle en espace d'états et doublement exponentielle en nombre de
dépendances. Les ED-DEC-MDPs étant localement totalement observables, une politique fait
correspondre une action, à chaque état (et non à chaque observation). La taille d'une telle po-
litique est alors exponentielle en espace d'états. Le nombre d'états étant exponentiel en nombre
de dépendances, le nombre de politiques est doublement exponentiel en nombre de dépendances.
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Orienté
par un but par un but

Orienté

Orienté

par un but
Orienté

par un but

Observ. Indep.
et

Transition Indep.

Observ. Indep.
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Transition Indep.

DEC−POMDP

NEXP−C

NEXP−C

NEXP−C

P−C

NP−C

Ouvert

NEXP−CNP−C

NP−C

Etat localement
Totalement Observ.

ED−DEC−MDP

DEC−MDP

NEXP−C

Fig. 3.6 � Complexité des problèmes des classes de DEC-MDP et DEC-POMDP

Les propriétés que nous venons de décrire permettent d'identi�er des sous-classes de DEC-
MDPs de complexité moins importante. Ces résultats sont résumés par la �gure 3.6. La solution
optimale à ces problèmes peut alors être obtenue plus facilement. La section suivante présente
di�érents algorithmes permettant de résoudre des DEC-POMDPs généraux ou bien seulement
certaines classes de DEC-POMDPs.

3.6 Méthodes de résolution des DEC-POMDPs

Au cours de ces dernières années, plusieurs travaux ont porté sur la résolution des DEC-
POMDPs. Les méthodes proposées peuvent être divisées en deux catégories distinctes. La pre-
mière regroupe les approches dites de résolution exacte, c'est-à-dire cherchant une solution op-
timale au problème. Nous montrerons que ces méthodes sont très rapidement confrontées à des
problèmes de complexité. Un second type d'approches consiste à développer des algorithmes
d'approximation de la solution optimale. Ces derniers calculent une solution presque optimale ou
optimale localement. La complexité de tels algorithmes est généralement plus raisonnable mais
l'optimalité n'est alors plus garantie.

3.6.1 Algorithmes de résolution exacte

Parmi les approches cherchant une solution optimale, nous identi�erons deux types de mé-
thodes. Nous présenterons tout d'abord des travaux s'intéressant à la résolution de DEC-POMDPs
généraux, sans aucune propriété particulière. Nous décrirons ensuite une approche identi�ant des
sous-classes de DEC-POMDPs et exploitant les propriétés des problèmes abordés, lors de leur
résolution.
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Elimination itérative des politiques dominées

Hansen et al. [Hansen et al., 2004] ont décrit un algorithme permettant de résoudre de
manière optimale des DEC-POMDPs à horizon �ni H. Cet algorithme utilise la programmation
dynamique ainsi que des principes de la théorie des jeux tels que la représentation de jeux sous
forme normale et l'élimination itérative de stratégies dominées.

Un DEC-POMDP est représenté par un jeu sous forme normale construit récursivement : la
forme normale du jeu à l'étape t + 1 est déterminée à partir de sa forme normale à l'étape t.
Chaque étape de construction de la solution est divisée en deux phases : la construction de la
forme normale pour l'étape de décision t + 1 et l'élimination des stratégies faiblement dominées.
Cette dernière phase permet d'élaguer l'espace des politiques et ainsi de limiter le nombre de
politiques à évaluer.

Dans le cas des DEC-POMDPs à horizon �ni, cet algorithme permet d'obtenir une solution
optimale. Si l'horizon est in�ni, nous aboutissons à un ensemble d'équilibres.

Les expérimentations montrent que l'algorithme est beaucoup plus e�cace que l'évaluation de
toutes les politiques en utilisant la force brute (recherche exhaustive). Cependant, le nombre de
politiques à évaluer augmente fortement avec l'horizon ce qui entraîne rapidement une limitation
de la taille des problèmes traités. Ainsi, Hansen et al. arrivent à résoudre au maximum jusqu'à
l'horizon 4 (4 décisions par agent), des problèmes à 2 agents, 4 états, 2 actions par agent et 2
observations par agent.

Multi-agent A* : MAA*

Szer et al. [Szer et al., 2005] ont proposé une extension multi-agent de l'algorithme de re-
cherche heuristique A* : MAA*. Cet algorithme permet de calculer la politique optimale d'un
DEC-POMDP à horizon �ni ou in�ni.

Tout comme l'algorithme classique A*, MAA* procède à une construction incrémentale de
la solution. Grâce au principe d'optimalité de Bellman, il est possible de calculer une solution
optimale jusqu'à un horizon t < H. Une solution partielle au problème est ainsi obtenue. Une
heuristique permet ensuite d'évaluer quelle solution paraît la plus prometteuse pour étendre
cette solution partielle : on cherche à développer la solution qui conduira au comportement le
plus prometteur entre t et H.

Plusieurs heuristiques ont été décrites a�n de calculer rapidement une approximation des
politiques entre t et H, et ainsi déterminer quelle solution doit être développée en priorité. Il
est proposé de réduire le DEC-POMDP à un MDP ou à un POMDP centralisé pouvant être
résolu plus facilement. L'e�cacité de l'algorithme est étroitement liée à l'heuristique utilisée.
Plus l'heuristique sera précise, plus la solution sera trouvée rapidement. Dans le pire cas, la
complexité de cet algorithme est équivalente à celle de la recherche exhaustive.



3.6. Méthodes de résolution des DEC-POMDPs 85

Les résultats expérimentaux montrent que cet algorithme est plus e�cace que l'élimination
itérative des politiques dominées proposée par Hansen et al. puisque MAA* stocke moins de
politiques en mémoire. Ainsi, dans des problèmes où Hansen et al. [Hansen et al., 2004] peuvent
aller jusqu'à l'horizon 4, MAA* calcule une solution jusqu'à l'horizon 5. Au delà, MAA* se trouve
également confronté à une explosion de la mémoire nécessaire à la résolution du problème.

La complexité des DEC-POMDPs et des DEC-MDPs généraux est bien trop importante pour
songer à résoudre ces problèmes de façon optimale. Les approches que nous venons de présen-
ter montrent bien les limitations de tels algorithmes. En théorie, la solution optimale peut être
obtenue. En pratique, le temps et la mémoire requis pour calculer l'optimal sont beaucoup trop
importants. Comme nous le montrerons par la suite, limiter la mémoire ou le temps consommés
revient alors à sacri�er l'optimalité globale.

Les approches précédentes s'intéressent au problème général des DEC-POMDPs dont la com-
plexité est NEXP. Cependant, nous avons vu précédemment que certaines propriétés du problème
permettaient de diminuer sa complexité. Il peut alors être plus facile de calculer la solution op-
timale.

Résolution de sous-classes de DEC-POMDPs

A partir des travaux de Goldman et Zilberstein sur l'identi�cation de classes de DEC-
POMDPs de complexité moins importante, Becker et al. ont proposé un algorithme permettant
de résoudre certaines de ces classes de problèmes. CSA (Coverage Set Algorithm) permet de
résoudre des DEC-MDPs à transitions et observations indépendantes [Becker et al., 2003, Becker
et al., 2004b], mais également des DEC-MDPs dirigés par les événements [Becker et al., 2004a].

Bien que CSA soit présenté dans le cadre de problèmes à deux agents, il est en mesure de
traiter des problèmes à n agents (n ≥ 2). CSA se décompose entre trois étapes : la création
de MDPs augmentés, la recherche d'un ensemble optimal de couverture et la recherche d'une
solution. Étant donnés deux agents Agi et Agj , un MDP augmenté représente un problème de
décision dans lequel un agent Agi doit calculer sa politique optimale, sachant une politique �xe
de l'agent Agj .

La première phase de l'algorithme consiste donc à créer, pour chaque politique de Agj , un
MDP augmenté. La deuxième étape réalisée par CSA calcule la politique optimale de chacun de
ces MDPs augmentés. Elle permet ainsi d'obtenir l'ensemble des politiques optimales de l'agent
Agi quelle que soit la politique de l'agent Agj . L'ensemble de ces politiques est appelé ensemble
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de couverture optimal. Dé�nir cet ensemble permet de réduire l'espace de recherche des politiques
et d'améliorer les performances par rapport à une recherche exhaustive. En�n, la troisième et
dernière étape, réalisée par CSA, cherche la politique optimale jointe dans l'ensemble de cou-
verture optimal. Pour chaque politique de l'agent Agi appartenant à cet ensemble, la politique
optimale pour Agj est recherchée. La politique jointe résultante est évaluée et la meilleure paire
trouvée correspond à la politique optimale jointe.

La complexité de cet algorithme est exponentielle en espace d'états. Dans le cadre de la
résolution des ED-DEC-MDPs, la complexité est également doublement exponentielle en nombre
de dépendances. Dans le pire cas, CSA a la même complexité que la recherche exhaustive.

Bien que la complexité des sous-classes de problèmes traitées par CSA soit moins importante
que celles des DEC-POMDPs généraux, il reste encore très di�cile de résoudre des problèmes de
tailles conséquentes. Dans le cas des ED-DEC-MDPs, CSA ne peut en pratique résoudre que de
petits problèmes à 2 agents et très peu de dépendances. A partir du moment où le nombre d'agents
ou de dépendances augmente, le temps nécessaire pour trouver la solution devient beaucoup trop
important et la solution ne peut être obtenue.

3.6.2 Algorithmes de résolution approchée

Les approches que nous venons de présenter démontrent les limites de la résolution optimale
des DEC-POMDPs. Pour des raisons de complexité, cette dernière n'est pas envisageable si nous
souhaitons traiter des problèmes de taille raisonnable. Ainsi, plusieurs travaux se sont intéressés à
la mise en place d'algorithmes permettant d'obtenir une approximation de la politique optimale.

Limitation de la mémoire

A�n de pallier aux problèmes d'explosion de mémoire dus au nombre exponentiel de politiques
à stocker, Bernstein et al. [Bernstein et al., 2005] ont proposé un algorithme pour la résolution de
DEC-POMDPs ne consommant qu'une quantité �xe de mémoire et pouvant traiter des problèmes
à horizon �ni ou in�ni. La politique de chaque agent est représentée par un contrôleur stochastique
à états �nis. Un contrôleur dit de corrélation permet aux agents de coordonner leurs politiques.

L'algorithme fonctionne par amélioration itérative des contrôleurs : à chaque itération un
contrôleur est mis à jour de façon à augmenter l'utilité jointe des agents. La convergence vers un
optimum global n'est pas garantie. Cependant, il est démontré que la qualité de la solution aug-
mente de façon monotone à chaque itération. L'algorithme atteint par conséquent un optimum
local. Les expérimentations montrent que plus le nombre de n÷uds de chaque contrôleur aug-
mente, plus la qualité de la solution augmente. En revanche, la quantité de mémoire nécessaire
augmente elle aussi.

Chaque itération étant réalisée en un temps polynomial, des problèmes plus grands que ceux
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traités par les algorithmes de résolution optimale, peuvent être envisagés. L'augmentation de la
taille des problèmes pouvant être résolus est réalisée au détriment de la qualité de la solution :
de plus grands problèmes peuvent être traités mais la solution optimale n'est pas trouvée.

La taille des problèmes résolus reste cependant limitée à un petit nombre d'agents puisque
chaque itération est exponentielle en fonction du nombre d'agents.

Algorithmes de co-évolution itératifs

Di�érents algorithmes de co-évolution itératifs ont été proposés a�n de permettre l'obtention
d'une politique localement optimale. Le principe de ces algorithmes consiste à améliorer la poli-
tique d'un agent en �xant les politiques de tous les autres agents. Pour un système à n agents,
étant �xées les politiques de n − 1 agents, l'algorithme calcule la politique optimale de l'agent
restant. Ce principe est répété itérativement jusqu'à ce qu'il ne soit plus possible d'améliorer
aucune des politiques des agents.

Nair et al. [Nair et al., 2003] ont décrit un algorithme basé sur ce principe de co-évolution :
JESP (Joint Equilibrium Based Search for Policies). Ce dernier permet de résoudre des problèmes
formalisés sous forme de MTDP et ayant des observations indépendantes.

A chaque itération, la politique d'un agent est modi�ée a�n d'améliorer la politique jointe.
L'algorithme converge vers un optimum local correspondant à un équilibre de Nash. Cet algo-
rithme est en moyenne beaucoup plus rapide que la recherche exhaustive. Dans le pire cas, la
complexité est toutefois équivalente à celle de la recherche exhaustive.

Nair et al. ont proposé une amélioration de JESP utilisant les principes de la programmation
dynamique : DP-JESP (Dynamic Programming Joint Equilibrium Based Search for Policies).
DP-JESP est plus rapide que JESP en raison de l'utilisation du principe d'optimalité pour
l'évaluation des politiques. Il peut donc traiter des problèmes plus grands que ceux résolus par
JESP. Malgré tout, la taille des problèmes traités aussi bien par JESP que par DP-JESP, reste
limitée. Sur le scénario à deux agents du tigre et du trésor, JESP résout le problème jusqu'à
l'horizon 3 et DP-JESP atteint l'horizon 7. Ces problèmes restent assez petits par rapport à des
problèmes réels. La complexité de ces algorithmes étant exponentielle, on peut en déduire qu'ils
ne sont pas en mesure de traiter des problèmes de grande taille.

L'algorithme LID-JESP (Locally Interacting Distributed Joint Equilibrium Based Search for
Policies) [Nair et al., 2005] utilise l'algorithme JESP et les principes de l'optimisation distribuée
de contraintes pour la résolution de DEC-MDPs à observations et transitions indépendantes,
dans lesquels les interactions entre les agents restent locales. LID-JESP exploite la localité des
interactions entre les agents a�n d'améliorer les performances de JESP. Chaque agent possède
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un ensemble de voisins (des agents) avec lesquels il est en interaction. Par dé�nition, tout agent
n'appartenant pas au voisinage d'un agent Agi n'est pas in�uencé par les actions de Agi. La
politique de l'agent Agi n'in�uence donc que ses voisins. LID-JESP tire parti de cette topologie
des interactions a�n de calculer de manière distribuée les politiques des di�érents voisinages. Les
politiques des agents d'un même voisinage sont calculées par un algorithme de co-évolution ité-
ratif identique à JESP. LID-JESP permet ainsi un gain de temps dans la résolution de problèmes
où chaque agent n'interagit qu'avec un nombre restreint d'autres agents.

Chadès et al. [Chadès et al., 2002] ont également décrit un algorithme de co-évolution itératif
permettant de résoudre des DEC-POMDPs. Contrairement à JESP, aucune contrainte n'est
imposée concernant l'indépendance des observations.

Chadès et al. ont tout d'abord proposé deux algorithmes de co-évolution permettant de
résoudre les MMDP. Ces algorithmes aboutissent à un optimum local équivalent à un équilibre
de Nash.

Une adaptation de ces algorithmes aux DEC-POMDPs a ensuite été proposée. A�n de rendre
compte de l'observabilité partielle de l'état du système, chaque agent modélise le problème à
l'aide d'un MDP-Subjectif. Un MDP-Subjectif est un MDP dans lequel les états sont remplacés
par les perceptions locales de l'agent. Ce formalisme est équivalent à un POMDP sans états de
croyances, ni historique, et dans lequel on travaillerait directement sur les observations locales
des agents. A chaque itération de l'algorithme, un agent, choisi au hasard, reçoit les politiques
locales des autres agents. Ces dernières étant supposées �xes, l'agent peut alors construire son
MDP-Subjectif et ensuite le résoudre a�n de déterminer sa politique optimale.

Un MDP-Subjectif n'étant pas markovien, sa résolution ne permet pas d'obtenir une poli-
tique optimale. Dans le cas du contrôle décentralisé, l'algorithme de co-évolution proposé par
Chadès et al. ne garantit donc pas la convergence vers un équilibre de Nash. La qualité des
politiques obtenues n'est garantie que dans le cas du contrôle centralisé ou de l'observabilité
totale (on peut alors formaliser le problème par un MMDP). Comme nous l'avons remarqué pré-
cédemment, ces hypothèses sont rarement véri�ées dans les systèmes multi-agents. Par ailleurs,
les résultats expérimentaux montrent que ces algorithmes ne peuvent pas traiter des problèmes
à fortes dépendances entre les agents.

Apprentissage par descente de gradient

L'algorithme d'apprentissage par descente de gradient proposé par Peshkin et al. [Peshkin
et al., 2000] retourne également un optimum local. Cet algorithme d'apprentissage distribué
permet aux agents de déterminer individuellement quelle politique exécuter a�n de maximiser la
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récompense globale.
Chaque politique est représentée par un contrôleur à états �nis. A partir d'un sous-ensemble

de politiques jointes, un optimum local est déterminé. Contrairement à JESP, cet optimum peut
ne pas être un équilibre de Nash.

Malgré la décentralisation de l'apprentissage, les applications de cet algorithme restent limi-
tées à des problèmes de petite taille.

Jeux Bayésiens

Emery-Montemerlo et al. [Emery-Montemerlo et al., 2004] ont également proposé un algo-
rithme décentralisé pour la résolution de DEC-POMDPs. Cette approche consiste à approximer
un DEC-POMDP par une série de jeux bayésiens. La politique du DEC-POMDP est obtenue
par concaténation de politiques plus petites résultant de la résolution des jeux bayésiens.

L'algorithme proposé alterne plani�cation et exécution. A chaque étape de plani�cation,
un jeu bayésien est résolu par chaque agent a�n d'obtenir la politique pour cette étape. Cette
politique est ensuite exécutée puis, un nouveau jeu bayésien est résolu, et ainsi de suite.

La résolution d'un jeu bayésien nécessite le recours à une heuristique a�n de déterminer la
fonction d'utilité. Les performances de cette approche dépendent donc du problème traité et de
l'heuristique utilisée.

Par ailleurs, lors de la résolution d'un jeu bayésien, il est nécessaire que chaque agent considère
toutes les valeurs possibles des variables qu'il ne peut observer (comme par exemple la position
des autres agents). Ceci conduit à une explosion des valeurs à prendre en compte et restreint la
taille des problèmes pouvant être considérés.

Approche heuristique

Les travaux utilisant des méthodes heuristiques se sont essentiellement intéressés à la résolu-
tion de DEC-POMDP-COM.

Goldman et Zilberstein [Goldman et Zilberstein, 2003] ont présenté une approche de choix
glouton pour la résolution du problème de la rencontre d'agents. Deux agents se déplaçant sur
une grille doivent se rencontrer le plus tôt possible. Chaque agent ne peut observer la position
de l'autre. Les déplacements étant incertains, communiquer permet aux agents d'échanger des
informations sur leurs positions respectives et éventuellement réviser leur point de rencontre en
cas de déviation. La communication évite ainsi de retarder l'instant de la rencontre entre les
agents.

La communication ayant un coût, le problème consiste à déterminer une politique de commu-
nication pour chaque agent, lui indiquant quand communiquer. Si la communication est prohibi-
tive, la politique optimale consiste à ne jamais communiquer. Si la communication est gratuite, la
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politique optimale est de communiquer tout le temps. Dans les autres cas, la politique optimale
se situe entre ces deux extrêmes.

Goldman et Zilberstein ont proposé une méthode permettant de calculer une approximation
de la politique de communication optimale. Elle correspond à un choix myope des agents qui ne
perçoivent pas leur possibilité de communication future : à chaque étape, chaque agent déter-
mine sa politique de communication en supposant qu'il ne lui reste qu'une seule possibilité de
communication. Cette méthode contraint les agents à ne communiquer que s'ils en ont vraiment
besoin. Elle permet d'obtenir une approximation de la politique optimale et conduit à de bons
résultats dans le problème considéré.

Xuan et al. [Xuan et al., 2001] ont également présenté di�érentes approches heuristiques pour
la résolution du problème de rencontre sous incertitude. Ils ont cependant posé l'hypothèse que
les états des agents étaient localement totalement observables.

Aussi bien dans ce travail que dans celui de Goldman et Zilberstein, les heuristiques proposées
ne sont évaluées que sur un problème précis. Leurs performances sur d'autres types de problèmes
ne sont pas présentées. Ces travaux montrent que la politique de communication optimale se
situe quelque part entre les deux politiques extrêmes qui sont � toujours communiquer � et � ne
jamais communiquer �. En fonction du problème considéré, l'une ou l'autre des heuristiques va
s'avérer la plus appropriée.

Ces travaux suggèrent l'utilité de la mise en place d'algorithmes pouvant résoudre di�érents
types de problèmes. En e�et, les méthodes heuristiques sont souvent adaptées à un certain
type de problème et ne donnent pas les résultats escomptés lorsque le problème est modi�é
même légèrement. En raison de la complexité des problèmes, il n'est pas réaliste de chercher
une politique optimale, il est donc préférable de se tourner vers la mise en oeuvre d'algorithme
permettant d'obtenir des solutions approximant la politique optimale.

3.7 Discussions sur les approches existantes

Nous venons de passer en revue les di�érentes approches existantes pour la résolution des
DEC-POMDPs. Nous avons pu constater la diversité des méthodes employées. Chaque ap-
proche posant un certain nombre d'hypothèses sur les problèmes étudiés, les propriétés des
DEC-POMDPs considérés varient d'une méthode à l'autre. La �gure 3.7 établit une classi�-
cation de ces méthodes suivant les caractéristiques des problèmes étudiés et le type d'optimalité
obtenu.
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Fig. 3.7 � Classi�cation des approches existantes

3.7.1 Complexité de la résolution optimale

La description des approches existantes nous a tout d'abord permis de mettre en avant la
complexité de la résolution des DEC-POMDPs. L'étude des di�érents algorithmes de calcul d'une
politique optimale montre bien que l'obtention d'une telle solution, pour des problèmes de taille
raisonnable, n'est pas envisageable. En e�et, ces algorithmes se trouvent limités à la résolution
de problèmes de taille bien trop petite pour pouvoir envisager traiter des problèmes réels.

L'identi�cation de classes de DEC-POMDPs de complexité moins importante permet de
traiter des problèmes un peu plus complexes. Cependant, dans le cas des problèmes NP-complet,
comme ceux abordés par Becker et al., la diminution de la complexité ne s'avère pas su�sante.
Les problèmes restent di�ciles et la complexité exponentielle des algorithmes restreint la taille
des problèmes considérés.
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3.7.2 Approximation et optimalité

Obtenir une solution optimale pour des problèmes de grande taille apparaît donc peu réaliste.
Par ailleurs, l'optimalité est un critère qui peut être moins important qu'il n'y paraît. Dans de
nombreux problèmes, on souhaite avant tout obtenir une solution de bonne qualité. L'optimalité
passe au second plan. Bien entendu, s'il est possible d'obtenir la solution optimale, cette dernière
est préférée. Cependant, quand l'obtention d'une telle solution demande des ressources (en temps,
en mémoire, en énergie) non envisageables, une solution presque optimale sera préférée à pas de
solution du tout. Dans de telles situations, on cherche à obtenir la meilleure solution possible en
fonction du temps et des ressources à notre disposition.

Nous avons pu constater que le principe des méthodes d'approximation résidait dans le fait
de sacri�er l'optimalité a�n de réduire la complexité des algorithmes et de traiter des problèmes
de plus grandes tailles. Certaines approches cherchent des optima locaux, d'autres retournent
une solution presque optimale. Les résultats expérimentaux obtenus à partir de ces méthodes
montrent que la taille des problèmes traités est plus importante. Nous pouvons donc en déduire
que les méthodes d'approximation o�rent une voie prometteuse pour la résolution de problèmes
réels. Cependant, la taille des problèmes résolus reste encore limitée (pour DP-JESP des résultats
expérimentaux sont décrits jusqu'à l'horizon 7). L'utilisation de ces méthodes ne constitue donc
pas à elle seule une réponse à la question de l'applicabilité aux problème réels.

3.7.3 Applicabilité

Nous avons jusqu'à présent essentiellement débattu de la taille des problèmes pouvant être
résolus par les approches existantes. Cependant, nous avons pu identi�er d'autres di�cultés pour
utiliser ces travaux.

Les systèmes multi-agents présentent en général un certain nombre de contraintes. En ce qui
concerne l'exécution des tâches (ou actions), nous avons constaté qu'il était souvent nécessaire de
respecter des contraintes temporelles ou des contraintes d'ordre entre les exécutions des tâches.
De plus, les agents doivent faire face à des contraintes physiques comme l'impossibilité de com-
muniquer, la limitation de ressources, etc. Toutes ces contraintes ne sont pas prises en compte
dans le formalisme des DEC-POMDPs. Il en résulte que les solutions obtenues à partir de la
résolution de DEC-POMDPs ne sont pas toujours applicables dans des systèmes réels car elles
ne respectent pas les contraintes imposées.

Les ED-DEC-MDPs décrits par Becker et al. ont proposé un début de réponse en permet-
tant la gestion de certaines dépendances entre les agents. Aucune autre approche ne permet de
formaliser de telles données du problème. Néanmoins, Becker propose une résolution exacte de
ces problèmes ce qui l'applicabilité de son approche à des problèmes de petite taille.

A�n d'o�rir un champ d'application plus important à nos travaux, il nous semble donc pri-
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mordial de développer une approche permettant de formaliser un certain nombre de contraintes.
Les algorithmes de résolution doivent alors être en mesure de tenir compte de ces contraintes
lors de la recherche d'une solution.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressée à la résolution de problèmes décisionnels
multi-agents. Ces derniers ont été mis en relation avec la théorie des jeux, en particulier les
jeux de Markov. Nous nous sommes ensuite intéressée plus particulièrement aux systèmes multi-
agents coopératifs qui constituent le sujet de cette thèse. Nous avons montré l'adéquation des
processus décisionnels de Markov décentralisés pour la formalisation des problèmes de décision
multi-agents.

L'étude des DEC-POMDPs et de leurs propriétés a montré leur importante complexité al-
gorithmique. Nous avons décrit les di�érentes approches existantes pour la résolution de DEC-
POMDPs. Les approches de résolution exactes et approximées ont été di�érenciées ce qui nous
a permis d'illustrer les limitations du calcul de la solution optimale.

Nous nous sommes alors intéressée à l'applicabilité de ces méthodes dans des systèmes réels.
Les approches par approximation nous paraissent plus prometteuses bien qu'elles sou�rent elles
aussi de certaines limitations. De plus, nous avons pu mettre en avant les dé�cits des modèles
existants quant à la gestion des contraintes du problème. L'applicabilité des travaux existants
reste donc limitée à des problèmes académiques. A�n de réduire l'écart entre les problèmes
traités par ces modèles et les applications réelles, il nous parait nécessaire de pouvoir modéliser
un certain nombre de contraintes. De plus, des algorithmes e�caces doivent être développés a�n
de résoudre des problèmes de taille conséquente tout en respectant ces contraintes.

Nous tenons à mentionner que l'étude des DEC-POMDPs et des DEC-MDPs constitue un
domaine de recherche actif. De ce fait, de nouveaux travaux, non décrits précédemment, sont
parus pendant la rédaction de ce document. Ces approches sou�rent toutefois du même mal que
les approches qui viennent d'être présentées.
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Conclusion de la partie I

Cette première partie a été l'occasion de poser les fondements du travail exposé dans ce
document. Après avoir décrit la notion d'agent, nous avons motivé le recours à une multipli-
cité d'entités intelligentes et nous avons présenté les systèmes multi-agents. Nous avons plus
particulièrement discuté des di�cultés liées à la réalisation d'une modélisation parfaite des lois
et phénomènes régissant de tels systèmes. Nous avons donc été conduite à aborder la notion
d'incertitude. Nous avons alors choisi de traiter des environnements stochastiques, représentant
ainsi les imprécisions de modélisation par des probabilités. Nous avons également discuté des
problèmes d'observabilité et de leur in�uence sur le processus délibératif de chaque agent. Ceci
nous a amenée à nous intéresser plus particulièrement au sujet constituant le c÷ur de notre
travail : la prise de décision multi-agent.

Le second chapitre a présenté les fondements de la formalisation des problèmes décisionnels
dans des environnements stochastiques. Après avoir introduit les chaînes de Markov, nous avons
présenté un modèle plus adapté à la prise de décision : les processus décisionnels de Markov.
Nous avons montré leur adéquation pour la résolution de problèmes décisionnels mono-agent ce
qui nous a conduits à nous intéresser à leur adaptation au domaine multi-agent.

Les processus décisionnels de Markov décentralisés et leurs variantes ont alors été présentés.
Nous avons insisté sur l'importante complexité inhérente à la résolution optimale des DEC-MDPs.
A�n de surpasser les di�cultés de résolution émanant de cette forte complexité, deux approches
ont été identi�ées : la recherche de caractéristiques diminuant la complexité des problèmes et la
recherche d'une solution approchée. Nous avons alors passé en revue di�érents travaux prenant
le parti de l'une ou l'autre de ces approches. Cette étude nous a permis de mettre en évidence les
lacunes des approches existantes. Nous avons en e�et pu constater que quelle que soit la méthode
utilisée, les problèmes résolus restaient de très petite taille restreignant ainsi l'applicabilité de ces
travaux. Nous avons alors observé un réel besoin quant au développement d'approches e�caces
pouvant être appliquées à des problèmes de grandes tailles.
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L'étude de la complexité des DEC-MDPs et des approches proposant une solution optimale,
nous a conduit à penser que la recherche de l'optimum n'était pas envisageable. En e�et, comme
nous l'avons expliqué lors de la présentation des di�érentes classes de complexité, il est préfé-
rable, face à de telles complexités, de s'orienter vers la recherche d'une solution approchée nous
fournissant un certain degré de satisfaction. Cette constatation reprend les idées de Simon : étant
donné qu'il n'est pas envisageable de considérer toutes les alternatives possibles, il est nécessaire
de se limiter à un critère de rationalité limitée.

L'étude menée lors du précédant chapitre, nous a également permis de constater que la
recherche d'une approximation ne constituait pas à elle seule une solution pour traiter des pro-
blèmes de tailles importantes. Dans le travail qui va suivre, nous proposerons donc de conjuguer
les deux approches envisagées par les travaux existants : identi�er des caractéristiques du pro-
blème permettant une résolution plus e�cace et rechercher une approximation de la solution
optimale.

Par ailleurs, nous avons pu observer que peu d'approches proposaient de prendre en compte
des contraintes sur le problème telles que les contraintes temporelles sur l'exécution des actions.
Dans un grand nombre de problèmes réels, omettre ces contraintes conduit à des solutions non
viables ne pouvant être utilisées par les agents. Nous avons alors mis en évidence, la nécessité
de considérer un certain nombre de contraintes complexes sur l'exécution des actions lors de la
résolution des problèmes décisionnels multi-agents.

Cette première partie nous a permis d'établir les axes directeurs de notre travail. Nous allons
ainsi nous orienter vers la mise en place d'un formalisme pour la représentation de problèmes
de décision séquentielle sous incertitude dans les systèmes-multi-agents. Nous souhaitons que ce
formalisme permette la représentation de contraintes diverses telles que les contraintes tempo-
relles sur l'exécution des tâches, les contraintes de ressources, etc. Nous proposerons ensuite un
algorithme de résolution des problèmes envisagés. Cet algorithme d'approximation de la politique
optimale devra être en mesure de prendre en compte les di�érentes contraintes imposées et de
résoudre des problèmes de tailles importantes21.

21Nous discuterons par la suite de l'ordre de grandeur des problèmes de tailles importantes.
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Introduction de la partie II

Après avoir introduit dans la partie précédente le contexte général et les concepts clefs de
notre travail, nous allons à présent dé�nir plus précisément la problématique de notre thèse.

Comme nous l'avons précédemment mentionné, nous nous intéressons à des systèmes multi-
agents coopératifs pour lesquels l'environnement est incertain et partiellement observable. Nous
avons par ailleurs présenté di�érents modèles markoviens permettant la représentation de pro-
blèmes décisionnels multi-agents et nous avons discuté de la nécessité de représenter des contraintes
complexes et de gérer des problèmes de grande taille. Cette partie va permettre d'établir le lien
entre l'état de l'art que nous venons de réaliser, nos travaux et leurs applications. Nous allons
ainsi préciser clairement les problématiques auxquelles nous nous intéressons.

A partir de la présentation de di�érents domaines applicatifs de notre travail, nous mettrons
en lumière les propriétés qui caractérisent ces applications et identi�erons les problèmes auxquels
nous nous attaquons. Nous procéderons à une formalisation des problèmes envisagés puis nous
nous intéresserons à la modélisation de ces problèmes sous forme de DEC-MDPs. Nous propo-
serons alors un modèle adapté à la gestion des contraintes que nous aurons recensées et nous
en détaillerons les di�érentes composantes. En�n, nous discuterons des propriétés des problèmes
traités et de leur complexité.
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Chapitre 4

Vers le contrôle de l'exécution d'une

mission

Dans les pages qui précèdent, nous avons étudié les di�érentes approches existantes pour
la résolution de processus décisionnels de Markov décentralisés. Nous avons alors montré que
les caractéristiques des problèmes considérés di�éraient d'une approche à une autre. Devant
la diversité des problèmes envisagés, il nous semble primordial, avant toute chose, de dé�nir
clairement les problèmes que nous traiterons dans cette thèse. Cette présentation fait l'objet du
présent chapitre.

A�n de justi�er l'ensemble des propriétés et des contraintes associées aux problèmes que nous
considérons, nous allons tout d'abord introduire notre contexte applicatif. Nous allons procéder à
la description des di�érentes applications ayant inspiré notre travail. Le point de départ de cette
thèse consistait en l'utilisation des processus décisionnels de Markov pour le développement
de colonies de robots autonomes. C'est pourquoi, le lecteur pourra constater que toutes les
applications envisagées se rattachent au domaine de la robotique.

Le survol de ces applications nous permettra d'identi�er les caractéristiques de ces applica-
tions et de montrer leurs importantes similitudes. Nous pourrons alors établir une formalisation
claire des problèmes et des questions auxquels nous attacherons une attention particulière dans
le reste du document.

4.1 Contexte applicatif et motivations

Un robot est un agent devant réaliser un ensemble de tâches en manipulant le monde physique
dans lequel il évolue [Russell et Norvig, 2003]. Deux catégories de robots peuvent être identi�ées.
La première est constituée des robots manipulateurs ancrés physiquement dans un lieu précis
et chargés de réaliser une tâche répétitive ou de précision. Ces robots peuvent ainsi être utilisés
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Fig. 4.1 � Mars Path�nder Fig. 4.2 � Spirit

pour assembler des pièces de voitures, emballer des tablettes de chocolat, visser des bouchons
sur des tubes de dentifrices ou bien assister les médecins dans des interventions chirurgicales
délicates. Ces robots sont sûrement à l'heure actuelle les plus répandus puisqu'ils sont utilisés
par milliers dans l'industrie.

La seconde catégorie de robots, celle à laquelle nous nous intéresserons, est constituée des
robots mobiles c'est-à-dire se déplaçant dans un environnement à l'aide de roues, de jambes,
de pattes, ... En raison de la multitude de leurs applications, il existe une grande diversité
de robots mobiles : UAV22, ULV23, robots explorateurs (Sojourner, Spirit), robots démineurs,
robots humanoïdes (Qrio, Asimo), robots tondeuses ou aspirateurs, ... Parmi la multitude des
robots mobiles, nous nous intéresserons plus particulièrement aux robots autonomes évoluant
en groupes. Ces colonies de robots peuvent, par exemple, être destinées à l'exploration, au
sauvetage de victimes ou au déchargement de marchandises.

4.1.1 Robots explorateurs

Nous allons tout d'abord nous intéresser aux robots explorateurs autonomes. De tels robots
sont généralement chargés d'intervenir dans des zones hostiles ou di�ciles d'accès pour l'homme.
Ils peuvent ainsi être envoyés sur des planètes éloignées comme Mars, ou bien être chargés
d'explorer des sites minés ou des zones radioactives. Ils ont alors pour mission d'explorer un
certain nombre de sites sur lesquels ils doivent réaliser di�érentes tâches.

Les robots explorateurs les plus célèbres sont sans nul doute les robots Sojourner (1997) et
plus récemment les deux MER (Mars Exploration Rovers) de la NASA, Spirit et Opportunity
(2003), qui ont été les premiers à � alunir � sur Mars et ont permis d'obtenir de nombreuses

22Unmanned Air Vehicle23Unmanned Land Vehicle
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informations sur la planète rouge. Ils ont également démontré les potentialités de la robotique
exploratoire et ont ainsi ouvert une voie prometteuse vers l'utilisation de robots pour l'exploration
d'autres planètes.

Commençons par décrire les caractéristiques d'un robot explorateur sur Mars. Chaque jour, le
robot reçoit un ensemble de tâches à réaliser (observations, mesures, déplacements, etc.). Celles-
ci sont destinées à accroître les connaissances des scienti�ques sur Terre. Ainsi, plus le robot
renverra d'informations pertinentes, plus le succès de sa mission sera important. Son critère de
performance consiste donc à maximiser la quantité d'informations utiles reçues sur Terre.

La réalisation des tâches doit cependant respecter un certain nombre de contraintes [Cardon
et al., 2001, Bresina et al., 2002, Zilberstein et al., 2002] :

� contraintes temporelles : Les tâches ne peuvent être réalisées n'importe quand. En e�et,
leur exécution doit respecter des contraintes temporelles. Par exemple, il est préférable de
réaliser les déplacements pendant la journée puisque les robots sont alimentés par des
panneaux solaires. Pour des raisons de luminosité, les photographies doivent être prises
en début ou en �n de journée, sinon elles seront inexploitables à cause de la trop forte
luminosité. De même, les relevés atmosphériques doivent être faits de nuit, au lever ou
à la tombée du jour. Les communications nécessitent, quant à elles, que le satellite soit
correctement aligné, ce qui n'est le cas que quelques heures par jour.

� pré-conditions : Pour être exécutée, chaque tâche requiert qu'un certain nombre de pré-
conditions soient satisfaites. Prenons le cas d'un robot chargé de réaliser une mesure de la
composition du sol sur un site donné. Pour ce faire, il est nécessaire que le robot se soit
rendu sur le site, qu'il ait déployé et calibré ses appareils de mesure et que ces derniers
soient correctement positionnés sur la zone à analyser. Si ces conditions ne sont pas remplies
lorsque le robot entreprend la mesure, l'exécution de la tâche échouera.

� contraintes de ressources : Chaque tâche consomme une certaine quantité de ressources
qui doit par conséquent être disponible pour mener à bien l'exécution. Les ressources
peuvent prendre di�érentes formes, il peut s'agir d'énergie mais également de capacité
mémoire (pour le stockage de photographies ou des résultats des mesures) ou de bande
passante (pour l'envoi de données).

A�n de maximiser leur mesure de performance, les robots explorateurs ne doivent donc pas
seulement se contenter d'exécuter leurs tâches, ils doivent également s'assurer du respect des
contraintes sur l'exécution des tâches.

Par ailleurs, ces robots évoluent dans des environnements partiellement observables, sto-
chastiques, séquentiels, dynamiques et continus. En raison de la connaissance incomplète de
l'environnement, celui-ci est considéré comme incertain. De ce fait, l'exécution d'une tâche peut
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conduire à di�érents résultats. Une tâche peut alors avoir di�érentes durées possibles et consom-
mer di�érentes quantités de ressources. Lorsque ces quantités sont continues, l'exécution d'une
tâche peut mener à une in�nité de situations di�érentes.

En�n, les robots doivent faire face à une limitation des communications avec la Terre.
Dans le cadre des robots martiens, les communications sont réalisées via un satellite en orbite
autour de Mars. En raison de sa rotation en orbite, ce satellite n'est disponible que quelques
heures par jour. Les communications avec la Terre sont donc restreintes. De plus, toute commu-
nication nécessitant des ressources et du temps24 il est nécessaire de limiter les échanges au strict
nécessaire. Les fenêtres de communication sont alors réservées en priorité à l'envoi des données
collectées et à la réception de la liste des tâches à réaliser. Le reste de la journée, lorsque le satellite
n'est pas correctement aligné, les robots ne peuvent compter sur une quelconque communication.
Ils doivent donc agir de manière autonome.

En plus de l'autonomie, les robots doivent être en mesure de développer des processus de
décision nécessitant peu de calculs. En raison des contraintes physiques auxquelles sont soumis
les engins spatiaux, des composants spéci�ques sont développés. Ces derniers sont par exemple
capables de résister à de fortes radiations et à de très basses températures. En contrepartie, ils
possèdent des capacités limitées par rapport à celles des composants classiques auxquels nous
sommes habitués : les processeurs sont plus lents et ne disposent que de faibles quantités de
mémoire vive. La puissance de calcul se trouve alors limitée restreignant ainsi la rapidité d'exé-
cution des programmes. De plus, la taille des programmes et la quantité de mémoire requise par
leur exécution doivent être minimisées.

L'envoi de robots sur Mars a démontré la faisabilité de tels projets et a permis de tirer des
leçons sur la façon de concevoir ces robots. Ainsi Sojourner [Mishkin et al., 1998], le premier ro-
bot envoyé sur Mars, a démontré la nécessité de développer des robots qui soient autonomes. En
e�et, ce robot téléopéré depuis la Terre exécutait une suite de commandes générée et envoyée par
les opérateurs de la NASA. Outre l'importance du travail nécessaire pour établir ces suites d'ins-
tructions, cette méthode s'est avérée particulièrement inadaptée pour faire face à l'incertitude de
l'environnement. Ce robot passait ainsi 40 à 75% de son temps à ne rien faire : se trouvant dans
une situation imprévue, il devait alors attendre la prochaine fenêtre de communication avec les
opérateurs sur Terre qui lui indiquaient comment agir.

24Le temps de communication entre Mars et la Terre oscille entre 4 et 20 minutes en fonction de la position des
deux planètes.
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La seconde génération de robots [Ai-Chang et al., 2004] a alors été conçue a�n d'o�rir une
plus grande autonomie et s'a�ranchir d'un commandement à distance. Ainsi, ces robots toujours
en activité, reçoivent chaque jour un ensemble de tâches à exécuter et décident eux-mêmes de
leur plan d'actions. Cette méthode a permis d'augmenter l'e�cacité des robots qui ont déjà pu
parcourir plusieurs kilomètres. Néanmoins, leur système de contrôle fait preuve d'une certaine
rigidité puisqu'il n'est pas en mesure de prendre en compte les incertitudes. De ce fait, les robots
doivent régulièrement réviser leur plan d'actions.

Les constatations que nous venons de réaliser se rapportent à des robots explorateurs évo-
luant seuls. En e�et, bien que plusieurs robots aient déjà été envoyés sur Mars, chacun agit
individuellement sans tirer parti de la présence d'autres robots ni développer de comportements
coopératifs. A�n d'augmenter les performances des missions futures, les scienti�ques prévoient
d'envoyer plusieurs robots capables d'agir de manière coopérative. Comme l'expliquent Estlin et
al. [Estlin et al., 1999], ceci permettrait tout d'abord d'augmenter la quantité de connaissances
récoltées en divisant le travail entre les robots. De plus, il serait possible d'élaborer des robots
spécialisés dans des tâches plus particulières et ainsi d'augmenter les capacités de la colonie. En-
�n, en cas de défaillance d'un robot (panne ou échec de la réalisation d'une tâche), un autre robot
pourrait intervenir a�n de réparer la panne ou exécuter la tâche laissée en suspens. L'aptitude
des robots à coopérer permettrait alors d'augmenter leurs performances.

La mise en ÷uvre de colonies de robots pose les mêmes di�cultés que celles exposées pré-
cédemment pour le développement d'un seul robot (contraintes, caractéristiques de l'environne-
ment, limitations des ressources). Il est de plus nécessaire de gérer les interactions entre les robots
et les problèmes de coopération. Ainsi, les contraintes de précédence entre les tâches ajoutent
des dépendances entre les robots. La satisfaction de certaines pré-conditions peut, par exemple,
dépendre d'autres robots : si un robot Ag1 est spécialisé dans le déploiement de matériel et un
second robot Ag2 est chargé des mesures, la réussite du robot Ag2 dépendra du robot Ag1.

Les restrictions de communication concernent également les communications entre robots.
Dans le cas des robots sur Mars, ces derniers peuvent communiquer directement entre eux ou
via un satellite. Comme nous l'avons précédemment expliqué, la plupart du temps, les robots
ne peuvent pas espérer communiquer via le satellite. Toutefois, il leur est possible d'échanger
des messages sans passer par le satellite à condition qu'ils soient proches physiquement et que la
topologie du site le permette (par exemple qu'aucun obstacle n'empêche la liaison). Lorsque les
robots évoluent dans de grands espaces et/ou des terrains accidentés, ce type de communication
n'est pas envisageable. En e�et, a priori, rien ne garantit qu'ils puissent établir une tel échange
d'information, il est donc préférable d'éviter le recours à cette forme de communication.
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Des di�cultés similaires sont répertoriables dans d'autres domaines d'application de la robo-
tique exploratoire. Nous pouvons plus particulièrement citer les domaines ayant trait au déve-
loppement des colonies de robots démineurs ou de robots sous-marins [Turner, 2005].

4.1.2 Robots rescue

Les robots sauveteurs ou � robot rescue � présentent de grandes similitudes avec les ro-
bots explorateurs. L'expansion de ce type d'application a été favorisée par la mise en place de
la RoboCup Rescue [Morimoto, 2000, The RoboCup Rescue Technical Committee, 2000], une
compétition internationale proposant de développer des robots chargés d'intervenir après une
catastrophe naturelle telle qu'un tremblement de terre. Trois types de robots sont engagés dans
ces missions : des robots pompiers chargés d'éteindre les feux, des robots ambulanciers devant
secourir les victimes, et des robots policiers déblayant les routes. Des dépendances fortes entre les
di�érents types de robots peuvent être identi�ées : les policiers doivent avoir déblayé les routes
pour que les pompiers puissent accéder aux feux et que les ambulanciers viennent au secours des
victimes.

Comme en robotique exploratoire, l'environnement est incertain (incertitude sur les durées
d'extinction des feux, de déblayage des routes, ...) et partiellement observable. En e�et, chaque
robot a une perception limitée à une dizaine de mètres. Il ne connaît donc pas l'état de tous les
bâtiments, l'emplacement ou l'état de santé de toutes les victimes. De plus, l'environnement est
dynamique (les feux évoluent, la santé des victimes peut se dégrader, ...), séquentiel et continu.

Les communications entre les di�érents intervenants sont restreintes. A�n de ne pas saturer les
liaisons radios, chaque robot ne peut envoyer qu'un nombre limité de messages. Il est également
possible de di�user des messages dans l'environnement mais ces derniers ne sont perçus que dans
un périmètre d'une trentaine de mètres. Les ressources des robots sont par ailleurs limitées :
un robot pompier ne dispose par exemple que d'une certaine quantité d'eau. Suivant le type de
robot la nature des ressources est susceptible de varier, pour les robots pompiers il s'agira d'eau,
les ambulanciers quant à eux ne pourront véhiculer qu'un seul blessé à la fois.

En�n, de nombreuses contraintes temporelles émanent du problème. Tout d'abord, une date
de �n de la crise est �xée (300 unités de temps). De plus, des contraintes temporelles intrinsèques
sont identi�ables : une victime doit être secourue avant qu'elle ne décède, un feu doit être éteint
avant que le bâtiment soit complètement brûlé, etc.

4.1.3 Robots dockers

Les robots dockers constituent une application moins répandue des colonies de robots mais
très similaire à celles qui viennent d'être exposées. Ces robots, dits de service, sont utilisés pour
décharger des bateaux et ranger des containers dans des hangars. Les contraintes temporelles sont
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moins importantes que celles évoquées dans les applications précédentes, puisqu'elles consistent
à ranger les marchandises avant que le bateau suivant arrive. Néanmoins, des contraintes d'ordre
entre les tâches (ou pré-conditions) peuvent intervenir a�n d'optimiser le rangement des contai-
ners ou répondre à des contraintes d'utilisation. Il est possible d'envisager des situations où les
containers de fruits et légumes seront utilisés avant les containers de textile et devront donc être
rangés en dernier pour être plus facilement accessibles par la suite. Le temps nécessaire pour
décharger et ranger les containers est incertain, il dépend de leur poids et de leur emplacement
de stockage. En�n, la fréquence de rotation des bateaux impose une grande e�cacité de la part
des robots.

4.1.4 Constellations de satellites

Nous allons terminer cette section par la présentation de systèmes quelque peu di�érents puis-
qu'ils sont constitués d'engins autonomes gravitant dans l'espace. Les constellations de satellites
sont vouées à l'observation et à la surveillance. Damiani et al. [Damiani, 2005, Damiani et al., ]
décrivent un projet, inspiré des missions Bird et Fuego, qui utilise un tel système spatial pour
la surveillance des feux de forêts et des volcans terrestres. Deux types d'activités peuvent être
di�érenciés : la surveillance automatique pour la détection de nouveaux foyers ou de nouvelles
activités volcaniques, et l'observation de zones ciblées à risque ou actives.

L'utilisation de plusieurs satellites permet d'étendre la zone de couverture et d'augmenter
la fréquence des observations d'un site donné. A partir des stations au sol, des demandes de
suivi sont envoyées aux satellites, leur objectif étant de maximiser le nombre et la pertinence des
observations réalisées par la colonie et retournées aux stations.

La communication entre le sol et les satellites n'étant pas possible à tout moment (contraintes
physiques, technologiques, �nancières, etc.), les satellites doivent être en mesure d'agir de manière
autonome. Cette autonomie doit également leur permettre de faire face à des situations où
le temps de réaction n'est pas su�sant pour faire appel au contrôle au sol. Par ailleurs, elle
permet, comme dans les applications précédemment citées, de simpli�er le travail réalisé par les
opérateurs humains. Mentionnons que les restrictions de communication concernent également
les communications de satellite à satellite qui ne sont pas directement possibles et doivent donc
passer par un tiers (station au sol ou satellite géostationnaire) accessible par intermittence.

Comme dans le cas des robots sur Mars, la spéci�cité des composants électroniques utilisés
restreint les capacités de calcul des satellites. La mémoire de masse et l'énergie sont également
limitées. Chaque observation doit par ailleurs être stockée jusqu'à la prochaine fenêtre de com-
munication avec le sol qui permettra de décharger des données et ainsi libérera la mémoire. En
attendant ce déchargement, les satellites doivent donc gérer leur capacité mémoire. La quantité
de mémoire consommée par une observation ainsi que son temps de déchargement sont incer-
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tains. Puisque les actions sont non déterministes, une part d'incertitude doit donc être prise en
compte.

Un grand nombre de contraintes temporelles sont à considérer. Les périodes d'observation de
chaque site ainsi que les fenêtres temporelles de déchargement de données peuvent être décrites
par des intervalles de temps. Par ailleurs, les données observées ont une durée de validité et
doivent donc être communiquées avant d'être périmées. La communication de données pertinentes
étant un facteur crucial de la réussite d'une mission, une attention particulière doit être apportée
à ces contraintes.

A�n de maximiser la quantité d'informations transmises au sol, les satellites doivent bien
entendu coopérer. Une couverture complète et fréquente des sites doit être assurée d'où une
nécessaire coordination des orbites des satellites. Chaque centre de mission ne pouvant commu-
niquer qu'avec un seul satellite à la fois, une coordination des communications est également
requise.

4.2 Formalisation du problème

La description du contexte applicatif de notre travail nous a permis de mettre en évidence
de fortes similitudes entre les applications présentées. Elle contribue ainsi à motiver les caracté-
ristiques des problèmes abordés dans cette thèse et formalisés dans cette section.

4.2.1 Caractéristiques des problèmes considérés

Des systèmes multi-agents coopératifs

Les problèmes auxquels nous nous intéressons [Beynier, 2003, Beynier et Mouaddib, 2004d]
peuvent naturellement être modélisés par des systèmes multi-agents coopératifs. Ils consistent
en e�et en un certain nombre d'entités devant réaliser, de manière autonome, un ensemble de
tâches dans un même environnement. Le but de ces agents consiste à maximiser une mesure de
performance commune : maximiser les connaissances scienti�ques utiles récoltées, maximiser un
score25 ou le nombre de containers rangés.

Des contraintes complexes

Di�érentes contraintes doivent par ailleurs être respectées a�n de construire des solutions
adaptées aux problèmes posés. Nous avons plus particulièrement pu recenser :

25Dans la RoboCup Rescue, un score est calculé en fonction du nombre de victimes sauvées, de la surface de
bâtiments endommagés par le feu, ...
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� des contraintes temporelles
� des contraintes de précédence
� des contraintes de ressources
� une communication limitée voire impossible
� des capacités de calcul restreintes

Les deux derniers types de contraintes répertoriés in�uencent plus particulièrement le pro-
cessus délibératif des agents. Ils imposent que les agents prennent des décisions en limitant les
calculs et les communications. Les trois premiers types de contraintes portent sur l'exécution des
tâches. Pour chaque tâche, elles dé�nissent des conditions au succès de son exécution.

Les contraintes temporelles dé�nissent, pour chaque tâche, une fenêtre temporelle durant
laquelle l'exécution de la tâche doit avoir lieu.

Les contraintes de précédence traduisent des contraintes d'ordre entre les tâches. Elles
permettent la formalisation de pré-conditions telles que � la tâche A doit être terminée pour que
la tâche B puisse commencer �. En�n les contraintes de ressources posent les conditions sur
les ressources nécessaires à l'exécution d'une tâche.

Remarquons que la prise en compte de ces trois types de contraintes permet de représenter un
large spectre des contraintes pouvant régir l'exécution des tâches. Néanmoins, les possibilités de
contraindre l'exécution d'une tâche étant multiples, il est tout à fait possible d'identi�er d'autres
types de contraintes. De ce fait, nous ne considérerons pas cet ensemble comme exhaustif.

Des problèmes de grande taille

Dans la première partie de ce document, nous avons évoqué la nécessité de traiter des pro-
blèmes de grande taille. En e�et, les approches existantes ne traitent souvent que des problèmes
à deux agents et moins d'une dizaine d'actions. Dans les applications que nous venons d'évo-
quer, il est évident que des problèmes de taille beaucoup plus importante seront à envisager. En
ce qui concerne les robots martiens, les opérateurs communiquent une fois par jour l'ensemble
des tâches à réaliser pour la journée. Cet ensemble compte en moyenne une centaine de tâches
pouvant être exécutées par 3 ou 4 agents. Dans le cas des constellations de satellites, il est pos-
sible de répertorier des scénarios composés de 12 satellites devant e�ectuer plusieurs centaines
d'observations. Les problèmes envisagés peuvent donc contenir plus d'une centaine de tâches et
une dizaine d'agents.

4.2.2 Mission et environnement

Nous appelons � mission � l'ensemble des agents et des tâches constituant les problèmes qui
viennent d'être décrits.
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Dé�nition 20 Mission

Une mission X est dé�nie par un couple < Ag, T > tel que :
� Ag = {Ag1, · · · ,Agn} dé�nit l'ensemble des n agents Agi ∈ Ag.
� T = {t1, · · · , tp} est l'ensemble des tâches devant être exécutées par les agents.

Pour être impliqué dans la mission, chaque agent doit au moins exécuter une tâche. La
réalisation d'une mission consiste en l'exécution de l'ensemble des tâches T par les agents Ag.
Elle est réalisée au sein d'un environnement E .

Nous supposerons que les tâches sont initialement réparties sur les agents. Nous n'aborderons
pas le problème de cette répartition. Mentionnons toutefois, que cette allocation doit tenir compte
des aptitudes des agents : si les agents sont spécialisés, l'allocation des tâches doit respecter les
compétences de chacun. Elle doit avoir pour résultat un scénario réalisable où chaque agent a
la possibilité d'exécuter ses tâches, étant données les contraintes temporelles, les contraintes de
précédence et les ressources dont il dispose initialement. Concernant les algorithmes d'allocation
des tâches, Hanna et Mouaddib [Hanna et Mouaddib, 2002, Hanna, 2003], et plus récemment
Abdallah et Lesser [Abdallah et Lesser, 2005], ont proposé des méthodes basées sur l'utilisation
de processus décisionnels de Markov. Nous pouvons également citer les méthodes basées sur la
négociation et les contrats proposées par Sandlhom et al. [Sandholm et Lesser, 1995, Sandholm,
1998]. A�n de réaliser l'allocation de tâches pour des robots physiques, des travaux basés sur les
principes de ventes aux enchères ont par ailleurs été présentés [Gerkey et Matari¢, 2002, Esben
et al., 2002].

Présentation de l'environnement

Dans ce travail, nous ne nous préoccupons pas de la manière dont les tâches sont réalisées,
nous nous intéressons seulement au fait qu'elles sont exécutées ou non. Nous pouvons donc nous
abstraire de l'environnement physique dans lequel évolue l'agent, pour envisager la construction
d'un environnement virtuel constitué de l'ensemble des tâches et des agents. Les états de cet envi-
ronnement sont composés des tâches exécutées et de leurs dates d'exécution. Cet environnement
virtuel est :

� partiellement observable : chaque agent n'a connaissance que de la réalisation des tâches
qu'il a lui même exécutées.

� stochastique : il est di�cile de modéliser parfaitement l'ensemble des lois régissant l'exé-
cution des tâches, l'incertitude sur les exécutions des tâches permet alors de tenir compte
de ces imprécisions. Ainsi, les durées d'exécution et les consommations de ressources des
tâches sont considérées comme non déterministes.

� séquentiel : en raison, entre autres, des contraintes de précédence, l'exécution d'une tâche
in�uence les actions à venir.
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� statique : les agents sont les seuls à pouvoir in�uencer l'état de l'environnement virtuel.
Aucun facteur extérieur ne peut le modi�er, l'environnement est donc statique.

� discret : les durées d'exécution et les consommations de ressources étant discrétisées, la
représentation du temps et des ressources est discrète.

4.2.3 Représentation par un graphe acyclique

Une mission peut aisément être représentée par un graphe orienté acyclique où les sommets
correspondent aux tâches à réaliser et les arêtes aux contraintes de précédence entre les tâches.
Un tel exemple de graphe est décrit par la �gure 4.3.

Fig. 4.3 � Exemple d'un graphe de mission

Ce graphe, appelé graphe de mission, est nécessairement acyclique puisque dans le cas
contraire nous serions en présence d'une boucle traduisant des contraintes telles que � A doit
être exécutée avant B, B avant C et C avant A �. Ceci représente bien évidemment un problème
insoluble.

Le graphe présenté sur la �gure 4.3 décrit un scénario inspiré de la robotique exploratoire sur
Mars. Chaque n÷ud correspond à une tâche. Il met en jeu trois agents : le premier est spécialisé
dans la prise de photo, le deuxième est équipé d'une foreuse et le troisième possède des appareils
pour l'analyse du sol. A�n que le premier agent prenne en photo le site A, aucun agent ne doit
être présent sur le site sinon il risque d'en masquer une partie. Les agents 2 et 3 ne doivent
donc pas rentrer sur le site avant que la photo ne soit prise. Remarquons que pour prendre sa
photo, l'agent 1 n'a pas besoin d'entrer sur le site A mais seulement de se rendre à proximité de
celui-ci. L'agent 3 est chargé de réaliser des analyses du sol en surface et en profondeur. N'étant
pas équipé du matériel pour creuser, il doit se coordonner avec l'agent 2 capable de forer le sol.



112 Chapitre 4. Vers le contrôle de l'exécution d'une mission

Par souci de lisibilité, nous ne présenterons que de très petits graphes. Ce formalisme permet
toutefois de traiter de plus grands graphes.

Des méthodes de représentation similaires aux graphes de mission ont été utilisées pour la
représentation des dépendances entre les tâches dans des systèmes multi-agents. Nous pouvons
tout d'abord citer le langage de représentation MAID (Multi-Agent In�uence Diagrams) dé-
crit par Koller et Milch [Koller et Milch, 2003] et appliqué dans le cadre des jeux multi-agents.
Tout comme nos graphes de mission, les diagrammes d'in�uence multi-agents représentent les
contraintes de précédence par des arêtes reliant les tâches. Nos graphes de mission peuvent être
envisagés comme des diagrammes d'in�uence multi-agents dans lesquels les variables d'utilité et
de chance ne seraient pas représentées. Les variables d'utilité de MAID peuvent être assimilées,
dans notre formalisme, aux récompenses associées aux tâches. Néanmoins, les diagrammes d'in-
�uence multi-agents ne permettent pas de modéliser les contraintes temporelles, ni l'incertitude
sur les durées d'exécution.

Les relations de dépendance entre les tâches sont également décrites dans le formalisme
TAEMS (Task, Analysis, Environment Modeling and Simulation) présenté par Decker et Les-
ser [Decker et Lesser, 1993b]. Celui-ci permet la description de la structure des tâches dans les
systèmes multi-agents. Il décrit en particulier une relation � enable � correspondant exactement
à nos contraintes de précédence. En revanche, les relations appelées � relations de précédence �
dans TAEMS n'ont pas la même signi�cation que dans notre travail. Dans le cadre de TAEMS,
si une relation de précédence relie ti à tj , la tâche tj ne peut être exécutée que si la tâche ti est
terminée et le résultat de l'exécution de ti in�uence la qualité de tj .

4.2.4 Formalisation d'une tâche

Les choix de représentation qui précèdent nous ont permis de formaliser de manière générale
les problèmes que nous souhaitons traiter. Nous allons à présent revenir plus en détail sur les
éléments de base du graphe, c'est-à-dire les tâches. Nous allons, dans cette section, nous pencher
sur leur formalisation. Nous nous intéresserons tout d'abord à la représentation des di�érentes
contraintes régissant leur exécution, ce qui nous permettra ensuite de dé�nir les caractéristiques
d'une tâche.

Représentation des contraintes

L'identi�cation des di�érents types de contraintes du problème nous a permis de mettre en
évidence trois types de contraintes régissant l'exécution des tâches. Nous avons choisi de les
formaliser comme des caractéristiques de la tâche elle même.

Les contraintes de précédence dé�nissent, pour chaque tâche ti, l'ensemble des tâches tj

(j 6= i) devant être terminées pour que ti puisse commencer. Il est alors possible de dé�nir pour
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chaque tâche un ensemble Pred de prédécesseurs tj .
Les contraintes temporelles dé�nissent quant à elles, des fenêtres temporelles sur l'exécution

des tâches et peuvent donc être formalisées par des intervalles. Chaque contrainte temporelle
est alors représentée par un ensemble de deux valeurs, une date de début au plus tôt et une
date de �n au plus tard, dé�nissant les bornes de la fenêtre temporelle. Bien que de nombreuses
contraintes temporelles ne soient pas exprimées explicitement par un intervalle de temps précis,
elles peuvent aisément être dé�nies comme telles. Ainsi, une tâche devant être réalisée le matin,
pourra se voir associer l'intervalle [6, 12]. Lorsqu'aucune contrainte temporelle n'est imposée sur
une tâche, l'intervalle [0,∞] lui est associé.

Le troisième type de contraintes concernant l'exécution des tâches porte sur les contraintes de
ressources. Un taux initial de ressources est associé à chaque agent au début de la mission. Au fur
et à mesure de l'exécution des tâches les ressources diminuent26. En e�et, chaque tâche consomme
une quantité ∆r de ressources qui doit être inférieure ou égale aux ressources disponibles r27.
Pour chaque tâche ti, les contraintes de ressources sont donc dé�nies à partir des consommations
de ressources de la tâche et nécessitent que l'égalité r ≥ ∆r soit respectée.

Dé�nition d'une tâche

Une fois la représentation des contraintes établies, il devient possible de dé�nir les di�érentes
caractéristiques d'une tâche.

Dé�nition 21 Tâche

Chaque tâche ti ∈ T est dé�nie par :
� un agent Agi devant exécuter la tâche.
� di�érentes durées possibles auxquelles sont associées des probabilités. Pc(δi

c) est la
probabilité que l'exécution de la tâche ti dure δi

c unité de temps.
� di�érentes consommations de ressources auxquelles sont associées des probabilités.

Pr(∆i
r) est la probabilité que l'exécution de la tâche ti consomme ∆i

r unités de ressources.
� des contraintes temporelles sur l'exécution de la tâche. On associe à la tâche ti, une
fenêtre temporelle TCi = [ESTi, LETi] restreignant l'exécution de la tâche. ESTi désigne
la date de début au plus tôt (Earliest Start Time) de la tâche ti et LETi correspond à sa
date de �n au plus tard (Latest End Time). L'intervalle d'exécution I de la tâche doit donc
être inclue dans cette fenêtre temporelle : I ⊂ [ESTi, LETi].

26En supposant que les ressources ne soient pas renouvelables.27Pour des raisons de clarté des équations et des notations nous ne considérerons qu'une seule ressource. Cette
hypothèse n'a�ecte ne rien la généricité de notre approche qui eut être étendue a�n de tenir compte des consom-
mations de di�érentes ressources.
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� des prédécesseurs : la tâche ti possède un ensemble de prédécesseurs Predi désignant
l'ensemble des tâches devant être exécutées a�n que ti puisse commencer.

∀ti ∈ T , ti 6∈ root ⇔ ∃tj ∈ T : tj ∈ Pred(ti)

où root désigne les toutes premières tâches devant être exécutées c'est-à-dire celles n'ayant
pas de prédécesseurs.

� une récompense Ri : elle est obtenue par le ou les agents lorsque la tâche ti est exécutée
en respectant les contraintes.

Les branchements du graphe correspondent par ailleurs à des n÷uds � et �. A�n de maximiser
la mesure de performance, toutes les tâches d'une mission doivent donc être réalisées.

Nous ne considérons que les problèmes dans lesquels chaque tâche n'est exécutée que par un
seul agent Agi. Si l'exécution d'une tâche nécessite le concours de plusieurs agents (par exemple
déplacer un cube), alors elle peut être dupliquée autant de fois qu'il y a d'agents y participant.
Il est cependant nécessaire d'ajouter des contraintes imposant la simultanéité de l'exécution de
ces duplicata de tâches.

Les consommations de ressources et les durées d'exécution étant incertaines, chaque tâche
possède di�érentes durées et consommations de ressources possibles auxquelles sont associées des
probabilités.

La dé�nition des probabilités sur la durée d'une tâche et sa consommation de ressources
supposent qu'elles sont indépendantes. Néanmoins, cette hypothèse n'a�ecte en rien la généricité
de notre approche qui peut aisément être adaptée au cas où ces quantités sont dépendantes l'une
de l'autre. On considérera alors une distribution de probabilités sur les couples (∆i

r, δ
i
c) telle que

Prc(∆i
r, δ

i
c) est la probabilité que l'exécution de la tâche prenne δi

c unités de temps et consomme
∆i

r ressources. Un tel exemple de dépendance entre les consommations de ressources et les durées
d'exécution est décrit dans [Beynier et al., 2006].

Lorsqu'une tâche est exécutée avec succès, en respectant les contraintes imposées, les agents
obtiennent une récompense Ri. Cette récompense ne dépend ni du temps, ni des ressources
consommés. Il est cependant tout à fait possible de considérer une fonction de récompense fon-
dée sur de tels paramètres. Étant donnée une mission X , l'objectif des agents consiste à maximiser
la somme des récompenses obtenues. Remarquons que dans le cas où la récompense d'une tâche
est octroyée à l'agent l'ayant exécutée et non à la colonie, le critère de performance se traduit
par la maximisation de la somme des récompenses obtenues par chaque agent.

La �gure 4.4 décrit un graphe de mission et associe à chaque n÷ud les caractéristiques de la
tâche qu'il représente. Nous considérons des graphes de mission dans lesquels les tâches de chaque
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agent sont complètement ordonnées. Bien que certaines missions ne présentent pas au premier
abord cette propriété, un ordre total peut généralement être déduit à partir des contraintes de
précédence et des contraintes temporelles. En e�et, les relations de précédence établissent un
ordre partiel sur les tâches d'un même agent. Celui-ci peut dans bien des cas être étendu à un
ordre total en prenant en compte les contraintes temporelles. Considérons deux tâches ti et tj

non ordonnées et contraintes respectivement par les fenêtres d'exécution [6, 12] et [4, 7], nous
pouvons naturellement imposer que tj précède ti.

Fig. 4.4 � Exemple détaillé d'une mission

4.3 Résolution par plani�cation

Après avoir formalisé les tâches composant nos problèmes, nous allons achever ce chapitre
en nous intéressant à la deuxième et dernière composante des missions considérées : les agents.
Étant donnée une mission X , il est nécessaire de mettre en ÷uvre un processus de décision (ou
processus de délibération) permettant aux agents de décider quelle action exécuter et à quel
moment.

4.3.1 Le cahier des charges

Les applications présentées au début de ce chapitre ont permis d'identifer d'importantes
di�cultés concernant l'échange de messages durant l'exécution des tâches. La communication
étant di�cile et non garantie, il semble primordial de développer un processus décisionnel ne
nécessitant pas de communication directe.
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Fig. 4.5 � Schématisation du processus de plani�cation

Les agents étant de plus répartis dans l'espace durant l'exécution de la mission, il n'est pas
possible de faire appel à une entité centrale chargée de prendre et coordonner les décisions. Les
agents doivent donc décider comment agir de manière autonome et décentralisée.

En�n, étant donnée la limitation des ressources computationnelles des agents, ce processus
décisionnel doit faire preuve d'une faible complexité algorithmique. La prise de décision doit
donc être peu � gourmande � en temps et en espace mémoire.

4.3.2 L'approche adoptée

Rappelons que nous avons adopté le point de vue de la rationalité a�n de dé�nir l'intelligence
d'un système. Étant donnée l'incertitude émanant des problèmes considérés et la forme de la
mesure de performance (une maximisation de récompenses), l'approche que nous avons adoptée
repose sur le principe de maximisation de l'utilité espérée.

Nous avons ainsi choisi de développer une solution basée sur un processus de plani�cation
des actions des agents permettant une maximisation de la mesure de performance traduite par
l'utilité espérée.

A�n de limiter les calculs réalisés par les agents, et de leur o�rir une grande réactivité, nous
avons opté pour un processus de plani�cation hors-ligne, c'est-à-dire antérieur à la phase
d'exécution des actions. Le cycle de vie des agents peut alors être divisé en deux phases.

La première appelée phase � hors-ligne � permet à l'agent de plani�er son comportement et de
déterminer une stratégie d'action de sorte de maximiser l'utilité espérée du système. Nous nous
plaçons dans le cadre général des systèmes multi-agents pour lesquels aucun contrôle centralisé
n'est possible. Il est alors nécessaire que chaque agent puisse prendre ses décisions de manière
autonome. A partir d'une mission X , la plani�cation doit permettre de calculer une politique
pour chaque agent. La �gure 4.5 schématise ce processus dont la mise en oeuvre constitue le
c÷ur de notre travail. Précisons que le processus de plani�cation qui sera développé doit être en
mesure de gérer les incertitudes ainsi que les contraintes précédemment recensées.
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La seconde phase dite � en-ligne � consiste en l'exécution des actions par les agents, à par-
tir des politiques précédemment calculées. Les agents appliquent alors leurs propres stratégies
à partir des observations partielles du système et sans communiquer. Le cycle de vie de l'agent
durant cette phase peut être décrit comme une boucle perception-action identique à celle pré-
sentée en première partie. L'agent perçoit son environnement et déduit à partir de sa politique
quelle action exécuter. La complexité en temps de cette délibération est donc réduite. En ce qui
concerne la quantité de mémoire requise, cette dernière est dépendante de la taille de la politique
de l'agent.

La �gure 4.6 représente l'articulation des deux phases constituant le cycle de vie d'un agent.
Une fois la phase d'exécution des tâches terminée, une nouvelle phase de plani�cation peut
commencer a�n de calculer la stratégie d'exécution de nouvelles tâches.

Planification

Exécution

Agent

Environnement

Perceptions

Actions

Phase off−line

Phase on−line

Fig. 4.6 � Phases de plani�cation et d'exécution

Nous tenons à préciser que l'impossibilité de communiquer pendant l'exécution des tâches ne
signi�e pas que les agents ne puissent pas communiquer avant l'exécution a�n d'établir un plan
d'actions. Dans le cas des robots martiens, une fois que les communications avec la Terre sont
terminées, les robots peuvent pro�ter du fait que le satellite soit encore correctement positionné,
pour échanger des messages hors-ligne.

4.3.3 La plani�cation stochastique

Une synthèse de di�érentes méthodes de plani�cation stochastique a été réalisée par Blythe
[Blythe, 1999b, Blythe, 1999a]. Celui-ci distingue les approches markoviennes et les méthodes
basées sur les techniques de plani�cation classiques telles que STRIPS ou GPS. Cette deuxième
classe d'approches consiste en l'adaptation des méthodes classiques a�n de gérer di�érents résul-
tats possibles pour l'exécution d'une même action. Elles reposent le plus souvent sur l'utilisation
d'opérateurs logiques dont l'application successive décrit un plan permettant ou non d'atteindre
un état but. Ces approches cherchent de manière générale un plan d'actions assurant une certaine
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probabilité de succès. Di�érentes méthodes permettent l'obtention d'un plan décrivant une suite
d'actions à réaliser. Lors de l'exécution du plan, si l'agent se trouve dans une situation où la
prochaine action ne peut être appliquée, le plan devient obsolète. Ces déviations dues aux in-
certitudes de l'environnement, nécessitent que l'agent procède à une re-plani�cation des actions
qu'il lui reste à exécuter. A�n de limiter la re-plani�cation, des plans contingents peuvent être
calculés. Un plan contingent peut être représenté par un arbre dans lequel les branches repré-
sentent les évolutions les plus probables du système28. Ainsi, un comportement plus robuste est
obtenu, les agents pouvant faire face à un certain nombre de déviations. Bresina et Washing-
ton [Bresina et Washington, 2000] présentent notamment une approche reposant sur le calcul de
l'utilité des plans su�xes et permettant la gestion de contraintes temporelles. Néanmoins, toutes
ces approches ne garantissent pas un comportement optimal et rationnel des agents et nécessite
des phases de re-plani�cation, donc des calculs, lors de l'exécution.

Les processus de décision markoviens o�rent une seconde alternative à la plani�cation sous
incertitude. Comme nous l'avons décrit en première partie, ces modèles expriment l'objectif de
l'agent en terme de maximisation d'une fonction d'utilité espérée. De ce fait, ils permettent l'ob-
tention d'un comportement optimal et rationnel de la part de l'agent. De plus, la politique obtenue
fait correspondre une action à tout état possible du système. Ainsi, aucune re-plani�cation n'est
nécessaire au cours de la phase d'exécution des tâches. Les processus de décision markoviens
présentent donc un cadre de travail tout à fait adapté à la résolution des problèmes qui nous sont
posés. Travaillant sur des systèmes multi-agents dans lesquels le contrôle est décentralisé, nous
aurons par conséquent recours à l'utilisation des processus décisionnels de Markov Décentralisés.

Bresina et al. [Bresina et al., 2002] soulignent cependant quelques di�cultés vis à vis de la
formalisation des problèmes de robotique exploratoire par des modèles markoviens. Ils insistent
en particulier sur le fait que les travaux existant portant sur les processus décisionnels markoviens
considèrent les actions comme instantanées et ne permettent pas la représentation de contraintes
temporelles explicites sur l'exécution. A�n que nous puissions plani�er l'exécution des missions
qui ont été présentées dans ce chapitre, il nous sera donc nécessaire d'éto�er les modélisations
markoviennes existantes et de mettre en place une modélisation adaptée du temps et des actions
permettant la gestion des contraintes qui ont été recensées. Cette question fera l'objet du prochain
chapitre.

28Un plan contingent représentant toutes les situations possibles est équivalent aux politiques traités dans les
processus décisionnels de Markov.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par décrire di�érents domaines d'application des
colonies de robots autonomes, sujet à l'origine de cette thèse. Nous avons ainsi dégagé les carac-
téristiques de ces systèmes et nous avons motivé la formalisation des problèmes auxquels nous
nous intéressons. Nous avons également établi le cadre de notre travail : la plani�cation dans des
systèmes multi-agents coopératifs agissant en environnement complexe.

A�n de permettre la plani�cation hors-ligne de l'exécution d'une mission, la modélisation
du problème sous forme de DEC-POMDPs a été retenue. Ces modèles ne proposent cependant
pas une modélisation adaptée du temps et des actions. Ces lacunes sont à mettre en relation
avec les di�cultés identi�ées au chapitre 3, lors de l'étude des approches pour la résolution de
DEC-POMDPs. Nous avions alors montré que ces formalismes considéraient le plus souvent des
actions instantanées et ne géraient pas de contraintes temporelles.

A�n de résoudre les problèmes de plani�cation qui nous sont posés, nous allons donc tout
d'abord devoir nous pencher sur la mise en place d'une modélisation appropriée permettant en
particulier la gestion du temps, de l'incertitude, de l'observabilité partielle et des contraintes du
problème.
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Chapitre 5

OC-DEC-MDP : une classe de

DEC-MDPs contraints

Dans le chapitre précédent, nous avons ébauché une modélisation des problèmes auxquels
nous nous intéressons. Nous avons, entre autres, introduit une représentation des tâches et des
contraintes. Nous avons ensuite présenté le c÷ur de notre travail : le contrôle de l'exécution
des missions. Nous allons poursuivre cette modélisation en nous plaçant dans l'optique de la
plani�cation pour des agents distribués à l'aide de DEC-MDPs29.

Comme nous l'avons mentionné précédemment, l'emploi des DEC-MDPs pour la plani�cation
d'une mission nécessite l'enrichissement de la modélisation du temps et des actions. Nous allons
aborder ce chapitre en développant cette problématique, ce qui nous amènera à dé�nir une
nouvelle classe de DEC-MDPs, les OC-DEC-MDPs.

Nous nous intéresserons ensuite à l'in�uence des contraintes sur les composantes des OC-
DEC-MDPs. Nous proposerons alors une formalisation des états, des actions, des transitions et
des récompenses du problème, permettant leur prise en compte. Après avoir détaillé ces compo-
santes, nous serons en mesure d'extraire les propriétés des problèmes traités et d'en déduire leur
complexité.

Nous achèverons ce chapitre par la description d'une méthode pour la construction automa-
tique de ce modèle à partir d'une quelconque mission.

5.1 Modélisation par OC-DEC-MDP

Les durées d'exécution des tâches envisagées étant incertaines, nous avons précédemment
évoqué la nécessité d'enrichir la modélisation du temps et des actions.

29Nous motiverons par la suite le recours aux DEC-MDPs plutôt qu'aux DEC-POMDPs.
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5.1.1 Modélisation du temps et des actions

Les approches s'intéressant aux DEC-MDPs représentent des problèmes dans lesquels toutes
les actions ont une même durée de 1 unité de temps. Ainsi, lorsque les agents entreprennent, à
l'instant t, l'exécution d'une action jointe A =< A1, · · · ,An >, toutes les actions Ai se terminent
à l'instant t + 1. Chaque instant t correspond donc, pour chaque agent, à une étape de décision.

Lorsque les actions des agents ont di�érentes durées possibles, il n'est pas réalisable de dé�nir
une succession d'étapes de décision simultanées à tous les agents. Initialement, tous les agents
prennent leur première décision en même temps à t0, mais les exécutions des actions résultant
de ces décisions ne se terminent pas au même instant. A t0 + 1, certains agents auront terminé
l'exécution de leur action et d'autres seront encore en train de les réaliser. Il n'est donc pas
possible de dé�nir une action jointe comme un ensemble d'actions commençant à t et s'achevant
à t + 1.

A�n de modéliser des problèmes où les durées d'actions sont di�érentes, il est possible de
dé�nir les actions jointes A =< A1, · · · ,An > non pas comme l'ensemble des actions que les
agents vont exécuter mais comme l'ensemble des actions que les agents vont exécuter ou sont en
train d'exécuter. Considérons par exemple trois agents Agi, Agj et Agk. A l'instant t, l'agent
Agi vient de terminer l'action ai et décide d'exécuter ai+1. Supposons en revanche que les agents
Agj et Agk soient toujours en train de réaliser les actions aj et ak commencées antérieurement
à t. L'action jointe a est alors décrite par l'ensemble < ai+1, aj , ak >. Cette méthode permet
de dé�nir une action jointe pour chaque instant t sans pour autant supposer que chaque agent
exécute une nouvelle action.

Néanmoins, le résultat de l'exécution d'une telle action jointe dépend de l'état d'avancement
des actions la composant. En e�et, le résultat de l'exécution de l'action jointe a dépend du temps
déjà passé à exécuter aj et ak. Si a =< ai+1, aj , ak > le problème n'est pas markovien puisqu'il
est nécessaire de connaître les actions jointes précédentes pour savoir depuis combien de temps
chaque action individuelle est exécutée et déduire les probabilités de transition.

A�n de représenter les problèmes sous forme markovienne, il est possible de dé�nir les actions
jointes comme un ensemble de couples (ai,∆i

c) où ai correspond à l'action d'un agent et ∆i
c décrit

la durée d'exécution déjà écoulée de ai. Supposons dans notre exemple précédent qu'à l'instant t,
l'exécution de aj ait commencé depuis 2 unités de temps, et celle de ak depuis 3 unités de temps.
L'action jointe est alors dé�nie comme a =< (ai+1, 0), (aj , 2), (ak, 3) >. Ce principe a été utilisé
par Mouaddib et Zilberstein [Mouaddib et Zilberstein, 1998] dans le cadre de la plani�cation de
PRU30 à l'aide d'un MDP.

30Progressive Processing Unit
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Un tel formalisme permet de déterminer l'évolution du système à partir de l'état courant
et de l'action jointe exécutée, d'où une modélisation markovienne. Cependant, dans le cadre
multi-agent, cette représentation conduit à une explosion de l'espace des actions. En e�et, il
est nécessaire de considérer tous les couples (ai,∆i

c) possibles et toutes les combinaisons de ces
couples.

La prise en compte de l'état d'avancement des actions augmente la taille de l'espace d'actions
et par conséquent l'espace de recherche des politiques. Il n'est donc pas envisageable de résoudre
de tels problèmes à part pour de très petits nombres de tâches et d'agents. En e�et, la résolution
des DEC-POMDPs et DEC-MDPs est déjà un problème di�cile lorsque les actions jointes ne sont
composées que des actions ai ; l'augmentation du nombre de politiques ne peut que complexi�er
la recherche. Une telle modélisation du temps et des actions conduit donc à des problèmes très
di�ciles voire impossibles à résoudre. Remarquons que l'état d'avancement des actions peut
également être considéré comme une caractéristique de l'état des agents. Cette représentation
conduit alors à une explosion de l'espace des états du système.

5.1.2 Décomposition en MDPs locaux

A�n de développer une modélisation permettant de remédier aux problèmes liés à la repré-
sentation du temps et des actions, nous avons choisi de décomposer le problème. Nous proposons
alors de le modéliser à l'aide d'un ensemble de MDPs locaux [Beynier et Mouaddib, 2005b]. Cette
approche est illustrée par la �gure 5.1 dans le cas d'un système à 3 agents. Nous avons nommé
ce modèle OC-DEC-MDP du nom de la technique de résolution exposée ultérieurement.

Comme nous l'avons décrit au chapitre précédent, les agents évoluent dans un environnement
virtuel. De plus, chaque agent sait quelles tâches il a réalisées et quelles sont celles qu'il lui reste à
réaliser. L'état de l'agent est alors localement totalement observable. De ce fait, la décomposition
est réalisée sous forme d'un ensemble de MDPs et non pas de POMDPs. C'est pour cette même
raison que nous limitons nos propos aux DEC-MDPs.

Chaque MDP modélise le problème décisionnel d'un agent. Ainsi nous n'envisageons pas le
problème au niveau collectif mais au niveau individuel. Nous ne traitons alors pas les actions
jointes mais les actions individuelles des agents ce qui évite les problèmes liés à la taille de l'espace
d'actions. De même, l'espace d'états, la fonction de transition et la fonction de récompense sont
décomposées de façon à ne tenir compte que des actions individuelles de l'agent.

Dé�nition 22 Un OC-DEC-MDP pour n agents est constitué d'un ensemble de n MDPs lo-
caux, un pour chaque agent. Le MDP local d'un agent Agi est dé�ni par un tuple < Si,Ai,Pi,Ri >

tel que :
� Si est l'ensemble �ni des états de l'agent Agi.
� Ai est l'ensemble �ni des actions de l'agent Agi.



124 Chapitre 5. OC-DEC-MDP : une classe de DEC-MDPs contraints

Fig. 5.1 � Illustration de la décomposition en MDPs locaux

� Pi dé�nit la fonction de transition de l'agent Agi.
� Ri : Ti → R décrit la fonction de récompense de l'agent. Ri(ti) est la récompense obtenue
par l'agent lorsque la tâche ti a été exécutée en respectant les contraintes.

Les graphes de mission considérés étant �nis, nous considérerons des MDPs locaux à horizons
�nis.

La décomposition du problème permet d'envisager une résolution locale de chaque MDP. Au
lieu de résoudre un DEC-MDP de taille conséquente, le problème est alors considéré comme
consistant en la résolution d'un ensemble de MDPs. A partir du MDP local d'un agent Agi, une
politique d'actions de l'agent est déduite. Lors de l'exécution des tâches, l'agent n'aura besoin
que de cette politique a�n de prendre ses décisions.

Néanmoins, les contraintes temporelles et de précédence entre les tâches conduisent à des dé-
pendances entre les agents et par conséquent entre les MDP locaux. A�n que les agents adoptent
un comportement coopératif et coordonné, il est donc nécessaire que les MDPs ne soient pas ré-
solus de manière indépendante. Le calcul d'une politique pour chaque agent constituera le sujet
principal de notre prochaine partie. Nous proposerons alors une méthode pour la coordination
des MDPs locaux. Dans ce chapitre nous nous limiterons à la dé�nition du modèle.
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5.2 Introduction de contraintes dans les DEC-MDPs

Comme nous l'avons suggéré précédemment, les travaux portant sur les DEC-MDPs se sont
très peu intéressés à la gestion de contraintes. Dans cette section, nous montrons comment les
di�érents types de contraintes recensées au chapitre précédent in�uencent les composantes d'une
modélisation sous forme de DEC-MDP. Nous limiterons nos propos à l'ensemble < S,A,P,R >

bien qu'ils puissent être étendus à l'ensemble des observations et à la fonction d'observation.

5.2.1 Contraintes temporelles

Les contraintes temporelles ont pour e�et de restreindre les intervalles d'exécution possibles de
chaque tâche. En e�et, elles dé�nissent des bornes sur leurs dates de début et de �n d'exécution.
Les situations d'exécution ne respectant pas ces contraintes n'ont donc pas à être envisagées
d'où, une restriction des espaces d'états et d'actions de chaque agent.

Les contraintes temporelles in�uencent également le passage d'un état à un autre, elles doivent
donc être prises en compte lors de la dé�nition de la fonction de transition. Lors de l'exécution
d'une tâche, une récompense est en e�et attribuée au système à condition que les contraintes
temporelles sur la tâche aient été respectées. Dans le cas contraire, la tâche est considérée comme
ayant échoué et aucune récompense n'est obtenue.

5.2.2 Contraintes de précédence

Les contraintes de précédence imposent un ordre partiel sur l'exécution des tâches. Ce dernier,
combiné aux contraintes temporelles et aux durées d'exécution, permet de restreindre d'autant
plus les dates de début possibles de chaque tâche et leurs intervalles d'exécution. En e�et, toute
tâche ti ne peut être e�ectuée avant ses prédécesseurs, ce qui limite fortement ses possibilités
d'exécution. Les espaces d'états et d'actions se trouvent par conséquent directement in�uencés
par les contraintes de précédence.

Par ailleurs, le passage d'un état à un autre dépend du respect de ces contraintes : si les
prédécesseurs n'ont pas terminé, l'exécution de la tâche échouera et aucune récompense ne sera
obtenue. Les contraintes de précédence interviennent donc aussi dans la dé�nition de la fonction
de transition et l'attribution des récompenses.

5.2.3 Contraintes de ressources

La disponibilité de ressources su�santes est une condition nécessaire à l'exécution d'une
tâche. Il n'est donc pas possible d'envisager des situations où un agent exécuterait une tâche en
n'ayant plus ou pas assez de ressources.
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De plus, le manque de ressources lors de l'exécution d'une tâche conduit avec certitude à un
échec dans lequel aucune récompense n'est obtenue. Par conséquent, tous les éléments du tuple
< S,A,P,R > sont in�uencés par les contraintes de ressources.

Les di�érentes contraintes considérées in�uencent donc sans exception les composantes d'une
modélisation sous forme de DEC-MDP. Dans le cadre des OC-DEC-MDPs, chaque élément des
tuples < Si,Ai,Pi,Ri > composant les MDPs locaux, doit donc être dé�ni de façon à rendre
compte de ces contraintes.

5.3 Composantes du modèle

La décomposition du problème en MDPs locaux passe par la dé�nition, pour chaque agent,
d'un espace d'états, d'un espace d'actions, d'une fonction de transition et d'une fonction de
récompense. Nous allons à présent revenir plus en détail sur chacune de ces composantes. Comme
l'a montré la section précédente, chacun de ces éléments devra être soigneusement dé�ni a�n de
tenir compte des contraintes sur l'exécution des tâches.

5.3.1 Espace d'états

L'espace d'états de chaque agent (ou espace d'états du MDP local) peut être décomposé en
trois parties distinctes faisant référence aux trois types d'états suivants :

� les états de succès comprenant l'état initial
� les états d'échec partiel
� les états d'échec total

États de succès

Considérons un agent Agi venant de terminer avec succès l'exécution d'une tâche et devant
décider de sa prochaine action. L'agent se trouve dans ce que nous appelons un � état de succès � :
il vient de réaliser une tâche ti pendant un intervalle I. Il lui reste également une quantité r de
ressources. La décision de l'agent concernant l'exécution de sa prochaine tâche ti+1 dépend de ces
trois paramètres. A�n que chaque agent ait une observabilité totale de son état, la description
de l'état doit donc en tenir compte.

Un état succès est alors représenté par le triplet [ti, I, r], où ti est la dernière tâche exécutée,
r est la quantité de ressources encore disponible, et I l'intervalle d'exécution de ti. Bien que la
date de début de l'intervalle I ne soit pas directement exploitée par la suite, elle fournit une
information supplémentaire pouvant s'avérer précieuse en vue des extensions de ce travail. Elle
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nous informe en particulier sur la date de �n des prédécesseurs de ti et est, de ce fait, intégrée à
la description des états.

Initialement, l'agent se trouve dans un état de succès. Il n'a réalisé aucune tâche, nous dési-
gnons alors son état initial par le triplet [initial, Rini, [start_time, start_time]] où Rini est la
quantité de ressources initiale de l'agent, et start_time la date à laquelle la mission commence.
Cet état peut être considéré comme résultant de l'exécution de la tâche �ctive nommée � ini-
tial �. Cette exécution se termine à start_time, la première tâche réelle de l'agent peut alors
commencer.

États d'échec partiels

Lorsque l'agent Agi commence l'exécution d'une tâche ti+1, il est possible qu'il échoue car
les prédécesseurs de celle-ci n'ont pas terminé. L'agent arrive alors dans un état échec dont il
peut sortir en ré-essayant ultérieurement d'exécuter la tâche. Un tel échec est donc appelé échec
partiel.

Nous supposons que le fait d'essayer d'exécuter la tâche et de se rendre compte que les
prédécesseurs n'ont pas terminé demande une unité de temps. Lorsque l'agent tente d'exécuter
la tâche à st, il réalise donc qu'il a échoué partiellement à st + 1.

Un échec partiel consomme des ressources. Si l'agent dispose à st de r′ ressources, après un
échec partiel il lui restera une quantité r de ressources telle que r = r′ − ∆′

r où ∆′
r désigne la

consommation de ressources de l'échec partiel.
Un état d'échec partiel est dé�ni par un tuple [ti, I, et(I ′), r] où ti correspond à la dernière

tâche menée à son terme par l'agent et et(I ′) désigne la date de �n de ti. I = [st, st+1] décrit la
fenêtre temporelle durant laquelle a eu lieu l'échec et r est la quantité de ressources disponibles
après cet échec. Il est important de mémoriser la dernière tâche exécutée ainsi que sa date de �n
car ces données peuvent in�uencer la décision. Nous reviendrons par la suite plus en détail sur
ce point.

La �gure 5.2 présente les états d'échecs partiels et de succès associés à chaque tâche de la
mission précédemment décrite par la �gure 4.4.

États d'échec total

Lorsque l'agent manque de ressources ou ne respecte pas les contraintes temporelles sur
l'exécution de la tâche, il passe dans un état d'échec total.

A chaque tâche correspond un unique état d'échec total dans lequel l'agent aboutit quelle
que soit la date ou la cause de l'échec. L'espace d'état d'un agent compte donc autant d'états
d'échec total que de tâches devant être réalisées par l'agent. Les états d'échec total sont consi-
dérés comme terminaux.
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Fig. 5.2 � États associés à chaque tâche d'une mission

Étant donné la dé�nition des états, la construction de l'espace d'états doit passer par le
calcul des intervalles d'exécution et des taux de ressources pouvant être associés à chaque tâche.
Les contraintes temporelles entraînent des restrictions sur ces intervalles. Les taux de ressources
disponibles après l'exécution de chaque tâche doivent quant à eux, respecter les contraintes de
ressources. A�n de construire un espace d'états tenant compte des contraintes, celles-ci doivent
être considérées lors du calcul des intervalles et des taux de ressources possibles pour chaque
tâche.

5.3.2 Espace d'actions

Toute action consiste en l'exécution d'une tâche ti à un instant st, noté E(ti, st). Nous avons
précédemment montré que les dates de début possibles de chaque tâche sont restreintes par les
contraintes temporelles et de précédence. Il en a donc de même pour les actions.

Les durées d'exécution des tâches et leurs consommations de ressources étant incertaines, les
actions sont non déterministes.
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Nous considérons des problèmes dans lesquels l'ensemble des tâches est �ni et où les durées
d'exécution des tâches et les consommations de ressources sont discrétisées en un nombre �ni
de valeurs. Les tâches � racine � du graphe ne possédant par ailleurs pas de prédécesseurs, elles
peuvent commencer dès que le système � se réveille � à condition de respecter les contraintes
temporelles. Soit start_time cette date de réveil, ti une tâche racine du graphe et EST la date
de début au plus tôt de ti. Comme nous le verrons en section 5.5, le maximum entre start_time

et EST constitue l'unique date de début de ti. La tâche ti ne peut en e�et commencer avant
au risque de violer les contraintes temporelles. De plus, retarder l'exécution de ti à une date
ultérieure n'aura pour seul e�et que de faire perdre du temps aux agents et donc diminuer leur
espérance de gain. Il n'y a donc aucun intérêt à commencer plus tard. Nous pouvons conclure de
ce raisonnement qu'il existe une unique date de début pour chaque tâche racine du graphe. Par
propagation des contraintes temporelles (cf. section 5.5), nous obtenons un nombre �ni de dates
de début pour chaque tâche. Nous pouvons en déduire que l'ensemble des actions est �ni.

5.3.3 Fonction de transition

De la même façon que nous avons identi�é trois catégories d'états, trois types de transitions
ont été répertoriés : les transitions dues à une exécution réussie, les transitions résultant d'un
échec partiel et les transitions menant à un échec total. Nous reviendrons plus en détail, dans
la partie suivante, sur le calcul des probabilités de transition. Nous allons pour le moment nous
limiter aux facteurs in�uençant les transitions entre états.

Exécution réussie

Pour qu'un agent Agi réussisse l'exécution de sa tâche ti+1, l'exécution des prédécesseurs de
ti+1 doit être terminée, ce qui suppose que :

� les prédécesseurs aient eu assez de ressources,
� et qu'ils aient terminé leur exécution à st en respectant les contraintes temporelles.
Il est de plus nécessaire que l'agent ait assez de ressources pour exécuter ti+1 et que l'exécution

de la tâche respecte les contraintes temporelles. Pour ce faire, la date de début de son exécution
doit être inférieure ou égale à la date de début au plus tard LSTi+1 (Latest Start Time) de ti+1.
La date de �n de l'exécution doit de plus être inférieure ou égale à LETi+1 (Latest End Time).

Échec partiel

Lorsqu'un agent entreprend l'exécution d'une tâche ti+1 à st31 la probabilité qu'il échoue
partiellement est égale à la probabilité que l'exécution de ses prédécesseurs ne soit pas terminée

31A�n de ne pas surcharger les formules, nous omettrons de préciser le nom de la tâche à laquelle se rapporte
st, lorsque celui-ci est implicite. Dans le cas présent, nous utiliserons la notation st au lieu de st(ti+1).
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et que l'agent ait assez de ressources pour se rendre compte de son échec partiel. Si l'agent
manque de ressources lors de l'échec partiel, il passe dans un état d'échec total.

Les prédécesseurs peuvent ne pas avoir terminé leur exécution car ils termineront plus tard
ou bien ils ne termineront jamais. Dans ce dernier cas, au moins un des prédécesseurs a échoué
totalement : il a manqué de ressources ou a violé les contraintes temporelles.

Remarquons que si st correspond à la dernière date de début possible de la tâche (st =

LSTi+1) et que les prédécesseurs n'ont pas terminé, l'échec partiel se transforme en échec total.
En e�et, l'agent ne pourra pas retenter l'exécution de la tâche ultérieurement. Pour que l'agent
passe dans un état d'échec partiel, il est nécessaire que st soit strictement inférieur à LSTi+1.

Échec total

•Manque de ressources : La probabilité qu'un agent échoue par manque de ressources et
qu'il arrive pour cette raison dans un état d'échec total dépend des probabilités sur les consom-
mations de ressources.

Si les prédécesseurs n'ont pas terminé leur exécution, la probabilité que l'agent manque de
ressources est égale à la probabilité que l'échec partiel consomme plus de ressources que celles
disponibles.

Si les contraintes de précédence et temporelles sont respectées, la probabilité de manquer de
ressources est égale à la probabilité que l'exécution de la tâche consomme plus de ressources qu'il
n'y en a de disponibles.
• Contraintes temporelles TC(ti+1) non respectées :
Les contraintes temporelles sont violées lorsque l'agent Agi :
� commence l'exécution de la tâche après sa date de début au plus tard (st > LSTi+1),
� commence l'exécution de la tâche à st = LSTi+1 mais échoue car les contraintes de précé-
dence ne sont pas respectées,

� ou que l'exécution de la tâche �nit après la date de �n au plus tard.
Ce dernier cas se produit si les contraintes de précédence et de ressources sont respectées, que

la date de début de la tâche est inférieure à LSTi+1 mais que la durée de la tâche est telle que
st + δi+1

c > LETi+1. La probabilité d'une telle transition est calculée à partir des probabilités
sur les durées d'exécution.

La �gure 5.3 récapitule les di�érentes transitions possibles lorsqu'un agent décide, à partir
d'un état si, d'exécuter une tâche ti+1 à st. Les raisons provoquant le passage par une tran-
sition donnée sont mentionnées sur la �gure. Ce modèle de transition permet de prendre en
considération les di�érentes contraintes régissant l'exécution des tâches.
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Fig. 5.3 � Modèle de transition et taxonomie d'état

En raison des contraintes de précédence, nous avons pu voir que l'exécution d'une tâche
par un agent dépendait des autres agents. Ainsi, les fonctions de transition des autres agents
ne sont pas indépendantes les unes des autres. Pi est donc dé�ni a priori comme une fonction
Pi : Si ×A×Si → [0, 1] et non comme une fonction Pi : Si ×Ai ×Si → [0, 1] ne dépendant que
de l'action exécutée par l'agent.

5.3.4 Fonction de récompense

La fonction de récompense du problème associe à chaque tâche, une récompense. Lorsqu'un
agent arrive dans un état � succès �, le système reçoit donc la récompense rattachée à la tâche
qui vient d'être exécutée.

Lorsqu'un agent arrive dans un état d'échec total, il reçoit une pénalité égale à la somme des
récompenses associées aux tâches qui ne pourront être exécutées.

Notons qu'aucune récompense n'est obtenue pour le passage par un état d'échec partiel puis-
qu'aucune tâche n'est réalisée.
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Comme nous l'avons fait remarquer à plusieurs reprises dans cette section, les di�érentes
composantes des MDPs locaux sont dé�nies de façon à modéliser les contraintes sur l'exécution
des tâches. Les états de succès représentent des situations dans lesquels les contraintes sont
respectées alors que les états d'échec formalisent des situations de violation des contraintes. De
même, les actions sont dé�nies de manière à respecter les contraintes temporelles. La fonction de
récompense modélise, quant à elle, les violations de contraintes et le succès de l'exécution d'une
tâche. Les contraintes sont donc intrinsèquement formalisées dans chacun des MDPs locaux ce
qui garantira leur respect lors de la résolution du problème.

5.4 Propriétés des OC-DEC-MDPs

Comme l'a démontré Bernstein [Bernstein et al., 2002], la résolution optimale d'un DEC-
POMDP à deux agents ou plus est un problème NEXP. Lors de la présentation des DEC-
POMDPs et DEC-MDPs, nous avons introduit un certain nombre de propriétés permettant
d'identi�er des classes de problèmes de complexité moins importante. C'est pourquoi, a�n de
justi�er la complexité des problèmes que nous traitons, la spéci�cation de leurs propriétés est
tout d'abord nécessaire.

5.4.1 Transitions et Observations dépendantes

Du fait des contraintes de précédence, la probabilité qu'un agent passe d'un état si à un état
s′i dépend des états et actions des autres agents. Les problèmes abordés sont par conséquent à
transitions dépendantes.

Ces problèmes sont de plus à observations dépendantes. Les états des agents étant localement
totalement observables, nous pouvons établir une bijection entre l'ensemble des états de l'agent
et ses observations. En raison des contraintes de précédence, l'état d'un agent dépend des états
des autres agents. Par conséquent, les observations d'un agent dépendent des observations des
autres agents.

5.4.2 Indépendance des récompenses

La fonction de récompense peut être décomposée en fonctions de récompense individuelles et
indépendantes les unes des autres. En e�et, une récompense est octroyée au système à la �n de
l'exécution de chaque tâche. Une tâche n'étant réalisée que par un seul agent, les récompenses ne
dépendent donc que d'actions individuelles et non des actions jointes exécutées par les agents. Il
est alors possible de dé�nir une fonction de récompense pour chaque agent ne dépendant que de
l'état et de l'action entreprise par l'agent.
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5.4.3 Observabilité

A�n que les états soient totalement observables, il est nécessaire de connaître toutes les
valeurs de r et I pouvant être associées à chaque tâche ti. Nous présenterons dans la section 5.5
deux algorithmes permettant de réaliser ces calculs par propagation dans le graphe de la mission.
Grâce au calcul de ces données, nous sommes en mesure de construire, pour chaque agent, un
espace d'état localement totalement observable.

Bien que les états des agents soient localement totalement observables, l'état du système
reste partiellement observable. Néanmoins, si les agents globalisent leurs connaissances, toutes
les observations nécessaires à la prise de décision des agents seront connues d'où une observabilité
collective totale. Étant donné que les agents ne peuvent pas communiquer durant l'exécution de
leurs tâches, cette observabilité totale ne peut cependant pas être atteinte en pratique.

Les propriétés des problèmes considérés sont résumés dans le tableau 5.1.

Transition Observation Orienté par Observabilité
Indépendance Indépendance un but locale du système

OC-DEC-MDP Non Non Non Totale Partielle
Tab. 5.1 � Propriétés des OC-DEC-MDPs

5.4.4 Complexité

Nous avons montré que les problèmes traités étaient à transitions et observations dépendantes.
De plus, le comportement des agents n'est pas orienté vers un but. Les problèmes traités ne pos-
sèdent donc pas de propriétés permettant de les identi�er comme des classes de DEC-POMDPs
connues pour avoir des complexités moins importantes [Goldman et Zilberstein, 2004]. Nous
pouvons néanmoins exploiter l'observabilité locale des états et démontrer le théorème suivant :

Théorème 1 La complexité en temps d'un OC-DEC-MDP est exponentielle en espace d'états.

Preuve : Les états des agents sont localement totalement observables. Une politique jointe
fait donc correspondre à chaque ensemble d'états 〈S1, · · · ,Sn〉 une action jointeA = 〈A1, · · · ,An〉.
Par conséquent, il existe un nombre de politiques jointes exponentiel en espace d'états.

L'évaluation d'une politique jointe peut être réalisée en temps linéaire à l'aide d'un algorithme
de programmation dynamique. Néanmoins, la recherche de la politique optimale nécessite, dans
le pire cas, de parcourir tout cet espace et a donc une complexité exponentielle. �
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Remarquons que les contraintes du problème in�uencent la taille de l'espace d'états et donc
la taille et le nombre de politiques. En e�et, elles restreignent le nombre d'états et d'actions
possibles pour chaque agent. Cependant, ces contraintes n'a�ectent en rien la complexité au pire
cas de l'algorithme, le nombre de politiques possibles demeure exponentiel en espace d'états. Les
contraintes ne réduisent donc pas la classe de complexité du problème.

5.4.5 Comparaison avec l'existant

La �gure 5.4 reprend la classi�cation des approches s'intéressant aux processus décisionnels
de Markov décentralisés et place notre travail par rapport à l'existant. Étant donné l'observabilité
collective totale des agents nous nous plaçons dans le cadre des DEC-MDPs. Contrairement aux
DEC-MDP-Com et COM-MTDP, nos agents n'ont pas la possibilité de communiquer durant la
phase d'exécution des tâches (en ligne). Les communications n'ont donc pas à être modélisées.
En revanche, nous devons faire face à des problèmes de coordination entre agents du fait de cette
absence de communication et de l'observabilité partielle des autres agents.

Comme nous l'avons déjà précisé, nous nous plaçons dans le contexte général des pro-
blèmes à transitions et observations dépendantes. Contrairement aux approches traitant des
DEC-POMDP-Com [Goldman et Zilberstein, 2003] et TI-DEC-MDP [Becker et al., 2003], nous
n'émettons donc pas d'hypothèses particulières sur la structure des fonctions de transition et
d'observation.

Les ED-DEC-MDP constituent la classe de problèmes la plus proche de notre travail. En e�et,
les ED-DEC-MDPs traitent comme nous des problèmes à observations et transitions dépendantes.
De plus, ils permettent la prise en compte de dépendances entre les tâches. Des contraintes de
précédence sont en e�et gérées et représentées à l'aide du formalisme TAEMS.

DEC−MDP

ED−DEC−MDPDEC−MDP
 IT et IO

Transitions indépendantes

Observations indépendantes

Observabilité collective totale

Actions dirigées par les évènements

DEC−POMDP

Observabilité Individuelle

MMDP DEC−POMDP
 IT et IO

Transitions   indépendantes

Observations   indépendantes

OC−DEC−MDP

Fig. 5.4 � Mise en relation des OC-DEC-MDPs avec les modèles existants



5.5. Enrichissement des données par propagation 135

Les OC-DEC-MDPs et ED-DEC-MDPs sont à notre connaissance, les seuls travaux s'intéres-
sant à la gestion de contraintes dans les DEC-MDPs. De plus, ils permettent, contrairement aux
autres approches, la gestion de di�érentes durées possibles pour l'exécution des tâches. Néan-
moins, les ED-DEC-MDPs ne traitent pas des contraintes de ressources bien que le modèle puisse
être étendu a�n d'en tenir compte.

5.5 Enrichissement des données par propagation

Nous allons clore ce chapitre par la description d'une méthode pour la construction � auto-
matique � d'un OC-DEC-MDP à partir d'une mission X . Nous allons, dans les deux sections qui
suivent, décrire plus concrètement comment construire ce modèle à partir d'un graphe de mission
donné. Nous commencerons par décrire deux algorithmes permettant d'enrichir les connaissances
sur le problème [Beynier et Mouaddib, 2004a, Beynier et Mouaddib, 2004b]. Étant donnée une
mission, ces algorithmes procèdent, par propagation des contraintes temporelles et des contraintes
de ressources, au ra�nement des données sur l'exécution des tâches. Ainsi, nous calculons les
intervalles d'exécution possibles de chaque tâche et les taux de ressources disponibles après leur
exécution. Ces informations seront ensuite utilisées pour la construction des MDPs locaux.

5.5.1 Propagation temporelle

Étant donnée l'incertitude sur l'exécution des tâches, il existe un grand nombre d'intervalles
d'exécution possibles pour chacune d'elles. Nous appellerons intervalle d'exécution, un intervalle
I constitué de la date de début de la tâche et de sa date de �n. Rappelons que pour chaque tâche
ti, son intervalle d'exécution I est tel que I ⊂ [ESTi, LETi], c'est-à-dire tel que les contraintes
temporelles TC(ti) soient respectées.

Les contraintes de précédence de la tâche doivent également être considérées. En e�et, toute
tâche ne peut commencer que si ses prédécesseurs ont terminé leur exécution. La date de début
d'une tâche ti dépend donc des dates de �n de ses prédécesseurs.

Parcours des tâches

A partir des contraintes temporelles, de précédence et des di�érentes durées d'exécution
possibles de chaque tâche ti, nous souhaitons calculer tous les intervalles pouvant correspondre à
une fenêtre d'exécution de ti. Pour ce faire, nous parcourons le graphe de la mission niveau par
niveau en considérant chaque tâche de chaque niveau [Beynier et Mouaddib, 2004c].

Le premier niveau L0 est constitué des racines du graphe c'est-à-dire des tâches n'ayant
pas de prédécesseurs. Le second niveau est constitué de tous les successeurs des tâches racines.
Le troisième niveau est composé de tous les successeurs des tâches du second niveau dont on a
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calculé les intervalles, et des tâches du second niveau dont les intervalles n'ont pu être calculés. De
manière plus générale, un niveau Lk contient tous les successeurs des tâches du niveau Lk−1 dont
on a calculé les intervalles, et contient également les tâches du niveau Lk−1 dont les intervalles
n'ont pu être déterminés. En e�et, il est possible de déterminer les intervalles d'une tâche ti ∈ Lk

si et seulement si les intervalles de tous ses prédécesseurs ont été calculés. Or, le fait qu'une
tâche ti appartienne à Lk signi�e qu'au moins un de ses prédécesseurs appartient à un niveau
inférieur, mais cela ne garantit en aucun cas que les intervalles de tous ses prédécesseurs aient
été déterminés. Lorsqu'un niveau Lk est parcouru, le niveau Lk+1 est initialement vide et est
construit au fur et à mesure. Lorsqu'une tâche ti est envisagée, si les intervalles des prédécesseurs
n'ont pas encore été tous dé�nis, alors la tâche sera reconsidérée au niveau suivant auquel elle est
ajoutée. Il est inutile de se préoccuper des successeurs de cette tâche et de les ajouter au niveau
Lk+1 puisque un de leurs prédécesseurs y appartient et n'a donc pas encore été traité.

Si tous les intervalles des prédécesseurs de ti ∈ Lk ont été déterminés, nous e�ectuons les
calculs pour la tâche : calcul des dates de début, calcul des dates de �n, calcul des intervalles
d'exécution. Ensuite, les successeurs de la tâche, sont ajoutés au niveau Lk+1.

Dates de début

Les dates de début des tâches à la racine du graphe, sont déterminées à partir de leurs
contraintes temporelles et de la date à laquelle le système � se réveille �, désignée par start_time.
Ainsi, nous obtenons :

st(root) = max({ESTroot, start_time})

Considérons toute autre tâche ti 6∈ L0. Ses dates de début appartiennent à l'intervalle
[ESTi, LSTi] où LSTi désigne la date de début au plus tard de la tâche (Latest Start Time)
et est dé�nie par : LSTi = LETi − δi,min

c où δi,min
c est la plus petite durée de la tâche ti.

L'ensemble de ces dates peut être restreint en considérant les dates de �n des prédécesseurs.
En e�et, il est possible de déterminer une date de �n au plus tôt (FET, First End Time) des
prédécesseurs avant laquelle la tâche ne pourra commencer :

FETi = max
( ⋃

pred∈Pred(ti)

(min(ET (pred)))
)

Le maximum entre cette date et la date de début au plus tôt de la tâche permet de déterminer
la première date de début possible de la tâche. Nous la noterons LBi (Lower Bound) :

LBi = max({ESTi, FETi})

L'ensemble des dates de début possibles est alors déduit à partir des dates de �n des prédé-
cesseurs. Nous ne considérons pas le fait qu'un agent puisse être dans l'obligation de respecter
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Algorithme 3 : Calcul des intervalles d'exécution
Entrées : un problème X
Niv ← root // tâches du niveau courant1

NivSuiv ← ∅ // tâches à considérer au niveau suivant2

répéter3

pour tous les ti ∈ Niv faire4

si les intervalles de tous les prédécesseurs de ti ont été calculés alors5

// Calcul de l'ensembles des dates de début de ti

si ti ∈ root alors /* la tâche est une racine du graphe */6

st(ti) = max({EST (ti), start_time}) = LBti = UBti7

ET (ti) = {st(ti) + δi
c ≤ LET,∀δti

c }8

sinon9

LBi = max({ESTi, FETi})10

OSTi = {et ∈ ET (ti), et > FETAPi}11

ST (ti) = {st ∈ FETAPi
⋃

OSTi} tel que ESTi ≤ st ≤ LSTi12

UBi = max(ST (ti))13

�n14

// Calcul de l'ensemble des dates de fin d'exécution de ti

pour tous les st ∈ ST (ti) faire15

pour tous les δi
c faire16

ET (ti) = {st + δi
cLETi}17

�n18

�n19

// Calcul des intervalles d'exécution de ti

pour tous les st ∈ ST (ti) faire20

pour tous les δi
c faire21

I = [st, st + δi
c]22

�n23

�n24

NivSuiv ← NivSuiv ∪ Succ(ti)25

sinon26

// les prédécesseurs n'ont pas tous été considérés

NivSuiv ← NivSuiv ∪ ti27

�n28

�n29

Niv ← NivSuiv30

NivSuiv ← ∅31

jusqu'à Niv = ∅ ;32

Sorties : X enrichi de l'ensemble des intervalles d'exécution de chaque tâche ti ∈ T
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un délai donné entre l'exécution de deux tâches. Par exemple, un agent doit peindre une porte
puis attendre 3 heures avant de passer la seconde couche32. De ce fait, dès qu'un agent �nit
l'exécution d'une tâche, il peut commencer la tâche suivante. La seule chose qui peut retarder
l'exécution de la tâche suivante est le fait que les prédécesseurs n'aient pas terminé.

Nous désignerons par OSTi (Other Start Time) l'ensemble des dates de �n de prédécesseurs
et par ST l'ensemble des dates de début possibles de la tâche ti. Nous pouvons a�rmer que
st ∈ ST (ti) (st est une date de début possible pour la tâche ti) si et seulement si st ≥ LBi et
st ∈ OSTi. Désignons par ti−1 la dernière tâche exécutée par l'agent devant réaliser ti. ti−1 est
un prédécesseur indirect ou direct de ti, donc st ≤ max(OSTi). Raisonnons alors par l'absurde
et supposons que l'agent chargé de la tâche ti commence son exécution à st > LBi tel que
st 6∈ OSTi. st ≤ max(OSTi). Si l'agent commence la tâche ti à st, il risque de perdre du temps
ou des ressources pour rien. En e�et, si les prédécesseurs ont terminé à st, comme st n'est pas une
date de �n des prédécesseurs, cela signi�e que les prédécesseurs avaient déjà terminé avant st. Le
but des agents étant de maximiser la somme des récompenses obtenues, ils n'ont aucun intérêt
à rester à ne rien faire sans raison, et par conséquent à commencer à st. Si les prédécesseurs
n'ont pas terminé à st, l'agent aura essayé d'exécuter la tâche et donc aura consommé des
ressources alors que les prédécesseurs �nissent obligatoirement avant st ou après st. Dans ce cas,
les ressources sont consommées sans résultat. A�n de maximiser son espérance de gain, l'agent
sélectionnera donc nécessairement une date de début st correspondant à une date de �n des
prédécesseurs, d'où st ∈ OSTi.

L'ensemble des dates de début d'une tâche ti est donc constitué des dates de �n de ses
prédécesseurs postérieures à LBti . D'où :

OSTi =
⋃

pred∈Pred(ti)

{et ∈ ET (pred), et > LBi}

ST (ti) = {LBi

⋃
OSTi}

Nous noterons par UBi (Upper Bound) la dernière date de début possible de la tâche ti. Elle
est dé�nie par :

UBi = max(ST (ti))

Nous tenons à préciser que � dernière date de début possible � et � date de début au plus
tard � sont à di�érencier. La première correspond à une date de début e�ective de la tâche alors
que la seconde traduit des contraintes temporelles. Il en est de même pour � première date de
début � et � date de début au plus tôt �.

32Il est cependant possible d'adapter le calcul des dates de début pour considérer de tels cas.
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Dates de �n

A partir des dates de début possibles et de l'ensemble des di�érentes durées de la tâche, nous
pouvons déduire l'ensemble des dates de �n possibles dé�ni par :

ET (ti) = {st + δi
c < LETti}

Intervalles

L'ensemble des intervalles d'exécution de la tâche sont obtenus de la même façon. Tout
intervalle d'exécution I d'une tâche ti est tel que :

I = [st ∈ ST (ti), st + δi
c]

A�n de calculer l'ensembles des intervalles d'exécution possibles, il n'est donc pas nécessaire
d'avoir préalablement dé�ni l'ensembles des dates de �n possibles.

L'algorithme permettant ces calculs est décrit par l'algorithme 3. Il correspond à une propa-
gation en avant des contraintes temporelles dans le graphe de la mission. Un exemple de calcul
des intervalles est présenté sur la �gure 5.5. Les durées d'exécution ainsi que les contraintes
temporelles mentionnées pour chaque tâche permettent de déduire les intervalles d'exécution des
tâches. Notons que l'allocation des tâches sur les agents ne joue aucun rôle dans ces calculs.
Les calculs sont tout d'abord réalisés pour la tâche � Se rendre sur le site A �. Puis, la tâche
� Prendre une photo du site A � est considérée. En�n, le dernier niveau parcouru est composé
des tâches � Entrer sur le site A � et � Creuser sur le site A �.

Fig. 5.5 � Exemple de calcul des intervalles d'exécution
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5.5.2 Propagation des ressources

A�n de construire l'espace d'états des agents, il est également nécessaire de calculer l'en-
semble des taux de ressources disponibles après l'exécution de chaque tâche. Pour ce faire, nous
avons développé un algorithme similaire à celui qui vient d'être présenté pour le calcul des in-
tervalles. Cet algorithme, décrit par l'algorithme 4, réalise une propagation des consommations
de ressources dans le graphe de la mission. Ce dernier est une fois encore découpé en niveaux
parcourus les uns après les autres.

Soit ti la tâche pour laquelle nous souhaitons calculer les taux de ressources disponibles. Cette
tâche est réalisée par un agent Agj . Nous désignerons par ti−1 la dernière tâche e�ectuée par
l'agent avant ti.

Nous considérons des ressources non partagées entre les agents, par exemple de l'énergie. Les
taux de ressources disponibles avant l'exécution de ti correspondent donc aux taux de ressources
disponibles après l'exécution de ti−1. Étant donnée la procédure de parcours du graphe de la
mission, lorsque la tâche ti est considérée, nous pouvons a�rmer que les taux de ressources de
la tâche ti−1 ont déjà été calculés. Ainsi nous connaissons les taux de ressources ri−1 disponibles
après l'exécution de ti−1, et par conséquent les taux de ressources possibles avant l'exécution
de ti. Les taux de ressources disponibles après l'exécution de ti sont obtenus en soustrayant à
chaque ri−1, les consommations de ressources ∆r′ des échecs partiels de ti et la consommation
de ressources ∆i

r de son exécution.

Le principe général de cet algorithme étant identique à celui du calcul des intervalles d'exécu-
tion, il est permis de fusionner les deux algorithmes. A partir d'un seul parcours de graphe il est
alors possible de calculer, pour chaque tâche ti, ses dates de début, ses dates de �n, ses intervalles
d'exécution et les taux de ressources disponibles après son exécution. A partir de l'ensemble de
ces données, nous obtenons directement les états associés à ti.

5.6 Construction d'un OC-DEC-MDP

Les deux algorithmes qui précèdent permettent d'augmenter nos connaissances sur le pro-
blème et plus particulièrement sur les situations d'exécution des tâches. Nous allons à présent
décrire comment ces algorithmes s'inscrivent dans le processus complet de construction des OC-
DEC-MDPs.

La première étape de cette construction consiste en l'enrichissement des données du problème
par propagation des contraintes. A�n de construire les MDPs locaux il en e�et nécessaire de dé-
duire certaines informations à partir des données du problème. Pour établir les espaces d'états
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Algorithme 4 : Calcul des taux de ressources
Entrées : un problème X
Niv ← root // tâches du niveau courant1

NivSuiv ← ∅ // tâches à considérer au niveau suivant2

répéter3

pour tous les ti ∈ Niv faire4

si les taux de ressources de tous les prédécesseurs de ti ont été calculés alors5

// Calcul des taux de ressources de ti

si ti ∈ root alors /* la tâche est une racine du graphe */6

pour tous les ∆i
r faire7

res = Rini −∆i
r R(ti)→ R(ti) ∪ res8

�n9

sinon10

R(ti)→ ∅11

Soit ti−1 la tâche exécutée par l'agent juste avant ti12

pour tous les ri−1 ∈ R(ti−1) faire13

// ressources disponibles après l'exécution de ti−1

pour tous les k ∈ [0, |ST (ti)|] faire /* nb. échecs partiels */14

pour tous les ∆′
r faire /* consommation d'1 échec partiel */15

r′ = ri−1 − k ×∆′
r16

si r′ > 0 alors17

pour tous les ∆i
r faire18

res = r′ −∆i
r19

R(ti)→ R(ti) ∪ res20

�n21

�n22

�n23

�n24

�n25

�n26

NivSuiv ← NivSuiv ∪ Succ(ti)27

sinon28

// les prédécesseurs n'ont pas tous été considérés

NivSuiv ← NivSuiv ∪ t29

�n30

�n31

Niv ← NivSuiv32

NivSuiv ← ∅33

jusqu'à Niv = ∅ ;34

Sorties : X enrichi de l'ensemble des taux de ressources pouvant être disponibles avant
l'exécution de chaque tâche ti ∈ T
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et d'actions, il est en e�et nécessaire de déterminer les intervalles d'exécution et les taux de
ressources possibles pour chaque tâche. Les probabilités de chacun de ces intervalles et taux de
ressources sont également calculées, elles sont utilisées pour dé�nir la fonction de transition. Nous
détaillerons le calcul de ces probabilités dans la partie suivante. Ces opérations permettent ainsi
d'obtenir les informations nécessaires à la construction de l'espace d'états, l'espace d'actions et
au calcul de la fonction de transition.

A partir du graphe de la mission, un graphe de tâches peut être déduit pour chaque agent. Il
ordonne les tâches que l'agent doit accomplir et établit une trame pour la construction du MDP
local de l'agent. La �gure 5.6 présente les graphes des tâches des agents déduits du graphe de
mission décrit précédemment. Les contraintes de précédence entre les agents conduisent à des
dépendances entres les graphes de tâches et par conséquent entre les MDPs locaux. Elles sont
mentionnées, sur la �gure, par des �èches en pointillés.

Fig. 5.6 � Relations entre le graphe de la mission et les graphes des tâches des agents

Une fois la propagation des contraintes et le calcul des probabilités réalisés, les MDPs locaux
sont déterminés en suivant la structure des graphes de tâches des agents. La construction d'un
MDP local passe par la dé�nition :

� d'un espace d'états associant à chaque tâche un ensemble d'états
� d'un ensemble d'actions déterminé à partir des dates de début possibles des tâches
� d'une fonction de transition déduite à partir des probabilités des intervalles et des taux de
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ressources
� d'une fonction de récompense.
La �gure 5.7 décrit la correspondance entre les graphes de tâches et les espaces d'états des

MDPs locaux. A chaque tâche est associé un ensemble d'états construit à partir des intervalles
et taux de ressources calculés auparavant. Sur cette �gure 5.7, chaque point représente un état
et les �èches décrivent des transitions entre états. Elles relient tout état associé à une tâche ti à
un état d'échec partiel associé à cette même tâche, à un état succès lié à la tâche suivante ti+1

ou bien à l'état d'échec total de ti+1 (n÷uds en noir). Les n÷uds sans successeurs correspondent
à des états terminaux.

Fig. 5.7 � Relations entre les graphes des tâches et les MDPs des agents

Pour chaque tâche, nous pouvons déduire l'ensemble des états et des actions qui lui sont
associés. La matrice de transition décrivant les probabilités des transitions entre les états, est
obtenue par combinaison des probabilités des intervalles et des taux de ressources.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressée à la modélisation d'une mission sous forme
de processus décisionnels de Markov décentralisés. La gestion des contraintes et des incertitudes
sur les durées d'exécution des tâches a tout d'abord nécessité l'amélioration de la modélisation
du temps et des actions réalisée usuellement dans les modèles markoviens.

Nous avons alors montré que la prise en compte, dans les DEC-POMDPs, des incertitudes
sur les durées, menait à des modèles de taille très importante et par conséquent très di�cile
voire impossible à résoudre. Nous avons alors choisi de décomposer le problème de plani�ca-
tion multi-agent en un ensemble de MDPs représentant chacun le problème décisionnel d'un
agent. Nous avons décrit comment dé�nir chacun de ces MDPs tout en modélisant les di�érents
types de contraintes. Une méthode pour la construction � automatique � des OC-DEC-MDPs a
notamment été présentée.

L'exposé des di�érentes composantes de chaque MDP a permis d'identifer les propriétés des
problèmes considérés et de démontrer leur importante complexité. Nous avons également souligné
l'existence de dépendances entre les agents traduites par des dépendances entre les MDPs. Le
fait que l'exécution des actions d'un agent in�uence les autres agents et nécessite la mise en
place d'un processus de coopération, suggère que les MDPs ne puissent être résolus de façon
totalement indépendante.



Conclusion de la partie II

Cette seconde partie nous a permis de dé�nir clairement les problèmes auxquels nous nous
intéressons et d'en proposer une modélisation.

Le sujet de notre thèse s'inscrit dans le domaine de la prise de décision pour des colonies de ro-
bots autonomes. A�n de motiver les propriétés des problèmes que nous souhaitons résoudre, nous
avons tout d'abord décrit di�érentes applications possibles de notre travail. Nous nous sommes
étendue sur les caractéristiques des robots explorateurs et avons montré que d'autres applications
des robots mobiles telles que les robots sauveteurs, les robots dockers ou les constellations de
satellites, présentaient de grandes similarités.

Nous avons pu mettre en évidence le fait que toutes ces applications consistent en un système
multi-agent coopératif dans lequel les agents doivent décider de façon autonome comment agir.
Nous avons alors dé�ni par le terme de mission l'ensemble des agents et des tâches constituant
les problèmes considérés. Il a de plus été montré que toutes ces applications partageaient un
certain nombre de particularités :

� les agents ne peuvent pas communiquer durant l'exécution des tâches,
� les agents possèdent des capacités de calcul limitées,
� l'exécution des tâches est incertaine (en temps et en consommation de ressources),
� di�érents types de contraintes doivent être respectés (contraintes temporelles, de précé-
dence, de ressources).

Nous nous sommes ensuite intéressée au processus de prise de décision développé par les
agents en vue d'exécuter les tâches de la mission. En raison des capacités de calcul limitées et de
l'impossibilité de communiquer durant l'exécution, nous nous sommes orientée vers un processus
de plani�cation hors-ligne de l'exécution des tâches.

Nous avons adopté, en première partie de cette thèse, le point de vue de la rationalité a�n
de dé�nir l'intelligence d'un agent. Nous avions également présenté le principe de maximisation
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de l'utilité espérée comme un moyen de garantir la rationalité d'un comportement. Le recours à
ce principe, la décentralisation du contrôle, ainsi que la nécessaire gestion de l'incertitude, nous
ont conduit à modéliser les missions sous forme de DEC-MDPs.

Le second chapitre de cette partie a eu pour objectif d'expliciter cette modélisation. Nous
avons montré que la gestion des incertitudes sur les durées d'exécution, par le modèle usuel des
DEC-MDPs, conduit à des représentations de tailles conséquentes. Étant données les di�cultés
exposées en première partie sur la résolution des DEC-MDPs de petite taille, il nous a semblé
inenvisageable d'utiliser une telle modélisation. Le fait que nous souhaitions résoudre des pro-
blèmes composés de plus d'une centaine de tâches a d'autant plus renforcé cette idée.

Nous avons ainsi été amenée à introduire une nouvelle classe de DEC-MDPs, les OC-DEC-
MDPs. Nous avons procédé à une décomposition du problème en un ensemble de MDPs repré-
sentant chacun le problème décisionnel d'un agent. Les di�érentes composantes de ces MDPs
ont été dé�nies de manière à tenir compte des di�érentes contraintes régissant l'exécution des
tâches. Il a alors été montré que les problèmes que nous traitons sont à observations dépendantes,
transitions dépendantes et récompenses indépendantes. Chaque agent possède par ailleurs, une
observabilité totale de son état. Nous avons ainsi pu prouver que la complexité des problèmes
traités était exponentielle en espace d'états. Ces propriétés ont également mis en évidence des
dépendances entre les MDPs dues principalement aux contraintes temporelles et de précédence.

Cette seconde partie a donc permis d'établir une modélisation précise des problèmes auxquels
nous nous intéressons. Nous allons à présent nous intéresser à leur résolution. La modélisation
des contraintes par chaque composante des OC-DEC-MDPs assure leur prise en compte lors de
la plani�cation. Les dépendances entre les MDPs locaux suggèrent par ailleurs qu'une résolution
indépendante de chacun des MDPs n'est pas adaptée puisqu'elle conduirait à un comportement
non coopératif. Nous allons donc chercher à mettre en place un processus de coordination des
politiques des agents leur permettant de tenir compte de l'in�uence de leurs décisions sur les
autres agents. La méthode de résolution développée devra par ailleurs être de faible complexité
a�n de permettre la gestion de tailles de problèmes importantes.



Troisième partie

Résolution d'un OC-DEC-MDP
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Introduction de la partie III

Les pages qui précédent nous ont permis de traiter une partie de la problématique de notre
travail : la modélisation, par un processus décisionnels de Markov décentralisé, de contraintes
portant sur l'exécution des tâches. Nous avons en e�et proposé un modèle, l'OC-DEC-MDP,
permettant de rendre compte des di�érents types de contraintes (temporelles ou de ressources)
précédemment répertoriés.

Se pose à présent la question de la résolution des OC-DEC-MDPs. Nous souhaitons procéder
à la plani�cation de l'exécution des tâches, en vue d'obtenir un ensemble de politiques pouvant
ensuite être utilisé par les agents a�n de prendre des décisions. Nous allons, dans cette troisième
partie, proposer un algorithme e�cace permettant de réaliser cette plani�cation de sorte que les
agents puissent exécuter leurs tâches sans communiquer, tout en minimisant les calculs nécessaires
à la prise de décision.

A�n de développer un tel algorithme, nous avons précédemment procédé à la décomposition
du problème en un ensemble de MDPs. Nous commencerons par revenir sur la dé�nition de ces
MDPs et traiterons des di�cultés liées à la mise en place de fonctions de transition propres à
chacun d'eux. Une fois la construction des MDPs achevée, nous pourrons nous atteler à leur
résolution.

Pour coordonner les comportements des agents, nous introduirons la notion de coût occa-
sionné. Conjugué à la mesure d'utilité espérée, celui-ci permettra de décider de la politique d'un
agent tout en tenant compte de l'impact de chaque action, sur les autres agents. Nous pré-
senterons alors un premier algorithme permettant d'appliquer, à tout état de tout agent, un
principe de plani�cation basé sur un compromis entre utilité espéré et coût occasionné. Après
avoir discuté de la complexité et de l'optimalité de cet algorithme, nous en décrirons une version
itérative, développée a�n d'améliorer les résultats obtenus, tout en conservant l'e�cacité de la
plani�cation.
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Chapitre 6

Décomposition du modèle de transition

Dans la partie précédente de ce document, nous avons modélisé les problèmes de plani�cation
multi-agent qui nous sont posés sous forme d'OC-DEC-MDPs. Nous avons alors procédé à une
décomposition de ces problèmes en un ensemble de MDPs locaux dont nous avons dé�ni chacune
des composantes. Les transitions possibles entre les états d'un même MDP ont été décrites en
laissant cependant de côté le calcul des probabilités de transition. Nous allons à présent nous
intéresser à ces calculs et ainsi proposer un algorithme permettant de déterminer les probabilités
nécessaires à la dé�nition d'une fonction de transition pour chaque MDP.

Nous avons précédemment montré que les problèmes abordés étaient, en raison des contraintes
de précédence entre les tâches, à transitions dépendantes. La fonction de transition de ces pro-
blèmes ne présente donc pas une structure permettant naturellement de la décomposer en fonc-
tions de transition indépendantes les unes des autres et propres à chaque agent. Nous allons,
dans ce chapitre, poser les hypothèses permettant d'aboutir à une telle décomposition. Nous
montrerons alors comment construire, pour chaque agent, une fonction de transition individuelle
permettant à chaque MDP d'être résolu indépendamment des autres33.

Nous commencerons par poser les hypothèses nécessaires à la décomposition de la fonction
de transition. Nous identi�erons ensuite les di�érentes probabilités intervenant dans le calcul des
probabilités de transition et nous mettrons en évidence leurs dépendances. Nous proposerons alors
un ensemble d'équations ainsi qu'un algorithme permettant leur calcul. En�n, nous détaillerons
comment, à partir de ces probabilités, déduire les fonctions de transition individuelles.

6.1 Principe de décomposition de la fonction de transition

Nous avons présenté au chapitre précédent les di�érents types de transitions entre états d'un
même agent et avons décrit les di�érents facteurs in�uençant le passage d'un état si à un état s′i.

33Comme nous l'expliquerons au prochain chapitre, une telle résolution ne mène cependant pas à un compor-
tement coopératif de la part des agents.
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Nous avons ainsi mis en évidence l'in�uence, sur les transitions en relation avec l'exécution d'une
tâche ti+1, des dates de �n des prédécesseurs de ti+1, de la politique d'exécution de ti+1, de sa
consommation de ressources et de sa durée d'exécution. A�n d'établir la fonction de transition
individuelle d'un agent, nous avons par conséquent besoin de connaître les probabilités sur :

� les dates de �n des tâches,
� les dates de début des tâches,
� les consommations de ressources,
� les durées d'exécution.
Les deux derniers types de probabilités sont fournis par les données du problème. En revanche,

les probabilités sur les dates de début et de �n d'exécution doivent être calculées.

6.1.1 Dépendances entre les fonctions de transition des agents

Les dépendances entre les fonctions de transition des agents sont le résultat des contraintes
de précédence existant entre les tâches. En e�et, comme nous l'avons expliqué précédemment,
une tâche ne peut commencer que si l'exécution de ses prédécesseurs est terminée. La probabilité
qu'un agent puisse commencer l'exécution d'une tâche ti+1 dépend donc de la probabilité que les
prédécesseurs de ti+1 aient terminé. Si l'agent connaît les probabilités sur les dates de �n de ses
prédécesseurs, il est en mesure de calculer ses propres probabilités de transition, indépendam-
ment des états et des actions des autres agents. Il est alors possible de construire une fonction de
transition individuelle Pi telle que Pi : Si ×Ai × Si → [0, 1] (Ai étant une action individuelle).
En revanche, si l'agent ne connaît pas les probabilités sur les dates de �n de ses prédécesseurs, il
lui est nécessaire de savoir quelles actions sont entreprises par les autres agents a�n de déduire
la probabilité qu'il passe d'un état si à un état s′i. La fonction de transition n'est alors pas indé-
pendante des autres agents puisqu'elle se dé�nit de la façon suivante : Pi : Si ×A× Si → [0, 1]

(A étant une action jointe).

Examinons les connaissances nécessaires pour calculer les probabilités sur les dates de �n
des prédécesseurs Pred(ti+1) d'une tâche ti+1. Nous pouvons constater que les dates de �n des
tâches tj appartenant à Pred(ti+1) dépendent des dates de début de ces mêmes tâches et de
leurs durées d'exécution. La date de début d'une tâche tj repose quant à elle sur les dates de
�n de ses prédécesseurs (prédécesseurs des prédécesseurs de ti+1). La date de début de ti+1 dé-
pend donc de ses prédécesseurs Pred(ti+1) qui dépendent de l'ensemble des prédécesseurs dé�ni
par : ⋃

tj∈Pred(ti+1) Pred(tj). Par récurrence, nous pouvons ainsi � remonter � jusqu'aux tâches
racines du graphe de la mission. Les probabilités sur les dates de début de ti+1 dépendent en
e�et indirectement des probabilités sur les dates de début et de �n de toutes les tâches en amont
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de ti+1 dans le graphe de la mission. Prenons l'exemple de la mission décrite sur la �gure 6.1.
La date de début de la tâche E dépend de la date de �n de la tâche D et donc de la date de
début de D. Cette dernière est in�uencée par les dates de �n de B et C qui sont respectivement
dépendantes des dates de début de B et C. Ces dernières dépendent de la date de �n de A qui
est liée à la date de début de A, elle même déterminée par la date à laquelle le système se réveille
et les contraintes temporelles de A.

Fig. 6.1 � Exemple de mission

La date de début d'une tâche ti+1 ne dépend cependant pas seulement des dates de �n de ses
prédécesseurs. Elle est également conditionnée par la politique de l'agent exécutant ti+1. Si les
prédécesseurs de D terminent à 12h, l'agent 3 peut par exemple décider de commencer à 12h, à
13h ou bien à 14h. La date de début, et par conséquent les dates de �n, de la tâche D sont alors
dépendantes de la politique de l'agent 3.

A�n qu'un agent Agi puisse calculer la probabilité de passer d'un état si à un état s′i, il
doit donc avoir connaissance des politiques des autres agents. En e�et, en raison des relations de
dépendances entre les tâches, les probabilités sur les dates de �n des prédécesseurs d'une tâche
ti+1 dépendent des politiques d'exécution des tâches en amont de ti+1. Ces politiques doivent
donc être connues de l'agent Agi.

Prenons l'exemple décrit sur la �gure 6.1. A�n que l'agent 3 détermine ses probabilités de
transition lors de l'exécution de D, les probabilités sur les dates de �n de B et C doivent être
connues. Pour ce faire, les probabilités sur les dates de début de B et C doivent être calculées et
les probabilités sur les dates de �n et de début de A doivent être déterminées. A�n de réaliser
ces calculs, l'agent doit donc connaître les politiques pour l'exécution des tâches A, B et C.
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6.1.2 Hypothèse pour la décomposition

Supposons que nous connaissions la politique de chaque agent. Nous pouvons alors déterminer
les dates de début des tâches � racines � du graphe de la mission. En utilisant les probabilités sur
les durées d'exécution de ces tâches, nous sommes également en mesure de déduire les probabilités
sur leurs dates de �n. Nous pouvons alors considérer les successeurs des tâches � racines �. Soit
ti+1 l'une de ces tâches et Agi l'agent chargé de l'exécuter. A partir des probabilités sur les
dates de �n des tâches � racines �, et en considérant la politique de l'agent Agi, nous pouvons
déduire les probabilités sur les dates de début de ti+1. En utilisant, les probabilités sur les durées
de ti+1, les probabilités sur les dates de �n de la tâche peuvent également être calculées. Ceci
étant réalisable pour tous les successeurs tsuc des tâches � racines �, il est possible de calculer les
probabilités sur les dates de �n de toutes les tâches tsuc et d'en déduire les probabilités sur les
dates de début et de �n des successeurs des tâches tsuc. En réitérant ces opérations, nous pouvons
déterminer les probabilités sur les dates de début et de �n de toutes les tâches du graphe de la
mission.

Toujours sur l'exemple de la �gure 6.1, à partir de la date de réveil du système et des
contraintes temporelles sur la tâche A, nous pouvons déduire la date de début de A. Puis, en
nous appuyant sur les durées d'exécution de A, les probabilités sur les dates de �n de A sont
calculables. Une fois ces dernières connues, nous sommes en mesure, à l'aide des politiques des
agents, de déterminer les probabilités sur les dates de début des successeurs de A, c'est-à-dire les
tâches B et C. Nous pouvons ensuite déterminer les probabilités sur les dates de �n de B et C

et par conséquent les probabilités sur les dates de début de D. En propageant ces calculs, nous
obtenons les probabilités sur les dates de début et de �n de toutes les tâches du graphe de la
mission.

Ainsi, si un agent connaît les politiques de tous les autres agents, il peut déduire les probabi-
lités sur les dates de début et de �n de toutes les tâches de la mission. Il est plus particulièrement
capable de calculer les probabilités sur les dates de �n des prédécesseurs des tâches qu'il doit
exécuter. Ces politiques lui fournissent donc les informations nécessaires au calcul des proba-
bilités intervenant dans la dé�nition de sa fonction de transition propre : l'agent peut déduire
la probabilité qu'il passe d'un état si à un état s′i en réalisant l'action ai quels que soient si,
s′i et ai. La décomposition de la fonction de transition du problème en fonctions de transition
individuelles Pi : Si ×Ai × Si → [0, 1] est par conséquent possible.

6.2 Représentation des dépendances de transition

A�n de permettre le calcul des fonctions de transition individuelles, nous ferons l'hypothèse
que les politiques des agents sont connues. Nous considérerons un ensemble de politiques ini-



6.2. Représentation des dépendances de transition 155

tialement �xé et composé d'une politique pour chaque agent. A partir de cet ensemble, nous
calculerons les probabilités sur les dates de début et de �n de chaque tâche et nous en déduirons
la fonction de transition de chaque MDP constituant l'OC-DEC-MDP.

Nous mettrons tout d'abord en évidence, à l'aide des réseaux bayésiens, les relations entre
ces probabilités. Nous détaillerons ensuite les équations et l'algorithme permettant leur calcul.

6.2.1 Introduction aux réseaux Bayésiens

Les réseaux bayésiens fournissent un formalisme probabiliste permettant la représentation
concise des connaissances que nous avons d'un système. Cette représentation est utilisée a�n de
prévoir, contrôler, analyser ou simuler le comportement d'un système en vue d'inférer de nouvelles
connaissances, de diagnostiquer les causes d'un phénomène ou de prendre des décisions34.

Un réseau bayésien est un graphe orienté acyclique dans lequel chaque n÷ud représente une
variable aléatoire (discrète ou continue) et où les arcs spéci�ent les in�uences entre les variables.
L'ensemble des n÷uds et des arcs du graphe permet de représenter de manière qualitative les
dépendances entres les variables. A�n de représenter l'aspect quantitatif des dépendances, une
distribution de probabilités conditionnelles (également appelée table de probabilités condition-
nelles) est associée à chaque n÷ud. Elle décrit l'e�et des parents du n÷ud sur ce dernier.

Illustrons nos propos sur un exemple. John et Marie ont �xé une réunion de travail à 9h.
Marie vient en voiture et John en train. Il arrive souvent que John n'entende pas son réveil et
manque son train. Il peut par ailleurs être retardé en raison des grèves de train. Marie, quant
à elle, part toujours à l'heure de chez elle. En cas de verglas, elle met cependant plus de temps
à faire le trajet qui la mène au travail et elle peut arriver en retard. Une grève des trains peut
également entraîner des embouteillages et la retarder. La probabilité que la réunion commence
à 9h dépend donc de la probabilité que John entende son réveil, de la probabilité qu'il y ait une
grève des trains et de la probabilité qu'il y ait du verglas.

Les dépendances entre les variables de ce problème peuvent être représentées par le réseau
bayésien décrit par la �gure 6.2.

Supposons que la probabilité qu'il y ait une grève des trains soit de 5%, que le risque de verglas
soit de 10% et que John n'entende son réveil que 3 fois sur 5. De plus, s'il y a du verglas, celui-ci
retarde Marie 7 fois sur 10. Lorsqu'il y a des grèves, il y a 30% de chances qu'elles s'accompagnent
de bouchons retardant Marie. En�n, si John n'entend pas son réveil, il est en retard 7 fois sur
10 et en cas de grève John est 9 fois sur 10 en retard. Toutes ces informations quantitatives
peuvent être représentées par des distributions de probabilités conditionnelles comme illustré sur
la �gure 6.3.

34Les diagrammes d'in�uence proposent une extension des réseaux bayésiens plus adaptée à la résolution de
certains problèmes de décision car ils permettent la représentation des actions et des utilités.
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Fig. 6.2 � Exemple de représentation par un réseau Bayésien

Fig. 6.3 � Exemple de représentation par un réseau Bayésien

A partir d'un tel réseau bayésien, nous pouvons inférer les probabilités de certains événements.
Il est par exemple possible de prévoir le risque que la réunion ne commence pas à l'heure où que
l'un des deux personnages de notre scénario soit en retard. Pour plus de détails concernant les
réseaux bayésiens, le lecteur peut se référer à [Pearl, 1981].
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6.2.2 Probabilités de transition et réseaux Bayésiens

Revenons à présent au calcul des probabilités sur les dates de début et de �n d'exécution des
tâches. Les dépendances entre les variables sur lesquelles portent ces probabilités (dates de début
et dates de �n) peuvent aisément être représentées par un réseau bayésien. En e�et, la date de �n
d'exécution d'une tâche ti+1 dépend de sa date de début et de la durée d'exécution de la tâche.
La date de début de la tâche ti+1 est conditionnée par les dates de �n de ses prédécesseurs et par
la politique de l'agent Agi chargé de l'exécuter. Cette dernière dépend quant à elle de la date de
�n de la précédente tâche ti exécutée par l'agent Agi, ainsi que des ressources disponibles.

A partir du graphe de la mission, nous pouvons construire un réseau bayésien représentant
les relations entre ces variables. Il su�t pour cela de remplacer chaque n÷ud du graphe par la
règle de construction décrite par la �gure 6.4 et traduisant les dépendances qui viennent d'être
citées.

Fig. 6.4 � Règle de construction du réseau bayésien

En appliquant la règle précédente à chaque n÷ud du graphe d'une mission, nous obtenons un
réseau bayésien décrivant les relations entre les di�érentes variables intervenant dans le calcul des
fonctions de transition individuelles. Une telle transformation sur un graphe de mission complet
est décrite par la �gure 6.5.

Les tables de probabilités associées aux n÷uds du réseau bayésien recensent, pour chaque
variable, l'ensemble des valeurs qu'elle peut prendre. Par exemple, il sera associé à un n÷ud
st(ti+1), l'ensemble des dates de début possibles de la tâche ti+1. A chacune de ces dates st

correspondra une probabilité : la probabilité que la tâche ti+1 commence à st. De la même façon,
à tout n÷ud et(ti+1) est associée une table fournissant, pour chaque date de �n et de ti+1, la
probabilité que la tâche �nisse à et.

Les probabilités associées aux n÷uds du réseau bayésien représentant des dates de début ou
des dates de �n correspondent donc aux probabilités que nous cherchons à calculer. Établir ces
probabilités revient par conséquent à déterminer les tables de probabilités associées à chaque
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Fig. 6.5 � Transformation d'un graphe de mission en réseau bayésien

n÷ud du réseau.

6.2.3 Probabilités conditionnelles et simples

Soit ti+1 une tâche exécutée par un agent Agi et ti la tâche exécutée par Agi juste avant
ti+1. Comme le décrit la règle de transformation 6.4, la date de �n d'une tâche ti ainsi que les
ressources disponibles in�uencent la date de début de la tâche suivante ti+1. De ce fait, nous
dé�nirons les probabilités sur les dates de début de ti+1 comme des probabilités conditionnelles
dépendant de la date de �n et(I ′)ti de ti et de la quantité r de ressources disponibles.

Dé�nition 23 P
ti+1

ST (st|et(I ′)ti , r) désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 com-
mence à st sachant que l'exécution de la tâche ti s'est achevée à et(I ′)ti et qu'il reste r ressources
à l'agent.

A partir de ces probabilités, nous pourrons également dé�nir les probabilités sur les dates de
début en supposant uniquement connue la date de �n de la tâche précédente.

Dé�nition 24 P
ti+1

ST (st|et(I ′)ti) désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 commence
à st sachant que l'exécution de la tâche ti s'est achevée à et(I ′)ti.

Les probabilités conditionnelles seront opposées aux probabilités simples P
ti+1

ST (st) ne suppo-
sant aucune connaissance de la date de �n de la dernière tâche ti, ni de la quantité de ressources
disponibles r.

Dé�nition 25 P
ti+1

ST (st) désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 commence à st.
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De la même façon, nous dé�nirons un ensemble de probabilités conditionnelles et simples sur
les dates de �n d'exécution des tâches. La date de �n de ti+1 dépend de sa date de début et
de sa durée d'exécution. La date de début ti+1 étant dépendante de la date de �n de ti et des
ressources disponibles, il est possible de dé�nir les probabilités sur les dates de �n d'exécution
de ti+1 en fonction de la date de �n de ti et de la quantité de ressources disponibles.

Dé�nition 26 P
ti+1

ET (et|et(I ′)ti , r) désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 s'achève
à et sachant que l'exécution de la tâche ti s'est achevée à et(I ′)ti et qu'il reste r ressources à
l'agent.

Dé�nition 27 P
ti+1

ET (et|et(I ′)ti) désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 s'achève
à et sachant que l'exécution de la tâche ti s'est achevée à et(I ′)ti et qu'il reste r ressources à
l'agent.

Dé�nition 28 P
ti+1

ET (et) désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 s'achève à et.

Dans les sections qui suivent, nous allons plus particulièrement nous intéresser au calcul de ces
probabilités sur les dates de début et de �n d'exécution des tâches [Beynier et Mouaddib, 2005a,
Beynier et Mouaddib, 2004c] que nous désignerons par le terme de probabilités temporelles.

6.3 Calcul des probabilités temporelles

Lors de la construction du précédent réseau bayésien, le recours à des variables représentant
la politique d'exécution de chaque tâche a été nécessaire. Il a ainsi été possible de formaliser
l'in�uence des politiques sur les dates de début des tâches. A partir des politiques des agents qui
ont été initialement �xées par notre hypothèse de décomposition de la fonction de transition,
nous allons déterminer les probabilités associées aux n÷uds πi(Agi, ti+1) du réseau bayésien.

6.3.1 Représentation probabiliste des politiques des agents

Pour chaque date de début st d'une tâche ti+1, la table associée à une variable πi(Agi, ti+1)

nous donne la probabilité que la politique de l'agent Agi lui dicte de commencer l'exécution de
ti+1 à st. Cette probabilité dépend des valeurs des parents du n÷ud, c'est-à-dire de la date de
�n de la précédente tâche ti exécutée par Agi et des ressources disponibles.

L'in�uence de ces variables sur la politique a déjà été formulée dans la partie précédente de
ce document. En e�et, nous avons dé�ni la politique d'un agent comme une fonction associant
à chaque état de l'agent, une action. Un état étant dé�ni comme l'ensemble [tâche précédente,
[date de début, date de �n], ressources], nous retrouvons l'in�uence, sur la politique, de la date
de �n de la dernière tâche exécutée par l'agent (tâche précédente) et des ressources disponibles.
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La politique d'un agent étant dé�nie comme une fonction de l'espace d'états vers l'espace
d'actions, construire les tables de probabilités associées aux variables politiques revient à établir
une représentation probabiliste de cette fonction. Ainsi, la probabilité Pπi(st|et(I ′)ti , rti) que la
politique πi de l'agent Agi lui dicte de commencer ti+1 à st, lorsque ti s'est achevée à et(I ′) avec
rti ressources, est déduite directement à partir de l'ensemble des politiques initiales, en utilisant
les règles suivantes :

� Si πi([ti, [∗, et(I ′)], rti ]) = st alors Pπi(st|et(I ′)ti , rti) = 1 où πi désigne la politique de
l'agent Agi.

� Sinon Pπi(st|et(I ′)ti , rti) = 0

Les politiques considérées étant déterministes, la représentation probabiliste ne comprendra
que des 0 et des 1.

6.3.2 Probabilités sur les dates de début

Une fois la représentation probabiliste des politiques établie, nous pouvons déterminer les
probabilités associées aux dates de début et de �n d'exécution des tâches. Nous supposerons
pour le moment que les probabilités sur les ressources disponibles sont connues.

La probabilité que l'agent Agi commence la prochaine tâche ti+1 à st dépend de la date à
laquelle les prédécesseurs de ti+1 terminent leur exécution, ainsi que de l'état dans lequel se trouve
l'agent. A�n d'entreprendre l'exécution de la tâche ti+1, l'agent Agi doit se trouver dans un état
de succès ou dans un état d'échec partiel. Supposons que ti soit la dernière tâche réalisée par un
agent Agi. Lorsque Agi commence l'exécution de la tâche suivante ti+1, soit il est dans un état
d'échec partiel si = [ti, [∗, ∗], et(I ′)ti , r], soit il est dans un état de succès si = [ti, [, ∗, et(I ′)ti ], r].
La date de début de ti+1 va donc dépendre de la politique en si.

L'agent Agi exécutera la tâche ti+1 à st si :
� sa politique lui dicte de commencer ti+1 à st et les prédécesseurs de ti+1 ont terminé leur
exécution,

� sa politique lui dicte de commencer ti+1 à st′ (st′ < st), l'agent échoue partiellement (les
prédécesseurs n'ont pas terminé) et après 0 à N échecs partiels sa politique lui dicte de
commencer l'exécution de ti+1 à st.

De ce fait, P
ti+1

ST (st|et(I ′)ti , r) est dé�nie de la manière suivante :

P
ti+1

ST (st|et(I ′)ti , r) =P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
a∈Pred(ti+1)\ti

P a
ET (δe ≤ st(I)|et(I ′)ti)

·
(
Pπi(st|ti, et(I ′)ti , r) +

st∑
et(I′)≤st′<st

Pπi(st
′|ti, et(I ′)ti , r)

· Pnot_end(st′) · P si
ST (st, si = [ti, [st, st + 1], et(I ′)ti , r −∆r′])

)
(6.1)
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où Pnot_end(st′) désigne la probabilité que les prédécesseurs de la tâche ti+1 n'aient pas terminé
à st′. Nous reviendrons par la suite sur le calcul de cette probabilité.

Pour que la tâche puisse commencer il est nécessaire que les prédécesseurs aient terminé à
st. La probabilité d'être dans un tel cas est dé�nie par :

P r
enough(Pred(ti+1)) ·

∏
a∈Pred(ti+1)

P a
ET (δe ≤ st(I)|et(I ′)ti)

où P r
enough(Pred(ti+1)) désigne la probabilité que les prédécesseurs aient assez de ressources.

Comme le décrit l'équation 6.1, nous envisageons les cas où la politique de l'agent lui dicte
de commencer ti+1 à st (Pπi(st|ti, et(I ′), r)). Puis, nous considérons les cas où la politique de
l'agent lui dicte de commencer avant st, l'agent échoue partiellement et après un ou plusieurs
échecs partiels il commence l'exécution de la tâche à st.

∆r′ désigne la consommation de ressources d'un échec partiel. A�n de ne pas surcharger les
formules nous supposerons que cette consommation est déterministe et identique pour toutes les
tâches. Nos propos peuvent cependant être étendus au cas où les consommations des échecs par-
tiels sont stochastiques (de la même façon que les consommations de ressources dues à l'exécution
des tâches).

P si
ST (st, si) correspond à la probabilité qu'à partir d'un état si = [ti, [st, st + 1], et(I ′)ti , rti −

∆r′] la politique de l'agent lui dicte de commencer à st. Entre temps l'agent peut passer par 0
à N échecs partiels. Nous obtenons ainsi :

P si
ST (st(I), si) = Pπi(st|ti, st + 1, et(I ′)ti , rti −∆r′)+

st∑
st′=st+1

Pπi(st
′|ti, [st, st + 1], et(I ′)ti , rti −∆r′) · Pnot_end(st′)

· P si
ST (st, si = [ti, [st′, st′ + 1], et(I ′)ti , rti −∆r′ −∆r′])

)
En�n, la probabilité P r

enough(Pred(ti+1)) est telle que :

P r
enough(Pred(ti+1)) =

∏
tk∈Pred(ti+1)\ti

P r
enough(tk)

où P r
enough(tk) désigne la probabilité que l'agent Agk ait assez de ressources pour exécuter la

tâche tk. Cette probabilité est dé�nie de la façon suivante :
� Si tk est la dernière tâche que l'agent Agk doit exécuter :

P r
enough(tk) =

∑
rtk

≥0

∑
∆k

r |rtk
−∆r≥0

P tk
ra(rtk) · Pr(∆k

r )
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où P tk
ra(rtk) est la probabilité que l'agent Agk ait rtk ressources lorsqu'il entreprend l'exé-

cution de tk. Le calcul de cette probabilité sera détaillé dans la section suivante.
� Sinon :

P r
enough(tk) =

∑
rtk+1

≥0

P
tk+1
ra (rtk+1

)

où tk+1 est la prochaine tâche de l'agent Agk.

A partir des probabilités conditionnelles P
ti+1

ST (st|et(I ′)ti , r), nous pouvons déduire les valeurs
des probabilités conditionnelles P

ti+1

ST (st|et(I ′)ti) et des probabilités simples P
ti+1

ST (st). Ainsi :
P

ti+1

ST (st|et(I ′)ti) =
∑
rti

P ti
ra(rti).P

ti+1

ST (st|et(I ′)ti , rti) (6.2)

Et,

P
ti+1

ST (st) =
∑

et(I′)ti∈ET (ti)

P ti
ET (et(I ′)ti)

∑
rti

P ti
ra(rti).P

ti+1

ST (st|et(I ′)ti , rti) (6.3)

6.3.3 Probabilités sur les dates de �n

Une fois les probabilités sur les dates de début d'une tâche ti+1 calculées, nous sommes en
mesure de déterminer les probabilités P

ti+1

ET sur les dates de �n de la tâche.

Probabilités simples

La probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 termine à et est égale à la somme des proba-
bilités qu'elle commence à st et dure δi+1

c = et− st unités de temps :
P

ti+1

ET (et) =
∑

st∈ST (ti)

∑
δi+1
c |st+δi+1

c =et

P
ti+1

ST (st) · Pc(δi+1
c ) (6.4)

Probabilités conditionnelles

De la même façon, la probabilité que la tâche termine à et sachant que ti s'est terminée
à et(I ′)ti s'obtient à partir des probabilités conditionnelles sur les dates de début st et des
probabilités sur les durées d'exécution δi+1

c de ti+1. Nous obtenons alors :
P

ti+1

ET (et|et(I ′)ti , r) =
∑

st∈ST (ti)

∑
δi+1
c |st+δi+1

c =et

P
ti+1

ST (st|et(I ′)ti , r) · Pc(δi+1
c ) (6.5)

Et,
P

ti+1

ET (et|et(I ′)ti) =
∑

st∈ST (ti)

∑
δi+1
c |st+δi+1

c =et

P
ti+1

ST (st|et(I ′)ti) · Pc(δi+1
c ) (6.6)
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6.4 Propagation des probabilités sur les ressources

Intéressons nous à présent au calcul des probabilités portant sur les ressources disponibles,
considérées jusqu'à présent comme connues.

Rappelons tout d'abord que les ressources envisagées ne sont pas partagées entre les agents.
Chaque agent possède initialement une quantité Rini de ressources35 qui se trouve consommée
au �l de l'exécution des tâches et des échecs partiels. La quantité de ressources disponible par
Agi à la �n de l'exécution de ti correspond à la quantité de ressources disponible par l'agent
avant toute tentative d'exécution de la tâche ti+1 (ti étant la tâche exécutée par Agi avant ti+1).
Après l'exécution de ti+1, cette quantité de ressources est amputée des consommations des échecs
partiels de ti+1 et de la consommation de l'exécution de ti+1.

Soit P
ti+1
ra (rti+1) la probabilité que l'agent Agi exécutant ti+1 dispose de rti+1 ressources avant

toute tentative d'exécution de ti+1. Cette probabilité correspond donc à la probabilité qu'il reste
à l'agent Agi une quantité rti+1 de ressources après l'exécution de ti. Les probabilités Pra peuvent
alors être dé�nies à l'aide des équations suivantes :

1. Si ti+1 est la première tâche de l'agent (ti = ∅) :

P
ti+1
ra (rti+1) =

{
0 si rti+1 6= Rini

1 sinon
En e�et, avant toute tentative d'exécution de la première tâche d'un agent, aucune ressource
n'a été consommée. Il reste donc à l'agent une quantité Rini de ressources.

2. Si ti+1 est la deuxième tâche de l'agent (ti−1 = ∅ et ti 6= ∅) (ti−1 désigne la tâche
exécutée par Agi avant ti) :

P
ti+1
ra (rti+1) =

ressources disponibles avant l'exécution︷ ︸︸ ︷∑
rti

P ti
ra(rti) ·

nb. d'échecs partiels︷ ︸︸ ︷∑
nbEP

PEP (nbEP, rti)

·

consommation de ressources︷ ︸︸ ︷∑
∆i

r|rti−nbEP ·∆r′−∆i
r=rti+1

Pr(∆i
r)

A�n de déterminer les probabilités sur les ressources disponibles avant toute tentative
d'exécution de ti+1, nous devons calculer les probabilités sur les ressources disponibles
après l'exécution de ti. Celles-ci sont déterminées à partir des ressources disponibles avant
l'exécution de la tâche, en tenant compte du nombre d'échecs partiels, de leur consommation
de ressources ∆r′ et de la consommation de l'exécution de ti.

35Nous supposons ici que tous les agents disposent initialement d'une même quantité de ressources. Nous
pouvons toutefois gérer des situations où les quantités de ressources initialement disponibles varient d'un agent à
l'autre.
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Pour chaque taux de ressources disponibles avant l'exécution de ti+1, nous envisageons
toutes les possibilités d'échec partiel. PEP (nbEP, rti) est donc égale à la probabilité qu'il y
ait eu nbEP échecs partiels avant l'exécution de ti. En considérant l'ensemble des consom-
mations des échecs partiels et des durées d'exécution de ti, nous pouvons alors déterminer
les probabilités sur les quantités de ressources disponibles après l'exécution de ti et donc
avant toute tentative d'exécution de ti+1. Lorsque l'exécution de la tâche réussit dès la
première tentative alors, nbEP = 0. Les ressources disponibles après l'exécution de ti

sont donc obtenues en retranchant, aux ressources disponibles avant l'exécution de ti, les
consommations possibles de ti.

3. Sinon :

P
ti+1
ra (rti+1) =

ressources disponibles avant l'exécution︷ ︸︸ ︷∑
rti

P ti
ra(rti) ·

nb. d'échecs partiels︷ ︸︸ ︷∑
eti−1

P
ti−1

ET (eti−1)
∑

nbEP

PEP (nbEP |eti−1, rti)

·

consommation de ressources︷ ︸︸ ︷∑
∆rti |rti−nbEP ·∆r′−∆i

r
=rti+1

Pr(∆i
r)

Cette équation est quasiment identique à l'équation précédente. Néanmoins, l'agent Agi a
exécuté une tâche ti−1 avant ti, nous tenons donc compte de l'in�uence de la date de �n de ti−1

sur la date de début de ti et sur le nombre d'échecs partiels ayant eu lieu.
PEP (nbEP |rti) désigne la probabilité que la tâche s'exécute après nbEP échecs partiels

lorsque l'agent dispose de rti ressources. Nous considérons toutes les dates de début possibles de
ti avant lesquelles nbEP échecs partiels peuvent avoir eu lieu. Cette probabilité est dé�nie de la
façon suivante :

PEP (nbEP, rti) =

∑
sti∈ST (ti)|nbEP∈EP (sti)

P ti
ST (sti|rti) ·

∑
δi+1
c |sti+δi+1

c ≤LETi+1
Pc(δi+1

c )

(1−
∑

sti∈ST (ti)
·P ti
ST (sti)) · (1−

∑
δi+1
c |sti+δi+1

c ≤LET Pc(δi+1
c ))

où EP (sti) retourne les nombres d'échecs partiels pouvant avoir eu lieu avant que la tâche ti

commence son exécution à sti. Cette fonction utilise la politique de la tâche ti a�n de déterminer
les plans possibles pouvant mener à une exécution de ti à sti. Elle procède alors, pour chaque
plan, à un dénombrement du nombre d'échecs partiels. La probabilité PEP est donc égale à la
probabilité que la tâche commence à une de ces dates et qu'elle �nisse avant la date de �n au plus
tard, le tout normalisé par la probabilité que la tâche réussisse à s'exécuter (nous ne considérons
que les cas où la tâche s'exécute).

De la même façon, nous avons :

PEP (nbEP |eti−1, rti) =

∑
sti∈ST (ti)|nbEP∈EP (sti|eti−1) P ti

ST (sti|eti−1, rti) ·
∑

δi+1
c |sti+δi+1

c ≤LETi+1
Pc(δi+1

c )

(1−
∑

sti∈ST (ti)
P ti
ST (sti|eti−1)) · (1−

∑
δi+1
c |sti+δi+1

c ≤LETi+1
Pc(δi+1

c ))
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où EP (sti|eti−1) retourne les nombres d'échecs partiels pouvant avoir eu lieu avant que la tâche
ti commence son exécution à sti, lorsque ti−1 s'est terminée à eti−1.

6.5 Algorithme de propagation des probabilités

Les propos qui précèdent ont montré comment calculer les probabilités sur les dates de début
et de �n d'exécution d'une tâche ti+1, ainsi que les probabilités sur les ressources disponibles
avant toute tentative d'exécution d'une tâche ti+1. Nous allons à présent décrire un algorithme
permettant de déterminer ces données pour l'ensemble des tâches de la mission.

Les formules qui viennent d'être présentées montrent que le calcul des probabilités pour
une tâche ti+1 nécessite que les probabilités portant sur les prédécesseurs de ti+1 aient déjà été
déterminées. Nous devons donc, comme dans le cadre du calcul des dates de début et de �n
d'exécution (cf. algorithme 3), découper le graphe en niveaux et les parcourir l'un après l'autre
en commençant par le niveau constitué des tâches racines du graphe. Pour chaque tâche ti+1, le
calcul des probabilités sur la disponibilité des ressources et des probabilités temporelles (lignes
5 à 14) est réalisé à l'aide des équations présentées dans les sections qui précèdent. L'algorithme
ainsi obtenu est décrit par l'algorithme 5.

La complexité temporelle de cet algorithme est linéaire en espace d'états. En e�et, l'algorithme
parcourt l'ensemble des tâches de la mission. Pour chaque tâche ti+1, nous considérons l'ensemble
des taux de ressources disponibles avant l'exécution de la tâche (#rti+1 valeurs). Puis, chaque
date de début de ti+1 et chaque date de �n est envisagée, soit une complexité totale de l'ordre
de :

∑
ti+1∈T

|STi+1| × |ETi| ×#rti+1 = |SUS|

où SUS correspond à l'union des espaces d'états de succès des agents (|SUS| < ∑
Agi∈Ag |Si|).

Nous pouvons déduire que la complexité temporelle de l'algorithme est en O(|SUS|).
En ce qui concerne la complexité spatiale, nous stockons pour chaque taux de ressources,

chaque date de début et chaque date de �n, les probabilités conditionnelles et simples précédem-
ment dé�nies, soit un nombre de probabilités tel que :

∑
ti+1∈T

(
|STi+1|+ |STi+1| × |ETi| ×#rti+1 + |STi+1| × |ETi|+ |ETi+1|

+ |ETi+1| × |ETi| ×#rti+1

+ |ETi+1| × |ETi|
)

' 2|SUS|+
∑
ti∈T

(
|STi+1|+ |STi+1| × |ETi|+ |ETi+1|+ |ETi+1| × |ETi|

)
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Algorithme 5 : Algorithme de propagation des probabilités
Entrées : un problème X enrichi des dates de début, de �n, des intervalles d'exécution et

des taux de ressources possibles pour chaque tâche
Niv ← root // tâches du niveau courant1

NivSuiv ← ∅ // tâches à considérer au niveau suivant2

répéter3

pour tous les ti+1 ∈ Niv faire4

si les probabilités de tous les prédécesseurs de ti+1 ont été calculées alors5

// Calcul des données sur l'exécution de ti+1

pour tous les rti+1 de ti+1 faire6

Calculer les probabilités conditionnelles et absolues P
ti+1
ra associées à rti+17

(cf. section 6.4)
�n8

pour tous les st ∈ ST (ti+1) faire9

Calculer les probabilités conditionnelles et absolues P
ti+1

ST associées à st10

(cf. équations 6.3, 6.1 et 6.2)
�n11

pour tous les et ∈ ET (ti+1) faire12

Calculer les probabilités conditionnelles et absolues P
ti+1

ET associées à et13

(cf. équations 6.4, 6.5 et 6.6)
�n14

NivSuiv ← NivSuiv ∪ Succ(ti+1)15

sinon16

// les prédécesseurs n'ont pas tous été considérés

NivSuiv ← NivSuiv ∪ {ti+1}17

�n18

�n19

Niv ← NivSuiv20

NivSuiv ← ∅21

jusqu'à Niv = ∅ ;22

Sorties : X enrichi de l'ensemble des probabilités sur les dates de �n, de début et les
ressources disponibles
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Étant donné que ∑
ti+1∈T |STi+1|× |ETi| << |SUS| et ∑

ti+1∈T |ETi+1|× |ETi| << |SUS|, nous
pouvons déduire que la complexité spatiale de l'algorithme est en O(|SUS|).

Notons que l'algorithme de calcul des probabilités ne nécessite pas la construction du ré-
seau bayésien. En e�et, les dépendances entre les données portant sur l'exécution des tâches
sont formalisées par les équations permettant le calcul des probabilités. Le réseau bayésien ne
fournit qu'une représentation de ces dépendances et sert de support à la construction et à la
compréhension des équations.

Remarquons par ailleurs que les algorithmes 3 (calcul des dates de début et de �n d'exécution
d'une tâche), 4 (calcul des disponibilités des ressources) et 5 (calcul des probabilités) parcourent
le graphe de la mission de la même façon. Ils peuvent donc être fusionnés a�n d'inférer, à partir
d'un seul parcours du graphe, l'ensemble des données nécessaires à la construction des MDPs
locaux. La trame de l'algorithme ainsi obtenu est décrit par l'algorithme 6.

Pour chaque tâche ti+1, cet algorithme considère tous les taux de ressources disponibles
avant l'exécution de ti+1 et toutes les consommations de ressources possibles de cette dernière.
L'ensemble des dates de �n des prédécesseurs est alors envisagé a�n de déterminer les dates de
début de la tâche. Pour chaque date de début, nous considérons l'ensemble des durées d'exécution
possibles et nous en déduisons les dates de �n de ti+1. La complexité temporelle de l'algorithme
est donc de l'ordre de : ∑

ti+1∈T
#rti+1 ×#consoi+1 × |ETi| ×#dureei+1

où #consoi+1 est égal au nombre de consommations possibles pour la tâche ti+1 et #dureei+1

désigne le nombre de durées possibles pour ti+1. Dans le pire cas, tous les taux de ressources
calculés sont supérieurs à zéro et toutes les dates de début et de �n envisagées respectent les
contraintes temporelles, nous avons alors :

|SUS| =
∑

ti+1∈T
#rti+1 ×#consoi+1 × |ETi| ×#dureei+1

L'algorithme a par conséquent une complexité temporelle polynomiale en |SUS|.
La complexité spatiale de cet algorithme est, quant à elle, du même ordre que celle de l'al-

gorithme 5. En e�et, la quantité de données à stocker est identique. La complexité spatiale de
l'algorithme est donc en O(|SUS|).
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Algorithme 6 : Algorithme d'inférence des données sur l'exécution des tâches
Entrées : un problème X
Niv ← root // tâches du niveau courant1

NivSuiv ← ∅ // tâches à considérer au niveau suivant2

répéter3

pour tous les ti+1 ∈ Niv faire4

si les probabilités de tous les prédécesseurs de ti+1 ont été calculées alors5

// Calcul des données portant associés à ti+1

Calcul des taux de ressources de ti+1 : à chaque fois qu'un nouveau taux de6

ressources rti+1 est calculé, déterminer les probabilités conditionnelles et
absolues P

ti+1
ra associées à rti+1

Calcul des dates de début st et de �n et de ti+1 : à chaque fois qu'une nouvelle7

date de début ou une nouvelle date de �n est calculée, déterminer les
probabilités conditionnelles et absolues qui y sont associées
NivSuiv ← NivSuiv ∪ Succ(ti+1)8

sinon9

// les prédécesseurs n'ont pas tous été considérés

NivSuiv ← NivSuiv ∪ {ti+1}10

�n11

�n12

Niv ← NivSuiv13

NivSuiv ← ∅14

jusqu'à Niv = ∅ ;15

Sorties : X enrichi des dates de début, de �n, des intervalles d'exécution et des taux de
ressources possibles ainsi que de l'ensemble des probabilités sur ces données
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6.6 Calcul de la fonction de transition

Une fois l'algorithme 5 exécuté nous connaissons, pour chaque tâche ti+1 de la mission, les
probabilités sur les dates de début (P ti+1

ST ), sur les dates de �n (P ti+1

ET ) et sur la disponibilité des
ressources (Pra). Nous sommes donc en mesure, pour toute tâche ti+1 de déterminer la probabilité
que ses prédécesseurs aient terminé leur exécution à st.

A partir de ces données, nous sommes désormais en mesure de dé�nir la probabilité qu'un
agent Agi décide, à partir d'un état si, de réaliser l'action ai consistant à exécuter la tâche ti+1 à
st36. Supposons que l'exécution de la précédente tâche ti de l'agent se soit terminée à et(I ′)taski

et qu'il reste à l'agent une quantité r de ressources. Nous allons alors calculer les probabilités
que l'exécution de ti+1, réussisse, échoue partiellement ou échoue totalement.

A�n de calculer ces probabilités, nous avons précédemment �xé les politiques des agents. La
probabilité de passer d'un état si à un état s′i en exécutant la tâche ti+1 à st doit en revanche être
calculée indépendamment de toute politique pour la tâche ti+1. En e�et, nous ne souhaitons pas
calculer la probabilité que l'agent passe d'un état si à un état s′i en exécutant ti+1 à st lorsqu'il
suit la politique πi. Nous cherchons à déterminer la probabilité que l'agent passe d'un état si à
un état s′i lorsqu'il décide d'exécuter ti+1 à st. Dans le premier cas, la probabilité sur la date
de début st de ti+1 est calculée, tout comme P

ti+1

ST (st), en tenant compte de πi(Agi, ti+1). Dans
le second cas, la probabilité de commencer à st dépend uniquement de la probabilités que les
prédécesseurs de ti+1 aient terminé.

Nous avons précédemment tenu compte, lors du calcul de P
ti+1

ST (st), des politiques des agents
car nous souhaitions calculer les probabilités sur les dates de début et de �n d'exécution des
tâches, sachant que chaque agent suivait une politique donnée. Ainsi, nous pouvions déduire
les probabilités sur les dates de �n des prédécesseurs. Ici, nous ne supposons aucune politique
pour ti+1, nous calculons les probabilités de transition pour chaque date de début possible de
ti+1. De ce fait, nous n'utilisons pas P

ti+1

ST (st) a�n de déterminer la probabilité que la tâche ti+1

commence à st. Cette dernière sera tout simplement égale à la probabilité que les prédécesseurs
aient terminé, soit :

P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
a∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (a)|t≤st

P a
ET (t|et(I ′)ti)

6.6.1 Exécution réussie

Pour que l'agent Agi réussisse l'exécution de ti+1 à st, plusieurs conditions doivent être
satisfaites :

� l'agent doit pouvoir commencer l'exécution de la tâche à st (l'exécution des prédécesseurs
de ti+1 doit être terminée),

36st est supposée être une date de début valide : st ∈ ST (ti+1).
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� l'agent doit avoir assez de ressources (la consommation ∆i+1
r de l'exécution de la tâche doit

être inférieure ou égale à r),
� les contraintes temporelles doivent être respectées : st + δi+1

c ≤ LETi+1

La probabilité que la tâche soit exécutée avec succès peut alors être dé�nie de la manière
suivante :

Psuc(st|et(I ′)ti , r) =
∏

tk∈Pred(ti+1)

∑
t|t≤st

P tk
ET (t|et(I)ti).

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LETi+1

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c )

où Pr(∆i+1
r ) est la probabilité que l'exécution de la tâche consomme ∆i+1

r ressources et
Pc(δi+1

c ) est la probabilité que l'exécution de la tâche dure δi+1
c unités de temps.

6.6.2 Échec partiel

La probabilité d'échouer partiellement l'exécution d'une tâche est égale à la probabilité que
les prédécesseurs n'aient pas terminé leur exécution et que l'agent ait assez de ressources pour
se rendre compte de son échec partiel. En e�et, si l'agent manque de ressources lors de l'échec
partiel, il passe dans un état d'échec total.

Remarquons que si st = UBi+1 et que les prédécesseurs n'ont pas terminé, nous ne sommes
pas en présence d'un échec partiel mais d'un échec total. Il n'existe en e�et pas de date de
début supérieure à st, à laquelle l'agent pourra re-tenter l'exécution de la tâche sans violer les
contraintes temporelles. Le cas où st = UBi+1 n'est donc pas à considérer dans ce type de
transition.

La probabilité Pnot_end(st) que les prédécesseurs n'aient pas �ni à st est égale à la probabilité
qu'ils �nissent après st ou ne �nissent jamais en raison d'un échec total. Les prédécesseurs peuvent
ne jamais terminer en raison d'un manque de ressources ou de la violation de leurs contraintes
temporelles. La probabilité qu'un tel événement arrive est dé�nie par :

1− P r
enough(Pred(ti+1)) ·

∏
tk∈Pred(ti+1)\ti

∑
end∈ET (tk)|et≤UBi+1

P tk
ET (end|et(I ′)ti)

La probabilité que les prédécesseurs �nissent après st est, quant à elle, calculée de la manière
suivante :

P r
enough(Pred(ti+1)) ·

∏
tk∈Pred(ti+1)\ti

∑
end∈ET (tk)

P tk
ET (end|et(I ′)ti)

−P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
a∈Pred(ti+1)\ti

∑
t∈ET (a)|t≤st

P a
ET (t|et(I ′)ti)
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Pnot_end(st) est donc dé�nie comme suit :

Pnot_end(st) =P r
enough(Pred(ti+1)) ·

∏
tk∈Pred(ti+1)\ti

∑
end∈ET (tk)|et≤UBi+1

P tk
ET (end|et(I ′)ti)

− P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
tk∈Pred(ti+1)\ti

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
ET (t|et(I ′)ti)

+ 1− P r
enough(Pred(ti+1)) ·

∏
tk∈Pred(ti+1)\ti

∑
end∈ET (tk)|et≤UBi+1

P tk
ET (end|et(I ′)ti)

A partir des probabilités Pnot_end, nous pouvons déduire la probabilité PPCV d'une transition
vers un échec partiel :

� Si st < UBi+1 :
PPCV =

∑
∆′

r|r≥∆′
r

Pr(∆′
r) · Pnot_end(st)

� Sinon :
PPCV = 0

6.6.3 Échec total

Il existe deux raisons pour lesquelles l'exécution de la tâche ti+1 peut échouer totalement : un
manque de ressources ou bien la violation des contraintes temporelles. Ces deux causes d'échec
doivent donc être prises en compte lors du calcul de la probabilité de transition vers un état
d'échec total.
• Manque de ressources (MR) :
Un agent peut manquer de ressources lors de l'exécution d'une tâche où lors d'un échec partiel.

La probabilité qu'il manque de ressources lors de l'exécution d'une tâche est égale à la probabilité
que la tâche puisse commencer mais que la consommation de son exécution soit supérieure aux
ressources disponibles. La probabilité de manquer de ressources lors d'un échec partiel est égale
à la probabilité que les prédécesseurs n'aient pas terminé leur exécution et que l'agent n'ait pas
assez de ressources pour s'apercevoir qu'il ne peut pas exécuter la tâche (la consommation de
l'échec partiel est supérieure aux ressources disponibles). Ainsi, nous obtenons :

� Si st < UBi+1 :
PMR = P r

enough(Pred(ti+1)) ·
∏

tk∈Pred(ti+1)\ti

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
ET (t|et(I)ti) ·

∑
∆i+1

r |r<∆i+1
r

Pr(∆i+1
r )

+Pnot_end(st).
∑

∆′
r|r<∆′

r

Pr(∆′
r)

où ∆r′ correspond à la consommation de ressources d'un échec partiel et ∆i+1
r est la

consommation de l'exécution de la tâche ti+1.
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� Sinon (st = UBi+1) :

PMR = P r
enough(Pred(ti+1)) ·

∏
tk∈Pred(ti+1)\ti

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
ET (t|et(I)ti) ·

∑
∆i+1

r |r<∆i+1
r

Pr(∆i+1
r )

L'agent ne peut échouer partiellement, tout échec est total puisqu'il n'existe pas d'autres
dates de début pour la tâche.

• Contraintes temporelles TC(ti+1) non respectées :
Les contraintes temporelles imposent des restrictions sur les dates de début et de �n possibles

de chaque tâche. Il existe deux façons de violer ces contraintes :
� soit la tâche commence trop tard
� soit la tâche �nit trop tard
Les dates de début st d'une tâche ti+1 sont telles que st ∈ ST (ti+1), c'est-à-dire st ∈

[LBi+1, UBi+1]. Une tâche va donc commencer trop tard (TT) si st = UBi+1 et que l'exécution
échoue car les prédécesseurs n'ont pas terminé. En e�et, dans ce cas, toute date de début ulté-
rieure à st ne respectera pas les contraintes temporelles. L'agent ne pourra alors pas re-tenter
l'exécution de sa tâche sans violer les contraintes temporelles, l'exécution de la tâche échoue
totalement. La probabilité d'un tel échec est dé�nie de la manière suivante :

� si st < UBi+1 : PTT = 0

� sinon : PTT = Pnot_end(st)

Le second type de violation des contraintes temporelles concerne la violation de la date de �n
au plus tard (LET). Dans ce cas, l'exécution de la tâche peut commencer, l'agent dispose d'assez
de ressources mais la tâche se termine après LETi+1 : st + δi+1

c > LETi+1. La probabilité que
l'agent arrive dans un état d'échec total pour cette raison est dé�nie par PDM (DM : Deadline
Met) telle que :

PDM = P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
a∈Pred(ti+1)−ti

∑
t∈ET (a)|t≤st

P a
ET (t|et(I)ti).

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

Pr(∆i+1
r )

.
∑

δi+1
c |st+δi+1

c >LETi+1

Pc(δi+1
c )i+1

Pour �nir, la probabilité que l'agent arrive dans un état d'échec total est égale à : PTT +PDM .
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6.6.4 Complétude du système de transitions

La fonction de transition individuelle d'un agent Agi dé�nit les transitions possibles de l'agent
Agi lorsque celui-ci entreprend l'exécution d'une action ai à partir d'un état si. Ce système de
transition est complet c'est-à-dire qu'il prend en compte toutes les transitions possibles à partir
d'un état si. Comme le montre la preuve du corollaire 1, la complétude du système peut être
justi�ée en réalisant la somme des probabilités des di�érents types de transition du système.

Corollaire 1 Le système de transition est complet.

La preuve du corollaire est détaillée dans l'annexe A.1 du document.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le processus d'élaboration des fonctions de transition
dé�nies dans les MDPs composant un OC-DEC-MDP. A partir d'un problème à transitions
dépendantes, nous avons réalisé une décomposition de la fonction de transition du système en
fonctions de transition propres à chaque agent et indépendantes les unes des autres. Pour ce
faire, nous avons �xé les politiques des agents et supposé qu'elles étaient connues de tous. Il a
ainsi été possible de déterminer l'ensemble des probabilités nécessaires au calcul des fonctions de
transition individuelles. A partir des probabilités (probabilités sur les dates de début, dates de
�n et sur les ressources disponibles) ainsi inférées, nous avons été en mesure de déterminer pour
chaque agent Agi, la probabilité qu'il passe d'un état si à un état s′i en exécutant une action
ai (exécuter ti+1 à st). Une fonction de transition propre à chaque agent et indépendante des
autres a alors pu être dé�nie. Cette fonction suppose, pour chaque tâche ti+1, que l'ensemble des
tâches en amont de ti+1 sont exécutées en suivant les politiques des agents initialement �xées.

Dans la partie précédente de ce document, nous avons présenté les di�érentes composantes
d'une modélisation sous forme d'OC-DEC-MDP. Dans ce chapitre, nous avons détaillé la construc-
tion des fonctions de transition nécessaires à la dé�nition complète du modèle. Nous avons à
présent à notre disposition toutes les informations nécessaires à la résolution du problème de
plani�cation des tâches que nous nous sommes posé. De ce fait, nous allons désormais pouvoir
nous intéresser à la mise en place d'une méthode de résolution des OC-DEC-MDPs. Ce sujet fera
l'objet des chapitres qui vont suivre.
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Chapitre 7

Mesures pour l'évaluation des

politiques

L'objectif premier de notre travail est de plani�er l'exécution d'une mission de sorte que les
agents maximisent leur espérance de gain collective. En raison des dépendances entre les tâches
ainsi que des contraintes temporelles et de ressources, la maximisation de cette espérance de gain
passe par une nécessaire coordination des politiques des agents. En e�et, toute action d'un agent
a des répercussions sur l'ensemble des membres du système. S'il n'en tient pas compte, l'agent
agira de manière non-coopérative ce qui risque de conduire à un comportement sous-optimal du
point de vue collectif.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à la prise de décision d'un agent. A�n de
sélectionner l'action susceptible de maximiser l'espérance de gain collective, nous montrerons que
celui-ci doit tenir compte de l'impact de ses choix sur lui même et sur les autres. Pour ce faire,
nous dé�nirons deux mesures. La première, basée sur le calcul de l'utilité espérée individuelle,
permettra à l'agent de tenir compte du gain que l'exécution de ses actions peut espérer lui
apporter. La seconde mesure, inspirée de la théorie économique du coût occasionné, permettra
à l'agent d'agir de manière coopérative en tenant compte de l'impact de ses décisions sur les
autres.

Nous procéderons tout d'abord à la formalisation de ces mesures puis, nous montrerons
comment les conjuguer a�n de décider quelle action exécuter à partir d'un état donné. En�n,
nous reviendrons plus en détail sur le calcul du coût occasionné et nous en discuterons di�érentes
évaluations possibles.

175
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7.1 Principe de l'évaluation des politiques

Résoudre un DEC-MDP de manière optimale consiste à déterminer la politique jointe qui
maximise la mesure de performance des agents. Pour ce faire, il est nécessaire de parcourir
entièrement l'espace des politiques jointes possibles et d'évaluer chacune d'entre elles. Bien que
des méthodes de résolution aient été développées a�n de diminuer en moyenne le nombre de
politiques à évaluer, il demeure nécessaire d'envisager une grande partie des politiques.

Étant donnée la taille des problèmes que nous souhaitons résoudre, un tel parcours n'est
pas réalisable, c'est pourquoi nous avons précédemment opté pour la recherche d'une solution
approximant la solution optimale. A�n de traiter des problèmes de taille conséquente, nous avons
choisi de décomposer tout problème X en un ensemble de problèmes plus simples à résoudre. Nous
avons ainsi procéder à une modélisation des problèmes par un ensemble de MDPs, chaque MDP
représentant le problème décisionnel d'un agent. Au lieu de résoudre un DEC-MDP de complexité
NEXP, nous proposons ainsi de résoudre un ensemble de MDPs de complexité P-Complet.

7.1.1 Di�cultés liées à la décomposition

La résolution de ces MDPs n'est toutefois pas sans poser de problèmes en ce qui concerne
la coordination des politiques des agents. En e�et, nous nous intéressons à des systèmes multi-
agents coopératifs dans lesquels il existe de fortes dépendances entre les agents (dépendances liées
aux contraintes de précédence, aux contraintes temporelles, etc.). A�n de maximiser au mieux les
performances du système37, il est primordial que les agents suivent des politiques coopératives.

Si les MDPs constituant notre modèle sont résolus indépendamment les uns des autres, les
politiques obtenues ne tiendront pas compte de ces dépendances et génèreront un comportement
non coordonné, le problème décisionnel de chaque agent étant résolu sans tenir compte des
répercussions des décisions de l'agent sur les autres. A�n de maximiser au mieux les performances
du système, il est donc nécessaire de mettre en place un mécanisme garantissant la coordination
des politiques et la coopération entre les agents.

7.1.2 Mécanisme pour la prise en compte des in�uences entre les agents

L'obtention d'un comportement coopératif nécessite que chaque agent tienne compte de l'im-
pact de ses décisions sur les autres agents. Supposons que vous deviez assister à une réunion à
10h et que celle-ci ne puisse débuter que si tous les participants sont présents. A�n que chaque
participant perde le moins temps à attendre les autres, il est nécessaire que chacun adopte un
comportement coopératif et prenne en compte l'impact de son retard sur les autres. Si tous vos
collègues sont à l'heure et que vous arrivez avec un retard ∆t, vous devez considérer le fait que

37Nous cherchons une solution approximant au mieux la solution optimale.
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vous avez fait perdre ∆t unités de temps aux autres participants. Leur perte en utilité (travail
qu'ils auraient pu accomplir pendant ce temps) qui en découle rend un tel retard peu souhai-
table. En revanche, si vous savez que vos collègues arriveront à 10h10, le temps que vous leur
ferez perdre en arrivant avec 10 minutes de retard, est nul. Vous pouvez alors vous permettre un
tel retard. A�n d'agir de manière coopérative, votre décision doit donc dépendre de la perte que
vous générez sur vos collègues.

Il est possible d'envisager une solution pour laquelle la personne qui va être en retard de ∆t

unités de temps en avertit les autres. La date de début de la réunion pourra ainsi être repoussée
et chacun pourra vaquer à ses occupations entre 10h et 10h+∆t. Néanmoins, cette solution n'est
pas totalement satisfaisante. En e�et, la perte provoquée sur les autres participants n'est pas
seulement constituée de la perte de temps ∆t, mais également des pertes sur les actions futures.
Retarder la réunion à 10h+∆t peut par exemple empêcher certains collègues de participer à une
autre réunion à 11h30. Avertir les autres de notre retard ne su�t donc pas, il est nécessaire de
tenir compte des pertes futures provoquées par notre retard sur les autres membres du groupe.

Dans le cadre de notre travail, si un agent décide de retarder l'exécution d'une tâche ti+1, il
doit tenir compte du fait qu'il retardera également les successeurs de ti+1. L'agent risque alors
d'entraîner la violation des contraintes temporelles des tâche suivantes (augmentation de la pro-
babilité que les successeurs de ti+1 �nissent après leurs dates de �n au plus tard) ou de ne pas
laisser assez de temps pour la réalisation des tâches restant à exécuter. La mesure de performance
des agents s'en trouvera alors réduite.

A�n de coordonner les politiques d'un ensemble d'agents, Chadès et al. [Chadès et al., 2002]
se sont inspirés de la notion d'empathie. L'idée est de permettre à chaque agent de prévoir
le comportement des autres agents et de s'y adapter en conséquence. Pour ce faire, les agents
déterminent tour à tour leur politique, à partir des politiques des autres membres du système. Ces
dernières sont supposées connues et sont utilisées a�n de construire une modélisation du problème
sous forme de MMDP ou de MDP Subjectif, ensuite résolu. Chaque fois qu'une nouvelle politique
est calculée, une nouvelle modélisation du problème est réalisée et l'algorithme de résolution est
à nouveau exécuté. Une méthode de résolution similaire a été décrite par Nair et al. [Nair et al.,
2003]. Dans un cadre décentralisé ces deux approches nécessitent que les agents communiquent
leurs politiques chaque fois qu'elles sont modi�ées. Une telle communication est très contraignante
et limite les problèmes pouvant être traités.

Parmi les méthodes de coordination qui ont été proposées dans le domaine des MDPs, nous
pouvons également citer l'approche de Dutech et al. [Dutech et al., 2001] basée sur des tech-
niques d'apprentissage. Elle permet un calcul simultané des politiques de tous les agents, tout en
limitant les communications. Cependant, cette méthode requiert une phase d'apprentissage qui



178 Chapitre 7. Mesures pour l'évaluation des politiques

n'est pas envisageable dans les applications auxquelles nous destinons notre travail.

Pour que chaque agent puisse tenir compte de l'impact de ses décisions sur les autres agents
et qu'il adopte une politique coopérative, nous avons choisi d'avoir recours à une notion utilisée
en sciences économiques : la notion de coût occasionné. Cette dernière nous a permis, comme
nous allons le montrer par la suite, de mettre en place lors de la résolution des MDPs, un
mécanisme de prise en compte de l'in�uence d'une décision sur les autres agents tout en limitant
les communications entre les agents et les mises à jour de la modélisation du problème.

7.1.3 Coût occasionné et formalisation des interactions

La notion de coût occasionné est utilisée en théorie des choix économiques [Wieser, 1889] a�n
d'établir, sous contraintes de ressources, un choix entre di�érentes alternatives. Elle est exploitée
a�n de résoudre une grande diversité de questions économiques, comme par exemple pour établir
les choix de production d'une entreprise, pour la gestion du temps, le management de carrières
professionnelles ou encore a�n de résoudre des questions d'investissement de capital.

Théorie du coût occasionné

Toute décision prise sous contraintes de ressources38 (ressources limitées) nécessite qu'un
choix soit réalisé entre les di�érentes possibilités qui s'o�rent à nous. Celui-ci résulte alors d'un
compromis entre le coût de l'action sélectionnée et son utilité.

La théorie du coût occasionné a�rme que toute décision a un coût caché, et ignorer ce coût
peut conduire à des choix erronés. En e�et, le coût d'une action ne se traduit pas seulement
en fonction des biens dépensés pour l'exécuter, mais également en fonction des béné�ces qui
ne pourront être obtenus par la suite car cette action a été réalisée. Cette perte de béné�ces
constitue le coût occasionné.

Par exemple, le coût lié à la décision de réaliser deux ans d'études dans une université
étrangère prestigieuse n'est pas seulement constitué du coût de l'inscription et des di�érentes
dépenses annexes (logement, livres, ...), il est également nécessaire de prendre en compte le coût
occasionné de cette décision. Celui-ci correspond à la somme d'argent que vous auriez pu gagner
en travaillant au lieu de réaliser des études. Il s'agit donc de la perte monétaire due au fait
que vous ne pourrez pas travailler si vous choisissez de faire des études. Néanmoins, ce coût
� réel � (coût des études + coût occasionné) est contrebalancé par la promesse d'un salaire plus
important acquis grâce aux diplômes que vous aurez obtenus lors deux vos deux années d'études.

38Les ressources peuvent être de l'argent du temps, de l'énergie, ...
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Votre décision résulte alors d'un compromis entre le coût � réel � et le gain de salaire que vous
obtiendrez par la suite.

Le coût occasionné correspond ainsi à la perte provoquée par le fait que, une fois votre
décision prise, une autre alternative ne pourra alors plus être choisie. Dans notre exemple, le coût
occasionné s'exprime en terme d'argent. Plus généralement, il correspond à une perte d'utilité
qui selon les biens dépensés peut également traduire une perte de temps, d'énergie, ...

Notre utilisation du coût occasionné

La théorie du coût occasionné a déjà été exploitée dans le cadre des processus décisionnels
de Markov a�n de plani�er l'exécution d'unités de raisonnement progressif (PRU39) [Mouaddib
et Zilberstein, 1998, Zilberstein et Mouaddib, 1999, Cardon et al., 2001]. Ces travaux ont été
appliqués avec succès à la recherche d'informations [Zilberstein et al., 2000] et à la plani�cation
des actions d'un robot explorateur [Zilberstein et Mouaddib, 2000]. Dans le cadre d'un environne-
ment dynamique, il est proposé de plani�er l'exécution d'une PRU à l'aide d'un MDP en tenant
compte des PRUs à venir via l'utilisation du coût occasionné. En e�et, plus il est dépensé de
ressources pour l'exécution de la PRU courante, moins il restera de ressources pour l'exécution
des PRUs à venir. Le coût occasionné traduit l'impact de la diminution des ressources sur les
PRUs restant à exécuter. Il correspond à la perte en utilité espérée due à cette diminution des
ressources disponibles pour l'exécution des PRUs restantes. L'utilisation du coût occasionné per-
met alors la réalisation d'un compromis entre la quantité de ressources consommée pour exécuter
la PRU courante et les répercussions de cette consommation sur les PRUs à venir.

Nous avons pour notre part fait appel à la notion de coût occasionné a�n que chaque agent
puisse prendre en compte le coût de ses décisions sur les autres agents. Tout agent dépense du
temps pour exécuter une tâche ti+1. Plus un agent retarde l'exécution d'une tâche ti+1, plus il
�nira tard et plus les successeurs (directs et indirects) de ti+1 commenceront tard. Ce retard
risque alors de provoquer une perte en utilité sur les autres agents que nous mesurons par le coût
occasionné.

Reprenons l'exemple précédent concernant la participation à une réunion. Le coût occasionné
va, dans ce cas, exprimer la perte en utilité provoquée sur un collègue lorsque vous arrivez avec
un retard ∆t. Cette perte en utilité traduit les béné�ces qui auraient pu être réalisés grâce à des
alternatives devenues non-réalisables en raison de ce retard. Par exemple, si votre retard empêche
un collègue d'assister à une autre réunion à 11h30, le coût occasionné traduira sa perte d'utilité
induite par le fait qu'il ne peut participer à cette réunion.

Grâce à l'utilisation du coût occasionné chaque agent est en mesure de tenir compte des autres
agents lorsqu'il doit décider quand exécuter une tâche. Toute décision résulte d'un compromis

39Progressive Processing Unit
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entre l'utilité espérée de l'agent et le coût occasionné provoqué sur les autres agents, c'est-à-dire
la perte en utilité suscitée par cette décision.

7.2 Evaluation d'une décision

Considérons un agent Agi devant, à un instant t et à partir d'un état si, décider quelle action
exécuter. Nous supposerons que la dernière tâche exécutée par l'agent est la tâche ti, qu'elle
s'est terminée à et(I ′)ti et qu'il reste à l'agent une quantité rti de ressources. L'état si est un
état de succès ou un état d'échec partiel, donc si = [ti, [st(I ′)ti , et(I

′)ti ], rti ] (nous avons alors
et(I ′)ti = t) ou si = [ti, [t− 1, t], et(I ′)ti , rti ].

Tout échec partiel consomme des ressources. Lorsque les ressources d'un agent sont limitées,
celui-ci a tout intérêt à restreindre le nombre de ses échecs partiels. Pour ce faire, il peut choisir
de retarder l'exécution de ses tâches a�n d'augmenter la probabilité que leurs prédécesseurs aient
terminé et diminuer la probabilité d'échouer partiellement. Retarder l'exécution d'une tâche ti+1

a cependant des répercussions à la fois sur l'agent Agi et sur les autres agents. Ce retard entraîne
tout d'abord une augmentation de la probabilité que l'agentAgi �nisse l'exécution de ti+1 après sa
date de �n au plus tard. L'agent retarde de plus l'exécution de ses tâches suivantes, augmentant
ainsi la probabilité de violer leurs contraintes temporelles (augmentation de la probabilité de
commencer ou �nir trop tard l'exécution des tâches suivantes de l'agent). En�n, la décision de
l'agent a pour conséquence de retarder les tâches accessibles à partir de ti+1 et exécutées par
d'autres agents.

Reprenons le graphe de la �gure 6.1. Si l'agent 2 décide de retarder l'exécution de la tâche
B a�n d'augmenter la probabilité que A soit terminée, il va alors également retarder l'exécution
de ses prochaines tâches F et G, ainsi que l'exécution des tâches suivantes des autres agents (D
pour l'agent 3 et E pour l'agent 1). Les autres agents (agent 1 et agent 3) sont donc in�uencés
par la décision de l'agent 2. Ils risquent, en raison du retard de B, d'augmenter leur nombre
d'échecs partiels et de ne pas pouvoir respecter les contraintes temporelles ou de ressources sur
l'exécution de leurs tâches. La probabilité que l'exécution de leurs tâches échoue augmente alors
et leur utilité espérée diminue. Lorsque l'agent Agi décide de retarder l'exécution de ti+1, il doit
donc tenir compte de la diminution d'utilité provoquée sur les autres agents. Sa décision résulte
alors d'un compromis entre les deux mesures que nous allons à présent détailler : son utilité
espérée et la baisse d'utilité des autres agents.

7.2.1 Mesure des comportements individuels

Une mesure d'utilité a été établie à partir de l'équation de Bellman 2.3 a�n de quanti�er la
valeur du comportement (ou plan d'action) d'un agent. Elle évalue la politique individuelle d'un
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agent à partir d'un état si et associe donc à chaque état si une valeur traduisant l'utilité espérée
de l'agent lorsqu'il est dans si. Cette valeur est égale à la somme :

� de la récompense obtenue par l'agent pour être dans l'état si (gain immédiat)
� et du gain que l'agent peut espérer obtenir à partir de cet état (utilité espérée).
Le calcul de l'utilité associée à un état si est alors réalisé à partir de l'équation suivante :

V (si) =

Gain immédiat︷ ︸︸ ︷
R(si) +

Utilité espérée︷ ︸︸ ︷
maxE(ti+1,st),st≥et(I′)ti

(V ′) (7.1)
Si si = [ti, [st(I ′)ti , et(I

′)ti ], rti ] (état de succès), R(si) = R(ti). Sinon (état d'échec partiel),
R(si) = 0. En e�et, lorsqu'un agent arrive dans un état d'échec partiel, l'exécution de la tâche a
échoué, l'agent ne reçoit donc aucune récompense.

Lors de l'exécution des tâches, un agent Agi passe par au plus un seul état de succès associé
à une tâche ti donnée. L'agent ne peut en e�et pas passer par deux états si et s′i tels que
si = [ti, ∗, ∗], s′i = [ti, ∗, ∗] et si 6= s′i puisque l'agent arrive dans un état de succès associé à ti

lorsqu'il termine l'exécution de cette tâche et seulement dans ce cas. La tâche ti étant exécutée
une seule fois, l'agent ne peut arriver qu'une seule fois dans un état de succès associé à ti. La
récompense associée à la tâche ti ne peut donc pas être touchée plusieurs fois par l'agent.

L'utilité espérée V ′ doit tenir compte des di�érents états dans lesquels l'agent peut arriver
en exécutant la tâche ti+1. Nous avons montré au chapitre précédent qu'il existait trois grands
types de transitions possibles (succès, échec partiel, échec total). V ′ peut donc être décomposée
en trois termes :

V ′ = Vsuc + VPPC + Vfail (7.2)
où Vsuc est l'utilité espérée de l'agent lorsque l'exécution de la tâche réussie, VPPC désigne l'utilité
espérée de l'agent lorsque l'exécution de la tâche échoue partiellement et Vfail représente l'utilité
espérée lorsque l'exécution de la tâche échoue totalement.

� Exécution réussie :

Vsuc =

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)\ti

∑
st′≤st

P a
ET (st′|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c )

· V ([ti+1, [st, st + δi+1
c ], rti −∆i+1

r ])

où V ([ti+1, [st, st+δi+1
c ], rti−∆i+1

r ]) désigne l'utilité de l'état [ti+1, [st, st+δi+1
c ], rti−∆i+1

r ]

dans lequel arrive l'agent lorsque l'exécution de la tâche consomme ∆i+1
r ressources et dure

δi+1
c unités de temps.
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� Échec partiel :

VPPC =

Probabilité d'échouer partiellement︷ ︸︸ ︷
PPPC ·V ([ti, [st, st + 1], et(I ′)ti , rti −∆r′])

� Échec total :

Vfail =

Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷
PMR + PTT + PDM ·V ([failureti+1 , ∗, ∗])

V ([failureti+1 , ∗, ∗]) désigne la valeur de l'état d'échec total associé à ti+1. A chaque tâche est
associé un unique état d'échec total dans lequel l'agent arrive quelle que soit la cause de son échec.
La valeur de l'état est alors indépendante des ressources à disposition de l'agent ainsi que de la
date de l'échec. Nous désignons donc l'état d'échec total associé à ti+1 par : [failureti+1 , ∗, ∗].

V ([failureti+1 , ∗, ∗]) est dé�nie par l'équation suivante :

V ([failureti+1 , ∗, ∗]) = −R(ti+1)−
∑

tsuiv∈Tsuiv(ti+1)

R(tsuiv)

où −R(ti+1) correspond à la pénalité immédiate donnée à l'agent Agi pour avoir échoué totale-
ment lors de l'exécution de la tâche ti+1 et −∑

tsuiv∈Tsuiv(ti+1)R(tsuiv) représente la perte future
de l'agent, elle correspond à la somme des récompenses qu'il aurait pu obtenir s'il avait eu la
possibilité d'exécuter toutes les tâches Tsuiv(ti+1) qu'il lui restait à réaliser.

A partir de l'équation 7.1, nous sommes en mesure de calculer l'utilité espérée de l'agent Agi.
Nous allons donc à présent nous intéresser à l'estimation des répercussions d'une décision sur les
autres agents. Nous allons en particulier mesurer la perte provoquée sur les autres agents lorsque
Agi décide de commencer l'exécution d'une tâche ti+1 à st.

7.2.2 Mesure des in�uences entre agents

Le coût occasionné exprime les béné�ces qui aurait pu être faits en choisissant une autre
alternative. Comme nous l'avons expliqué précédemment, cette notion va nous permettre de
coordonner les décisions des agents et ainsi d'obtenir un comportement coopératif de leur part.
Pour ce faire, nous devons être en mesure de calculer le coût occasionné par un agent Agi lorsqu'il
décide de commencer l'exécution d'une tâche ti+1 à st. Il nous est donc nécessaire de déterminer
la perte générée par cette décision sur les agents Agj tels que j 6= i.

Considérons deux tâches ti+1 et tj exécutées respectivement par les agents Agi et Agj et
telles que tj soit un successeur de ti+1. La �gure 7.1 présente deux exécutions possibles de
ti+1. La première commence à st1 et termine à et1, la seconde commence à st2 et termine à
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et2 ( et2 ≥ et1 ≥ LBj). Les bornes LBj et UBj sur les dates de début de tj sont également
représentées. Lorsque ti+1 termine à et1, tj peut commencer dans l'intervalle [LBj , UBj ]. Nous
désignerons par stj la meilleure date de début pour tj dans cet intervalle. En revanche, si ti+1

termine à et2, l'intervalle des dates de début possibles pour tj est restreint à [LBj +∆t, UBj ] où
∆t = et2−LBj . st′j désigne alors la meilleure date de début de tj dans l'intervalle [LBj+∆t, UBj ].

Si stj = st′j , le fait que ti+1 termine plus tard ne change pas la meilleure date de début pour
tj , le coût occasionné est par conséquent nul.

En revanche, si stj 6= st′j , l'utilité espérée V stj de Agj lorsque tj commence à st est nécessai-
rement supérieure à l'utilité espérée V st′j de Agj lorsque tj commence à st′j sinon, nous aurions
stj = st′j . Le fait que ti+1 �nisse à et2 provoque donc une perte en utilité espérée pour Agj

correspondant au coût occasionné par Agi sur Agj .

LBj UBjLBj +      t

t

st1 st2

et1

et2

ti+1

ti+1

Fig. 7.1 � Coût occasionné
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CO(   t, r)
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, r’t

Fig. 7.2 � In�uence des ressources et du re-
tard sur le coût occasionné

La politique de chaque agent étant dépendante de la quantité de ressources disponible, cette
dernière in�uence nécessairement l'utilité espérée et par conséquent la mesure du coût occa-
sionné. La �gure 7.2 illustre l'in�uence du retard et des ressources sur l'utilité espérée et le coût
occasionné d'un agent. Lorsqu'il reste à l'agent Agj très peu de ressources, la probabilité que
l'exécution de sa prochaine tâche tj échoue par manque de ressources, est très forte et ce, quelle
que soit la date de début de tj . Ainsi, retarder l'exécution de tj a peu de répercussions puisque
de toute façon l'agent a peu de chances de réussir l'exécution de sa tâche. En revanche, lorsqu'il
reste à l'agent juste assez de ressources pour exécuter ses tâches restantes, retarder tj peut au
contraire avoir une grande in�uence. Cela risque en e�et de conduire l'agent à un échec partiel
et par conséquent consommer des ressources qui lui étaient indispensables par la suite. Dans de
telles circonstances, le coût occasionné provoqué en retardant l'exécution de tj est beaucoup plus
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élevé que dans le cas précédent.
Les contraintes temporelles in�uencent par ailleurs indirectement le coût occasionné. En e�et,

quelles que soient les ressources disponibles, si retarder une tâche tj ne permet plus de respecter
les contraintes temporelles de la tâche alors, le coût occasionné provoqué sur Agj sera élevé
puisque ce retard le conduit à un échec total. De manière plus générale, soient ∆t et ∆t′ deux
valeurs de retard telles que ∆t < ∆t′. Pour une même quantité de ressources rtj , si retarder tj de
∆t n'empêche pas l'agent Agj de respecter les contraintes temporelles de tj , mais que retarder
tj de ∆t′ entraîne une violation des contraintes de tj , alors OC(∆t, rtj ) < OC(∆t′, rtj ).

Une valeur de coût occasionné doit donc être dé�nie pour chaque couple [retard, ressources].
Pour chaque date de début stj d'une tâche tj et chaque taux de ressources rtj , l'utilité espérée
de l'agent V

∆t,rtj

tj
est alors déterminée (∆t = sttj − LBtj ). Il est ensuite possible de déduire, à

partir de ces valeurs, le coût occasionné OCtj (∆t, rtj ) tel que :
OCtj (∆t, rtj ) = V

0,rtj

tj
− V

∆t,rtj

tj
(7.3)

V
0,rtj

tj
correspond à l'utilité espérée de l'agent Agj lorsque l'exécution de tj peut commencer

dans l'intervalle [LBj , UBj ] avec rtj ressources. V ∆t,rtj

tj
est l'utilité espérée de l'agent Agj lorsque

l'exécution de tj peut commencer dans l'intervalle [LBj+∆t, UBj ] avec rtj ressources. Ces valeurs
sont calculées par l'équation suivante :

V
∆t,rtj

tj
=

∑
∆j

r

∑
δj
c

Pr(∆j
r)Pc(δj

c).V [tj , [st(LBtj +∆t), st(LBtj +∆t)+ δj
c ], rtj −∆j

r−∆r′×nbEP ]

où st(LBtj + ∆t) désigne la meilleure date de début pour la tâche tj dans l'intervalle
[LBj + ∆t, UBj ] . nbEP est le nombre d'échecs partiels induits par le retard et déduit à par-
tir de la politique de l'agent Agj . ∆j

r est la consommation de la tâche tj , ∆r′ correspond à la
consommation de ressources d'un échec partiel et δj

c désigne la durée d'exécution de tj .
Corollaire 2 Le coût occasionné est toujours positif ou nul.

Preuve : A�n de démontrer ce corollaire, nous allons procéder à un raisonnement par
l'absurde. Supposons que le coût occasionné puisse être négatif. D'après l'équation 7.3, nous
avons alors V

0,rtj

tj
< V

∆t,rtj

tj
(fonction décroissante en fonction de ∆t).

Soit stj la meilleure date de début de la tâche tj appartenant à l'intervalle [LBj , UBj ]. V
0,rtj

tj

correspond l'utilité de l'agent lorsque l'exécution de tj commence à stj . Soit st′j la meilleure date
de début de la tâche tj appartenant à l'intervalle [LBj + ∆t, UBj ]. V

∆t,rtj

tj
correspond à l'utilité

de l'agent lorsque l'exécution de tj commence à st′j .
Si stj appartient à [LBj + ∆t, UBj ] alors elle correspond également à la meilleure date de

début de cet intervalle. ([LBj +∆t, UBj ] ⊆ [LBj , UBj ]). Nous pouvons en déduire que stj = st′j ,
d'où V

0,rtj

tj
= V

∆t,rtj

tj
. Ceci contredit notre hypothèse de départ.
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Si stj n'appartient pas à l'intervalle [LBj + ∆t, UBj ], la meilleure date de début st′j appar-
tenant à l'intervalle [LBj +∆t, UBj ] est telle que stj 6= st′j et V

0,rtj

tj
> V

∆t,rtj

tj
. En e�et, si V

0,rtj

tj

était inférieure ou égale à V ∆t,r
tj

, st′j correspondrait à la meilleure date de début appartenant à
[LBj + ∆t, UBj ] et nous aurions stj = st′j . Nous sommes donc à nouveau en contradiction avec
notre hypothèse de départ.

Nous pouvons par conséquent déduire que V
0,rtj

tj
≥ V

∆t,rtj

tj
. D'après l'équation 7.3, cette in-

égalité entraîne : OCtj (∆t, rtj ) ≥ 0 quels que soient tj , ∆t et rtj . �

Le coût occasionné OCtj (∆t, rtj ) provoqué par un agent Agi lorsqu'il décide de commencer
l'exécution d'une tâche ti à st traduit donc toujours une perte d'utilité correspondant à la dimi-
nution d'utilité de l'agent Agj due au fait que sa tâche tj ne pourra commencer avant LBj +∆t.
Remarquons que cette perte est indépendante de l'agent ayant provoqué le retard.

7.2.3 Calcul de la politique

Nous venons d'établir deux mesures. La première dé�nit la valeur d'un état si d'un agent
Agi à partir du gain immédiat de Agi et de l'utilité espérée V ′ des tâches qu'il lui reste à
exécuter. Pour un agent égocentré, c'est-à-dire cherchant à maximiser sa propre utilité et non
celle du système, la meilleure action à exécuter à partir de si est donc l'action maximisant l'utilité
espérée V ′.

La seconde mesure détermine la perte en utilité provoquée sur un agent Agj lorsque l'exé-
cution d'une de ses tâches tj est retardée de ∆t unités de temps. En e�et, lorsqu'un agent Agi

décide de commencer l'exécution d'une tâche ti à st, il provoque un retard plus ou moins im-
portant sur l'exécution des prochaines tâches (tâches accessibles à partir de ti dans le graphe de
la mission). L'impact de ce retard ∆t sur les autres agents est mesuré par le coût occasionné
traduisant la perte en utilité provoquée par ∆t.

A�n de maximiser l'utilité du groupe et non sa propre utilité, chaque agent doit tenir compte
des répercussions de ses décisions sur les autres agents. La meilleure action qu'un agent puisse
exécuter à partir d'un état si résulte alors d'un compromis entre :

� l'utilité espérée de l'agent V ′ calculée par l'équation 7.2,
� le coût occasionné provoqué sur les autres agents.
Ainsi, la politique de l'agent Agi à partir de l'état si est calculée par l'équation suivante :

πi(si) = arg_maxE(ti+1,st),st≥et(I′)ti

(Utilité espérée︷︸︸︷
V ′ −

Coût occasionné︷ ︸︸ ︷
OC(ti+1, st)

)
(7.4)

L'utilité espérée tient compte de l'impact de la décision de l'agent Agi sur toutes ses tâches à
venir. Le coût occasionné traduit quant à lui l'in�uence de cette décision sur les tâches accessibles
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à partir de ti+1 et exécutées par un agent Agj tel que j 6= i.
Considérons le graphe de la �gure 6.1. La meilleure date de début pour la tâche B est

déterminée en tenant compte de l'utilité espérée de l'agent 2 lors de l'exécution des tâches B, F

et G, et du coût occasionné provoqué sur les agents 1 et 3. Ce dernier correspond à la perte en
utilité des agents 1 et 3 due au retard provoqué par l'exécution de B sur les tâches D et E.

L'utilisation de l'équation 7.4 pour déterminer la politique de chaque agent, garantit que
chacun suivra une politique coopérative. En e�et, l'exécution d'une tâche ti sera retardée de ∆t

si et seulement si, le gain de l'agent Agi exécutant ti (gain en utilité espérée) est supérieur aux
pertes provoquées par ce retard sur les autres agents.

7.3 Estimation de l'in�uence d'une action

Nous avons précédemment dé�ni le coût occasionné comme la perte en utilité d'un agent Agj

lorsque l'exécution d'une de ses tâches tj est retardée de ∆t. Nous nous plaçons cependant dans
un contexte où l'exécution des tâches est incertaine et par conséquent où les durées d'exécution
sont stochastiques. Lorsqu'un agent commence l'exécution d'une tâche ti à st, nous ne pouvons
pas déduire de manière certaine le retard ∆t provoqué sur une tâche tj . En e�et, suivant la durée
d'exécution ti, un retard plus ou moins important sera induit.

Nous allons, dans cette section, décrire comment tenir compte de cette incertitude sur l'ampli-
tude du retard. Nous montrerons comment calculer le coût occasionné provoqué sur l'agent Agj

lorsque l'exécution de ti commence à st. Nous serons alors en mesure d'établir le lien entre le coût
occasionné OC(ti+1, st) utilisé dans l'équation 7.3 et la valeur de coût occasionné OCtj (∆t, rtj )

calculée par l'équation 7.2.

7.3.1 Estimation du retard

Nous avons précédemment décrit comment calculer le coût occasionné provoqué par un retard
∆t et avons également dé�ni les di�érentes probabilités de transition entre états lors de l'exécution
d'une tâche ti+1. Cet ensemble d'informations va nous permettre de déduire le coût occasionné
provoqué par un agent Agi lorsque celui-ci commence l'exécution d'une tâche ti+1 à st, soit
OC(ti+1, st).

Pour ce faire, chacune des transitions possibles de l'agent doit être considérée. A partir
des probabilités des transitions, les probabilités sur les dates de �n de la tâche peuvent ainsi
être calculées. Le coût occasionné provoqué par un agent Agi lorsqu'il décide de commencer
l'exécution d'une tâche ti+1 à st est tel que :
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OC(ti+1, st) =

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s∈ET (a)|s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti) (7.5)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·
∑

Agj∈other_agents
EOCAgj ,ti+1(eti+1)

+

Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷
(PMR + PTT + PDM )

∑
Agj∈other_agents

EOCAgj ,ti+1(fail)

+

Probabilité d'échouer partiellement︷ ︸︸ ︷
PPPC ·OC(ti+1, next_start)

où EOCAgj ,ti+1(eti+1) correspond au coût occasionné provoqué par l'agent Agi sur l'agent Agj

lorsque l'exécution de ti+1 s'achève à eti+1.
OC(ti+1, st) est dé�ni en considérant chacune des exécutions possibles de ti+1 lorsque l'agent

Agi tente de l'exécuter à st. Lorsque Agi échoue partiellement, le coût occasionné est déterminé
par OC(ti+1, next_start) où next_start correspond à la prochaine date à laquelle l'agent tentera
d'exécuter ti+1. Lorsque l'exécution de la tâche ti+1 échoue totalement, la tâche tj ne pourra être
exécutée, le coût occasionné EOCAgj ,ti+1(fail) traduisant la perte de l'agent Agj est donc égal
à la somme des récompenses que Agj ne pourra obtenir, soit :

EOCAgj ,ti+1(fail) = OCtj (fail) =
∑
rtj

P
tj
ra(rtj )

(
V 0

tj ,rtj
− V ([failuretj , ∗, ∗])

)

7.3.2 Coût occasionné espéré

Connaissant la date de �n d'exécution de ti+1, il nous reste à estimer le retard provoqué sur
les autres agents ce qui permettra de dé�nir le coût occasionné espéré en fonction des valeurs
OC(ti+1, st) précédemment calculées.

Si l'agent Agi termine ti+1 à etti+1 , il n'est pas certain que la tâche la plus proche tj exécutée
par Agj va commencer à etti+1 . Si tj n'est pas un successeur direct de ti+1, il existe d'autres
tâches tk, entre ti+1 et tj , dans le graphe de la mission. Le retard provoqué par ti+1 peut alors
être compensé ou accentué par les tâches tk.

De manière à tenir compte de l'incertitude du retard induit sur tj , nous avons dé�ni une
mesure appelée � coût occasionné espéré � estimant pour chaque date de �n eti+1 de ti+1, la
probabilité que tj commence à stj . Une fois la date de début stj de tj établie, le retard sur
l'exécution de la tâche tj peut être calculé et le coût occasionné provoqué par ti+1 est déterminé.
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Ce dernier est alors obtenu par l'équation suivante :

EOCAgj ,ti+1(etti+1) = maxtk∈Suc(ti+1)EOCtk(etti+1 − LBk, tj)

où tj est la prochaine action la plus proche dans le graphe qui va être exécutée par Agj , c'est-
à-dire la première tâche de Agj sur laquelle le retard provoqué par ti+1 aura un impact. Par
exemple, sur le graphe de la �gure 6.1, la tâche la plus proche de B exécutée par l'agent 3 est D

et celle exécutée par l'agent 1 est E. EOCtk(etti+1 −LBk, tj) désigne le coût occasionné attendu
provoqué sur tj lorsque la tâche tk est retardée de etti+1 − LBk.

Si tj = tk

EOCtj (etti+1 − LBj , tj) =
∑
rtj

P
tj
ra(rtj )×OCj(etti+1 − LBj , rtj )

Sinon
EOCtk(etti+1 − LBk, tj) =

∑
rtk

P tk
ra(rtk)

∑
δk
c

Pc(δk
c )maxtl∈Suc(tk)EOCtl(st

∗ + δk
c − LBl, tj)

où st∗ est la date de début à laquelle l'exécution de tk va commencer lorsque l'agent exécutant
la tâche tk dispose de rtk ressources avant l'exécution de tk et qu'il ne peut commencer son
exécution avant etti+1 . Précisons que si etti+1 > UBk alors, EOCtk(etti+1−LBk, tj) = OCj(fail).

A�n de déterminer la valeur de EOCAgj ,ti+1(etti+1), nous considérons le coût occasionné
espéré provoqué sur tj lorsque les successeurs tk de ti+1 sont retardés. Ce coût occasionné est lui
même calculé en considérant le coût occasionné espéré provoqué sur tj par les successeurs tl de
tk. Pour ce faire, nous déterminons à partir de la politique de l'agent exécutant tk, la date de
début st∗ de tk. En tenant compte des durées d'exécution de la tâche, nous pouvons déduire ses
dates de �n et par conséquent le retard provoqué sur ses successeurs tl.

Par récurrence, nous arrivons ainsi à la tâche tj dont le coût occasionné peut être déterminé à
partir des valeurs OCj(∆t, rtj ), puisque nous connaissons alors le retard e�ectivement provoqué
sur la tâche.

La valeur du coût occasionné provoqué sur un agent Agj lorsque l'exécution de sa plus
proche tâche tj est retardée de ∆t étant positive ou nulle (cf. corollaire 2), le coût occasionné
espéré EOCAgj ,ti+1(etti+1) provoqué par une tâche ti+1 lorsqu'elle termine à etti+1 est positif
ou nul. Nous en déduisons que OC(ti+1, st) est également positif ou nul. Ce terme utilisé dans
l'équation 7.4 traduira donc toujours un coût et pénalisera l'agent lorsqu'il retardera l'exécution
des tâches des autres agents.

Le calcul du coût occasionné espéré que nous venons de décrire détermine de manière précise
le retard induit sur les autres agents. Ainsi une mesure précise du coût occasionné est obtenue et
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utilisée a�n de décider quand commencer l'exécution d'une tâche ti+1. L'utilisation d'une mesure
approchée du coût occasionné précis est également envisageable. Néanmoins, elle risque, dans
certains cas, de conduire à une prise de décision inadaptée en raison de la mauvaise estimation de
ses répercussions sur les autres agents. C'est ce que nous allons illustrer en présentant di�érentes
méthodes d'estimation du coût occasionné sur lesquelles nous avons travaillé avant d'aboutir à
la mesure qui vient d'être présentée.

7.4 Autres mesures du coût occasionné

Di�érentes mesures approchant le coût occasionné précis peuvent être envisagées. Leur calcul
est généralement plus direct que celui du coût occasionné espéré, mais elles peuvent conduire à
une estimation inexacte de l'in�uence d'une décision sur les autres agents et par conséquent à
des comportements non coopératifs. Nous allons présenter plusieurs de ces méthodes et discuter
les cas où elles s'avèrent inappropriées.

7.4.1 Indépendance vis à vis des ressources

Une première approximation du coût occasionné précis est obtenue en occultant l'in�uence
des ressources qui sont à disposition des agents. Le coût occasionné provoqué par le retard d'une
tâche ti+1 sur un agent Agj est alors calculé en supposant que les ressources de l'agent Agj sont
maximales. Une telle approximation du coût occasionné est décrite dans [Beynier et Mouaddib,
2005a].

Les équations permettant d'établir cette approximation di�èrent très peu de celles que nous
avons précédemment présentées. Les modi�cations a�ectent essentiellement le calcul de V ∆t

tj qui
est dé�ni par l'équation suivante :

V ∆t
tj =

∑
δj
c

Pc(δj
c).V [tj , [st(LBtj + ∆t), st(LBtj + ∆t) + δj

c ], r
max
tj ] (7.6)

où st(LBtj +∆t) est la meilleure date de début pour tj appartenant à l'intervalle [LBj+∆t, UBj ].
[tj , [sttj , sttj + δj

c ], rmax
tj ] décrit les états pouvant être atteints lorsque l'exécution de tj com-

mence à sttj ∈ [LBj + ∆t, UBj ] et dure δj
c unités de temps. Si sttj + δj

c > LET , l'exécution
échoue totalement, nous obtenons alors :

V [tj , [sttj , sttj + δj
c ], r

max
tj ] = V ([failuretj , ∗, ∗])

Il en suit une suppression de toute référence aux ressources dans les équations établissant la
valeur du coût occasionné, d'où :

OCtj (∆t) =V 0
tj − V ∆t

tj
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et

EOCAgj ,ti+1(etti+1) =
∑

sttj∈ST (tj)

P r
enough(Pred(tj)).PST (sttj , etti+1 , ti+1) ·OCtj (sttj − LB)

+ (1− (
∑

st∈ST (tj)

PST (sttj , etti+1 , ti+1) + P r
enough(Pred(tj)))) ·OCtj (fail)

Une telle estimation du coût occasionné réduit le nombre de valeurs OCtj à calculer puis-
qu'une valeur de coût occasionné doit être déterminée pour chaque retard possible au lieu de
chaque couple [retard, ressources]. Néanmoins, suivant les ressources réellement à disposition de
l'agent, cette estimation peut mener à une sur-estimation ou à une sous-estimation de l'in�uence
d'une action.

Si l'agent Agj dispose par exemple de très peu de ressources, de sorte qu'il ne peut même
pas exécuter la tâche tj , le coût occasionné calculé par cette méthode d'approximation risque de
sur-estimer le coût occasionné précis. En e�et, le coût occasionné précis provoqué sur l'agent Agj

est très faible puisque quel que soit le retard, la tâche tj échouera par manque de ressources. En
revanche, si le coût occasionné est calculé en supposant que l'agent dispose de rmax

tj ressources et
que celles-ci lui permettent d'exécuter tj , retarder la tâche tj suscitera une perte en utilité non
envisagée lors du calcul du coût occasionné précis. Le coût occasionné approché sur-estimera par
conséquent le coût occasionné précis.

A l'inverse, si l'agent dispose d'une quantité rtj de ressources juste assez su�sante pour
exécuter ses tâches, considérer que l'agent dispose de plus de ressources (rmax

tj > rtj ) mène à une
sous-estimation du coût occasionné précis. En e�et, lorsque l'agent a juste assez de ressources
pour exécuter ses tâches, tout retard est susceptible de le conduire à un échec partiel qui par sa
consommation le mènera dans une situation où il ne pourra plus exécuter ses tâches (manque de
ressources). Dans une telle situation, le coût occasionné pour un retard donné est plus important
que dans le cas où l'agent dispose d'une quantité rmax

tj de ressources permettant éventuellement
quelques échecs partiels.

Dans les cas où les agents disposent de bien assez de ressources pour exécuter leurs tâches
et peuvent ainsi faire face aux consommations d'éventuels échecs partiels, ne pas tenir compte
des ressources lors du calcul du coût occasionné importe peu. En e�et, les valeurs ainsi déter-
minées constituent une bonne approximation du coût occasionné précis puisque celui-ci est peu
in�uencé par les ressources à disposition de l'agent. Les erreurs d'approximation se font donc
essentiellement sentir lorsque les agents sont � justes � en ressources ou manquent de ressources,
elles risquent alors de conduire à des prises de décision inadaptées.
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7.4.2 Modi�cation de l'équation de Bellman

Au lieu de considérer le coût occasionné provoqué sur les autres agents lorsque Agi com-
mence l'exécution de ti+1 à st, il est possible d'envisager le coût occasionné provoqué sur les
successeurs directs de ti+1 lorsque celle-ci se termine à et. Il n'est alors pas nécessaire de gérer
d'éventuelles augmentations ou diminutions du retard provoqué initialement par Agi. En e�et,
puisqu'il n'existe pas de tâche entre ti+1 et ses successeurs directs, le retard provoqué par Agi

à la �n de l'exécution de ti+1 correspond au retard induit sur les successeurs directs de ti+1. Le
recours au coût occasionné espéré n'est par conséquent plus justi�é.

Néanmoins, retarder l'exécution d'une tâche ti+1 n'a pas uniquement des répercussions sur
le successeurs directs de ti+1, toutes les tâches accessibles à partir de ti+1 sont concernées.
L'in�uence de la date de début de ti+1 sur ces tâches peut alors être gérée par une relation de
récurrence. Pour ce faire, le coût occasionné provoqué sur les successeurs de ti+1 doit être calculé
en tenant compte du coût occasionné sur les successeurs des successeurs de ti+1, et ainsi de
suite. Cette méthode de calcul, décrite dans [Beynier et Mouaddib, 2004a, Beynier et Mouaddib,
2004d], utilise l'équation de Bellman transformée suivante :

V (si) =

gain immédiat︷ ︸︸ ︷
R(si) −

coût occasionné︷ ︸︸ ︷∑
tj∈Succ(ti)

OCtj (∆t) +

gain espéré︷ ︸︸ ︷
maxE(ti+1,st),st≥et(I′)ti

(V ′)

Contrairement aux méthodes précédemment décrites, la valeur d'un état si n'est pas déter-
minée par une équation de Bellman usuelle. En e�et, le gain immédiat obtenu par l'agent Agi

lorsqu'il est dans un état si est pondéré par le coût occasionné sur les successeurs de la tâche ti

lorsque cette dernière s'achève avec un retard ∆t. Le coût occasionné est calculé par une équation
similaire aux équations qui ont été présentées jusqu'ici :

OCtj (∆t) = V 0
tj − V ∆t

tj (7.7)

Le coût occasionné OCtj (∆t) provoqué sur un successeur tj correspond donc à la di�érence
d'utilité de l'agent Agj lorsque tj est retardée de ∆t. L'utilité de Agj est elle même calculée en
considérant le coût occasionné sur les successeurs de tj , qui prend lui même en compte le coût
occasionné sur les successeurs des successeurs de tj , et ainsi de suite. OCtj (∆t) tient alors compte
du coût occasionné suscité sur tous les successeurs directs ou indirects de tj .

Cette méthode de calcul présente néanmoins quelques inconvénients. Elle ne tient tout d'abord
pas compte des ressources à disposition de l'agent ce qui nous ramène aux di�cultés exposées
précédemment. Par ailleurs, suivant le con�guration du graphe, il est possible de comptabiliser
plusieurs fois le coût occasionné provoqué sur une même tâche tj . En e�et, s'il existe à partir
d'une tâche ti plusieurs chemins pouvant mener à la tâche tj alors, le coût occasionné suscité
par ti sur tj sera pris en compte autant de fois qu'il existe de chemins. Reprenons le graphe de
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la �gure 6.1. Le coût occasionné provoqué par B sur D est calculé à partir de l'utilité de l'agent
3 lorsque ce dernier exécute D. Cette dernière est déterminée en considérant le coût occasionné
sur E et sur F . L'utilité de l'agent 1 lorsque E est exécutée tient compte du coût occasionné
sur G, donc de l'utilité de l'agent 2 lorsque celui-ci exécute G. L'utilité de l'agent 2 lorsqu'il
exécute E est également calculée en considérant l'utilité de l'exécution de G. La tâche G est
donc comptabilisée deux fois.

Cette comptabilisation multiple du coût occasionné sur une même tâche conduit alors à
une sur-estimation de la valeur du coût occasionné précis. A�n de résoudre ce problème, il est
nécessaire d'extraire le coût occasionné du calcul de l'utilité espérée et ainsi envisager le coût
occasionné indépendamment de l'utilité espérée. Cette méthode suppose alors de considérer le
coût occasionné provoqué sur les autres agents, au lieu du coût occasionné engendré sur les
successeurs. Nous nous ramenons donc à la méthode de calcul du coût occasionné présentée
précédemment.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressée à la résolution du problème de plani�cation
multi-agent dé�ni précédemment. A�n de considérer des problèmes de taille conséquente, nous
avons proposé d'exploiter la décomposition du problème réalisée lors de sa modélisation. Ainsi,
nous cherchons à résoudre un ensemble de MDPs représentant chacun le problème décisionnel
d'un agent.

A�n d'obtenir un comportement coopératif permettant de maximiser l'utilité collective, nous
avons montré que les MDPs ne pouvaient être résolus totalement indépendamment les uns des
autres. Il est en e�et nécessaire que chaque agent tienne compte de l'in�uence de ses décisions sur
les autres agents. A partir de cette constatation, nous avons introduit la notion de coût occasionné
permettant de rendre compte des pertes provoquées par un agent sur les autres membres du
système, lorsque celui-ci décide d'exécuter une action ai à partir d'un état si. Toute prise de
décision résulte alors d'un compromis entre l'utilité espérée de l'agent et la perte provoquée
sur les autres agents. Nous avons pu établir une mesure précise du coût occasionné et avons
également présenté di�érentes approximations de cette mesure. Nous avons alors discuté les cas
où leur utilisation pouvait mener à des décisions inadaptées.

Étant donné un agent Agi, nous sommes désormais capable de décider quelle action celui-
ci doit exécuter à partir d'un quelconque état si. Pour ce faire, il est néanmoins nécessaire
de connaître le coût occasionné provoqué sur les autres agents ce qui suppose que les politiques
d'exécution des tâches in�uencées par Agi soient connues. A�n d'appliquer le principe de décision
exposé dans ce chapitre, il est indispensable de développer un algorithme de calcul des politiques
permettant de disposer de ces informations lorsque la politique de Agi en si est déterminée.



Chapitre 8

Approximation par révision de la

politique initiale

Nous avons établi, au chapitre précédent, un ensemble d'équations permettant de décider
quelle action exécuter à partir d'un état si. Nous souhaitons à présent dé�nir la politique complète
de chaque agent, c'est-à-dire associer à tout état si de tout agent Agi, une action. Pour ce
faire, nous allons, dans ce chapitre, proposer un algorithme utilisant les équations précédemment
dé�nies et permettant d'établir la politique πi de chaque agent Agi.

L'un des objectifs de notre travail est de résoudre des problèmes de plani�cation de taille
importante (grand nombre de tâches et d'agents). L'algorithme de calcul des politiques que nous
allons mettre en place doit par conséquent faire preuve d'e�cacité. Ainsi, nous allons rechercher
une approximation de la politique optimale et limiter la complexité de la plani�cation. Nous
veillerons de plus à restreindre les mises à jour du modèle, en particulier celles concernant la
fonction de transition.

Nous commencerons par décrire le principe de notre algorithme dont nous proposerons deux
versions : l'une centralisée et la seconde décentralisée. Nous nous intéresserons ensuite à la com-
plexité temporelle et spatiale de ces deux versions. En�n, nous discuterons de la qualité des
solutions obtenues et traiterons en particulier des cas d'optimalité. Les expérimentations portant
sur cet algorithme seront quant à elles décrites dans la partie suivante du document traitant de
la validation de nos travaux.
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8.1 Algorithme de révision des politiques

Considérons un agent Agi devant exécuter une tâche ti à partir d'un état si. Soit tj la tâche la
plus proche de ti dans le graphe de la mission qui soit exécutée par Agj tel que j 6= i40. Le calcul
de la politique d'exécution de ti, décrit au chapitre précédent, réalise un compromis entre l'utilité
espérée de l'agent Agi et le coût occasionné sur les autres membres du système, parmi lesquels
Agj . L'utilité espérée de Agi, lorsqu'il exécute ti à st à partir de si, suppose la connaissance des
probabilités de transition de l'agent à partir de si. Comme nous l'avons présenté au chapitre 6, le
calcul de ces probabilités requiert que les politiques d'exécution des tâches en amont de ti dans
le graphe de la mission, soient connues. Le calcul du coût occasionné sur Agj nécessite, quant à
lui, de connaître l'utilité espérée de Agj lorsqu'il exécute tj . Décider de la politique d'exécution
d'une tâche ti suppose donc que nous connaissions la politique des tâches en amont de ti et que
l'utilité espérée de l'exécution des tâches en aval ait été calculée. Ainsi, nous allons, dans cette
section, présenter un algorithme organisant le calcul des politiques des agents et permettant, à
tout instant, d'avoir à notre disposition les informations nécessaires au calcul en cours.

8.1.1 Principe de l'algorithme

Cet algorithme de calcul des politiques doit garantir, lors de la prise en compte d'un état
si, que nous connaissions la fonction de transition à partir de cet état. Pour ce faire, nous
allons supposer que chaque agent suit une politique initiale connue et �xée, tout comme nous
l'avons déjà fait au chapitre 6. Nous allons ensuite chercher à améliorer l'ensemble des politiques
initiales des agents de façon à obtenir un nouvel ensemble augmentant la mesure de performance
du système.

A partir des politiques initialement �xées, la fonction de transition de chaque agent peut
être déterminée. Une fois la modélisation du problème établie, nous allons parcourir l'espace des
états de chaque agent et calculer une nouvelle politique en chaque état en utilisant l'équation 7.4
présentée précédemment.

Néanmoins, dès que la politique d'exécution d'une tâche ti change, les fonctions de transition
des agents sont modi�ées. Les modi�cations de la politique de ti a�ectent en e�et l'exécution
des tâches en aval de ti dans le graphe de la mission. Les probabilités de transition associées
à l'exécution de ces tâches doivent alors être révisées. Reprenons le graphe de la �gure 6.1. A
partir d'un ensemble de politiques initiales, nous sommes en mesure de déterminer les fonctions
de transition individuelles des agents 1, 2 et 3. Si nous modi�ons ensuite la politique d'exécution
de la tâche D, les probabilités sur les dates de �n de D changent et les fonctions de transition
des agents 1 et 2 initialement calculées deviennent en partie inexactes. En e�et, les probabilités

40Cette tâche correspond à la première tâche accessible à partir de ti dans le graphe de la mission qui est
exécutée par Agj .
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de transition, lors de l'exécution de E, F et G doivent être re-calculées en tenant compte de la
nouvelle politique pour l'exécution de D.

A�n de garantir la continuité de la validité des fonctions de transition calculées à partir
des politiques initiales, nous allons procéder à un ordonnancement des révisions des politiques
des agents. Celui-ci nous permettra également de garantir la connaissance du coût occasionné
lorsqu'un agent décidera d'exécuter une tâche ti à st. L'algorithme de révision des politiques
que nous allons proposer procède, pour ce faire, à un parcours du graphe de la mission des
feuilles jusqu'aux racines. Les politiques d'exécution des feuilles du graphe sont donc tout d'abord
déterminées. Soit ti une de ces tâches et Agi l'agent devant l'exécuter. Nous considérons alors
tous les états à partir desquels ti peut être exécutée, c'est-à-dire les états de succès et d'échec
partiel associés à ti−1, où ti−1 correspond à la tâche devant être exécutée avant ti par Agi. En
e�et, la politique à partir d'un état associé à une tâche ti−1 exécutée par Agi, a trait à l'exécution
de la tâche suivante ti par Agi puisque tout état [ti−1, ∗, ∗, ∗] représente une situation où la tâche
ti−1 a été réalisée et la tâche suivante ti doit être exécutée. Nous envisageons donc tous les états
d'échec partiels [ti−1, ∗, ∗, ∗] et de succès [ti−1, ∗, ∗] et nous déterminons une nouvelle politique
pour chacun d'eux en utilisant l'équation 7.4. Les politiques des tâches en amont de ti dans
le graphe de la mission n'ayant pas été encore modi�ées, les fonctions de transition demeurent
valides et peuvent être utilisées sans risque d'erreur. La tâche ti n'ayant pas de successeur, aucune
perte d'utilité n'est provoquée sur les autres agents, aucune valeur de coût occasionné n'a donc
besoin d'être connue. Toutes les données nécessaires à l'utilisation de l'équation 7.4 sont donc à
notre disposition. Une fois ces états évalués, nous calculons ensuite les valeurs de coût occasionné
OCti(∆t, rti) pour tout couple [∆t, rti ] où ∆t correspond à un retard possible de l'exécution de
ti, et rti à une quantité de ressources pouvant être disponible avant l'exécution de ti.

Lorsque toutes les tâches ti qui sont des feuilles du graphe ont été considérées, nous envisa-
geons alors leurs prédécesseurs tj . Si les politiques de tous les successeurs de tj ont été révisées,
nous sommes capable d'établir le coût occasionné provoqué par tj sur les autres agents. La poli-
tique de cette tâche peut donc être révisée. Nous considérons alors tous les états d'échecs partiels
[tj−1, ∗, ∗, ∗] et de succès [tj−1, ∗, ∗] associés à la tâche tj−1 et nous déterminons une nouvelle
politique d'exécution de tj pour chacun d'eux. Les politiques d'exécution des tâches en amont de
tj étant inchangées, la fonction de transition initialement calculée reste valide pour l'exécution
de tj . Les politiques d'exécution des tâches en aval de tj ayant été révisées et par conséquent
leur coût occasionné ayant été calculé, nous sommes en mesure de déterminer la perte en uti-
lité provoquée par l'exécution de tj à une date st. L'équation 7.4 peut alors être utilisée sans
di�culté.

Le parcours de graphe réalisé par cette méthode de révision des politiques est très proche de
ceux décrits aux chapitres 5 et 6. Nous commençons cependant par les feuilles du graphe, au lieu
des tâches racines, et procédons par retour arrière. Chaque fois qu'une tâche est considérée, sa
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politique d'exécution est révisée. Nous faisons donc évoluer simultanément les politiques de tous
les agents. L'ordre dans lequel sont considérées les tâches garantit, à tout instant, la cohérence
de la fonction de transition et la connaissance des valeurs de coût occasionné nécessaires à la
détermination de la meilleure action à exécuter. Une fois tout le graphe considéré, la politique
d'exécution de chaque tâche a été révisée. Nous obtenons ainsi un nouvel ensemble de politiques
di�érent de l'ensemble des politiques initialement �xé41.

8.1.2 Révision centralisée des politiques

Le principe de cet algorithme de révision des politiques peut être mis en ÷uvre de manière
centralisée ou décentralisée. La version centralisée de l'algorithme consiste en l'amélioration des
politiques des agents par une unité centrale. Cette dernière considère les tâches des agents une
par une et améliore leur politique d'exécution.

La révision centralisée des politiques nécessite que la fonction de transition de chaque agent
ait été préalablement dé�nie et, de manière plus générale, que la modélisation du problème sous
forme d'un OC-DEC-MDP soit achevée. Une fois ces données déterminées, le graphe de la mission
est parcouru niveau par niveau, en partant des feuilles. Pour chaque tâche ti d'un niveau donné,
nous considérons l'ensemble des états si à partir desquels ti peut être exécutée. L'utilité V (si)

ainsi que la politique πi(si) de chaque état si sont alors calculées en utilisant les équations 7.1
et 7.4. L'algorithme 7 détaille le principe de cet algorithme.

Pour chaque tâche ti, nous envisageons tout d'abord l'ensemble des états d'échec partiel
associés à ti−1

42 puis, les états de succès associés à ti−1 sont considérés. En e�et, les états
d'échec partiel associés à ti−1 correspondent à des situations où la tâche ti−1 a été exécutée avec
succès, l'agent tente alors d'exécuter sa prochaine tâche ti et échoue partiellement. Les états
d'échec partiel associés à ti−1 sont donc accessibles à partir des états de succès de ti−1. De ce
fait, il est nécessaire de connaître leur valeur (i.e. utilité) a�n de déterminer l'utilité espérée à
partir d'un état de succès associé à ti−1. Leur évaluation doit par conséquent précéder celles des
états de succès.

Pour des raisons similaires, il est également important d'évaluer les états d'échec partiel
en ordre décroissant des dates de �n d'échec. Considérons deux états d'échec partiel si =

[ti−1, [∗, et], et(I ′)ti−1 , r] et s′i = [ti−1, [∗, et′], et(I ′)ti−1 , r
′]. Si et′ > et et r > r′ alors, l'agent

est en mesure de passer par si puis s′i s'il échoue deux fois ou plus l'exécution de ti. L'utilité
espérée à partir de si dépend donc de la valeur de l'état s′i qui doit être déterminée en premier.

La �gure 8.1 illustre le fonctionnement de cet algorithme centralisé sur une partie du graphe
de la mission déjà présenté sur les �gures 6.1 et 4.4. A chaque étape d'évaluation des états et de

41Nous montrerons par la suite que dans certains cas particuliers ces deux ensembles peuvent toutefois être
identiques.42ti−1 correspond à la tâche exécutée par Agi avant qu'il exécute ti.
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Algorithme 7 : Algorithme de révision centralisé
Entrées : un OC-DEC-MDP

π =< π1, · · ·πn > l'ensemble des politiques initiales des agents
Niv ← feuilles du graphe de la mission// tâches du niveau courant1

NivSuiv ← ∅ // tâches à considérer au niveau suivant2

répéter3

pour tous les ti ∈ Niv faire4

si la politique de les successeurs de ti a été révisée alors5

// Calcul de la politique d'exécution de ti

Calculer la valeur de l'état d'échec total : [failureti−1 , ∗, ∗]6

pour tous les st de UBti à LBti faire7

pour tous les taux de ressources rti disponibles après un échec patiel de ti8

faire
Calculer la valeur et la politique des états d'échec partiels :9

[ti−1, [st, st + 1], et(I ′)ti−1 , rti ]

�n10

pour tous les taux de ressource rti disponibles avant l'exécution de ti faire11

pour tous les δi
c de ti faire12

Calculer la valeur et la politique des états de succès13

[ti−1, [st, st + δi
c], rti ]

�n14

Calculer V
∆t,rti
ti

où ∆t = st− LBti15

�n16

�n17

pour tous les V
∆t,rti
ti

calculées précédemment faire18

Calculer OC(∆t, rti) = V
0,rti
ti

− V
∆t,rti
ti

19

�n20

NivSuiv ← NivSuiv ∪ Pred(ti)21

sinon22

// les successeurs n'ont pas tous été considérés

NivSuiv ← NivSuiv ∪ {ti}23

�n24

�n25

Niv ← NivSuiv26

NivSuiv ← ∅27

jusqu'à Niv = ∅ ;28

Sorties : Une nouvelle politique jointe π
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calcul de la politique, nous indiquons sur la �gure l'ensemble des états considérés. Pour chaque
étape de calcul du coût occasionné, nous mentionnons les valeurs déterminées.

Le dernier niveau du graphe est tout d'abord considéré et la politique de la tâche G est alors
calculée. Pour ce faire, tous les états associés à la tâche exécutée avant G par l'agent 2, c'est-à-dire
F , sont pris en compte. Nous évaluons les états d'échecs partiel par ordre décroissant de la date
de �n d'échec, en utilisant l'équation 7.1. Nous calculons également pour chacun de ces états la
politique d'exécution de G à l'aide de l'équation 7.4. Les états de succès sont ensuite évalués et
leur politique est déterminée. En�n, nous déterminons les valeurs de coût occasionné de la tâche
G. Une fois ces calculs réalisés, nous passons au niveau suivant du graphe. Nous évaluons alors
tous les états associés à la tâche C a�n de calculer la politique d'exécution de E. Nous utilisons
pour ce faire les valeurs de coût occasionné sur G. Nous calculons ensuite les valeurs du coût
occasionné associées à E et passons à la tâche suivante F . Lorsque la politique d'exécution de F

est déterminée et que les valeurs de coût occasionné de la tâche sont connues, nous passons au
niveau suivant, et ainsi de suite ...

Remarquons que les états associés à la dernière tâche de chaque agent ne sont pas pris
en compte. En e�et, ces états correspondent à des états terminaux à partir desquels aucune
politique ne doit être déterminée. La valeur de ces états est aisément calculable puisqu'elle est
égale à la récompense de la tâche à laquelle est associé l'état. Prenons l'exemple de l'état de
succès [F, [8, 10], 3] associé à la tâche F , sa valeur est égale à la somme du gain immédiat de
l'agent (récompense de F ) et de l'utilité espérée qui est nulle étant donné qu'aucune tâche ne
sera ensuite exécutée par l'agent 2. Ainsi, il n'est pas nécessaire que notre algorithme considère
ces états �naux.

Cette version centralisée de l'algorithme permet donc de faire évoluer les politiques des agents
en améliorant à chaque étape la politique d'exécution des états associés à une tâche ti. Quand
une tâche ti est prise en compte, toutes les tâches en aval de ti dans le graphe de la mission ont
déjà été considérées. L'utilité espérée de l'agent Agi exécutant ti, ainsi que les valeurs de coût
occasionné, sont de ce fait calculées à partir des nouvelles politiques d'exécution. La �gure 8.2
présente l'état des politiques lorsque ti est considérée. Cette �gure illustre le fait que l'algorithme
améliore la politique de ti en considérant les modi�cations déjà réalisées sur les politiques des
tâches en aval. Lorsque le niveau du graphe de la mission contenant les tâches D et E est consi-
déré, nous pouvons a�rmer que les politiques d'exécution des tâches F , G et H ont été révisées.
Le coût occasionné sur ces tâches est donc connu. Les tâches A, B et C en amont de D et E

n'ont quant à elles pas encore été considérées. Les probabilités sur leurs dates de début et de �n,
établies à partir des politiques initiales, sont donc toujours valides. Les fonctions de transition
initialement calculées des agents 2 et 3 lors de l'exécution des tâches D et E demeurent par
conséquent également valides.
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Fig. 8.1 � Trace d'exécution partielle de l'algorithme centralisé
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Fig. 8.2 � États des politiques lors de l'évaluation centralisée d'un niveau du graphe

L'utilisation de cet algorithme dans le cadre de la plani�cation hors-ligne de missions multi-
robots43 nécessite l'existence d'une entité centrale réalisant le calcul des politiques puis, commu-
niquant à chaque agent (robot) sa propre politique. Pour ce qui est des robots explorateurs sur
Mars, cette phase de plani�cation peut être réalisée par une machine sur Terre, chaque politique
étant ensuite communiquée par satellite à l'agent concerné. Il est également possible d'envoyer le
graphe de la mission à un agent plani�cateur sur Mars (satellite en orbite, station sur Mars, ou
robot) ayant les capacités nécessaires pour réaliser la plani�cation. Cet agent est ensuite chargé
d'envoyer les politiques qu'il a calculées aux robots.

Dans tous les cas, la phase d'exécution des tâches consiste en l'application, par chaque robot,
de sa fonction politique. Pour cela, un robot n'a besoin de connaître que sa propre politique.
Les capacités mémoire et de calcul qui lui sont nécessaires pour prendre une décision sont donc
limitées. Le processus délibératif étant très simple, les robots font de plus preuve d'une grande ré-
activité. En�n, il est important de mentionner que les agents n'ont aucun besoin de communiquer
avec les autres agents pour appliquer leur politique. Le résultat d'une telle plani�cation remplit
donc les exigences imposées au chapitre 3 concernant l'autonomie, la réactivité et l'absence de
communication durant l'exécution.

43Nous renvoyons le lecteur au chapitre 4 pour la présentation des applications possibles de ce travail.
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8.1.3 Révision décentralisée des politiques

Une version décentralisée de l'algorithme a également été mise en place a�n de permettre à
chaque agent de déterminer de lui même sa propre politique. Le principe de cet algorithme reste
identique à ce qui a été précédemment décrit : nous supposons que chacun suit une politique
initiale qui va évoluer par amélioration de la politique d'exécution de chaque tâche. Chaque agent
va ainsi évaluer ses propres états et calculer sa nouvelle politique en conséquence.

Comme nous l'avons expliqué précédemment, la coordination des politiques nécessite la prise
en compte du coût occasionné de chaque action. Pour qu'un agent puisse décider quelle action
exécuter à partir d'un état si, il doit connaître le coût qu'il occasionne sur tout autre agent Agj .
Ce coût occasionné dépend de l'utilité espérée de Agj qui est calculée par ce dernier. Pour que
Agi puisse décider de l'exécution d'une tâche ti, il doit donc avoir reçu des autres agents Agj

les valeurs du coût occasionné dont il a besoin. La version décentralisée de l'algorithme nécessite
par conséquent que les agents puissent communiquer durant la phase de plani�cation des tâches.

A�n de calculer sa propre politique, chaque agent doit connaître son propre MDP. L'agent
parcourt alors, niveau par niveau, l'ensemble de son graphe de tâches44. Pour chaque tâche ti,
l'agent évalue tous les états à partir desquels ti peut être exécutée (états associés à ti−1) et il
détermine sa politique d'action à partir de chacun d'eux. Pour ce faire, l'agent considère le coût
occasionné par ses décisions sur les autres membres du système, et doit donc avoir reçu les valeurs
de coût occasionné des tâches en aval de ti dans le graphe de la mission.

Une fois la politique de la tâche ti déterminée, l'agent calcule sa perte en utilité lorsque sa
tâche ti est retardée de ∆t et qu'il possède rti ressources. Ainsi, une valeur de coût occasionné est
déterminée pour chaque couple [∆t, rti ]. Ces valeurs sont alors communiquées aux autres agents
qui pourront les utiliser pour calculer leurs politiques. Une fois cette étape achevée, l'agent passe
à la prochaine tâche à évaluer.

L'algorithme 8 décrit cette version décentralisée. Contrairement à la version centralisée, nous
parcourons le graphe des tâches de chaque agent et non le graphe de la mission. Pour qu'un
agent puisse calculer la politique à partir des états associés à ti, il doit avoir reçu des autres
agents les valeurs de coût occasionné qui lui sont nécessaires. Si ce n'est pas le cas, cela signi�e
que certaines tâches en aval de ti n'ont pas encore été considérées. L'agent doit alors attendre de
recevoir ces valeurs a�n de poursuivre le calcul de sa politique.

La �gure 8.3 présente le fonctionnement de cet algorithme sur une partie du graphe de mission
représenté par les �gures 6.1 et 4.4. L'ensemble des états évalués et des valeurs de coût occasionné
à déterminer pour chaque tâche est identique à ce qui a été présenté pour la version décentralisée.
Néanmoins, chaque agent évalue individuellement ses états. Ainsi, l'agent 2 commence à évaluer
les états associés à la tâche F déterminant ainsi la politique d'exécution G. Puis, l'agent 2 calcule

44Rappelons que le graphe des tâches d'un agent ordonne les tâches que celui-ci doit exécuter (cf. chapitre 4).
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Algorithme 8 : Algorithme de révision décentralisé
Entrées : Le MDP de l'agent Agi

π =< π1, · · ·πn > l'ensemble des politiques initiales des agents
Niv ← feuilles du graphe des tâches // tâches du niveau courant1

NivSuiv ← ∅ // tâches à considérer au niveau suivant2

répéter3

pour tous les ti ∈ Niv faire4

si le coût occasionné de tous les successeurs de ti a été reçu alors5

// Calcul de la politique d'exécution de ti

Calculer la valeur de l'état d'échec total : [failureti−1 , ∗, ∗]6

pour tous les st de UBti à LBti faire7

pour tous les taux de ressources rti disponibles après un échec partiel de ti8

faire
Calculer la valeur et la politique des états d'échec partiels :9

[ti−1, [st, st + 1], et(I ′)ti−1 , rti ]

�n10

pour tous les taux de ressource rti disponibles avant l'exécution de ti−111

faire
pour tous les δi

c de ti faire12

Calculer la valeur et la politique des états de succès13

[ti−1, [st, st + δi
c], rti ]

�n14

Calculer V
∆t,rti
ti

où ∆t = st− LBti15

�n16

�n17

pour tous les V
∆t,rti
ti

calculées précédemment faire18

Calculer et communiquer OC(∆t, rti) = V
0,rti
ti

− V
∆t,rti
ti

19

�n20

NivSuiv ← NivSuiv ∪ Pred(ti)21

sinon22

// les successeurs n'ont pas tous été considérés

NivSuiv ← NivSuiv ∪ {ti}23

�n24

�n25

Niv ← NivSuiv26

NivSuiv ← ∅27

jusqu'à Niv = ∅ ;28

Sorties : La politique πi de l'agent Agi
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les valeurs de coût occasionné de G qu'il envoie aux agents 1 et 3 en attente de ces valeurs. L'agent
1 peut alors entamer le calcul de la politique d'exécution de E et des valeurs de coût occasionné
qui s'y rattachent. L'agent 2 considère, quant à lui, la tâche E et l'agent 3 est en attente. Une fois
leurs calculs terminés, les agents 1 et 2 envoient respectivement, aux autres agents, les valeurs de
coût occasionné des tâches E et F (envois matérialisés par des �èches sur la �gure 8.3). Lorsque
l'agent 3 reçoit ces valeurs, il peut entamer l'évaluation de la politique d'exécution de la tâche D,
puisqu'il a alors toutes les informations nécessaires. Il considère ainsi les états associés à la tâche
qu'il exécutera avant D. La tâche D étant la première tâche de l'agent 3, les états à considérer
correspondent aux états associés à la tâche initiale �ctive de l'agent 3 (� init 3 �).

Lorsqu'un agent détermine sa politique d'exécution pour une tâche ti, il considère tous les
états associés à sa tâche précédente ti−1. A ce moment donné, nous pouvons a�rmer que toutes
les tâches en aval de ti dans le graphe de la mission ont été considérées sinon, l'agent ne disposerait
pas des valeurs de coût occasionné qui lui sont nécessaires. De plus, les tâches en amont de ti−1

dans le graphe des tâches n'ont pas encore été considérées puisque leur prise en compte nécessite
que le coût occasionné sur ti−1 soit connu, ce qui sera le cas une fois la politique des états qui lui
sont associés déterminée. La fonction de transition utilisée pour calculer l'utilité espérée à partir
d'un état associé à ti−1 est donc toujours valide. La �gure 8.4 décrit l'état des politiques au
moment où la tâche ti est prise en compte. Le graphe de la mission présenté en haut à gauche de
la �gure est décomposé en graphe de tâches. Lorsque l'agent 2 détermine la politique d'exécution
de tâche D, l'agent 3 a également la possibilité de calculer sa politique pour E. Nous pouvons
a�rmer que l'agent 2 a, à ce moment donné, révisé sa politique d'exécution de F et H et que
l'agent 1 a déjà considéré sa tâche G. Pendant que les agents 2 et 3 révisent leurs politiques,
l'agent 1 est en attente des valeurs de coût occasionné des tâches D et E qui lui permettront de
déterminer la politique d'exécution de la tâche C.

A la di�érence de la version précédente, la décentralisation permet de réviser simultanément
la politique d'exécution de plusieurs tâches. En e�et, les agents sont en mesure de calculer leur
politique d'exécution en même temps, pourvu qu'ils aient à disposition les valeurs de coût occa-
sionné nécessaires. Nous assistons donc à une révision simultanée des politiques des agents.

Appliquer cet algorithme dans le cadre de la plani�cation multi-robot nécessite des capacités
de calcul plus importantes de la part des robots, puisque la plani�cation est réalisée � à bord �.
Les robots doivent de plus être en mesure de s'envoyer des messages pendant cette phase de pla-
ni�cation. L'utilisation de cet algorithme peut néanmoins être envisagée dans des applications
comme l'exploration de Mars. Pour ce faire, les opérateurs sur Terre doivent envoyer à chaque
robot son propre MDP. Si les robots ont la possibilité de se rassembler, ils peuvent alors consacrer
une même partie de leur journée à la plani�cation et échanger leurs valeurs de coût occasionné
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Fig. 8.3 � Trace d'exécution partielle de l'algorithme décentralisé
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Fig. 8.4 � États des politiques lors de l'évaluation décentralisée des états d'une tâche

par communication directe (rendue possible grâce à la proximité). Si les robots sont très éloignés,
la phase de plani�cation doit avoir lieu pendant la période où le satellite est disponible, les robots
échangeant alors leurs messages via celui-ci. Une fois cette plani�cation hors-ligne réalisée, les
robots n'ont plus besoin de communiquer. Ils peuvent donc, comme dans la version centralisée,
agir de manière autonome et réactive sans avoir à échanger de messages. Notons qu'il est égale-
ment envisageable d'envoyer à chaque robot le graphe de la mission. Chacun doit alors construire
son propre MDP préalablement à l'exécution de l'algorithme qui vient d'être présenté.

8.2 Analyse de complexité

Dans la première partie de ce document réalisant l'état de l'art sur les processus décisionnels
de Markov, nous avons mis en évidence les limitations des approches actuelles permettant de
résoudre des DEC-MDPs. Nous avons décrit l'importante complexité des algorithmes existants,
expliquant ainsi les restrictions portant sur la taille des problèmes jusqu'ici résolus. A�n de per-
mettre la résolution de problèmes � moins académiques � et plus proches de ceux rencontrés dans
les applications réelles, nous avons mis en avant la nécessité de développer des algorithmes de
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résolution e�caces, i.e. de faible complexité. Nous allons à présent montrer que l'algorithme qui
vient d'être présenté répond à ces exigences, que ce soit dans sa version centralisée ou décentra-
lisée.

8.2.1 Dimension des données

La version centralisée, décrite par l'algorithme 7, parcourt l'ensemble des états des agents
tout en calculant la valeur et la politique de chaque état. La version décentralisée parcourt,
quant à elle, l'ensemble des états d'un agent et détermine pour chacun d'eux sa valeur et sa
politique. Ainsi, la taille des espaces d'états des agents tient une place prépondérante dans la
détermination de la complexité. Le nombre de valeurs de coût occasionné à communiquer et à
mémoriser in�uence également de manière importante la complexité de notre algorithme. Nous
allons donc tout d'abord nous intéresser aux dimensions de ces données pour ensuite établir la
complexité des versions centralisées et décentralisées.

Taille de l'espace des états

Le nombre d'états succès #succ d'un agent Agi dépend du nombre de tâches ti ∈ Ti qu'il
doit exécuter, du nombre de dates de début et de dates de �n de chaque tâche et des quantités
de ressources disponibles. Le nombre d'états succès au pire cas est donc dé�ni par l'équation
suivante :

#succ =
∑
ti∈Ti

|STi| × |ETi| ×#rti

où |STi| est le nombre de dates de début possibles de ti, |ETi| est le nombre de dates de �n
possibles de ti et #rti correspond au nombre de taux de ressources di�érents pouvant être
disponibles avant l'exécution de ti.

De façon similaire, le nombre d'états d'échecs partiels au pire cas est donné par :

#EP =
∑
ti∈Ti

|ETi−1| ×#rti × |STi|

où |ETi−1| correspond au nombre de dates de �n de la tâche ti−1 exécutée juste avant ti par Agi.
A chaque tâche est par ailleurs associé un état d'échec total. La taille de l'espace d'états |Si|

d'un agent Agi est donc telle que :

|Si| = #succ + #EP + |Ti|

=
∑
ti∈Ti

(
|STi| × |ETi| ×#rti + |ETi−1| ×#rti × |STi|+ 1

)



8.2. Analyse de complexité 207

Valeurs de coût occasionné

A�n de déterminer la politique des agents, une valeur de coût occasionné est calculée et
stockée pour chaque couple [retard, ressources] de chaque tâche. Dans la version décentralisée,
ces valeurs sont également communiquées. Le nombre de retards possibles pour une tâche ti

est égal au nombre de dates de début possibles pour la tâche. Le nombre de valeurs de coût
occasionné calculées par un agent est donc dé�ni par :

#OCi =
∑
ti∈Ti

|STi| ×#rti

Remarquons dès à présent que |Si| >> #OCi .

8.2.2 Complexité temporelle

A partir de la taille des données utilisées par notre algorithme, il nous est possible d'établir
la complexité temporelle au pire cas des deux versions qui ont été présentées.

Corollaire 3 La complexité temporelle au pire cas de l'algorithme de résolution centralisé d'un
OC-DEC-MDP est polynomiale en |SU| × |ST | où |ST | désigne le nombre maximum de dates
de début possibles pour une tâche et SU est égale à l'union des espaces d'états des agents. Nous
avons donc |SU| = ∑

Agi∈Ag |Si| < |S|.

Preuve : L'algorithme centralisé parcourt l'espace des états de chaque agent. Pour chaque
état si, une valeur V (si) et une politique πi(si) sont déterminées. Chacune de ces opérations a
une complexité au pire cas en O(|ST |). En e�et, chaque action possible doit être envisagée. Une
action consistant en l'exécution de la prochaine tâche à st, il existe au maximum |ST | actions
possibles à considérer.

Les lignes 7 à 9 de l'algorithme 7 considèrent tous les états d'échec partiel associés à ti et
calculent leurs valeurs et politiques, soit une complexité en O(|ST | ×#EP ). Les lignes 10 à 16
considèrent tous les états de succès associés à une tâche ti et calculent pour chacun d'eux leur
valeur et leur politique d'où, une complexité en O(|ST | ×#succ). Les lignes 7 à 16 ont donc au
�nal une complexité en O(|ST | × (#succ + #EP )).

Les lignes 17 à 19 calculent les valeurs de coût occasionné associées à une tâche ti. Le calcul
des valeurs V ∆t,rti et OC(∆t, rti) a une complexité en O(1). Nous avons de plus montré qu'il
existait, au pire cas, |STi| ×#rti valeurs de coût occasionné pour chaque tâche. La complexité
du calcul des valeurs de coût occasionné est donc en O(|STi| ×#rti)

Nous pouvons de plus a�rmer que :

|STi| ×#rti < |ST | × (#succ + #EP )
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Les lignes 5 à 20 étant exécutées pour chaque tâche, la complexité temporelle de l'algorithme
est de l'ordre de :

∑
tk∈T

|ST | × (#succ + #EP )

où : ∑
tk∈T

|ST | × (#succ + #EP ) = (
∑

Agi∈Ag

|Si|)− |T | ' |SU|

La complexité temporelle de l'algorithme est alors en O(|ST | × |SU|). Par conséquent l'algo-
rithme est linéaire en |ST | × |SU|. �

Corollaire 4 La complexité temporelle au pire cas de l'algorithme de résolution décentralisé d'un
OC-DEC-MDP est polynomiale en O(|ST |× |SU|+#OCi×K×TM) où K désigne la taille d'un
message et TM le temps de communication d'un bit d'information.

Preuve : L'algorithme décentralisé permet à plusieurs agents d'évaluer leurs états en même
temps. Néanmoins, toute évaluation des états associés à une tâche ti nécessite que les tâches
en aval de ti aient déjà été considérées. Seuls les états associés aux tâches d'un même niveau
peuvent donc être prises en compte simultanément.

Dans le pire cas, nous sommes en présence d'un graphe linéaire comme celui présenté sur
la �gure 8.5 et chaque niveau ne contient qu'une seule tâche. Nous ne pouvons donc considérer
qu'une seule tâche à la fois et nous ne tirons pas parti de la décentralisation. Dans ce cas, la
version décentralisée est donc équivalente, en temps d'exécution, à la version centralisée. Il est
toutefois nécessaire de tenir compte du temps de communication des valeurs du coût occasionné.
Cette dernière étant asynchrone, la complexité temporelle de l'envoi d'un message dépend de la
taille du message K (nombre de bits) et du temps de transmission TM d'un bit. La complexité
de l'envoi d'un message est alors en O(K × TM). Dans notre cas, un message correspond à une
valeur représentée par un double, la taille du message reste donc limitée.

Nous pouvons en déduire que, dans le pire cas, la complexité temporelle de la version décen-
tralisée est en O(|ST | × |SU|+ #OCi ×K × TM). �

Fig. 8.5 � Exemple d'un graphe de mission linéaire

Les di�érences de complexité en moyenne entre les deux versions de l'algorithme dépendent
du facteur de branchement du graphe (nombre de successeurs maximal pour une tâche). Dans le
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meilleur des cas, chaque niveau du graphe contient une tâche pour chaque agent et la complexité
de la version décentralisée de notre algorithme est en O(|Si| × |ST |).

8.2.3 Complexité en espace

Les di�érences de complexité entre la version centralisée de notre algorithme et la version
décentralisée s'illustrent majoritairement par l'étude de la complexité spatiale.
Corollaire 5 La complexité spatiale de l'algorithme de résolution centralisé d'un OC-DEC-MDP
est polynomiale en fonction du nombre d'états des agents (O(|SU|)).

Preuve : Soit #nMax_Res le maximum du nombre de taux de ressources pouvant être
disponibles avant l'exécution d'une tâche et |ET | le nombre maximum de dates de �n d'une
tâche. Pour chaque état si de chaque agent Agi, la politique en si doit être stockée (résultat de
l'exécution de la ligne 12 de l'algorithme 7) à condition que si ne soit pas un état �nal. Il existe
au maximum #finaux = |T |+ |Ag|×#nMax_Res×|ST |× |ET | états �naux (états d'échec total
et états de succès associés à la dernière tâche de chaque agent). Ainsi |SU| −#finaux valeurs
sont à mémoriser. Nous devons par ailleurs garder en mémoire l'ensemble des valeurs de coût
occasionné qui sont calculées, soit ∑

Agi∈Ag #OCi valeurs.
D'autres données sont également nécessaires à l'évaluation des états. Ainsi, pour chaque

agent, le calcul de l'utilité V (si) d'un état si associé à une tâche ti nécessite que nous ayons à
disposition les valeurs des états accessibles à partir de si. En raison de l'utilisation du principe
d'optimalité de Bellman pour le calcul de V (si), nous n'avons en e�et pas besoin des valeurs
de l'ensemble des états futurs de l'agent. Nous devons seulement stocker les valeurs des états
d'échec partiel associés à ti ainsi que les valeurs des états de succès de ti+1 (pour évaluer si) et
de ti (pour l'évaluation des états de la prochaine tâche à considérer). Soit un nombre de valeurs
dé�ni par :

|Ag|(2(|ST | ×#nMax_Res × |ET |) + |ST | × |ET | ×#nMax_Res)

= |Ag| × (3(|ST | ×#nMax_Res × |ET |))

En�n, chaque fois qu'une tâche ti est considérée, nous avons temporairement besoin de garder
en mémoire les valeurs V ∆t,rti nécessaires au calcul du coût occasionné (au pire |ST |×#nMax_Res

valeurs).
L'espace total SPcent requis par l'exécution de l'algorithme est donc tel que :

SPcent = |SU| −#finaux +
∑

Agi∈Ag

#OCi

+|Ag| × (3(|ST | ×#nMax_Res × |ET |))

+|ST | ×#nMax_Res

< 6|SU|
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Nous en concluons que la complexité spatiale de l'algorithme est polynomiale en |SU|. �

Corollaire 6 L'algorithme centralisé de résolution d'un OC-DEC-MDP est PSPACE.

Preuve : L'algorithme est polynomial en temps et en espace, il est donc PSPACE. �

Lorsque notre système ne comprend qu'un seul agent, les deux versions de l'algorithme
consomment exactement le même espace mémoire puisque l'espace d'états d'un agent est égal
à l'union des espace d'états de tous les agents. Dans le cas général où le système comprend
plusieurs agents, l'espace mémoire consommé, pour chaque agent, par l'exécution de la version
décentralisée de l'algorithme est moins important.
Corollaire 7 La complexité spatiale de l'algorithme de résolution décentralisé d'un OC-DEC-
MDP est polynomial en fonction du nombre d'états de l'agent et du nombre de valeurs du coût
occasionné (O(|Si|+ #OC)).

Preuve : La version décentralisée nécessite en e�et de garder uniquement en mémoire la
politique de l'agent considéré (et non celle de chaque agent). Le nombre d'états �naux d'un agent
Agi étant dé�ni par : #finauxi = |Ti|+ |Ag| × (#nMax_Res− 1)× |ET |, chaque agent Agi doit
garder en mémoire |Si| −#finauxi valeurs.

En revanche, les valeurs de coût occasionné de tous les agents doivent être stockées (#ntasks×
|ST | ×#nMax_Res valeurs).

A chaque étape, nous ne mémorisons que les valeurs des états de l'agent nécessaires au calcul
au lieu de stocker les valeurs des états de tous les agents. Soit : 3(|ST | × #nMax_Res × |ET |)
valeurs (le facteur |Ag| disparaît).

L'espace SPdecent requis par l'exécution de la version décentralisée est donc dé�ni par l'équa-
tion suivante :

SPdecent = |Si| −#finauxi + #ntasks × |ST | ×#nMax_Res

+3(|ST | ×#nMax_Res × |ET |)

+|ST | ×#nMax_Res

< 4|Si|+ #ntasks × |ST | ×#nMax_Res

< 4|Si|+ #OC

Nous en concluons que l'algorithme a une complexité spatiale en O(|Si|+ #OC), il est donc
polynomial. �

Corollaire 8 L'algorithme décentralisé de résolution d'un OC-DEC-MDP est PSPACE.
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Preuve : L'algorithme est polynomial en temps et en espace, il est donc PSPACE. �

La quantité de mémoire utilisée par l'ensemble des agents est néanmoins supérieure à celle
nécessaire pour exécuter la version centralisée. En e�et, chacun doit stocker l'ensemble des valeurs
du coût occasionné, d'où une redondance d'information. Cette quantité de mémoire totale est
telle que :

SPtot_dec = SPcent + (|Ag| − 1)×#OC

8.2.4 Comparaison avec l'existant

L'étude de la complexité des versions centralisée et décentralisée de l'algorithme permet de
supposer que des problèmes de taille importante pourront être résolus. En e�et, contrairement
aux approches existantes, nous proposons un algorithme de résolution polynomial en espace et en
temps. Le tableau 8.1 met ces résultats en relation avec les complexités des algorithmes existants
qui ont été présentés au chapitre 3.

Algorithme OC-DEC-MDP OC-DEC-MDP JESP CSA Bernstein et al.
centralisé décentralisé

Complexité PSPACE PSPACE Exponentiel Exponentiel Exponentiel en espace
Polynomial en temps

Tab. 8.1 � Comparaison de complexité avec les approches existantes

Le passage à une classe de complexité inférieure (polynomiale au lieu d'exponentielle) va
nous permettre, comme nous le montrerons dans la partie suivante portant sur la validation
du modèle, de surpasser les limitations qui étaient jusqu'à présent imposées sur la taille des
problèmes pouvant être résolus.

8.3 A propos de l'optimalité

L'élaboration d'un algorithme polynomial a été possible grâce à une révision des exigences
concernant l'optimalité de la solution. Le nombre de politiques jointes possibles étant tellement
important, il est en e�et di�cile d'envisager trouver la solution optimale. Il est par conséquent
préférable de se tourner vers la recherche d'une solution satisfaisante. Nous nous sommes par
conséquent limitée à la recherche d'une approximation de la solution optimale. Nous avons ainsi
déterminé un ensemble de politiques menant à une rationalité limitée au sens de H. Simon
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(cf. chapitre 1). Une telle approche nous amène néanmoins à nous interroger sur la qualité des
solutions obtenues par notre algorithme.

8.3.1 Qualité de la solution

A partir d'un même ensemble de politiques initiales, l'exécution de l'une ou l'autre des versions
de notre algorithme mène à une même solution. En e�et, ces deux versions utilisent exactement
le même procédé et les mêmes données a�n de déterminer la politique d'un agent à partir d'un
état donné. Nous procédons, dans les deux cas, par améliorations successives des politiques
initialement �xées en révisant une et une seule fois l'action à exécuter en chaque état. Les
procédures de révision des politiques étant identiques, des résultats identiques sont obtenus.

En revanche, pour deux ensembles de politiques initiales di�érents, l'exécution de notre al-
gorithme (quelle que soit la version) mène à deux solutions di�érentes. En e�et, la fonction de
transition de chaque agent, intervenant dans le calcul de l'utilité espérée, est déterminée à partir
de ces politiques. La qualité de la solution est par conséquent dépendante des politiques initiales.

La méthode d'estimation du coût occasionné à laquelle nous avons recours lors du calcul de
la politique dans un état si, in�uence également la qualité de la solution. Plus l'estimation du
coût occasionné sera précise, mieux nous rendrons compte des e�ets d'une action et meilleure
sera la décision. Nous détaillerons plus particulièrement dans la partie concernant la validation
de notre modèle, l'in�uence de ces paramètres sur la qualité de la solution.

Nous pouvons néanmoins dès à présent remarquer que la procédure d'amélioration des po-
litiques se trouve limitée par le fait que chaque état n'est considéré qu'une et une seule fois.
Reprenons le graphe de la �gure 6.1. Notre algorithme commence par améliorer le politique de
la tâche G puis des tâches E et F . Bien que les modi�cations concernant la politique de la tâche
E soient réalisées en prenant en compte leur in�uence sur la tâche G, il est possible, suite à la
révision de la politique de E, que l'agent 2 ait tout intérêt à modi�er à nouveau la politique de
G puisque cette dernière a été établie en considérant que E serait exécutée suivant la politique
initialement �xée de l'agent 1.

Notre algorithme permet donc d'améliorer successivement la politique en chaque état si en
sélectionnant l'action ai qui, à partir de si, fournit le meilleur compromis entre l'utilité espérée
de l'agent et le coût occasionné sur les autres agents. Cette action maximise alors l'utilité espérée
jointe des agents. En e�et, nous pouvons démontrer le théorème suivant :
Corollaire 9 L'action ai maximisant l'équation 7.4 maximise également l'utilité espérée jointe
des agents.

Preuve : La preuve de ce théorème est détaillée en annexe A.2.1.
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Ce théorème ne garantit néanmoins pas que la solution calculée par notre algorithme soit
optimale.

8.3.2 Cas particuliers d'optimalité

L'étude des caractéristiques des problèmes de plani�cation qui nous sont posés, nous a toute-
fois permis de répertorier un certain nombre de propriétés garantissant l'optimalité de la solution
calculée par notre algorithme.

Les di�cultés à décider quelle action exécuter à partir d'un état si émanent principalement
des contraintes de ressources et des contraintes temporelles du problème. Rappelons que retarder
l'exécution d'une tâche permet de diminuer les risques d'échec partiel, limitant ainsi les consom-
mations de ressources qui y sont liées. En contrepartie, nous accentuons les risques de violer les
contraintes temporelles des tâches à venir et nous augmentons la probabilité d'échec partiel des
autres agents. Décider quand exécuter une tâche nécessite donc qu'un équilibre soit trouvé entre
les di�érentes répercussions de ce choix sur l'utilité du système.

Néanmoins, lorsque les contraintes sur l'exécution des tâches sont relâchées, nous pouvons,
dans certains cas, aisément identifer la politique optimale. Lorsque les ressources des agents sont
illimitées par exemple, nous n'avons pas à nous préoccuper de l'impact des échecs partiels sur
la disponibilité des ressources. Les conséquences de tels échecs sont alors inexistantes et il n'est
pas besoin de tenir compte des ressources lors du calcul des politiques. Nous allons, dans cette
section, identi�er di�érentes propriétés conduisant à une simpli�cation du choix des actions et
permettant de déterminer aisément la politique optimale. Nous montrerons alors, que lorsque ces
propriétés sont véri�ées, la solution retournée par notre algorithme est la politique optimale.

Pour cela, nous allons tout d'abord identi�er deux politiques bien particulières : la politique
EST et la politique LST. La première consiste à commencer toute exécution d'une tâche au
plus tôt (Earliest Start Time). Pour chaque tâche, la première date de début possible est donc
sélectionnée. Cette politique conduit généralement à de nombreux échecs partiels car plus nous
essayons d'exécuter une tâche ti tôt, plus la probabilité que les prédécesseurs de ti n'aient pas
terminé est forte. La seconde politique consiste à commencer l'exécution de chaque tâche le plus
tard possible (Latest Start Time). Une telle politique conduit souvent rapidement à un échec
total en raison de la violation des contraintes temporelles. En e�et, plus l'exécution d'une tâche
ti débute tard, plus la probabilité de �nir après la date de �n au plus tard est forte.

Lorsque le problème de plani�cation qui nous est posé véri�e certaines propriétés, nous pou-
vons démontrer que l'une ou l'autre de ces politiques est optimale. Pour des raisons de clarté du
document, les preuves des théorèmes qui vont suivre seront détaillées en annexe.

Théorème 2 Si les ressources des agents sont illimitées alors, la politique EST est une politique
optimale jointe.
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Théorème 3 Si aucune contrainte temporelle n'est imposée sur les dates de �n des tâches
(LET ' +∞) alors, la politique LST est une politique optimale jointe.

Théorème 4 Si les ressources sont illimitées et qu'aucune contrainte temporelle n'est imposée
sur les dates de �n alors, toutes les politiques sont équivalentes et optimales.

Nous pouvons d'autre part démontrer que la résolution par notre algorithme de ces di�érentes
classes de problèmes, conduit à une solution optimale.

Théorème 5 Si les ressources des agents sont illimitées alors, l'algorithme de résolution d'un
OC-DEC-MDP calcule une politique optimale.

Théorème 6 Si aucune contrainte temporelle n'est imposée sur les dates de �n des tâches
(LET ' +∞) alors, l'algorithme de résolution d'un OC-DEC-MDP calcule une politique op-
timale.

Théorème 7 Si les ressources sont illimitées et qu'aucune contrainte temporelle n'est imposée
sur les dates de �n alors, l'algorithme de résolution d'un OC-DEC-MDP calcule une politique
optimale.

Théorème 8 Supposons que la politique initialement �xée de chaque agent soit la politique EST.
Si le graphe de la mission ne comprend que deux agents Agi et Agj et que toutes les contraintes de
précédence sont orientées de Agi vers Agj alors, l'algorithme de résolution d'un OC-DEC-MDP
calcule une politique optimale.

Nous appelons un tel graphe � graphe à sens unique �. La �gure 8.6 en présente un exemple.
Une généralisation de ce théorème sera présentée au chapitre suivant.

Fig. 8.6 � Exemple de graphe de mission à sens unique

Lorsque les ressources sont illimitées et/ou les contraintes temporelles sur les dates de �n
d'exécution inexistantes et/ou le graphe de la mission est à sens unique, nous garantissons donc
que notre approche calcule une politique optimale jointe. Lorsque le problème ne possède aucune
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de ces propriétés, la politique optimale résulte d'un compromis entre la probabilité d'échouer
partiellement, la consommation de ressources des échecs partiels, la probabilité d'échouer tota-
lement par manque de ressources ou par violation des contraintes temporelles, et le gain obtenu
par l'exécution des tâches. Tout changement dans la politique d'exécution d'une tâche risque
donc de modi�er cet équilibre et nécessite la révision des politiques des autres tâches.

Notre algorithme procède donc par améliorations successives de la politique d'exécution des
tâches en ordonnant leur révision de sorte que les modi�cations déjà réalisées soient prises en
compte. Comme nous l'avons déjà fait remarquer précédemment, le fait que chaque tâche ne soit
considérée qu'une seule fois, limite la qualité de l'approximation. En e�et, suite à la modi�cation
de la politique d'exécution d'une tâche ti, seules les politiques d'exécution des tâches en amont de
ti sont révisées et peuvent donc tenir compte des répercussions de cette modi�cation. Le fait que
les politiques d'exécution des tâches en aval de ti ne soient pas révisées, fait obstacle à l'obtention
d'une situation d'équilibre et restreint la qualité de la solution. Il serait donc souhaitable de
mettre en place un processus permettant de réitérer le parcours du graphe de façon à considérer
chaque tâche plusieurs fois et améliorer la qualité de la solution.

Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, proposé un algorithme organisant le calcul des politiques des
agents de sorte que les informations nécessaires à la détermination de la meilleure action à partir
d'un état si, soient disponibles lorsque si est considéré. A partir d'un ensemble de politiques
initialement �xé, cet algorithme procède à l'amélioration de la politique d'exécution de chaque
tâche.

Deux versions de notre algorithme ont été décrites. La version centralisée permet à une unique
entité de faire évoluer les politiques de tous les agents. La version décentralisée permet, quant à
elle, l'évolution simultanée des politiques des agents. Ces derniers révisent en e�et simultanément
leur propre politique en utilisant les valeurs de coût occasionné qu'ils communiquent entre eux.

Après avoir détaillé ces deux versions de notre algorithme, leur complexité a été étudiée. Nous
avons alors montré que l'une et l'autre était de complexité polynomiale. La mise en perspective
de ce résultat avec les études de complexité des approches existantes, nous laisse présager que des
problèmes de tailles importantes pourront être traités par les algorithmes issus de nos travaux.
Nous reviendrons sur ce point au cours des expérimentations présentées dans la partie suivante
de ce document.

En�n, nous nous sommes intéressée à la qualité de la solution calculée par notre algorithme.
Du fait de la complexité des problèmes que nous souhaitons résoudre, nous nous sommes pré-
cédemment orientée vers la recherche d'un approximation de la solution optimale. Mis à part
les cas où ces problèmes possèdent des propriétés spéci�ques que nous avons pu identi�er, nous
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ne pouvons pas garantir l'optimalité de la solution. Ce résultat est le prix à payer pour avoir la
possibilité de résoudre des problèmes de taille conséquente.

L'étude de la qualité de la solution a par ailleurs mis en évidence le fait que notre algorithme
ne permettait pas de réviser plusieurs fois la politique d'une même tâche, restreignant alors ses
possibilités d'amélioration. A�n d'augmenter les performances de notre approche, nous allons,
dans le prochain chapitre, corriger ces limitations.



Chapitre 9

Itération du processus d'approximation

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un algorithme permettant de faire évoluer
au maximum les politiques des agents sans avoir à modi�er la modélisation du problème, en
particulier sans recalculer les fonctions de transition. Nous avons cependant mis en évidence les
limitations de cet algorithme qui ne permet de réviser qu'une seule fois la politique de chaque
tâche.

Nous allons à présent chercher à corriger ces limitations en développant une version itéra-
tive de l'algorithme précédemment décrit qui permettra de réviser plusieurs fois la politique
d'exécution de chaque tâche, jusqu'à obtention d'un équilibre. Nous espérons ainsi augmenter
la qualité des politiques obtenues. En contrepartie, il sera nécessaire, au cours de l'exécution de
l'algorithme, de recalculer les fonctions de transition. Nous chercherons, néanmoins, à limiter la
fréquence de ces calculs.

Nous commencerons par présenter le principe de l'algorithme itératif que nous avons mis en
place. Deux versions de cet algorithme (centralisée et décentralisée) seront alors décrites. Nous
discuterons ensuite de leur complexité temporelle et spatiale, ce qui nous amènera à aborder
la question de la convergence. En�n, nous nous intéresserons à la question de l'optimalité des
politiques ainsi calculées.

9.1 Algorithme itératif d'amélioration des politiques

A�n d'améliorer la qualité des politiques calculées par notre algorithme, il est nécessaire
de pouvoir considérer chaque tâche plusieurs fois. Ainsi, nous pourrons espérer atteindre une
situation d'équilibre dans laquelle toute modi�cation de la politique d'exécution d'une tâche
conduirait à une solution de moins bonne qualité.

217
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9.1.1 Principe du processus itératif

A�n d'obtenir un tel équilibre, nous avons mis en place une version itérative [Beynier et
Mouaddib, 2006a, Beynier et Mouaddib, 2006b] de notre algorithme précédemment présenté. Ce
dernier consiste en l'amélioration d'un ensemble de politiques initiales et termine lorsque chaque
tâche a été considérée une fois, retournant alors un nouvel ensemble de politiques. Dans le but
d'obtenir des solutions de plus grande qualité, nous proposons de re-exécuter cet algorithme en
considérant, lors de cette nouvelle exécution, l'ensemble des politiques qui vient d'être calculé
comme l'ensemble des politiques initiales. Ainsi, à l'itération N , l'ensemble des politiques initiales
considéré correspond à l'ensemble résultant de la N − 1ème itération. Le processus de révision
des politiques est ainsi répété jusqu'à ce qu'aucun changement ne soit plus possible, c'est-à-dire
que l'ensemble des politiques initiales et l'ensemble des politiques �nales d'une même itération
soient identiques.

Les fonctions de transition individuelles des agents étant établies à partir de l'ensemble des
politiques initiales, il est nécessaire, à chaque itération, de les mettre à jour en considérant les
politiques qui viennent d'être calculées. Le reste du modèle (espace d'états, d'actions, etc.) reste
en revanche identique à chaque itération et ne requiert par conséquent aucune modi�cation.
L'ordonnancement de la révision des tâches réalisé à chaque itération limite au maximum les
modi�cations du modèle. En e�et, celui-ci est gardé valide le plus longtemps possible, ce qui
permet de réaliser le maximum de modi�cations à partir d'une modélisation donnée. Si nous
n'ordonnancions pas les tâches au cours d'une même itération, il serait nécessaire de recalculer
les fonctions de transition avant d'avoir considéré toutes les tâches. La fréquence des révisions
serait alors fortement accrue, diminuant ainsi l'e�cacité de l'approche.

Considérons deux tâches ti et tj telles que tj soit placée en amont de ti dans le graphe de
la mission. Itérer l'algorithme de révision des politiques permet de considérer plusieurs fois la
politique d'exécution de ces tâches. A la première itération, ti et tj sont supposées être exécu-
tées en suivant les politiques initialement �xées. La politique de ti est alors révisée puis, tj est
considérée. La politique d'exécution de tj est alors calculée en tenant compte de la révision de
la politique de ti. Grâce à l'algorithme itératif, une fois la politique de tj modi�ée, il est possible
de modi�er à nouveau la politique de ti en fonction de la nouvelle politique d'exécution de tj .

9.1.2 Formalisation de l'algorithme itératif

Deux versions de notre algorithme de révision des politiques ont été précédemment décrites.
De la même façon, deux versions (centralisée et décentralisée) de l'algorithme itératif peuvent
être envisagées.
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Version centralisée

La première version décrite par l'algorithme 9 consiste à exécuter itérativement la version
centralisée de notre algorithme de révision des politiques présenté au chapitre précédent. Au
début de chaque itération, les fonctions de transition individuelles sont re-calculées à partir du
nouvel ensemble de politiques initiales, en utilisant l'algorithme 5 de propagation des probabili-
tés. L'algorithme d'amélioration centralisé (algorithme 7) des politiques est ensuite exécuté a�n
de déterminer le nouvel ensemble de politiques qui servira de politiques initiales à l'itération
suivante. Ce processus est ainsi répété jusqu'à ce qu'aucune modi�cation des politiques ne soit
plus possible. Pour ce faire, le nombre de modi�cations des politiques est comptabilisé à chaque
itération. Chaque fois qu'un état si est considéré la politique calculée est comparée avec la poli-
tique initialement �xée au début de l'itération pour si. La fonction diff(Agk), à laquelle il est
fait appel à la ligne 6 de l'algorithme 9, retourne alors le nombre de modi�cations de la politique
de l'agent Agk qui ont été comptabilisées.
Algorithme 9 : Algorithme itératif de révision centralisé
Entrées : un OC-DEC-MDP

π =< π1, · · ·πn > l'ensemble des politiques initiales des agents
répéter1

/* Mise à jour du modèle */

Calculer les fonctions de transition individuelles à partir de π2

/* révision centralisée des politiques */

π′ ← résultat de l'exécution de l'algorithme de révision centralisé des politiques3

/* nombre de changements dans les politiques des agents */

nbChangements ← 04

pour tous les Agk ∈ Ag faire5

nbChangements += di�(Agk)6

�n7

π ← π′8

jusqu'à nbChangements == 0 ;9

Sorties : Une nouvelle politique jointe π

Version décentralisée

La version décentralisée de l'algorithme itératif fonctionne sur le même principe, la révi-
sion des politiques étant cependant réalisée par chaque agent. Cette version est présentée par
l'algorithme 10.

A chaque exécution de l'algorithme de révision des politiques, chaque agent comptabilise le
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Algorithme 10 : Algorithme itératif de révision décentralisé
Entrées : Le MDP de l'agent Agi

π =< π1, · · ·πn > l'ensemble des politiques initiales des agents
répéter1

/* Mise à jour du modèle */

Calculer la fonction de transition individuelle de l'agent Agi à partir de π2

/* révision décentralisée de la politique de l'agent */

π′i ← résultat de l'exécution de révision décentralisé des politiques3

/* Envoi de π′i aux autres agents */

pour tous les Agj ∈ Ag, i 6= j faire4

Envoyer π′i à Agj5

�n6

/* calcul du nombre de changements dans les politiques des agents */

nbChangements ← 07

pour tous les Agk ∈ Ag faire8

nbChangements += di�(Agk)9

πk ← π′k10

�n11

jusqu'à nbChangements == 0 ;12

Sorties : La politique πi de l'agent Agi

nombre de modi�cations qu'il a e�ectué sur sa politique. Si à la �n d'une itération, aucun agent
n'a réalisé de changement, un équilibre est obtenu et l'algorithme s'arrête. Pour que chaque
agent déduise qu'un équilibre est atteint, il est nécessaire que chacun sache si les autres agents
ont ou non modi�é leurs politiques. Ces informations doivent par conséquent être communiquées
une fois les politiques révisées. La fonction diff(Agk) renvoie ainsi le nombre de modi�cations
que l'agent Agk a réalisé sur sa politique, cette valeur étant envoyée par Agk à tous les autres
membres du système.

Le calcul de la nouvelle fonction de transition nécessite par ailleurs, que les politiques des
agents soient connues de tous. Ce calcul peut être réalisé par une unité centrale ayant connais-
sance de toutes les politiques ou bien par les agents eux-mêmes. Dans ce dernier cas, il est
nécessaire que chacun communique, à la �n de chaque itération, sa politique à tous les autres
membres du système. Pour limiter ces communications, il est possible que les agents n'envoient
que la politique des états qui ont été modi�és. Dans tous les cas, la fréquence de communication
de ces informations est bien moins importante que dans le cadre de l'exécution décentralisée d'al-
gorithmes comme celui proposé par Chadès et al. [Chadès et al., 2002]. En e�et, nous révisons
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entièrement les politiques des agents avant de les communiquer. Dans le cas de l'algorithme de
co-évolution proposé par Chadès et al. [Chadès et al., 2002] ou de JESP [Nair et al., 2003],
seule une partie des politiques des agents est révisée à chaque itération, c'est-à-dire avant chaque
phase de communication des politiques.

9.2 Complexité et convergence

La complexité de ces deux versions de l'algorithme itératif repose sur la complexité d'une
itération et sur le nombre d'itérations réalisées. En nous appuyant sur l'étude de complexité qui
a été précédemment menée concernant l'algorithme de révision des politiques, nous allons nous
intéresser à la complexité temporelle et spatiale de l'algorithme itératif. A�n d'établir une borne
supérieure sur le nombre d'itérations de cet algorithme, nous serons ensuite amenés à discuter
de sa convergence.

9.2.1 Complexité en temps

Soit IN le nombre d'itérations au pire cas de l'algorithme itératif. La complexité temporelle
de ce dernier dépend alors de IN , ainsi que de la complexité temporelle d'une itération.

A chaque itération, le système de transition est mis à jour et les politiques d'exécution des
tâches sont révisées en utilisant l'une ou l'autre des versions de l'algorithme présentées au chapitre
précédent. Le calcul des probabilités de transition est réalisé à l'aide de l'algorithme 5 dont la
complexité temporelle est, comme nous l'avons démontré au chapitre 6, polynomiale en espace
d'états. A partir de ces informations, nous pouvons donc déduire la complexité des versions
centralisées et décentralisées de l'algorithme itératif.

Corollaire 10 La complexité temporelle au pire cas de l'algorithme itératif centralisé est poly-
nomiale en IN × |SU| × |ST |.

Preuve : La complexité temporelle de l'algorithme de révision centralisé est en O(|SU| ×
|ST |). La complexité de l'algorithme de calcul des probabilités de transition étant en O(|SU|),
la complexité d'une itération est par conséquent en O(|SU| × |ST |). Ceci nous conduit à une
complexité temporelle globale en O(IN × |SU| × |ST |). �

Corollaire 11 La complexité temporelle au pire cas de l'algorithme itératif décentralisé est en
O(|ST | × |SU|+ (#OCi + |Si|+ 1)×K × TM).

Preuve : A chaque itération, l'agent Agi révise ses probabilités de transition à l'aide de
l'algorithme 5 dont la complexité est polynomiale en |SU|. L'algorithme de révision décentra-
lisé, dont la complexité est en O(|ST | × |SU| + #OCi × K × TM), est ensuite exécuté. En�n,
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l'agent envoie aux autres membres du système, sa politique et le nombre de modi�cations qu'il
a réalisées, soit |Si| + 1 valeurs chacune stockée sur un double. La complexité temporelle d'une
itération est par conséquent en O(|ST |×|SU|+(#OCi + |Si|+1)×K×TM), soit une complexité
temporelle globale en O(|ST | × |SU|+ (#OCi + |Si|+ 1)×K × TM). �

La complexité en moyenne de l'algorithme itératif dépend du nombre d'itérations et de la
complexité en moyenne de l'algorithme de révision des politiques. Cette dernière dépend, dans le
cas d'une exécution décentralisée, du facteur de branchement du graphe de la mission. Le nombre
d'itérations est lié pour sa part aux politiques initialement �xées et utilisées lors de la première
itération. Il est également in�uencé par la méthode d'estimation du coût occasionné à laquelle il
est fait appel a�n de déterminer la politique à partir d'un état. Nous reviendrons plus en détail
sur ce point lors de la présentation des expérimentations qui ont été mises en ÷uvre pour valider
notre approche.

9.2.2 Complexité en espace

Contrairement à la complexité temporelle, la complexité en espace de l'algorithme itératif
n'est pas in�uencée par le nombre d'itérations. A chaque itération, l'espace mémoire peut en e�et
être ré-utilisé, il n'est par exemple pas nécessaire de conserver les valeurs de coût occasionné ni
les politiques des itérations précédentes. L'espace mémoire consommé reste ainsi constant au �l
de l'exécution de l'algorithme.

Corollaire 12 La complexité spatiale de l'algorithme itératif centralisé est polynomiale en nombre
d'états des agents.

Preuve : L' algorithme de révision des probabilités de transition et l'algorithme de révision
centralisé ont tous deux une complexité spatiale en O(|SU|). L'espace consommé par une itération
étant identique à celui consommé par IN itérations, nous en déduisons que l'algorithme est
polynomial en |SU|. �

Corollaire 13 La complexité spatiale de l'algorithme itératif décentralisé est polynomiale en
nombre d'états des agents.

Preuve : La complexité spatiale de l'algorithme de révision des probabilités de transition
est polynomial en |SU| puisqu'il nécessite de connaître l'ensemble des politiques des agents. En
revanche, l'algorithme de révision décentralisé a une complexité spatiale en O(|Si|+#OC). Étant
donné que |Si|+#OC << |SU|, nous déduisons que la complexité spatiale de l'algorithme itératif
décentralisé est polynomiale en |SU|.�
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9.2.3 Convergence de l'algorithme

Étant donnée l'importance du nombre d'itérations sur la complexité temporelle de l'algo-
rithme itératif, nous sommes naturellement amenée à nous interroger sur la convergence de ce
processus itératif. Celle-ci permet en e�et de garantir qu'une solution �nale soit retournée par
notre algorithme, en d'autres termes que le nombre d'itérations soit �ni.

Hypothèses de convergence

Nous avons précédemment démontré (cf. corollaire 9) que la politique d'un agent Agi, à partir
d'un quelconque état si, était déterminée de façon à maximiser l'utilité espérée du système. Nous
pouvons alors nous interroger sur l'évolution de cette utilité lorsque plusieurs agents décident en
même temps, et sans se consulter, de leurs politiques.

En e�et, l'algorithme que nous avons présenté procède à la révision simultanée45 des politiques
d'exécution des tâches d'un même niveau du graphe de la mission. Bien que la politique de
chaque agent soit calculée de sorte que l'utilité espérée jointe soit maximisée, nous pouvons nous
demander si le fait que les politiques de plusieurs agents soient modi�ées en même temps ne risque
pas de mener à la dégradation de l'utilité espérée du système. Il est alors nécessaire d'étudier
l'in�uence conjuguée des politiques révisées sur l'utilité. Si nous sommes en mesure de démontrer
qu'un tel processus de révision des politiques ne peut conduire à une baisse de l'utilité espérée
jointe, nous pourrons alors conclure à la convergence de l'algorithme itératif. En e�et, l'utilité
espérée du système étant bornée supérieurement, si chaque itération conduit à augmentation de
l'utilité du système alors, l'algorithme converge.

Preuve de la convergence

Avant de procéder à l'étude de la convergence de l'algorithme itératif, nous tenons à clari�er
la terminologie que nous allons employer. Une valeur de coût occasionné calculée � correctement �
ou � exactement � désignera, dans nos propos, une valeur déterminée sans erreur par rapport à
une méthode de calcul donnée. Ainsi, les valeurs établies sans tenir compte des ressources seront
correctes ou exactes si les données utilisées pour e�ectuer ses calculs sont à jour et qu'aucune
erreur de calcul n'a été réalisée. Comme nous l'avons remarqué précédemment, ces valeurs peuvent
néanmoins ne pas rendre compte �dèlement de l'in�uence d'une action, elles seront alors dites
� imprécises �. Ce manque de précision émane cependant de la méthode de calcul utilisée et non
du calcul en lui même. Nous avons décrit en section 7.3 une méthode permettant, lorsque les

45Dans la version centralisée de l'algorithme, les tâches d'un même niveau sont considérées successivement.
Néanmoins, nous ne tirons pas parti de cette séquentialité. Nous sommes donc dans une situation équivalente à
la révision simultanée des politiques d'exécution des tâches d'un même niveau.



224 Chapitre 9. Itération du processus d'approximation

valeurs sont correctement déterminées, d'obtenir une mesure précise. Pour ce faire, nous devons
tenir compte des probabilités de transition ainsi que des ressources disponibles.

Sous certaines conditions, nous avons pu prouver que l'utilité espérée du système augmente
lorsque les politiques d'exécution des tâches d'un même niveau sont modi�ées simultanément. En
e�et, si le coût occasionné est correctement estimé et chaque agent suit initialement la politique
EST alors, l'utilité espérée du système augmente à chaque itération. A�n de ne pas surcharger de
façon conséquente ce document, nous ne détaillerons pas la preuve de la convergence sous de telles
hypothèses. Si le coût occasionné est correctement estimé et que chaque agent suit initialement la
politique EST, cette démonstration prouve que les politiques d'exécution des tâches appartenant
à un même niveau Lk du graphe sont révisées de façon à ce que la décision de chaque agent
maximise l'utilité du système quelles que soient les politiques d'exécution des autres tâches de
Lk.

Exactitude et précision du coût occasionné

En raison des interactions entre les tâches, estimer le coût occasionné correctement peut
néanmoins s'avérer di�cile. Considérons une tâche ti d'un niveau Li. Les politiques d'exécution
des tâches tj (j 6= i) appartenant au même niveau Li que ti peuvent conditionner le coût
occasionné par ti. Elles in�uencent en e�et les disponibilités de ressources lors de l'exécution des
tâches en aval dans dans le graphe de la mission. Si les politiques des tâches tj sont révisées, les
ressources disponibles peuvent être modi�ées et l'estimation du coût occasionné précédemment
établie peut ainsi être faussée.

Reprenons le graphe de la �gure 6.1. Les politiques d'exécution des tâches E et F sont révisées
simultanément. Le coût occasionné par l'agent 1 sur l'agent 2 (coût occasionné sur G), et utilisé
pour ces calculs, dépend des ressources disponibles avant l'exécution de G. Ces dernières sont
quant à elles in�uencées par la politique d'exécution de la tâche F . Le coût occasionné sur G,
utilisé pour déterminer la politique d'exécution de E, est calculé en supposant que F est exécutée
suivant la politique initialement �xée pour l'agent 2. Si la politique d'exécution de F est modi�ée,
le coût occasionné devient alors inexact. Ceci est lié au fait que le coût occasionné sur G dépend
indirectement de la politique d'exécution de F qui est modi�ée simultanément à celle de E.

Considérons à présent le niveau constitué des tâches B et C. Nous sommes en mesure de
garantir l'exactitude du coût occasionné par B (ou par C) sur l'agent 3 puisqu'aucune tâche
n'est exécutée par celui-ci dans le niveau considéré. En revanche, le coût occasionné provoqué
par l'agent 2 sur l'agent 1 dépend de la politique de C et peut être incorrectement estimé. Il en
est de même pour le coût occasionné par l'agent 1 sur l'agent 2 qui dépend quant à lui de la
politique d'exécution de B.

Les di�cultés à déterminer de manière exacte les valeurs de coût occasionné sont dues à
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l'in�uence des ressources sur cette mesure. Nous avons en e�et précédemment préconisé l'utili-
sation d'une mesure de coût occasionné qui prenne en compte les ressources et estime ainsi le
plus précisément possible l'impact d'une action. Lorsque la politique d'une tâche ti d'un agent
Agi est modi�ée, les ressources disponibles après l'exécution de ti, et par conséquent avant toute
exécution de la tâche suivante ti+1, changent. Les valeurs de coût occasionné associées à ti+1 et
précédemment déterminées deviennent alors inexactes et doivent être re-calculées. Pour ce faire,
les probabilités sur les ressources disponibles avant l'exécution de ti+1 doivent être mises à jour et
la nouvelle politique de ti doit donc être connue. A�n d'estimer correctement le coût occasionné
par E sur G, la nouvelle politique de F doit par conséquent être connue. Ceci n'est malheureuse-
ment pas possible puisque les politiques de E et F sont révisées simultanément. L'agent 1 utilise
donc les probabilités sur les taux de ressources précédemment calculées à partir des politiques
initiales, obtenant alors une mesure du coût occasionné pouvant être incorrecte. Supposons que
la politique initiale de l'agent 2 soit de commencer l'exécution de F au temps 12 et que celle de
l'agent 1 consiste à exécuter E à 13. Admettons qu'une telle politique conduise fort probablement
l'agent 2 à échouer partiellement l'exécution de F et à manquer de ressources pour l'exécution de
G. Le coût occasionné sur G sera alors faible quel que soit le retard puisque la probabilité que G

puisse s'exécuter est faible. Ainsi, lors de la révision des politiques d'exécution de E et F , l'agent
1 considère le coût occasionné sur G comme négligeable et peut choisir de retarder l'exécution de
E (par exemple à 15). En e�et, puisque l'agent 2 ne possède pas assez de ressources pour exécuter
G, l'agent 1 peut retarder G autant qu'il le souhaite même si cela implique que les contraintes
temporelles de G ne puissent pas être respectées. L'agent 2 va de son côté retarder l'exécution
de F a�n de limiter les échecs partiels et leur consommation de ressources. Ainsi, les ressources
disponibles avant l'exécution de G vont augmenter et la tâche G pourra être exécutée. Le coût
occasionné utilisé par l'agent 1 a�n de déterminer la politique d'exécution de E va alors devenir
inexact. L'agent 1 a en e�et choisi de retarder E car le coût occasionné sur G était négligeable.
Du fait de la modi�cation de la politique d'exécution de F , ce coût est en réalité plus important.
La décision prise par l'agent 1 peut alors s'avérer inappropriée et conduire à une diminution des
performances des agents. En raison des variations dans les disponibilités des ressources, l'utilité
espérée du système est donc susceptible de diminuer et la convergence ne peut être garantie.

Mesures du coût occasionné et convergence

L'utilisation d'une méthode d'estimation du coût occasionné qui ne tienne pas compte des
ressources peut, à partir de ces constatations, s'avérer pertinente. La mesure qui est alors réalisée
demeure dans ce cas correcte quelles que soient les variations sur les disponibilités des ressources.
En revanche, la valeur du coût occasionné ainsi calculée risque de s'avérer moins précise que celle
obtenue en considérant les ressources.
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Une telle méthode de calcul a été décrite en section 7.4. Le coût occasionné est alors déterminé
en considérant les ressources des autres agents comme maximales ce qui correspond à une vision
optimiste des possibilités des autres agents. Nous avons précédemment discuté des répercussions
d'une telle mesure sur l'estimation du coût occasionné (sur-estimation et sous-estimation). Nous
avons alors montré que cette méthode pouvait conduire, du fait des erreurs d'estimation, à des
solutions de moins bonne qualité, comparée à la méthode tenant compte des ressources. Cette
mesure permet néanmoins de garantir la convergence de l'algorithme sous certaines hypothèses.
En raison de leur indépendance vis à vis des ressources, les valeurs de coût occasionné demeurent
en e�et exactes même si les disponibilités des ressources sont modi�ées. Ainsi, lorsque les tâches
d'un même niveau sont considérées simultanément, nous pouvons garantir que le coût occasionné
est correctement estimé.

Méthode de coût occasionné coût occasionné coût occasionné
calcul du espéré dépendant espéré indépendant indépendant

coût occasionné des ressources des ressources des ressources
Précision Oui Non Non

Convergence Non Oui Oui
Tab. 9.1 � In�uence des méthodes de calcul du coût occasionné sur la convergence

Le tableau 9.1 met en relation les di�érentes méthodes de calcul du coût occasionné que nous
avons précédemment proposées, en indiquant pour chacune d'elles si elle fournit une mesure
précise du coût occasionné et si elle permet de garantir la convergence de l'algorithme itératif
lorsque la politique EST est utilisée comme politique initiale. L'utilisation d'une méthode de
calcul précise du coût occasionné nécessite de prendre en compte les ressources et ne peut donc
pas assurer la convergence. Néanmoins, dans le cas où l'algorithme converge, la solution est de
meilleure qualité que celles obtenues par les autres méthodes d'estimation du coût occasionné.
En e�et, toute politique est calculée en utilisant une estimation précise de l'in�uence des actions
sur les autres agents.

Cette comparaison nous amène à suggérer l'utilisation d'une approche mixte conjugant les
di�érentes méthodes de calcul du coût occasionné qui ont été proposées. Ainsi, dans le cas où
l'utilisation d'une mesure précise (tenant compte des ressources) risque de mener à une divergence
de l'algorithme, nous proposons d'avoir recours à une autre méthode de calcul du coût occasionné.
Sinon, nous utilisons la méthode de calcul la plus précise. A�n de déterminer le coût occasionné
par l'exécution d'une tâche ti sur un agent Agj , nous utilisons ainsi la méthode basée sur les
ressources à condition qu'aucune tâche du même niveau que ti ne soit exécutée par Agj . Sinon,
nous utilisons la méthode basée sur une mesure du coût occasionné espéré indépendante des
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ressources. Nous pouvons ainsi augmenter la précision de la mesure et améliorer la qualité des
politiques tout en garantissant la convergence.

La révision simultanée des politiques des agents est à l'origine des cas de divergence de notre
algorithme. Néanmoins, elle est également un des facteurs de son e�cacité. Ainsi, des algorithmes
comme JESP [Nair et al., 2003] garantissent la convergence du processus itératif mis en place,
mais se trouvent en contrepartie limités par la taille des problèmes pouvant être traités.

La version centralisée de notre algorithme considère les tâches d'un niveau Li l'une après
l'autre. Comme nous ne tirons pas parti de cette séquentialité, le procédé est équivalent à une
révision simultanée des politiques d'exécution des tâches. Nous pourrions envisager pro�ter de
cette séquentialité et tenir compte, lors de la révision d'une politique ti appartenant à Li, des
modi�cations déjà réalisées sur les politiques d'exécution des tâches du niveau Li. Ceci nécessi-
terait cependant de réviser le modèle de transition chaque fois qu'une politique est modi�ée et
diminuerait l'e�cacité de notre algorithme. Ce dernier n'e�ectue en e�et qu'une seule révision
des fonctions de transition à chaque itération. Une telle mise à jour, à chaque modi�cation d'une
politique, risquerait d'augmenter fortement la complexité temporelle de la résolution.

Remarquons que dans les cas où l'algorithme diverge, nous sommes toutefois en mesure de
fournir une solution au problème de plani�cation qui nous est posé. En e�et, chaque itération
résulte en un ensemble de politiques correspondant à une politique jointe et constituant une
solution au problème.

Il est par ailleurs envisageable de détecter les points de divergence en comparant l'utilité des
politiques jointes obtenues à la �n de chaque itération.

9.3 A propos de l'optimalité

9.3.1 Cas particuliers d'optimalité

Nous avons mis en évidence, au chapitre précédent, un certain nombre de propriétés garan-
tissant l'optimalité de la solution retournée par notre algorithme de révision des politiques. Ces
propriétés garantissent, de la même façon, l'optimalité de la solution établie par l'algorithme
itératif. Nous pouvons de plus a�rmer qu'une seule itération est nécessaire à l'algorithme pour
trouver la solution optimale. Deux itérations auront cependant lieu, la seconde étant destinée à
véri�er que la solution ne peut plus être améliorée. En e�et, à la première itération, nous ap-
pliquons l'algorithme de révision des politiques qui retourne la solution optimale. Une fois cette
solution établie, l'algorithme est re-exécuté. Il n'est alors plus possible d'améliorer la politique
d'exécution d'une quelconque tâche, l'ensemble des politiques n'est donc pas modi�é et le point
de convergence est atteint.
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Par ailleurs, le théorème 8 peut être généralisé à un ensemble de politiques initiales quel-
conques :

Théorème 9 Si le graphe de la mission ne comprend que deux agents Agi et Agj et que toutes
les contraintes de précédence sont orientées de Agi vers Agj alors, l'algorithme de résolution d'un
OC-DEC-MDP calcule une politique optimale.

Preuve : Si la politique initiale de l'agentAgi est la politique EST, nous avons précédemment
démontré que la politique optimale jointe était calculée en une itération. Lorsque l'ensemble des
politiques initialement �xées est quelconque, la politique de l'agent Agi calculée à la première
itération est la politique EST. La seconde itération permet alors de déterminer la politique
optimale jointe (pour plus de détails, se reporter à la preuve du théorème 8). �

9.3.2 Situation d'équilibre

Dans le cas général où aucune des propriétés recensées en section 8.3.2 n'est véri�ée, nous
ne pouvons garantir l'optimalité de la solution. Développer un algorithme qui apporterait de
telles garanties conduirait à une complexité trop importante de la méthode de résolution et ne
permettrait pas de résoudre les problèmes envisagés.

L'algorithme itératif proposé s'arrête lorsque la politique d'exécution de chaque tâche ne peut
plus être améliorée. Ainsi, étant données les politiques des autres agents, aucun agent n'est en
mesure de modi�er sa politique de sorte que les performances du système augmentent. Nous
sommes donc dans une situation d'équilibre.

Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, présenté une version itérative de l'algorithme de révision décrit
au chapitre 8. Cet algorithme itératif renouvelle le processus de révision des politiques en consi-
dérant l'ensemble des politiques �nales de l'itération N − 1 comme étant l'ensemble initialement
�xé à l'itération N . A chaque itération, l'utilisation de l'algorithme de révision des politiques
permet de limiter la fréquence des mises à jour du modèle. En e�et, seules les fonctions de transi-
tion doivent être re-calculées au début de chaque itération, aucune autre modi�cation du modèle
n'étant nécessaire.

Nous avons décrit deux versions de l'algorithme itératif, chacune basée sur l'une ou l'autre
des versions (centralisée ou décentralisée) de l'algorithme de co-évolution. Nous avons ensuite
étudié la complexité de ces deux versions et avons plus particulièrement traité de l'in�uence du
nombre d'itérations sur la complexité temporelle de l'algorithme. Ceci nous a amené à discuter de
sa convergence. Nous avons alors montré que les garanties de convergence de l'algorithme itératif
dépendaient de la méthode d'estimation du coût occasionné à laquelle nous avons recours.
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En�n, nous avons traité de l'optimalité des solutions calculées. Il a ainsi été mis en évidence
que les propriétés précédemment recensées et menant à une politique optimale dans le cas de
l'algorithme de révision, garantissaient également l'obtention d'une politique optimale lors de
l'exécution de l'algorithme itératif. Dans le cas général, nous avons prouvé que la politique jointe
calculée correspond à une situation d'équilibre.
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Conclusion de la partie III

Dans cette troisième partie, nous nous sommes intéressée à la résolution du problème de
plani�cation multi-agent que nous avions formalisé par un OC-DEC-MDP.

Nous avons tout d'abord �nalisé cette formalisation en proposant une méthode de décom-
position de la fonction de transition du système. Nous avons pour cela �xé les politiques des
agents et avons calculé les probabilités temporelles sur l'exécution de chaque tâche. A partir de
ces probabilités, nous avons déduit la fonction de transition propre à chaque agent, en prenant
soin de modéliser les contraintes sur l'exécution des tâches. Une fois les fonctions de transition
individuelles déterminées, nous avons été en mesure de dé�nir de manière complète l'ensemble
des MDPs constituant l'OC-DEC-MDP considéré.

Nous nous sommes alors intéressée, dans le chapitre suivant, à la résolution de cet ensemble de
MDPs. A�n d'optimiser les performances du système, nous avons mis en évidence la nécessité de
mettre en place un mécanisme de coordination entre les agents. Pour ce faire, nous nous sommes
inspirée d'une notion provenant des sciences économiques : le coût occasionné. Ce dernier permet
à chaque agent de mesurer l'in�uence de ses actions sur les autres agents, et plus particulière-
ment la perte en utilité induite sur les autres agents. La politique d'un agent Agi à partir d'un
état si, résulte ainsi d'un compromis entre l'utilité espérée de Agi et le coût occasionné. Il a
été démontré que la politique alors obtenue conduit à un comportement coopératif des agents et
maximise l'utilité espérée du système.

Nous avons par la suite cherché à dé�nir un algorithme utilisant ce procédé de plani�cation
et calculant la politique de chaque agent Agi en tout état si. A�n de garantir l'e�cacité de la
plani�cation, nous nous sommes orientée vers la recherche d'une approximation de la solution
optimale. Nous avons également cherché à limiter la fréquence des révisions du modèle et les
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communications entre les agents46.
L'algorithme que nous avons développé procède par améliorations successives d'un ensemble

de politiques initiales, en ordonnançant la révision des politiques d'exécution de chaque tâche. De
complexité polynomiale, cet algorithme permet d'envisager la résolution de problèmes de grande
taille. Il gère par ailleurs la modélisation des contraintes temporelles et de ressources. En�n, il
garantit, sous certaines conditions, l'optimalité de la solution calculée.

Nous avons en�n souhaité améliorer la qualité de la solution calculée par le précédent algo-
rithme, lorsque l'optimalité n'est pas garantie. Nous avons ainsi décrit une version itérative de
l'algorithme qui renouvelle le processus de révision des politiques et conduit, en cas de conver-
gence, à un équilibre. A chaque itération, les politiques des agents sont révisées en parallèle ce
qui permet d'augmenter l'e�cacité de la plani�cation. Ceci peut, en contrepartie, mener à des
cas de divergence de l'algorithme. Après avoir identi�é ces cas, des solutions ont été proposées
a�n de rester dans un cadre où la convergence est assurée.

En raison du lien étroit entre qualité de la solution et e�cacité de l'algorithme, nous allons,
dans la suite de ce document, analyser ces deux aspects de notre approche. Nous nous intéresse-
rons à son e�cacité tout en étudiant la taille des problèmes que nous pouvons raisonnablement
traiter. Nous nous intéresserons ensuite à la qualité des solutions calculées par les deux algo-
rithmes qui ont été présentés. Nous nous pencherons alors plus particulièrement sur l'in�uence
de la mesure du coût occasionné sur la qualité de la solution.

46dans le cas d'une exécution décentralisée de l'algorithme
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Introduction de la partie IV

Notre travail a eu pour objectif la mise en place d'un processus de plani�cation multi-agent
pouvant être utilisé a�n de résoudre des problèmes décisionnels tels que ceux rencontrés en
robotique exploratoire. Pour ce faire, nous avons mis en évidence la nécessité de développer
une approche permettant de gérer les incertitudes et de tenir compte de di�érents types de
contraintes sur l'exécution des tâches. L'absence de communication et la limitation des calculs
durant l'exécution des tâches ont également été prises en compte.

La deuxième partie de ce document a concerné la modélisation de ces problèmes sous forme
d'OC-DEC-MDP. Nous avons ainsi pu prendre en compte les incertitudes et formaliser les dif-
férents types de contraintes qui avaient été recensés. Nous nous sommes ensuite orientée vers
le calcul de politiques individuelles permettant aux agents de décider, facilement et sans com-
muniquer, comment agir. Les problèmes envisagés pouvant être de taille importante, il a été
nécessaire de mettre en place un algorithme de résolution e�cace. Ce sujet a été traité dans la
partie précédente de ce document au cours de laquelle deux algorithmes permettant de calculer
une approximation de la politique optimale ont été présentés.

Nous allons, dans cette partie, chercher à véri�er que les solutions qui ont été précédemment
proposées répondent bien aux exigences initialement recensées au chapitre 4. Nous allons en
particulier tester l'e�cacité de notre approche et étudier la qualité des solutions obtenues. Nous
nous intéresserons ensuite à l'applicabilité de notre travail. A partir d'un scénario de la robotique
exploratoire, nous véri�erons alors que les solutions proposées permettent la prise en compte des
incertitudes et des contraintes, et qu'elles peuvent être utilisées par des robots en situation réelle
d'exécution d'une mission.
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Chapitre 10

Expérimentations

L'étude du contexte applicatif de notre travail a mis en évidence la nécessité de gérer des
missions composées d'une centaine de tâches et d'une dizaine d'agents. Étant donnée la taille
de ces missions, nous avons choisi de mettre en place une approche décomposant le problème
et calculant une approximation de la solution optimale. Il a ainsi été possible de développer
des algorithmes de complexité moins importante que ceux proposés jusqu'à maintenant. L'étude
de la complexité ainsi que l'examen des cas d'optimalité des deux algorithmes que nous avons
présentés promettent des résultats à la hauteur de nos espérances.

Nous allons, dans ce chapitre, développer di�érentes expérimentations permettant d'étudier
et de tester l'e�cacité de notre approche ainsi que la qualité des solutions obtenues. Des ex-
périmentations seront menées sur chacun des algorithmes précédemment présentés. Nous nous
intéresserons plus particulièrement à la taille des problèmes pouvant être envisagés, au temps
de résolution requis et à la qualité des politiques calculées. Après avoir réalisé cette étude pour
l'algorithme de révision des politiques et pour l'algorithme itératif, nous nous pencherons sur les
apports de la version itérative et sur l'in�uence de la mesure du coût occasionné sur les résultats
obtenus. Ces expérimentations nous permettront ainsi de conclure sur l'adéquation entre notre
approche et les attentes initialement formulées.

10.1 Évolution du nombre d'états

Nous avons précédemment démontré que la complexité de l'algorithme de révision des poli-
tiques, que ce soit dans sa version centralisée ou décentralisée, est étroitement liée à la taille de
l'espace d'états des agents. Nous allons de ce fait commencer par dé�nir les di�érents paramètres
d'une mission intervenant dans la dé�nition des états du modèle et nous étudierons leur in�uence
sur le nombre d'états. Nous pourrons ainsi mettre en évidence les di�érentes composantes d'une
mission in�uençant la complexité de l'algorithme.

Chaque état étant dé�ni à partir d'une tâche, d'un intervalle et d'un taux de ressources, les
237
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trois paramètres que sont le nombre de tâches, le nombre d'intervalles par tâche et le nombre
de taux de ressources possibles par tâche, in�uencent directement la taille de l'espace d'états de
chaque agent, et donc la complexité du problème. A�n d'envisager plus précisément les capacités
de notre approche, nous allons donc commencer par étudier l'impact des données du problème
sur ces paramètres et sur le nombre d'états.

10.1.1 Nombre de tâches

Le nombre de tâches que chaque agent doit réaliser in�uence naturellement le nombre d'états.
Plus un agent doit exécuter de tâches, plus son espace d'états est important.

Le nombre de tâches par agent est étroitement lié au nombre d'agents impliqués dans la
mission. Ainsi, pour un même ensemble de tâches, le nombre d'états varie en fonction du nombre
d'agents considérés. Les �gures 10.1 et 10.2 décrivent l'évolution de la taille47 de l'espace d'états
d'un agent, en fonction du nombre d'agents impliqués dans l'exécution d'un même ensemble de
tâches. Des missions de 20, 50, 100, 150 et 200 tâches sont considérées. Deux phases peuvent alors
être identi�ées en ce qui concerne l'évolution du nombre d'états de chaque agent. La première
phase, absente pour les missions de 150 et 200 tâches, consiste en une brusque augmentation
du nombre d'états. Elle est suivie par une phase de diminution du nombre d'états au cours de
laquelle plus le nombre d'agents augmente, plus la taille de l'espace d'états décroît.

La brusque hausse du nombre d'états constituant la première phase s'explique par l'aug-
mentation des dépendances entre les agents. En e�et, augmenter le nombre d'agents conduit à
re-répartir les tâches entre les agents. Les agents déjà présents sont ainsi délestés de certaines
tâches qui sont attribuées aux nouveaux agents. Des tâches exécutées par un même agent se
trouvent alors réalisées par des agents di�érents d'où une augmentation des dépendances entre
les agents. Considérons deux tâches ti et ti+1 exécutées par un agent Agi et telles que ti soit un
prédécesseur de ti+1. Agi étant chargé de ces deux tâches, nous pouvons garantir que l'exécution
de ti sera terminée lorsque Agi tentera d'exécuter ti+1. Si nous ajoutons un nouvel agent Agj à
la mission, il est possible de délester Agi d'une de ces deux tâches en attribuant, par exemple, la
tâche ti à Agj . La contrainte de précédence entre ti et ti+1 traduit alors un lien de dépendance
entre les agents Agi et Agj . Bien que le nombre de tâches de Agi diminue, son nombre d'états
d'échec partiel augmente puisque l'exécution de ti+1 dépend à présent de l'exécution de ti par
un autre agent. L'augmentation du nombre d'agents conduit donc, dans un premier temps à une
hausse des dépendances entre agents qui se traduit par une augmentation du nombre d'états
d'échecs partiels. Puis, le nombre de dépendances entre les agents stagne : si nous ajoutons un
troisième agent Agk à notre exemple et que nous lui attribuons la tâche ti+1, le nombre de dépen-
dances entre agents reste le même. L'ajout d'agents se traduit alors uniquement par une baisse

47Moyenne réalisée sur tous les agents.
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du nombre de tâches par agent, d'où une diminution du nombre d'états de succès [tâche, inter-
valle, ressource] et du nombre d'états d'échec partiel [tâche, intervalle, date de �n, ressource]. Ce
phénomène caractérise ainsi la seconde phase précédemment identi�ée.
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La �gure 10.3 détaille l'évolution de chacune des catégories d'états (états de succès, états
d'échec partiel et états d'échec total) à partir du graphe de 50 tâches utilisé lors des expérimen-
tations décrites par la �gure 10.2. Nous constatons que l'augmentation du nombre d'agents se
traduit par une baisse du nombre d'états de succès. En e�et, le nombre de tâches par agent dimi-
nuant, le nombre de triplets [tâche, intervalle, ressource] décroît. Nous constatons en revanche,
une hausse du nombre d'échecs partiels s'expliquant par l'augmentation des dépendances entre
les agents. Cette hausse est répercutée sur le nombre total d'états ce qui explique les � pics �
constatés sur les �gures 10.1 et 10.2. La �gure 10.4 détaille, quant à elle, l'évolution des di�é-
rents types d'états à partir du graphe composé de 150 tâches et utilisé lors des expérimentations
décrites par la �gure 10.1. Dans ce cas, la hausse du nombre d'échecs partiels est masquée par
la diminution du nombre d'états de succès. Le nombre de tâches de la mission étant important,
l'ajout d'un agent entraîne en e�et une baisse importante du nombre de tâches par agent. La
baisse du nombre d'états de succès qui s'en suit étant alors plus importante que la hausse du
nombre d'échecs partiels, nous assistons à une diminution du nombre d'états.

Les �gures 10.5 et 10.6 décrivent en�n l'évolution du nombre total d'états (somme du nombre
d'états de chaque agent) en fonction du nombre d'agents. Nous retrouvons le même pro�l d'évolu-
tion que pour les expérimentations qui précèdent. Ainsi, nous observons que le nombre d'états par
agent et le nombre total d'états évoluent de façon similaire lorsque le nombre d'agents impliqués
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dans une mission augmente.
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Fig. 10.3 � Évolution des di�érents types
d'états en fonction du nombre d'agents
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Fig. 10.4 � Évolution de l'espace d'états en
fonction du nombre d'agents
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10.1.2 Nombre d'intervalles par tâche

Les intervalles d'exécution constituent la seconde composante des états de succès. Le nombre
d'intervalles par tâche in�uence ainsi directement le nombre d'états de succès associés à chaque
tâche, et par conséquent la taille des espaces d'états. Les intervalles d'exécution dé�nissent éga-
lement les dates de �n d'une tâche. Ces dernières étant prises en compte dans la description des
états d'échec partiel, le nombre d'intervalles conditionne donc aussi le nombre d'états d'échec
partiel de chaque agent.

Nous avons présenté au chapitre 5 une méthode permettant de déterminer l'ensemble des
intervalles d'exécution des tâches constituant la mission. A partir des calculs qui ont alors été
décrits, nous pouvons a�rmer que le nombre d'intervalles associés à une tâche ti dépend :

� des contraintes temporelles de ti (date de début au plus tôt et date de �n au plus tard),
� des contraintes de précédence liées à ti,
� des durées d'exécution de ti.
Le nombre d'intervalles possibles au pire cas pour ti est alors donné par :

#I = (LET − δi,min
c − ESTi)×#duree (10.1)

où #duree désigne le nombre de durées possibles pour ti et δi,min
c correspond à la durée

minimale d'exécution de ti.

Contraintes temporelles

L'équation 10.1 met en évidence l'in�uence des contraintes temporelles d'une tâche ti sur
le nombre d'intervalles de ti. Ainsi, lorsque l'amplitude entre EST et LET est faible, les pos-
sibilités d'exécution de ti sont restreintes et le nombre d'intervalles d'exécutions associés à la
tâche est faible. Lorsque la taille des fenêtres temporelles [ESTi, LETi] augmente, nous consta-
tons une augmentation de la taille de l'espace d'états. En e�et, les contraintes temporelles sont
relâchées, un plus grand nombre d'exécutions est ainsi possible pour la tâche, il s'en suit donc
une augmentation du nombre d'états de succès et d'échec partiel. La �gure 10.9 illustre cette
évolution sur une mission d'une centaine de tâches. L'échelle des contraintes temporelles traduit
l'amplitude des fenêtres [EST, LET ]. Pour chaque tâche de la mission, une fenêtre temporelle
est initialement attribuée. Celle-ci correspond à une échelle de 1. Pour une échelle de 2, la même
mission est considérée mais la taille de chaque fenêtre temporelle est doublée. Ainsi, une échelle
de 1.5 désigne une mission pour laquelle l'amplitude des fenêtres temporelles [EST, LET ] a été
multipliée par 1.5. La �gure 10.9 montre que l'augmentation de la taille des fenêtres temporelles
conduit tout d'abord à une hausse du nombre d'états. Puis, la taille de l'espace d'états reste
constante malgré le relâchement des contraintes temporelles. En e�et, au fur et à mesure de
la relaxation des contraintes, un plus grand nombre d'intervalles d'exécution est envisageable.
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Lorsque le pallier est atteint et que le nombre d'états ne change plus, nous sommes dans une
situation où les fenêtres temporelles sont tellement larges qu'elles ne contraignent plus l'exécu-
tion des tâches. Tous les intervalles d'exécution envisageables sont alors considérés. Continuer
à relâcher les contraintes n'entraîne plus la prise en compte d'intervalles supplémentaires et le
nombre d'états reste constant.

Contraintes de précédence

Les contraintes de précédence constituent le second facteur in�uençant le nombre d'intervalles
d'exécution d'une tâche ti. Bien que l'in�uence de ces contraintes ne soit pas directement visible
dans l'équation 10.1, elle a déjà été évoquée précédemment et mise en évidence lors du calcul
des dates de début décrit au chapitre 5. Les contraintes de précédence in�uencent en e�et le
nombre de dates de début d'une tâche ti puisque cette dernière ne peut commencer que si ses
prédécesseurs ont terminé leur exécution. Le nombre d'intervalles d'exécution étant directement
lié au nombre de dates de début possibles, la taille de l'espace d'états dépend des contraintes de
précédence.

L'ajout de contraintes de précédence peut conduire à une augmentation ou à une diminution
de la taille de l'espace d'états. En e�et, l'ajout d'une contrainte de précédence au niveau d'une
tâche ti augmente d'une unité le nombre de prédécesseurs de ti. L'ensemble des intervalles de ti

est alors, suivant les con�gurations, restreint ou accru. La �gure 10.7 décrit un cas où l'ajout d'un
lien de précédence conduit à une augmentation du nombre de dates de début et d'intervalles de C,
impliquant une augmentation de l'espace d'états de l'agent 1. En revanche, la �gure 10.8 illustre
une situation où un tel ajout suscite une baisse du nombre d'intervalles de C et par conséquent une
diminution de l'espace d'états de l'agent 1. Cette diminution est due à la contrainte temporelle
sur la date de �n de C. Toute date de début supérieure à 5 n'est en e�et pas envisageable
puisqu'elle conduit avec certitude à la violation des contraintes temporelles.

Fig. 10.7 � Ajout d'une contrainte temporelle conduisant à l'ajout de dates de début
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Fig. 10.8 � Ajout d'une contrainte temporelle conduisant à la suppression de dates de début
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Fig. 10.10 � Evolution en fonction du nombre
de contraintes

Une étude plus approfondie de la progression du nombre d'intervalles en fonction du nombre
de contraintes de précédence a permis d'identi�er trois phases d'évolution distinctes, chacune
caractérisée par un pro�l d'évolution particulier. La première consiste en une phase d'oscillation
au cours de laquelle l'ajout de contraintes conduit à l'augmentation où la diminution du nombre
d'intervalles donc du nombre d'états. La seconde phase se caractérise par une diminution du
nombre d'intervalles. La troisième phase consiste en�n en une stagnation du nombre d'intervalles.
Ces trois phases se succèdent toujours dans cet ordre avec une plus ou moins grande amplitude.
Durant la première phase, l'ajout d'une contrainte de précédence à une tâche ti peut mener à
l'ajout de dates de début non encore considérées (augmentation du nombre d'intervalles) ou bien
retarder la date de début au plus tôt de la tâche ti (diminution du nombre d'intervalles). Au fur
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et à mesure de l'ajout de telles contraintes, nous nous rapprochons d'un point de � saturation �
où toutes les dates de début possibles de chaque tâche ont été ajoutées. Ajouter une nouvelle
contrainte ne peut alors que retarder la dernière date de début (UB) et conduit à une diminution
du nombre de dates de début. La troisième phase se traduit en�n par une stagnation du nombre
de dates de début, donc d'états. En e�et, toutes les dates de début possibles ont été envisagées
et leur ensemble a été restreint au maximum, l'ajout de contraintes de précédence ne modi�e
donc pas cet ensemble.

La �gure 10.10 illustre cette évolution sur di�érentes tailles de mission. Considérons la mis-
sion composée de 150 tâches : l'ajout de contraintes de précédence conduit tout d'abord à des
oscillations (jusqu'à 20 contraintes). Puis, ces ajouts se traduisent par une baisse du nombre
d'états. En�n, nous assistons à un stagnation de la taille de l'espace d'états. Cette évolution est
remarquable aussi bien au niveau de l'espace d'états complet de chaque agent, qu'au niveau du
nombre d'états de succès ou d'échec partiel. Le nombre de dates de début in�uence en e�et de
façon similaire le nombre d'états de succès et le nombre d'états d'échec partiel.

Durées d'exécution

Le nombre d'intervalles d'exécution d'une tâche ti est en�n conditionné par le nombre de
durées d'exécution de ti. Augmenter le nombre de durées d'exécution revient à a�ner la dis-
crétisation et nous rapproche d'une modélisation continue du temps d'exécution. Plus il existe
de durées di�érentes pour l'exécution de ti, plus le nombre d'intervalles de cette tâche est im-
portant. Le nombre d'intervalles est toutefois limité par les contraintes temporelles de ti qui
imposent une borne supérieure sur les dates de �n possibles de la tâche. Ainsi, les intervalles
d'exécution I = [st, et] de ti tels que st + δi

c = et et et > LETi ne peuvent pas être considérés
comme des intervalles d'exécution valides et ne sont donc pas envisagés lors de la construction
de l'espace d'états.

De nombreux paramètres entrent ainsi en jeu dans l'évolution du nombre d'intervalles d'exé-
cution d'une tâche ti. Relaxer les contraintes temporelles ou augmenter le nombre de durées
d'exécution mène à une hausse du nombre d'intervalles. En revanche, l'ajout de contraintes de
précédence peut augmenter ou diminuer le nombre d'intervalles. De manière plus générale, une
hausse du nombre d'intervalles conduit de manière certaine à une augmentation de la taille de
l'espace d'états. Réciproquement, une baisse du nombre d'intervalles d'exécution entraîne une
diminution du nombre d'états.
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10.1.3 Nombre de taux de ressources par tâche

Avant toute exécution d'une mission, chaque agent dispose d'une quantité Rini de ressources
qu'il consomme au �l de la réalisation de ses tâches et de ses échecs partiels. Cette quantité de
ressources initiale, ainsi que le nombre de consommations de ressources possibles pour chaque
tâche, constituent les derniers paramètres de la mission ayant une in�uence sur le nombre d'états.
Chaque taux de ressources associé à un état si dépend, en e�et, des ressources initialement
disponibles par l'agent ainsi que des ressources qui ont été consommées.

La quantité de ressources disponible initialement pour un agent Agi est à mettre en relation
avec les tâches devant être exécutées par Agi. Ainsi, une même quantité initiale de ressources
peut s'avérer plus ou moins su�sante suivant le nombre de tâches que l'agent doit e�ectuer et les
consommations de ces tâches. Lorsque le nombre d'agents impliqués dans une mission augmente,
le nombre de tâches par agent diminue. Si la quantité de ressources initiale reste identique pour
chaque agent, les ressources deviennent alors de plus en plus importantes par rapport au travail
à réaliser.

Les �gures 10.11 et 10.12 reprennent les missions de 200 tâches et 20 tâches décrites par
les �gures 10.1 et 10.2. Nous avons cependant fait varier les ressources initialement disponibles
par chaque agent et avons pu remarquer une atténuation, jusqu'à sa complète disparition, du
� pic � précédemment mis en évidence par l'étude de l'in�uence du nombre d'agents sur la taille
des espaces d'états. Nous avons également pu constater que la présence de ce pic coïncide avec
des ressources initialement insu�santes a�n d'exécuter le travail demandé. Il semble donc que la
hausse du nombre d'états ne soit pas seulement due à une augmentation du nombre des dépen-
dances entre les agents. Il apparaît en e�et qu'elle est également liée à la quantité de ressources
initialement disponible. Comme le montre la �gure 10.12, une quantité initialement faible de res-
sources par rapport aux tâches à exécuter s'accompagne, lorsque le nombre d'agents augmente,
d'un pic dans le nombre d'états. En e�et, lorsque peu d'agents sont engagés dans la réalisation
de la mission, leur probabilité de manquer de ressources est forte. Il existe alors peu de taux de
ressources positifs pouvant être disponibles après l'exécution de chaque tâche. L'augmentation
du nombre d'agents réduit la charge de chacun, les ressources deviennent alors plus importantes
par rapport au travail demandé et un plus grand nombre de taux de ressources peut être envisagé
pour chaque tâche. Cette hausse du nombre de taux de ressources possibles pour chaque tâche
conduit alors à une augmentation du nombre d'états. Lorsque les ressources sont su�santes pour
exécuter toutes les tâches et échouer partiellement, les agents ne sont plus amenés à manquer
de ressources. Tous les combinaisons de consommations de ressources conduisent à des taux de
ressources positifs et sont donc envisagées. Continuer à augmenter les ressources en augmen-
tant le nombre d'agents, n'entraîne alors plus la prise en compte de nouvelles combinaisons de
consommations de ressources et le nombre de taux de ressources possibles pour chaque tâche
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reste constant. L'ajout d'agents se traduit alors uniquement par une baisse du nombre de tâches
par agent et donc par une diminution du nombre d'états de succès et d'échecs partiels de chaque
agent.

Nous avons précédemment montré que la hausse du nombre d'agents suscite une augmenta-
tion des dépendances entre les agents se traduisant par une augmentation du nombre d'échecs
partiels. Lorsque les ressources du problème sont importantes, cette hausse est masquée par la
baisse des taux de ressources possibles pour chaque agent. Le nombre d'échecs partiels diminue
donc au fur et à mesure que des agents sont ajoutés à la mission.
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Comme nous venons de le montrer, un grand nombre de paramètres entrent en jeu dans la
dé�nition de l'espace d'états de chaque agent. Il est donc di�cile d'estimer a priori le nombre
d'états qu'il sera nécessaire d'évaluer a�n de déterminer les politiques des agents. Les expéri-
mentations qui viennent d'être présentées permettent néanmoins d'a�rmer que les contraintes
temporelles et de précédence contribuent à limiter la taille des espaces d'états en restreignant les
intervalles d'exécution possibles pour chaque tâche. De la même façon, la limitation des ressources
permet de restreindre le nombre d'états associés à chaque tâche.

Malgré les nombreux paramètres in�uençant le nombre d'états d'un agent, ces expérimenta-
tions ont toutefois permis d'estimer l'ordre de grandeur des espaces d'états qui doivent être traités
par nos algorithmes. Ainsi, une mission composée de 200 tâches et 3 agents nous a conduit à obte-
nir des MDPs de l'ordre de 250 000 états. Lorsque les ressources initiales augmentent, cette taille
peut être portée à 700 000 états. La présence d'un grand nombre de contraintes de précédence
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et d'agents permet d'augmenter le nombre de tâches à exécuter tout en conservant un nombre
d'états raisonnable. Ainsi, des problèmes composés de 800 tâches, 20 agents et 700 contraintes
ont été envisagés et ont conduit à des MDPs composés, en moyenne par agent, de 57 200 états.

10.2 Algorithme de révision des politiques

La mise en place de l'algorithme de révision des politiques a eu pour principal objectif l'éla-
boration d'un algorithme de plani�cation multi-agent permettant de traiter des problèmes de
taille conséquente tout en fournissant des solutions de � bonne � qualité. Nous allons, dans cette
section, décrire di�érentes expérimentations menées a�n de véri�er que l'algorithme développé
répond bien à ces exigences. Nous nous intéresserons tout d'abord à l'e�cacité de cet algorithme
et nous estimerons la taille des problèmes pouvant être résolus. Nous étudierons ensuite la qualité
des solutions calculées que nous tenterons de comparer avec les autres approches existantes.

10.2.1 E�cacité de l'algorithme

L'étude de l'évolution du nombre d'états menée dans la section précédente, nous conduit
naturellement à nous interroger sur la taille des espaces d'états pouvant être traités par notre
algorithme, ainsi que sur le temps nécessaire à la résolution de di�érentes tailles de problèmes.

Comme le prouvent les corollaires 3 et 4 concernant la complexité temporelle de l'algorithme
de révision des politiques, le temps nécessaire a�n de réviser l'ensemble des politiques des agents
dépend du nombre d'états de chaque agent, ainsi que du nombre d'actions possibles en chaque
état.

Evaluation du nombre d'actions

L'étude de la taille des espaces d'états qui vient d'être réalisée nous a conduit à examiner les
di�érents paramètres liés au nombre d'intervalles d'exécution de chaque tâche. Nous avons ainsi
montré que les contraintes temporelles, les contraintes de précédence et les durées d'exécution
in�uencent le nombre d'intervalles d'exécution. Ces paramètres in�uencent également le nombre
de dates de début de toute tâche ti et conditionnent par conséquent le nombre d'actions à
envisager lors de la révision des politiques. Le nombre d'actions pouvant être exécutées à partir
d'un état si dépend, en e�et, du nombre de dates de début possibles pour la prochaine tâche.
Ainsi, plus les dates de début possibles pour une tâche sont nombreuses, plus le nombre d'actions
à envisager est important et plus la résolution du problème requiert de temps.

Considérons une tâche ti devant être exécutée à partir d'un état si. Soit |ST | le nombre
maximum de dates de début pour une tâche. Il existe alors, au pire cas, |ST | actions possibles
à partir de si. Parmi l'ensemble des dates de début de ti, certaines n'ont néanmoins pas à être
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envisagées. Le nombre de dates de début possibles pour l'exécution d'une tâche ti dépend en e�et
de l'ensemble des dates de début de ti mais également des connaissances sur les dates de �n des
prédécesseurs de ti. Considérons deux tâches ti−1 et ti telles que ti−1 soit un prédécesseur de ti.
Si ti et ti−1 sont exécutées par un même agent Agi, la date de �n eti−1 de ti−1 est alors connue
de Agi lorsque celui-ci doit décider quand exécuter ti. A�n de déterminer l'ensemble des dates
de début possibles de ti, il est donc possible de restreindre l'ensemble des dates de début de ti

en éliminant toutes celles qui sont inférieures à eti−1. Supposons à présent que ti−1 soit exécutée
par un autre agent Agj . Lorsque Agi doit décider quand exécuter ti, la date de �n de ti−1 n'est
pas connue, il n'est donc pas possible de restreindre l'ensemble des dates de début de ti. Toutes
les dates de début de ti sont considérées comme possibles et un plus grand nombre d'actions est
alors à envisager.

Ainsi, le nombre d'actions à considérer a�n d'établir la politique d'exécution de ti à partir d'un
état si dépend des connaissances sur les dates de �n des prédécesseurs. Si aucun des prédécesseurs
de ti n'est exécuté par Agi, celui-ci ne dispose d'aucune information sur les dates de �n des
prédécesseurs et toutes les dates de début de ti doivent être envisagées. Si un des prédécesseurs
de ti est exécuté par Agi, il est en revanche possible de réduire l'ensemble des dates de début
a�n de limiter les actions possibles.

Temps d'exécution

Le tableau 10.1 décrit, pour un même ensemble de tâches, le temps nécessaire à l'exécution
de l'algorithme de révision des politiques en fonction du nombre d'agents chargés de réaliser les
tâches. Le nombre d'états total à évaluer ainsi que le nombre d'actions considérées au cours de la
révision des politiques sont également mentionnés. Les résultats présentés mettent en évidence
l'in�uence du nombre d'états et du nombre d'actions sur le temps de résolution. Nous pouvons
de plus constater que le fait d'augmenter le nombre d'agents ne garantit pas une accélération
de la plani�cation. L'ajout d'un agent suscite en e�et la re-répartition des tâches qui, comme
nous l'avons déjà précisé, accroît les dépendances entre les agents. Ceci augmente également,
comme nous venons de l'illustrer, l'incertitude sur les dates de �n des prédécesseurs des tâches ti

d'où, une hausse du nombre d'actions à envisager. De ce fait, pour un même ensemble de tâches,
plus le nombre d'agents considérés augmente, plus le nombre d'actions possibles en chaque état
augmente. Ainsi, bien que le nombre d'états à considérer pour la mission comprenant 10 agents
soit plus faible que le nombre d'états de la mission impliquant 2 agents, le nombre d'actions à
considérer est beaucoup plus important. L'exécution de l'algorithme de révision des politiques
requiert alors plus de temps pour 10 agents que pour 2 agents.
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Nombre Nombre Taille de Nombre d'actions Temps de
de tâches d'agents l'espace d'états à envisager résolution (s.)

50 2 73 202 222 696 138
50 3 142 477 153 336 95
50 4 123 189 208 301 154
50 5 95 172 326 907 292
50 10 56 873 702 553 400
50 15 48 697 548 435 350

Tab. 10.1 � Temps d'exécution de l'algorithme de révision des politiques en fonction du nombre
d'agents

Bien que de nombreux paramètres in�uencent la taille des espaces d'états et le nombre d'ac-
tions à envisager à partir de chaque état, nous avons tenté d'établir un ordre de grandeur du
temps nécessaire à la résolution de di�érentes tailles de mission. Pour ce faire, un échantillon
diversi�é de problèmes a été constitué. Nous avons ainsi fait varier la taille des missions, l'im-
portance des contraintes et des resources initiales. La résolution de ces missions nous a ensuite
permis d'estimer, en fonction de la taille des problèmes envisagés, le temps moyen nécessaire
pour exécuter l'algorithme de révision des politiques.

De manière générale, la résolution d'un problème comprenant moins de 30 000 états requiert
moins de 15 secondes48. Des missions composées de moins de 150 000 états sont quant à elles
résolues en moins de 5 minutes. En�n, la révision d'un million d'états demande entre une à deux
heures suivant le nombre d'actions à considérer.

Le tableau 10.2 résume ces résultats en termes de nombre de tâches et d'agents. Les résultats
obtenus montrent que des problèmes composés de plusieurs dizaines de tâches et d'agents peuvent
être rapidement résolus. Des missions comme celles rencontrées en robotique exploratoire et
consistant en l'exécution d'une centaine de tâches par une dizaine d'agents, peuvent également
être aisément considérées. Bien que la plani�cation de l'exécution de plusieurs centaines de tâches
nécessite plus de temps, elle reste tout à fait envisageable. Ces expérimentations prouvent ainsi
l'e�cacité de notre approche. L'algorithme que nous avons développé permet en e�et de traiter
des problèmes de taille importante en un temps raisonnable. Il o�re donc les garanties d'e�cacité
nécessaires a�n de pouvoir être utilisé pour plani�er l'exécution de scénarios de la robotique
exploratoire tels que ceux présentés au chapitre 4.

48Etude réalisée sur un Pentium III, 700MHz
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Nombre Nombre Temps de
de tâches d'agents résolution

20 2 8s.
20 10 8s.
50 2 2 min
50 10 1 min
100 2 15 min
100 10 20 min
200 2 1h30

Tab. 10.2 � Estimation du temps d'exécution de l'algorithme de révision des politiques

Révision décentralisée des politiques

Les expérimentations qui viennent d'être présentées ont été réalisées à l'aide de la version
centralisée de l'algorithme de révision des politiques. Le gain en temps suscité par l'exécution
décentralisée de cet algorithme est très variable selon les problèmes. Il est en e�et largement
in�uencé par le nombre de branchements du graphe de la mission et par la durée des communi-
cations entre les agents.

Sur de petits problèmes, ce gain est négligeable par rapport au temps d'exécution de l'algo-
rithme. Lorsque la communication est coûteuse en temps, la version décentralisée de l'algorithme
s'avère même moins e�cace. Pour des graphes de taille importante (plus de 50 tâches), la version
décentralisée de l'algorithme permet un gain en temps, à condition que la topologie du graphe se
prête à la révision simultanée des politiques d'exécution de di�érentes tâches. Il est donc néces-
saire que chaque niveau du graphe contienne un grand nombre de n÷uds, ce qui n'est possible
que pour des missions impliquant un grand nombre d'agents. Le gain en temps suscité par la
révision décentralisée des politiques dépend alors du temps de communication et du nombre de
valeurs de coût occasionné à communiquer. Pour des missions de taille importante propices à
une telle exécution de l'algorithme de révision des politiques, nous avons ainsi pu constater un
gain de plusieurs minutes.

10.2.2 Étude qualitative des solutions

Les expériences qui viennent d'être présentées ont permis d'établir l'e�cacité de l'algorithme
de révision des politiques. Nous sommes alors naturellement amenés à nous interroger sur la
qualité des solutions ainsi calculées.
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Une étude di�cile

L'évaluation de la qualité des solutions retournées par l'algorithme de révision des politiques
n'est toutefois pas une tâche aisée. Nous avons en e�et évoqué à plusieurs reprises les di�cultés,
voire l'impossibilité de résoudre de manière optimale les problèmes qui nous sont posés. Nous ne
pouvons donc pas envisager mesurer la qualité des solutions que nous calculons en les comparant
à la solution optimale.

Par ailleurs, les approches existantes de résolution des DEC-MDPS qui s'orientent vers la
recherche d'une solution approchée, ne traitent aucune des contraintes prises en compte par
notre approche (contraintes de précédence ou contraintes temporelles). La modélisation et la
résolution, par de telles approches, des problèmes considérés n'est donc pas envisageable puis-
qu'elles supposeraient que les contraintes ne soient pas prises en compte et conduiraient donc à
des solutions de moins bonne qualité puisque ne respectant pas les contraintes.

En ce qui concerne les approches de plani�cation autres que celles se basant sur l'utilisation
des DEC-MDPs, il nous a également été impossible de réaliser des comparaisons. Ces approches
ne permettent en e�et pas la représentation de toutes les caractéristiques (incertitude, contraintes
temporelles et de ressources,...) des problèmes que nous envisageons.

Comparaison qualitative de di�érentes politiques

A�n d'étudier la qualité des solutions retournées par l'algorithme de révision des politiques,
une comparaison a été menée entre les politiques calculées par notre approche et di�érentes
politiques telles que la politique EST ou la politique LST49. Nous nous sommes ainsi intéressée
au gain total obtenu par les agents et au nombre d'échecs partiels réalisés. Nous avons pour cela
comparé les performances résultant de l'exécution des politiques suivantes :

� la politique calculée par notre algorithme en considérant la politique EST comme politique
initiale et en utilisant la mesure de coût occasionné la plus précise (politique EOC)50,

� la politique EST,
� la politique LST,
� la politique P (Probabiliste) consistant à sélectionner, pour toute tâche ti, la date de début
à laquelle les prédécesseurs de ti ont la plus forte probabilité de terminer.

Remarquons que le calcul de chacune de ces politiques nécessite plus ou moins de temps.
A�n de déterminer les politiques EST et LET, il est uniquement nécessaire d'établir les dates
de début de chaque tâche. La politique P requiert, quant à elle, le calcul des probabilités sur
les dates de �n des tâches. En�n, la politique EOC déterminée par notre approche nécessite la

49Ces politiques ont été présentées au chapitre 8.50Une comparaison de la qualité des solutions en fonction des mesures du coût occasionné sera détaillée à la �n
de ce chapitre.
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modélisation du problème sous forme d'OC-DEC-MDP et l'exécution de l'algorithme de révision
des politiques.

Bien que le calcul de la politique EOC nécessite plus de temps, notre approche permet
d'obtenir des solutions de qualité supérieure. Le tableau 10.3 réalise une comparaison des résultats
obtenus au cours de 1000 exécutions d'une mission mettant en jeu deux agents devant réaliser
une vingtaine de tâches. Nous pouvons ainsi constater que le gain obtenu par les agents qui
suivent la politique EOC est supérieur à celui obtenu lors de l'exécution des autres politiques
recensées. Une étude plus détaillée des exécutions a d'ailleurs permis d'observer que la politique
EOC permettait, le plus fréquemment, de mener à bien l'exécution de toutes le tâches.

EST-pol. LST-pol. P-pol. EOC-pol.
Partial failures 519 0 114 113

Gain 8274 9600 9888 10059
Tab. 10.3 � Comparaison des performances de di�érentes politiques

L'étude du nombre d'échecs partiels nous a permis d'estimer le nombre de fois où l'un des
agents décide d'exécuter une tâche alors qu'il aurait pu attendre. Plus les ressources d'un agent
sont restreintes, plus les échecs partiels doivent être minimisés. Notre approche permet alors de
minimiser les échecs partiels tout en maximisant le gain des agents. Le tableau 10.3 montre que
le nombre d'échecs partiels est le plus important lorsque les agents suivent la politiques EST. En
e�et, chacun décide de commencer l'exécution de la prochaine tâche au plus tôt. La probabilité
que le prédécesseurs n'aient pas terminé est alors forte d'où, un nombre élevé d'échecs partiels.
Les résultats présentés dans la tableau 10.3 ont été obtenus à partir de l'exécution d'une mission
sous ressources restreintes. Le gain des agents suivant la politique EST est donc faible puisque
le grand nombre d'échecs partiels provoqués par cette politique conduit rapidement à un échec
total par manque de ressources. Le tableau 10.4 décrit le gain des agents pour l'exécution de
cette même mission, lorsque les ressources sont illimitées. Nous constatons que la politique EOC
et la politique EST permettent toutes deux d'obtenir le gain maximum. Comme nous l'avons
démontré au chapitre 8, ces deux politiques sont en e�et identiques et optimales.

Les performances de la politique LST s'expliquent quant à elles par la forte probabilité
d'échouer totalement par violation des contraintes temporelles. Lorsque les ressources des agents
sont restreintes, il est possible que les politiques EOC et LST soient très proches. En e�et, si
les récompenses des tâches restant à exécuter sont faibles par rapport aux récompenses déjà
acquises, la politique EOC des tâches à venir correspondra à la politique LST. Le premier cas de
la �gure 10.13 décrit une telle situation. Lorsque l'agent 1 vient d'exécuter tj , les récompenses à
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EST-pol. LST-pol. P-pol. EOC-pol.
Gain 10100 9550 9974 10100

Tab. 10.4 � Comparaison des performances de di�érentes politiques sous ressources illimitées

venir sont faibles. La pénalité induite par l'échec total de ces tâches est donc également faible.
Si l'agent dispose de peu de ressources, il va alors chercher à minimiser les échecs partiels pour
économiser ses ressources. Il va donc exécuter chaque tâche au plus tard (politique LST) même
s'il risque ainsi de violer les contraintes temporelles : cette politique est la seule lui permettant
de mener à bien l'exécution de la mission et les échecs totaux sont peu pénalisants. En revanche,
si une forte récompense est attribuée à l'une des tâches tk restantes, la politique LST va s'avérer
trop risquée : la perte provoquée par un échec de tk étant forte, l'agent va chercher à assurer
l'exécution de cette tâche au détriment des tâches suivant tk. Ainsi, l'agent va adopter, au risque
d'échouer partiellement, une politique peu risquée51 jusqu'à ce que la tâche tk soit exécutée. Une
politique proche de la politique LST sera ensuite exécutée. Considérons le deuxième cas de la
�gure 10.13, l'agent 1 va adopter une politique non risquée a�n de pouvoir exécuter sa dernière
tâche. Dans le troisième cas, l'agent 1 va suivre une telle politique jusqu'à l'exécution de tk.
En�n, dans le quatrième cas l'agent va suivre une politique non risquée jusqu'à l'exécution de tl.
En e�et, échouer totalement cette tâche provoquerait un coût occasionné important sur l'agent
2. L'agent 1 va donc chercher à minimiser la violation des contraintes temporelles même si cela
implique des échecs partiels qui, par leur consommation de ressources, l'empêcheront d'exécuter
toutes les tâches qu'il lui reste.

L'écart entre les politiques P et EOC s'explique par la présence des contraintes temporelles.
Lorsque ces dernières ne risquent pas d'être violées par la politique P , la politique EOC peut
s'avérer proche52 de la politique P. Aucun mécanisme de coordination entre les agents n'est tou-
tefois mis en place par la politique P ce qui explique qu'elle conduise à de moins bons résultats.
Contrairement à la politique EOC, l'in�uence d'une action sur les autres agents n'est en e�et pas
envisagée. La politique EOC garantit donc, à la di�érence de la politique P, un comportement
coopératif de la part des agents menant ainsi à de meilleures performances.

51Nous désignerons par le terme � politique risquée �, une politique pouvant mener avec une forte probabilité
à un échec total. La politique LST est donc une politique risquée.52Nous déterminons la proximité de deux politiques en comparant les décisions prises par chacune d'elles en
chaque état.
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Fig. 10.13 � In�uence des récompenses sur les politiques

Suivant les contraintes du problème et les ressources initialement disponibles, la politique
EOC se rapproche donc plus ou moins d'une des politiques extrêmes LET ou LST. Les ex-
périmentations ont montré que la politique EOC fournit de meilleurs résultats que les autres
politiques qui ont été présentées. Elle permet en e�et de décider des actions à exécuter tout en
gérant les ressources ansi que les contraintes temporelles et de précédence. Toute décision résulte
alors d'un dosage précis entre la probabilité d'échouer partiellement, la consommation d'un tel
échec, la probabilité d'échouer totalement, le gain à venir et le coût occasionné sur les autres
agents. Plus les ressources des agents sont limitées, plus il est important de limiter les échecs
partiels et plus la politique EOC s'éloigne de la politique EST. L'algorithme de révision des
politiques permet alors d'établir un juste milieu entre la politique EST et la politique LST, a�n
d'économiser les ressources tout en limitant les risques de violation des contraintes temporelles.

Quand l'optimal peut être calculé

Bien que la résolution optimale des problèmes qui nous sont posés ne soit de manière générale
pas envisageable, l'algorithme CSA développé par Becker et al. [Becker et al., 2004a] et présenté
en première partie de ce document, peut être utilisé a�n de résoudre des problèmes de petite
dimension. Cet algorithme permet de calculer la politique optimale de chaque agent tout en
respectant les contraintes de précédence entre les tâches. En pratique, cet algorithme ne peut
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résoudre que de très petits problèmes ne dépassant pas deux agents, une dizaine de tâches et
quelques contraintes de précédence entre les agents. Lorsque ces dernières sont orientées aussi
bien vers le premier agent que vers le deuxième, la résolution du problème par CSA requiert un
temps trop important et aucune solution ne peut être obtenue. Une solution optimale ne peut
donc être calculée que pour des graphes à sens unique. Nous avons démontré que, pour de tels
graphes, l'algorithme de révision des politiques calcule une politique optimale. Nous pouvons
donc a�rmer que notre approche égalise les performances de CSA en terme de qualité de la
solution, sur les problèmes que CSA peut résoudre en pratique.

L'algorithme de révision des politiques que nous avons proposé étant de plus polynomial en
espace d'états alors que CSA est exponentiel, une solution est plus rapidement obtenue par notre
approche.

Du fait de sa complexité, CSA n'est pas en mesure de calculer la solution optimale aux
problèmes de grande taille que nous avons évoqués dans ce chapitre. Pour ces problèmes, CSA
ne peut donc pas être utilisé a�n de mener à bien l'étude de la qualités des solutions fournies par
notre approche.

10.3 Algorithme itératif de révision des politiques

Les expérimentations qui viennent d'être présentées montrent que l'algorithme de révision des
politiques que nous avons mis en place est e�ectivement en mesure de résoudre des problèmes
de taille importante. Il répond ainsi aux objectifs que nous nous étions �xés concernant les
dimensions des missions à gérer. Nous sommes à présent amenés à nous interroger sur l'e�cacité
de l'algorithme itératif et à étudier l'impact du processus itératif sur la taille des problèmes
pouvant être traités.

10.3.1 Étude de l'e�cacité

Comme nous l'avons démontré au chapitre 9, la complexité spatiale de l'algorithme itératif
est identique à celle de l'algorithme de révision des politiques. Une même quantité de mémoire
étant requise par ces deux algorithmes, tout problème pouvant être résolu par l'algorithme de
révision des politiques peut a priori être traité par l'algorithme itératif.

Le temps d'exécution de l'algorithme itératif est cependant plus important puisqu'il dépend
du nombre d'itérations réalisées. A chaque itération, l'algorithme de mise à jour des fonctions
de transition est exécuté puis, la révision des politiques est réalisée. Le temps requis par une
itération est donc égal à la somme des durées d'exécution de ces deux algorithmes. Le temps
nécessaire a�n de mettre à jour les fonctions de transition est toutefois négligeable par rapport à
la durée d'exécution de l'algorithme de révision des politiques. Nous avons en e�et comparé, pour
di�érentes tailles de mission, les durées d'exécution de ces deux algorithmes. Nous avons ainsi
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pu constater que la mise à jour des fonctions de transition s'e�ectuait très rapidement : sur des
problèmes d'une vingtaine de tâches, elle ne nécessite que 5 à 6 millisecondes, elle requiert 3 à 4
secondes sur des problèmes d'une centaine de tâches, et 5 à 6 secondes pour des missions de 200
tâches. Le temps nécessaire par une itération est ainsi majoritairement conditionné par la durée de
révision des politiques et non par la mise à jour des fonctions de transition. Les 5 à 6 millisecondes
nécessaires pour calculer les probabilités de transition sont en e�et négligeables par rapport aux
8 secondes requises pour réviser les politiques. Ceci con�rme les résultats obtenus par l'étude de
la complexité de l'algorithme itératif réalisée au chapitre 9. Nous avions alors démontré que la
complexité d'une itération était du même ordre que la complexité de l'algorithme de révision des
politiques.

L'évolution de la durée d'une itération, en fonction de la taille des missions considérées, est
donc analogue à l'évolution des durées d'exécution de l'algorithme itératif. Il est possible de se
référer à l'étude précédemment menée pour de plus amples détails.

10.3.2 Rapidité de convergence

Étant donnée l'in�uence du nombre d'itérations sur le temps d'exécution de l'algorithme ité-
ratif, nous avons mené di�érentes expérimentations permettant de mieux apprécier cette donnée.
Une grande diversité de missions a ainsi été résolue par l'algorithme itératif et le nombre d'ité-
rations nécessaires pour converger a été étudié. Nous avons également fait varier les méthodes
d'estimation du coût occasionné a�n d'évaluer leur in�uence sur le processus de convergence.

Sur l'ensemble des expériences qui ont été menées, nous n'avons jamais été confrontée à un
cas de divergence de l'algorithme. Bien que la convergence ne soit en théorie pas garantie, il
semble donc qu'en pratique les situations de divergence soient très rares. Dans la majeure partie
des cas, l'équilibre correspondant à la convergence de l'algorithme a de plus été atteint en moins
de quatre itérations.

Les expérimentations qui ont été réalisées ont mis en évidence l'in�uence des ressources ini-
tiales sur le nombre d'itérations. Lorsque les ressources sont illimitées ou en quantité importante,
seule une itération est nécessaire pour atteindre l'équilibre. La politique EST correspondant à la
politique optimale est alors obtenue à l'issue de cette itération. De la même façon, une très faible
quantité initiale de ressources se traduit par un petit nombre d'itérations. En e�et, si un agent
ne dispose pas des ressources su�santes pour exécuter sa première tâche, sa politique optimale
consiste à commencer l'exécution de la première tâche au plus tôt et ce quelle que soit la poli-
tique des autres agents. La politique des tâches suivantes est quant à elle indi�érente. Entre ces
deux extrêmes, le nombre d'itérations augmente puis décroît. La �gure 10.14 représente une telle
évolution. Le maximum de cette courbe est atteint pour un taux initial de ressources critique
permettant tout juste aux agents d'exécuter leurs tâches sans pouvoir échouer partiellement. Le
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nombre d'échecs partiels devant être restreint, atteindre l'équilibre nécessite alors de nombreux
ajustements d'où le nombre élevé d'itérations.
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Fig. 10.14 � In�unece des ressources initiales
sur le nombre d'itérations
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Fig. 10.15 � Évolution des ressources initiales
sur le nombre de modi�cations des politiques

Cette tendance est également identi�able lorsque nous étudions le nombre de modi�cations
des politiques réalisées à chaque itération. La �gure 10.15 décrit l'évolution du nombre de mo-
di�cations en fonction des ressources disponibles au début de la mission. Chaque agent suit
initialement la politique EST. Ainsi, lorsque les ressources sont très faibles ou bien en quantité
importante, aucune modi�cation n'est réalisée sur les politiques des agents. La politique initiale
correspond en e�et à un équilibre et plus particulièrement à une solution optimale. En revanche,
si les ressources sont tout juste su�santes (les agents ne peuvent se permettre d'échouer par-
tiellement s'ils souhaitent exécuter toutes leurs tâches) un grand nombre de modi�cations et
d'ajustements sont nécessaires pour atteindre l'équilibre.

Ces résultats mettent en évidence l'in�uence des politiques initiales sur le nombre d'itérations.
Ils suggèrent également la possibilité d'établir le choix des politiques initiales en fonction des
ressources disponibles par les agents. Ainsi, si les ressources sont très faibles ou en quantité
importante, nous préférerons la politique EST. En revanche, si les ressources sont su�santes
sans plus, une politique probabiliste (politique P) peut s'avérer plus adaptée. Notons toutefois
que la preuve de convergence que nous avons établie n'est valable que si les agents suivent
initialement la politique EST.
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10.4 Comparaison des performances

La mise en place de l'algorithme itératif a eu pour objectif l'augmentation de la qualité des
politiques calculées, dans les cas où l'optimalité des solutions retournées par une seule exécution
de l'algorithme de révision des politiques n'est pas garantie. Di�érentes expérimentations ont par
conséquent été menées a�n d'étudier l'évolution de la qualité des solutions au fur et à mesure de
l'exécution du processus itératif. Nous nous sommes en particulier intéressée au gain suscité par
chaque itération.

Comme nous l'avons démontré au chapitre 9, la mesure du coût occasionné utilisée a�n d'éta-
blir les politiques des agents conditionne à la fois les garanties de convergence de l'algorithme
itératif et la qualité des solutions obtenues. Nous nous sommes donc également intéressée à l'in-
�uence des mesures du coût occasionné sur le processus itératif. Les conséquences de l'utilisation
de l'une ou l'autre des mesures sur le nombre d'itérations et sur la qualité des solutions ont ainsi
été examinées.

10.4.1 Convergence et mesures du coût occasionné

L'in�uence, sur le nombre d'itérations, des di�érentes mesures de coût occasionné a tout
d'abord été étudiée. Nous avons fait varier les méthodes d'estimation du coût occasionné a�n
d'évaluer leur impact sur le processus de convergence. Nous avons alors pu constater que l'uti-
lisation du coût occasionné avec ressources (mesure précise) conduit à un plus grand nombre
d'itérations. Ce supplément d'itérations s'explique par la précision de la mesure qui suscite de
nombreux ajustements des politiques en réponse aux modi�cations réalisées aux itérations précé-
dentes. En e�et, la mesure du coût occasionné étant précise, elle s'avère sensible aux modi�cations
des politiques et varie à la moindre révision, entraînant ainsi d'autres modi�cations. De nombreux
ajustements sont alors nécessaires a�n d'atteindre un équilibre.

En revanche, l'utilisation d'une mesure approchée (par exemple sans tenir compte des res-
sources) du coût occasionné, restreint les modi�cations et permet d'atteindre un équilibre plus
rapidement. L'approximation du coût occasionné est en e�et moins sensible aux modi�cations
des politiques. Une approximation ne tenant pas compte des ressources ne sera pas in�uencée par
une modi�cation des disponibilités des ressources. Toute modi�cation de la politique d'un agent
Agi entraînant une augmentation ou une diminution des ressources disponibles avant l'exécution
d'une tâche ti ne suscitera pas de changement du coût occasionné de ti. Les agents Agj (j 6= i)
tenant compte du coût occasionné sur ti ne percevront pas ces modi�cations de la politique de
Agi et ne réviseront pas leurs politiques en conséquence. Les modi�cations des politiques sont
ainsi moins nombreuses et l'équilibre est atteint plus rapidement. Comme nous le montrerons
par la suite, les solutions obtenues pourront toutefois s'avérer de moins bonne qualité.

Des expérimentations ont été menées a�n d'estimer le nombre d'itérations réalisées pour
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les di�érentes méthodes de coût occasionné. Celui-ci varie bien entendu selon les problèmes.
Le nombre d'itérations e�ectuées en cas d'utilisation du coût occasionné espéré avec ressources
dépassant rarement les quatre itérations. En moyenne, le nombre d'itérations réalisées, lorsque
la mesure du coût occasionné espéré avec ressources est utilisée, est légèrement supérieur à 3
itérations. Il est en revanche proche de 2 itérations lorsque la mesure du coût occasionné sans
ressources est utilisée.

Le gain en temps dépend alors de la durée d'une itération. Faire l'économie d'une itération
est en e�et beaucoup plus intéressant sur de grandes missions. Pour de tels problèmes, il est
donc préférable d'avoir recours à des méthodes d'approximation du coût occasionné. Lorsque des
problèmes de petite taille sont considérés, nous pouvons à l'inverse nous permettre une mesure
plus �ne du coût occasionné au risque d'augmenter le nombre d'itérations.

10.4.2 Pro�l d'amélioration

L'évolution, à chaque itération, de la qualité des solutions a par ailleurs été étudiée. Confor-
mément à ce qui a été démontré au chapitre 9, l'estimation du coût occasionné sans ressources
ou à l'aide d'une méthode mixte conduit à une augmentation de la qualité de la solution à
chaque itération. Un tel pro�l d'amélioration est également repérable lorsque le coût occasionné
est précisément estimé (coût occasionné espéré avec ressources). Il semble en e�et que la baisse
des performances des agents soit, malgré l'utilisation de cette mesure, un phénomène très rare.
Ceci est bien entendu à mettre en relation avec le fait que nous n'ayons rencontré aucun cas de
divergence bien qu'une grande diversité de problèmes ait été traitée. Toute divergence émane en
e�et d'une baisse des performances des agents.

Quelle que soit la méthode d'estimation du coût occasionné utilisée, nous avons pu constater
que la première itération de l'algorithme apportait le plus grand gain de qualité. C'est en e�et
au cours de cette première itération que les performances des agents augmentent le plus. Nous
pouvons en déduire que l'algorithme de révision des politiques, quand il n'est exécuté qu'une seule
fois comme cela a été présenté au chapitre 8, conduit à de bons résultats. Itérer cette révision des
politiques permet alors de réaliser des ajustements des politiques conduisant à une diminution
du nombre d'échecs partiels. La �gure 10.16 présente l'évolution du nombre de modi�cations
des politiques des agents à chaque itération, pour une mission comprenant deux agents et vingt
tâches. La première itération réalise le plus grand nombre de modi�cations. Ce dernier décroît
ensuite pour devenir nul à la troisième itération. Ainsi, deux itérations sont nécessaires pour
atteindre l'équilibre.

La �gure 10.17 décrit, pour le même problème, le nombre d'échecs partiels réalisés par les
agents lorsque les politiques résultant d'une itération donnée sont exécutées. Le nombre d'échecs
partiels est comptabilisé sur 1000 exécutions et l'itération 0 correspond à l'ensemble des politiques
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initialement �xées (ici la politique EST). Bien que l'ensemble des politiques résultant de la
première itération soit presque optimal, il conduit néanmoins à un grand nombre d'échecs partiels.
Ces derniers sont essentiellement dûs au fait que la politique d'exécution de chaque tâche n'est
révisée qu'une seule fois. La politique d'exécution d'une tâche ti ne peut donc être ajustée en
fonction des modi�cations des politiques d'exécution des tâches en amont de ti dans le graphe de
la mission. La seconde itération permet ces ajustements d'où une diminution du nombre d'échecs
partiels et une augmentation des performances.

Lorsque les ressources initiales des agents sont tout juste su�santes, un plus grand nombre
d'itérations est nécessaire a�n de converger. En raison du manque de ressources, toute modi�ca-
tion de la politique d'un agent Agi a en e�et des répercussions beaucoup plus importantes sur
les autres agents. De nombreux ajustements sont alors nécessaires a�n d'atteindre un équilibre.

Bien que l'augmentation des performances au �l des itérations soit une constante, même
pour la mesure du coût occasionné la plus précise, nous pouvons noter des variations de la
qualité des solutions en fonction des méthodes utilisées pour l'estimation du coût occasionné. La
�gure 10.18 décrit l'in�uence de ces méthodes sur le gain obtenu par les agents. Ces résultats
ont été obtenus à partir de 1000 exécutions des politiques résultant de la première itération et
di�érents taux de ressources initiaux ont été envisagés. Naturellement, plus les agents disposent
initialement de ressources, plus leur gain est important puisque la probabilité de manquer de
ressources diminue. Lorsque les ressources initiales sont importantes ou très faibles, la mesure de
coût occasionné utilisée a peu d'impact sur les performances des agents. En e�et, les ressources
in�uencent alors peu le coût occasionné et des politiques identiques sont calculées quelle que soit
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la méthode d'estimation à laquelle il est fait appel. Les résultats présentés sur la �gure 10.18
suggèrent que, dans les cas où les ressources sont tout juste su�santes, le coût occasionné espéré
avec ressources (mesure précise) conduit, à la première itération, à de meilleures performances.
Cette conjecture n'est pas toujours véri�ée. La �gure 10.19 décrit l'évolution des performances
des agents au �l des itérations étant données di�érentes mesures du coût occasionné. Dans le cas
qui est présenté, nous pouvons constater que l'approximation du coût occasionné permet, dès la
première itération, d'obtenir une solution de meilleure qualité que celle calculée en utilisant la
mesure précise. L'utilisation du coût occasionné espéré avec ressources nécessite alors un plus
grand nombre d'itérations a�n d'atteindre une solution de qualité équivalente. L'amélioration
de cette solution est toutefois beaucoup moins limitée par la suite. L'estimation précise du coût
occasionné permet de continuer à améliorer la qualité de la solution et ainsi d'obtenir de meilleures
performances. L'utilisation d'une approximation du coût occasionné ne permet pas, quant à elle,
une amélioration des politiques obtenues à la première itération.
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Les di�érentes mesures de coût occasionné conduisent donc à des évolutions di�érentes des
qualités des politiques et nécessitent un plus ou moins grand nombre d'itérations pour converger.
Bien que les expérimentations aient montré qu'un équilibre était généralement plus rapidement
atteint en utilisant une approximation du coût occasionné, rien ne garantit qu'une telle mesure
converge toujours plus rapidement. Le nombre de révisions nécessaires pour atteindre un équilibre
peut en e�et être plus important en ayant recours à une approximation du coût occasionné.

Il est par ailleurs di�cile de comparer les résultats obtenus, à la kème itération, pour chacune
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des mesures du coût occasionné. Les politiques évoluant dans des directions et à des vitesses
di�érentes, il est préférable de comparer les politiques obtenues après convergence. Dans la ma-
jeure partie des cas (85%), l'utilisation du coût occasionné espéré avec ressources nous a permis
d'obtenir des solutions de meilleure qualité que celles obtenues en ayant recours à d'autres mé-
thodes d'estimation du coût occasionné. Rien ne permet toutefois de garantir que l'estimation
précise du coût occasionné mène toujours à de meilleures performances. L'approximation du
coût occasionné peut en e�et nous amener à un équilibre de meilleure qualité que celui obtenu
par la mesure précise du coût occasionné. En�n, les di�érences de qualité sont plus particulière-
ment sensibles lorsque les ressources des agents sont tout juste su�santes. Lorsque les ressources
sont illimitées ou insu�santes, le choix de la mesure de coût occasionné a peu d'in�uence et les
solutions calculées sont équivalentes.

10.4.3 Comparaison avec l'existant

L'étude comparative des performances de l'algorithme itératif avec celles d'autres approches
existantes est, comme pour l'algorithme de révision des politiques, di�cile. Parmi les problèmes
que nous traitons, certains peuvent être résolus de manière optimale par CSA. En e�et, CSA
est capable de résoudre, en pratique, des problèmes représentés par des graphes à sens unique.
Pour ces problèmes, il a été précédemment démontré que nos algorithmes calculent également la
solution optimale. Notre approche égalise ainsi les performances de CSA en terme de qualité de
la solution. Une itération étant de complexité polynomiale alors que CSA est de complexité ex-
ponentielle, notre algorithme permet de plus de déterminer plus rapidement la solution optimale.
CSA permet néanmoins de résoudre des problèmes autres que ceux que nous traitons. Cette plus
grande généricité des problèmes traités explique en grande partie la complexité exponentielle de
l'algorithme.

Comme nous le suggérions en première partie de ce document, l'exploitation des caractéris-
tiques du problème et la recherche d'un solution approchée ont permis d'augmenter de façon
signi�cative la taille des problèmes traités. La prise en compte des contraintes sur l'exécution
des missions a en e�et contribué au développement d'algorithmes e�caces. Les contraintes de
précédence ont tout d'abord facilité la décomposition du problème en permettant l'identi�cation
des interactions entre agents. Les contraintes sur l'exécution des tâches ont ensuite permis de
diminuer la tailles des MDPs à résoudre (limitation des espaces d'états) et restreindre l'ensemble
des politiques à envisager. Nous rejoignons ici les idées exposées par Nair et al. [Nair et al., 2005]
a�n de développer une approche e�cace pour la résolution des ND-POMDPs. Ils suggèrent en
e�et d'exploiter les caractéristiques du problème, dans ce cas la localité des interactions, a�n de
développer un algorithme calculant une politique approchée de la solution optimale.
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Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, expérimenté l'e�cacité de notre approche. Nous nous sommes
en particulier intéressée au temps nécessaire pour résoudre di�érentes tailles de mission ainsi
qu'à la qualité des solutions obtenues.

La complexité temporelle des algorithmes qui ont été précédemment développés dépendant
du nombre d'états du modèle et du nombre d'actions à envisager. Nous avons donc tout d'abord
étudié l'in�uence des paramètres d'une mission (nombre de tâches, d'agents, etc.) sur ces données.
Nous avons alors exposé les di�cultés liées à l'estimation a priori du nombre d'états et d'actions.

Nous nous sommes ensuite intéressée à la durée d'exécution de l'algorithme de révision des
politiques. Nous avons alors mis en relation le temps d'exécution de nos algorithmes avec le
nombre d'états et d'actions à envisager. Nous en avons déduit une estimation du temps nécessaire
pour résoudre di�érentes tailles de problèmes. Il a ainsi été prouvé que l'algorithme de révision
des politiques permettait de traiter des problèmes composés de plus d'une centaine de tâches et
d'une dizaine d'agents, autorisant ainsi la plani�cation de l'exécution de missions telles que celles
rencontrées en robotique exploratoire. Nous avons alors étudié la qualité des solutions obtenues
par cet algorithme. Bien que nous manquions de points de comparaison, en particulier avec
l'optimal, les expérimentations ont montré que les politiques obtenues conduisent à de bonnes
performances des agents. Elles permettent en e�et l'obtention d'un comportement coopératif où
toute décision résulte d'un équilibre entre le gain immédiat, la probabilité d'échec partiel, la
consommation de ressources d'un tel échec, le gain à venir et le coût occasionné sur les autres
agents.

Notre étude a ensuite porté sur l'algorithme itératif. Nous avons ainsi montré que la durée
d'une itération était équivalente au temps requis par l'exécution de l'algorithme de révision des
politiques. Le nombre d'itérations nécessaire pour atteindre l'équilibre étant généralement faible,
l'utilisation de l'algorithme itératif reste tout à fait envisageable a�n de résoudre les problèmes
qui nous sont posés. Le recours à une approximation du coût occasionné peut toutefois s'avérer
préférable pour des problèmes dépassant les 200 tâches, cette estimation réduisant en moyenne
le nombre d'itérations. En ce qui concerne la qualité des solutions, nous avons pu constater que
les politiques résultant du processus itératif conduisent à de meilleures performances que celles
obtenues après une exécution de l'algorithme de révision des politiques. Par ailleurs, la qualité des
solutions calculées par le biais d'une mesure précise du coût occasionné dépasse le plus souvent
celle des solutions obtenues par approximation du coût occasionné. En revanche, l'utilisation
d'une mesure précise nécessite plus d'itérations pour converger et risque, dans certains cas,
d'amener à diverger. Nous nous retrouvons ainsi à nouveau face à un compromis entre temps de
résolution et qualité des solutions obtenues.
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Chapitre 11

Application à un scénario multi-robot

Après avoir testé l'e�cacité de notre approche et la qualité des solutions obtenues, nous allons
nous intéresser à l'applicabilité de ce travail. Nous avons souligné, au chapitre 4, les di�cultés
liées à l'utilisation des approches déjà existantes pour la plani�cation de tâches en robotique col-
lective. Nous avons montré que ces travaux ne permettent pas la résolution de problèmes de taille
importante et omettent de modéliser un certain nombre de contraintes concernant l'exécution
des tâches. Leur utilisation pour la résolution de problèmes réels reste donc limitée.

Les capacités de notre approche à résoudre des problèmes de grande taille et à gérer di�é-
rents types de contraintes ont été précédemment mises en évidence. Nous avons ainsi démontré
que notre approche présentait un certain nombre des qualités requises en vue d'être utilisées
pour la plani�cation de problèmes réels. Nous allons à présent nous intéresser aux potentialités
d'application de ce travail.

A partir d'un scénario inspiré de la robotique exploratoire, nous montrerons comment forma-
liser le problème qui nous est posé a�n qu'il puisse être résolu par notre approche. En utilisant les
politiques qui auront été calculées, nous procéderons ensuite à des tests en simulation ainsi qu'à
des exécutions de la mission par des robots physiques. Ces expérimentations nous permettront
ainsi de montrer les conditions d'application de nos travaux en robotique collective.

11.1 Description et plani�cation de la mission

Le travail que nous avons réalisé a été à l'origine motivé par le développement de colonies
de robots autonomes. Nous avons ainsi cherché à mettre en place une approche se basant sur les
processus décisionnels de Markov décentralisés et permettant de plani�er l'exécution des tâches
d'un ensemble de robots. A la suite de la réalisation des travaux qui viennent d'être présentés,
nous avons souhaité tester leur réelle applicabilité à des scénarios de la robotique tels que ceux
exposés lors de la présentation du cadre applicatif de notre thèse.

265
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11.1.1 Scénario envisagé

Nous nous sommes pour ce faire inspirée d'un scénario de la robotique exploratoire visant
à résoudre un problème de plani�cation similaire à ceux rencontrés par les robots envoyés sur
Mars. Nous avons ainsi considéré un ensemble de deux robots devant visiter un certain nombre
de sites a�n d'y réaliser des photographies et/ou des analyses du sol. L'un des avantages lié au
développement de colonies de robots autonomes est de permettre la spécialisation des facultés de
chacun. Le premier robot considéré est ainsi spécialisé dans la prise de photos alors que le second
est équipé d'une foreuse lui permettant de prélever des échantillons du sol. Il dispose également
des appareils de mesure nécessaires a�n d'analyser ces prélèvements.

Les robots doivent ainsi explorer un ensemble de huit sites pour lesquels il est nécessaire
de prendre une photo, d'analyser le sol ou bien de réaliser ces deux tâches. Les prélèvements
risquant néanmoins de modi�er la topologie des sites, il est nécessaire de les réaliser après la
prise de photos. De plus, lorsque le premier robot réalise les photographies, il est impératif
qu'aucun autre robot ne soit présent sur le site a�n de ne pas risquer de masquer une partie de
l'image. A partir d'une zone de départ donnée, le robot 1 doit alors prendre des photos des sites
A, B, D, E, F , H et J . Le robot 2 doit quant à lui réaliser des analyses sur les sites C, D, F , H

et I. Les sites considérés par un même robot sont ordonnés de sorte à minimiser les déplacements
et par conséquent les consommations de ressources. La �gure 11.1 présente le déroulement de
la mission. Chacun des robots devant visiter les sites D, F et H, des contraintes de précédence
doivent être établies entre les robots. Ainsi le robot 2 peut pénétrer sur le site D si et seulement
si le robot 1 l'a quitté. Il en va de même pour les sites F et H.

Étant donné que des expérimentations ont déjà été menées a�n de tester la taille des missions
pouvant être envisagées, nous nous sommes ici limitée à un scénario comprenant seulement deux
robots. Une telle restriction a également été conditionnée par le nombre de robots physiques à
notre disposition pour réaliser ces expérimentations. Des scénarios de taille plus importante ont
toutefois pu être envisagés en simulation.

De même, nous avons restreint le nombre de sites à visiter a�n de limiter à quelques minutes
la durée d'observation du déroulement de la mission. Ceci permet par ailleurs de réaliser plusieurs
exécutions de la mission sans avoir à recharger les batteries des robots.

Les tâches à réaliser dans cette mission consistent à se déplacer, à prendre des photos ou
bien à e�ectuer des analyses du sol. En raison de la méconnaissance de l'environnement, les
durées d'exécution ainsi que les consommations de ressources de ces tâches sont incertaines. Le
temps et les ressources nécessaires pour se déplacer d'un site A à un site B dépendent en e�et
de l'inclinaison du terrain, de la pression des roues du robot, de la rugosité du sol, ... L'analyse
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Fig. 11.1 � Scénario envisagé
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du sol nécessite quant à elle de prélever un échantillon plus ou moins en profondeur, ce qui peut
demander plus ou moins de temps et de ressources suivant la composition du sol. En�n, la prise
de photos requiert des ajustements plus ou moins importants a�n d'établir l'angle de prise de
vue adéquat. En fonction des conditions d'illumination des sites, des contraintes temporelles sont
par ailleurs imposées sur la réalisation des tâches.

Pour qu'une tâche soit exécutée avec succès, les contraintes temporelles et de précédence
doivent donc être respectées et le robot doit disposer d'assez de ressources. Chaque fois qu'un
robot réalise une tâche ti avec succès, il reçoit la récompense associée à ti. L'objectif des robots
est alors de maximiser la somme des récompenses qu'ils ont obtenues.

A�n de se coordonner les robots ne peuvent pas communiquer en envoyant des messages.
Chacun doit donc anticiper le comportement de l'autre. Ainsi lorsque le robot 2 envisage d'entrer
sur le site D, il ne peut demander à l'autre robot s'il l'a quitté. Lorsqu'il tente d'entrer sur le
site D, il risque ainsi d'échouer partiellement si le robot 1 est toujours présent sur le site. Le
robot 2 réalisera qu'il échoue partiellement au moment où il essaiera d'entrer sur le site, ses
capteurs lui indiqueront alors la présence du robot 1 et il sera contraint de ressortir du site. La
communication directe n'étant pas possible, la détection des échecs partiels se traduit par une
communication indirecte via l'observation de l'environnement.

11.1.2 Plani�cation de l'exécution

Comme le montre la �gure 11.2, le scénario envisagé peut être représenté par un graphe
orienté acyclique. Chaque n÷ud représente ainsi une tâche à laquelle sont associées les données
qui la caractérisent : durées d'exécution et leurs probabilités, consommations de ressources et
leurs probabilités, date de début au plus tôt, date de �n au plus tard, ensemble des prédécesseurs
et récompense. Toutes ces données sont déduites de la description du problème ainsi que des
connaissances sur l'environnement et sur les robots. Ainsi, les durées d'exécution des tâches
et leurs consommations de ressources sont estimées à partir des expériences déjà menées sur
les robots dans le même environnement ou dans un environnement similaire. Les contraintes
temporelles et de précédence émanent, quant à elles, de la description du problème. Lorsqu'aucune
restriction n'est imposée sur la date de début au plus tôt d'une tâche ti, cette dernière est égale
à la date de début de la mission. Si aucune limite n'est dé�nie sur la date de �n de ti, la date de
début au plus tard de ti est considérée comme in�niment grande.

Notre approche permet ainsi de tenir compte d'un certain nombre de caractéristiques des
scénarios de la robotique exploratoire. Les incertitudes sur les durées d'exécution et les consom-
mations de ressources sont prises en compte. Nous considérons également les contraintes tempo-
relles, de précédence et de ressources. Comme nous l'avons mentionné précédemment, d'autres
types de contraintes peuvent toutefois intervenir sur le problème. Elles ne sont alors pas prises en
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compte par notre approche. Cette dernière permet néanmoins d'envisager les contraintes les plus
fréquemment rencontrées dans les applications que nous traitons. Il est par ailleurs di�cilement
envisageable de répertorier et traiter tous les types de contraintes imaginables dans de telles
applications.

Fig. 11.2 � Graphe de la mission du scénario envisagé

Pour chaque tâche de la mission, nous pouvons renseigner les données la caractérisant comme
le montre la �gure 11.3 pour la tâche � Prendre une photo du site D �. A partir du graphe ainsi
dé�ni, la modélisation du problème sous forme d'OC-DEC-MDP est automatiquement générée,
puis le calcul des politiques est réalisé.

Fig. 11.3 � Détail des données relatives à une tâche

11.2 Exécution d'une mission

Dans le cadre de l'exécution du scénario précédemment décrit, l'élaboration du modèle ainsi
que la plani�cation des tâches ont été réalisées sur une machine de bureau standard. Nous avons
ainsi obtenu deux politiques (une pour chaque robot) associant une action à chacun des états
possibles d'un robot. Les politiques ainsi calculées ont alors été exécutées sur un simulateur et
sur des robots physiques53.

53Nous utilisons le terme � robots physiques � par opposition aux robots virtuels utilisés sur les simulateurs.
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11.2.1 En simulation

L'exécution de la mission précédemment décrite a tout d'abord été réalisée sur un simula-
teur. Nous avons ainsi pu étudier le comportement des agents (robots), envisager tous les cas
d'exécution possibles et véri�er que les contraintes étaient e�ectivement respectées.

La réalisation des tâches en simulation nous a permis de nous abstraire des di�cultés d'exé-
cution liées à l'imprécision des capteurs et des e�ecteurs des robots. Les politiques ont ainsi été
exécutées dans des conditions idéales : aucune déviation n'émanant des déplacements des robots,
aucun bruit ne faussant les mesures des capteurs, etc. La cohérence du comportement des robots
a alors pu être véri�ée. Nous avons pu constater que quelles que soient les consommations de res-
sources et les durées d'exécution des tâches, les politiques des agents conduisaient e�ectivement
au respect des contraintes temporelles, de précédence et de ressources.

Les politiques étant préalablement calculées, l'exécution de la mission se résume au dérou-
lement d'un automate à états �nis dans lequel chaque état correspond à un état de l'agent. Le
passage d'un état à un autre est alors déterminé par l'action exécutée, sa consommation de res-
sources et sa durée. Les seules informations devant être connues par un robot sont sa politique
et son état courant. Le programme réalisant la prise de décision répond donc aux exigences de
légèreté et de simplicité du processus de décision utilisé lors de l'exécution (cf. chapitre 4). Nous
pouvons ainsi envisager l'exécution des politiques par des robots physiques ayant des capacités
de calcul limitées.

11.2.2 Sur des robots Koala

Le scénario décrit en première section a ensuite été exécuté par les robots Koala présentés
en annexe B. L'exécution des politiques par ces robots a nécessité le développement d'un inter-
préteur de politiques (automate) pouvant être exécuté sur les robots, ainsi que la dé�nition des
commandes élémentaires nécessaires à la réalisation de chaque tâche.

Les travaux que nous avons développés ne s'occupent en e�et pas de la manière dont sont
réalisées les tâches. Nous ne gérons par exemple pas la façon dont le déplacement d'un site A à
un site B est e�ectué. De même, les di�érentes procédures nécessaires à l'accomplissement des
analyses du sol, ne sont pas envisagées. Cette approche permet de rester très générique et de
calculer des politiques pouvant s'exécuter sur di�érents types de robots. La manière dont sont
réalisées les tâches dépend ensuite des robots engagés dans la mission. Il est alors nécessaire de
dé�nir, en fonction des robots, les commandes élémentaires permettant la réalisation des tâches.
En ce qui concerne l'exécution du scénario précédent, les robots Koala que nous avons utilisés ne
disposent pas des e�ecteurs nécessaires à la prise de photos et à l'analyse du sol. L'exécution de
ces tâches a donc été concrétisée par une phase d'attente de durée incertaine. Les déplacements
ont quant à eux été décomposés en un ensemble de rotations et de mouvements rectilignes en
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avant. Les coordonnées de chaque site ont, pour ce faire, été fournies aux robots.
Le passage du simulateur à des robots physiques nous a confrontée au problème d'incertitude

des capteurs et des e�ecteurs. Un calibrage des robots a été nécessaire a�n de mettre en place
une procédure de correction des déviations lors des déplacements. Cette procédure, adaptée à
l'environnement dans lequel nous avons travaillé, nous a ainsi permis de réaliser des mouvements
d'une précision su�sante, sans devoir mettre en place un processus de localisation et de correction
des trajectoires qui soit trop lourd. Cette procédure peut néanmoins s'avérer ine�cace dans un
environnement di�érent de celui que nous avons envisagé.

Les robots utilisés n'étant pas équipés de moyen de communication direct, l'envoi de mes-
sages est, comme nous l'avons précédemment supposé, impossible. La véri�cation du respect des
contraintes de précédence a alors été réalisée par l'intermédiaire des capteurs infrarouges. Lorsque
le robot 2 désire entrer sur un site, ses capteurs lui permettent de détecter la présence d'un obs-
tacle, c'est-à-dire d'un autre robot, et d'en déduire la violation des contraintes de précédence.
Si le robot 2 détecte un obstacle, il se trouve alors en situation d'échec partiel et stoppe son
déplacement. Suivant sa politique, il attendra ensuite plus ou moins longtemps avant de tenter
à nouveau d'entrer sur le site.

La �gure 11.4 présente le déroulement de la mission au niveau du site D (matérialisé par
une croix noire sur le sol). Le robot 2 (dans la partie supérieure de l'image) arrive le premier à
proximité du site. Anticipant le comportement du robot 1 et par conséquent le fait que celui-ci
n'ait pas encore exploré le site D, le robot 2 attend pour pénétrer sur le site. Nous observons
alors le robot 1 entrer sur le site D, y réaliser sa tâche (image 2) et en repartir (images 3 et 4).
Rappelons que le robot 2 n'observe pas les actions entreprises par le robot 1, il ne peut constater
la présence de ce dernier sur le site que s'il tente d'y entrer. Le robot 2 essaye donc ensuite d'entrer
sur le site (image 5). Si les contraintes de précédence sont respectées, il achève son déplacement
(image 6). En cas d'échec partiel, le robot 2 revient à sa position précédente et attend jusqu'à
ce que sa politique lui dicte d'essayer à nouveau d'entrer sur le site. Une con�guration similaire
est observable pour les croisements des sites F et H.

La détection des échecs partiels est réalisée par observation de l'environnement via les capteurs
infrarouges. Elle est, dans notre cas, cependant limitée par les e�ecteurs et les capteurs des robots
utilisés. Si le robot 2 arrive en e�et très en avance à proximité du site D et tente alors d'y entrer
avant l'autre robot, il peut ne détecter aucun obstacle et conclut au respect des contraintes
de précédence alors que celles-ci sont violées. L'utilisation de robots plus sophistiqués permet de
résoudre de tels problèmes de perception en augmentant les capacités de communication indirecte
des robots. Le robot 1 peut par exemple laisser une trace de son passage a�n de signaler au robot
2 qu'il a déjà exploré le site. Lorsque le robot 2 tente d'entrer sur le site, la présence de cette
marque lui permet alors de conclure sur le respect des contraintes de précédence.
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Fig. 11.4 � Exécution de la mission (croisement sur le site D)
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11.2.3 Bilan des expérimentations sur les robots Koala

Les expérimentations réalisées sur le simulateur ont permis de véri�er que l'exécution des
politiques conduisait e�ectivement au respect des di�érents types de contraintes. Ces mêmes
politiques étant utilisées par les robots physiques, le respect des contraintes est par conséquent
également garanti lors de l'exécution des tâches par les robots Koala.

En revanche, contrairement aux experimentations menées sur le simulateur dans des condi-
tions idéales, l'exécution des missions par les robots Koala peut être interrompue par d'éventuels
événements imprévus. L'application des politiques calculées hors-ligne suppose en e�et, que les
durées d'exécution des tâches et leurs consommations de ressources soient �dèles aux données du
problème. Si un événement imprévu survient et entraîne une sur-consommation des ressources ou
une durée d'exécution plus longue que celles envisagées, nous sortons du plan d'exécution calculé
par notre approche et le robot se retrouve dans un état non envisagé. Il lui est alors impossible
de continuer à exécuter sa politique et le robot se trouve dans une situation équivalente à un
échec total. La prise en compte de l'incertitude permet toutefois de limiter ces cas d'échec par
rapport aux approches ne traitant pas l'aspect stochastique des actions. Ce problème, inhérent
à toute approche de plani�cation hors-ligne, peut alors être résolu par une re-plani�cation de
l'exécution des tâches restantes en fonction de la nouvelle situation de l'agent.

Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, démontré l'applicabilité de notre approche pour la plani�cation
et l'exécution de missions multi-robots. A partir d'un scénario inspiré de la robotique exploratoire,
nous avons présenté la démarche à suivre a�n de procéder, en utilisant notre approche, à la
plani�cation et à l'exécution des tâches.

La mission considérée a tout d'abord été représentée sous forme d'un graphe orienté acyclique.
Les algorithmes que nous avons développés ont ensuite permis, à partir de ce graphe, de procéder
à la modélisation du problème sous forme d'OC-DEC-MDP puis, de calculer les politiques des
agents. Nous nous sommes alors intéressée à l'exécution de ces politiques. L'application des
politiques correspondant au parcours d'un automate à états �nis, les capacités de calcul et la
quantité de mémoire nécessaires par chaque robot restent limitées. Nous répondons ainsi aux
exigences d'e�cacité et de légèreté du processus délibératif.

L'exécution des missions en simulation nous a permis de véri�er l'applicabilité des politiques
dans des conditions idéales d'exécution. L'utilisation des robots Koala nous a ensuite confrontée
aux problèmes d'imprécision des capteurs et des e�ecteurs. Ces expérimentations ont toutefois
permis de démontrer les possibilités d'exploitation des politiques calculées par des robots réels
et ont prouvé qu'elles permettaient aux robots de mener à bien leur mission tout en respectant
les contraintes sur l'exécution des tâches.
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Conclusion de la partie IV

Cette quatrième partie a porté sur la validation de notre approche. Nous avons ainsi cherché à
démontrer que les solutions proposées dans cette thèse permettent de répondre à la problématique
initialement formulée.

L'étude des approches existantes réalisée au chapitre 3 a tout d'abord mis en évidence les
limitations concernant la taille des problèmes traités. Nous avons ainsi commencé par tester
l'e�cacité des algorithmes que nous avons proposés. Il a été montré que notre approche permet
de résoudre des problèmes composés de plusieurs centaines de tâches et dizaines d'agents. Dans
un deuxième temps, nous nous sommes intéressée à la qualité des solutions retournées par nos
algorithmes. Nous avons alors mis en évidence des dépendances entre la qualité de la solution,
les méthodes d'estimation du coût occasionné et le temps de résolution. Nous avons toutefois pu
constater que quelle que soit l'estimation du coût occasionné, les politiques calculées conduisent
à de bonnes performances de la part des agents.

La seconde phase de validation a porté sur l'applicabilité de notre travail à des scénarios
de la robotique collective. L'étude menée au chapitre 3 avait également mis en évidence les dif-
�cultés liées à la résolution de problèmes réels par les approches existantes. Nous avons donc,
dans un deuxième chapitre, cherché à démontrer la capacité de notre approche à résoudre de
tels problèmes. A partir d'un scénario représentatif de notre cadre applicatif, nous avons mis en
évidence la possibilité de gérer les di�érents types de contraintes inventoriés et les di�érentes
caractéristiques des problèmes envisagés (incertitude sur les durées d'exécution et les consomma-
tions de ressources, impossibilité de communiquer, etc.). Nous nous sommes ensuite intéressée
à l'exécution des politiques sur des robots physiques et avons démontré l'applicabilité de nos
solutions lors de la réalisation des tâches par de telles entités.

Toutes les données du scénario envisagé au précédent chapitre ont pu être formalisées par
notre approche. Nous avons ainsi été en mesure de calculer des politiques respectant les di�é-
rentes caractéristiques du problème. L'ensemble des contraintes que nous avons considérées dans
cette thèse n'est bien entendu pas exhaustif. Néanmoins, des extensions de notre travail sont en-
visageables a�n de permettre la formalisation d'une plus grande diversité de problèmes et ainsi
o�rir di�érentes perspectives à cette thèse.
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Le travail présenté dans cette thèse a eu pour premier objectif de contribuer à atténuer l'écart
actuellement existant entre les besoins suscités par le développement d'applications multi-agents
(les colonies de robots autonomes par exemple) et les solutions apportées par les recherches en
théorie de la décision. Nous nous sommes plus particulièrement intéressée aux approches basées
sur les Processus Décisionnels de Markov Décentralisés et sommes partie du constat que très peu
de ces travaux pouvaient être utilisés dans des applications réelles.

Conclusion Générale

Une première partie bibliographique nous a permis de poser le problème de la prise de dé-
cision sous incertitude dans les systèmes multi-agents coopératifs. Nous avons ainsi présenté les
di�cultés liées à la décision décentralisée dans de tels systèmes. Nous avons alors insisté sur la
nécessaire coordination des décisions malgré le manque d'observabilité et sur l'importance des
interactions entre agents. Nous avons ensuite introduit un formalisme mathématique dédié à la
modélisation de tels problèmes : les Processus Décisionnels de Markov Décentralisés. L'étude
des approches dédiées à leur résolution nous a permis de mettre en évidence un certain nombre
de faiblesses54 à la fois dans la modélisation du problème et dans les méthodes de résolution
proposées :

� Les DEC-MDPs ne permettent qu'une modélisation restreinte des données temporelles,
chaque tâche ne durant qu'une unité de temps.

� Les DEC-MDPs ne prennent pas en compte d'éventuelles contraintes sur l'exécution des
tâches.

� Les complexités des algorithmes de résolution existants sont telles qu'elles limitent la taille
des problèmes pouvant être envisagés.

Ainsi les DEC-MDPs proposent un formalisme adapté à la résolution de problèmes acadé-
miques mais nous confrontent à di�érentes di�cultés lorsqu'il s'agit de résoudre des problèmes

54Ces faiblesses sont en rapport avec l'utilisation des DEC-MDPs pour la plani�cation dans des applications
réelles, en particulier dans les colonies de robots autonomes.
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de décision multi-agents tels que ceux rencontrés dans les applications réelles.
Partant de ce constat, nos travaux ont été motivés par deux principaux objectifs :
� permettre une modélisation plus riche du temps et des actions dans les Processus Déci-
sionnels de Markov Décentralisés,

� augmenter l'e�cacité de la résolution des problèmes envisagés.
La suite de cette thèse a alors été organisée autour de ces deux axes. Nous avons tout d'abord

procédé à une analyse des problèmes que nous souhaitions résoudre a�n d'en proposer une mo-
délisation adaptée. Nous nous sommes ensuite tournée vers la résolution de ces problèmes. En�n,
nous avons procédé à la validation de notre approche dans le but de véri�er que les solutions
proposées répondaient aux objectifs précédemment cités.

Enrichissement de la modélisation du temps et des actions

Après avoir analysé les problèmes de décision multi-agents que nous souhaitions envisager,
nous nous sommes concentrée sur leur modélisation en vue d'une résolution e�cace. Nous avons
alors enrichi la modélisation du temps proposée par les DEC-MDPs et avons permis la prise en
compte de contraintes temporelles, de précédence et de ressources.

A�n de gérer des scénarios constitués de plusieurs centaines de tâches et dizaines d'agents,
nous avons procédé à une décomposition du problème initial en un ensemble de MDPs repré-
sentant chacun le problème décisionnel d'un agent. Nous avons ainsi décrit une modélisation du
problème adaptée à nos besoins et introduit un nouveau formalisme : l'OC-DEC-MDP.

Dans le but de dé�nir de manière complète chaque MDP constituant un OC-DEC-MDP, il a
été nécessaire de décomposer la fonction de transition du système en un ensemble de fonctions
propres à chaque agent. Les dépendances entre agents étant modélisées via cette fonction de
transition, une telle décomposition n'est a priori pas triviale. Elle a toutefois été rendue possible
en supposant la politique de chaque agent connue et �xée. Nous avons ainsi pu déduire les
probabilités de transition de chacun et déduire la fonction de transition de chaque MDP.

Résolution polynomiale du problème de décision multi-agent

Une fois la modélisation du problème achevée, nous nous sommes intéressée à sa résolution.
Étant donnée la complexité de la résolution optimale d'un tel problème, nous nous sommes
orientée vers la recherche d'une approximation de la politique optimale, c'est-à-dire une solution
répondant au critère de rationalité limitée. Nous avons alors cherché à calculer une solution par
amélioration de l'ensemble des politiques initialement �xées et utilisées lors de la construction
de l'OC-DEC-MDP.

La décomposition du problème en un ensemble de MDPs nous a par ailleurs confrontée à la
question de la coordination entre les agents, cette dernière étant nécessaire a�n d'obtenir des
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politiques de qualité et coordonnées. Nous avons alors fait appel à une notion provenant des
sciences économiques, le coût occasionné, permettant de mesurer l'impact d'une décision sur les
autres agents. Chaque agent a ainsi été en mesure de décider quelle action exécuter à partir d'un
quelconque état, de façon à maximiser le gain espéré collectif.

Un premier algorithme de résolution polynomial a alors été développé. Nous avons pour ce
faire cherché à limiter les mises à jour du modèle tout en augmentant le plus possible la qualité
des politiques. L'itération du processus d'amélioration ensuite mis en place a permis d'accroître
les performances de notre approche en garantissant l'obtention d'une situation d'équilibre. Nous
avons également identi�é di�érentes propriétés assurant le calcul d'une solution optimale.

Bilan

L'étude de complexité de nos algorithmes, les garanties portant sur la qualité des solutions
ainsi que les expérimentations menées lors de la validation de notre approche, nous ont permis
de démontrer l'adéquation entre nos objectifs initialement �xés et les solutions que nous avons
proposées.

Nous avons en e�et développé des algorithmes de résolution e�caces tenant compte des
propriétés du problème et menant à l'obtention d'une situation d'équilibre55. Cette dernière nous
semble pouvoir correspondre à un équilibre de Nash. Nous nous intéressons donc actuellement
aux propriétés de cet équilibre.

A la di�érence des travaux portant actuellement sur les DEC-MDPs, notre approche présente
l'avantage de pouvoir traiter des problèmes de taille importante tels que ceux rencontrés dans
les applications réelles. La prise en compte des contraintes sur l'exécution des tâches a contribué
au traitement de grands problèmes. Ces contraintes ont en e�et pour première conséquence
de complexi�er la décision (respect des contraintes, interactions entre les agents, etc.). Elles
contribuent cependant également à limiter les plans d'exécution possibles et ainsi restreignent
les espaces d'états et d'actions.

Les travaux que nous avons présentés contribuent par ailleurs à augmenter l'applicabilité des
Processus Décisionnels de Markov. Nous avons en e�et permis la prise en compte des di�érentes
contraintes devant être respectées dans les problèmes réels. Toutes les caractéristiques des appli-
cations réelles n'ont toutefois pas été considérées et l'enrichissement des données pouvant être
formalisées o�re de nombreuses perspectives à notre travail.

55Pour la version itérative.
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Perspectives de recherche

Une première partie des perspectives de ce travail a pour objectif d'augmenter l'espace des
problèmes pouvant être résolus. Pour ce faire, nous envisageons plus particulièrement de nous
intéresser à :

� l'enrichissement des contraintes : nous souhaitons tout d'abord augmenter la diversité
des contraintes pouvant être prises en compte par notre approche et enrichir la représen-
tation des contraintes déjà considérées. Il est par exemple envisageable d'étendre la forma-
lisation des contraintes temporelles portant sur les dates de début et de �n des tâches, à
un ensemble d'intervalles convexes. La diversi�cation des contraintes peut par ailleurs être
guidée par l'ensemble des relations dé�nies dans le formalisme TAEMS [Decker et Lesser,
1993b]. Nous pouvons ainsi considérer des dépendances de qualité entre les tâches ou bien
relâcher les contraintes de précédence pour dé�nir des relations du type � la réalisation de
la tâche ti facilite l'exécution de la tâche tj �. Des relations imposant la simultanéité de
plusieurs tâches peuvent également être envisagées.

� l'enrichissement de la topologie du graphe : l'ajout de n÷uds � ou � dans le graphe
ainsi que la possibilité de � passer � des tâches permettraient également d'augmenter la
généricité des problèmes et de diversi�er les possibilités d'exécution d'une mission. Il serait
alors possible de choisir entre l'exécution d'une tâche ti ou d'une tâche tj et d'ignorer
certaines tâches a�n d'en exécuter d'autres plus importantes. La substitution des tâches par
des unités de raisonnement progressif (PRU) [Mouaddib et Zilberstein, 1998, Zilberstein
et Mouaddib, 1999, Cardon et al., 2001] o�re également une alternative intéressante à
l'enrichissement de la topologie du graphe. Chaque PRU devrait alors être considérée mais
les tâches la constituant pourraient être exécutées suivant di�érents plans.

La mise en ÷uvre de ces perspectives nécessitera de réviser notre modèle. En e�et, la descrip-
tion des états, des actions et la dé�nition de la fonction de transition devront très probablement
être adaptées a�n de modéliser au mieux ces nouveaux problèmes.

L'étude des problèmes de coordination entre agents a par ailleurs démontré l'importance des
échecs partiels et leur impact sur les performances du système. Dans les cas litigieux où les échecs
partiels sont préjudiciables et où retarder l'exécution de la prochaine tâche n'est pas souhaitable,
nous pouvons envisager l'ajout de communication durant l'exécution56. En e�et, si le coût de la
communication est inférieur au coût d'un échec partiel, il peut être préférable de communiquer
a�n de connaître l'état d'avancement des prédécesseurs. Nous envisageons d'étudier plus en dé-
tails les perspectives qu'o�rirait une telle communication en ce qui concerne l'amélioration des

56Ceci n'est toutefois réalisable que dans certaines applications où la communication est physiquement possible.
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performances des agents. Cette piste de recherche nous conduira à plus long terme à étudier la
question de la communication lors de la prise de décision dans les systèmes multi-agents. Un tel
échange d'informations permet en e�et d'améliorer les décisions [Nair et al., 2004] mais possède
toutefois un coût. Comme le montrent [Goldman et Zilberstein, 2004, Becker et al., 2005], il
est alors nécessaire de déterminer si les connaissances acquises en communiquant apportent un
béné�ce supérieur au coût de la communication.

En�n, le travail présenté dans cette thèse s'est essentiellement appuyé sur des applications
liées à la robotique mobile. Nous pensons toutefois que notre travail n'est pas restreint à ce
cadre. Nous souhaitons donc également étendre l'applicabilité de notre approche à des projets
plus divers.
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Annexe A

Preuves des théorèmes énoncés

A.1 Chapitre 6

A.1.1 Corollaire 1

Psuc + PPCV + PLR + PTL + PDM = 1 donc le système de transition est complet.
Preuve :
1) Supposons que st < UB :

Psuc + PPCV + PMR + PTT + PDM =

P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti).

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c )

(A.1)
+

∑
∆r′|r≥∆r′

Pr(∆r′) · Pnot_end(st) (A.2)

+ P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti)

∑
∆i+1

r |r<∆i+1
r

Pr(∆i+1
r ) (A.3)

+ Pnot_end(st).
∑

∆′
r|r<∆′

r

Pr(∆′
r) (A.4)

+ P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti).

∑
∆r|r≥∆i+1

r

Pr(∆i+1
r ).

∑
δi+1
c |st+δi+1

c >LET

Pc(δi+1
c )

(A.5)

Des simpli�cations peuvent être réalisées en regroupant les termes de cette somme. En par-
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ticulier :
(A.2) + (A.4) = Pnot_end(st) (A.6)
(A.1) + (A.5) = P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti).

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

Pr(∆i+1
r ).

(A.7)
(A.7) + (A.3) = P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti) (A.8)

Par ailleurs,
Pnot_end(st) =P r

enough(Pred(ti+1)) ·
∏

tk∈Pred(ti+1)−ti

∑
end∈ET (tk)|et≤UB

P tk
et (end|et(I ′)ti) (A.9)

− P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti) (A.10)

+ 1− P r
enough(Pred(ti+1)) ·

∏
tk∈Pred(ti+1)

∑
end∈ET (tk)|et≤UB

P tk
et (end|et(I ′)ti)

(A.11)
En�n,

(A.8) + (A.10) = 0 (A.12)
et

(A.9) + (A.11) = 1 (A.13)
D'où :

Psuc + PPCV + PMR + PTT + PDM = 1 (A.14)
2) Supposons que st ≥ UB :

Psuc + PPCV + PMR + PTT + PDM =

P r
enough(Pred(ti+1)).

∏
tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti).

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c )

(A.15)
+ P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti)

∑
∆i+1

r |r<∆i+1
r

Pr(∆i+1
r ) (A.16)

+ Pnot_end(st) (A.17)
+ P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti).

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

Pr(∆i+1
r ).

∑
δi+1
c |st+δi+1

c >LET

Pc(δi+1
c )

(A.18)
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Comme précédemment :
(A.15) + (A.18) = P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti).

∑
∆i+1

r |r≥∆i+1
r

Pr(∆i+1
r ).

(A.19)
(A.19) + (A.16) = P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

tk∈Pred(ti+1)

∑
t∈ET (tk)|t≤st

P tk
et (t|et(I ′)ti) (A.20)

(A.20) + (A.10) = 0 (A.21)

et

(A.9) + (A.11) = 1 (A.22)

D'où :

Psuc + PPCV + PMR + PTT + PDM = 1 (A.23)

A.2 Chapitre 8

A.2.1 Preuve du corollaire 9

L'action ai maximisant l'équation 7.4 maximise également l'utilité espérée jointe des agents.
Preuve :
Rappelons tout d'abord l'équation permettant de déterminer la politique EOC :

πi(si) = arg_maxE(ti+1,st),st≥t

(Utilité espérée︷︸︸︷
V ′ −

Coût occasionné︷ ︸︸ ︷
OC(ti+1, st)

)
Lorsque le coût occasionné est correctement estimé, il re�ète précisément la perte en utilité

espérée des autres agents. En e�et, nous avons :

OC(ti+1, st) =

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·
∑

Agj∈other_agents
EOCAgj ,ti+1(eti+1)

+

Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷
(PMR + PTT + PDM )

∑
Agj∈other_agents

EOCAgj ,ti+1(fail)

+

Probabilité d'échouer partiellement︷ ︸︸ ︷
PPPC ·OC(ti+1, next_start)
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où

EOCAgj ,ti+1(fail) = OCtj (fail) =
∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0
tj ,rtj

− V ([failuretj , ∗, ∗])

Le coût occasionné peut donc être reformulé de la manière suivante :

OC(ti+1, st) =

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·
∑

Agj∈other_agents
EOCAgj ,ti+1(eti+1)

+

Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷
(PMR + PTT + PDM )

∑
Agj∈other_agents

(
∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0
tj ,rtj

− V ([failuretj , ∗, ∗]))

+ PPPC−fail

∑
Agj∈other_agents

(
∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0
tj ,rtj

− V ([failuretj , ∗, ∗]))

+
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1))
∑

Agj∈other_agents
EOCAgj ,ti+1(et

′(ti+1)∗)

où PPPC−fail désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1 échoue après 1 échec
partiel ou plus et PPPC−suc(et′(ti+1)) désigne la probabilité que l'exécution de la tâche ti+1

réussisse après 1 échec partiel ou plus et �nisse à et′(ti+1). Nous avons ainsi :

PPPC =
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1)) + PPPC−fail

Par ailleurs,

EOCAgj ,ti+1(etti+1) = maxtk∈Suc(ti+1)

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )OCj(etti+1 − LBk, rtj )

A�n de limiter la longueur des formules, nous supposerons que tj = tk. Dans le cas contraire, il
est possible de revenir à une démonstration équivalente en appliquant récursivement les équations
suivantes :

EOCAgj ,ti+1(etti+1) = maxtk∈Suc(tj)EOCtk(etti+1 − LBk, tj)

EOCtk(etti − LBk, tj) =
∑
rtk

P tk
ra(rtk) ·

∑
δc

P tk
c (δc)maxtl∈Suc(tk)EOCtl(st

∗ + δc − LBl, tj)
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Nous en déduisons que :

EOCAgj ,ti+1(etti+1) = maxtj∈Suc(ti+1)

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )OCj(etti − LBk, rtj )

= maxtj∈Suc(ti+1)

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )(V

0,rtj

tj
− V

∆t,rtj

tj
)

= maxtj∈Suc(ti+1)

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj
−

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj

=
∑
rtj

P
tj
ra(rtj ) · V

0,rtj

tj
−mintj∈Suc(ti+1)

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj

Lorsque plusieurs tâches tj ∈ Suc(ti+1) provoquent di�érents retards sur une même tâche,
l'opérateur �min � (ou �max � suivant le signe précédant l'opérateur) garantit la prise en compte
du plus grand retard. En e�et, lorsqu'une tâche tl retarde une tâche tj de ∆t et qu'une autre
tâche tl′ retarde tj de ∆t′, le retard provoqué sur tj correspond au maximum entre ∆t et ∆t′.
Pour des raisons de concision des formules, nous supposerons par la suite que le retard maximum
est e�ectivement bien pris en compte et omettrons l'opérateur � min �.

Nous obtenons alors :

EOCAgj ,ti+1(etti+1) =
∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj
−

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj

où ∆t = etti+1 − LBj
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OC(ti+1, st) =

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·

∑
Agj∈other_agents

(
∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj
−

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj
)

+

Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷
(PMR + PTT + PDM )

∑
Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0
tj ,rtj

−
Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷

(PMR + PTT + PDM )
∑

Agj∈other_agents
V ([failuretj , ∗, ∗])

+ PPPC−fail

∑
Agj∈other_agents

(V 0
tj − V ([failuretj , ∗, ∗]))

+
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1))
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj

−
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1))
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj
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Soit :

OC(ti+1, st) =

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj

+

Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷
(PMR + PTT + PDM )

∑
Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0
tj ,rtj

+
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1))
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj

+ PPPC−fail

∑
Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0
tj ,rtj

−

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj
)

−
Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷

(PMR + PTT + PDM )
∑

Agj∈other_agents
V ([failuretj , ∗, ∗])

− PPPC−fail

∑
Agj∈other_agents

V ([failuretj , ∗, ∗])

−
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1))
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj

A partir du corollaire 1 prouvant la complétude du système de transition, nous en déduisons
que :

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti).

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c )

+PMR + PTT + PDM + PPPC = 1
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D'où la simpli�cation qui suit :

OC(ti+1, st) =
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj

−

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj
)

−
Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷

(PMR + PTT + PDM )
∑

Agj∈other_agents
V ([failuretj , ∗, ∗])

− PPPC−fail

∑
Agj∈other_agents

V ([failuretj , ∗, ∗])

−
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1))
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj

Quelle que soit la date de début st de ti+1, la distribution de probabilité sur les taux de
ressources rtj reste inchangée. ∑

rtj
P

tj
ra(rtj )V

0,rtj

tj
est donc constant quelle que soit la date de

début de ti+1.
Par ailleurs, si le coût occasionné est estimé de manière exacte et précise, il traduit �dèlement

l'utilité espérée des agents. Rappelons que :

V
∆t,rtj

tj
=

∑
∆j

r

∑
δj
c

Pr(∆j
r)Pc(δj

c).V [tj , [st(LBtj + ∆t), st(LBtj + ∆t) + δj
c ], rtj −∆j

r −∆r′ · nbEP ]

Le coût occasionné peut donc se ré-écrire comme la di�érence entre un terme constant (C)
et l'utilité espérée des autres agents. Ce que nous pouvons représenter par l'équation suivante :

OC(ti+1, st) = C −
∑

Agj∈other_agents
V ′
Agj

où V ′
Agj

désigne l'utilité espérée de l'agent Agj .
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En e�et, puisque le coût occasionné est estimé de manière exacte, nous avons :

∑
Agj∈other_agents

V ′
Agj

=

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
P r

enough(Pred(ti+1)).
∏

a∈Pred(ti+1)−ti

∑
s≤st

P a
ET (s|et(I ′)ti)

Probabilité de succès︷ ︸︸ ︷
.

∑
∆r|r≥∆i+1

r

∑
δi+1
c |st+δi+1

c ≤LET

Pr(∆i+1
r ).Pc(δi+1

c ) ·
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj
)

+

Probabilité d'échouer totalement︷ ︸︸ ︷
(PMR + PTT + PDM )

∑
Agj∈other_agents

V ([failuretj , ∗, ∗])

+ PPPC−fail

∑
Agj∈other_agents

V ([failuretj , ∗, ∗])

+
∑

et′(ti+1)>et(ti+1)

PPPC−suc(et′(ti+1))
∑

Agj∈other_agents

∑
rtj

P
tj
ra(rtj )V

∆t,rtj

tj

L'équation calculant la politique d'une agent revient donc à maximiser l'ensemble des termes
suivants :

Utilité espérée︷︸︸︷
V ′ −

Constante︷︸︸︷
C +

Utilité espérée des autres agents︷ ︸︸ ︷∑
Agj∈other_agents

V ′
Agj

L'action sélectionnée maximise donc l'utilité espérée collective. Lorsqu'un agent modi�e sa
politique nous pouvons par conséquent garantir que la nouvelle action considérée augmente les
performances du système. �

A.2.2 Preuve du théorème 2

Si les ressources des agents sont illimitées alors, la politique EST est une politique optimale
jointe.

Preuve : Si les ressources sont illimitées, les décisions ne sont pas in�uencées par la quantité
de ressources disponibles. Les états de succès peuvent donc être réduits à des couples [ti, I] et les
états d'échec partiel à des triplets [ti, et(I ′), I]. Les probabilités de transition ne sont par ailleurs
pas in�uencées par les probabilités sur les taux de ressources et les consommations de ressources.

Rappelons que les agents cherchent à maximiser la somme de leurs utilités espérées. Soit
πi la politique individuelle de l'agent Agi. La politique optimale π∗ des agents est dé�nie par
l'équation suivante :

π∗ = arg_maxπ=〈π1,π2,··· ,πn〉
∑

i

V πi

où V πi correspond à l'utilité espérée de l'agent Agi lorsqu'il suit la politique πi.
Nous montrerons, tout d'abord, que si les ressources sont illimitées, la politique EST maxi-

mise l'utilité espérée de chaque agent. Ainsi, la politique EST est une politique individuellement
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optimale. Nous raisonnerons par récurrence a�n de démontrer que si un agent commence l'exé-
cution de ses tâches au plus tôt alors, il maximise son utilité espérée. Nous montrerons que
cette hypothèse est vraie pour la dernière tâche d'un agent (initialisation du raisonnement par
récurrence). Nous supposerons alors l'hypothèse véri�ée pour la nème tâche d'un agent Agj et
montrerons qu'elle s'avère alors également vraie pour la n− 1ème tâche exécutée Agj .

Soit Agj un agent devant exécuter une tâche tj . Soient st la première date de début possible
pour l'exécution de tj (date de début dictée par la politique EST) et st′ une date de début
possible de tj telle que st′ > st. Vst désigne l'utilité espérée de l'agent Agj lorsqu'il suit la
politique EST et qu'il commence par conséquent l'exécution de la tâche tj à st. Si l'agent échoue
partiellement, il tentera à nouveau d'exécuter la tâche le plus tôt possible. Si st + 1 est une
date de début possible pour tj , l'agent tentera donc à nouveau d'exécuter la tâche à st + 1. Vst′

désignera l'utilité espérée de l'agent lorsque celui-ci commence l'exécution de tj à st′ au lieu de
suivre la politique EST.

Nous souhaitons alors montrer que Vst ≥ Vst′ ∀st′.
1) Si tj est la dernière tâche de l'agent Agj :
Lorsque l'agent Agj commence l'exécution de la tâche tj à st, il peut réussir son exécution,

échouer partiellement ou totalement.

Vst = P st
sucV

st
suc + P st

PCV V st
PCV + P st

failV
st
fail

où P st
fail = P st

LR + P st
TL + P st

DM

V st
suc dépend des durées d'exécution de la tâche tj . P st

suc correspond à la probabilité que
la tâche soit exécutée avec succès en commençant à st, P st

PCV désigne la probabilité que l'agent
échoue partiellement en commençant à st, et P st

fail représente la probabilité que l'exécution échoue
totalement en commençant à st.

Si les ressources sont illimitées, P st
fail = P st

TL + P st
DM .

De plus, si st < UB, P st
fail = P st

TL.
V st

fail est par ailleurs dé�ni de la façon suivante : V st
fail = V ([failuretj , ∗, ∗])

tj étant la dernière tâche de l'agent, nous avons V st
suc = Rtj ∀st et V st

fail = −Rtj ∀st.
Lorsque l'agent échoue partiellement, il peut essayer à nouveau d'exécuter la tâche plus tard

et ainsi réussir, échouer à nouveau partiellement ou échouer totalement.
Vst peut donc être décomposé de la façon suivante :

Vst = V st
SUC + V st

FAIL

où V st
SUC regroupe l'ensemble des exécutions réussies de tj et V st

FAIL représente les exécutions
conduisant à un échec total. De plus,

V st
FAIL = P st

FAILV st
fail
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st+3st + 2st+1st st+4 st+5 st+6 st+7 st+8

= st’

politique EST

transitions dues aux
echecs partiels

Fig. A.1 � Transitions dues aux échecs partiels

où P st
FAIL désigne la probabilité que l'exécution de tj échoue totalement.

La �gure A.1 présente les di�érentes transitions dues aux échecs partiels. A�n de clari�er les
notations, nous supposerons que tout instant t, t ∈ [st, UBj ], correspond à une date de début
possible pour tj . Les équations qui suivent peuvent néanmoins être adaptées aux cas où il existe
un instant t′, t′ ∈ [st, UBj ], ne correspondant pas à une date de début de tj . Si l'agent suit la
politique EST, il commencera à exécuter la tâche à st. Si il échoue partiellement, il tentera à
nouveau l'exécution à st + 1 (la prochaine date de début la plus proche). Si l'agent échoue une
nouvelle fois partiellement, il essayera à nouveau d'exécuter la tâche à st + 2 et ainsi de suite.
Après k échecs partiels, l'agent tentera l'exécution de la tâche à st′ = st + k. Ainsi, V st

SUC et
P st

FAIL peuvent être décomposés de la façon suivante :
V st

SUC =P st
sucV

st
suc +

∑
t∈]st,st′[

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
sucV

t
suc + (

∏
t′<st′

P t′

PCV )P st′

sucV
st′

suc

+
∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
sucV

t
suc

où t′ et t correspondent à des dates de début possibles pour la tâche tj

P st
FAIL =P st

DM +

A1︷ ︸︸ ︷∑
t∈]st,st′[

(
∏
t′<t

P t′

PCV )(P t
DM − P t−1

DM ) +

B1︷ ︸︸ ︷
(

∏
t′<st′

P t′

PCV )(P st′

DM − P st′−1
DM )

+

C1︷ ︸︸ ︷∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV )(P t
DM − P t−1

DM ) +PUB
TL

st′−1 correspond à la précédente date de début à laquelle l'agent a tenté d'exécuter la tâche.
S'il existe un instant t′, t′ ∈ [st, UBj ], tel que t′ ne soit pas une date de début de tj , la précédente
date de début pourra être notée st′− au lieu de st′ − 1.

De façon similaire,
Vst′ = P st′

sucV
st′

suc + P st′

PCV V st′

PCV + P st′

failV
st′

fail = V st′

SUC + V st′

FAIL
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Lorsque l'agent Agj commence la tâche tj à st′, il peut réussir l'exécution, échouer par-
tiellement ou totalement. En cas d'échec partiel, si l'agent ne suit pas la politique EST, il est
susceptible de tenter à nouveau l'exécution de la tâche à st′ + k où st′ + k > st′ + 1. L'agent
peut alors échouer partiellement à st′ + k, et tenter d'exécuter à nouveau la tâche à st′ + k + j.
La partie supérieure de la �gure A.1 représente les transitions dues aux échecs partiels lorsque
l'agent suit une telle politique. Dans cet exemple, l'agent commence à exécuter la tâche à st′, il
échoue partiellement et tente à nouveau l'exécution de la tâche à st+5. S'il échoue partiellement
à st+5, il essaye à nouveau d'exécuter la tâche à st+7. Entre st+3 et st+5, l'agent est donc en
situation d'attente. Soit {st′k, st′k+j , · · · , st′k+j+p} la succession des dates de début pour la tâche
tj dictées par la politique de l'agent. Dans notre exemple de la �gure A.1, cet ensemble est dé�ni
par {st′, st + 5, st + 7}.

Ainsi, nous pouvons décomposer P st′
FAIL de la façon suivante :

P st′

FAIL = P st′

DM +
∑

t∈{st′k,st′k+j ,··· ,st′k+j+p}

(
∏

t′≤t−

P t′

PCV )(P t
DM − P t−

DM ) + PUB
TL

Lorsque l'agent essaye d'exécuter la tâche tj à t, nous désignons par t− la précédente date de
début à laquelle l'agent a essayé d'exécuter la tâche. Par exemple, sur la �gure A.1, si t = st + 7

alors t− = st + 5.
P st′

DM peut par ailleurs être décomposée de la manière suivante :

P st′

DM =P st
DM +

∑
t∈]st,st′[

(P t
DM − P t−1

DM )

P st′

fail peut alors être dé�nie par :

P st′

FAIL =

A2︷ ︸︸ ︷
P st

fail +
∑

t∈]st,st′[

(P t
DM − P t−1

fail) +

B2︷ ︸︸ ︷
(P st′

DM − P st′−1
DM )

+

C2︷ ︸︸ ︷∑
t∈{st′k,st′k+j ,··· ,st′k+j+p}

(
∏

t′≤t−

P t′

PCV )(P t
DM − P t−

DM ) +PUB
TL

P t′
PCV ≤ 1 ∀t′ donc ∏

t′≤st′ P
t′
PCV ≤ 1

Nous en déduisons alors que : A1 ≤ A2 , B1 ≤ B2

Montrons à présent que : C1 ≤ C2
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C2 =
∑

t∈{st′k,st′k+j ,··· ,st′k+j+p}

(
∏

t′≤t−

P t′

PCV )(P t
DM − P t−

DM )

=
∑

t∈{st′k,st′k+j ,··· ,st′k+j+p}

(
∏

t′≤t−

P t′

PCV )(P t
DM − P t−1

DM + P t−1
DM − P t−2

DM + P t−2
DM + · · · − P t−

DM )

=
∑

t∈{st′k,st′k+j ,··· ,st′k+j+p}

(
(
∏
t′≤t

P t′

PCV )(P t
DM − P t−1

DM ) + (
∏

t′≤t−

P t′

PCV )(P t−1
DM − P t−2

DM )

+ · · ·+ (
∏
t′≤t

P t′

PCV )(P t−+1
DM − P t−

DM )
)

C1 =
∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV )(P t
DM − P t−1

DM )

=
∑

t∈{st′k,st′k+j ,··· ,st′k+j+p}

(
(
∏
t′<t

P t′

PCV )(P t
DM − P t−1

DM ) + (
∏

t′<t−1

P t′

PCV )(P t−1
DM − P t−2

DM )

+ · · ·+ (
∏

t′<t−+1

P t′

PCV )(P t−+1
DM − P t−

DM )
)

P t′
PCV ≤ 1 ∀t′ et ∏

t′<t−i P
t′
PCV =

∏
t′≤t− P t′

PCV

∏
t′∈]t−,t−i[ P

t′
PCV

donc ∏
t′<t−i P

t′
PCV ≥

∏
t′<t− P t′

PCV ∀t′

Ainsi, C1 ≤ C2. Nous avons déjà montré que A1 ≤ A2 et B1 ≤ B2

Nous en déduisons que : P st′
FAIL ≥ P st

FAIL

Les agents peuvent soit échouer soit réussir l'exécution de la tâche tj , donc P i
SUC +P i

FAIL = 1

∀i où P i
SUC désigne la probabilité que l'exécution de tj réussisse.

Nous pouvons en déduire que :
P st′

SUC ≤ P st
SUC

P st′

FAIL ≥ P st
FAIL

P st′

FAILRtj ≥ P st
FAILRtj

−P st′

FAILRtj ≤ −P st
FAILRtj

P st′

SUCRtj ≤ P st
SUCRtj

−P st′

FAILRtj + P st′

SUCRtj ≤ −P st
FAILRtj + P st

SUCRtj

Vst′ ≤ Vst

Si l'agent suit la politique EST, il maximise donc son utilité espérée.

2) Pour toute tâche tj exécutée par un agent Agj :
Soit tj+1 la tâche devant être exécutée par l'agent Agj après tj . Supposons que l'agent suive

la politique EST après avoir exécuté la tâche tj . De ce fait, l'agent commencera tj+1 au plus tôt.
Soit stj+1 la première date de début possible pour la tâche tj+1 et st′j+1 une date de début de
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tj+1 telle que : st′j+1 > stj+1. Par hypothèse : Vstj+1 ≥ Vst′j+1
. Nous allons démontrer que cette

hypothèse est également vraie pour tj . Soit st la première date de début possible pour l'exécution
de tj et st′ une date de début de tj telle que st′ > st.

Comme nous l'avons précédemment démontré,

Vst =V st
SUC + V st

FAIL

V st
FAIL =P st

FAIL · V st
fail = P st

FAIL · V ([failuretj , ∗, ∗])∀st

V st
SUC =P st

sucV
st
suc +

∑
t∈]st,st′[

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
sucV

t
suc + (

∏
t′<st′

P t′

PCV )P st′

sucV
st′

suc +
∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
sucV

t
suc

Par ailleurs,

V st
suc =Vstj+1et V st′

suc = Vst′j+1

Par hypothèse, V st
suc ≥ V st′

suc

Donc,
V st

SUC ≥P st
sucV

st′

suc +
∑

t∈]st,st′[

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
sucV

st′

suc + (
∏

t′<st′

P t′

PCV )P st′

sucV
st′

suc

+
∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
sucV

t
suc

V st
SUC ≥

(
P st

suc +
∑

t∈]st,st′[

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
suc + (

∏
t′<st′

P t′

PCV )P st′

suc

)
· V st′

suc

+
∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
sucV

t
suc

V st′

SUC =P st′

sucV
st′

suc +
∑

t∈{st′k,st′k+j ,··· ,st′k+j+p}

(
∏

t′≤t−

P t′

PCV ) · P t
sucV

t
suc

P st
SUC =P st

suc +
∑

t∈]st,st′[

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
suc + (

∏
t′<st′

P t′

PCV )P st′

suc +
∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV P t
suc)

P st
SUC =P st′

suc +
∑
t>st′

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
suc

Rappelons que :

P st
SUC+P st

FAIL = 1 et P st′

SUC + P st′

FAIL = 1

Il peut être montré que P st′
FAIL ≥ P st

FAIL (voir étape précédente). Nous en déduisons que :

P st
suc +

∑
t∈]st,st′[

(
∏
t′<t

P t′

PCV )P t
suc + (

∏
t′<st′

P t′

PCV )P st′

suc ≥ P st′

suc

et V st
SUC ≥ V st′

SUC
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Vst =V st
SUC + V st

FAIL

Vst ≥V st′

SUC + P st
FAIL · V st

fail = V st′

SUC + P st
FAIL · V st′

fail

Vst ≥V st′

SUC + P st′

FAIL · V st′

fail

Vst ≥V st′

SUC + V st′

FAIL = Vst′

Nous pouvons conclure que : Vst′ ≤ Vst.
Si l'agent suit la politique EST, il maximise son utilité espérée.
Nous avons montré que quelle que soit la tâche qu'un agent doit exécuter, s'il suit la politique

EST, il maximisera son utilité espérée. Cette politique est donc un politique individuelle optimale.
Les agents doivent cependant agir de façon coopérative et pour ce faire ils doivent maximiser

la somme de leurs utilités espérées (utilité espérée jointe). Si chaque agent suit la politique EST,
la somme des utilités espérées est maximisée. Néanmoins, cette con�guration n'est envisageable
que si aucun agent empêche les autres agents de suivre la politique EST. Si un agent suivant la
politique EST empêche un autre agent de suivre cette politique, alors l'utilité espérée jointe ne
sera pas maximisée.

Considérons deux agents Agi et Agj devant respectivement exécuter les tâches ti et tj . Nous
supposerons que l'exécution de ti doit être terminée pour que tj puisse commencer. Si l'agent Agi

suit la politique EST, il commence l'exécution de ti le plus tôt possible et il �nit par conséquent
le plus tôt possible. Ainsi, l'agent Agj n'est pas retardé par Agi et il peut également suivre
la politique EST. Les deux agents maximisent alors leur utilité espérée. Si l'agent Agi retarde
l'exécution de ti, son utilité espérée diminuera et il retardera l'exécution de tj . L'agent Agj ne
pourra alors commencer au plus tôt et son utilité espérée sera également réduite. Par conséquent,
l'utilité espérée jointe diminuera. Nous pouvons en conclure que si tous les agents suivent la
politique EST, ils maximiseront la somme de leurs utilités espérées. La politique EST est donc
une politique jointe optimale.�

A.2.3 Preuve du théorème 3

Si aucune contrainte temporelle n'est imposée sur les dates de �n des tâches (LET ' +∞)
alors, la politique LST est une politique optimale jointe.

Preuve :
Si aucune contrainte temporelle n'est imposée sur les dates de �n des tâches, alors quelle

que soit la politique de l'agent, celui-ci respectera toujours les contraintes temporelles. Les cas
d'échec total pour violation de la date de �n au plus tard n'ont pas à être envisagés.

La probabilité PDM du système de transition peut donc être omise. L'utilité espérée est alors
calculée de la manière suivante :
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V ′ = Vsuc + VPCV + VLR + VTL

Rappelons que le but des agents est de maximiser la somme de leurs utilités espérées. Soit πi

la politique locale d'un agent Agi. La politique optimale pour les agents est la politique jointe
π∗ telle que :

π∗ = arg_maxπ=〈π1,π2,··· ,πn〉
∑

i

V πi

où V πi correspond à l'utilité espérée de l'agent Agi lorsqu'il suit la politique πi.
Tout d'abord, nous montrerons que sans contraintes temporelles sur les dates de �n, la po-

litique LST maximise l'utilité espérée d'un agent. Elle correspond donc à une politique indivi-
duellement optimale. Nous raisonnerons récursivement. Nous souhaitons démontrer que si un
agent commence l'exécution d'une tâche au plus tard, son utilité est maximum. Nous montre-
rons que cette hypothèse est vraie pour la dernière tâche d'un agent. Puis, nous supposerons,
par hypothèse de récurrence, que l'hypothèse est vraie pour la nième tâche, et nous prouverons
que l'hypothèse se véri�e alors pour la n− 1ième tâche.

Soit Agj un agent devant exécuter une tâche tj . Soient r la quantité de ressources disponibles
par l'agent Agj et st la dernière date de début possible de tj (date de début dictée par la politique
LST). Soit st′ une date de début pour tj telle que st′ < st. Vst,r désigne l'utilité espérée de l'agent
lorsqu'il commence l'exécution de la tâche à st avec r ressources. Nous souhaitons montrer que :

Vst,r ≥ Vst′,r ∀st′ ∀r

Lorsque l'agent commence l'exécution de tj à st avec r ressources, il maximise la probabilité
que les prédécesseurs aient terminé. Comme il n'existe pas de contraintes temporelles sur les
dates de �n, l'agent n'augmente pas la probabilité de violer la date de �n au plus tard (cette
probabilité est nulle). L'agent ne peut de plus pas échouer partiellement puisque st est la dernière
date de début possible de la tâche, tout échec est donc total.

Étant donné qu'il n'existe pas de contraintes sur les dates de �n des tâches, la dernière date
de début st de tj correspond par ailleurs à la dernière date de �n possible des prédécesseurs.
Si les prédécesseurs n'ont pas terminé à st, ils ne termineront jamais (ils peuvent avoir échoué
totalement par manque de ressources).

En revanche, si l'agent commence l'exécution de tj à st′ avec r ressources, la probabilité que
les prédécesseurs aient terminé est plus faible qu'à st. La probabilité que l'agent échoue partiel-
lement est donc plus importante. Un échec partiel consommant des ressources, l'agent augmente
alors les risques de manquer de ressources et donc d'arriver dans un état d'échec total.
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Si Agj commence à exécuter la tâche tj à st, l'exécution peut réussir ou échouer totalement.

Vst,r = P st,r
suc V st,r

suc + P st,r
failV

st,r
fail

où P st,r
fail = P st,r

LR + P st,r
TL et V st,r

fail = V ([failuretj , ∗, ∗])
V st,r

suc dépend de la durée d'exécution de la tâche. P st,r
suc correspond à la probabilité que l'exé-

cution de la tâche se termine avec succès en commençant à st et P st,r
fail désigne la probabilité que

l'exécution de la tâche échoue totalement en commençant à st (soit par manque de ressources
(LR), soit parce que les prédécesseurs n'ont pas terminé (TL)).

De la même façon :

Vst′,r = P st′,r
suc V st′,r

suc + P st′,r
PCV V st′,r

PCV + P st′,r
fail V st′,r

fail

Comme nous l'avons déjà prouvé dans une démonstration précédente (théorème 2 sur l'op-
timalité de la politique EST sous ressources illimitées), Vst′,r peut être décomposée de la façon
suivante :

Vst′,r = V st′,r
SUC + V st′,r

FAIL

où V st′,r
SUC regroupe toutes les exécutions de tj réalisées avec succès et V st′,r

FAIL regroupe les
exécutions ayant menées à un échec total. De plus,

V st′,r
FAIL = P st′,r

FAIL · V
st′,∗
fail

où P st′,r
FAIL désigne la probabilité que l'exécution de tj échoue totalement.
Pour des raison de clarté, nous supposerons que toutes les dates appartenant à l'intervalle

[st′, UBj ] sont des dates de début possibles pour tj . Cependant, ces équations peuvent être
adaptées a�n de prendre en compte des cas où certaines dates appartenant à [st′, UBj ] ne sont
pas des dates de début possibles pour tj .

Traitons le cas où l'agent commence l'exécution de tj à st′ et échoue partiellement. Il choisit
alors une date de début appartenant à l'intervalle [st′ + 1, UBj = st]. Nous noterons par t les
dates de début sélectionnées ainsi par l'agent.

V st′,r
SUC peut être décomposée de la manière suivante :

V st′,r
SUC = P st′,r

suc V st′,r
suc +

∑
t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )P t,r′

suc V t,r′
suc + (

∏
t′<st

P t′
PCV )P st,r′

suc V st,r′
suc

où t′ et t désignent des dates de début de tj

Il est important de noter que les échec partiels consomment des ressources, c'est pourquoi nous
utilisons r′ pour désigner le taux de ressources disponibles en cas d'échec partiel. r′ = r−nbEP ·∆′

r
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où nbEP est le nombre d'échecs partiels ayant eu lieu entre st′ et t ; il dépend de la politique
suivie par l'agent.

De même,

P st′,r
FAIL = P st′,r

LR +
∑

t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′,∗
PCV ) · (P t,r′′

LR − P t−1,r′

LR ) + (
∏

t′<st

P t′,r′

PCV ) · (P st,r′′

LR − P st−1,r′

LR ) + P st,r′′

TL

où st− 1 est la dernière date de début à laquelle on a tenté l'exécution de tj avant d'arriver
à st.

r′′ est le taux de ressources restant lorsque l'agent a échoué partiellement et que ces échecs
partiels l'ont mené à t. De même r′ correspond au taux de ressources restant lorsque l'agent a
échoué partiellement et que ces échecs partiels l'ont mené à t−1. Étant donné que moins d'échecs
partiels ont eu lieu à t− 1 qu'à t, nous avons : r > r′ > r′′.

De manière générale, moins un agent a de ressources, plus il a de chances d'échouer par
manque de ressources : ∀st, r, r′, si r < r′ alors P st,r

fail ≥ P st,r′

fail .
De même, ∀st, st′, r, r′, si r < r′ alors

P st,r
LR < P st′,r′

LR (A.24)
Pour tout date de début t telle que t ≤ UBj , P st,r

TL = 0 d'où :
P st,r

fail = P st,r
LR

A partir de l'équation A.24, nous pouvons déduire :
P t,r′′

LR − P t−1,r′

LR > 0 et P st,r′′

LR − P st−1,r′

LR > 0

De plus, P st′,r
LR = P st,r

LR et P st,r′′

TL = P st,r
TL ∀r, r′

Par ailleurs,
P st,r

FAIL = P st,r
fail = P st,r

LR + P st,r
TL

Nous obtenons : P st′,r
FAIL ≥ P st,r

FAIL

L'agent réussit ou échoue donc P i,r
SUC + P i,r

FAIL = 1 ∀i ∀r.

Nous en déduisons :
P st′,r

SUC ≤ P st,r
SUC

1) Si tj est la dernière tâche de Agj :
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Nous avons alors : V st,r
suc = Rtj ∀st ∀r et V st,r

fail = −Rtj ∀st ∀r.
P st′,r

FAIL ≥ P st,r
FAIL

P st′,r
FAIL ·Rtj ≥ P st,r

FAIL ·Rtj

−P st′,r
FAIL ·Rtj ≤ −P st,r

FAIL ·Rtj

P st′,r
SUC ·Rtj ≤ P st,r

SUC ·Rtj

−P st′,r
FAIL ·Rtj + P st′,r

SUC ·Rtj ≤ −P st,r
FAIL ·Rtj + P st,r

SUC ·Rtj

Vst′,r ≤ Vst,r

Si l'agent suit la politique LST , il maximise son utilité espérée.

2) Si tj n'est pas la dernière tâche de Agj :
Par hypothèse de récurrence, si st′ < st alors V st′,r

suc ≤ V st′,r
suc .

Par ailleurs,
V st,r

fail = V st′,r′

fail ∀ st, st ', r, r'
V st,r

SUC = P st,r
suc V st,r

suc

Nous pouvons alors décomposer V st′,r
SUC de la manière suivante :

V st′,r
SUC = P st′,r

suc V st′,r
suc +

∑
t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )P t,r′

suc V t,r′
suc + (

∏
t′<st

P t′
PCV )P st,r′′

suc V st,r′′
suc

tel que r > r′ > r′′

Proposition 1 Soient r et r′ deux taux de ressources tels que r > r′, alors Vst′,r ≥ Vst′,r′.

Preuve de la Proposition : cf. �n de la démonstration

D'après la proposition précédente, si r et r′ sont deux taux de ressources tels que r > r′,
alors V st′,r

suc ≥ V st′,r′
suc . D'où :

V st′,r
SUC ≤ P st′,r

suc V st′,r
suc +

∑
t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )P t,r′

suc V st′,r
suc + (

∏
t′<st

P t′
PCV )P st,r′′

suc V st′,r
suc

V st′,r
SUC ≤

(
P st′,r

suc +
∑

t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )P t,r′

suc + (
∏

t′<st

P t′
PCV )P st,r′′

suc

)
V st′,r

suc

V st′,r
SUC ≤ P st′,r

SUCV st′,r
suc (A.25)

Par ailleurs,
Vst,r = P st,r

SUCV st,r
suc + P st,r

FAILV st,r
fail

et
Vst′,r = V st′,r

SUC + P st′,r
FAILV st′,r

fail
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Étant donné que P st,r
FAIL ≥ P st′,r

FAIL, nous pouvons ré-écrire Vst,r de la manière suivante :

Vst,r = P st,r
suc V st,r

suc + P st,r
FAILV st,r

fail = P st,r
suc1V

st,r
suc + P st,r

suc2V
st,r
suc + P st,r

FAILV st,r
fail (A.26)

tel que P st,r
suc1 + P st,r

suc2 = P st,r
suc et P st,r

suc2 = P st,r
FAIL − P st′,r

FAIL = P st,r
FAIL − P st′,r

FAIL

D'après l'équation A.25, nous déduisons que :

Vst′,r ≤ P st′,r
SUCV st′,r

suc + P st′,r
fail V st′,r

fail

Par hypothèse de récurrence : V st,r
suc ≥ V st′,r

suc

Donc
P st′,r

SUCV st,r
suc ≥ P st′,r

SUCV st′,r
suc (A.27)

D'autre part, ∀st, r :
V st,r

suc > V st,∗
fail

D'où
P st,r

suc2V
st,r
suc > P st,r

suc2V
st,∗
fail

P st,r
suc2V

st,r
suc + P st,r

FAILV st,∗
fail > P st,r

suc2V
st,∗
fail + P st,r

FAILV st,∗
fail

P st,r
suc2V

st,∗
fail + P st,r

FAILV st,r
fail =

(
P st,r

suc2 + P st,r
FAIL

)
V st,∗

fail

= P st′,r
FAILV st,∗

fail

= P st′,r
FAILV st′,∗

fail

Nous en déduisons :
P st,r

suc2V
st,r
suc + P st,r

FAILV st,∗
fail > P st′,r

FAILV st′,∗
fail (A.28)

D'après les équations A.27 et A.28,
P st′,r

SUCV st′,r
suc + P st′,r

FAILV st′,∗
fail ≤ P st′,r

SUCV st,r
suc + P st,r

suc2V
st,r
suc + P st,r

FAILV st,∗
fail

De plus, P st′,r
SUC = P st,r

suc1

D'où
P st′,r

SUCV st′,r
suc + P st′,r

FAILV st′,∗
fail ≤ P st,r

suc1V
st,r
suc + P st,r

suc2V
st,r
suc + P st,r

FAILV st,∗
fail
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et Vst,r ≥ Vst′,r.
Si un agent suit la politique LST, il maximise sa propre utilité espérée.
Nous avons montré que quelle que soit la tâche ti d'un agent, si ce dernier commence l'exé-

cution de ti au plus tard, il maximise son utilité espérée. La politique LST est donc une poli-
tique individuellement optimale. Les agents doivent cependant agir de manière coopérative, ils
cherchent donc à maximiser la somme de leurs utilités et non leur propre utilité. Si chaque agent
suit la politique LST, la somme des utilités sera maximale. Cependant, le fait qu'un agent suive
la politique LST ne doit pas empêcher un autre agent de suivre cette politique.

Considérons deux agents Agi et Agj devant exécuter respectivement les tâches ti et tj . Nous
supposons qu'il existe une contrainte de précédence entre ti et tj : ti doit être terminée pour que
tj puisse commencer. Si l'agent Agi suit la politique LST, il commence l'exécution de la tâche
au plus tard et la termine, suivant la durée d'exécution, au plus tard. En terminant l'exécution
de la tâche ti au plus tard, l'agent Agi n'empêche pas Agj de commencer l'exécution de tj au
plus tard. En e�et, comme il n'y a pas de contraintes temporelles sur les dates de �n des tâches,
la dernière date de début de tj sera toujours une date de début possible, même si ti �nit au plus
tard (cf. algorithme de propagation temporelle). Comme le fait qu'un agent suive sa politique
LST n'empêche pas les autres agents de suivre LST, les agents peuvent tous maximiser leurs uti-
lités et ainsi maximiser la somme des utilités. Les agents adoptent ainsi une politique optimale
jointe.�

Preuve de la Proposition 1
Moins l'agent a des ressources, plus la probabilité qu'il manque de ressources augmente donc :

P st′,r′

LR ≤ P st′,r
LR .

Les probabilités des autres transitions d'échec total ne varient pas (probabilités que les pré-
décesseurs n'aient pas terminé). Donc P st′,r′

FAIL ≤ P st′,r
FAIL et par conséquent P st′,r′

SUC ≥ P st′,r
SUC

1) Si tj est la dernière tâche de l'agent V st′,r
suc = Rtj ∀st, ∀r et V st′,r

fail = −Rtj ∀st, ∀r
P st′,r

FAIL ≥ P st′,r′

FAIL

P st′,r
FAIL ·Rtj ≥ P st′,r′

FAIL ·Rtj

−P st′,r
FAIL ·Rtj ≤ −P st′,r′

FAIL ·Rtj

P st′,r
SUC ·Rtj ≤ P st′,r′

SUC ·Rtj

−P st′,r
FAIL ·Rtj + P st′,r

SUC ·Rtj ≤ −P st′,r′

FAIL ·Rtj + P st′,r′

SUC ·Rtj

Vst′,r ≤ Vst′,r′

La proposition est donc vraie pour la dernière tâche de l'agent.
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2) Si tj n'est pas la dernière tâche de l'agent :
Par hypothèse de récurrence, si r′ < r alors V st′,r′

suc ≤ V st′,r
suc .

P st′,r
FAIL ≥ P st′,r′

FAIL

Nous pouvons décomposer V st′,r′

SUC de la façon suivante :

V st′,r′

SUC = P st′,r′
suc V st′,r′

suc +
∑

t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )P t,r1′

suc V t,r1′
suc + (

∏
t′<st

P t′
PCV )P st,r1′′

suc V st,r1′′
suc

tel que r′ > r1′ > r1′′ où r1′ et r1′′ sont calculés en fonction du nombre d'échecs partiels
ayant eu lieu.

V st′,r
SUC = P st′,r

suc V st′,r
suc +

∑
t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )P t,r1

suc V t,r2′
suc + (

∏
t′<st

P t′
PCV )P st,r2′′

suc V st,r2′′
suc

tel que r > r2′ > r2′′ où r2′ et r2′′ sont calculés en fonction du nombre d'échecs partiels
ayant eu lieu.

Si r > r′ alors r2′ > r1′ (r2′ = r−NBEP ·rV erif et r1′ = r′−NBEP ·rV erif) et r2′′ > r1′′

Par hypothèse de récurrence :
V st′,r′

suc ≤ V st′,r
suc

V st′,r1′
suc ≤ V st′,r2′

suc

V st′,r1′′
suc ≤ V st′,r2′′

suc

D'où

V st′,r′

SUC ≤P st′,r′
suc V st′,r

suc +
∑

t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )P t,r1′

suc V t,r2′
suc + (

∏
t′<st

P t′
PCV )P st,r1′′

suc V st,r2′′
suc

P st′,r
suc =P st′,r′

suc + (P st′,r′

LR − P st′,r
LR )

P t,r2′
suc =P t,r1′

suc + (P t,r1′

LR − P t,r2′

LR )

P st,r2′
suc =P st,r1′′

suc + (P st,r1′′

LR − P st,r2′′

LR )

D'où

Vst′,r′ ≤

A1︷ ︸︸ ︷
P st′,r′

suc V st′,r
suc + P st′,r′

LR V st′,∗
fail +

B1︷ ︸︸ ︷∑
t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )

(
P t,r1′

suc V t,r2′
suc + P t′,r1′

LR V st′,∗
fail

)

+

C1︷ ︸︸ ︷
(
∏

t′<st

P t′
PCV )

(
P st,r1′′

suc V st,r2′′
suc + P st,r1′′

LR V st′,∗
fail

)
+P st,r1′′

TL
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Vst′,r =

A2︷ ︸︸ ︷
(P st′,r′

suc + (P st′,r′

LR − P st′,r
LR ))V st′,r

suc + (P st′,r′

LR − (P st′,r
suc − P st′,r′

suc ))V st′,∗
fail

+

B2︷ ︸︸ ︷∑
t∈]st′,st[

(
∏
t′<t

P t′
PCV )

(
(P t,r1′

suc + (P t,r1′

LR − P t,r2′

LR ))V t,r2′
suc + (P t′,r1′

LR − (P t,r2′
suc − P t,r1′

suc ))V st′,∗
fail

)

+

C2︷ ︸︸ ︷
(
∏

t′<st

P t′
PCV )

(
(P st,r1′′

suc + (P st,r1′′

LR − P st,r2′′

LR ))V st,r2′′
suc + (P st,r1′′

LR − (P st,r2′
suc − P st,r1′′

suc )V st′,∗
fail

)
+P st,r1′′

TL

P st′,r′
suc ≤ P st′,r

suc et P st′,r′

LR ≥ P st′,r
LR

De plus, V st′,∗
fail < V st′,∗

suc , donc A1 ≤ A2

De même, nous pouvons montrer que B1 ≤ B2 et C1 ≤ C2 (cf. démonstration du théorème
2), d'où Vst′,r′ < Vst′,r. �

A.2.4 Preuve du théorème 4

Si les ressources sont illimitées et qu'aucune contrainte temporelle n'est imposée sur les dates
de �n alors, toutes les politiques sont équivalentes et optimales.

Preuve :
Si les ressources sont illimitées et qu'aucune contrainte temporelle n'est imposée, alors les

agents n'échoueront jamais totalement.
En e�et, les tâches racines du graphe n'ont pas de prédécesseurs, la probabilité que les prédé-

cesseurs aient terminé est donc de 1. Comme les ressources sont illimitées et qu'aucune contrainte
temporelle n'est imposée, quelle que soit la date de début d'une tâche, l'exécution réussira. Soit
une tâche tj d'un niveau k. Nous supposons, par hypothèse de récurrence, que les tâches du niveau
k − 1 se sont toutes exécutées avec succès. Montrons que la tâche tj n'échouera pas totalement.

� Les prédécesseurs de la tâche n'échoueront pas totalement donc PTL = 0 ∀sttj .
� Les ressources sont illimitées donc PLR = 0 ∀sttj ∀rtj .
� Les ressources sont illimitées donc PDM = 0 ∀sttj .
D'où P

sttj ,∗
fail = 0 ∀sttj . La tâche tj n'échouera pas totalement.

Soit Agj un agent devant exécuter la tâche tj . Soir r la quantité de ressources disponibles par
l'agent Agj . Soient st et st′ deux dates de début pour tj . Vst,r désigne l'utilité espérée de l'agent
lorsqu'il commence l'exécution de la tâche à st avec r ressources. Nous souhaitons montrer que
∀st, st′, r : Vst,r = Vst′,r
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1) Si tj est la dernière tâche de Agj :
tj est la dernière tâche de l'agent d'où V st,r

suc = Rtj ∀st ∀r
et V st,r

fail = −Rtj ∀st ∀r.
P

sttj ,∗
fail = 0 ∀sttj

donc P
sttj ,r

SUC = 1 ∀sttj
De plus, Vst,r = P st,r

SUCRtj et Vst′,r = P st′,r
SUCRtj

D'où, P st,r
SUC = P st′,r

SUC

Nous en concluons que : Vst,r = Vst′,r.

2) Si tj n'est pas la dernière tâche de Agj :
Par hypothèse de récurrence, ∀st′, st : V st,r

suc = V st′,r
suc .

Vst,r = P st,r
SUCV st,r

suc

Vst′,r = P st′,r
SUCV st′,r

suc

De plus, P st,r
SUC = P st′,r

SUC

D'où Vst,r = Vst′,r.
Quelle que soit la date à laquelle un agent commence, son utilité espérée sera toujours la

même, toutes les politiques πi d'un agent Agi sont donc individuellement optimales et toute
combinaison de politiques individuelles résulte en une politique optimale jointe. �

A.2.5 Preuve du théorème 5

Si les ressources sont illimitées alors, l'algorithme de résolution d'un OC-DEC-MDP calcule
une politique optimale.

Preuve :
La politique EOC est calculée à partir de l'équation suivante :

πi(si) = arg_maxE(ti+1,st),st≥et(I′)ti

(Utilité espérée︷︸︸︷
V ′ −

Coût occasionné︷ ︸︸ ︷
OC(ti+1, st)

)
Soient ti+1 une tâche quelconque et st la première date de début possible pour ti+1. Consi-

dérons st′ une date de début de ti+1 telle que st′ > st.
Nous avons précédemment démontré que Vst ≥ Vst′ .

Il peut de plus être démontré que OC(ti+1, st) ≤ OC(ti+1, st
′) :

En e�et, si les ressources sont illimitées, la propriété suivante est véri�ée : OCtj (∆t, r) =

OCtj (∆t, r′) ∀r, r′. De ce fait, les probabilités sur les taux de ressources et les consommations de
ressources peuvent être omises.
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OCtj (∆t, r) = OCtj (∆t) ∀ r

= V 0,r
tj
− V ∆t,r

tj

= Vst − Vst′

De même,

OCtj (∆t′, r) = OCtj (∆t′) ∀ r

= V 0,r
tj
− V ∆t′,r

tj

= Vst − Vst′′

Si ∆t′ > ∆t alors st′′ ≥ st′.
Nous pouvons a�rmer que :

Vst ≥ Vst′ ≥ Vst′′

D'où :
OCtj (∆t, r) ≥ OCtj (∆t′, r)

Le coût occasionné espéré provoqué par un agent lorsqu'il �nit à etti est par ailleurs dé�ni
de la façon suivante :

EOCag,ti(etti) =
∑

sttj∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , etti , ti) ·OCtj (sttj − LB, rtj )

+ (1− (
∑

st∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , etti , ti))) ·OCtj (fail)

De même,
EOCag,ti(et

′
ti) =

∑
sttj∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , et
′
ti , ti) ·OCtj (sttj − LB, rtj )

+ (1− (
∑

st∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , et
′
ti , ti))) ·OCtj (fail)

Si etti < et′ti , le coût occasionné espéré provoqué par un agent lorsqu'il �nit à et′ti est donc
supérieur à celui provoqué lorsqu'il �nit à etti . En e�et,

1− (
∑

st∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , et
′
ti , ti)) ≥ 1− (

∑
st∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , etti , ti))

De plus le retard provoqué sur un agent lorsque ti �nit à etti est moins important que celui
induit lorsque ti s'achève à et′ti , d'où :∑
sttj∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , etti , ti)·OCtj (sttj−LB, rtj ) ≤
∑

sttj∈ST (tj)

P
ti+1

st (sttj , et
′
ti , ti)·OCtj (sttj−LB, rtj )
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Nous en déduisons :

EOCag,ti(etti) ≥ EOCag,ti(et
′
ti)

A�n de calculer le coût occasionné espéré provoqué par un agent lorsqu'il commence l'exécu-
tion de ti à st, nous devons tenir compte des di�érentes issues possibles pour l'exécution de la
tâche. Ainsi, chaque type de transitions est envisagé :

OC(ti+1, st) =Psuc ·
∑

ag∈other_agents
EOCag,ti+1(eti+1)

+ (PLR + PTL + PDM )
∑

ag∈other_agents
EOCag,ti+1(fail)

+ PPCV ·OC(ti+1, s = next_start)

OC(ti+1, st) peut être ré-écrit de la façon suivante :

OC(ti+1, st) =OCst
SUC + OCst

FAIL

où :

OCst
SUC =Psuc ·

∑
ag∈other_agents

EOCag,ti+1(eti+1) +
∑
t>st

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

sucEOCag,ti+1(et
′
i+1)

et

OCst
FAIL =P st

DM

∑
ag∈other_agents

EOCag,ti+1(fail)

+
∑
t>st

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

DM

∑
ag∈other_agents

EOCag,ti+1(fail)

+ PUB
TL

∑
ag∈other_agents

EOCag,ti+1(fail)

OCst
FAIL =P st

FAIL ·
∑

ag∈other_agents
EOCag,ti+1(fail)

tel que

P st
FAIL =P st

DM +
∑
t>st

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

DM + PUB
TL

Lors de la démonstration du théorème 2 nous avons démontré que pour tout st′ tel que
st′ > st :

P st
FAIL ≤ P st′

FAIL
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Nous en déduisons que :
OCst

FAIL ≤ OCst′
FAIL

Par ailleurs,
OCst

SUC ≤ OCst′
SUC

En e�et,

OCst
SUC =P st

suc ·
∑

ag∈other_agents
EOCag,ti+1(eti+1) +

∑
t>st

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

sucEOCag,ti+1(et
′
i+1)

=P st
suc ·

∑
ag∈other_agents

EOCag,ti+1(eti+1) +
∑

t|st′>t>st

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

sucEOCag,ti+1(et
′
i+1)

+
∑
t>st′

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

sucEOCag,ti+1(et
′′′
i+1)

Et,

OCst′
SUC =P st′

suc ·
∑

ag∈other_agents
EOCag,ti+1(et

′′
i+1) +

∑
t>st′

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

sucEOCag,ti+1(et
′′′
i+1)

où et′′i+1 ≥ eti+1, et′′′i+1 ≥ et′i+1 et
P st′

suc = P st
suc +

∑
t|st′>t>st

(
∏
t′≤t

P t′
PCV )P t

suc

Si etti ≤ et′ti , nous avons démontré que :
EOCag,ti(etti) ≥ EOCag,ti(et

′
ti)

De plus,
P st

suc ≥ P st′
suc

Nous pouvons donc a�rmer :
OCst

SUC ≤ OCst′
SUC

Nous en déduisons :

OC(ti+1, st) ≤ OC(ti+1, st
′)

D'où :
V ′

st −OC(ti+1, st) ≥ V ′
st′ −OC(ti+1, st

′)

La politique EOC dicte donc de commencer chaque tâche le plus tôt possible, elle est identique
à la politique EST. Nous avons prouvé précédemment que lorsque les ressources sont illimitées,
la politique EST est optimale. Nous en concluons que la politique EOC est optimale. �
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A.2.6 Preuve du théorème 6

Si aucune contrainte temporelle n'est imposée sur les dates de �n des tâches (LET ' +∞)
alors, l'algorithme de résolution d'un OC-DEC-MDP calcule une politique optimale.

Preuve :
La politique EOC est calculée à partir de l'équation suivante :

πi(si) = arg_maxE(ti+1,st),st≥et(I′)ti

(Utilité espérée︷︸︸︷
V ′ −

Coût occasionné︷ ︸︸ ︷
OC(ti+1, st)

)
Soit ti+1 une tâche quelconque, st la dernière date de début possible de ti+1 et st′ une date

de début de ti+1 telle que st′ < st.
Nous avons précédemment démontré (cf. démonstration du théorème 3) que Vst ≥ Vst′ .
La politique LST étant optimale, le coût occasionné est nul quels que soient le retard provoqué

et les ressources disponibles. Nous en déduisons :

V ′
st −OC(ti+1, st) ≥ V ′

st′ −OC(ti+1, st
′)

La politique EOC dicte donc de commencer chaque tâche le plus tard possible, elle est identique à
la politique LST. Nous avons prouvé précédemment que lorsqu'aucune contrainte temporelle n'est
imposée, la politique LST est optimale. Nous en concluons que la politique EOC est optimale. �

A.2.7 Preuve du théorème 7

Si les ressources sont illimitées et qu'aucune contrainte temporelle n'est imposée sur les dates
de �n alors, l'algorithme de résolution d'un OC-DEC-MDP calcule une politique optimale.

Preuve :
D'après le théorème 4 toutes les politiques jointes sont équivalentes et optimales. La politique

calculée par l'algorithme de révision des politiques est donc optimale. �

A.2.8 Preuve du théorème 8

Supposons que la politique initialement �xée soit la politique EST. Si le graphe de la mission ne
comprend que deux agents Agi et Agj et que toutes les contraintes de précédence sont orientées de
Agi vers Agj alors, l'algorithme de résolution d'un OC-DEC-MDP calcule une politique optimale.

Preuve :
Si les contraintes de précédence sont toutes orientées de Agi vers Agj alors, l'exécution des

tâches de Agi ne dépend pas de prédécesseurs exécutés par un autre agent. L'agent Agi peut donc
commencer chaque tâche au plus tôt sans risque de violer les contraintes de précédence. Nous
pouvons alors démontrer que la politique EST permet à l'agent de maximiser sa propre utilité.
Soit st la date de début au plus tôt d'une tâche ti+1 exécutée par Agi et st′ une autre date de
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début (st′ > st). Quelle que soit la date de début de ti+1, la probabilité d'échouer partiellement
est nulle. En revanche, plus l'agent retarde l'exécution de ti+1, plus la probabilité de violer les
contraintes temporelles est forte. Nous avons donc : Vst′,r ≤ Vst,r′ quelle que soit st′.

La politique EST maximise donc l'utilité espérée de l'agent Agi. Par ailleurs, plus l'agent Agi

retarde l'exécution de l'agent Agj , plus le coût occasionné provoqué sur ce dernier augmente.
Nous avons en e�et57 :

OC(ti+1, st) ≤ OC(ti+1, st
′)

La politique EOC est calculée à partir de l'équation suivante :

πi(si) = arg_maxE(ti+1,st),st≥et(I′)ti

(Utilité espérée︷︸︸︷
V ′ −

Coût occasionné︷ ︸︸ ︷
OC(ti+1, st)

)
Nous en déduisons que la politique EOC de l'agent Agi lui dicte de commencer chaque tâche

le plus tôt possible, elle est identique à la politique EST.
Si la politique initiale de l'agent Agi est la politique EST, la politique de l'agent Agi n'est

pas modi�ée lors de la résolution de l'OC-DEC-MDP. La fonction de transition de l'agent Agj

est donc déterminée à partir de la politique optimale de l'agent Agi. L'utilité espérée de l'agent
est par conséquent calculée de manière précise en considérant que les autres agents suivent une
politique optimale.

La politique de l'agent Agj n'in�uence par ailleurs aucun autre agent. En e�et, d'après nos
hypothèses, il n'existe aucune contrainte de précédence entre l'agent Agj et un autre agent. Le
coût occasionné provoqué par Agj est ainsi nul quel que soit ses décisions. La modi�cation de la
politique de l'agent Agj n'aura donc aucun impact sur la politique de l'agent Agi.

La résolution de l'OC-DEC-MDP correspond donc au calcul de la politique de l'agent Agj

étant donnée la politique optimale deAgi connue et �xée. Cette résolution conduit par conséquent
au calcul de la politique optimale de l'agent Agj .

Lorsque l'algorithme itératif est utilisé, il est possible de considérer un quelconque ensemble
de politiques initiales. La première itération détermine la politique optimale de l'agent Agi (ob-
tention de la politique EST). Nous obtenons alors le même ensemble de politiques que celui qui
vient d'être considéré. La seconde itération détermine ensuite la politique optimale jointe en ne
modi�ant que la politique de l'agent Agj . Comme nous l'avons précédemment expliqué, le calcul
de cette politique n'entraîne aucune modi�cation de la politique de l'agent Agi. Aux itérations
suivantes, la politique de cet agent ne changera pas et ce quelles que soient les modi�cations
de la politique de l'agent Agj . Nous atteignons donc un équilibre dans lequel chaque agent suit

57Cette inégalité peut être démontrée en utilisant un raisonnement identique à celui e�ectué lors de la démons-
tration du théorème 5.
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une politique individuelle optimale qui s'avère également correspondre à la politique de l'agent
constituant la politique optimale jointe.



Annexe B

Présentation des robots Koala

Les robots Koala sont des robots mobiles développés par la société suisse K-Team. Ils s'ins-
crivent dans la continuation des robots Khepera de cette même société et proposent une plus
grande diversité d'équipements que leurs � petits frères �.

Équipement de base des robots Koala

Les robots Koala sont principalement destinés à la recherche et au développement d'expé-
rimentations en intérieur. Ces robots de 30cm sur 30cm sont équipés de di�érents éléments de
base auxquels d'autres composants peuvent être ajoutés en fonction des besoins. Les Koala sont
tous équipés d'un processeur Motorola 68331 à 22MHz, d'une quantité de mémoire RAM de 1
méga-octet et d'une mémoire ROM de 1 méga-octet (mémoire �ash). Les robots sont par ailleurs
alimentés par batteries o�rant une autonomie de 2 à 6 heures. Deux moteurs (droit et gauche)
actionnent les six roues des robots leur permettant ainsi de se déplacer à une vitesse allant de
0,005 m/s à 0,6m/s. Ces roues constituent les seuls e�ecteurs présents de base sur les Koala.

En ce qui concerne les capteurs, chaque robot est muni de 16 capteurs à infra-rouge positionnés
tout autour de lui, dont une majorité (8 capteurs sur 16) se situe à l'avant (cf. �gure B.1). Ces
capteurs sont voués à la détection d'obstacles. Cette dernière est réalisée par mesure de la lumière
ambiante et de la lumière ré�échie. Chaque capteur infrarouge est composé d'une diode émettant
une lumière infrarouge et d'un récepteur permettant de mesurer la lumière ambiante. La lumière
ré�échie est calculée en réalisant la di�érence entre la lumière mesurée lors de l'émission d'un
rayon infra-rouge, et la lumière mesurée sans émission (lumière ambiante).

Les capteurs infrarouges retournent une mesure de lumière qui, quand elle est supérieure à un
seuil donné, permet de déduire la présence d'un obstacle. Cette mesure de lumière est in�uencée
par de nombreux facteurs parmi lesquels la texture, le matériau et la couleur de l'obstacle, les
conditions d'éclairage, et l'angle entre le robot et l'obstacle. Suivant ces paramètres, l'obstacle
sera détecté à plus ou moins longue distance. Une étude de l'in�uence de ces facteurs sur la
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Fig. B.1 � Placement des capteurs sur les robots Koala

distance de détection est ébauchée dans le manuel utilisateur des robots Koala [K-Team, 2001].
La valeur de seuil permettant d'inférer la présence d'un obstacle correspond à une quantité
de lumière, elle est �xée par l'utilisateur. Soit Se une telle valeur de seuil. Si un obstacle est
très ré�échissant, il renverra une forte lumière, la valeur Se sera donc dépassée même si le
robot est à longue distance de l'obstacle. Ce dernier sera donc détecté de loin. A l'inverse,
un objet mat et sombre ré�échira peu de lumière et le robot devra en être très près pour que
la valeur Se soit dépassée et que l'obstacle soit détecté. Les capteurs ne mesurent donc pas la
distance entre le robot et un obstacle mais ils permettent de déduire la présence d'un obstacle.
En raison des nombreux facteurs in�uençant la valeur retournée par les capteurs infrarouges, il
est généralement di�cile d'établir la valeur de seuil adéquate. Il peut de plus être nécessaire,
en raison des imprécisions des capteurs, d'établir des valeurs de seuil di�érentes pour chaque
capteur.

Possibilité d'amélioration des capacités

Il est possible d'améliorer la précision des mesures et les capacités d'action des robots Koala
en diversi�ant les capteurs et les e�ecteurs qui les équipent. Ainsi des capteurs à ultra-sons ou
à LED, une caméra, une boussole ou un GPS peuvent par exemple être ajoutés. Au niveau des
e�ecteurs, il est possible de doter les Koala d'un bras muni d'une pince, d'un système d'aspiration,
etc. En�n, ces robots peuvent être équipés d'un système de communication sans �l permettant
l'échange de messages entre les robots ou entre un robot et une machine. La commande à distance
ou la déportation des calculs sur une machine distante sont alors envisageables.

Les robots Koala o�rent également des possibilités d'ajout de mémoire et de puissance de
calcul.
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Spéci�cations des robots utilisés

Les expérimentations présentées dans la partie validation de ce document ont été réalisées
avec des robots Koala munis des capteurs et e�ecteurs de base (roues et capteurs infrarouge) et
n'ayant aucune possibilité de communiquer entre eux. La plani�cation des tâches des robots a
été réalisée sur une machine de bureau standard. Nous avons ensuite procédé, pour chaque robot,
à un téléchargement en mémoire �ash de sa politique et d'un interpréteur de politiques. Une fois
cette manipulation réalisée, le robot est en mesure de commencer l'exécution de sa politique dès
sa mise en marche.
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Résumé
Cette thèse porte sur la prise de décision distribuée dans des systèmes multi-agents agissant sous

incertitude (les colonies de robots autonomes par exemple). Les processus décisionnels de Markov Décen-

tralisés décrivent un formalisme mathématique permettant de modéliser et de résoudre de tels problèmes.

Leur utilisation pour la plani�cation des tâches dans des applications réelles pose toutefois quelques di�-

cultés. Le modèle usuel des DEC-MDPs ne permet par exemple pas la prise en compte de contraintes sur

l'exécution des tâches. De plus, la complexité de leur résolution est telle qu'il est di�cile de déterminer

une solution optimale excepté pour de petits problèmes.

Le travail que nous présentons dans cette thèse a pour premier objectif d'adapter le modèle des

DEC-MDPs a�n de proposer une modélisation adéquate du temps et des actions, et de permettre la

représentation de problèmes réels. Nous décrivons ainsi une nouvelle classe de DEC-MDPs : les OC-

DEC-MDPs (DEC-MDP avec Coût Occasionné). Dans un second temps, nous nous intéressons à leur

résolution. Nous proposons di�érents algorithmes procédant à la plani�cation des tâches de chaque agent

en vue d'une prise de décision décentralisée et autonome, en accord avec les contraintes du problème. A�n

de développer des algorithmes e�caces et de traiter des problèmes de taille importante, nous recherchons

une approximation de la solution optimale. Nous procédons également à un découpage du problème

initial en un ensemble de MDPs, et introduisons la notion de coût occasionné a�n de tenir compte des

interactions entre les agents et de calculer des politiques coopératives.

Mots-clés: Processus Décisionnels de Markov, Systèmes multi-agents, Plani�cation sous incertitude,

Intelligence Arti�cielle, Robotique collective

Abstract
Title : An approach to solve Decentralized Markov Decision Processes with temporal constraints

This thesis deals with distributed multiagent decision-making under uncertainty. We formalize this

problem with Decentralized Markov Decision Processes (DEC-MDP) which extends Markov Decision

Processes (MDP) to multi-agent settings. Even if DEC-MDPs describe an expressive framework for

cooperative multiagent decision, they su�er from a high complexity and fail to formalize constraints on

task execution. Despite the wide variety of approaches to solve DEC-MDPs, computing a solution for

large problems remains a serious challenge even for approximation approaches.

We develop an approach that can solve large problems, and that can deal with more complex time

and action representations. We therefore de�ne a class of DEC-MDP, OC-DEC-MDP, that allows us to

consider several possible durations for each task taking into account constraints on task execution. Having

considered the representation of the problems we deal with, we turn to OC-DEC-MDP resolution. Our

purpose is to develop an e�cient planning approach that computes each agent's policy even for large

missions. Given the high complexity of �nding an optimal solution, we aim at computing an approximate

solution. We also split the multiagent decision problem into a set of MDPs. For purposes of coordinating

the agents, we then introduce the notion of Opportunity Cost.

Keywords: Markov Decision Processes, Multiagent Systems, Planning under uncertainty, Arti�cial In-

telligence, Robotics
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