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Notations
E Champ életrique (V/m).
H Champ magnétique (A/m).
B Indution magnétique (T).
D Déplaement életrique (C/m2).
J Densité de ourant (A/m2).
A Potentiel veteur (Wb/m).
ρ Densité életrique de harge (C/m3)
ε Permittivité diéletrique (F/m).
µ Perméabilité magnétique (H/m).
σ Condutivité életrique (S/m).
L2(Ω), L2(Ω) Espae des fontions et des hamps de veteurs de arré intégrable sur R3.
∂t Dérivation par rapport au temps.
× Produit vetoriel.
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xi
IntrodutionLa mise au point de systèmes de ommuniation performants, la prise en ompte des problèmesde ompatibilité életromagnétique ave les systèmes életriques (voir �gure 1(b)) ou ave les systèmesbiologiques, ainsi que l'utilisation thérapeutique du rayonnement életromagnétique (voir �gure 1(a))néessitent l'étude des phénomènes de propagation d'ondes életromagnétiques dès la phase de oneption,de façon à réduire les temps et les oûts de développement. Cette étude passe par des odes numériquesrapides 3D, fondés sur la disrétisation des équations de Maxwell par des tehniques d'éléments �nis ou dedi�érenes �nies, utilisant des maillages spatiaux �xes. Atuellement, la mise en oeuvre de es méthodessur des systèmes réalistes se heurte au problème ruial du rapport préision/oût de alul.Le travail présenté partiipe à ette reherhe d'e�aité. La lasse de modèles et le type de disréti-sation auxquels nous nous intéressons sont identi�és : ils sont assoiés au alul numérique des hampséletrique ou magnétique, ou du potentiel veteur magnétique, en utilisant des disrétisations par laméthode des éléments �nis.Plus préisément, un exemple important des appliations que nous envisageons orrespond à l'étudedes problèmes de di�ration d'ondes életromagnétiques. Dans e but, nous alulons le hamp életrique(ou magnétique) en utilisant une formulation des équations de Maxwell en régime harmonique. Cetteformulation est disrétisée par les éléments �nis d'arête du premier ordre. Ces éléments �nis sont partiu-lièrement adaptés au alul en életromagnétisme 3D : ils imposent uniquement la ontinuité tangentielleà l'interfae entre deux éléments, e qui permet de prendre en ompte les propriétés physiques des hampéletrique ou magnétique et ils rendent bien ompte de la struture partiulière du système d'équationsde Maxwell.Pour avoir une préision su�sante, dix noeuds par longueur d'onde sont requis : ela onduit à dessystèmes linéaires de 104 à 106 inonnues pour des géométries lassiques. Un traitement e�ae de l'étapede résolution, ave tous ses aspets algorithmiques, est don ritique pour optimiser le alul du hamp.0.1 ObjetifDes méthodes itératives multiniveau permettent de résoudre des systèmes linéaires issus de la disré-tisation de ertaines équations aux dérivées partielles (notamment l'équation de Laplae) de façon trèse�ae. En partiulier, leur oût en temps de alul et en oupation mémoire est optimal ar il estlinéaire par rapport au nombre d'inonnues du système linéaire. Elles s'appuient généralement sur uneformulation du problème sur une hiérarhie de maillages de �nesses distintes, le plus �n étant elui surlequel est alulée la solution.L'objetif de notre travail est d'obtenir, pour des problèmes de alul de hamp ave l'équation ve-torielle des ondes, des algorithmes de résolution dont les performanes se rapprohent au mieux desméthodes multiniveau utilisées pour l'équation de Laplae. En outre, les méthodes reherhées doiventêtre e�aes pour des maillages a priori non struturés .-à-d. où l'on ne dispose pas d'une hiérarhie demaillages pour résoudre le problème. Dans e as, des méthodes multiniveau algébriques permettent degénérer ave un nombre variable de données sur le problème (uniquement les oe�ients de la matrie,ou ave quelques données géométriques supplémentaires) des matries du problème à plusieurs niveaux.Nous devons ependant adapter es méthodes aux propriétés des systèmes obtenus lors de la disrétisationdes problèmes d'életromagnétisme.
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(a) Hyperthermie (éhau�ement loal destissus) RF (27MHz) pour le traitement detumeurs profondes. Module du hamp éle-trique. (b) Illumination (exitation) d'un avion par une onde plane 100Mhz. Réparti-tion de la densité de ourant.Fig. 1 � Deux exemples issus du alul du hamp életrique ave une formulation des équations deMaxwell en régime harmonique.0.2 PlanDans le Chapitre 1, nous présentons quelques aspets de la modélisation et partiulièrement de ladisrétisation des équations en életromagnétisme ; nous insistons sur les onnexions ave la théorie desréseaux et sur les propriétés topologiques de ette disrétisation. Nous formalisons �nalement les systèmeslinéaires à résoudre et donnons leurs propriétés en fontion des valeurs des paramètres du problème.Dans le Chapitre 2, nous rappelons quelques notions pour la résolution de systèmes linéaires par mé-thodes itératives ; nous insistons partiulièrement sur le prinipe et les atouts des méthodes multiniveau.Dans le as de es méthodes, nous présentons les partiularités liées aux équations de Maxwell et nousintroduisons des tehniques algébriques qui permettent de travailler ave des maillages non struturés.Les dernières de es méthodes algébriques mettent en avant une ondition de ompatibilité qui sert depoint de départ à nos développements : elle lie la matrie de prolongement, qui permet de passer d'unniveau grossier à un niveau �n, en éléments �nis d'arête à la matrie de prolongement en éléments �nisnodaux.Dans le Chapitre 3, nous présentons la formulation d'un problème de minimisation d'énergie1 aveontraintes qui permet la mise au point de méthodes multiniveau algébriques pour nos systèmes. Laontrainte utilisée orrespond à la ondition de ompatibilité évoquée au hapitre préédent onernantla matrie de prolongement. Une première méthode de résolution du problème de minimisation utilisantdes multipliateurs de Lagrange est proposée. Par ailleurs, nous donnons une ondition d'existene d'unesolution pour le problème d'optimisation proposé.Dans le Chapitre 4, nous érivons la véri�ation de la ontrainte ou ondition de ompatibilité ommela résolution d'un ensemble de problèmes de �ot2, haun de petite dimension vis-à-vis de la dimension dusystème à résoudre. Nous montrons alors omment il est possible de onstruire, à partir de es problèmesde �ot, une méthode pour résoudre le problème d'optimisation sous ontraintes plus simple de mise enoeuvre que elle utilisant les multipliateurs de Lagrange. Des résultats numériques viennent illustrer lesperformanes de la méthode.Les démonstrations et des simulations numériques omplémentaires sont données en Annexe.1Cette énergie n'est pas toujours l'énergie au sens physique du problème onsidéré mais est plus généralement une formebilinéaire b dé�nie sur l'espae des fontions solutions telle que b(E, E) > 0 pour toute fontion solution E non nulle.2Un exemple simple de problème de �ot est la détermination de l'intensité du ourant dans un réseau életrique. Le �otorrespond alors à l'intensité de e ourant.



0.3. Contributions originales xiii0.3 Contributions originalesDivers axes de e travail apportent une ontribution (au moins en partie) originale au alul numériqueen életromagnétisme :� des méthodes simples à un niveau ont été mises en oeuvre sur des appliations réalistes et nousavons montré qu'elles amenaient des gains en terme de temps de alul [1, 2, 3℄.� des méthodes provenant d'appliations en éléments �nis nodaux pour les méthodes multiniveau,fondées sur des problèmes de minimisation d'énergie sous ontraintes, ont été étendues aux éléments�nis d'arête. Quelques justi�ations qualitatives ont été apportées pour ette extension.� une ondition d'existene de matrie de prolongement véri�ant la ontrainte de ompatibilité a étéproposée [4℄.� une méthode onstrutive utilisant des problèmes de �ot permet de déterminer une matrie deprolongement véri�ant le problème de minimisation sous ontraintes.
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1
Chapitre 1Modélisation et formulationCe hapitre remplit plusieurs objetifs :� rappeler brièvement les équations de Maxwell en milieu ontinu et insister sur les modèles auxquelsnos méthodes de résolution peuvent s'appliquer ;� présenter le adre mathématique dans lequel es équations vont être approhées numériquement ;� donner quelques propriétés-lés des espaes d'éléments �nis onsidérés et des matries issues de ladisrétisation des formulations variationnelles.1.1 Modélisation des phénomènes életromagnétiquesOn rappelle les équations régissant les phénomènes életromagnétiques. Des modèles partiuliers sontensuite présentés a�n d'introduire quelques as pour lesquels notre démarhe est intéressante.1.1.1 Equations de MaxwellLe système d'équations fondamentales s'érit sous forme di�érentielle de la manière suivante :Loi de Faraday : rotE + ∂tB = 0, (1.1a)Loi d'Ampère : rotH− ∂tD = J, (1.1b)Loi de Gauss magnétique : div B = 0, (1.1)Loi de Gauss életrique : div D = ρ. (1.1d)Les veteurs E et H, B et D désignent respetivement les hamps életrique et magnétique, l'indutionmagnétique et le déplaement életrique. Le veteur J désigne le veteur densité de ourant et ρ la densitéde harge életrique. On déduit aussi de (1.1b) et (1.1d) la relation de onservation de la harge :

div J + ∂tρ = 0, (1.2)On note que la loi de Gauss magnétique (1.1) peut être déduite de (1.1a) si l'indution magnétique estsupposée nulle avant l'instant initial.Ces équations font apparaître des hamps de veteursE etB déouplés des hamps de veteursH etD.Pour permettre une modélisation omplète des phénomènes, on introduit les équations de omportementqui aratérisent les phénomènes életriques et magnétiques ainsi que la loi d'Ohm qui lie J à E :
D = εE, B = µH et J = σE. (1.3)Le oe�ient ε est la permittivité diéletrique, µ la perméabilité magnétique et σ la ondutivité éle-trique. Ces équations peuvent être non-linéaires ou anisotropes et dans e as ε, µ et σ sont des quantitéstensorielles. Par simpli�ation, on se plaera dans un adre linéaire et isotrope dans tout le mémoire ;ependant l'exploitation des algorithmes pourra se faire hors de e adre. Les lois onstitutives (1.3) sontprinipalement phénoménologiques et don de nature di�érente des lois (1.1).



2 1. Modélisation et formulationLes équations (1.1) et (1.3) sont rarement onsidérées dans leur ensemble mais on hoisit souventdes modèles simpli�és : ertains phénomènes sont négligeables suivant la fréquene ou les matériauxonsidérés. Dans le paragraphe suivant, on aborde ainsi des problèmes quasistatiques et eux ne prenantpas en ompte les ourants de déplaement.1.1.2 Modèles onsidérésCes modèles font apparaître l'opérateur rot rot appliqué aux hamps de veteurs E, H ou A. Leveteur A désigne le potentiel veteur magnétique introduit dans le paragraphe suivant.MagnétostatiqueDans le as statique, les dérivations par rapport au temps sont annulées. Les phénomènes életriques,aratérisés par les hamps E et D, et magnétiques, aratérisés par les hamps H et B, sont dondéouplés si on ne tient pas ompte de la dernière des relations (1.3), en onsidérant J omme un termesoure. Suivant le ontexte, on privilégie une approhe életrostatique ou une approhe magnétostatique.Les équations de la magnétostatique sont :
rotH = J, div B = 0 et B = µH. (1.4)Pour mener à bien le alul des grandeurs magnétiques, on s'intéresse prinipalement à l'utilisation dupotentiel veteur. Si le domaine est ontratile1, on montre qu'il existe un potentiel veteur magnétique

A tel que B = rotA. L'équation utilisée pour modéliser le phénomène devient alors :
rot

1

µ
rotA = J. (1.5)On peut y ajouter une ondition de jauge ou utiliser une méthode de régularisation omme proposée dans[5℄, a�n d'assurer l'uniité de A. La jauge de Coulomb onsiste à imposer div A = 0, mais elle onduit à larésolution d'un problème mixte. D'autres jauges sont don souvent mises en oeuvre diretement au niveaudisret et reposent sur des algorithmes de graphes ; un inventaire en est réalisé dans [6℄. Cependant, lehamp magnétique, B = rotA, demeure la grandeur physique intéressante et elle est indépendante de lajauge hoisie.La �gure 1.1 montre l'appliation d'un modèle magnétostatique pour le alul du hamp magnétique

H dans un bras de suspension d'automobile simulant un ontr�le non destrutif par magnétosopie2.Courants de FouaultLe modèle de ourants de Fouault orrespond au as où la variation temporelle du déplaementéletrique est négligeable, autrement dit on ne onsidère plus le phénomène de ourants de déplaement.On se limite don au phénomène des ourants de Fouault qui sont les ourants induits dans les ondu-teurs par des variations temporelles du �ux d'indution magnétique. Les relations à onsidérer sont lessuivantes :
rotE + ∂tB = 0, rotH = J, div B = 0, B = µH et J = Jg + σE. (1.6)Le terme Jg modélise une soure de ourant onnue. En utilisant de nouveau le potentiel veteur introduitdans le as magnétostatique, l'équation régissant le phénomène s'érit :

rot
1

µ
rotA + σ∂tA = Jg. (1.7)On peut faire la même remarque que pour le as magnétostatique : une ondition de jauge est introduitepour assurer l'uniité de A dans les parties non ondutries (σ = 0).La version harmonique de e modèle est plus ouramment utilisée. On suppose pour ela que lestermes soures sont harmoniques. Le veteur potentiel s'érit sous la forme A = Re

(

Â exp(iωt)
) où Â1Un domaine est ontratile s'il peut être déformé ontinûment en un point.2Méthode non destrutive de ontr�le des pièes par poudres magnétiques, réservée exlusivement aux métaux et alliagesferromagnétiques.



1.1. Modélisation des phénomènes életromagnétiques 3
Caluls e�etués ave une modélisation en magnéto-statique pour obtenir le hamp magnétique H dansun bras de suspension.On visualise la omposante tangentielle du hampmagnétique sur la surfae de e bras de suspension.

Fig. 1.1 � Contr�le non destrutif par magnétosopie d'un bras de suspension d'automobile.est une grandeur omplexe et ω orrespond à la fréquene angulaire. L'équation à onsidérer prend alorsla forme :
rot

1

µ
rot Â + iσωÂ = Ĵg. (1.8)Il existe aussi des modèles en ourants de Fouault où l'inonnue prinipale est le hamp életrique Eou le hamp magnétique H [7, Chapitre 8℄.La �gure 1.2 montre l'appliation d'un modèle de ourants de Fouault pour évaluer la densité deourant dans le défaut d'un rivet (aluls issus de la thèse de F. Thollon).

Caluls e�etués ave une modélisation en ourantsde Fouault pour obtenir la densité de ourant dansle défaut.On visualise sous forme de �èhes le veteur densitéde ourant dans le défaut.
Fig. 1.2 � Courants induits dans le défaut d'un rivet.Equation vetorielle des ondesL'équation vetorielle des ondes est un modèle qui ne néglige auun phénomène dans les équationsde Maxwell, mais qui herhe à obtenir des formulations ne onservant que le hamp életrique E ou lehamp magnétique H.



4 1. Modélisation et formulationElles prennent la forme suivante :
rot

1

µ
rotE + ε∂2

t E + σ∂tE =< source >,

rot
1

ε
rotH− µ∂2

t H + σ∂tH =< source >,

(1.9)Le terme < source > est donné par une antenne, une onde inidente ou une soure de ourant équivalente.On onsidère plus souvent une version harmonique dans les problèmes de di�ration :
rot

1

µ
rot Ê− (ω2ε− iωσ)Ê =< source >,

rot
1

ε
rot Ĥ− (ω2µ− iω

1

σ
)Ĥ =< source > .

(1.10)Dans les aluls réalisés en Annexe B, on trouve plusieurs appliations, notamment un alul pour uneappliation en hyperthermie loale3 par ondes életromagnétiques, du modèle de l'équation vetorielle desondes.1.1.3 Conditions aux limites et d'interfaeConditions d'interfaeDans un milieu inhomogène, des onditions d'interfae entre deux régions de propriétés di�érentes4doivent être véri�ées :� la ontinuité de la omposante tangentielle du hamp életrique E et s'il n'existe pas de ourantd'interfae5 elle du hamp magnétique H ;� la ontinuité de la omposante normale de l'indution magnétique B et s'il n'existe pas de harged'interfae6 elle du déplaement életrique D.Conditions de rayonnement à l'in�niPour étudier le rayonnement en hamp libre (qui est le as pour l'équation des ondes), il est natureld'imposer à l'in�ni la ondition de rayonnement de Sommerfeld qui est une onséquene de la onservationde l'énergie.Dans le as d'un hamp salaire ψ véri�ant l'équation de Helmholtz △ψ−k2ψ = 0 où k est le nombred'onde, ette ondition s'érit :
lim

r→∞
r

d−1

2

(∂ψ

∂r
+ ikψ

)

= 0,où d est la dimension de l'espae. Dans le as de l'équation vetorielle des ondes, la variante s'appelle laondition de Silver-Müller, mais son prinipe est identique à elle de Sommerfeld.Les méthodes d'éléments �nis seules ne nous permettant pas de traiter des domaines non bornés,l'utilisation des onditions de rayonnement en l'état n'est don pas envisageable. Pour dépasser ettedi�ulté, on utilise des onditions loales approhées ou des ouplages ave des équations intégrales.Conditions aux limitesDans les as de la magnétostatique et des ourants de Fouault, une ondition aux limites usuelle estd'imposer un �ux magnétique nul sur la surfae extérieure du domaine ; en e�et, pour se ramener à undomaine de alul borné, on plae généralement le dispositif ave le phénomène à observer dans une boîtedont la dimension est su�sante pour que ses frontières soient assimilables à l'in�ni. Dans les aluls, onimpose alors pour le potentiel veteur A × n = 0 sur la surfae onernée où n désigne la normale à la3Traitement des tumeurs anéreuses par élévation loale de la température.4Elles déoulent des équations de Maxwell. On e�etue un bilan de �ux au passage de l'interfae entre deux matériaux.D'un point de vue mathématique, ela revient à onsidérer les équations au sens des distributions.5Dans e as on peut avoir à véri�er : n × (H1 − H
2) = JS sur la surfae séparant deux sous-domaines Ω1 et Ω2.6Dans e as on peut avoir à véri�er : n · (D1 − D2) = ρS sur la surfae séparant deux sous-domaines Ω1 et Ω2.



1.2. Propriétés remarquables et disrétisation 5surfae. En présene d'un plan de symétrie (soure et géométrie) on peut aussi imposer 1/µ rotA×n = 0sur e plan et aluler sur un demi-domaine.Dans le as de l'équation vetorielles des ondes, les onditions aux limites fréquemment utilisées sontdes onditions de onduteur életrique parfait (respetivement mur magnétique) : E × n = 0 (resp.
H× n = 0), ou des onditions d'impédane : 1/µ rotE× n− δn× (E× n) = 0 qui traduisent le fait quel'onde peut pénétrer dans le matériau sur de faibles distanes.Ces onditions d'impédane omprennent aussi des onditions absorbantes au premier ordre inspirésde Silver-Müller ave δ = iω

√

ε0/µ0 dans le as harmonique. Elles permettent de ramener la résolutiondes problèmes de di�ration à des domaines bornés.1.2 Propriétés remarquables et disrétisationOn rappelle tout d'abord quelques notions sur la théorie des réseaux életriques a�n d'introduireprogressivement des onepts qui serviront par la suite : notamment les graphes orientés qui seront aussiutiles au Chapitre 4 et des notions de topologie qui apparaissent lors de la disrétisation des problèmesaux limites. Cette partie ne requiert pas de onnaissanes mathématiques spéialisées ; elle repose sur desmodèles életriques simples et familiers.1.2.1 Théorie des réseaux életriquesLa présentation suivante trouve es fondements, en partiulier l'exemple utilisé, dans l'ouvrage [8,Chapitre 2℄.La représentation ommune d'un réseau életrique est elle d'un système életrique où les di�érentsomposants sont modélisés par des branhes qui sont onnetées au niveau de noeuds ou jontions. Unhemin fermé dans le réseau est appelé une boule.Dans la théorie des réseaux, les deux lois de Kirhho� onstituent les lois fondamentales. La loi desourants de Kirhho� a�rme que, dans tout réseau életrique, la somme des ourants quittant un noeudest égale à zéro à tout instant. Pour le réseau représenté à la �gure 1.3, ette loi appliquée au noeud Adonne ainsi :
i2 − i4 − i3 = 0.

A

−

+

v1

v2 i3

i4

v3

vg

i2

Fig. 1.3 � Exemple de réseau életrique.La loi des tensions de Kirhho� a�rme que, dans tout réseau életrique, la somme des tensions surune boule est réduite à zéro à tout instant. Ainsi en onsidérant dans le sens des aiguilles d'une montrela boule onstituée par les branhes 1, 2 et 3 de la �gure 1.3, on peut érire :
vg − v1 − v2 − v3 = 0.



6 1. Modélisation et formulationCes deux lois sont indépendantes des lois de omportement qui lient la tension v au ourant i danshaque branhe. Elles dépendent uniquement de la topologie du réseau ; on peut ainsi dé�nir plus formel-lement un réseau életrique omme un graphe orienté, sans branhe qui relie un noeud à lui-même et oùhaque branhe est aratérisée par une relation liant la tension v au ourant i. Ces variables assoiéesaux branhes véri�ent alors les deux lois de Kirhho�.Lois de Kirhho� et graphe orientéPour le réseau életrique de la �gure 1.3, on introduit une numérotation pour les noeuds et les branhesomme sur la �gure 1.4(a) et on peut lui assoier le graphe orienté de la �gure 1.4(b). On donne quelques
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1 (b) Graphe assoié.Fig. 1.4 � Le réseau de la �gure 1.3 et son graphe assoié.dé�nitions de la théorie des graphes néessaires pour la théorie des réseaux.Un graphe orienté est dé�ni par un ensemble de noeuds X et un ensemble de ouples de X ×X quisont les ars orientés, que l'on appelle branhe par la suite ; les éléments du ouple désignent les extrémitésde la branhe. Une branhe est dite inidente en un noeud si ette branhe débute ou se termine en enoeud.Si l'on onsidère uniquement un sous-ensemble des noeuds et/ou un sous-ensembles des branhes, onpeut dé�nir un nouveau graphe qui est un sous-graphe du graphe initial.Un hemin joignant deux noeuds du graphe est un sous-graphe partiulier qui reense une suite debranhes et de noeuds traversés pour joindre les deux extrémités du hemin (on ne passe pas deux foispar la même branhe). Une boule (le terme yle est plus ouramment utilisé en théorie des graphes) estun hemin partiulier où les deux noeuds extrémités oïnident.Un graphe est dit onnexe si tout ouple de noeuds distints peut être joint par un hemin. Si n estun noeud, l'ensemble formé par n et par tous les sommets auxquels n peut être lié par un hemin estappelé une omposante onnexe du graphe.Un arbre est un graphe onnexe partiulier qui ne ontient auune boule ; supprimer une branhe deet arbre le rend non onnexe. On peut montrer qu'un arbre de N noeuds ontient toujours exatement
N − 1 branhes [8, p 72℄.Dans de nombreuses situations, on est amené à onsidérer un arbre ouvrant d'un graphe initialonnexe : et arbre est un sous-graphe du graphe initial ave les mêmes noeuds mais en supprimantquelques branhes. Il y a de nombreuses possibilités pour la détermination d'un arbre ouvrant : dans leas du graphe de la �gure 1.4(b), on donne deux arbres ouvrants partiuliers à la �gure 1.5. L'ensembledes arêtes non onsidérées dans l'arbre forme le oarbre.Matrie d'inidene branhe-noeud et loi des ourants de Kirhho� Pour représenter ungraphe, la matrie d'inidene branhe-noeud omplète Gc du graphe peut être utilisée. Le nombre de



1.2. Propriétés remarquables et disrétisation 7
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Fig. 1.5 � Deux arbres ouvrants pour le graphe de la �gure 1.4(b).olonnes de ette matrie est égal au nombre N de noeuds du graphe et le nombre de lignes au nombre
E de branhes ; es entrées sont dé�nies de la manière suivante :

(Gc)en =







1 si le noeud n termine l'arête e,
−1 si le noeud n débute l'arête e,

0 sinon. (1.11)Pour le graphe de la �gure 1.4(b), sa transposée s'érit alors :
(Gc)

t =







1 −1 0 0 0 −1
0 1 −1 −1 0 0
0 0 0 1 −1 1
−1 0 1 0 1 0






.Si le graphe possède N noeuds et s'il est onstitué de P omposantes onnexes, le rang de ette matrieest égale à N − P . Généralement, on supprime un noeud du réseau pour haque omposante onnexe,e noeud �xe une référene et l'on travaille ave une matrie d'inidene branhe-noeud réduite. Si l'onoublie le noeud 2 dans le graphe de la �gure 1.4(b), la matrie d'inidene réduite donne :

Gt =





1 −1 0 0 0 −1
0 0 0 1 −1 1
−1 0 1 0 1 0



 .La matrie réduite est de rang maximal et la reherhe d'un arbre ouvrant du graphe permet de déter-miner un ensemble de lignes linéairement indépendantes de ette matrie réduite [9, 8, Chapitre 2℄.Soit I le veteur ontenant les valeurs des ourants dans les di�érentes branhes du réseau, le sens deeux-i tenant ompte des orientations données aux branhes du graphe ; la loi des ourants de Kirhho�peut s'érire sous forme matriielle et de manière équivalente :
(Gc)

tI = 0 ou GtI = 0. (1.12)En e�et, Gt est déduite de Gt
c en retirant une ligne et don kerGt ⊂ kerGt

c. Comme rangGt = rangGt
c,les dimensions de kerGt et de kerGt

c sont égales et l'inlusion est une égalité.Matrie de boules et loi des tensions de Kirhho� La matrie de boules omplète Rc est aussiintéressante pour l'étude des lois de Kirhho�. Le nombre de lignes de ette matrie est égal au nombrede boules dans le réseau et le nombre de olonnes au nombre E de branhes. On �xe une orientationpour haque boule et les entrées de ette matrie sont alors dé�nies de la manière suivante :
(Rc)ef =







0 si la branhe e n'appartient pas à la boule f,
1 si la branhe e appartient à la boule f et les orientations oïnident,
−1 si la branhe e appartient à la boule f et les orientations ne oïnident pas. (1.13)



8 1. Modélisation et formulationDans le as du graphe de la �gure 1.4(b), on peut reenser les boules suivantes en donnant la suite desnoeuds traversés :
{1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 4, 3}, {1, 4, 2, 3}.L'orientation induite par la première boule est représentée sur la �gure 1.4(b). Cei nous onduit à lamatrie de boules omplète suivante :

Rc =













1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 −1
0 0 −1 1 1 0
1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 −1 −1
−1 0 −1 1 0 −1













.Cependant, on doit onsidérer ii de nombreuses boules alors que ertains sous-ensembles apportentune information équivalente. Ainsi si l'on a déterminé un arbre ouvrant du graphe et que l'on ajouteindépendamment et une à une les branhes du oarbre, on obtient dans haque as un graphe ave uneunique boule, qui est aussi une boule du graphe initial. On dit que l'on a ainsi déterminé un ensemblede boules fondamentales assoié à l'arbre ouvrant hoisi. Sur la �gure 1.6 sont représentées les 3 boulesfondamentales assoiées au premier arbre ouvrant de la �gure 1.5. On peut aussi hoisir leurs orientations
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Fig. 1.6 � Ensemble de boules fondamentales.pour qu'elles oïnident ave elle de l'arête du oarbre ajoutée. On obtient alors une matrie de boulesfondamentales qui orrespond pour le hoix présenté à la �gure 1.6 à la matrie :
Rf =





1 0 1 −1 0 1
0 1 0 1 0 −1
0 0 −1 1 1 0



 .Si l'on onsidère la sous-matrie obtenue en extrayant les olonnes 1, 2 et 5, orrespondant aux indiesdes branhes du oarbre, on onstate que ette sous-matrie est la matrie identité e qui nous indiqueque le rang de Rf est égal au nombre de branhes du oarbre, .-à-d. E + 1−N . Ce résultat est valablepour tout graphe [9, 8, Chapitre 2℄. Plus généralement, on notera R toute matrie de boules réduite derang maximal et égal à E + 1−N et les boules hoisies sont dites indépendantes.En outre, on onstate simplement, en s'assurant bien entendu que la numérotation des olonnes de
(Gc)

t et Rc et de Gt et R soit ohérente, que :
(Gc)

t(Rc)
t = 0 et GtRt = 0. (1.14)Cei signi�e que Im(Rc)

t ⊂ ker(Gc)
t et ImRt ⊂ kerGt. Or, on a souligné préédemment que le rang de

Gc ou G était N −1 (en onsidérant le graphe onnexe) ; en onséquene, la dimension du noyau de (Gc)
tou Gt est E + 1−N . Comme le rang de R est égal à E + 1−N , on a néessairement ImRt = kerGt etde la même manière ImRt = Im(Rc)

t et Im(Rc)
t = ker(Gc)

t.Deux informations peuvent être rapidement déduites de es résultats :



1.2. Propriétés remarquables et disrétisation 9� l'utilisation d'une matrie de boules réduite ontient une information égale à elle de la matriede boules omplète.� si le veteur Im ontient les valeurs des ourants de boules indépendantes, on sait maintenant quetout veteur I véri�ant la loi des ourants de Kirhho� (1.12) peut s'érire sous la forme :
I = RtIm. (1.15)Revenons maintenant à l'expression de la loi des tensions de Kirhho� ave les nouvelles matriesintroduites. Si V est le veteur ontenant les valeurs des tensions dans les di�érentes branhes du réseau,le sens de elles-i étant ohérent ave les orientations du graphe, la loi des tensions de Kirhho� s'érit :

RcV = 0 ou RV = 0.De la même manière qu'en (1.14), il vient diretement que ImG = kerR. Si U est un veteur ontenantles valeurs des potentiels aux noeuds du réseau, on peut ainsi exprimer le veteur V des tensions dans lesbranhes du réseau véri�ant la loi des tensions de Kirhho� sous la forme :
V = GU. (1.16)Dans e as, à ause de la dé�nition de G, la valeur du potentiel du noeud initialement supprimé sert depotentiel de référene et il y a don uniquement N − 1 potentiels inonnus.Formalisation des lois de branhes et résolution des systèmes orrespondantsLe but de e paragraphe est de rappeler les notions élémentaires sur les iruits életriques en régimeharmonique et les méthodes de résolution des équations. Il se trouve que les systèmes obtenus à la �n dela Sous-setion 1.2.4 ou au Chapitre 4 sont, bien que plus larges et plus omplexes, fondamentalementde même nature. C'est la raison pour laquelle la résolution est formalisée ii, bien que le système simpledonné en exemple ne requiert pas une telle formalisation.Le type de branhes le plus général onsidéré ii prend la forme donnée à la �gure 1.7. La soure detension est plaée en série ave un élément passif et la soure de ourant est en parallèle ave l'ensemblepréédent. Pour une question de ommodité de représentation, on s'arrangera ainsi toujours pour que lesgénérateurs soient aompagnés par un élément passif. Les tensions aux bornes des di�érents éléments

− +Vk

Ik − ig

ig

vgFig. 1.7 � Branhe générique.passifs et les ourants qui les traversent sont les inonnues de notre problème ; es données sont regroupéesdans les veteurs V et I dont la dimension est égale au nombre de branhes. Les veteurs Vg et Igontiennent respetivement les tensions et les ourants fournis par les générateurs dans les di�érentesbranhes. Les matries G et R sont des matries d'inidene branhe-noeud et de boule réduites utiliséespour représenter la topologie du réseau. Ave les lois de Kirhho� il vient alors :
RV = RVg ou GtI = GtIg. (1.17)Pour simpli�er la suite, on suppose que l'on travaille en régime permanent ave des grandeurs omplexeset ainsi pour haque branhe k la relation entre Ik et Vk s'érit :
Vk = ZkIk ou Ik = YkVk. (1.18)



10 1. Modélisation et formulationoù Zk et Yk désignent respetivement l'impédane et l'admittane omplexe de la branhe k. Il n'estpas impossible non plus d'avoir des impédanes de ouplage entre les di�érentes branhes. On peut ainsidé�nir une matrie d'impédane Z et une matrie d'admittane Y = Z−1. Dans le as du graphe de la�gure 1.4(b), la matrie d'impédane s'érit :
Z =











R1 0 0 0 0 0
0 R2 0 0 0 0
0 0 iωL3 0 0 0
0 0 0 R4 0 0
0 0 0 0 R5 + iωL5 0
0 0 0 0 0 1/(iωC6)











.Plut�t que de résoudre diretement les E équations provenant des lois de Kirhho� (1.17) plus les Erelations de omportement (1.18), on résout généralement un nombre réduit d'équations dites de noeudsou de boules.Equations de boules Pour se ramener à un système d'équations de boules, on remplae le veteurdes tensions V dans la loi des tensions de Kirhho� en utilisant les lois de omportement ; on obtient :
RZI = RVg.Ensuite, on utilise la relation (1.15) a�n de faire apparaître un nombre réduit d'inonnues, les ourantsde boule, ontenus dans le veteur Im. Le système d'équations à résoudre prend alors la forme suivante :

(RZRt)Im = R(Vg − ZIg).On remonte ensuite failement aux grandeurs intéressantes :
I = RtIm + Ig et V = ZI.Equations de noeuds Pour se ramener à un système d'équations de noeuds, on remplae le veteurdes ourant I dans la loi des ourants de Kirhho� en utilisant les lois de omportement ; on obtient :

GtY V = GtIg.Ensuite, on utilise la relation (1.16) a�n de faire apparaître un nombre réduit d'inonnues, les potentielsau noeuds, ontenus dans le veteur U . Le système d'équations à résoudre prend alors la forme suivante :
(GtY G)U = Gt(Ig − Y Vg).On remonte ensuite failement aux grandeurs intéressantes :
V = GU + Vg et I = Y V.Remarques sur la onstrution des équations de réseauPour résumer une partie de la démarhe de la théorie des réseaux, on peut relever les points suivants :� Des grandeurs physiques ont été assoiées aux di�érentes entités, noeuds, branhes et boules, dé�-nies sur le graphe du réseau. Dans la loi des tensions de Kirhho�, es grandeurs sont respetivementles potentiels, les tensions et les fores életromotries (fem) de boules ; dans la loi des ourants deKirhho�, e sont respetivement les ourants de noeud, de branhe et de boule.� Le passage d'un type de grandeur à l'autre est assuré simplement par la matrie d'inidene G et deboules R ; il est don uniquement lié à la topologie du réseau. Dans la loi des tensions de Kirhho�,on peut représenter la struture algébrique de la manière suivante :

CN G
CE R

CF (1.19)



1.2. Propriétés remarquables et disrétisation 11où CN , CE et CF désignent respetivement les espaes de veteurs à oe�ients omplexes dedimension N , E et F . De même pour la loi des ourants de Kirhho�, on obtient :
CN CEGt

CF .
Rt (1.20)Ces deux suites sont dites exates ar elles possèdent une propriété remarquable, à savoir ImG =

kerR et don ImRt = kerGt.� On peut oupler es deux suites en introduisant la matrie d'impédane et/ou d'admittane dé�-nissant une bijetion entre les valeurs des potentiels V et les valeurs des ourants I :
CN G

CE R

Y

CF

CN CEGt

Z

CFRt

(1.21)On fait apparaître ainsi une dualité entre la suite (1.19) et la suite (1.20).1.2.2 Réseau életrique et disrétisation sur la triangulation d'une surfaeplanePour faire le lien entre la théorie des réseaux et la disrétisation par éléments �nis sur une triangulationd'un domaine plan, on introduit quelques notions sur les graphes planaires. Les graphes planaires sonteux pour lesquels il existe une représentation dans le plan de sorte que les sommets soient des pointsdistints, les branhes des ourbes simples et deux branhes ne se renontrent pas en dehors de leursextrémités [10℄ ; voir la �gure 1.8 pour la représentation de graphes planaire et non planaire.
Fig. 1.8 � Graphes planaire et non planaire.Dans le as de graphes planaires, les branhes séparent le plan en petites régions appelée mailles ; unemaille est une région délimitée par une boule ne ontenant pas de branhes, ette boule est le ontour dela maille. L'ensemble des ontours des mailles forme une famille de boules indépendantes [10℄ et peuventservir pour la dé�nition des lignes d'une matrie de boule réduite B. Dans le graphe de la �gure 1.4(b),les ontours des mailles sont les boules {1, 2, 4}, {2, 3, 4} et {1, 2, 3}.On peut toujours dé�nir le graphe dual d'un graphe planaire de la manière suivante :� à haque maille du graphe primal est assoié un unique noeud du graphe dual. Pour le représenteron peut le plaer au baryentre de la maille primale.� à haque branhe du graphe primal est assoiée une unique branhe du graphe dual. L'orientationdes arêtes du graphe dual est �xée de manière à e que la matrie d'inidene branhe-noeud dugraphe dual soit égale à la transposée de la matrie de boules du graphe primal.Pour que l'analogie soit plus omplète ave une triangulation d'un domaine plan, on doit onsidérerune lasse de graphes (hypergraphes) ayant à la fois des branhes (ou arêtes) et des faes, qui seront unsous-ensemble des mailles. La matrie d'inidene fae-arête se substitue alors à la matrie de boules. Ellepeut-être formée à partir de la matrie des ontours, en retirant les lignes orrespondant aux ontoursdes mailles qui ne sont pas des faes. A la �gure 1.9, on représente un graphe ave les faes et leurs



12 1. Modélisation et formulationorientations. R′ est la matrie des ontours assoiée au graphe planaire et R la matrie d'inidene fae-arête. On véri�e rangR = rangR′ − 1 et en onséquene, kerR′ = ImG  kerR et le défaut est dedimension 1. Ce type de graphe onvient à la représentation de la triangulation d'un domaine plan ave
1 2

8

5
4

6

9
3

7
Matrie de ontours :

R′ =







−1 0 0 0 1 0 −1 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 −1
0 0 1 −1 0 0 0 −1 1
0 0 0 −1 1 1 0 0 0





Matrie d'inidene fae-arête :

R =





−1 0 0 0 1 0 −1 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 −1
0 0 1 −1 0 0 0 −1 1



Fig. 1.9 � Représentation d'un graphe et de ses faes.ses noeuds, ses arêtes et ses faes.Utilisation des onepts de la théorie des réseauxConsidérons la triangulation d'un domaine plan Ω. Soient N , E et F les ensembles de noeuds, d'arêteset de faes du maillages de ardinal respetif N , E et F .Une méthode de disrétisation naturelle en életromagnétisme revient à remplaer le milieu ontinupar un �réseau� s'appuyant sur le graphe assoié à la triangulation [11℄ ; e graphe fait bien entenduintervenir la notion de noeuds, d'arêtes mais aussi de faes omme indiqué préédemment.On utilise alors les suites mises en évidene pour la théorie des réseaux. Les grandeurs physiquesintervenant dans l'équivalent de la suite (1.19) sont les potentiels életriques assoiés aux noeuds, lesfores életromotries assoiées aux arêtes et les �ux magnétiques assoiés aux faes. On représente ettesuite sous la forme :
U ∈ CN G

E ∈ CE R
B ∈ CF , (1.22)véri�ant RG = 0.Les grandeurs physiques assoiées au graphe dual et intervenant dans l'équivalent de la suite (1.20)sont les irulation du hamp magnétique assoiées aux noeuds du graphe dual, les �ux de déplaementéletrique (ou les ourants) assoiés aux arêtes et les densités de harge assoiées aux éléments du graphedual. On a représenté es grandeurs ave elle du graphe primal à la �gure 1.10. On peut représenterette suite sous la forme :

ρ ∈ CN D ∈ CEGt

H ∈ CF .
Rt (1.23)Pour ompèter e modèle, il manque l'introdution et la disrétisation des lois de omportement a�nde pouvoir dé�nir une bijetion Mε, de r�le équivalent à la matrie d'admittane Y , entre les foreséletromotries et les ourants de déplaements pour oupler les suites de manière équivalente à (1.21).Une représentation omplète de ette dualité peut prendre alors la forme du diagramme suivant :

U ∈ CN G
E ∈ CE R

Mε

B ∈ CF

ρ ∈ CN D ∈ CEGt

H ∈ CF .
Rt

(1.24)



1.2. Propriétés remarquables et disrétisation 13
E U

B(a) Graphe primal
D

ρ
H

(b) Graphe dualFig. 1.10 � Graphes primal et dual - Grandeurs physiques assoiées aux omposantes des graphes.Le parallèle ave le milieu ontinu est lié au fait que l'on peut érire une relation de la même formeque (1.22) liant fontions, hamps de veteurs et opérateurs di�érentiels rot et grad :potentiel sur Ω : u grad hamp de veteur sur Ω : E rot densité : b. (1.25)On a de façon analogue rot grad = 0. Ce type de suite dé�nit un omplexe de De Rham au sens suivant :Dé�nition 1.1. Soit V0, . . . , Vn une famille d'espaes vetoriels et Ai : Vi−1 7→ Vi, i = 1 . . . n une familled'appliations linéaires.La suite :
V0

A1−−→ V1
A2−−→ . . .

An−−→ Vn (1.26)est appelée omplexe de De Rham.Cette suite est dite exate au niveau de Vi si l'on a :
Im(Ai) = ker(Ai+1).On peut dé�nir aussi l'espae quotient :

Ci ≡
ker(Ai+1)

Im(Ai)appelé groupe de ohomologie de De Rham assoiée à Vi
7.Si on dé�nit aussi pour des fontions et des hamps de veteurs su�sament réguliers les appliations :

Π0 : u 7→ U ∈ CN de omposantes u(n), n ∈ N ,

Π1 : E 7→ E ∈ CE de omposantes ∫
e

E · dl, e ∈ E ,

Π2 : b 7→ B ∈ CF de omposantes ∫
f

bds, f ∈ F ,on peut alors érire le diagramme ommutatif suivant :
C∞(Ω,C)

grad

Π0

C∞(Ω,C)2
rot

Π1

C∞(Ω,C)

Π2

CN G
CE R

CF .

(1.27)7Le terme ohomologie désigne la branhe de la topologie algébrique qui s'est donnée pour tâhe d'étudier des suitestelles que (1.26).



14 1. Modélisation et formulationLe terme ommutatif signi�e que l'on peut suivre des hemins di�érents mais que le veteur obtenu nedépend que du point de départ et du point d'arrivée ; on a par exemple :
∀u ∈ C∞(Ω,C), GΠ0u = (u(m)− u(n))e=(n,m)∈E =

(∫

e

gradu · dl
)

e∈E
= Π1 gradu. (1.28)La représentation (1.27) fait apparaître que le omplexe (1.22) est une représentation disrète duomplexe (1.25). Par exemple, si l'on herhe à aratériser un hamp életrique en életrostatique, .-à-d. tel que rotE = 0, on érit que la irulation du hamp életrique sur les frontières de toutes les faesest réduite à zéro .-à-d. RE = 0, pour E représentation disrète du hamp E. On obtient l'analoguede l'ériture de la loi des tensions de Kirhho� RV = 0. Cependant il apparaît une di�ulté nouvelle àsavoir que la relation RE = 0 n'implique pas toujours E = GU omme illustré dans la suite.Invariants topologiquesConsidérons le domaine de la �gure 1.11(a) et la triangulation donnée par la �gure 1.11(b). Comme

A
c

(a) Domaine simple présentantun trou.
A

(b) Une première triangulationdu domaine.
A

() Ra�nement du maillage ini-tial.Fig. 1.11 � Domaine troué et une triangulation possible.indiqué au début de ette Sous-setion, la matrie d'inidene fae-arête R se déduit de la matrie desontours R′ en supprimant la ligne orrespondant au ontour c entourant la maille A. La matrie R véri�e
rangR = rangR′ − 1 et on a don seulement ImG  kerR.Quels que soient la �nesse et le type de maillage, on peut utiliser par exemple le maillage ra�né�gure 1.11(), le défaut de rang entre kerR et ImG sera toujours de dimension 1 et aratérisé par leontour c. Ce défaut passe aussi au niveau ontinu, .-à-d. E ne s'érit pas nééssairement omme ungradient sous la seule ondition rotE = 0. Bien que les espaes onsidérés ne sont plus de dimension �niedans le as ontinu, le défaut peut être aratérisé par un sous-espae de dimension 1. Ce sous-espae,qui est plus généralement un groupe est le groupe de ohomologie assoié à C∞(Ω,C)2 pour le omplexeintroduit dans le diagramme (1.27) ; sa dimension est aratéristique de la topologie du domaine, elleorrespond au nombre de trous dans le domaine de dimension donnée. Plus préisément, elle est aussiégale au nombre de lignes orientées omme c qui ne peuvent être la frontière d'une surfae inluse dansle domaine [12℄.On voit ainsi que pour une triangulation orrete du domaine (qui n'oublie auune partiularitétopologique), la suite disrète (1.22) aura les mêmes invariants topologiques que la suite ontinue (1.25)et onserve en e sens les informations liées à la géométrie du domaine.1.2.3 Extension à la dimension troisEn dimension trois, on peut ajouter un étage au omplexe (1.27). Ave des espaes de fontionsrégulières, elle s'érit :

C∞(Ω,C)
grad

C∞(Ω,C)3
rot

C∞(Ω,C)3
div

C∞(Ω,C) (1.29)



1.2. Propriétés remarquables et disrétisation 15Au niveau disret, en plus des ensembles N , E et F , on doit onsidérer l'ensemble T de ardinal Tdes éléments du maillage. Une grandeur supplémentaire dé�nie par une intégrale de volume doit êtreintroduite, à savoir la quantité de harge magnétique (életrique) dans un élément t. On dé�nit unenouvelle matrie d'inidene volume-fae D qui permet de relier un veteur de CF assoié aux faes dumaillage à un veteur de CT assoié aux éléments du maillage. Ces entrées sont dé�nies de la manièresuivante :
Dtf =







0 si f n'est pas une fae de l'élément t,
1 si f est une fae de l'élément t et que les orientations oïnident,
−1 si f est une fae de l'élément t et que les orientations ne oïnident pas. (1.30)La suite disrète a alors la forme suivante :

CN G
CE R

CF D
CT . (1.31)Comme pour la modélisation 2D, si le maillage onsidéré respete la topologie du domaine, la suite (1.31)aura les mêmes invariants topologiques que la suite (1.29). On peut aussi de nouveau érire un diagrammeommutatif tel que (1.27) ave ette fois :

Π0 : u 7→ u ∈ CN de omposantes u(n), n ∈ N ,

Π1 : E 7→ E ∈ CE de omposantes ∫
e

E · dl, e ∈ E ,

Π2 : B 7→ B ∈ CF de omposantes ∫
f

B · ds, f ∈ F .

Π3 : ρm 7→ rm ∈ CT de omposantes ∫
t

ρmdv, t ∈ T .

(1.32)
Le seond groupe de ohomologie assoié à C∞(Ω,C)3 traduit les défauts de représentation d'uneindution magnétique B, véri�ant div B = 0, par un potentiel veteur A sous la forme B = rotA. Sadimension est égale au nombre de avités du domaine. Cependant, si S est la frontière d'une avité alorsla quantité ∫

S
B · ds peut être supposée nulle et la représentation de B par un rotationnel est toujourspossible. Des di�ultés apparaissent seulement quand il s'agit de prendre en ompte les onditions auxlimites pour le potentiel veteur et que l'on utilise une fontion de �ot sur ette frontière [12, Chapitre 1ex. 1.15℄.1.2.4 Formulation variationnelle et disrétisationLa formulation variationnelle du problème onduit à introduire un adre fontionnel adéquat pourétudier l'existene et l'uniité des solutions ontinues et la onvergene des disrétisations par éléments�nis. Ces aspets de onvergene ainsi que des aspets beauoup généraux d'analyse fontionnelle pourles équations de Maxwell peuvent être trouvés dans l'ouvrage [13℄.Formulation variationnelleSoit ΓD la portion du domaine Ω sur laquelle on impose des onditions aux limites essentielles et ΓIelle sur laquelle on impose des onditions d'impédane. Les di�érents modèles (1.5), (1.7), (1.8), (1.9)et (1.10) onduisent à une formulation forte de la forme :







Trouver E tel que :
rot ν rotE + γE = f, dans Ω,

E× n = g sur ΓD et ν rotE× n = δn× (E× n) sur ΓI.

(1.33)Le oe�ient ν est toujours stritement positif. Le oe�ient γ peut être :� nul dans le as statique (à moins que l'on utilise une régularisation) ;� positif dans le as du régime transitoire ;



16 1. Modélisation et formulation� imaginaire pur dans le problème des ourants de Fouault en régime harmonique ;� à partie imaginaire parfois non nulle et à partie réelle négative dans le as de l'équation vetorielledes ondes en régime harmonique.En�n, le oe�ient δ est supposé non nul uniquement si l'on utilise des onditions aux limites absorbantes ;il est alors imaginaire pur.Si l'on intègre sur le domaine Ω le produit salaire de l'équation aux dérivées partielles par un hamptest su�sament régulier et que l'on applique la formule de Green pour l'opérateur rot (voir Annexe A),on aboutit à une formulation intégrale de la forme :
∫

Ω

ν rotE · rotE′ +
∫

Ω

γE · E′ +
∫

ΓD

ν(rotE× n) · E′ +
∫

ΓI

δ(E× n) · (E′ × n) =

∫

Ω

f · E′.Si l'on veut étudier mathématiquement ette formulation variationnelle, il faut que toutes les intégralessoient dé�nies. En partiulier, il est néessaire que E, E′, rotE et rotE′ soient de arré intégrable, .-à-d.appartiennent à L2(Ω) (voir Annexe A). On introduit don l'espae des hamps d'énergie �nie H(rot,Ω) :
H(rot,Ω) = {E ∈ L2(Ω) / rotE ∈ L2(Ω)}. (1.34)Pour véri�er les onditions aux limites essentielles sur ΓD, on herhe la solution dans le sous-espaea�ne HΓD

(rot,Ω) de H(rot,Ω) :
HΓD

(rot,Ω) = {E ∈ H(rot,Ω) / E× n = g sur ΓD}. (1.35)Les hamps tests sont pris dans l'espae vetoriel HΓD,0(rot,Ω) :
HΓD,0(rot,Ω) = {E ∈ H(rot,Ω) / E× n = 0 sur ΓD}. (1.36)On aboutit �nalement à la formulation variationnelle :







Trouver E ∈ HΓD
(rot,Ω) tel que a(E,E′) = F (E′), ∀E′ ∈ HΓD,0(rot,Ω),ave a(E,E′) =

∫

Ω

ν rotE · rotE′ +
∫

Ω

γE · E′ +
∫

ΓI

δ(E× n) · (E′ × n).
(1.37)Le terme F représente la forme linéaire sur HΓD,0(rot,Ω) dé�nie par :

F (E′) =

∫

Ω

f · E′. (1.38)Remarque 1.1. En dehors de H(rot,Ω), d'autres espaes jouent un r�le important dans la disrétisationdes équations de Maxwell :� pour les potentiels, il s'agit de l'espae H1(Ω) des fontions de arré intégrable et dont le gradientest de arré intégrable.� pour les hamps de veteurs densité de �ux, on introduit aussi l'espae H(div,Ω) des hamps deveteurs de arré intégrables et dont la divergene est de arré intégrable.Ayant introduit es espaes, on peut dé�nir une suite de même aratéristique que la suite (1.29) :
H1(Ω)

grad
H(rot,Ω)

rot
H(div,Ω)

div
L2(Ω) . (1.39)Elle possède en partiulier les mêmes invariants topologiques que les suites (1.29) et (1.31). Les appli-ations linéaires Π0, Π1, Π2 et Π3 introduites en (1.32) ne sont par ontre pas dé�nies pour toutes lesfontions et hamps de veteurs de haun de es espaes. Cependant, sur les domaines de dé�nitions

D(Πi) de es appliations, on a aussi le diagramme ommutatif suivant :
D(Π0) ∩H1(Ω)

grad

Π0

D(Π1) ∩H(rot,Ω)
rot

Π1

D(Π2) ∩H(div,Ω)
div

Π2

L2(Ω)

Π3

CN G
CE R

CF D
CT .

(1.40)



1.2. Propriétés remarquables et disrétisation 17Espaes d'éléments �nisSoit T un maillage par éléments �nis tétraédriques du domaine Ω de R3. On introduit quatre espaesd'éléments �nis Wi(T ) que l'on peut relier au moyen des opérateurs de l'analyse vetorielle lassique :
W0(T )

grad W1(T )
rot W2(T )

div W3(T ) . (1.41)Les espaes Wi(T ) sont les espaes d'éléments �nis dé�nis de la façon suivante :� W0(T ) est onstruit à partir de l'élément P1-Lagrange. Sur haque élément, une fontion est ap-prohée par une fontion a�ne ; haque degré de liberté σ0
n est lié à un noeud n de oordonnées xndu maillage et assoie à une fontion g la valeur σ0

n(g) = g(xn). La base duale orrespondante estnotée (w0
n)n∈N et est inluse dans H1(Ω).� W1(T ) est onstruit à partir de l'élément d'arête d'ordre 1 inomplet [14℄. Sur haque élément, unefontion est approhée par une fontion de la forme a × x + b ave a et b dans C3 ; haque degréde liberté σ1

e est lié à une arête orientée e du maillage de veteur tangent t et assoie à un hampde veteurs E la valeur ∫
e
E · t. La base duale orrespondante est notée (w1

e)e∈E et est inluse dans
H(rot,Ω).� W2(T ) est onstruit à partir de l'élément de Raviart-Thomas [14℄. Sur haque élément, une fontionest approhée par une fontion de la forme cx + d ave c dans C et d dans C3 ; haque degré deliberté σ2

f est lié à une fae orientée f du maillage de normale nf et assoie à un hamp de veteurs
η la valeur ∫

f
η ·nf . La base duale orrespondante est notée (w2

f )f∈F et est inluse dans H(div,Ω).� W3(T ) est onstruit à partir de l'élément P0. Sur haque élément, une fontion est approhée parune onstante ; haque degré de liberté σ3
t est lié à un volume t du maillage et assoie à une fontion

h la valeur ∫
t
h. La base duale orrespondante est notée (w3

t )t∈T et est inluse dans L2(Ω).Cette suite d'espaes a été reonnue par Bossavit [15℄ omme un omplexe d'éléments de Whitney [16℄.On dispose d'appliations pour les relier aux omplexes (1.31) et (1.39) ; en partiulier, pour haun desespaes Wi(T ), on peut dé�nir une appliation interpolation pi
T qui à un veteur de Cni , où ni est ladimension de Wi(T ), assoie une fontion dans Wi(T ) :

pi
T : Cni →Wi(T )

X 7→
ni∑

n=1

Xnw
i
n.

(1.42)On obtient le diagramme ommutatif suivant qui omplète le diagramme (1.40) :
D(Π0) ∩H1(Ω)

grad

Π0

D(Π1) ∩H(rot,Ω)
rot

Π1

D(Π2) ∩H(div,Ω)
div

Π2

L2(Ω)

Π3

CN G

p0

T

CE R

p1

T

CF D

p2

T

CT

p3

T

W0(T )
grad W1(T )

rot W2(T )
div W3(T ).

(1.43)
Le omplexe de Whitney (1.41) a des groupes de ohomologie de même dimension que la suite dis-rète (1.31) et que la suite (1.39). Ces propriétés signi�ent que les informations topologiques essentiellessont onservées de manière systématique et automatique ; en partiulier, la ondition inf-sup, onditionsu�sante pour montrer la onvergene de disrétisation par éléments �nis, est toujours véri�ée [17, 18℄.En pratique, on doit souvent onsidérer des onditions aux limites essentielles sur une portion de lafrontière ΓD. Les propriétés de la suite (1.41) et le diagramme de ompatibilité (1.43) restent valides �sil'on oublie� les entités géométriques situées sur ette portion de la frontière. En partiulier les matriesd'inidene ne doivent pas prendre en ompte les entités géométriques de ette portion de frontière.Un point important qui sera repris dans la onstrution algébrique d'une suite d'espaes d'éléments�nis présentée dans la Setion 2.3.4 est la ommutativité du diagramme au premier niveau qui s'érit :

gradp0
T = p1

TG. (1.44)



18 1. Modélisation et formulationEn d'autres termes la matrie d'inidene arête-noeud G du maillage est la représentation disrète dugradient en tant qu'opérateur de l'espae W0(T ) dans l'espae W1(T ).Disrétisation du problèmeSoit T une triangulation du domaine Ω. L'espae des éléments �nis d'arête d'ordre 1 inompletW1(T )est utilisé pour disrétiser la formulation (1.37). On introduit l'espaeW1
ΓD,0(T ), sous-espae des fontionsdeW1(T ) appartenant à HΓD,0(rot,Ω) et un hamp de HΓD

(rot,Ω) véri�ant E×n = g sur ΓD, noté EΓD
.Le problème disret à résoudre s'érit alors :







Trouver Ẽh = EΓD
+ Eh ave Eh ∈ W1

ΓD,0(T ) tel que :
a(Eh,E

′
h) = F (E′

h)−
∫

Ω

ν rotEΓD
· rotE′

h −
∫

Ω

γEΓD
· E′

h, ∀E′
h ∈ W1

ΓD,0(T ).
(1.45)Dans la base (w1

e)e=1,...,Eh de W1
ΓD,0(T ), le problème disret se ramène à un système linéaire de laforme suivante :

Au = b, ave A = Sν +Mγ +Mδ,ΓI
, (1.46)où :� u ontient les omposantes de l'inonnu Eh dans la base des (w1
e)e=1,...,Eh ;� b ontient les ontributions des di�érents termes soures, .-à-d. :

be = F (w1
e)−

∫

Ω

ν rotEΓD
· rotw1

e −
∫

Ω

γEΓD
· w1

e ;� les oe�ients de Sν prennent les valeurs ∫Ω ν rotw1
j · rotw1

i ;� les oe�ients de Mγ prennent les valeurs ∫
Ω
γw1

j · w1
i ;� les oe�ients de Mδ,ΓI

prennent les valeurs ∫
ΓI

δ(w1
j × n) · (w1

i × n) ;La matrie Sν est symétrique semi-dé�nie positive. Si les ei sont les veteurs de la base anonique de
RE , on note que w1

i = p1
T ei ; en utilisant la relation rot p1

T = p2
T R issue du diagramme ommutatif (1.43)où R désigne la matrie d'inidene fae-arête il vient :

∫

Ω

rotw1
j · rotw1

i =

∫

Ω

ν(p2
T Rej) · (p2

T Rei) =

E∑

l=1

Rlj

( F∑

k=1

(
∫

Ω

νw2
l · w2

k

)
Rki

)

,soit Sν = RtMνR où Mν est la matrie de omposante ∫Ω νw2
l · w2

k. La matrie Mν étant symétriquedé�nie positive (SDP), le noyau de Sν oïnide ave le noyau de R. En onséquene, on aura SνG = 0 où
G est la matrie d'inidene arête-noeud.La matrie Mγ est aussi symétrique. Elle est :� nulle dans le as d'un problème de magnétostatique sans régularisation. La matrie A n'est pasalors inversible. Cependant, si le seond membre est ompatible (Gtb = 0), il est possible d'utiliserle gradient onjugué qui va onverger vers une solution [19℄. Une autre possibilité pour résoudre lesystème (1.46) est de travailler sur une sous-matrie inversible en utilisant des tehniques de graphe(détermination d'un arbre ouvrant du graphe, voir [6℄).� dé�nie positive dans le as du régime transitoire et don A est SDP ;� imaginaire pure dans le as des ourants de Fouault en régime harmonique. La matrie A est alorsinversible.� à partie réelle dé�nie négative dans le as de l'équation des ondes en régime harmonique, on obtientalors une matrie globale A indé�nie.Ce type de matrie généralise le type de systèmes présenté pour la théorie des réseaux.Les équations physiques et leurs disrétisations ont été présentées pour quelques modèles. Elles abou-tissent à l'ériture de systèmes linéaires dont les matries ont des aratéristiques :� qui prennent en ompte ertaines propriétés du omplexe de Whitney et don de la géométrie dudomaine.� qui dépendent des valeurs des oe�ients ν, γ et δ don du modèle hoisi.La mise au point d'algorithmes de résolution e�aes devra tenir ompte au mieux de es deux aspets.
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Chapitre 2Méthodes itératives pour la résolutiondes systèmes linéairesLe alul de l'approximation numérique des solutions d'une équation aux dérivées partielles par élé-ments �nis ou di�érenes �nies onduit généralement à la résolution de systèmes linéaires, e qui estsouvent la partie la plus oûteuse en temps de alul et en espae mémoire. Cependant, des gains deperformane sont possibles si sont prises en ompte les propriétés intrinsèques du problème et de sadisrétisation.Les méthodes diretes, telles que Gauss, fatorisation LU, onduisent à des solveurs souvent robustesmais elles ne peuvent pas prendre en ompte les spéi�ités du problème de départ. On peut seulement tirerpro�t du aratère reux des matries provenant de disrétisation par éléments �nis ou di�érenes �nies[20℄. Au ontraire, des méthodes itératives multiniveau, telles que la méthode multigrille géométrique [21,22℄ ou la méthode multigrille algébrique [23, 24℄, permettent de onevoir des algorithmes très performantsmais spéi�ques à ertaines lasses d'équations aux dérivées partielles.On rappelle tout d'abord dans e hapitre quelques notions de base onernant les méthodes itérativesde résolution des systèmes linéaires, telles que les méthodes par sous-espaes de Krylov et le préondi-tionnement. Ensuite, les méthodes multiniveau géométrique puis algébrique sont introduites. En�n, onprésente les partiularités à prendre en ompte pour résoudre la lasse de problèmes dé�nie par (1.33) auChapitre 1 pour obtenir des méthodes multiniveau performantes.2.1 Notions de base pour les méthodes itérativesLes méthodes itératives onsistent à onstruire à partir d'un veteur initial, une suite de veteursqui onverge vers la solution du système. Ce sont très souvent des méthodes par sous-espaes de Krylovouplées à des tehniques de préonditionnement.2.1.1 Méthodes par sous-espaes de KrylovLa résolution de systèmes linéaires reposent, dans la plupart des odes de alul, sur l'utilisation deméthodes par sous-espaes de Krylov dont les représentants les plus onnus sont la méthode du gradientonjugué pour les matries symétriques dé�nies positives et la méthode GMRES. Cei est dû à leure�aité sur une grande variété de problèmes. Nous dérivons ii le prinipe général de es méthodes ; voir[25℄ pour une présentation générale et [26℄ pour une présentation ave appliation en életromagnétisme.Prinipe de fontionnementSoit A la matrie (n, n) du système à résoudre, v un veteur quelonque, on note :

Km(A, v) = vect(v,Av,Av2, ..., Avm−1).le sous-espae de Krylov engendré par A et v.



20 2. Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéairesPour un veteur initial x0 donné, une méthode itérative par sous-espaes de Krylov onsiste à herher
xm, mième itéré, dans le sous-espae a�ne x0 +Km(A, r0) où r0 = b−Ax0 est le résidu initial. On peut,en onséquene, érire e mième itéré sous la forme xm = x0 + Vmym où Vm est la matrie ontenant lesveteurs d'une base de Km(A, v), {v1, ..., vm} et ym un veteur de oe�ients. Les di�érenes entre lesméthodes reposent alors sur :� le hoix de la base {v1, ..., vm},� la méthode utilisée pour déterminer les oe�ients de ym.Constrution de VmDeux onstrutions de la base {v1, ..., vm} de Km(A, r0) peuvent être distinguées : l'une utilise l'algo-rithme d'Arnoldi, l'autre l'algorithme de biorthogonalisation de Lanzos.Algorithme d'Arnoldi Le veteur vm+1 est obtenu en orthogonalisant Avm, au sens du produit sa-laire anonique de Rn, par rapport à tous les veteurs de la base de Km(A, r0) générés auparavant, puisen normalisant le résultat obtenu. A haque itération, une base orthonormale du sous-espae de Krylov
Km(A, r0) est ainsi obtenue.Algorithme de biorthogonalisation de Lanzos La base {v1, ..., vm} de Km(A, r0) doit respeterune relation de bi-orthogonalité : (vi, wj) = δi,j ∀i, j par rapport à la base {w1, ..., wm} d'un seondespae de Krylov Lm. Ce sous-espae Lm est engendré par AT et un veteur r̃0.Dans un des as qui nous intéressent ii, matrie symétrique à oe�ients omplexes, un bon hoixd'espae Lm est Km(AT , r0) = Km(A, r0), mais d'autres hoix peuvent être faits.Constrution de ymPlusieurs proédés permettent, une fois la base onstruite, de déterminer les oe�ients de ym.Deux types de tehniques existent : les proédés de projetion ou eux de minimisation de résidu dans
Km(A, r0).Méthode de Ritz-Galerkin C'est une méthode de projetion : on hoisit ym de manière à rendre
rm = b−Axm, le mième résidu, orthogonal au sous-espae de Krylov Km(A, r0).Méthode de Petrov-Galerkin C'est aussi une méthode de projetion. Elle propose de déterminer
ym de manière à rendre rm orthogonal au seond sous-espae de Krylov Lm.Minimisation de résidu Il s'agit de minimiser ‖rm‖2 =

√
∑

i r
i
mr

i
m dans le sous-espae Km(A, r0).Cette minimisation implique de résoudre à haque itération un problème aux moindres arrés.On peut alors préférer résoudre le problème modi�é proposé par Freund [27℄ de quasi-minimisationdu résidu. Quelques exemples de méthodes par sous-espaes de Krylov sont regroupés dans le tableau 2.1ave une lassi�ation suivant les approhes dérites i-dessus.Algorithme d'Arnoldi Algorithme de LanzosProjetion de Ritz-Galerkin CG, FOM [25, Chapitre 6℄Projetion de Petrov-Galerkin BiCGCR [28℄ COCG [29℄(Quasi) Minimisation du résidu CR, GMRES [25, Chapitre 6℄ QMR [27, 30℄Tab. 2.1 � Classi�ation de méthodes par sous-espaes de Krylov.Les méthodes COCG (Conjugate Orthogonal Conjugate Gradient), BiCGCR (BiConjugate GradientConjugate Residual) et QMR (Quasi-minimum Residual) du tableau 2.1 sont adaptées pour résoudredes systèmes linéaires symétriques à oe�ients omplexes. Nous les avons omparées dans [1℄ sur desproblèmes régis par l'équation vetorielle des ondes en régime harmonique (1.10) ; on peut retrouver le



2.1. Notions de base pour les méthodes itératives 21ontenu et les résultats de et artile en Setion B.1. On peut noter que la méthode COCG donne lesmeilleurs résultats sur les problèmes testés.2.1.2 PréonditionnementLes méthodes par sous-espaes de Krylov sont des algorithmes dont on peut optimiser la vitesse deonvergene grâe à des méthodes de préonditionnement.On peut dé�nir le nombre de onditionnement en norme 21 pour la matrie A de la manière suivante :
K(A) = ‖A‖2‖A−1‖2.Ce nombre de onditionnement est toujours supérieur ou égal à 1. Il in�ue fortement sur la vitesse deonvergene de la plupart des algorithmes itératifs.Par exemple, si l'on utilise l'algorithme du gradient onjugué pour résoudre un système de matrie Asymétrique dé�nie positive, on montre que [25, Chapitre 6℄ :

‖u− uk‖A ≤ 2

(√

K(A)− 1
√

K(A) + 1

)k

‖u− u0‖A. (2.1)où u0 et uk désignent respetivement l'itéré initial et le kième itéré, ‖.‖A désigne la norme d'énergie .-à-d.la norme induite par le produit salaire (A., .). On onstate que plus le nombre de onditionnement estprohe de 1, plus la onvergene de l'algorithme est rapide.La disrétisation par di�érenes �nies ou par éléments �nis des problèmes auxquels on s'intéresseonduit à des matries dont le nombre de onditionnement augmente omme le arré de l'inverse dupas de disrétisation lorsque l'on ra�ne la maillage [31℄. Cela se traduit en pratique par une augmen-tation du nombre d'itérations pour résoudre le système ave une préision �xée et un temps de alulprohibitif pour les très grands systèmes pour lesquels il est don néessaire d'utiliser des tehniques depréonditionnement.L'idée du préonditionnement est d'introduire un problème équivalent où la matrie du système àrésoudre est mieux onditionnée (nombre de onditionnement plus faible) :Résoudre Âx̂ = b̂, où Â = C−tAC−1, x̂ = Cx, b̂ = C−tb.La matrie M = CtC est dite matrie de préonditionnement. Elle est déterminée de manière à e que
K(Â)≪ K(A).Dans la pratique, l'introdution d'un préonditionneur néessite simplement de résoudre, à l'intérieurde la boule d'itération lassique de la méthode par sous-espaes de Krylov, un système de matrie M .Il est don important que e système soit d'un oût faible à résoudre.Les méthodes les plus lassiques de préonditionnement sont des fatorisations partielles [32℄ de lamatrie du système où l'on onstruit expliitement une fatorisation de la matrie M ou un pas d'uneitération linéaire standard telle que les méthodes de Jaobi ave relaxation, Gauss-Seidel symétrique ouplus généralement SSOR [25, Chapitre 10℄.On utilise aussi des méthodes itératives moins simples de mise en oeuvre et qui sont dé�nies pardéomposition d'espae et orretions par sous-espaes [33, 34℄. Cette lasse regroupe la plupart desméthodes de déomposition de domaines et multiniveau. Le hoix d'utiliser es méthodes en tant quepréonditionneur plut�t que solveur du système onduit à des algorithmes qui onvergent plus rapidementet qui peuvent être plus robutes. Par exemple, pour le régime harmonique, la gamme de fréquenes où laméthode de résolution est performante s'étend ; voir les exemples numériques dans le as de multigrilleet des équations de Maxwell dans [35, 36℄.1‖A‖2 = maxx∈Cn

˘ ‖Ax‖2

‖x‖2

¯

=
p

ρ(ĀtA) où ρ désigne le rayon spetral de la matrie. Pour une matrie hermitiennedé�nie positive, ela orrespond ainsi au rapport de la valeur propre la plus grande grande sur la plus petite.



22 2. Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéaires2.2 Prinipe des méthodes multiniveauOn souhaite résoudre un problème aux limites sur un domaine Ω, disrétisé par une méthode d'éléments�nis ou de di�érenes �nies. On se propose d'expliquer les grandes lignes de la méthode multigrille pourla résolution numérique de e problème. Dans un premier temps on présente la méthode à deux grilles,avant d'étendre l'analyse à la mise au point d'un algorithme multigrille omplet. Les grands prinipes desméthodes multiniveau algébriques viendront ompléter es notions.2.2.1 Méthode à deux grillesSur le domaine d'étude Ω, on dé�nit deux maillages distints :� un maillage grossier TH de paramètre H qui désigne le diamètre maximal des éléments du maillage,� un maillage �n Th obtenu par ra�nement du maillage grossier TH de paramètre h.On prend généralement H = 2h. Après avoir disrétisé le problème par di�érenes �nies ou par éléments�nis, on doit résoudre sur le maillage �n un système linéaire de la forme :
Ahuh = bh. (2.2)On souhaiterait le résoudre en s'appuyant sur les informations apportées par le maillage grossier surlequel le système linéaire s'érit :
AHuH = bH .Pour ela, il faut dé�nir :� un opérateur de prolongement P qui permet de passer d'une solution formulée sur le maillage grossierà une solution formulée sur le maillage �n,� un opérateur de restrition R qui assure l'opération inverse (on utilise souvent P t).La méthode se déompose alors en 3 étapes :1. Le prélissage onsiste à appliquer une itération linéaire au veteur uh (ex : 1 ou 2 itérations deGauss-Seidel). Matriiellement, ela s'érit :

uh ← uh +M−1
h

(
Ahuh − bh

)
. (2.3)Cette étape a pour but de lisser l'erreur (supprimer la omposante osillante de l'erreur, voir �g. 2.1pour −△u+ u = 0 sur le arré unité ave ondition de Neumann au bord). La matrie Mh, ou defaçon équivalente la méthode de lissage, doit être hoisie de façon à atteindre et objetif. Après leprélissage, la omposante lisse de l'erreur est dominante, don la restrition par R de l'erreur à lagrille grossière fait perdre peu d'information.2. La orretion onsiste à résoudre sur la grille grossière (par une méthode direte généralement) :

AHθH = R(bh −Ahuh). (2.4)Le résultat obtenu permet alors de orriger l'itéré :
uh ← uh + PθH . (2.5)L'étape de orretion onsiste à réduire la omposante lisse de l'erreur qui est la seule visible sur lagrille grossière.3. Le postlissage e�etue le même travail que l'étape de prélissage sur la solution orrigée.Cette méthode est itérative, les étapes préédentes sont don répétées tant que la préision désiréen'est pas atteinte (voir �g. 2.2).Cependant, n'utiliser que deux grilles limite l'intérêt de la méthode, la résolution sur la grille grossièrepouvant onduire à un système matriiel qui reste de grande dimension.
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Fig. 2.1 � Erreur initiale et lissée après 2 itérations de Gauss-Seidel.

Etape 1 : Prélissagequelques itérations sur le niveau �npour obtenir u
i+1/3

hvaleur approhée de la solution uhrésidu : rh = bh − Ahu
i+1/3

hEtape 2 : Transfert sur maillage grossierrésidu : rH = RrhEtape 3 : Résolution exate sur maillage grossieron résout : AHθH = rH

Etape 4 : Transfert sur maillage �n
u

i+2/3

h = u
i+1/3

h + PθH

Etape 5 : Postlissageveteur initial : u
i+2/3

hquelques itérations sur le niveau �npour obtenir u
i+3/3

hvaleur approhée de la solution uh

i← i + 1

Fig. 2.2 � Représentation shématique de la méthode itérative deux grilles.



24 2. Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéaires2.2.2 Méthode multigrille géométriqueEn partant de l'approhe deux grilles, on peut dé�nir de manière réursive un algorithme dit multi-grille.On se donne une hiérarhie de maillages T1, ..., Tj de paramètres respetifs h1, ..., hj telle que Tk soitun ra�nement de Tk−1, ∀k ∈ {1, . . . , j}.Les notations Pk−1→k et Rk→k−1 désignent les opérateurs de transfert (prolongement et restrition)néessaires au passage du niveau k au niveau k − 1. La matrie Ak orrespond à la disrétisation duproblème sur le maillage Tk.On peut alors formuler l'Algorithme 2.1 qui orrespond à une itération de multigrille. On prendgénéralement le paramètre γ égal à 1, e qui orrespond à un V-yle, ou 2, e qui orrespond à unW-yle.Proédure MGC( l : entier, ul : veteur, bl : veteur)Si (l = 1) Alors
u1 ← A−1

1 b1 ;Sinon
ul ← liss(ul, bl) ; [prélissage℄
θl−1 ← 0 ;Pour i de 1 à γ faireMGC(l − 1, θl−1, Rl→l−1(bl −Alul)) ;Fin Pour
ul = ul + Pl−1→lθl−1 ;
ul ← liss(ul, bl) ; [postlissage℄Fin SiFin Algorithme 2.1: Algorithme multigrille.Pour les problèmes dont l'opérateur est du type Laplaien, l'algorithme multigrille ave un lisseur deGauss-Seidel onduit à un solveur optimal. Le terme optimal signi�e que la omplexité2 de l'algorithme etla quantité de données à stoker pour sa mise en oeuvre (en pratique temps CPU et oupation mémoire)varient linéairement ave le nombre d'inonnues sur le maillage le plus �n. C'est le meilleur résultat quel'on puisse obtenir pour la résolution de systèmes linéaires.Cependant, a�n d'obtenir e résultat pour d'autres lasses de problèmes, omme eux qui nous in-téressent où apparaît l'opérateur rot rot, il est néessaire d'adapter les di�érentes omposantes de laméthode. De façon générale, il s'agit de déterminer :� un lisseur e�ae qui atténue la omposante osillante de l'erreur,� une hiérarhie de niveaux et d'opérateurs de prolongement et de restrition qui s'aordent auxaratéristiques du problème à résoudre (anisotropie ou inhomogénéité par exemple).Conernant la dé�nition des �grilles� il existe deux approhes :� une approhe géométrique : on onstruit une hiérarhie de maillages sur le domaine de résolutione qui implique de disposer d'un mailleur adapté. On parlera de méthode multigrille géométriquedans la suite.� une approhe algébrique : seul le maillage du domaine sur lequel on résout le problème est requis.On onstruit algébriquement les opérateurs de transfert et les matries orrespondant à des disré-tisations de l'opérateur initial à di�érents niveaux. On parlera de méthode multiniveau algébriquedans la suite.2Nombre d'opérations arithmétiques élémentaires pour e�etuer la tâhe.



2.2. Prinipe des méthodes multiniveau 252.2.3 Prinipe des méthodes multiniveau algébriquesMatrie de prolongement pour le multigrille géométriqueDans le as où l'on dispose d'une hiérarhie de maillages emboîtés, la méthode multigrille géométriquepeut être mise en oeuvre et les opérateurs de transfert entre niveaux sont dé�nis de manière naturelle àpartir de l'inlusion des espaes d'éléments �nis [37, Chapitre 6℄.En e�et, si (wH
i )i=1,...,NH désigne la base d'éléments �nis de l'espae VH sur la grille grossière et

(wh
i )i=1,...,Nh la base d'éléments �nis de l'espae Vh sur la grille �ne, l'inlusion de VH dans Vh impliquequ'il existe une matrie P telle que :

wH
i =

Nh

∑

j=1

Pjiw
h
j , ∀i ∈ {1, . . . , NH}. (2.6)Une fontion de omposantes données par le veteur xH dans la base grossière a alors ses omposantesdonnées par PxH dans la base �ne. La matrie P apparaît don omme une matrie de prolongementnaturelle. On montre aussi que la matrie AH du problème disrétisé sur la grille grossière est reliée à lamatrie Ah du problème sur la grille �ne par la relation de Galerkin : AH = P tAhP .Mise en oeuvre des méthodes multiniveau algébriquesLorsque l'on ne dispose pas d'une suite de maillages emboîtés mais uniquement du maillage sur lequelon désire résoudre le problème, on doit générer algébriquement des niveaux grossiers à partir de niveauxplus �ns. Il s'agit don, à partir d'un ensemble de variables �nes et d'une matrie de disrétisation quirelie es variables �nes, de dé�nir des stratégies pour déterminer un ensemble de variables grossières, unopérateur de prolongement entre les variables grossières et �nes et une matrie de disrétisation au niveaugrossier.Une introdution aux méthodes multiniveau algébriques est donnée dans [38℄. On peut dérire briè-vement le prinipe de l'une d'entre elles dans le as où la matrie de disrétisation Ah est symétrique.Tout d'abord, on utilise un algorithme pour déterminer un ensemble de noeuds ωC dits noeuds maîtresqui vont représenter les variables grossières. Les noeuds restants, dits eslaves, sont regroupés dans l'en-semble ωF . Pour faire ette répartition des noeuds, on dé�nit un graphe valué en utilisant les oe�ientsnon nuls de la matrie au niveau �n : si aij est non nul ave j di�érent de i, le noeud i est onnetéau noeud j. Le poids |aij | est a�eté à l'arête qui relie le noeud i au noeud j. Le prinipe est alors deonstruire un ensemble maximal de noeuds maîtres qui ne soient pas fortement onnetés entre eux. Ahaque noeud est a�eté un poids qui mesure le nombre de voisins fortement onnetés. Le noeud de plusfort poids est plaé dans l'ensemble ωC et ses voisins dans ωF . Ce noeud et ses voisins sont supprimésdu graphe et le poids des noeuds restants est réestimé. L'algorithme se poursuit jusqu'à e que tous lesnoeuds soient répartis. Le voisinage des noeuds fortement onnetés à un noeud donné est déterminésuivant un ritère qui peut être |aij |≥ θ

√

|aiiajj | [39℄, |aij |≥ θmaxk 6=l|akl| [24℄, |aij |≥ θ [40℄, pour unparamètre θ à ajuster. Un exemple de simulation est donné �gure 2.3.L'algorithme de séletion des noeuds grossiers de Ruge et Stü-ben [24, 38, Chapitre 4℄ est utilisé sur la matrie issue de ladisrétisation de −△u+ u sur le arré unité ave onditions deNeumann au bord et le maillage i-ontre.Les noeuds maîtres sont représentés par des disques pleins.
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Fig. 2.3 � Séletion des noeuds maîtres.



26 2. Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéairesA�n de onstruire une matrie de prolongement, on introduit pour haque noeud eslave d'indie iun ensemble ωC,i qui ontient des noeuds de ωC voisins de i. Di�érentes tehniques peuvent être ensuiteutilisées pour la détermination des oe�ients d'interpolation [38℄. La matrie de prolongement P la plussimple à onstruire est elle qui préserve les fontions onstantes en passant du niveau grossier au niveau�n, .-à-d. :
Pij =







1 si i = j ∈ ωC ,

1

|ωC,i|
si i ∈ ωF et j ∈ ωC,i,

0 sinon. (2.7)où la notation |Z| désigne le nombre d'éléments dans un ensemble �ni Z.En�n, la matrie au niveau grossier AH est généralement onstruite à partir de la matrie Ah auniveau �n en utilisant un produit de Galerkin : AH = P tAhP .Remarque 2.1. Pour la détermination des variables grossières, une approhe simple basée uniquement surla plae des éléments non nuls de la matrie au niveau �n est proposée dans [41℄. A l'opposé des stratégiesplus sophistiquées prenant en ompte des informations géométriques ou les matries élémentaires aluléespendant l'assemblage du problème sont données dans [42, 43℄.2.3 Partiularités pour les équations de MaxwellL'utilisation d'une méthode multiniveau pour la résolution des équations de Maxwell néessite le hoixde lisseurs adaptés prenant en ompte les aratéristiques propres à l'opérateur rot rot.2.3.1 Di�ultés liées à l'opérateur �rot rot�Les lisseurs lassiques (Jaobi ave relaxation, Gauss-Seidel par points) atténuent fortement la partied'énergie élevée de l'erreur ; elle-i orrespond pour une forme bilinéaire dé�nie positive aux omposantesmodales assoiées aux valeurs propres de modules les plus grands.Pour un opérateur omme le Laplaien, ette partie oïnide ave la partie �osillante� d'où l'e�aitéde es lisseurs.Au ontraire pour les opérateurs ave un terme en rot rot, il existe des veteurs fortement osillants etde faible énergie. Revenons à la lasse de problèmes dé�nie par la formulation (1.33). Plaçons nous dansle as où ν et γ sont stritement positifs et δ nul. La forme bilinéaire a dans la formulation variationnelleassoiée donnée en (1.37) dé�nit un produit salaire qui induit une norme dite d'énergie. Considéronsalors dans le ube unité le veteur hamp :
E =

(
0 sin(nπx) 0

)t
. (2.8)L'énergie de e hamp sur le ube unité est donnée par :

a(E,E) =

∫

[0;1]3
ν rotE · rotE +

∫

[0;1]3
γE · E = (nπ)2

ν

2
+
γ

2
. (2.9)Son énergie est d'autant plus forte qu'il est osillant. Considérons maintenant le veteur hamp à rota-tionnel nul et de même amplitude :

Ẽ =
(
sin(nπx) 0 0

)t
. (2.10)Son énergie est égale à γ/2 et ne dépend pas de n. Bien qu'ils aient des fréquenes angulaires identiques,l'énergie de es deux hamps est don très di�érente pour des valeurs de n élevées. Ce phénomène estd'autant plus ampli�é que ν est prépondérant devant γ.De façon plus générale, l'existene d'un espae de grande dimension (in�nie dans le as ontinu etproportionnelle au nombre d'inonnues dans le as disret) de hamps de veteurs à rotationnel nul etd'énergie �quasi-nulle� peut expliquer que le lisseur de Gauss-Seidel par points ne fontionne plus pourl'opérateur rot rot [44℄.



2.3. Partiularités pour les équations de Maxwell 272.3.2 Choix du lisseurIl existe deux référenes prinipales qui proposent un lisseur e�ae pour les équations de Maxwell :Hiptmair [44℄ et Arnold, Falk et Winther [45℄.La justi�ation théorique de l'e�aité de es deux lisseurs est faite pour la lasse de problèmes (1.33)dans le as où ν et γ sont stritement positifs et lorsqu'ils sont utilisés dans une méthode multigrillegéométrique. Elle s'appuie sur la déomposition de Helmholtz disrète de l'espae W1(T ) des élémentsd'arête d'ordre 1 :
W1(T ) = gradW0(T )⊕D(T ). (2.11)L'espae gradW0(T ) est l'espae des hamps de W1(T ) à rotationnel nul. L'espae D(T ) est omposéde veteurs à divergene nulle faiblement, .-à-d. :

A ∈ D(T ) ⇒
∫

Ω

A · gradφ = 0, ∀φ ∈ W0(T ).En e qui onerne leur mise en oeuvre, ette déomposition n'apparaît expliitement que dans le lisseurde Hiptmair.Sur le système Au = b, le lisseur de Hiptmair e�etue à haque pas suessivement :� une itération de Gauss-Seidel sur e système,� une itération de Gauss-Seidel sur un système de matrie Aφ = GtAG et de seond membre ρ =
Gt(b − Au) où G est la matrie d'inidene arête-noeud du maillage ; e veteur orrespond à ladivergene disrète de b−Au. La matrie Aφ provient de la disrétisation du problème dans l'espae
gradW0(T ), elle oïnide ave la matrie d'un problème en potentiel salaire.L'algorithme 2.2 dérit e lisseur en détail. L'indie l fait référene au niveau l sur lequel l'opération este�etuée. La multipliation par la matrie G, qui orrespond au alul d'un gradient disret, permet lepassage d'un veteur de degrés de liberté nodaux ψ à un veteur de degrés de liberté en arête.Proédure liss( ul : veteur, bl : veteur)itération de Gauss-Seidel sur Alul = bl ;
ρl ← (Gl)t(bl −Alul) ;
ψl ← 0 ;itération de Gauss-Seidel sur Al,φψl = ρl ;
ul ← ul +Glψl ;Fin Algorithme 2.2: Algorithme du lisseur dé�ni par Hiptmair.Arnold, Falk and Winther ne pro�tent pas aussi expliitement de la déomposition de Helmholtz dansla onstrution de leur lisseur. Ils proposent d'utiliser un préonditionneur de Shwarz ave reouvrement,dont le prinipe est rappelé en Annexe B Setion B.2. L'espae d'éléments �nis d'arête est érit ommeune somme non direte de sous-espaes :

W1
ΓD

(T ) =
∑

n∈N
W1,n

ΓD
(T ), (2.12)où le sous-espae W1,n

ΓD
(T ) est l'espae d'éléments d'arête engendré par les fontions de base (w1

e)e asso-iées aux arêtes e ayant le noeud n en ommun. On orrige l'erreur sur haun de es sous-espaes lorsd'une itération du préonditionneur.Remarque 2.2. La démonstration de l'optimalité de la méthode multigrille ave les lisseurs de Hiptmairet de Arnold, Falk et Winther est faite dans [36℄ pour les équations de Maxwell harmoniques. Le as dela permittivité non réelle et des onditions aux limites absorbantes n'est ependant pas traité.Remarque 2.3. Des problèmes en magnétostatique dans [46, 47, 48℄, en ourants de Fouault et en régimetransitoire dans [49℄ et en régime harmonique pour l'équation vetorielle des ondes dans [35℄ sont résolusà l'aide d'une méthode multigrille géométrique qui utilise l'un ou l'autre de es deux lisseurs.



28 2. Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéaires2.3.3 Utilisation des lisseurs pour le préonditionnementLes lisseurs de Hiptmair et de Arnold, Falk et Winther sont aussi des méthodes itératives de résolutionqui en tant que telles peuvent être utilisées omme méthode de préonditionnement. Nous les avons testéesdans [2℄, [1℄ et [3℄ sur l'équation vetorielle des ondes en régime harmonique, pour des géométries et desdonnées non triviales (avion, modélisation d'un tron humain).Ces résultats sont repris en Annexe B. Une variante de l'algorithme 2.2 est testée en Setions B.1 etB.2 et l'algorithme de Arnold, Falk et Winther en Setion B.2 uniquement. Leur e�aité est omparée aupréonditionneur SSOR ouramment utilisé ar simple de mise en oeuvre. Deux enseignements peuventêtre tirés de es simulations numériques :� le gain en temps de alul est important pour les deux méthodes et l'e�ort de programmation estfaible pour l'algorithme dérit par Hiptmair. Le tableau 2.2 reporte une omparaison entre di�é-rentes méthodes de résolution pour un alul de di�ration par un ylindre 3D ; COCG-Helmholtzdésigne la méthode COCG préonditionnée par l'algorithme dérit par Hiptmair. Les temps dealul pour ette méthode sont à peu près divisés par deux par rapport à elles utilisant un préon-ditionnement SSOR.� le omportement asymptotique du nombre d'itérations de la méthode préonditionnée en fontiondu nombre d'inonnues du problème est amélioré. Une estimation sous la forme CNα où N est lenombre d'inonnues est faite dans l'Annexe B.2. Les valeurs de α se situent entre 0.17 et 0.32 pourles deux lisseurs et entre 0.34 et 0.42 pour le préonditionnement SSOR. Cependant, on est enoreloin du as optimal orrespondant à α = 0.Nombre de degrés de liberté 84 385 153 293 256 121 392 524QMR - SSOR 2 215 5 341 9 807 19 735COCG - SSOR 1 862 4 433 8 408 17 175BiCGCR - SSOR 2 395 5 214 10 364 22 264COCG - HelmholtzRésolution 1 108 2 312 4 447 7 981Préparation du préonditionneur 3 5 8 11Tab. 2.2 � Temps de alul pour la di�ration sur un ylindre 3D.2.3.4 Cas non-struturé ave des méthodes algébriquesLes premières méthodes multiniveau algébriques pour les équations de Maxwell ont été proposées dansles travaux de Bek [50, 41℄ et de Reitzinger et Shöberl [5℄. Leurs approhes divergent essentiellementdans la dé�nition des opérateurs de transfert (prolongement et restrition).Méthode proposée par BekLes problèmes traités par Bek sont des problèmes en régime temporel ou harmonique mais bassesfréquenes [50℄ utilisant une disrétisation par éléments �nis d'arête.S'appuyant sur la déomposition de Helmholtz disrète (2.11), Bek onstruit un préonditionneurmultiniveau en deux phases :� l'une alule une orretion uniquement dans le sous-espae gradW0(T ) de W1(T ) en onsidérantun système dont la matrie est elle en potentiel salaire introduite dans le lisseur de Hiptmair :
Aφ = GtAG ave G la matrie d'inidene arête-noeud du maillage �n.� l'autre alule une orretion dans l'espae d'éléments �nis d'arête W1(T ).Pour aluler la orretion dans l'espae gradW0(T ), il utilise un V-yle multigrille sur le systèmede matrie Aφ ave des itérations de Gauss-Seidel par points pour le pré- et le postlissage. Pour ladétermination des matries de restrition, les oe�ients non nuls de la matrie Aφ lui permettent dedé�nir un graphe omme dérit Sous-setion 2.2.3. Il utilise e graphe pour séletionner les noeuds maîtresmais sans tenir ompte des valeurs des oe�ients de la matrie. Il dé�nit alors les matries de restritionnodal �n vers nodal grossier de la façon suivante : la valeur des noeuds maîtres se transfère ave un poids
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Noeud maîtreNoeud eslave

1 2
3

4
5 6

7 8 9
P t =





1 0 0 1/2 1 1/3 0 0 0
0 1 0 1/2 0 1/3 0 1/2 1/2
0 0 1 0 0 1/3 1 1/2 1/2



 .Fig. 2.4 � Représentation des noeuds maîtres et eslaves ainsi que la matrie de restrition P t.de 1, la valeur d'un noeud eslave s onneté ave ns noeuds maîtres est transférée ave un poids de 1/nsvers haque noeud maître onneté ave s (�g. 2.4). Cela onduit à des matries simples du même typeque (2.7).Pour aluler la orretion dans l'espae d'éléments �nis d'arête dans son ensemble, il utilise aussi unV-yle multigrille ave des itérations de Gauss-Seidel par points pour le pré- et le postlissage mais pasdiretement sur le système à résoudre. En e�et, il ne dé�nit pas d'opérateurs de transfert diretemententre espaes d'éléments �nis d'arêtes. Il introduit une base vetorielle d'éléments �nis P1 nodaux ommebase annexe et réérit le problème à résoudre dans ette base ; le V-yle s'e�etue sur e système annexe.Pour revenir aux variables initiales, il faut dé�nir une matrie de transfert. Plus préisément, dans l'espaeannexe, un veteur E s'érit :
E =

d∑

i=1

Nh

∑

n=1

w0
nEni

ei, (2.13)où d est la dimension de l'espae physique (R2 ou R3), Nh le nombre de noeuds du maillage, ei le ièmeveteur de la base anonique de Rd et w0
n désigne une fontion de base des éléments �nis nodaux. Lamatrie de transfert Q de la base vetorielle annexe à la base d'éléments �nis d'arête est dé�nie de lamanière suivante :Soit c l'arête d'indie e, de veteur unitaire tangent t et de longueur lc,

∀n ∈ {1, . . . , Nh}, ∀i ∈ {1, . . . , d}, Qeni
=

∫

c

w0
nei · tdl =

1

2
(ei · t)lc.

(2.14)La matrie du problème dans ette base annexe s'érit alors Ã = QtAQ où A est la matrie du systèmeen éléments �nis d'arête.



30 2. Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéairesProédure bekpreond( x : veteur, r : veteur)[x : résidu préonditionné.℄[r : résidu non préonditionné.℄
xφ ← 0, x← 0 ;V-yle sur le sytème Aφxφ = Gtr ;
x← x+Gxφ ;1 itération de Gauss-Seidel en desente sur Ax = r
x̃← 0 ;V-yle sur le sytème Ãx̃ = Qt(r −Ax) ;
x← x+Qx̃ ;1 itération de Gauss-Seidel en remontée sur Ax = r
xφ ← 0 ;V-yle sur le sytème Aφxφ = Gt(r −Ax) ;
x← x+Gxφ ;Fin Algorithme 2.3: Algorithme du préonditionnement proposé par Bek.Le passage d'inonnues d'arête à inonnues vetorielles nodales rée un problème pour la prise enompte des onditions aux limites : naturelles en éléments �nis d'arêtes, elles ne sont pas adaptées à labase de veteurs annexes3. Bek propose des solutions pour résoudre e problème ; voir [50, Setion 5℄.L'algorithme 2.3 résume ette méthode de préonditionnement. Cette tehnique donne des résultatssatisfaisants et quasi-optimaux pour les problèmes onsidérés par Bek.Méthode proposée par Reitzinger et ShöberlReitzinger et Shöberl proposent une méthode multiniveau qui est l'analogue algébrique de l'algo-rithme multigrille géométrique ave les lisseurs de Hiptmair ou Arnold et ollaborateurs. A la di�érenede Bek, en plus de niveaux d'espae d'éléments �nis nodaux, ils dé�nissent des niveaux d'espae d'élé-ments �nis d'arête. Notamment, ils proposent une tehnique pour déduire d'un ensemble d'arêtes �nesun ensemble d'arêtes grossières.Ils dé�nissent des opérateur de transfert entre les niveaux �n et grossier de façon à véri�er une relationde ommutativité. Cette relation peut se représenter par le diagramme ommutatif suivant :

CNH GH

α

CEH

β

CNh Gh

CEH

(2.15)ou de manière plus onise :
Ghα = βGH . (2.16)ave :� α l'opérateur de prolongement pour les éléments �nis nodaux,� β l'opérateur de prolongement pour les éléments �nis d'arêtes,� Gh et GH les représentations disrètes du gradient dans les espaes aux niveaux �n et grossier.Dans e but, ils introduisent une matrie annexe B d'inonnues nodales telles que la matrie d'ini-dene arête-noeud du graphe assoié à B soit la matrie d'inidene arête-noeud du graphe assoié aumaillage �n. Le hoix B = Aφ matrie du problème en potentiel salaire est une possibilité mais d'autressont envisageables, voir [51℄ à e sujet.Reitzinger et Shöberl forment tout d'abord une partition des noeuds du maillage à partir de lamatrie B en deux étapes :3Les opérateurs de trae sur la frontière sont e�etivement di�érents : omposante tangentielle pour H(rot,Ω), toutes lesomposantes pour H1(Ω).



2.3. Partiularités pour les équations de Maxwell 31� des noeuds maîtres qui vont dé�nir les variables grossières sont séletionnés par des algorithmesommunément utilisés pour des problèmes du type Laplaien (algorithme de Ruge et Stüben parexemple [24℄),� des aggrégats sont formés en assoiant de manière unique les noeuds restants à un noeud maître.Ainsi, haque noeud de la grille �ne est assoié de manière unique à un noeud grossier (voir �g. 2.5), equi permet de dé�nir l'appliation ind :
ind : ωnod

h → ωnod
H .où ωnod

h désigne l'ensemble des indies des noeuds du maillage �n et ωnod
H eux du maillage grossier. Lamatrie de prolongement ne ontient que des 0 et des 1 et est dé�nie de la manière suivante :

αpn =

{
1 si p ∈ ωnod

h tel que n = ind(p),
0 sinon. (2.17)

Noeud maîtreNoeud eslave

1 2
3

4
5 6

7 8 9
Aggrégat

αt =





1 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1 0 0



 .Fig. 2.5 � Représentation des noeuds maîtres et eslaves ainsi que la matrie de restrition αt.Reitzinger et Shöberl dé�nissent alors un graphe grossier en s'imposant la règle suivante : une arêtegrossière relie l'aggrégat n à l'aggrégat m si au moins une arête �ne relie une variable �ne de l'aggrégat
n à une variable �ne de l'aggrégat m.Soit ωedg

h l'ensemble des indies des arêtes du maillage �n et ωedg
H eux des arêtes du maillage grossier.Soit i l'indie de l'arête �ne liant le noeud p au noeud q (noté i = pqh ∈ ωedg

h ) et e l'indie de l'arêtegrossière liant le noeud n au noeud m (noté e = nmH ∈ ωedg
H ), la matrie de prolongement β est dé�niede la manière suivante :

βie =







1 si e = ind(p) ind(q)
H
,

−1 si e = ind(q) ind(p)
H
,

0 sinon. (2.18)Les matries de prolongement α et β dé�nit par (2.17) et (2.18) véri�ent la relation de ommutativité(2.16).Reitzinger et Shöberl appliquent leur méthode plut�t à des problèmes de magnétostatique mais ontrouve aussi quelques appliations en régime harmonique basse-fréquene [51℄. Son utilisation s'est depuisrépandue dans la ommunauté du alul en életromagnétisme [52, 53, 54, 55, 56, 57℄.



32 2. Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéairesRemarque 2.4. Conernant la relation de ommutativité (2.15), une analogie en terme de réseaux éle-triques peut être faite omme ela a été dérit au Chapitre 1. Les graphes orientés aux niveaux �n etgrossier peuvent être onsidérés respetivement omme un réseau �n et une représentation de e réseau àun niveau grossier. Si l'on onnaît alors une distribution de potentiels UH aux noeuds du réseau grossier,il y a deux moyens de onnaître les fores életromotries dans haune des branhes du réseau �n :� première possibilité : on déduit de UH le potentiel résultant aux noeuds du réseau �n uh par l'opéra-tion αUH et on alule alors la distribution des fores életromotries dans les branhes du réseau�n par l'opération Ghuh.� seonde possibilité : on alule d'abord les fores életromotries dans les branhes du réseau grossier
EH par l'opération GHUH et on en déduit la distribution dans les branhes du réseau �n parl'opération βEH .La relation (2.16) signi�e que, quelles que soient les potentiels aux noeuds du réseau grossier, les deuxaluls des fores életromotries dans le réseau �n doivent oïnider.Méthode proposée par Bohev et ses ollaborateursLa véri�ation de la relation de ommutativité (2.15) n'est pas su�sante pour assurer l'e�aitéoptimale de la méthode multiniveau de Reitzinger et Shöberl. C'est pourquoi Bohev et ses ollaborateurs[58℄ ont proposé des modi�ations dans la dé�nition des opérateurs de transfert.Bohev et ses ollaborateurs ont onsidéré uniquement les as où la matrie du système à résoudreest symétrique dé�nie positive [58, 59℄.Leur méthode reprend elle de Reitzinger et Shöberl en modi�ant la dé�nition des matries deprolongement α et β. Les améliorations proposées s'e�etuent dans deux diretions.La première onerne la matrie de prolongement β :� une première matrie simple β̂ véri�ant la relation de ommutativité (2.15) est dé�nie : elle deReitzinger et Shöberl, par exemple,� Dans le but de minimiser l'énergie de la base des fontions d'arête grossière, ette matrie est �lissée�en utilisant une itération de Jaobi ave relaxation :

β = (I − ηD−1Sν)β̂, (2.19)où I est la matrie identité, η un oe�ient de relaxation, Sν désigne la partie �rot ν rot� de lamatrie du système à résoudre, et D est la matrie diagonale ontenant les oe�ients diagonauxde Sν .La ondition de ommutativité (2.15) reste véri�ée après le lissage. Cependant la matrie β est moinsreuse e qui augmente la omplexité de l'algorithme.La seonde amélioration onerne le respet de la relation de ommutativité pour d'autres matriesde prolongement α que elle proposée par Reitzinger et Shöberl. Une méthode par moindres arrés estutilisée dans [58℄.2.4 ConlusionQuelques notions importantes pour les méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires ont étédérites. Après une présentation du prinipe des méthodes multiniveau, des méthodes spéi�ques pourles équations de Maxwell disrétisées par les éléments �nis d'arêtes ont été présentées.Dans le as des méthodes multiniveau algébrique, la relation de ommutativité (2.15) mise en exerguepar Reitzinger et Shöberl dans leur méthode joue un r�le important. Son respet onduit à des méthodese�aes et elle permet de onserver au niveau grossier ertaines propriétés des espaes d'éléments �nisde Whitney dérit dans le Chapitre 1. Cette relation de ommutativité est le point de départ de laméthode multiniveau algébrique que nous proposons dans le hapitre suivant assoiée à une tehnique deminimisation d'énergie de la base d'éléments �nis.
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Chapitre 3Base d'approximation grossière parminimisation d'énergie et ontraintes
3.1 IntrodutionA�n de onstruire une méthode multigrille géométrique robuste pour des problèmes ave des opéra-teurs du type div(σ grad) disrétisés par éléments �nis P1 nodaux, Wan, Chan et Smith proposent dans[60℄ de dé�nir des bases de fontions sur haque maillage, en résolvant un problème de minimisationd'énergie ave ontraintes.Pour onstruire algébriquement une famille de base d'éléments �nis d'arête dans la méthode algébriqueque nous proposons dans la suite, nous en avons repris en les adaptant les trois idées suivantes :� minimisation d'énergie : dans le as où la forme bilinéaire du problème permet de dé�nir unenorme d'énergie assoiée, les fontions de base au niveau grossier doivent avoir l'énergie la plusfaible possible ; ette idée proposée initialement dans [39℄ et reprise dans [61, 60, 62℄ déoule desestimations en norme d'énergie de la onvergene données dans [63℄. On trouve des justi�ationsdans [60℄.� reouvrement limité des supports des fontions de bases : le aratère reux des matries de prolon-gement et des matries aux niveaux grossiers est lié à e reouvrement ; dans le as où il n'est pasontr�lé, ela aroît la omplexité algorithmique de la méthode.� préservation du sous-espae des fontions d'énergie quasi-nulle : les fontions d'énergie quasi-nulle(par exemple les fontions onstantes dans le as du Laplaien) doivent être onservées au niveaugrossier ar elles ne sont pas traitées par les lisseurs. Pour les éléments �nis d'arête et l'opérateur

rot rot, nous l'exprimons sous la forme d'une ondition de ompatibilité des opérateurs de transfert,plus préisément l'égalité (2.15) mise en évidene par Reitzinger et Shöberl dans leur méthode.Les prinipes de la minimisation d'énergie pour la onstrution de la base d'approximation grossièreà partir de la base d'approximation �ne en éléments �nis nodaux sont donnés dans l'Annexe C, ainsi quedes simulations numériques sur le Laplaien et l'opérateur de Helmholtz. L'Annexe D dérit en détail laméthode que nous proposons pour les éléments �nis d'arête. La méthode est testée sur des géométriessimples : retangle en dimension 2 et ube en dimension 3, pour des problèmes appartenant à la lassedé�nie par la formulation (1.33) dans le as où δ est nul et ν et γ sont stritement positifs.Dans e hapitre, on se propose essentiellement d'introduire, pour les éléments �nis nodaux puisd'arête, le formalisme mathématique qui permet de montrer omment, à l'aide de multipliateurs deLagrange, les problèmes de minimisation d'énergie ave ontraintes se ramènent à la résolution de systèmeslinéaires.On donne aussi, dans le as des éléments �nis d'arête, un résultat qui assure une solution unique auproblème de minimisation sous la forme d'une ondition sur un graphe d'inidene arête-noeud introduitau niveau grossier.



34 3. Base d'approximation grossière par minimisation d'énergie et ontraintes3.2 Prinipe et méthode dans le as des éléments �nis nodauxPlaçons nous dans le as d'un problème ave un opérateur de Laplae disrétisé par une méthoded'éléments �nis P1 nodaux, sur un domaine Ω de R2 ou de R3. On renontre e type de problème enéletrostatique ou en magnétostatique dans l'air. Sur le maillage initial, la base d'éléments �nis nodauxest notée (w0,h
p )p=1,...,Nh .On herhe à dé�nir une base grossière (w0,H

n )n=1,...,NH en vue de dé�nir une méthode multiniveau.3.2.1 Formulation du problème d'optimisationOn déoupe le domaine Ω en sous-domaines (ΩH
n )n=1,...,NH se reouvrant de façon que haque sous-domaine ne soit pas totalement reouvert par ses voisins.On herhe alors la base grossière omme solution du problème suivant, où sont formalisées les troisidées énonées dans l'introdution :







Trouver (w0,H
n )n=1,...,NH minimisant NH

∑

n=1

∫

Ω

gradw0,H
n · gradw0,H

n sous les ontraintes :
NH

∑

m=1

w0,H
m (x) = 1, ∀x ∈ Ω et supp(w0,H

n ) ⊂ ΩH
n , ∀n ∈ {1, . . . , NH}.

(3.1)Pour formaliser algébriquement le problème (3.1), on herhe plut�t les fontions de la base grossièreomme ombinaisons linéraires des fontions de la base �ne :
∀n ∈ {1, . . . , NH}, w0,H

n =

Nh

∑

p=1

αpnw
0,h
p . (3.2)Mathématiquement, ela signi�e que l'espae grossier engendré est inlus dans l'espae d'éléments �nisinitial.Pour dérire la ontrainte sur les supports, on introduit les ensembles d'indies Ln des noeuds dumaillage initial appartenant au sous-domaine ΩH

n . Pour assurer que le support de w0,H
n soit inlus dans

ΩH
n , on impose :

p /∈ Ln =⇒ αpn = 0. (3.3)On dé�nit alors le veteur αn onstitué des omposantes �non nulles� αpn, .-à-d. elles pour p dans Ln.Il est ommode d'introduire un opérateur de projetion Pn assoié à Ln = {p1, . . . , p|Ln|} dé�ni de lamanière suivante :
Pn : RNh → R|Ln|, tel que :
∀x ∈ RNh

, (Pnx)k = xpk
, ∀k ∈ {1, . . . , |Ln|}.

(3.4)Seules les omposantes indexées par Ln sont onservées par ette projetion. Il est alors faile de voir quel'opérateur transposé s'érit :
P t

n : R|Ln| → RNh

, tel que :
∀y ∈ R|Ln|, (P t

ny)i = 0 si i /∈ Ln et yk si i = pk.
(3.5)Compte tenu que la base initiale véri�e ∀x ∈ Ω,

Nh

∑

p=1

w0,h
p (x) = 1, la ondition NH

∑

n=1

w0,H
n (x) = 1 s'érit :

∀p ∈ {1, . . . , Nh},
NH

∑

n=1

αpn = 1, (3.6)soit NH

∑

n=1

P t
nαn = 1Nh×1, où 1Nh×1 désigne le veteur à Nh omposantes toutes égales à 1.



3.2. Prinipe et méthode dans le as des éléments finis nodaux 35Le problème (3.1) s'érit �nalement sous la forme matriielle suivante :






Trouver (αn)n=1,...,NH minimisant NH

∑

n=1

αt
nPnKP

t
nαn sous la ontrainte :

NH

∑

n=1

P t
nαn = 1Nh×1.

(3.7)
K est la matrie du problème disrétisé sur le maillage initial dé�nie par Kpq =

∫

Ω gradw0,h
p · gradw0,h

q .3.2.2 Résolution ave des multipliateurs de LagrangeCe problème de minimisation sous ontraintes peut être érit omme un problème de point-selle enintroduisant un veteur de multipliateurs de Lagrange µ appartenant à RNh , pour prendre en ompteles Nh ontraintes égalités.A partir des veteurs αn, on dé�nit par blos le veteur α de la façon suivante :
α =






α1...
αNH




 . (3.8)On pose Kn = PnKP

t
n, matrie extraite de K en onservant les lignes et les olonnes d'indie dans Ln.C'est aussi la matrie du problème disrétisé sur le sous-domaine ΩH

n .Le problème de minimisation sous ontraintes (3.7) peut se mettre sous la forme :






Trouver le point-selle (αc, µc) du Lagrangien L dé�ni par :
L(α, µ) =

1

2

NH

∑

n=1

αt
nKnαn + µt





NH

∑

n=1

P t
nαn − 1Nh×1



 .
(3.9)Le point ritique de L doit ainsi véri�er les équations suivantes :







Knαn + Pnµc = 0, ∀n ∈ {1, . . . , NH},
NH

∑

n=1

P t
nαn − 1Nh×1 = 0.

(3.10)Le veteur µc des multipliateurs de Lagrange est don solution du système :




NH

∑

n=1

P t
nK

−1
n Pn



µc = −1Nh×1.En pratique, on résout don le système d'équations (3.10) de la manière suivante :� d'abord on détermine le veteur µc des multipliateurs de Lagrange ave une méthode itérative surle système :
Cµ = −1Nh×1, où C =

NH

∑

n=1

P t
nK

−1
n Pn.� ensuite on remonte à la valeur de α en résolvant les NH systèmes :

Knαn = −Pnµc.



36 3. Base d'approximation grossière par minimisation d'énergie et ontraintesLa matrie C est symétrique dé�nie positive ar tous les Kn le sont. Pour déterminer µc, on peut donemployer la méthode du gradient onjugué qui a l'avantage de ne pas demander la onstrution de lamatrie C, onstrution trop oûteuse en temps et en espae mémoire. Seuls des produits matrie-veteurde la forme (P t
nK

−1
n Pn)µ sont néessaires. La fatorisation de toutes les matries Kn est don requisepour minimiser les oûts. Elle est aussi utile pour le alul des αn à partir du alul des multipliateurs.Le produit matrie-veteur Cµ est détaillé dans l'algorithme 3.1.Pour n de 1 à NH faire

bn ← PnµFin PourPour n de 1 à NH fairerésoudre à l'aide des fatorisations Knxn = bnFin PourCaluler �nalement ∑NH

n=1 P
t
nxnAlgorithme 3.1: Multipliation matrie-veteur Cµ.Les multipliations par Pn et P t

n sont peu oûteuses ar es matries ne ontiennent que |Ln| oe�-ients non-nuls.Remarque 3.1. Dans la as de problèmes dont l'opérateur ontient des oe�ients fortement non homo-gènes, le onditionnement de la matrie C est altéré. Il est alors néessaire de préonditionner la méthodedu gradient onjugué. La matrie∑NH

n=1 P
t
nKnPn est proposée omme matrie de préonditionnement dans[60, 62℄.Remarque 3.2. Dans [61℄, le même problème de minimisation d'énergie sous ontraintes est utilisé pouraluler une base d'approximation grossière. La résolution n'est pas alors réalisée par l'utilisation d'unLagrangien mais par l'utilisation d'une méthode de gradient projeté. Les auteurs montrent que le premierpas de e nouvel algorithme orrespond à la méthode multiniveau algébrique par aggrégation et lissage( smoothing aggregation) qu'ils avaient préédemment développée [39℄.D'autres tehniques telles que la méthode AMGe [42, 64℄ permettent d'obtenir des solutions quasi-optimales pour le problème de minimisation (3.7).3.3 Extension direte au as des éléments �nis d'arêteNotre objetif est d'introduire un problème similaire à (3.1) pour le as des éléments �nis d'arête. Lesprinipes de minimisation d'énergie et de restrition des supports des fontions d'approximation grossièrese transposent failement du as nodal.La di�ulté est la prise en ompte du sous-espae des fontions d'énergie quasi-nulle. Dans le asde l'espae d'éléments �nis d'arête, e sous-espae orrespond à elui engendré par les gradients desfontions de base d'éléments �nis nodaux, dont la dimension est proportionnelle aux nombre d'arêtes(ave un fateur 1/6 en dimension 3). Don à la di�érene du Laplaien ave les onstantes, on ne peutpas exiger une préservation du sous-espae d'énergie quasi-nulle au niveau grossier sauf à ne pas réduiresigni�ativement le nombre d'inonnues du niveau grossier par rapport au nombre d'inonnues du niveau�n.On souhaite utiliser les lisseurs de Hiptmair et de Arnold, Falk et Winther ar es tehniques ontmontré leur validité pour le multigrille géométrique. Leur aratéristique partiulière est de lisser laomposante de l'erreur dans le noyau de l'opérateur rotationnel, .-à-d. dans l'espae d'énergie quasi-nulle. Pour que l'étape de orretion sur la grille grossière soit e�ae, il faut alors que les fontions lissesdu noyau du rotationnel soient bien approhées dans l'espae d'arête grossier. Dans le as de la méthodemultigrille géométrique, ei est automatiquement véri�é grâe aux propriétés des espaes de Whitneypour lesquels toute fontion dé�nie sur la grille �ne et de rotationnel nul peut être bien approhée par



3.3. Extension direte au as des éléments finis d'arête 37une fontion dé�nie sur la grille grossière et de rotationnel nul. Dans le as d'une méthode algébrique, ilfaudrait don disposer d'une bonne représentation du noyau de l'opérateur rotationnel à tous les niveaux,en s'assurant ependant que la dimension du noyau déroît proportionnellement au nombre d'inonnuessur haque niveau.Reitzinger et Shöberl ont proposé une solution dans [5℄. Ils ontruisent des opérateurs de prolon-gement α pour les éléments �nis nodaux et β pour les éléments �nis d'arête qui véri�ent la relationde ommutativité (2.16) βGH = Ghα où Gh et GH sont les représentations disrètes du gradient dansles espaes aux niveaux �n et grossier. Cette relation assure que le gradient de toute fontion nodalegrossière appartient à l'espae d'arête grossier et don que le noyau du rotationnel reste bien représentédans l'espae d'arête grossier. Les opérateurs α et β qu'ils proposent permettent en plus de onserver uneanalogie ave le as géométrique : le noyau du rotationnel est exatement l'image du gradient à tous lesniveaux.Leur méthode est ependant liée au hoix d'un type de matrie α partiulier. Nous avons déidé deretenir la relation de ommutativite (2.16) omme point de départ pour nos développements.3.3.1 Étapes préliminaires et formulation du problème d'optimisationOn dispose d'une base nodale �ne (w0,h
p )p=1,...,Nh , d'une base d'arête �ne (w1,h

i )i=1,...,Eh ainsi qued'une matrie d'inidene arête-noeud Gh de dimension Eh ×Nh.On herhe une base nodale grossière (w0,H
n )n=1,...,NH et une base d'arête grossière (w1,H

e )e=1,...,EHrespetivement sous les formes suivantes :
w0,H

n =

Nh

∑

p=1

αpnw
0,h
p , ∀n ∈ {1, . . . , NH}, (3.11a)

w1,H
e =

Eh

∑

i=1

βiew
1,h
i , ∀e ∈ {1, . . . , EH}. (3.11b)Comme dans la méthode multigrille géométrique, es oe�ients fourniront les matries de prolongementnodale α et d'arête β.Tout d'abord, les fontions nodales grossières (w0,H

n )n=1,...,NH sont alulées omme solution du pro-blème de minimisation sous ontraintes (3.1) dé�ni préédemment. Les oe�ients de α véri�ent notam-ment :
∀p ∈ {1, . . . , Nh},

NH

∑

n=1

αpn = 1, (3.12)que l'on peut quali�er de propriété de partition de l'unité et :
∀n ∈ {1, . . . , NH}, p /∈ Ln =⇒ αpn = 0. (3.13)Les Ln sont des ensembles de noeuds �ns que l'on introduit pour limiter le support des fontions nodalesgrossières w0,H

n dans un domaine ΩH
n .Pour aluler ensuite β, on dé�nit un graphe grossier représenté par sa matrie d'inidene arête-noeud

GH de taille EH ×NH .On limite alors les supports des fontions d'arête grossières w1,H
e en introduisant des ensembles d'in-dies d'arête (Ie)e=1,...,EH de manière à assurer que le support des w1,H

e soit inlus dans ΩH
n ∩ ΩH

m ave
n et m les extrémités de l'arête grossière e. On impose ainsi :

∀e ∈ {1, . . . , EH}, i /∈ Ie =⇒ βie = 0. (3.14)On dé�nit alors le veteur βe onstitué des omposantes �non nulles� βie, .-à-d. elles pour i dans Ie.Pour e dans {1, . . . , EH} ave Ie = {i1, . . . , i|Ie|}, on dé�nit l'opérateur de projetion qui onserveuniquement les omposantes indexées par Ie :
Qe : REh → R|Ie|, tel que :
∀x ∈ REh

, (Qex)k = xik
, ∀k ∈ {1, . . . , |Ie|}.

(3.15)



38 3. Base d'approximation grossière par minimisation d'énergie et ontraintesComme annoné préédemment, β doit véri�er la ontrainte βGH = Ghα qui s'érit aussi :
EH

∑

e=1

βieG
H
en =

Nh

∑

p=1

Gh
ipαpn, ∀i ∈ {1, . . . , Eh}, ∀n ∈ {1, . . . , NH}. (3.16)soit ave les opérateurs Qt

e :
EH

∑

e=1

GH
enQ

t
eβe = Ghα•n, ∀n ∈ {1, . . . , NH}. (3.17)La notation α•n désigne la nième olonne de la matrie α.Pour dé�nir un ritère de minimisation sur l'espae d'éléments �nis d'arête, il nous faut introduireune norme assoiée au problème à résoudre. Pour la lasse des problèmes qui nous intéressent dé�nie par(1.33), la forme bilinéaire assoiée dé�nie en (1.37) est un produit salaire dans le as où ν et γ sontstritement positifs et on peut herher à minimiser :

EH

∑

e=1

a(w1,H
e , w1,H

e ), (3.18)soit de façon équivalente :
EH

∑

e=1

βt
eQeAQ

t
eβe, (3.19)où A est la matrie du problème au niveau �n ave Aij = a(w1,h

j , w1,h
i ). De façon générale, on herheraà minimiser :

EH

∑

e=1

βt
eAeβe, (3.20)où les matries Ae sont des matries symétriques semi-dé�nies positives de taille |Ie|×|Ie|.Le problème à résoudre s'érit alors sous la forme :







Trouver (βe)e=1,...,EH minimisant EH

∑

e=1

βt
eAeβe sous les ontraintes :

EH

∑

e=1

GH
enQ

t
eβe = Ghα•n, ∀n ∈ {1, . . . , NH}.

(3.21)C'est un problème qui a don∑EH

e=1|Ie| inonnues et EhNH ontraintes. On note ependant qu'un ertainnombre de ontraintes sont impliitement véri�ées. Par exemple, haque fois qu'il existe une arête �ned'indie i n'appartenant à auun support d'une fontion d'arête grossière, plus préisément s'il n'existepas de e tel que i ∈ Ie ; l'égalité
EH

∑

e=1

βieG
H
en =

Nh

∑

p=1

Gh
ipαpn, ∀n ∈ {1, . . . , NH}.se réduit alors à 0 = 0.On est don amené à réduire le nombre de ontraintes à imposer en introduisant des ensembles

(Jn)n=1,...,NH qui ontiennent les indies des équations (3.17) que l'on veut imposer. Les Jn pouvant êtrevides, nous introduisons l'ensemble :
F = {n ∈ {1, . . . , NH}, Jn 6= ∅}. (3.22)



3.3. Extension direte au as des éléments finis d'arête 39De manière analogue à Qe, on dé�nit pour n dans F un opérateur de projetion assoié à Jn :
Rn : REh → R|Jn|. (3.23)Le problème à résoudre possède moins de ontraintes que le problème initial et prend la forme suivante :







Trouver (βe)e=1,...,EH minimisant EH

∑

e=1

βt
eAeβe sous les ontraintes :

Rn





EH

∑

e=1

GH
enQ

t
eβe



 = RnG
hα•n, ∀n ∈ F.

(3.24)La quantité RnG
hα•n ayant été préalablement alulée, on la note ξn par soui de simpliité.Remarque 3.3. Une minimisation qui ouple à la fois les problèmes nodal et d'arête a initialement été en-visagée mais les résultats obtenus nous ont onduit à préférer une méthode déouplée ar aussi performanteet moins oûteuse ; voir [65, Sous-setion 4.1℄.3.3.2 Résolution ave multipliateurs de LagrangeDesription de la méthodeOn dé�nit quelques notations pour pouvoir dérire plus simplement la méthode de résolution : lesveteurs ξ, β, ρ et les matries D et T . Les omposantes du veteur ρ sont les multipliateurs de Lagrangerelatifs aux ontraintes dans (3.24).Les veteurs ξ et ρ appartiennent à RM ave M =

∑

n∈F |Jn|. Si l'on suppose que F = {i1, . . . , i|F |},
ξ et ρ peuvent être dérits par blos :

ξ =






ξi1...
ξi|F |




 , ρ =






ρi1...
ρi|F |




 ave ξin

, ρin
∈ R|Jn|. (3.25)De manière analogue, le veteur β appartient à RM̃ , ave M̃ =

∑EH

e=1|Ie|, et peut être dé�ni par blos.La matrie D est diagonale par blos et es blos sont les matries Ae, e ∈ {1 . . . EH}. En�n, la matrie
T envoie un veteur de RM vers RM̃ de la manière suivante :

T : ρ 7→











Q1

(
∑

n∈F

GH
1nR

t
nρn

)...
QEH

(
∑

n∈F

GH
EHnR

t
nρn

)











. (3.26)Résoudre le problème d'optimisation (3.24) devient alors équivalent à la résolution de :






Trouver le point ritique (βc, ρc) ∈ RM̃ × RM du Lagrangien L dé�ni par :
L(β, ρ) =

1

2
βtDβ + ρt(ξ − T tβ).

(3.27)Le point ritique véri�e alors le système linéaire suivant :
(
D −T
T t 0

)(
β
ρ

)

=

(
0
ξ

) (3.28)Ce système linéaire peut être résolu en deux étapes :



40 3. Base d'approximation grossière par minimisation d'énergie et ontraintes� tout d'abord, le veteur ρc des multipliateurs de Lagrange est alulé par une méthode itérativesur le système :
T tD−1Tρ = ξ. (3.29)Les matries Ae étant par hypothèse symétriques dé�nies positives, la matrie T tD−1T dans (3.29)est au moins symétrique semi-dé�nie positive.� on peut alors revenir au alul de βc en résolvant :
Dβ = Tρc. (3.30)Comme dans le as nodal, la matrie T tD−1T n'est pas assemblée et l'on peut mener de manièree�ae la multipliation matrie-veteur ; des détails sont donnés en Annexe D Sous-setion D.5.1.Propriétés du problèmeDans l'Annexe E, on montre que si le graphe grossier onstruit à partir des noeuds grossiers possèdesu�sament d'arêtes, l'appliation T t est surjetive dans le as où l'on impose toutes les ontraintes, .-à-d.dans le as où Jn = {1, . . . , Eh} pour tout n. Cei implique que le problème (3.21) admet une uniquesolution. D'autre part ave les mêmes onditions sur le graphe grossier, on montre dans l'Annexe D Co-rollaire D.2 qu'il est possible de hoisir les ensembles (Jn)n=1,...,NH de manière à e que le problème (3.24)ait une solution unique et soit équivalent au problème (3.21). La matrie T tD−1T est alors symétriquedé�nie positive et l'on peut résoudre le système par la méthode du gradient onjugué.On propose dans les Sous-setion D.4.3 et D.4.4 une méthode de déomposition du domaine Ω ensous-domaines ΩH

n et la dé�nition d'un graphe grossier assoié qui véri�e les onditions du orollaire.On se propose ii de rappeler uniquement l'énoné du Corollaire D.2 et de l'illustrer sur un exemplesimple. Dans e but, on introduit d'abord quelques notations :� des ensembles C̃i dé�nis par
∀i ∈ {1, . . . , Eh}, C̃i =

{
n ∈ {1, . . . , NH} / i = pqh ave p ∈ Ln ou q ∈ Ln

}
; (3.31)

C̃i est l'ensemble des indies de noeuds grossiers tels que le support de w0,H
n ontienne une extrémitéde l'arête �ne i.� des ensembles Ĩi dé�nis par

∀i ∈ {1, . . . , Eh}, Ĩi =
{
e ∈ {1, . . . , EH} / i ∈ Ie

}
; (3.32)

Ĩi est l'ensemble des indies d'arêtes grossières telles que le support de w1,H
e ontienne l'arête �ne

i.� des ensembles J̃i dé�nis par
∀i ∈ {1, . . . , Eh}, J̃i =

{
n ∈ {1, . . . , NH} / i ∈ Jn

}
; (3.33)

J̃i est l'ensemble des indies de noeuds grossiers pour lesquels on impose la ontrainte donnée par(3.16) pour un indie d'arête �ne i �xé.Le orollaire s'érit en terme de sous-graphes loaux de la façon suivante :Pour J̃i = C̃i \ {m}, i = 1, . . . , Eh, T est injetive si et seulement si pour tout i dans
{1, . . . , Eh} le sous-graphe dont les sommets sont indexés par C̃i et les arêtes par Ĩi estonnexe.L'égalité J̃i = C̃i \ {m} s'interprète de la façon suivante : pour une arête �ne d'indie �xé i, on n'imposepas les ontraintes dont le numéro grossier orrespond à un sous-domaine ΩH

n ne ontenant pas l'arête.En outre, parmi les ontraintes restantes, on peut en supprimer une de façon arbitraire. En partiulier,si l'arête �ne i n'appartient qu'à un seul sous-domaine ΩH
n alors auune ontrainte assoiée à ette arêten'est imposée.



3.3. Extension direte au as des éléments finis d'arête 41Exemple On onsidère le maillage de la �gure 3.1(a) où les noeuds sont numérotés. Le domaine Ω peuts'érire omme la réunion des sous-domaines (ΩH
n )n=1,...,4 représentés à la �gure 3.2 ; ils servent à limiterles supports de quatre fontions nodales qui dé�nissent un niveau grossier. Les ensembles Ln donnantles indies des éléments non nuls dans la nième olonne de la matrie de prolongement nodal α s'ériventalors :

L1 = {1, 2, 3, 6, 7, 8, 11}; L2 = {3, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 14, 15};
L3 = {11, 12, 13, 16, 17, 18, 21, 22, 23}; L4 = {14, 15, 19, 20, 23, 24, 25}. (3.34)
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20(a) Maillage �n et numérotation des noeuds
i

(b) Arête �ne i onsidéréeFig. 3.1 � Le maillage �n et sa numérotation et une arête �ne onsidérée.
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4Fig. 3.2 � Les sous-domaines (ΩH
n )n=1,...,4.Nous regardons le sous-graphe SH,i pour l'arête i représentée à la �gure 3.1(b) en onsidérant deuxgraphes grossiers di�érents, voir �gure 3.3. Nous donnons tout d'abord une dé�nition plus préise desensembles Ie : pour une arête grossière e qui joint un noeud grossier n à un noeud grossier m, Ie estl'ensemble des indies d'arêtes �nes appartenant stritement à l'intersetion de ΩH

n et de ΩH
m.Le premier graphe grossier est donné à la �gure 3.3(a) et on obtient dans e as pour l'arête i :

C̃i = {2, 3} et Ĩi = ∅.Le sous-graphe SH,i ne véri�e pas la ondition de onnexité ; le graphe grossier ne possède alors pas assezd'arêtes pour véri�er la relation de ompatibilité.



42 3. Base d'approximation grossière par minimisation d'énergie et ontraintesPour le seond graphe grossier donné à la �gure 3.3(b), on a ajouté une arête entre les noeuds grossiers
2 et 3 et dans e as :

C̃i = {2, 3} et Ĩi = {e5}.Le sous-graphe SH,i véri�e alors la ondition de onnexité. On peut véri�er que ela est aussi le as pourtoutes les arêtes �nes et que le graphe grossier possède su�sament d'arêtes.
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4(a) Premier graphe grossier
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(b) Seond graphe grossierFig. 3.3 � Deux graphes grossiers envisagés.3.4 ConlusionLes trois exigenes a�hées dans l'introdution pour la onstrution algébrique de base d'approxima-tion grossière ont été intégrées dans la formulation (3.21) en éléments �nis d'arête. Celle-i est équivalenteà la formulation (3.24) en supprimant judiieusement ertaines ontraintes. Cette formulation admet unesolution unique à ondition que le graphe grossier possède su�sament d'arêtes.Les matries de prolongement obtenues par la résolution du problème d'optimisation onduisent à desméthodes multigrilles algébriques ayant des vitesses de onvergene similaires à la méthode multigrillegéométrique lorsque l'on ompare les méthodes sur des maillages emboîtés ; les simulations numériquessont reportées dans l'Annexe D Sous-setion D.5 pour di�érents hoix de ritère de minimisation, .-à-d.de matries Ae.Cependant, le oût de alul des di�érentes matries de prolongement est important devant le oûtde résolution du système lui-même, surtout en dimension 3, e qui en limite l'intérêt pratique. On peutependant envisager d'utiliser ette tehnique pour traiter des problèmes instationnaires ave des shémasimpliites. En e�et, eux-i demandent une résolution de système à haque pas de temps alors qu'uneseule phase de onstrution des matries de prolongement est néessaire.Une des raisons du oût de la onstrution de la base grossière est l'introdution des multipliateursde Lagrange pour résoudre le problème de minimisation sous ontraintes. Le système à résoudre ontientalors M+M̃ inonnues où M est le nombre d'éléments non-nuls de la matrie de prolongement β et
M̃ le nombre de ontraintes imposées. De plus, elle demande la fatorisation des sous-matries Ae quiapparaissent dans le ritère d'énergie.Dans le hapitre suivant, nous proposons une autre tehnique pour résoudre le problème (3.21). Elleest basée sur la résolution de problèmes de �ots loaux et permet de s'a�ranhir des multipliateurs deLagrange et d'éviter la fatorisation des matries.



43
Chapitre 4Base d'approximation grossière etrésolution de problèmes de �ot loauxDurant l'analyse de la résolution du problème d'optimisation ave multipliateurs de Lagrange, ona soulevé l'importane de sous-graphes du graphe grossier assoiés à haque arête �ne pour assurer unesolution au problème de minimisation d'énergie. Ces sous-graphes vont aussi nous permettre d'introduiredes problèmes de �ots loaux dont la résolution fournira une matrie β′ véri�ant la ondition de om-patibilité β′GH = Ghα ainsi qu'une base de M − M̃ matries βi,k véri�ant βi,kGH = 0. La solution duproblème de minimisation est alors herhée sous la forme :

β = β′ +
∑

(i,k)

θi,kβ
i,k. (4.1)On est ainsi ramené à résoudre un système linéaire de dimension M − M̃ pour aluler les oe�ients

θi,k.4.1 Méthode de résolution4.1.1 Notations et prinipePour haque arête �ne i, on note SH,i le sous-graphe du graphe grossier dé�ni omme suit : lessommets de SH,i sont les sommets du graphe grossier qui sont indexés par les éléments de C̃i et les arêtesde SH,i sont les arêtes du graphe grossier qui sont indexées par les éléments de Ĩi. On note ḠH,i la matried'inidene arête-noeud du sous-graphe SH,i.On rappelle que :� C̃i est l'ensemble des indies de noeuds grossiers tels que le support de la fontion nodale grossière
w0,H

n ontienne une extrémité de l'arête �ne i,� Ĩi est l'ensemble des indies d'arêtes grossières telles que le support de la fontion d'arête grossière
w1,H

e ontienne l'arête �ne i.Ces dé�nitions sont illustrées sur la �gure 4.1. A gauhe est représentée une partition des noeuds dumaillage qui dé�nissent des ensembles (Hn)n=1,...,9. Les ensembles Ln sont dé�nis omme les noeuds �nsde Hn auxquels on a rajouté tous leurs voisins. Le domaine ΩH
n est alors la réunion des supports desfontions nodales �nes dont l'indie est dans Ln. C'est la méthode de déomposition en sous-domainesgrossiers à partir d'une partition des noeuds �ns proposée dans l'Annexe D et utilisée dans les simulationsnumériques.Au entre �gure le graphe grossier assoié à ette déomposition. Deux noeuds grossiers n et m sontreliés si une arête �ne a une extrémité dans Hn et l'autre dans Hm. C'est aussi la tehnique qui estproposée dans l'Annexe D et qui assure que les sous-graphes SH,i sont onnexes. Une méthode plussimple onsisterait à onneter deux noeuds grossiers n et m dès que l'intersetion de ΩH

n et ΩH
m est nonvide mais ela onduirait à obtenir un nombre d'arêtes grossières plus important.



44 4. Base d'approximation grossière et résolution de problèmes de flot loauxA droite sont représentés les sous-graphes SH,i et SH,j assoiés à deux arêtes �nes i (en vert) et j(en rouge). Pour l'arête �ne i (en vert) dont le sous-graphe SH,i est repris à la �gure 4.2, la matrie ḠH,i
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Fig. 4.1 � Partition, graphe grossier et les sous-graphes SH,i et SH,j .s'érit :
ḠH,i =









1 −1 0 0
0 −1 1 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1
0 0 −1 1









. (4.2)On se plae dans le as où tous les sous-graphes SH,i sont onnexes qui est une ondition néessairepour que le problème de minimisation admette toujours une solution.On rappelle que, par onstrution, le oe�ient βie de la matrie β est nul si i n'appartient pas à Ieou de façon équivalente si e n'appartient pas à Ĩi. On désigne par F̃ l'ensemble des indies i d'arêtes �nestels que Ĩi soit non vide et pour i appartenant à F̃ , on dé�nit le veteur βi qui ontient les oe�ients
βie de β a priori non nuls.On note ξ la matrie Ghα de dimension Eh × NH qui intervient dans la relation de ompatibilité.Pour haque indie d'arête �ne i, on onstruit un veteur ξi obtenu en extrayant les omposantes de la
iième ligne de ξ dont les indies sont dans C̃i.Dans l'Annexe E, on montre que la matrie β véri�e :

βGH = ξ (4.3)si et seulement si les veteurs (βi)i∈F̃ sont solutions des problèmes de �ot suivants :
(ḠH,i)tβi = ξi. (4.4)On herhe la solution de haun des systèmes linéaires (4.4) sous la forme :
βi = (βi)′ + (βi)′′ (4.5)où (βi)′ est une solution partiulière du système et (βi)′′ une omposante véri�ant (ḠH,i)t(βi)′′ = 0.Une solution partiulière (βi)′ de (4.4) peut être déterminée en utilisant un arbre ouvrant du sous-graphe SH,i. On rappelle qu'un arbre ouvrant d'un graphe est un graphe minimal onnexe qui relietous les noeuds du graphe. On peut toujours en déterminer un ar SH,i est onnexe par hypothèse. Pouraluler (βi)′, on �xe à zéro les omposantes dans le oarbre, .-à-d. pour les arêtes qui ne sont pas dansl'arbre ouvrant, et on supprime une équation dans le problème de �ot ; on obtient un système linéairedont la matrie est inversible. Dans l'exemple de l'arbre ouvrant de la �gure 4.2, on supprime les lignes3 et 5 de la matrie ḠH,i et par exemple la olonne numéro 4. On transpose la matrie 3× 3 obtenue etla matrie du système à résoudre est :




1 0 −1
−1 −1 0
0 1 0



 .



4.1. Méthode de résolution 45Le nombre d'arêtes du oarbre fournit la dimension ki du noyau de (ḠH,i)t. Si le noyau de (ḠH,i)test non réduit à zéro, il est possible d'en déterminer simplement une base notée ((βi,k)′′)1≤k≤ki
. Pourl'obtenir, on herhe dans le sous-graphe ki yles indépendants (appelées boules fondamentales dansle Chapitre 1, Setion 1.2.1). Les omposantes de (βi,k)′′ prennent alors la valeur 0 si l'arête ne fait paspartie du yle et −1 ou 1 sinon, suivant le sens du parours du yle. Dans l'exemple de la �gure 4.2 ladimension du noyau est 2 et les yles indépendants sont donnés par :

(
−1, 1, −1, 0, 0

)t et (0, 0, 1, −1, 1
)t
.Le veteur (βi)′′ peut alors s'érire omme une ombinaison linéaire des (βi,k)′′ : (βi)′′ =

∑ki

k=1 θi,k(βi,k)′′.Pour éviter de référer à des sommes systématiquement nulles, on dé�nit :
˜̃F = {i ∈ F̃ / ki > 0}. (4.6)

531
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2 3

4Fig. 4.2 � Sous-graphe SH,i (voir �gure 4.1). Un arbre ouvrant est en trait fort rouge. Pour les deuxyles indépendants, l'orientation est représentée.Pour haque arête �ne d'indie i, on dé�nit l'opérateur de projetion Q̃i qui extrait d'un veteur de
REH les omposantes d'indie dans Ĩi.On onstruit la matrie β′ de dimension Eh × EH à partir des solutions (βi)′. Les lignes i telles que
i n'appartienne pas à F̃ sont nulles. Pour i dans F̃ , la ligne i est formée des omposantes du veteur
Q̃t

i(β
i)′.A partir du veteur de base (βi,k)′′, on dé�nit une matrie βi,k de dimension Eh × EH de la mêmefaçon.La forme générale d'une matrie véri�ant (4.3) qui s'érit aussi en transposant l'égalité (GH)tβt =

(Ghα)t prend alors la forme :
β = β′ +

∑

i∈ ˜̃
F

ki∑

k=1

θi,kβ
i,k.En e�et, il est évident que les matries βi,k sont indépendantes. De plus, on note que les yles indépen-dants des sous-graphes sont aussi des yles indépendants pour le graphe grossier, e qui implique queles βi,k sont dans le noyau de (GH)t. En onséquene β véri�e :

(GH)tβt = (GH)t(β′)t = (Ghα)t.Les oe�ients θi,k sont ainsi les degrés de liberté qu'il su�t de aluler pour déterminer omplètementla matrie β dans le problème de minimisation.On rappelle le problème de minimisation à résoudre :Trouver (βe)e=1,...,EH minimisant EH

∑

e=1

βt
eAeβe sous la ontrainte : βGH = Ghα, (4.7)



46 4. Base d'approximation grossière et résolution de problèmes de flot loauxoù βe ontient les omposantes non nulles de la eième olonne de β. Si on dé�nit β̄ le veteur regroupantles di�érents veteurs βe et D la matrie blo diagonale ontenant les matries Ae, le ritère à minimisers'érit alors β̄tDβ̄.De la même manière, on dé�nit les veteurs β̄′ et β̄i,k qui véri�ent enore la relation :
β̄ = β̄′ +

∑

i∈ ˜̃
F

ki∑

k=1

θi,kβ̄
i,k. (4.8)On introduit le veteur Θ qui ontient les oe�ients θi,k. Le problème de minimisation s'érit :Trouver Θ minimisant ∑

(i,k)(j,l)

θi,kθj,l(β̄
i,k)tD(β̄j,l) + 2

∑

(i,k)

θi,k(β̄′)tD(β̄i,k) + (β̄′)tDβ̄′, (4.9)soit enore en introduisant la matrie B dont les veteurs olonnes sont les β̄i,k pour i dans ˜̃F et k dans
{1, . . . , ki} : Trouver Θ minimisant (BΘ)tD(BΘ) + 2(BΘ)tDβ̄′ + (β̄′)tDβ̄′.Le minimum de ette forme quadratique est donné par la solution du système linéaire :

(BtDB)Θ = −BtDβ̄′. (4.10)Remarque 4.1. Le problème de �ot (4.4) orrespond aussi à l'ériture de la loi des ourants de Kirhho�pour un réseau dont la topologie est dérite par ḠH,i.Remarque 4.2. Dans le as de la méthode dé�nie par Reitzinger et Shöberl [5℄, les sous-graphes seréduisent à un sommet ou à une arête unique. La résolution des problèmes de �ot donne alors l'uniquematrie β véri�ant (4.3) mais il n'y a auun degré de liberté pour la minimisation.4.1.2 A propos de la résolution du système linéaire (4.10)Comme les matries Ae sont symétriques dé�nies positives, la matrie BtDB est aussi symétriquedé�nie positive et on peut utiliser le gradient onjugué pour résoudre le système (4.10). La méthode nedemande pas de onstruire expliitement la matrie du système ar elle e�etue uniquement des produitsmatrie-veteur.La matrie B alulée à partir des solutions des problèmes de �ot est reuse et ne ontient que des 1 etdes −1. Seuls ses éléments non nuls néessitent d'être stokés. L'algorithme 4.1 dérit le produit BtDBxen trois étapes.
y ← Bx ;Pour e de 1 à EH faire

ze = AexeFin Pour
x← Btz ; Algorithme 4.1: Multipliation matrie-veteur BtDBx.L'avantage notable par rapport à la résolution ave des multipliateurs est qu'il n'est pas néessairede fatoriser les matries Ae d'où un gain en temps et en espae de stokage.Remarque 4.3. On peut envisager de aluler la matrie BtDB dans le as où les matries Ae sontextraites d'une matrie globale A. En e�et, on véri�e que l'élément d'indie ((i, k), (j, l)) de la matrie

BtDB s'érit :
(β̄i,k)tDβ̄j,l = pikjlAij . (4.11)où Aij est le oe�ient d'indie (i, j) de la matrie globale.



4.2. Résultats numériques pour des problèmes 2D 47Le oe�ient pikjl est égal à :
∑

e∈Ĩi∩Ĩj

or(e, Ci,k)or(e, Cj,l).La notation Ci,k désigne le yle de numéro k dans le sous-graphe grossier SH,i. Le terme or(e, Ci,k)vaut 0 si l'arête grossière e n'appartient pas au yle et 1 ou −1 si son orientation oïnide ou non avel'orientation du yle.4.1.3 Avantages par rapport à la méthode ave les multipliateursDe nombreux avantages apparaissent ave ette approhe :� le alul des problèmes de �ot (4.4) ave les arbres ouvrants est simple et peu oûteux tant que lenombre de noeuds dans les sous-graphes reste faible.� on maîtrise diretement la préision sur la solution du problème de minimisation alors que dans leas préédent on ajuste la préision sur les multipliateurs ;� après haque pas du gradient onjugué, l'itéré dé�nit une matrie de prolongement qui véri�e laondition de ompatibilité (4.3) ;� Si la dimension du système linéaire (4.10) est jugée trop importante, on peut volontairement ne pasonsidérer ertains degrés de liberté pour la minimisation, tout en onservant la véri�ation de laondition de ompatibilité (4.3) ;� Dans tous les essais numériques réalisés, le produit par BtDB est nettement moins oûteux que eluipar T tD−1T , en partiulier à ause de la di�érene importante de oût entre la multipliation par
D et elle par D−1. Il n'y a pas de fatorisation des matries Ae et pas de résolution des systèmesloaux.4.2 Résultats numériques pour des problèmes 2D4.2.1 Analyse du onditionnement de la matrie BtDBLa onvergene de la méthode du gradient onjugué pour résoudre le système (4.10) peut s'évaluerà partir de son nombre de onditionnement ; voir le rappel en Sous-setion 2.1.2 du Chapitre 2. Unemajoration grossière est donnée par l'inégalité suivante :

cond(BtDB) ≤ cond(BtB) cond(D). (4.12)Pour onstruire les veteurs β̄i,k à partir des matries βi,k, on peut regrouper les éléments non nuls dehaque ligne plut�t que de haque olonne omme il a été fait dans le paragraphe préédent. La matrie
B est alors diagonale par blos de blos diagonaux (BH,i)tBH,i où, pour i dans ˜̃F , les olonnes de BH,isont les veteurs (βi,k)′′1≤k≤ki

obtenus à partir des yles indépendants du sous-graphe SH,i. La matrie
BtB est alors diagonale par blos et son spetre véri�e :

Sp(BtB) =
⋃

i∈ ˜̃
F

Sp((BH,i)tBH,i). (4.13)On obtient l'égalité :
cond(BtB) =

λmax(B
tB)

λmin(BtB)
=

max
i∈ ˜̃

F
λmax((B

H,i)tBH,i)

min
i∈ ˜̃

F
λmin((BH,i)tBH,i)

. (4.14)Le nombre de noeuds et d'arêtes dans haun des sous-graphes est a priori indépendant de la dimensionglobale du problème et don on peut onjeturer que le onditionnement de BtB l'est aussi. On le véri�ed'ailleurs numériquement dans les tableaux 4.2 et 4.8.En outre, omme la matrie D est blo-diagonale ave les matries de blos diagonaux (Ae)e=1,...,EH
,on a aussi :

Sp(D) =

EH

⋃

e=1

Sp(Ae). (4.15)



48 4. Base d'approximation grossière et résolution de problèmes de flot loauxPar onséquent, son nombre de onditionnement véri�e l'égalité :
cond(D) =

maxe∈{1,...,EH} λmax(Ae)

mine∈{1,...,EH} λmin(Ae)
(4.16)Le onditionnement de la matrie D peut être fortement dépendant de la dimension globale lorsqueles matries Ae qui dé�nissent le ritère d'énergie sont des sous-matries du problème à résoudre. Pourillustrer e point, on peut faire l'analyse simpli�ée suivante. Pour un maillage de paramètre H sur undomaine Ωe, la matrie de disrétisation sur le problème (1.33) pour les as où ν et γ sont stritementpositifs obtenue ave les éléments d'arête s'érit en omettant les termes de bord :

AH
e = SH

ν +MH
γ . (4.17)On déforme par une homothétie de rapport h/H le domaine Ωe et son maillage. La matrie de disréti-sation sur e nouveau domaine est de même dimension que AH

e . Elle s'érit aussi :
Ah

e = Sh
ν +Mh

γ .Pour des problèmes 2D, on véri�e la relation :
Ah

e =

(
H

h

)2

SH
ν +MH

γ ,et pour des problèmes 3D la relation :
Ah

e =

(
H

h

)

SH
ν +

(
h

H

)

MH
γ ,d'où on tire :

cond(Ah
e ) ≈

(
H

h

)2

cond(AH
e ).Ainsi si l'on onsidère une matrie D ave des problèmes loaux diretement issus de la forme bilinéairedu problème, on peut s'attendre à obtenir un nombre de onditionnement évoluant en 1/h2 quand lediamètre maximal des éléments du maillage h diminue, e qui nuit à la vitesse de onvergene de laméthode du gradient onjugué.Pour onserver un onditionnement stable de la matrie D, on peut envisager de prendre une matrieloale du type :

Ae = Sν + υmax(diag(Sν)) Id,où υ est un petit paramètre (0.01 par exemple). Pour que la matrie Ae soit symétrique dé�nie positive,il faut que e paramètre soit stritement positif. En pratique on améliore aussi la onvergene du gradientonjugué, par rapport au hoix de matries Ae de la forme (4.17) ave ν stritement positif, en prenant
υ égale à 0. Utiliser des problèmes loaux de e type permet en outre de mettre en oeuvre la méthodede minimisation lorsque la forme bilinéaire assoiée au problème à résoudre ne dé�nit pas un produitsalaire (dès que ν n'est pas stritement positif par exemple).4.2.2 Présentation des problèmes testsOn rappelle la forme du système linéaire que l'on souhaite résoudre par les méthodes multiniveau :

Au = b, ave : A = Sν +Mγ +Mδ,ΓI
. (4.18)La matrie Sν orrespond à la disrétisation de l'opérateur rot ν rot, la matrie Mγ est la matrie demasse et Mδ,ΓI

est la ontribution des onditions aux limites absorbantes.Les problèmes tests ont pour but de valider les méthodes multiniveau algébriques que l'on propose etde omparer leurs performanes à d'autres méthodes.



4.2. Résultats numériques pour des problèmes 2D 49Premier problème test : Géométrie régulière et oe�ients onstantsLe premier problème test a été utilisé par Bek dans la note [50℄. Le domaine onsidéré est le arréunité Ω =]0; 1[2. Sur la portion latérale gauhe de la frontière du domaine, .-à-d. elle joignant le pointde oordonnées (0, 0) au point de oordonnées (0, 1), on impose la omposante tangentielle du hampéletrique E : Ey = sin(πy). Sur la partie restante on laisse des onditions aux limites naturelles, à savoir
ν rotE× n = 0.Le oe�ient ν est pris onstant égal à 1 sur le domaine Ω. Le oe�ient γ sera aussi onstant sur ledomaine et onsidéré pour trois valeurs di�érentes :� égal à 1 pour onsidérer un système simple où le aratère dé�ni positif de la matrie du systèmeà résoudre est assuré.� égal à −ω2, où ω prend suessivement les valeurs 1.5π et 3π. Cei revient à onsidérer un problèmeen régime harmonique. Dans e as, on perd le aratère dé�ni positif.Les solutions obtenues ave es di�érentes valeurs de γ sont reproduites à la �gure 4.3.
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(b) γ ave ω = 1.5π.
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() γ ave ω = 3π.Fig. 4.3 � Solutions obtenues pour le premier as test ave les di�érentes valeurs de γ.Seond problème test : Géométrie non régulière et oe�ient ν non onstantCe seond problème a aussi été utilisé par Bek dans la note [50℄ : on a déformé le arré unité del'exemple préédent pour réer des singularités géométriques. On distingue deux régions dans le domainede alul ; dans l'une de es régions ν = 1 et dans l'autre ν = 10−4. Si l'on pense à un alul enhamp életrique ou en potentiel veteur magnétique, ela peut orrespondre au passage de l'air, où laperméabilité relative µr vaut 1, à un matériau ferromagnétique, où µr serait égale à 104. Le oe�ient γest onstant sur le domaine et égal à −ω2 ave une valeur de ω �xée à 0.05π. Les onditions aux limites



50 4. Base d'approximation grossière et résolution de problèmes de flot loauxsont identiques au premier problème : la omposante tangentielle du hamp est imposée sur la portionlatérale gauhe de la frontière et des onditions aux limites naturelles sont utilisées sur le reste de lafrontière. Une représentation du domaine ainsi que de la solution obtenue est donnée à la �gure 4.4.
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(a) Géométrie et aratéristique + maillage stru-turé. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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(b) Représentation de la solution.Fig. 4.4 � Géométrie et solution obtenue pour le seond problème test.4.2.3 Simulations numériques sur le premier problème testOn part d'un maillage simple et struturé sur le arré unité, voir �gure 4.5(a), que l'on le ra�neensuite de manière régulière, voir �gure 4.5(b) pour le premier ra�nement. Ces maillages sont notés τh
ioù l'indie i désigne le nombre de ra�nements suessifs depuis le maillage initial τh
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(a) Maillage le plus grossier τh
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(b) Premier ra�nement τh
1 .Fig. 4.5 � Maillage initial (gauhe) et premier ra�nement (droite).L'intérêt du maillage struturé est de permettre la omparaison des résultats de la méthode algé-brique ave les résultats d'une méthode multigrille géométrique standard [22℄. Cependant, les méthodesmultiniveau algébriques mises en oeuvre dans les simulations qui suivent, ignorent le aratère struturédu maillage.La matrie annexe nodale utilisée pour la dé�nition du graphe grossier est une matrie proposée parReitzinger et Kaltenbaher [51℄. Elle s'érit B = Id +B̃ où B̃ est obtenue par assemblage de matrieélémentaire sur le maillage �n. Pour un élément t de sommets (xj)j=1,...,Nt

et de oe�ient loal νt, les



4.2. Résultats numériques pour des problèmes 2D 51éléments extra-diagonaux de la matrie élémentaire B̃t sont donnés par :
(B̃t)ij =

−νt

‖xj − xi‖2
si i 6= j, et (B̃t)ii = −

∑

j 6=i

(B̃t)ij . (4.19)Le graphe déterminé à partir des éléments non nuls de la matrie B oïnide exatement ave le graphedé�ni par le maillage dans le as d'un maillage par triangles ou par tétraèdres. Cette matrie permetd'avoir une représentation des variations du oe�ient ν et des distortions du maillage. Reitzinger etKaltenbaher proposent es oe�ients pour obtenir une M-matrie, au sens où elle véri�e les propriétéssuivantes :
Bii > 0 ∀i, Bij ≤ 0 ∀i 6= j, les entrées de B−1 sont positives ou nulles. (4.20)Cette propriété est souvent requise dans les méthodes multiniveau algébriques [38, 66℄ pour les heuristiquesde hoix des noeuds dé�nissant les variables grossières.L'algorithme que nous avons hoisi dans nos tests pour réaliser la partition des noeuds est l'algorithmed'aggrégation présenté dans [39, 38, page 63℄. Il fait intervenir un paramètre θ permettant de savoirsi deux noeuds sont fortement onnetés, les auteurs de [39℄ suggèrent de hoisir e paramètre égal à

0.08 × (1/2)(numéro niveau−1) où le niveau le plus �n est numéroté 1. Cette valeur est utilisée dans lesexpérienes numériques sauf préision ontraire.Résolution du problème de minimisationLa tableau 4.1 ompare le nombre d'inonnues (M − M̃) pour le problème de minimisation au niveaule plus �n à la taille du système linéaire à résoudre (Eh, approximativement le nombre d'arêtes sur lemaillage �n). Le nombre d'inonnues pour la minimisation représentent approximativement les 2/3 du
τh
2 τh

3 τh
4 τh

5 τh
6 τh

7

M − M̃ 62 253 1016 4081 16355 65479
Eh 100 392 1552 6176 24640 98432Tab. 4.1 � Nombre d'inonnues pour les problèmes de minimisation et le système à résoudre � 2D,maillages struturés.nombre d'inonnues du problème.Pour poser le problème de minimisation, di�érents hoix de matries Ae ont été testés :� des matries extraites de la matrie A qui disrétise l'opérateur du problème sur le maillage �n ; ehoix sera noté A dans les tableaux de résultats,� des matries extraites de Sν , la partie provenant de la disrétisation de l'opérateur rot ν rot ; ehoix sera noté Sν dans les tableaux de résultats. Cei dé�nit uniquement des matries semi-dé�niespositives, mais on verra que ela ne nuit pas aux résultats en pratique.� des matries extraites de la matrie A+GM−1

φ Gt oùMφ désigne une matrie de masse en élémentsnodaux ave ondensation de masse et G la matrie d'inidene arête-noeud ; e hoix sera noté
A+GM−1

φ Gt dans les tableaux de résultats.� les matries sont toutes égales à l'identité ; e hoix sera noté Id.La solution du problème de minimisation est alulée par une méthode de gradient onjugué non préon-ditionnée. L'algorithme s'arrête quand la norme du résidu a été divisée par 103. Dans le tableau 4.2 estreporté le nombre d'itérations requis pour atteindre le ritère d'arrêt lors de la résolution du problèmede minimisation au niveau le plus �n (système linéaire (4.10)).Pour les quatre hoix des matries Ae, le nombre d'itérations est indépendant de la dimension globaledu système.Résolution du système linéaire (4.18)Le système linéaire est résolu par l'algorithme du gradient onjugué préonditionné dans le as où
A est symétrique dé�nie positive. On utilise l'algorithme COCG [29℄ préonditionné dans le as où A
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τh
2 τh

3 τh
4 τh

5 τh
6 τh

7

A 24 19 12 12 12 12
A+GhM−1

φ (Gh)t 9 8 8 8 8 8
Sν 14 12 12 12 12 12
Id 3 1 1 1 1 1Tab. 4.2 � Nombre d'itérations pour le problème de minimisation (division du résidu par 103) � 2D,maillages struturés.n'est pas dé�nie positive. L'algorithme s'arrête lorsque la norme du résidu a été divisée par 1010. Lesomportements de di�érents préonditionnements multiniveau vont être omparés à deux méthodes à unniveau inspirées respetivement des lisseurs de Arnold, Falk et Winther et de Hiptmair (voir Chapitre 2et Annexe B Sous-setion B.2.2).Les algorithmes de préonditionnement multiniveau testés sont de deux types :� une itération d'un V-yle ave une étape de prélissage et une étape de postlissage assurées par lelisseur de Arnold, Falk et Winther,� un algorithme issu des travaux de Hiptmair mais ave un agenement des orretions sur les sous-espaes proposé par Bek pour lequel on donne quelques détails à la suite.Cet algorithme proposé par Bek est onstitué d'une suite de 3 V-yles. Deux V-yles sont réalisés surle problème en potentiel salaire de matrie Aφ = GtAG qui enadre un V-yle sur le problème initialde matrie A. Un pas du préonditionneur orrespond à l'algorithme 4.2.Proédure preond( x : veteur, r : veteur)[x : résidu préonditionné.℄[r : résidu non préonditionné.℄

xφ ← 0, x← 0 ;V-yle sur le sytème Aφxφ = Gtr ;
x← x+Gxφ ;V-yle sur le sytème Ax = r ;
xφ ← 0 ;V-yle sur le sytème Aφxφ = Gt(r −Ax) ;
x← x+Gxφ ;Fin Algorithme 4.2: Algorithme de préonditionnement utilisé pour les simulations.Pour les 3 V-yles de l'algorithme, on utilise :� pour le prélissage, un pas de l'algorithme de Gauss-Seidel par points en desente ;� pour le postlissage, un pas de l'algorithme de Gauss-Seidel par points en remontée.Pour les V-yles en potentiel salaire, la résolution sur la grille grossière est remplaée par un pas deGauss-Seidel symétrique, la matrie grossière obtenue n'étant généralement pas inversible.Dans les tableaux qui vont suivre :� la mention 1 niveau Arnold ou Hiptmair réfère aux algorithmes à un niveau.� la mention géométrique indique l'utilisation d'une méthode multigrille lassique, où les opérateursde prolongement sont les opérateurs de transfert anoniques [37, Chapter 6℄,� les mentions A, A+GhM−1

φ (Gh)t, Sν et Id réfèrent à l'utilisation de méthode multiniveau ave lesmatries de prolongement obtenues par minimisation d'énergie.� la mention méthode RS réfère à la méthode proposée par Reitzinger et Shöberl [5℄,� la mention sans minimisation réfère à l'utilisation d'une matrie de prolongement en arête ompa-tible issue de la résolution des problèmes de �ot mais non soumis au proessus de minimisation.



4.2. Résultats numériques pour des problèmes 2D 53Cas où γ = 1 Le tableau 4.3 ompare le nombre d'itérations sur di�érents maillages �ns dé�nis par
τh
i . L'algorithme utilisé pour la méthode multiniveau algébrique est le V-yle ave le lisseur de Arnold.Les résultats ave l'algorithme de préonditionnement 4.2 sont reportés dans le tableau 4.4.

τh
2 τh

3 τh
4 τh

5

A 11 14 17 20
A+GhM−1

φ (Gh)t 11 15 20 25
Sν 11 14 17 20
Id 11 15 20 25sans minimisation 11 16 22 31méthode RS 11 18 28 44géométrique 7 7 8 81 niveau Arnold 17 31 59 116Tab. 4.3 � Nombre d'itérations du gradient onjugué préonditionné (division du résidu par 1010) � 2D,maillages struturés.

τh
2 τh

3 τh
4 τh

5 τh
6 τh

7

A 15 20 22 24 27 30
A+GhM−1

φ (Gh)t 17 22 32 44 67 96
Sν 15 20 22 24 27 30
Id 17 22 32 40 57 72sans minimisation 18 28 45 66 105 163méthode RS 18 29 50 83 146 260géométrique 9 9 9 9 9 91 niveau Hiptmair 22 42 83 157 298 488Tab. 4.4 � Nombre d'itérations du gradient onjugué préonditionné (division du résidu par 1010) � 2D,maillages struturés.Les algorithmes multiniveau algébriques orrespondant aux hoix A et Sν donnent des résultats quasi-optimaux au sens où le nombre d'itérations dépend faiblement de la taille du système à résoudre. Ce-pendant la méthode multigrille géométrique, qui à la di�érene de nos méthodes algébriques béné�ientpleinement de l'aspet struturé du maillage, fournit le meilleur préonditionnement. Le hoix orrespon-dant à Id donne de moins bons résultats mais a néanmoins un meilleur omportement que la méthodeproposée par Reitzinger et Shöberl et que la méthode à un niveau. La méthode qui alule une matriede prolongement par résolution des problèmes de �ot sans minimisation, et don à faible oût, donne desrésultats intéressants.Dans la suite, pour les préonditionneurs multiniveau géométrique et algébriques on utilisera l'algo-rithme 4.2.Cas du régime harmonique : γ = −ω2. Pour les valeurs de γ négatives, orrespondant à un alulen régime harmonique, on se limite à tester deux méthodes multiniveau algébriques à savoir elles quiorrespondent aux hoix Sν et Id. Les matries de prolongement issues des méthodes de minimisationvont alors être identiques au as préédent où γ = 1 ar la valeur de γ n'intervient ni dans le hoix desnoeuds, ni dans le proessus de minimisation.Le tableau 4.5 ompare le nombre d'itérations entre les di�érents préonditionneurs pour le as ω =

1.5π. Le nombre d'inonnues sur la grille la plus grossière est donné entre parenthèses.Les performanes des deux méthodes multiniveau algébriques ave minimisation d'énergie orrespon-dant à Sν et Id se rapprohent de elles de la méthode multiniveau géométrique. Ces performanes sontpeu a�etées par le nombre d'inonnues sur la grille grossière, qui est parfois petit ompte-tenu de la



54 4. Base d'approximation grossière et résolution de problèmes de flot loauxfréquene angulaire ω. Pour la méthode multigrille géométrique, la grille la plus grossière est donnée par
τh
1 .

τh
2 τh

3 τh
4 τh

5 τh
6 τh

7

Sν 44 (8) 42 (28) 47 (8) 63 (30) 85 (8) 97 (30)
Id 36 (8) 32 (28) 46 (8) 55 (30) 82 (8) 98 (30)sans minimisation 37 (7) 39 (26) 59 (7) 80 (29) 151 (7) 220 (28)méthode RS 27 (8) 47 (28) 72 (8) 107 (30) 191 (10) 339 (30)géométrique 24 21 25 26 41 831 niveau 35 58 111 226 394 XTab. 4.5 � Nombre d'itérations de COCG préonditionné (division du résidu par 1010) � 2D, maillagesstruturés. La notation X signi�e que le ritère d'arrêt n'est pas satisfait après 500 itérations.Le tableau 4.6 regroupe les résultats pour le as ω = 3π. Dans les méthodes multiniveau algébriquesseul le niveau le plus grossier est autorisé à avoir moins de 150 inonnues arête. Entre parenthèses estdonné le nombre d'inonnues sur la grille la plus grossière.

τh
3 τh

4 τh
5 τh

6 τh
7

Sν 170 (28) 124 (104) 133 (30) 283 (106) 287 (30)
Id 96 (28) 59 (104) 104 (30) 104 (106) 185 (30)sans minimisation 110 (26) 84 (100) 153 (29) 213 (103) 354 (29)méthode RS 73 (28) 103 (104) 192 (30) 268 (106) X (30)géométrique 41 43 44 58 �1 niveau 96 184 347 738 1436Tab. 4.6 � Nombre d'itérations de COCG préonditionné (division du résidu par 1010) � 2D, maillagesstruturés.On onstate que le omportement de toutes les méthodes testées se détériore légèrement mais que lahiérarhie des méthodes est onservée.4.2.4 Résultats pour le seond problème test.Résolution du problème de minimisationLa tableau 4.7 ompare le nombre d'inonnues pour les problèmes de minimisation aux di�érentsniveaux à la taille du système linéaire à résoudre au niveau le plus �n. Le rapport des deux nombresd'inonnues est là aussi prohe de 2/3.

τh
2 τh

3 τh
4 τh

5 τh
6

M − M̃ 111 445 1784 7153 28643
Eh 181 699 2743 10863 43231Tab. 4.7 � Nombre d'inonnues pour les problèmes de minimisation et le système à résoudre � 2D,maillages struturés.La méthode et le ritère d'arrêt pour la résolution du problème de minimisation sont identiques àeux proposés pour le premier problème. Considérant un as harmonique, on travaille aussi uniquementave les hoix Id et Sν . Dans le tableau 4.8 est reporté le nombre d'itérations requis pour atteindre leritère d'arrêt.
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τh
2 τh

3 τh
4 τh

5 τh
6

Sν 19 23 22 22 21
Id 2 3 1 1 1Tab. 4.8 � Nombre d'itérations pour le problème de minimisation (division du résidu par 103) � 2D,maillages struturés.Résolution du système (4.18)La méthode et le ritère d'arrêt pour la résolution du système linéaire (4.18) sont identiques à euxutilisés pour le as harmonique du premier problème test.Le tableau 4.9 donne l'évolution du nombre d'itérations de la méthode COCG préonditionné par lesdi�érentes méthodes en fontion du maillage le plus �n.On onstate que le nombre d'itérations évolue peu dans le as des méthodes ave minimisation d'éner-gie. En outre, la tendane globale pour les méthodes ave minimisation, lorsque le nombre d'inonnuesaugmente, est meilleure que pour les méthodes sans minimisation d'énergie. L'intérêt des méthodes mul-tiniveau algébrique par rapport à une méthode à un niveau apparaît plus nettement sur et exemple.Pour les méthodes multiniveau, on voit aussi ii apparaître une dépendane vis-à-vis de la taille duniveau le plus grossier indiquée entre parenthèses ; la résolution rélame un nombre aru d'itérationslorsque la grille au niveau le plus bas est trop grossière.
τh
2 τh

3 τh
4 τh

5 τh
6

Sν 65 (15) 53 (6) 45 (15) 62 (6) 75 (15)
Id 71 (15) 74 (6) 52 (15) 82 (6) 66 (15)sans minimisation 67 (14) 38 (49) 54 (14) 78 (49) 132 (15)méthode RS 66 (15) 84 (6) 73 (15) 118 (6) 186 (15)géométrique � 21 25 33 491 niveau 101 100 229 397 754Tab. 4.9 � Nombre d'itérations de COCG préonditionné (division du résidu par 1010) � 2D, maillagesstruturés.
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Chapitre 5Conlusion et perspetivesBilanTout d'abord, nous avons présenté des prinipes de modélisation mathématique et de disrétisationdes problèmes de issus l'életromagnétisme, ainsi que des méthodes itératives de résolution de systèmeslinéaires, en insistant partiulièrement sur les algorithmes multiniveau.Ensuite, partant de es fondements, nous avons étudié les algorithmes multiniveau utilisés pour larésolution de systèmes linéaires issus de la méthode des éléments �nis d'arête. Nous avons alors introduitune méthode de onstrution d'opérateurs de prolongement pour es algorithmes multiniveau. Cette teh-nique de onstrution d'opérateurs de prolongement s'appuie sur un problème de minimisation d'énergieave la ontrainte de véri�er une ondition de ompatibilité entre les fontions d'arête et les fontionsnodales. Pour résoudre e problème d'optimisation, deux approhes sont dérites : l'une utilise les mul-tipliateurs de Lagrange et l'autre s'appuie sur la résolution d'une suite de problèmes de �ot sur desgraphes.Les méthodes multiniveau utilisant les opérateurs de prolongement onstruits ave es tehniquesprésentent un omportement quasi-optimal pour le nombre d'itérations dans les as les plus simples.PerspetivesLa première étape onsiste à implémenter les algorithmes proposés dans e manusrit dans un odede alul a�n de tester de manière extensive leurs propriétés sur des appliations réalistes 3D.On peut aussi envisager pour la poursuite direte des travaux de e manusrit au moins deux voies :� l'introdution d'autres tehniques de onstrution du graphe grossier. Je pense ii notamment à destehniques proposant l'agglomération d'éléments pour dé�nir une topologie grossière [67℄.� dans les as de problèmes di�iles, on peut aussi envisager d'optimiser des matries de prolongementdéjà onstruites et véri�ant la ondition de ompatibilité. En partiulier, on peut penser aux basesprovenant des méthodes multigrille géométriques qui ne sont pas néessairement robustes vis-à-visde variations importantes des paramètres du problème.Un autre aspet de la poursuite de es travaux onerne la prise en ompte des spéi�ités de l'équationdes ondes. Pour ela, on peut envisager :� d'utiliser des lisseurs spéi�ques pour l'équation des ondes. On pourra se servir notamment ommepoint de départ d'algorithme utilisant la méthode GMRES1 omme lisseur pour l'équation de Helm-holtz [68℄.� de oupler la méthode multiniveau ave des méthodes de déomposition de domaines. On pourrase servir notamment des méthodes de Shwarz sans reouvrement ave onditions de transmissionoptimisées pour l'équation des ondes [69℄.� d'inorporer la prise en ompte des milieux ouverts ave des méthodes telles que les ouhes par-faitement absorbantes [70℄ ou des formulations intégrales.1Méthode par sous-espaes de Krylov évoquée à la Sous-setion 2.1.1.
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Annexe AComplément sur les espaesfontionnelsL'étude mathématique des équations de Maxwell néessite l'introdution d'espaes de Sobolev1. Soit
Ω un domaine su�samment régulier de R3 de frontière Γ. Le veteur normal unitaire sortant du domainesera notée n.
L2(Ω) et H1(Ω)L'espae L2(Ω) est l'espae des fontions de Ω à valeurs dans C et de arré intégrable. C'est un espaede Hilbert muni du produit salaire : (f, g) 7→

∫

Ω
fg.L'espae H1(Ω) est un sous-espae de L2(Ω). Le gradient des fontions de et espae est lui aussi dearré intégrable. C'est un espae de Hilbert muni du produit salaire :

(u, v)H1(Ω) =

∫

Ω

uv +

∫

Ω

gradu · gradv. (A.1)
L2(Ω), H(rot,Ω) et H(div,Ω)Pour nos problèmes, il est aussi néessaire d'introduire des espaes fontionnels qui onernent pluspartiulièrement les hamps de veteurs. L'espae L2(Ω) est l'analogue de L2(Ω) pour les hamps deveteurs :

L2(Ω) = {V : Ω→ C3/

∫

Ω

‖V‖2 < +∞}. (A.2)Le symbole (., .) s'il n'y a pas plus de préisions désigne le produit salaire sur L2(Ω) dé�ni par : (f, g) =
∫

Ω

∑3
i=1 figi et qui donne à L2(Ω) une struture d'espae de Hilbert. Sa norme est notée : ‖.‖L2(Ω).Si l'on onsidère un système ave une énergie életromagnétique �nie, on herhera les solutionsadmissibles pour les hamps E et H dans l'espae H(rot,Ω). Cet espae apparaît de façon naturelle lorsde la formulation faible du problème. Il est dé�ni de la manière suivante :

H(rot,Ω) = {E ∈ L2(Ω) / rotE ∈ L2(Ω)} (A.3)Cet espae de Hilbert est muni du produit salaire :
(E,E′)H(rot,Ω) = (E,E′) + (rotE, rotE′) (A.4)dont la norme induite est :
‖E‖H(rot,Ω) = (‖E‖2

L2(Ω) + ‖ rotE‖2
L2(Ω))

1

2 (A.5)D'autre part, nous nous intéressons ii à des problèmes ave onditions aux limites et il est donnéessaire de savoir quel type de onditions a un sens mathématique dans H(rot,Ω). Pour ela nousdisposons du théorème de trae suivant :1Espaes de Sobolev : Espaes idéaux pour la formulation faible des problèmes issus d'équations aux dérivées partielles.



60 A. Complément sur les espaes fontionnelsThéorème 1.1. L'appliation γt : E 7→ E × n dé�nie sur D(Ω)3 2 peut être prolongée par ontinuitéen une appliation linéaire et ontinue de H(rot,Ω) dans H− 1

2 (Γ) (voir [71℄ pour des préisions sur etespae) de norme 1.Autre point important pour les formulations variationnelles, on peut dé�nir l'analogue de la formulede Green sur l'espae H(rot,Ω) :
∀E ∈ H(rot,Ω), ∀η ∈ H1(Ω) =

{

η ∈ L2(Ω) /
∂ηi

∂xj

∈ L2(Ω) ∀i, j ∈ {1, . . .3}
}

,

(rotE,η)− (E, rotη) = (E× n,η)L2(Γ)

(A.6)Ces résultats sont ohérents ave les onditions aux limites et d'interfae que nous avons identi�éesSous-setion 1.1.3.Nous pourrions dé�nir de la même manière les propriétés de l'espae H(div,Ω) :
H(div,Ω) = {η ∈ L2(Ω) / div η ∈ L2(Ω)} (A.7)C'est un espae naturel pour dé�nir les hamps B et D.

2D(Ω)3 désigne l'ensemble des fontions de C∞(Ω)3 à support ompat.
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Annexe BPréonditionnement à un niveauB.1 Un préonditionneur e�ae pour les systèmes linéaires pro-venant de la méthode des éléments �nis pour des problèmesde di�rationAn e�ient preonditioner for linear systems issued from the Finite ElementMethod for sattering problems1Ronan Perrussel, Laurent Niolas, François MusyAbstrat. An e�ient preonditioner for systems issued from the �nite element disretization oftime harmoni Maxwell's equations with absorbing boundary onditions is presented. It is based on theHelmholtz deomposition of the eletromagneti �eld and its disrete ounterpart. It is ompared to alassial preonditioner on both simple and realisti problems. Its behaviour is also evaluated on meshesshowing di�erent harateristis.B.1.1 IntrodutionEletromagneti sattering problems are lassially modeled using time harmoni Maxwell's equationswith Silver-Müller onditions [72℄. The numerial solution of these equations leads to omplex andsymmetri matries. To solve these systems, Krylov subspae methods may be used: BiCGCR [73℄,symmetri QMR [74℄ or COCG [29℄. Classial preonditioning methods are implemented in order toaelerate the onvergene of these iterative algorithms: SSOR, inomplete Cholesky fatorization [32℄,...An e�ient preonditioner based on the Helmholtz deomposition was previously proposed for simpleeddy urrents problems [50℄. The aim of this paper is to test its e�ieny on realisti sattering problemsand its robustness on meshes with di�erent harateristis.The problem formulation is �rst given. The preonditioner based on the Helmholtz deomposition isthen desribed. Numerial results are �nally presented.B.1.2 Problem FormulationThis work deals with time harmoni Maxwell's equations and Silver-Müller onditions. The following�nite element formulation, with the inomplete �rst order edge elements [44℄ on the domain Ω (spae
Qh), an be written (for the eletri �eld E here):Find E in Qh,Γd

suh that:
a(E,E′) = F(E′) ∀E′ ∈ Qh,Γd

,with a(E,E′) =

∫

Ω

1

µ
rotE · rotE′ + i

∫

Γa

1

µ
‖k‖(E× n) · (E′ × n)− ω2

∫

Ω

ε̃E ·E′,

(B.1)1Artile publié dans IEEE Trans. on Mag., 40(2), 2004; voir [1℄.
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ω denotes the angular frequeny, k the wave vetor, n the boundary normal diretion, ε̃ the omplex-valued permittivity, µ the permeability, F(E′) the soure term (inident plane wave), Γa the absorbingboundary, Γd the perfet eletri ondutor boundary (E× n = 0 on Γd). The formulation spae of theproblem is de�ned as:

Qh,Γd
= {E′ ∈ Qh / E′ × n = 0 on Γd}.Essential harateristis of this formulation are:

• the kernel of the rot operator ({E, rot(E) = 0}) is of in�nite dimension,
• the sesquilinear form a is not hermitian,
• the operator's spetrum has eigenvalues with positive and negative real parts, the sesquilinear form
a is therefore inde�nite.The linear system Ax = b to be solved is omplex-valued, symmetri and inde�nite. These harater-istis are essential for the hoie of solving methods.B.1.3 An e�ient preonditionerClassial solving methods are adapted to the operator gradient and deal badly with the kernel of the rotoperator. Following the Helmholtz deomposition, the eletri �eld E or the magneti �eld H an bedeomposed into two omponents [44℄:

E = Es ⊕⊥ gradφ (B.2)where:
• ⊕⊥ means the orthogonal sum for the salar produt in the square-integrable funtions spae,
• grad φ is a stati omponent with φ a salar potential. It belongs to the kernel of the curl operator;it is the orthogonal projetion on the kernel,
• Es is a propagation omponent alled solenoidal omponent. It is divergene-free, beause thedeomposition is orthogonal.The rot operator has a dissymmetri behaviour on these omponents [44℄. The deomposition'sdisrete ounterpart in Qh is of pratial importane:

Eh = Es,h ⊕⊥ gradφh (B.3)where:
• Eh belongs to the �rst inomplete order edge element spae Qh,
• φh belongs to the �rst order nodal element spae Nh.Sine the equation B.1 with E = gradφh and E′ = gradφ′h gives:
a(gradφh, gradφ′h) = −ω2

∫

Ω

ε̃ gradφh · gradφ′h + i

∫

Γa

1

µ
‖k‖(gradφh × n) · (gradφ′h × n). (B.4)the existene of the salar potential φh enables to onsider an auxiliary problem. The SSOR preonditionerhas shown to be e�ient for this seondary problem (issued from the laplaian operator with spei�boundary onditions) [75℄.For the implementation, a pratial operator to transfer potential representation in the spae Nh tothe �eld spae Qh is required. Its onstrution uses the de�nition of the degrees of freedom (dof) whihare: ∫

e
gradφh · t on eah edge e of the mesh for the spae Qh, the values on eah vertex for the spae

Nh. The expression of this operator G for a mesh Th is then issued from the relation for a edge e:
∫

xfinal

xinit

gradφh · t
︸ ︷︷ ︸edge element dof = φh(xfinal)

︸ ︷︷ ︸nodal element dof− φh(xinit)
︸ ︷︷ ︸nodal element dof (B.5)



B.1. Un préonditionneur effiae pour des problèmes de diffration 63matrix A Aφ GNumber of non-zeros 96mn 13mn 12mnTable B.1: Number of non-zeros entries for eah matrix. mn nb of nodes.where xinit and xfinal are the extremities of the edge e and t the tangential vetor to e. The globalrelation {dof(gradφh)} = G{dof(φh)} de�nes the searhed operator G as a sparse matrix with exatly 2non-zero elements per line: 1 and −1 respetively for the last and �rst node of eah edge.With this operator, the matrix for the auxiliary problem an be assembled by a Galerkin produt:
AΦ = GTAG where A is the edge elements matrix. The numerial ost of this assembly is roughlyequivalent to 4 matrix/vetor produts with A. It an be negleted in omparison with the numerialsolving ost (Table B.1).One these elements de�ned, the algorithm of the preonditioning method an be written (Fig. B.1).Note that this method should be inorporated in an iterative solver (COCG, QMR, BiCGCR,. . .). Thepreonditioning operation simply onsists in transforming the residual r into a preonditioned one bysolving a linear system Mg = r of redued numerial osts (M is not neessarily assembled like here).The ost of one Gauss-Seidel iteration with a matrix is diretly linked to its number of non-zerosentries (nnz). The ost of our preonditioner is then a diret funtion of the nnz of the A, Aφ and Gmatries.The approximative nnz in eah matrix is given in Table B.1. It is evaluated with [76℄ and pratialestimations with the test problems:nnz(A) = me + 2 ∗ (3 ∗mf ) + 6 ∗mt, nnz(Aφ) = mn + 2 ∗me,nnz(G) = 2 ∗me, with me

mn

≈ 6,
mf

mn

≈ 10 and mt

mn

≈ 5.
(B.6)

mn, me, mf and mt are respetively the number of nodes, edges, faes and tetrahedral elements inthe mesh. It indiates the overost in terms of memory requirement and supplementary matrix/vetorproduts due to G and Aφ. Comparing to lassial SSOR, it roughly doubles the preonditioning time.Solve Mg = r, gΦ refers to the potential part of g.1. g ← 0, gφ ← 02. γ forward Gauss-Seidel on Aφgφ = GT r3. g ← g + Ggφ4. symmetri Gauss-Seidel on Ag = r5. gφ ← 06. γ bakward Gauss-Seidel on Aφgφ = GT (r − Ag)7. g ← g + GgφFigure B.1: One iteration of the preonditioning algorithm using the Helmholtz deomposition. Generally
γ = 1 or 2.B.1.4 Mesh qualityAn intrinsi mesh quality annot be de�ned, sine it depends on the physial problem being modeled[77℄. Di�erent riteria an be onsidered: good preision, well-onditioned problem...For the Poisson equation, it was previously shown that the onditioning number of the matrix islinked to the shape of eah element and the mesh uniformity [78℄. By extension, two parameters toqualify tetrahedron shape and mesh uniformity are used for this formulation:
• The ratio of insribed ρins over irumsribed ρir sphere radius with a normalizing fator is usedto evaluate tetrahedron shape:

ρ = 3
ρins
ρir . (B.7)
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Figure B.2: An inident plane wave on a 3D ylinder.This ratio equals 1 if the tetrahedron is regular and dereases to zero if the tetrahedron is fullydegenerated.
• The ratio between the largest and the smallest volume of tetrahedra is used to measure the unifor-mity.B.1.5 Numerial results: E�ieny and robustnessThree kinds of omparisons with lassial solvers are implemented to test the e�ieny of the Helmholtzdeomposition preonditioner:
• by inreasing the number of degrees of freedom of a given problem,
• by analysing the in�uene of the mesh quality,
• by omputing two realisti problems.Number of degrees of freedomA 1GHZ plane wave sattered by a 3D ylinder is studied (Fig. B.2). From Fig. B.3, it is shown howthe number of iterations evolves with the number of degrees of freedom (dof) for the four implementedsolving methods: 3 solvers (COCG, BiCGCR, QMR) with SSOR preonditioning, and a COCG solverwith the Helmholtz deomposition preonditioner. Table B.2 gives the orresponding CPU times. Here,COCG is the fastest lassial solver with SSOR preonditioning. Consequently in the following, only theresults with a COCG solver are analysed. The Helmholtz deomposition preonditioner needs roughlythree times fewer iterations and half the CPU time.Number of dofs 84 385 153 293 256 121 392 524QMR - SSOR 2 215 5 341 9 807 19 735COCG - SSOR 1 862 4 433 8 408 17 175BiCGCR - SSOR 2 395 5 214 10 364 22 264COCG - Helmholtzsolving 1 108 2 312 4 447 7 981assembling preonditioner 3 5 8 11Table B.2: Comparison of CPU time (s) for the 3D ylinder.
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Figure B.3: Number of iterations against the number of dof.Quality of the meshThe in�uene of the quality of the mesh is tested on the 3D ylinder problem. Mean shape ratio anduniformity of two di�erent meshes are evaluated on this problem (Table B.3). The ratio λ
hmax

is alsogiven, where λ is the wavelength and hmax the length of the longest edge in the mesh.Meshes ρmean volume ratio λ
hmaxmesh 1463 213 elem. 0.795 77.2 9.2mesh 263 565 elem. 0.784 8682 0.95Table B.3: Shape ratio and uniformity for two meshes.
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Figure B.4: Lak of uniformity for mesh 2.The mean shape ratio is equivalent for both meshes. The main di�erene is onerning uniformity:mesh 2 (Fig. B.4) is less uniform than mesh 1.In Table B.4, the in�uene of the quality of the mesh on the onvergene is illustrated. The on-vergene is greatly slowed for mesh 2. The e�et is signi�ant even with the Helmholtz deomposition



66 B. Préonditionnement à un niveaupreonditioner. However, it is largely more robust than the SSOR preonditioner, whih does not onvergeafter 8000 iterations. Meshes COCG-Helmholtz COCG-SSORmesh 1 iter. 590 1 582557539 dof CPU (s) 14 690 21 603mesh 2 iter. 1 400 > 8 00072 229 dof CPU (s) 4 935Table B.4: CPU time and iterations for two meshes.The ratio λ
hmax

is less than 1 in mesh 2. However a mean of 10 nodes per wavelength is neessary toorretly disretize the wave equation. Note that the physial validity of this disretization is doubtful.The in�uene of this ratio is tested on the mesh 2 by reduing the frequeny of the inident wave, whihleads to inrease the ratio λ
hmax

. Fig. B.5 shows the number of iterations as a funtion of the frequenyfor both solvers. Table B.5 presents orresponding CPU times. In the onsidered frequeny band, both
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Figure B.5: Number of iterations against the frequeny.solvers onverge. Obviously, the Helmholtz deomposition preonditioner performs better than the SSORpreonditioner and is less sensitive to the ratio λ
hmax

.Realisti problemsThe e�ieny of the Helmholtz deomposition preonditioner is observed on two realisti problems. Inthe �rst problem (Fig. B.6), the eletri �eld due to a RF soure is omputed inside a human bodyduring an hyperthermia treatment [79℄. The seond problem models (Fig. B.7) an airplane illuminatedby a plane wave [80℄. The Helmholtz deomposition preonditioner shows its e�ieny in both ases(Table B.1.5), more partiularly in the hyperthermia ase, for whih COCG-SSOR did not onverge after
8000 iterations. Frequenies (GHz) 0.5 0.7 0.9

λ
hmax

1.9 1.36 1.06COCG-SSOR 5 894 6 425 7 225COCG-Helm. 612 816 1 044Table B.5: CPU time (s) funtion of frequenies - mesh 2.
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Figure B.6: Hyperthermia RF (27MHz) for treating deep tumours - Magnitude of the eletri �eld.

Figure B.7: Illumination of a plane by a 100MHz plane wave - Magnitude of the urrent density.
Problems Hyperthermia PlaneNumber of dofs 202 701 574 151COCG - SSORNumber of iterations > 8000 2 890CPU time(s) 40 096COCG - HelmholtzNumber of iterations 474 1 210CPU time(s) 3 362 26 320Table B.6: CPU time and iterations for two realisti problems.



68 B. Préonditionnement à un niveauB.1.6 ConlusionA preonditioner based on the Helmholtz deomposition has been developed for sattering problems.This method is e�ient beause well adapted to the rot operator. The robustness has been tested on anon-uniform mesh. Its e�ieny has been evaluated on realisti problems. Furthermore it is simple toimplement and requires only a light overost.B.2 Préonditionneurs pour des problèmes de di�ration résoluspar la méthode des éléments �nisPreonditioners for �nite element method in sattering problems2.François Musy, Laurent Niolas, Ronan Perrussel and Mihelle ShatzmanAbstrat. A omparison of preonditioners for systems produed by the �nite element disretizationof time harmoni Maxwell's equations with absorbing boundary onditions is presented. This omparisonis based on the asymptoti behavior of the resolution of test problems; the geometry is �xed, but we hangeparameters, suh as the formulation or the harateristis of the medium. The methods under onsid-eration are a lassial SSOR and one-level multipliative Shwarz preonditioners drawn from previousworks by several authors on e�ient solvers for edge �nite element and Maxwell's equations.B.2.1 IntrodutionIn order to deal with eletromagneti sattering problems, we ompute eletri (E) or magneti (H) �eldusing time harmoni Maxwell's equations on a domain Ω. For instane, in the E-�eld formulation, itgives:
rot

1

µ
rotE− ω2εE + iωσE =< soure > on Ω. (B.8)where µ denotes the magneti permeability, ε the dieletri permittivity, σ the ondutivity and ω thepulsation. The soure term might be an inident plane wave, an antenna...Furthermore, eletromagneti waves are often onsidered in free spae.To represent the in�nite domain, we impose Silver-Müller onditions on the boundary, whih areabsorbing to the �rst order:

rotE× n = −iω
√
εµn× (E× n) on ∂Ω (n unit normal on ∂Ω). (B.9)Any �nite element disretization of the boundary value problem (B.8) + (B.9) leads to a system whosematrix is omplex-valued and symmetri. Here, we use Nédéle lowest order edge element [14℄.Edge elements have beome generally aepted for three-dimensional �eld formulation in eletromag-netism, beause of their quality and reliability. We hose the lowest degree elements for simpliity andease of programming. This hoie has a drawbak: we need at least 10 elements per wave-length, andmore if the wave number ω√εµ is high (see [81℄).In addition, sine the Silver-Müller ondition is absorbing only at lowest order, the boundary has tobe kept at su�iently large distanes from the "interesting" part of the domain of integration (see [82℄).Therefore, solving large sparse systems with roughly 105 unknowns is required. To overome thisdi�ulty, we use Krylov subspae methods with preonditioners: this ritial point is the purpose of thispaper.In a �rst part, we detail the one-level multipliative Shwarz preonditioners. Then, we study thenumerial behavior of geometrially idential test problems: a plane wave sattered by a ylinder; wevary the parameters: boundary onditions (E or H �eld), media harateristis...2Ate de la onférene ECCOMAS 2004; voir [3℄



B.2. Préonditionneurs pour des problèmes de diffration 69B.2.2 PreonditionersThe algorithms studied are one-level multipliative Shwarz preonditioners of two di�erent kinds. The�rst type is the SSOR smoother; the seond type is made out of smoothers from multigrid tehniques,and more preisely:
• the smoother of Arnold et al. [45℄,
• the smoother of Hiptmair [44℄.It must be observed that we do not use a multigrid algorithm, but only the smoother on the �nest grid,i.e. the available grid.Shwarz multipliative algorithmLet us reall the de�nition of a Shwarz multipliative algorithm. Q is the disretization spae hosen forthe formulation; its hoie leads to solve a system Ax = b. The deomposition of Q into a not neessarilydiret sum is onsidered:

Q =

m∑

i=1

Qi. (B.10)For eah Qi, a projetion Pi from Q to Qi and an operator Ai = PiAP
t
i are assoiated.Let r be the residual at a given stage of a Krylov subspae method. The non symmetrized preondi-tioning step, whih from r maps to g, is:

g ← 0for i = 1 : m
ei ← Pi(r −Ag)
yi ← A−1

i ei

g ← g + P t
i yiend.

M{A, (Pi)i∈I} denotes the operator whih from r maps to g. I is the ordered set {1, . . . ,m} and thenotation (Pi)i∈I represents an ordered sequene of projetions.The indies might as well have been sorted in the opposite order; the set of indies would be then
Ī = {m,m−1, . . . , 1} leading to an operatorM{A, (Pi)i∈Ī}.The symmetrized method orresponds to the hoie of index set:

Ĩ = {1, . . . ,m−1,m,m−1, . . . , 1} (B.11)and the operator of one iteration step isM{A, (Pi)i∈Ĩ}.These notations enable us to desribe the preonditioning methods. In what follows, we denotes theshape funtion of the edge element indexed by e and φv the shape funtion of the nodal element indexedby v. The whole set of edge indies in initial numbering is notied E and of nodal indies V . With thesenotations, Q = vect{we, e ∈ E}.Desription of preonditionersSSOR Qe is the one-dimensional spae spanned by the funtion we and in ase of a unit relaxationparameter, SSOR is an iterative method of operator M{A, (Qe)}e∈Ẽ . We have tried other relaxationparameters, whih do not give better results in term of omputation time.Arnold, Falk and Winther Qv = vect{we ∈ Q, vertex v is one extremity of e}. We apply a sym-metrized algorithm whose operator isM{A, (Qv)v∈Ṽ}.
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Figure B.8: An inident plane wave on a 3D PEC ylinder, H-formulation.Hiptmair In addition to Qe, we de�ne a subspae Nv whih is spanned by gradφv for v running overthe indies of nodal elements. G is the node-edge inidene matrix; G maps V to Q and its transposemaps Q to V . The matrix Aφ is GtAG.The algorithm of the smoother used as a preonditioner, whih from r maps to g, is the following:
g ← 0, gφ ← 0forward Gauss-Seidel on Aφgφ = Gtr
g ← g +Ggφsymmetri Gauss-Seidel on Ag = r
gφ ← 0bakward Gauss-Seidel on Aφgφ = Gt(r −Ag)
g ← g +GgφThe orresponding operator is (Id represents the identity operator):

N +GM{Aφ, (Nv)v∈V̄}Gt
(
Id−AN

) (B.12)with N =M{A, (Qe)e∈Ẽ}(Id−AGM{Aφ, (Nv)v∈V}Gt).B.2.3 Numerial behaviorSattering problemA 1GHZ plane wave sattered by a 3D ylinder is studied (Fig. B.8). The ylinder has a length of 300mmand a radius of 100mm. The distane between the bounding box and the ylinder is 300mm. As theylinder is surrounded by vauum, this represents a distane of λ (λ = 2π
ω
√

ε0µ0
is the wavelength) fromsatterer to absorbing boundary.We an take into aount the variation of di�erent parameters:

• formulation: eletri �eld E or magneti H (implies distint boundary onditions on perfet eletriondutor),
• type of material: perfet eletri ondutor, dieletri or onduting dieletri ylinder.SolversConjugate Orthogonal Conjugate Gradient [29℄ is used as a Krylov subspae method. This method (verysimilar to lassial Conjugate Gradient) is adapted to systems with symmetri omplex-valued matrix. Tosolve this type of matries, other Krylov subspae methods ould be used, but the really ritial questionhere is the hoie of preonditioner (for omparison between a few methods see [1℄).The stopping riterion for the iterative methods is ‖r‖2 ≤ 10−6 where r is the atual residual of theiterative method.



B.2. Préonditionneurs pour des problèmes de diffration 71Convergene resultsWe use unstrutured meshes with inreasing number of degrees of freedom (d.o.f.). First, the evolution ofthe number of iterations against the number of d.o.f. is given in the di�erent test ases. Then the resultsare gathered to estimate numerially asymptoti behaviors.PEC ylinderOn the PEC surfae, distint formulations orrespond to distint boundary onditions:
• for H, the boundary ondition is natural i.e. rotH× n = 0;
• for E, the boundary ondition is essential i.e. E× n = 0. Thus, we have slightly fewer unknowns.On the Fig. B.9 and B.10, the number of d.o.f. versus the number of iterations for both formulationsis shown. The evolutions seems quite similar.
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Figure B.9: H-formulation. 1 1.5 2 2.5
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Figure B.10: E-formulation.Dieletri ylinderWe onsider here two di�erent types of dieletri ylinders. One is insulating (alled also perfet diele-tri); the other is onduting.In the perfet dieletri, the interesting medium parameter is the permittivity. Here, the value 2ε0is used (ε0 orresponds to vauum value). The eletri phenomenon to take into aount (related to thepermittivity) is the displaement urrent.In the onduting dieletri, both displaement urrents and eddy urrents are existing. One mustpay attention to the skin depth (δ =
√

2
ωσµ

) whih is the distane from the material surfae where themajor part of the urrent density is onentrated. In this ase, the permittivity is equal to 2ε0 and theondutivity σ to 0.04S.m−1, leading to δ = 89.2mm; this skin depth is ompatible with the dimensionsof the ylinder.On the Fig. B.11 et B.12, the number of d.o.f. versus the number of iterations for both kinds ofdieletris is shown. Evolutions are also quite similar. Convergene is slightly faster in the ondutingase.Asymptoti behaviorsWe are looking for an asymptoti evolution linking the number of iterations required to solve the systemat a given preision and the number of d.o.f. in the problem. Previous results for the laplaian (see [75℄)
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Figure B.11: Perfet dieletri. 0.5 1 1.5 2 2.5
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Figure B.12: Conduting dieletri.leads us to onsider a relation of the form:number of iterations = C(number of d.o.f.)α. (B.13)The omputation results obtained previously are used. Least-squares method is applied to estimatenumerially C and α from a log− log representation.PEC / H PEC / E perfet dieletri ond. dieletri
α C α C α C α CCOCG - without pre. 0.6 4.9 0.58 7COCG - SSOR 0.34 18 0.36 14 0.37 16.5 0.42 8COCG - Arnold 0.17 32 0.28 8.5 0.26 9.3 0.28 6.5COCG - Hiptmair 0.3 11 0.31 11.5 0.32 6.9 0.32 6The oe�ient α is roughly divided by two between COCG without preonditioning and COCGpreonditioned by the methods of Arnold or Hiptmair. Di�erenes between behaviors of preonditionersare less visible but it an be observed that:

• for eah test ases, the preonditioner of Arnold has the best asymptoti behavior,
• the preonditioner of Hiptmair is also better than the lassial SSOR,
• C is generally higher for SSOR than for the other preonditioners.Although this is not a matter for onern here, let us put these results in perspetive with estimatesof the omputational time: the ost of one iteration is higher for non-lassial preonditioners but theredution in the number of iterations is su�iently important and therefore the total omputational ostis redued (see [1℄).B.2.4 ConlusionThe preonditioners of Arnold et al and Hiptmair entail better onvergene for the test ases than lassialSSOR. Moreover, as simple one-level preonditioners, they are relatively easy to implement, partiularlythe algorithm of Hiptmair. Of ourse, if it is possible to use a grid hierarhy to solve the problem, themultilevel version using these smoothers leads to optimal or quasi-optimal methods as is shown in [36℄.
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Appendix CConstrution de fontions nodalesgrossières par minimisation d'énergieEnergy-minimising onstrution of oarse nodal elements for multilevelmethods1Two-level algebrai methods are introdued for solving linear systems oming from a �nite element dis-retization.Two methods are onsidered: one takes into aount the boundary onditions, the other does not.Indeed, the hoie of the oarse level seems to be sensitive to the presene of Dirihlet boundary onditions.A simple problem is onsidered on an elementary geometry. The strong formulation of the test aseis:







−△u = f in Ω =]0; 1[×]0; 1[,

u = 0 on ∂Ω,

f = π2 sin(πx) sin(πy).

(C.1)The weak formulation is the following:






To �nd u ∈ H1
0(Ω) suh that:

∫

Ω

gradu · grad v =

∫

Ω

fv ∀v ∈ H1
0(Ω).

(C.2)C.1 Priniple of the methodAn unstrutured mesh is given on the domain Ω where a disretization by P1 �nite elements is used.In the two-level method proposed for solving the linear system, the main point is the onstrution ofthe oarse basis. This basis must satisfy the following onstraints:- the basis must span a subspae of the initial P1 �nite element spae;- the support of every oarse basis funtion is a subdomain Ωi of Ω. Ωi is de�ned so that the matrixat the oarse level has a very regular struture. This regular struture will be exhibited later;- Given the supports of these oarse funtions, an optimisation problem is solved to ompute them;it onsists in minimising the energy of the oarse basis under appropriate onstraints.1Extrait du rapport d'avanement de Septembre 2004; voir [65℄.



74 C. Constrution de fontions nodales grossières par minimisation d'énergieC.1.1 Formulation of the optimisation problemSuppose that Ω is deomposed into overlapping subdomains (Ωi)i=1,...,dH
and that eah subdomain isnot ompletely overlapped by its neighbours. (Ii)i=1,...,dH

denotes the set of nodes belonging to eahsubdomain Ωi.Let (Φi)i=1,...,dH
be the oarse basis funtions. This basis is the solution of the following problem:







To �nd (Φi)i=1,...,dH
minimising dH∑

i=1

a(Φi,Φi) under the onstraints:
dH∑

j=1

Φj(x) = 1, ∀x ∈ Ω and supp(Φi) ⊂ Ωi, ∀i ∈ {1, . . . , dH}.
(C.3)Observe that H1

0(Ω) is equipped with an energy norm by the bilinear form a(u, v) =
∫

Ω gradu ·grad v;it would be a semi-norm if Neumann onditions were assigned, and then we would work in H1(Ω), as isthe ase in [60℄.Let (φi)i=1..dh
be the �ne basis on the initial mesh. The oarse spae is inluded in the �ne one, andthus it is possible to write:

∀i ∈ {1, . . . , dH}, Φi =

dh∑

j=1

φjαjiwith αji = 0 if j /∈ Ii (support onstraints). (C.4)The prolongation operator for the two-level method is denoted by α, whih is a dh × dH matrix.In order to desribe the problem in an algebrai fashion, a matrix Pj is introdued, with j varyingfrom 1 to dH . Denoting by ei the i-th vetor of the anonial basis of Rdh , the rows of Pj are the vetor
et

i whose index i belongs to Ij . The dimension of Pj is nj × dh where nj is the number of nodes in Ij .Then, dH vetors (αi)i=1...dH
of respetive dimension ni an be de�ned so that: αi = Piα•i. Here andin what follows, α•i denotes the olumn vetor (αji)j . Let K be the matrix whose elements are a(φj , φi)and let Ki = PiKP

t
i ; its dimension is ni × ni.Then, the problem takes the matrix form:






To �nd (αi)i=1,...,dH
minimising dH∑

i=1

αt
iKiαi under the onstraints:

dH∑

i=1

P t
i αi = 1dh×1.

(C.5)The notation 1dh×1 denotes a olumn vetor with dh omponents equal to 1.C.1.2 Method of resolutionThis optimisation problem with onstraints is solved by introduing Lagrange multipliers.An iterative method is used to ompute the multiplier vetor. The priniple of the resolution isskethed.Let us de�ne:
α =






α1...
αdH




 , Q = diag(Ki, i = 1 . . . dH), B =






P1...
PdH




 , γ = 1dh×1. (C.6)The notation diag(Ai, i = 1 . . . n) refers to a blok-diagonal matrix, whose diagonal bloks are the

Ai's, i = 1 . . . n. Denoting the Lagrange multiplier vetor by µ ∈ Rdh , the optimisation problem takesthe form: 





To �nd the saddle-point (αc, µc) of the Lagrangian L de�ned by:
L(α, µ) =

1

2
αtQα+ µt(Btα− γ).

(C.7)



C.1. Priniple of the method 75The ritial point of L must then satisfy the following equations:
{

Qαc = −Bµc

Btαc = γ.
(C.8)This system an be solved in the following way:- �rst, ompute the multiplier vetor µc by an iterative method applied to the system:

BtQ−1Bµ = −γ, i.e. dH∑

i=1

P t
iK

−1
i Piµ = −γ.- then obtain α by solving:

Qα = −Bµc, i.e. αi = −K−1
i Piµc, ∀i = 1 . . . dH .All the Ki's are symmetri positive de�nite, and so is BtQ−1B. Then the system for µ an be solvedby the onjugate gradient method. The fatorisation of every Ki, whih is a loal representation of thematrix of the problem, is needed for the matrix-vetor produt. This produt is implemented as follows:1. for i = 1 . . . dH ompute bi ← Riµ,2. for i = 1 . . . dH solve Kixi = bi,3. �nally ompute ∑dH

i=1 P
t
i xi.Of ourse, the multipliations by Pi and P t

i an be omputed very fast beause these matries onlyontain ni non-zero oe�ients. Observe that the matrix-vetor produt in the onjugate gradient algo-rithm does not need to assemble the matrix, whih is too expensive in omputational time and memory.The omputation of the αi's an be simply obtained from the fatorisations of the loal matries Ki.C.1.3 Deomposition into subdomainsThe subdomain deomposition is onstruted as follows (see Fig. C.1):1. the domain Ω is ut aording to regular geometri shapes;2. the nodes are partitioned aording to the geometri partition;3. eah node set is extended by taking all its nearest neighbours, in order to inrease the overlapbetween subdomains. Thus, dH overlapping node sets (Ii)i=1,...,dH
have been reated;4. the subdomain Ωi is the union of all the elements whih have a node of the set Ii, as one of theirverties.C.1.4 Quantitative information on the di�erent meshesThe results obtained for the algorithms are ompared on the three meshes shown in Fig. C.2. The numberof nodes and elements of these meshes, are given in Table C.1.Number of elements Number of nodesMesh C.2(a) 312 177Mesh C.2(b) 1248 665Mesh C.2() 4992 2577Table C.1: Quantitative information on meshes.
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(b) Geometri partition of nodes.
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(d) Central set: orresponding subdomain.Figure C.1: Deomposition into subdomains. Observe that this mesh is very oarse, and onsequently,the entral subdomain Ωi is lose to the whole domain Ω.
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()Figure C.2: Mesh C.2(a): hmax < 0.1, meshes C.2(b) and C.2() are obtained by regular re�nement.



78 C. Constrution de fontions nodales grossières par minimisation d'énergieC.2 Dirihlet �ne and Dirihlet oarse bases(DFDC)In this ase, the onstraint is imposed only on the interior nodes. Moreover, every oarse basis funtionis a linear ombination of the �ne basis funtions from the �nite element spae inluded in H1
0(Ω).The domain Ω is subdivided into squares of length: H = 1/

√
dH . The lexiographial numbering isused for the subdomains.In Fig. C.3, the partitions obtained with meshes C.2(a) and C.2(b) are presented. After solving theoptimisation problem, one obtains the oarse basis funtions. Two examples are shown in Fig. C.4, theyare obtained from mesh C.2(a).
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(b)Figure C.3: Node partitions for meshes C.2(a) and C.2(b).
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(b)Figure C.4: Basis funtions on the boundary and in the interior of the domain, generated with Dirihletboundary onditions.In Fig. C.4(a), observe the large gradient of the basis funtion on the boundary where Dirihletonditions are imposed: the isovalue urves are very lose. This generates large diagonal oe�ients,though the problem is homogeneous. This is demonstrated on the sti�ness matrix (C.9) of the oarse



C.3. Neumann fine and Dirihlet oarse bases(NFDC) 79level for mesh C.2(a) and for the oe�ients (1, 1), (3, 3), (7, 7) and (9, 9).
















11.3 −0.31 0 −0.54 −0.46 0 0 0 0
−0.31 7.17 −0.22 −0.46 −0.85 −0.45 0 0 0

0 −0.22 9.88 0 −0.37 −0.24 0 0 0
−0.54 −0.46 0 7.56 −0.67 0 −0.29 −0.20 0
−0.46 −0.85 −0.37 −0.67 4.99 −0.97 −0.46 −0.98 −0.24

0 −0.45 −0.24 0 −0.97 7.03 0 −0.4 −0.22
0 0 0 −0.29 −0.46 0 10.22 −0.54 0
0 0 0 −0.20 −0.98 −0.4 −0.54 6.71 −0.38
0 0 0 0 −0.24 −0.22 0 −0.38 10.81

















(C.9)
If we only look at its non-zero entries, we an see that the matrix (C.9) has a regular struture, whih isomparable to that whih would be obtained with a nine-point stenil and a lexiographial numbering.Moreover, all the o�-diagonal entries are negative.C.3 Neumann �ne and Dirihlet oarse bases(NFDC)In order to avoid the boundary e�ets that appeared in the previous method and to enfore on the wholedomain Ω the onstraint ∑i Φi(x) = 1, we will de�ne oarse elements satisfying a Neumann onditionon the boundary of the large domain. Moreover we adopt a di�erent utting strategy (ompare Fig. C.3and Fig. C.5) and we disard the oarse elements on the boundary.The deomposition is indeed adapted to this NFDC method; the oarse size is the same as in theprevious method but boundary elements have normal size H/2; we hoose H = (

√
dH − 1)−1. With thishoie, all the �ne basis funtions ontribute to oarse elements. The lexiographial numbering is keptfor the subdomains.In Fig. C.5, the partitions obtained with meshes C.2(a) and C.2(b) are presented. After solvingthe optimisation problem, one obtains the oarse basis funtions. Two examples are shown in Fig. C.6,orresponding to a omputation on mesh C.2(a).
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(b)Figure C.5: Node partitions for meshes C.2(a) and C.2(b).Fig. C.6(a) demonstrates the isovalue lines of a basis funtion whose support intersets the boundary.In omparison with Fig. C.4(a), we observe that the gradients here are smaller. However, this basisfuntion is not used in the oarse basis; indeed, on one hand, Dirihlet onditions are imposed on theoriginal problem and on the other hand, we have enough basis funtions.In the ase of partition C.5(a), only four oarse basis funtions remain after removing the basisfuntions whose support intersets the boundary. The oarse sti�ness matrix orresponding to this
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(b)Figure C.6: Basis funtions on the boundary and in the interior of the domain, generated with Neumannboundary onditions.hoie of oarse basis funtions is:






5 −1.06 −0.8 −0.47
−1.06 4.82 −0.21 −1.01
−0.8 −0.21 4.38 −0.82
−0.47 −1.01 −0.82 4.99







(C.10)Observe that the variation of oe�ients is muh smoother than in matrix (C.9). In Fig. C.7, wedisplay the regular struture of the non-zero entries in the oarse matrix used for solving the problem onmesh C.2(b) with partition C.5(b).C.4 Adjusting the matrix at the oarse levelThe onstrution of the oarse basis is only the �rst step towards our aim. It allows us to obtain amatrix with a regular pattern of non-zero elements. Moreover, we observe that every point reeivesontributions only from its eight diret neighbours and that the similar onnetivity relations (diagonal,lateral neighbours) yield oe�ient of the same order, whih was one of the aims of this onstrution.The idea is then to build a mean nine-point stenil and to assemble a new oarse matrix using onlythis stenil; we an even rewrite it on the old matrix beause the pattern is preserved. We onjeturethat the new oarse matrix is spetrally equivalent to the old one.Let us begin by ase (C.10), whih has only one blok. If the mean of the oe�ients is alulated sep-arately for eah kind of onnetivity relation between oarse basis funtions i.e. the means of, respetively,entral, vertial and horizontal, and diagonal interations, we obtain the matrix:






4.8 −0.92 −0.92 −0.34
−0.92 4.8 −0.34 −0.92
−0.92 −0.34 4.8 −0.92
−0.34 −0.92 −0.92 4.8







(C.11)that orresponds to the nine-point stenil given by:
−0.34 −0.92 −0.34
−0.92 4.8 −0.92
−0.34 −0.92 −0.34

(C.12)More generally, studying Fig. C.7 indiates a blok-Toeplitz-Toeplitz-blok (BTTB) pattern but thematrix itself is not BTTB. Then, we ompute the means of the oe�ients orresponding to the similar
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nz = 169Figure C.7: Pattern of the non-zero entries in the oarse matrix assoiated with mesh C.2(b).onnetivity relations and we obtain the nine-point stenil given by (C.13):
−0.36 −0.83 −0.36
−0.83 4.72 −0.83
−0.36 −0.83 −0.36

(C.13)By using this mean stenil, the matrix whih is obtained is BTTB. This property allows us to onsiderusing fast diret solvers.In order to evaluate the auray of this proess and more preisely the distane to the original matrix,Fig. C.8 and Table C.2 give a statistial view of the results. The stenil obtained by using the means isalled the mean stenil.Coe�ient Central Horizontal Vertial DiagonalMean 4.72 -0.82 -0.84 -0.36Standard deviation 0.49 0.24 0.20 0.09Maximal deviation 0.95 0.35 0.27 0.16
L1 deviation 0.43 0.20 0.18 0.08Table C.2: Statistis omparing the mean stenil with the original oarse basis matrix.C.5 Comparison of the number of iterations and of the ondition-ing on di�erent meshesFor solving the linear systems oming from the disretization by �nite elements, the stopping riterion is

‖r‖2 ≤ 10−10‖r0‖2, with r being the urrent residual and r0 being the initial residual.Table C.3 ompares for di�erent ases the number of unknowns on the oarse grid.
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(d) Vertial.Figure C.8: Distribution of the oe�ients ompared to the mean oe�ient: entral, horizontal, diagonaland vertial.
DFDC NFDCMesh C.2(a) 9 4Mesh C.2(b) 36 25Mesh C.2() 144 121Table C.3: Dimensions of the oarse spae.



C.6. Comparison for other boundary onditions 83Table C.4 ompares the ondition number based on the 2-norm of the matrix BA where A is thematrix of the system and B the preonditioning matrix. Five di�erent preonditioning methods are used:
• symmetri Gauss-Seidel (GSsym);
• two-level method with one presmoothing and one postsmoothing, using symmetri Gauss-Seideland 4 di�erent kinds of oarse matrix, DFDC or NFDC, with or without using the mean stenil.Mesh C.2(a) Mesh C.2(b) Mesh C.2()Without preonditioning 56.7 273.5 1343.5Symmetri Gauss-Seidel 20 81 304.8V-yle(1, 1) 2.5 4.1 8.9GSsym smoothing � DFDCIdem + mean stenil 3.4 7.6 19.7V-yle(1, 1) 2.3 3.85 7GSsym smoothing � NFDCIdem + mean stenil 2.3 4 7.8Table C.4: Condition number based on the 2-norm of the matrix BA, B being the preonditioning matrix.We observe that the two-level methods are omparable in the ase when we use the original matrixon the oarse spae. Moreover, if the mean stenil is used, the best ase is with the NFDC method (seeSetion C.3). In this ase, we obtain a similar behaviour for the original matrix and for the BTTB matrixdedued from the mean stenil.Let us add that the behaviour of two-level methods does not seem optimal, although it is muh moree�etive than the one-level method.In Table C.5, the number of iterations for solving the linear system with the same preonditioningtehniques is given. Mesh C.2(a) Mesh C.2(b) Mesh C.2()Without preonditioning 45 98 XSymmetri Gauss-Seidel 23 45 88V-yle(1, 1) 12 15 18GSsym smoothing � DFDCIdem + mean stenil 12 19 25V-yle(1, 1) 13 15 17GSsym smoothing � NFDCIdem + mean stenil 13 15 17Table C.5: Number of iterations for solving the linear system for di�erent preonditioners. X means thatthe algorithm did not onverge after 100 iterations.We an also bene�t from the fatorisations aomplished during the omputation of the oarse basisfuntions, in order to implement a preonditioner or a smoother using the multipliative Shwarz method(GSsymbl). The number of iterations needed then to solve the system are reported in Table C.6.C.6 Comparison for other boundary onditionsWe infer from the numerial experiments reported in Table C.4, C.5 and C.6 that the NFDC methodis the best. In this setion, we explore the appliability of this method to problem involving boundaryonditions whih are not everywhere Dirihlet onditions. Thus, we replaed the Dirihlet onditions on



84 C. Constrution de fontions nodales grossières par minimisation d'énergieMesh C.2(a) Mesh C.2(b) Mesh C.2()Symmetri blok Gauss-Seidel 8 12 22DFDCSymmetri blok Gauss-Seidel 7 12 22NFDCV-yle(1, 1) 5 7 10GSsymbl smoothing � DFDCIdem + mean stenil 5 8 13DFDCV-yle(1, 1) 5 7 9GSsymbl smoothing � NFDCIdem + mean stenil 5 7 9NFDCTable C.6: Number of iterations for solving the linear system for di�erent preonditioners.some parts of the boundary by periodiity onditions. The problem to solve an then be written:






−△u = f on Ω =]0; 1[×]0; 1[,

u(0, y) = u(1, y) = 0 ∀y ∈]0; 1[,

u(x, 0) = u(x, 1) ∀x ∈]0; 1[,

f = 5π2 sin(πx) sin(2πy).

(C.14)We solved this linear system and we obtained the results gathered in Table C.7.Mesh C.2(a) Mesh C.2(b) Mesh C.2()Without preonditioning 53 X XSymmetri Gauss-Seidel 26 51 99V-yle(1, 1) 13 16 17GSsym smoothing � NFDCIdem + mean stenil 14 16 17Table C.7: Number of iterations for solving the linear system for di�erent preonditioners. X means thatthe algorithm did not onverge after 100 iterations.Then, we also added Neumann onditions on the part of the boundary where x = 1 and hanged theright-hand side (f = 4.25 sin(π
2x) sin(2πy)). The results obtained are gathered in Table C.8. There isnow a di�erene between the results with the mean stenil or the initial matrix. This should be due tothe rough way used to ompute the mean stenil or to the disagreement between the boundary onditionsimpliitly hosen by the mean stenil and the true boundary onditions.Mesh C.2(a) Mesh C.2(b) Mesh C.2()Without preonditioning 62 X XSymmetri Gauss-Seidel 29 58 XV-yle(1, 1) 14 15 17GSsym smoothing � NFDCIdem + mean stenil 16 20 25Table C.8: Number of iterations for solving the linear system for di�erent preonditioners. X means thatthe algorithm did not onverge after 100 iterations.



C.7. Some results about the Helmholtz equation 85C.7 Some results about the Helmholtz equationIn order to test the robustness of the NFDC algorithm and in view of the appliations, Laplae's equationis replaed by Helmholtz' equation. The formulation of the problem then beomes:






−△u− k2u = f on Ω =]0; 1[×]0; 1[,

u = 0 on ∂Ω,

f = (2π2 − k2) sin(πx) sin(πy).

(C.15)The wave number is denoted by k. It an also be written k = 2π/λ where λ is the wavelength. Thus,a study an be performed with varying wavelength. An interesting omparison an be made by followingthe evolution of the number of iterations as a funtion of the ratio H/λ where H is the width of theinitial subdomains. The results given in Table C.9 are obtained with mesh C.2(b).
H/λ 1/12 1/6 1/3 5/12 1/2Without preonditioning X X X X XSymmetri Gauss-Seidel 48 57 92 X XV-yle(1, 1) GSsym smoothing 16 20 42 48 87NFDCIdem + mean stenil 16 19 42 47 87Table C.9: Number of iterations for solving the linear system for di�erent preonditioners. X means thatthe algorithm did not onverge after 100 iterations.In the ase H/λ = 1/2, all the diagonal oe�ients beame negative, and we observed a seriousdeterioration of the results.The mean of the diagonal oe�ients for the oarse matrix as a funtion of the ratio H/λ is given inTable C.10.
H/λ 1/12 1/6 1/3 5/12 1/2Mean of the diag. oe�. 4.56 4.07 2.08 0.9 -1.3Table C.10: Mean of the diagonal oe�ients for the oarse matrix with the ratio H/λ.C.8 ConlusionThese di�erent tests allowed us to understand the priniple of the oarse basis onstrution by energyminimisation. They also demonstrated the possibility, in very simple ases, to use well-strutured matrieslose to the original matrix and this gave satisfatory results. However, we also observe the limits of thisapproah for the Helmholtz problem.
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Appendix DBases nodale et d'arête grossièresompatibles et fontionnelles d'énergieCompatible oarse nodal and edge elements through energy funtionals1François Musy, Laurent Niolas and Ronan PerrusselAbstrat. We propose new algorithms for the setup phase of algebrai multigrid (AMG) solvers forlinear systems oming from edge element disretization. The onstrution of oarse levels is performedby solving an optimization problem with a Lagrange multiplier method: we minimize the energy of oarsebases under a onstraint linking oarse nodal and edge element bases. On strutured meshes, the resultingAMG method and the geometri multigrid method behave similarly as preonditioner. On unstruturedmeshes, our method ompares favorably with the AMG method of Reitzinger and Shöberl.D.1 IntrodutionEdge element disretization plays a key-r�le in omputational eletromagnetism; it an be implementedfor evaluating the eletri or magneti �eld using the vetor wave equation or for evaluating the magnetipotential using the eddy urrent formulation. As this �nite element disretization leads to sparse butgenerally large linear systems, e�ient methods are required for the resolution. Multilevel tehniques havebeen introdued by Hiptmair [44℄ and Arnold et al. [45℄; they are shown to be optimal on a hierarhyof nested grids. However, the inherent need of a hierarhial �nite element mesh in geometri multigridmethod is very restriting for industrial appliations. It is more onvenient to make use of a grey-boxmultilevel algorithm whih needs a single grid but takes into aount additional information on the initialproblem.For this purpose, algebrai multilevel methods have already been developed. Beyond the use ofspei� smoothers as Hiptmair or Arnold et al. proposed, Reitzinger and Shöberl [5℄ have highlightedan essential geometri ompatibility relation whih means that the gradient of a oarse nodal elementfuntion must belong to the oarse edge element spae. Together with this relation, Reitzinger andShöberl ahieved an e�ient method whih is now widespread in the omputational eletromagnetismommunity [51, 52, 53, 56, 57℄. However, the ombinatorial approah used there does not lead to anoptimal onvergene rate. Some improvements have been proposed by Bohev et al. [58, 59℄ basedon smoothed aggregation tehniques [39℄ and a ompatibility with a larger lass of nodal prolongationoperators.Here, we propose a somewhat di�erent approah. Following ideas from [60℄ and [62℄, we onstrutoupled nodal and edge oarse bases by energy minimization and we enfore the ompatibility relation asa onstraint. A onnetion an be made with the smoothed aggregation method [61℄, whih also involvesenergy minimization. In order to simplify the notations, we present our onstrution in a two-levelframework.1Artile soumis à SIAM Journal on Sienti� Computing; voir [83℄.



88 D. Bases nodale et d'arête grossières ompatibles et fontionnelles d'énergieIn Setion D.2, the problem and the �nite element spae with properties are reviewed, espeially theessential geometri relation. The onstrained minimization problem is presented in Setion D.3. Thenwe introdue the resulting linear system with Lagrange multipliers and the edge prolongation matrixas unknowns. Setion D.4 details the onditions to obtain a well-posed minimization problem. First,we larify the onstrution of the edge funtion supports from a given graph and the oarse nodalfuntion supports and we point out the satis�ed onstraints. Then, we prove that the oarse graphhas to satisfy a onnetivity ondition if the impliit onstraints are not enfored and we propose aonstrution of the oarse nodal funtion supports together with a suitable de�nition of the oarse graph.Finally in Setion D.5, we evaluate the e�ay of various versions of the algorithm orresponding todi�erent hoies of energy norm. We give numerial results relative to 2D and 3D problems on struturedand unstrutured meshes. On a hierarhy of nested meshes, the edge bases being omputed from thegeometri nodal bases at eah level, the resulting AMG method and the geometri multigrid methodbehave similarly as preonditioner. On unstrutured meshes, our method is somewhat better than themethod of Reitzinger and Shöberl [5℄. However, we pay this improvement with a large inrease of theomputing ost for the edge bases.D.2 De�nition of the ontinuous problem and its disretizationD.2.1 FormulationThe following problem has to be solved on a domain Ω:






To �nd E ∈ V suh that: a(E,E′) = F (E′), ∀E′ ∈ V0,with a(E,E′) =

∫

Ω

δ rotE · rotE′ +
∫

Ω

γE ·E′.
(D.1)

V is an a�ne subspae of H(rot,Ω) [13℄ taking into aount essential boundary onditions, V0 is the vetorsubspae parallel to V , F is a linear form on V0 whih desribes the soure term, δ and γ are stritlypositive funtions, so that a is oerive; F , δ and γ depend on the appliations under onsideration.This formulation inludes many stati and transient eletromagneti models: potential vetor formu-lation for magnetostati or eddy urrents, eletri or magneti �eld formulation in the transient ase.D.2.2 Finite element spae and propertiesProblem (D.1) is disretized by using the lowest order edge elements introdued by Nédéle [14℄, whihare onforming in H(rot,Ω). We onsider triangular and tetrahedral meshes. For a tetrahedron K, theloal polynomial spae VK is de�ned by:
VK = {x 7→ p× x + q, x ∈ K and p,q ∈ R3}. (D.2)The symbol × denotes the ross-produt.The loal degrees of freedom whih permit to ensure the onformity in H(rot,Ω) are given by pathintegrals along the edges of the element:

Eh 7→
∫

e

Eh · t ds (D.3)where e is an edge of K, t is a tangential vetor to e and Eh belongs to VK . Based on this loaldesription, an edge �nite element spae an be de�ned on a mesh of the domain. Vh will denote the edge�nite element spae, de�ned on a mesh Th of the domain Ω, and taking into aount essential boundaryonditions.Therefore using this �nite element spae, we are led to solve a linear system:
Ax = f. (D.4)A fundamental property links the edge elements to the nodal P1-Lagrange elements: the gradient ofa nodal funtion belongs to the spae of edge funtions. If we denote the �nite element bases as follows:



D.2. Definition of the ontinuous problem and its disretization 891. (w0,h
p )p=1,...,Nh is the nodal basis,2. (w1,h
i )i=1,...,Eh is the edge basis,this property an be reast as:

gradw0,h
p =

Eh

∑

i=1

Gh
ipw

1,h
i , ∀p ∈ {1, . . . , Nh}, (D.5)where Gh is known and is the edge-node inidene matrix of the mesh Th; in what follows, the supersript

h for the �ne level will be opposed to H used for the oarse level. Gh is a disrete analogue of the gradientoperator on this mesh. Moreover, if the domain is ontratible, the subspae spanned by the gradw0,h
p 'soinides exatly with the kernel of the rot operator in the edge element spae.Our aim, as highlighted in [5℄, is to preserve the analogous ompatibility relation for oarse bases,whih is natural with a hierarhy of nested grids. Thus, a oherent representation of the kernel of the

rot operator is preserved, whih permits the e�ient use of the smoothers proposed by Hiptmair [44℄ andby Arnold et al. [45℄. Therefore the gradient of a oarse nodal funtion must be a ombination of oarseedge funtions.Let us introdue the following notations:1. (w0,H
n )n=1,...,NH is the oarse nodal basis,2. (w1,H
e )e=1,...,EH is the oarse edge basis,the ompatibility ondition is written algebraially as:

gradw0,H
n =

EH

∑

e=1

GH
enw

1,H
e , ∀n ∈ {1, . . . , NH}. (D.6)where GH is the disrete analogue of the gradient operator and is the edge-node inidene matrix of aoarse graph. This operator GH or equivalently the assoiated oarse graph has to be onstruted beforethe omputation of the oarse edge basis. Some omplements will be given in Subsetions D.4.1 andD.4.4.These oarse bases are onstruted so as to satisfy the inlusion of �nite element spaes, the �oarse�being inluded in the ��ne�, whih is expressed by the following algebrai relations:

w0,H
n =

Nh

∑

p=1

αpnw
0,h
p , ∀n ∈ {1, . . . , NH}, (D.7a)

w1,H
e =

Eh

∑

i=1

βiew
1,h
i , ∀e ∈ {1, . . . , EH}. (D.7b)Aording to relations (D.5), (D.6) and (D.7), the omponents αpn and βie of the oarse bases mustsatisfy:

EH

∑

e=1

Eh

∑

i=1

βieG
H
enw

1,h
i =

Nh

∑

p=1

Eh

∑

i=1

Gh
ipαpnw

1,h
i , ∀n ∈ {1, . . . , NH}, (D.8a)i.e. we would like to ensure:

EH

∑

e=1

βieG
H
en =

Nh

∑

p=1

Gh
ipαpn, ∀i ∈ {1, . . . , Eh}, ∀n ∈ {1, . . . , NH}. (D.8b)Finally, if α denotes the matrix of omponents αin and β the matrix of omponents βie, the ompatibilityrelation (D.6) writes also as:

βGH = Ghα. (D.9)



90 D. Bases nodale et d'arête grossières ompatibles et fontionnelles d'énergieD.3 Overview of the oarse bases onstrutionD.3.1 Energy minimization problemsThe domain Ω is deomposed into overlapping subdomains ΩH
n , for n in {1, . . . , NH}; this deompositionenables us to restrit the support of the oarse nodal basis funtions.In the same way, Ω is deomposed into overlapping subdomains Ue, for e in {1, . . . , EH} in order toloalize the supports of the oarse edge basis funtions. The subdomain Ue will be the intersetion of twosubdomains ΩH

l and ΩH
m.Given the subdomains ΩH

n , the hoie of the matrix GH determines the de�nition of the subdomains
Ue; we will larify this point in Subsetion D.4.1.Two minimization problems under onstraints are solved suessively. In analogy with the nodalelement ase [60℄, we �rst solve:







To �nd (w0,H
n )n=1..NH minimizing NH

∑

n=1

c(w0,H
n , w0,H

n ) under the onstraints:
NH

∑

n=1

w0,H
n (x) = 1, ∀x ∈ Ω and supp(w0,H

n ) ⊂ ΩH
n , ∀n ∈ {1, . . . , NH}.

(D.10)The bilinear form c an be for instane c(φ, ψ) =
∫

Ω γ gradφ · gradψ or more simply the bilinear formassoiated with the Laplaian of the graph i.e. (Gh)tGh. Here the supersript t denotes transposition.Next, from the oarse nodal basis (w0,H
n )n=1,...,NH we ompute the oarse edge basis (w1,H

e )e=1,...,EHby solving the problem:






To �nd (w1,H
e )e=1,...,EH minimizing EH

∑

e=1

b(w1,H
e , w1,H

e ) under the onstraints:
gradw0,H

n =
EH

∑

e=1

w1,H
e GH

en, ∀n ∈ {1, . . . , NH} and supp(w1,H
e ) ⊂ Ue, ∀e ∈ {1, . . . , EH}.

(D.11)The letter b denotes a salar produt on Vh whih an be a from (D.1) or variants, whih will beintrodued in Subsetion D.5.2 and implemented in numerial examples in Setion D.5.Problem (D.10) an be solved by using the method desribed in [60℄. This is the reason why we mainlyonentrate our attention on Problem (D.11).We introdue algebrai notations whih enode the support onstraints. First for all e in {1, . . . , EH},
Ie is a subset of the set of indies of the �ne edge basis funtions whose support is inluded in Ue. Weassume that for all e Ie is non empty and we de�ne :

M̃ =

Eh

∑

e=1

|Ie|. (D.12)The term |Z| denotes the number of elements in a �nite set Z. Then for e in {1, . . . , EH} with Ie =
{i1, . . . , i|Ie|}, we introdue the projetion operator whih keeps only the omponents indexed by Ie:

Qe : REh → R|Ie|,

∀x ∈ REh

, (Qex)k = xik
, ∀k ∈ {1, . . . , |Ie|}.

(D.13)It is straightforward that the transposed operation Qt
e is de�ned by :

Qt
e : R|Ie| → REh

,

∀y ∈ R|Ie|, (Qt
ey)i = 0 if i /∈ Ie and yk if i = ik.

(D.14)



D.3. Overview of the oarse bases onstrution 91Seondly, in order to restrit the number of onstraints in Problem (D.11), we introdue sets Jn forall n in {1, . . . , NH}. The sets Jn as the sets Ie are subsets of indies of the �ne edge basis funtions.The sets Jn will be arefully de�ned with the help of support onditions, so as to derease as muhas possible the number of onstraints oming from (D.8b) and to obtain a well-posed problem; theonstrution of the Jn's is desribed in Subsetion D.4.2. We introdue an integer for denoting thenumber of onstraints :
M =

NH

∑

n=1

|Jn|. (D.15)Sine some Jn's an be empty, we introdue the set:
F = {n ∈ {1, . . . , NH} / Jn 6= ∅}. (D.16)Similarly to the operator Qe from set Ie, we introdue a anonial projetion operator assoiated to Jnfor n in F :

Rn : REh → R|Jn|. (D.17)Let K be the matrix whose oe�ients are b(w1,h
j , w1,h

i ). In order to obtain a matrix form of theminimization problem, we de�ne matries whih are restritions to the subdomains under onsiderationof the matrix K:
Ke = QeKQ

t
e. (D.18)We also de�ne:

ξn = RnG
hα•n, ∀n ∈ F and βe = Qeβ•e, ∀e ∈ {1, . . . , EH}. (D.19)where α•n denotes the n-th olumn of α and β•e the e-th olumn of β.After solving Problem (D.10), whih gives the matrix α, we ompute the βe's by solving the problem:







To minimize EH

∑

e=1

βt
eKeβe under the onstraints:

Rn

( EH

∑

e=1

GH
enQ

t
eβe

)

= ξn, ∀n ∈ F.

(D.20)D.3.2 Solution of Problem D.20The onstrained problem (D.20) an be solved by a Lagrange multiplier method. Let us introdue olumnvetors ξ and ρ of RM and matries D and T .
ρ will be the vetor whose omponents are Lagrange multipliers relative to the onstraints in (D.20)and ξ the vetor de�ned from (D.19). If we suppose that F = {i1, . . . , i|F |}, ξ and ρ are de�ned blok-wiseas:

ξ =






ξi1...
ξi|F |




 , ρ =






ρi1...
ρi|F |




with ξin

, ρin
∈ R|Jn|. (D.21)The matrix D of dimension (M,M) is the blok-diagonal matrix whose diagonal bloks are the matries

Ke, e ∈ {1, . . . , EH}. Finally, the matrix T maps a vetor from RM to RM̃ in the following way:
T : ρ 7→











Q1

(
∑

n∈F

GH
1nR

t
nρn

)...
QEH

(
∑

n∈F

GH
EHnR

t
nρn

)











. (D.22)The minimization problem (D.20) an now be written:To �nd β̄c ∈ RM̃ minimizing β̄tDβ̄ in RM̃ under the onstraint T tβ̄ = ξ, (D.23)



92 D. Bases nodale et d'arête grossières ompatibles et fontionnelles d'énergieor by introduing Lagrange multipliers:






To �nd a ritial point (β̄c, ρc) ∈ RM̃ × RM of the Lagrangian L de�ned by:
L(β̄, ρ) =

1

2
β̄tDβ̄ + ρt(ξ − T tβ̄).

(D.24)This ritial point must verify the system of equations:
(
D −T
T t 0

)(
β̄
ρ

)

=

(
0
ξ

) (D.25)This linear system an be solved in the following way:� �rst, the vetor ρc of Lagrange multipliers is determined by applying an iterative method to thesystem:
T tD−1Tρ = ξ. (D.26)At this point, we see that T tD−1T in (D.26) is symmetri, we do not know yet that it is positivede�nite; the onstrution of the Rn's will preisely ensure this property (see Subsetion D.4.2).� then, we return to the omputation of β̄c by solving:
Dβ̄ = Tρc. (D.27)The matrix T tD−1T will not be assembled and its multipliation by a vetor an be made e�iently;details will be given in Subsetion D.5.1.D.4 Elements required by the onstrutionD.4.1 Algebrai deomposition into subdomainsAssoiated to the �ne nodal basis (w0,h

p )p=1,...,Nh , we give us an oriented simple onneted graph by itsset of verties indexed by {1, . . . , Nh} and its set of edges Sh ⊂ {1, . . . , Nh}2. The orientations of theedges are arbitrary; there are no loops i.e. no elements (p, p) in Sh and if (p, q) belongs to Sh, (q, p) doesnot belong to Sh. By onvention, p is the origin and q is the end of the edge (p, q). The edges ouldbe the geometri edges of the mesh, but we do not restrit ourselves to this situation: starting from theseond �nest grid, we will have no more geometri edges.The edges are numbered by i ∈ {1, . . . , Eh}, where Eh = |Sh|; the i-th edge is denoted by (p(i), q(i))and onversely if p = p(i) and q = q(i), we will write i = pqh.Let us now give the preise de�nition of the edge-node inidene matrix Gh of size Eh ×Nh:
Gh

il =







−1 if l = p(i),

+1 if l = q(i),

0 otherwise. (D.28)Two assumptions on the �ne bases are supposed to be satis�ed at the beginning. We suppose thatthe �ne nodal basis (w0,h
p )p=1,...,Nh satis�es the property:

Nh

∑

p=1

w0,h
p (x) = 1, ∀x ∈ Ω. (D.29)We assume that there exists a set of subdomains (Ωh

p)p=1,...,NH of Ω suh that:
Ω =

Nh

⋃

p=1

Ωh
p and ∀p ∈ {1, . . . , Nh}, Ωh

p ∩




⋃

q 6=p

Ωh
q





c

6= ∅, (D.30)where the supersript c is the standard set-omplement, and satisfying :
supp(w0,h

p ) ⊂ Ωh
p , ∀p ∈ {1, . . . , NH}and supp(w1,h

i ) ⊂ Ωh
p ∩ Ωh

q if i = pqh.
(D.31)



D.4. Elements required by the onstrution 93Notations and priniple of the onstrution for the oarse nodal basisSeveral steps have to be onsidered:1. In order to loalize the supports of the oarse nodal funtions (w0,H
n )n=1,...,NH , we introdue sets

(Ln)n=1,...,NH of indies in {1, . . . , Nh} suh that:
NH

⋃

n=1

Ln = {1, . . . , Nh}, (D.32)and we will write:
ΩH

n =
⋃

p∈Ln

Ωh
p . (D.33)Then it is equivalent to state supp(w0,H

n ) ⊂ ΩH
n , and to require the unknowns (αpn) in (D.7a) tosatisfy:

∀n ∈ {1, . . . , NH}, ∀p ∈ {1, . . . , Nh} \ Ln, αpn = 0. (D.34)We introdue a reiproal set-valued funtion L̃ de�ned by:
∀p ∈ {1, . . . , Nh}, L̃p =

{
n ∈ {1, . . . , NH} / p ∈ Ln

}
. (D.35)Beause of (D.32), L̃p is non empty. Observe that (D.34) an be rewritten:

∀p ∈ {1, . . . , Nh}, ∀n ∈ {1, . . . , NH} \ L̃p, αpn = 0. (D.36)An illustration of these de�nitions is given in Figure D.1. For the �ne graph in Figure D.1(a),we set L1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, L2 = {5, 6, 8, 9, 13, 14} and L3 = {7, 8, 10, 11, 12}. One obtains, forinstane, the sets L̃7 = {1, 3} and L̃4 = {1}.2. The onstant preservation onstraint of (D.10) is obtained by enforing:
NH

∑

n=1

αpn = 1, ∀p ∈ {1, . . . , Nh}. (D.37)Indeed, we substitute (D.7a) into the onstant preservation onstraint and we use (D.29):
NH

∑

n=1

w0,H
n (x) =

NH

∑

n=1

( Nh

∑

p=1

αpnw
0,h
p (x)

)

=

Nh

∑

p=1

w0,h
p (x)

( NH

∑

n=1

αpn

)

=

Nh

∑

p=1

w0,h
p (x) = 1.3. We ompute the prolongation matrix α with the enoded support onstraint (D.34) by minimizingthe energy funtional from (D.10) under the onstant preservation onstraint (D.37). A method isgiven in [60℄.More notations and de�nitions: how to relate oarse and �ne, edge and nodal elementsFor all n in {1, . . . , NH}, we let Cn be a set of �ne edge indies; these �ne edges start or end in a nodewhose index is in Ln:

Cn =
{
i ∈ {1, . . . , Eh} / i = pqh with p or q ∈ Ln

}
. (D.38)By (D.31) and (D.33), for i in Cn, the support of the �ne edge basis funtion w1,h

i is inluded in the
n-th oarse nodal domain:

i ∈ Cn =⇒ supp(w1,h
i ) ∈ ΩH

n . (D.39)
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is represented bybold edges.Figure D.1: Representation of the �ne and oarse graphs, sets (Ln)n=1,...,3, C3 and Ie3

.We say that the �ne edge funtion w1,h
i ontributes to the gradient of the oarse nodal funtion w0,H

nif i belongs to Cn. Indeed, from (D.5) and (D.7a), we get:
gradw0,H

n =

Nh

∑

p=1

αpn

( Eh

∑

i=1

Gh
ipw

1,h
i

)

=

Eh

∑

i=1

(Ghα•n)iw
1,h
i ,and from (D.28), (D.34) and (D.38):

∀n ∈ {1, . . . , NH}, ∀i ∈ {1, . . . , Eh} \ Cn, (Ghα•n)i = 0. (D.40)We introdue the reiproal set-valued funtion C̃:
∀i ∈ {1, . . . , Eh}, C̃i =

{
n ∈ {1, . . . , NH} / i ∈ Cn

}
. (D.41)In Figure D.1(b), the �ne edges are numbered, set C3 is highlighted and we an draw out, for instane,the set C̃8 = {1, 3}.Aording to (D.35), (D.38) and (D.41) we infer:

C̃i = L̃p ∪ L̃q, if i = pqh. (D.42)As a onsequene, C̃i annot be empty and the onstant preservation onstraint (D.37) with (D.36)beomes: ∑

n∈C̃i

αpn =
∑

n∈C̃i

αqn = 1, if i = pqh. (D.43)By analogy with the beginning of Subsetion D.4.1, we let SH be the set of edges of a simple orientedonneted graph whose verties are indexed by {1, . . . , NH}; the elements of SH are indexed by e ∈
{1, . . . , EH}, and the inverse of the bijetion e 7→ (n(e),m(e)) is (n,m) 7→ nmH . Similarly to the matrix
Gh, we introdue the oarse edge-node inidene matrix GH of dimension EH ×NH with EH = |SH |.The set SH has to satisfy a ompatibility relation with the sets Cn:

∀(n,m) ∈ SH , Cn ∩ Cm 6= ∅. (D.44)For e in {1, . . . , EH}, we de�ne the non empty index set Ie of the oarse edge orresponding to
e = nmH :

Ie = Cn ∩Cm if e = nmH . (D.45)Then from (D.39), if i belongs to Ie, the �ne edge funtion λh
i has its support inluded in Ue:

i ∈ Ie =⇒ supp(w1,h
i ) ∈ Ue with Ue = ΩH

n ∩ ΩH
m.The oarse graph in Figure D.1() is related to the �ne in Figure D.1(a). Set Ie3

is represented in FigureD.1(d).



D.4. Elements required by the onstrution 95In order to satisfy the support onstraint supp(w1,H
e ) ⊂ Ue, we impose on the unknowns (βie) in(D.7b) the onstraints:

∀e ∈ {1, . . . , EH}, ∀i ∈ {1, . . . , Eh} \ Ie, βie = 0. (D.46)By introduing the reiproal set-valued funtion Ĩ de�ned by:
∀i ∈ {1, . . . , Eh}, Ĩi =

{
e ∈ {1, . . . , EH} / i ∈ Ie

}
, (D.47)the relation (D.46) an be rewritten as:

∀i ∈ {1, . . . , Eh}, ∀e ∈ {1, . . . , EH} \ Ĩi, βie = 0. (D.48)The set Ĩi might be empty for some i ∈ {1, . . . , Eh} i.e. some �ne edge funtion might not ontribute toany oarse edge funtion but, as the sets Ie are never empty, we get:
Eh

⋃

i=1

Ĩi = {1, . . . , EH}.Graph- and set-theoretial properties of Ĩ and C̃We will show that it is not neessary to enfore the onstraints (D.8b) for all (i, n). We need the followinglemma whih is a diret onsequene of (D.41), (D.45) and (D.47):Lemma D.1. If Ĩi is non empty, the following equivalene holds:
mnH ∈ Ĩi ⇔ (m,n) ∈ SH and {m,n} ⊂ C̃i.Thus the edges indexed by Ĩi are the edges of SH whose extremities have their index in C̃i. From thisresult, we will �rst dedue that the relations in (D.8b) redue to 0 = 0 in the ase n /∈ C̃i.Proposition 4.1. ∀i ∈ {1, . . . , Eh}, ∀n ∈ {1, . . . , NH} \ C̃i, the onstraints (D.8b) of index (i, n) areimpliitly satis�ed.Proof. Aording to (D.40), the (i, n) oe�ient of the right-hand side of (D.8b) vanishes.Conversely, aording to (D.48) the left-hand side of (D.8b) is given by:

∑

e∈Ĩi

βieG
H
en.It vanishes if Ĩi is empty. If e = lm

H belongs to Ĩi, Lemma D.1 implies that l and m belongs to
C̃i. However for GH

en not to vanish, m and l must be equal to n and this ontradits the assumption
n /∈ C̃i.Seondly, the following proposition points out that some relations in (D.8b) are linearly dependent.Proposition 4.2. Let i be a �xed index in {1, . . . , Eh} and m some index in C̃i. If the onstraints (D.8b)of index (i, n) are satis�ed for all n in C̃i \ {m}, the onstraint of index (i,m) is also satis�ed.Proof. It is su�ient to prove the equality:

∑

n∈C̃i

( EH

∑

e=1

βieG
H
en

)

=
∑

n∈C̃i

( Nh

∑

r=1

Gh
irαrn

)

.For i = pqh, aording to (D.28) and (D.43), the right-hand side vanishes sine:
∑

n∈C̃i

( Nh

∑

r=1

Gh
irαrn

)

=
∑

n∈C̃i

αqn −
∑

n∈C̃i

αpn.



96 D. Bases nodale et d'arête grossières ompatibles et fontionnelles d'énergieFor the left-hand side, aording to (D.48), it omes:
∑

n∈C̃i

( EH

∑

e=1

βieG
H
en

)

=
∑

e∈Ĩi

βie

(
∑

n∈C̃i

GH
en

)

.It vanishes if Ĩi = ∅ and also if Ĩi 6= ∅ sine for all e in Ĩi, by Lemma D.1 and the de�nition of GH :
∑

n∈C̃i

GH
en =

NH

∑

n=1

GH
en = 0.

D.4.2 How to hoose the Rn's in order to simplify the omputational proessand to have a unique oarse edge basisThe hoie of the index set Jn and therefore the de�nition of the projetions Rn an now be expliitlyde�ned.All the matries (Ke)e=1,...,EH are assumed to be symmetri positive de�nite; from the de�nition ofthe matrix D (Subsetion D.3.2), it is lear that D−1 is symmetri positive de�nite. The matrix T tD−1Tis also positive de�nite if and only if T is one-to-one. Therefore, our aim is to hoose the Rn's so thatthe kernel of T will be then redued to the set {0}.We de�ne the reiproal set-valued funtion J̃ :
∀i ∈ {1, . . . , Eh}, J̃i =

{
n ∈ {1, . . . , NH} / i ∈ Jn

}
. (D.49)Sine the sets Ĩi and J̃i may be empty, we introdue the set F̃ :

F̃ =
{
i ∈ {1, . . . , Eh} / Ĩi 6= ∅ and J̃i 6= ∅

}
. (D.50)Then, for i in F̃ , we an de�ne G̃H,i the matrix of dimensions |Ĩi|×|J̃i| extrated from the matrix GH bykeeping only the rows e ∈ Ĩi and the olumns n ∈ J̃i.Proposition 4.3. The following onditions are neessary and su�ient for T to be one-to-one:

∀i ∈ F̃ , ker(G̃H,i) = {0}, (D.51a)
∀i ∈ {1, . . . , Eh}, Ĩi = ∅ ⇒ J̃i = ∅. (D.51b)Proof. Let ρ be in RM . For n in F de�ned in (D.16), we observe that:

Rt
nρn =

∑

i∈Jn

ρn,iui, (D.52)where ui is the i-th vetor of the anonial basis of REh . We let T operate on ρ, and for that purpose welook at the blok-wise result. Let e be in {1, . . . , EH}, by the de�nition of T in (D.22):
(Tρ)e = Qe

(
∑

n∈F

GH
en

( ∑

i∈Jn

ρn,iui

))

, (D.53a)
=

NH

∑

n=1

∑

i∈Jn

GH
enρn,iQe(ui). (D.53b)



D.4. Elements required by the onstrution 97From (D.49), the omponents of ρ indexed by the set of ouples (n, i) with n in {1, . . . , NH} and i in Jnan equivalently be indexed by i in {1, . . . , Eh} and n in J̃i. Thus (Tρ)e an be rewritten as:
(Tρ)e =

Eh

∑

i=1

( ∑

n∈J̃i

GH
enρn,i

)

Qe(ui), (D.53)but Qe(ui) is equal to 0 if i is not in Ie, then:
(Tρ)e =

∑

i∈Ie

( ∑

n∈J̃i

GH
e,nρn,i

)

Qe(ui). (D.53d)Sine the vetors (Qe(ui))i∈Ie
are independent in R|Ie|, relation (D.53d) means that Tρ vanishes i�:
∀e ∈ {1, . . . , EH}, ∀i ∈ Ie,

∑

n∈J̃i

GH
e,nρn,i = 0, (D.54a)Remarking that i ∈ Ie orresponds to e ∈ Ĩi, (D.54a) is equivalent to:

∀i ∈ {1, . . . , Eh}, ∀e ∈ Ĩi,
∑

n∈J̃i

GH
e,nρn,i = 0, (D.54b)whih an be written, aording to the de�nition of G̃H,i, as:

∀i ∈ F̃ , G̃H,iρi = 0, (D.54)where ρi ∈ R|J̃i| is of omponents ρn,i for n in J̃i. We infer from the above equivalenes:
Tρ = 0⇔ ∀i ∈ F̃ , ρi ∈ ker(G̃H,i). (D.55)We prove now the su�ieny of (D.51). If we assume ondition (D.51b) is satis�ed then:
F̃ =

{
i ∈ {1, . . . , Eh} /J̃i 6= ∅

}
,and ρ, vetor of RM , is de�ned by the knowledge of its bloks ρi for all i in F̃ . Condition (D.51a)assoiated with relation (D.55) enables us to onlude:

Tρ = 0⇒ ρ = 0.Then, onditions (D.51) are su�ient for T to be one-to-one.Conversely, assume that:
∃i0 ∈ F̃ , ker(G̃H

i0
) 6= {0},Let ρ be in RM \ {0} suh that:

ρj = {0}, ∀j 6= i0 and ρi0 ∈ ker(G̃H
i0

) \ {0}.By relation (D.55), ρ is in ker(T ). Hene, ondition (D.51a) is neessary for T to be one-to-one.In the same way, assume that:
∃i0 ∈ {1, . . . , Eh}, Ĩi0 = ∅ and J̃i0 6= ∅,Let ρ in RM \ {0} be suh that:

ρj = {0}, ∀j 6= i0.Sine i0 is not in F̃ , ρ is in ker(T ) from (D.55). Condition (D.51b) is neessary for T to be one-to-one.



98 D. Bases nodale et d'arête grossières ompatibles et fontionnelles d'énergieIn order to redue the number of enfored onstraints, from Propositions 4.1 and 4.2, a suitable hoieof sets J̃i is
∀i ∈ {1, . . . , Eh}, J̃i = C̃i \ {m}, with m ∈ C̃i.For suh a hoie, the ondition of Proposition 4.3 an be given in terms of onnetivity of induedsubgraphs of the graph of edges in SH . More preisely, for any �ne edge i of Sh, let SH,i be the induedsubgraph of the graph of edges in SH , whose verties are indexed by C̃i and edges by Ĩi.Corollary D.2. For J̃i = C̃i \{m}, i = 1, . . . , Eh, T is one-to-one i� for all i in {1, . . . , Eh} the induedsubgraph SH,i is onneted.Proof. Observe �rst that J̃i is empty if and only if the subgraph SH,i redues to one vertex whih happensby Lemma D.1 if Ĩi is empty.Assume now Ĩi is non empty. By Lemma D.1 the edge-node inidene matrix of the subgraph isdedued from GH by keeping only the rows e ∈ Ĩi and the olumns n ∈ C̃i. By deleting one olumn ofindex m ∈ C̃i, the obtained matrix G̃H,i satis�es the ondition (D.51a) of Proposition 4.3 i� the subgraph

SH,i is onneted.The following subsetion is devoted to the onstrution of index sets Ln and an inidene matrix GHwhih satisfy the onnetivity ondition on the indued subgraph SH,i.D.4.3 Constrution of the index sets LnWe start from an Nh×Nh nodal symmetri matrix Bh.When passing from a �ne level to a oarser level,we just require:
Bh

pp 6= 0, ∀p ∈ {1, . . . , Nh} (D.56)and a ompatibility ondition with the set Sh:
(p, q) ∈ Sh =⇒ Bh

pq 6= 0. (D.57)This ondition means that Bh
pq must not vanish on the ouples (p, q) orresponding to the edges belongingto Sh, but it might also be di�erent from zero on other ouples. In other words, there may be more edges

(p, q) determined by the ondition Bh
pq 6= 0 than elements (p, q) or (q, p) in Sh.As Reitzinger and Shöberl do in [5℄, we de�ne a map:

ind : RNh → RNH

p 7→ ind(p).
(D.58)The inverse images of n by the mapping ind make up a partition of {1, . . . , Nh} into sets. The set Hn isthe aggregate of �ne indies indexed by n:

Hn =
{
p ∈ {1, . . . , Nh} / ind(p) = n

}
, (D.59)An example of a �ne graph with the partition of the nodes is given in Figure D.2(a). The Hn'smake up an arbitrary partition of {1, . . . , Nh}, but there are algorithms for hoosing good partitions, forinstane the aggregation algorithm proposed in [39, Setion 5℄.For all �ne index p in {1, . . . , Nh}, we de�ne:

Sp =
{
q ∈ {1, . . . , Nh} / Bh

pq 6= 0
}
. (D.60)This is the set of all theBh-neighbors of the nodal variable p and the variable itself. From the ompatibilityrelation (D.57), we remark that:

(p, q) ∈ Sh =⇒ q ∈ Sp. (D.61)For all n in {1, . . . , NH}, we will write:
Ln =

⋃

p∈Hn

Sp (D.62)



D.4. Elements required by the onstrution 99Observe that the set L̃p de�ned in (D.35) is related to Sp as follows:
L̃p = ind(Sp). (D.63)We also infer from (D.60) and the symmetry of Bh:

p ∈ Sq ⇔ q ∈ Sp.Some sets Ln orresponding to the partition of Figure D.2(a) are represented in Figure D.2(b).Remark D.1. On the initial mesh, some hoies for B are proposed by Reitizinger and Kaltenbaherin [51℄. Observe that the simplest way to take into aount the onnetivity of the initial mesh and tosatisfy onditions (D.56) and (D.57) is to put Bh = (Gh)tGh.For the oarser level, the matrix an be onstruted from the Galerkin produt αtBhα.D.4.4 De�nition of a ompatible oarse edge inidene matrix G
HBy analogy with Reitzinger and Shöberl in [5℄, we hoose SH suh that (n,m) or (m,n) is an edge ifthere exists p ∈ Hn and q ∈ Hm de�ned in (D.59) suh that p and q are Bh-neighbors, i.e.:

SH =
{
(n,m) ∈ {1, . . . , NH}2 / n 6= m, ∃p, q ∈ {1, . . . , Nh}with ind(p) = n, ind(q) = m, p < q and Bh

pq 6= 0
}
.

(D.64)From this de�nition, we easily verify that the onnetivity property of the �ne graph Sh remains for theoarse graph SH . Observe also that Bh
pq 6= 0 implies that p is in Lind(p) ∩ Lind(q). Then Cind(p) ∩ Cind(q)is non empty and SH satis�es ondition (D.44).The oarse graph oming from the graph partition of Figure D.2(a) is represented in Figure D.2().Some sets L̃p are also represented in Figure D.2(d).For proving the onnetivity of the indued graph SH,i, we need an intermediate result.Lemma D.3. Let p ∈ {1, . . . , Nh} be a �ne nodal index and assume that the oarse nodal set L̃p has atleast two elements. Then ind(p) is onneted to the other verties in L̃p by an edge of SH .Proof. Let n be in L̃p \ {ind(p)}. By (D.63), there exists pn in Sp suh that n = ind(pn), then:

Bh
ppn
6= 0 and ind(p) 6= ind(pn).From de�nition (D.64) of SH , we onlude that (n, ind(p)) or (ind(p), n) is in SH .Proposition 4.4. For all i in {1, . . . , Eh}, the oarse graph SH,i is onneted.Proof. Let i = pqh; then from (D.42) C̃i = L̃p ∪ L̃q. From (D.61) and (D.63), we infer:

{ind(p), ind(q)} ⊂ L̃p ∩ L̃q.Assume �rst ind(p) 6= ind(q). Lemma D.3 implies that ind(p) and ind(q) are onneted and for all n in
C̃i \ {ind(r)} with r ∈ {p, q}, n and ind(r) are onneted.Assume now ind(p) = ind(q) = n with |C̃i|> 1. From Lemma D.3, we infer:

∀m ∈ C̃i \ {n}, n and m are onneted.Remark D.2. Reitzinger and Shöberl's approah in [5℄ an be desribed with our notations. They hose
Ln = Hn for all n in {1, . . . , NH} and the oarse graph GH de�ned in (D.64). This leads to |L̃p|= 1 forall �ne nodal index p and it implies |C̃i|= 1 or |C̃i|= 2 with |Ĩi|= 1. Our onstrution gives larger edgeaggregates, whih is a nie situation beause in the end nearly all �ne edges will ontribute to a oarseedge aggregate.Remark D.3. For two nested meshes τh and τH , if we take Ln as the set of indies of the τh-neighborsof the oarse node of index n and GH as the matrix naturally assoiated with the oarse mesh τH , theonnetivity ondition for Corollary D.2 is learly satis�ed.
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() Coarse graph for partition D.2(a) (d) Representation of L̃q (△) and L̃p (�). Nodes pand q are in Fig. D.2(b)Figure D.2: Fig. D.2(a): Initial graph and partition of nodes in sets Hn, Fig. D.2(b): some sets Ln,Fig. D.2(): onstrution of the oarse graph orresponding to the partition in Fig. D.2() and Fig. D.2(d):representation of the sets L̃q and L̃p referring to Fig. D.2(b).



D.5. Numerial experiments 101D.5 Numerial experimentsD.5.1 Matrix multipliation algorithmIn order to solve linear system (D.26), a non-preonditioned onjugate gradient algorithm is used. Thusonly the multipliation of T tD−1T by a vetor of RM is required. We an ompute T tD−1Tρ = ρ̃ inthree steps:
• Step 1: For e = 1, . . . , EH , ompute:

be = Qe

(
∑

n∈F

GH
enR

t
nρn

)

= Qe(R
t
mρm −Rt

nρn), for e = nmH . (D.65)
• Step 2: For e = 1, . . . , EH , solve:

Kexe = be. (D.66)
• Step 3: For n = 1, . . . , NH , ompute:̃

ρn = Rn





EH

∑

e=1

GH
enQ

t
exe



 . (D.67)The step 1 requires M̃ additions and the number of arithmetial operations in step 3 is bounded by
maxn(

∑EH

e=1|GH
en|)M . The most expensive part is the resolution of all the loal problems: Kexe = be, forall e in {1, . . . , EH}.Observe that suh solutions of loal problems are also required for the omputation of the prolongationmatrix β̄c from the Lagrange multiplier vetor ρc by using (D.27). For an exat resolution of loalproblems, a fatorization of eah matrix Ke must be done.D.5.2 Choie of the bilinear form bIn the following tables, di�erent bilinear forms b are used for the minimisation. For onveniene, wede�ne a few abbreviations:- A refers to the bilinear form a of the problem. With this hoie, spatial variations of γ and δtogether with mesh heterogeneity are ompletely taken into aount for the onstrution of the�nite element basis.- A+GhM−1
φ (Gh)t refers to the bilinear form de�ned from this matrix, Mφ being the mass matrixon nodal elements, with mass lumping; hene Mφ is diagonal. This hoie enables us to improvethe onditioning of loal matries Ke as it will be noted for 2D simulations.- S + reg(η) refers to the bilinear form ∫

Ω
rotE · rotE′ added to a loal regularisation depending onthe parameter η; more preisely the matrix of the loal problem is Se + ηmax(diag(Se)) Id wherethe matrix Id is the identity matrix and Se is the loal matrix omputed from ∫

Ω
rotE · rotE′. Thefous is to improve the onditioning of the loal matries, the essential part of the original bilinearform a being kept.- Id refers to the use of the identity matrix for the loal problems. Then no fatorisation is neededbut the original problem is no more taken into aount in the de�nition of b.The annotation GSsym means that one symmetri Gauss-Seidel iteration is performed in the loal systemsinstead of a omplete resolution in order to signi�antly redue the omplexity.



102 D. Bases nodale et d'arête grossières ompatibles et fontionnelles d'énergieD.5.3 Strutured meshes and onstant oe�ientsIn order to validate the proposed hoies of bilinear form b, we begin the numerial experiments withstrutured meshes and onstant oe�ients in the problem. The oe�ients δ and γ are set equal to 1.A sequene of nested meshes (τh
k )k=0,...,4 is onstruted by a regular re�nement starting from a simpletriangular or tetrahedral mesh on the unit square and the unit ube (see Fig. D.5.3 and D.4). The soureterm is given by non-homogeneous boundary onditions. For eah level, the edge prolongation matrix βis omputed by solving system (3.28) with the right-hand side member ξ de�ned from the standard nodalprolongation operator [37, Chapter 6℄. The sets Ln together with the edge-node inidene matries arede�ned frome the meshes as desribed in Remark D.3.
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(b)Figure D.3: Initial mesh τh
0 (D.3(a)) and �rst re�nement τh

1 (D.3(b)).

(a) (b)Figure D.4: Initial mesh τh
0 (D.4(a)) and �rst re�nement τh

1 (D.4(b))DimensionsFor the �nest level, the number of Lagrange multipliers M given by the vetor ρ are reported in TableD.1 for the 2D ase and Table D.2 for the 3D ase. The number of unknowns Eh for eah problem is



D.5. Numerial experiments 103also realled. Observe that the number of multipliers is less than twie the number of unknowns in the2D ase. The ratio is slightly larger in 3D but more so for problems with few unknowns.
τh
1 τh

2 τh
3 τh

4

M = Nb of multipliers 40 152 592 2336
Eh = Nb of unknowns 20 88 368 1504Table D.1: Number (Nb) of Lagrange multipliers and unknowns � 2D, strutured meshes.

τh
1 τh

2 τh
3 τh

4

M 164 1060 7544 56752
Eh 26 316 3032 26416Table D.2: Number of Lagrange multipliers and unknowns � 3D, strutured meshes.Computation of Lagrange multipliersThe multipliers are initialized to zero. The number of iterations required to divide the residual by 103during the iterative proess is reported in Table D.3 for the 2D ase and Table D.4 for the 3D ase. Thesenumbers are given for several hoies of bilinear forms b. We also give the number of iterations for eahlevel: �nest level+ . . .+ oarsest level.Norm τh

1 τh
2 τh

3 τh
4

A 5 42+11 64+42+14 79+64+42+14
A (GSsym) 11 12+11 12+12+11 11+11+12+11

A+GhM−1
φ (Gh)t 4 9+7 9+8+7 9+8+8+7

A+GhM−1
φ (Gh)t (GSsym) 4 9+7 9+8+7 9+8+8+7

S + reg(0.1) 6 19+10 19+19+9 18+19+19+10
Id 2 2+2 2+2+2 2+2+2+2Table D.3: Number of iterations for the multiplier omputation (division of the residual by 103) � 2D,strutured meshes. Norm τh

1 τh
2 τh

3 τh
4

A 24 32+13 46+16+15 61+20+17+17
A (GSsym) 23 25+13 32+16+15 39+20+18+17

A+GhM−1
φ (Gh)t 41 93+21 181+27+17 381+29+21+16

A+GhM−1
φ (Gh)t (GSsym) 26 42+18 56+21+15 62+22+16+14

S + reg(0.1) 20 22+13 29+15+14 36+18+15+15
Id 3 3+3 3+3+3 3+3+3+3Table D.4: Number of iterations for the multiplier omputation (division of the residual by 103) � 3D,strutured meshes.In the 2D ase, the behaviour of the algorithm with the original matrix A is not good sine the numberof iterations inreases with the �neness of the initial mesh. The surprising thing is that it disappearswhen a Gauss-Seidel iteration is used. For the other ases, the behaviour is relatively homogeneous andthe number of iterations is almost onstant. In 3D, we notie a slow inrease in the number of iterationsand the behaviour for the original matrix A is not as bad as in the 2D ase. The behaviour for the matrix

Id is the best in both ases.Solution of system (D.4)System (D.4) is solved by a preonditioned onjugate gradient algorithm. The preonditioner is a multi-level method whih uses one pre- and one post-smoothing step by Arnold's smoother [45℄; on the oarse



104 D. Bases nodale et d'arête grossières ompatibles et fontionnelles d'énergiegrid, a diret solver is used. The onjugate gradient method stops when the initial residual has beendivided by 1010. Table D.5 gives the results for the 2D ase and Table D.6 for the 3D ase. The mention�geometri� orresponds to the lassial geometri multigrid.Norm τh
1 τh

2 τh
3 τh

4

A 5 6 7 7
A (GSsym) 5 6 7 9

A+GhM−1
φ (Gh)t 5 6 7 8

A+GhM−1
φ (Gh)t (GSsym) 5 6 7 8

S + reg(0.1) 5 6 7 7
Id 5 7 9 11geometri 5 6 7 7Table D.5: Number of iterations of the onjugate gradient preonditioned by a multilevel method (divisionof the residual by 1010) � 2D, strutured meshes.Norm τh

1 τh
2 τh

3 τh
4

A 4 7 10 11
A (GSsym) 4 7 10 11

A+GhM−1
φ (Gh)t 4 7 10 11

A+GhM−1
φ (Gh)t (GSsym) 4 7 10 11

S + reg(0.1) 4 7 10 11
Id 4 7 10 11geometri 4 7 10 11Table D.6: Number of iterations of the onjugate gradient preonditioned by a multilevel method (divisionof the residual by 1010) � 3D, strutured meshes.One the multipliers are omputed, and for all hoies of bilinear forms b, the e�ay of the geometriand algebrai multigrid methods are omparable.D.5.4 Unstrutured meshes and varying oe�ientsWe onsider a 2D problem whose struture is pitured in Figure D.5; γ is set equal to 1 and δ takes thevalues displayed in this �gure.A mesh generator gives an initial unstrutured mesh. We only ontrol the maximal diameter hmax ofelements, and the generator takes the interfaes into aount.The matrix Bh for the initial level is given by (Gh)tGh; see Remark D.1. The matrix α is obtainedfrom the resolution of (D.10) with c given by (Gh)tGh. The map ind is onstruted from the aggregationalgorithm given in [39℄, on whih are de�ned the sets Ln and the matrix GH as in (D.62) and (D.64).Number of unknownsIn Table D.7, the number of unknowns on eah level is given for several hoies of hmax. The notationnew denotes our algorithm, and RS denotes the algorithm of Reitzinger and Shöberl given in [5℄.Method hmax = 0.2 0.1 0.05 0.025new 276+31 1005+114+6 3843+405+23 15957+1467+82+3RS 276+31 1005+114+11 3843+405+29 15957+1467+151+21Table D.7: Number of unknowns on eah level for several hoies of hmax



D.5. Numerial experiments 105

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

10 

1 

0.1 

Figure D.5: Geometry of the problem with the values of δ.Computation of the Lagrange multipliersNumber of multipliers The number of multipliers for every mesh and every level is given in Table D.8.This number is roughly twie the number of unknowns for every level.
hmax = 0.2 0.1 0.05 0.025536 2105+179 8049+759 31249+2946+118Table D.8: Number of Lagrange multipliersStopping riteria on the residual The residual is divided by 103. The number of iterations requiredto ompute the Lagrange multipliers with di�erent norms are gathered in Table D.9. Compared to theNorm hmax = 0.2 0.1 0.05 0.025

A 387 X+134 X+407 X+X+136
A (GSsym) 415 396+X 360+X 348+450+X

A+GhM−1
φ (Gh)t 62 103+31 117+46 120+59+26

A+GhM−1
φ (Gh)t (GSsym) 94 128+37 112+58 113+59+27

S + reg(0.1) 74 212+32 319+65 326+200+27
Id 8 13+7 13+12 14+15+2Table D.9: Number of iterations for the multiplier omputation (division of the residual by 103) �unstrutured meshes. X means that the stopping riterion was not reahed after 1000 iterations.results of Table D.3, we an observe a signi�ant inrease for all methods but the results are similarlyordered.Solution of system (D.4)The multilevel method is used as a preonditioner; the results for the di�erent norms are gathered inTable D.10.The hoies Id and A+GhM−1

φ (Gh)t (GSsym) are the most e�ient beause they provide us with aperforming preonditioner and the lowest omputationnal ost for the setup phase.
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hmax = 0.2 0.1 0.05 0.025

A 11 12 18 45
A (GSsym) 12 12 17 25

A+GhM−1
φ (Gh)t 12 13 17 26

A+GhM−1
φ (Gh)t (GSsym) 12 13 18 27

S + reg(0.1) 12 12 16 25
Id 13 13 18 28R. S. 14 20 33 56Table D.10: Number of iterations of the onjugate gradient preonditioned by a two-level method (divisionof the residual by 1010).The prolongation matrix β built by our method provides us with a more e�ient preonditioner thanthe method proposed by Reitzinger and Shöberl in [5℄. This validates the theoretial interest of ouralgebrai method.However, the onstrution of the matrix β remains really more expensive than in Reitzinger andShöberl AMG method. In order to improve the e�ay for the resolution of problem (D.20), an algo-rithm, whih avoids the Lagrange multiplier omputation, an be intended [4℄.



107
Appendix ECommutativité entre gradient etprolongement et théorie des graphesGradient-prolongation ommutativity and graph theory1François Musy, Laurent Niolas and Ronan PerrusselAbstrat. This note gives onditions that must be imposed to algebrai multilevel disretizationsinvolving at the same time nodal and edge elements so that a gradient-prolongation ommutativity ondi-tion will be satis�ed; this ondition is very important, sine it haraterizes the gradients of oarse nodalfuntions in the oarse edge funtion spae. They will be expressed using graph theory and they providetehniques to ompute approximation bases at eah level.E.1 IntrodutionNumerial approximation of eletri or magneti �eld uses often edge �nite elements whose relation withnodal �nite elements ontains important properties at disrete level [84℄. In this note we restrit ourselvesto lowest order approximation : P1 for nodal elements and inomplete order 1 for edge elements. In orderto solve large problems, multilevel methods are an attrative hoie. While, for systems oming fromedge element disretisation, Hiptmair [44℄ proposed multilevel methods using nested meshes, engineeringappliations do not usually provide strutured meshes. Therefore, algebrai multilevel methods are aninteresting option: we have to build oarse nodal and edge funtions by using aggregates of �ne nodaland edge funtions. If (w0,h

p )p=1,...,Nh and (w1,h
i )i=1,...,Eh respetively denote �ne nodal and edge bases,the following linear ombinations de�ne oarse nodal and edge funtions:

w0,H
n =

Nh

∑

p=1

αpnw
0,h
p , ∀n ∈ {1, . . .NH}, (E.1a)

w1,H
e =

Eh

∑

i=1

βiew
1,h
i , ∀e ∈ {1, . . . , EH}. (E.1b)By onstrution, the gradients of �ne nodal funtions belong to the spae of �ne edge funtions:

∀p ∈ {1, . . . , Nh}, grad(w0,h
p ) =

Eh

∑

i=1

Gh
ipw

1,h
i , (E.2)where Gh is the edge-node inidene matrix of the digraph naturally assoiated with the initial mesh.The orientation of the edges an be arbitrarily hosen.1Note publiée dans Les Comptes Rendus de l'Aadémie des sienes Mathématiques; voir [4℄.



108 E. Commutativité entre gradient et prolongement et théorie des graphesIn [5℄, Reitzinger and Shöberl dedued their smoother from the matrix GH involved in the relation:
∀n ∈ {1, . . . , NH}, grad(w0,H

n ) =

EH

∑

e=1

GH
enw

1,H
e , (E.3)whih states that the gradients of the oarse nodal funtions must also belong to the spae of oarse edgefuntions. The matrix GH is an edge-node inidene matrix as in the strutured ase. Relation (E.3)does not guarantee the e�ay of the algebrai multilevel method but it leads to relevant strategies.Gathering Equations (E.1), (E.2) and (E.3), we obtain the matrix relation:

Ghα = βGH . (E.4)The matrix α is onstruted following for instane the methods de�ned in [61℄, whih provides a familyof oarse nodal funtions, making up a partition of unity, whose supports satisfy appropriate onditions.Knowing the left-hand side of (E.4), we want to hoose GH as an edge-node inidene matrix of adigraph SH , and we will give onditions on the oarse graph SH , whih ensure the existene of a matrix
β satisfying (E.4). Moreover, the proof of the proposition indiates how to hoose the degrees of freedomwhih enables us to de�ne the oarse edge funtions. It also helps us to onstrut β.E.2 Notation and statement of the problemLet (Ln)n=1,...,NH be sets of indies in {1, . . . , Nh} suh that:

NH

⋃

n=1

Ln = {1, . . . , Nh}. (E.5)The matrix α desribes the oarse nodal basis; we assume that it is has been previously omputedand it has the following properties:
• the oarse nodal funtions make up a partition of unity, whih an be algebraially stated as:

∀p ∈ {1, . . . , Nh},
NH

∑

n=1

αpn = 1, (E.6)
• in order to restrit the support of eah oarse basis funtion w0,H

n , the indies of the non-zeroomponents of w0,H
n are inluded in the set Ln, i.e.:

p ∈ {1, . . . , Nh} \ Ln =⇒ αpn = 0. (E.7)The �ne nodal funtion w0,h
p ontributes to the oarse nodal funtion w0,H

n if p belongs to Ln.We have a reiproal set-valued funtion L̃: the set L̃p is the set of oarse nodal funtion indies to whihthe �ne nodal funtion w0,h
p ontributes. For the �ne graph in Figure E.1(a), we set L1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

L2 = {5, 6, 8, 9, 13, 14} and L3 = {7, 8, 10, 11, 12}. One obtains, for instane, the set L̃7 = {1, 3}.We de�ne two families of sets of �ne edge funtion indies. We will denote a direted �ne edge i by
pqh where p and q are respetively the starting and ending nodes of the edge i. A similar notation isused for a direted oarse edge e = mnH .The set Cn is the set of indies of �ne edges whih have an extremity in Ln:

Cn =
{
i ∈ {1, . . . , Eh} : i = pqh, p ∈ Ln or q ∈ Ln

}
. (E.8)The �ne edge funtion w1,h

i ontributes to the gradient of the oarse nodal funtion w0,H
n if i belongsto Cn. Indeed, for the direted �ne edge i = pqh, Gh

ir is equal to −1 if r = p and +1 if r = q. Moreover,if p and q are not in Ln, the omponents αpn and αqn vanish aording to (E.7); therefore:
i ∈ {1, . . . , Eh} \ Cn =⇒ (Ghα•n)i = 0, (E.9)



E.3. The essential steps of the proof 109where α•n denotes the n-th olumn of α. The reiproal set-valued funtion C̃ is suh that C̃i is the set ofoarse nodal funtion indies to whose gradient the �ne edge funtion w1,h
i ontributes. On Figure E.1(b),the �ne edges are numbered, set C3 is highlighted and we an note, for instane, the set C̃8 = {1, 3}.Let e = mnH be an edge of the oarse graph SH ; we de�ne:

Ie = Cn ∩ Cm. (E.10)By analogy with the strutured ase and for restriting the support of w1,H
e , we enfore:

i ∈ {1, . . . , Eh} \ Ie =⇒ βie = 0. (E.11)The �ne edge funtion w1,h
i ontributes to the oarse edge funtion w1,H

e if i belongs to Ie. The set-valued funtion Ĩ is suh that Ĩi is the set of oarse edge funtion indies to whih the �ne edge funtion
w1,h

i ontributes. The oarse graph in Figure E.1() is related to the �ne in Figure E.1(a). Set Ie3
isrepresented in Figure E.1(d).
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1() Coarse graph. (d) Set Ie3
is represented bybold edges.Figure E.1: Representation of the �ne and oarse graphes, sets (Ln)n=1,...,3, C3 and Ie3

.The following statement an be easily dedued from (E.8) and the de�nition of Gh:Lemma E.1. If i denotes the edge pqh, C̃i = L̃p ∪ L̃q.In order to simplify notations, we introdue the set F̃ =
{
i ∈ {1, . . . , Eh} : Ĩi 6= ∅

}, sine some �needge funtions might not ontribute to any oarse edge funtions.For any �ne edge i, let SH,i be the indued subgraph de�ned by C̃i: the verties of SH,i are theverties of SH , whih are indexed by the elements of C̃i and the edges of SH,i are those edges of SHwhose extremities are verties of SH,i.The following lemma is a diret onsequene of de�nition (E.10):Lemma E.2. For any edge i ∈ F̃ , the edges of SH,i are those edges of SH whih are indexed by Ĩi.We may now state preisely our main result, whih gives a neessary and su�ient ondition on theoarse graph SH permitting the resolution of (E.4):Proposition E.3. For all matries α satisfying onditions (E.6) and (E.7), there exists a matrix βsatisfying (E.11) and solving (E.4) i� for all i, the indued subgraph SH,i is onneted.E.3 The essential steps of the proofFirst step. Many relations in (E.4) redue to 0 = 0: this is the ase for n /∈ C̃i.Indeed, aording to (E.9) the (i, n) oe�ient of the right-hand side of (E.4) vanishes.Conversely, if e does not belong to Ĩi, aording to (E.11) and the de�nition of Ĩi, βie vanishes and:
EH

∑

e=1

βieG
H
en =

∑

e∈Ĩi

βieG
H
en. (E.12)



110 E. Commutativité entre gradient et prolongement et théorie des graphesOn the other hand if the direted oarse edge e denoted by lmH belongs to Ĩi, Lemma E.2 implies that
l and m belongs to C̃i. However, for GH

en not to vanish for all e, m or l must be equal to n, whih meansthat n belong to C̃i, and this ontradits the assumption n /∈ C̃i.Seond step. We look at all the other equations, i.e. those for whih n ∈ C̃i. We note that (E.12)remains and that the edges indexed by Ĩi are preisely those of the graph SH,i aording to Lemma E.2.We assume now i ∈ F̃ and we de�ne GH,i as the edge-node inidene matrix of SH,i and the (i, n)equation of (E.4) is rewritten:
∑

e∈Ĩi

βieG
H,i
en = Θi,n where Θi,n =

∑

r∈Ln

Gh
irαrn. (E.13)This ould be satis�ed for all ouples (i, n) suh that n ∈ {1, . . . , NH} and i ∈ Cn or equivalently

i ∈ {1, . . . , Eh} and n ∈ C̃i. For a �xed i, we may write that βi•, the i-th row of β satis�es the system:
∑

e∈Ĩi

βieG
H,i
en = Θi,n, ∀n ∈ C̃i. (E.14)Thus, we solve line by line for β and we see that (E.14) is a �ow problem whose solution is of the form:

βi• = β′
i• + β′′

i•. (E.15)with (β′′
i•)

t ∈ ker(GH,i)t and β′
i• a partiular solution.More preisely, let T i be a spanning tree for SH,i; all Γi the edge-node inidene matrix assoiatedwith T i; we know that Γi has |C̃i|−1 rows and |C̃i| olumns, and it is of rank |C̃i|−1. We hoose a vertex

m in Γi and we solve the system:
∑

e∈E(T i)

β′
ieΓ

i
en = Θi,n, ∀n ∈ C̃i \ {m}, (E.16)where E(T i) denotes the set of indies of the edges of T i. The system (E.16) is a regular system of |C̃i|−1equations with |C̃i|−1 unknowns, and we put β′

ie equal to 0 if e is in Ĩi \ E(T i).It remains to show that the forgotten equation of index m in (E.16) is automatially satis�ed. Indeed,by denoting i by pqh, we sum the right-hand side of (E.14) with respet to n ∈ C̃i:
∑

n∈C̃i

Θi,n =
∑

n∈L̃p∪L̃q

αqn − αpn = 0, (E.17)sine in view of (E.6) and (E.7), ∑

n∈L̃p∪L̃q

αpn =
∑

n∈L̃p

αpn = 1 and ∑

n∈L̃p∪L̃q

αqn =
∑

n∈L̃q

αqn = 1.On the other hand, if we sum the left-hand side of (E.14) with respet to n ∈ C̃i, we obtain:
∑

n∈C̃i

∑

e∈Ĩi

βieG
H,i
en =

∑

e∈Ĩi

βie

∑

n∈C̃i

GH,i
en = 0, (E.18)sine eah line of GH,i ontains only two non-zero oe�ients +1 and −1.If i /∈ F̃ , |C̃i|= |L̃p|= |L̃q|= 1 and the relation EH

∑

e=1

βieG
H
en = Θi,n is satis�ed from (E.12) and (E.17).Now we assume that SH,i is not onneted and we denote by Ĉi the nodes of a onneted omponent.For the same reasons as in (E.18), if β satis�es (E.11) one gets ∑

n∈Ĉi

EH

∑

e=1

βieG
H
en = 0.However we an onstrut a matrix α satisfying (E.6) and (E.7) suh that ∑

n∈Ĉi

Nh

∑

r=1

Gh
irαrn 6= 0. Infat, in view of (E.7), for i = pqh we an write:

∑

n∈Ĉi

Nh

∑

r=1

Gh
irαrn =

∑

n∈Ĉi

αqn − αpn =
∑

Ĉi∩L̃q

αqn −
∑

Ĉi∩L̃p

αpn. (E.19)



E.4. Constrution of the oarse edge funtions 111Sine Ĉi is stritly inluded in L̃p ∪ L̃q, we will have Ĉi ∩ L̃p 6= L̃p or Ĉi ∩ L̃q 6= L̃q. Depending on thesituation, we an onstrut a suitable matrix α suh that:
(
∑

Ĉi∩L̃q

αqn = 1 and ∑

Ĉi∩L̃p

αpn = 0

) or ( ∑

Ĉi∩L̃q

αqn = 0 and ∑

Ĉi∩L̃p

αpn = 1

)

.For these matries α, the ondition de�ned by (E.4) annot be ensured.E.4 Constrution of the oarse edge funtionsFor a oarse graph satisfying the ondition of Proposition E.3 and by using the deomposition (E.15),any ompatible matrie an be written β = β′+β′′, where the omplete matries are de�ned by gatheringthe lines of index i βi•, β′
i• and β′′

i•. The omputation of eah β′
i• an be done by solving system (E.16).As onerns β′′

i•, a basis of the kernel of (GH,i)t is given by a set of ki independent yles of SH,i. Then,
∑

i∈F̃ ki degrees of freedom should be determined by minimising an appropriate energy funtional; suha problem is introdued in [65℄ and an be related to explanations in [61℄.We thank Mihelle Shatzman for many fertile disussions.
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Ronan PERRUSSEL 27 otobre 2005 Thèse 2005-35 Spéialité : Mathématiques appliquéesMéthodes multiniveau algébriques pour les éléments d'arête.Appliation à l'életromagnétisme.Résumé : Le alul numérique du hamp életrique ou magnétique intervient aussi bien dans la mise aupoint d'outils de ommuniation performants que dans les problèmes de ompatibilité életromagnétiquedes systèmes életriques ou de modélisation de l'interation hamp-vivant. Ce alul est fréquemmentfondé sur la disrétisation des équations de Maxwell par la méthode des éléments �nis d'arête. Il onduitalors à la résolution d'un système linéaire reux mais généralement de grande taille.L'objetif de e travail est de proposer une méthode multiniveau algébrique pour la résolution des sys-tèmes linéaires issus d'une disrétisation par la méthode des éléments �nis d'arête. En e�et, les méthodesitératives multiniveau onstruisent des algorithmes qui s'avèrent être les plus performants pour ertaineslasses d'équations aux dérivées partielles. Ces méthodes s'appuient, dans leur version géométrique, surune hiérarhie de maillages emboîtés. Cependant pour des appliations réalistes ette hiérarhie ne peutpas toujours être onstruite et il faut dé�nir algébriquement les di�érents niveaux.La stratégie algébrique de dé�nition des niveaux grossiers que nous proposons repose sur la onstru-tion de fontions grossières nodales et d'arête véri�ant une ontrainte de ompatibilité. En outre, lesfontions grossières d'arête doivent minimiser une fontionnelle d'énergie. Ce problème de minimisationave ontrainte est résolu par deux tehniques : l'une utilise les multipliateurs de Lagrange, l'autres'appuie sur la résolution d'une suite de problèmes de �ot dans un graphe. Des expérienes numériquesillustrent les performanes de di�érentes versions de notre méthode.Mots-lés : életromagnétisme, éléments �nis d'arête, résolution de systèmes linéaires, méthodes multi-grille algébriques, minimisation sous ontraintes.Algebrai multilevel methods for edge elements.Appliation to eletromagnetism.Abstrat: The omputation of the eletri or magneti �eld plays a key-role in the design of e�ientommuniation tools, in the eletromagneti ompatibility of eletroni systems and also in the modellingof the interation between the �eld and living tissues. This omputation is frequently based on thedisretisation of Maxwell's equations by the edge element method. Then, it leads to solve a linear systemwith a sparse but usually large matrix.The aim of this work is to introdue an algebrai multilevel method for solving linear systems omingfrom the edge element method. Indeed, iterative multilevel methods generate algorithms whih are themost e�ient for some lasses of partial di�erential equations. These methods are founded in theirgeometri version on a hierarhy of nested meshes; however, for realisti appliations, this hierarhyannot be onstruted and the levels are then required to be algebraially de�ned.Our algebrai strategy for de�ning the oarse levels is founded on the onstrution of nodal and edgeoarse bases, whih have to minimise an energy funtional. This minimisation problem with onstraintis solved by two tehniques: for the �rst one Lagrange multipliers are used, for the seond tehnique asequene of �ow problems in a graph is solved. Some numerial experiments illustrate the performanesof the di�erent versions of our method.Keywords: eletromagnetism, edge elements, resolution of linear systems, algebrai multigrid methods,onstrained minimisation.Laboratoires : Institut Camille Jordan, UMR CNRS 5208 et Centre de Génie Életrique de Lyon, UMRCNRS 5005. Eole Centrale de Lyon, 69134 Eully edex.Contat : ronan.perrussel�e-lyon.fr
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