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Avant-propos

Ce travail de these est le fruit d’une collaboration entre I'Institut de Re-
cherche en Mathématiques Avancées (Université Louis Pasteur) et le Labora-
toire de Biophysique et Médecine Nucléaire (Hopital de Hautepierre). De ce
fait, les problématiques qui y sont abordées ont été guidées avant tout par des
besoins pratiques, articulés en plusieurs étapes. La premiere était de doter le
Laboratoire de Biophysique et Médecine Nucléaire d’un outil permettant d’ex-
ploiter des images scintigraphiques en les reconstruisant par des techniques de
tomographie. Des généralités a ce sujet ainsi qu'un état de I'art sont présentés
dans la premiere partie de la présente these et nous renvoyons également a notre
mémoire de DEA [30] qui consistait & développer un tel outil. Or il apparait ra-
pidement que les calculs relatifs a la reconstruction tomographique doivent étre
exécutés dans un temps court. La mise en place d’un programme d’imagerie de
recherche a un rythme soutenu demande en effet le développement d’un logiciel
qui puisse fournir des résultats le plus rapidement possible, non seulement pour
suivre le rythme de reconstruction imposé par ces acquisitions, mais aussi pour
pouvoir rectifier si nécessaire certains défauts et converger rapidement vers les
conditions d’acquisition idéales pour un examen donné. L’objet de la deuxieme
partie de cette these est donc la description de quelques étapes permettant une
optimisation de la reconstruction tomographique, basées sur I’exploitation de
symétries et une discrétisation adéquate tout en conservant une modélisation
du probléeme tenant compte des principaux phénomenes en jeu. Il était natu-
rel également que cette phase s’accompagne d’un effort porté sur des questions
purement informatiques tel le passage d’un langage interprété (Matlab) & un
langage compilé (C). Enfin, la diversité des images que nous avons eu a traiter a
inspiré la troisieme partie de cette these en mettant en évidence des différences
visibles entre des reconstructions d’objets peu détaillés et d’autres beaucoup
plus fins, nous conduisant & proposer une classe d’algorithmes de reconstruction
adaptés a la fréquence. Il nous faut donc mettre I’accent sur le cadre stimulant,
y compris d’un point de vue mathématique, qu’a constitué le Laboratoire de
Biophysique et Médecine Nucléaire et lire cette these comme certaines solutions
apportées a des problemes concrets.



Notations générales

R"™ ensemble des vecteurs réels de dimension n
N,Z ensemble des entiers naturels et relatifs
S~ gphere unité en dimension n

& variable fréquentielle

e fonction exponentielle

Les transformées

f fonction décrivant le volume a reconstruire

f transformée de Fourier de la fonction f

F  transformée de Fourier (utilisé lorsque Pargument est composé
Rf transformée de Radon de la fonction f

Pf transformée rayons X de la fonction f

Les ensembles fonctionnels

L'(R™) ensemble des fonctions intégrables
S(R™)  espace de Schwartz

Opérations, opérateurs

f*h

produit de convolution de la fonction f par le noyau h

< x,y > produit scalaire des vecteurs z et y

| ||
|z |

norme du vecteur x
valeur absolue de x

Matrices et opérations sur les matrices

matrice (désigne en général le modele direct)

k¢ bloc de la matrice, correspondant a la k° position du détecteur
bloc de la matrice dans une découpage général sur les lignes

¢ ligne de la matrice

terme courant d’une matrice

vecteur colonne représentant le volume a reconstruire

terme courant du vecteur colonne

n® itérée lors du calcul de z

transposée d'un vecteur x ou d’une matrice A

matrice identité



Autres quantités

SFSIURRYS TR

nombre d’équations (de pixels)

indice courant de I’équation

nombre d’inconnues (de voxels)

indice courant du voxel

nombre de projections

nombre de pixels dans une projection

distance focale du collimateur sténopé

plan du détecteur

point de D correspondant au centre de la projection du voxel j
écart-type du modele gaussien de projection du voxel j
fraction du rayonnement émis par le voxel j qui parvient au détecteur
centre du voxel j



Introduction

De la radioactivité a la tomoscintigraphie

Malgré la quasi-simultanéité de la découverte des rayons X, en 1895 par
Roentgen! et de la radioactivité, en 1896 par Becquerel, les rayons X nous
semblent beaucoup plus familiers lorsque 1’on en vient a parler d’imagerie médi-
cale. La premiere moitié du 20°™¢ siecle est ainsi jalonnée de témoignages de
I’émotion populaire, suite a la révélation, par la radiographie, des structures in-
ternes et du corps humain vivant. Fascination, rejet, fantasmes, dérision ont été
autant de réactions face a cette extraordinaire nouveauté, sans que l'on ait tres
bien su a I’époque a quelle application elle serait destinée, pur outil scientifique
ou média populaire, a I'instar du cinéma. Or cette prédominance des rayons X
dans les esprits est peut-étre due a ce que ces rayons ont immédiatement servi
a la formation d’une image; mieux, ils ont été découverts par 'image. La ra-
dioactivité s’est, elle, longtemps mesurée, a I’aide d’'un compteur. Malgré des
premieres applications précoces en médecine, puisque des 1913, Hevesy com-
menca a employer des atomes radioactifs comme « indicateurs », les premieres
décennies furent avant tout consacrées au développement d’éléments ayant un
intérét biologique. La fabrication de radionucléides artificiels fut lancée apres
qu'Tréne Curie et Frédéric Joliot aient pu isoler, en 1934, I'isotope radioactif $9 P
du phosphore, responsable de I’activité 31. Il faudra attendre la fin des années
1940 et que B. Cassen ait I'idée de déplacer linéairement le compteur de Geiger-
Miiller au moyen d’un moteur pour obtenir des mesures qui conduisent a une
image, obtenue par frappe sur papier d’'un stylet inscripteur. Mais ce sera Hal
Anger qui, au début des années 1960, proposera ’outil moderne de détection des
rayons 7, la gamma-caméra : derriere un collimateur a trou d’épingle, dit aussi
sténopé, un cristal d’iodure de sodium est placé devant un réseau de photomulti-
plicateurs. Un circuit calcule le point d’impact de chaque photon sur le cristal et
a partir de ces coordonnées, 'image est formée sur un oscilloscope cathodique,
ouvrant définitivement la voie & la scintigraphie. Si les progres techniques ont
largement contribué a I'amélioration de cette gamma-caméra depuis sa com-
mercialisation, en 1964, ils ne sont intervenus que sur les aspects extérieurs :
informatisation du pilotage de la machine, des données, des images, meilleure
précision mécanique. Quant au détecteur en lui-méme, il est resté a peu pres
inchangé depuis, les tentatives pour 'améliorer s’étant révélées jusque-la infruc-
tueuses.

En arriere-plan de ces différentes techniques d’imagerie, le mathématicien
allemand J. Radon développait des 1917 des outils mathématiques qui de-
vaient leur étre rattachés. La nouveauté étant qu’en exploitant de nouveaux
types de rayonnements, les images de projection acquises sont composées de
points qui représentent une information sur la profondeur de 'objet imagé, di-
mension jusque-la inaccessible a l'image photographique ou rétinienne, Radon
décrivait cette projection comme une somme des valeurs d’une fonction le long
d’une droite, valeurs qui seront plus tard interprétées comme des coefficients
d’atténuation (en radiographie) ou des mesures d’activité (en scintigraphie). La
projection étant décrite par la transformée de Radon, il démontrait la possibilité
théorique de reconstruire la fonction a partir de ses projections en donnant une

1Pour I’ensemble des références de cette partie « historique », voir ’'ouvrage de Paul Blan-
quet et Daniel Blanc, La médecine nucléaire dans la collection Que sais-je ¢, PUF, 1976.
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formule d’inversion de sa transformée.

Des lors, la combinaison des outils théoriques et pratiques permit a Kuhl
de réaliser le premier systéme tomographique en 1963 a partir d’un appareil de
radiographie, tandis qu’ Anger adaptait des 1968 sa gamma-caméra pour en faire
également un systeme tomographique, mais dans le domaine de la scintigraphie
(on parlera alors de tomoscintigraphie).

Les nombreuses perspectives qui semblent se dessiner a ce point seraient
bien str impossible a mettre en ocuvre sans la puissance de calcul permet-
tant de mener a bien des calculs relativement lourds. Nous pouvons dire sur
ce point que le développement des ordinateurs a libéré 'imagerie médicale de
la plupart des contraintes qui étaient les siennes & ses débuts. Au cours de
ces quarante derniéres années, les progres exponentiels de I'infomatique se sont
néanmoins répercutés de maniere moins brutale sur les applications liées a I'ima-
gerie médicale. Le passage de la reconstruction tomographique bidimensionnelle
a partir de projection linéiques a la reconstruction tridimensionnelle a partir
d’images de projection ne date ainsi que des années 1990 tandis que ’on com-
mence a peine maintenant a pouvoir traiter des données sans limitation de
taille pouvant affecter la qualité des images reconstruites. Pour appliquer la loi
de Moore (qui prévoit un doublement de la puissance de calcul tous les 18 mois)
en tomographie, il ne faut pas oublier que le probléeme de reconstruction en 3D
a en quelque sorte six dimensions : les trois de ’objet a reconstruire, les deux
des images de projection et le nombre de projection et donc qu’'un doublement
de ’ensemble de ces dimensions est permis, a temps de calcul égal et suivant la
loi de Moore, non pas tous les 18 mois mais tous les 9 ans! Et I'on devrait en-
core ajouter dans le cas des acquisitions synchronisées la dimension temporelle
permettant de prendre en compte le mouvement du coeur notamment. Méme
si la puissance informatique I’a emporté et ne constitue plus une limite insur-
montable, il ne faut donc pas s’étonner, en regardant dix ans en arriere, de voir
les problémes qui sont « seulement »résolus aujourd’hui dans une grille de 1283
voxels, déja résolus a 1’époque dans une grille de 643 voxels.

Enfin, pour comprendre ce qui a motivé la recherche biologique qui est a ’ori-
gine de cette these de mathématiques, il convient d’aborder le domaine de I'ima-
gerie spécifiquement appliquée au petit animal. Avant de nous concentrer sur les
difficultés que présente I’application de la tomoscintigraphie au rat et a la souris,
essentiellement liées a la taille réduite de ces organismes par rapport a I’espece
humaine, nous nous devons de donner un apercgu des débouchés de la technique,
que l'on ne saurait comprendre que par leur role d’organismes modéles. Ce terme
d’organisme modele s’applique a une classe d’organismes telle une variété, une
espéce ou encore un groupe taxinomique plus large, qui par certains aspects est
représentative d’autres classes, relativement a une problématique donnée. Tan-
dis que la mouche drosophile en constitue I’exemple le plus célebre, en génétique,
le rat et la souris se sont naturellement imposés en imagerie pour la facilité de
leur élevage et le fait qu’ils soient des mammiferes pourvus d’organes compa-
rables a ceux de ’homme. Mais une condition presque aussi importante dans leur
role de modele que la proximité morphologique et fonctionnelle de leurs organes
avec ceux de 'homme, est leur standardisation, qui permet une expérimentation
quasiment délivrée de l'idiosyncrasie individuelle. L’éradication du cauchemar
des expérimentateurs - et en premier lieu de Claude Bernard - jusqu’au début
du XX®™e siecle est ainsi & peu pres complete, des lors que des séries d’animaux
quasi-identiques permettent de réaliser des expériences en faisant varier un pa-
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rameétre, toute chose supposée égale par ailleurs. Ainsi, les applications de la
tomoscintigraphie au rat et a la souris offrent des perspectives riches dans des
domaines fort différents : études pharmacologiques, génétiques, observations de
pathologies, connaissance intrinseque de ces animaux et confrontation avec les
données issues d’autres techniques sont des bénéfices immédiats d’un tel projet.

Cette theése

Nous avons particulierement tenu, dans ce travail, & ne pas nous affranchir
d’un contexte riche et multidisciplinaire pour nous concentrer uniquement sur
les mathématiques.

En particulier, le choix d’un modele pour la description mathématique du
systeme d’imagerie est une partie primordiale du probleme et ne peut étre décidé
a la légere. Il détermine aussi bien la qualité des résultats, par le degré de son
adéquation avec ce que nous savons du dispositif physique, que les temps de cal-
cul, par sa complexité. Il influence aussi bien sir grandement les développements
mathématiques possibles. Dans un premier temps, nous nous sommes laissés
guider par la seule contrainte de la bonne qualité de I'image, qui nous a ainsi
conduit a écarter les méthodes analytiques, basées sur I'inversion d’un opérateur
de projection continu, car elles nous ont paru trop limitées quant a la possibi-
lité d’incorporer un modele réaliste de réponse impulsionnelle, qu’elles réduisent
généralement a une masse de Dirac. Mais par la suite, une prise en compte minu-
tieuse de la distribution théorique des photons émis par un voxel sur le plan de
détection aurait été aussi pénible mathématiquement que pénalisante du point
de vue des temps de calcul, sans étre justifiée par de meilleurs résultats car la
tomographie d’émission monophotonique ne produit que des images dont nous
savons qu’elles sont fort bruitées. De plus, le processus d’émission d’un photon
suit une loi statistique, ce qui demanderait, pour nous rapprocher asymptotique-
ment de la distribution théorique, des temps de pose plus longs et des activités
plus élevées, nonobstant la présence de bruit sur 'image.

Un juste milieu devait donc étre trouvé mais une réponse appropriée au
probleme ne pouvait passer que par la compréhension des phénomenes dont
nous avons parlé plus haut. Tandis que la nature statistique de 1’émission et le
bruit inhérent a I'image scintigraphique ne nous encourageaient pas a pousser la
modélisation trop précisément, les limitations actuelles de la résolution spatiale
du détecteur nous obligeaient & prendre en compte une réponse impulsionnelle
large dans le modele. De plus, malgré les progres de 'informatique que nous
avons soulignés, nous pensions qu’il valait encore la peine & ’heure actuelle de
chercher & économiser du temps et des ressources de calcul.

Enfin, nous pensons que I'imagerie du vivant ne peut se passer d’une mise &
I’épreuve sur fantéme et en conditions réelles (sur le vivant) aussi souvent et de
maniere autant variée que possible des algorithmes et des programmes, moins
que dans tout autre domaine de 'imagerie. Outre les nombreuses corrections
qu’elle nous a permis d’apporter a nos premiers travaux, cette confrontation est
entierement a ’origine de nos développements algorithmiques puisque c’est sur
les images de structures différentes que nous avons pu nous rendre compte des
performances variables des algorithmes utilisés jusque-la.

La présentation de notre travail suivra ’ordre suivant :

Dans la premiere partie, apres avoir introduit la tomoscintigraphie du point
de vue de son utilisation biomédicale et des mathématiques sous-jacentes, nous
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insistons sur notre choix des méthodes itératives par rapport aux algorithmes
provenant des méthodes analytiques et dressons un panorama contemporain
des méthodes de résolution itératives de systemes linéaires utilisées en tomogra-
phie. Nous relevons en cours de route que le probléeme physique est non linéaire
a priori, puisque des interactions de 'objet avec lui-méme se produisent et jus-
tifions donc certaines approximations faites pour poser malgré tout un systéme
linéaire. Enfin, nous proposons un modele de projection basé sur des réponses
impulsionnelles gaussiennes qui soit compatible avec une stratégie d’économie
de calculs.

Cette stratégie, nous la développons dans la deuxieme partie en exploitant
des symétries et en n’utilisant qu’un petit nombre de réponses impulsionnelles
précalculées. Nous y montrons qu’aucune perte significative de résolution spa-
tiale n’a lieu au cours de ces réductions, tandis que les temps de calculs dimi-
nuent de maniere importante, ainsi que la mémoire nécessaire a la reconstruction
tomographique. Nous y montrons également des résultats obtenus sur des simu-
lations numériques, et des fantomes physiques.

La troisieme partie revient sur les méthodes itératives existantes en notant
qu’aucune d’entre-elles ne permet pour 'instant de s’affranchir de la contrainte
que constitue le fait que les basses fréquences soient généralement reconstruites
avant les hautes. Ce phénomene est a l'origine d’un fort rallongement des temps
de calcul puisque des itérations supplémentaires sont nécessaires pour recou-
vrir I’ensemble du spectre fréquentiel intéressant. Nous proposons donc une
nouvelle classe d’algorithme dits adaptés a la fréquence et montrons que ces
algorithmes peuvent étre programmés pour reconstruire préférentiellement un
niveau de détail donné. Nous apportons également quelques éléments visant
a assurer des bases mathématiques a ces algorithmes et donnons un résultat
de convergence. Nous finissons en discutant de ['utilisation de ces nouveaux
algorithmes a la lumiére de résultats, a nouveau sur simulations et fantomes
physiques, mais aussi sur différents organes du rat et de la souris.
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Premiere partie

La tomographie et la
TEMP sténopé
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Dans cette partie, nous introduisons la tomographie a travers ’exemple de la
médecine nucléaire - la scintigraphie - et de la tomodensitométrie. L’intérét de la
tomoscintigraphie se dégage, étant données ses moindres performances en terme
de résolution spatiale comparées a celles de la tomodensitométrie, par 1’aspect
fonctionnel de I'image obtenue. Apres avoir présenté les principales méthodes
de reconstruction tomographique qui se répartissent en deux classes, méthodes
analytiques et algébriques, nous justifions ’emploi de ces derniéres et décrivons
la modélisation qui nous permet de poser le probleme comme un grand systeme
linéaire. L’ensemble des effets que nous prenons en compte apparait donc dans
les parametres d’une réponse impulsionnelle gaussienne.
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Chapitre 1

Tomographie et imagerie
médicale

1.1 Définition

Littéralement, la tomographie (du grec tomos (section, coupe) et graphein
(écrire) ) désigne tout processus d’imagerie ayant pour résultat un cube de
données c’est-a-dire un objet tridimensionnel, visible de ce fait en coupe. Dans
ce sens, les techniques de reconstruction tomographique sont utilisées dans la
plupart des types d’examen d’imagerie médicale (radiographie, échographie,
résonance magnétique nucléaire, scintigraphie...) ainsi que dans d’autres do-
maines tels que 'océanographie, la géophysique, la sismologie ou encore la
météorologie. Ce mot couvre donc ’ensemble des techniques de reconstruction
d’objets 3D & partir de projections 2D (ou d’objets 2D & partir de projections
1D), ce dont nous parlerons dans ce travail & propos de scintigraphie (tomos-
cintigraphie) ou de radiographie (tomodensitométrie), mais ne s’y limite pas.
On peut en effet tout aussi bien parler de tomographie dans la cas de 'ima-
gerie par résonance magnétique (IRM), sans que les données acquises prennent
systématiquement la forme de projections.

Nous restreignons donc ici la tomographie au sens de technique de recons-
truction d’objet en dimension n a partir de projections de dimensions n-1 es-
sentiellement obtenues par application d’un opérateur de projection intégral sur
des lignes.

1.2 Pourquoi la tomographie ?

La reconstruction tomographique n’est pas une nécessité imposée par I'im-
possibilité d’exploiter une image de projection. Les techniques d’imagerie don-
nant lieu a des reconstructions tomographiques ont en général un certain nombre
d’applications pour lesquelles la reconstruction n’est pas nécessaire. La radio-
graphie (imagerie par rayons X) qui géneére des examens de tomodensitométrie
est encore largement utilisée sous la simple forme d’image directe de projec-
tion, ce que 'on appelle communément une radio. De méme, certains examens
scintigraphiques comme celui du métabolisme osseux ou le calcul de la frac-
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tion d’éjection cardiaque se font en mode planaire, c’est-a-dire sous la forme
d’images de projections vues sous un angle unique et sans reconstruction. En
un mot, tout examen répond a une question, que cette question soit de 'ordre
de la recherche ou de la routine clinique, et si I'image de projection est suffi-
sante pour y apporter une réponse, le chercheur ou le clinicien s’y tiendra bien
volontiers.

De maniere générale cependant, deux phénomenes conferent au volume tri-
dimensionnel reconstruit un intérét par rapport a 'image bidimensionnelle de
projection. Le premier tient a la sensibilité respective de ces deux présentations :
puisque d’apres ce qui a été dit précédemment l'image de projection s’obtient
a partir de I'application d’un opérateur intégral sur un volume, des différences
d’intensité qui pourraient apparaitre localement dans le volume sont moyennées
et peuvent n’étre plus visibles sur I'image de projection. Ce probleme est illustré
par la figure 1.1 sur laquelle une différence de ’ordre de 10% dans ’objet d’étude
se traduit par une variation d’intensité de l'ordre de 2% sur sa projection,
conduisant a une quasi-impossibilité de conclure & une variation d’intensité qui
ne serait pas due au bruit par exemple.

La deuxieéme raison justifiant I’emploi de la reconstruction tomographique est
relative a ’ambiguité inhérente a 'imagerie de projection. En effet, si en dépit de
ce qui vient d’étre exposé, une variation est malgré tout détectée sur la projec-
tion, que pourra-t-on en dire ? Pour certains types d’examen, cette information
sera sans doute suffisante pour pouvoir conclure & une lésion par exemple, mais
dans d’autres cas, cette surintensité pourra aussi bien étre accidentelle. Ainsi sur
la figure 1.1 considérant le profil de projection obtenu horizontalement comme
somme des colonnes du tableau de valeurs, la surintensité tres faible de 2%
provient d’une surintensité dans le volume localisée et relativement importante
mais un résultat identique aurait été obtenu si une variation de 2% étalée sur
toute la colonne s’était produite.

Ainsi est-il parfois fondamental de retrouver 'information perdue sur la pro-
fondeur du volume au cours de 'opération de projection. La figure 1.2 per-
met de comparer I'information obtenue sur une image de projection et sur une
coupe du volume reconstruit d’un thorax et démontre la clarté de cette derniere,
débarrassée de tout phénomene de superposition de I'information.

Nombre de projections

En restreignant la reconstruction tomographique au cas de la reconstruction
d’objets en dimension n a partir de projections de dimensions n — 1 obtenues
par application d’un opérateur de projection intégral sur des lignes, une re-
marque simple permet de préciser le nombre de projections, qui est en général
un parameétre laissé au choix de l'utilisateur.

Théoriquement, les formules d’inversion qui seront présentées au chapitre
2 demandent de connaitre les projections en continu sur 180° ce qui, en pra-
tique, est inenvisageable. Mais cette nécessité s’accorde avec une ambition tout
aussi théorique de reconstruire I’objet qui a donné lieu a ces projections avec
une précision infinie. En pratique, des images discrétes sont obtenues a pas an-
gulaires discrets et donnent lieu a une reconstruction elle aussi discrete. Des
lors un raisonnement algébrique simple permet de prévoir le nombre approxi-
matif de projections nécessaire pour espérer se rapprocher du cas ou I’ensemble
des équations definit une et une seule solution : pour des projections acquises
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Fia. 1.1 — Sensibilité de l'image de projection aux variations d’intensité de
Pobjet. Ici, une diminution de 'ordre de 10% est introduite au sein d’une image
homogene légérement bruitée. Sur les projections (i.e. les sommes des valeurs
du tableau) horizontales et diagonales, compte tenu du moyennage inhérent &
la sommation, cette diminution ne se ressent plus qu’a hauteur d’environ 2%,
rendant tres incertaine la distinction entre cette diminution inhérente a I’objet
et une diminution qui serait due au bruit dans I'image.
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Fic. 1.2 — Comparaison de l'image planaire projetée d’un thorax par radio-
graphie avec une coupe de I'image tomodensitométrique (projections acquises
en scanner X et reconstruites par tomographie). Tandis qu’a gauche toutes les
structures qui sont sur le chemin d’un méme rayon se confondent sur I'image en
surimpression, on a a droite, correspondant a la coupe indiquée par la ligne noire
a gauche, I'image reconstruite sans ambiguité pour la distinction des différentes
structures.

avec une taille d’image donnée (K pixels) et un volume reconstruit d’une taille
également donnée (N voxels), le nombre P de projections acquises doit compen-
ser le déficit entre le nombre d’inconnues et d’équations. Il faudrait donc vérifier,
pour avoir un méme nombre d’équations que d’inconnues, que P = N/K. Le
plus souvent, N = k3 est le cube d’une puissance de deux et ’'on a K = k2. Dans
ce cas, le nombre de projections P devrait étre égal a k mais la condition n’est
pas nécessaire et nous travaillerons souvent avec des systemes linéaires dont la
matrice des coeflicients est rectangulaire.

Il ne s’agit donc que d’une regle tres générale, et a adapter aux nombreuses
situations que peut rencontrer la tomographie. Pour certains problemes, comme
P’estimation du volume d’une piece mécanique que ’on sait pleine et homogene,
la quantité d’information a priori est telle que quelques images de projections
seraient sans doute suffisantes pour répondre a la question. Dans le cas de 'es-
timation du volume du ventricule gauche chez un mammifere, la complexité
des structures, la variabilité de leur organisation et de leur taille font que I'on
n’introduit pas en général d’information a priori. Nous avons donc toujours
respecté l'ordre de grandeur du nombre de projections suggéré par le simple
raisonnement algébrique ci-dessus.
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1.3 Différentes modalités d’imagerie : scintigra-
phie et tomodensitométrie

1.3.1 Imagerie fonctionnelle et morphologique

Les deux modalités d’imagerie que nous considérerons ici, scintigraphie et
tomodensitométrie, sont suffisamment différentes pour comprendre en grande
partie les besoins de I'imagerie médicale et les choix qu’ils génerent parmi les
techniques disponibles. La scintigraphie est ainsi ’exemple méme de la technique
d’imagerie fonctionnelle. Sur ce type d’examens en effet, c¢’est moins la forme
d’un organe que sa fonction qui est étudiée et ce avec une résolution médiocre,
en général supérieure a un demi-centimetre chez ’homme. Puisque c’est ce type
d’imagerie en particulier qui nous intéressera au cours de ce travail, nous aurons
I’occasion de revenir et sur les raisons physiques de cette résolution spatiale
limitée et sur un certain nombre de moyens de I’améliorer.

Il y a naturellement dans une image tirée d’une telle technique d’imagerie
fonctionnelle une composante morphologique importante. L’information fonc-
tionnelle est donc localisée et 'on pourra aisément ’associer a un organe par-
ticulier. Il faut néanmoins s’attendre a des changements de contenu importants
par rapport a 'image purement morphologique, c¢’est-a-dire qui ne rend compte
que de la présence des tissus, os, ou d’ailleurs de toute matiere. La comparaison
montrée sur la figure 1.3 illustre des différences marquées entre un coeur ”anato-
mique”, obtenu par des images de tomodensitométrie et un coeur ”fonctionnel”
obtenu par scintigraphie. Dans cette derniere technique, un traceur radioactif
est injecté a faible dose, traceur qui suit un parcours spécifique dans 'orga-
nisme. Dans le cas du coeur, plusieurs traceurs sont envisageables pour obtenir
différents types d’information : la scintigraphie cavitaire par exemple, consiste
a administrer au patient du technétium 99m, émetteur de rayons gamma. Le
technétium se fixe sur les globules rouges et permet de suivre les flux sanguins
et de mesurer la quantité de sang éjecté a chaque contraction cardiaque. Un
deuxieme examen, la tomoscintigraphie du myocarde, apres injection de thal-
lium 201 ou de molécules marquées au technétium 99m, a pour but d’évaluer
la qualité de l'irrigation sanguine du muscle cardiaque. Cet examen permet de
détecter les sujets menacés par l'infarctus du myocarde puis de controler 'ef-
ficacité du traitement. Dans le cas d’un patient ayant déja eu un infarctus du
myocarde, le tissu myocardique cicatriciel n’est plus irrigué et n’apparait donc
sur 'image scintigraphique que comme un trou, se distinguant en cela de I'image
morphologique sur laquelle un tissu apparait sur I'image qu’il soit mort ou vi-
vant.

Si donc il y a forcément une composante morphologique dans toute image
fonctionnelle, 'inverse est aussi généralement vrai : un coeur qui pompe moins,
dont la fraction d’éjection est diminuée apres un infarctus ou du fait d’une
moins bonne irrigation devient souvent plus gros et cette caractéristique mor-
phologique permet d’inférer sur son état fonctionnel. Par ailleurs, de méme
qu’il existe différents traceurs permettant d’étudier autant de processus phy-
siologiques, il existe des produits de contraste qui permettent de donner une
composante fonctionnelle & une image morphologique.

Nous rentrons maintenant davantage dans la description de ces deux tech-
niques d’imagerie.
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Fi1G. 1.3 — Comparaison entre deux images cardiaques obtenues par technique
radiologique (a) et scintigraphique (b). La premiére est un rendu 3D d’angio-
tomodensitométrie coronaire dont le principe consiste a opacifier les arteres
coronaires qui irriguent le coeur. Un cathéter est introduit dans une veine d’un
membre supérieur pour injecter un produit de contraste radiologique iodé qui se
mélange au sang circulant : le systeme vasculaire devient visible sur les clichés
radiologiques grace aux propriétés radio-opaques de I'iode. L’acquisition débute
au moment ou le produit de contraste va s’engager dans le réseau coronaire.
Cette technique est le pendant non invasif de la coronarographie. Comme pour
cette derniere, seuls les vaisseaux de diametre important seront visualisés. Les
sténoses compromettant la circulation sanguine ne seront donc diagnostiquées
que sur les arteéres coronaires de gros calibre. La seconde est une synthese des
données perfusionnelles myocardiques obtenues par recueil des photons gamma
issus d'un traceur marqué au technétium 99 métastable (9™ Tc-tétrofosmine),
administré par voie veineuse au patient au maximum d’un effort d’une part et
au repos d’autre part. La comparaison des territoires présentant un défaut de
perfusion, c’est-a-dire un défaut d’irrigation des cellules musculaires cardiaques,
permet la quantification et la localisation du muscle cardiaque ischémique a
Peffort mais normalement perfusé au repos. Cette caractérisation explore de
facto la totalité de la vascularisation coronaire, depuis les arteres de gros calibre
jusqu’aux artérioles, ainsi que la viabilité des cellules cardiaques. Il peut donc
exister de franches discordances entre les deux examens, radiologique et scinti-
graphique, dans la mesure ou 'information physiopathologique qu’ils apportent
n’est pas de méme nature.
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1.3.2 La scintigraphie

Cette technique repose sur 'administration d’un traceur, c’est-a-dire une
substance repérable, car marquée par un atome radioactif émetteur gamma,
s’inscrivant dans un métabolisme, sans interférer avec celui-ci du fait de ’admi-
nistration d’une quantité infinitésimale (et c’est 1a un avantage déterminant par
rapport aux produits de contraste). Ainsi, les rayonnements servant a former
I'image proviennent de 'objet d’étude lui-méme. Sur le principe des organismes
phosphorescents, le corps ou 1'objet est ”éclairé par sa propre lumiere” et I'on
parle de tomographie d’émission pour désigner les probléemes de tomographie qui
sont rattachés a ce genre de procédés. On parle ainsi de tomographie d’émission
monophotonique (TEMP) lorsque le traceur utilisé émet des photons gamma et
de tomographie par émission de positons (TEP) lorsque les images sont obte-
nues par injection dans ’organisme d’une molécule radioactive marquée par des
isotopes du carbone, du fluor ou de l'oxygene (émetteurs de positons).

Une image scintigraphique renseigne donc sur la distribution d’une substance
(le traceur) dans lorganisme, mais puisque cette substance émet des rayonne-
ments, ceux-ci sont aussi atténués par les différentes structures qui se trouveront
sur le trajet entre le lieu de I’émission et le détecteur. Ceci conduit a une dif-
ficulté supplémentaire de I'imagerie d’émission, a savoir que l'on a en réalité
deux ”cartes” & retrouver : celle des coefficients d’atténuation p(zx) et celle de
la distribution d’activité f(x).

1.3.3 Géométrie de la projection

L’émission de rayonnement se produit dans toutes les directions de maniere
uniforme. La détection d’un photon par la gamma-caméra, I’appareil sensible
aux photons gamma, ne permet donc de faire aucune hypothese sur le lieu de
I’émission. Pour restreindre les possibilités quant a la provenance du photon,
il est nécessaire de collimater le détecteur de maniére a ne compter que les
photons arrivant sur le détecteur selon un certain angle solide. C’est donc au
niveau de la collimation qu’il est nécessaire de faire un choix entre sensibilité et
résolution qui sont respectivement augmentée et diminuée par un angle solide
plus grand. En scintigraphie, la collimation se fait en posant devant le détecteur
un dispositif de trous plus ou moins larges séparés par un matériau opaque aux
rayonnements tels le plomb ou le tungsténe. C’est la disposition des trous qui
détermine la géométrie de la projection : un collimateur paralléle, dont les trous
sont paralleles entre eux et perpendiculaires au plan de détection donne lieu
a une projection ayant la méme échelle que l'objet tandis qu’un trou unique
situé a une certaine distance du détecteur et correspondant & un collimateur
sténopé ou pinhole permet une projection avec un coefficient d’agrandissement
utile pour compenser une résolution spatiale comprise entre 5 et 10 mm en
collimation parallele. La figure 1.4 illustre ces deux géométries associées a des
types de collimation différents.

1.3.4 La tomodensitométrie

Cette technique a davantage évolué depuis son invention en 1968 par Houns-
field que la scintigraphie. Plusieurs générations de scanners se sont succédées,
allant du simple faisceau de rayons X collimaté allié & un unique détecteur en
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F1g. 1.4 — Géométrie de projection associée au collimateur parallele (a) et
sténopé (pinhole) (b).

(b)

translation-rotation & un faisceau de rayons X plus large associé a une couronne
entiere de détecteurs (voir figure 1.5). Le principe physique n’en est pas moins
toujours le méme : un tube émet des rayons X qui traversent ’objet ou le patient
et ce rayonnement est mesuré apres atténuation. C’est donc en quelque sorte une
image d’ombre qui est obtenue : plus les structures traversées sont atténuantes,
plus faible est la fraction de rayonnement qui parvient jusqu’au détecteur. Cette
image ne donne donc de renseignements que sur les coefficients d’absorption en
chaque point, qui sont relatifs & une énergie de rayonnement donnée (en général,
plus un rayonnement est énergétique et moins il est atténué) et dépendent es-
sentiellement de la densité des tissus auxquels ils appartiennent. Les os sont
donc les structures les plus opaques, ce qui a constitué historiquement 1'une des
grandes difficultés de la radiologie, notamment pour I’imagerie cérébrale! et a
largement justifié le traitement tomographique des images obtenues par rayons
X.

Notons que cette technique d’imagerie offre une bien meilleure résolution
spatiale que la scintigraphie pour des raisons physiques liées a la précision de
la détection des deux types de rayonnements gamma et X. Les scanners utilisés
chez 'homme ont aujourd’hui une résolution spatiale inférieure a 0,5 mm soit
un facteur supérieur a 10 par rapport a la résolution obtenue en scintigraphie.

1On sait que dés 1896, c’est-a-dire dans la premiere année de la découverte des rayons X
par Roentgen, Edison se déclarait prét a obtenir une image du cerveau & travers le crane. Il
se heurtera pourtant aux effets dont parle déja Roentgen en 1895 : “...alors que la chair est
trés transparente [a ce rayonnement], les os sont & peu prés opaques”. C’est également cet
obstacle qui peut expliquer ’abandon progressif des rayons X comme source de divertissement
populaire - en plus des conséquences de l'irradiation naturellement -, car tandis que cette
technique se heurte a une utilisation beaucoup plus délicate qu’il n’y paraissait au premier
abord et ne parvient pas a contenter les attentes du public, la déception est ressentie d’autant
plus fortement que le cinéma, né la méme année, connait lui un développement sans entraves
et conforme aux attentes.
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Coupe reconstruite

Fig. 1.5 — La tomodensitométrie peut ne reposer que sur une source col-
limatée alliée & un unique détecteur en translation (a) ou fonctionner avec

un faisceau associé & une couronne de détecteurs (b). Illustration tirée de
http ://www.metz.supelec.fr/metz/eleves/themes/imagerie/scannerX.htm
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Malgré cela, les caractéristiques de ces deux types d’imagerie les rendent 1'une
et lautre utiles & des fins diagnostiques différentes et si la précision du scanner
est incomparable dans certains cas, la sensibilité de la scintigraphie, qui reflete
des phénomenes se déroulant a 1’échelle moléculaire, apporte une information
fondamentale et complémentaire le cas échéant.

1.4 Une premiére formulation mathématique du
probleme

Sans rentrer pour le moment dans les détails de la modélisation propre a
chacune des deux techniques que nous avons décrites, nous pouvons déja don-
ner deux formulations correspondant aux deux grandes familles de problemes :
tomographie d’émission et tomographie par transmission, dans le cas d’une col-
limation et d’une détection idéales, chaque éveénement étant détecté avec une
précision infinie et ayant forcément son origine sur une ligne. Comme on 'a
vu, la tomographie par émission concerne des objets pour lesquels la source de
rayonnement est dans l'objet lui-méme (le traceur radioactif qui a été admi-
nistré) selon une distribution inconnue f(x) oll x représente la position dans
R3. Ainsi, pour toute ligne L de I’espace, I'intensité I mesurée par un détecteur
collimaté de maniére a ne mesurer que les radiations émises le long de L est
donnée par :

I:/Lf(x)dx (1.1)

qui correspond & un point de la transformée en rayons X (voir section 2.1).
Dans le cas ou 'atténuation du rayonnement par I’objet n’est pas négligeable, un
coefficient d’atténuation p(x) doit étre introduit pour pondérer cette intégrale
de telle sorte que l'intensité mesurée est alors :

[:/f(x)effuz)u(y)dydx (1.2)
L

La transformation intégrale associée est ainsi une généralisation de la trans-
formée en rayons X appelée transformée en rayons X atténuée.

Dans le cas de la tomographie par transmission qui modélise le scanner X, une
source d’intensité Iy traverse un objet pour lequel f(x) représente la carte des
coeflicients d’atténuation. Le parcours d’une petite distance Ax & la position x
donne lieu a une perte d’intensité relative :

AI/I = f(z)Azx (1.3)

qui intégrée sur une ligne L entiére donne le rapport entre l'intensité mesurée
I; et celle de la source :

LIy = e Juf@dz (1.4)

En passant au logarithme, on obtient :
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In(lo/ 1) = /L f()dz (1.5)

ce qui nous ramene a la transformée en rayons X, montrant qu’il y a équivalence
mathématique de la résolution de ces deux problemes physiquement différents
qui, apres une analyse rapide, se posent tous deux comme des probléemes se
rattachant a I'inversion de la méme transformée intégrale.

26



Chapitre 2

Tomographie et
mathématiques

2.1 Meéthodes analytiques

La formulation du probléme lié & 'inversion d’une transformée intégrale telle
que celle de ’équation 1.1 remonte aux travaux de Radon en 1917 dans lesquels
il donne une solution sous la forme d’une formule d’inversion. Avant de définir
la transformée de Radon, nous rappellons la définition de I’espace de Schwartz
qui sera pour nous le cadre naturel de cette transformée :

Z(R™) est 'espace vectoriel des fonctions f € C°°(R™) pour lesquelles

| f

est fini pour tous les multi-indices k,1 € Z'}. Ici, D' = (a%l)ll (ag" ) pour
I=(l,..., 1)

Par la suite, nous désignons par S~ ! la sphere unité dans R™. On définit
également, pour toute fonction f € L'(R™) I'espace des fonctions intégrables

sur R", la transformée de Fourier f et la transformée de Fourier inverse f par

k= Supgern | t"D'f(x) |

f(6) = (2m) 2 / e f(x)da,

n

F(€) = (2m) /2 / ¢ F()du

n

Les outils essentiels des problemes de tomographie sont les transformées
intégrales suivantes :

DEFINITION 2.1 (Transformée de Radon) Pour toute fonction f € .7 (R™)
et pour € S ! et s € R, la transformée de Radon n-dimensionnelle R est
définie comme :

Rf(6.5) = [

z-0=s

f(z)dz = ” f(s0 +y)dy.

La transformée de Radon Rf(0,s) fait donc correspondre a la fonction f
I’ensemble de ses projections intégrales sur des hyperplans perpendiculaires & 6
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a la distance signée s de l'origine. Néanmoins, elle ne s’applique aux problemes
de tomographie issus de I'imagerie médicale que lorsque n = 2 puisque dans ce
cas, la projection intégrale s’effectue bien suivant des lignes. Pour les dimen-
sions supérieures, c’est la transformée en rayons X qui modélise la situation
physique de maniere adéquate puisqu’elle conserve une projection suivant des
lignes intégrales, et non des plans.

DEFINITION 2.2 (Transformée en rayons X) Pour toute fonction f €
S (R™) et pour§ € S~ et x € R™, la transformée en rayons X n-dimensionnelle
P est définie comme :

“+oo
Pf(0,z) :/ flz+to)dt
—0o0
Dans cette définition, si  se déplace dans la direction 0, P f(0,x) est inchangé,
si bien que l'on peut restreindre z & #+. De cette maniere, P f est une fonction
sur ’ensemble

T={0,z):0c85"  xeco}

tangent & S™~!. On définit également
Pyf(x) =Pf(0,).

Ainsi, bien que ces deux définitions coincident si n = 2, nous décrirons
préférentiellement la transformée en rayons X qui modélise la situation phy-
sique qui nous intéresse ici, y compris dans les dimensions supérieures (no-
tamment n = 3). Il faut néanmoins souligner que ces deux transformées par-
tagent essentiellement les mémes propriétés mathématiques, dont toutes celles
que nous rappelons ici et notamment le théoreme de la coupe centrale (reper-
torié dans la littérature anglophone sous différentes appellations, outre 'central
slice theorem’, comme ’projection theorem’ ou "Fourier slice theorem’). Pour les
démonstrations, nous renvoyons aux ouvrages de Natterer [49] et Natterer et
Wiibbeling [50].

THEOREME 2.1 (Théoréme de la coupe centrale) Pour toute fonction
fes R, ona

Pof(n) = (20)2f(n),  ne6t.

Il nous faut également définir un outil fondamental des mathématiques de
la tomographie :

DEFINITION 2.3 L’opérateur de rétroprojection P* est défini par
(Pg)(a) = [ ol6. )t
Sn—1

ot Ey est la projection orthogonale sur 0+ : Egz = x — (x - 0)6.

Cet opérateur P* est I’adjoint de P vérifiant

/S /el P fdodz = /R Py fdu. 2.1)

Enfin, voici une autre relation classique qui se trouve & la base des méthodes
de reconstruction analytiques :
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THEOREME 2.2 Pour toute fonction f € .#(R") et g € .#(T) , on a

Pgxf=P* (g« Pf).

2.1.1 Les algorithmes de reconstruction

Les méthodes les plus courantes pour calculer f a partir de ses projections
sont, basées sur les théoremes 2.1 et 2.2. Bien qu’elles soient donc issues de deux
théorémes mathématiques différents et aboutissent également a des algorithmes
différents, les deux types de méthodes sont souvent repertoriées sous 'appella-
tion de rétroprojection filtrée. Ce nom décrit en effet correctement I'un et I’autre
type et nous verrons par ailleurs que toute reconstruction donne en général lieu
a une opération de rétroprojection, aussi bien dans les méthodes analytiques
que les méthodes algébriques qui seront traitées plus loin.

Pour distinguer toutefois entre les deux algorithmes que nous allons décrire,
nous adoptons la convention de Natterer [49] et décrivons lalgorithme issu du
théoreme de la coupe centrale comme faisant partie des méthodes de Fourier.
Ce théoreme relie en effet la transformée de Fourier des projections P f avec
celle de la fonction f, qui peut par conséquent étre retrouvée immédiatement
par transformée de Fourier inverse a travers 'algorithme suivant, restreint a
deux dimensions et donc aussi bien valable pour la transformée de Radon que
pour la transformée en rayons X. En géométrie paralléle, nous savons que les
méthodes de reconstruction en deux dimensions sont suffisantes dans le cadre
des méthodes analytiques pour faire de I'imagerie tridimensionnelle, car nous
avons la possibilité de reconstruire ’objet plan par plan. Le cas de la géométrie
conique sera spécifiquement abordé au chapitre 3.

ALGORITHME 2.1 (Reconstruction standard par méthode de Fourier)

A partir des données, les projections discretes g;; = g(0;,2;),7 =0,...,p—1,1 =

—q,...,q, Soit p projections a une dimension :
e Pour j =0,...,p— 1, calculer la transformée de Fourier discrete
PN
Gir = (2%)71/25 Z ef””ul/qgj,l, r=-—q,...,q. (2.2)

l=—q

Ceci nous donne immédiatement la transformée de Fourier de f sur une grille
polaire a l’aide de la relation donnée dans le théoreme 2.1, avec une distance
radiale d’échantillonnage de 7/p.

e Calculer une approximation de la transformée de Fourier de f sur une grille
cartésienne par une méthode d’interpolation (plus proche voisin, interpolation
bilinéaire...) : pour chaque k € Z?%,| k |< g, trouver j et r tels que rf; soit le
plus proche possible de k puis appliquer

~

fk = (27‘-)71/2@\]‘,7'- (23)
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e Calculer une approximation f,, de f(mp/q),m € Z? par transformée de
Fourier inverse discrete 2D

2
fn= o <W> Yo, Im<q. (2.4)

Ecrite de maniére continue et en fonction des projections go(xz) = Pf(0,x),
la formule de reconstruction s’écrit selon Dubois [21]

™ —+oo )
flxy,20) = / / 3, 0) | v | e dvd (2.5)
0 —00

ou (x1,22) sont les coordonnées cartésiennes dans le plan R2, u = zycosf +
xosind et v = /U2 + V3,11 et vy étant les variables fréquentielles.

Dans cette derniere équation, I'intégrale interne est la transformée de Fourier
inverse de la transformée de Fourier de la projection multipliée par | v | et
peut donc étre vue comme une projection filtrée avec le filtre rampe | v |.
L’intégrale externe réalise quant a elle 'opération de rétroprojection, si bien que
I’on comprend que les méthodes de reconstruction de type Fourier soient souvent
confondues avec la rétroprojection filtrée basée sur le théoreme de convolution
2.2 que nous décrivons plus loin.

En tout état de cause, cet algorithme est peu utilisé du fait des artefacts
générés par le passage nécessaire d’une grille polaire a une autre cartésienne.
On trouvera chez Natterer quelques solutions pour améliorer les reconstructions
faites par méthodes de Fourier : I’algorithme de Pasciak [54] ou la méthode de
grille de Brouw [9].

Une autre solution classique consiste a rajouter au filtre rampe un filtre
passe-bas destiné a réduire 'influence des hautes fréquences qui sont les plus
mal échantillonnées sur une grille polaire et contiennent également le bruit. On
quitte dans ce cas-la le domaine des solutions exactes, mais souvent pour un
résultat bien meilleur (voir Dubois [21]).

Nous abordons maintenant ’algorithme de rétroprojection filtrée proprement
dit, c’est-a-dire basé sur le théoreme 2.2 que nous rappelons, en supposant tou-
jours étre en dimension 2 :

Wb * f = P*(wb * Pf) Wb = P*(wb). (26)

L’idée ici est de choisir la fonction w;, de telle sorte que W soit une bonne
approximation de la distribution de Dirac d. Pour cela, on suppose que W est
un filtre passe-bas a la fréquence de coupure b en définissant

Wo(€) = (2m) "2 @ (| €| /b) (2.7)

Jn/Q(b | T |)

Wy (z) = (27T)_n/2bn (b|z|)/2

(2.8)
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et Wy, — 6 quand b — oo.
La relation entre W; et w, s’exprime en terme de transformée de Fourier
(voir le théoreme I1.1.4 de [49]) :

Wi(e) = m) 2 [P (an (1) v (< 5-1€1)) 29)

W, étant radiale, w, peut s’exprimer par le seul deuxieme argument. Pour
Wy, pair, on obtient :

N 1 —n -1 *
wy(€) =5 2" o " @ (|0 | /b) (2.10)
Pour une telle fonction wy, on a donc :

ALGORITHME 2.2 (Rétroprojection filtrée)

A partir des données, les projections discretes g;; = g(6;,21),j =0,...,p—
1,1l =—q,...,q, soit p projections a une dimension :
e Pour j =0,...,p— 1, calculer la convolution discrete
14
wy * g(0;, ) = 1 > wy(a — x0)g(0;,21) (2.11)
l=—q

e Pour tout x, calculer la rétroprojection discrete

P
Prwyx g(0;,2) = ) apj(wy  g) (05,2 - 6) (2.12)

Jj=1

ou les ay; sont les poids positifs utilisés dans la formule de quadrature sur
Sn—l
En résumé, on a :

frep =P wy x g(0;, ) (2.13)

qui est I'algorithme sans doute encore le plus populaire pour la plupart des
applications de la tomographie.

Sans rentrer davantage dans ces techniques analytiques, un certain nombre
de remarques doivent néanmoins étre faites a leur sujet. La premiere est, comme
nous 'avons déja dit, le role fondamental joué par I'opérateur de rétroprojection.
Ce role se comprend particulierement bien en tomographie puisque cet opérateur
permet de relier un point a reconstruire a I’ensemble des points sur lesquels
il a été projeté et nous retrouverons exactement la méme idée en explorant
les méthodes algébriques. La deuxiéme remarque découle de 1’équation (1.5)
qui nous démontrait I’équivalence mathématique des problemes de tomographie
par émission et par transmission. Méme si le modele de la projection intégrale
(transformée de Radon ou transformée en rayons X) correspond bien a celui
de la tomographie par émission, un simple passage au logarithme permet de
ramener le cas de la tomographie par transmission a celui décrit. La troisieme
remarque va dans le méme sens, celui de la généralité du probleme mais cette fois
en terme de géométrie. Les transformées que nous avons définies fonctionnent en
effet pour une géométrie parallele de projection, qui s’associe par exemple avec la
tomographie d’émission pour un détecteur muni d’un collimateur parallele. Or la
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F1G. 2.1 — lustration de la correspondance entre données acquises en géométrie
conique et parallele. Pour un point p; ; acquis comme projection parallele sui-
vant une droite de projection l; sur le détecteur P, il existe une position pour
le détecteur conique C; telle que la méme droite de projection donne lieu a une
mesure c; 1. Il en est de méme pour tout autre point p; 5 issu d’une droite o,
en cherchant le point de projection conique correspondant cp o sur une nouvelle
position du détecteur conique Cs.

donnée - supposée dans un raisonnement analytique - de toutes les projections
paralleles en 2D permet de déduire ’ensemble des projections telles qu’elles
seraient obtenues en géométrie conique par simple réorganisation des données.
Réciproquement, la donnée de ’ensemble des projections coniques permet une
réorganisation en projections obtenues de maniére parallele (voir la figure 2.1).
Cette correspondance des géométries permet, au moins en 2D, d’exploiter ces
mémes algorithmes de reconstruction (méthode de Fourier et rétroprojection
filtrée) sans autre adaptation spécifique.

Pourquoi alors développer d’autres méthodes? Il y a essentiellement deux
raisons pour cela :

D’abord, méme en 2D ou le passage d’une géométrie & une autre est possible,
cette réorganisation des données introduit des artefacts qui rendent préférable
le développement de méthodes adaptées a chaque géométrie. De plus, la facilité
pour passer d’une géométrie a ’autre disparait lorsque l'on travaille en 3D, ce
qui sera notre cas. La correspondance mentionnée plus haut entre projections
paralleles et coniques n’est valable que pour un objet 2D et des projections
1D, et n’est valable en 3D que dans le plan perpendiculaire a ’axe de rotation
du détecteur passant par le centre de 'unique trou du collimateur conique.
Ceci impose le développement de méthodes analytiques débouchant sur des
algorithmes spécifiques a la géométrie conique. Ces méthodes, apparues au début
des années 1980, seront étudiées plus loin dans la section 3.3.

Ensuite, la modélisation physique du probléeme souffre de limitations dues &
la complexité des formules d’inversion (si elles existent) pour un opérateur de

32



projection qui tiendrait compte des principaux parametres en jeu dans l'imagerie
tomographique : résolution intrinseque du détecteur ou taille du collimateur font
en effet que la projection d’'un point de I'objet ne se fait pas sur un point de
I'image mais suivant une tache. C’est pourquoi nous introduisons les méthodes
algébriques, qui sont aveugles a cette complexité.

2.2 Linéarité du probleme

2.2.1 Le probléme linéaire

En tomographie comme dans de nombreux problemes que l'on peut trouver
dans toutes les branches de la science, un objet mathématique (I'inconnue) doit
étre retrouvé a partir de données mesurées. Si la relation entre 'inconnue et les
données est linéaire ou si on la suppose linéaire - les effets non linéaires pouvant
parfois étre négligés lorsqu’ils sont faibles -, le probleme peut alors étre exprimé
simplement, par un systeme d’équations linéaires souvent tres grand qu’il faut
résoudre.

En regardant la rapide modélisation que nous avons donnée du probléeme
tomographique a partir de la transformée de Radon (définition 2.1) ou de la
transformée en rayons X (définition 2.2), il est clair que nous sommes dans le
cas linéaire, ces opérateurs ne mettant en jeu que des intégrales. Or ces méthodes
analytiques ne tiennent pas compte d’un certain nombre de parametres et d’ef-
fets physiques, et c’est I'une des raisons pour lesquelles nous pensons devoir
nous tourner vers les méthodes algébriques. Encore faut-il vérifier que leur prise
en compte n’introduise pas de non-linéarité dans le probleme tomographique.

A cet effet, nous avons dressé la liste des différents effets physiques en jeu
en tomoscintigraphie en fonction de leur comportement linéaire ou non. Ces
différents effets seront détaillés plus loin, dans la section 3.4 consacrée a la
modélisation du probleme. Nous ne discutons pour le moment que de leur
linéarité et regardons particulierement, pour ceux qui sont non linéaires a priori,
s’ils peuvent légitimement étre approchés par une modélisation linéaire.

Effets linéaires

Par linéarité du probleme, nous entendons que si A est I'opérateur de pro-
jection, x1 et xo sont deux distributions quelconques de radioactivité (en scin-
tigraphie) ou d’une autre quantité associée a4 une autre modalité d’imagerie,
alors :

A(xy + 22) = A(x1) + A(z2).

Sont donc linéaires les effets liés au dispositif de détection qui ne dépendent pas
de lintensité du rayonnement. Les interactions ayant lieu au sein méme de la
distribution de radioactivité sont non-linéaires comme nous allons le voir.

e Diametre des trous du collimateur/ diametre effectif du collimateur pinhole
Il est important de tenir compte de 'ouverture du trou aussi bien pour des rai-
sons géométriques que pour l'estimation de I'activité d’un objet. En effet, plus

Pouverture est large et plus I'image projetée d’un point de 'objet (c’est-a-dire la
réponse impulsionnelle du détecteur) est étalée. Par ailleurs un trou plus grand
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permet d’obtenir une meilleure sensibilité du détecteur, celle-ci variant propor-
tionnellement en fonction de la surface d’ouverture du trou. Pour tenir compte
du phénomene de pénétration du rayonnement gamma sur les bords du ou des
trous du collimateur, on substitue habituellement au diametre réel un diametre
effectif, plus grand. Ceci ne change rien quant & la linéarité du probleme : la
quantité f(z) de rayonnement pouvant arriver au détecteur depuis un point
particulier de la distribution ne dépend pas de la distribution f(y), prise en un
autre point. Ce serait le cas si pour un diametre donné pour un trou du collima-
teur, seule une quantité limitée de photons pouvait passer par unité de temps,
les photons émis depuis le point x étant alors « mis en concurrence »avec ceux
émis depuis le point ¥, ceci aboutirait au passage d’une fraction seulement des
photons issus de x, inversement proportionnelle a I’activité en y. En supposant
que le flux a travers un trou du collimateur n’est pas limité par unité de temps,
prendre en compte le diametre réel ou effectif du trou ne conduit pas a une non
linéarité.

e Résolution intrinseque de la gamma-caméra

Les détecteurs utilisés en scintigraphie ne localisent pas les photons incidents
avec précision, si bien que si un faisceau de photons est dirigé vers un point du
détecteur, celui-ci rendra une image suivant une tache. Cet effet est indépendant
de la distribution de radioactivité en ce que la précision du détecteur ne dépend
pas la non plus de l'intensité du flux de photons incidents.

Effets non-linéaires

e Efficacité de la gamma-caméra

Lors de 'arrivée d’un flux de photons sur la surface du détecteur, seule une
partie d’entre eux peut étre détectée, compte tenu du temps mort qui affecte la
caméra apres la détection d’un évenement. La modélisation de ce phénomene
peut se révéler complexe si I'on consideére que cette sensibilité intrinseque, ap-
pelée aussi efficacité de la gamma-caméra est dépendante du flux de photons. Il
est évident que plus celui-ci est important et moins 'efficacité est grande alors
qu’elle peut atteindre les 100% pour un flux de photons tres faible. Dans notre
cas, les doses utilisées étant toujours sensiblement les mémes, nous n’avons es-
timé qu’une seule valeur pour l'efficacité de la gamma-caméra qui correspond
a nos conditions d’acquisition. Pour ces conditions - pour une gamme d’acti-
vité donnée - Defficacité du détecteur peut étre supposée constante, rendant sa
réponse linéaire en terme de sensibilité.

o Atténuation

La question de l'atténuation en TEMP (tomographie d’émission monophoto-
nique) se distingue évidemment radicalement de I'atténuation en tomodensi-
tométrie (tomographie de transmission) dans la mesure ou dans le deuxieéme
cas, elle représente l'information principale de ’acquisition, ce qui est mesuré.
Dans le cas de la scintigraphie au contraire, il s’agit d’estimer quelle est la
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part de rayonnement émis par une zone donnée prise dans la distribution de
radioactivité et qui n’est pas détectée du fait d’une atténuation avant méme
le collimateur. Or la possibilité d’une atténuation existe du moment qu’il y a
matiere, indépendamment de ce que cette matiere soit elle méme émettrice de
photons gamma ou pas. Ainsi, en plagant devant un animal & qui 'on a ad-
ministré une certaine quantité d’un traceur et que l'on considére comme un
objet x1 une plaque de plexiglas x2, nous avons, du point de vue du nombre de
photons émis N :
N = N,, + N,

oll N, est le nombre de photons émis par l'objet 1 et N, est le nombre de
photons émis par I’objet x5 ,soit

N = N,,

puisque NV, est égal a zéro. Mais en considérant maintenant le résultat sur la
projection mesurée par la gamma-caméra Ax, nous avons :

Az = Az + x2) < Az

car xo n’émet pas de photons et au contraire, atténue le rayonnement issu de x;.
L’opérateur de projection A devient donc non-linéaire, conduisant a différentes
approches :

- Le calcul exact a partir des cartes d’atténuation mesurées au scanner.
Dans ce cas, l'opérateur A doit étre modifié pour chaque acquisition en in-
cluant I'information sur la présence de matiere atténuante et nous retrouvons un
probléme linéaire. Il s’agit 1a évidemment de la solution idéale puisqu’elle ne fait
pas d’approximation, tout en permettant de rester dans le cadre d’'un systeme
d’équations linéaires. Son inconvénient est qu’il faut disposer du matériel per-
mettant de mesurer 'atténuation (micro-scanner dans le cas du petit animal)
et de la recaler précisément sur la distribution de radioactivité.

- Les méthodes de correction itératives de type Chang [16] incluent dans
I’algorithme de reconstruction une correction suivant I’hypothese que la ou de
lactivité est reconstruite, il y a de la matiere et donc de I'atténuation. Ces
méthodes ont longtemps été parmi les plus utilisées chez ’homme, méme si
elles montrent des limites dans tous les cas ol une structure tres atténuante
ne contient pas de traceur (structures osseuses dans les tomoscintigraphies non-
osseuses, lit ou support du patient...). Elles sont aujourd’hui largement rem-
placées par une prise en compte de 'atténuation, de maniere axacte ou non,
dans l'opérateur de projection.

- Les méthodes de prise en compte d’un coefficient d’atténuation uniforme
pris dans une certaine enveloppe pré-déterminée (boule, cylindre ou ellipsoide
par exemple). C’est la méthode que nous avons choisi d’adopter parce qu’elle
nous parait aussi correcte que celle de Chang tout en étant plus simple & mettre
en ceuvre. Elle permet par ailleurs de se replacer dans le cadre d’un probleme
linéaire.

Diffusion Compton

La non-linéarité de la diffusion Compton s’explique exactement de la méme
maniere que celle de 'atténuation en TEMP : c’est I'interaction de ’objet avec
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lui-méme qui provoque cet effet, certains des photons gamma émis par une partie
de cet objet étant déviés en passant a proximité d’électrons présents sur leur
parcours dans I’'objet avant d’atteindre le collimateur. Une partie de ces photons
déviés subiront donc un effet comparable a de I'atténuation : 'angle duquel ils
ont été déviés ou la perte d’énergie qu’ils subissent les empéchent d’étre détectés
créant un déficit dans le comptage sur I'image. La capacité du systeme & éliminer
ces photons déviés dépend de la résolution en énergie du détecteur. Meilleure est
cette résolution et mieux les photons pourront étre discriminés entre ceux qui
ont suivi une trajectoire en ligne droite et ceux qui auront été déviés mais auront
alors nécessairement perdu de 1’énergie. Malheureusement, cette résolution est
en général limitée, de 'ordre de 10% autour du pic énergétique de 140 keV. Une
fenétre de 20% autour de I’énergie de 'isotope utilisé est donc mise en place pour
tenir compte de cette résolution en énergie, ce qui a pour effet de permettre la
détection de photons diffusés par effet Compton. A I'inverse de I’atténuation, il
y a donc aussi une partie des photons qui n’auraient pas du étre comptés et qui
le sont apres déviation.

Plusieurs solutions peuvent étre envisagées pour modéliser la diffusion Comp-
ton. La plus simple consiste a se contenter de la sélection en énergie décrite plus
haut et qui permet de réduire la fraction des photons diffusés & environ 30%.
Une autre demande une acquisition en double fenétrage d’énergie permettant
de soustraire aux projections acquises avec la fenétre habituelle d’énergie py
une fraction des projections acquises dans une gamme d’énergie plus faible cor-
respondant aux photons déviés ps. (« sc »pour scatter). On obtient ainsi les
projections finales py comme

pf:pd_k'psc

avec k généralement inférieur a 0,5 qui dépend de la fenétre secondaire et de
lisotope utilisé. Cette méthode a été mise au point par Jaszczak et al. [34].

Une troisieme méthode repose sur le calcul d’'une fonction filtre qui modélise
le diffusé et se rajoute aux projections par convolution. La combinaison de ce
filtre avec la réponse impulsionnelle doit conduire a une déconvolution de I'en-
semble des effets au cours de la reconstruction. Ce travail a été fait par exemple
chez Yang et al. [71] mais demande une adaptation tres fine au matériel utilisé
(notamment collimateur) ainsi qu’a la forme de la matiere dans laquelle se situe
Iinteraction.

Nous avons donc opté pour 'absence de prise en compte autre que par
sélection en énergie, n’étant pas convaincus de réellement améliorer la modélisa-
tion par un filtre approximatif.

Nous voyons donc comment, a partir d’'un probleme mettant en jeu certains
effets non linéaires, nous pouvons, par le biais de certaines approximations, re-
venir a un probleme linéaire.

2.2.2 La tomographie posée comme systeme linéaire

L’approche algébrique implique une discrétisation de I’ensemble du probleme
antérieure a la conception des méthodes de résolution, a l'inverse des méthodes
analytiques dont les formules de reconstruction sont issues d’un raisonnement
sur une distribution et des projections continues et sont discrétisées ensuite.
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Compte tenu du fait que la distribution sera forcément reconstruite de maniere
discréte, mais aussi de ce que les projections sont discrétes (images composées
de pixels) et séparées par des pas d’angle discrets, raisonner sur ces données
discretes parait adapté a la situation physique concrete méme si d’autres considé-
rations basées sur la modélisation du probleme justifient ce choix.

Nous supposerons désormais que les distributions f & reconstruire sont a
support compact : Supp(f) C Q(R?). Nous supposons également données pour
le moment des fonctions de base ou vozels vj,j = 1,..., N normées a supports
disjoints et recouvrant Q(R3) dans le sens ol U; Supp(vj) > Q(R3) et & partir
desquelles la distribution f peut étre estimée par un vecteur x comme :

N
x = ij.vj (2.14)
j=1

ol par exemple x; = fSupp(’Uj) f(z)dz.

De méme, nous supposons donné un opérateur de projection A linéaire. Pour
une géométrie et un nombre de projections P donnés, cet opérateur agit sur
les fonctions de base en les projetant sur ’ensemble des plans correspondant
aux positions prises par le détecteur au cours des P projections mesurées. Ces
projections sont elles-mémes discretes et sont chacune exprimées dans une base
de M fonctions appelées pizels. Cette discrétisation est inhérente au détecteur,
sous forme de fonctions indicatrices de carrés disjoints et de méme taille et ne
sera donc pas discutée plus avant ici.

Nous reviendrons par contre dans la deuxieme partie et notamment au cours
du chapitre 4 sur le choix des fonctions de base de 1'espace objet Q(R?) discuté
dans le cadre d’une réduction du nombre de calculs et avant cela sur le calcul de
Popérateur de projection A dans la section 3.4, qui sera consacrée a 1’élaboration
d’un modele pour la tomoscintigraphie avec collimateur sténopé.

Avec les notations définies plus haut, et posant K = M /P le nombre de
pixels dans une image de projection, 'opérateur de projection s’écrit sous la
forme d’une matrice :

1 1 1
Aln Aip oo Aln
1 1 1
Ay Ass oo Agn
1 1 1
AK,1 AK’2 AK’N

A = 2 2 2
Afy Af, o Ay

2 2 2
AK,1 AK,2 s AK,N

P P P
AK,l AK,Q s AK,N

Cette matrice correspond a un opérateur décrivant l’ensemble des P projec-
tions. Les opérateurs associés a chacune des P projections apparaissent dans la
matrice A comme des blocs de taille K x N que nous appelons respectivement
Al A% AP,

Le probleme tomographique posé linéairement s’écrit alors :
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Fig. 2.2 — Tllustration du probléeme consistant a estimer l'activité de chaque
voxel indicé par j par chacune des projections indicées par k et composées de
pixels indicés par i.

b= Az (2.15)
ol, en tomoscintigraphie, le coefficient A; ; est la fraction de photons émis par
le voxel j qui atteint le pixel ¢ sur le détecteur. Le vecteur b = (by,...,bar)

contient ’ensemble des mesures qui associent a chaque pixel le nombre de pho-
tons détectés sur sa surface.
Ce systeme peut étre découpé en blocs associés a chaque projection :

VP = Ay (2.16)

pour k =1...P (voir figure 2.2).

La résolution du systéme (2.15) par des méthodes directes ne peut s’envisager
que si Px M = N et si M et N sont petits. Ce cas ne sera pas le nétre en raison
de la taille des données mais aussi de la non-existence en général d’un inverse
unique si bien que nous nous tournons d’entrée vers les méthodes itératives.

2.3 Les méthodes itératives

Le systeme (2.15) est dit consistant s’il admet une unique solution. Cette
condition peut étre envisagée d’un point de vue mathématique, si A est une
matrice carrée de déterminant non-nul ou d’un point de vue physique puisque
tout systeme d’équation décrivant des processus physiques doit bien posséder au
moins une solution : la solution physique. Dés lors, il devrait suffire d’avoir un
nombre suffisant d’équations pour éliminer toutes les autres solutions possibles
et méme la surdétermination du systéme ne devrait pas empécher ’obtention
de la solution unique.

Il n’en est malheureusement pas ainsi, d’une part parce qu’une composante
aléatoire existe dans les mesures sous la forme d’un bruit non négligeable, no-
tamment en médecine nucléaire, et d’autre part parce que la modélisation du
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systeme qui apparait dans la matrice A ne peut jamais atteindre un degré
de précision garantissant I'exacte adéquation des données mesurées a 1’objet
reconstruit. Pour ces raisons, nous sommes dans le cadre des problémes mal
posés au sens de Hadamard. Pour aborder ces problemes, une littérature propre
aux problemes de tomographie s’est développée parallelement aux méthodes
générales permettant de traiter les problemes linéaires. C’est ce panorama des
méthodes usuelles de reconstruction par méthodes itératives en tomographie que
nous voulons exposer ici.

Les systemes linéaires dont nous parlons sont a la fois grands et creux. Nous
verrons en effet en abordant la modélisation du probleme qu’un voxel ne se pro-
jette que sur une surface composée de quelques pixels, si bien que de nombreux
coefficients de la matrice A sont nuls.

2.3.1 Algorithmes séquentiels, simultanés et par blocs

Les algorithmes qui suivront rentrent tous dans la classification proposée par
Censor et Zenios [13] que nous allons voir. A cette fin, il faut d’abord souligner
que les algorithmes de résolution de systemes linéaires reposent sur ’alternance
de deux étapes. La premiere est la génération de données de projection par
application de la matrice de projection A & Ditérée courante z(*). On obtient
alors b = Az, Cette étape peut en réalité consister & ne calculer qu’une partie
des projections, pouvant étre réduite au minimum & un seul pixel ¢ de la forme
bi = Aiex™® ol A; 4 est la i®¢ ligne de la matrice A.

La deuxieme étape consiste a comparer ces données générées aux données
mesurées, opération qui se fait le plus souvent par une différence b — b, qui
aboutit aux algorithmes de type ART [24] que nous détaillerons plus loin ou par
une division b/b, d’oll dérivent les algorithmes de type EM [20]. La mise & jour
de z(®) est alors fonction de cette différence. Nous reviendrons en détail sur ces
différents algorithmes, mais ceci nous suffit déja a la compréhension des trois
principaux types d’implémentation.

Un algorithme est ainsi dit séquentiel si les deux étapes de génération de
données de projection et de comparaison des données générées et mesurées al-
ternent pour chaque équation indicée par i = 1,..., M. On ne calcule donc, au
cours de la premiere étape, qu'un scalaire b; = Ai,.x(’“).

Un algorithme est dit simultané si la deuxieme étape n’intervient qu’apres
que la premiére ait été effectuée pour ’ensemble des équations, c’est-a-dire apres
que Pon ait calculé b= Az®).

Enfin, un algorithme est dit par blocs si la premiere étape consiste a calcu-
ler une partie des projections, c’est a dire a générer un vecteur de projections
estimées de taille I(k) - qui donc peut varier au cours des itérations - avant
d’effectuer la comparaison et la mise & jour.

2.3.2 Quelques algorithmes itératifs

Une des manieres d’aborder la résolution de grands systemes linéaires est de
les comprendre comme des cas particuliers de problémes de faisabilité convexe
consistant & trouver un point * € C' = ﬂf\il C; # 0, ou C est I'intersection non
vide d’un nombre fini d’ensembles convexes fermés C; € RN ,i = 1,2,..., M
dans l’espace euclidien. De méme que les systemes d’équations linéaires, les
systemes d’inégalités linéaires ou convexes sont des cas particuliers importants
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du probleme de faisabilité convexe qui apparaissent fréquemment dans toutes
sortes d’applications scientifiques.

Dans la classification proposée plus haut, ’algorithme de Cimmino est 1’arché-
type de l'algorithme simultané. Ici, des « points intermédiaires »sont obtenus en
projetant 'itérée courante x* sur les différents ensembles

2L Pi(x(k))7 1=1,2,..., M, (2.17)

ou P; est la projection orthogonale (minimisant la distance euclidienne) sur C;
et l'itérée suivante est

M
LD — gk oy (Z wzFTLD x(k)> , (2.18)

i=1

ol les w; sont des poids fixés tels que w; > 0 pour tout ¢ et Zf\il w; = 1.

Les parametres de relaxation {A,}r>0 sont généralement pris dans l'intervalle

e < A < 2—¢€pour un € > 0 fixé mais arbitrairement petit (voir [17]). Le
E

systeme de poids fixes {w;}M, peut étre remplacé par {wF}M, avec wF > 0 et

Zij\il w?F = 1 tout en conservant un schéma convergeant dans le cas consistant,
lorsque le probleme de faisabilité convexe a une intersection non vide C.

Avec les notations définies plus haut, la matrice A modélisant le systeme
de M équations a N inconnues, I'algorithme de Cimmino prend donc la forme

suivante :
ALGORITHME 2.3 (Cimmino)

Pour tout j € 1,2,..., N, calculer :

(k+1) M1 AT
L) _ gk T (A )
z; i+ Ak ; AN (bl AT ) (2.19)

ou AT désigne la transposée de la matrice A.

Cette méthode simultanée a 'avantage d’étre convergente méme dans le cas
inconsistant, et la solution obtenue minimise les sommes pondérées des carrés
des distances aux ensembles C;,i = 1,2,..., M (voir [18]). Cependant son taux
de convergence est lent et ce particulierement pour les grands systemes qui sont
creux (nous en verrons la raison plus loin). Cela en fait un algorithme peu utilisé
dans ’ensemble des travaux relatifs au domaine de la tomographie.

Un autre algorithme basé sur I’idée de projection sur des ensembles convezes est
I’ Algebraic Reconstruction Technique (ART) introduit par Gordon et al. [24] en
1970 en tomographie. L’idée originale est due & Kaczmarz [37] et consiste & pro-
jeter cycliquement l'itérée courante sur des hyperplans, sans réaliser la moyenne
de ces projections qui apparait dans ’algorithme de Cimmino. Il s’écrit donc
sous la forme :

ALGORITHME 2.4 (ART)

bi — Ai ..’)S(k)

(k+1) _ .k
T ="+ \p——
| Aie |2

A7, (2.20)
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ou ¢ est l'indice de ’équation traitée au cours d’une itération et qui varie cy-
cliquement parmi les M équations du systeéme, b; est la i®"° composante du
vecteur de données b et A; o est la jeme ligne de la matrice A.

Dans le cas inconsistant, la convergence est cyclique (voir [64]) mais Censor
et al. [14] ont montré que pour un parametre de relaxation donné, les limites de
ce cycle restent & une distance finie de la solution des moindres carrés, atteinte
par exemple par 'algorithme de Cimmino. De plus, cette distance dépend du
parametre de relaxation et peut étre rendue arbitrairement petite lorsque le
parametre de relaxation tend vers zéro. Cet algorithme a été 1'un des plus utilisés
au cours des années 70 et au début des années 80, avant d’étre modifié par
Andersen et Kak [3] en 1984 dans l'idée de le rendre simultané. L’algorithme
Simultaneous Algebraic Reconstruction Technigue (SART) modifie donc la (k+
1)¢™e itérée a partir de l'ensemble des équations de projection :

ALGORITHME 2.5 (SART)

USRI Ak Zb — (Azh); LAY, (2.21)
Z’L le]'L 1 Z] IA;]

On retrouve donc dans cet algorithme une forme semblable a celle de 1’algo-
rithme de Cimmino, a ceci prés que le poids de 1/M attribué & chaque équation

chez Cimmino devient ici =7 N? I . Cela implique que ’équation i participe a la
modification de I'inconnue j proportlonnellement au coefficient A, ;, ce qui per-
met une convergence nettement plus rapide dans le cas de systémes tres creux,
puisque les équations qui ne contiennent pas 'inconnue j ne participent simple-
ment pas & sa mise & jour au cours des itérations. A l'inverse, de nombreuses
valeurs nulles sont utilisées dans une itérations avec Cimmino pour estimer
une inconnue j lorsque le systéme est creux, conduisant a une sous-évaluation
systématique de sa valeur et une grande lenteur dans la convergence.

Pour remédier a ce phénomene, Censor et al. ont proposé une adaptation
de Talgorithme de Cimmino basée sur l’exploitation d’une projection oblique
au lieu de la projection orthogonale classique. Ainsi, considérant 1’hyperplan
H £ {z € RN |< a,z >= b} avec a = (a;) € RV,p € R et a # 0, on pose
pour G une matrice de taille N x N symétrique et définie positive la norme
ellipsoidale || 2 |4£< 2, Gz >. Pour un point z € RY la projection oblique de
z sur H par rapport & la norme G est I'unique point Pg(z) € H tel que

PS(z) = argmin{|| z — z |¢| z € H}. (2.22)

La résolution de ce probleme de minimisation conduit a
PS(2)=z2+—2""G 'a, (2.23)

ot G71 est linverse de G. Pour G = I la matrice identité, 1’équation (2.23)
redonne la projection orthogonale de z sur H. Le principe de 'algorithme Com-
ponent Averaging (CAV) de Censor et al. [12] consiste alors & introduire dans
la matrice G qui définit la projection orthogonale une information concernant
la nullité des coefficients de la matrice de projection R. Si I'on représente le
systeme a résoudre Ax = b par M hyperplans
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Hi={z eRY |[< Aj 0,z >=b;} (2.24)

ot Aj e = (A4;;) € RN est la i®™¢ ligne de A, A; 4 # 0 pour tout i et b= (b;) €
RYN, on définit les matrices diagonales de taille N x N G; = diag(g; 1,.--,9i.N)
avec ¢;; < 0 et telles que Zf\il G; = I. L’ensemble des matrices {G;}M | est
appelé motif d’espacement (sparsity pattern oriented ou SPO) par rapport a
une matrice A de taille M x N sipouri=1,...,.Metj=1,...,N, g;; =0si
et seulement si A4; ; = 0.

Le choix du motif d’espacement conduisant a ’algorithme CAV est le sui-
vant :

L SIAZJ7é0
gij =19 % .
’ 0 SlAi7j=O

ou s; est le nombre d’éléments non nuls A; ; # 0 dans la jéme colonne de A et
l'on a :

ALGORITHME 2.6 (CAV)

(k+1) (k) A i b’L* < Az [} I(k) > A (2 25)
€. =z “+ 2 . i i .
’ ’ ’ i=1 Zl]\il S (Ai,l)2 v

ol {\x}x>0 sont les parametres de relaxation.

Ainsi les propriétés intéressantes de I'algorithme de Cimmino, et notamment
la convergence dans le cas inconsistant, sont maintenues tout en obtenant une
bien meilleure vitesse de convergence, comparable selon les auteurs a celle de
I’algorithme ART.

Nous mentionnons également 1’existence d’une version de l’algorithme CAV
par blocs, I’algorithme Block-Iterative CAV (BICAV) de Censor et Elfving [15].

2.3.3 Schéma de Landweber

Un intéressant travail d’homogénéisation a été réalisé par Jiang et Wang
[35], qui dérivent I’ensemble des algorithmes mentionnés jusque-1a & partir d’un
unique schéma basé sur la méthode de Landweber. Pour le résolution d’un
systeme

Az =D (2.26)
le schéma sous sa forme simultanée s’écrit de la maniere suivante :
2D = 2 4\ YA (b - A:c(")) (2.27)

ou les matrices V et W sont toutes deux diagonales et définies positives et
respectivement d’ordre N et M. La version par blocs de ce schéma demande
quelque raffinement des notations en supposant que I’ensemble des indices B =

{1,..., M} est partitionné en T" sous-ensembles disjoints B; tels que
B={1,...M}= |J B (2.28)
1<t<T
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ou les sous-ensembles B; ne sont pas nécessairement disjoints, chacun d’entre
eux consistant en M (t) > 1 indices

Pour n > 0, soit [n] £ n(mod T)+1 et enfin, on définit

Ai%,o
Ay =
ifM(tV'
Wi
1
W, =
i%{(t)
et
by =
iﬁv[(t)

qui sont les blocs de A, W et b correspondant a la partition (2.28), (2.29), ou
A; o est lai®™€ ligne de A, W; est le i™¢ élément diagonal de W et b? est la i*™¢
composante de b respectivement. La version par blocs de (2.27) s’écrit alors :

gD = (W 4 AnV*IA[Tn] Win) <b[n] - A[n]x(n)) (2.30)

Si T = 1, cette derniere équation se réduit a la version simultanée 2.27.
Dans tous les cas, on définit un cycle comme le traitement pour n = kT jusqu’a
n = (k+1)T — 1. Avec ces notations, les différents algorithmes se retrouvent de
la maniere suivante :

e Algorithme de Cimmino : en définissant V' et W comme

V=I (2.31)
1
— =M | Al |? pouri=1,...,M (2.32)
W; :
Péquation (2.27) devient
M T
(n+1) _ 1Al ) ()

o = 3 g (5 ) (2.33)

i=1 )

qui est bien la méme que (2.19).

e Algorithme ART : cet algorithme étant séquentiel, [n] est défini avec T =
M et A[n]x(") est le produit de la matrice 1 x N A} avec le vecteur N x 1 z(),
Les matrices V' et W sont alors définies comme

V=I (2.34)

1
A =|| A; |?, pouri=1,...,M (2.35)
7
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tandis que I’ensemble de partition B; devient
By ={t}, pourt=1,....M (2.36)
léquation (2.27) devient

bin) — Apyz™

(n+1) _ ,.n
T =x"+ A\,
| Ay 12

A[”]T (237)

qui correspond & (2.20).
e Algorithme SART : en définissant V et W comme

M

Vi=Ay ;= |4l pourj=1,...,N (2.38)
i=1

1 N

Wi:Aix+:;‘Ai,j|a pouri=1,...,M (2.39)

lalgorithme SART (2.21) peut étre écrit sous la forme de ’équation (2.27)

M
A b; — Aj ez
it =2l + N AL (2.40)
M N i,
’ ! Zi:l ‘Ai,j | i=1 Zj:lAiJ !

qui est bien la formule établie précédemment (2.21).
e Algorithme CAV : en définissant V et W comme

V=1 (2.41)
1 | A2, .
—= > L opouri=1,....M (2.42)
i 1<I<N gil
9i 170

et avec
% si A@j 75 0
2 s = J
gl’] 0 si Ai,j =0

ot s; est le nombre d’éléments non nuls A4; ; # 0 dans la j®™¢ colonne de A,
lalgorithme CAV (2.25) peut bien étre écrit a partir de ’équation (2.27)

M n
b — Ajez™  p

N 2 gt

=1 2= st (Aig)
L’intérét de cette description est que la convergence (cyclique dans les cas
non simultanées) des algorithmes ne releve plus que de celle du schéma dont

ils sont dérivés et qui est démontrée dans le méme article [35], dans les cas
consistant et inconsistant.

2t = Ti + An

J (2.43)
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2.3.4 Algorithmes de maximisation de I’espérance

Une autre classe d’algorithmes qui a été et continue d’étre utilisée massive-
ment en reconstruction d’images, et en tomographie en particulier est celle qui
fait appel aux techniques de maximisation de la vraisemblance.

Ces techniques ne sont apparues que plusieurs années apres les premiers
algorithmes de reconstruction algébriques car bien que la théorie des estima-
teurs du maximum de vraisemblance était fort avancée dans les années 1970, le
probléeme qui demeurait était la possibilité d’application de cette théorie et plus
précisément le calcul pratique des estimateurs du maximum de vraisemblance.

La solution est apparue en 1977 avec 'algorithme Fzpectation Mazimization
(EM) de Dempster et al. [20] pour des types de probléme incluant une phase de
reconstruction. On qualifie dans ce cas les données observées b d’« incompletes »,
chaque valeur b; étant la somme des contributions z; ; de chaque voxel j de
lobjet :

bi = Z Zij = ZAi,jxj (244)
J J

Ces contributions z; ; représentent le nombre de photons émis par le voxel
j et détectés sur le pixel i de la gamma caméra. Elles constituent les données
« completes »mais non observées.

L’algorithme EM réalise alors deux opérations, la premiere, I'étape E, qui
calcule 'espérance conditionnelle des données complétes z connaissant a la fois
les données incompletes b et I'itérée courante z(¥) par

E (ln (P(2|f) |(b, x(k)>) (2.45)

et la deuxieme, ’étape M, qui maximise l’expression obtenue précédemment
pour obtenir une nouvelle estimation :

2D = arg max{E (m (P(2|f)] (b, x(k))) 1. (2.46)

Les détails menant de ces deux étapes a ’algorithme EM peuvent étre trouvés
notamment chez Dempster et al. [20], mais aussi dans les articles de Shepp et
Vardi [62] qui ont introduit les algorithmes de maximum de vraisemblance en
tomographie en 1982 ou chez Lange et Carson [38] qui ont développé 1'étude
de ces algorithmes en distinguant les cas de la tomographie par émission et par
transmission (1984). La méthode de maximisation de la vraisemblance débouche
sur l'algorithme suivant :

ALGORITHME 2.7 (EM)

(k)
2D = %A Ambz(n). (2.47)
Zi 2V Zl Ai,lxl

Cet algorithme, dont la correction se fait multiplicativement, a été décrit
comme relativement lent, notamment pour la reconstruction des hautes fréquences.

Nous reviendrons dans la troisieme partie, qui est consacrée a cette question
générale du rééquilibrage de la vitesse de convergence en fonctions de la taille
des détails, sur certaines modifications faites a ’algorithme EM pour corriger
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cela. Pour le moment, nous ne mentionnons que ’adaptation la plus populaire
de l'algorithme EM : I’ordered subsets-EM ou OS-EM qui a été décrite en 1994
par Hudson et Larkin dans [29] et dont le statut d’article le plus cité de Pannée
de la revue IEEE Transactions on Medical Imaging a naturellement conduit
a faire de ’OS-EM l'un des outils phares de la reconstruction tomographique
depuis le milieu des années 1990. Un traitement séquentiel y est proposé et
appliqué a l'algorithme EM - bien que I'idée puisse étre appliquée a n’importe
quel algorithme - au cours duquel les projections mesurées (les données) sont
groupées en sous-ensembles ordonnés (ordered subsets). Le niveau désigne le
nombre de ces sous-ensembles dont plusieurs exemples sont donnés dans I'article.

Le découpage le plus courant est celui en sous-ensembles disjoints ou les M
équations de projections sont groupées en n sous-ensembles contenant chacun T’
équations (c’est-a-dire T' mesures ou T pixels de I'image planaire de projection).
On a ainsi : S; = {1,2,....T},Se = {T+1,T+2,...,2T},...,S, = {(n —
DT +1,...,nT}.

Un autre découpage possible consisterait en des sous-ensembles cumulatifs
Sy ={1,...,7},8, ={1,...,2T},..., S, = {1,...,nT}. On préfere néanmoins
utiliser des sous-ensembles disjoints qui ne favorisent pas certaines mesures par-
ticulieres dans la reconstruction. Au cours d’une seule itération, c’est-a-dire un
passage a travers les n différents sous-ensembles, on a en effet utilisé n fois les
T premieres mesures et une seule fois les T" dernieres.

Enfin, 'algorithme EM standard s’écrit comme cas particulier de I’OS-EM en
choisissant un unique sous-ensemble contenant toutes les équations de projection
Sl = {1,...,77,T}.

Pour un choix donné de sous-ensembles Sy, ..., .S,, 'algorithme OS-EM est
donc une version par blocs de 'EM :

ALGORITHME 2.8 (OS-EM)

(k)
L) Ai jbi

J . n)’
ZiESk Aij i€Sk D Ailxz( )

(2.48)

Les résultats de cette implémentation par blocs sont intéressants puisque
pour un niveau donné d’erreur, le nombre d’itérations requises est inversement
proportionnel au niveau (choisi) de ’OS-EM. Par ailleurs, les mémes auteurs
insistent sur 'ordre des sous-ensembles que 1’on a intérét a choisir en fonction de
la plus grande variabilité entre deux projections traitées successivement. Notons
aussi que cette derniere remarque, qui conduit a grouper dans le méme sous-
ensemble ou a traiter successivement des projections acquises & angle droit 1'une
de l'autre, permet d’exploiter la symétrie qui existe pour différents opérateurs
de projection pris perpendiculairement. Cette réduction possible des calculs des
opérateurs de projection sera abordée dans la deuxieme partie.

Enfin, tout comme les algorithmes algébriques que nous avons étudiés précé-
demment peuvent étre dérivés a partir d’'un schéma général, celui de Landwe-
ber, les algorithmes de maximum de vraisemblance EM et OS-EM apparaissent
comme cas particuliers de Palgorithme Rescaled Block-iterative-EM (RBI-EM)
de Byrne [10] et bénéficient donc d’'un certain nombre de résultats théoriques
sur cet algorithme plus général.
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Chapitre 3

La TEMP sténopée

Nous rentrons avec ce chapitre dans des questions plus spécifiquement liées
a notre travail, c¢’est-a-dire a 'imagerie TEMP réalisée avec une gamma-caméra
munie d’un collimateur sténopé (ou pinhole). Nous allons voir en effet que ce
type de collimation est capital pour le traitement de nombreuses problématiques
liées & l'imagerie du petit animal (rat ou souris) par la tomoscintigraphie qui,
en collimation parallele - celle utilisée le plus souvent chez I’homme - serait
pénalisée par une résolution incompatible avec la taille des organes étudiés dans
des organismes nettement plus petits.

3.1 But et contraintes de la TEMP sténopée

Le double visage de la scintigraphie : sensibilité et résolution

Nous avons vu au cours du premier chapitre que la scintigraphie repo-
sait sur l'administration d’un traceur dans l'organisme, qui s’inscrit dans un
métabolisme sans interférer avec celui-ci. Cette technique parvient donc a mettre
en images des phénomenes se déroulant a ’échelle moléculaire et ce avec une
quantité infinitésimale de traceur. On parle alors d’imagerie moléculaire, qui
devrait rendre possible ’observation macroscopique in vivo de processus biolo-
giques microscopiques. En ce sens, la scintigraphie est sans doute la technique
d’imagerie la plus sensible a ’heure actuelle.

Il faut néanmoins tempérer ces performances en les inscrivant dans le systéme
d’ensemble que forme le traceur, 'organisme étudié et le systeme physique de
détection, c’est-a-dire la gamma-caméra. Car si des phénomenes relatifs a une
activité microscopique sont détectables en théorie, ils le sont par un dispositif
qui malheureusement dégrade fortement l'information en terme de résolution
spatiale. Les photons gamma émis par le traceur ne sont en effet détectés
qu’avec une précision de 'ordre de 5 mm due & la faible résolution intrinseque
du détecteur, rendant la technique inadaptée a I’expérimentation sur des orga-
nismes tels que le rat (masse environ 200 fois inférieure & celle de ’homme) ou
la souris (masse environ 2000 fois inférieure & celle de I'homme).

A titre d’exemple, mais d’exemple important, le coeur a chez 'homme une
taille comprise, pour sa plus grande dimension, entre 80 mm et 130 mm, soit 10
fois environ la résolution du détecteur (qui comprend la résolution intrinséque du
détecteur et la perte supplémentaire due a I'ouverture non infiniment petite du
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ou des trous du collimateur). Ce ratio de 1/10 entre 'incertitude (conduisant a
un flou sur I'image) et la dimension caractéristique de 'organe étudié est accep-
table en imagerie fonctionnelle ou, on I’a dit, I'information intéressante est loin
de reposer uniquement sur la composante morphologique. Néanmoins, le passage
au petit animal fait perdre un ordre de grandeur sensiblement égal & 10 puisque
les dimensions du coeur chez la souris sont d’environ 10 mm. On peut imaginer
quel résultat inexploitable atteindrait ’examen cardiaque scintigraphique de la
souris avec du matériel dédié & ’homme (typiquement une gamma-caméra stan-
dard munie d’un collimateur parallele). La solution appliquée depuis une dizaine
d’année pour introduire des problématiques liées au petit animal en scintigra-
phie consiste a utiliser un collimateur conique appelé sténopé ou pinhole et qui
a la propriété de permettre un grossissement de ’objet d’étude a mesure que
celui-ci est rapproché de 'ouverture, comme sur un appareil photo muni d’'un
objectif. Pour en comprendre les avantages, mais aussi les inconvénients, il est
nécessaire de détailler le fonctionnement de la caméra munie d’un tel collimateur
au-dela du gain obtenu par ’effet de grossissement.

A cet effet, nous avons proposé dans [31] une distinction entre plusieurs quan-
tités auxquelles renvoie souvent indistinctement le terme de résolution spatiale
(sauf indication contraire, le mot « résolution »seul se réferera toujours dans ce
travail & la résolution spatiale, et non en temps) :

e La résolution planaire géométrique ou taux d’échantillonnage qui donne
Péchelle du pixel (en mm/pixel) en mesurant la longueur représentée par le coté
d’un pixel. De fait cette mesure ne tient compte que du grossissement de 1’objet
puisque 1’échelle d’une image (en mm/pixel) est la méme que cette image soit
floue ou non.

e La résolution planaire estimée est le niveau de détail effectivement visible
sur 'image, donné en terme de la séparation visible de détails d’une certaine
taille. Cette mesure tient compte a la fois du grossissement éventuel, lorsque
I'on utilise un collimateur sténopé, mais aussi de la résolution intrinseque du
détecteur et de la perte de résolution due au collimateur.

e La résolution tomographique mesure le niveau de détail obtenu apres re-
construction tomographique.

La résolution intrinseque du détecteur est une constante lorsqu’on ’exprime
en pixels, indépendante du facteur de grossissement obtenu. Autrement dit,
quelle que soit la résolution planaire géométrique atteinte, l'indétermination
lors de la détection d’un photon rajoute une incertitude constante en nombre
de pixels, si bien que si I’échelle du pixel diminue (i.e. la résolution planaire
géométrique augmente), l'incertitude diminue aussi, relativement & I’échelle de
I’objet. Ainsi, une incertitude de 3 pixels lorsque la résolution planaire géométri-
que est 2 mm/pixel pour un grossissement égal & 1 correspond & une incertitude
de 6 mm. Si I'image planaire est obtenue avec un grossissement x4, la résolution
planaire géométrique passe a 0,5 mm/pixel et 1’échelle relative de I'incertitude
et donc du flou par rapport a 'objet grossi devient alors égale & 1,5 mm. C’est
ainsi qu’a partir du grossissement obtenu par ’emploi du collimateur sténopé,
on peut espérer atteindre une résolution qui est de l'ordre du millimetre et qui
permet d’envisager le passage a des organes de taille nettement inférieure a celle
des organes de 'homme.

Néanmoins, on ne peut penser la résolution sans la sensibilité et le role joué
par I'une et I'autre doit étre étudié encore plus attentivement dans le cas de
la collimation sténopée. En effet, le gain potentiel en résolution spatiale espéré
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avec un collimateur sténopé est contrebalancé par la perte en sensibilité due
& l'unique trou qui permet le passage des photons gamma (contre plusieurs
milliers sur un collimateur paralléle). L’augmentation de la taille du trou, qui
est indépendante du facteur de grossissement atteint, rajouterait un flou sur les
images qui irait au final également contre le gain en résolution'. Comment alors
exploiter cette technique, sans se heurter a la dégradation de I'une des qualités
de 'image lorsque 'on cherche & améliorer I'autre ?

Il existe heureusement une propriété partagée par la résolution et la sensibi-
lité lorsque 1’on utilise un collimateur sténopé : les deux gagnent & une minimi-
sation de la distance objet-collimateur. Pour un objet situé a une distance r du
trou, le facteur de grossissement, dont on a intérét a ce qu’il soit le plus impor-
tant possible est en effet proportionnel a 1/r, tandis que la sensibilité augmente
en 1/r%.

Il est donc clair que la regle pour faire de I'imagerie chez le petit animal sera
de minimiser le rayon de rotation de la caméra autour de celui-ci pour gagner a
la fois en résolution et en sensibilité. Par ailleurs, ce rayon minimal de rotation
étant limité par la taille de I’animal, un animal plus gros (le rat) apparaitra sur
des images planaires moins zoomées et donc sensiblement moins résolues que
celles d’un animal plus petit (la souris). Il y a donc une adaptation automatique
du systeme d’imagerie aux dimensions plus ou moins réduites des organismes
étudiés.

En marge des deux principaux phénomenes évoqués ci-dessus, un certain nombre
d’autres problemes spécifiques a I'imagerie de structures de petites dimensions
par scintigraphie sont a relever. D’un point de vue mécanique d’abord, la réalisa-
tion d’un dispositif comprenant une gamma caméra munie d’un collimateur en
plomb ou en tungsténe - donc lourd - qui puisse tourner autour d’'un axe avec
une précision parfaite releve de la performance technique. Le poids de I’ensemble
rend en effet difficile le maintien horizontal de la caméra dont la trajectoire
ne suit un cercle tournant autour d’'un axe qu’a quelques millimetres pres. La
modélisation se doit alors d’étre bien plus minutieuse que chez I’homme, avec
un collimateur parallele, ou un défaut de 1 a 2 millimetres n’engendre pas de
différence notable sur les images. Avec un collimateur sténopé, tout défaut sera
amplifié par le grossissement et affectera le résultat d’une maniére bien plus
sévere. Nous décrirons en détail ce phénomene et la maniere de la corriger dans
la section consacrée a la calibrage de la gamma-caméra, plus loin dans ce cha-
pitre.

Enfin, d’'un point de vue informatique et mathématique, il apparait que
la mise en oeuvre de toute méthode de reconstruction est plus lourde qu’en
géométrie parallele. Le probleme tomographique ne peut en effet plus étre traité
comme une suite de probleme a deux dimensions, tranche par tranche, mais
completement en trois dimensions puisque des tranches différentes du volume se
projettent au méme endroit sur I'image (voir la figure 3.1). Malgré les progres
constants enregistrés en informatique ou la puissance des ordinateurs permet
de traiter a temps égal des données beaucoup plus lourdes qu’il y a quelques

1La résolution des images de projection serait pénalisée & coup siir, celle des images tomo-
graphiques dépendrait de la capacité de l'algorithme & déconvoluer au mieux les images de
projection. Néanmoins méme une méthode incluant une déconvolution théoriquement parfaite
produira des résultats moins bons lorsque la réponse impulsionnelle devient nettement plus
large
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(b)

F1G. 3.1 — Géométrie de projection associée au collimateur parallele (a) et
sténopé (pinhole) (b). Dans le premier cas, une ligne horizontale de projec-
tion est associée a un unique plan de I'objet sphérique qui se projette, ce qui
permet une reconstruction en 2D de chacune des tranches indépendamment des
autres. Dans le cas de la géométrie conique induite par le collimateur sténopé,
il n’y a pas cette indépendance, et la reconstruction doit se faire en « vraie »
3D. (Tiré de la these de M. Ivan Laurette [40], avec son aimable autorisation).

années, le calcul et le stockage d’'un opérateur de projection 3D demande des
ressources encore importantes. Les aspects mathématiques et informatiques de
cette question seront surtout explorés dans la deuxieéme partie de cette these.

Les enjeux de I’imagerie du petit animal

L’adaptation de la tomoscintigraphie au petit animal se comprend comme
la nécessité de pouvoir appliquer une méthode d’imagerie fonctionnelle et non-
invasive (a la différence de l’autoradiographie qui est basée sur la détection de
radiations émises par une substance radioactive mais nécessite le sacrifice de
l’animal) & des organismes modeles. Ce terme d’organisme modele peut a la fois
désigner un modele d’une maladie lorsqu’une pathologie humaine est reproduite
sur ’animal ou un modele pour étudier le comportement d’un nouveau traceur
ou les effets d’un traitement. Enfin, cette technique d’imagerie fournit un ou-
til intéressant pour évaluer les conséquences physiologiques des modifications
génétiques réalisées sur les animaux.

Le contexte de 'imagerie moléculaire est donc celui d’une technique nais-
sante mais qui répond a une attente forte de la part des chercheurs en sciences
biomédicales. Nous ne pouvons dresser ici la liste des applications de la tomos-
cintigraphie chez le petit animal, des différents traceurs, organes, pathologies
qui ont été ou sont en train d’étre étudiés par cette technique mais nous pro-
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poserons un état de 'art non exhaustif qui donne une idée des performances
atteintes pour le moment.

3.2 Etat de ’art de 'imagerie

Un bref historique nous permet de situer les débuts de 'imagerie tomos-
cintigraphique appliquée au petit animal au début des années 1990. L’une des
premieres publications sur le sujet qui décrive des résultats probants est celle
de Weber et al. [68], qui démontre la faisabilité des études cardiaques et de
tumeurs cérébrales chez le rat. Depuis lors, certaines équipes sont allées plus
loin que le stade de la simple faisabilité en proposant des études sur la per-
fusion myocardique chez le rat [67] ou la souris [69] ou [70]. La plupart de ces
équipes atteignent, en utilisant un collimateur sténopé une résolution légerement
supérieure au millimetre, tandis que Beekman et ses collaborateurs ont pu obte-
nir des 2004 [6] des résultats bien meilleurs avec une résolution largement sub-
millimétrique en mode planaire, grace a un dispositif particulierement soigné
(embout du collimateur en or pour réduire au maximum la pénétration sur les
bords du trou) et une minimisation de la distance objet-collimateur sténopé.
Ces résultats ont été convertis en 2005 avec le dispositif U-SPECT [?, Beek-
man2005]estiné & I'imagerie in vivo de la souris, dans lequel un tube percé d’un
jeu de 75 ouvertures contient I’animal et sert donc a la fois de support et de col-
limateur. Derriére sont placées trois détecteurs, ce qui a pour effet, & temps de
pose égal, de multiplier la sensibilité par 3, en plus bien siir du gain obtenu par
le nombre de trous. Les images obtenues chez la souris y sont impressionnantes
et la résolution démontrée sur fantome descend sous 0,5 mm. Le diametre du
tube au niveau des ouvertures étant réduit a& 44 mm, soit un rayon de 22 mm, on
comprend en effet que le facteur de grossissement soit important tandis que I'im-
mobilité de ’ensemble du systéme (rien ne tourne) assure une absence de flou
provenant d’un léger déplacement de I’animal ou d’une imprécision mécanique.
Enfin, la résolution intrinseque du détecteur est mesurée a 3,2 mm, ce qui est
également bien meilleur que sur un dispositif standard.

Cette approche semble étre la plus performante concernant I’application a
la souris parmi les équipes travaillant sur des systemes a collimateur multi-
trous (ou collimateur multi-pinhole). Ces trous agissent donc chacun comme un
sténopé et sont souvent disposés suivant un motif qui permet de minimiser le
chevauchement des images de projection. On trouvera cette solution employée
avec succes, mais de maniere plus classique, chez Schramm et al. [59], [60] avec
un systeme pour lequel le mouvement de rotation est encore présent, avant que
la méme équipe ne décrive également un dispositif sur lequel ne demeure qu'un
mouvement de translation : le T-SPECT [61]. De nombreuses autres équipes
s’'intéressent depuis maintenant deux ans a ce type de collimation et de récentes
publications [11], [46], qui décrivent encore souvent des simulations ou font une
étude de faisabilité, montrent que ’on peut s’attendre & une utilisation massive
de ces dispositifs dans les années & venir.

Nous avons également établi un comparatif des performances obtenues par
différentes équipes travaillant sur l'imagerie TEMP du petit animal en 2003
(voir [31]).
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3.3 Etat de ’art mathématique

Le cas de la collimation sténopée a donné lieu a une adaptation des méthodes
analytiques basées sur l'inversion de la transformée de Radon. La projection
décrite est en effet conique et I'existence d’un inverse n’est assurée que si ’échan-
tillonnage de I'espace est réalisé de maniére par exemple a pouvoir retrouver 1’en-
semble des projections paralleles par réorganisation des projections. Néanmoins
cette condition, qui impliquerait une trajectoire du détecteur couvrant toute
la. sphere S? dans l'espace R? peut étre affaiblie pour avoir des conditions
d’échantillonnage physiquement réalisables. L’outil de base de la tomoscintigra-
phie & géométrie conique, la transformée en rayons coniques (cone beamn trans-
form), n’est pas tres différent des deux premieres transformées que nous avons
rencotnrées, celle de Radon et la transformée en rayons X :

DEFINITION 3.1 (Transformée en rayons coniques) Pour toute fonction
f e LR et pour § € S"1 et a € R™, la transformée en rayons coniques n-
dimensionnelle D est définie comme :

+oo
Df(a,0) = /O fla+t0)dt

Une autre maniere d’obtenir des formules d’inversion de la transformée de
Radon est en utilisant le potentiel de Riesz I* dans R™ :

(EpNE =€ fle), a<n (3.1)

On a alors le théoreme suivant :

THEOREME 3.1 Pour toute fonction f € .(R") et g=Rf , on a
1
f= 5(277)1_"I_°‘R*I°‘_"+1g.

Dans le cas des dimensions impaires qui est le notre avec n = 3, la formule
d’inversion se réduit particulierement bien pour donner :

2
@)= ~gz [, 5ra (RO, 0)00 (3.2

- 8n?

Il nous faut alors une relation entre D et R pour pouvoir inverser D a partir
de la formule d’inversion donnée par le théoreme 3.1. Nous disposons de cette
relation par le théoréeme suivant :

THEOREME 3.2 Soit f € Z(R3). Alors, avec s = a -0, pour tout § € S?,
acR?, ona

O Ri)b.a-0) = / 9 (D f)(a,w)dw

0s wehLtns? 00

En utilisant ces différentes relations, il est possible de trouver une formule d’in-
version exacte pour f, ce que réalise la méthode de Grangeat.
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Df(a,0)

S=a(x,6)

Df(a,6) = ;m f(a+9)dt

Fi1G. 3.2 — La trajectoire de la gamma-caméra est repérée par la courbe décrite
par le centre du pinhole S = a(z, §). On appelle souvent ce point la « source » car
toute ligne de projection peut aussi bien étre vue en scintigraphie (émission de-
puis I'objet f, passage du rayonnement par le pinhole et arrivée sur le détecteur,
en haut de la figure) qu’en tomodensitométrie (transmission depuis la source, a
travers Pobjet et détection, en bas de la figure). A toute projection conique en
scintigraphie correspond donc une projection virtuelle en tomodensitométrie.

La méthode de Grangeat

Cette méthode présuppose que la courbe décrite par le centre du trou du
collimateur (de la « source », voir figure 3.2) ait la propriété suivante : tout plan
intersectant supp(f) contient au moins un point de la trajectoire de la source.
En d’autres termes, pour tout x € supp(f) et tout § € S?, il existe une source
(un point de la courbe) a(z,0) telle que z - 6 = a(x,0) - 6.

Partant de I’équation 3.2

1 0?

1) = ~g |, 5@ RIO2-0)0

et avec la propriété de notre courbe qui donne
(Rf)(0,2-0) = (Rf)(0,a(x,0) - 0)
on obtient, en appliquant le théoreme 3.2

Q(Rf)(e,xﬂ):/ E(Df)(a(:vﬂ),w)dw.

85 wehLns?2 60

Des lors, %(Rf)(&,s) peut étre calculé avec s = x - § pour tout z avec
f(z) # 0 et I'on obtient f(z) & partir de la formule 3.2.
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Fic. 3.3 — Géométrie et notations de l'algorithme FDK.

D’autres formules exactes de reconstruction existent, qui imposent des pro-
priétés plus ou moins fortes sur la courbe de la source. On citera la méthode de
Tuy, a partir de laquelle celle de Grangeat peut ére obtenue ou la rétroprojection
filtrée pour la transformée en rayons coniques. Néanmoins, aussi faibles que
soient les conditions sur la courbe, elles demeurent en général trop fortes pour
les courbes que permettent de réaliser effectivement les gamma caméras usuelles,
a savoir des arcs de cercles ou des cercles entiers. Des lors, la méthode analytique
la plus utilisée en reconstruction tomographique a géométrie conique est celle
de Feldkamp, Davis et Kress (FDK) [23] qui est une formule approchée mais qui
fait bien ’hypothese que la courbe de la source est un cercle.

La formule approchée de FDK

Supposons que la source (comme dans le paragraphe précédent, le terme
« source » désigne le centre du pinhole en référence a une source virtuelle, voir
figure 3.2) suive un cercle de rayon r dans le plan horizontal x; - z5. Pour une
source donnée 760, 6 € S*, soit g(6,y) la ligne intégrale de f le long de la droite
joignant 70 & un point du détecteur y € 8+, c’est-a-dire

y—rf

9(0.y) = (D) (W’ y—9|>

(voir la figure 3.3). La fonction f est comme d’habitude supposée nulle en dehors
de I'ensemble | z |< p < 7. On introduit un systéme de coordonnées dans 6+
en définissant, pour § = (cos ¢, sin p,0)T, 0, = (sinp, —cosp,0)T. 6, , e3 forme
alors une base orthonormée dans 6. La droite joignant 76 et un point z &
reconstruire coupe 0 en y = y20, + yze3 o

T 9 T
= —7 = —X
Y2 0 L Ys= o, 9"

r—ux
La droite Rf, +yses est I'intersection entre 6+ et 7(x,6), le plan passant par x et
rf qui intersecte #- horizontalement. En définissant le point yzes du détecteur
comme origine dans 7(z,0), les coordonnées =’ de z dans w(z,6) sont ' =
x — yses et le vecteur directionnel situé au-dessus (ou en-dessous) de 6 dans
m(x,0) est

0" = (r0 — yze3) /7', = (r? +y2)1/2
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Notons que r’ est la distance de r8 & lorigine dans 7(z,8). Considérons que
6+ N w(x,0) est une ligne d'un détecteur avec collimateur fan-beam (géométrie
en éventail, équivalent & la géométrie conique en 2D). Dans cette géométrie,
on dispose également d’une formule d’inversion de f par rétroprojection filtrée
donnée par la formule (voir [50] paragraphe 5.1.4)

r2 P re-0) rd
(VQ *f)(x) = /51 (7"—1'.9)2/_pvﬂ (7“—:C0 —y) g(G,y)Wde.
(3.3)

La contribution de 'intégrale qui appartient & 6 dans Pestimation (Vo * f)(x)
de (3.3) est

r’? P 'z’ -6, 5 r'dy)
I(.’E,Q) = (T’ — . 9)2 /_p iY) (7,/ — .y - yé) g(eay/ 9L+9363) (7”/2 + y52)1/2'
De plus, on a :
7,,/
0 =—z-0.
r

En utilisant cette derniere relation et le fait que 2’ -8, = x - 6, on obtient

r? p V2 y2dy
1(z,0) = ——— —y5)g(0, y50 ~____ 8 72
(x) ) (’r — . 9)2 /p UQ(Z/2 yQ)g( 7y2 1 + y363) \/W

Cette quantité est la contribution de la direction 6’ dans 7 (z,6) & Papproxi-
mation de la rétroprojection filtrée f(z) donnée par (3.3). Pour calculer cette
approximation de maniere exacte, il faudrait en principe intégrer sur les contri-
butions correspondantes pour toutes les directions dans m(z,8). Or cela est
impossible puisque nous ne disposons pas des sources nécessaires dans 7(z,6).
L’idée de FDK est de n’intégrer que sur les sources dont nous disposons effecti-
vement, c¢’est-a-dire d’utiliser

flx) ~ /I(x,ﬁ)d@’

comme approximation de f(z). En regardant 6’ comme une fonction de 6, on
arrive a

ﬂﬂwéf@mgw

= — v - 0,450 + yzes) ~——2—2_d0
/S1 r—=z-02), (Y2 — y2)9(0, Y201 + yses) RNy

qui est la formule d’approximation de FDK. Il s’agit donc d’un algorithme du
type rétroprojection filtrée ou les données sont d’abord filtrées avec un facteur
r/\/7? + Y& + y3, puis filtrées le long de lignes horizontales avec un filtre vq tel
que ceux vus dans la section 2.1, et enfin rétroprojetées avec un poids r2/(r —
x-0)2.
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Nous empruntons cet exposé synthétique de la méthode FDK a l'ouvrage
de Natterer et Wiibbeling [50]. Les détails des différents calculs pourront étre
trouvés dans l'article original [23].

L’implémentation de cet algorithme qui devait permettre une comparaison
des images reconstruites avec la tres populaire méthode FDK a donné lieu a
un stage de maitrise effectué par Virginie Pacorel [53] durant 1’été 2004. Les
parties consacrées aux résultats de notre algorithme donneront donc en général
la possibilité au lecteur de se référer a des reconstructions tomographiques sur
les mémes données obtenues par la méthode FDK.

3.4 Modélisation du probleme

Nous présentons ici les choix que nous avons faits pour modéliser le probleme
de la tomoscintigraphie avec collimateur sténopé appliquée au petit animal. 11
nous faut tout d’abord souligner que des choix doivent nécessairement étre faits
pour modéliser certains effets de maniére approchée en dehors de quoi les cal-
culs deviendraient vite impraticables. Par ailleurs, méme des calculs réalisables
peuvent étre inutiles s’ils sont fondés sur des hypotheses théoriques invérifiables
en pratique. Un exemple est le phénoméne de pénétration du rayonnement
gamma sur les bords biseautés du trou du collimateur. Compte tenu de ce que
I’on sait du taux de pénétration du rayonnement d’une énergie donnée a travers
un matériau donné et de la forme du collimateur, ce calcul devrait pouvoir étre
mené pour aboutir a I’exacte prise en compte du phénomene. Néanmoins, 1’usi-
nage du matériau - spécialement quand il s’agit du plomb, moins quand il s’agit
d’un métal plus dur comme le tungsténe - ne garantit pas une précision telle
que le calcul exact ait un sens et 'on préferera utiliser une formule approchée
plus économique et mieux adaptée aux incertitudes que ’on a sur le systeme.

La modélisation du probleme est importante concernant les aspects de décon-
volution du probléme de tomographie que nous traitons. Les images de projec-
tion mesurées sont habituellement floues a cause des différents effets physiques
et il s’agit donc d’un probleme mixte de tomographie et déconvolution. Or il
existe des méthodes dites de déconvolution aveugle (blind deconvolution) qui
permettent de s’affranchir d’une modélisation compléte des réponses impulsion-
nelles qui deviennent alors des inconnues, au méme titre que l'objet a recons-
truire. Ces méthodes ont été notamment utilisées en microscopie ainsi qu’en
astronomie mais nous doutons qu’elles soient applicables au cas de la tomoscin-
tigraphie, du fait justement de la mixité du probleme. Les images de projection
mesurées ne sont pas l'image originale convoluée avec une réponse impulsion-
nelle mais une somme des différents plans qui composent 1’objet. De plus, nous
savons que la réponse impulsionnelle n’est pas spatialement indépendante, ce
qui rend le probléme probablement trop complexe pour en extraire a la fois
l'objet reconstruit et les réponses impulsionnelles. Par ailleurs, ’optimisation
des temps de calcul étant la premiere motivation de ce travail, les méthodes de
déconvolution aveugle présentent généralement l'inconvénient de prendre net-
tement plus de temps que lorsque les réponses impulsionnelles sont connues.
Néanmoins, 'introduction de ces méthodes en tomographie pourrait constituer
une base de travail intéressante, surtout si les réponses impulsionnelles recons-
truites peuvent servir a la reconstruction d’autres objets dont les projections
ont été acquises dans les mémes conditions.
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3.4.1 Les différents effets modélisés

e Diameétre effectif du collimateur pinhole

Pour tenir compte du phénomene de pénétration du rayonnement gamma sur
les bords du trou, Anger [4] a utilisé la formule suivante qui corrige le diametre
réel de 'ouverture d en lui rajoutant une partie due a la pénétration :

2d.t
2 an(a)
1

d. est appelé diametre effectif du pinhole, a est ’angle d’ouverture du col-
limateur (voir figure 3.4) et u le coefficient d’atténuation du matériau utilisé
pour I’embout pinhole, exprimé en mm™1!.

Une étude théorique menée durant ce travail de these par Frangois Her-
zog (été 2003, stage de maitrise de mathématiques) a démontré que si des
différences non-négligeables pouvaient apparaitre entre le nombre de photons
gamma détectés effectivement et le nombre de ces mémes photons que I'on
comptait en ne tenant compte que du diametre réel de I'ouverture, la prise en
compte de la pénétration par le diametre effectif de la formule 3.4 donnait des
résultats tout & fait satisfaisants. Il a été démontré en particulier que I'erreur de
quantification (la différence entre I’activité comptée par le détecteur et celle qu’il
faudrait compter avec un collimateur sans pénétration), qui était de 15% pour
le plomb et 12% pour le tungsténe, pour un pinhole de 1 mm de diametre en
approximant la probabilité de passage du rayonnement par une marche corres-
pondant au diametre réel de 'ouverture, était ramenée respectivement & 1,25%
et 0,75% pour une marche correspondant au diametre effectif. Nous avons donc
inclus ce diametre effectif plutot que le diametre réel dans nos calculs.

d. = [d (3.4)

e Résolution intrinseque de la gamma-caméra

La technologie du détecteur sur les gamma-caméras n’a que peu évolué en
40 ans et demeure basée sur un cristal relié a des photomultiplicateurs qui
n’estiment la localisation du photon incident qu’a environ 5 mm pres. Selon
les caméras, cette incertitude varie de 3 & 7 mm et sa prise en compte dans
la modélisation peut certainement aider a améliorer la résolution spatiale sur
I'image tomographique reconstruite.

e Décroissance radioactive

Le temps pris par I'examen, qui approche en général une heure (une mi-
nute par projection pour une cinquantaine de projections) doit étre pris en
compte pour le phénomene de décroissance radioactive du traceur, car il n’est
pas négligeable comparé a sa demi-vie, c’est-a-dire le temps apres lequel 'acti-
vité du traceur est divisée de moitié, qui est de six heures pour le technétium
99m, isotope le plus utilisé en scintigraphie.

Si P projections sont acquises pendant S secondes chacune et que T est
la demi-vie du traceur, en secondes aussi, pour chaque projection indicée par
q=1,..., P, la ¢°™ projection doit étre corrigée par un facteur multiplicatif :

v(q) = exp(In(2)S/T) (3.5)

pour se ramener a ’activité volumique présente en début d’acquisition.

e Sensibilité de la gamma-caméra
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F1G. 3.4 — Collimateur pinhole monté sur une gamma-caméra (a). Au sommet
du collimateur se trouve ’embout contenant le trou d’entrée par lequel passe
le rayonnement gamma (b). Sur la partie (c) de la figure, une vue en coupe
de ’embout explique la notion de diametre effectif : la partie la plus étroite de
I’embout est comptée comme diametre du trou d’ouverture. Mais c’est aussi a
ce niveau que le métal lourd (tungsténe, or) qui compose 'embout est le moins
épais, impliquant une pénétration sur les bords du trou. Cette pénétration est
prise en compte par un diameétre effectif, plus grand que le diametre réel de
I'ouverture.
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Fia. 3.5 — Les deux sources ponctuelles S et Sy, qui sont a la méme distance
L4z du plan de détection, L étant la distance séparant le pinhole du détecteur et
z la distance entre le pinhole et le plan parallele au détecteur contenant les deux
points sources, ont la méme projection géométrique. L’intensité de la projection
varie elle en fonction de I'angle o sous lequel est vu le pinhole.

Nous avons vu dans la section 2.2.1 consacrée a la linéarité du probleme que
pour une gamme d’énergie de rayonnement donnée (exemple : 140 keV pour le
technétium 99m) et pour une dose administrée donnée, efficacité de la gamma
caméra pouvait étre considérée comme une constante. La détermination de cette
constante E. releve de la calibrage de la caméra et sera donc détaillée dans la
section 3.5.

e Variation spatiale de la sensibilité

Pour une source Ss située sur I’axe perpendiculaire au détecteur passant par
le centre de I'ouverture du collimateur pinhole P, le trou d’entrée est vu comme
étant rond. Pour une source S; située elle en dehors de cet axe, le trou sera vu
comme étant ovale étant donné ’angle « formé par @2. 11 est aisé de voir que
le flux d’un rayonnement émis par Sy a travers le trou d’entrée du collimateur
pinhole est égal & celui émis par S7 & un facteur multiplicatif cos(«) pres (voir
figure 3.5).

o Atténuation

L’atténuation est un probleme insoluble de maniere exacte si I’on s’en tient &
la seule imagerie TEMP. L’information dont nous diposons concerne en effet la
distribution d’une substance radioactive dans I’organisme, mais nous ne savons
rien a priori de la distribution de matiere atténuante, si ce n’est que la ou il y
a activité, il y a atténuation. Nous avons détaillé dans la section 2.2.1 quelles
étaient les approximations possibles (dans le cas ou I'on ne dispose donc pas
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de cartes d’atténuation obtenues en tomodensitométrie) et avons opté pour un
modele cylindrique d’atténuation uniforme. Nous avons pris soin de préciser que
notre modélisation concernait I'imagerie chez le petit animal et faisons usage ici
de cette précision : les animaux que nous étudierons (rat et souris) justifient
un modele aussi simple a la fois par leur taille, ’épaisseur de leur corps ren-
dant moins important le phénomeéne d’atténuation, mais aussi par leur forme,
que 'on peut identifier & un cylindre plus facilement que chez 'homme. Nous
modélisons donc un systéeme physique mais en fonction d’une classe d’objets par-
ticuliere qui nous permet de faire ces hypotheses simplificatrices. Un parametre
1 est donc utlisé dans un modele d’atténuation exponentielle en fonction de la
distance parcourue par le rayonnement dans le tissu atténuant. La valeur? que

nous avons utilisée pour les tissus est u = 0,11 cm~*.

e Diffusion Compton

Comme nous ’avons vu au chapitre 2, une sélection en énergie permet
de g’affranchir d’une partie importante du diffusé. Nous n’avons pas cherché
une modélisation plus avancée de ce phénomene, n’étant pas sirs que ’ap-
proximation nécessaire a cette modélisation complexe (dépendant de l'objet, sa
géométrie, sa composition, du matériel utilisé aussi dans une moindre mesure)
apporte réellement un gain sur les images reconstruites.

Nous allons maintenant voir comment combiner ces différents effets et leur
modélisation mathématique pour calculer la projection globale d’un voxel

3.4.2 Réponse impulsionnelle et projection des voxels

Nous fixons pour le moment le détecteur, en supponsant que le centre du
trou d’entrée du collimateur sténopé est aux coordonnées S = (0, s, 0) et que le
détecteur est dans le plan D = {(z,y, 2) | y = F'+s,}, ou F' est la distance focale
du collimateur. A tout point m € Q°(R3) = {(z,y,2) | y < s, } correspond alors
une réponse impulsionnelle ¢, (x,z), & valeur dans le plan D. Cette fonction,
propre au dispositif d’imagerie, étant connue, la projection d’'un voxel v; se
calcule en toute rigueur en déterminant la contribution A;; de I'ensemble des
points qui composent le voxel v; sur chaque pixel b;, de sorte que :

A; ////b bm(z, 2)dzdzdm. (3.6)

Le calcul pratique de cette intégrale peut s’effectuer par différentes moyens,
qui introduisent un échantillonnage aléatoire, comme dans la méthode de Monte-
Carlo, ou discrétisent chaque intégrale de maniere déterministe. Mais quelle que
soit la méthode employée, il apparait vite que, compte tenu du nombre de voxels
et de pixels pour lesquels la quantité A; ; devrait étre calculée, son calcul par
léquation (3.6) est extrémement long. L’emploi d’une approximation sphérique
de la distribution d’activité au sein du voxel, telle qu’apparaissant chez Matej
et al. [44] permet néanmoins de faire apparaitre des symétries et de réduire la
quantité de calculs.

2Cette valeur devrait en réalité étre corrigée & p = 0,15 cm~! qui est la valeur dans les
tissus mous. Merci a Iréne Buvat pour cette précision.
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Fia. 3.6 — Approximation sphérique uniforme de la distribution d’activité au
sein d’un voxel v; dont la forme n’est pas nécessairement cubique, caractérisée
par un diametre d,; .

D’autres auteurs ont privilégié une approche expérimentale, consistant a me-
surer la projection du voxel pour un certain nombre de points, en déplacant une
source d’activité de forme cubique ou sphérique dans l’espace objet. Comme
seule une infime partie des mesures nécessaires peut étre effectuée, les mesures
manquantes sont alors calculées par interpolation et ceci permet de s’affranchir
de l'introduction des parametres physiques dans le calcul. Les projections des
voxels physiques ainsi mesurées constituent donc autant de « boites noires »,
dont nous savons qu’elles décrivent le systéme, mais sans les analyser en com-
posantes géométriques auxquelles on rajoute 'imprécision due au détecteur et
les différents effets dont nous avons parlé. Cette maniere de procéder demande
néanmoins de disposer d’un matériel adéquat pour déplacer une source ponc-
tuelle & des coordonnées tres précises, matériel dont nous ne disposions pas, ce
qui devait nous faire rejeter cette méthode. On la trouvera néanmoins exploitée
avec succes dans le méme domaine de I'imagerie TEMP du petit animal chez
Beekman [7].

Aussi nous sommes nous tourné vers une méthode intermédiaire entre la
méthode analytique et la méthode expérimentale. Nous avons d’abord supposé
que nos voxels v;, quelle que soit leur forme réelle, pouvaient étre caractérisés par
un diametre d/, qui, pour une discrétisation de I'espace par des voxels v; de taille
uniforme, pouvait étre remplacé par un unique diametre d,. Nous verrons au
chapitre 4 comment nous avons pu justifier cette approximation qui nécessite a la
fois que nos voxels aient une taille sensiblement égale dans les trois directions de
Pespace (propriété d’isotropie, voir figure 3.6) et que les variations de taille entre
différents voxels soient faibles. A partir de 14, les seules mesures que nous ayons
effectuées auront été pour nous convaincre que les réponses impulsionnelles en
tout point, de méme que les projections d’objets homogenes de tres petites
dimensions pouvaient étre approximées par des fonctions gaussiennes.

La mesure représentée sur la figure 3.7 montre la projection d’un fil fin
(diametre d’environ 0.1 mm) imbibé de technétium 99m sur I'image planaire
ainsi qu’un profil transversal. Un ajustement de ce profil par une gaussienne
permet d’obtenir une erreur tout a fait satisfaisante en ajustant les parametres
de translation 7., dilatation o, et hauteur h de la gaussienne

b (3.7
——c ST .
OV 2T

Nous avons donc pu engendrer ’ensemble des projections des différents
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o Distance (pixeis) ..

F1a. 3.7 — Image de projection obtenue sur une source linéique (fil imbibé de
technétium 99m (en haut & gauche) avec en gris la ligne (20 pixels d’épaisseur)
correspondant au profil affiché en haut a droite. En bas, représentation d’une
gaussienne ajustée de manieére a minimiser I’erreur entre profil mesuré et modele
gaussien.

voxels & partir de fonctions gaussiennes.

Calcul de la projection d’un voxel

Sous I’hypothese que les réponses impulsionnelles sont engendrées par des
fonctions gaussiennes comme apparaissant dans I’équation 3.7, il faut, pour
chaque voxel v;, déterminer chacun des trois parametres mentionnés plus haut :
translation 7, dilatation o et hauteur h de la gaussienne. C’est ainsi que nous
générerons les colonnes de 'opérateur de projection A qui a la forme d’une ma-
trice N x M. Nous associons pour cela un nouvel opérateur a chacun des trois
parametres : A,, A, et Ap.

e Le paramétre de translation T correspond au centre de la projection du
voxel et contient donc deux coordonnées, 7; = (77, Tg ) que lon calcule comme
intersection de la droite passant par le centre du voxel et le centre du trou
d’entrée avec le plan de détection. Ce calcul est nécessaire pour toute méthode
de reconstruction tomographique, qu’elle soit analytique ou itérative puisque
Pinformation spatiale liant les points de I’espace (ou les voxels) aux points (ou
pixels) du détecteur doit toujours étre présente. On donne donc :

DEFINITION 3.2 Soit S = (0,5,,0) et D = {(z,y,2) | y = F + s,}. Pour
tout m € QO(R?) = {(z,y,2) | y < sy} on définit

A QR?) — D (3.8)

—Fm, —Fm,
m = (maymy,ma) (m,msy,m) (3.9)
© © S

En identifiant D au plan R?, on écrit :

A QR — R? (3.10)
—Fm, —Fm, )

|5y_my"‘5y_my|

m= (g (3.11)

Posant cette fois Q(R?) = {(z,y, 2) | /22 + y? < s,} on définit alors :
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DEFINITION 3.3

A?:QR?) — R? (3.12)
m = (mg,my,m;) +— A (R_s(m)) (3.13)

ol Ry est la rotation d’angle ¢, si bien que, posant uy = (—sin ¢, cos @), cet
opérateur calcule la projection centrale passant par s d’un point m sur le plan
Dy ={d/duy=F + sy}

L'opérateur A? sera utilisé pour calculer cette projection pour des points
particuliers de la discrétisation, considérés comme « centres » des voxels.

e Le parametre de dilatation o; est supposé étre le méme dans les deux
directions, nos réponses impulsionnelles ayant une symétrie circulaire. Ce pa-
rametre contient des effets physiques comme le diametre effectif du pinhole d,
la résolution intrinseque de la gamma-caméra g et la diffusion Compton, mais
aussi des effets géométriques comme la taille du voxel (son « diametre » d,,
puisque nous utilisons un modele sphérique du voxel pour ce calcul) et le fac-
teur de grossissement qui ont tous pour effets d’élargir I'image de projection
du voxel sur le plan de détection. A partir de ces différents parametres, nous
pouvons calculer le diametre de la projection de base circulaire du voxel. En ne
tenant compte que de la géométrie du systeme sur la figure 3.8, il s’agit dans
un premier temps de calculer le diametre géométrique d,, de la projection du
voxel v sur le plan de détection en fonction de son diametre d,, de 'ouverture
du pinhole modélisée par le diametre effectif d. de la distance focale F' du colli-
mateur caractérisant la distance entre 'ouverture et le plan de détection et de
la distance r entre le voxel v et le trou, mesurée le long d’un axe perpendiculaire
au plan de détection. La relation de Thales nous donne

dv - b o Ty
de a 14
Comme 7, + 1 = 7, on obtient
der
T =
¢ de+d,
et
der
Ty =1T —
’ de + dy

En appliquant & nouveau Thales, on déduit le diametre géométrique de la pro-
jection :

F+r, (de + dy)F + der
dpg = o dy, = "

Le diametre de la projection tenant compte des effets physiques demande de
rajouter une constante correspondant a la résolution intrinseque du détecteur g
(5 mm sur la gamma camera que nous avons utilisée) et une autre qui tienne
compte de la diffusion Compton ccompton. Nous obtenons ainsi le diametre total
de la projection

dp = dpg + g + cCompton (3.14)

que nous calculons a partir de 'opérateur A,, défini de la maniére suivante :
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Fia. 3.8 — Géométrie du dispositif permettant d’évaluer le diametre de la pro-
jection d’un objet de taille donnée.

DEFINITION 3.4 Soit S = (0,sy,0), F la distance focale du collimateur
sténopé, d, la taille du vozel et d. le diameéetre du trou d’entrée du collimateur
sténopé. Pour tout m € Q°(R?) = {(z,y,2) | y < s,} on définit

A, QRY — R (3.15)
(de +dy)F

Sy — My

m = (Mg, my, m.) +d. (3.16)

Posant maintenant Q(R3) = {(z,y,2) | /2% + y? < sy} on définit :
DEFINITION 3.5

A2 QR?) — R (3.17)
m = (Mg, my,m;) +— As(R_y(m)) (3.18)
ol Ry est la rotation d’angle ¢, si bien que, posant uy, = (—sin ¢, cos @), cet
opérateur calcule la largeur de la projection géométrique d,, d'un voxel de taille
d, & travers un trou centré en s et de diametre d. sur le plan Dy = {d | d.ugy =
F+s,}.

Notons que ce que l'on appelle le grossissement n’est pas le rapport d,/d,
mais F/r, ceci pour obtenir une définition indépendante de la taille du trou
d’entrée. Un trou d’entrée plus large s’associe en effet & un flou plus important
sur I'image, que 'on ne peut assimiler & un grossissement. Le rapport d,/d,
tient compte des deux phénomeénes ensemble, grossissement et flou.
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F1G. 3.9 — Intensité de la projection d’'un voxel v; situé a une distance r; du trou
d’entrée avec un angle o; par rapport a la normale au plan de détection passant
par le centre du trou d’entrée. Le rayonnement émis est supposé étre atténué
sur une distance 77, et le diametre utilisé pour ouverture du collimateur est

le diametre effectif d..

REMARQUE 3.1 Puisque nous avons opté pour un modele gaussien de la
projection, le diamétre doit €tre traduit en terme d’écart-type o. Nous avons
utilisé pour cela les tables de lois gaussiennes qui nous assurent que 95,46% de
lintégrale de la fonction gaussienne sont atteints en restreignant son support
& Uintervalle [—20;20]. En choisissant comme support 2D un disque centré en
7; de diamétre [—20;20] avec o = dp,/4, nous obtenons des fonctions ayant la
forme appropriée et que nous prolongeons par 0 en dehors du disque.

o Le paramétre de hauteur hj; représente la fraction globale du rayonnement
émis par le voxel qui est effectivement détectée et inclut donc le diametre effectif
du pinhole, la sensibilité de la gamma-caméra, la variation spatiale de la sensi-
bilité et 'atténuation. Le calcul de cette quantité pour un voxel j est ramené
au calcul fait pour un point ¢; considéré comme le centre du voxel. Pour un
voxel désaxé d'un angle o, situé a une distance r; du trou d’entrée et dont
les photons sont atténués sur une distance ritt avant de sortir de ’enveloppe
d’atténuation, on a (voir figure : 4.12) :

d2

e

. J
h; = E..sin(a;).—% e Tast 3.19
j c sm(aj) 7T.Tj2- € ( )

ou F, est lefficacité de la gamma-caméra et d. est le diametre effectif du
trou d’entrée.

Puisque cette quantité dépend de la forme du champ de vue, considéré
comme un champ d’atténuation uniforme dans le calcul de r,¢, son calcul ex-
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plicite ne sera détaillé qu’au chapitre 4, aprés nous étre donné une géométrie
précise pour le champ de vue a reconstruire.

Pour le moment, nous définissons I'opérateur A qui calcule la quantité h;
pour une position fixe du détecteur ainsi que I'opérateur Ai qui calcule h; en
fonction de Aj, pour toute position angulaire ¢ du détecteur.

DEFINITION 3.6 Soit S = (0, s,0) le centre du trou du collimateur sténopé
de diameétre d. et (v le coefficient d’atténuation. Pour tout m = (mg, my, m;) €
QOR3) = {(2,y,2) | y < sy} , posant Tay la longueur d’atténuation associée au
point m, on définit

A QR?) — R (3.20)

. 2 2
m s B i g? VI e (3.21)

“4(m2 + (sy —my)? + m§)3/2

Avec Q(R3) = {(z,y,2) | /22 +y% < s,} on définit R_,(m) la rotation du
point m d’un angle —® on a :

DEFINITION 3.7
A?: QR — R (3.22)
m = (Mg, my,m.) +— Ap(R_4(m)) 3.23)

Ainsi, I'image d’un voxel v; par l'opérateur de projection R donne la réponse
impulsionnelle associée sous la forme d’une gaussienne :
b B <m—r£>2+<2y—r§;)2
I_e 27 (3.24)
o;V2m

ou les parametres 7; = (72, 7'5), o; et h; ont été calculés respectivement avec les

opérateurs A,, A, et Ap.

R(v)(x,y) =

3.5 calibrage de la gamma-caméra

Meéme si elle tient compte des différents effets décrits en 3.4, la recons-
truction tomographique peut se révéler nettement en dessous des résultats es-
comptés. Puisque l'on cherche a obtenir une résolution millimétrique sur des
structures dont les détails sont de I'ordre de quelques millimetres au maximum,
l'opérateur de projection A se doit également de tenir compte des imperfec-
tions de la gamma-caméra, c’est-a-dire des variations des différents parametres
géométriques et physiques autour de leurs valeurs théoriques.

Le probleme de la calibrage de systemes de gamma-caméras munies d’un
collimateur pinhole fait actuellement ’objet de tres grands efforts pour réduire
au maximum les artefacts dus en général a des imperfections mécaniques qui
empéchent la caméra de tourner le long d’une trajectoire parfaitement circulaire
ou électroniques, lorsque les photons détectés sont localisés avec une erreur dont
la moyenne statistique est décentrée.

Par ailleurs, il est important de pouvoir estimer U'efficacité de détection de la
gamma-caméra pour pouvoir remonter a une quantification absolue du traceur,
comme nous l'avons vu précédemment. Ce sont donc ces deux problemes que
nous allons aborder successivement.
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(2)

(b)

Fic. 3.10 — Détermination mécanique de ’axe de rotation en croisant deux
perpendiculaires au détecteur passant par le centre du collimateur pinhole (a)
et (b). En faisant passer un fil imbibé de technétium 99m par le point obtenu,
parallelement & ’axe longitudinal du détecteur, la source doit matérialiser ’axe
de rotation s’il existe ou mettre en évidence les déplacements de 'image de
projection induits par les imperfections du détecteur.

3.5.1 Correction des imperfections de la gamma-caméra

Depuis les travaux de Bequé et al. [8], I'existence de sept parametres de cali-
brage a été admise. Parmi ces parametres, seuls la longueur focale L et le rayon
de rotation r sont non nuls dans le cas idéal, mais toujours supposés constants
tout au long de l'acquisition tomographique. Le cas le plus général consiste a
considérer un déplacement mécanique m, un déplacement électronique e,, et e,,
un tilt (angle d’inclinaison de la caméra vers l'avant par rapport & I’horizon-
tale) ¢ et un angle de rotation de la caméra par rapport a 1’axe perpendiculaire
au détecteur passant par le centre du collimateur ou twist v, dont les valeurs
peuvent varier non seulement entre deux acquisitions, mais aussi au cours d’'une
seule et méme acquisition. Le travail cité ci-dessus ne prend pas en compte cette
seconde possibilité pour déterminer les 7 parametres, qui sont donc considérés
comme constants au cours d’une méme acquisition et concerne donc davantage
les déreglements provoqués par un changement de collimateur. Pour vérifier la
validité d’une telle hypothése avec notre matériel (Gamma-caméra TEMP Gaede
Medizinsysteme GMBH, Freiburg, Allemagne) nous avons placé un fil de telle
sorte qu’il matérialise I’axe de rotation de la caméra en étant a l'intersection
de deux perpendiculaires au détecteur passant par le centre du trou d’entrée
du collimateur (voir fig.3.10). Ce fil est également parallele & 1’axe longitudinal
du détecteur si bien que sa position doit rendre sa projection sur le détecteur
invariante par rotation de celui-ci.

Or l'existence méme d’un axe de rotation n’est pas assurée puisque seule une
trajectoire parfaitement circulaire de la gamma-caméra autour du fil (L = C*®
et m = ¢ =1 = 0) couplée a une absence de déplacement électronique (e, =
e, = 0) la permettrait.

Les résultats de la figure 3.11 démontrent en effet que I'’hypotheése selon
laquelle il n’est pas besoin de corriger les défauts de la gamma-caméra est net-
tement insuffisante, tandis que I’hypotheése d’une correction indépendante de
I’angle de la gamma-caméra autour de l'objet d’étude est elleeméme mise en
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défaut.

La correction que nous employons ne fait pas la distinction entre les varia-
tions des différents parametres et relocalise simplement I’activité mesurée sur les
images de projection par la translation mesurée sur le fil centré, comme sur la
figure 3.11b. 1l s’agit donc d’une précorrection pour laquelle les résultats obte-
nus apres reconstruction tomographique respectivement sans et avec correction
(figure 3.11c et d) démontrent une disparition des artefacts liés aux variations
des parametres décrits précédemment. Dans ce dernier cas, la résolution spatiale
tomographique mesurée par la largeur & mi-hauteur du diametre diminuée du
diametre du fil est d’environ 1,1 mm avec la méthode de reconstruction qui sera
détaillée dans les parties 2 et 3 et pour un diametre du collimateur sténopé de
1,5 mm. Cette correction suppose une stationnarité spatiale du défaut mais il
parait vraisemblable que la correction soit la méme en tout point, puisqu’il s’agit
finalement de rectifier la position relative du détecteur par rapport a ’objet. Il
n’en demeure pas moins que la stationnarité du défaut mécanique dans le temps
ou méme selon les réglages de I'acquisition (le rayon de rotation notamment)
n’est pas assurée et demanderait un contréle régulier.

3.5.2 Détermination de lefficacité de la gamma-caméra

Ce parametre noté E. ne peut que difficilement étre évalué, comme il a été
dit au chapitre précédent. Sa dépendance quant a 1’énergie et l'intensité du
rayonnement détecté oblige a fixer I'une et I’autre pour se situer dans un com-
portement moyen, représentatif des conditions réelles d’acquisition. La question
de I’énergie est la plus simple puisque tous les radiotraceurs que nous utilisons
sont marqués au technétium 99m qui émet des photons gamma a une énergie de
140 keV. L’intensité du rayonnement détecté est elle proportionnelle & ’activité
utilisée lors de ’acquisition, que 'on peut situer autour de 10 mCi, soit 370
MBq pour faire de I'imagerie chez le petit animal. Pour déterminer le compor-
tement du détecteur, nous avons donc fait ’acquisition d’une source calibrée de
technétium 99m, dont 'activité était 395 mBq. Le comptage de l'activité dans le
volume reconstruit en supposant une efficacité parfaite nous a donné 247 MBq,
soit un déficit qui est compensé si ’'on compte une efficacité E. = 0, 625.
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FWHM: 1.2] mm

(c) (d)

Fia. 3.11 — Figure détaillant les effets des imperfections du détecteur au cours
de V'acquisition d’un fil centré par rapport au champ de vue (diametre d’en-
viron 0,1 mm) imbibé de technétium 99m. Sur la figure (a), le sinogramme
montre un déplacement latéral de la projection du fil & mesure que le détecteur
tourne, déplacement qui peut étre mesuré par rapport a la ligne témoin verti-
cale, en blanc. Sur la figure (b), les projections ont été corrigées en fonction du
déplacement mesuré sur la figure (a) pour que la projection du fil soit centrée
tout du long. Les figures (c) et (d) montrent une coupe transverse de la recons-
truction du fil respectivement sans et avec correction et ’aspect fin et rond du
fil sur la figure (d) montrent que les artefacts caractéristiques présents sur la
figure (c) ont été éliminés. Dans ce cas, la résolution spatiale tomographique
mesurée par la largeur & mi-hauteur du diameétre diminuée du diametre du fil
est d’environ 1,1 mm.
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Deuxieme partie

Optimisation des calculs

70



Nous avons souligné que les méthodes analytiques ne répondaient pas de
maniere satisfaisante a certains problémes de tomographie. La modélisation de
réponses impulsionnelles larges n’est en général pas assurée par les opérateurs de
projection de type Radon ou leur prise en compte par 'introduction de convo-
lutions supplémentaires rendrait alors problématique ’obtention de formules
d’inversion.

Tout se passe donc comme si cette catégorie de problemes a réponse im-
pulsionnelle large nécessitait une double opération sur les données afin d’obte-
nir une reconstruction satisfaisante : celle proprement tomographique, idéalisée,
qui consiste a reconstituer une distribution a partir de ses projections par des
opérations de rétroprojection en supposant que la réponse impulsionelle du
détecteur se modélise par une distribution de Dirac et ’opération de déconvolu-
tion, qui tient compte de la réalité des réponses impulsionnelles et permet
d’améliorer tres sensiblement la résolution des images reconstruites qui seraient
floues autrement. Cependant, la déconvolution ne peut étre dissociée de la re-
construction tomographique en pratique car chaque point des projections me-
surées est une somme de contributions d’une méme ligne de projection et ces
points qui composent la ligne de projection se projettent suivant des réponses
impulsionnelles variables (le parametre o; des définitions 3.4 et 3.5 est spatiale-
ment dépendant). Ceci exclut la possibilité d’une déconvolution venant avant la
reconstruction tomographique, a moins de réaliser une déconvolution moyenne
et d’obtenir ainsi une reconstruction approchée.

C’est essentiellement cet état de chose qui nous a fait nous tourner vers les
méthodes itératives sur lesquelles nous allons nous concentrer maintenant. Les
deuxiemes et troisiemes parties décrivent en effet un certain nombre de per-
fectionnements pouvant étre classés selon qu’ils touchent a ’opération tomogra-
phique « idéale » ou a I'opération de déconvolution et seuls les premiers pourront
étre généralisés a I’ensemble des méthodes de reconstruction tomographique.

Dans cette deuxieme partie, la plupart des résultats du chapitre 4 optimisent
le calcul, le stockage et l'utilisation de l'opérateur de projection et jouiront
encore d’une certaine généralité méme si nous ne les avons appliqué qu’a une
méthode itérative tandis que les méthodes analytiques nous serviront de témoin
pour comparer les reconstructions tomographiques obtenues au chapitre 6.
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Chapitre 4

Codage efficace de
’opérateur de projection :
la méthode EAR

Les problemes de tomographie apparaissant en scintigraphie donnent la pos-
sibilité, comme pour beaucoup de problémes physiques, de faire apparaitre
quelques simplifications ou redondances, qui permettent de ne pas décrire le
systeme entierement et de s’épargner certains calculs. Nous ne pouvons malheu-
reusement tenir ici un discours général sur les simplifications de la scintigraphie
et devons nous cantonner a la scintigraphie sténopée. Il a été dit en effet au
chapitre précédent que I'une des distinctions remarquables de cette configu-
ration géométrique du collimateur par rapport a la collimation parallele était
la nécessité de résoudre le probléme en trois dimensions, sans possibilité de le
réduire a une série de problemes a deux dimensions. Néanmoins, nous allons
voir que l'exploitation des symétries permet une réduction des calculs par un
facteur important. Il faut cependant demeurer attentif aux conséquences pra-
tiques de cette idée : une simple symétrie demande parfois, pour pouvoir étre ap-
pliquée, une adaptation de la discrétisation dont la mise en oeuvre peut se révéler
problématique. Dans le méme ordre d’idée, nous rapportions également au cha-
pitre 2 que la reconstruction de Fourier n’était pas beaucoup utilisée du fait de
la complexité qu’engendre I'interpolation d’une grille cartésienne a partir d’une
grille polaire. Ainsi, bien que le contexte soit favorable aux économies de calculs
puisque comme nous le rappelions dans I'introduction, les progres informatiques
sont lents lorsqu’ils sont noyés dans le nombre de dimensions d’un probleme,
beaucoup de chercheurs hésitent a investir dans une méthode théoriquement
trés avantageuse mais pratiquement compliquée a mettre en oeuvre correcte-
ment. Ceci explique sans doute le peu de travaux que nous ayons trouvés qui
soient relatifs aux symétries. Nous avons cependant estimé que 'effort consenti
au cours du développement d’une méthode de reconstruction incluant certains
passages délicats pouvait se justifier par des gains de temps considérables et
ce chapitre décrit la mise en oeuvre d’une reconstruction itérative plus efficace,
tenant compte des réductions possibles du systeme.

L’utilisation de symétries pour réduire le nombre de calculs a surtout été
rapportée jusque-la au niveau local, par une modélisation sphérique des voxels
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[44]. Mais & notre connaissance, en dehors du travail de Sauve et al. [57] adapté
a la fabrication d’une caméra TEMP a effet Compton, le seul travail exploi-
tant une symétrie globale en TEMP a été publié par Hebert et al. [26] avec une
discrétisation polaire prenant en compte la symétrie de rotation du systeme, avec
le méme nombre de voxels sur chaque couronne. Ceci conduit & un suréchantillon-
nage important au centre du cylindre reconstruit. Cette symétrie de rotation
évidente puisque due a la rotation de la gamma caméra autour d’un axe de-
mande donc un soin plus important pour étre exploitée. Le travail de Rafecas
et al. [56] exploite lui aussi la symétrie de rotation mais cette fois en TEP et ne
change pas la discrétisation usuelle en voxels cubiques, ce qui permet de faire
des calculs exacts. En contrepartie, il n’est plus possible d’utiliser I’ensemble
des symétries, trois d’entre elles étant exploitées sur les dix-neuf possibles. On
notera cependant un frémissement dans ’exploitation de la symétrie de rota-
tion dans sa globalité, notamment en imagerie TEP, avec les derniers travaux
proposés par Mora et Rafecas [48] d’un c6té et Scheins et Herzog [58] de I'autre
au IEEE Nuclear Science Symposium (San Diego, Etats-Unis, octobre 2006).

Rappelons que notre but est la résolution du systeme :

Az =b (4.1)

ou A réalise la projection de N voxels stockés dans le vecteur x sur M pixels
répartis sur P différentes projections stockées dans le vecteur b et le coefficient
Ajj,i=1...M,j=1...N étant la fraction de photons émis par le voxel j qui
atteint le pixel ¢ sur le détecteur. On demande en général que M et N soient
proches pour faire coincider le nombre d’équations et le nombre d’inconnues,
mais la condition d’égalité stricte n’est que rarement respectée.

Nous allons mettre en ceuvre trois réductions, qui démontrent que le cal-
cul et le stockage de I’ensemble des coefficients A;;, ¢ = 1...M, j =1...N
qui décrivent le systeme est loin d’étre nécessaire. La premiere réduction ex-
ploite la symétrie circulaire provenant de la trajectoire du détecteur autour
du champ de vue reconstruit et permet de ne calculer qu'un seul opérateur
de projection, pour une seule position du détecteur et de retrouver les autres
opérateurs de projection, correspondant aux autres points du détecteur sur sa
trajectoire par simple permutation des colonnes de 'opérateur déja calculé. La
deuxieme réduction consiste a mettre en évidence une symétrie entre les pro-
jections des voxels situés « a 'avant » du champ de vue reconstruit et ceux
situés « a l'arriere ». Cette méthode efficace de reconstruction algébrique (Ef-
ficient Algebraic Reconstruction method ou EAR method) peut étre utilisée
avec n’importe lequel des algorithmes couramment employés dans le domaine
(ART, EM, gradient conjugué...) puisqu’elle ne fait que fournir ’ensemble des
équations de maniere efficace -tout en permettant parfois de calculer aussi plus
aisément quelques quantités nécessaires aux différents algorithmes-, mais nous
I’avons appliquée en combinaison avec 1’algorithme SART, dont les résultats se-
ront montrés au chapitre 6. Ces deux premieres étapes sont indépendantes de
I'opération de déconvolution, c’est-a-dire qu’elles peuvent étre mises en ceuvre
quelle que soit la modélisation de l'opérateur de projection. De fait, elles de-
vraient donc également pouvoir étre appliquées dans le cas des méthodes analy-
tiques ou plus généralement lorsque la réponse impulsionnelle du détecteur est
approchée par une masse de Dirac.
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Fi1c. 4.1 — Tllustration du probleme consistant a estimer ’activité de chaque
voxel indicé par j par chacune des projections indicées par k et composées de
pixels indicés par 3.

La troisieme étape décrira de quelle maniere les réponses impulsionnelles
peuvent étre factorisées pour minimiser le nombre de coeflicients A;;, ¢ =
1...M,j=1...N acalculer et a stocker. Cette étape est donc uniquement va-
lable dans le cas d’'une modélisation des réponses impulsionnelles sous la forme
de fonctions a support sur plusieurs pixels.

Il est habituel, dans le cas de systemes linéaires décrits par des matrices
creuses, de ne pas stocker les coefficients nuls de la matrice et nous comparerons
donc les économies de calculs et de stockage par rapport a une description du
systeme par matrices creuses.

4.1 Symétries du systeme

Pour résoudre le systéme (4.1) par des méthodes itératives, il est courant de
le séparer en une série d’équations de projection de la forme :

Alg = b (4.2)

pour ¢ = 1... P (voir figure 4.1). Ce découpage par blocs est le plus approprié
pour mettre en évidence les réductions mais n’empéche en aucune maniere de
résoudre le systeme par une approche simultanée, c’est-a-dire dans laquelle une
itération de l’algorithme utilisé prend en compte toutes les équations.

Nous cherchons a accomplir une optimisation des calculs a priori : contrai-
rement a I’approche consistant a calculer 'opérateur de projection puis a obser-
ver sa structure matricielle pour y découvrir des motifs par blocs, nous obser-
vons les économies de calcul et de stockage qui peuvent étre faites a partir de
considérations sur la configuration géométrique du probleme qui est modélisé.
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4.1.1 Symétrie de rotation et discrétisation adaptée

La méthode des ordered subsets (OS), décrite par Hudson et Larkin en 1994
[29] et décrite au chapitre 2, s’applique & tout algorithme itératif simultané,
c’est-a-dire pour lequel la solution estimée est remise a jour a partir de I'en-
semble des équations du systeme. Les résultats obtenus a partir de I'algorithme
OS-EM, qui est la version OS de I'algorithme EM, également décrit au chapitre
2, démontrent une accélération de la convergence de 1’algorithme lorsqu’un trai-
tement séquentiel, et non simultané, est appliqué. Il est donc nettement plus
rapide d’itérer la solution a partir d’une seule projection ou d’un groupe de
projections, plutot que de ’ensemble des projections.

Cette idée simple a conduit a considérer des groupements de projections
dans lesquels un groupe devait naturellement étre constitué de projections cor-
respondant a des positions du détecteur orthogonales entre elles et ce pour deux
raisons :

La premiere est que 'information portée par deux telles projections (que
nous appelerons « projections orthogonales ») est beaucoup moins redondante
que dans le cas ou les deux projections utilisées sont angulairement proches.
Ceci conduit également a une accélération de la convergence de I’algorithme.

La seconde raison est que dans le cas d’une discrétisation classique, c’est-a-
dire un cube, composé de voxels cubiques, il n’est possible d’exploiter la symétrie
de rotation que pour des positions du détecteur séparées de 90° (voir figure
4.2) ou pour des positions du détecteur situées a 1n.90° £+ «. Dés lors, pour une
acquisition de P projections sur 360°, le choix de subsets contenant 4 projections
orthogonales permet de ne calculer que 'une des quatre et de déduire les trois
autres par symétrie.

C’est fondamentalement cette idée que nous avons voulu généraliser, pour
des positions du détecteur séparées par un angle quelconque. Les trajectoires
du détecteur sont en effet souvent limitées a 180° pour concentrer le nombre de
projections autour de I'organe ciblé lors de I'examen : face ventrale de I’animal
pour le coeur, face dorsale pour le cerveau. De telles trajectoires permettent
également de s’affranchir de 'atténuation du support sur lequel repose 1’ani-
mal et acquérant systématiquement sur une trajectoire opposée au support. De
plus, certains expérimentateurs recommandent, en géométrie conique, une tra-
jectoire du détecteur le long d’un angle légerement supérieur a 180° pour un
échantillonnage optimal des lignes de projection. Dans ce cas il devient difficile
d’utiliser une symétrie qui ne s’applique que pour des positions orthogonales.

Or en considérant l'orbite circulaire de la gamma-caméra le long d’une lon-
gueur d’arc quelconque autour de 'objet, il est possible de simplifier notable-
ment les calculs. Mais pour pouvoir déduire un opérateur matriciel de projection
d’un autre quel que soit I'angle séparant les deux projections, il est nécessaire
d’utiliser une discrétisation plus complexe, c’est-a-dire de faire un autre choix
que des fonctions indicatrices sur des cubes pour les fonctions de base v; avec
lesquelles est exprimé le volume x :

N
x = ijvj. (4.3)
j=1
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F1G. 4.2 — Discrétisation habituelle de ’espace (ici en 2D), qui ne conduit & une
invariance globale du systeme que pour des positions du détecteur séparées de
90°. Ici le voxel 1 se projette a gauche de I’exacte méme manieére que se projette
le voxel 4 vers le haut et ceci est facilement généralisable a I’ensemble des voxels.

Champ de vue et discrétisation

Tout d’abord, le champ de vue que nous allons reconstruire doit étre doté
d’une symétrie compatible avec celle que nous souhaitons exploiter. La forme
générale devrait donc étre a section circulaire dans tout plan coupant ’axe de
rotation du détecteur perpendiculairement. Un champ sphérique, ovoide ou de
forme plus quelconque (figure 4.3) doté de la bonne symétrie pourrait convenir
mais le plus simple est de définir un champ de vue cylindrique dont les différentes
sections auront donc la méme taille et la méme structure. Compte tenu de ce
que les images de projection acquises sont carrées, nous décidons d’inscrire le
cylindre dans un cube, c’est-a-dire d’avoir une hauteur identique au diametre.
Une fois la géométrie du champ de vue établie, un cylindre inscrit dans un cube
d’aréte ¢, il nous faut préciser une discrétisation elle aussi compatible avc la
symétrie de rotation.

Dans le repere cylindrique associé au champ de vue, la hauteur du cylindre
est discrétisée en T différentes tranches de taille ¢/T (voir figure 4.4 a). La
discrétisation suivant la direction radiale, pour chacune de ces tranches, est
obtenue en découpant le disque en % couronnes concentriques et un disque
central, tous de méme épaisseur, ce qui garantit que la dimension radiale et la
profondeur du voxel sont & peu pres les mémes (voir figure 4.4 b). La taille radiale
d’un couronne est donc : ¢/(T+ 1), ce qui satisfait la condition d’homogénéité si
T est assez grand (en général, T' > 64), auquel cas ¢/T est proche de ¢/(T +1).

Dans la direction tangentielle enfin, c’est-a-dire pour décider du nombre de
voxels & placer sur chaque couronne, nous devons respecter des regles qui nous
permettent a la fois d’utiliser la symétrie de rotation, tout en prenant garde a ne
pas suréchantillonner le centre du cylindre, si des couronnes proches du centre
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Fi1G. 4.3 — Champ de vue adapté a la symétrie circulaire. Le champ doit étre a
section circulaire dans chaque plan perpendiculaire & axe (Oz) autour duquel
tourne le détecteur D.

"G

(2) (b)

Fi1G. 4.4 — Initialisation de la structure du champ de vue. Pour une longueur
de cylindre donnée ¢, correspondant a la dimension du champ de vue décidée
arbitrairement, le nombre de tranches T' est défini également arbitrairement (a).
La structure d’une tranche est alors décidée en la décomposant en T'/2 couronnes
concentriques et un disque central (b).
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devaient contenir autant de voxels que ceux du bord. Nous donnons donc :

REGLE 4.1 i) Invariance par rotation. Le pas angulaire entre deux vozels
consécutifs doit étre multiple ou diviseur du pas angulaire de la caméra entre
deuz images successives de l’acquisition. Par conséquent la discrétisation dépend
du nombre de projections et de l’angle total parcouru par la caméra.

i1) Isotropie. Les trois dimensions des vozels doivent étre aussi proches que
possible pour éviter d’avoir une meilleure résolution dans une direction pri-
vilégiée. Leur dimension tangentielle doit étre aussi proche que possible de leur
dimension radiale qui est déja fizée et comparable a leur épaisseur.

Plusieurs stratégies sont possibles pour suivre ces regles, mais nous remar-
quons que la premicre est beaucoup plus facile & respecter sous certaines condi-
tions. Pour un nombre P de projections sur 360° (si les P projections ont été
acquises sur 180°, P = 2.P, elle impose en effet que certaines couronnes in-
dicées par a, les plus proches du centre, aient un nombre de voxels V, de la
forme V, = P/m avec m entier. Il est donc nécessaire que P admette des di-
viseurs entiers. De plus, si P admet de nombreux diviseurs entiers, le choix de
V., se trouve élargi et permet de respecter la régle ii) plus facilement. Puisque
nous décidons du nombre de projections acquises P, il nous est possible de le
choisir en suivant ces considérations mais cela ne change en rien la coutume,
qui consiste a choisir une puissance de 2 ou un autre nombre admettant de
nombreux diviseurs. A titre d’exemple; I’ensemble des acquisitions qui ont été
réalisées dans ce programme de recherche a consisté en 48, 60 ou 64 projections
acquises sur 180°, soit P = 96,120 ou 128.

Nous procédons alors de la manieére suivante pour inclure ces deux regles
dans le choix du nombre de voxels sur une couronne a donnée : nous testons un
parametre m € N* qui sera le rapport entre P et le nombre de voxels V, sur
la couronne a. Nous commencons avec m = 1, ce qui correspond a V, = P et
remplit la condition (i) et nous calculons df, la taille tangentielle des voxels par
la formule :

Pa
da = — 4.4
t Va ( )
oll p, est le périmetre de la a®™¢ couronne.

Alors si df < d,, ou d, est la taille radiale du voxel et est donc déja
entierement déterminée, il y a trop de voxel sur la couronne et nous devrions

réduire leur nombre en considérant des V,.) de la forme % pour m = 2,3... et

m diviseur de P.

Le dernier m pour lequel I'inégalité df < d,. est encore vérifiée est choisi et
ainsi, le nombre de voxels sur la couronne est : V, = %.

Si par contre la valeur m = 1 aboutit a df > d,., il y a trop peu de voxels
sur la couronne pour remplir la condition (ii) et nous testons alors des nombres
de voxels de la forme m.P pour m = 2,3..., sans autre condition sur m.

Le premier m pour lequel on a df < d,. est choisi et le nombre de voxels sur
la couronne est : V, = m.P. Cette méthode revient donc toujours a garder le
plus grand df tel que df < d, pour respecter la condition (ii) et la maniere de
faire varier le nombre de voxels par multiples ou diviseurs de P implique que la

condition (i) est automatiquement respectée.
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Pour chague anneau a=1...T/2+1 de périmétre p,

mO=1,V, = P
Y
si | @ = Pa si
¢ > d, Va & < d,
sinon
~ tant que do = Pa Jtantque [ L., 3
= m®. Ple > My = g
V., =mW. Ple a >d,‘_ t=y & < d, Vo = Pim1)
F
A 4 Y

mktt)=m K +1 m k1) =m (k) +1
V,=m®.p

| si m diviseur de P

v

Vo= Pmw

Fic. 4.5 — Schéma de 'algorithme de décision du nombre de voxels sur chaque
couronne de la discrétisation cylindrique.

Cet algorithme peut étre résumé sous la forme schématique de la figure 4.5

Toutes les tranches ont la méme structure et la méme épaisseur ce qui rend
le calcul et le stockage de la discrétisation négligeables : pour 64 tranches, seules
32 couronnes sont nécessaires pour découper le diametre d’une tranche en 64
parts (plus un voxel central) et le nombre de voxels n’a donc a étre décidé par
la méthode ci-dessus que pour 32 tranches. La figure 4.6 montre la structure
d’une tranche.

L’utilisation de cette discrétisation adaptée a la symétrie de rotation du
dispositif d’imagerie en tomographie est la composante principale de la méthode
EAR. La discrétisation ainsi décrite sera appelée discrétisation EAR dans la
suite de ce travail.

Propriétés de la discrétisation EAR

Les régles que nous nous sommes données pour la discrétisation EAR doivent
permettre d’exploiter la symétrie de rotation tout en limitant les variations ra-
diales de la densité de 1’échantillonnage, en particulier le suréchantillonnage au
centre du champ de vue. La premiere question est donc de savoir dans quelle me-
sure nous pouvons limiter cette variation. Avant de donner une caractérisation
générale, en fonction du nombre de projections acquises sur 360°, nous propo-
sons I'étude d’un exemple pour lequel P = 96.

79



F1G. 4.6 — Structure des 8 premieres couronnes d’une tranche du volume a
reconstruire pour 48 projections acquises sur 180° (la tranche entiére a en tout 32
couronnes plus le voxel central). Sur chaque couronne d’épaisseur d,., le nombre
de voxels est calculé de telle sorte que la dimension tangentielle des voxels d; soit
proche de d, et que la condition (i) soit respectée. Le voxel cylindrique central
a pour diametre d, et ’épaisseur de la tranche est aussi égale a d,..

EXEMPLE 4.1 Pour P = 96, la dimension tangentielle d des voxels vérifie

d,
- Sdf <d: (4.5)

pour chacune des couronnes, indicée par a.

L’inégalité df < d, est automatiquement vérifiée pour tout a puisque c’est
la condition d’arrét de ’algorithme que nous avons proposé.

Pour vérifier 'autre inégalité, d,/2 < df, on définit I'unité de longueur égale
a d, pour simplifier les notations. On montre alors que d¢ > 1/2 pour tout a.

La numérotation des couronnes part du centre en posant V; = 1, le nombre de
voxels au centre, c’est-a-dire un seul. L’algorithme a ensuite calculé le nombre
de voxels sur la couronne ¢ = 1 : V; = 8. La dimension tangentielle de ces
voxels est calculée le long d’un cercle passant en chaque point par le milieu de
Pépaisseur de la couronne (c’est-a-dire de rayon égal & la moyenne des rayons
intérieur et extérieur de la couronne).

Le périmetre P; de ce cercle est ici égal a 27 et 'on a :

di = %” ~ 0,79

et I'inégalité est vérifiée. Par la suite, comme 96 = 2°.3, le nombre de voxels sur
les couronnes suivantes peut soit rester identique, soit étre multiplié par 2 ou 3,
pour continuer a respecter la regle i).
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Le périmetre P, du cercle suivant, associé a la deuxiéme couronne, est égal

a 2P; puisque son rayon a doublé. Dans le méme temps, le nombre de voxels
calculé par I'algorithme est V5 = 24 = 3V;. On a donc

o P 2P 2

=== = Zd! =~ 0,52
v 3n 3t
et I'inégalité est vérifiée. Des lors, le nombre de voxels sur les couronnes suivantes
ne peut plus qu’étre multiplié par deux ou rester inchangé entre deux couronnes
successives jusqu’a arriver a V, = 96. Ceci implique que I'inégalité 1/2 < d¢
sera automatiquement vérifiée puisque dans '’hypothese inverse, le nombre de

voxels V, = % ne serait pas optimal et ’algorithme diviserait m par 2.

Enfin, lorsque a est suffisamment grand, V, prend la forme mP. Ainsi, si
pour un V, donné, on avait 1/2 > d%, d¥ ne serait pas optimal et un choix
possible serait de doubler m, mais les possibilités deviennent de toute fagon
plus larges a ce niveau.

Cet exemple permet de montrer que I’homogénéité de la taille des voxels
peut étre caractérisée par I'inégalité %T < df < d, lorsque le nombre d’images
acquises par le détecteur sur 360° est de la forme P =2"3.

La proposition suivante établit un résultat plus général.

PROPOSITION 4.1 Pour un nombre P de projections sur 360°, soit P =
aft-ab? ... la décomposition en facteurs premiers de P. Pour une taille
radiale de voxel d., la taille tangentielle d} de tout vozel de la discrétisation
EAR vérifie l’encadrement

dy,

T < da < dr 46

L <dp < (4.6)
ol ov = max;—1.. ().

Preuve Si df > d, (partie gauche du graphe de l'algorithme), le nombre de
voxels V,, de la couronne a peut étre multiplié par tout facteur entier, et donc
¢ peut étre divisé par tout facteur entier, de telle sorte que I'on ait

d
5 <di<d,

et donc aussi

%gﬁgw
(0%

Sid¢ < d,. (partie droite du graphe de l’algorithme) et que 'on a de plus d¢ <
%, le nombre de voxels V, prend la forme P /m(’“), ott m®) sont les diviseurs

successifs de ]5, rangés dans ’ordre croissant. Nous choisissons alors le plus grand
diviseur mU) de P tel que si V,(j) = P/mY), on ait d?(j) = pa/Va(j) < d, avec
Do le périmetre de la couronne a. L’inégalité df < d, est donc vérifiée puisque
c’est la condition d’arrét de l'algorithme. Mais ceci implique également que
le diviseur suivant de P, mU+1) est tel que si V,(j + 1) = P/mU*tD alors
d3(j +1) = pa/Va(j + 1) > d,. Comme on a nécessairement mU+1 /ml) < qa,
on obtient que
d¢(j+1) mU+D

= <
ds(j) m@ =
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soit

di(j+1) .
ANV
a = t(])
et donc aussi p
< de(s
o =W (j )
L’encadrement est donc bien vérifié dans tous les cas. O

A titre de comparaison, un échantillonnage polaire pour lequel toutes les cou-
ronnes seraient divisées de la méme maniére et contiendraient donc le méme
nombre de voxels aboutit a une différence de taille tangentielle des voxels pro-
portionnelle au rayon r. La 32°™¢ couronne d’une telle discrétisation aurait donc
des voxels environ 32 fois plus grands que les voxels de la premieére couronne.
Pour nous, le cas le plus favorable est donc celui ou le nombre d’images acquises
sur 360° est de la forme P = 2". L’inégalité 4.5 s’y trouve aisément respectée
par l’algorithme. A I'opposé, si le nombre d’images acquises sur 360° admet des
diviseurs premiers plus grands que 3, I'inégalité 4.5 doit étre corrigée en (4.6)
et la taille tangentielle des voxels est variable a l'intérieur d’un intervalle plus
large.

Cette prescription de réaliser de préférence des acquisitions tomographiques
pour lesquelles le nombre de projections sur 360° est de la forme P = 2" en
accompagne bien une autre dont nous avons déja parlé, qui consiste a compenser
le déficit entre le nombre d’inconnues et d’équations par le nombre de projections
(voir chapitre 1). Comme, le plus souvent, le nombre N d’inconnues est de la
forme k3 et le nombre de pixels dans une image - c’est-a-dire d’équations fournies
par une image - est de la forme M = k2 oll k est une puissance de deux, le
nombre de projections acquises sur 180° ou 360° devrait étre égal a k c’est-a-
dire étre une puissance de deux. Nous avions dit que le strict respect de cette
condition n’était en général pas obligatoire et nous avons effectivement travaillé
assez souvent avec un nombre P de projections tel que M P < N mais dans
le cas de l'utilisation d’une discrétisation EAR, elle se trouve renforcée par la
proposition 4.1.

Calcul d’un nouvel opérateur de projection

Nous avons vu (équation 5.1) une décomposition naturelle de I'opérateur
de projection A par blocs correspondant chacun a une position du détecteur.
L’exploitation de la symétrie de rotation en utilisant la discrétisation EAR doit
permettre, pour un de ces blocs A7, g = 1,..., P, de déduire tous les autres. En
supposant donc déja calculé le premier opérateur A', nous donnons le résultat
suivant

PROPOSITION 4.2 Soit A" un bloc de l'opérateur de projection déja calculé,
correspondant d une position du détecteur. Alors, étant donnée une discrétisation
EAR, pour toute autre position q prise par le détecteur, l’opérateur de projection
A% peut étre calculé a partir de permutations des colonnes de A'.

Preuve Pour un nombre P de projections acquises sur 360°, supposons d’abord
que le nombre de voxels V, sur la couronne a soit V, = P. En fonction de la po-
sition g prise par le détecteur, la couronne munie de l’ensemble de voxels Qy, =
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F1c. 4.7 — Exemple montrant I'invariance globale d’'une couronne de voxels a
lorsque le nombre de voxels V, est égal a P. La projection du voxel vy sur le
détecteur a la position gs est ici la méme que celle du voxel vy sur le détecteur
a la position ¢;. Des relations similaires permettent de déduire la projection de
cette couronne pour toute position du détecteur a partir de la seule position ¢
par permutation des indices des voxels.

{vf,v5, ..., vy, } est globalement invariante : seule la numérotation des voxels va-
rie, relativement a la position du détecteur, pas leur disposition géométrique sur
la couronne (voir figure 4.7). Deés lors, il existe une permutation n? : Qy, — Qy,
telle que

Allg,, = Al onlla,, (4.7)

SiV, = m.ﬁ, la méme invariance géométrique permet de conclure également
a 'existence d’une permutation.

Enfin, si V, = P/m, il n’y a plus invariance de ’ensemble de voxels Qy, =
{vf,vg,... 7v{l/a} pour toute position prise par le détecteur. Il y a néanmoins une
invariance modulo m, c’est-a-dire pour des positions du détecteurs ¢i, qo telles
que q; — g2 soit divisible par m. Il existe donc, pour de telles positions, une
permutation n? sur I’ensemble 2y, telle que

AL ‘Qv(1 =A% o ngklva (48)

Lorsque g1 — g2 < m, on définit simplement nd = Id et ’on génere ainsi tous les
blocs A9 de A & partir d’un unique bloc A'. O

Etant assurés de existence d’une permutation n¢ pour calculer un opérateur
de projection A? pour une position quelconque ¢ du détecteur & partir de A,
ce pour chaque couronne a de la discrétisation EAR, nous donnons la forme de
la permutation.

DEFINITION 4.1 Soit une couronne a d’'une discrétisation EAR, munie d’un

ensemble de V, vozels Qy, = {vf,vg,..., vy, }. On pose
n: Qva — QVa
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Vi — Vi—1. (49)

Supposons que Vy, = m.P pour m € N* en posant s = +1 si le détecteur tourne
dans le sens croissant de la numérotation des voxels et s = —1 sinon et q l’indice
de la position du détecteur, on définit

Na = n'>0™ (4.10)
SiV, = ]3/m pour m diviseur de 13, on définit
nd = pls-a/ml) (4.11)
ot [s.q/m] désigne Uentier le plus proche de s.m/q.

DEFINITION 4.2 Soit A° un bloc de la matrice de projection, calculé pour
une position du détecteur. Pour toute position q du détecteur, on définit le bloc
A4 par Allq, = A% onllqg, pour toute couronne a de la discrétisation EAR.

L’opérateur A4 de la définition précédente est calculé par permutation des
colonnes de l'opérateur A° plutdt que de calculer un nouvel opérateur A? par
la méthode directe décrite dans la section 3.4.2. Seul le bloc A° = A est alors
calculé par la méthode directe. Mais nous devons nous assurer alors que Ad est
un bonne approximation de A9. Pour ce faire, nous majorons ’erreur commise
sur les trois parametres qui définissent la projection d’un voxel : le parametre
de translation 7, de dilatation o et de hauteur h (voir la section 3.4.2).

Majoration des erreurs

L’opérateur de calcul du centre de la projection A,. Considérons d’abord
lopérateur A; restreint au plan central du volume a reconstruire, le plan z = 0.

En posant Q(R?) = {(z,y)/\/22 4+ y? < s,} ol le centre du trou du collima-

teur sténopé s’écrit S = (0, s, ), on définit, F étant la distance entre le plan du
détecteur et le trou du collimateur (ou distance focale) :

A?:QR?Y) — R (4.12)
—F(mg cos ¢ + my, sin ¢)

— (m,. - 4.1
m (m my) w | Sy — (my COS ¢ — My Sin (b) | ( 3)

Les différentes positions prises par le détecteur sont indicées par un angle ¢
qui est multiple d’un angle ® = 27/ P. Plus précisément, le point S parcourt un
cercle échantillonné par pas d’angle ®, définissant, dans le plan (Ozy) la suite

S, =| S | (cos(¢q®),sin(q®)), ¢ =0,..., P — 1. On remplace alors A? par :

—F(my cos ¢® + my, sin ¢®)

A= (mo, : ) 4.14
7om = (mg,my) — | 8y — (my cos q® — my sin q®) | ey

et I'on pose A2 = A,.
Nous avons défini les centres de nos voxels, pour une couronne

Co={(a—1/2)d, < V2?2 +y?><(a+1/2)d,}
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comme les points ¢, 7 = 1,...,V, situés sur un cercle de rayon d,a et ou ¢; et
cj+1 sont séparés d’un angle 6. Si V, = mﬁ, 0 = Qﬂ/m?. Par convention, on
suppose que c; est sur la droite Osyp.

Ry étant la rotation d’angle 6 dans le plan (Ozy), on a ¢; = Ry, c1 pour tout

j=1,...,Vy ol 0; = j2r/mP et

—F(R_4ac)),

Al(cj) =
() Sy — (R—q‘bcj)y

(4.15)

Or R_goc; = qu%/ﬁcj = R_4moCj = C(j—gm)( mod v,) €t donc, posant j' =
(j — gm)( mod V), on obtient que

—F(cjr)a

Arles) = sy — (cjr)y

= Ar(cyr)

ce qui nous permet de prouver que, posant AZ|QVQ = A; o0llq,,, on a alors
Ag’lﬁva = Ag—‘ﬂva .

Dans le cas ou V, = P/m, d’apres la forme de la permutation donnée dans la
définition 4.1, on approche A%(c;) par A%(c;) = A, (¢c;) pour g = —m/2,...,m/2
(voir figure (4.8)). Dans ce cas, en effet, le point R_,¢c; ne correspond au centre
d’aucun voxel de la discrétisation EAR et est des lors remplacé par le plus proche

centre d’un voxel. Or lerreur due a cette approximation peut étre majorée par
la proposition suivante :

PROPOSITION 4.3 Supposons que ’angle d’ouverture v du collimateur sténopé
vérifie v = w/4 et que la distance L, entre le champ de vue cylindrique de

la discrétisation EAR et le trou d’entrée du collimateur, de centre S, vérifie
lmin > 0. Notant F la distance focale du collimateur sténopé, si pour toute
couronne indicée par a, la taille tangentielle des vozels df vérifie

d
de < £
t =@
ot G = F/lyin, on a

| Al(c;) — A%(c;) |< dy (4.16)

pour tout voxel j de centre c;.

Preuve Soit M, le nombre de pixels dans la longueur [, du détecteur. On a la
taille du pixel d,, = I, /M,,. En fonction de excentricité du pixel sur le détecteur
et posant B et C' ses bords, nous vérifions que ’angle o = BSC' diminue lorsque
B et C s’éloignent de A, le centre du détecteur. L’angle o correspondant au pixel
le plus excentré vérifie :

e —

a=——ASB
4

et comme A/@ = arctan (l’l_ﬂd”), on obtient :
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Ai(c;) Ai(c;)

>
X

F1G. 4.8 — Approximation de AZ(c;) = A-(R_qac;) par Ag(cj) = A, (cj), avec
q(I) = SoOSq

F1G. 4.9 — Correspondance entre un pixel de longueur d,, et I'angle o sous lequel
il est vu depuis S.
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tana = tan (Z — arctan (lz ; dp>) (4.17)

B tan /4 — Lfﬁdp ws)
o l,—d )
1+mnﬂ4012)
dp
= 4.19
o, —d, (4.19)

et par conséquent, pour tous les pixels, on a tana > Zl:lifdp. On obtient ainsi
une majoration de I’angle sous lequel est vu tout pixel de longueur d,, depuis S.

Considérons maintenant la figure 4.10 et soit [ la distance || ¢;S ||. On pose r la

Y.lh

N

Fic. 4.10 — Correspondance entre un voxel de longueur r et I’angle «; sous
lequel il est vu depuis S.

distance entre le centre ¢; du voxel j et le point c‘;- = R_zac;. Le point ¢; est uti-

lisé comme un approximation du point ¢} lorsque I'on calcule A%(c;) = A;(c})

a partir de l'opérateur Al L’angle o; = chcg- est alors majoré par l'angle
cj/-ﬁ’, ou T est tel que (ST) est la tangente au cercle C(c;,r). Les coordonnées

de T se calculent aisément dans un repere centré en c; ou ¢;S est 'axe des x
en calculant lintersection du cercle C(c;,7) avec le cercle de diametre [c;S] :

T = (r?/l,r/IV/1? — r2). Par conséquent, on a :

T T r
tan(a) < —=— = < 4.20
( ])—Ty \/l2—T2_\/l12nin—T2 ( )
Orona:
| Ag(cj) — Al(c)) |[€dp & aj < a s tan(a;) < tan(w).
Sidg < g—’é, puisque r < df/2, avec F' =1;/20n a :
d dplimi
< -2 -2 4.21
"= T T, (4.21)
Soit M, le nombre de pixels dans la longueur [, de telle sorte que 1’on ait :
ly
d, = —
P Mar;
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On a alors :

dp;;”" < dpl’;”’” - (4.22)
z lz 4 — L + M2
= dplmin — = ylmin (4.23)
L, 4_%+T{ \/41;%—4lxd,,+2d12,
d lmin
= P (4.24)
(21, —dy)? + dz%
Or de y

r < pmen (4.25)

(2l —dp)? + d%

on tire :
(2 —dp)? +d3) < ol (4.26)
d27"2 d212 )
2 D p'min
S ro 4+ < 4.27
(2l —dp)? (2l —dp)? ( )
d2(l2 = 12)
2 L prmun 4.98
I YR (4.28)
dy\/12 . — 12

< PV min 4.29
TS Ty —q, (4.29)

r d
& < P 4.30
l727un —r2 T 2 - dp ( )

soit

tan(a;) < tan(a) (4.31)

ce qui est équivalent & | A?(cj) — A%(c;) |< dp et prouve ainsi la proposition.
(|

Nous donnons une interprétation de cette proposition comme exprimant la cor-
respondance entre les longueurs prises dans l’espace objet et celles prises dans
I’espace image. Pour que 'image par A, d’un voxel soit plus petite qu’un pixel,
il suffit que l'on ait df < ;—é ou G est le grossissement maximal qui affecte le
champ de vue.

Or par construction de notre discrétisation, nous décidons d’abord « a la
main » de la taille de notre champ de vue & reconstruire (la longueur du cylindre,
qui est la méme que son diametre, ¢) et du nombre T de tranches dans ce
cylindre. Le rapport d, = ¢/T nous donne la taille du voxel suivant 'axe (Oz).
Par la suite, nous savons que les tailles radiales d, et tangentielles df pour
chaque couronne a vérifient :

d < d, <d. (4.32)

Par conséquent, pour respecter ’hypothese de la proposition 4.3, il suffit de
vérifier :
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c d
— <2 4.33
T =30 (4.33)
ou G est le grossissement maximal dans le cylindre : G = F/lin.
En pratique, il est suffisant de vérifier I'inégalité
c d
—< 2 4.34
TG (4.34)

dans la mesure ou cette proposition donne un majoration de I’erreur commise
pour les couronnes a telles que le nombre V, de voxels sur ces couronnes est de
la forme V, = P/m, c’est-a-dire les couronnes les plus centrales. On vérifie en
général que la distance l.. entre le trou d’entrée S et la premiere couronne a
avec V, = P/m vérifie :

lee > 2min (4.35)

et par conséquent le grossissement maximal G.. sur ces couronnes centrales
vérifie quant a lui :

Gee < 2G. (4.36)

Nous établissons donc la correspondance entre la taille des pixels et la taille
des voxels par 1’équation (4.33) qui admet une interprétation simple (voir la
figure 4.11). Comme enfin le diametre du champ de vue est lui-méme égal & ¢
par construction, le grossissement maximal G est égal a ﬁ et ’équation
(4.34) devient :

2dprT

Enfin, ’hypothese selon laquelle I’angle d’ouverture v du collimateur vérifie
v < 7/4 est justifiée sur la plupart des gamma-caméras. Sur celle que nous
avons utilisée (Gamma-caméra TEMP Gaede Medizinsysteme GMBH, Freiburg,
Allemagne), la distance focale F' était de 12 c¢m, tandis que la longueur du champ
I, de vue était de 18 cm, vérifiant donc F > [,./2.

L’opérateur de calcul du diamétre de la projection A,. Nous avons déja
défini les opérateurs A, et A? au chapitre 3. Suivant ce que nous avons fait pour
I'opérateur A, nous restreignons maintenant ¢ aux valeurs angulaires qui sont
effectivement prises par le détecteur et posons, pour tout m = (m,, My, m;) €

QR?) = {(z,y,2) | Va* + 1> <sy} :
Al(m) = A°(R_qom) (4.38)

ot ® est le pas angulaire du détecteur, ® = 27/ P et Rg est la rotation d’angle
® dans le plan (Oxy) dans le sens de rotation du détecteur.

Pour un voxel j de centre c;, on montre comme précédemment pour A, que
le remplacement de AZ(c;) par Al (¢j) = As(cj) n’est une approximation que
pour les couronnes a pour lesquelles le nombre de voxels V, est de la forme
Vo = P/m pour m entier. La proposition suivante donne une majoration de
Perreur commise :
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F1G. 4.11 — Correspondance entre la taille du voxel d. et celle du pixel d,,.

PROPOSITION 4.4 Soit d. le diametre et F' la distance focale du collima-
teur sténopé. Posant d, la taille radiale des vozels, d, la taille du pizel sur le
détecteur, lnin la distance entre le centre du trou du collimateur s et le champ
de vue & reconstruire et G = F/lmin le grossissement mazimal sur le champ de
vue cylindrique, si lyin > de + d, et que d, < dp/G alors on a

| Ab(e)) — AL(ey) 1< dy (4.39)
pour tout voxel j de centre c;.

; (. cd e, soit t) = s, — ¢
Preuve Pour un voxel j de centre ¢; = (cz,cy,cz), soit ¢ = s, — ¢} > 0. On a

Ag(cj) = As(cj) et Al(cj) = As(R_qacj) oll Rg est la rotation d’angle ®. On
définit la fonction :

fiRL S RY (4.40)

(de +d,)F
t

K
t +de =+ de (4.41)

— q_ (4 4 a _ . _ .
avec K = (de +d,)F. Posant ¢} = R_gocj = (] ., ¢j . ] ) et t] =s,—c] .
on a

| Ag(c;) = Ao (cf) [=] f(t5) — () |- (4.42)
avec | t] — t1, |< d, par construction de la discrétisation EAR et donc | f () —
F(t5,) 1< dr | fruax |, 01 finax est le maximum de la dérivée sur l'intervalle

j .1 _ 2
[t:t],]. Or f'(t) = —K/2* et donc

K
7

min

| f@#) - f(t],) 1< d- (4.43)
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Si lpyin > de +d,., on a :

d mzn
[(de + d))
<~ lnLin = + (446)
K
e )
(4.48)
L’équation (4.43) nous donne alors :
| ft) = f(t]) 1< d,G (4.49)
Sous I'hypothese suggérée par la proposition 4.3 que d, < d,/G, on a alors :
| f(t5) — f(&]) < dp (4.50)

soit A
| A (cj) — Al(c) I<dp. O

L’hypothese selon laquelle l,,;,, > d. + d, peut étre facilement remplie en
décidant de la taille du champ de vue cylindrique & reconstruire. Posant ¢ son
diametre et sa hauteur, il suffit que s, — ¢ soit plus grand que d. + d,.. Nous
avons travaillé le plus souvent avec un diametre d. du trou d’entrée de 1,5 mm
et des tailles de voxel dff < d, < d, < 1 mm ce qui représente un espace entre
le champ de vue et le trou d’entrée supérieur a 2,5 mm. La condition est en fait
automatiquement satisfaite en rappelant que la partie du champ de vue qui est
problématique, c’est-a-dire pour laquelle I'utilisation de la discrétisation EAR
conduit & une approximation, est un cylindre constitué des couronnes proches
du centre et donc relativement éloignées du trou, remplissant tres certainement
la condition d’éloignement ci-dessus.

L’opérateur de calcul de l’intensité de la projection A;. Cet opérateur
tient notamment compte de 'atténuation par un modele uniforme dans tout le
champ de vue reconstruit. Il s’agit alors de calculer la longueur d’atténuation
subie par le rayonnement émis depuis le centre de chaque voxel j.

Calcul de la longueur d’atténuation. L’hypotheése sous-jacente d’une
atténuation homogene dans I’ensemble du champ de vue, et non seulement d’un
cylindre plus petit qui serait centré dans celui-ci et de dimensions plus conformes
a celles de 'animal, se justifie par le fait que I’animal n’est en général pas centré.
Il est de fait placé au plus pres du détecteur, qui tourne suivant une trajectoire
de 180° au-dessus de lui. Deés lors, ’animal est effectivement placé relativement
proche de la limité du champ de vue, du moins dans la partie supérieure de
celui-ci.

Soit ¢; = (¢, ¢, cl) le centre du voxel j et S = (s4,5y,5.) = (0, sy,O) le

centre du trou d’entrée du collimateur sténopé. On pose t/ = (s, —cl., Sy—Cl)y Sz—
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cl) = (t),t),t) et ¢ le diametre du champ de vue. La longueur d’atténuation
ritt associée au voxel j est la distance entre c; et le point I d’intersection entre
le segment [c;S] et le cercle de rayon ¢/2 qui délimite le champ de vue dans
chaque plan (0zy) (voir figure 4.12). De ce fait, le point I = (I, I, I,) vérifie
I’équation du cercle :

I, == —I2 (4.51)

c/2 X

FiGg. 4.12 — Calcul de la longueur d’atténuation r.s pour le voxel j de centre
Cj.

Le point I est obtenu comme :
J

[RZNIES

I =c. x z
€ ¥ Tatt 1% I Tl B

(4.52)
Pour le calcul de I, nous nous plagons dans le plan (Oxy) et vérifions donc,
posant t7 = (t1,t1) la projection canonique de t dans (Ozy) :

_ i , t , i
= | +7att s Cy + Tatt L+ rati

z by
. 2 _ 9

. tJ 2 . +i

C] + T tti,,'y - - — (Cj + T tt7~z ) (4.53)
( N T A T
qui équivaut a .

Ath 4 ciil 2

T?ztt W’Fatt-‘r H (o ||R2 —Z. (4.54)
]R2

Nous ne conservons que la solution positive de cette équation du second degré
en rq: et obtenons :

Tatt = —

At + el \/ (& + di))? 2 (4.55)

— — — || ¢; +—.
1712 17z, el
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Avec une valeur r7,, associée au voxel j, nous pouvons calculer I'intensité de
la projection de ce voxel d’apreés son centre ¢; = (¢, ¢/, ¢J) avec 'opérateur Ay,
J T YV z
défini au chapitre 3, que nous rappelons ici :

B~ 2 ((ch)? + (1))
4 ((c2)? + (5 — ) + (c1)2)3/?
avec E, Defficacité du détecteur et p le coefficent d’atténuation, supposé constant

a lintérieur du champ de vue reconstruit. I’opérateur A; s’exprime plus sim-
plement en fonction de ¢/ et 7 comme :

An(cy) = (4.56)

Ece—mittdg I t Iz
4 [RzAlE

An(ej) = (4.57)

Comme précédemment pour A, et A,, nous restreignons l'opérateur Ai
défini au chapitre 3 pour tout ¢ aux seules valeurs angulaires prises par le
détecteur. Ainsi, pour tout m = (mg, my,m,) € QR3) = {(z,y,2) | V22 +y% <

Sy}, nous posons :

Al (m) = A"(R_som) (4.58)

ot P est le pas angulaire du détecteur, ® = 27/ P et R est la rotation d’angle
® dans le plan (Oxy) dans le sens de rotation du détecteur.

Pour un voxel j de centre ¢;, le remplacement de A (¢;) par AZ(CJ') = As(cj)
n’est une approximation que pour les couronnes a pour lesquelles le nombre de
voxels V,, est de la forme V, = P/m pour m entier. Nous ne donnons pas ici de
majoration précise de ’erreur commise, mais compte tenu de la distance entre
cj et c?, inférieure a la moitié de la taille tangentielle du voxel et de la valeur
du coefficient d’atténuation utilisé (on rappelle que g = 0,15 cm~! dans les
tissus mous), 'exponentielle décroissante qui modélise 'atténuation varie peu.
Le terme en || t/ |[g2 / || ¢/ |25 ainsi que sa dérivée tendent rapidement vers
zéro, si bien que la encore, Papproximation de A} (¢;) par Aj(cj) = As(c;) se-
rait insuffisante pour des points c; pris tres proches du trou d’entrée S. Par
conséquent, nous renouvelons notre prescription de la proposition 4.4 d’avoir
lmin > de + d;-, ol Iy, est la distance entre S et le champ de vue reconstruit.
Par ailleurs, nous rappelons que, comme pour A, et A,, le calcul de A} (c;)

par A,ql (¢j) = As(cj) est exact sur les couronnes extérieures pour lesquelles le
nombre de voxels prend la forme V, = mP. Pour les couronnes les plus centrales,

pour lesquelles le nombre de voxels prend la forme V, = P /m, la condition de
distance entre S et ces couronnes est respectée automatiquement.

En conclusion, moyennant des hypotheses relativement modestes, nous voyons
que les approximations induites dans les parties centrales du champ de vue par
la méthode EAR et la discrétisation adaptée donnent lieu a une erreur faible
et devraient nous permettre d’avoir une reconstruction plus rapide, sans étre
pénalisé par des artefacts de calcul.

Il nous restera néanmoins a détailler I'opération de rééchantillonnage sur une
grille cubique au chapitre suivant pour nous assurer que nous ne souffrirons pas,
la non plus, d’effets visibles sur 1'image reconstruite.
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F1a. 4.13 — Géométrie du systeme mettant en évidence la symétrie avant /arriere
de la projection des voxels. Le plan du détecteur est en gris, P est le centre du
pinhole et D est le plan de symétrie qui divise le plan du détecteur et le champ
de vue cylindrique en deux.

4.1.2 Symétrie Avant/Arriére

La figure 4.13 montre une symétrie de la projection des voxels sur le détecteur :
pour chaque position de celui-ci, il existe un plan D passant par le centre du
pinhole et orthogonal au plan du détecteur qui coupe le volume a reconstruire
en deux ensembles de voxels symétriques. Ce volume peut étre choisi aussi bien
cubique (comme sur la figure 4.1) que cylindrique (figure 4.13).

L’exploitation de cette symétrie impose quelques conditions simples. La
premieére concerne la disposition des tranches de la discrétisation suivant ’axe
(0z). Que le nombre de tranches soit pair ou impair, le champ de vue recons-
truit devrait étre symétrique par rapport au plan D, c’est-a-dire que nous de-
vrions avoir le méme nombre de tranches de chaque c6té de ce plan. La se-
conde concerne la structure des tranches, celle-ci devant étre la méme pour
deux tranches symétriques. Cette condition est automatiquement remplie par la
discrétisation EAR que nous avons décrite puisque nous y avons donné la méme
structure a toutes les tranches.

Dans ces conditions, chaque voxel pris d’un c6té du plan D peut étre associé
a son voxel symétrique situé de I'autre c6té du plan D et pour chaque couple
de tels voxels conjugués, leurs projections sont également symétriques. Ainsi,
la connaissance de la partie de 'opérateur de projection R qui n’agit que sur
la moitié avant ou arriere des voxels est suffisante pour traiter tout le volume,
sur des opérations de projection comme de rétroprojection. Ceci a pour effet de
réduire d’un facteur 2 aussi bien le stockage de I'opérateur R et de remplacer
les calculs de projection et de rétroprojection pour la moitié du volume par un
simple calcul d’indices de voxels et pixels conjugués.

4.2 Factorisation de la réponse impulsionnelle
Nous avons décrit la projection des voxels au chapitre 3 en choisissant un

modele gaussien pour lequel nous calculons les parametres de translation 7,
dilatation o et intensité h. Or seul un changement dan le parametre de dilatation
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engendre une nouvelle fonction ou, en d’autres termes, si les projections de deux
voxels ne different que par les parameétres 7 et h, la méme fonction gaussienne
précalculée peut étre utilisée en la multipliant par un parametre d’intensité h
différent et en la translatant. Cette remarque est important car elle permet de
ramener le calcul de IV fonctions de projections oit N = 643, ou parfois N = 1283
au calcul des seules fonctions de projection pour lesquelles le parametre de
dilatation o est différent. Ce parametre n’a certes aucune raison d’étre identique
pour des voxels différents mais nous le ramenons a un nombre de pixels qui
représente le diametre de la fonction de projection. Des lors, pour engendrer
I’ensemble des fonctions de projection, il suffit de les calculer pour tous les
diametres possibles, allant de 1 pixel & un nombre maximal qui dépend de
nombreux parametres (taille des pixels, taille des voxels, résolution intrinseque
du détecteur, diametre du trou d’entrée du collimateur sténopé...) mais est tres
limité. Il le serait déja compte tenu du nombre limité de pixels que nous avons
dans une dimension sur le détecteur (64 ou 128) mais la plupart du temps,
le diametre maximal de la projection des voxels est de l'ordre de 10 pixels
pour un nombre d’équation M et d’inconnues N de 643 et de I'ordre de 20
pixels pour un nombre d’équation M et d’inconnues N de 1283. Le calcul de ces
différentes fonctions gaussiennes a deux dimensions devient donc négligeable si
on les stocke en mémoire. De plus, nous savons que les fonctions gaussiennes
a deux dimensions jouissent de la propriété de séparabilité sur laquelle nous
reviendrons dans le prochain chapitre.

A partir de ces différents éléments que sont la discrétisation EAR, la symétrie
avant/arriére et la factorisation impulsionnelle, nous allons donc voir comment
mettre en ceuvre un méthode de reconstruction tomographique efficace qui ex-
ploite 'ensemble de ces économies de calcul.
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Chapitre 5

Mise en ceuvre de la
méthode EAR

Nous avons vu au chapitre précédent que toute méthode de reconstruc-
tion basée sur la résolution itérative d’un systeme donnait lieu au calcul d’'un
opérateur qui modélise la projection de chaque voxel. Ce calcul peut étre lar-
gement plus économique en mettant en ceuvre les différentes réductions que
nous avons décrites : la discrétisation EAR, adaptée a la symétrie de rotation,
la symétrie avant/arriere et la factorisation des réponses impulsionnelles. Nous
verrons donc dans un premier temps comment effectuer concretement le calcul
de notre opérateur de projection A en tenant compte de ces réductions, puis nous
décrirons le déroulement de la résolution itérative du systéeme. Enfin, la derniere
phase consistera a décrire une méthode nous permettant de rééchantillonner
le volume reconstruit dans la base des voxels EAR dans une nouvelles base,
composée de voxels cubiques ou parallélépipediques.

5.1 L’opérateur de projection

Nous supposons donnée une discrétisation EAR de 'espace nous donnant
nos fonctions de bases ’UJEAR, 7 =1,..., N. Sauf indication contraire, que nous
rencontrerons dans la section concernant le rééchantillonnage du volume sur des
voxels cubiques et ou nous devrons donc faire une distinction entre différents
types de voxels, nous désignerons les voxels EAR par v;, j = 1,...,N. Ces
voxels se projettent sur P différentes positions du détecteur, nous donnant
M équations de projections. Chaque position du détecteur nous donne donc
K = M/P équations, ce qui représente précisément le nombre de pixels sur le

détecteur. Nous avons donc le systeme a résoudre :

Alg = b (5.1)

pour g =0... P —1.

Chaque colonne A? ; représente la projection du voxel j sur la grille de pixels,
c’est-a-dire la proportion des photons émis par le volume correspondant au voxel
7 qui atteint la surface correspondant aux différents pixels indicés par i a la posi-
tion g du détecteur. Le modele de projection que nous avons proposé au chapitre
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3 est un modele gaussien, entierement déterminé par les parametre de transla-
tion 7 (centre de la gaussienne), de dilatation o (écart-type de la gaussienne) et
d’intensité (proportion de photons émis par le voxel j qui atteint le détecteur).
Nous avons donc défini différents opérateurs qui effectuent ces trois calculs pour
une position unique du détecteur que nous choisissons arbitrairement, pour fixer
les idées, « au-dessus » du champ de vue. Plus précisément, le champ de vue
étant cylindrique de hauteur et diametre ¢, centré a l'origine, la hauteur étant
laxe (Oz), le trou d’entrée S? du collimateur est dans le plan (Ozy). A la po-
sition ¢ = 0 pour laquelle nous voulons calculer 'opérateur de projection, les
coordonnées de S sont (0, S)) et le détecteur se trouve dans le plan y = yo.
Pour chaque voxel v; de centre ¢;, nous calculons 7; = A;(c¢;), qui est
converti en l'indice du pixel qui contient A-(c;). Nous calculons ensuite d%g =
Az (¢j) que nous convertissons d’abord en diameétre de la projection & = dJ , +g
en rajoutant la constante g de la résolution intrinseque du détecteur suivant
Péquation (3.14), puis en écart-type, exprimé en nombre de pixels dont la lon-
gueur est d,. On obtient : 0; = [dJ /4d,] d’aprés la remarque 3.1, ot [z] est
larrondi de z & Pentier le plus proche. Enfin nous calculons h; = A,(c;), le pa-
ramétre d’intensité, qui inclut le calcul de la distance d’atténuation 7 ,,. Nous
obtenons ainsi les trois parametres relatifs & notre gaussienne (voir figure 5.1).

X

Fi1G. 5.1 — Interprétation des trois parametres calculés pour déterminer la pro-
jection d’un voxel de centre c; a travers un trou centré en Sy sur un plan y = yo.

Nous avons donc, dans un premier temps, associé¢ au voxel v; un triplet
(14,04, h;) dont les composantes sont respectivement de type int, short int
et float. Notons omax = max;(o;). Nous précalculons alors la base des fonctions
de projection possibles, c’est-a-dire les fonctions :

22442
hi 22 : 2 2
Ro(ry)={ svme 7 SV ER<w

0 sinon
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La projection du voxel v; s’obtient donc comme :
A(vj) = hjRo,(w,y;) = 07; (5.2)

ou le points (x;,y;) est le centre du pixel b;. La convolution R, (@i, ;) * 07; est
donc une convolution discrete entre la fonction R, évaluée sur les centres des
pixels et la masse de Dirac associée au pixel central de la projection du voxel
’Uj.

REMARQUE 5.1 Les gaussiennes bidimensionnelles possédent l'intéressante
propriété de séparabilité : la convolution avec une gaussienne bidimensionnelle
peut étre remplacée par deux convolution perpendiculaires avec des gaussiennes
a une dimension. Néanmoins, il est plus avantageuz de précalculer des masques
gaussiens & deux dimensions de taille n? qui nous permettent de ne faire que
n? multiplications plutét que de précalculer des masques de taille n, qui nous
feraient calculer une convolution a une dimension dans un sens, soit n mul-
tiplications, puis dans l'autre sens, soit n* multiplications (au total : n + n?
multiplications). Ce choiz est justifié par le trés petit nombre de masques que
nous avons a précalculer.

Lorsque le détecteur tourne, la projection s’obtient en associant au voxel v,
un triplet qui a déja été calculé pour la position ¢ = 0 pour un autre voxel, situé
sur la méme couronne a de la discrétisation EAR. A cet effet, nous utilisons la
permutation n? de la définition 4.1. Nous obtenons :

Al(vj) = Aond(vy) (5.3)

Des lors, avec un volume x exprimé dans la base des voxels v; comme

NS
x = ij.vj (5.4)
j=1

ou z; > 0 pour tout j = 1- .- N3, la projection de ce volume se calcule
comme :
N3
Alg = Z zj A%, (5.5)
j=1

5.2 Résolution du systeme linéaire dans la base
des voxels EAR

L’opérateur A nous permet de calculer la projection d’un volume, exprimé
dans la base des voxels EAR, pour toute position du détecteur. Cette opération
de projection est nécessaire dans toute méthode itérative, pour comparer la pro-
jection mesurée avec une projection estimée du volume courant z*. De maniere
générale, le fonctionnement des méthodes itératives se fait suivant le schéma
suivant :

La comparaison entre la projection mesurée et celle du volume courant z(*)
se fait soit de maniere additive, soit de maniere soustractive et la matrice C'
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condition
initiale
x©)

modele de projection mesure d’une différence

b-Ax®

Ax®

x(k"’i): x(k]+C(b =\ A.X(k])

Fic. 5.2 — Schéma général des méthodes de résolution itératives. Apres le choix
d’une condition initiale z°, la différence entre I'image de projection mesurée b
et estimée Az est calculée puis rétroprojetée dans le volume avec une matrice

C.

est calculée & partir de la matrice transposée de A. Nous renvoyons a la section
2.3.1 pour un éventail des algorithmes communément utilisés en reconstruction
tomographique.

Nous avons essentiellement travaillé avec une version par blocs de I’algo-
rithme SART dont nous rappelons l'itération de I’équation (2.21) :

M k
=+ M)\k > K N(Ax LYW (5.6)

Yimi Aiy i e Ay
Pour la version par blocs, nous avons toujours utilisé des blocs constitués
d’une image de projection. Pour une image de projection correspondant a la
q®™¢ position du détecteur, la matrice de projection est notée A? et les pixels
sont notés b;, i = i{,...,i% o K = M/P est le nombre de pixels dans une

image. Des lors, I'itération SART devient :

AT/ R I o L T} (5.7)
4 1, °
Sk, AT 2 S AL

pour g variant cycliquement de 0 a P — 1.

Les quantités sz\i1 Al et E;\Ll Aj ; sont précalculées et bénéficient égale-
ment de 'exploitation de la symétrie de rotation. La premiere n’est rien d’autre
que la quantité hg- que nous utilisons déja pour le calcul de 'opérateur de pro-
jection A. La seconde est précalculée sous la forme d’un tableau y? de taille K
puisque cette quantité doit étre connue pour chaque pixel d’une image. Une fois
le tableau v calculé, les autres tableaux y! pour ¢ = 1,..., P — 1 sont tous
égaux A y? par symétrie. Nous stockons donc un tableau de K nombres de type
float. Géométriquement, la quantité Zjvzl Ag’ ; s’interprete comme le volume
du cone de rétroprojection, intersecté avec le champ de vue a reconstruire. La
possibilité d’appliquer une symétrie de rotation au cours de ce calcul provient
donc du fait que le champ de vue est cylindrique et que le modele d’atténuation
est uniforme dans ce champ de vue (voir figure 5.3).
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F1G. 5.3 — Pour un pixel b;, la quantité Zjvzl Ag’ j s'interprete géométriquement
comme le volume de lintersection du cone de rétroprojection (en gris clair)
avec le champ de vue (en gris foncé). Par symétrie du champ de vue et du
modele d’atténuation, cette quantité est invariante pour un méme pixel pris a
des positions ¢ différentes.

5.3 Rééchantillonnage sur une grille cubique

La discrétisation qui permet ’exploitation de la symétrie de rotation de-
mande un rééchantillonnage sur une grille cubique pour que le volume puisse
étre visualisé et éventuellement plus facilement post-traité. Ce probleme est
en fait réduit & deux dimensions puisque le découpage du volume en tranches
régulieres suivant axe (0z) apparait déja dans la discrétisation de la méthode
EAR. 11 s’agit donc de convertir le volume tranche par tranche, opération pour
laquelle nous avons opté pour une approche matricielle : une matrice de conver-
sion C est calculée analytiquement, le coeflicient C) 4 répresentant la fraction
du voxel EAR g recouverte par le voxel cubique p (voir figure 5.4).

Ce calcul ne présente pas de difficulté particuliere dans la mesure ou les
coordonnées précises des deux types de voxels nous sont connues et leurs formes
sont simples, mais il convient de remarquer, pour cette étape du calcul, que
la matrice C' a une structure extrémement creuse (un voxel EAR ¢ ne peut
étre recouvert que par un nombre trés limité de voxels cubiques) et qu’il est
donc inutile de calculer le recouvrement en dehors d’un périmetre relativement
restreint (de l'ordre de deux fois le diametre du voxel) centré sur le voxel EAR.

Dans le plan (0xy), le coefficient Cp 4 est donc obtenu comme l'intersection

d’un carré vy = {(z,y) | 11 <z < xpety; <y < yo} avec un voxel de la
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Fi1G. 5.4 — Superposition d’une discrétisation cubique sur une tranche de la
discrétisation EAR.

discrétisation EAR v, , . Nous détaillons le calcul dans le cas ou le voxel ¢ est
pris dans le quart du plan tel que x > 0 et y > 0. Le voxel ¢, qui appartient a
une couronne a, est la surface comprise entre deux arcs de cercle concentriques
de rayons respectifs r; < ro et deux droites vectorielles d’équations respectives
a1z = tan(aq )z et agx = tan(ag)z, ot 'angle (ag — aq) est égal a 2w /V, ou V,
est le nombre de voxels sur la couronne a (voir figure 5.5).

L’intersection entre les deux droites vectorielles et les deux arcs de cercle
donne lieu a quatre points distincts ¢, g2, g3, g4, rangés par abscisse croissante.
En fonction de I'inclinaison du voxel ¢, le calcul du recouvrement entre le voxel
cubique p et le voxel EAR ¢ se décompose des deux manieres (a) et (b) indiquées
sur la figure 5.6. Nous ne détaillons que le cas (a), obtenant :

q2
Cpq = / min(ys, asz) — max(y 14/rf — z?)dx
q1
g3
+ min(ya, \/73 — x2) — max(y1,1/r? — 22)dx
q2
q4
+ min(yz, \/r3 — 22) — max(y1, a1 x)dx (5.8)

g3

Ce calcul est effectué de maniere approchée par une somme discrete, 'inter-
valle [q1, q4] étant divisé en 20 sous-intervalles de méme longueur. L’algorithme
qui réalise ce calcul prend donc la forme suivante :

101



Y arx
a|X
yz 1
Y| 1“77( ., -
(e Y L’
R
X1 X2 r ra X

Fi1G. 5.5 — Recouvrement d’un voxel de la discrétisation EAR par un voxel
cubique.

2 J3
q4

ql q; q4

(@) (b)

Fi1G. 5.6 — Ordre des points q1, g2, q3, g4 par abscisse croissante en fonction de
I'inclinaison du voxel de la discrétisation EAR.

ALGORITHME 5.1 (Rééchantillonnage de la discrétisation EAR)

Pour chaque vozel q de centre ¢, de la discrétisation EAR (sur une seule
tranche)
Ordonner les points qi1,q2, 43, q4
Pour chaque voxel cubique p de centre c; et de longueur d’aréte d.
Sillcg—¢ —pll<d+de.
Calculer C, 4 par la formule 5.8 discrétisée.

Le volume exprimé dans la base des voxels cubiques est obtenu en appliquant
la matrice (C), 4 & chaque tranche du volume exprimé dans la base des voxels
EAR.
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5.4 Organisation du programme

Nous avons a présent tous les éléments qui nous permettront de réaliser
la reconstruction tomographique de la distribution d’activité a partir de ses
projections. Le programme s’organise selon le schéma suivant :

Schéma du programme

Calculer la discrétisation EAR
Pour chagque vozel vj, calculer (75,05, h;)
Pour tous les paramétres o < omax, calculer la gaussienne tronquée discréte
Ra (bz)
Pour chaque pizel b;, calculer la quantité s; = Zjvzl Ag,j
Initialiser la solution z° = 0
Boucle sur les projections q (cyclique) et sur les itérations k
Calculer le nouvel opérateur de projection, i.e. le nouveau triplet (qu, 0’?, h;l)
par permutation sur les indices j
Calculer la projection q du volume : p*) = Z;V:1 xg-k)h‘;-RUJq (x4,y:) * (57;;

Calculer la différence entre projection acquise et estimée d®) = b2 — p(F)
Mettre d jour le volume (algorithme SART) :

% (k)
1 k) Ak d;
=l 3 D Al

Rééchantillonnage sur une grille carrée
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Chapitre 6

Résultats et performances

Dans ce chapitre, nous vérifions que les nouveautés ou différences induites
par la méthode EAR par rapport aux implémentations classiques de méthodes
algébriques en imagerie TEMP n’occasionnent pas d’artefacts sur l'image re-
construite. Nous illustrons en particulier les résultats du chapitre 4 relatifs a
Perreur commise lors du calcul d'un opérateur de projection par permutation
des colonnes d’un opérateur déja calculé (propositions 4.3, 4.4) par différents
exemples montrant cette fois par la pratique que la discrétisation adaptée a la
symétrie de rotation ne donne pas lieu a des problemes visibles. Pour ce faire,
nous abordons pour le moment deux types d’applications. En premier lieu, des
fantomes informatiques nous démontreront que l'erreur purement numérique
est faible et que notre implémentation de I’algorithme SART converge bien vers
une solution proche de 'objet avec lequel nous avons simulé les projections, y
compris en présence de bruit rajouté sur les projections.

Le deuxieme type d’exemples permet de vérifier I’adéquation de notre modéli-
sation avec le dispositif physique d’acquisition des projections en reconstruisant
des objets physiques simples. Nous vérifierons également ce que nous avons dit
au chapitre 3 sur les conditions d’acquisition. Parmi les parametres sur lesquels
I'expérimentateur peut jouer comme le rayon de rotation, le diametre du trou
d’entrée du collimateur sténopé mais aussi I’activité, tous sont importants pour
obtenir le meilleur résultat, notamment en termes de résolution spatiale.

Les résultats in vivo sont présentés au chapitre 9 car beaucoup d’entre eux
ont été produits a partir des résultats développés au cours de la troisieme partie
du présent travail.

Mais pour aborder les difficultés dans 'ordre, nous commengons par des
résultats sur fantomes informatiques.

6.1 Fantome informatique

Ce type d’expérimentations ne permet évidemment pas de s’assurer que la
modélisation du probleme est correcte. Pour une distribution simulée de I’acti-
RN N
vité, olt nous nous donnons donc les valeurs des voxels de z = > j=12;jv; dans la
base de voxels EAR v;, nous simulons les projections en appliquant 1'opérateur
de projection A. Nous obtenons ainsi des images de projections composées de
pixels b; a partir desquels nous cherchons a retrouver x a partir du probleme
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inverse Ax = b. L’opérateur A étant bien entendu le méme dans la phase de
reconstruction que celui qui nous a servi a obtenir les projections b, nous nous
placons dans un cas idéalisé, mais néanmoins intéressant pour obtenir la confir-
mation que la méthode numérique marche dans son ensemble.

Un objet composé de trois petits cylindres proches les uns des autres et d’un
plus gros cylindre séparé a été reconstruit pour trois diametres simulés d’ou-
vertures du collimateur sténopé différents, respectivement 2,5 mm, 1,5 mm et
0,025 mm, sans fond d’activité. Le rayon de rotation était fixé a 30 mm et le
champ de vue reconstruit, de 64 tranches et 33 anneaux concentriques corres-
pondait a un cylindre de 45 mm de hauteur et de diametre. Les plus petits
cylindres mesuraient 1,4 mm de diametre, séparés par 2,1 mm tandis que le
plus gros cylindre avait un diametre de 6 mm. Ayant fixé le nombre d’itérations
a trois, une itération étant le traitement de ’ensemble des équations de projec-
tions, nous voyons que l’objet reconstruit est plus proche de I'objet original a
mesure que la taille du trou diminue. Dans ces circonstances en effet, les réponses
impulsionnelles sont plus fines et ne demandent que peu d’itérations pour re-
couvrer 1’'objet, I'opération de déconvolution étant alors de moindre importance
(voir figure 6.1).

| . .- . see ©

(a) (b) (c) (d)

Fi1G. 6.1 — Fantome informatique constitué de trois barres fines et rapprochées
et d’un cylindre homogeéne vues en coupe (a, en haut). Les projections de cet
objet (a, en bas) sont obtenues par l'application de lopérateur A pour trois
diametres différents du trou d’entrée du collimateur : 2,5 mm, 1,5 mm et 0,025
mm, avec des réponses impulsionnelles plus ou moins larges. Dans chaque cas, 48
projections ont été calculées et nous montrons celles obtenues pour un diametre
de 1,5 mm, pour un plan de détection situé « au-dessus » de l'objet (a, en bas).
Les reconstructions obtenues pour 2,5 mm (b), 1,5 mm (c¢) et 0,025 mm (d)
pour un méme nombre d’itérations fixé a trois démontrent que l'objet est bien
reconstruit dans tous les cas, mais avec un meilleur niveau de détail lorsque les
réponses impulsionnelles sont moins larges (d). Les profils, sous les reconstruc-
tions permettent d’évaluer dans quelle mesure les petites barres peuvent étre
séparées sur 'image reconstruite.

Une chose importante est que nous ne relevons pas de traces de présence
d’artefacts circulaires, qui trahiraient une inadéquation due a la méthode EAR,
exploitant la symétrie de rotation. Cette remarque est également illustrée par
I’exemple suivant, qui par ailleurs permet d’évaluer le rendu d’un objet parfaite-
ment homogene : un cylindre homogene remplissant le champ de vue reconstruit
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est projeté avec I'opérateur A (48 projections sur 180° pour un diametre du trou
d’entrée de 1,5 mm) avant d’étre reconstruit (voir figure 6.2). Cet objet est le
pendant informatique d’un objet physique largement utilisé pour la calibrage
des gamma-caméras, pour évaluer le rendu de ’homogénéité du dispositif.

F1G. 6.2 — Fantome informatique constitué d’un cylindre homogene. La recons-
truction montrée ici est calculée a partir de 48 projections acquises sur un arc
de 180° et un diametre d’ouverture du collimateur de 1,5 mm et démontre que
la méthode EAR n’affecte pas le rendu de ’homogénéité.

Le dernier exemple que nous montrons reprend le premier fantome, dans
le cas de 48 projections sur 180° et un diametre du trou d’entrée de 1,5 mm.
Mais cette fois, les projections ont été dégradées par l'ajout d’un bruit blanc
gaussien dont l'écart-type s’éleve & 7% du maximum d’intensité sur les pro-
jections sans bruit. Ceci nous permet de nous placer dans des conditions plus
réalistes puisque la technique de la TEMP conduit dans son utilisation, & 1’ob-
tention d’images dégradées par du bruit. Mathématiquement, un tel exemple
est intéressant parce qu’il nous fait quitter a coup sur le domaine des problemes
bien posés. En d’autres termes, la résolution du probléme inverse Ax = b ou b
est bruité n’admet certainement pas de solution. Dans ce cas, 'utilisation d’un
algorithme simultané tel que SART permet de converger vers une solution ap-
prochée qui minimise la différence || Az — b || au sens des moindres carrés. Nous
rappelons néanmoins que nous avons programmé cet algorithme non pas dans sa
version totalement simultanée, mais par blocs, chaque bloc étant constitué des
équations données par une seule projection. Dans ce cas-1a, I'article Convergence
Studies on Iterative Algorithms for Image Reconstruction de Jiang et Wang [35]
donne une synthese intéressante des résultats des principaux auteurs sur le su-
jet, en rappelant que chaque bloc d’équations aboutit a sa propre limite. Des
lors, nous avons une convergence cyclique avec P différentes limites, correspon-
dant & autant de projections et la limite z9, € RY, olt Nest le nombre de
voxels, correspond a la solution qui minimise I’écart A%x — b? pour la projection
q. L’ensemble de ces limites est appelé le cycle limite et nous avons essentielle-
ment le choix entre deux possibilités pour traiter ce probleme : soit les différents
points x? sont proches les uns des autres et n’importe quel x? peut alors étre
considéré comme limite, cette fois pour ’ensemble des équations de projection,
soit le parametre de relaxation A(%) associé & chaque itération devrait vérifier la

condition :
lim A®) — 0 (6.1)

k—o0

Les détails, ainsi que des conditions annexes peuvent étre trouvés dans [35], [13],
[65], [66] et [14] par exemple, surtout pour l'algorithme ART, mais nous n’avons
pas joué avec le parametre de relaxation, le laissant a sa valeur 1 pour toutes
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nos reconstructions, celles-ci ne semblant pas étre affectées par un cycle limite
trés disparate.

Les résultats, sensiblement moins bons que dans le cas idéal, démontrent
néanmoins que 'on converge vers une solution approchée de l'objet initial (voir
figure 6.3).

R - - .

@) )

(d)

F1G. 6.3 — Fantome informatique identique a celui de la figure 6.1, vu en coupe
(a). La reconstruction vue en coupe (b) est calculée & partir de 48 projections
acquises sur 180° et un diametre du trou d’entrée de 1,5 mm, dégradées par
un bruit blanc gaussien dont ’écart-type s’éléeve & 7% du maximum d’intensité
sur les projections sans bruit (c). Le volume reconstruit est également montré
suivant une coupe longitudinale (d).

6.2 Fantome physique

L’étape suivante consiste a se donner la confirmation qu’outre les aspects
numériques, la modélisation physique du dispositif est suffisamment bonne pour
nous permettre de reconstruire des objets dont les projections ont été acquises
sur la gamma-caméra, a partir d’un fantéme physique. Compte tenu de la tech-
nique d’imagerie utilisée, toute mise en image d’'un objet demande une cer-
taine adaptation de celui-ci a 'utilisation d’un traceur liquide. L’objet est donc
nécessairement composé de cavités ou de cathéters qui permettent un rem-
plissage. Ceci impose des contraintes non négligeables sur la conception des
fantomes, qui rendent tres délicate la mesure de la résolution en dessous du
millimetre. Ainsi, des cavités de diameétre infra-millimétrique percées dans un
objet en plexiglas sont difficiles & usiner, tandis que dans le cas ou l'on uti-
lise des cathéters, méme de diametre intérieur de 'ordre du demi-millimetre, le
diametre extérieur est alors d’environ un millimetre. Nous montrons les deux
types de fantomes, cavitaire et composé d’un faisceau de cathéters, ainsi que les
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particularités du dispositif qu’ils permettent de mettre en évidence.

6.2.1 Fantome en plexiglas

Un cylindre en plexiglas de 45 mm de diameétre et 40 mm de hauteur a été
percé de trois séries de trous alignés de diametres respectifs 1 mm, 1,5 mm et
2 mm. Les cavités d’un diametre donné sont séparés par une distance égale au
diametre en question (voir figure 6.4). La préparation du fantéme consiste &
le remplir d’un traceur technécié, en évitant la formation de microbulles qui
dégraderaient le résultat en matiere d’homogénéité.

Fi1G. 6.4 — Photo du fantome composé d’un cylindre de plexiglas percé de cavités.

Au cours de l'acquisition, 48 projections ont été enregistrées sur un arc de
180° et un diametre du trou d’entrée du collimateur sténopé de 1,5 mm. Le rayon
de rotation était de 40 mm, assurant un grossissement x3 au centre de 1’objet.
Toutes les reconstructions ont été effectuées avec un champ de vue cylindrique
de 50 mm (diametre et hauteur).

Les résultats obtenus dans un premier temps nous ont convaincu de la
nécessité de corriger les défauts de la rotation du détecteur. Les résultats de
la figure 6.5 (a) montrent en effet que des formes circulaires ont un rendu en
« queue de comete » caractéristique de ce défaut (voir a ce sujet 'exposé de Mc-
Bride disponible en ligne [45] et notamment les diapositives 13-17). C’est ainsi
que nous avons mis au point la correction détaillée a la fin du chapitre 3, dont
I'application nous permet d’obtenir un résultat plus conforme & nos attentes
(figure 6.5 (b)).

Par la suite, nous avons reconstruit I’objet avec la méthode EAR et I'algo-
rithme SART, en variant le nombre d’itérations. Nous avons alors pu confirmer
ce qui a été remarqué par tous les utilisateurs de méthodes itératives, a savoir
qu’en multipliant le nombre d’itérations, les hautes fréquences étaient recons-
truites. Ainsi, une seule itération SART ne nous permet de voir que les détails
les plus grossiers de 'image (figure 6.6 a). En montant le nombre d’itérations
a dix, certains détails apparaissent et il devient notamment possible de séparer
les trois cavités les plus grandes (figure 6.6 b). Apres 30 itérations, toutes les
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() (b)

F1a. 6.5 — Résultats obtenus sur le fantéme en plexiglas apres reconstruction to-
mographique. Une coupe est montrée pour une reconstruction avec ’algorithme
SART (30 itérations) sans correction du rayon de rotation (a) et avec correction
du rayon de rotation (b). Nous avons par la suite appliqué systématiquement
cette correction.

cavités peuvent étre séparées (figure 6.6 ¢) et 'on obtient un résultat sensi-
blement meilleur qu’avec la méthode de Feldkamp, Davis et Kreiss (FDK) [23]
programmée par Virginie Pacorel [53](figure 6.6 d), tant pour la séparation des
cavités sur I'image que pour I’aspect de I'image, globalement moins entaché d’ar-
tefacts. Nous avions pour cela fait varier le parametre de fréquence de coupure
propre a l'algorithme FDK de maniere a choisir le meilleur rendu en terme de
résolution spatiale.

.

(c) (d)

FiG. 6.6 — Méme coupe de la reconstruction tomographique du fantéme en
plexiglas, obtenue par la méthode EAR et 'algorithme SART avec 1 itération
(a), 10 itérations (b) et 30 itérations (c). La méme coupe est également montrée
pour une reconstruction obtenue avec la méthode FDK (d).
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6.2.2 Fantome faisceau

Nous avons pu reconstruire les plus petits détails du fantéme en plexiglas
et avons donc cherché a créer un fantéome plus fin. Pour cela, nous avons utilisé
une plaquette de bakélite pour tendre un faisceau de quatre cathéters (diametre
intérieur de 0,58 mm, diametre extérieur de 0,96 mm) dont la distance bord-
a-bord décroit linéairement sur 40 mm, la distance maximale étant de 1,5 mm
(voir figure 6.7). La largeur du fantéme est de 24 mm et nous avons rempli les
cathéters avec 0,15 mL d’une solution acqueuse contenant 70 MBq de [*9™7T'c]-
TcO, . Nous avons acquis 48 projections sur 180°, avec 30 mm de rayon de
rotation, un diametre du trou d’entrée du collimateur sténopé del,5 mm et 1
minute par projection.

F1G. 6.7 — Fantome composé d’un faisceau de cathéter fixé sur une plaquette de
bakélite.

Les résultats montrés sur la figure 6.8 ont été obtenus avec la méthode EAR
et 'algorithme SART respectivement pour 1 itération (a), 3 itérations (b) et 10
itérations (c), tandis que la coupe (d) provient d’une reconstruction réalisée avec
la méthode FDK. Sur cette coupe, ’écart minimal entre deux cathéters est de
0,7 mm soit une distance entre sources de 1,08 mm. Tout comme pour le premier
fantome, ceci nous donne une indication de la résolution spatiale tomographique
obtenue, de 'ordre du millimetre.

Pour nous rapprocher des conditions d’acquisitions qui sont celles de I'ima-
gerie du petit animal, le fantome a ensuite été plongé dans un bain contenant
une concentration inférieure de [ T'c]-TcO; (40 MBq dans 12 mL), simulant
ainsi une activité de fond. Nous avons acquis 60 projections sur 180°, avec 42
mm de rayon de rotation, un diametre du trou d’entrée du collimateur sténopé
del,5 mm et 1 minute par projection. Nous n’avons pas simulé d’atténuation ici
car la hauteur de liquide permettait juste d’immerger le fantome.

Les coupes transaxiales du volume reconstruit (champ de vue de 45 mm et 64
tranches dans la discrétisation cylindrique EAR) sont montrées sur la figure 6.9
pour une distance minimale entre sources de 1,48 mm. Avec la méthode EAR et
Palgorithme SART, 3 itérations (a) puis 10 itérations (b) ont été calculées. Sur
la figure (c), 3 itérations ont été calculées avec lalgorithme SART mais cette
fois sur une grille de voxels cubiques, obtenant un résultat comparable & celui de
la figure (a). Enfin sur la figure (d), le volume a été reconstruit par la méthode
FDK. Les profils nous permettent de constater que les images (a), (¢) et (d)
sont proches en terme de séparation des sources. Les 10 itérations calculées sur
la figure (b) permettent par contre d’accentuer un peu le contraste entre les
pics et les creux. La résolution est donc quelque peu améliorée par la méthode
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(©) (d)

Fig. 6.8 — Coupe de la reconstruction tomographique du fantoéme a partir
d’une itération de la méthode EAR-SART (a), 3 itérations EAR-SART (b),
10 itérations EAR-SART (c) et la méthode FDK (d).

N
(b)

B

-

(d)

(c)

Fic. 6.9 — Fantome composé d’un faisceau de cathéter fixé sur une plaquette de
bakélite.

itérative, comparée aux images planaires ou a la reconstruction FDK, des lors
que suffisamment d’itérations ont été calculées.

Utilisation du fantome faisceau pour ’estimation de la résolution spa-
tiale tomographique

Nous avons également essayé de définir un peu plus précisément notre résolu-
tion spatiale tomographique par la largeur a mi-hauteur de la réponse impul-
sionnelle reconstruite. Pour cela, nous avons réalisé 12 mesures de largeur a mi-
hauteur (LMH) sur les images reconstruites des cathéters, lorsque le fantome
était plongé dans le bain d’activité pour simuler un bruit de fond. En moyenne,
la LMH était de 1,58 mm, alors que nous savons que le diametre de la source
était de 0,58 mm. Nous avons donc injecté des gaussiennes de LMH différentes
jusqu’a obtenir le profil mesuré de 1,58 mm comme une convolution entre le
profil théorique de 0,58 mm et une fonction gaussienne, résolvant ainsi empi-
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riquement une équation de convolution. La gaussienne obtenue a une LMH de
1,04 mm, qui est ce que nous pouvons considérer comme la résolution spatiale
tomographique pour ces conditions d’acquisitions (voir figure 6.10). Cette notion
est évidemment relative puisqu’elle dépend non seulement du rayon de rotation
du dispositif (ici 42 mm) mais aussi de la place de l'objet considéré pour sa
mesure dans le champ de vue.

AJ LA LA LA

LMH mesurée : LMH théorique : LMH cathéter : R.l. reconstruite :
1,58 mm 1,58 mm 0,58 mm 1,04 mm

Fic. 6.10 — A partir de la LMH moyenne mesurée de 1,58 mm, la LMH
d’une gaussienne de 1,58 mm est bien approximée par une gaussienne de LMH
égale a 0,58 mm représentant le diametre intérieur du cathéter convoluée avec
une réponse impulsionnelle tomographique de 1,04 mm qui représente notre
résolution spatiale tomographique.

6.2.3 Fantome d’homogénéité

Nous avons refait physiquement ’expérience consistant & nous assurer de
I’homogénéité d’une large source homogeéne que nous avons mentionnée dans
les exemples obtenus a partir de fantémes informatiques. Une source homogene
composée d’un tube de 20 mm de diametre, rempli d’un traceur technécié (580
MBq de [*™T¢|-T'cO; dans 10 mL) a donné lieu & 48 projections sur 180° avec
un trou d’entrée du collimateur de 1,5 mm et un rayon de rotation de 32 mm.
La reconstruction par la méthode EAR avec l'algorithme SART (3 itérations)
donne un rendu homogene & 10% pres ce qui est dans la norme des images
produites en médecine nucléaire.

0.04 ra
e~ e \
i
>
ooo|__ / . T
° Destance (pixals) (L]

Fi1G. 6.11 — Fantome d’homogénéité composé d’'un tube cylindrique rempli de
traceur : reconstruction EAR-SART vue en coupe transverse (gauche) et profil
correspondant au diametre marqué en gris clair (droite).
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6.2.4 Quantification

La question de quantification absolue du traceur a déja été abordée au cha-
pitre 3 dans le paragraphe 3.5.2 concernant la détermination de U'efficacité de la
gamma-caméra. L’objet de cette expérience est de réaliser une nouvelle acqui-
sition sur un fantéme, considéré ici uniquement comme une source ayant une
certaine activité et de vérifier que le parametre d’efficacité E. = 0,625 qui avait
été estimé permet ’estimation correcte de 'activité dans notre fantéme. En
réutilisant le fantome d’homogénéité, I'activité globale reconstruite était de 495
MBq, soit une légere sous-estimation de ’activité mesurée juste au moment de
la préparation du fantéme (580 MBq). Néanmoins, il faut encore relativiser cet
écart par le temps qui s’est écoulé entre la mesure de ’'activité et le début de
lacquisition, soit environ une demi-heure ou encore 1/12éme de la demi-vie du
traceur. En corrigeant cela, c’est-a-dire en multipliant 495 par exp(In(2)/12), on
obtient une activité reconstruite de 524 MBq, soit une erreur inférieure & 10%.

6.3 Temps de calcul et estimation du gain

L’objectif de la méthode EAR, de la discrétisation EAR adaptée a la symétrie
circulaire ainsi que de I'exploitation de la symétrie avant/arriere et de la facto-
risation des réponses impulsionnelles est de limiter a la fois le nombre de calculs
et I’espace mémoire nécessaire au stockage des différentes quantités nécessaires
au cours du processus. La projection d'un voxel v; sous la forme des trois quan-
tités 7, o; et h; n’est calculée qu'une seule fois, pour une position arbitraire
q = 0 de la gamma-caméra. Pour les autres positions ¢g=1,..., P —1 ou P est
le nombre total de projections, une opération de permutation permet d’associer
au voxel v; un triplet déja calculé pour un autre voxel a la position ¢ = 0. Cette
opération a été mesurée comme étant 30 fois plus rapide que si nous refaisions le
calcul de la projection des voxels pour chaque position ¢ du détecteur, condui-
sant a des temps de calcul largement réduits : toute chose égale par ailleurs,
le temps pris par une itération est d’environ 180 s pour P = 60, N = 643
(nombre d’inconnues) et M = 642P (nombre d’équations), soit environ 3 s pour
le traitement d’une projection alors qu’en recalculant I’opérateur de projection,
le temps de traitement d’une projection est d’environ 5 s. Une large part du
gain dans les temps de calcul est aussi assurée par la factorisation des réponses
impulsionnelles : leur stockage, négligeable en terme d’espace mémoire vu leur
nombre tres limité, nous permet d’accéder a des fonctions précalculées lors des
opérations de projection et de rétroprojection. Le calcul de ces fonctions gaus-
siennes pour N voxels, pour une projection équivaudrait a lui seul a environ 3 s
de calcul lorsque N = 643. Au total, nous avons estimé & environ 12 s le temps
nécessaire par projection si nous utilisions pour nos calculs une matrice de pro-
jection A? dont les coefficients seraient totalement calculés. L’écart se creuse
encore en augmentant la résolution : pour N = 1283 et M = 1282P, le temps
pris pour le traitement d’un projection avec I’algorithme SART est d’environ 35
s contre environ 3 minutes pour un calcul explicite de chaque coefficient de la
matrice de projection A%.

Du point de vue de la mémoire, si cet aspect des choses devient de moins
en moins critique avec les performances des ordinateurs récents, il n’en reste
pas moins que le stockage des coefficents réels (float) d’une matrice de projec-
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tion pour une position ¢ du détecteur prend 4 octets par coefficient soit 4.645
octets soit environ 4,3 Go. En ne stockant que les coefficients non nuls, nous
avons calculé empiriquement qu’un voxel se projetait en moyenne, selon notre
modélisation, sur 37 pixels sur les 4096 que compte un image de projection soit
un taux de remplissage des colonnes de la matrice A? d’environ 9/1000eme.
Son stockage prendrait alors une place mémoire d’environ 40 Mo, qu’il reste a
multiplier par le nombre total de projections P puisque ces opérateurs seront
réutilisés au fil des itérations, soit au final 2,3 Go pour P = 60. Avec la méthode
EAR, trois coefficents sont stockés pour chaque voxel, de type int, short int
et float, soit un total de 7 octets par voxels. Un opérateur de projection prend
donc une place tres limitée de %643 octets soit 0,9 Mo et nous n’en gardons
qu’un seul en mémoire, qui engendre tous les autres. Cette économie peut sem-
bler superflue, mais elle permet d’effectuer les calculs sur un systéme modeste et
d’exploiter des ordinateurs plus puissants pour augmenter le nombre de voxels
et pixels. En particulier, le calcul pour N = 1283 et M = 1282P se fait sans
difficulté sur un Apple Power Mac G4, 1,2 GHz bi-processeur, doté de 2 Go de
mémoire.

Plus généralement, tandis qu'une représentation usuelle en matrice creuse
demande le stockage de plus de %N 4P coefficients soit plus de 2N*P octets,
avec la méthode EAR, nous nous limitons a %N 3 coefficients qui demandent
IN3 octets.

Enfin, puisque le calcul de 'opérateur de projection devient négligeable, nous
en concluons que la charge principale des calculs est reportée sur les opérations
de projection et de rétroprojection. Mais nous rappelons que ’algorithme SART
fait appel & des quantités Zf\il A;” j etZévzl A?’ ; qui sont elles aussi précalculées
puisque nous pouvons leur appliquer la symétrie de rotation (voir le paragraphe
5.2), gagnant 1a aussi un temps de calcul intéressant, estimé & environ 1 s par
projection pour N = 643 et M=642P.

Les seuls temps de calcul qui soient rajoutés par la méthode EAR sont
ceux de la conversion du volume exprimé dans la discrétisation EAR en un
volume exprimé dans une discrétisation classique en voxels cubiques, mais cette
opération prend environ 3 s pour N = 643 et M=642P et 1 minute pour N =
1283 et M=128%P, ce qui est négligeable en regard du gain obtenu de plusieurs
minutes dans le premier cas, plusieurs dizaines de minutes dans le second.

6.4 Discussion

Nous avons pour ’heure donné deux étapes importantes du processus de re-
construction tomographique des images TEMP. La premiere est la modélisation
du probleme qui, par une méthode de reconstruction itérative, doit prendre en
compte le fait que les volumes des voxels émettent des photons v qui atteignent
non par un mais plusieurs pixels, suivant une distribution gaussienne dont nous
calculons la position du centre, I’écart-type et I'intégrale. Cette étape nous per-
met d’obtenir des résultats meilleurs avec un algorithme itératif (pour nous
SART) qu’avec une méthode directe comme ’algorithme de FDK. La deuxieme
étape vise a réduire les temps de calcul et de maniere plus générale, les res-
sources informatiques nécessaires par les trois réductions décrites au chapitre
4 : la discrétisation EAR adaptée a la symétrie de rotation (4.1.1), la symétrie
avant/arriere (4.1.2) et la factorisation des réponses impulsionnelles (4.2). Cette
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étape permet donc l'obtention des coefficients de 'opérateur de projection (c’est-
a~dire ceux du systéme linéaire & résoudre) de maniére rapide et efficace et peut
étre étendue au calcul d’autres quantités requises au cours des itérations par un
algorithme donné. Elle repose sur le stockage de quantités d’information relati-
vement petites, dont la transformation par des opérations rapides donne acces
a toute l'information nécessaire.

La discrétisation adaptée EAR, requise pour I’exploitation de la symétrie de
rotation a été concue de sorte a réduire 'inhomogénéité de la taille des voxels
par la regle 4.1 ii). La taille des voxels varie cependant en fonction des différentes
couronnes de la discrétisation dans une tranche mais la regle donnée nous assure
que les tailles radiales et tangentielles sont toujours plus petites ou égales a la
profondeur des voxels, qui est fixe. Ceci implique que la densité de voxels sur
certaines couronnes est plus élevée que ce qu’elle serait avec une grille de voxels
cubiques, mais le nombre total de voxels est approximativement le méme puisque
le champ de vue reconstruit est plus petit : ¢’est un cylindre inscrit dans le cube
qui serait le champ de vue reconstruit avec la grille cubique.

Par ailleurs I'inhomogénéité de la taille des voxels est fortement limitée par la
regle de construction de la discrétisation EAR et nous pensons que cette stratégie
est cruciale pour que ’exploitation de la symétrie de rotation soit intéressante.
Une discrétisation polaire simple de I'espace, avec des voxels placés a angles
égaux sur chaque couronne, donnerait lieu a un suréchantillonnage important
au centre de chaque tranche. Ce point n’est pas discuté dans le travail de Hebert
et al. [26] alors que la taille des voxels augmente - et la résolution est divisée -
d’un facteur n entre la premiere couronne (au centre) et la n®™¢ couronne.

La comparaison des résultats obtenus par la méthode EAR avec une recons-
truction faite sur une grille cubique ne montre pas de diminution significative de
la résolution spatiale, tandis que les temps de calcul ainsi que I’espace mémoire
utilisé diminuent tous deux fortement.

Puisque cette stratégie de calcul repose en grande partie sur I’exploitation de
la symétrie de rotation, nous devrions néanmoins considérer dans quels cas cette
symétrie est brisée et comment réagira la méthode EAR. Bequé et al. [8] ont
caractérisé la géométrie d’acquisition de la TEMP avec collimateur sténopé avec
sept parametres. Dans la situation idéale, supposée jusque-la, seuls la distance
focale F' et le rayon de rotation d sont non-nuls. Le décalage mécanique m, le
décalage électrique e, et e,, inclinaison (tilt) ¢ et U'angle de torsion (twist)
1) sont tous supposés nuls, impliquant une position, trajectoire et détections
sans défaut. Si par contre un ou plusieurs de ces parametres sont non-nuls, cela
aboutit & des différences sur les images de projection par rapport au cas idéal
qu’il nous convient soit de modéliser, soit de précorriger.

Dans cet article [8], les différents parametres, s’ils sont supposés éventuelle-
ment non-nuls sont néanmoins aussi supposés constants durant toute 1’acquisi-
tion, c’est-a-dire pour chaque position prise par le détecteur, conservant ainsi
la symétrie de rotation, quelle que soit la valeur prise effectivement par ces pa-
rametres. Par conséquent, en incorportant ces changements dan ’opérateur de
projection, la factorisation des réponses impulsionnelles ainsi que la symétrie de
rotation peuvent toujours étre appliquées. Seule la symétrie avant/arriere ne se-
rait pas préservée par un angle d’inclinaison ¢ non-nul, tandis qu’un parametre
e, non-nul ne ferait que changer le plan de symétrie.

Lorsque les parametres dépendent de la position angulaire g prise par le
détecteur, la symétrie de rotation est brisée et la méthode EAR ne peut étre
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appliquée qu’a la condition que les projections soient précorrigées. Une telle
précorrection peut étre facilement mise en ceuvre pour m(q), e,(q) et e,(q) car
elle consiste a translater 'image globalement d’un parametre respectivement
—m(q), —eu(q) et —e,(q). De méme, la précorrection de Pangle de torsion v (q)
est une rotation globale de I'image de projection d’un angle —(q). Mais pour
des variations importantes du rayon de rotation d(q) ou de l'inclinaison ¢(q),
I'influence de ces parametres sur la facteur d’agrandissement nous empéche d’ap-
pliquer une précorrection aux projections puisque celle-ci serait différente selon
I’endroit d’ou le photon a été émis. Par conséquent, la méthode EAR ne s’ap-
plique qu’aux détecteurs dont les défauts de rayon de rotation et d’inclinaison
sont faibles (mais néanmoins existant, comme nous ’avons vu concernant le
rayon de rotation).

La factorisation des réponses impulsionnelles gaussienne est une approxima-
tion, Metzler et al. ayant démontré dans [47] que les réponses impulsionnelles
n’étaient pas symétriques et que leur forme dépendait de la position des voxels.
Cependant, la variation globale de la sensibilité du détecteur est prise en compte
dans notre modélisation (voir le point Variation spatiale de la sensibilité para-
graphe 3.4.1).

Concernant Iatténuation enfin, celle-ci doit également suivre une symétrie
circulaire, mais il n’est pas nécessaire qu’elle soit uniforme pour que la réduction
basée sur la symétrie circulaire fonctionne. L’approximation liée a cette contrainte
géométrique sur I'atténuation peut ne pas étre génante, lorsqu’elle s’applique a
un objet cylindrique ou au corps d’un animal, mais est n’est pas un bon modele
lorsque ’objet imagé est plat, comme le fantome faisceau présenté précédemment.
Les distances d’atténuation sont heureusement significativement plus petites
que dans le cas de I'imagerie du corps humain, ce qui rend 'hypothese d’une
atténuation symétrique acceptable, mais il ne serait pas possible par exemple
d’incorporer un modele d’atténuation issu de mesures faites par tomodensi-
tométrie, a moins qu'une approximation symétrique en soit d’abord calculée.
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Troisieme partie

Algorithmique
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Nous avons insisté tout au long de ce travail, sur 'importance que prend la
modélisation lorsque la réponse impulsionnelle du systéme physique d’imagerie
s’éloigne d’une distribution de Dirac. Dans notre cas, en fonction des condi-
tions d’acquisition et notamment de la taille du trou d’entrée du collimateur
sténopé, cette réponse impulsionnelle se modélise correctement par une fonction
gaussienne plus ou moins large et c’est 'introduction de cette fonction de dis-
persion dans le systeme linéaire Ax = b qui permet, au cours de la résolution du
systeme par un algorithme itératif, de réaliser une déconvolution des projections
et de gagner ainsi en résolution spatiale. L’objectif de cette troisieme partie est
de démontrer que 'opération de déconvolution peut étre optimisée en fonction
des fréquences présentes dans I'objet a reconstruire. Nous générerons ainsi une
nouvelle classe d’algorithmes adaptés a la fréquence ou algorithmes FA (fre-
quency adapted). La construction de tels algorithmes, leur étude mathématique
et la démonstration de leur efficacité par des résultats sur fantémes informa-
tiques, physiques et sur ’animal in vivo constitueront plus précisément les points
abordés au cours des chapitres 7, 8 et 9.
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Chapitre 7

Une classe d’algorithmes
adaptés a la fréquence

Tandis que les méthodes analytiques telles que les méthodes de Fourier, de
rétroprojection filtrée ou, en géométrie conique, ’algorithme de FDK [23] ont
été tres populaires dans chaque application conduisant a un probléme de recons-
truction tomographique comme la tomodensitométrie, la TEMP, la tomographie
par émission de positon (TEP) la tomographie optique et d’autres encore jusque
vers le milieu des années 1990, il semble que leur utilisation soit maintenant li-
mitée aux seules applications disposant d’une trés bonne résolution intrinseque,
c’est-a-dire dont la réponse impulsionnelle est proche d’une distribution de Di-
rac. Il est en effet tres difficile, lorsque 1’on incorpore un modele plus complexe
de réponse impulsionnelle dans un opérateur intégral tel que la transformée de
Radon, d’obtenir une formule d’inversion. Par conséquent, ces méthodes ana-
lytiques ne s’appliquent véritablement qu’au « pur » probleme tomographique,
c’est-a-dire celui qui n’implique pas de déconvolution par la réponse impul-
sionnelle, et s’adressent dorénavant essentiellement a la tomodensitométrie (le
scanner X) dont la résolution intrinséque permet effectivement d’approcher la
réponse impulsionnelle par une distribution de Dirac. Pour les autres modalités
d’imagerie, et notamment la TEMP qui nous intéresse ici, un vozel se projette’
suivant une tache, atteignant plus d’un pixel. Chaque image de projection est
donc rendue floue et devrait étre traitée comme telle, en incorporant différents
parametres dans 'opérateur de projection qui modélise le processus de I’émission
des photons, ainsi que leur détection. Nous avons proposé un modele dans le
chapitre 3, reposant sur des réponses impulsionnelles gaussiennes dont les pa-
rametres, notamment la largeur, sont variables selon les voxels considérés. Des
méthodes de reconstruction itératives ne sont alors que des algorithmes itératifs
de résolution du systeme linéaire

Az =b (7.1)

ou A est 'opérateur de projection, = est un ensemble de valeurs inconnues prises
par les voxels dans I’espace a trois dimensions (I’activité pour nous, en TEMP)
et b est ’ensemble des mesures de cette activité dont nous disposons, organisées
sous forme d’images de projection.

1Nous entendons par 13 « les photons émis par un voxel atteignent le détecteur »
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L’immense avantage des méthodes itératives par rapport aux méthodes ana-
lytiques est qu’elles ne dépendant en rien du modele choisi : I’algorithme itératif
résout un systeme linéaire de la méme maniére, que ce systéme soit creux ou
non, que le modele soit tres simplifié ou au contraire tres fidele a la situa-
tion physique sous-jacente. La complexité du modele peut certes affecter les
temps de calcul, mais pas la forme de I'algorithme : ART, SART, CAV ou l'al-
gorithme de gradient conjugué gardent strictement la méme forme quelle que
soit la modélisation. Ainsi nous pouvons dire que les méthodes itératives sont
aveugles a la complexité du modele, ce qui représente a notre sens, un avantage
déterminant dans le choix que nous avons fait de les utiliser.

Si la croissance exponentielle de la puissance de calcul du matériel infor-
matique rend ces méthodes itératives de plus en plus applicables, ramenant
les temps de calcul a quelques minutes ou autorisant des reconstructions sur
des grilles composées d'un nombre de voxels autrefois inaccessible, certaines
questions restent ouvertes et bénéficient de larges efforts réalisés dans le cadre
général des problemes inverses, et d'un échange continu entre la théorie et les
applications.

Les études actuelles qui concernent ’emploi des algorithmes itératifs en re-
construction tomographique touchent ainsi a l'accélération d’algorithmes exis-
tant (comme l'algorithme CAV de Censor et al. [12] qui est basé sur 1’algorithme
de Cimmino [17] mais l’accélere notablement), ou aux propriétés de convergence
des algorithmes, notamment dans le cas de systemes mal posés, c’est-a-dire
n’admettant pas une unique solution. Le choix du meilleur algorithme parmi
ceux cités au chapitre 2 par exemple (algebraic reconstruction technique (ART)
[24], simultaneous algebraic reconstruction technique (SART) [3], expectation
mazimization (EM) [38] ou le gradient conjugué pour les principaux), différents
types d’implémentation (sequentiel (Seq), simultané (Sim) ou itératifs par blocs
(BI)), la régularisation ou le choix du parametre de relaxation (voir [13] pour
les détails) constituent autant de sujets qui sont encore d’actualité.

Mais quel que soit ’algorithme employé, tous ceux qui se sont tournés vers
ces méthodes itératives en tomographie ont constaté que les hautes fréquences
(les détails) étaient reconstruites apres les basses fréquences. Dans le cas d’objets
aux détails fins, un nombre important d’itérations doit étre calculé pour obtenir
la précision nécessaire sur I'image reconstruite, ¢’est-a-dire une précision rendant
compte des détails jugés importants par le consommateur de I'image. Le choix
d’un algorithme mais aussi de son implémentation, de la maniere dont il est
régularisé le cas échéant ou de son parametre de relaxation a certainement une
influence sur ses performances, notamment sa vitesse de convergence, mais le fait
demeure que les itérations doivent étre multipliées pour parvenir a reconstruire
I’ensemble du spectre fréquentiel, les hautes fréquences n’apparaissant qu’apres
les moyennes et les basses.

Certaines idées pour la compréhension de ce phénomene peuvent étre trouvées
chez Norton [51] mais seulement dans un cadre de géométrie intégrale, c’est-a-
dire de méthodes analytiques, impliquant une réponse impulsionnelle ponctuelle,
et par conséquent fort éloigné de notre contexte.

Dans ce chapitre, nous proposons un moyen d’accélérer la convergence de
certaines méthodes itératives, dans le cas spécifique de la reconstruction tomo-
graphique d’objets possédant des détails fins mais dont les images de projection
ont été acquise par une technique ayant une réponse impulsionnelle relative-
ment large : la TEMP. Pour ce faire, nous basons ces algorithmes sur 1'uti-
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lisation d’un opérateur de rétroprojection incomplet, n’exploitant, pour l’esti-
mation de la valeur d’un voxel donné, que certaines des mesures disponibles.
Ceci peut étre formulé comme une pondération de chaque correction df ; du
voxel j par 'équation i durant la k®™¢ itération avec des poids wf ; tels que
Do wi-fj = 1 pour tout j et k et la condition de rétroprojection incompléte :

k

w,;

i; = 0 pour certains ¢, méme si A; ; # 0 (7.2)

qui, & notre connaissance, n’a pas été discutée jusque-la dans l'utilisation d’al-
gorithmes itératifs pour la reconstruction tomographique.

Nous commencerons par expliciter la condition de rétroprojection incomplete
de maniere telle qu’elle permette 'accélération attendue et décrivons la formu-
lation d’un algorithme FA qui inclut cette condition, en nous basant sur ’algo-
rithme SART qui devient alors I'algorithme FA-SART. Nous évoquons ensuite
en quoi cette condition devrait permettre 1'accélération de la convergence en
mettant a jour les voxels a partir des mesures les plus pertinentes et nous dres-
sons enfin un parallele avec certains algorithmes reposant sur des projections
successives sur des ensembles convexes (les méthodes POCS, projection onto
convez sets).

7.1 Construction d’un algorithme adapté a la
fréquence

Nous nous concentrons a présent sur les seules techniques qui conduisent
a des images obtenues avec une réponse impulsionnelle « large », c’est-a-dire
ne pouvant étre modélisée de facon adéquate par une distribution de Dirac,
comme la TEMP, qui illustrera ici tous nos propos. Il faudra néanmoins garder
a esprit que les algorithmes que nous allons construire s’appliquent en premier
lieu a la résolution d’un systéme linéaire et que par conséquent, ils ne sauraient
s’appliquer qu’a la seule imagerie TEMP, mais nous laisserons aux utilisateurs de
méthodes itératives pour d’autres techniques d’imagerie possédant une réponse
impulsionnelle large, le soin d’appliquer les méthodes présentées ici.

Concernant la TEMP, le nombre de processus et de parameétres pris en
compte dans la modélisation est la source de développements constants. Les
aspects géométriques appliqués au détecteur mais aussi aux entités abstraites
comme la taille et la forme des voxels, la connaissance de la physique de détection
(résolution intrinseque, efficacité), celle du collimateur (coefficient d’atténuation
du matériau utilisé, pénétration sur les bords) sont maintenant souvent pris en
compte (voir le chapitre 3) et le sont d’autant plus lorsque la technique est des-
tinée a faire de 'imagerie du petit animal pour laquelle la résolution spatiale
devient critique, étant donnée la taille des organes du rat ou de la souris.

Le modele choisi incorpore donc généralement le fait que la réponse impul-
sionnelle ne soit pas réduite a une masse de Dirac, c’est-a-dire, dans sa version
discrete, que les photons émis par un voxel donné v; atteignent bien plus d'un
pixel sur le détecteur. Ceci apparait dans les coefficients de la matrice de pro-
jection A, dans laquelle le coefficient A4; ;,i=1,...,M et j =1,..., M contient
la proportion de photons émis par le voxel v; qui atteignent le pixel b;. Repre-
nant les notations des chapitres précédents, c’est-a-dire décomposant le systeme
linéaire 7.1 en une série de P systemes correspondants a autant d’images de
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projection, nous avons a trouver x, solution ou meilleure solution approchée
de :

Alg = b1 q=0,...,P—1 (7.3)

ot A? est un bloc de la matrice A de taille K x N ou K = M /P, ne contenant
que les lignes des indices de pixels appartenant & la ¢°¢ image de projection et
b? est un bloc du vecteur de données b ne contenant que les valeurs des pixels
appartenant & la ¢°¢ image de projection.

Dire qu'un voxel se projette sur plusieurs pixels revient a dire que les co-
lonnes des matrices A9 contiennent plus d’un coefficient non-nul. Nous avons
modélisé les projections des voxels, de méme que les réponses impulsionnelles,
par des gaussiennes, ce qui est un choix courant en imagerie, méme si d’autres
auteurs on proposé des modeles plus élaborés, et ce particulierement en image-
rie TEMP avec collimateur sténopé (voir Metzler et al. [47]). Dans cette partie,
nous parlerons indistinctement de « projections des voxels » et de « réponses
impulsionnelles » dans la mesure ol notre propos concerne le cas ou les unes
comme les autres ne peuvent étre réduites a des masses de Dirac. Nous ren-
voyons a la section 3.4.2 pour la distinction précise entre ces deux termes et le
lien qui les unit.

Quel que soit le modele de projection adopté, nous voyons qu’un voxel se
projettera donc sur plusieurs pixels, ce qui ajoute une étape de déconvolution
au probleme purement tomographique, qui consiste & retrouver un objet 3D a
partir de projections 2D. Les réponses impulsionnelles sont malheureusement
spatialement dépendantes; un point situé proche du trou d’entrée du collima-
teur aura une projection plus large qu'un point situé plus loin et ceci nous
empéche de procéder a une étape préliminaire de déconvolution des projections
2D avant d’utiliser une formule d’inversion analytique, dérivée de I'inversion de
la transformée de Radon. Par contre, la déconvolution sera automatiquement
effectuée en résolvant simplement le systéme linéaire 7.1, du moment que la
réponse impulsionnelle apparait dans les colonnes A(.I’ ; des matrices A1, Les co-
efficents de ces matrices sont supposés positifs ou nuls, ce qui est réaliste en
TEMP et simplifie les notations, mais il est tout & fait envisageable d’appliquer
ce que nous allons exposer & des systemes linéaires dont certains coefficients
seraient négatifs.

L’idée de la condition de rétroprojection incompléte évoquée dans l'intro-
duction, est de mettre a jour la valeur des voxels seulement a partir des mesures
les plus significatives. Pour expliciter cette idée, nous partons de 'exemple de
I’algorithme SART dont 'itération s’écrit :

M k
x;k+1) _ x§.k) + M)\ Z bi ]\EACU( ))lAi,j (7.4)
YimiAig o 2 Aig
ol k € N est 'indice de l'itérée, j = 1--- N est l'indice du voxel et : =1--- M
est I'indice du pixel de sorte que z*) € RN pour tout k, b € RM, A est une
matrice M x N qui modélise la projection et \ est le parametre de relaxation.
Cette équation peut étre réécrite sous une forme matricielle présentée par Jiang
and Wang [35] (7 représente la transposée d’une matrice ou d’un vecteur) :

2D = 20 L AV AT (b — Az (7.5)
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avec V = diag( une matrice diagonale N x N et W = diag(

s a—) o)
Sl Ai Sl A
une matrice diagonale M x M. Nous supposons aussi que les conditions

M
ZAZ-J- # 0 pour tout j (7.6)
i=1
et
N
Z A; j # 0 pour tout ¢ (7.7)
j=1

sont respectées.

Une maniere de comprendre ce que cet algorithme réalise est de considérer
une version itérative par blocs de I’équation (7.4), avec des blocs réduits & une
seule équation. Bien qu’elle puisse paraitre antinomique avec le terme simultané
qui apparait dans SART, une telle version de I’algorithme, écrite sous une forme
séquentielle, rentre dans le cadre de 1’analyse présentée dans [15] par Censor et
Elfving. Pour I’écrire, nous nous ramenons & peu pres aux notations qui sont
celles de Censor et Elfving pour séparer le systeme Az = b en blocs d’équations.
Ce travail faisait suite chez eux a la présentation de l’algorithme CAV [12] que
nous avons rencontré au chapitre 2 (algorithme 2.6).

Soit alors T le nombre de blocs et, pour t = 1,2,--- T, soit le bloc d’indices
By € {1,2,--+ , M} un sous-ensemble ordonné de la forme By = {11, 15, , iy}
ou M(t) est le nombre d’éléments de B;. Pour t = 1,2, , T, soit A; la matrice
formée par les lignes {4; o} de A dont les indices appartiennent au bloc B :

Alﬁ,o
Al’é,o
At = .
Al?w(t)v'
Le vecteur b est partitionné de la méme facon, b* étant I’élément de b dont
les indices appartiennent au bloc By :

byt
M (t)

Posant enfin A7 la j™¢ colonne de Ay, Péquation (7.4) devient :

M(t(k)) pt(F) _ (k)
Gen _ o, LA <A 2>

x -
’ oA L

Ay (7.8)
i=1 H Alﬁ(k),. Hl R

Dans notre cas, c’est-a-dire pour une écriture séquentielle de ’algorithme,
nous posons T' = M et pour chaque ¢, By = {t}. L’équation (7.8) se simplifie
alors notablement puisqu’alors A; = A; o tandis que b" se réduit a by, obtenant :
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bty _ k), bim < Aie, ) >4
BT T ALT A i

. Aiy .- R o .
Le quotient =2 doit encore étre clarifié si A; ; = 0. Puisque nous ne voulons
7

pas que la valeur du voxel j soit changée par la @
définissons simplement

eme

équation si A; ; = 0, nous
J )

Ai’j L 1 si Ai)j >0
A, . ] 0 sinon

,J
D’ou la forme séquentielle de 'algorithme SART, écrite composante par com-
posante :

bi— < Aje,z®) >
k+1 k i 0,0
i =a 4+ A
J ’ ” Ai,' Hl

Appliquant cet algorithme sous la forme matricielle de I’équation (7.5), avec

1a,,50 = Pi(z™);. (7.10)

-Pi(l'(k))l
2D — Pi(x(k)) = Pi(m.(k))Q
Pi(x&k)) N
il est facile de vérifier le résultat suivant :

PROPOSITION 7.1 Sile paramétre de relaxation A vérifie A = 1, la nouvelle
itérée xFtl = Pi(aF) = (Pi(:vk)l,...,Pi(xk)N)T est la projection de x* sur
Uhyperplan H; = {x e RN/ < A; o,x >=b;}

Preuve La version séquentielle de la forme matricielle de 'algorithme SART
donnée dans I’équation (7.5) est, avec A =1 :

D) = 20 L VATW (b— < A0, 2® >) (7.11)

avec V = diag(4>—) une matrice diagonale N x Net W = diag(ﬁ) une
o N A

matrice diagonale M x M. On a donc :

Pz(l‘k)

x® 4 VAZ,W(bi— < Aje, x> (7.12)
)T (bl— < Ai’.,.’lf(k) >)
[ Aie [l1

= 2™ 4+ (14,50, 14, x>0 (7.13)

Projetant P;(z*) sur 1’équation i, on obtient :

< Aiy., PZ(ZJQ) >

F@—<&mﬂﬂw

= < Ai7.’x(k) + (1Ai,1>07"'71Az‘,N>0 || A, ”1 > (714)
Aie
= <Ajea® > +”A’7H1(bi— < Ajo,z®) >) (7.15)
i, ||1
— b O (7.16)
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Ceci constitue notre point de départ pour un algorithme adapté a la fréquence,
basé sur SART. La condition de rétroprojection incompléte que nous voulons
poser nous demande la définition suivante.

DEFINITION 7.1.1 Soit P le nombre de projections acquises et A la matrice
de projection, composée des blocs A°, A, ..., AP~ Pour 0 < p < 1 et pour
chaque 0 < g < P — 1, la matrice de rétroprojection incompléte de A? de seuil
p est définie par

AP . A;‘I,j 81 Aq > p. || A3, j llos
' 0 smon

de sorte que A?P ne garde dans chaque colonne que les coefficients de AY
supérieurs a p fois le maximum de la colonne. La matrice de rétroprojection

incompléte AP de A est alors la concaténation des blocs AP, AP .. . ADP.
Nous définissons alors les matrices V* := diag(z A )) et WP = diag(zN a7 ).
Nous obtenons ainsi, suivant ’équation (7.5) l’iteratlon suivante :
2D = 2B L AP APT WP (b — Azx®) (7.17)

De méme que pour 1’équation (7.5), nous définissons la forme séquentielle de
cette itération comme :

bi — Apl’k i
2y =af + AHfi’-JllglAf‘po = Pl (z®);. (7.18)

La méme proposition peut alors étre établie pour cette itération que précédemment,
pour la forme séquentielle de I’algorithme SART. Posant cette fois :
PP(x),
PP (xR
2D — pP(p)y = P (@))2
i .
PP (™)

on a :

PROPOSITION 7.2 Sile parameétre de relaxation A vérifie A = 1, la nouvelle
itérée z* 1 = PP (a%) = (Pf(2%)1,..., Pip(mk)N)T est une projection de x* sur
Uhyperplan H; = {x e RN/ < A; o,x >=b;}

Preuve Posant A = 1, 'itération 7.18 a la forme matricielle :

gD = 2B L e (APYTWP (bi— < Ao, 2®) >) (7.19)
avec VP = dlag(Ap -) une matrice diagonale N x Net W* = diag(zN a7 ) une
matrice diagonale M x M. On a donc :

PP(a*) = 2+ vP(AL )TWP(bi— < Aje, 2™ >) (7.20)
bi— < A; .7$(k) >
= l'(k) + (1Af,1>07~..71Af7N>0)T( || Ap’ Hl ) (721)
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Projetant Pf(z*) sur I'équation i, on obtient :
< Ao, PP(2F) >

T(bi_ < Ai,,,l‘(k) >)

= < Aiea® 4 (Lag s0s o Tag 50 T 7
AP
= b O (7.24)

REMARQUE 7.1 Les opérateurs P; et P sont tous les deuz des projecteurs
sur Uhyperplan H; = {z € RN/ < A; o,x >= b;}, mais P! posséde également la
propriété de projeter tout élément x de RN dans le sous-espace affine de RN :

QF = {z e RN /PP(x); = 2, pour tout j/A;; < p. || Ae; |loo} (7.25)

projetant donc litérée sur CF := H; N QF, qui est un sous-ensemble fermé de
RN . Ceci pourrait pousser a analyser les propriétés de Ualgorithme proposé dans
le cadre des méthodes de projection sur des ensembles convexes, dont font partie
les algorithmes de Cimmino ou CAV. Nos outils d’analyse ont cependant été
autres, compte tenu de la forme particulére que prend l’ensemble convexe Cf.

7.2 L’algorithme FA-SART et sa version par blocs

Nous voulons maintenant considérer le schéma de ’équation (7.18) dans le
cadre naturel de l'algorithme, qui a par nature une forme simultanée. Nous
changeons donc l'itération originale de l’algorithme SART pour y inclure la
condition de rétroprojection incomplete et obtenons :

ALGORITHME 7.1 (FA-SART)

M

A b; — (Azh);
E+1 _ k ¢ L AP
T ey E N Ai,j
Zi:l Az‘p,j i=1 ijl Aé),j

Il est important de remarquer que seules les opérations de rétroprojection
utilisent la matrice A? de la définition 7.1.1. Les schémas d’algorithme itératifs
reposent tous plus ou moins sur ’alternance de deux étapes. La premiere est la
mesure d’une différence entre les données mesurées (le vecteur b) et 'opérateur
qui modélise le probleme appliqué & 'itérée courante (le vecteur Az(*)) et la
seconde est la mise a jour de l'itérée par une matrice de correction (en to-
mographie, une matrice de rétroprojection) appliquée & la différence mesurée
(voir le schéma de la figure 5.2). La matrice A” n’intervient donc que dans
cette deuxieme étape, la matrice qui modélise le probleme se devant de rester
le modele original et donc la matrice A.

Pour la version itérative par blocs, plutot que de rester dans le cas général
proposé par Censor et al., nous nous restreignons au cas de blocs composés
d’une image de projection qui est le cadre naturel de 1’algorithme, puisqu’il
repose sur le seuillage des matrices de projections pour chaque position prise
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Fig. 7.1 — Le cone de rétroprojection original correspondant & un pixel b; et
composé des voxels v; tels que A;; > 0 (en gris clair) est remplacé par un
ensemble de voxels tels que A; j > p. || A |loo (en gris foncé), devenant ainsi
moins large.

par le détecteur. Les notations sont ainsi plus simples que celles introduites pour
I'équation (7.8) de l'algorithme SART dans sa version itérative par blocs. Nous
reprenons ainsi les notations qui nous ont servi au chapitre 5, pour I’équation
(5.7)

Pour une image de projection correspondant a la ¢ position du détecteur,
q=0,...,P—1, la matrice de projection est notée A? et les pixels sont notés
b, i =1ii,...,i% ou K = M/P est le nombre de pixels dans une image. Nous
utilisons alors, dans les opérations de rétroprojection uniquement, les matrices
A%P de la définition 7.1.1. L’itération FA-SART dans sa version itérative par
blocs est alors :

eme

ALGORITHME 7.2 (BI FA-SART)

-q

1K k

)\k bi — (Aqx )’A‘?’E’
e 40P Z SN Are

Zi:yf 1,5 1=i{ Jj=1*",j

k+1 _ .k
x5 —xj+

pour g variant cycliquement de 0 & P — 1.

Cet algorithme réalise une rétroprojection qui se caractérise géométriquement
par un cone de rétroprojection moins large que celui de I’algorithme SART (voir
la figure 7.2).
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Chapitre 8

Propriétés des algorithmes
adaptés a la fréquence

Nous avons développé au chapitre précédent une nouvelle version de 1’al-
gorithme SART destinée a résoudre le probleme, fréquemment évoqué dans la
littérature consacrée au sujet, de la lente reconstruction des hautes fréquences
par les méthodes itératives en tomographie. Nous avons alors proposé une condi-
tion de rétroprojection incomplete, qui implique que les valeurs des voxels sont
estimées a partir des seules mesures les plus significatives, c’est-a-dire pour les-
quelles le coefficient de la matrice de projection A dépasse un certain seuil.
Cette condition peut étre appliquée a d’autres algorithmes que SART mais nous
nous concentrons sur 'algorithme SART adapté a la fréquence (FA-SART) pour
étudier en quoi cette adaptation permet une accélération de la reconstruction
des hautes fréquences. Nous rappelons également que nous proposons cet algo-
rithme dans le cas de techniques d’imagerie possédant une réponse impulsion-
nelle large, ne pouvant étre réduite a une distribution de Dirac, et impliquant
donc une déconvolution des projections au cours de la reconstruction tomogra-
phique.

Nous allons voir dans ce chapitre en quoi le remplacement de la matrice
A par la matrice A? dans les opérations de rétroprojection peut occasionner
l’accélération attendue, avant d’étudier la convergence de I’algorithme FA-SART
sous certaines hypotheses.

8.1 Accélération de la déconvolution

Les systemes d’imagerie par tomographie en général et la TEMP en particu-
lier ne peuvent pas étre considérés comme linéaires et invariants par translation
(LIT ou LSI en anglais pour linear and shift-invariant). Ils ne sont en réalité
ni linéaires, pour les raisons évoquées au chapitre 3, le volume a reconstruire
interagissant avec lui-méme compte tenu des phénomenes d’atténuation notam-
ment, ni invariants par translation, la réponse du détecteur étant dépendante de
I’éloignement du point considéré. Des modeles linéaires sont cependant utilisés -
notamment dans tout ce travail de these - et représentent une bonne approxima-
tion du probleme, tandis que dans cette section, nous détaillerons ’accélération
obtenue sur la reconstruction des hautes fréquences dans des plans paralléles au
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détecteur, et pour lesquels nous considérons les réponses impulsionnelles comme
étant les mémes, a un facteur d’amplitude prés. Nous nous replagons donc, pour
cette analyse, dans le cadre d’un probleme LIT.

Nous avons mentionné déja a plusieurs reprises que le défaut des méthodes
analytiques était leur inaptitude a prendre en compte la réalité des réponses
impulsionnelles. Or le probleme que nous avons a résoudre est en quelque sorte
double : la reconstruction tomographique « pure », c’est-a-dire la désambiguisa-
tion des images de projection mais aussi la déconvolution de ces mémes images
de projection, par rapport aux réponses impulsionnelles. Or tandis que les
méthodes analytiques ne peuvent prendre en charge cette opération et que les
méthodes de déconvolution aveugle seraient inadaptées dans ce probleme tomo-
graphique, la déconvolution est automatiquement accomplie par toute méthode
itérative qui inclut un modele de réponse impulsionnelle dans la matrice de
projection A puisque la différence b — Az®) tend vers zéro lorsque le nombre
d’itérations augmente.

L’algorithme SART nous permet de donner un apergu de la maniére dont
marche la déconvolution. A partir d’une itération de la forme séquentielle, déja
vue au chapitre précédent (équation(7.9)) :

bi— < Ai7., (k) >
| Ao lln
bi—<Ai7.,ka>

[1A: o [lx
Dans sa forme « normale », ¢’est-a-dire simultanée, SART met & jour le voxel j &

partir d’une combinaison convexe de corrections d; ;, auxquelles correspondent
respectivement les poids w;; = A; ;/ > ; Aij :

LD

J :x;k)+>‘

1Ai,j>0 (8.1)

nous obtenons la correction d; ; = 14, ;>0 du pixel i pour le voxel j.

M k
k+1 k A bi — (Az");
aith = ok > Aij (8.2)
J J ZM A ZN A
i=1 40 =1 Z2uj=14%]

Ici, la combinaison convexe suit la forme de la réponse impulsionnelle, ce qui
s’accorde avec I'idée intuitive qui consiste & donner a la correction d; ; un poids
proportionnel au coefficient A; ;. A notre connaissance, tous les algorithmes avec
une correction additive utilisés en tomographie ont la propriété d’avoir w¥ ;>0
du moment que A; ; # 0, ce que nous appelons la condition de rétroprojection
complete. L’adaptation de la méthode de Cimmino par Censor et al., qui consiste
a remplacer une projection orthogonale de I'itérée sur ’espace

H, = {l’/ < AL.,I‘ >= bz}

par une projection oblique conserve également cette contrainte puisque la pro-
jection obtenue minimise une norme définie par une matrice définie positive.
La pondération qui apparait dans I’algorithme SART présente au moins trois
avantages : premierement, le bruit qui existe sur les images de projection est
réduit par le fait que le voxel est estimé & partir d’'une moyenne pondérée sur
plusieurs mesures, deuxiémement, seules les mesures correspondant aux coeffi-
cients non nuls de la matrice A sont utilisées, ce qui garantit une convergence
relativement rapide par rapport a l’algorithme de Cimmino par exemple pour
lequel les poids sont tous égaux a 1/M, méme si A; ; = 0. Troisiemement enfin,
les poids de I’algorithme SART correspondent aux valeurs de la réponse impul-
sionnelle normalisée, ce qui attribue un poids faible aux mesures affectées d’une
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FiG. 8.1 — Chevauchement entre les réponses impulsionnelles de voxels proches.
La zone en gris foncé est utilisée pour reconstruire la valeur z; mais aussi ;44
(et toutes celles entre les voxels j et j + 4), conduisant & une reconstruction
lissée lorsque seules quelques itérations sont calculées.

statistique faible. Néanmoins, ces bonnes propriétés n’empéchent pas SART de
souffrir du méme probleme que les autres algorithmes, c’est-a-dire la lente re-
construction des hautes fréquences, et nous pensons qu’il est da a la condition
de rétroprojection complete.

Ce probleme est illustré par la figure 8.1, ou les pixels indiqués en gris foncé,
correspondant a une zone de chevauchement de plusieurs réponses impulsion-
nelles, sont utilisés pour mettre a jour plusieurs voxels. Cet ensemble de me-
sures communes lisse la nouvelle estimée suivant des plans paralleles a celui du
détecteur.

La question qui se pose, apres 'introduction de 'algorithme FA-SART au
chapitre 7 est donc : quel gain pouvons-nous espérer lorsque nous estimons les
valeurs des voxels seulement a partir des mesures correspondant aux sommets
- plus ou moins larges - des réponses impulsionnelles 7 Nous avons mentionné
en effet que l'estimation de la nouvelle valeur d’un voxel a partir de plusieurs
mesures nous permettait de réduire le bruit. La réponse que nous apportons est
que nous avons affaire & un bruit haute fréquence et qu’il est par conséquent
lentement reconstruit, comme [’ensemble du spectre hautes fréquences. 1l est
a ce sujet recommandé d’arréter les itérations a partir d’'un certain moment,
avant que le bruit ne soit reconstruit. En dépit de la convergence théorique des
algorithmes utilisés en tomographie, il est en effet connu que la norme de la
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différence entre l’estimée et la solution décroit durant les premieéres itérations
avant d’augmenter et de diverger lentement & mesure que le bruit apparait dans
la reconstruction. Par conséquent, tout le probleme de la convergence empi-
rique d’un algorithme dépend de ce que nous estimons étre la limite entre les
fréquences de 'objet a reconstruire et celles du bruit. La figure 8.2 montre les
deux principales situations qui peuvent survenir, une réponse impulsionnelle
étant donnée : I'objet & reconstruire f, supposé plat dans les deux cas, c’est-
a-dire compris dans un plan parallele au détecteur, peut étre composé d’une
structure relativement large et homogene (a), dont la projection b couvre un
grand nombre de pixels et est dégradée par un bruit haute fréquence €. Dans ce
cas, le lissage induit par la condition de rétroprojection complete de I’algorithme
SART est utile pour éliminer le bruit sur la nouvelle estimée f et la reconstruc-
tion peut ne prendre que quelques itérations. Mais la structure f peut aussi
bien présenter des détails fins, c¢’est-a-dire de la méme taille ou plus petits que
la réponse impulsionnelle (b). Sa projection b est & la fois lissée par une réponse
impulsionnelle large et dégradée par un bruit haute fréquence e. Dans ce cas,
la rétroprojection de b selon 1’algorithme SART lisse encore la nouvelle estimée,
de sorte que le bruit est fortement réduit, mais les hautes fréquences « impor-
tantes », celles qui font partie des structures de ’objet, sont également réduites.
A Tlinverse, la rétroprojection incompléte de FA-SART permet de conserver la
trace des hautes fréquences dans la nouvelle estimée f .

Notre hypothese est alors que pour des structures présentant des détails fins,
I'estimation des valeurs des voxels & partir des mesures les plus significatives des
réponses impulsionnelles s’accorde mieux avec la présence de détails.

Pour formaliser cette idée, nous avons besoin de formuler en premier lieu
certaines hypotheses sur nos images de projection :

HYPOTHESES 8.1

i) Les images de projection sont a bande limitée

it) Le spectre des images de projection peut étre divisé en deux intervalles dis-
joints de la forme [0, fuax])U[Mmin, Pmax], 0U le premier intervalle est le spectre
de la projection de l'objet f sans le bruit et le second couvre les fréquences
relatives au bruit haute fréquence

Ces hypotheses sont réalistes dans la mesure ou le bruit haute fréquence
peut généralement étre dissocié de la projection de I'objet sur les images de
projection acquises, notamment en TEMP et en TEP.

Ainsi, une bonne reconstruction devrait pouvoir retrouver le premier inter-
valle du spectre, tout en éliminant le second.

Cependant, pour une image de projection correspondant a la ¢ position
du détecteur, ¢ = 0,..., P — 1, la matrice de projection étant notée A7 et les
pixels étant indicés par b;, i = i{,...,i% ot K = M/P est le nombre de pixels
dans une image, l'itération SART dans cette version itérative par blocs est :

eme

,L'(I
. XK: g _N(Aqu)iA‘? :
X q %,]
Y Al T XAl
pour g variant cycliquement de 0 a P — 1.

Nous ne considérons pour le moment que la maniere dont un plan pa-
rallele au détecteur est reconstruit, comme dans les figures 8.1 et 8.2. On pose

it = xf +

’ (8.3)
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b=f*xg+e
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FiG. 8.2 — Comparaison des deux cas exemplaires. Dans le premier cas, un profil
a été mesuré, correspondant a la projection d’une structure f large et relati-
vement homogene avec une réponse impulsionnelle g et un bruit € (a). Dans le
second cas, le profil mesuré correspond a la projection d’une objet f possédant
des détails fins, c’est-a-dire de taille égale ou inférieure & la réponse impulsion-
nelle (b). Sur la figure (a), utiliser toutes les mesures discrétes de la réponse
impulsionnelle pour 'estimation de la valeur des voxels, comme dans l'algo-
rithme SART, conduit & une nouvelle estimée f lissée ce qui réduit la présence
du bruit qui resterait présent dans ’estimée obtenue & partir de ’algorithme
FA-SART ((a), en bas). Sur la figure (b), des hautes fréquences « importantes »
disparaissent sur la nouvelle estimée f du fait du lissage produit avec 'itération
SART et davantage d’itérations seront nécessaires pour obtenir une reconstruc-
tion adaptée a I'objet. A I'inverse, l'itération FA-SART préserve les détails de
la nouvelle estimée f ((b), en bas).
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b —(Az");
di = Zj-vil Ai,)j
projection mesurée et la projection estimée, corrigée par un masque d’intensité,
c’est-a-dire divisée par la contribution de tous les voxels a un pixel donné. Ce
masque d’intensité peut étre constant, comme c’est la cas en TEMP avec colli-
mateur parallele, ou avoir une variation angulaire avec un collimateur sténopé,
mais dans tous les cas, ses variations sont lentes relativement a celles de I’objet
imagé. La quantité fi.x de 'hypothése 8.1 ii) est donc supposée s’appliquer &
(di)i=1,...,m comme elle s’applique & (b;);=1,... am et l'itération SART devient

pour ¢ = 1..., M qui est la différence en chaque pixel entre la

N
k+1 _ .k 7§ d: A% . 8.4
.’[7] L +Zquq Aq.i:iq 1, ( )
=1 "] 1

-q
4 : : f ok Y Y
Les réponses impulsionnelles normalisées G ; = A;; / Zi:“{ A

1,77
mémes pour tous les voxels situés sur un méme plan parallele au détecteur
puisque leur largeur, calculée par Uopérateur A, défini au chapitre 3 (définition
3.4), ne dépend que de la coordonnée y le long de la normale au détecteur. La lar-
geur constante des réponses impulsionnelles sur un plan parallele au détecteur a
aussi été montrée expérimentalement par Habraken et al. [25] en TEMP avec col-
limateur sténopé. Ces réponses impulsionnelles normalisées sont donc les trans-
latées d'une unique fonction (discrete) G9. Posant d¥ = (dya, . .., d;s_), I'itération
SART prend la forme d’une convolution :

i sont les

x?“ = z¥ 4+ \(d? G)(hY) (8.5)
q

ou h; est le centre de la projection du voxel j sur le plan du détecteur a la
position ¢, calculé par 'opérateur A;, de la définition 3.6.
Avec une réponse impulsionnelle modélisée par une gaussienne

*) 1 —t2
= ——exp| —
g oV 2w P 202
de variance o2, modele que nous avons adopté dans tout ce travail, la convolution

d’une fonction 1D d(t) avec g(t) correspond & un filtrage passe-bas de f avec un
filtre gaussien de variance 1/0? puisque l'on a :

F(dxg)(&) = F(d)-F(9)(E) (8.6)

Fa) e () (5.7
= . X .
V2T %

Ce filtrage passe-bas n’est pas a support borné, ce qui explique que les
hautes fréquences finissent par étre reconstruites, mais il est connu que plus
de 95% de l'intégrale d’une distribution normale est comprise dans un intervalle
[-2/0;2/0], confirmant que les hautes et méme moyennes fréquences dispa-
raissent rapidement et que par conséquent, leur reconstruction puisse demander
beaucoup d’itérations. La quantité critique est donc :

K = 0 fmax (8.8)

dont l'ordre de grandeur détermine si oui ou non 'algorithme SART est adapté
a la reconstruction de l'objet. Si p > 2 par exemple, c’est-a~dire si frax est
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plus grand que deux fois I’écart-type, la reconstruction de l'objet par ’algo-
rithme SART sera lente et demandera beaucoup d’itérations avant d’arriver a
un résultat qui rende compte des détails de I'objet f.

Dans ces conditions, la solution la plus simple consiste a élargir le filtre passe-
bas, ce que nous faisons en convoluant notre image de différence d? avec une
fonction moins large dans le domaine spatial. Nous pourrions pour cela utiliser
une fonction gaussienne avec une variance plus petite mais nous avons trouvé
plus simple de tronquer la réponse impulsionnelle gaussienne, définissant ainsi
I’algorithme FA-SART tel qu’il a été construit au chapitre 7.

Nous démontrons ainsi que le fait de changer le filtrage de 1’équation 8.5,
en remplagant la réponse impulsionnelle normalisée par sa tronquée permet
d’accélérer le reconstruction des hautes fréquences en diminuant 'effet de lis-
sage sur des plans paralleles au détecteur, résultat que nous avons obtenu en
une dimension mais qui est aisément transposable en deux dimensions. Enfin,
puisque le détecteur décrit une courbe autour de ’objet - généralement un cercle
ou un arc de cercle -, ce gain en résolution sera obtenu dans ’ensemble des di-
rections paralleles au détecteur et sera donc isotrope.

8.2 Convergence de I’algorithme FA-SART

Puisque I'algorithme FA-SART a été concu pour accélérer seulement la re-
construction des hautes fréquences, il serait sans doute infructueux de donner
une idée de ses performances par une analyse asymptotique : pour certains ob-
jets, laccélération sera notable par rapport a SART et pour d’autres non. Nous
verrons dans les exemples et la discussion du chapitre 9 sous quelles conditions
nous gagnons a utiliser 'algorithme FA-SART et comment 'utiliser, notamment
en fonction du parametre de seuillage de la réponse impulsionnelle p. Nous don-
nons néanmoins ici une preuve de sa convergence sous certaines hypotheses,
suggérée par un relecteur anonyme de la revue International Journal of Biome-
dical Imaging, au cours du processus d’édition de notre article [33].

Nous rappelons que l'algorithme FA-SART, dans sa version simultanée, cal-
cule 'itération :

M

A b; — (Azh);
k+1 _ _k i igp
it =g 4 E AP (8.9)
J J M N i
Vi AL S Y= AL
ou AP est la matrice composée des blocs A?* correspondants aux opérateurs
de projection pour chaque position ¢ du détecteur, ¢ = 0,...,P — 1, dont les

colonnes ont été seuillées en mettant a zéro les coefficients A; ; inférieurs a p
fois le maximum de la colonne (A7 ;) (voir la définition 7.1.1).
La version matricielle de FA-SART s’écrit :

g * D = 20 L ye(An)TWe(b— < A, 2™ >) (8.10)

avec VF = dlag(ﬁ) une matrice diagonale N x Net W* = diag(=v—+— EN a7 )

une matrice diagonale M x M. Cette équation peut étre réécrite, posant C’z =
i7j/ (Zz Ai,j Zj Ai,j) comme :

2D — (R + )\CT(b _ A(E(k)) (8.11)
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qui peut également s’écrire 25! = T'2* ot T est opérateur affine :
Tz = (I - ACTA)z+\CTh (8.12)
ayant pour partie linéaire
Lz = (I - \CTA)z. (8.13)

En comparaison avec 'algorithme SART, I'analyse de la convergence de FA-
SART est rendue plus difficile par le fait que l'opération de rétroprojection
est réalisée par la matrice CT au lieu de la matrice VATW. Cette derniere
expression est en effet reliée a I’équation normale

ATW Az = ATWb (8.14)

dont les solutions minimisent aussi la norme || b — Az ||, (voir [36] pour les
détails). Mais ici, ’équation normale correspondante est :

CT Az =CTb (8.15)

pour laquelle nous ne savons pas si CT A est non singuliere lorsque A est de
rang maximal, bien que la structure de C' soit fortement reliée a celle de A.
Nous utilisons alors la théorie des contractions, qui est suffisamment générale
et ne repose pas en tout cas sur les propriétés de 1’équation normale. Nous
introduisons les définitions suivantes :

DEFINITION 8.1 Soit A une application linéaire de RN dans RN (nous nous
limitons aur matrices réelles). Si Ax = \x, ot x # 0 et A est un scalaire réel
ou complexe, alors x est appelé vecteur propre et A valeur propre. L’ensemble
de toutes les valeurs propres de A est appelé le spectre de A et noté S(A).

DEFINITION 8.2 Le spectre S(A) de A étant défini, p(A) = maxyeg(a) | A
est appelé le rayon spectral de A et représente donc la valeur absolue maximale
parmi les valeurs propres de A.

Nous avons alors le lemme :

LEMME 8.1 Soit T une matrice non singuliére et soit || « ||r=|| Tz || et
| A l|lr= supzzo(|| Az |7 / || z ||7), la norme matricielle induite. Alors

(a) I| A llr=]) TAT | .
(b) Pour tout € > 0 et toute matrice A, il existe une matrice non singuliére
T pour laquelle
| A< p(4) +e.

Ce lemme et sa preuve peuvent étre trouvés chez [5] (lemme 5.1). Il nous servira
par la suite en nous permettant d’interpréter le rayon spectral d’une matrice
comme étant arbitrairement proche d’une norme de cette matrice. Cette norme
pourra néanmoins paraitre peu naturelle mais nous n’aurons pas a l'utiliser en
pratique.
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THEOREME 8.1 (Convergence de FA-SART pour M = N) SiM = N,
supposons que A et C soient inversibles et que CT A soit non singuliére et ait
des valeurs propres positives. Alors l'itération définie par l'opérateur T converge
vers l'unique solution du systeme.

Preuve Puisque A est inversible, il existe une unique solution de Az = b. Si le
rayon spectral p(L) de la matrice L = I — CT A vérifie | p(L) |< 1, alors, il
existe selon le lemme 8.1 une norme matricielle de L arbitrairement proche de
1 et par conséquent, cette norme de L est inférieure a un. L’opérateur T' est
ainsi une contraction stricte par rapport a cette norme et l'itération converge
vers I'unique solution de Ax = b.

Si le rayon spectral p(L) de L ne vérifie par | p(L) |< 1, nous pouvons
alors nous retourner vers la version paramétrique de FA-SART et sélectionner
un parametre de relaxation A tel que le rayon spectral de L = I — A\CTA
soit inférieur & un, ce qui est garanti si la matrice C7 A a des valeurs propres
positives. L’opérateur T est ainsi une contraction stricte par rapport a une norme
arbitrairement proche du rayon spectral et l'itération converge vers 'unique
solution de Ax = b. O

THEOREME 8.2 (Convergence de FA-SART pour M > N) SiM > N,
supposons que CTA soit inversible et ait des valeurs propres positives. Alors
litération définie par l'opérateur T converge vers l'unique solution du systéme
CTAz = CTb.

Preuve Puisque M > N, il n’y a probablement pas de solution au systeme
Az = b, mais I’équation CT Az = CTb a une unique solution, qui est alors une
solution approchée de Ax = b. Comme précédemment, en vertu du lemme 8.1, si
le rayon spectral p(L) de la matrice L = I —CT A vérifie | p(L) |< 1, il existe une
norme matricielle de L arbitrairement proche de p(L) et cette norme de L est
plus petite que un. Ainsi, 'opérateur T est une contraction stricte par rapport a
cette norme et 'itération converge vers le point fixe de T', alors unique solution
de CT Az = C7Tb.

Si le rayon spectral ne vérifie pas | p(L) |< 1, nous nous retournons vers
la version paramétrique de FA-SART et, sélectionnant un parametre de re-
laxation X tel que le rayon spectral de L = I — ACT A soit inférieur & un, ce
qui est garanti si la matrice CT A a des valeurs propres positives, 'opérateur
T est alors un contraction stricte par rapport a une norme arbitrairement

proche de ce rayon spectral. L’itération converge alors vers 'unique solution
de CT Az = CTb. |

Le cas sous-déterminé ne nous permet pas d’utiliser la théorie des contrac-
tions strictes, dans la mesure ou il y a généralement plusieurs solutions a I’équation
Az = b. Ceci implique que A est non injective et il en est donc de méme de
CT A. En d’autres termes, certaines valeurs propres de L = I — CT A sont égales
a un alors que nous savons qu’une matrice ne peut étre contractante que si elle
n’a pas de valeur propre sur le cercle unité. Nous allons voir cependant que sous
certaines conditions sur L, I'itération FA-SART converge.

THEOREME 8.3 (Convergence de FA-SART pour M < N) SiM < N,
supposons que L soit diagonalisable et que toutes ses valeurs propres qui ne sont
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pas sur le cercle unité soient plus petites que un. Alors, si le systéme Ax = b
admet au moins une solution, la séquence itérative x*1 = Tz converge vers
une solution de Ax =b.

Preuve Soient pj, for j = 1,..., N les valeurs propres de L associées aux vecteurs
propres u’. Nous définissons la norme | . ||y pour des vecteurs = par
N
Tz llo=)"1a;| (8.16)
=1
pour

N
T = Zajuj. (8.17)
j=1

Supposons que | u; |[< 1 pour j =1,...,K et que u; =1 pour j = K +
1,...,N. Puisque le systeme Az = b admet au moins une solution, il existe &
un point fixe arbitraire de T" avec

N
&= . (8.18)
j=1

Posant d = A\CT'b, d se décompose dans la base {u;}, j =1,..., N comme :
N .
d="Y " du (8.19)
j=1

Du fait que Z soit point fixe de T', nous avons T2 = & = LT + d et

N N ‘
st i=1
Alors, avec
23 g (5.21)
j=1
et
N .
Jj=1

nous avons

N .

j=1

K N
oFH g = ZW(CL? —aj)u’ + Z (af —aj)ul. (8.24)
j=1 j=K+1
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Par conséquent, nous avons

K N
kA k4 kA
b =2 o= laf —a; |+ Y laf—a;], (8.25)
j=1 j=K+1
tandis que
K N
|2 = o=l lab—a; [+ > laf—a;]. (8.26)
j=1 J=K+1
Nous obtenons ainsi :
K
|2 =& o = | 2" =& o= (1= | u; ). | af —a; |> 0. (8.27)
j=1

Il s’ensuit que la suite {|| ¥ — & ||y} est décroissante tandis que les suites

{] a? — a; |} convergent vers zéro pour tout j =1,..., K car :
k+1 _ ~ k S ko~
|af ™ —ay |=| paf + dj — piag; — dj |=| pi(af —a;) |
et | Hj |< 1.

La suite {2*} vérifie également || "' ||y<|| & ||y + || =¥ ||y et est donc
bornée. Elle admet un point d’accumulation z* avec

N
xt = Za;-‘u] (8.28)
j=1
de sorte que nous avons {| af —aj |} — 0 au moins pour j = 1,..., K et il
existe une sous-suite {z*} of {z*} qui converge vers z*. On a donc a; = a
pour j =1,..., K. Par conséquent, nous pouvons conclure que :
K N
gL = Y (a0 —paged) + Y (@) — a) (8.29)
j=1 j=K+1

(1= py)aju’ (8.30)

I
M=

1
— Lz*, (8.31)

R <.
x|l

de sorte que x* est une autre solution du systéme (I — L)z = d. Ainsi, & peut
étre remplacé par * dans (8.27) et la suite {|| z¥ —2* ||/} est décroissante. Mais
une sous-suite converge vers zéro et donc la suite toute entiere doit converger
vers zéro. Ainsi {z*} converge vers la solution z*. ]

8.3 Un exemple numérique simple

Nous avons travaillé sur une exemple tres simple a trois inconnues et trois
équations pour apprécier le comportement des algorithmes SART et FA-SART.
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FiG. 8.3 — Exemple de modélisation pour un probleme trivial de tomographie.

Sur la figure 8.3, 'activité dans le volume z s’écrit :

3
E TjVj
J=1

ou vj, j =1,2,3 sont les fonctions de base, ici des pixels carrés.

Cette activité conduit & I’émission de photons qui sont détectés sur un plan
découpé en trois « dexels » (des pixels & une dimension). La matrice qui modélise
cette émission et détection de photons est :

3/4 1/8 0
A= 1/4 3/4 1/4
0 1/8 3/4

Dans cet exemple, étant donné que seules deux valeurs sont non nulles par
colonne, seuiller les colonnes de A avec tout parametre de la forme 0 < p < 1
conduit & la méme matrice A” de la forme suivante :

3/4 0 0
AP = 0 3/4 0
0 0 3/4
L’itération SART s’écrit :
gD = 20 L AVATW (b— < A, 2P >) (8.32)
ot V = diag(—=s—+— et W = diag(—s—5— sont toutes deux des matrices
i=1 Aig) j=1 Ai 5)
3 x 3.
L’itération FA-SART s’écrit :
D = 20 L AVP (AN TP (b— < A, 2P >) (8.33)
ou VP = diag(%A,,) et WP = diag(%A,,) sont toutes deux des matrices
i=1 ‘i, j=1 Y5

3 x 3. Posant C; ; = A7,/ (Zl ALY, A%), litération FA-SART devient :

2D = 20 L ACT (- < A, 2®) >). (8.34)

Dans notre exemple, la matrice C' est diagonale et s’écrit : C' = diag(4/3).
Pour appliquer le théoréme de convergence dans le cas M = N (théoréme 8.1),
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il nous faut vérifier que la matrice CT A a toutes ses valeurs propres positives,
ce qui est le cas ici, les valeurs propres étant 2/3,1 et 4/3.

Etant stir que les deux algorithmes convergent, nous appliquons alors les
itérations SART et FA-SART sur deux cas, représentatifs respectivement de
la présence ou I’absence de hautes fréquences dans 'objet a reconstruire. Les
calculs ont été effectués sur le logiciel MAPLE.

8.3.1 Présence de hautes fréquences

Nous avons défini de maniere informelle ce que nous entendions par hautes
fréquences, par comparaison avec la taille de la réponse impulsionnelle. Les
réponses impulsionnelles s’étalent ici sur deux ou trois dexels, si bien que nous
parlons de hautes fréquences pour des variations significatives de valeurs ayant
lieu entre deux pixels consécutifs. Nous définissons l'objet a reconstruire par
x = (0,10,0). La projection de z sur le détecteur est

5/4
b=Az=| 15/2
5/4

Iteration FA-SART

En appliquant 'algorithme FA-SART (équation 8.34) avec A” défini ci-dessus
et A = 1, nous obtenons les itérées suivantes :

™) = (5/3,10,5/3)

(2 = (0,80/9,0)

=) = (5/27,10,5/27)

=™ = (0,800/81,0)

Sur cet exemple, la deuxieéme itérée montre déja un bon résultat, tandis que
la quatridme a une erreur en norme [ inférieure & 2%.

Iteration SART

L’itération SART (equation 8.32) avec A = 1 donne :
(M) = (18/7,34/7,18/7)

2(2) = (486/245,1478 /245, 486 /245)

x(3) = (13122/8575, 59506 /8575, 13122/8575)

™ = (54294/300125, 2292662/300125, 354294/300125)

et évaluation de la 7¢™¢ itérée nous donne :

2(7) = (15419369764, 8.916126047, .5419369764) qui démontre encore une er-
reur en norme [*° supérieure & 10%.

Ceci montre que tandis que les algorithmes SART et FA-SART convergent
tous les deux, FA-SART accélere nettement la reconstruction de cet objet par
son aisance a attribuer des valeurs tres différentes & des pixels proches. SART,
qui a tendance a lisser les valeurs des pixels reconstruits demande donc large-
ment plus d’itérations pour faire apparaitre des différences fortes entre pixels
voisins.
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8.3.2 Absence de hautes fréquences

Si nous définissons 1'objet par & = (9,10,11), qui donc ne laisse pas ap-
paraitre de différences relatives importantes entre pixels voisins, la projection

de x est :
8

b=Ax=| 25/2
19/2

Iteration FA-SART

En appliquant lalgorithme FA-SART (équation8.34) avec A” défini ci-dessus
et A = 1, nous obtenons les itérées suivantes :
=M = (32/3,50/3,38/3)
z(®) = (71/9,80/9,89/9)
x(3) = (248/27,290/27,302/27)
™ = (719/81800/81881/81)
et ’évaluation de cette derniere itérée nous donne :
) = (8.876543210, 9.876543210, 10.87654321) qui a une erreur [*° de 0.12345678.

Iteration SART

L’itération SART (equation 8.32) avec A = 1 donne :

(M) = (131/14,10,149/14)

x(?) = (1789/196, 10,2131/196) dont I'évaluation est :

z? = (9.127551020, 10, 10.87244898) soit une erreur comparable a celle de
FA-SART apres quatre itérations.

Ainsi cette fois, I’algorithme SART semble mieux s’adapter aux variations
lentes de I'objet a reconstruire de par le lissage qu’il réalise.

8.3.3 Conclusions

Il semble donc que les résultats obtenus sur cet exemple numérique concordent
avec les résultats que nous avons dégagés dans les sections 8.1 et 8.2, concernant
I'accélération de la reconstruction des hautes fréquences par 'algorithme FA-
SART par rapport a l'itération SART et la convergence de FA-SART. Une dis-
cussion approfondie, basée sur des résultats obtenus & partir de données variées,
sera donnée dans le dernier chapitre au sujet de I’adéquation de I’algorithme au
type de structure a reconstruire, en fonction de son parametre de seuillage p.
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Chapitre 9

Résultats, discussion et
comparaisons

Les différents objectifs de ce chapitre sont de soutenir I’analyse faite au
chapitre 8 sur 'accélération obtenue avec I'algorithme FA-SART pour la re-
construction des hautes fréquences et sa convergence empirique, méme dans le
cas de données réelles, bruitées et pour des matrices de projection A du systeme
Az = b qui ne soient pas carrées.

Ces exemples nous serviront de base a une discussion centrée sur la meilleure
maniere d’utiliser 'algorithme FA-SART en fonction du type d’objet a recons-
truire. Ces exemples, numériques, sur fantdmes et sur petit animal ont pour une
bonne part déja été publiés, notamment dans [19], [32] et [33].

Pour cette utilisation pratique de I’algorithme, il était naturel de 1'utiliser
dans sa forme par blocs composés d’une image de projection, et nous avons donc
travaillé avec I'algorithme 7.2 que nous rappelons ici :

Pour une image de projection correspondant & la ¢®¢ position du détecteur,
q=0,...,P—1, la matrice de projection est notée A? et les pixels sont notés
b, i =1ii,...,i% ou K = M/P est le nombre de pixels dans une image. Nous
utilisons alors, dans les opérations de rétroprojection uniquement, les matrices
A?P de la définition 7.1.1. L’itération FA-SART dans sa version itérative par
blocs est alors :

ALGORITHME 9.1 (BI FA-SART)

Ne o O b (Algh),
A9P
q,p Z

k+1
T = + —=

Ui A N oAve
Zi:f; Az‘,j i=i Zyzl Am

J

k
Zj

pour g variant entre les différentes positions du détecteur, de 0 a P — 1. L’ordre
des projections utilisé a été calculé de maniere a ce que deux positions ¢ traitées
successivement par I'algorithme soient aussi orthogonales que possible.
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9.1 Résultats numériques

9.1.1 Reconstruction des hautes fréquences

Nous commencons, comme au chapitre 6, a donner des résultats numériques
qui nous permettront de dégager les propriétés de l'algorithme FA-SART avec
moins d’ambiguité, 'objet a reconstruire étant connu par avance. Nous repre-
nons 'exemple d’un objet composé de trois petits cylindres proches les uns des
autres et d'un plus gros cylindre séparé a été reconstruit pour trois diametres
simulés d’ouvertures du collimateur sténopé différents, respectivement 2,5 mm,
1,5 mm et 0,025 mm. Les résultats obtenus sur la figure 9.1.1, ont tous été ob-
tenus en fixant le nombre d’itérations & trois, une itération étant le traitement
de Pensemble des équations de projections. Les figures (d), (e) et (f) ont été
obtenus par une reconstruction SART, également appliquée par blocs composés
d’une image de projection et démontrent, comme cela a été vu au chapitre 6,
que trois itérations ne permettent pas une déconvolution compléte de la réponse
impulsionnelle lorsque celle-ci est large (figure (d)). C’est, a l'inverse, dans ce
cas que l'algorithme FA-SART, dont le seuil a été réglé ici & p = 1, permet une
accélération importante (figure (a)) : les détails & reconstruire étant de dimen-
sion inférieure a la réponse impulsionnelle, il est avantageux d’estimer la valeur
des voxels uniquement a partir de la mesure la plus centrale de la réponse im-
pulsionnelle (avec p = 1, nous ne gardons en effet qu'un coefficient par colonne
dans la matrice AP qui sert & la rétroprojection). Pour une simulation faite avec
une ouverture du collimateur sténopé large, de 2,5 mm, la reconstruction FA-
SART permet donc, apres trois itérations de distinguer les trois petits cylindres,
ce qui n’est pas le cas sur la reconstruction SART.

Lorsque le diametre d’ouverture est de 1,5 mm, les trois cavités apparaissent
cette fois sur la reconstruction SART (figure (e)), mais elles sont mieux séparées
par la reconstruction FA-SART (figure (b)).

Enfin, pour un diametre d’ouverture négligeable de 0,25 mm, il n’y a plus
vraiment de différence visible entre la reconstruction FA-SART (figure (c)) et
SART (figure (f)), I'opération de déconvolution des projections devenant presque
inexistante dans ce cas.

9.1.2 Reconstruction d’un objet bruité

En ajoutant un bruit gaussien dont I’écart-type s’éleve & 7% du maximum
d’intensité sur les projections sans bruit avec un diametre d’ouverture de 1,5
mm, nous pouvons évaluer les performances des algorithmes SART et FA-SART
dans des conditions réalistes d’utilisation. Sur la figure 9.1.2, les résultats obte-
nus sont évidemment moins bon que dans le cas ou aucun bruit n’a été rajouté
sur Iimage, pour l'algorithme FA-SART avec p = 1 (figure (a), comme pour
lalgorithme SART (figure (b)). L’algorithme FA-SART en particulier semble
mal réagir au bruit, surtout sur le rendu du cylindre le plus large, qui n’ap-
parait plus de maniere homogene. La reconstruction SART est relativement
propre du point de vue du bruit mais les trois petits cylindres ne sont plus
vraiment visibles comme tels sur I'image. Il semble par conséquent que nous
devrions sélectionner un parametre p intermédiaire entre 0, qui correspond a
lalgorithme SART, et 1. Nous préférons cependant une manieére de faire alter-
native, qui consiste a faire décroitre p durant les itérations. Au cours des trois
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Fic. 9.1 — Simulation avec un fantéme informatique composé de trois petits cy-
lindres et un cylindre plus gros (& gauche). Les figures (a)-(b)-(c) montrent les
résultats obtenus apres trois itérations de l'algorithmes FA-SART avec p = 1,
respectivement pour des projections simulées avec un diametre d’ouverture de
2,5 mm, 1,5 mm et 0,025 mm. Les figures (d)-(e)-(f) montrent les résultats ob-
tenus apres trois itérations de I'algorithmes SART, respectivement pour des
projections simulées avec un diametre d’ouverture de 2,5 mm, 1,5 mm et
0,025 mm. Les résultats obtenus sont meilleurs avec ’algorithme FA-SART
lorsque la réponse impulsionnelle est large car c’est alors que l'opération de
déconvolution des projections est importante. Une des soixante images de pro-
jection est montrée en bas a gauche, pour un diametre d’ouverture de 1,5 mm.
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F1G. 9.2 — Fantéme informatique (en haut & gauche) avec un bruit important
rajouté sur les images de projection (en bas & gauche). Les trois itérations cal-
culées avec l'algorithme FA-SART, p = 1 (a) donnent un résultat qui est trop
sensible au bruit. Celles qui sont calculées avec SART sont trop lissées, faisant
disparaitre le bruit de la reconstruction mais aussi les détails de 'objet (b). La
figure (c), obtenue avec trois itérations de I'algorithme FA-SART en changeant
successivement p (ici, p =1, 0,5 et 0) permet de combiner le meilleur des deux
reconstructions (a) et (b) : le bruit est absent de I'image reconstruite mais les
détails importants de ’objet sont encore visibles.

itérations, nous avons donc fait prendre successivement & p les valeurs 1, 0,5 et
0, ce qui améliore sensiblement le résultat, visible sur la figure (c). En finissant
par une ou plusieurs itérations SART, I'algorithme FA-SART devient alors sim-
plement un préconditionneur du systeme Ax = b, ce qui permet de s’affranchir
d’éventuels problemes de convergence, puisque la démonstration de convergence
dont nous disposons fait apparaitre des conditions sur les valeurs propres des
opérateurs que nous ne sommes pas toujours en mesure de vérifier.

Enfin, les projections bruitées, dont I'une est montrée en bas a gauche de la fi-
gure 9.1.2 semblent indiquer que notre hypothese selon laquelle le spectre corres-
pondant & I'image de la projection idéale de 'objet et le spectre du bruit peuvent
étre séparés, est justifiée, le bruit se situant dans une gamme de fréquence assez
nettement plus élevée que les détails les plus fins de I'objet.

9.2 Fantome physique

Nous avons repris le fantéme en plexiglas du chapitre 6, composé de trois
types de cavités cylindriques de diametres respectifs 1 mm, 1,5 mm et 2 mm et
séparés par une distance égale a leur diametre. Les cavités ont été remplies avec
20 MBq de ?™Tc. Nous avons acquis 60 projections de 64 x 64 pixels sur un arc
de 180° et 1 minute par projection. Les résultats, montrés sur la figure 9.2 ont
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F1G. 9.3 — Photo du fantéme avec trois types de cavités (diametre 1 mm, 1.5 mm
et 2 mm séparées par la méme distance) pouvant étre remplies avec un traceur
radioactif (gauche). Coupes transaxiales de la reconstruction tomographique
calculée avec 3 itérations de FA-SART et p = 1 (a), 3 itérations de SART (b)
et 10 itérations de SART (c).

été obtenus avec 3 itérations de l'algorithme FA-SART, p = 1 (a), 3 itérations
de lalgorithme SART (b) et 10 itérations de I’algorithme SART (c). Pour cet
objet fortement détaillé, relativement & l’ouverture du collimateur sténopé qui
était ici de 1,5 mm ce qui, combiné avec la résolution intrinseque du détecteur,
aboutit a une réponse impulsionnelle large, les résultats obtenus avec 3 itérations
de FA-SART sont meilleurs que ceux obtenus avec 3 ou méme 10 itérations de
SART. Le calcul de ces itérations FA-SART est lui-méme environ deux fois plus
rapide qu’avec SART puisque moins de calculs sont effectués, les valeurs des
voxels n’étant estimées qu’a partir d’'une mesure lorsque p = 1, contre plusieurs
dizaines pour p = 0.

9.3 Résultats sur animaux

Nous terminerons enfin avec ce qui représente 1’objectif de cette these, c’est-
a-dire des résultats in vivo sur le petit animal. Ces résultats ne peuvent étre
compris qu’a la condition de s’étre assuré au préalable du bon fonctionnement
de ’ensemble : systeme d’acquisition, logiciel de reconstruction et modélisation.
L’application d’une technique d’imagerie complexe a des organismes vivants
donne lieu en effet & une classe de problemes potentiels particuliers, et ne peut
étre assimilée a 'imagerie des objets inertes, malgré toutes les précautions prises
pour stabiliser au maximum le métabolisme de I’animal.

Les problémes peuvent étre dus & la méconnaissance relative des effets du
traceur chez le rat et la souris. Nous avons dit que la technique d’imagerie
TEMP était largement utilisée chez I’homme depuis plus de trente ans et les
traceurs que nous avons utilisés chez le petit animal sont donc ceux qui ont
été développés pour 'homme. Les similarités entre 'organisme humain et ces
organismes-modeles sont suffisamment établies pour servir de base a 1’idée selon
laquelle le traceur relatif & une fonction chez I’lhomme devrait pouvoir servir a
I’examen de la méme fonction chez le petit animal. Des contre-exemples existent
pourtant, mais qui ne peuvent étre jugés tels qu’a la condition de s’étre assuré
que le probleme pergu ne pouvait étre associé a un autre dysfonctionnement.
Pour un traceur dont D'efficacité est établie, les autres sources de problemes
strictement relatifs aux organismes vivants sont la difficulté & injecter le tra-
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ceur, puis, pendant ’acquisition, de s’assurer de la stabilité de ’animal, tant en
ce qui concerne son immobilité (relative puisque des mouvements respiratoires
subsistent) que la régularité de son métabolisme. Sa température et sa fréquence
cardiaque doivent ainsi étre controlées par la quantité de gaz anesthésiant qui
lui est administrée et la température de ce gaz, mélangé a de l’air, I’animal
pouvant aussi étre couvert si besoin.

L’ensemble des résultats numériques et sur fantomes physiques que nous
avons donnés jusque-la était donc nécessaire, pour valider I’ensemble de la
démarche expérimentale, allant du niveau mécanique, puisque nous avons di cor-
riger un défaut de rotation du dispositif, jusqu’aux aspects purement numériques,
liés par exemple a la discrétisation EAR que nous avons utilisée. La validation de
ces différentes étapes nous convaint, en cas d’anomalie sur I'image reconstruite
de I'animal, que ce que nous percevons comme un probléeme doit étre compris
au niveau biologique et non numérique ou informatique.

9.3.1 Préparation des animaux

Pour les souris, des femelles adultes CD1 normales de 30 g ont été uti-
lisées (Clinique de la Souris, Illkirch), tandis que les rats étaient des Wistar
pesant 350 g (Faculté de Médecine de Strasbourg). L’une des extrémités du
support de 'animal était attachée a un tube respiratoire connecté a un systeme
d’anesthésie pour petit animal, capable de délivrer un mélange de gaz chauffé (de
Pair et entre 1,5% et 2,5% d’isoflurane) pour maintenir constante la température
de T'animal durant l'acquisition (Minerve, Esternay). Pour la synchronisation
a 'ECG, nous avons utilisé des aiguilles électrodes sous-cutanées reliées a un
électrocardiographe (Physiogard RSM 784 ODAM, Wissembourg). Pour toutes
les expérimentations faites ici, la veine fémorale ou caudale a été cathéterisée
pour 'administration du traceur par voie intraveineuse.

Pour la perfusion myocardique chez le rat, 600 MBq de ™ Tc-tetrofosmin
(General Electric Healthcare, Little Chalfont, Grande-Bretagne) ont été injectés
dans 1 mL d’une solution acqueuse. Pour la perfusion cérébrale, les mémes vo-
lume et activité de 2°"Tc-HMPAO (General Electric Healthcare, Little Chal-
font, Grande-Bretagne) ont été utilisés.

Pour la perfusion myocardique chez la souris, 400 MBq de ™ T'c-tetrofosmin
(General Electric Healthcare, Little Chalfont, Grande-Bretagne) ont été utilisés.
Le volume injecté de traceur variait entre 0,15 et 0,26 mL de maniere a éviter
tout changement significatif du volume sanguin global qui, chez cet animal, est
de lordre de 2 a 3 mL. Pour la perfusion cérébrale de la souris, les mémes
volume et activité de 2" Tc-HMPAO (General Electric Healthcare, Little Chal-
font, Grande-Bretagne) ont été utilisés.

Les acquisitions de perfusion myocardique ont commencé 15 a 20 minutes
apres I'administration du traceur pour assurer un meilleur contraste entre le
ceeur et les tissus mous. Le rayon de rotation de la gamma-caméra était de 50
mm, soit un facteur de grossissement moyen de x2, 5 environ pour les rats, tandis
que pour les souris, il était de 25 mm soit un facteur de grossissement moyen de
x5, avec un diametre d’ouverture du collimateur sténopé de 1,5 mm. Une fenétre
de 20% centrée sur le pic photoélectrique de 140 keV du ?°Tc a été utilisée.
La trajectoire de la gamma-caméra a suivi un arc de 180° autour de la partie
ventrale de I’animal et 48 projections de 64 x 64 pixels, 16 bits unsigned ont été
enregistrées, depuis le coté latéral gauche jusqu’au coté latéral droit, au niveau
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du thorax, les animaux demeurant tous sur le dos. Pour chaque projection, 300
battements cardiaques ont été enregistrés avec une fenétre temporelle de 20%
autour de l'intervalle RR moyen et 16 phases par cycle cardique chez le rat, 10
phases par cycle cardiaque chez la souris.

Pour la perfusion cérébrale, les souris et les rats étaient placés sur le ventre,
conduisant & une trajectoire de la gamma-caméra selon un arc de 180° cette fois
le long de la partie dorsale de ’animal. Le reste était identique aux conditions
d’acquisitions pour I'examen myocardique : 48 projections acquises de 64 x 64
pixels, 16 bits unsigned, depuis le coté latéral gauche jusqu’au coté latéral droit
avec un rayon de rotation de 50 mm chez le rat et 25 mm chez la souris. Le
temps d’exposition était de 1 minute par projection.

Le logiciel Amide [41] a été utilisé pour le recalage des images TEMP et
micro-CT. Ce recalage permet d’associer la perfusion cérébrale a des reperes
anatomiques situés sur le crane et dans les tissus et ainsi, de se référer a un
atlas lorsque celui-ci existe.

9.3.2 Etude du myocarde synchronisé chez le rat

Bien que les organes du rat soient plus gros que ceux de la souris, la taille
du rat lui-méme conduit a augmenter le rayon de rotation de la gamma-caméra,
limitant par la le grossissement et ainsi la résolution spatiale. Des coupes axiales
non-réorientées sont présentées sur la figure 9.4 et permettent de retrouver 1’as-
pect caractéristique de la perfusion pariétale du ventricule gauche sur 16 phases
du cycle RR (fréquence moyenne : 300 bpm) : fin de diastole (cceur « dilaté »),
puis variation du volume de la cavité ventriculaire gauche. Le ventricule droit est
également visible, bien qu’il contienne moins d’activité que le ventricule gauche.
4 itérations EAR, FA-SART ont été calculées avec p = 0,8 et un champ de vue
reconstruit de 45 mm (temps pris par la reconstruction : environ 40 minutes).

9.3.3 Etude du myocarde synchronisé chez la souris

Comme la petite taille de la souris permet de réduire le rayon de rotation, le
grossissement moyen est ici deux fois plus grand que chez le rat. Ce grossissement
x5 permet d’obtenir des images tomographiques de la perfusion myocardique
avec une décomposition du mouvement le long de 10 phases temporelles du
cycle cardiaque (fréquence moyenne sous anesthésie gazeuse a l'isoflurane : 350
bpm). Comme pour le rat, I’épaississement de la paroi ventriculaire de fin de
systole ainsi que la variation de volume de la cavité ventriculaire gauche apparait
clairement sur les images de coupes axiales non-réorientées de la figure 9.5 et
le ventricule droit est visible. 4 itérations EAR, FA-SART ont été calculées
avec p = 0,8 et un champ de vue reconstruit de 32 mm (temps pris par la
reconstruction : environ 30 minutes).

La figure 9.6 nous permet d’apprécier les différences entre des images ob-
tenues avec un parametre p et un nombre d’itérations variables. Le rendu de
l’image (a), obtenue apres reconstruction a partir des projections avec 3 itérations
de lalgorithme FA-SART et p = 1 ne semble pas tout a fait adéquat, le lissage
étant insuffisant pour rendre compte de 'homogénéité de la distribution de tra-
ceur présente dans le myocarde. A I'inverse, I'image (c¢), obtenue par une recons-
truction avec 3 itérations de l'algorithme SART est trop lissée et ne permet pas
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Fi1G. 9.4 — Perfusion myocardique : 16 phases temporelles d’une coupe axiale
medio-ventriculaire du cceur de rat synchronisé. La phase 1 est la fin de diastole,
la phase 9 est la fin de systole. Le traceur utilisé est le ?9Tc-tetrofosmin.
Reconstruction calculée avec 4 itérations EAR, FA-SART en combinaison avec
un seuil p =0,8.
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Fi1G. 9.5 — Perfusion myocardique de la souris : 10 phases temporelles d’une
coupe axiale medio-ventriculaire du cceur de rat synchronisé. Le traceur utilisé
est le 99T c-tetrofosmin. Reconstruction calculée avec 3 itérations EAR, FA-
SART en combinaison avec un seuil p = 0, 8.

e ¥ © O
(a) (b) (©) d

F1G. 9.6 — Perfusion myocardique de la souris. Reconstruction avec 3 itérations
FA-SART, p=1 (a), p=0,8 (b), 3 itérations SART (c) et 10 itérations SART

(d).

de distinguer le ventricule droit du ventricule gauche. Pour cet examen, les re-
constructions (b) et (d), obtenues respectivement avec 3 itérations de FA-SART
et p = 0,8 et 10 itérations SART, sont & peu preés équivalentes, mais 1’algo-
rithme FA-SART permet alors de faire I’économie de 7 itérations. Par ailleurs,
les itérations FA-SART sont environ deux fois plus rapides que les itérations
SART.

9.3.4 Cerveau de rat

Certaines des principales structures du cerveau peuvent étre reconnues sur
la recontruction tomographique de la perfusion cérébrale chez le rat, ainsi que
la symétrie de la perfusion normale (voir figure 9.7. 4 itérations EAR, FA-SART
ont été calculées avec p = 0,6 et un champ de vue reconstruit de 40 mm (temps
pris par la reconstruction : environ 5 minutes).

9.3.5 Cerveau de souris

Les images TEMP, obtenues apres 4 itérations EAR, FA-SART ont été cal-
culées avec p = 0,7 et un champ de vue reconstruit de 32 mm (temps pris par
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FIG. 9.7 — Perfusion normale du cerveau chez le rat (traceur : 2" Tc-HMPAO)
sur des coupes sagittales (a), transverses (b) et frontales (c). Les principales
structures peuvent étre identifiées et la symétrie des deux hémispheres peut
étre observée sur les coupes transverses et frontales.

C : Cerebellum, Cc : Cortex Cérebral, Ec : Cortex Entorhinal, Mo : Medulla
oblongata, Ob : Bulbe olfactif, P : Pons, S : Striatum, T : Thalamus. Recons-
truction obtenue apres 4 itérations EAR, FA-SART en combinaison avec un
seuil p = 0, 6.

Fi1G. 9.8 — Perfusion normale du cerveau chez la souris sur des coupes transverses
(a), fusion d’une coupe frontale TEMP et micro-CT (b) et coupe transverse au
micro-CT (tomodensitométrie) (c). Traceur : 9" T'c-HMPAQO. Reconstruction
calculée avec 4 itérations EAR, FA-SART en combinaison avec un seuil p = 0, 7.

la reconstruction : environ 5 minutes), démontrent la symétrie de la perfusion
normale et le recalage sur les coupes de micro-CT correspondantes aide a avoir
une idée de référence anatomique pour l'activité reconstruite (voir figure 9.8).

Parmi les autres applications de la technique, nous avons pu conclure & un échec
dans la détection des tumeurs cérébrales chez le rat avec un traceur tumoral. La
tumeur, que nous savions étre de grande taille, n’était en effet pas visible sur
les images tomographiques reconstruites, montrant par la que le traceur ne par-
venait pas, pour des raisons qui sont a chercher au niveau biologique, jusqu’a
la tumeur. L’hypothese la plus vraisemblable serait que la barriere hémato-
encéphalique n’est pas rompue ici.
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9.4 Utilisation adéquate de ’algorithme FA-SART

Les différents résultats illustrent I'accélération obtenue par 'utilisation de
I’algorithme FA-SART et indiquent également quels points sont a discuter. Le
but principal d’un tel algorithme est de réguler le nombre des itérations. Au lieu
de calculer davantage d’itérations lorsque la présence de détails fins dans 1’objet
le demande, nous avons pu vérifier que trois a quatre itérations au maximum
étaient suffisantes dans tous les cas lorsque ’algorithme est correctement utilisé.
Ainsi, au lieu de laisser a 'utilisateur le soin de décider du nombre d’itérations,
ce qui est pour une large part, la maniere actuelle de procéder en reconstruction
tomographique, ce choix doit étre converti en celui d’un parametre p adéquat,
ceci pour un nombre d’itérations fixé a trois par exemple. Nous avons alors
obtenu des résultats identiques voire souvent meilleurs qu’en multipliant les
itérations SART.

Nous pensons cependant qu’une discussion détaillée est requise pour une
bonne compréhension du comportement de I'algorithme FA-SART. Nous nous
concentrons en premier lieu sur la situation idéale ou des projections ont été
acquises sans aucune présence de bruit sur les images. Dans ce cas, I’algorithme
FA-SART accélere la reconstruction des détails par rapport a SART et ce par-
ticulierement lorsque la réponse impulsionnelle est large, c’est-a-dire lorsque
I’étape de déconvolution est importante. Lorsque la réponse impulsionnelle se
rapproche d’une masse de Dirac, les algorithmes FA-SART et SART ne montrent
plus de différence notable, ce qui indique que les modalités d’imagerie ayant une
réponse impulsionnelle fine comme le scanner X ne sont pas réellement affectées
par le remplacement de SART par FA-SART. Pour des réponses impulsion-
nelles plus larges, quel que soit le niveau de détail a reconstruire - ce que nous
avons appelé fiax précédemment, le parametre p peut malgré tout étre choisi
dans l'intervalle [0, 1] et 'accélération sera plus importante & mesure que p aug-
mente. Les structures larges et homogenes sont alors correctement reconstruites
par FA-SART, méme lorsque p = 1 (voir la section 9.1.1).

Mais la situation réelle en TEMP montre qu’un bruit important est générale-
ment présent sur les images de projection et les résultats présentés dans la sec-
tion 9.1.2 nous montrent que FA-SART met en évidence ce bruit sur la recons-
truction lorsque p n’a pas été correctement sélectionné. Une qualité importante
de SART est sa robustesse et nous avons pu voir que méme en présence dun
bruit important, bien que les structures fines de ’objet n’aient pu étre distinc-
tement reconstruites, le bruit est lissé et 'image est relativement propre.

Nous proposons deux solutions pour améliorer les résultats obtenus avec 1’al-
gorithme SART. La premiere consiste a utiliser FA-SART en prenant davantage
de précautions quant au choix du parametre de seuillage p. Dans cet exemple
de la section 9.1.2, celui-ci ne pouvait simplement pas étre choisi égal a 1 puis-
qu’il détermine la fréquence reconstruite la plus haute et que dans ce cas, elle
se rapprocherait davantage de celle du bruit que de celle des structures de 1’ob-
jet. Nous devrions par conséquent suivre la prescription de 1’équation (8.8) et
adapter p de maniere a ce que l'opération de rétroprojection agisse comme un
filtre passe-bas et coupe le bruit. On pourrait certes reprocher a cette facon de
procéder que p est alors sélectionné en fonction de la plus haute fréquence a
reconstruire dans 1'objet, empéchant 'obtention d’un bon rendu des structures
plus larges. Mais le contexte de la TEMP est celui de I'imagerie fonctionnelle
dans laquelle, en général, on ne s’intéresse qu’a une seule structure - souvent un
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organe - dans I'image.

La deuxiéme solution consiste a changer p au cours des itérations, en le
faisant passer de 1 & 0. En décidant de fixer le nombre d’itérations a un seuil
bas, trois ou quatre, nous n’avons certes pas la possibilité de choisir pour p
une descente tres sophistiquée, mais celle que nous avons appliquée, la descente
{1;0,5;0} nous a permi de combiner le meilleur des reconstruction FA-SART
avec p = 1 et SART, qui n’est autre que FA-SART avec p = 0. Cette méthode
présente plusieurs avantages en ce que, pour commencer, l'utilisateur n’a plus
besoin de s’interroger sur aucun parametre, qu’il soit nombre d’itération ou seuil
p. Ce dernier choix n’est en effet pas facile, méme s’il est régi par 1'équation (8.8)
car il fait intervenir la quantité fiax que l'on ne saurait déterminer, pour un
objet donné, qu’avec une certaine expérience que ’on fera d’ailleurs aussi bien de
faire porter directement sur p. La descente de p au cours des itérations permet
également d’adapter la reconstruction a tout type de structure présent dans
l'objet et d’avoir un bon rendu a la fois des structures tres et peu détaillées sur
la méme image. Enfin, les itérations FA-SART calculées avant l'itération SART
peuvent alors étre considérées comme un simple préconditionnement du systeme,
ce qui est intéresssant d’un point de vue théorique puisqu’alors, méme sans
hypothese sur la positivité pes valeurs propres de 'opérateur CT A qui intervient
dans notre démonstration de la convergence de FA-SART, nous sommes au
moins assurés de finir nos itérations avec un algorithme convergeant.

Ce dernier point ne devrait cependant pas nous empécher d’utiliser ’al-
gorithme FA-SART avec p > 0, celui-ci ayant été appliqué a des ensembles
d’images de projection nombreux et variés qui ont soutenu ’hypothese de sa
convergence. Nous n’avons pas méme eu a changer le parametre de relaxation,
laissant constamment A\ = 1 dans l'algorithme FA-SART.

Un autre point positif important de I'algorithme FA-SART est qu’il ne re-
quiert que peu d’adaptations lorsque SART a déja été programmé. Du point de
vue de la programmation, le principal changement est que certaines boucles ne
sont que partiellement exécutées - celles relatives a la rétroprojection - , ce qui
implique en plus qu'une itération FA-SART est plus rapide qu’une itérations
SART. Lorsque p = 1 cette différence dépasse le facteur deux, ce qui en fait une
propriété importante de FA-SART.

Enfin, nous avons également exploré la possibilité d’adapter le choix de p
aux fréquences locales des images de projection. Cette maniére d’utiliser ’algo-
rithme FA-SART est plus complexe que les deux déja mentionnées puisqu’elle
consiste a découper chaque image de projection en zones de hautes, moyennes et
basses fréquences et d’appliquer, pour la rétroprojection des valeurs des pixels
correspondant a ces zones, un seuil p adapté, par exemple égal & 1 pour la zone
hautes fréquences, 0, 5 pour la zone moyennes fréquences et 0 pour la zone basses
fréquences. A cet effet, nous avons procédé a une analyse locale en fréquences
de chaque image de projection & partir d’ondelettes « chapeau mexicain » (la-
placien d’une gaussienne) de trois tailles différentes, correspondant aux détails
fins, moyens et grossiers. En convoluant I'image de projection avec l'ondelette
la plus dilatée, celle servant a la détection des zones basses fréquences, nous
obtenons une carte des coefficients d’ondelettes qui nous permet notamment
de détourer 'objet par une zone de points négatifs. Cette zone apparait en noir
dans la vignette 1 de la figure 9.4 et est due a la prédominance du lobe négatif de
I’ondelette sur les bords de 'objet. Une trés bonne référence quant a la descrip-
tion de cette méthode de détection des contours, appliquée a la vision humaine,
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demeure 1'ouvrage de David Marr Vision : A Computational Investigation into
the Human Representation and Processing of Visual Information qui peut, a
ce titre, étre considéré comme 1'un des précurseurs de la théorie des ondelettes.
Nous continuons notre analyse en convoluant cette fois avec ’ondelette moyenne
et relevons sur la carte de coefficients obtenus les nouvelles zones négatives ap-
parues dans l'objet ainsi que les intensités plus fortes, signe que l'ondelette
s’accorde davantage avec les structures présentes sur I'image et nous faisons en-
core une fois la méme chose avec ’ondelette la plus fine. La synthése de ces trois
cartes de coefficients d’ondelettes nous permet d’obtenir une carte contenant
trois zones, auxquelles correspondront donc trois coefficients p différents.

Nous avons néanmoins dii abandonner cette voie, car outre la difficulté que
nous avons éprouvée a obtenir une carte telle que nous 'aurions dessinée au
vu des projections, le calcul de celle-ci, qui passe donc nécessairement par
I’analyse en ondelettes de plusieurs dizaines d’images de projections, prenait
nécessairement un temps considérable. L’objectif premier de notre méthode,
basée sur 'algorithme FA-SART, étant de diminuer les temps de calculs, nous
perdions donc d’un c6té ce que nous avions gagné de l'autre, au prix d’'une com-
plexité devenue bien trop élevée par rapport au calcul d’une dizaine d’itérations
SART.

9.5 Conclusion

A notre connaissance, 'algorithme FA-SART est un type nouveau d’algo-
rithme qui s’applique au probleme de reconstruction tomographique mettant en
jeu une réponse impulsionnelle large et utilise une rétroprojection incomplete
pour accélérer la reconstruction des hautes fréquences. Nous avons montré com-
ment 'accélération était obtenue, par le filtrage des projections avec une fonction
plus fine que la réponse impulsionnelle originale qui apparait dans I’algorithme
SART, et qui est la réponse impulsionnelle tronquée, & un seuil p qui consti-
tue un parametre de l'algorithme. L’utilisation de I'algorithme a été discutée
parmi plusieurs possibilités pour obtenir les calculs les plus rapides et les plus
fiables, y compris en présence de bruit et donc de données inconsistantes. Il se
dégage que le calcul d’itérations FA-SART en préconditionnement du systeme
linéaire Ax = b semble constituer une bonne maniere de s’accomoder des dif-
ficultés pratiques d’un algorithme adapté a la reconstruction d’'une fréquence
particuliere.

Nous pensons qu’un travail théorique demeure possible sur ce type d’algo-
rithmes, pour démontrer leur convergence avec moins d’hypotheses que ce que
nous avons fait et adapter ce raisonnement a d’autres champs d’expériences, en
dehors méme de la tomographie, notamment dans des problemes de déconvolution.
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Fic. 9.9 — Création d’une carte des fréquences locales pour une projection du
fantome faisceau (en haut & gauche) étudié dans la section 6.2.2, composé de
quatre capillaires remplies d’un traceur radioactif. Ces capillaires pouvaient étre
distinguées en haut du fantéme mais pas en bas puisqu’ils se resserrent et fi-
nissent pas se toucher. Sept niveaux de détails ont été calculés ici avec une
ondelette « chapeau mexicain », montrée en bas a droite (vignette 8). Nous
avons d’abord calculé les coefficients correspondant & ’ondelette la plus dilatée
(vignette 1), qui permet d’isoler 'objet du reste de I'image en créant une zone
de coefficents négatifs autour de lui (en noir). Puis, nous avons calculé les ni-
veaux 2 & 7 en considérant un pixel comme faisant partie d’une zone d’un niveau
donné lorsque son coefficient augmentait ou au contraire devenait négatif. La
carte obtenue (en haut & droite) montre une zone de basses fréquences en bas de
I'objet, 1a ou les capillaires ne peuvent plus étre distinguées tandis que le reste
de l'objet est associé a des fréquences moyennes ou hautes.
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Quatrieme partie

Conclusion
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Nous avons tenté, dans ce travail, de mettre en évidence les conditions les
plus favorables & une bonne exploitation des images de projections acquises en
scintigraphie, dans le domaine de I'imagerie du petit animal. Les quatre étapes
essentielles suivantes peuvent alors étre dégagées :

1. Les conditions d’acquisition (Remarques indépendantes de la méthode de
reconstruction)
Munie d’un collimateur sténopé, la gamma caméra permet ’acquisition
d’images de projection sur lesquelles I'objet d’étude aparait grossi a me-
sure qu’il est approché du collimateur. Un rayon de rotation minimal
devrait donc étre choisi pour favoriser la résolution spatiale a
travers le meilleur facteur de grossissement possible. Nous avons
également souligné que si les images étaient acquises avec une taille de K
pixels par image ot K = k2 et que nous voulions les reconstruire dans une
base de N voxels ot N = k2, le nombre de projections acquises P
devrait étre proche de k.

2. La modélisation

Compte tenu de la faible résolution intrinseque du détecteur et de la
taille du trou d’entrée du collimateur, la réponse impulsionnelle doit,
pensons-nous, étre prise en compte sous la forme d’une fonction
a support sur plusieurs pixels. Notre choix s’est porté sur des fonc-
tions gaussiennes dont les parametres sont calculés pour chaque voxel, en
fonction de plusieurs parametres physiques et géométriques. Avec une telle
modélisation, nous nous sommes orienté vers les méthodes de reocnstruc-
tion itératives, en posant le probleme de la reconstruction tomographique
en TEMP comme un probleme linéaire.

3. Les économies de calcul (Remarques propres & la méthode EAR décrite
dans la deuxieme partie, mais valables pour tout algorithme itératif de
reconstruction.)

Au cours de I'exposé de la deuxieme partie, nous avons notamment décrit
une maniere d’exploiter la symétrie de rotation inhérente au dispositif
puisque la trajectoire du détecteur est circulaire autour de 'objet d’étude.
Nous avons d’abord proposé une discrétisation de I’espace par des voxels
répartis sur des couronnes, pour laquelle nous avons démontré que la
taille des voxels de la discrétisation EAR était la plus homogeéne
lorsque le nombre de projection acquises sur 180° ou 360° était
une puissance de deux - remarque qui concerne donc les conditions
d’acquisition -.
Par la suite, T étant le nombre de tranches dans le champ de vue recons-
truit cylindrique et posant T = k oll k2 est le nombre de pixels dans une
image de projection en vertu des remarques précédentes, la condition sur
la longueur du champ de vue reconstruit ¢ - la hauteur du cylindre - de
Péquation (4.37) devient
2l,r
c< ———.
T 2F + 1

ou [, est la longueur du détecteur, r son rayon de rotation et F' la distance
focale du collimateur.

4. L’algorithme (Remarques relatives uniquement a l’algorithme FA-SART,
indépendamment de son implémentation avec ou sans la méthode EAR.)
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L’utilisation de I'algorithme FA-SART peut grandement améliorer les résultats
de la reconstruction tomographique des objets détaillés. La maniére la
plus simple et la plus efficace de I’utiliser consiste a fixer un
nombre bas d’itérations, 3 ou 4, et de faire varier linéairement

le parameétre p entre 1 et 0 au cours de ces itérations.

Ces quelques remarques synthétiques sont essentielles pour tirer le meilleur des
images scintigraphiques chez le petit animal a partir du logiciel de reconstruction
qui est présenté dans ’annexe B.

Perspectives

Plusieurs pistes intéressantes semblent se dégager a la suite de ce travail.
Du c6té expérimental d’abord, un certain nombre de manipulations seraient
intéressantes pour améliorer le modele de fonction de réponse. La diffusion, qui
n’a pas été prise en compte jusque-la, gagnerait ainsi a étre modélisée mais cet
effet étant, comme on I’a vu, non linéaire, la fonction prenant en charge cet effet
devrait étre mesurée séparément dans le cas du rat et de la souris. Une telle
étude - si elle n’a pas encore été menée ailleurs - serait sans doute utile pour
I’ensemble des équipes travaillant sur I'imagerie TEMP du petit animal.

On peut également souligner les faiblesses du modele symétrique et uni-
forme d’atténuation. Faute de disposer de cartes d’atténuation mesurées, chan-
ger I'enveloppe cylindrique du modele uniforme pour une enveloppe définie par
les contours de ’animal et reconstruite & partir des mesures du diffusé serait cer-
tainement plus adéquat, notamment d’un point de vue quantitatif. Mais cette
suggestion d’Iréene Buvat pose alors la question de I'application ou non des
économies de calcul basées sur I’exploitation de la symétrie de rotation. Si I'on
souhaite modéliser au mieux la projection en TEMP, il faudra abandonner 1’idée
du codage efficace décrite dans notre deuxieéme partie, ou du moins 'appliquer
de préférence a d’autres modalités d’imagerie, TEP ou tomodensitométrie par
exemple.

Le type d’algorithme que nous décrivons dans la troisiéme partie mériterait
a notre sens d’étre essayé a d’autres modalités d’imagerie, voire en dehors de
domaine de l'image. Nous pensons que tout probleme linéaire incluant une
opération de déconvolution par une fonction assez réguliere pourrait bénéficier
des améliorations qui ont semblé se dessiner avec 1'algorithme FA-SART. D’un
point de vue théorique, il reste sans doute un travail considérable a effectuer.
Ayant défini la classe d’algorithme FA (adaptée a la fréquence), nous n’avons
pour le moment généré que l'algorithme dérivé de SART. L’application d’un
seuillage sur I'opérateur de rétroprojection semble pourtant étre une idée assez
générale pour étre appliquée a la plupart des algorithmes existant.

Enfin, une étude plus poussée permettrait peut-étre d’arriver a une démonstration
de convergence moins restrictive quant a la forme de la matrice de projection,
ou au contraire, permettrait de comprendre pourquoi de telles hypotheses sont
nécessaires.

158



Annexe A

Publications

Nous incluons la liste (titre et résumé) des articles publiés relatifs & ce travail
de these :

1. V. Israel-Jost, Ph. Choquet, C. Blondet, I.J. Namer, I. Slim, N. Elkadri,
L. Monassier, E. Sonnendriicker, A. Constantinesco, ” Théorie et état de
I’art de I'imagerie scintigraphique du petit animal avec collimateur
pinhole simple et multi-trous.” Med. Nucl., vol.27, pp.557-567, 2003.
Pour définir les conditions les plus favorables de I’expérimentation en
imagerie monophotonique du petit animal (images planaires et
tomographiques), nous avons précisé les différentes définitions de la
résolution spatiale présentes dans la littérature et avons analysé les
parametres qui agissent sur la résolution et la sensibilité des images
scintigraphiques avec un collimateur de type pinhole & un ou plusieurs
trous. Ces résultats théoriques sont corroborés par ceux obtenus par
plusieurs équipes couvrant les différentes démarches possibles du point
de vue du matériel utilisé en collimation (simple pinhole, micro-pinhole,
multi-pinhole et ouverture codée) et en détection (cristal de Nal,
semi-conducteurs). Leurs résultats sont discutés a la lumiere des
définitions précédentes, en insistant aussi sur les méthodes de
reconstruction tomographiques employées, et notamment sur la
modélisation du probleme physique dont les principaux phénomenes sont
décrits dans cet article.

Mots-clés : Pinhole, petit animal, TEMP, traitement d’images,
reconstruction

2. V. Israel-Jost, L. Monassier, Ph. Choquet, C. Blondet, E.
Sonnendriicker, A. Constantinesco, ”Faisabilité de la tomoscintigraphie
synchronisée cardiaque chez le rat avec une gamma-camera standard,”
ITBM, vol.25, pp.15-22, 2004.

Objectif : démontrer la faisabilité de la tomographie d’émission
monophotonique de perfusion myocardique chez la souris.

Méthodes : nous avons employé une caméra micro-TEMP dédiée
couvrant un champ de vue de 17 cm x 17 cm, et munie d’un
collimateur pinhole de 1,5 mm de diametre avec une distance focale
de 12 cm. Un fantome linéique infra millimétrique a permis de
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mesurer les résolutions spatiales planaire et tomographique. Deux
souris adultes normales (30g) ont été étudiées sous anesthésie
gazeuse (isoflurane 1,5%) et apres administration IV de 0,1 mL de
99mTc-Sestamibi (350 MBq) pour 'une et de 201T1 (64 MBq) pour
Pautre. Dans les deux cas, 48 projections de 1 mn sur 180° ont été
acquises en format 64 x 64 avec un rayon de rotation de 2,5 cm et
avec une fenétre de 20% centrée soit sur le pic photoéléctrique du
99mTc soit de la raie a 71 KeV du 201TI. La reconstruction des
images a été réalisée a Paide d’un algorithme ART propre adapté a
la géométrie conique.

Résultats : a partir du fantome les LMH ont été respectivement de 1,6
mm et 1,5 mm en modes planaire et tomographique pour un champ
de vue de reconstruction de 26 mm. La résolution tomographique
était de 1 mm pour un champ de vue de 10 mm. Des images TEMP
avec un volume du voxel reconstruit de 0,064 mm3 ont été obtenues
permettant une résolution anatomique de la perfusion du myocarde
de souris, plus fine avec le Sestamibi qu’avec le thallium.

Conclusion : cette étude pilote démontre le potentiel de 'imagerie
micro TEMP en cardiologie nucléaire de la souris.

Mots-clés : imagerie moléculaire, TEMP , pinhole , souris, myocarde,
perfusion

. A. Constantinesco, Ph. Choquet, L. Monassier, V. Israel-Jost, L.
Elfertak, E. Sonnendriicker, ”Etude pilote de la perfusion myocardique

chez la souris par micro-imagerie TEMP,” Med Nucl,vol.28, pp.163-168,
2004.

Objectif : démontrer la faisabilité de la tomographie d’émission
monophotonique de perfusion myocardique chez la souris.

Méthodes : nous avons employé une caméra micro-TEMP dédiée
couvrant un champ de vue de 17cm x 17 cm, et munie d’un
collimateur pinhole de 1,5 mm de diametre avec une distance focale
de 12cm. Un fantéme linéique infra millimétrique a permis de
mesurer les résolutions spatiales planaire et tomographique. Deux
souris adultes normales (30g) ont été étudiées sous anesthésie
gazeuse (isoflurane 1,5%) et apreés administration IV de 0,1 mL de
99mTc-Sestamibi (350 MBq) pour 'une et de 201T1 (64MBq) pour
lautre. Dans les deux cas, 48 projections de 1 mn sur 180° ont été
acquises en format 64 x 64 avec un rayon de rotation de 2,5 cm et
avec une fenétre de 20% centrée soit sur le pic photoéléctrique du
99mTc soit de la raie a 71 KeV du 201TI. La reconstruction des
images a été réalisée a l'aide d’un algorithme ART adapté a la
géométrie conique.

Résultats : a partir du fantome les LMH ont été respectivement de 1,6
mm et 1,5 mm en modes planaire et tomographique pour un champ
de vue de reconstruction de 26 mm. La résolution tomographique
était de 1 mm pour un champ de vue de 10 mm. Des images TEMP
avec un volume du voxel reconstruit de 0,064 mm3 ont été obtenues
permettant une résolution anatomique de la perfusion du myocarde
de souris, plus fine avec le Sestamibi qu’avec le thallium.
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Conclusion : cette étude pilote démontre le potentiel de 'imagerie
micro-TEMP en cardiologie nucléaire de la souris.

Mots-clés : Imagerie moléculaire, TEMP, pinhole, souris, myocarde,
perfusion

. A. Constantinesco, Ph. Choquet, L. Monassier, V. Israel-Jost, L.

Mertz,” Assessment of left ventricular perfusion, volumes and motion in
mice using pinhole gated SPECT,” J Nucl Med, vol.46, pp.1005-1011,
2005.

Quantitative functional normal data should be a prerequisite before
applying SPECT in murine models of cardiac disease. Therefore, we
investigated the capability of in vivo pinhole gated SPECT for
establishment of a reference database for left ventricular myocardial
perfusion, volumes, and motion in normal mice. Methods : A
small-animal dedicated pinhole -camera with a field of view of 17 cm and
a focal distance of 12 cm was used with a 1.5-mm pinhole and a 2.5-cm
radius of rotation. Phantoms were designed to test spatial resolution and
microvolume measurements of accuracy. Eight adult normal mice (CD1)
were studied using a heated mixture of air (0.3 L/min) and 1.5%-2.5%
isoflurane for anesthesia. For myocardial perfusion, 350-450 MBq of
99mTc-tetrofosmin were used in 0.15-0.25 mL. Gated acquisitions (8 or
10 time bins per cardiac cycle) were obtained using a 180° circular arc
and 48 anterior projections of 300 R-R intervals. Image reconstruction
was done using a specific Algebraic Reconstruction Technique (ART)
cone-beam algorithm. For quantification, reconstructed images were
processed using standard nuclear medicine software. Results : Millimetric
spatial resolution and volume calibrage linear relationships (r2 = 0.99) in
the 10- to 100-uL range were obtained in phantoms and used to scale in
vivo volume values. In mice, left ventricular perfusion was lower in the
apex (656% =+ 6%) versus lateral (72% + 5%), inferior (74% + 5%),
septum (75% =+ 4%), and anterior (74% =+ 2%) walls. The left ventricular
ejection fraction was 60% + 9%, end-diastolic volume was 50 & 8 uL,
end-systolic volume was 20 + 6 uL, stroke volume was 29.5 + 6 uL, and
cardiac output was 9.6 + 1.6 mL/min. Wall thickening was higher in the
apex (47% =+ 12%) versus lateral (30% + 9%), inferior (33% + 8%),
septum (37% =+ 10%), and anterior (33% + 10%) walls. Conclusion :
This work shows that in vivo pinhole gated SPECT can be used for
assessment of left ventricular perfusion, volumes, and cardiac function in
normal mice.

Mots-clés : mice, gated SPECT, myocardial perfusion, ventricular
function, molecular imaging

. V. Israel-Jost, Ph. Choquet, S. Salmon, C.Blondet, E. Sonnendriicker, A.
Constantinesco, ”Pinhole SPECT Imaging : Compact
Projection/Backprojection Operator for Efficient Algebraic
Reconstruction, ” IEEE Trans Med Imaging, vol. 25, pp.158-167, 2006.
We describe the Efficient Algebraic Reconstruction (EAR) method,
which applies to cone-beam tomographic reconstruction problems with a
circular symmetry. Three independant steps/stages are presented, which
use two symmetries and a factorization of the Point Spread Functions
(PSF), each reducing computing times and eventually storage in memory
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or hard drive. In the case of pinhole Single Photon Emission Computed
Tomography (SPECT), we show how the EAR method can incorporate
most of the physical and geometrical effects which change the PSF
compared to the Dirac function assumed in analytical methods, thus
showing improvements on reconstructed images. We also compare results
obtained by the EAR method with a cubic grid implementation of an
algebraic method and modeling of the PSF and we show that there is no
significant loss of quality, despite the use of a non-cubic grid for voxels in
the EAR method.

Data from a phantom, reconstructed with the EAR method,
demonstrate 1.08 mm spatial tomographic resolution despite the use of a
1.5 mm pinhole SPECT device and several applications in rat and mouse
imaging are shown. Finally, we discuss the conditions of application of
the method when symmetries are broken, by considering the different
parameters of the calibrage and non-symmetric physical effects such as
attenuation.

Mots-clés : Single photon emission computed tomography, Image
reconstruction, Pinhole, Symmetries, Small animal imaging

. V. Israel-Jost, Ph. Choquet, A. Constantinesco, ” A prospective study on
algorithms adapted to the spatial frequency in tomography, ”
International Journal of Biomedical Imaging 2006, article ID 34043, 6
pages, 2006.

The use of iterative algorithms in tomographic reconstruction always
leads to a frequency adaptated rate of convergence in that low
frequencies are accurately reconstructed after a few iterations while high
frequencies sometimes require many more computations. In this paper,
we propose to build frequency adapted (FA) algorithms based on a
condition of incomplete backprojection and propose a FA-simultaneous
algebraic reconstruction technique (FA-SART) algorithm as an example.
The results obtained with the FA-SART algorithm demonstrate a very
fast convergence on a highly detailed phantom when compared to the
original SART algorithm. Though the use of such a FA algorithm may
seem difficult, we specify in which case it is relevant and propose several
ways to improve the reconstruction process with FA algorithms.
Mots-clés : tomography, iterative algorithms, deconvolution, frequency
adapted algorithms, SPECT
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Annexe B

Le programme et son
interface

L’objectif de ce travail de these a été en premier lieu de doter le Laboratoire
de Biophysique et Médecine Nucléaire de I’'Hopital de Hautepierre d’un outil
permettant de réaliser des reconstructions tomographiques a partir d’'un
systeme d’imagerie TEMP avec collimateur sténopé. Cet outil devant étre
utilisable par quelqu’un qui ne connaisse par le programme, nous avons codé
l’algorithme dans I’environnement Project Builder sous mac OS 10, qui permet
de relier le programme proprement dit avec une interface graphique. Cette
interface est essentiellement destinée & pouvoir changer I’ensemble des
parametres en fonction des acquisitions réalisées, sans avoir a le faire
directement dans le programme puis a recompiler celui-ci. Les parametres sont
nombreux au final, couvrant a la fois la géométrie de ’acquisition, la géométrie
de la reconstruction, le choix de I'algorithme et des parametres qui lui sont
propres, les facteurs temporels et enfin d’orientation. Les deux panneaux de
commandes sont reproduits sur les figures B.1 et B.2 et nous dressons ici la
liste des parameétres, ainsi que leur correspondance avec les notations du texte
présent.

Panneau 1/2 :

1. Diametre pinhole : le diametre d d’entrée du trou du collimateur
sténopé, en mm (le diametre effectif est calculé automatiquement et pris
en compte par la suite).

2. Distance focale collimateur : la distance F' entre le plan de détection et
le centre du trou d’entrée du collimateur sténopé, en mm.

3. Champ de vue du détecteur : la taille [, d’une aréte du détecteur, en mm.

4. Taille matrices d’acquisition : le nombre k£ de pixels dans un c6té de
Iimage de projection. Le nombre de pixels dans une image est K = k2.

5. Sens de rotation : il est positif ou négatif et intervient dans le parametre
s de la définition 4.1.

6. Nombre de projection : c’est P, que 'on recommande de choisir égal a k.

7. Angle total de la rotation, en degré. Intervient dans la quantité ]3, qui
est le nombre de projections extrapolé sur 360°.
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10.

11.

12.
13.

Angle de départ, en degré. Pas d’équivalent dans le texte, détermine la
bonne orientation de l'objet reconstruit.

Rayon de rotation : r, en mm.

Nombre de voxels : détermine 7', le nombre de tranches dans le champ de
vue cylindrique reconstruit (méthode EAR) ou le nombre de voxels dans
un ¢6té du cube pour une discrétisation classique (pour Ialgorithme
FDK).

Champ de vue conseillé : propose a l'utilisateur une valeur pour ¢, la
longeur et le diametre du cylindre reconstruit, en mm.

Champ de vue choisi : valeur décidée par I'utilisateur pour ¢, en mm.

Taille physique du voxel : calcule le rapport ¢/T pour connaitre la taille
géométrique du voxel.

Panneau 2/2 :

1.

10.

Menu déroulant EAR : choix de la méthode, itérative ou algorithme
FDK.

Nombre d’itérations : nombre d’itérations dans le cas de la méthode
itérative.

Seuillage PSF : choix du parametre p, en pourcentage et non compris
entre 0 et 1.

. Fréq. coupure FDK : détermine les propriétés fréquentielles du filtre vg

qui intervient dans la formule de reconstruction de FDK.

. Fréq. coupure FDK conseillée : calcule une fréquence de coupure en

fonction des parametres géométriques.

Correction du centre de rotation : pour appliquer ou non la correction
proposée au chapitre 3, pour le défaut mécanique de rotation de la
caméra autour de son axe.

Le volet orientation permet d’indiquer la position de I’animal au moment
de ’'acquisition et de choisir une orientation pour le volume reconstruit.

Synchronisation : nombre de pas de temps dans le cas d’acquisitions
synchronisées a 'ECG.

Temps d’acquisition : temps de pose par projection, en secondes.
Intervient dans la correction de la décroissance radioactive du traceur.

Demi-vie de I'isotope : temps apres lequel 'activité de I’isotope est
diminuée de moitié, en minutes.
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F1c. B.1 — Panneau de linterface (1/2).
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Fic. B.2 — Panneau de l'interface (2/2).
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