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RESUME

Cette these porte sur les invariants des spheres d’homologie entiere de
dimension 3, et en particulier sur les invariants de type fini pour la fil-
tration de Goussarov-Habiro.

Dans une premiere partie, on étudie la variation d’un invariant de degré
2n apres chirurgie le long d’une surface par un élément du 2n-ieme terme
de la série centrale descendante du groupe de Torelli. Dans le cas d’un
commutateur de 2n éléments du groupe de Torelli, on exprime cette
variation en fonction de I’homomorphisme de Johnson évalué sur ces 2n
éléments et du systéeme de poids de I'invariant.

Le calcul des claspers de Goussarov-Habiro donne des équivalences topo-
logiques entre des chirurgies sur des corps en anses plongés dans les
variétés. Ce calcul a déja permis de préciser le comportement des in-
variants de type fini lors de nombreuses modifications topologiques. La
deuxieme partie de cette these est consacrée a un raffinement de ce cal-
cul. Ce raffinement est ensuite appliqué a 1’obtention d’une formule de
chirurgie géométrique sur les noeuds pour les invariants de degré 4, c’est-
a~dire que ’on exprime la variation d’un tel invariant apres chirurgie sur
un noeud en fonction d’invariants de courbes tracées au voisinage d’une
surface de Seifert de ce noeud.

MOTS-CLES

Invariants de type fini, spheres d’homologie de dimension 3, chirurgies,
filtration de Goussarov-Habiro, groupe de Torelli, homomorphisme de
Johnson, Invariant de Casson, chirurgie borroméenne.

CLASSIFICATION MATHEMATIQUE
57M25, 57TM27, 57N10, 57R65.



Remerciements

Il n’est guére dans mon caractére de trop lancer de roses ni de manier avec
art la brosse a reluire. Cependant, la conclusion de cette thése, en refermant
la longue parenthése grenobloise, est une bonne occasion d’éter un instant
mes moufles et de prendre le temps d’exprimer ma reconnaissance sincére
pour ceux et celles qui ont contribué & leur maniére & 'achévement de ce
travail.

En premier lieu, je me sens extrémement reconnaissant envers Christine
de m’avoir fait découvrir en DEA le joli petit monde de la topologie en di-
mension 3, d’avoir ensuite accepté de diriger cette thése, et surtout d’avoir
fourni de tels efforts, a I'’heure de la crise de la bourse, pour que ce tra-
vail puisse seulement débuter. Je suis fortement redevable ensuite d’avoir pu
trouver en elle un exemple d’honnéteté et de rigueur intellectuelles admi-
rables, se traduisant au quotidien par une forte implication et par des heures
de relectures minutieuses. Je la remercie enfin pour m’avoir laissé une grande
liberté - quitte a tirer sur les rénes en cas de besoin -, et pour avoir su me
motiver par ses encouragements.

Je veux ensuite exprimer ma gratitude envers Pierre Vogel et envers Sta-
vros Garoufalidis pour avoir accepté au plus fort de 1’été la lourde tache de
rapporter sur ma thése. Merci en particulier & Pierre pour sa promptitude,
et merci a Stavros pour le temps qu’il m’a consacré lors de sa derniére visite
a Grenoble.

C’est avec grand plaisir que j’ai appris la participation de Christian Blan-
chet a ce jury de thése, et je lui suis en outre extrémement redevable du
temps et de I'attention qu’il m’a accordés lors de mon séjour a Vannes. J’ai
pu notamment y profiter pleinement de ses discussions mathématiques, riches
d’enseignements et sources de nombreuses réflexions.

Je remercie trés chaleureusement Louis Funar et Michael Eisermann pour
avoir accepté de participer & mon jury, mais aussi pour leur disponibilité et
pour leur soutien tout au long de cette thése. Je dois & Louis une bonne
partie de ma culture de la dimension 3, et les conseils et recommandations
de Michael m’ont été d'un grand secours pour préparer cette soutenance.

Je me dois de mentionner ici Gwenaél Massuyeau, Bertrand Patureau-
Mirand, Kristell Dequidt-Picot et Jean-Baptiste Meilhan. Je les remercie
pour les diverses discussions que nous avons eues a Strasbourg, & Vannes, a
Grenoble, ou lors des différentes réunions du GdR Tresses. A leur contact,
un certain nombre d’éclairages et de déclics salvateurs ont pu se produire.

Je remercie les membres de ’équipe de Topologie de I'Institut Fourier
pour leur écoute, et notamment Alexis Marin - dont les questions, soigneu-
sement retranscrites, constituent des pistes de recherche que j’aimerais pro-
chainement explorer -, Lucien Guillou, que j’ai parfois harcelé de questions,



et Maxime Wolf, pour sa disponibilité aux répétitions.

Je veux rendre hommage aux collégues que j’ai eu la chance de cotoyer en
tant qu’apprenti-enseignant tout au long de ces quatre années. J’ai notam-
ment particuliérement apprécié de travailler en tant que chargé de travaux
dirigés sous la direction d’Yves Colin de Verdiére, de Christian Dupuis et de
Jacques Gasqui. Je garde également de trés bons souvenirs de collaborations
formatrices avec Eric Gaudron, Mikhail Zaidenberg et Alexei Pantchichkine.

Ces quelques lignes sont également 1'occasion de saluer le travail admi-
rable des personnels administratifs, secrétaires et bibliothécaires de I'Institut
Fourier, avec une mention spéciale & Martine Barbelenet et & Francoise Mar-
tin pour leur participation directe & la mise en forme finale de cette these.

Je voudrais ensuite remercier du fond du coeur les membres du laboratoire
qui, hors du cadre strictement mathématique ou professionnel, ont participé
dans une grande mesure & donner vie & mes yeux aux couloirs sombres de
I'Institut Fourier. En premier lieu, je garde une pensée émue pour mes deux
cobureaux historiques : Laurent, dont 'humour vivace et le rire contagieux
me laisseront toujours d’excellents souvenirs; et Guillemette bien str, qui a
su rendre plus qu’agréable notre cohabitation de quatre ans, et dont le sou-
rire et les yeux pétillants ont été des remontrances bien douces a ’encontre
de mes visées hégémoniques sur son espace vital.

Je dois également un énorme merci & Eric pour son franc-parler et sa gouaille
raffraichissante ; & Jéroéme, alias Bichon, pour ses pensées métaphysiques et
subtiles a 'ombre du Petit Soleil ; & Fabrice pour son imagination débridée
et ses capacités explosives ; aux Deux Gros® pour la finesse épaisse de leurs
allusions et pour la Grappa des grands jours ; & Martin, dit le Belge, pour son
trafic international ; & Catriona, Tanguy, Michel et Laurent pour les soirées
tarot-schlouk sans OGM ; & Stéphane pour son hospitalité post-ciné; a Ro-
land pour ses mille-et-un problémes sur les matrices de Pascal ; et finalement
a Sandrine, chez qui on n’achéte pas son café par hasard.

Je veux enfin saluer ici les nombreux thésards de I'Institut dont j’ai pu parta-
ger les déboires et les fugitifs instants de grace. Je pense en particulier & mes
vénérables prédécesseurs, Erwann, Yan, David, Nicolas, Guillaume, Sophie,
Héléne, Franck, Adrien, Jon ou les Nantais Pierre-Emmanuel et Paolo; aux
partenaires du foot du mercredi, a 'instar d’Alice, Vincent, Vidian, Bertrand
et Daniele ; et finalement, aux plus ou moins jeunes qui ont accompagné mes
derniers pas, avec notamment Amaél, Andreas, Boris, Vincent, Nicolas, Ha-
drien, Olga et Claire.

Je ne peux pas oublier la foule de copains, camarades et amis qui ont
contribué a égayer mon séjour a Grenoble et m’ont aidé a leur maniére a
évacuer la pression des moments difficiles. Je pense naturellement & Isa pour
son immense générosité, les promenades en Chartreuse et les soirées muscat ;
a Guillaume, vieux baroudeur idéaliste et ambulancier de fortune; & la com-
munauté du Charles Lory, avec Beegee, Gaélle, Lionel, Coralie, Paul, Emilie,
Miguel, Solenne et Bibi, des fléchettes au Dourak, de 1’Alsacien au Bulgare,



et des soirées canard aux concours de patisserie; & Julien et & Vu Hung; a
Lapin, David, James et Yvon; & Matthias et Dennis, du Queyras aux Dolo-
mites ; a Skander, Rozenn et leur petite Elen, d’un grand secours & Nantes ;
a Matthieu, Delphine, Glenn et Marion; & Pascale pour les chataignes et
le violon; a Nancy pour les randonnées-débat ; au Nek et au Boulet, trop
rarement la.

Enfin, je veux rendre hommage & mes camarades du water polo, en compagnie
desquels j’ai pu retrouver le minimum de sérénité nécessaire pour aborder
cette derniére année de thése. Je dois ainsi un énorme merci aux Deux Pé-
lots pour les soirées a trois (ou a quatre, avec la cloche); & Aude pour les
aprés-midi & Saint-Ismier et les retours musclés en Defender; a Claudia et
son Skat rigoureux; a Charlotte et ses fantasmes aquatiques; & Christophe
pour sa passion du clairon, et & Nelly pour bien vouloir le laisser faire; a
Etienne pour ses chorégraphies, et & Anne-Lyse pour son caractére débridé;
a Sarah pour les tours a Dionay ; & Cécile et a Claire, mes charmantes démé-
nageuses ; a Nico pour sa patience durement éprouvée ; a Héléne, enfin, pour
I’Internationale et pour ses beaux yeux.

Pour finir, je voudrais remercier et rendre hommage & mes parents, grand-
parents, frangins, belles-soeurs et petits gnomes, qui ont eu (et auront encore)
a supporter dans la durée ce qu’il est légitime d’appeler une sacrée téte de
mule.






Table des matiéres

1 Introduction 5
2 Rappels sur les invariants de type fini 19
2.1 Chirurgies sur les variétés de dimension 3 . . . . . . . . . .. 19
2.1.1 Z-sphéres et Z-corpsen anses . . . . . . . . . . . ... 19

2.1.2  Chirurgie sur lesnoeuds . . . . . . ... ... ... 20

2.1.3  Chirurgie par un élément du groupe de Torelli . . . . . 21

2.1.4 Graphes en Y et chirurgieen Y . . . . . ... ... .. 22

2.1.5  Chirurgie lagrangienne . . . . . . . ... ... ... .. 24

2.2 Filtration de Goussarov-Habiro . . . . . ... ... ... ... 26
2.2.1 Définition . . . . ... ... o 26

2.2.2  Filtration de G-H et diagrammes de Jacobi . . . . . . 27

2.2.3 Filtrations de G-H et chirurgies lagrangiennes . . . . . 28

2.2.4  Invariants de type fini et n—congruence . . . . . . . . . 29

3 Homomorphisme de Johnson et forme d’intersection 31
3.1 Enoncés des résultats . . . . ... ... 31
3.2 Résultats sur la forme d’intersection . . . . . . .. ... ... 33
3.3 Calcul effectif de ’homomorphisme de Johnson . . .. .. .. 37
3.4 Résultat principal . . . . . .. ..o 39

4 Invariants des variétés de dimension 3 et groupe de Torelli 43

4.1 Dépendance des lagrangiens . . . . . . .. ... .. ... ... 45
4.1.1 Définition de la filtration F2 . . . .. ... ... ... 46
4.1.2  Un lemme algébrique . . . . . . ... .. ... ... 46
4.1.3 Egalité des filtrations FZ et F, . . . . . .. ... ... 48
4.1.4 Preuve du théoreme 4.1.1 . . . . . . .. ... ... 50
4.1.5 Conséquence du théoréeme 4.1.1 . . . . . . . .. .. .. 51

4.2 Relier v*(c(¢1, 92, pam)) aux T1(@si) - - -« o oo 52
4.2.1 Chirurgie lagrangienne et diagrammes de Jacobi . . . 52
4.2.2 Calcul explicite . . . . . . ... ... 56

4.3 Homomorphisme de Johnson . . . . ... ... ... ..... 60

4.3.1 Algébres de Lie libres . . . . . .. .. ... ... ... 60



4 TABLE DES MATIERES

4.3.2  Homomorphisme de Johnson généralisé (d’aprés Morita) 62

4.3.3 Arbres (aracine) décorés . . . .. ... 65
4.3.4 L’homomorphisme de Johnson en terme d’arbres . . . 67

4.4 Casn =1. Linvariant de Casson . . . ... ... ... .. .. 69
4.4.1 Relier X*([p,¥]) a ([, ¥]) « o o o o oo 70
4.4.2 Conclusion danslecasn=1 . ... ... ....... 74

4.5 Casgénéral . . . .. ... 79
5 Mouvements de (n + 3)—congruence sur les graphes en Y 85
5.1 Préliminaires . . . . . . ... ... 86
5.1.1 Equivalences de chirurgie de Goussarov . . . . . . .. 86
5.1.2 Relationsdans F . . . . . .. . ... ... ... ... 88
5.1.3 Etudede G,, . . . . . . ... ... 91

5.2 Couper une feuille . . . . .. ... ... oL 95

5.2.1 Mouvements de (n + 1)-congruence . . . . . . . .. .. 95

(
(

5.2.2  Mouvements de (n + 2)-congruence . . . . . . . .. .. 98
5.2.3 Mouvements de (n + 3)-congruence . . . . . . . .. .. 101

5.3 Cas d’une feuille triviale +1-parallélisée . . . . . .. ... .. 106
5.3.1 Mouvements de (n + 1)-congruence . . . . . . . .. .. 106
5.3.2 Mouvements de (n + 2)-congruence . . . . . . ... .. 109
5.3.3 Mouvements de (n + 3)-congruence . . . . . . ... .. 113

6 Applications aux formules de chirurgie sur les noeuds 121
6.1 (F2/Fs5)®Q et diagrammes de Jacobi . . . . ... ... ... 121
6.2 Casdesnceuds . . . . . ... ... ... 123
6.3 Casdesnceudsdegenre 1 . . . ... ... ... .. ...... 138
6.3.1 Couper une feuille . . . . ... ... ... ... . ... 139
6.3.2 Simplification de I’enlacement . . . . . . ... .. .. 145
6.3.3 Etudede Gi .. ... ... .. .. ... . ... 151
6.3.4 Simplification de I’auto-enlacement . . . . . . . . . .. 155
6.3.5 FEtudedeGsg .. ... .. ... ... ... ... ... 160
6.3.6 Epilogue . ... ..o oo 161

6.4 Cas des feuilles algébriquement scindées . . . . .. ... ... 167
6.4.1 Surfaces de Seifert d’'un entrelacs . . . . . .. .. ... 167
6.42 Calculde Gz . . .. ... ... ... 172
6.4.3 Calculde Gy . . . . . . . . ... 173
6.4.4 Calculde G1 . . . . . .. 175
6.4.5 Conclusion pour les nceuds de genre 1 . . . . . . . .. 177

6.5 Casdesnoeuds degenre 2 . . . . .. .. ... 179
6.5.1 Simplification des enlacements . . . . .. .. ... .. 181
6.5.2 Simplification de I’auto-enlacement . . . . . . . . . .. 194
6.5.3 Calculde J . .. ... .. ... 194

A Clover calculus via basic algebraic topology 197



Chapitre 1

Introduction

Aprés un chapitre préliminaire ot ’on redéfinit différentes notions de chi-
rurgies sur les variétés de dimension 3, on compare dans les chapitres 3 et 4
des applications sur le groupe de Torelli induites par des invariants de varié-
tés de dimension 3 d’une part, et induites par I’homomorphisme de Johnson
d’autre part. Dans le chapitre 5, on raffine les relations données sur la fil-
tration de Goussarov-Habiro F,, dans [GGP| pour obtenir des relations dans
(Fn/Fnia) ® Q. On en déduit dans le chapitre 6 une formule de chirurgie
sur les noeuds pour les invariants réels de degré 4.

Soit 341 = ¥4 \ D une surface de genre g privée d'un disque. On note
7,1 le groupe de Torelli, c’est-a-dire ’ensemble des homéomorphismes de X
induisant 'identité en homologie dont la restriction au bord est l'identité,
quotienté par les isotopies préservant le bord point par point. Soit 7 le groupe
fondamental de ¥,; munie d'un point-base sur le bord. On désigne par
7 C 7 le k-iéme terme de la série centrale descendante de 7 définie par
T =T et M1 = [, 7). Onnote H = Hy(3y,1;Z) = 7/m le premier module
d’homologie de %, 1 sur Z. L’homomorphisme de Johnson 71 (¢) € A>H* d’un
élément ¢ € 7,1 est défini de la maniére suivante (voir [J2]). L’action de 7
sur 7 induit un homomorphisme défini par

Tg1 — Hom(7; ma/73)
o] — ([v]=le(r™])

qui induit & son tour un homomorphisme 7y de 7,1 vers Hom(H; m2/73).
Soit alors
Y* : Hom (H;m/73) — A*H* @ H*
I'isomorphisme induit par :
— composition a gauche par 'isomorphisme

mo/my — A2H

[1:72] — WA
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(voir [MKS, Théoréme 15.2]),
— l'identification canonique Hom (H ‘A2H ) ~ A’H ® H*,
— Didentification A>H ~ A?H* venant de l'identification H ~ H* par
I'isomorphisme pg : ¢ — (., ¢) induit par la forme d’intersection sur
H.
L’homomorphisme de Johnson est alors par définition

T i=" 0Ty Tg1 — AH* @ H*.

Dans [J2, Théoréme 1|, D. Johnson a montré que I'image de 71 est égale a
A3H* via I'inclusion A3H* C A2H* @ H* définie par

aANbAc=aNb@c+cANaRb+DAc® a.

Soit M une 3—variété et soit ¥ C M un plongement orienté d’une surface
de genre g sans composante de bord. Soit D C ¥ un disque plongé dans X.
On choisit un voisinage tubulaire T'(X) = ¥ x [-1,1] de X de telle sorte
que l'orientation induite par les orientations de ¥ et de [—1, 1] coincide avec
I'orientation induite par l'orientation de M. Soit ¢ € 7,1 un élément du
groupe de Torelli, que I'on étend par I'identité sur D. On définit

Mz = (M\Int(T(2) | (Ex[-1,1)
7 9(T(2)— d(Ex[—1,1])

la variété obtenue a partir de M en enlevant I'intérieur de T'(X) et en recollant
sur le bord de la variété obtenue une copie de ¥ x [—1,1] par I’homéomor-
phisme
p: 0(T(X) — I0Ex[-1,1)
(z,1)  +— (¢! (2),1)
(:E,—l) — ((IJ,—l).

On dira que My, ) est obtenue a partir de M par 7 —chirurgie par ¢ le long
de X. On définit le tore d’application de ¢ comme

T‘P = (E X [_17 1]) /(:C, 1) ~ ((p(l‘),—l)

Le tore d’application T, s’obtient a partir de Tiq = X x S I par 7 chirurgie
par ¢ le long d’une fibre ¥ x {x}.

Dans le chapitre 3, on identifie 71 () & I'intersection triple des surfaces
dans T,. Plus précisément, on désigne par

I(T,) € A* (Hy(Ty;Z))*

la forme d’intersection triple sur Hy(Ty; Z) correspondant au produit cup sur
H 1(T¢;Z) via la dualité de Poincaré. On note p, I'homomomorphisme de
H dans Hy(T,;Z) défini de telle sorte que py,([~]) est la classe d’homologie



d'une surface de (£\ D) x [—1, 1] qui rencontre ¥ x [—3, 3] comme yx [, 3].
On note
P AP (Hy(TyZ)" — APH*

I’lhomomorphisme induit par composition & droite par /\3p¢. Dans le cha-
pitre 3, on redémontre le résultat suivant, énoncé par D. Johnson dans [J3],
et dont des généralisations dans le contexte des produits de Massey ont été
prouvées par T. Kitano dans |K].

Théoréme 1 (Théoréme 3.1.2).

Vo € Ty1, mi(p) =, (Z(Ty)).

Réciproquement, on exprime en fonction de I’homomorphisme de John-
son la variation de la forme d’intersection triple d’une variété M lors d’une
7 —chirurgie (Théorémes 3.1.4 et 3.4.2).

Dans le chapitre 4, on s’intéresse a des invariants de type fini pour la
filtration de Goussarov-Habiro, redéfinie dans le chapitre 2. On appelle ar-
rangement de crochets de degré n une application ¢ : B — FE sur une algébre
libre E' munie du crochet [a,b] = ab— ba définie récursivement de telle sorte
que sin = 1, alors ¢ vaut l'identité sur E, et si n > 2, alors il existe r < (n—1)
et deux arrangements de crochets c; et co de degrés respectifs r et n — r tels
que ¢ = [c1,c]. A un tel arrangement de crochets, on associe un ensemble
de permutations S;; C S,, et une application 7. : S; — *£1 tels que,

Y(ai,...,ay) € E" cla1,ag,...,ay) = Z Ye(T) A1) - - - Ag(n)-
0E€SE

Par exemple, si on note ¢ I'arrangement de crochets de degré 3 défini par
c=1[.,[.,.], alors

c(ay,az,a3) = arazaz — a1asaz — a2a3a; + a3a20a;.

Si G est un groupe, on note G, le n—iéme terme de sa série centrale descen-
dante définie récursivement par

Gl =G et Gn+1 ::[Gn, G],
et on note sa cloture rationnelle comme
Gy ={9€G/3Ir>0, g €Gp}.

Sigi,...,gn sont des éléments de G et si ¢ est un arrangement de crochets,
alors on peut naturellement définir I’élément c(g1,...,9,) € Gy, en rempla-
cant les crochets par des commutateurs [a,b] = aba b1
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Dans le chapitre 4, on considére un plongement d’une surface ¥ dans une
sphére d’homologie entiére M, qui est alors vue comme une union AU (—B)
de deux corps en anses d’homologie séparés par X. Pour X = A ou B, on
désigne par Lx C H le lagrangien de X c’est-a-dire le noyau de 'applica-
tion Hq(X;Z) — H,(X;Z) induite par l'inclusion de ¥ dans X. On note
px : H — Lx la projection sur Lx paralléelement au lagrangien de 'autre
corps en anses d’homologie. On montre alors dans le paragraphe 4.1 le résul-
tat suivant.

Théoréme 2 (Théoréme 4.1.8). Soit v un invariant & valeurs dans R
de degré n pour la filtration de Goussarov-Habiro. Soit

viusy: (Zgi)m) — R
® — V(M(XL 99)) —Z/(M).

Alors V(*MZ) ne dépend que des lagrangiens (La,Lp). On pose U&m Lp) =
V(*M,Z)' C’est un homomorphisme de ((Tg1)(m), - ) dans (R,+). De plus,

Vi, cp) €5t nul sur (Tg,1) (n+1)-

Si a, b et ¢ sont des éléments de H, on note (a,b,c) = (b,c,a) = (¢, a,b)
I’arbre trivalent orienté a un sommet dont les trois arétes sont décorées dans
le sens direct par a, b et ¢, comme représenté sur la figure 1.1. On désigne
par Az o(H) le Z-module librement engendré par les arbres (a, b, c), ot a, b
et ¢ parcourent H, quotienté par la relation de linéarité

(a+ad',b,c)=(a,b,c)+ (a,b,c)

et par la relation (a,a,c) = 0 (notée aussi 24 = 0).

b a a a

T T

C C

Fia. 1.1 — L’arbre (a, b, c) et la relation 24 = 0.

Alors ASH* et Agzo(H) sont isomorphes par lidentification H* ~ H
induite par pI_Jl, et par Iisomorphisme A*H ~ Az »(H) défini par

aNbAc — (a,b,c).

On note
T Ty — Aga(H)

la composition de 71 : 7,1 — A3H* par cet isomorphisme.
Si (T, ...,Toy,) sont des arbres trivalents dans Az o(H ), un appariement des



arétes des T; est la donnée d’une partition des arétes des T; en paires. On
note P 'ensemble des appariements sans boucle (c’est-a-dire ot deux arétes
adjacentes & un méme sommet ne peuvent former une paire). On définit alors
une application 2n—linéaire

(oo Dpaps) : (Aza(H)? — A,

a valeurs dans un Z-module A,, engendré par des graphes trivalents orientés a
2n sommets -plus précisément défini dans le paragraphe 2.2.2- de la maniére
suivante. A tout appariement P € P, on associe un graphe trivalent I'p
obtenu en connectant les arétes des arbres T} suivant P. A chaque aréte e de
I'p, qui correspond a une paire d’arétes de T; et de T); décorées respectivement
par a; et par aj, ott i < j, on associe z. = (pa(ai),pp(a;))s . Alors

(T1, oo Ton Vowp) = (Hz) [Cp].

PeP ecP

Notons que cette application est fortement dépendante de I'ordre des arbres
T;. A tout invariant v a valeurs dans R de degré 2n pour la filtration de
Goussarov-Habiro, on peut associer une fonction

Pu:AnﬁRa

appelée son systéme de poids. On montre les résultats suivants dans le cha-
pitre 4.

Théoréme 3 (Lemme 4.2.5). Soient (hy,...,hoy,) 2n éléments de Ty ;.
Si on note

[M’ (h17 <o 7h27’b)] = Z (_1)TM(E,hi1 o---0hy,.)»
{i1<<ir}C{1,...,.2n}

alors pour tout invariant v a valeurs dans R de degré 2n de systeme de
poids P,,

v([M;(hy,...,han)]) =P, <<<7'1Y(h1) IR le(h%)»(pmpB)) ’
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Théoréme 4 (Théoréme 4.2.7). Soit ¢ un arrangement de crochets de
degré 2n sur Ty 1. Soient (o1, ... , o) 2n €léments de T, 1. Soit v un
wmvaritant de degré 2n a valeurs dans R, et soit P, son systéme de poids.
Alors,

Z/EkﬁA,EB) (C (3017 P2y .- 7902n)) =

P, Z 'Vc(g) <<7—1Y(90(r(1)) y ottt 7—1}/(900(271))»(

0€eSs,

PA’pB)

On utilise ensuite ces résultats dans le cas de 'invariant de Casson. On
prouve alors que la variation de I'invariant de Casson aprés 7 —chirurgie par
un élément de Ky1 = (74,1)(2) peut s’écrire comme une somme de deux
termes. Le premier terme dépend des lagrangiens et se factorise par 1’ho-
momorphisme 79, dont on trouvera une définition dans le paragraphe 4.3.
Le deuxiéme terme est indépendant des lagrangiens (Théoréme 4.4.6). On
calcule explicitement ces termes sur des générateurs de Ky 1, et on en déduit
que cette décomposition est différente de celle trouvée par S. Morita dans
[Mol].

On généralise ensuite cette construction en tout degré. Pour tout ¢ €
ICg,1, on peut considérer 75(1)) comme une somme d’arbres trivalents orientés
a deux sommets trivalents dont les arétes sont décorées par des éléments de

H. Alors, de fagon similaire & ((.,..., . ))(p, pg), on définit une application
n-linéaire [[.,..., .]] sur les arbres & deux sommets trivalents comme
e =" (TT @) 7]
PeP  ecP

ol, pour toute aréte e formée de deux arétes de T; et de T; décorées respec-
tivement par a; et par aj,

- { (pa(ai), pe(aj))s sii < j
‘ — 3 ((palai), pB(a;))s + (pala;),pp(a;))s) sii=j.

On prouve alors le résultat suivant

Théoréme 5 (Théoréme 4.5.2). Soit v un invariant de degré 2n a va-
leurs dans R, et soit P, son systéeme de poids. On suppose que P, s’an-
nule sur tous les éléments de A, comportant une composante connexe
en 0. Soit ¢ un arrangement de crochets de degré n. Alors, pour tout

(¢la ¢27 SRR ¢n) € (’Cg,l)n7
Vicace) (€1, 02, 1))
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ne dépend que des homomorphismes de Johnson To(1);) et

Vieary) @12, ¢n) =
P, Z Ye(0) [[T2(oy) 5 - 5 T2(om)]] | >

o€Ss,

Dans les chapitres 5 et 6, on s’intéresse plus précisément a la filtration
de Goussarov-Habiro F,,, définie de fagon indépendante dans [GGP]| et dans
[H]. On rappelle qu'un graphe en Y dans une variété de dimension 3 (voir
paragraphe 2.1.4) est la donnée d’un plongement d’'un graphe trivalent pa-
rallélisé constitué de trois noeuds (les feuilles) reliés chacun par un segment
(une aréte) & un méme sommet trivalent. Un entrelacs en Y & n composantes
est le plongement de n copies disjointes d’un tel graphe. Si G est un entrelacs
en Y dans une variété M de dimension 3, on note Mg la variété obtenue a
partir de M par chirurgie en Y sur G. On note F le Z-module abstraitement
engendré par les sphéres d’homologie entiére vues a homéomorphisme prés.
Pour tout entrelacs G = G1U---UG,, en Y a n composantes dans une sphére
d’homologie M, on pose

M;G) = > (=) Mg,
JcA{1,...,n}

ou G(J) est le sous-entrelacs de G' dont les composantes en Y sont indexées
par J. Alors F,, est le sous-module de F engendré par les crochets [M; G/,
ou M parcourt les sphéres d’homologie, et o GG parcourt les entrelacs en Y
a n composantes dans M.

Dans |GGP], S. Garoufalidis, M. Goussarov, et M. Polyak ont prouvé
des relations dans F,,/F,+1 qui leur ont permis de comparer F,,/F, 11 & un
Z—module engendré par des graphes trivalents orientés, appelés diagrammes
de Jacobi. Par exemple, ils ont démontré que si G est un entrelacs en Y
a n composantes dans une sphére d’homologie entiere M, si | = l1#lo est
une feuille de G vue comme une somme en bande de [; et de I, et si G
et G sont obtenus a partir de G en remplacant [ respectivement par [ et
par lo, alors [M;G] = [M;G1] + [M;Gs] dans F,,/F,+1. Il est & noter que
les relations de |[GGP] sont contenues dans le calcul de claspers introduit
par K. Habiro dans [H|. Grace a ces relations, il est possible d’exprimer les
coordonnées du crochet [M; G| d’'un entrelacs en Y a n composantes sur le
systéme de générateurs de F,,/F,+1 donné par les diagrammes de Jacobi en
fonction des enlacements et des auto-enlacements des feuilles de G. Ainsi, si
v est un invariant de degré inférieur ou égal & n dont on connait le systéme
de poids, il est possible de calculer explicitement v([M; G]).

Dans le chapitre 5, on raffine les relations données dans [GGP] pour ob-
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tenir leur équivalent dans F,/F 14, ol F,, désigne la cloture rationnelle de
F, dans F. Ainsi, on démontre que si G, G; et Go sont des entrelacs en
Y a n composantes tels que G et G4 s’obtiennent en coupant une feuille
I de G en deux morceaux 1 et lo, alors, dans F,/F, 4, [M;G] est égal a
[M;G41] + [M;G5)] plus un certain nombre de termes dans Fy1/Fnia que
I’on exprime en fonction de G, de [ et de l5. Plus précisément,

Notation 1.0.1. On désigne par D, un disque percé de r trous numérotés
de 1 & r, comme représenté sur la figure 1.2.

Figure 1.2

On fixe un plongement de D, dans une sphére d’homologie M. Soit H, ~
[~1,1] x D, un voisinage de D, dans M. On fixe un entrelacs G,_1) en
Y a (n — 1) composantes dans le complémentaire de H,. Alors, pour tout
entrelacs G dans H,., on désigne [M;G U G(n,l)] par le dessin de G dans
H, entre crochets. Par exemple, avec cette notation,

1 4

© o

G = [Ma GU G(n—l)]
2@ 03

Par commodité de notation, si deux feuilles de G forment un entrelacs de
Hopf positif pour 'orientation trigonométrique des feuilles, on simplifie le
diagramme de G en remplacant les deux feuilles concernées par une aréte,
comme représenté ci-dessous.

° @ o~ e °

Si deux éléments x et y sont deux éléments de F, la notation = = y signifie
que (x —y) € Fpy1. Ici, on considére les crochets [M; G(n-1) U G] dans
F/Fnis. Si K est un graphe trivalent orienté & quatre sommets dont les
arétes adjacentes a un seul sommet sont décorées par des nombres entre 1 et
r, on lui associe un entrelacs G(K) en Y a quatre composantes plongé dans
D, de la fagon suivante. On plonge K dans D, de telle sorte que les orienta-
tions des sommets de K soient induites par I'orientation de D,., en attachant
a chaque aréte e décorée la courbe dans D, numérotée par la décoration
de e représentée sur la figure 1.2. Si deux décorations sont identiques, on




13

positionne les courbes & deux hauteurs différentes quelconques. On trans-
forme ensuite chaque aréte reliant deux sommets par un petit entrelacs de
Hopf positif. L’entrelacs G(K) ainsi obtenu dépend des plongements choi-
sis, mais dans F/F 4, grace aux relations trouvées dans [GGP], le crochet
[M; G ,—1) U G(K)] ne dépend pas des choix qui ont été faits et est bien

défini. Par exemple,
n+3 }g@
2 341

De la méme maniére, soit K un graphe trivalent orienté & 3 sommets dont
les arétes adjacentes & un seul sommet sont décorées par des numéros i, i,
1~ munis d’un exposant précisant des hauteurs relatives entre les courbes
associées aux décorations (la courbe i se trouvant sur la figure en avant de
la courbe 7). On associe & K un entrelacs G(K) en Y a trois composantes
dans D, en plongeant K dans le disque D C D, représenté sur la figure
1.2 de telle sorte que les orientations des sommets de K soient induites
par 'orientation de D et de telle sorte que seules les extrémités des arétes
décorées touchent le bord de D, aux points de tangence de D avec les
courbes 7. On attache ensuite a chaque extrémité d’aréte une copie de la
courbe numérotée par sa décoration, a la hauteur précisée par 'exposant de
la décoration. On démontrera que I'élément [M; G (,_1y U G(K)] est encore
bien défini dans F/F, 4. Par exemple,

IlEd

Dans le chapitre 5, on prouve le résultat suivant.
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Théoréme 6 (Théoréme 5.2.16). Avec les conventions de la notation
1.0.1,

o ® ® ® ®

+ *H‘HO
ol © ®

1

H
©
o IS
[
|| |
© ©

© o
| |

|
Jl@Tﬁ
@re
_|._
e
(V)
IS [\)
| [
1
O —4
[$V) o~
|_|

1] 4 1 _3
STt |t ]*
| 2342 | | 3123 | 2124 |
[ 1 [1+41 4 1+4 1 4
o LA P LA
| 3232 | |2 3232 2 3323

Avant d’arriver a ce résultat, on détermine un arsenal de relations dans
Fn/Fnis qui constituent un raffinement dans F,/F, 3 de toutes les rela-
tions de [GGP] qui permettent de passer d’un crochet d’entrelacs en Y a des
sommes de crochets de diagrammes de Jacobi. On peut donc espérer utiliser
cette batterie de relations pour déterminer les coordonnées du crochet d’'un
entrelacs en Y & n composantes dans F;, /F, .3 sur le systéme de générateurs
donné par les diagrammes de Jacobi. Cela nous permettrait donc de déter-
miner la valeur d’un invariant de degré n + 3 sur le crochet d’un entrelacs
en Y a4 n composantes.

On prouve ensuite le résultat suivant dans l'optique de calculer la va-
riation d’invariants de type fini aprés chirurgie sur les noeuds. En effet, on
y exprime le crochet d'un entrelacs en Y & n composantes comprenant une
composante réalisant un noeud bordant une surface de genre 1 en fonction
de crochets d’entrelacs en Y comportant au moins n + 1 composantes. Ce
résultat sera fondamental dans le chapitre 6.
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Théoréme 7 (Théoréme 5.3.12). Avec les conventions de la notation
1.0.1,

ole) = Y E3 ] 6%
,©0+0, © © ©
1 11 11
-2 Z -2 t:j + 8 H
2 2 2 2 2
B 11 1111
AR AR A
| 1212 1222 2222
Dans le chapitre 6, on applique les relations trouvées dans le chapitre
5 pour trouver une formule de chirurgie sur les nceuds en fonction d’une
surface de Seifert pour les invariants réels de degré 4 pour la filtration de

Goussarov-Habiro. Si K est un nceud dans une sphére d’homologie M, alors
2[M; (K, %)] = 2(M—M(K;;)) est un élément de F3, ot My 1, est la variéte

obtenue a partir de M par chirurgie de Dehn le long de K de coefficient % On
exprime alors 2[M; (K, 1)] dans F,/F5 sur le systéme de trois générateurs
donnés par les graphes ©, ©2 et T définis dans le paragraphe 6.1. Pour cela,
on considére une surface de Seifert > de K dans M représentée sur la figure

1.3.
3@\

Fic. 13- K, %, U et G.

On démontre alors dans un premier temps le résultat suivant.

Théoréme 8 (Théoréme 6.2.1). Soit K un neeud dans une sphére d’ho-
mologie entiere M. Soit G = G1 U ---UG, un entrelacs en Y réalisant une
surface de Seifert de K comme représenté sur la figure 6.4. On note ly;,
lo; et l3; les feuilles de G; comme représenté sur la figure 6.4. Alors, pour
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tout n € 7,
8(M 1) — M) = n P(M; K) + n® Py(M;K),

ot, P(M; K) et Po(M; K) sont des éléments de .7-"2/.7-"5 tels que

eSS o3

+R1 Ek 8,1 T'j @2 +R2£k’ su ,j
et
Py(M; K) = Q1(Ch(ls i, 1 5)) - [07] + Qa(h(ls i, 1 5))- [T),

ou Ry, Ro, Q1 et Qo sont des polynomes explicites en les enlacements et
en les auto-enlacements des feuilles I ;.

On se raméne au cas ou les enlacements et les auto-enlacements des
feuilles dans les trois premiers termes sont nuls en utilisant nos relations
dans F»/Fs5. Pour obtenir une formule de chirurgie compléte, il suffit en-
suite de calculer ces trois termes dans ce cas. A ce jour, le troisiéme terme
n’est pas encore calculé en toute généralité. On obtient cependant une for-
mule de chirurgie pour les noeuds bordant une surface de Seifert de genre 1,
résumée par le résultat suivant

Théoréme 9 (Théoréme 6.4.9). Soit K un neud dans une sphére d’ho-
mologie M bordant une surface de Seifert 3 de genre 1. Soit G le graphe
en Y représenté sur la figure 1.4 tel que K s’obtient a partir du neud trival
U par chirurgie sur Gy. Soit K 1 et I?z les deux courbes dans un épaissement
de Y correspondant auz feuilles de G1. On note £ l’enlacement de I?l et de
I?g, et on note p; auto-enlacement de I?Z Par isotopie, on peut supposer
que I}l et 1?2 passent par une boite avec £ motifs algébriques comme repré-
senté sur la figure 1.4, de sorte que les neeuds Ky et Ko obtenus a partir de
INQ et de I?g en remplacant la boite £ par la boite O ne soient pas enlacés.
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Alors

B

8(M ;1) — M) AnA(K). [M; 0] + n\(K)(nA(K) — 2). [67]

+<4n(2€ — DMK 1#K2) — MEK1) — MK2))
—12nSL(K1, K3) — 8npi A(K2) — 8npa A (K1)
+2n(p1p2 — 26(€ — 1))(p1 + p2) — 2nl(£ — 1)(2¢ — 1)

—20nA(K) + 2n2(—1 + 7)\(K)))\(K)). 7],

ot AN(K) = pipa — £(¢ — 1) est linvariant de Casson du neud K, et ot
SL(K1, Ks3) est linvariant de Sato-Levine de (K1, Ks), correspondant a
l'auto-enlacement de la courbe d’intersection des surfaces de Seifert de Ky
et de Ks.

A

Fic. 1.4 — K4 et Ks.
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Introduction




Chapitre 2

Rappels sur les invariants de
type fini

Dans ce chapitre préliminaire, on redéfinit rapidement différentes notions
de chirurgie sur les sphéres d’homologie entiére : chirurgie de Dehn sur les
nceuds, chirurgie par décollement /recollement le long d’une surface par un
élément du groupe de Torelli, chirurgie en Y et chirurgie lagrangienne. On
redéfinit également la filtration de Goussarov-Habiro. La majorité des ré-
sultats énoncés dans ce chapitre sont prouvés dans [AL|, qui se trouve en
appendice.

2.1 Chirurgies sur les variétés de dimension 3

2.1.1 Z-—sphéres et Z—corps en anses

Dans la suite, on appelle 3-variété une variété topologique (ou lisse !)
de dimension 3 compacte, connexe, orientée et, - sauf mention contraire -,
sans bord. Toutes les 3—variétés sont considérées & homéomorphisme (difféo-
morphisme) préservant l'orientation prés. Une sphére d’homologie entiére,
ou Z—spheére, désigne une 3—variété dont les modules d’homologie sur Z sont
isomorphes aux modules d’homologie sur Z de la sphére S3. Une Z-sphére
M vérifie donc

Ho(M;Z) ~ Hs3(M;Z) ~ Z
H{(M;Z) ~ Hy(M;Z) ~ {0}.

l

Dans une sphére d’homologie entiére M, tout noeud K C M borde une
surface orientable plongée dans M (appelée surface de Seifert de K). Si
Ki et Ky sont deux noceuds orientés dans M, on peut définir leur nombre
d’enlacement, noté (k(K;, K3), comme l'intersection algébrique

fk‘(Kl,Kz) =< Kl,Eg >py=< Z]_,KQ >M,

'En dimension 3, les catégories Top et C* sont équivalentes.
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ou »; est une surface de Seifert de K; munie de l'orientation induite par
Porientation du nceud K; avec la convention du premier vecteur sortant, et
ou <, >)s désigne l'intersection algébrique induite par l'orientation de M.

De la méme maniére, on appelle corps en anses d’homologie entiéere de
genre g ou Z-corps en anses de genre g toute 3-variété & bord dont les
modules d’homologie sur Z coincident avec ceux du corps en anses (plein)
H, de genre g représenté sur la figure 2.1.

n (1)
mq mo my

FIG. 2.1 — Le corps en anses H,.

Un Z-—corps en anses X de genre g vérifie donc

Hy(X;Z) ~ Z
H(X;Z) ~ 79
Hy(X;Z) ~ {0}
Hy(X;Z) ~ {0}

Notons que le bord 0X d’un corps en anses d’homologie entiére X de
genre g est homéomorphe au bord Y, du corps en anses H,. Pour toute
surface ¥, on note < , >y la forme d’intersection sur H;(X;Z). Pour tout
Z—corps en anses X, on désigne par Lx le noyau de ’application

H1(0X — X): H{(0X;7) — H1(X;7)

induite en homologie par l'inclusion. C’est un lagrangien de ’espace sym-
plectique (H1(0X;Z);< , >px), et on l'appelle le lagrangien de X. Dans le
cas du corps en anses Hy, le lagrangien Lp, est engendré par les classes des
courbes my, ..., my représentées sur la figure 2.1.

2.1.2 Chirurgie sur les nceuds

Soit M une 3-variété et K C M un nceud dans M. On choisit un voisinage
tubulaire T'(K) de K dans M. On appelle alors Q-paralléle de K dans M une
courbe simple 1 C 9T(K) orientée non séparante sur le bord du voisinage
tubulaire T(K). On pose T = S* x D? un tore plein et m = {1} x S un
meéridien de T'. Si (K, u) est la donnée d’un noeud Q-parallélisé dans M, on
note

Mg,y = (M\Int(T(K))) |J T

p—m

la variété obtenue en recollant sur le complémentaire du voisinage T'(K') dans
M une copie de T' par un homéomorphisme du bord de M \ Int(7T'(K)) dans
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0T = S' x S' qui envoie la courbe p sur le méridien m. La variété Mg )
est bien définie & homéomorphisme prés, et on dira que Mg ) est la variété
obtenue & partir de M par chirurgie sur le neeud parallélisé (K, u).

Si M est une sphére d’homologie entiére, le noeud K, muni au préalable
d’une orientation, admet un Q-paralléle préféré pg défini par

o est isotope a K dans T'(K)

Si mg est un méridien de T'(K) vérifiant fk(K,mg) = 1, alors la donnée
d'un Q-paralléle p de K a isotopie dans M \ K prés est équivalente a la
donnée d’un couple d’entiers (p, q) (p et ¢ premiers entre eux) tels que [u] =
p.lmo] + q.[p0] dans H1 (0T (K);Z). On dira alors que K est %—parallélisé,
et on notera Mg, 2) la variété obtenue par chirurgie sur K muni du Q-
paralléle py, o correspondant. Notons que la variété obtenue M K;2) est une

sphére d’homologie entiére si et seulement si p = +1.

2.1.3 Chirurgie par un élément du groupe de Torelli

Si M est une Z-sphére, on considérera souvent un scindement de M en
deux Z-—corps en anses de méme genre g. On notera

M=A ] (-B)

h: DA — OB
ounh=hgo h;ll est la composition de deux homéomorphismes
hx :¥y — 0X, ou X =AouB

identifiant 0A et OB & une méme surface 3.

Pour toute Z—sphére M, la donnée d’un scindement de M en deux Z—
corps en anses est équivalente a la donnée d’un plongement ¥ de la surface
(orientée) X, dans M. Le Z-corps en anses A est alors la composante connexe
de M\ ¥ telle que ¥ a la méme orientation que JA avec la convention du
premier vecteur sortant.

Soit D C ¥, un disque. On note M, 1 le groupe d’homéotopies de 3,\ D,
c’est-a-dire ’ensemble des homéomorphismes de ¥, valant I'identité sur D,
A isotopie valant I'identité sur D prés.

On note 7,1 le groupe de Torelli défini comme le sous-groupe de M, 1
constitué des classes d’isotopie des homéomorphismes de Y, induisant 1'iden-
tité sur I’homologie de X.

Si (M,X) est la donnée d’'une Z-sphére M et d’un plongement de ¥,
dans M, et si ¢ € T;1, on désigne par My ,y, ou par M, s’il n’y a pas
d’ambiguité, la Z-sphére obtenue a partir de M en décollant les deux Z-—
corps en anses A et B le long de X, puis en les recollant aprés composition
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par ¢.
My,= A |J (-B).

hyogpohy!

La variété obtenue est bien définie & homéomorphisme prés, et on dira que
M, est obtenue a partir de M par 7 —chirurgie le long de X par .

Notons que la définition de 7 —chirurgie énoncée ici est cohérente avec la
définition plus générale sur les 3—variétés donnée en introduction.

2.1.4 Graphes en Y et chirurgie en YV

On rappelle ici la notion de chirurgie en Y définie par M. Goussarov
dans [GGPJ. Il est a noter que cette chirurgie est équivalente a la transfor-
mation borroméenne introduite dans les travaux de S. Matveev ([M]) et au
A-mouvement étudié par H. Murakami et Y. Nakanishi dans [MN].

Soit A le graphe trivalent plongé dans le disque & trois trous ¥(A) repré-
senté sur la figure 2.2(a). On note

N :=%(A) x [~1,1]

le corps en anses de genre 3 obtenu en épaississant la surface X(A). Dans
N, les arétes de A sont parallélisées par un champs de vecteurs normal a
Y(A) = X(A) x {0}. Au graphe A, on associe 'entrelacs L(A) C N présenté
sur la figure 2.2(b) dont les six composantes sont parallélisées suivant la
parallélisation induite par la surface X(A).

A

Fi1G. 2.2 — Graphe en Y et entrelacs associé

Soit M une 3-variété. Un graphe en Y dans M est un plongement ¢
de N (ou de ¥(A)) dans M vu a isotopie pres. Une telle classe d’isotopie
est entiérement déterminée par 'image parallélisée du graphe A par ¢. Une
feuille de ¢ est I'image par ¢ d’une des trois boucles de A. On appelle aréte
de ¢ une aréte du graphe ¢(A) qui n’est pas une feuille. Enfin, on nomme
sommet de ¢ 'unique sommet de ¢(A) adjacent aux trois arétes. Avec cette
terminologie, un graphe en Y compte un sommet, trois arétes et trois feuilles,
comme explicité sur la figure 2.3.
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/feuille o

aréte /’I sommet

F1G. 2.3 — Anatomie d’un graphe en Y

Soit G C M un entrelacs en Y. Une feuille [ d’'une des composantes en
Y de G est dite triviale si [ borde un disque plongé dans M \ G (la feuille
[ pourra étre munie d’une parallélisation différente de celle induite par le
disque qu’elle borde dans le complémentaire de G).

Si ¢(A) est un graphe en Y dans la variété M, la chirurgie en Y le long
de ¢(A) - on parlera également de chirurgie borroméenne le long de ¢(A) - est
définie comme la chirurgie le long de I’entrelacs parallélisé ¢(L(A)). On note
la variété ainsi obtenue Myp). Un entrelacs en' Y a n composantes G C M
est le plongement de n copies disjointes de N dans la variété M a isotopie
prés. La chirurgie en Y le long de G est définie comme la chirurgie simultanée
le long de chaque composante en Y de G. On notera Mq la 3—variété ainsi
obtenue.

Le lemme suivant permet de mieux comprendre comment agit la chirurgie
borroméenne. En particulier, un cobordisme entre deux segments peut étre
réalisé par une chirurgie en Y. Ce résultat sera primordial dans le chapitre
6, ot I'on réalisera une chirurgie sur un noeud dans une sphére d’homologie
par une chirurgie le long d’un entrelacs en Y réalisant une surface de Seifert
de ce nceud.

Lemme 2.1.1 (|[GGP, Lemme 2.1]).
Soit M une 3—variété (éventuellement a bord). Soit G un graphe en'Y dans
M muni d’une feuille triviale 0—parallélisée qui borde un disque D dans M\G.
Alors
— Pour tout graphe Ty dans M \ G qui ne rencontre pas D, le couple
(Mg, Ty) est diffeomorphe au couple (M, Tp).
— Si T est un graphe parallélisé dans M\ G qui rencontre Int(D) en exac-
tement un point, alors le couple (Mg, T) est difféomorphe au couple
(M,Tg), ou T est le graphe parallélisé dans M représenté sur la

figure 2.4.
— g 2
T Te

Figure 2.4
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O

Corollaire 2.1.2. Soit M wune 3-variété. Soit ¥ une surface de genre 1
plongée dans M. Soient Iy et Iy deur segments tels que

- 0Xx=LUI

- L NIy=0I =01

— I et Iy sont parallélisés par un champ de vecteurs normal a la surface

3.

Soit T un graphe parallélisé tel que Iy = T NX. Alors il existe un graphe G
en'Y dans M\ T muni d’une feuille triviale méridienne de I; telle que le
couple (Mg, T) est difféomorphe au couple (M, (T \ Int(I1)) U I3). O

Si X est un Z-corps en anses et si G C Int(X) est un entrelacs en Y
plongé dans l'intérieur de X, alors X¢ est encore un Z—corps en anses dont le
bord s’identifie canoniquement au bord de X de telle sorte que les lagrangiens
Lx et Lx, sont égaux. De fagon similaire, si G’ est un entrelacs en Y dans
une sphére d’homologie entiére M, alors la variété Mg obtenue par chirurgie
le long de G est encore une sphére d’homologie entiére. Réciproquement, on
a

Théoréme 2.1.3 ([M, Théoréme 2|,|AL, Théoréme 4.10]).
St M et M’ sont des sphéres d’homologie entiére, alors il existe un entrelacs
G enY dans M tel que Mg = M'. O

2.1.5 Chirurgie lagrangienne

Une donnée de chirurgie lagrangienne a n composantes est un triplet
D = (M;n;(Ai, Bi)i=1,...n)

ol

— M est une sphére d’homologie, n € N,

— pour tout ¢ = 1,2,...n, A; et B; sont des Z—corps en anses dont les
bords sont identifiés par des homéomorphisme implicites (on écrira
0B; = 0A;) tels que Lp, = L4,

— l'union disjointe des A; est plongée dans M. On I'écrira

Pour une telle donnée de chirurgie lagrangienne D, On désigne par Mp la

sphére d’homologie entiére obtenue en remplacant A; par B; pour tout .
B;

e (o4 ) U () = (%) )

L;0A;
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Notation 2.1.4. On note N le corps en anses de genre 2g
N:=XE\Int (D)) x [-1,1] =%,1 x I

obtenu en épaississant la surface X, 1 égale a ¥ privée de l'intérieur d'un
disque D. On pose H := H(¥,1;7Z). Le bord de N est

ON = (Sgax{1}) |J ((=oD)xD) [ ((=Zg1) x{-1})

0D x{1} ODx{—-1}
et le lagrangien de N est isomorphe & H par 'isomorphisme

Ny: H — Ly C Hi(ON;Z)
0 — [y x {1} = [y x {-1}].

Si g € Mg est un homéomorphisme de X laissant le disque D invariant
point par point, on note

G: ON — ON
(z,1) +— (¢ (z),1) z € (2\Int(D))
(x,p) +—— (z,p) redD, pel
(x,—-1) +— (x,—1) z € (X\Int (D))

I’homéomorphisme de N obtenu en prolongeant ¢! par Iidentité a I'ex-
térieur de ¥ 1 x {1}. On désigne par (IN, N¥) la paire de chirurgie lagran-
gienne telle que N¥ soit une copie de N dont le bord est identifié au bord
de N par 'homéomorphisme

F:ON — ON¥.

Notons que les 7 —chirurgies peuvent étre réalisées par des chirurgies la-
grangiennes, comme résumé dans le lemme suivant.

Lemme 2.1.5. Soit ¥ une surface de genre g plongée dans une sphére
d’homologie M. Avec les conventions de la notation 2.1.4, on considére le
corps en anses N dans un voisinage de 3. Alors, si p € Ty 1,

N
Mz,p) = M (W) )

c’est-a-dire que procéder a une T —chirurgie le long de ¥ par ¢ revient a
procéder a une chirurgie lagrangienne sur la paire (N, N¥).

O
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De méme, on peut remarquer que les chirurgies borroméennes sont des
types particuliers de chirurgies lagrangiennes. Réciproquement, (voir [Hbg,
Théoréme 2.5 ou [AL, Lemme 4.11]) toute chirurgie lagrangienne peut étre
réalisée par une chirurgie sur un entrelacs en Y.

2.2 Filtration de Goussarov-Habiro

2.2.1 Définition

Dans cette partie, on redéfinit la filtration de Goussarov-Habiro, initia-
lement introduite de fagon indépendante par M. Goussarov dans [GGP] et
par K. Habiro dans [H|. Nous reprenons ici en substance la présentation de
M. Goussarov. On note

M := {Z-sphéres} /Homéo™

I’ensemble des sphéres d’homologie entiére vues a homéomorphisme préser-
vant 'orientation prés. On pose

F = @ Z.M

MeM

le groupe abélien librement engendré par les éléments de M.

Soit M une sphére d’homologie entiére, et soit G C M un entrelacs en
Y a n composantes indexées par {1,...,n}. Pour tout sous-ensemble J C
{1,...,n}, on note G(J) le sous-entrelacs en Y de G dont les composantes
sont les composantes de GG d’indice appartenant a J. On pose

MGl = > (=) Mg e F.
Jc{1,...,n}

On définit alors F,, comme le sous-groupe de F engendré par I’ensemble
des éléments [M, G|, ou G est un entrelacs en Y a n composantes dans une
sphére d’homologie M. Cela définit une filtration

Fo=FOFD...Fu,D...

de F. On l'appelle filtration de Goussarov—Habiro (voir [GGP] et [H]). On
note

gn = fn/fnJrl

et on définit
Frni={xe€F, Ir>0,rxeckF,}

la cloture rationnelle de F,.
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2.2.2 Filtration de Goussarov-Habiro et diagrammes de Ja-
cobi

On appelle diagramme de Jacobi un graphe trivalent I' sans boucle, c’est-
a-dire sans aréte aux deux extrémités reliées au méme sommet comme —Q.

Une orientation des sommets d’un diagramme de Jacobi I' est une orien-
tation de chaque sommet de I', c’est-a-dire la donnée d’un ordre cyclique
des trois demi-arétes adjacentes a ce sommet. Deux orientations des som-
mets de I' sont équivalentes si et seulement si elles différent en un nombre
pair de sommets. Une orientation de I' est alors une classe d’équivalence
d’orientation des sommets.

On appelle degré d'un diagramme de Jacobi la moitié de son nombre de
sommets. On note Ay, le groupe abélien libre engendré par les diagrammes de
Jacobi orientés de degré k, quotienté par les relations AS et IHX présentées

ci-dessous.
~ o~ $
YT - \)\ +\,A + A =0

relation AS relation THX

Ces deux relations mettent en rapport des diagrammes représentés par des
plongements qui ne différent que dans une boule ol se trouve la partie re-
présentée sur les figures. Sur le dessin, 'ordre cyclique des demi-arétes est
donné par le sens direct dans le plan de projection. Par exemple, la relation
AS identifie & zéro la somme de deux diagrammes qui ne différent que par
l'orientation d’un sommet (on appellera la relation AS relation d’antisymé-
trie). L’espace Ag est isomorphe & Z et est engendré par le diagramme vide.
Dans la suite, si I' est un diagramme de Jacobi orienté, on note —I" le méme
diagramme de Jacobi muni de I'orientation opposée.

On va maintenant décrire un morphisme surjectif de ®og<,Ag vers G,
défini dans |[GGP], dont le produit tensoriel par QQ est un isomorphisme.
Soient k et n des entiers tels que 2k < n. Soit I' un diagramme de Jacobi
orienté de degré k. Soit I un plongement parallélisé arbitraire de I" dans
R3 c 83, de telle sorte que la parallélisation provienne d’une projection
réguliére de ' dans R? qui induise l'orientation des sommets de I' par le sens
direct dans le plan de projection. On insére alors au milieu de chaque aréte
de T un petit entrelacs de Hopf comme représenté sur la figure 2.5(a). On
note alors G(I') 'entrelacs en Y & 2k composantes dans S ainsi obtenu.

Soit Y7 le graphe en Y dans S® muni de trois feuilles triviales 1-
parallélisées représenté sur la Figure 2.5(b). On pose ¢, (") 'union disjointe
de G (f‘) et de n — 2k copies de Yy7. Alors

Théoréme 2.2.1 (|[GGP, Théoréme 4.13], [AL, Théoréme 2.1]).

L’application linéaire

v, : ®2k§nAk - Gn
r — 5%, (D)]
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SO
oo

(a) (b)

F1G. 2.5 — Entrelacs en Y associé a un diagramme de Jacobi

ne dépend pas du choix de ¢, est bien définie et est surjective. De plus, dans
Gn,
20, (P Ax) =0.

2k<n
U
De plus,
Théoréme 2.2.2 ([L, Théoréme 4.1]).
U2 @Q: A, ®Q — G2, ®Q
est un isomorphisme. [

2.2.3 Filtration de Goussarov-Habiro et chirurgies lagran-
giennes

Pour toute donnée de chirurgie lagrangienne D & n composantes, et pour
tout sous-ensemble J C {1,...,n}, on note

D(J) = (M;$J; (Ai, Bi)icy).

On définit

(D]:= Y (-D)¥Mpy €F.
JcA{1,...,n}
Alors la filtration de Goussarov-Habiro peut étre définie en terme de chirur-
gies lagrangiennes comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.2.3 (JAL, Proposition 3.1, Corollaire 3.2]).
Pour toute donnée de chirurgie lagrangienne D & n composantes,

[D] € Fp.

De plus, F,, est le sous-module de F engendré par les éléments [D], ot D
parcourt ’ensemble des données de chirurgie lagrangienne a n composantes.

Dans [AL, Théoréme 3.5], on a exprimé les coordonnées de [D] sur les
générateurs U, (I') de G, en terme de forme d’intersection dans Hy(A; U
B;;7Z). Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre 4, ou nous redonnerons
un énoncé alternatif précis de ce théoréme.
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2.2.4 Invariants de type fini et n—congruence

Un invariant des sphéres d’homologie entiére a valeurs dans un groupe
commutatif G est une application

v: M— G.

Un tel invariant peut se prolonger par linéarité sur F. Il est alors dit de degré
inférieur ou égal a n pour la filtration de Goussarov-Habiro si et seulement
si

I/|_7:n+1 =0.

On dit alors que v est de type fini pour la filtration de Goussarov-Habiro.

Dans la suite, on dira que deux éléments x et y de F sont n-congruents,
et on notera x = y, si x —y € Fryi1. En particulier, cela entraine que x
et y ne sont pas distingués par un invariant sur les sphéres d’homologie a
valeurs dans un groupe commutatif sans torsion de degré n pour la filtration
de Goussarov-Habiro.

Dans le chapitre 4, on étudie la variation d’un invariant de degré n pour
la filtration de Goussarov-Habiro a valeurs dans Z aprés 7 —chirurgie par un
commutateur de n éléments du groupe de Torelli.

Dans le chapitre 6, on exprime les coordonnées du crochet d’'un noeud
[M;K]:=—-Mg+ M

dans F/Fs5 sur un systéme de générateurs donné par les diagrammes de
Jacobi de degré 2 ou moins. Cela nous permet de donner une formule de
chirurgie pour les invariants réels de degré 4 pour la filtration de Goussarov-
Habiro.
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Chapitre 3

Homomorphisme de Johnson et
forme d’intersection

3.1 Enoncés des résultats

Soient Ay et Ay deux Z—corps en anses orientés de méme genre g > 3.
Soit ¥ une surface sans bord orientée de genre g. Pour ¢ = 1 ou 2, on fixe

un homéomorphisme identifiant le bord de A; & X de telle sorte que l'orien-
tation de 0A4; (induite par l'orientation de A; avec la convention premier
vecteur sortant) soit l'orientation obtenue en tirant en arriére l'orientation
de ¥ par h;. On pose

M = Al U (_A2)-
hy'oh,:0A1 —dAs

Remarque 3.1.1. Exceptionnellement, dans ce chapitre, M n’est pas a
priori une sphére d’homologie entiére.

Soit L4, C H1(0A;;Z) le lagrangien de A;. On note
La,x) = (Hi(h)) (La,) C Hi(3;Z)
le lagrangien de A; transporté sur Hq(3;Z) par l'isomorphisme
Hy(h;) : Hi(0A;Z) — Hy(X;7Z)

induit par h;.
L’application bord de Mayer-Vietoris induit un isomorphisme Ops 5 entre
Hy(M;7Z) et *C(A1,Z) N £(A2,E) défini par

Omy: Ho(MZ) —  Lia,p) 0L,y
[S] —  Hy(h1) ([0(S N A1)]).
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On note

I ((A1,h1), (A, ko) ;%) € (@ (Liays) N Lians)))

la forme trilinéaire alternée sur L4, sy L(4, x) obtenue a partir de la forme
d’intersection triple sur Hy(M;Z) (égale au produit cup sur H'(M;Z) trans-
porté par dualité de Poincaré) via I'isomorphisme 8;412.

Le but de ce chapitre est de relier la variation de la forme d’intersection
triple
Z((A1,p0h1), (A2, h2):%) — T ((A1,h1), (A2, h2); X)

a ’homomorphisme de Johnson 71 (¢) € A3H* d’un élément ¢ du groupe de
Torelli. On prouve les résultats suivants.

Théoréme 3.1.2. Avec les conventions de la notation 2.1.4, pour tout
¢ € 141, on note
N? % N := N?U(—N)

la variété obtenue par recollement de N¥ a N en identifiant leur bord par

@~ L. On note
Z(N?xN) € A® (Hy(N? % N;Z))*

la forme d’intersection triple sur Ho(N¥ x N). On désigne par qy, liso-
morphisme de A3 (Ho(N¥ % N))* dans ASH* induit par ’isomorphisme
qp : H — Ho(N¥ x N) défini de telle sorte que q,([v]) est la classe d’ho-
mologie d’une surface dans N¥ x N qui rencontre N¥ comme v x [—1,1].
Alors

T1(p) = ¢, (Z(N¥ % N)).

Remarque 3.1.3. Ce résultat implique le théoréme 1 présenté dans 'intro-
duction, car p, oq;1 identifie Ho(N¥ % N) au sous-module p,(H) de Ha(T.,)
de telle sorte que Z (IN¥ * N) coincide avec la restriction de Z (T,) & p,(H).

Théoréme 3.1.4. Soient Ay et As deux Z—corps en anses de méme genre
g. On suppose que les bords de Ay et de Ay sont identifiés a la surface X
par un homéomorphisme h; : 0A; — X. Alors, pour tout homéomorphisme
NS T}l,

I((Al,gp © hl) ) (A27h2) ;E) = I((Alahl) ) (A27h2) ; Z)

+ (Tl (@)) ‘E(Al,E)ﬂﬁ(AQ,E) *

Le théoréme 3.1.2 identifie ’lhomomorphisme de Johnson de ¢ & la partie
principale de la forme d’intersection triple sur le tore d’application de ¢. Le
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théoréme 3.1.4 affirme que si I'on procéde & une 7 —chirurgie sur une union
de deux Z-corps en anses par un élément ¢ du groupe de Torelli, alors la
variation de la forme d’intersection est égale a la restriction sur I'intersection
des lagrangiens de 71(¢) vu comme forme trilinéaire sur H. On énoncera
ensuite une généralisation de ce résultat pour les 7—chirurgies dans les 3—
variétés lorsque X ne scinde pas nécessairement M en deux Z—corps en anses
(Théoréme 3.4.2).

3.2 Reésultats sur la forme d’intersection

On donne d’abord ici des versions modifiées du lemme 4.25 et du sous-
lemme 4.28 de [AL| de sorte qu'ils soient adaptés au cadre dans lequel nous
nous sommes placés ici. Les preuves données s’obtiennent & partir des dé-
monstrations de I'article par des modifications minimes.

Notation 3.2.1. Si f: Q — R est un morphisme de Z-modules, on note

ffr (AR — (A3Q)”
v o (&)

I’homomorphisme obtenu par composition & droite par f.

Lemme 3.2.2. Soient Ay, As et Ag trois Z—corps en anses de méme genre
g. Pour i =1, 2 ou 3, soit h; : 0A; — X un homéomorphisme entre le
bord de A; et la surface 3. Pour i et j deux entiers distincts compris entre
1 et 3, on pose

Rij: Liays) N Laysy N Lagx) — Liae) N L, w)

le morphisme d’inclusion de L4, syNL(4,,5)NL(45,5) dans L, syNL 4, 5)-
Alors

Ris (T (A1, 1), (A2, h2) ;%)) = Riz(Z((A1,h), (43, hs) ;%))
+R3 (Z ((As, hs) , (A2, h) ;X))

PREUVE : On adapte ici la preuve de [AL, Lemme 4.25|. Soient ai, as et
a3 trois courbes orientées de ¥ représentant des éléments [ai], [ag] et [as]
dans L4, 5y N La,,5) N La,,x) et ne s'intersectant pas deux a deux. Pour
tout i et tout j dans {1,2,3}, soit Sf4j une surface orientée dans A; telle

que hj_l(ai) borde Silj dans A;. On suppose toutes les surfaces transverses
a 0A; et transverses deux a deux. Soient k et [ deux entiers compris entre 1
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et 3. On note
My = A, |J (—A).
hflo hk
Posons ‘ ‘ '
My =5, | (=S4, C My.
hlohn
l k

Les orientations de Zﬁ'wkl et de Mp; induisent un champ de vecteurs n; normal
positif a E?Vlkl. Le signe d’un point d’intersection x € m?zlzg'wkl est défini
comme valant +1 si (n1(x),n2(z),n3(z)) est une base directe de T, My, pour
l'orientation de My, et valant —1 sinon.

L’intersection algébrique <E}V[kl’ Z%\/Ikl’ E?\/lm> M,, est la somme des signes des
points d’intersection. Alors

(Z ((Ak, i) 5 (A, 1) 5 3)) ([aa] @ [a2] @ [as]) = (Shy,, B34y, D, )0

= <Shk’ 5124]6’ SEZ;C>Ak + <(_S}4[)’ (_5124[)7 (_Sil>(—Al)

On remarque ensuite que le champ de vecteurs normal n%l induit par les
orientations de S7 et de A; est égal au champ de vecteur normal a (—S )
induit par les orientations de (—S7%, ) et de (—A;). De plus, en tout point
d’intersection x € 0?2123\/[“, le triplet (nhl, ”,2417”?41) est direct pour 1'orien-
tation de A; si et seulement si il n’est pas direct pour l'orientation de (—A4;).
Cela entraine que

<(_S}41)7 (_51241)7 (_Sil)>(—Al) = _<Szl4[7 5124[751%1>Al‘
Finalement,

(Z ((Ag, hi) , (A1, ba) 5 5)) (laa] © [ag] @ [as]) =
<Szl4k’ Sik’ 5134k>Ak - <Szl4[7 512417 51341>Al
ce qui entraine le lemme. [

Si A et A’ sont deux Z—corps en anses tels que A’ C Int (A), on désigne

par
Oa: Ho(A,0A) — La
O : Ho(A,04) — L

les isomorphismes induits par les suites exactes longues d’homologie. Soient

ia: Hy(A,0A) — Hy(A, A\Int(A))
i Ho(A,0A") — Hy(A A\ Int(4))

les homomorphismes induits par les applications d’inclusion. Par ’axiome
d’excision, i4s est un isomorphisme. On pose

Q4,41 = O OZ:l'l oiAOQZl cLag— Lg.



3.2 Résultats sur la forme d’intersection 35

Lemme 3.2.3 (JAL, Sous-Lemme 4.28]).

Soit Ay un Z—corps en anses de genre g. Soient A} C Int (A1) et Al deux
Z—corps en anses de méme genre g tels que les bords de A et de Al
soient identifiés a une surface Ly de genre ¢’ par un homéomorphisme
b : 0A, — Xy de telle sorte que Liays,)=Lays,, Soit

Ay = (A ayya; = (A \Int (A7) | (—4%)
(W)~ Vol

le Z—corps en anses obtenu a partir de Ay par chirurgie lagrangienne sur
la paire (AY, Ay). Les bords des A; s’identifient & la surface ¥, par des ho-
méomorphismes h; : 0A; — 4. On note ® la composition des applications

(I) = H1 (hll) O (p(Al,A/l) O H1 (hl_l) . E(ALZQ) — ;C(A/ng,).
Alors

I((A17h1>7(A27h2);29):cI)* (I(( llvhll)’( /27h/2);29/))'

PREUVE : Soient a1, as et a3 trois courbes orientées de X, représentant des
éléments [a1], [ag] et [a3] dans L4, x,) ne s’intersectant pas deux a deux.
Soient a}, a5 et aj des courbes orientées de ¥, représentant les éléments
®([a;]) dans Lays,,) et ne s’intersectant pas deux a deux. Pour tout i €

{1,2,3}, les courbes h; (a;) et (b))~ (a}) cobordent une surface orientée %*
dans A \ Int(A}). La courbe (h})~!(a’) borde une surface orientée af4,1 dans

A, et la courbe (hf)~1(a}) borde une surface orientée Jf4,2 dans AY. On pose

S; = (ag,l Uy zl’) U (— (zf Uy 0f4/2>) c A4
Shi= Ui‘/l U <—af4,2) c A} U (—A5).
al By
On note
Taja, = (Z(A7,45)) (@ (a1) ® @ (a2) ® © (a3))
jAlAQ = (I (Al, AQ)) (al X as @ a3> .

Par définition, J4, 4, est I'intersection dans A;U(—Az) des surfaces orientées
Si, et T, 4y est Uintersection dans A3 U(—Aj) des surfaces orientées S;. Alors

Taa, — T, AL AL est la contribution & l'intersection des surfaces %t U (—Ei).
Cette contribution est nulle lorsque A} = Af, car

T (Ay, Ay) =T (A}, A}) =0
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par le lemme 3.2.2. Donc elle est toujours nulle. (

Le résultat suivant, qui se déduit des deux lemmes précédents, nous per-
met de restreindre I’étude de la forme d’intersection au cas particulier d’un
tore d’application d’un élément du groupe de Torelli. Dans le paragraphe sui-
vant, nous allons relier la forme d’intersection & I’homomorphisme de Johnson
dans ce cas particulier. Cela nous permettra de conclure dans le cas général.

Lemme 3.2.4. Soient Ay et Ay deux Z—corps en anses de genre g. On
suppose que les bords de Ay et de As sont identifiés a la surface ¥ par
un homéomorphisme h; : 0A; — . Alors, pour tout homéomorphisme
¢ € Ty1, avec les conventions de la notation 2.1.4,

T ((A1,p0h1),(A2,h2);X) = Z((A1,h1),(A2,h2);X%)
+ (Wy (Z (¥, N)))|£(A1,z>ﬁ£(A2,g) ;
o
I(N?,N)=T((N,#"),(N,idon);0N) .

PREUVE : Soit 0A; X [—2,2] C A; un voisinage tubulaire de 0A; dans A4;
de telle sorte que 0A; x {2} = 0A;. Soit h le plongement de N dans Int(A;)
défini par
h: N=(X\Int(D)) x[-1,1] — 0A; x[-2,2] C 4
(z,p) — (b (2),p)

et soit B
h:ON — h(ON)

I’homéomorphisme obtenu par restriction de h & ON. On pose
A = (A \Int (R (N))) N
Zoh~1:h(ON)—ON

le Z—corps en anses de genre g obtenu & partir de A; par une chirurgie
lagrangienne en décollant le Z—corps en anses h(N) le long de son bord et
en recollant une copie de N par 'homéomorphisme @. Le lagrangien de AY
est E( APR) = L4,,x)- On remarque que les deux 3-variétés

A U (4 = Af U (-4
h2_10<poh1 h;lohlzaA‘lp—M?AQ

sont homéomorphes et que

I((Alv @ o hl) ’ <A27 h2) ;E) = I(<A<1p7 hl) ’ (AQ; h2) ; E) .
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Or, d’aprés le lemme 3.2.2,

Z((A7,h1),(A2,h2);8) = Ri(Z((A],h),(A1,h);%))
I((Alvhl) ) <A27h2) )

ou
Ri: Liays) N Lays) — Lan)

est 'injection de L4, vy N L(4,,x) dans L4, 5. De plus, si
(I)(Al,N) : ,CAl — ﬁN

est le morphisme défini dans le préambule du lemme 3.2.3, @4, y) est égal
a la restriction a £4, de I'isomorphisme

NN OHl(hl) : Hl(ﬁAl,Z) — ﬁN.
Alors, d’aprés le lemme 3.2.3,

T ((Af, h), (A1, ) 3) = (Z((N,¢71), (N, idon) ;0N)) o (©°®)

olt o = H (a—l)oNNoHI(h1)|EAloH1 (hih)
= (NN)}E(Al,m'
Alors
R3 (T ((Af, 1) , (A1, ) 1))
_ (<NN>\L( oR1) ((Z((N.3) . (N.idox) :ON)))
= (N (T ((N& N, (N, idan) ; aN)))M(ALZ)M(A%E).
ce qui conclut la preuve. O

3.3 Calcul effectif de I’homomorphisme de Johnson

Dans la suite, nous procédons a un calcul effectif de 7 sur un systéme de
générateurs du groupe de Torelli 7, 1. On appelle paire bordante de genre h
une paire de courbes simples dans Y, 1 ne s’intersectant pas, homologique-
ment non triviales et cobordant une surface de genre h dans ¥, (& exac-
tement deux composantes de bord). Un twist de Dehn le long d’une paire
bordante (y,7) désigne I’élément du groupe de Torelli obtenu par composi-
tion d’un twist droit T, le long de 7 et d'un twist gauche T 1 e long de 7.
Dans [J1, Théoréme 2|, D. Johnson a montré que si g > 3, alors le groupe de
Torelli 7,1 est engendré par les twists de Dehn le long des paires bordantes
de genre 1.
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Pour pouvoir relier la forme d’intersection étudiée dans les paragraphes
précédents a I’homomorphisme de Johnson, nous recalculons I'image explicite
des twists le long de paires bordantes de genre 1 par I’homomorphisme de
Johnson dans A3H*.

Soit (y,7) une paire bordante de genre 1. On choisit un systéme de 2g
générateurs ( «; , i )i=1,.,4 de 7 représentés par les courbes dessinées sur
la figure 3.1. L'orientation de X, 1 est celle induite par I'orientation de 934 1
donnée sur la figure avec la convention premier vecteur sortant.

v

[, (1] gl [, 1] [z, B] g1

Fic. 3.1 — Générateurs de 7 associés & (7,7).

On désigne par ¢ := T, o T € T, 1 le twist le long de la paire bordante
(’0 Y Y 9,
~). Les images des courbes «; et 3; par ¢ sont représentées sur la figure
(7:7) g par ¢ p g
3.2. Si on pose

By :=[o1, p1]laa, B2].f2 €7

(B est représentée par la courbe de la figure 3.1 partant du point base,
parcourant v dans le sens de la fléche sur la figure 3.1 puis retournant au
point base), alors ¢ agit sur 7 de la maniére suivante :

Vi>2, ¢.ap = o
p.a2 = [a1, 1]
.1 = [fh,a]. o
.0 = [By, B1]. B

On désigne par a; et par b; les classes respectives dans H de «o; et de ;.
L’homomorphisme 7(1)(¢) de H vers ma /73 est alors défini par

7(1)(@3 H — m/m3
a; — 1 sit >3
bi — 1 Si’iZQ
ag — [ar, Bi]
ap — [By, o]
by — [By, Bi]
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5
@(041)

F1G. 3.2 — Images des courbes «; et (3; par ¢.

Soit (a},b})i=1,. ¢ la base duale de H* associée a (a;, b;)i=1,.. 4. On a alors
T1(¢) = pr(a1) A pu(b1) ® a3+ pr(b2) A pr(ar) ® a1 + pr(b2) A pr (b)) @ by
ou py est l'identification canonique H ~ H* par l'intersection sur H

pH: ¢ — {(,c).

La famille (a;,b;)i—1,..4 est une base symplectique pour H. On a en effet
(aj,bj) = dij et (x4,2;) = 0 pour £ = a ou x = b. Donc py(a;) = —b} et
pr(bi) = a;. Finalement,

Ti(p) = —=bjANaj®a3—a5ANb] ®@a]+a5ANaj® b}
= a]A\b]®a5+b] ANas @ a4+ as Naj @b]
= a] Ab] ANaj € A3H*.

3.4 Reésultat principal

Théoréme 3.4.1. Avec les conventions de la notation 2.1.4, pour tout
homéomorphisme ¢ dans Ty 1,

I(N?,N)=(®y')" (11 ().

PREUVE : Supposons pour commencer que g > 3. On prouve d’abord le
théoréme dans le cas ot ¢ est un twist le long d’une paire bordante de genre
1. Le cas général en découlera par le fait que de tels twists engendrent 7 ;
si g > 3, et par le fait que ((N&l)* oporl) et (¢ — Z(N¥,N)) sont tous
deux des homomorphismes sur 7, 1. En effet, le premier est une composition
d’homomorphismes. Que le deuxiéme soit un morphisme est une conséquence
directe du lemme 3.2.2.

On pose donc ¢ := T, o T{l € 7,41 le twist le long d’une paire bordante
(7,7) de genre 1. Soit (ai,b;)i=1,...4 la base symplectique de H représentée
par les courbes dessinées sur la figure 3.3.
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™y
i @

F1G. 3.3 — Base symplectique de H associée a (y,7)

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe 3.3, si on note (a;,b})i—1,. 4
la base duale de (a;, b;), alors

1 (p) = alAbiAal € ASH*

On étudie maintenant la forme d’intersection Z (N%?, N). Pour éviter toute
ambiguité, on notera dans la suite a; et b; les courbes orientées dessinées sur
la figure 3.3 représentant les classes d’homologie a; et b;. Pour tout élément
x de la base (a;,b;) de H, on construit une surface orientée explicite S, dans

N¢ %« N = N? U (—N) de telle sorte que [S;] = 8]:,;*]\,8]\, o Ny(z) dans

Hy(N¥ % N;Z). On aura alors, pour tous éléments z, y et z dans la base
(aiabi)a
Ry (Z(N*,N))) (z @y ® 2) = (¢, 5y, 5z)-

Si x est différent de asg, il suffit de poser
Se=((-2) x I)|J @xI) cN?[J(-N).
@—1 31

Si & = ao, quitte a perturber localement ¢ par une isotopie, on peut considé-
rer que ¢~ !(az) L (—az) borde une surface orientée o de genre 1 dans ¥ ;.
La surface o est représentée en foncé sur la figure 3.4. Il suffit alors de poser

Stoi= ((—a2) x [-1,0]) U (o0 x {0}) U ((—¢~(a2)) x [0,1]) C N¥
S2, = (—ap)x I C N
Sw = S, |J (=52,) c N? [ J(-N)

pour trouver une surface S,, qui convient.
Six, y et z sont trois éléments de la base (a;, b;) différents de ag, alors

S.NS, NS, =((-2)N(~y) N (=2)) x S* = 0.
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0o

FIG. 3.4 — Image des courbes (a;, b;) par ¢~ L.

Si z et y sont deux éléments de (a;,b;), alors Sg, Sy, et S,, ne peuvent
géométriquement s’intersecter que dans N¥ en ((—z) N (—y) Nog) x {0}.
On en déduit alors facilement qu’il ne peut y avoir d’intersection qu’entre
des éléments du triplet (a1,b1, a2). Dans ce cas, les surfaces correspondantes
n’admettent qu’un seul et unique point d’intersection p x {0}, ou p = a3 Nb;.
En tant que sous-variété orientée de N¥, S,, N Sy, = {p} x [-1,1]. Comme
I'orientation de g est induite par 'orientation de ¥, on en déduit que

(Say, SbysSay) = 1.

Finalement,
NG (Z(N¥?,N)) = ajAbAas
= T11(p)

ce qui nous permet de conclure la preuve du lemme si g > 3.

Dans le cas ou g < 1, le lemme est encore vrai car les deux termes de
I’égalité sont nuls par des arguments simples de dimension. Enfin, le cas
g = 2 se déduit du lemme en genre plus grand, par 'invariance simultanée
de la forme d’intersection et de I’homomorphisme de Johnson associés a ¢
par ajout d’une anse sur le bord de Y21 et extension de ¢ par l'identité sur
cette anse. U

Le théoréeme 3.1.2 est un corollaire du théoréme 3.4.1 et du fait que
Ny (Z(N?,N)) = qy (Z(N¥=N)),
car
qp = 8;7510*N,8N o Ry,
oll OnesnonN : Ha(N¥ % N) — Ly désigne I'isomorphisme induit par 'appli-

cation bord de Mayer-Vietoris.

Le théoréme 3.1.4 se déduit directement du lemme 3.2.4 et du théoréme
3.4.1.
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Plus généralement, on peut déduire des arguments utilisés dans ce cha-
pitre une généralisation du théoréme 3.1.4 & n’importe quelle 7 —chirurgie sur
une 3-variété. Soit ¥ C M un plongement orienté de ¥ dans une 3—variété
M. Soit ¢ € 741 un élément du groupe de Torelli. Alors, comme dans le

lemme 2.1.5,
N®
Ms,p) =M (W) )

ou N est plongé dans un voisinage de Y. Soit S C M une surface plongée dans
M. On suppose S transverse a X de telle sorte que SNN = (XN S) x[—1,1].
On associe a S une surface S’ plongée dans M5,y qui coincide avec S sur
M \ Int(N). On note

S' = (SN (M\Int(N))) U o,

ou o est une surface dans N bordée par
(go_l(S Nn3) x {1}) U(=(SNX)x{-1}).

Cela définit un isomorphisme entre Hy(M;Z) et Ha(Mx ,);Z). Via cette
identification, on pose Hy = Hy(M;Z) ~ Hy(Ms ,); Z).

On désigne par Z(Ms, ) € A*Hj et par Z(M) € A’Hj les formes d’inter-
section triple dans M(x, ) et dans M. On note

p: Hy —> H
[S] — [SNX]

I’homomorphisme induit par l'intersection algébrique des surfaces. On re-
marque que si M est de la forme N¥ x N, ot ¢ est un élément du groupe de
Torelli , alors p = qqzl, ou gy est I'isomorphisme défini dans les hypothéses
du théoréme 3.1.2. Dans le cas ot M est scindé en deux corps en anses,
p = Oupy 'homomorphisme injectif induit par le bord de Mayer-Vietoris
présenté dans le paragraphe 3.1. Dans le cas général, p n’est ni injectif ni
surjectif. On note
p*: NMBH* — A3H;

I’homomorphisme induit par composition & droite par p. On peut alors dé-
duire du théoreme 3.4.1 le résultat suivant.

Théoréme 3.4.2. Soit X2 une surface plongée dans une 3—variété M. Alors,
pour tout ¢ € Ty 1,

I(Mz,p)) = (M) + p* (11()) -




Chapitre 4

Invariants des variétés de

dimension 3 et groupe de
Torelli

Dans cette partie, on s’intéresse a la variation d’un invariant v de type fini
pour la filtration de Goussarov-Habiro lors d’une 7 —chirurgie. On considére
une sphére d’homologie entiére

M=A ] (-B)

h: 0A — OB

scindée en deux corps en anses d’homologie de méme genre g, ot h = h B,ohg1
est la composition de deux homéomorphismes

hx :¥y — 0X, ou X =AouB

identifiant 0A et OB a une méme surface X,.

On montre dans le paragraphe 4.1 que si v est un invariant a valeurs dans
7, de degré n pour la filtration de Goussarov-Habiro, si M est une sphére
d’homologie entiére, si ¥ est une surface de genre g plongée dans M, et si ¢
est un élément de (7,,1)(n), alors la variation v(M(s,,)) — v(M) ne dépend
que de ¢ et de la configuration des lagrangiens des Z—corps en anses délimi-
tés par X dans M.

Dans le chapitre 3, on a relié¢ ’homomorphisme de Johnson d’'un homéo-
morphisme ¢ & la forme d’intersection triple sur Ho(AU B) associée a I'union
de deux Z—corps en anses A et B recollés par . Cela nous permet d’expri-
mer dans le paragraphe 4.2 la variation de v par chirurgie sur un élément
du n-iéme terme de la série descendante du groupe de Torelli, vu comme
un produit de commutateurs d’homéomorphismes ¢; € 7,1, en fonction de
I’homomorphisme de Johnson des ¢;.
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En préambule du paragraphe 4.4, on redéfinit dans le paragraphe 4.3
I’homomorphisme de Johnson en terme d’arbres décorés par des éléments
de H1(X;Z). En particulier, en suivant la démarche de S. Morita, cela nous
permet de relier mo([p,¥]) & T1(p) et T1(1) si @ et ¥ sont deux éléments du
groupe de Torelli.

Dans le paragraphe 4.4, on calcule explicitement la variation de l'inva-
riant de Casson lorsque ¢ est un élément de ICg 1 := (7;,1)(2)- On en déduit
une décomposition de la variation de Casson, différente de celle donnée par
S. Morita dans [Mo2|, en un terme qui se factorise par ’homomorphisme de
Johnson dépendant des lagrangiens, plus un terme de correction indépendant
des lagrangiens.

On généralise ensuite cette construction pour des invariants v de degré 2n
dans le paragraphe 4.5 sous certaines conditions sur le systéme de poids de
v. Plus précisément, si le systéme de poids de v s’annule sur les diagrammes
de Jacobi admettant une composante connexe en #, on exprime la variation
de v par un commutateur de n homéomorphismes v; € K41 en fonction des
homomorphismes de Johnson m5(1);).
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4.1 Dépendance des lagrangiens

Dans ce paragraphe, on démontre le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1. Soient

MO = A0 (| (_ B<1>) ot M® =A@ | (_ B(z))
hg>o(h§>)‘l hg)O(hf))_l
deux Z—spheéres scindées de telle sorte que tous les Z—corps en anses X ()

soient de méme genre g. On suppose que les applications induites en ho-
mologie

H (1 o )7) + 1y (0xWs52) — 1y (9XP;2)

envotent Lyq) sur Ly . Soit v un invariant de degré au plus n a valeurs
dans un groupe commutatif G. Alors,

o sip € (Ty1)n, ou

® sip € (1) et si G est un groupe sans torsion,

v (M;U) —v (MU)) .y (Mf)) —v <M<2>> .

Dans les deux cas, si v est de degré au plus (n — 1), alors
v (Mé,“) =v <M(i)) .

Conséquences : Dé¢s lors que 'on étudie les variations d’un invariant de
degré n sous I'action d’éléments de (74,1)n,
— On peut se restreindre a des scindements de Heegaard

M = HyU(—H,y),

ot Hy est un vrai corps en anses de genre g, avec toutes les configura-
tions de lagrangiens Hq(X) = L4 & Lp possibles.
— On peut se restreindre au cas M = S2 avec tous les scindements pos-
sibles par des Z—corps en anses.
— v (My)—v (M) ne dépend que de ¢ et de la disposition des lagrangiens.
Pour prouver le théoréme 4.1.1, on définit une autre filtration de F que
I'on note F! et qui a été introduite par Garoufalidis et Levine dans [GL] &
partir du groupe de Torelli. Cette filtration a entre autres comme propriété
que, pour toute Z-sphére scindée (M, ), pour tout ¢ dans (7;1)(n),

—=T
M(E#,) - M € ]:n



46 Invariants des variétés de dimension 3 et groupe de Torelli

et avec les notations du théoréme,
(M;U - M<1>) — (M}ﬁ - M(2)> e 7L ..

En adaptant la démarche utilisée par S. Garoufalidis, M. Goussarov, J. Le-
vine et M. Polyak dans |[GL| et [GGP], on montrera que les deux filtrations
fnT et FY sont égales, ce qui permettra de conclure.

4.1.1 Définition de la filtration F!

Si G est un groupe, on note

ZG::@Z.Q et @G:z@@.g

ged ged

les anneaux de groupe entier et rationnel sur GG. On pose

¢ = (Jw-1.26) czc
geG

IG = (Jw-1.06) cQG
geG

les idéaux d’augmentation de ZG et de QG, c’est-a-dire les idéaux engendrés
par les éléments du type (g — 1), o g € G.

Soit M une Z-sphére et soit X C M une surface de genre g plongée dans
M. On note alors

\IIM,E . Z'];’l — F
Zi m;.g; +—— Zz m; . M(Z,gi) VYm; € 7, Vg; € 7;],1

le prolongement linéaire sur Z7, 1 de I'application ¢ +— M5 ). On pose
Fio=J Yus (TT0)"
(M,xX)

ou (M,¥) parcourt ’ensemble des Z-sphéres M scindées par une surface
¥ C M de genre g > 0. La notation (I7,;)" représente la puissance n-
iéme de I'idéal d’augmentation, c’est-a-dire 'idéal engendré par les éléments
(1= g)(1 = g2) .- (1= ga), it gi € Ty,

4.1.2 Un lemme algébrique

Lemme 4.1.2. Pour tout groupe G, pour tout entier n > 1,

geG, = (¢g—1) €e(IG)"
g€Gn = (g—1) € (IgG)".
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Conséquence du lemme 4.1.2 : Pour tout homéomorphisme ¢ € (7;,71)(,0,
pour toute Z-spheére scindée (M, Y), avec X de genre g,

—7
M(E,(p) — M € fn .

Preuve du lemme 4.1.2 :
e On prouve tout d’abord par récurrence sur n

Vn>1,9geG, = (g—1) € IG)".

Le cas n = 1 est trivial. Si la propriété est vraie au rang n, soit z € G, et
y € G. La relation

[yl = 1= ((z -1y —1) — (y =Dz - 1)z~ — ([z,y] - Dy — 1)

entraine que [z,y] — 1 € (IG)"*!. Donc la propriété est vraie pour tous les
générateurs de G,,41. La relation

ab—1=(a—1)+b-1)+(1—a)(l—0)
permet alors de conclure que
Vg € Gni1, (g—1) € (IG)™T.

e Soit maintenant g € G(,). Il existe un entier m > 0 tel que g™ € G,. Alors
g"—1e (IG)". Or

gm—lzi% (g—1)
i=1
donc .
m(g—1)=g"—1-> C;, (9—1)".
=2
On en déduit que, si (g — 1) € (IpG)*, alors
m(g — 1) € (IgG)™n™2),

et donc
(9— 1) € (IgG)"" "),

Finalement, cela entraine que

(g —1) € (IpG)"
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4.1.3 Egalité des filtrations F7 et F,

Dans ce paragraphe, on redémontre le résultat suivant en utilisant [ALJ.

Proposition 4.1.3 (|GL, Corollaire 1.21], [GGP, Théoréme 5.2]).
Vn >0, FL = F,.

On va démontrer les deux inclusions ., C F, et F, C F! en utilisant
deux systémes de générateurs équivalents de F,, :

— les crochets d’entrelacs en Y 4 n composantes

— les crochets de données de chirurgies lagrangiennes a n composantes.

Remarque 4.1.4. Pour la preuve du théoréme 4.1.1, on n’aura besoin que
de linclusion F! C F,.

Sous-lemme 4.1.5. Soit (M,3) une Z-spheére scindée par une surface de
genre g. Soient h,gi,...,gn des éléments de 1y1. Alors il existe des corps
en anses Ny, ..., N, plongés dans un voisinage de ¥ tels que

Yoy (L=gn) ... (L=g1)h) = [(Msn); (N1, N{*) ..., (Nn, NI7))) |

PREUVE : Soit D C ¥ le disque préservé par h et par les g;. Pour tout
sous-ensemble J = {j1, ... ,jxt de {1, ... ,n},ou (j1 < ... < jg), on pose

o(J) = 95k 9jk—1 -+ Yn h € 7;171'

Dans un petit voisinage tubulaire autour de ¥ dans M, on place (n + 1)

copies paralléles g, X1, ..., X, de la surface ¥ numérotées dans l'ordre
croissant en allant de A a B. Alors, pour tout J = {j1, ... ,Jjx}, on a
M - ( . ( M ) ) .
(3, ¢() ( Mo m) s, 00) ), 0,
Pour tout entier ¢ € {1, ..., n}, avec la notation 2.1.4, soit N; ~ N un

voisinage tubulaire de ¥; \ (Int(D;)) choisi assez petit pour que les N; ne
s’intersectent pas deux a deux. Les voisinages tubulaires >; x I de ¥J; sont
paramétrés par le segment I de fagon croissante en allant de A vers B.
Opérer une 7 —chirurgie par g; le long de ¥; revient alors exactement a faire
une chirurgie lagrangienne selon la paire (N;, NY), et

Uk

Ms, o)) = Msq.n) ( NN N

i2 ik

giq Gig iy,
N{v N N, )
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est obtenue a partir de M(x, ) par des chirurgies lagrangiennes. Finalement,

Vs (L=ga)...(L=g)h) = > (=D Mg )
JcA{1, ... ,n} .
Ny NP N; '™
J i1 12 ik
= ;(_1)ﬁ (M(Eo,h)) (Ni1 B AR N—zk)
[( M(Eo h) 3 Nl,Ngl) (NQ,N2g2), ceey (Nn,Ng”)))]
U
e Preuve de F! C F, : Il nous suffit de montrer que
\I/(M’ ) ((1 —Gn)--- (1 — gl)h) € Fn.
Par le sous-lemme 4.1.5,
Yor, sy (L—gn)...(1—g1)h) =
[((M(Eo, h) 5 ((va ngl) ) (N27N2g2) RN (Nnngn»)}

ou

((M(Eo,h) ) n;((NlaNi(h>v <N27N292)7 SR (Nnngn»)

est une donnée de chirurgie lagrangienne a n composantes. Le résultat en
découle alors par la proposition 2.2.3. ]

e Preuve de F, C fg : Il nous suffit de montrer que, pour tout G C
M un entrelacs en Y a4 n composantes dans une Z-sphére M, le crochet
[M,G] est un élément de F7. Soit G C M un tel entrelacs en Y. Pour
chaque composante G; de G, la chirurgie sur G; s’opére en décollant un
voisinage tubulaire V; de G; le long de son bord S; et en recollant V; par
composition par un élément ¢; de 731. On note D; C S; un disque que ¢;
laisse invariant point par point. Soit Sy = 0B une sphére bordant une boule
B dans (M \ (U?_,Vi)). On raccorde la boule B & chaque Z-corps en anse
Vi par un Chemm dans (M \ (BU,V;)) qui relie Sy & un point de D;. Ces
chemins sont choisis disjoints deux a deux. On épaissit I’ensemble constitué
de la boule B, des chemins et des Z-corps en anses V; pour obtenir un Z—
corps en anses V', et on pose X := JV. Par définition, 3 est une surface
obtenue par somme connexe des surfaces S;. On pose alors, pour tout entier
ie{l, ... ,n},
P, N — X
r — pir) sizes;
r — X sinon.

Alors @, est un homéomorphisme et est un élément du groupe de Torelli
T3p,1. Tous les p; commutent entre eux et permettent de réaliser la chirurgie
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en Y sur G; par une 7 —chirurgie le long de . Finalement,

[(M,G] = Z (=" Mg
Jc{1, ... ,n}

- Z <_1)ﬁJ M(Zv 0icJP;)
Jc{1, ... ,n}

= Uy s((1-7) 1-%) ... (1-%,)) €Fr.

4.1.4 Preuve du théoréme 4.1.1

On peut alors conclure la preuve.

Preuve du théoréme 4.1.1 : Soient M@ = A® U (=B®) i =1 ou 2,
deux Z-spheéres scindées comme dans les hypothéses du théoréme 4.1.1. Pour
i =1 ou 2, on choisit un épaississement ¥ x [—1,1] de la surface & = 9A®)
dans M. On peut écrire

MO = AD ) E=x[-L1y) Y (—B(i)).

N —1 i i
(hEZ)) DA SEx {1} h;):EX{l}—n?B(z)

Soit ¢ € (72,71)(71). Si D C ¥ un disque laissé invariant point par point par
. On pose

0 = AD U (D x [~1,1]) U (—B@')) c M.

Alors M) = C® U N est une sphére scindée en deux corps en anses, et
on peut obtenir M a partir de M) par une chirurgie lagrangienne le
long de la paire (C(l), 0(2)). D’apreés le lemme 4.1.2 et le sous-lemme 4.1.5,
M ((é)’ )~ MW est, & multiplication par un coefficient entier prés, une somme
de crochets de données de chirurgies lagrangiennes a n composantes de la
forme

(M s (N, (N, N8 )

ou les V; sont des corps en anses plongés dans N. Alors

~u® - (u) - u)

@)
M (=, ¢)

(B, ¢)
est, toujours & un coefficient entier prés, une somme d’éléments de la forme

(Mg 1 (V0 NP (N, N, (01, €90)) )

qui appartiennent tous a JF,4+1, ce qui nous permet de conclure dans le
deuxiéme cas. La preuve pour ¢ € (7y,1), est similaire. d



4.1 Dépendance des lagrangiens 51

Remarque 4.1.6. Dans le méme ordre d’idée, on a des résultats compa-
rables en regardant la série centrale descendante de Ky 1, ou Ky 1 1= (7;,1)(2).

En définissant ff de la méme maniére que .7-"3— en remplacant 7y 1 par Ky 1,
on a (voir |GL, Corollaire 1.21| et [GGP, Théoréme 6.6, Théoréme 6.11])

Fo = Fon.

L’égalité directe des filtrations serait fausse. On peut par contre déduire de
I’égalité sur les clotures rationnelles le résultat suivant.

Proposition 4.1.7. Si MO et M@ sont deux Z—spheéres scindées vérifiant
les hypothéses du théoreme 4.1.1, si p € (Ingl)(n), et si v est un invariant
de degré 2n a valeurs dans un groupe sans torsion, alors

v (M};)) —v (M(1)> —v <Mé2)) —v (M<2>> .

4.1.5 Conséquence du théoréme 4.1.1

Théoréme 4.1.8. Soit X C M wune surface de genre g. On note L4 C
H\(X;Z) et Lp C H1(X;Z) les lagrangiens des deux Z-corps en anses
séparés par 3. Soit v un invariant de degré n a valeurs dans Z. On pose

Viusy: (Tg)wmy — Z
v (Mg ) —v(M).

Alors 1/(*M 5 ne dépend que des lagrangiens (L, Lp). On pose VZ([:A Lp) =
VE"M’E). C’est un homomorphisme de ((7y,1)(n), - ) dans (Z,+). De plus,
VEkEA, cp) €5t nul sur (7g,1) (n+1)-

PREUVE : Le fait que v* ne dépende que de (L4,Lp) est une simple re-
formulation du théoréeme 4.1.1. Si 1 et @2 sont deux éléments de (7y,1) ),
alors

VEkl:A,»CB)(Spl ©2) = v(Mpop,) —v (M)
= V(Mtp104p2)_V(Mtp2)+V(M<p2)_V(M)
Yeacs) 1) T V(ea om)(02)

V(MLP10902) - V(Msﬂz) = V(MSDI) - V(M)

d’aprés le théoreme 4.1.1 avec M = M) et M®P = Mg). ]
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4.2 Relier v, . (c(o1,02,. .., ¢2)) aux 7i(y;)

Dans ce paragraphe, on étudie la variation d’'un invariant v de degré
2n a valeurs dans Z aprés 7 —chirurgie par un arrangement de crochets
c(p1, 92, .., pan) du 2n—-iéme terme de la série descendante du groupe du
Torelli. En particulier, on relie cette variation aux images 71 (¢;) € Az2(H)
des ; par ’homomorphisme de Johnson.

4.2.1 Données de chirurgie lagrangienne et diagrammes de
Jacobi

On donne d’abord ici une formulation alternative de [AL, Théoréme 3.5]
qui établit un lien entre le crochet d’une donnée de chirurgie lagrangienne et
un systéeme de poids sur les diagrammes de Jacobi.

Notation 4.2.1. e Si () est un Z—module, on note y I'isomorphisme défini
par

x: ANQ — Az»(Q)
aNbANc — (a,b,c).

e Si f:(@Q — R est un morphisme de Z-modules, on note

Je 1 Az2(Q) — Az2(R)

I’homomorphisme qui & un arbre (q1,q2,q3) associe (f(q1), f(q2), f(q2)).
Alors, avec ces notations, si on note pg : ¢ =< , ¢ > l'identification H ~

H* induite par I'intersection sur H,

7 (0) = (o), (X (11(9))) -

o Si (M; (A1, B1),(Ag, Ba),..., (A2, Bay)) est une donnée de chirurgie la-
grangienne a 2n composantes, on note

IAiBi € A® (‘CAi)*

la forme d’intersection triple dans Ho(A; U (—B;);Z) transportée par 1'iso-
morphisme induit par le bord de Mayer-Vietoris

Oa;;, + Ho(AiU(=Bi);Z) — La,
5] — [9(S N A).

Pour tout 7, on désigne par Lz, le lagrangien du Z-corps en anses Z; :=
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M \ (Int(A;)). On note alors

c +— {(.,c)

Iisomorphisme induit par la forme d’intersection sur Hy(0A;;Z).

Si (Ti,...,Ty,) sont des arbres trivalents dans Az o(Lz,), on définit un
appariement des arétes des T; sans boucle comme la donnée d’une partition
des arétes des T; en paires, telle que deux arétes adjacentes & un méme
sommet n’appartiennent pas a une méme paire. On note PP I’ensemble des
appariements sans boucle. A tout appariement P € P, on associe un graphe
trivalent I'p obtenu en connectant les arétes des arbres T; suivant P. A
chaque aréte e de I'p, qui correspond a une paire d’arétes de T; et de Tj
décorées respectivement par c; et par c;, on associe x, = lk(c;,cj) . On
note alors

ooy DO ALy Aoy - Az2(Lzy) X oo X Az2(Lz,,) — An
I’application 2n-linéaire symétrique qui a 2n éléments
Ti,..., Ton € Az2(L2,,)

associe

(T3, o Do Dor ar, oy = O ([] e ) e

PeP ecP

Le lemme suivant est alors un corollaire de [AL, Théoréme 3.5].

Lemme 4.2.2. Soit D = (M; (A1, B1), (A2, B2), ..., (Asp,, Bay)) une don-
née de chirurgie lagrangienne a 2n composantes. Alors, avec les conventions
de la notation 4.2.1,

D] E W (((&7Y), X @TarB) » -

(&) X T ap sty

0J

Soit (M, ) une Z-sphére scindée. Soient hy, ha, ... , ho, des éléments
du groupe de Torelli 7, 1. On note D C ¥ le disque laissé invariant par les
h;. Soient 2n copies paralléles 1, ... , X9, de ¥ dans un petit voisinage
tubulaire autour de ¥, numérotées de facon croissante en allant de A vers
B. On note D; C ¥; la copie correspondante de D. On choisit un voisinage
tubulaire V; de ¥; \ (Int(D;)) pris assez petit dans M pour que ces voisinages
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ne s’intersectent pas deux & deux. Dans la suite, on va s’intéresser & des
données de chirurgies lagrangiennes de la forme

(3 59 . (2.

ol (Ni,NZh) est la paire de chirurgie lagrangienne définie dans la notation
2.1.4. Le but de ce paragraphe est de donner une expression simple de

<< (551)* (X (INlNlhl)> T <€573)* (X (IN2"N55n>>>>(M, N1, ..., Nan)

Dans le chapitre 3, on a donné, pour tout homéomorphisme h € 7 1, une
forme explicite de Zyn en fonction de I'image 71(h) de h par ’homomor-
phisme de Johnson. Traduit dans le formalisme des arbres, le théoréme 3.4.1
se réécrit

Lemme 4.2.3. Avec les conventions des notations de l'introduction et des
notations 2.1.4 et 4.2.1, st on désigne par

Ny HY — Ly

lisomorphisme défini par composition a droite par l’isomorphisme Nﬁl,
alors pour tout homéomorphisme h € 1y 1,

X (Zynn) = = (R 0 ), (11 ()
dans Az2(Ly)-
[J

Notation 4.2.4. Si (M, X) est une Z-sphére scindée en deux Z-—corps en
anses A et B, on pose

px: H — Lx, X=AouB

la projection sur le lagrangien Lx paralléelement au lagrangien de 'autre
corps en anses. On note ensuite

(oo s Dparpn) : (Az2(H)™ — A,

I’application 2n—linéaire définie de la fagon suivante. Soit P € P un appa-
riement sans boucle des arétes des arbres (T7,...,T5,). A chaque aréte e
de I'p, qui correspond a une paire d’arétes de T; et de T} décorées respec-
tivement par a; et a;, on associe

re = (palai),pp(aj))s sii<j.
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On pose
<<T17 7T2n >>(pA,pB) = z ( H xe) [FP]‘
PeP  ecP
Notons que (T3, ... ,Ton ))(pa, p) dépend fortement de I'ordre des arbres
.

On peut alors prouver le résultat suivant :

Lemme 4.2.5. Soit (M, X)) une Z—sphére scindée. Soient (hy,...,hay,) 2n
éléments de 1y1. On choisit 2n copies paralléles X1, ..., Yo, de X dans un
petit voisinage tubulaire autour de X, numérotées de facon croissante en
allant de A vers B, et on note N; un voisinage tubulaire de ¥; \ (Int(D;)).
Alors, avec les conventions des notations 2.1.4 et 4.2.4,

(s (o Nf) (N V) )] 2

Yo (<<7—1Y(h1) ’ ot le(h2”)>>(pA7pB)> '

Sous-lemme 4.2.6. Sous les hypothéses du lemme 4.2.5, on pose Z; =
M\ (Int(N;)) le complémentaire de N; dans M et on note &y, l’isomor-
phisme
Eni: Lz, — (‘CNi)*
c +— (., c)an,
induit par la forme d’intersection sur ON;. Alors, sii < j, les deux formes
bilinéaires sur H

t (§3) 0 ()" 0 pr () s &3 0 ()7 0 pur ()

et

—(pa(),pa())s

sont égales.

PREUVE : Pour € = £, on note
ji: H — H{(ON;;7Z)

le morphisme injectif induit en homologie par le plongement naturel de X
dans 3; x {e1}. Avec cette notation, Ny, = j% — j°. On va alors démontrer
dans un premier temps que

Ext o Ry opr = jiopp+jl opa
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On remarque que . .

et que la forme d’intersection sur Hy(ON;;Z) est induite par la forme d’in-
tersection sur H de la maniére suivante. Vo, x_,y+,y_ € H,

(Gi () + (=), 4 (ye) +ji_(y—)>3Ni = (T4 ,y4)y — (-, ¥ )y
Le lagrangien de Z; est égal a

Lz, = j.(La) @] (L),

On a, Ve,d € H,
(R, (d) , 5% (0B () + 72 (pa(©))yy, = (d, pB(C))s — (=d, palc))s
= <d7 C>E
ce qui entraine que, pour tout c € H,
pu(©) = (En, (G ops+ 7% 0pa) (9)) o Rw,

= N, (v (7 opp +7-0pa) ()

Donc
Eni o Ry opm = i opp + 4 opa.

On remarque ensuite que, Va,b € H,

tk (7% opp +3L opa) (@), (72 0 pp + 52 0 pa) (b))
= (k ((j% opB) (@), (52 opa) (b))
= —(pB(a), pa(d))s

ce qui nous permet de conclure. O

Preuve du lemme 4.2.5 : Le lemme 4.2.3 affirme que, pour tout 4,

¥ (Zyn) == (O3 0 pmr) (7 (o).

Le lemme 4.2.2 et le sous-lemme 4.2.6 nous permettent alors de conclure. [

4.2.2 Calcul explicite

Si v est un invariant de degré 2n a valeurs dans Z, on note

P, A, — Z
' — v(¥,y([M)

le systéme de poids associé a v.
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Théoréme 4.2.7. Soit
H=L,D LB

une configuration de lagrangiens sur Y. Soit ¢ un arrangement de crochets
de degré 2n sur Ty 1. Soient (@1, ... , pan) 2n €léments de Ty ;. Soit v un
mvariant de degré 2n a valeurs dans 7., et soit P, son systéme de poids.
Alors, avec les conventions des notations de l'introduction et de la notation

424,

VZ([:A,EB) (C((P174P2:---7802n)) =

P, Z FYC(O') <<7—1Y(900(1)) y ot 7-1)/(900(211))»

0€SS,,

(pa,PB)

PREUVE : Soit (M, X) une Z-sphére scindée de telle sorte que les deux Z—
corps en anses A et B aient pour lagrangiens respectifs L4 et Lg. Soient 2n
copies paralleles X1, ... , Yo, de 3 dans un petit voisinage tubulaire autour
de ¥, numérotées de facon croissante en allant de A vers B. Alors, pour tout
2n-uplet (f1, ..., fan) dans (751)*", faire une 7—chirurgie par fio---o fa,
le long de X revient a faire des 7—chirurgies par f; le long de X9,_;, pour ¢
allant de 1 & 2n. De la relation algébrique

o] =1=((p -1 (W—-1) =@ -D(p-1))¢" = ([p,¥] = 1) (= 1),
on déduit que si

C(<p1’ s 79071) = [Cl(wla s a@p)762(¢p+1a cee ,(,0”)],

alors dans (Z7,1)/(Z7,1)*" ",

clprpa ) =1 = ((@(oreipp) = 1) (cal@pin,- - p2m) = 1)
— (a(@prts e 0om) = 1) (1, 0p) = 1))
(er(er o)
= Z Ye(o) (@Z(l) - 1) (Spg@n) —1)|h,
o€eSs,

ou 7., est un élément de 7,1 conjugué a @, ;) dans 7,1, et ou h est un
¢lément de 7y 1.

On fixe ensuite pour tout ¢ un voisinage tubulaire N; de ¥; \ (Int(D)). Procé-
der a une 7 —chirurgie par un homéomorphisme h € 7, ; le long de 3; revient
& faire une chirurgie lagrangienne sur la paire (N;, N/*). Alors, par 1'égalité
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précédente, et grace au théoréme 4.1.1,

2n
M(Eac(ﬁph@m...,(pgn)) - M =
L‘Og n Lpg
Z 70(0'> |:<M, (Nl’Nl (2 )) e <N2n7N2n(l))):| ‘
0€Ss,

Le lemme 4.2.5 entraine alors que

2n
M(Eﬁ(s@l,@z,...,gogn)) - M =

on | D2 elo) (7 (050 o (95an))

Le théoréme découle alors du fait que 77" (gog(i)) =71 (@o(i))- O

Pour illustrer ce résultat, on présente maintenant un exemple valable

pour des invariants de tout degré en exhibant des éléments 1, ..., ps, du
groupe de Torelli pour lesquels la contraction des homomorphismes de John-
son donne un résultat non trivial quel que soit 'arrangement de crochets
utilisé.
On consideére le diagramme de Jacobi R,, de degré n composé de n boucles
sur un cercle, plongé dans R? et dont les arétes sont numérotées de 1 a 3n
comme représenté sur la figure 4.1. Le diagramme R,, est non trivial dans
A, car pour le systéme de poids associé a l'algébre de Lie s, munie de
la forme bilinéaire (z,y) — tr(xy), rajouter une boucle revient & faire une
multiplication par 4 (pour plus de précisions sur les systémes de poids sur
les diagrammes, voir [B] et [V]).

1 3n-—-1

FiG. 4.1 — Le diagramme R,,.

On épaissit chaque aréte de R,, dans R? et on rajoute a chaque épaississe-
ment d’aréte une 1-anse de dimension 3, comme représenté sur la figure 4.2.
On obtient ainsi & partir de R,, un corps en anses T'(R,,) de genre (4n + 1)
plongé dans R? C S3. Pour tout i € {1,...,3n}, on note (a;,b;) les classes
d’homologie des courbes orientées tracées sur le bord de T'(R,,) et représen-
tées sur la figure 4.2.
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— (&)

Fic. 4.2 — Epaisissement des arétes et ajout d’une anse triviale.

Comme l'image de ’homomorphisme de Johnson i est égale a Az o(H),
pour tout entier ¢ € {1,...,2n}, il existe un élément du groupe de Torelli
i € Tyn,1 qui vérifie

W (¢1) = (a1,a2,a3)

7 (p2) = (as,bs3,b2)
(9023+1) = (bsj+1,a3j+2,a35+3)
7 (p2j42) = (a3j44,b3543,b3542)
(¢2n 1) = (ban—2,a3n—1,a3,)

)

™ (p2n) = (b1,b3n,b3nt2)

onje{l,...,n—2

Si on appelle £ 4 le lagrangien de T'(R,,) et Lp le lagrangien du complé-
mentaire de T(R,) dans S3, alors, pour tout i, a; € L4 et b; € L. On en
déduit que, pour tout (z,y) € {ay,b1,...,asn, bz, >,

<pa(z),pply) > = 1 sidje{l,....3n} /x=qajety=20b;
= (0 sinon.

Cela induit un appariement préféré des arétes des 77 (;) de telle sorte que
lors d’une contraction des homomorphismes de Johnson par < pa( ),pp() >y,
le résultat ne peut étre non nul que si chaque aréte est connectée a son aréte
préférée, avec une condition supplémentaire d’étre & la bonne hauteur par
rapport a celle-ci. Cela entraine que si ¢ est un arrangement de crochets de
degré 2n, alors, pour toute permutation o € 55,

<<7'1Y(‘:00(1)> S ey TlY(QOU(Zn))» -0

(pa, PB)

sauf si 0 = Id, auquel cas

<<7_1Y((101) L le(‘p?n)»

Donc si v est un invariant de degré 2n dont le systéme de poids vaut

v(R,,) sur R, alors, pour tout arrangement de crochets ¢ de degré 2n sur
Ty1
g,1»

=R,.

(pA7 pB)

*

Vipn. op) (@15 pan)) = V(Ry).
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4.3 Homomorphisme de Johnson

Dans ce paragraphe, on redéfinit des outils qui nous serons utiles dans la
suite du chapitre. On rappelle tout d’abord ici la définition des homomor-
phismes de Johnson 75 construits par analogie avec 7, déja présenté dans
I’'introduction. Pour plus de détails sur la construction des homomorphismes
de Johnson, voir [J2] et [Mol]. Soit Mg le groupe des homéotopies sur
Y41 relatives au bord de X 1, c’est-a-dire I'ensemble des homéomorphismes
de X, 1 valant Iidentité sur le bord, quotienté par les isotopies préservant
le bord point par point. Le groupe des homéotopies agit naturellement sur
m = m1(Xg,1) par action

Viele Mg1, Vivlem [ellv]=[¢(H)]

Pour tout entier & > 0, on note M(k) le sous-groupe de M, agissant
trivialement sur 7/my41. Par définition, M(1) est le groupe de Torelli 7 ;.
Il est facile d’établir que M(k) est un sous-groupe distingué de M, ;.
L’action de M, 1 sur 7 induit un homomorphisme défini par

M(k) — Hom(m;mpy1/mpi2)
[¢] +— ([v]=Tet)r'])

qui induit & son tour un homomorphisme 7y de M(k) vers Hom (H; mg11/7x+-2)-
Comme 7 est un groupe libre, mxy1 /712 s’identifie a I'algébre de Lie libre
2, sur H ([MKS, Théoréme 15.2]) dont on redonne une définition dans le
paragraphe 4.3.1. On définit 'homomorphisme de Johnson

% M(k) — 4. @ H”

a partir de 7(;) par identification de 71 /Tk12 avec % et par l'identification
canonique Hom (H; %) ~ 4, ® H*. Dans le paragraphe 4.3.2, on redonne
la définition de I’homomorphisme de Johnson généralisé Tk(f) a valeurs dans
25 ®(Z)* défini par S. Morita dans [Mo2] dans le but de relier 7, 1, ([, ¥])
a Tk, (@) et a Tk, (10). Enfin, dans le paragraphe 4.3.3, on identifie 'algébre
de Lie libre .3 sur H a une algébre engendrée par des arbres trivalents
orientés aux arétes décorées par des éléments de H. Cela nous permettra
de considérer 'homomorphisme de Johnson en terme d’arbres trivalents aux
arétes décorées par H.

4.3.1 Algébres de Lie libres

Une algébre de Lie A sur Z est un Z-module muni d’une loi de multipli-
cation, désignée ici par des crochets qui vérifie les relations suivantes. Pour
tout x, y et z dans A,

(4.3.1) [z,x] =
(4.3.2) [z, 9], 2] + [z, 7], ] + [[y, 2], 2]
(4.3.3) [z, yl + [y, 2] =
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L’équation 4.3.2 est la relation de Jacobi, et I'équation 4.3.3, qui s’obtient
facilement a partir de I’équation 4.3.1 par distributivité, est la relation d’an-
tisymeétrie.

On appelle algébre de Lie libre de rang v sur Z, et on note A(Z, ), 'unique
Z—algebre de Lie (& isomorphisme prés) contenant r éléments &1, ..., & telle
que pour toute autre Z-algébre de Lie contenant r éléments ¢, il existe
un unique homomorphisme de Z-algébre qui associe & a &;(voir [MKS]).
Autrement dit, les uniques relations entre les éléments &; proviennent des
lois de Z-algebre et des relations 4.3.1 et 4.3.2. On dit que les & sont des
générateurs libres de A(Z,r). On pose Ai(Z,r) le sous-module de A(Z,r)
librement engendré par les &;. On définit ensuite récursivement

A (Zyr) = 1;;” Ai(Z,r), A—i(Z, 1))

le sous-module de A(Z,r) composé des éléments homogénes de degré n. Par
les relations de Jacobi et d’antisymétrie, on a en fait

MNoi1(Zyr) = [An(Zy7r), A1 (Z,7)] .

Comme H est un Z-module libre de rang 2g, on peut définir 1’algébre de
Lie libre £ sur H comme 'unique algébre de Lie isomorphe a A(Z,2g) telle
que & = H (voir [MKS]). On peut construire explicitement .£ comme une
sous-algébre de ®p~g (®kH ) munie du crochet

TRy — TRY—YRT.
En posant % := H et en définissant par récurrence

Lev1 =L, Los10])F

r=1>
L = @fk

E>1

on a alors

Comme 7 est un groupe libre & 2g générateurs, le morphisme de groupes
abéliens

(U (L +) — (7h/Tht15 )
- el L] — e el Lo ] e
est bien défini et est un isomorphisme (voir [MKS, Théoréme 15.2]).
Remarque 4.3.4. Le crochet dans 7 est défini par
[a,b] :=aba" b7 L.
On a [mg, m] C Tgy1, ce qui induit un crochet
T/ Tkl X T/ Ti41 — Thtt/ Thti41

qui correspond au crochet Ly ® £; — L par 'isomorphisme ). Il est &
noter que les relations de Jacobi et d’antisymétrie sont valables.
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4.3.2 Homomorphisme de Johnson généralisé (d’aprés Mo-
rita)

On reprend ici des résultats de S. Morita (|[Mo2|) pour définir dans un
contexte général I’homomorphisme de Johnson 7, notamment dans le but

de pouvoir relier 7y, +x, ([¢, ¥]) & T, (p) et & 73, ().
On va définir des homomorphismes

l
7 Mk) — Lin© (4)°
qui généralisent I’homomorphisme de Johnson dans le sens ou T]gl) = Ti.
Ces morphismes ne donnent pas plus d’information que I’homomorphisme
de Johnson classique, car ils sont entiérement déterminés par sa donnée. Par

contre, ils nous sont utiles pour relier entre elles les différentes graduations
de cet homomorphisme.

Lemme 4.3.5 ([Mo2, Lemme 3.2 (i)]). Posons k > 0 et | > 1 deux
entiers. Soit ¢ € M(k). Alors,

Vy € m, e(M)y ! € s

PREUVE : On procéde par récurrence sur [ > 1. Le cas [ = 1 provient de
la définition de M(k). Si la propriété est vraie au rang [, soit v € m 1. On
considére d’abord le cas ou vy s’écrit sous la forme

v = [z,y]

avec x € m et y € 1. L’hypothese de récurrence entraine qu'il existe a € w4y
et b € mi11 tels que p(z) = za et p(y) = yb. Alors

e[z, 9]y, 2] = waybata™lo ry et

x.[a,ybl.yb.Jx~ 1, b7 .07y LaT!
. ([a, ybl.yb. ([z71,671]) (yb) 1) .z~

ot [a, yb] et [x~1, b~ 1] appartiennent & 7y ;41. Donc ¢([z, y])[y, ¥] € Triii1-
Le cas général se déduit alors de la formule

(436) @137 = (pnr?) ez ) [(pe)rz ) ™) -

0

Le lemme 4.3.5 et la formule 4.3.6 permettent d’affirmer que, pour tout
v € M(k), I'application

?;El)(g?): T/T41 —  Thtt/Thti+1
(7] — [eM)y ]
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est bien définie et est un morphisme de groupes. De plus,

Lemme 4.3.7. Soient k > 1 et | > 1 deux entiers. Alors l'application

?,gl): M(k) — Hom(m/m+llﬂk+l/77k+l+1)

est un morphisme de groupes.

PREUVE : soient ¢ et ¢ deux éléments de M(k), et soit v un élément de ;.
Alors

oyt = ()
= oM )t HDye () A7

= wr (o W) (e ) A
ou )

e (W) (WYY T € Takt C Thtag
d’aprés le lemme 4.3.5. Cela entraine

7 (o) =7 (p) + 7 ().

On définit alors
T M) — L © ()"~ Hom (4, L)
e — W) o (@) ow

I’homomorphisme de Johnson généralisé. Sil = 1, alors on réobtient Tlgl) (p) =
Tk(p) € L1 ® H* 'homomorphisme de Johnson classique. Le résultat sui-

vant montre que T]gl) se déduit de 75 de fagon explicite.

Lemme 4.3.8 ([Mo2, Proposition 3.5]).

Soitentk > 1 etl > 1 deux entiers. St p € M(k), et si& = [[... [u1,u2),...], ]
4, (u; € H), alors
l
(1
i (P)(€ =2l ll el L (@) )
PREUVE : Soit ¢ € ./\/l( ). Soient = € m; et y € . D’aprés le lemme 4.3.5, il
existe a € w4y et b € w41 tels que p(x) = az et p(y) = by. Alors
o(lz,yDly.2] = azbyz™la 'y~ b7 [y, 2]
= a,ylyay " [z, bbw.yz™ a" Yy~ 1o y, 2]
= [a,y).lz,0] ([[b,2] ,yay™"]) yay " bl y)(yay ")~ b7y,

= [a,y).[z,0]. ([[b,2],yay~']) . ([yay™", blz, y]]) - ([b, [z, 9]])

S

z]
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ou [[b,x],yay~t] € Topsai11, [yay ', bla, Y]] € Thrit1mingey) €t [b, [2,y]] €
Ti+i+2. Comme k > 1 et [ > 1, cela entraine que, dans mg4y4+1/Tk4142;

ez, 9Dy, 2] = [a, v [z, 0].

On en déduit alors que, Vo € M(k), Vo € %, Yy € 24,

(439) 7@ () = [0 @] + [570OW)] € L

Le lemme découle alors facilement de 1’équation 4.3.9 par récurrence sur
[ >1. O

Le résultat suivant affirme que les groupes M (k) définissent une gradua-
tion de M, 1 compatible avec le crochet des applications, et il permet de

relier Tk(:ib([ o) a Tlg’lk)() et a TIE:)()

Lemme 4.3.10 ([Mo2, Proposition 3.4]).
Soient ky > 1, kg > 1 et 1 > 1 des entiers. Alors, Vo € M(ky1), Vi € M(kz),

[9071/)] S M(kl + k2)
et
U] k2t U] _ (kD) U]
e () () = 70200 (R @) 0) = 5 w) (7))
PREUVE : On pose a := ¢(z)x ™! € 1,4 et bi=(z)z~! € mp,qy. Alors

Tt (oY) 2) 2!
o (90:1@/)’1 (b71) .

= (lp. 0] (0™Y) - (v 'w crl)) -90(7

[0, ] (z).x~?

I
AS)
<
AS)

|
€
=
—~
S
—
~—
~
S
=
53
—
S
\_/:‘6
<
AS)
’_‘Q

ou Y ly—1 (bil) b et pipp~! (ail) a appartiennent tous deux a g, 4xy+i
d’aprés le lemme 4.3.5, tandis que [p (bil) , o1 (ail)] appartient a mg, 4,491
On a donc ainsi démontré que [p, 1] appartient & M(ky + k2). On en déduit
également que, dans Ty, 4 ky+1/Thy+hoti+1,

[, )(x)x™! = ¢ (W’W’l (bfl) b) + (! (a71) a)

Yol (b7 b+ ot (a7 a

= A e ) (R @) (o)
i (pve™) (R (0) (=71 -
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@)

Alors, comme 7,° et un morphisme grace au lemme 4.3.7, en utilisant le fait
que k1 > 1 et ko > 1 et que [p,¥] € M(k1 + k2), on en déduit que

N(k +1) -1 ~(k2+1)
Thy a1 (v~ v ) = Tkt (©)
et que
~(k1+1) —1\ _ ~(k14D)
Thrthatt (PV07) = Ty (¥)-
Le résultat en découle. O

4.3.3 Arbres (a racine) décorés

On appelle arbre de degré d un graphe unitrivalent non vide orienté sim-
plement connexe a d sommets trivalents (ou sommets internes). Dans la suite,
les arbres seront représentés dans le plan de telle sorte que ’'orientation des
sommets trivalents est donnée par l'orientation usuelle du plan dans le sens
trigonométrique. Un arbre de degré d comprend d + 2 sommets univalents,
ou sommets externes. On note Ez(T') 'ensemble des sommets externes d’un
arbre T'. Un arbre a racine est un arbre muni d’un sommet externe préféré,
noté x, que 'on appelle sa racine. Si ) est un Z-module, une décoration d’'un
arbre T' a racine par des éléments de @) est la donnée d’une application

o Ba(T)\ {+} — Q

qui a tout sommet externe de T distinct de la racine associe un élément de
Q. On dira alors que (T';0) est un arbre a racine décoré par Q). On note alors
A% (Q) le Z-module librement engendré par les arbres a racine décorés par
(@, quotienté par les relations de multilinéarité par rapport aux décorations
des sommets externes, et quotienté par les relations AS, IHX, et 24 = 0
illustrées sur la figure 4.3, on A, B, C et D peuvent représenter aussi bien
un arbre, une décoration ou la racine.

B A A B B A BDA B A A

e S e

C C B
F1G. 4.3 — Relations AS, IHX et 24 = 0.

On note ensuite, pour tout n > 1, A5 (Q) le sous-module de A%(Q)
engendré par les arbres de degré n—1. Pour n = 1, le Z-module A}, ,(Q) ~ Q
est composé des arbres composés d’une seule aréte, dont le sommet extérieur
différent de la racine est décoré par un élément de Q).

I est possible de munir A%(Q) d’'une structure d’algébre de Lie en dé-
finissant le crochet de deux arbres & racine comme sur la figure 4.4, et en
I'étendant a A% (Q) par multilinéarité (voir par exemple [HP| ou [GL2|).
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B A

1] ="

F1G. 4.4 — Crochet de deux arbres a racine

La graduation de A7 (Q) est compatible avec le crochet, c’est-a-dire que
I'on a

[A71(Q), A7, (Q)] © A7, (Q).

Remarque 4.3.11. On peut définir de la méme maniére que A% (Q) le Z-
module Az(Q) engendré par les arbres trivalents sans racine décorés par des
éléments de ), quotienté par les relations AS, IHX et 2A = 0. Contrairement
a A% (Q), on ne sait pas lui associer de structure d’algébre de Lie. On peut
cependant considérer Az(Q) comme un sous-module de A7 ® Q. On note

0Q,n - A%,n(Q) ® Q — AZ,n(Q)

le morphisme de Z—module qui a un élément de la forme T ® ¢, ot T est un
arbre a racine décoré et ¢ est un élément de (), associe 'arbre sans racine
décoré obtenu a partir de 7" en colorant le sommet racine par q.

Si maintenant 7" est un arbre sans racine décoré par @, et si s est un sommet
externe de T', alors on désigne par (T,* = s) l'arbre de racine s, décoré par
Q. On note alors wg le morphisme défini par

wQ,n - AZ,n(Q) - A%,n(Q) ®Q
T — Z (T, =s)®o(s)

s€Ex(T)

o o(s) désigne la décoration de s dans ). On a alors

0Q.n 0 @Qn = (n+1).Idy, (@)

Dans la suite de ce paragraphe, on fixe ) = H, le Z-module libre de rang
2g. On peut alors définir par récurrence un isomorphisme

- . oar
Zn - Z.n e gn

a partir de I'isomorphisme =; : A} [ (H) — £ ~ H naturel donné par la
décoration en posant

Epn((TF,TY) = [Ex(TF), Z(T")]

pour tous arbres décorés T% et T' de degrés k et [. Ce morphisme est bien
défini car tous les éléments de A7, (H) sont des crochets d’arbres de degré
plus petit que n et parce que les seules relations sur A7 (H), nommément les
relations AS, IHX et 2A = 0, sont envoyées respectivement sur les relations
d’antisymétrie, de Jacobi et sur la relation 4.3.1 dans .. Le morphisme =
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est injectif car toutes les relations sur .2 sont engendrées par les relations
précédentes, et enfin il est surjectif car tous les éléments de ., sont des cro-
chets d’éléments de degré plus petit que n. On a ainsi défini un isomorphisme
d’algébre de Lie entre A7 (H) et .Z. Dorénavant, on pourra donc toujours
considérer un élément de . comme un arbre décoré. Le passage de 'un a
Pautre est explicité sur la figure 4.5.

Ty ... Ty 21
>/

Enc — [ [z, 22, ] T

F1G. 4.5 — L’isomorphisme =

4.3.4 L’homomorphisme de Johnson en terme d’arbres

Désormais, si ¢ est un élément de M(k), on considérera Tlgl)(go) comme
un élément de

Hom (A% (H), A iy (H)) = A (H) @ (A (H))"

via I'isomorphisme = défini dans le paragraphe 4.3.3. En particulier, si | = 1,
alors 74(¢) est un élément de A7, (H) ® H*, c’est-a-dire une somme for-
melle d’arbres de degré k dont les sommets externes sont décorés par H et
dont la racine est décorée dans H*.

Notation 4.3.12. Si 17 et T5 sont deux arbres a racine décorés par H de
degrés respectifs d; et ds, et si s est un sommet externe de Ts différent de
sa racine, on note (717, *) — (T, s) I'arbre a racine de degré dy + dy décoré
par H obtenu en raccordant s a la racine de T7.

Alors le lemme 4.3.8, traduit dans le formalisme des arbres, a pour corollaire
immédiat

Corollaire 4.3.13. Soient k > 1 et | > 1 deux entiers. Avec la notation
4.8.12, on note /i](gl_)‘_l l’homomorphisme défini par

l r * r r
’il(cJ)A D Az g (H)®@ H® — Hom (AZ,Z(H)7AZ,k+l(H))

Ty ® e — T Y ela(s). (T, %) — (T, 9))
s€Ex(T)\{*}

ou Tiyy et T' désignent des arbres décorés de degrés respectifs k et | — 1,
et ou o(s) désigne la décoration dans H du sommet externe s. Alors, pour
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tout ¢ € M(k),

() = &) () -

O

En utilisant le lemme 4.3.10 avec | = 1 et le corollaire 4.3.13, on obtient
finalement le résultat suivant.

Lemme 4.3.14. Soient k1 > 1 et ko > 1 des entiers. Avec les notations
du corollaire 4.53.13, on note { . , . }],2 la forme bilinéaire antisymétrique
définie par
( %,kl-i-l(H) ® H*) X ( %,kg—l—l(H) ® H*) I A%,klil—kg—Fl(H) ® H*
(X0 =Th ®9. X5, =T}, ©¢)  — s30T 0
k141
it (K1) () @ 9.

Alors, Yo € M(k1), Vip € M(ka),

Tertia ([0, 0]) = {7 (), s ()12




4.4 Cas n = 1. L’invariant de Casson 69

4.4 Cas n = 1. L’invariant de Casson

Dans ce paragraphe, \ désignera l'invariant de Casson sur les sphéres
d’homologie entiére

A M —Z
entiérement défini par
(] )\‘]:3 =0
3 —
L] A(S@) = 2
e A\S% = 0.

Soit # € A; le graphe en forme de théta dont les sommets sont orientés
par l'orientation usuelle du plan. Soit © : A; — Z le morphisme de Z-
modules défini par le fait qu’il envoie 0 sur 1. Le systéme de poids de A est

alors égal a
P, = 206.

Soit (M,¥) un scindement d’une Z-sphére par une surface de genre g.
Onnote L4 C H1(3;Z) et Lp C H1(X;7Z) les lagrangiens respectifs des deux
Z-corps en anses A et B séparés par Y. On veut étudier I’lhomomorphisme

X(kﬁA,EB): (T1)2 — Z

[0, 0] — XA (Ms, (o)) — MM).

On note

<< . ->>E3 Azyg(H) X AZ’2<H) — .A1

I’application bilinaire antisymétrique qui & deux éléments 77 et 75 dans
Az2(H) associe la somme des graphes obtenus en appariant de toutes les
maniéres possibles les sommets externes de T} a ceux de Ts, en multipliant
le graphe obtenu & chaque connection par 'intersection algébrique (ai,as)y,
des décorations concernées, ou a; désigne la décoration du sommet du graphe
T;. On désigne par

(px)« : Azo(H) — Azo(H), X =Aou B

I’homomorphisme induit par le projecteur px. Avec ces notations, le théo-
réme 4.2.7 s’écrit

Proposition 4.4.1. Soient ¢ et ¢ deux éléments de Ty 1. Alors

N (2:0) = 20 (((pa)« (7 (#) 5 (B)« (7 (¥))))s5)
—20 (<<(pA>* (7_1Y<Q/})) s (pB)* (le(QO))»Z) :
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4.4.1 Relier \i;, . ([p,¢]) & ma([p,9])
Soit
H=Ls&Lp

une configuration de lagrangiens sur Y. Soient ¢ et ¢ deux éléments de 7, ;.
Dans ce paragraphe, on va décomposer )\&A’ LB)([cp, t)]) en une somme com-
posée d'un premier terme dépendant de T2([¢,?]) et de la disposition des
lagrangiens Lx, et d’'un deuxiéme terme ne dépendant que de 71(p) et de

71(%).

Notation 4.4.2. e Si a, b, ¢ et d sont des éléments de H, on notera
(a,b,c) € Azo(H) larbre dont les trois sommets externes sont décorés
dans le sens direct par a, b et ¢, et on désignera par ((a,b), (¢,d)) € Az 3(H)
larbre représenté sur la figure 4.6. De la méme fagon, on définit (x,a,b) €

7o(H) et ((a,b),(c,*)) € Ay 5(H) en remplacant une des décorations par
une racine. 7
e Si on désigne par

px: H— Lx

la projection sur Lyx parallelement au lagrangien de l'autre Z-corps en

anses, on note
(.,.): HxH —1Z

la forme bilinéaire définie par ¢(a,b) := (pa(a),pp(b))x. Pour des commo-
dités ultérieures de notations, on pourra noter £ := £ et on notera £~ (.,.)
la forme bilinéaire définie par

¢~ (a,b) := —L(b,a).
Avec cette notation, on a
(o, s =070+ ().
e On désigne par | . ], 'application définie par

[ e zsH) @ H — A
((a,0), (¢, %)) @d +— ((£(b;c) +£(c, b)) £(a, d)
— (U(a,c) +L(c,a)) l(b,d)) 6.

e On note p; : A7 (H) ® H — A7, (H) @ H* I'application définie par

pr =lday @ pu

o pg : ¢ — (., ¢)y est le morphisme induit par la forme d’intersection.
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On désigne alors par {, } I'application bilinéaire définie par

{,}: Aza(H) x Ago(H) — Az3(H) @ H*
(Th, T2) — {p3(@u2(Th)), p3(@wma(T2))};

oit {., .} est 'application définie dans le lemme 4.3.14. On a alors,

Vo, v € Ty 1, m2(le,¥]) = {1 (), (¥)}.

Remarque 4.4.3. L’¢lément {7}, T5 }1 est une somme d’arbres & racine
4 deux sommets trivalents obtenus de la maniére suivante. Pour tout appa-
riement d’une aréte de T} décorée par aq avec une aréte de T décorée par
as, on construit un arbre a deux sommets trivalents en connectant les deux
arétes appariées et en multipliant par (a1, as). On transforme ensuite 'arbre
ainsi obtenu en somme de quatre arbre a racines en remplacant de toutes les
fagons possibles une de ses arétes par une racine. On fait la somme sur tous
les appariements possibles pour obtenir {77, Ts }1.

b a b a
c c d

F1G. 4.6 — Les arbres (a, b, c) et ((a,b), (¢, d)).

Lemme 4.4.4. Soit
H=L,D LB

une configuration de lagrangiens sur Y. Alors, en utilisant les conventions
de la notation 4.4.2, les deuzx applications bilinéaires de Az o(H) X Az2(H)
dans Ay

()" { T, oY), +2(Ths o))y,
et

$((Ga)-(T1) 5 0B)e (T )y = ((2a)e (T2) , () (T1))s;)

sont égales.

PREUVE : Soient z1, xs, =3, y1, y2 et y3 des éléments de H. On pose
Ty = (z1,72,23) € Az2(H)

et
To = (y1,y2,y3) € Azo(H).
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e Alors
((pa)« (T1) , (pB)+ (T2 = — > (o) (H E(:ci,yg(i))) 0
o€Ss3 1€EZL3

et

oc€S3 1€Z3

((pa) (T2) , (pB)« (T1))s = Z £(o) (H a (xivya(i))> 0,

ou S3 désigne les permutations de Zs, et ot on note (o) = +1 la signature
de la permutation o.
e De méme,

(1. Ty, = => co)| [ <l‘uyo<z')>z) 0

o€Ss3 1€2L3

= =2 @ | ]I (" @ivor) +£7 (%%(i)))) 6

0€Ss 1€7ZL3
= - Z e(o) Z (H o) (24, Yo(i) )) 6.
og€Ss3 wZs—{—,+} \i€Z3

e De plus, on remarque que

(T1.To} = D> i ads (@ie1, Tiva), (Wj41.%) ® (- Yjta)s

1€Z3 JEL3
+ ((Tir1, Tit2), (%, Yj42)) @ (-, Yjr1)s
+ ((Tir1, %), (Yj+1,Yj42)) @ (-, Tiga)s
+ (6, iv2), (Yj+1,¥5+2)) @ (-, Tiv1)s)
= —Z zi,Y5)x (3 (@3 ((Tir1, Tiv2), (Yi+1,Y542))))) -
(4,4)

Donc

(05 AT, 1)), = =D (@ y)s [@ms (@, Tisa), i1, Yi2)))], -
(4,9)

Or

(@3 (((a,0), (e, )], = 2((Ea,d) + £(d; a))(E(b, c) + (e, ))) 0
—2 ((U(a,c) + £(c,a))(€(b, d) + £(d, b)) 6,
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donc

[(03) ' ({11, T2})],
= 22 (€, y5) + 0 (25,95)) - (U@iv1, Yjr1) — € (@igp1,Yj41))
(3,9)
(Ui, yjr2) — 0 (Tige, yjr2))) 0

=2 (Ui, y;) + 0 (6 95)) - (U@it1, Yj2) — € (@ir1, Yjs2))
(3,5)
(Uziv2,yj41) — 0 (Tig2,Y541))) 0

= QZ Z (o) (€ (%6, vo)) + € (%6 ¥0))

i OES3
. (f ($i+1;ya(i+1)) — L (xi+1;ya(i+1)))

. (f (xi+27ya(i+2)) - ($¢+2, yo(i+2)))) 0.

En développant les produits, on en déduit

[(05) " {TL 1)), =2 Y (o ( > N (HW (a:i,yaw)))

o€Ss wZz—{—,+}

ou N(pu) =3 siu(l) = p(2) = u(3), et N(u) = —1 sinon. Finalement, avec
les deux points précédents,

[(p3) ({1, To})], = 2((Ty, Ta))y, = —8{((pa)«(T1) , (pB)« (T2))s
+8{((pa)« (12) , ()« (T1))5
et le lemme en découle. O

On déduit alors de la proposition 4.4.1 et des lemmes 4.3.14 et 4.4.4 le
résultat suivant.

Proposition 4.4.5. Soit
H=L,DLB

une configuration de lagrangiens sur Y. Soient ¢ et ¢ deux éléments de
Ty.1. En utilisant les conventions de la notation 4.4.2, si on note

qgc: M(@2) — Z
h — 0([(ps) " (r2(h)],),

alors

4/\?£A:LB) ([(P, ¢]) = —qc ([()07 w]) + 20 (<<7—1(90) ’ Tl(w)»g) .
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4.4.2 Conclusion dans le cas n =1

Des paragraphes précédents, on peut déduire des résultats sur X(" LA, Lh) (¥)
lorsque ¥ € Ky 1 := (’]'971)(2) C M(2). Dans ses travaux sur le groupe de To-
relli, D. Johnson a montré que ICy1 = M(2) si g > 3. (|[J5, Théoréme 3]). 11
a également montré que si g > 2, alors les twists de Dehn le long des courbes
simples bordantes de 3,1 engendrent M(2) ([J4, Théoréme 5|).

Théoréme 4.4.6. Soit
H=L,D LB

une configuration de lagrangiens sur Y. En utilisant les conventions de la
notation 4.4.2, st on note

gz =0 ([(03) 7" (=2 (. ))],)
alors Dapplication
d:= 4X(|<EA,LB) +qc: Kg1 — Z

est un homomorphisme indépendant de la configuration de lagrangiens sur
Y. De plus, si T, est un twist droit de Dehn le long d’une courbe simple
bordant une surface de genre h dans ¥4 1, alors

d(T,) = —h.

PREUVE : Grace a la proposition 4.1.8, )\?EAvﬁB) est un homomorphisme, et
qr est un homomorphisme par définition. La proposition 4.4.5 montre que d
est indépendant de la disposition des lagrangiens pour un ensemble de géné-
rateurs de (7,,1)2, donc d restreint a (7,,1)2 est indépendant des lagrangiens.
Comme d est a valeurs dans un groupe sans torsion, cela entraine que d est
indépendant des lagrangiens sur (7;,1)(2)-

On calcule maintenant d pour les twists de Dehn le long de courbes bor-
dantes. Soit v une courbe simple bordant une surface de genre h dans X ;.
Pour calculer d(T’,), on calcule Aea, LB)(T“Y) et qz(Ty). Pour trouver g, (T,),
on commence par calculer 75(7%). On choisit un systéme de 2g générateurs
(ci, Bi)i=1,..9 de 7 représentés par les courbes dessinées sur la figure 4.7.
L’orientation de ¥, 1 est celle induite par 'orientation de 93,1 donnée sur
la figure avec la convention du premier vecteur sortant.
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FiG. 4.7 — Générateurs de 7 associés a 7.

Alors T, agit librement sur m de la maniére suivante :

Vi>h, . =
Vi>h, ¢.06 = G
Vi<h, o.op = [7, ). q

Vi<h, ¢.0 = [7,06].06,

ou ¥ = [Bp,ap]...[B1,01] est la courbe représentée sur la figure 4.7. Soit
(aj, bi)i=1,,..qlabasede H associée & (o, B;)i=1,,..g- Onnote (af, b})i=1, .. 4
sa base duale. Alors, dans .43 ® H*,

hof h
() =) (Z(Hbj,aj], ai] © ai +[[bj, a;],bi] @ bi‘) :

i=1 \j=1

......

donc, dans A7 5(H) ® H*,

h h

mo(Ty) =Y | D — (a5, (ai, %) @ af = ((ag, b)), (bi, +) @ b}
i=1 \j=1
On calcule maintenant ¢z (7). Comme pg(a;) = —b; et pu(b;) = a, on a

finalement

P5) " (m(Ty) = D (((asbi), (b)) @a; — ((ai,00), (aj,%) @ bj ).

(1,9)€{1,...,h}?

Donc

()" ((T))], =

S (b, by) + (b, b)) £as, az) — (E(az, by) + £(bj, a;)) £(bi, aj)
(4,9)

— (f(bl, aj) -+ E(aj, bl)) é(ai, bj) + (E(ai,aj) + E(aj,ai)) f(bl,bj)) > 0
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En utilisant le fait que ¢(a;, a;) = £(aj, a;), £(b;,b;) = €(b;,b;) et £(bj,a;) =
¢(a;, bj) — 0;;, on obtient finalement

h
qc(Ty) = Z (4£(as, a;)e(bs, b;) — (2£(az, b)) — 1))
i=1
+ Z (4£(CL2, aj)ﬁ(bi, bj) — 4£(CLZ’, bj)ﬁ(aj, bl)) .
(4,7); 177

Pour calculer la variation de l'invariant de Casson, il suffit de dire que
la 7—chirurgie par T’, est équivalente & une chirurgie de Dehn de coefficient
—1 le long du noeud v C M (|Lic]), et que cette variation est alors égale a
I'opposé de l'invariant de Casson du noeud «, dont on connait une formule
en fonction de la matrice de Seifert de v en le reliant & la dérivée seconde du
polynoéme d’Alexander (voir par exemple [Mol, Proposition 3.2] ou [GM]).
Explicitement, on a

h

Nea cp)(Iy) = — Z (€(ai, a;)l(bi, b)) — L(ai, b;)(€(ai, b)) — 1))
=1
— > (Uai, a;)e(bi; by) — £(ai, bj)0(az,bi)) -
(i.d); i#d

On retrouvera cette formule de chirurgie indépendammant des résultats de
cette partie dans le chapitre 6 (voir remarque 6.2.2). Alors, en reprenant
I’égalité précédente, on trouve

a(Ty) = —h- 4)‘?5/1, ﬁB)(T’Y)'

On en déduit alors que d(Ty) = —h. O

Dans [Mol], S. Morita avait déja prouvé le résultat suivant.

Théoréme 4.4.7 ([Mol, Théoréme 6.1]). Soit g > 2. Il existe deux ho-
momorphismes

gy Im(m) — Q
et

dy: M(2) — Z
tels que

* o M
/\(ﬁm Lp) = IM O T2 + o4

sur M(2). De plus, dps est indépendant des lagrangiens et
dy(Ty) = 4h(h — 1)

s1 Ty est un twist de Dehn droit le long d’une courbe bordante de genre h. U]
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La décomposition que I'on obtient ici est différente de celle de S. Morita,
qui a avantage de donner une interprétation géométrique de dps(p) comme
un défaut de signature entre deux SU-parallélisations du tore d’application
T,. Une telle interprétation pour d reste inconnue. On peut cependant dé-
duire des théorémes 4.4.6 et 4.4.7 le résultat suivant.

Proposition 4.4.8. Soit g > 2 et
H=Ls®DLp
une configuration de lagrangiens sur 3. Alors il existe
ULa, Lp) s Im(m2) — Z
un homomorphisme dépendant des lagrangiens, et deuxr homomorphismes
gk : Im(m) — Z

et B
d: Kg1 — Z
tels que

1

1 _
Nea £p) = 7 UeaLp) 02+ T3 akOT2+ 2 d.

1
3
De plus, si T est un twist de Dehn droit le long d’une courbe v bordant
une surface de genre h dans X4 1, alors

d(T.

)= Lh(h— 1)
qKO’TQ(T)

—h(2h + 1).

|| N[

PREUVE : Grace aux théorémes 4.4.6 et 4.4.7, on a

_ 1 1
Neacp) = ~29ctzd
= QMOT2+dQ_AZf'

11 suffit alors de poser

- 1
d:=-4d
3 M
q(ﬁA, L‘,B)OTQ = —qr
1 d
et g om =12 qMOTQ—l—ZQE) —3d—TM

La valeurs de ces homomorphismes pour les twists de Dehn se déduisent des
valeurs de d(T) et de dp(T). O

Il faut ici faire remarquer que I’homomorphisme d = —qi o 79 avait
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également été défini par S. Morita dans [Mo2| en réduisant 7o par des formes
d’intersection. Il en déduisait le résultat suivant :

Théoréme 4.4.9 ([Mo2, Théoréme 5.4]). Soit H! (M(2); Z)Mo! le groupe
des homomorphismes de M(2) a valeurs dans Z invariants par conjugaison
par des éléments de Mgy 1. Alors, si g > 2, H! (M(2);Z)M9’l est un groupe
abélien libre de rang 2 rationnellement engendré par dy; et d'. U

Comme M, agit de fagon transitive sur les configurations de lagran-
giens, d est également un homomorphisme invariant par conjugaison par
M, 1. Ll est alors facile de voir que (d, d) forme une base de H' (M(2); z)Ma,

Pour finir, il est intéressant de faire remarquer que la valeur des éléments
de H' (M(2);Z)Ms1 sur les twists de Dehn le long de courbes bordantes
pouvait étre facilement prédite par la relation lanterne de Johnson ([J1]).
En effet, si f € H! (M(2);Z)M91 alors la valeur de f(T5) ne dépend que
du genre de la surface bordée par ~, car tous les twists de méme genre sont
conjugués dans M, 1. Si on note uy, la valeur de f pour un twist de genre A,
la relation lanterne permet de montrer facilement que

Upt2 — 2Upy1 + Up = U2 — 2uy.

L’ensemble des suites entiéres vérifiant cette relation est engendré par les
suites up, = h et vy, = @ La construction effective des homomorphismes
d et d montre que ces deux suites génératrices sont bien réalisées comme des
homomorphismes de M(2) dans Z. De cette construction, en utilisant le fait
que d’ s’annule sur M(3), on déduit aussi que les restrictions de 3d et de 4d
sur M (3) sont égales (et sont non triviales grace a [Mol, Proposition 6.4,
ou S. Morita montre que % restreint & M (3) est un homomorphisme surjectif
a valeurs dans Z).

Enfin, on rappelle que tout élément ¢ € M(2) peut-étre représenté comme
une composition de twists de Dehn le long de courbes bordantes de genre 1 et
2 ([J1, Théoréme 1]). Les valeurs de d et de d sur les twists de Dehn montrent
que na(p) := d(¢) représente le nombre algébrique de twists de Dehn droits
de genre 2 intervenant dans la décomposition de ¢, et n1(¢) := —d(¢)—2d(p)
représente le nombre algébrique de twists droits de genre 1 intervenant dans
la décomposition. Ces nombres algébriques ne varient donc pas suivant la
présentation de ¢. De plus, en utilisant que d’ = 3n; + 10ny s’annule sur
M(3), on obtient une relation entre n; et ng pour les éléments de M(3), qui
seront de la forme ny = 107 et no = —3r, ou r € Z.
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4.5 Cas général

Dans ce dernier paragraphe, on montre que si v est un invariant de degré
2n a valeurs dans Z tel que son systéme de poids est nul sur les diagrammes
comportant un #, si ¢ est un arrangement de crochets de degré n, et si
h = c(¢1,92, ... ,9n) est un élément de (Ky 1), , alors V&m EB)(h) ne dé-
pend que de ¢, des homomorphismes de Johnson 75(1);) et de la configuration
des lagrangiens.

Notation 4.5.1. e Si (pa,pp) représentent les projections associées a une
configuration de lagrangien, on note

(: HxH — 7
(a,b) +—— (pala),pp(b))s.

On désigne par

[ e (Azs(H))" — A, ®Q

I'application n-linéaire qui & un n—uplet (71, ..., T,) d’éléments de Az 3(H)
associe la somme des graphes obtenus en appariant de toutes les maniéres
possibles les sommets externes des 7; et en multipliant le graphe obtenu a
chaque connection d’un sommet de T; décoré par a; et d'un sommet de T}
décoré par a; par

£<aiva’j) si1 < ]

—5 (Uai,aj) + Uaj ) sii=j.
e On note

Q: A%,?,(H) @H* — Az3(H)

la composition des applications g 3 © (pg)*l, ol

ons: Azs(H)®@ H — Az 3(H)

est définie dans le paragraphe 4.3.3, et ou p3 est définie dans la notation
4.4.2.

e Soit ¢ un arrangement de crochets de degré n. On désigne par ¢ I'arran-
gement de crochets de degré 2n défini par

E(CLl,CLQ, s 7a’2n—17a2n) = C([CLl,G/Q], ceey [a2n—la a2n]) .

Les deux ensembles S¢ x (S2)™ et S§. sont en bijection par I'application
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qui a (0,01,...,0,) associe la permutation o € 8§n définie par
F(2i—1) = 20(i)—1 sio;=Id
= 20(7) sinon
o(2i) = 20(i) si o =Id

= 20(i) —1 sinon.

On a alors vz(0) = v.(0)e(o1 ... 0p), ol € désigne la signature dans Ss.

On montre alors le résultat suivant.

Théoréme 4.5.2. Soit
H=LA® LB

une configuration de lagrangiens sur Y. Soit v un invariant de degré 2n a
valeurs dans 7, et soit P, son systéeme de poids. On suppose que pour tout
diagramme de Jacobi I' € A,, comportant une composante connexe en 6,
P,(T") = 0. Soit ¢ un arrangement de crochets de degré n. Alors, pour tout

(1, Yo, ..., p) € (/Cg,l)n; avec les conventions de la notation 4.5.1,
Vicacy (W12, 4,)) =
1
B | 20 @) [ (20) o 2 (maWom)]],
c€eSE

Lemme 4.5.3. Sous les hypothéses du théoreme 4.5.2, avec les conven-
tions des notations 4.2.4, 4.4.2 et 4.5.1, les applications 2n-linéaires de
(Az2(H))*™ o valeurs dans 7,

FH: (ja,...,jén) —

P D2 2@ [[2 ({Tao)-1: Toon)}) -+ » @ ({Toot—1, Tty D],
c€eSE
et
Fy: (T, Ton) = B [ D 9@ {T50) - s Toem) ) o om)
Gess,

vérifient I’égalité
Fy = 4"F,.

PREUVE : e Les deux applications Fj et F5 sont des sommes de fonctions des
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décorations des arbres T; dépendant d’un appariement des arétes. L’applica-
tion F} ne fait intervenir que des appariements mettant en commun au moins
une aréte de T5;_1 & une aréte de Th; pour tout ¢, alors que F5 fait intervenir
tous les appariements possibles. On peut cependant faire remarquer que la
contribution d’un appariement mettant en relation les trois arétes d’un arbre
T; aux trois arétes d’un autre arbre T} sera nulle pour les deux applications
du fait que P, s’annule sur les diagrammes de Jacobi comportant une com-
posante connexe en forme de 6.

Soit P un appariement des arétes des arbres T;. On note alors

F;P (Tla cee aTZn)
le terme de F; correspondant & 'appariement P. Pour tout & € S5, on note

FL(Ty, ..., Tay)

Nea

le terme de FY (T4, ...,Ts,) correspondant & la permutation &.

e On montre maintenant que les appariements sans aréte en commun entre
Ty;_1 et To; pour un i donné ont une contribution nulle pour F5. On fixe &
une permutation de 8§n. Alors o provient d’une permutation o € S¢ et d'un
n-uplet (o1,...,0,) € (S2)" comme explicité dans la notation 4.5.1. On note

5l =(0,(01,...,T1204,...,00)) €893,

obtenue a partir de ¢ en multipliant o; par la permutation 715. Si P n’apparie
aucune des arétes de Th;_1 & celles de Ty;, alors

F27,DE(T1’"-7T2n)+F27,DE§ (le---,TQn) = 0.

Cela entraine que FJ est nul. On en déduit donc que seuls les appariements
mettant en commun 1 ou 2 arétes entre T5;_1 et Ty, ont une contribution
non nulle dans le calcul de F} et de F5.

e Soient x1, w3, T3, Y1, Y2 et y3 des éléments de H. On pose

Toi1 = (x1,22,23) € Az2(H)

et
T = (y1,y2,y3) € Azo(H).

Alors, comme dans la preuve du lemme 4.4.4,

{Toi1, T} = = (wru)s (pz3 (@3 ((The1, The), (W1, 9142)))) 5
(k1)

donc

Qo1 To}) = =4 (e v)s (@1, Tri2), Wi, Yira)) -
(k,0)
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e Soit P un appariement des arétes mettant en commun exactement une
aréte entre T5;_1 et Th;. Notons x et y; les décorations des arétes concernées
Soit 0 € S5;. On note Ff ' le terme de F] correspondant a o. Alors la
contribution de T5;_1 et de Ty; & Ff » Va consister a connecter les arétes de
I’arbre

Q{Toi—1, T2 })p = — 4@k, yi)s (((Tr+1, Tet2), (Y1, Yi42)))

aux autres arbres T suivant I’appariement P en multipliant le graphe obtenu
a chaque connection des arétes a, et a, par {(a,,aq) si p < g, ou la hauteur
de Q({T%;—1,T%})p par rapport aux autres arbres est fixée par o.

Soit (071, ...,0,) € (S2)7, et soit & = (o, (01,...,0,)) €SS, la permutation
associée. On remarque que la contribution de T5;_1 et de Th; a F27? s+ F27> >
va consister a connecter les arétes de ’arbre '

Uz, y) — Ly or)) (Zrt1, Trt2)s Wi, Yi2)) = _iQ<{T2z‘—1,T2i})7>

aux autres arbres Tj en multipliant le graphe obtenu aprés connection de ay,
et a; par l(ax,a;) si k < [, ou la hauteur de Q({T%;—1,T%;})p par rapport
aux autres arbres est fixée par o.

e Si x et y sont deux éléments de H, on note ((x) * (y)) le graphe obtenu en
connectant les deux arétes * de l'arbre ((x, *), (*,y)). Soit P un appariement
connectant exactement deux arétes xy et xi1 de Th;—1 & deux arétes y; et
Yire de To;, ot € = 1. Alors la contribution de T5;—1 et de Th; a ng va
consister a connecter les arétes du graphe

A1(Tai1,To) = —2¢ ((ivk,yz)z- (U Tht1, Yrte) + E(Yrte, Thr1))
s, ye)n: (L) + 0 o)) - (@re2) * (0-2)
aux autres arbres T} suivant 'appariement P en multipliant le graphe obtenu
a chaque connection de a, et de a4 par £(ap,aq) si p < g, ou la hauteur de

A1(T5—1,T5;) par rapport aux autres arbres est fixée par o.
La contribution de T5;,_1 et de T5; a F27) 5+ FQP > Va consister a connecter de

la méme facon les arétes du graphe

Ag(Toi—1,T;) :=  — (U@, Y1) L st Yige) — L(Y1 T1)l(Yies Tht1))
A((@t2) * (Y1)

aux autres arbres T} suivant ’appariement P, ot la hauteur de Ao (151, T2;)
par rapport aux autres arbres est fixée par o. Or

A (Toi—1,To) = —2¢ ((f(l’myl) — Ly, k) - (U(Thr1, Yige) + L Yige, Thy1))
+ (U Tg1, Yige) = L(Yiges Trrr1)) - (Exr, y1) + Ly, xk)))
((@t2) * (Y1—e))
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Donc

Al(T21—17T2i) = _25(%(xk,yz)g(wkﬂ,ylﬁ)—2€(yl,$k)£(yl+a,$k+1)>

A((@rr2) * (Y1—e))
= 4Ay(To—1,Ty;).

On déduit donc des deux derniers points que pour tout appariement P,

P P
Fl,a =4" Z FZ,(U;(Ul,...,Un))'
(01,...70'71)6(82)”

Le résultat en découle. O
Preuve du théoréme 4.5.2 : Soient (¢, ... , 2,) 2n éléments de 7Ty ;.
Pour tout i = 1,...,n, on pose ¥; := [pa2;_1, 2;]. Alors, grace au théoréme
427,
Vicacy) (€102, ) =
P > %@ {1 (p5q) s - 71(905(2n))>>(m7p3)
eSS,

Le lemme 4.5.3 entraine alors que

VEK»CA,EB) (C(¢1,¢2;---awn)) =

4%PI/ Z /Yc(O-) HQ (72(wa(1))) PRI Q (TQ(wU(n)))]]g

0€eSE

Le théoréme découle alors du théoréme 4.1.8 qui entraine que I'application
;> V?£A7£B) (c(¥1,...,%i,...,1y)) est un homorphisme sur /Cy ;. O
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Chapitre 5

Mouvements de
(n + 3)—congruence sur les
graphes en Y

Dans |GGP|, S. Garoufalidis, M. Goussarov et M. Polyak se sont ap-
puyés sur des relations entre crochets d’entrelacs en Y dans G, = F,/Fp+1
pour démontrer le théoréme 2.2.1 qui explicite un systéme de générateurs
de G, induits par des diagrammes de Jacobi. Ces relations permettent de
calculer explicitement les coordonnées du crochet d’un entrelacs en Y a n
composantes sur ce systéme de générateurs en fonction des enlacements et
des auto-enlacements des feuilles. Dans ce chapitre, on raffine les relations
données dans [GGP] pour obtenir leur équivalent a (n + 3)-congruence pres,
c’est-a-dire dans Fy, /Fpiq.

Dans le paragraphe 5.1, on redonne les équivalences de chirurgie de [GGP]
a la base de la relation de linéarité par rapport aux feuilles et a la base de
la relation d’invariance par changement d’aréte dans G,,.
On utilise ces équivalences de chirurgie dans le paragraphe 5.2 pour prouver
le théoréme 6 -présenté dans l'introduction- qui donne un équivalent de la
relation de linéarité & (n 4+ 3)—congruence prés. Au passage, on prouve que
la classe de (n + 1)—congruence du crochet d’un entrelacs en Y & n compo-
santes est invariante par changement de croisement d’arétes, ce qui justifie
les notations utilisées dans l'introduction.
Dans le paragraphe 5.3, on prouve le théoréme 7, qui nous permet d’exprimer
a (n + 3)—congruence prés le crochet d'un entrelacs en Y & n composantes
comportant une feuille triviale &1—parallélisée, dans I'optique de calculer la
variation d'un invariant de type fini par chirurgie sur un nceud. Ce résultat
sera primordial dans le chapitre 6.
A lissue de ce chapitre, on aura prouvé une collection de relations de (n+2)—
congruence assez importante pour permettre de calculer le crochet d’un en-
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trelacs en Y & n composantes dans F,, /7n+3.

5.1 Préliminaires

5.1.1 Equivalences de chirurgie de Goussarov

On donne ici des équivalences de chirurgie borroméenne introduites par
M. Goussarov dans [GGP]. Il est a noter que le lemme 5.1.1 est une version
modifiée du mouvement Y3 de Goussarov, qui s’avére étre incorrect tel qu’il
est représenté dans |[GGP|. Ces équivalences sont a la base de la preuve
du théoreme 2.2.1. Elles seront primordiales dans le reste du chapitre pour
obtenir des relations dans F, /?n+3.

Lemme 5.1.1 (|[GGP, Théoréme 3.1]). Soient G, G1 et Gy trois
graphes en Y plongés dans un corps en anses H de genre 4 comme re-
présenté sur la figure 5.1.

© /o © G;E
H el H
© © (@Y%

Figure 5.1

Alors les deuz couples (Hg,0H) et (Hg,ug,, OH) sont difféomorphes de
telle sorte que la restriction du difféomorphisme au bord est induite par
lidentification canonique avec le bord de H inchangé par la chirurgie sur
les graphes en'Y .

PREUVE : En représentant les deux trous de H de droite par des traits noirs
épais, par utilisation du lemme 2.1.1, on obtient

SR Sl

0

Lemme 5.1.2 (|[GGP, Théoréme 3.1]). Soient G, G1 et Gy trois
graphes en Y plongés dans un corps en anses H de genre 4 comme re-
présenté sur la figure 5.2.
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Figure 5.2

Alors les deuz couples (Hg,0H) et (Hg,ug,, OH) sont difféomorphes de
telle sorte que la restriction du difféomorphisme au bord est induite par

lidentification canonique avec le bord de H inchangé par la chirurgie sur
les graphes en'Y .

PREUVE : Si on représente les trous de H par un trait noir épais, par utili-
sation du lemme 2.1.1 on obtient

MRS
N <> ’ L \j\})

\/

On aura besoin dans la suite des résultats suivants. Le premier est un
corollaire immédiat du lemme 2.1.1.

Lemme 5.1.3 (|GGP, Lemme 2.2]|). Soit G C M un graphe en'Y dans

une sphere d’homologie muni d’une feuille triviale 0—parallélisée. Alors Mg
est diffeomorphe a M.

O

Lemme 5.1.4 (|[GGP, Lemme 2.3]). Soit G C M un graphe en'Y muni
de deux feuilles | and U' qui forment un entrelacs de Hopf trivial comme
présenté sur la figure 5.3. Alors Mg est difféomorphe a M.

F1G. 5.3 — Deux feuilles formant un entrelacs de Hopf trivial

PREUVE : Il suffit de réaliser la chirurgie le long de G comme un mouvement
d’arcs le long du bord de la surface correspondant a ces deux feuilles comme
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dans le lemme 2.1.1. Les anses de cette surface bordent des disques plongés
dans M \ G. O

5.1.2 Relations dans F

Les résultats du paragraphe précédent entrainent des relations dans F
entre crochets d’entrelacs en Y. Ainsi, les deux résultats suivants sont des
corollaires des lemmes 5.1.3 et 5.1.4.

Lemme 5.1.5 ([GGP, Lemme 2.2]). Soit G C M un entrelacs en Y
dans une sphere d’homologie muni d’une feuille triviale O—parallélisée. Alors

[M;G] =0.

Lemme 5.1.6 ([GGP, Lemme 2.3]). Soit G C M un entrelacs en' Y a
n composantes. Supposons que l’'une des composantes de Y de g est munie

de deux feuilles | and I' qui forment un entrelacs de Hopf trivial comme
présenté sur la figure 5.3. Alors [M; G| = 0.

OJ

Dans la suite du paragraphe, on donne des relations sur F correspondant
aux équivalences de chirurgie des lemmes 5.1.1 et 5.1.2.

Notation 5.1.7. Soit H un corps en anses de genre 4 plongé dans une
Z-sphére M. On note P, Py, P|, P et Ps les graphes en Y plongés dans
H représentés sur la figure 5.4.
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Figure 5.4

Lemme 5.1.8. Sous les hypothéses de la notation 5.1.7, les deux couples
(Hp,0H) et (Hp,up,ups, 0H) sont difféomorphes de telle sorte que la res-
triction du difféeomorphisme au bord est induite par l’identification cano-
nique avec le bord de H inchangé par la chirurgie sur les graphes en'Y .

PREUVE : D’aprés le lemme 5.1.2, la chirurgie dans H le long de P est
équivalente a une chirurgie sur l'entrelacs en Y a deux composantes P{ U P.
De plus, grace au lemme 5.1.1, la chirurgie dans H \ P, le long de Pj est
équivalente a la chirurgie le long de P; U P3, ce qui nous permet de conclure.

O

Dans la suite, on aura besoin du lemme algébrique suivant.

Lemme 5.1.9. Soit G = G1U---UG,, un entrelacs en Y a n composantes
dans une sphére d’homologie entiere M. Soit In U Jy = {1,...,n} une
partition en deur sous-ensembles de {1,...,n}. Alors

[M(1,); G(Jo)] = Y (=1)* [M; G(I U Jo)).
IClo
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PREUVE :

Y EVIMGUIUL)] = Y DY Y (CD)M T Mk

ICIy ICIy KCILCJy
= > DD (=0T Mg
LCJo ICclp KCI
flo—4K
-y ey ( 5 <—1>rogfo_w) Meon
LCJy KCly r=0
= Z (—1)* Z (1- 1)ﬁIO_ﬁKMG(KUL)
LcJy KcCly
= Z (D" Meyur) = [May): G(Jo)l.
LCJo

En particulier, si Jy = (), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.10. Soit G = G U---UG,, un entrelacs en' Y a n compo-
santes dans une sphére d’homologie entiere M. Alors

Mg-M= S (~)YDMG(D)).
IC{1,...,n}, T£0

O

Remarque 5.1.11. Le lemme 5.1.9 et le corollaire 5.1.10 sont des résul-
tats purement formels. Ils restent valables plus généralement lorsque G est
une donnée de chirurgie & n composantes (entrelacs, donnée de chirurgies
lagrangiennes, union de graphes en Y et de noeuds, ...).

Comme conséquence des lemmes 5.1.8 et 5.1.9, on obtient le résultat sui-
vant qui nous permet de savoir ce qui se passe au niveau des crochets dans
F lorsque 'on coupe une feuille d’un entrelacs en Y.

Lemme 5.1.12. Sous les hypothéses de la notation 5.1.7, si G est un en-
trelacs en'Y dans M \ H, alors

[M;GUP] = [M;GUP|+[M;GUPR)] —[M;GUP, U P,
—[M;GUPlUP3]+[M;GUP1UP2UP3].
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PREUVE : Grace au lemme 5.1.8, la chirurgie borroméenne le long de P dans
M \ G est équivalente a la chirurgie le long de P; U P, U P3, donc

[M;GU P] = _[MPIUPQUPS;G] + [M; G]
Alors, d’aprés le lemme 5.1.9,
M;GUP] = [M;GUP|+[M;GUR)]+[M;GU P3|
—[M;GUPI UPQ] — [M;GUPl UPg]
—[M;GUP,UPs|+ [M;GUP,UP,U P3).
Or, en 'absence de P;, P53 est muni d’une feuille triviale O—parallélisée dans

H, donc d’apres le lemme 5.1.5, [M; GU P3] =0 et [M;GU P, UP3] =0. On
en déduit le résultat. U

De la méme fagon, a partir du lemme 5.1.1, on obtient le résultat ana-
logue lors d’un changement d’aréte d’un entrelacs en Y.

Lemme 5.1.13. Sous les hypothéses de la notation 5.1.7, si G est un en-
trelacs en'Y dans M\ H, alors

[M,GUP{] = [M;GUPl]—[M;GUplLJPg].

5.1.3 Etude de G,

Les lemmes 5.1.12 et 5.1.13 ont pour corollaire immédiat les résultats
suivants sur les quotients F,,/F 1.

Lemme 5.1.14 (|[GGP, Corollaire 4.3]). Sous les hypothéses de la no-
tation 5.1.7, st G(,_1) est un entrelacs en Y a n — 1 composantes dans
M\ H (n>1), alors

[M; G 1) U P] = [M; G 1) U P1] + [M; Gy 1y U Po].

Lemme 5.1.15 (|[GGP, Corollaire 4.2]|). Sous les hypothéses de la no-
tation 5.1.7, st G(,_1) est un entrelacs en Y a n — 1 composantes dans
M\ H (n>1), alors

[M; G n—1y U P] = [M;G 1) U P1].




92 Mouvements de (n + 3)—congruence sur les graphes en Y

Avec les notations du paragraphe 2.1.4, si A est un graphe en Y, alors
A est orienté si la surface ¥(A) est muni d’une orientation. Une telle orien-
tation fournit une orientation pour chaque feuille et un ordre cyclique pour
I’ensemble des feuilles de A. Les orientations induites sont présentées sur la
figure 5.5 lorsque l'orientation de 3(A) est donnée par l'orientation standard
de R2. En renversant l'orientation de X(A), on renverse ces quatre orienta-
tions.

OO,
A\/‘
S(A)

©

F1G. 5.5 — Graphe en Y orienté

Le lemme 5.1.14 affirme alors que le crochet d'un entrelacs en Y orienté a
n composantes dépend linéairement des enlacements des feuilles dans F,, /F 1.
Le lemme 5.1.15 affirme que ce crochet ne dépend pas de la disposition des
arétes. Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 5.1.16 (AL, Proposition 4.13]). Soit G un entrelacs en
Y orienté a n composantes dans une Z—sphere M .

(1) Le crochet [M;G] (dans G, ® Q) est une fonction indépendante
de M ne dépendant que des nombres d’enlacement Ck(1,1"), ou (1,1")
parcourt ’ensemble des couples de feuilles orientées prises dans deux
composantes en Y distinctes de G.

(1i) Soit G fixé, sauf pour une feuille | qui peut varier dans le complé-
mentaire du reste de G. Soit [l] la classe de | dans Hy(M \ Upyl'),
ot ' parcourt 'ensemble des feuilles distinctes de |. Alors le cro-
chet ([(M;G)] € G, ® Q) de G est une application linéaire de
(1] € Hi(M\ Ul/;ﬁll/).

(131) Si G' s’obtient a partir de G en changeant l’orientation d’une
composante en Y , alors

[M; G = —[M;G].

La proposition 5.1.16 nous permet de justifier la notation suivante.

Notation 5.1.17. Soit D, un disque a r trous numérotés de 1 & r repré-
senté sur la figure 5.6. Soit H, = D, x [—1, 1] un épaissisement de D,.. Dans
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la suite, on étudie le crochet de graphes en Y plongés dans le corps en anses
H,, lui-méme étant plongé dans une Z-sphére M.

Considérons un plongement de H, dans une sphére d’homologie entiére M.
On fixe un entrelacs G(,,_1) en Y a (n—1) composantes dans M\ H,.. Alors,
pour tout entrelacs GG dans H,., on désigne [M; GUG,_y)] par le dessin de
G dans H, entre crochets. Par exemple, avec cette notation,

1 4

z

G = [MaGUG(n—l)]
2 @@

Par commodité de notation, si deux feuilles de G forment un entrelacs de
Hopf positif pour 'orientation trigonométrique des feuilles, on simplifie le
diagramme de G en remplagant les deux feuilles concernées par une aréte,
comme représenté ci-dessous.

° @ o~ o °

Si K est un graphe trivalent orienté a p sommets dont les arétes adjacentes a
un seul sommet sont décorées par des nombres entre 1 et r, on lui associe un
entrelacs G(K) en Y & p composantes plongé dans D, de la facon suivante.
On plonge K dans D, de telle sorte que les orientations des sommets de
K soient induites par 'orientation de D,, en attachant & chaque aréte e
décorée la courbe dans D, numérotée par la décoration de e représentée sur
la figure 5.6. Si deux décorations sont identiques, on positionne les courbes a
deux hauteurs différentes quelconques. On transforme ensuite chaque aréte
reliant deux sommets par un petit entrelacs de Hopf positif. L’entrelacs
G(K) ainsi obtenu dépend des plongements choisis, mais dans F/F,p,
grace aux relations trouvées dans [GGP], le crochet [M; G (,—1) UG(K)] ne
dépend pas des choix qui ont été faits et est bien défini. Par exemple,

Dans la suite (lemmes 5.2.2 et 5.2.4), on va montrer que dans le cas d’en-
trelacs en Y & n composantes, changer le croisement de deux arétes ou
la parallélisation entiére d’une aréte ne change pas la classe de (n + 1)—
congruence du crochet de I’entrelacs. On pourra alors utiliser la notation
suivante. Soit K un graphe trivalent orienté a (p — 1) sommets dont les
arétes adjacentes & un seul sommet sont décorées par des numéros 7, iT,

1~ munis d’un exposant précisant des hauteurs relatives entre les courbes
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associées aux décorations (la courbe it se trouvant sur la figure en avant de
la courbe ¢). On associe & K un entrelacs G(K) en Y a (p—1) composantes
dans D, en plongeant K dans le disque D C D, représenté sur la figure
5.6 de telle sorte que les orientations des sommets de K soient induites
par l'orientation de D et de telle sorte que seules les extrémités des arétes
décorées touchent le bord de D, aux points de tangence p; de D avec les
courbes . On attache ensuite a chaque extrémité d’aréte une copie de la
courbe numérotée par sa décoration, a la hauteur précisée par l'exposant
de la décoration. L’élément [M; G (,_1)UG(K)| est encore bien défini dans

F[Fpip- Par exemple,

L

F1G. 5.6 — Le disque D,
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5.2 Couper une feuille

5.2.1 Mouvements de (n + 1)—congruence

Lemme 5.2.1. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

o) e e H A

PREUVE : Avec les conventions de la notation 5.1.7, il suffit de montrer que

n+1

[M; G(n—l) UP] = [MQG(n—l) UP| + [M; G(n 1) U P]
|: :| |; 32 ;|
Grace au lemme 5.1.12,
[M; G(nfl) U P] = [M; G(n,l) U Pl] + [M; G(n,l) U PQ]

—[M; G(n—l) U P UP)] — [M; G(n—l) U P U Ps]
+[M;G -1y UPLU Py U Ps).

Or une des feuilles de P3 enlace une feuille de P; avec un enlacement égal
a —1, et elle n’enlace aucune autre feuille de G(,,_1) U P1. Donc, d’aprés la
proposition 5.1.16,

M;G i
—[M; (n_l)UP1UP3] = H .

2 3

De plus, grace a la proposition 5.1.16,

[M;G 1y U P U P n! |:)1\ )4\:|
2 32 3

Enfin, par définition, [M;G,_1) U PLU P U P3] = 0 ce qui nous permet
de conclure. O

Par le méme argument, le résultat suivant est une conséquence du lemme
5.1.13.
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Lemme 5.2.2. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
1 4 1 4
© /o7, © o
E/ Z +1 E o
2@ ©3 © © 2 3

Dans la suite, pour désigner des arétes de graphes dont la parallélisa-
tion n’est pas celle induite par le plan de la figure, on utilise les conventions
graphiques représentées ci-dessous. Sur ces deux exemples, on opére respec-
tivement un demi-tour et un tour complet du paralléle autour de 'aréte, tous
deux représentés sur les figures de droite.

—[— - e—[—3
@ O ON: /_:

Lemme 5.2.3. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

2 L HH ]

PREUVE : Considérer le corps en anses Hy plongé dans Hj3 avec 'anse 1
repliée sur 'anse 4 de telle sorte que - sous les hypothéses de la notation
5.1.7 - , le graphe P C H, soit plongé dans Hs comme représenté sur la
figure 5.7. Grace au lemme 5.2.1, on obtient alors

NEANEAREARISIRION

Figure 5.7

O

ce qui entraine la premiére égalité. La deuxiéme égalité se retrouve de la
méme maniére en repliant ’anse 4 sur l'anse 1. U

Lemme 5.2.4. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

ESREAGRS
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PREUVE :
o | - [ o]

Lt TR FIAA
- n
__ 2 32 3

Il en va de méme pour 'autre égalité. [l

Lemme 5.2.5. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

(]

PREUVE : La premiére égalité provient du lemme 5.2.4. Grace au lemme

R [H] ()

Or, les deux derniers termes sont nuls par la proposition 5.1.16, ce qui en-
traine le lemme. O

Lemme 5.2.6. Avec les conventions de la notation 5.1.17, si € = +,
A A A

PREUVE : Il suffit de prouver le lemme dans le cas ot ¢ = —. Grace au
lemme 5.2.2 et a la relation AS (antisymétrie),

- [
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O

5.2.2 Mouvements de (n + 2)—congruence

Sous-lemme 5.2.7. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

8= AR

PREUVE : Avec les conventions de la notation 5.1.7, en utilisant le lemme
5.2.1 pour couper la feuille de P; qui enlace 'anse 3 de Hy, et grace a 'isotopie

D

on obtient
1 4 1 4 3 4 1 14
© n+2
= + -
R A
2 3 2 3 123 2 32 3
Le lemme 5.2.5 permet alors de trouver ’égalité voulue. 0

Lemme 5.2.8. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
1 4 [ ]
) N2 : ° ° :
A + + %
2@ 93 | @O0 @@ | 2+ 3+2 3
1 4 1 4 1+4 1 4
2 3 2 32 3

_2323

PREUVE : Avec les conventions de la notation 5.1.7, grace au lemme 5.1.12
et au sous-lemme 5.2.7,

[M;G(n—l)UP] = [M;G(n—l)UP1]+[M G(n I)UPQ]
[M G(n 1)UP1UP2 M G(n 1)UP1UP3
MGn 1) UP1UP2UP3

i :&J 'd A

— )\H MG(n 1)UP1UP2UP3
12
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De plus, grace a la proposition 5.1.16,

nto 4 1 4 1 2]
[M; G(n—l) UPLUPU Pg] = A g—._:j)) + -LT-L‘JL

23
1

nt2 1 4 B 4 H
| 2 3 2 2 32 3_]
ce qui permet de conclure. O

De la méme maniére le lemme 5.1.13 et le sous-lemme 5.2.7 entrainent le
résultat suivant.

Lemme 5.2.9. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
1 °4ni2 ® o ., 1 4 1 4 /tHl
2E 23 E © 2 3 3 2 3 3 32 3
O
Lemme 5.2.10. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
™ 1 ™ 1 1 11
1@ n+2 ©
e L HAA
1 aack ©-© 2 3 ot 3+9 3 2 3
1 1 1 1 1 11 1 1 1
A AR FIAA AL
2 3 2 3 2 3 2 32 3 2 32 32 3

PREUVE : Comme dans la preuve du lemme 5.2.3, on considére un plonge-
ment de H4 dans Hj de telle sorte que ’anse 1 soit repliée sur I’anse 4. Grace
au lemme 5.2.8, on obtient alors

AR ATEALISIRESN
aisinisd
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ce qui entraine, en utilisant le lemme 5.2.3,

2] T
BARHAA Tl Ol

Lemme 5.2.11. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,

) L H ] HE
+_m}[m}

PREUVE : Grace aux lemmes 5.2.10 et 5.2.1,

) L g ]
-ty m) g
i] ol

() |
©1©
©—+©

w |

+

o —

ﬂ
©

w N
+

|
MHMJ'

ce qui entraine le lemme.
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5.2.3 Mouvements de (n + 3)—congruence

Sous-lemme 5.2.12. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
_ ] [:ﬁ 4 1 4]
ED A H
@ © 123 | 2632 3
1 1] [ 4 41 [ 3 3
+ * I |- *_T_v
2342 | | 3123 | [ 2124
3 3] [1414] [1 1 4
+ _
1214 ] | 2323 | |2 3323

PREUVE :

lg
NO

Avec les conventions de la notation 5.1.7, en utilisant le lemme
5.2.8 pour couper la feuille de P; qui enlace 'anse 3 de Hy, on obtient

Ej

)
Il

3123

Alors, grace aux lemmes 5.2.5 et 5.2.11,

1 | ]
3123 |
3 3] 1
1|
21214 23323

ce qui entraine le lemme.

EIRELL

At

] |

1414

1k
HH

2323

[

3+23

] ,
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Sous-lemme 5.2.13. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
Q4 SR T2 £ 1 4 1 4
Sl b
é?) _234] L323 3232
4 1 2 2 1+41 4
+ Hﬂ}@ﬂ{* ul
3232
4
TARAA
_2 3323 2 32 3

En appliquant le sous-lemme 5.2.7 aux deux composantes P; et

PREUVE :
P35, on obtient

58] 3R AR

|:3234Jn+3[3232:| |;)§323
ASAATIAAL

232 3472

et par deux applications successives du lemme 5.2.1,

v2] = AH s
# LT e HAK]

2- 32 3_]

—1 A

2432
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Finalement, le lemme 5.2.5 entraine

5 e A1 4T
o lo Z/KMH?, [2%4] [1343] Esmz]

ce qui permet de conclure.

Le lemme 5.1.12 et les sous-lemmes 5.2.12 et 5.2.13 ont alors pour corol-

laire immédiat le résultat suivant.

Lemme 5.2.14. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

B B EA ) U

Tl

3 3
- - + +
| 2342 | _3123_ | 2124
_1 471 [ 4 171 [ 1 47
+ + H_V + Hﬂ -
3213 | 2342 | [ 3232 |
1414 1+41 4 [T+4 1 4 1
HAFT
2 3232 2

1+14

1343
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Sous-lemme 5.2.15. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
14 s 41 4] [t 1 4] [ 4 4
e Ay
@0, 232 3 | [2¥3v2 3 | [ 3123

2 2 4 1] [1414 ] [ 1 4 14

Sl b [ HE A A

1343 2342 | | 2323 | |2 32 323

PREUVE : Grace au lemme 5.2.1,

&3 = WHIAH) THH] TAAR)

De plus, grace au lemme 5.2.6,

4+14 s 41470 1 4 7]
= | L
2+3+23 2t3t2 3| L 23 2 3]
3 4~ 1 4] 3 2 ] 2 27
= | + -
/\ [ 1
2-3t2 3_| L 41 3 4] L 1343 |
ni3 4~ 1 47 — 3 2] 4 477 2 27
B — 17 AT B
2372 3_| 14 2 41| L 3123 | L 1343 |
ni3 4~ 1 4] 4 1] 4 4] 2 27
N 1 SkiBsns i Ens
2372 3_]| L 2342 | L 3123 | L 1343 |
et le résultat en découle. O

On déduit alors du lemme 5.2.14 et du sous-lemme 5.2.15 le résultat sui-
vant.
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+

|
4 12 3
3

4

_|_

Théoréme 5.2.16. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

)

|
J1H
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5.3 Cas d’une feuille triviale +1—parallélisée

5.3.1 Mouvements de (n + 1)—congruence

Dans la suite, si k € Z, on représente une feuille triviale k—parallélisée
par une courbe bordant un disque munie d’une boucle décorée par k, comme
ci-dessous a gauche. On désigne également par le dessin d’un enlacement
décoré par le nombre k la répétition de ce motif d’enlacement k fois, comme
représenté ci-dessous (si k est négatif, on inverse les croisements).

AR

(L2

Lemme 5.3.1. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ya € 7,

LA LAl H]

PREUVE : Grace au lemme 5.2.3,

A LA LAk
A LA

ce qui permet de conclure. O

Sous-lemme 5.3.2. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ym € 7Z,

]H]
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PREUVE : Grace au lemme 5.2.1,

el | = et [H i) O]

1 47 1 4
= st ] H |
L2 3_] 2 3
Le résultat se déduit alors par récurrence sur |m|. O

Lemme 5.3.3. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ya € Z,Nb € Z,

Ym € Z,
a, b
NsEIeN
1 23 4 1 23 4

PREUVE : En utilisant deux fois consécutives le lemme 5.2.1,

] [

1 23 4 11 23 4] 11 23 4]
(@ b/ ]

VONE
11 23 4] [1 23 4]

Or le deuxiéme terme & droite est nul grace au lemme 5.3.1, et le résultat
découle alors du sous-lemme 5.3.2. O

Dans la suite, on va avoir besoin du lemme suivant, qui est une version
de la relation AS généralisée au degré supérieur.

Lemme 5.3.4. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
1 1 1 1 2 2 3 3
/k o & + H + H + H
2 3 _2/ 3 2 3 1 3 1 2
1 1

2 32 3

-
A&,

PREUVE : Gréace a l'isotopie
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et par applications successives du lemme 5.2.3,

1 1 1
N I T
L&] 5 [@J HI-IAA

" 1 2 271 [3 37
n+ i |
= | At +
L2 31 L1 31 L1 2]
) — 171 1 171 [2 27 3 3 1 1
= A H P HFTHFIAA
L2 31 [2 31 L1 3_J 1 2 2 32 3

Lemme 5.3.5. Avec les conventions de la notation 5.1.17, si € =

[a)= ()

PREUVE : Grace au lemme 5.3.4,
1 — 1 71 [117]
n+3 -
[@] = - +| M
92€ 2 9€ 2 29
L 1 11
n 4
2| |+ B
2= 2 | 22
5 1 11
2| A H e [m
|2 2% 22 22
En utilisant le lemme 5.2.6, on obtient alors
1 5 1 1 11 12
28 2 2¢ 2 2 22 22

et le résultat s’ensuit. O
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5.3.2 Mouvements de (n + 2)—congruence

Sous-lemme 5.3.6. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

Lele LA H
sfe) ™ el L AN
L)

Par la relation AS, les deux derniers termes sont nuls. De plus, grace a

S~ O

les lemmes 5.2.4 et 5.3.3 impliquent que

sfe]  ~[ole) LA [H]

Le résultat se déduit alors de 1’égalité
7 |- -

Lemme 5.3.7. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Va € 7Z,

ofel 1AL H

PREUVE : Grace au lemme 5.2.8,

BARPALEAISighes

I’isotopie
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et les deux derniers termes sont nuls grace au lemme 5.3.1. Donc, par récur-

rence sur |al,
.i: - j.
= a
|; ;| |: ©

et le sous-lemme 5.3.6 permet de conclure. 0

Sous-lemme 5.3.8. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ya € 7,
Ym € Z,

(IR-CL
4Lﬁ%£r%%;ﬁki
1234 © © © ©
1 4 1 4 1 477
+8am|:—<1:|—4am<|:llll +
2 3 2343 | |
1 .

2193

) B 1 33 1] [1133]
+a<ﬁﬁ+-ﬁH+fﬂ++ 5
1234 ] [ 1244 | [ 3422 | | 2244

B 141 [ 141 [11147] [3314]
(| gl ol HE o EE
L 1223 | [ 3423 [L2223_] | .4423_]

PREUVE : En utilisant le lemme 5.2.8,
a, . a a a Qa a Qa
1234 QQQQ © ©©© 9 3 4
1+ 21 23 ] [2 12 ]

De plus, grace au lemme 5.3.1,

) HLnn ) LallLall L)
A 7 Ledd )

Sl (LR
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Invailinil

et, grace au lemme 5.2.8,

e [ AT HARA

~am ﬁﬂ]

- ‘f?\.] o |:2 3 4:| |:3 42 3:|

Enfin

Finalement,
c&%b ﬂﬁh.ﬂm[ i][ ])
©.0© © © © © 23
33 ] 1133 ]
+ & +| A + ﬁH +
1234 L 1244 | [ 3422 | |.2244 |
B 14 [ 141 [1114] [3314]
- % adlti ot
L 1223 |L3423_] [2223_] [ 4423_]
1 471 [1 4_>
— am + *_m_ .
L 2343 ] [ 2123_]

Par application des relations IHX et AS, on a

)= L (L) RD <L

et le résultat s’en déduit. O
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)

+ m(n;_l) (

Sous-lemme 5.3.9. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ym € 7Z,

oo | HH]
Bk

2323

PREUVE : Grace au lemme 5.2.8,

oo |10
[=H
EeSiPsu]:
] Lw}m[iili

Py

et le résultat s’ensuit alors par récurrence sur |mj.

On déduit alors des deux sous-lemmes 5.3.8 et 5.3.9 les deux résultats

sulvants.

G;Rj:a
@59 @50
+a® (

_2a<_

L 1223_|]

Lemme 5.3.10. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ya € Z,

1.

L 1244 |

L 3423_|

“| Bf’jw‘ja(

L 1234_|
14

14]

[

)
(8]
ng—
— Co—d
| |

+
— N
— =
LW DNo—
w

D
o
+
1
I
m N—— ~— " ~—

= O
—

T

.
_|_

.

w N
W N

o
[N}
N}
o
o
W
o
o




5.3 Cas d’une feuille triviale +1—parallélisée

113

Lemme 5.3.11.

a ;QE a
©,0 @,

+a2<
+2a<_
el Ll L)) o

| 1234
147

1223

©©@©@©

) fi):

+
1244
B 14

+
3423

+

+

3422
1114 ]

| 2223
==

L 3123

+

|
— o
— oo

|
G\

—
W

Awec les conventions de la notation 5.1.17, Va € 7Z,

1T

1T
S e

W N

1T

— A

=
O ~ ~—— ~—

L
W
[\

N

—I—>—\ —
1 Tl

[\
—

5.3.3 Mouvements de (n + 3)—congruence

Théoréme 5.3.12. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

4 4 &
© ©

1 11 1 1
Z -2 t:j + 8 H

2 2 2

[ 1 1 1 1
AA | ﬁ

1212 12

Pour démontrer le Théoréme 5.3.12, on va d’abord prouver les sous-

lemmes suivants.
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Sous-lemme 5.3.13. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

== £3] 4] an
+4_H]+2D:ﬂ.

PREUVE : Grace au lemme 5.3.11,

Or, par la relation THX,

Alln)

ce qui permet de conclure.

+4[@
)+ ()i

5]

Sous-lemme 5.3.14. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

2GIRLGIRE i
LanlHH]-(nk
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PREUVE : Par application du lemme 5.3.11,

R b i Ll

[ B 1171 [ 1171 [ 1111
+(ﬁﬁ+ﬁH+ﬁ~+HH)
L1212 | L1222 | [1222 | [ 2222 |
[ 12 [ 12 111271 [11127]
+2( v JHH |+ HH )
1221 1221 1 2221 | [ 2221
2 271 1 1]
(Lt L)) =+ ( U)o Lt )
2121 2121 L1121 ] [ 2122_]
ce qui entraine le résultat. ]

Sous-lemme 5.3.15. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
11 1
-|B |+ g |
22 2
PREUVE : Grace aux lemmes 5.3.4 et 5.3.5,
1~ i3 2 11
2| (9| F -2 é v2 H
1 2 1~

O
De méme, en intervertissant les roles des anses 1 et 2,
Sous-lemme 5.3.16. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
O

Preuve du Théoréme 5.3.12 :
On considére le corps en anses Hy plongé dans Hy de telle sorte que -sous
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les hypothéses de la notation 5.1.7-, le graphe P C Hy4 soit plongé dans Ho
comme représenté sur la figure 5.8 (On replie 'anse 1 sur 'anse 4 et on
fait enlacer I'anse obtenue par un nceud U trivial dans Hs. On opére une
chirurgie sur U de coefficient —1). Il est & noter que la feuille de P du haut

est triviale dans

En utilisant le Théoréme 5.2.16 pour couper la feuille triviale de P en deux

H,.

P§3 ~ 0.
©—+©

Figure 5.8.

feuilles 1—parallélisées, grace a 'isotopie

@

et au lemme 5.3.3, on obtient alors

|olay

LA A

Lzl gk

Alors, grace aux sous-lemmes 5.3.13, 5.3.14, 5.3.15 et 5.3.16,

(le]=la)(an)

4 ;1{

1)+ (- [HMH” {aa]
] i)+l ])
G

) [ [
{a-b-lon

1111
+12 }4 9
2222 1222
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Le résultat découle alors du fait que, par la relation IHX,
2 2 22 21
O

On prouve maintenant ’équivalent du théoréme 5.3.12 en changeant le
signe de la parallélisation de la feuille triviale. Ce résultat ne sera pas fon-
damental par la suite, mais on le retrouvera a partir du théoréme 5.3.12 au
début du chapitre 6, ce qui nous permettra de nous assurer d’une certaine
cohérence dans nos résultats.

Théoréme 5.3.17. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

(- falal
SR EIRIS IR
Laal{al ] HH

Pour démontrer le Théoréme 5.3.17, on va d’abord prouver les sous-

lemmes suivants.

Sous-lemme 5.3.18. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,

0 \ 1 11
4 "y -6| 7 [+2| O |
1© ©, © © 2 22
PREUVE : Gréace au lemme 5.3.10,

O EIR IR

— 7 1T 11
=4l O -6 +2D12
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Sous-lemme 5.3.19. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

e o] 1 1 1 2
1Eu )= & el
19 ©, 2 2 2121

] 1111 11
danl HE | g b
1212 2222 1222

PREUVE : Par application du lemme 5.3.10,

AL G Gl

zl

I
=N
— =
= DN
— =

[

L .
+(ﬁﬁ+ﬁ\—+ﬁ\—+—\H>
L1212 | (1222 | | 1222 | [ 2222 ]
[ 1271 [ 127] [1112] [1112]
el ad el HAF HE)
L1221 | 1221 [2221_] |.2221_]
ce qui entraine le résultat. O

Preuve du Théoréme 5.3.17 :

On consideére le corps en anses H4 plongé dans Hy avec 'anse 1 repliée sur
I’anse 4, de telle sorte que -sous les hypotheéses de la notation 5.1.7-, le graphe
P C Hy soit plongé dans Hs comme représenté sur la figure 5.9. Il est & noter
que la feuille de P du haut est triviale dans Hs.

P % = 0.
©—©
Figure 5.9.

En utilisant le Théoréme 5.2.16 pour couper la feuille triviale de P en deux
feuilles (—1)-parallélisées, grace a l'isotopie

@~ O
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et au lemme 5.3.3, on obtient alors

= o L S S A R
La] =] H

Lol = (a5 H]) (&
(M) [l Laal-HH.
ShLIECEIREURCE:
SR LIRISIRE:
« G {AL kL
H] ;ﬂ anl-HH]
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Chapitre 6

Applications aux formules de
chirurgie sur les noeuds

Dans ce chapitre, on utilise les résultats obtenus dans le chapitre 5 dans
F»/Fs5 pour étudier les invariants réels de degré 4.
Aprés un paragraphe préliminaire ot 'on précise un systéme de générateurs
pour (F2/F5) ®@Q, on prouve dans le paragraphe 6.2 le théoréme 8, présenté
en introduction. Celui-ci nous permet de ramener ’étude de la variation
d’'un invariant de degré 4 par chirurgie le long d’un nceud aux cas ou ce
noeud borde une surface de Seifert de genre 1 ou 2. Dans les paragraphes 6.3
et 6.4, on traite le cas de genre 1, ce qui nous permet d’obtenir le théoréme
9. On traite en partie le cas de genre 2 dans le paragraphe 6.5.

6.1 (F/Fs5) ®Q et diagrammes de Jacobi

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a la structure de F5 vu & 4—congru-
ence pres. Il faut tout d’abord faire remarquer que ’espace A; défini dans la
section 2.2.2 est librement engendré par la classe du graphe © représenté sur
la figure 6.1(a), et dont les sommets sont orientés par un ordre cyclique des
arétes donné par le sens trigonométrique. On note O C S3 l'entrelacs en Y a
deux composantes obtenu a partir du graphe © plongé trivialement dans 53
en coupant les arétes par des entrelacs de Hopf comme présenté sur la figure

6.1(b).
S )
o ©
(a) (b)

F1G. 6.1 — Le graphe © et 'entrelacs O C 53 associé.

On note ensuite 7" et C' les diagrammes de Jacobi a quatre sommets en
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forme respectivement de tétraédre et de cylindre représentés sur les figures
6.2(a) et 6.2(b) dont les sommets sont orientés par un ordre des arétes dans
le sens trigonométrique dans le plan de projection. On note également ©2 le
graphe composé de deux copies de O, représenté sur la figure 6.2(c). Alors
I'espace Aj est engendré par les classes des graphes T, C' et ©2. Par la relation
IHX, C = 2T, et Ay est finalement librement engendré par les classes des
diagrammes T et ©2.

AN 00 £
e
(a) (b) (c)

F1G. 6.2 — Les graphes T, C et ©2.

Onnote T C S3 et C C S3 les entrelacs en Y de S3 a quatre composantes
obtenus a partir respectivement des graphes T" et C' plongés dans Si comime
présenté sur les figures 6.3(a) et 6.3(b). On note également (©; U ©3) C S3
I’entrelacs en Y a quatre composantes obtenu a partir du plongement trivial
de deux copies de © dans deux boules disjointes de S3, comme présenté sur
la figure 6.3(c).

N 01 6,
T );g(\»g\'
C
(a) (b) (c)
F1G. 6.3 — Les entrelacs f, C et /@vl U @; dans S83.
Par commodité de notation, si M est une sphére d’homologie entiére, on

notera dans la suite [M; ©], [0©?], [T] et [C] les éléments de F/F5 correspon-
dant a

2] = [$3,0,U0, = S3#S3 253 4+ 93
S C) e

7] = [$%T] = Si-5°

C] = [$3C] = §L-58

D’aprés le théoréme 2.2.1, (Fa/F5)RQ est engendré par les trois éléments
[M; 0], [©?] et [T]. Plus précisément, d’aprés le théoréme 2.2.2, ces trois
éléments forment une base de (F2/F5) ® Q.

Si K C M est un nceud dans une sphére d’homologie entiére, et si p est
un entier non nul, alors Mgy, est une sphere d’homologie entiére et
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est un élément de Fo. Il existe donc trois invariants de noeud parallélisé a
valeur dans Q, que 'on note v1, v et v3, tels que

[M; (K;1/p)] = v1(K;1/p).[M; 0] + vo(K; 1/p).[0%] + v3(K;1/p).[T].

Le but de ce chapitre est de déterminer les invariants v;(K;1/p) en fonc-
tion de paramétres géométriques du nceud K.

6.2 Cas des noeuds

Soit K un nceud dans une sphére d’homologie M. Soit ¥ une surface
de Seifert de K. On note g le genre de ¥. On assigne a K une orientation
arbitraire, qui induit une orientation de ¥ par la convention du premier
vecteur sortant. On note N := ¥ x [—1,1] un épaississement de ¥ plongé
dans M paramétré par le segment [—1, 1] de telle sorte que l'orientation de
N induite par l'orientation de M est donnée par 'orientation induite par
I'orientation de ¥ et 'orientation canonique de [—1,1].

On considére la surface ¥ comme un disque auquel sont collées 2g anses,
comme présenté sur la figure 6.4. On considére alors dans N le nceud trivial
U et lentrelacs G & g composantes en Y présenté sur la figure 6.4. Le nceud
U et entrelacs G sont tels que (Mg;U) et (M; K) sont difféomorphes.

Fic. 6.4 - K, 3, U et G.

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 6.2.1. Soit K un neud dans une sphére d’homologie entiére
M. Soit G = G1U---UGg4 un entrelacs en'Y réalisant une surface de Seifert
de K comme représenté sur la figure 6.4. On note ly;, la; et l3; les feuilles
de G; comme représenté sur la figure 6.4. Alors, pour tout n € 7Z,

8(M,1y— M) = n PLM; K) + n® Po(M; K),

ot PI(M; K) et Py(M; K) sont les éléments de Fo/Fs5 définis par
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I I]
g ‘ g 11 27]
PU(M;K) = 4 h 4
1 2 ® © 2_; é 5.] [

il | lo; l1,]
g ll,i ] ll % ,j
Syl e H e
=1 i =1
' i | g;éjj) 12,1‘ la; ’ iz log i ZZL
hilaylila; [ la.y |
+2Z H H —4y * = \ +4Y 1’Z><l1,k:
igky| L2 la,j
J l2 N ll Ni l2 N ,' (Z’J) 12 N ll Ni 12 N ,i ’L{<;§}€_ ZIL
et
g _llz b by _lu lo;
Py(M;K) = = 2% fZJ +23 +8%° H
i=1 l2,i (4,9) l2,z l27] (4,9) lg ; ll,]
B o] lijlog)
TlAaalsa

i,i log Ui l2i i,i log lo; ll,i

il liglig l1, lo

i7j7k7l i7j7k
R AT o I

l2,i ll,j l2,j ll,k

Remarques 6.2.2. o Ce théoréme peut étre considéré comme une généra-
lisation des théorémes 5.3.12 et 5.3.17 qui exprimaient le crochet d’'un nceud
+1-parallélisé bordant une surface de genre 1 dans Fo/Fs.

e Le fait que [M; (K; 1)] ait des coordonnées polynomiales en n de degré 2 a
4-congruence prés est un cas particulier de |G, Proposition 4.1], qui montre

que si v est un invariant de degré p, alors v([M; (K;1)]) est un polynome

en n de degré p dont tous les coefficients sont des inva?iants de noeud.

e Le terme P,(M; K) est une fonction explicite des enlacements et des auto-
enlacements des feuilles [ ;. Il est possible de l'exprimer en fonction des
dérivées seconde (invariant de Casson) et quatriéme du polynéme d’Alexan-
der de K.

e Si on regarde la formule obtenue dans F,/Fs3, on obtient

e A )
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ce qui entraine que

g
2
2<M(K;% —M) 20>k (b o) [M; O]
i=1
-y (“? (Cris L2,5) - (Lo, b 5) — Lk (L1, 01 5) LK (Lo, €2 5) ) [M; O]
(i.7)

g
2 ( D (ke (€13, 01,6) Lk (Lo, € ) — Lk (13, La3) (€K (013, 823) — 1))
=1
+ Z (Wf (£17i7 61’j> Lk (6272‘, EQJ‘) —lk (6171, 627]') Lk (€2,i7 El,j) )) .[83; @],

(1,7)
i#]

ou lk(ls;,1s,) désigne I'auto-enlacement de la feuille [ ;. Alors, si X est I'in-
variant de Casson (voir paragraphe 4.4) défini par )‘|7 =0, A\(S?) =0 et
3

)\(S%) = 2, on en déduit que

g
)‘(M(K;% ) — A(M) = nz (51? (€1, 01,0) Lk (€24, L2 )
=1

— 0k (C15,02;3) (Ck (L1, 00;) — 1))

A0 (h (01, b ) Lk (Lo, Lo ) — Lk (L, o) LK (Co, 61 5) ).

(6:9)
i#]

On obtient ainsi la formule de chirurgie sur I'invariant de Casson utilisée
dans la preuve du théoréme 4.4.6 lors du calcul de d sur les twists de Dehn
le long de courbes bordantes.

e Grace au théoréme 6.2.1, I'étude de [M; (K, 2)] se raméne donc mainte-
nant a I’étude des trois premiers termes de P;(M; k) -correspondant & des
entrelacs en Y a deux composantes-, tous les autres termes étant des fonc-
tions explicites des enlacements et des auto-enlacements des [ ;. Dans les
paragraphes suivants, on s’intéressera donc aux nceuds bordant une surface
de genre 1 ou 2 avant de pouvoir conclure dans le cas général.

Notation 6.2.3. Soit K un nceud dans une sphére d’homologie entieére M.
Soit G = G1U---UG, un entrelacs en Y réalisant une surface de Seifert
de K comme représenté sur la figure 6.4. On note [y ;, la; et [3; les feuilles
de G; comme représenté sur la figure 6.4.

Pour tous entiers i, j, k et [ compris entre 1 et g, on note Fy (i), ..., F7(i, j, k)
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les éléments de JFy/Fs5 définis par

l1; 11
R) = g = [:j
lgl lag lo

l2,]

F3(i7j) = F4<Zaj) = ﬁ ﬁ )

F5(i7j7k> = ﬁ ) Fﬁ(i7j7k7l) =
liglailajlig Lol jlakliy

1% lo

) ll' l27k
Pl = | e | Bl = [
2 »J

l2,il1,512,501.4]

[ Ib
|

o

Avec les conventions de la notation 6.2.3, le théoréme 6.2.1 se réécrit
¥n € Z, 8(M,1y — M) = n Pi(M; K) + n® P(M;K),

ol

A l2,j
© ©~
PI(M K - 4Z|;:| |;:| (m) |;1 j

_4ZF1 +22F213 —QZE;Z z)+2ZF6 i, J,1,7)

(w) (4,9)
—4ZF7 iy7,1) —|—4 Z Fy(i, j, k
(’Laj) {ij}
1<j<k
et
Py(M; K) = — 2ZF1 )+2>  Foli,g) +8)  Fi(i,j) + Y Fu(i,j)
(m‘) (4,4) (4,5)
—22 Fy(i,, k) + Y Folir g, k1) —4) | Fi(i,j, k)
(Z’j’k) (Z7j7k7l) (27]7]{:)

On prouve d’abord le résultat suivant.
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Lemme 6.2.4. Soit K un neud dans une sphere d’homologie entiére M.
Soit G = G1U--- UG, un entrelacs en Y réalisant une surface de Seifert
de K comme représenté sur la figure 6.4. On note ly ;, lo; et l3; les feuilles
de G; comme représenté sur la figure 6.4. Alors, pour tout n € 7Z,

8(M,1) — M) 2 n (8[M;(K;—1)] +4[M; (KM;1) U (K@; 1))
+4n? [M; (KW; 1) U (K@) 1)

ou KU et K@ sont deuz copies paralleles de K et ou, avec les conventions
de la notation 6.2.3,

AM; (KD 1)U (K@ 1)) £ —2ZF1 )+2Y " Fy(i,j) +8> Fi(i,j)
(4,4) (4,4)
ZFMJ —2) " Fs(i, 5. k) + Y Fe(inj kD) — 4> Fr(i,j,k)
(4,4) (4,5,k) (4,3,k,1) (4,5,k)

PREUVE : Soit n un entier positif et soit ¢ = £1. Reéaliser la chirurgie de
Dehn de coefficient €/n le long de K revient a opérer une chirurgie sur un
entrelacs obtenu en prenant n copies paralléles e—parallélisées de K plongées
dans N. On considere alors n copies paralléles 2™ c N,m =1,...,ndela
surface ¥ numérotées de fagon croissante vis-a-vis du segment [—1,1] (c’est-
a-dire que sur la figure 6.4, la surface ©(™) est au-dessus de ) si m > D).
On note K™ y(m Gm) — U,-Gl(m) les copies respectivement de K, U et G
dans un voisinage de X(™). Les feuilles de Ggm) sont également notées lgwil),
157 et 157, |
On rappelle que si L C M est un entrelacs bord a trois composantes ou plus
(c’est-a~dire que toutes les composantes de 'entrelacs bordent des surfaces
plongées disjointes), alors

[M:L] 20
(voir [GGP, Théoréme 6.11]). On déduit alors du corollaire 5.1.10 que

M(K7%) _M = MU:anl(K(m);E) _M

LS MK ¢ Y M (KO (K
m=1 {m.p}c{1,....n}?
L () + D (00 U ()

Comme

(M; (KW e) U (K@) e)] = [M;(K;0)] — [Myga, o (K5 e)],
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on en déduit par le lemme 5.1.9 que

g
M3 (KD;e) U(K@se)] 2 S Mg, ;G U (K)e)
i=1
{i:j;C{l,...,g}

4 1 2
= 30D M, que: G UG
i=1 k=1

g
- Z Z[M(mU; SUU®@); &) GVuGcPuG?
i=1 {k,}C{1,....q}

g
=3 D Mo auwe; ;G UG UG
{i.g1c{1,...g} k=1
+Z Z[M(U(l); SUUD); ¢)> GZ(-I) U Ggl) U G,(f) U GZ(Q)].
{5,7}c{1,....g} {k,l}C{1,....9}

On utilise ensuite le fait que si v; et 2 sont deux nceuds orientés dans
M\U (m) et si ’on note 7{1 et 75] leurs images dans M, (Um) ) apreés chirurgie

sur U™ alors les enlacements de ces courbes apres chirurgie vérifient
k(Y AY) = Ch(y1, 72) — elk(y, U™).lk(v2, UM™).

On en déduit alors qu’apreés chirurgie le long du neeud (U (m). e), les feuilles

lém) (1) sont —e—parallélisées et vérifient

(m) (p) - —E& SISZS,m:petZ;&]
Wf(l:a,z‘ ’ls,j) - { 0 sinon.

Cela entraine, avec les conventions de la notation 5.1.17, via le lemme 5.3.3,
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(M5 (KDe) U (K@se)] 23

(1,k)e{1,...,9}2

+€i Z

i=1 {k,l1}C{1,....9}

—H’;‘Z i

{i,j}C{1,....g} k=1

oD

{i,5yc{1,....g} {k,1}C{1,....9}

X

—&

>C»

Alors, par application du lemme 5.3.1,

4 M (KDse) U (KPie)] = Y
(i,k)E{1,...,g}2 l l l
i)l ) )
B e .
e Ly &
(i1 (]1> (L <|2> (lz) (5.3:6) <]2> (L> <|1> ©)
_ll,i 12,1‘ l2,k l2,l_ _l17k l2,k l2,i lz,j_
BT YA v
5 HF
(i,j,k‘,l)e{l,..‘,g}4 lé}ﬁ) lg]) lé?l)g lé?l)
On remarque ensuite que
k(S 10 = (1, 0ny)

~

n 0 52 52
Li b Uk Lok
— R
? iy,

1 1 2 2
SR R
— A
? i)l
2 2 1 1
W b ) 1
(2 2 2 2y ]
Y by W by
2 2 2 2
R
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sauf dans lecasotit =7, m=r=1et p=s=2, ou

() 08)) = k(1 12) — 1

g lis
SN 23|
(i,k) (z k) i=1
l 111 lo; llkl2k lai

O

[

ZF4 Z k‘ —QZFl

(3,k)

l(2) l(2 l1 k l1 l ll N3
A H A H
l ) (z,k,l) (3,k)

M) ) i log log oy

(
2,k
- E F5(i,k2,l —|—4 E F3 i,

(4,k,0) (3,k)
i) iy
‘7‘7k
R R

[

([~

(4,7,k) ﬁ

higlog log lo;

D
S

[

£

Ep

4 . .
= - Z F5(7’7.77k)+4ZF3<27j)a
(i,5,k) (i,9)
1) [l by bl | L b
H H 2 H H +23°
(ZJ k) (4,5,k,1) (4,9)
l(l) l(1 léz,i lé?l) lai Lo lak 2y lai la;
1, loi]
—4)
(Zvjvk)
lai laj 1 ligk

=N Fslig k) +2Y Ba(ig) —4 Y Fr(k,j0).

(4,4,k,0) (4:5) (i,4,k)

Finalement,
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A[M; (KW e) U (K®;e)] £ —QZF1 )+2Y " Foling) + 8 F(i,j)

(4.5) (4.5)
+ZF4Z/€ —2ZF5Z], -I-ZFGZj,kl —4ZF7ZJ,
(3,k) (4,7,k) (3,7,k,0) (4,7,k)

On a donc montré que si n est un entier positif, et si € = £1, alors

2AMiy = M) = —n (2M; (K:e)] + [M; (KO 1) U (K1)
+n? (M (K1) U (K@ 1)),
ou [M;(KW:1) U (K®:1)] est la fonction des enlacements et des auto-
enlacements des feuilles I4(7) donnée par la formule ci-dessus.

De plus, en remarquant que la chirurgie suivant ’entrelacs parallélisé
(KMW;1) U (K®); —1) est triviale, on obtient

0 = —[M;(K;1)] — [M;(K;—1)] + [M; (KW;1) U (K®); —1)]
et, pour tout noeud Ky

0 = —[M;(Ko;1)U(K;1)] —[M;(Ko; 1) U (K;—1)]
+[M; (Ko; 1) U (KW 1) U (K@) —1)],
donc
[M; (K; 1)) —[M; (K3 =1)] 4 [M; (KW;1) U (K®; —1)]
—[M; () -1)) — [M; (KW; 1) U (K@) 1))

IE

On obtient alors
M5 (Ke)] = —e (M5 (K —1)] + 0, [M3 (KW 1) U (K@) 1))
ce qui entraine le résultat. O

Remarque 6.2.5. Si le genre de K est égal a 1,les théorémes 5.3.12 et 5.3.17
entrainent que

8[M; (K; —1)] + 8[M; (K; 1)] [ ] [i]
A I Dy

l1 | Lily by ly ]
L —4 )
Lol s | Il I zg_ o Io I Io_|
A 5] I ] A R
+8 Hﬁ_{ +4 fZJ 116 H 4 :1
b b by 1 bl L b ol

[

—8[M; (KM;1) U (K®;1)).
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On retrouve ainsi ’égalité

4

[M; (K;1)] —[M; (K;—1)] — [M; (KMW;1) U (K®);1)),

ce qui nous assure une certaine cohérence des théorémes 5.3.12 et 5.3.17.

On va maintenant exprimer [M; (K; —1)] en fonction de crochets d’entre-
lacs en Y a 4-équivalence pres. En utilisant le fait que les variétés Mk, 1)
et M(y,—1)ug sont diffeomorphes, on obtient grace au corollaire 5.1.10 que

Mg, _1y+M = —Mgy._1ue+M
g
4
= Z[M(U;—U; Gi —Z[M(U;—1)5 Gi UGyl
i=1 {i.5}c{1,...9}

+ ) [M,—1);Gi UG5 U Gy
{13k} {19}

= [M,-1); Gi UG UG U GY].
{3,5,k,1}C{1,....9}

Aprés chirurgie le long du neeud (U; —1), les feuilles I3 ; des composantes
G; ne s’enlacent qu’entre elles et vérifient

1 sis=3
Ch(l3,i,1s,5) = { 0 sinon.

Cela entraine que

L by b lig

B

1
Z[M(U;—l);Gi UG; UGL UG 3 Z

{i,5,k,1}C{1,....9} (2 k1)
2a2# | g loj log lag

Pour traiter le cas des crochets d’entrelacs en Y & trois composantes, on
remarque qu’aprés chirurgie le long de (U;—1), les feuilles I3;, I3 et I3
(1 < j < k) peuvent étre représentées comme sur la figure 6.5. On prouve
alors le lemme suivant.
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!

I3, l3,; I3,k

F1G. 6.5 — Les feuilles I3;, I3 ; et I3

Lemme 6.2.6. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

1 23 45 6

1136 ] [ 3316 ] [ 5514 |
+ + +
| 2245 | 4425 | |[.6623 |
1 6 3 2 5 4
+2 + +
( I '] 1 )
| 2345 | | 4561 | [ 6123 |
. 6 1416 ] [ 1436 ] [ 1636 |
2 o€ HE L HH | HE ]
2
3 | 2325 | |.2345 | [ 2545 ]

PREUVE : En utilisant ’isotopie

O\ GO - GED

et en coupant les feuilles pour se débarrasser de leur auto-enlacement, on
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déduit des lemmes 5.2.1 et 5.3.3 que

3 6
el
1 2 4 5
11 23 4
1 1 4
+2iH+2 H
§% 2 5 56 2 3

Alors, par utilisation répétée du lemme 5.2.1 et par utilisation du lemme

5.3.1,

| C
A A

1 23 45
5 4
+2 H_V
| 6123
[ 16
HAH
_3ﬁ425

+3 _1

n

= 2T
| 2563
5 4
+2 m
6123

14

+
5623 |

1 23 45

i)
il

1636
—2
_2545
_1416
—2
2325

1136
2245

Ivvliley

6 1 23 45 6

g
[l

1436
2345
] [342
3316 5514
442

662

Le résultat découle alors du fait que, par les relations IHX et AS,

Liniibes

oL

On peut maintenant prouver le théoréeme 6.2.1.
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Preuve du théoréme 6.2.1

135
grace au théoréme 5.3.12, pour tout ¢

Avec les conventions de la notation 6.2.3

alrink

‘. —2F (i) — 2F5(1,1)

S[M(U 1)a

llz

—8F3(i,1) — 3Fy(i,i +2F5 i,i,1) + Fg(i,4,1,1).
Grace au lemme 5.3.10, pour toute paire {i,j}

—8[M(U7_1); G U Gy

+8Fx (1,1,
+4F5(Za

—16F3(i;j)+8F7(73 3,7)
)_2F4 [ J +2F5 { .] .] +2F5(1777’7/L) _2F6(7‘77'7.7 .7)
)+4F5(]717]) _4F6(7’7252 ])

4F6(]a]a7‘7])'
Gréace au lemme 6.2.6, pour tout ensemble {7, 7,k}, ot i < j < k

[M(U7,1); G;UG; U Gy

4F5<Z 75 k?) + 4F5(j, k?, Z) + 4F5(]<3, Z,j)
C4Fs(i,i, 5, k) — 4Fs(j, j.i, k) — AFg(k, ki, §)

+8F7 (i, j, k) + 8F7(j, k,i) + 8F(k,i,7) — 8Fg(i,7, k)
_8F(i, 4,0, k) :

De plus, on a vu que

8F6(27j7j7 k) - 8F6(Z k jv k)
-8 ZM(U_l);GiUGjUGkUGl 2 ZF(; 1,7,k l)
{i,7,k,1}C{1,...,.9}

(i,7:k,)
242+
Donc, comme

g

([

[M’ (K7 _1)]

> [My—1); Gi] =Y [My,—1); Gi U Gy
i=1 (i} {1, .9}

+ ) [IM,—1); Gi UG, UGy
{i,5,k}C{1,...,9}

= [M,-1); Gi UG; UG UG]
{3,3,k,1}C{1

..... g}
on obtient finalement, en utilisant le fait que F5(3, j, k)
Fﬁ(iajv k? l) = F6(k7 l7 Z7j) = F6(j7i7 k; l)

= F5(i,k,j) et que
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l lo;
8[M; (K, —1)] = 42
llz llz ()l2z 1,]

—QZFl(i)— ZZ)—8ZF3(Z] —QZFUZ =) Fi(i.j)

i=1 (4.9) (4,4)
+2ZF5 iiyi) +2 ) Fs(ing, k) +2 ) F5(i,5.k) +ZF6<2‘,¢,@',@‘>
(4,4,k) (4,4,k) i=1
2 égaux 2a2#
- Z (F6(sz>j7j> + Fg(],],Z,Z)) _Z Fﬁ(iajakaw _Z F6(i7ja kal)
{i.g} (k1) AN
3 égaux 2 égaux
— Y Fs(i 5,k 1) +8 ) (Fr(i, 4,5) + Fr(jyi,4)
4D (6}
+8 Y (Fr(i, 4, k) + Fr(h ki) + Fr(k,i, §) =8 > Fy(i, 4, k).
{i,9,k} {i,3,k}
1<j<k 1<j<k

On utilise ensuite que Fy(k, j,i) = F; (i, j, k) — Fs(i, 7, k) (conséquence de la
relation IHX déja utilisée dans la preuve du lemme 6.2.6), que Fg(i,j, k) =

Fs(j,k,i) et que F3(i,4,j) = 0 pour obtenir

S0 (1] & 4 Z[] []

l

—2ZF1(Z —2ZFQZZ>—8ZF3'L] —22F4zz ZF4(1 7)
+2ZF5(Z7]7k)+ZZF6(7’7257’77'> —ZFG(Z,],]C,Z)+4ZF6(Z,j,l,])

(4,4,k) i=1 (4,4,k,0) {i.}
+4 > (Fr(6,5,5) + e, 5,0) + Fr(G,,4) + Fr (i 0, 5)) + 4 Fr(i, 5, k)
{i.g} (i,3,)
2a2#
+4 > F(i, j,k)
{i,9,k}

i<j<k
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Finalement

137

Y
. = B ®"
8[M; (K, —1)] = E] 4ZE] <w>[1~
—2ZF1

—QZFQ’L ) —SZngj —22F4z )
+2ZF5 1,7,k

(4,9)
+2ZF6 7’7.7727.]
(4,5,k) (4,9)
—4) Fr(i.j;i) +4 )  Fs(i.j
(4,9)

ZF4(Z,])

(4.4)
ZFG 29]3k7l) +4ZF7(Z I
(4,3,k,0)

(i,5,k)
{i,5,k}
i<j<k
Or, par le lemme 6.2.4
4[M; (KW;1) U (K@s 1)) =

—2ZF1

+22F2 1,7 +SZF3 i,7)
(4,5) (4,5)
+ZF4(Z j)—2 Z Fs(i,j.k) + Y Fs(i, g,k 1) =4 > Fr(i, j, k)
(4,5) (4,5.k) (4,3,k,0) (4,3,k)
donc
8[M; (K, —1)] + 4[M; (KW: 1) U (K®;1)] £
1 lo; g
0 El
al4& g
E ] E ] o )Eu =1
+QZFQZJ —2ZF4’LZ +2ZF6ZJ,Z,j 4ZF77,],
(i9) (4,5) (4,3)
i#]
+4 > Fy(i, j. k).
{i.5,k}
i<j<k

Le théoréme découle alors du lemme 6.2.4



p1 D2 pl' D2 /
(o)

@09 || @9 || dop||
l
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6.3 Cas des nceuds de genre 1

Dans cette partie, on prouve le théoréme 6.3.2 énoncé ci-dessous, qui
nous permet de nous affranchir de I’enlacement et de ’auto-enlacement des
feuilles d’un graphe en Y muni d’une feuille triviale 1-parallélisée.

Notation 6.3.1. On considére un plongement de Dy dans M. Ce plon-
gement induit un plongement Ki, K5 constitué des courbes de Do repré-
sentées sur la figure 6.6. On oriente la surface Dy de telle sorte que les
orientations induites sur les noeuds soient représentées comme sur la figure
6.6. On munit les noeuds K; de la parallélisation induite par la surface Ds.
On suppose que le plongement de D5 est tel que I'entrelacs K1 U Ky est
algébriquement scindé et tel que les nceuds soient —parallélisés. La donnée
du plongement de Dy est équivalente au plongement des noeuds parallélisés
K; et de la bande b représentée sur la figure 6.6.

Pour tous entiers ¢, p; et po, on note G(Ki,Ko;b;(¢,p1,p2)),
G1 (Kl,_KQ; b; (f,pl,pg)), GQ(Kl, KQ; b; (E,phpg)) et Gg(Ki;pi) les éléments
de Fy/F5 définis comme les classes de 4-congruence des crochets des entre-
lacs en Y plongés dans un épaississement du disque Do et représentés sur
la figure 6.7. Par commodité de notation, s’il n’y a pas d’ambiguité sur les
nceuds K; mis en jeu, on se permettra de désigner G;(K1, Ko;b; (¢, p1,p2))
par G;(¢,p1,p2). Si £ = p1 = pa = 0, on désignera G;((K1K2,b);(0,0,0))
par Gi(KL Kg)

Ky Ky

F1G. 6.6 — Dy associé a (K1, Ko,b)

G1 Go G3

©

/ K| | Ki / Ky | | Ki— Ky

F1G. 6.7 - G;((K1, K2,b); (¢, p1p2))-

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant.
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Théoréme 6.3.2. Avec les conventions de la notation 6.3.1,

41 — 20)G1 (K1, Ko) — 4G5 (K, K>)
+4p1G3(Ks) + 4paG3 (K1)

H+4MK). [M;0] — MK)(M(K) + 2).[0?]
+ (2(p1p2 — 20(£ — 1)) (p1 + p2) — 20(€ = 1)(2¢ — 1)
—18A(K) — 14N*(K)) . [T7,

8G((K1, K2,b); (£, p1,p2))

ot AN(K) = pip2 — (¢ — 1) est Uinvariant de Casson d’un neud de genre 1
dont les feuilles du graphe en'Y associé aurait pour enlacement £ et pour

auto-enlacements py et pa.

6.3.1 Couper une feuille

Dans ce paragraphe, on prouve le résultat suivant.

Théoréme 6.3.3. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

AR

- 3
_ _ | 31 2

—3 371 [1 3 13

+ 12 H +4 +4 ]

1 2| [ 3232 3132
[ 1 221 [ 11 ] [ 1122
Aflanan | an

[ 131 [ 131 [ 1113 ] 2213
+2< + + HH
1332 | | 2332 | [ 3332 | [ 3332 |

On prouve dans un premier temps les résultats suivants.
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Lemme 6.3.4. Avec les conventions de la notation 5.1.17, V11 = &+, V1o =

+,
27 3 2 3 13 12
2 l \ n;3 w + 711 t:j + To t:j
3”1 2 3112 3 2 23

PREUVE : Grace aux lemmes 5.3.4 et 5.2.6,

o) el
= - +
n+3 B

371 2 L3 2_]
o 37 [2 3] 137
= -1+ b |+
312 ] [ 3112 ] L 32|
s 2m 3] [ 2 3] 1 3] 12
TL: — Fﬁ + ] ] + T1 t:j + T2 t:j .
1371 2_] |.3112_] L 32| 23

Le résultat suivant est une version de la relation THX généralisée au degré
supérieur.

Lemme 6.3.5. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

Dé};/g}[g o [

e~ WI[\D
[\

1

w
—
[\
[\
w
—

PREUVE : En utilisant de maniére répétée le lemme 5.2.9,

To o s o—5 | o ___g 4___1 24]
o] [e2 LAl AT
o [@—o | [2 4] [T 3 [+ 177124
=2 H AR
L L3 1.0 [ 442 ] [[234 2 331
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9 ©+©@g © © © © g 9
:@] H-h ] [ ]
© © 443 431
:| |:1 3 4
L 314 31 2
1 o [ o] [1 4] [1 4] [1 14
A : + - - H
L ] ©-0 2 3 32 3 2*32 3
Finalement, ces trois égalités entrainent
|: :| |: :| |: 4:| |: :| |:1 14:|
2:&‘ :&‘ 2 3 323 3323
3 4] 1 3 4
s imtniunts -
L1 2] [ 44 3_] _431 314 2312
2 4] 1 3] [1 11 [1 2 4
SR R AT
L 3 1_] 4 4 2 2 3 4_] 31
et aprés simplification par la relation L
et 1 4 3 41 [2
= [H M H L
2 3 2 3 4 31 4
L 12 4:| |: :| |: :| |: :|

Le lemme découle alors du fait que, par les relations IHX et AS,

4 1] 4 4] 4 4]
ni2 .
L 2 4 3_] L2 1 3_] L 2 3 1_]
et o _ . _ _
4 3 2 4 4 4 4
= +
L1 4 2] L1 3 2] L 3 2 1]
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Lemme 6.3.6. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

ISR ERERELE

PREUVE : En utilisant le lemme 6.3.5,

IIRETRE IR Il

Or, grace au lemme 5.3.4,

o) LAl

et
n
% = - + )
2 3 2 3 23
ce qui entraine le résultat. 0

Lemme 6.3.7. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ya € Z,

3 3 1 ] 13 12
2 "% 94 —a —a
1© @ ﬁ_ [:H] [H&

2 3

| 3112

PREUVE : Grace au lemme 5.3.7

8] Ll [

Or, par le lemme 5.2.1,

it ] Ll



6.3 Cas des noeuds de genre 1 143

si bien que, grace au lemme 6.3.6,

R C IR ERTH)
Ll

11

+a| [
BE

Preuve du théoréme 6.3.3 : Grace aux lemmes 5.2.14 et 5.3.3,

TSP I
windulaipisigise
{HFLEH R

Or, par le lemme 5.3.10,

Q _ 1 3]
ey, e +8D< —4[ H i
9©+04 © 3 2] 3232 3132
N ] 297 ] 11292
+HAaAaltlad |+ ﬁH +
L 1323 | 1335_ L 2333_| L 3333
N 137] 137 ] 1113] 2213]
=(lablad | HH [+ HH )
L 1332 | L 2332 | 333 2] L 3332

par le lemme 5.3.4,

) Al

et, grace au lemme 5.3.1 et a la relation THX,

G hainEly
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Alors, grace aux lemmes 6.3.4 et 6.3.7,

e A G BN STVl sl

— 2| 177
L 3112
1 3
+4| A
L 3132 1323
=
+2 rﬁ}—
L 1332

(i)

:> < [52[%8[33]+4Lmi%l2
a-Lnf - 1A
_-%2 2332]4-2 giii 4_2[3332 )

(LA

RIS

GigEORIHEE

3 3 12 3 3
+4D<3 +4[g +4[F<J +4[
2 1 23 1 2 3112

Donc
418§‘ nt3 oy eQb +4
9@ ©3 | ° 9
=, 5
1+ 12 F4 + 4
1 2

L 1323 |

13
-+2< f1k{ +
1332

[\
DN W
N DN—*

D

—
OV
_= W
W

w

D

[\
Lo
o
[\

EORERIRISH

il
- ffi’; [2 |
_ 332:| |: )

1
|

1
_l’_

Du théoréme 6.3.3, on déduit directemement le résultat similaire pour
I'autre feuille en regardant le méme mouvement de l'autre coté du disque

Ds.
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Théoréme 6.3.8. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
1© 9 © o © ©
1 3]
-1 -4
© @ 2 3 1t |
11 1 3 1 3
+12 M +4 H_T ta) b
2 3 2121 | 2131 _|
B 1 11 ] [ 11 1111 |
1213 ] | 1322 | | 1233 | |.2233_|
31 ] [ 31 1131 [ 31 ]
+2< u ] WD )
1312 | | 1212 | | 3312 | | 2212
O

6.3.2 Simplification de I’enlacement

Le but de ce paragraphe est de prouver le résultat suivant.

Théoréme 6.3.9. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

Leke) 2 ola |2 3 )| B
lankial

-2

1

=

2121

Iy

Avant de prouver le résultat, on a besoin de lemmes qui nous serviront

également pour les nceuds de genre 2.
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Lemme 6.3.10. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

I 1
i v

PREUVE : Grace au lemme 5.2.8,

loSeol] ,.3 [ @ °_+
b® ©3 | @ ®
© ©
[ 5
1
| >
|27y

et le résultat découle alors de la relation IHX.

© °_+_1 i 4___%}4%]_[1%%]
@@ |5 3| o4 27 X4
o], 1 ? 4 ) ] [1514]
(@ @] |19 3] | 5123 2323

En retournant la surface Dy, on obtient directement I’analogue suivant

du lemme 6.3.10.

Lemme 6.3.11. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,

_}H{Hﬂ

1515
2324 3125
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Sous-lemme 6.3.12. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

2@ 93
PREUVE : Grace au lemme 6.3.11,

) ™ (39 ire)

Or, par le lemme 5.1.6, les deux termes de droite sont nuls dans F, ce qui
entraine le résultat. U

Lemme 6.3.13. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
2@ oy © © 2341 34
PREUVE : Grace aux lemmes 6.3.10 et 5.1.6,
1 4 [ n 14
© (o © © © o
2@ 93 @@ © W] |2
1 2 12 ]
+ - B
L 2341 34_]|

et le sous-lemme 6.3.12 permet de conclure. ]

Lemme 6.3.14. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Vm € Z,
B H
PREUVE : Gréace au lemme 5.2.9,

Gl




148 Applications aux formules de chirurgie sur les nceuds

et le résultat découle alors du lemme 5.3.1 et de la relation THX. O

Sous-lemme 6.3.15. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

&,

PREUVE : Grace au théoréme 6.3.8,

L& LA &) s
’ - [8)

et les deux autres termes de droite sont nuls & (n + 3)—équivalence prés grace
au lemme 6.3.13, ce qui entraine le résultat. O

Sous-lemme 6.3.16. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

(RN IS REIREY

PREUVE : Grace au lemme 6.3.13,

o) [l (ed - (HD -8

Or, par le lemme 6.3.10,

£a)* 16 L) Um)

grace au lemme 6.3.14,

£ 7 a8
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et grace aux lemmes 5.3.4 et 5.3.5,

2
2[@;] "t ]+2[
2T 1
1 1:| |: :|
n;?» .
Finalement,

o) Lal-[H]- (-]

Sous-lemme 6.3.17. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

12 1 1 1
FARERIERE]
[ @j [2 1 2 2 2
PREUVE : Grace aux lemmes 6.3.13 et 5.2.1,
n;?)
1© Wy ﬁ i
L1 1+2 2 1

Or, grace aux lemmes 5.3.4 et 5.3.5,

LRl (Al
= -[H]-k]

Le résultat en découle. O




ISR EAREASI IS A
(S
(L) ([ﬁ@ [@

(e [ﬁ@]) (]

< H) o)

(L -a)-{)-(n

(lne]-lnl-al)- [@] [Z

P—ﬁ”ﬁﬁ

I
\_/\_/\_/Vvv

o= L (e e
o b e 4 e H g
 af -]
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Alors, grace aux sous-lemmes 6.3.15, 6.3.16 et 6.3.17,

) oL (ol (1
ENaGEIRIRIEEL
Z]DE] Hl-nnl

ce qui entraine le résultat. [l

6.3.3 Etude de G,

Le paragraphe précédent motive 1’étude de 'application G; définie dans
la notation 6.3.1. En effet, G; apparait dans la formule donnée par le théo-
réme 6.3.9 lorsque l'on fait diminuer I’enlacement des feuilles du graphe en
Y associé a un nceud bordant une surface de genre 1. Si on détermine com-
ment (G; dépend de ’enlacement, on pourra alors déterminer comment G en
dépend. Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 6.3.18. Avec les conventions de la notation 6.3.1, V(£,p1,p2) €
73,

G1((K1, Ko, b); (£,p1,p2) = Gi(K1, K2) +£.[M;0] + Le(6 —1).[07]
+ (4000 — 1) + £(p1 + p2) + 2p1p2) - [T7].

On prouve d’abord les résultats suivants.

Lemme 6.3.19. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

&= an [ H]

PREUVE : Grace au lemme 5.2.1,

99+ = [na) 1)
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0
Lemme 6.3.20. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
3
16T A
o © ©o © °© ©
1 2 3 1 2
13
| AA | t:j .
1323 32
PREUVE : Grace au lemme 5.2.8,
3
S+ A -8
- o + ol + o B! 3
E2j [ ] [ © ﬁ 21:
Le résultat découle alors du lemme 6.3.19. 0
Lemme 6.3.21. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,
1
< > n;?; Z .
PREUVE : Par le lemme 5.3.4,
1
1 1 11 1 1
ce qui entraine le lemme. [

Lemme 6.3.22. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,

PREUVE : Grace au lemme 5.3.7,

L] %)
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Or, par le lemme 6.3.19,

Skl

et le résultat découle alors du lemme 6.3.21. O

Lemme 6.3.23. Avec les conventions de la notation 5.1.17, Ya € Z,

E IS EIRE]

PREUVE : Par le lemme 6.3.20,

e (LA

Or, d’apreés le lemme 5.3.1,

(&3] = -la) = =[5

Le résultat découle alors du lemme 6.3.22. O

Lemme 6.3.24. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
, B ] 1 2
al=[al{alb b
192 © © °T° 1 2
—. —
+8 fZJ 1 Ae |
2 12
PREUVE : Par application du lemme 6.3.20,
[ 1
a8 alnlklae]
S a8l alnkla
+2 @]
L 12
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Or, par les lemmes 5.2.1 et 6.3.21,

IR EIRLIEEL
R R LI

En utilisant cette égalité, on obtient

Ik

et le résultat en découle. O

On peut maintenant prouver le théoréme 6.3.18.

Preuve du théoréme 6.3.18 : Le lemme 6.3.23 entraine que, pour tout
entier a € Z,

G1(C,p1,p2) = G1(L,py — a,ps) + 2aps . [T] + al . [T).
Donc

G1(£7p17p2) G1<£7 Oap2) + 2p1p2 . [T] +P1€ . [T]

G1(€,0,0) + (2p1p2 + (p1 +p2)0) . [T].

IESIES

Le lemme 6.3.24 entraine que

Gi(6,p1,p2) = Gi(€—1,p1,p2) + [M;0] +p1.[T] +ps. [T
+8(¢ —1).[T] + (¢ —1).[02].

On en déduit que

Gi(l,p1,p2) = G1(0,p1,p2) + €. [M;O] + Lpy . [T] + lpy. [T]
+40(0— 1) . [T] + 34(¢ — 1) .[©?]

G1(0,p1,p2) +£.[M;0] + 00 —1).[07]

+ (U(p1 + p2) +46(€ = 1)) . [T].

[

Le résultat se déduit alors des deux égalités trouvées. 0
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Dans la suite, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 6.3.25. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

(IR GIEEEIRE]

+2

1212

PREUVE : Dans le méme esprit que dans la preuve du lemme 5.2.10, on
obtient grace au lemme 6.3.20

el ol lanl

Or, par le lemme 5.2.3,

) -LAJH]

et par le lemme 5.3.5,

I ERERLY
)= H]-8)

Le résultat en découle. O

donc

6.3.4 Simplification de ’auto-enlacement

Dans ce paragraphe, on prouve le résultat suivant qui nous permet de
déterminer comment G dépend de I'auto-enlacement des feuilles.



156 Applications aux formules de chirurgie sur les nceuds

Théoréme 6.3.26. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

Lol =1 oe [ G B B
sEIREIRISIRES:
{anl*lanlaf

Le résultat suivant est un corollaire du lemme 5.3.11 en prenant a = 0.

Lemme 6.3.27. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,
E j s _ ] [1 4] [1 41 4
] [HHIH
2© ©3 | @ © 2 3 2323
4 4 1 1
Tt ]
| 3123 2342

0J

Remarque 6.3.28. Notons que ce résultat pouvait aussi s’obtenir directe-
ment a partir du lemme 5.2.11 en opérant un demi-twist sur le corps en anses
H, pour intervertir les anses 3 et 4, ou également a partir des lemmes 5.2.11
et 6.3.14 en opérant un twist complet sur Hy. Ceci nous assure donc une
certaine cohérence entre les lemmes 5.2.11, 5.3.11, 6.3.14 et 6.3.27.

Sous-lemme 6.3.29. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

{1 -[e]alH

+2

1111
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PREUVE : Par isotopie,

%)%

donc, par application successive des lemmes 5.2.11 et 6.3.27,
B B O e 11
n+3 @ :| |:
= —| & + + +
%)= -2 A lan ) H
B 1 ] 1
n+3
= + +
< 18l

11
n+3 _Q ] 1
= +3 .
Kk
Le résultat découle alors du lemme 6.3.25. O

Sous-lemme 6.3.30. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

&) 19 8l H ) [an)

PREUVE : Gréace au lemme 5.3.10,

4&/] n43 4;;8EIZJ+BE]+2[H]
3oy —6|:fZi:|+2[H

Finalement, grace au sous-lemme 6.3.29,

(63) = =19 # &)= H]"an
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Lemme 6.3.31. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

(¥ =09 B H]an)
%)= {1 [

\0llanlH

= § 4[]l {H]

{anl

Le lemme 6.3.22 et le sous-lemme 6.3.30 entrainent alors

FMEEEEELEL
L an)[al=H]-lan]
sEIREIRET Lm

Sous-lemme 6.3.32. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

1 12 1 1 1 1
(S 1= g 3 ]
1 2 2 2 2 2 2 2222
PREUVE : Grace au lemme 6.3.7,

W = L A U]
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Donc, par le lemme 5.3.5,

i = L)L) Rl

et le résultat en découle alors par la relation IHX. O

Sous-lemme 6.3.33. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,

ISIsEll

PREUVE : Par les lemmes 5.3.4 et 6.3.6,

ISinnisins FI LI

Alors, par le lemme 5.3.5,

i ERLTE

ce qui nous permet de conclure. ]

On peut maintenant prouver le théoréme 6.3.26.

Preuve du théoréme 6.3.26 : Grace au théoréeme 6.3.3 et par utilisation
du lemme 5.3.3,

fe) el R

B B 1
-1 A ﬁ]— A H]-
| 1222 | 2222
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Alors, par le lemme 6.3.31 et par les sous-lemmes 6.3.32 et 6.3.33,

R B RER LRI
akIRLRI RN
EIRISIREVIEEY

Le théoréme en découle. O

6.3.5 Etude de G;

On étudie ici I'application G5 définie dans la notation 6.3.1, étude moti-
vée par le théoréme 6.3.9 pour pouvoir se débarrasser de I’auto-enlacement
dans G. Dans ce paragraphe, on montre le résultat suivant.

Théoréme 6.3.34. Avec les conventions de la notation 6.3.1, si K est un
neud orienté dans une Z—sphére M, et si p est un entier, alors

Ga(K:p) = Gs(K)+p.[M;0] + bp(p—1).[67]
+3p(15p — 7). [T].

On prouve d’abord le résultat suivant.

Lemme 6.3.35. Awvec les conventions de la notation 5.1.17,

&1 e a8
EI L ENED
dakl
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Or, par le lemme 6.3.24,

Eigiitl

et, par les lemmes 5.2.1 et 6.3.21,

=1 A=

Le résultat en découle alors. O

Preuve du théoréme 6.3.34 : Par isotopie,

818

donc le lemme 6.3.23 entraine que

Gy(K:;p) = (%(Kp—l) +2p.[T] +p.[T]

B

Sep—y) 20 =0T+ (1) +3p.17),

%gmm_b+mp—m.py

[

Le lemme 6.3.35 entraine alors que

Gs(K;p) = Gs(Kip—1)+ [M;0] +(p—1).[0% +9(p—1).[T]
+(6p —2).[T].
S Gs(Kip—1)+ [M;0] + (p—1).[0] + (15p — 11).[T].

Le théoréme en découle par récurrence sur p.
O

6.3.6 Epilogue

Pour prouver le théoréme 6.3.2, on va traduire les théorémes 6.3.9 et
6.3.26 dans F3/F 5 en terme d’enlacements et d’auto-enlacements des feuilles.
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Pour cela, on prouve d’abord le lemme suivant.

Lemme 6.3.36. Avec les conventions de la notation 5.1.17, on consideére
un plongement de Do dans une sphére d’homologie entiere M. On note l;;
l’enlacement de la courbe i avec la courbe j, ot i et j valent 1 ou 2. Alors

1] , [1 2 ,
fZJ L 1. (1), H L2, Iyl . [T),
2] 2 1
11 , 12 ,
t:j L (2ylp + 31%,) . [T), t:j L (Inlyy +41%,) . (17,
22 | 21 |
12 , 11 ,
= 5lialey . [T, = 513 .1,
| 22 | | 11 |
—
2 5l (25 — linlee) . [T7,
| 2121 |
1 1
2 5lyy (Il — 13) . [TY,
2222 |
AA |2 RO 2 (et ) (7],
1212
A A 2 lialy ([02] +4[17),
1222 |
AA | = Ge+am),
| 1111 |
— -
AH | = b2 -i) (17 +4]1]),
1222 |
- 7
AH | = bl -i2) (17 +4[1]),
2222 |
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L (Lo — 12)? (107] + 14[T]) .
2 2 2

PREUVE : Les égalités impliquant des graphes avec quatre décorations ou
moins sont quasiment immédiates, via la relation [C] = 2.[T] déja évoquée
dans le paragraphe 6.1. Les autres égalités sur les graphes a six décorations
s’en déduisent ensuite facilement. A titre d’exemple, on prouve la derniére
égalité. En choisissant une aréte que I'on couple ensuite de toutes les maniéres
possibles avec les autres arétes, on obtient

1111 B 117
511 ﬁ\- +2€11 £12
2222 | 2222 ] 2222 1222

=
+2419

L 2121

é l11l22 (l11122 - Z%Z)

([©2] +4[T7]) + 10l1los (lirlog — 135) . [T]
—13, (lnle2 — 13y) ([©%] +

[ 1) — 1003, (liloe — 13y) . [T

ce qui entraine le résultat. O

Preuve du théoréme 6.3.2 : Grace au lemme 6.3.36, avec les conventions
de la notation 6.3.1, le théoréme 6.3.9 se réécrit

2G(0+1,p1,p2) = 2G(4,p1,p2) — 2G1 (L, p1,p2) + L. [T]

+(2p1p2 + 36%). [T] + (. [0%] + 2(p1p2 + £2). [T])

+e(p1p2 — %) ([©7] +4 [T]) — 10£(6* — p1p2). [T)
2G(L,p1,p2) — 2G1(£,p1,p2) + (62 + tpips — 63) . [O7]
+ (£ + 2p1p2 + 307 + 2p1pa + 2% + Alp 1 py

—40% — 100 4 100p1ps) - [T]

2G (€, p1,p2) — 2G1 (L, p1,p2) + (bp1p2 + €% — £3) . [©7]
+ (4pip2 + €(1 + Ldpipo) + 51% — 14¢%) . [T].

[

(B

Alors, par le théoréme 6.3.18,

2G(C+1,p1,pa) = 2G(£,p1,pa) — 2G1(0,0,0) — 20. [M; O]

+ (L(pip2 + 1) = £3) .[O7] + (=8¢ — 1)

—20(p1 + pa) + €(1 + 14pipa) + 51% — 146%) [T
2G4, p1,p2) — 2G1(0,0,0) — 2¢.[M; O]

+ (E(prp2 + 1) — £%) . [©7]

+ (69 = 2(p1 + p2) + 1dp1p2) — 3¢% — 140°) . [T].

[
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Donc, en utilisant que

m—1

z_: k? = ém(m —1)(2m —1)
k=1

et que
m—1 1 2
> K= (gm(m - 1)) ,
k=1

on obtient

2G(4,p1,p2) = 2G(0,p1,p2) — 20G1(0,0,0) — £(¢ — 1) [M; O]
+ lﬂ(é — ) (pip2 +1) - 252(5 - 1)2> .[©7]

2
+ %K(ﬁ —1)(9 — 2(p1 + p2) + 14p1p2)
_%g@ —1)(20 1) — ;EQ(E — 1)2> 1.

Finalement,

2G(L,p1,p2) = 2G(0,p1,p2) — 20G1(0,0,0) — £(¢ — 1) . [M; O]

7& (—(( = 1) = p1p2)® + (p1p2)® + 20(¢ — 1)) . [©?]

b3 (2T~ 1) = pipa) + T(oips)?
HEE=1)(9 — 2(p1 +p2)) — (¢~ 1)(2€ ~ 1)) [T]

Donc

2G(C,p1,p2) = 2G(0,p1,p2) — 20G1(0,0,0) — £(¢ — 1) . [M; O]

+% ((p1p2)? 4+ 20( — 1) — (£(£ — 1) — p1p2)?) . [©7]

(7(p1p2)? + £(£ — 1)(10 = 2(6 + p1 + pa)) — T(E(L — 1) — pipa)?) . [T].

N | =

_|_
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De méme, le théoréme 6.3.26 se réécrit

8G(£,p1 + 1,p2) 8G(£,p1,p2) + 4G3(K2,p2) + 4/ . [T] —2p2. [T]
—200py . [T] — 30p3 . [T] — 4(£* — pip2). [T
—20p2(p1p2 — £%). [T) — 20py ([©%] +4[T])
—3p3 ([0?] +4[T]) — 2pa(prp2 — £7) (107] +4[T7)
8G (£, p1,p2) + 4G3(K2,p2)
—p2 (2€ + 3]92 + 2(p1p2 — 32)) . [@2]
+ (4(¢ — €%) — 2py — 28¢py — 42p5
+4p1p2 — 28p2(p1p2 — £7)) . [T]
8G (¢, p1,p2) + 4G3(K2, p2)
—p2 (3p2 + 2(p1p2 — £(£ — 1)) . [67]
+ (4(p1p2 — £(¢ — 1)) — 2py — 42p3 — 28pa(p1ps — L(¢ — 1))) . [T].

B

4

Alors, par le théoréme 6.3.34,

8G(L,p1 +1,p2) = 8G(L,p1,p2) + 4G3(K2,0) + 4dpy . [M; O]
—p2 (P2 + 2+ 2(p1p2 — £(€ — 1))) . [©7]
+ (4(p1p2 — £(€ — 1)) — 16py — 12p5 — 28pa(p1p2 — L(¢ — 1))) . [T].

Donc

8G(€,p1,p2) = 8G(£,0,p2) + dp1Gs(K2,0) + dpyps . [M; O]

—p1p2 (p2 + 2+ (p1 — 1)p2 — 20(¢ — 1))) . [©7]

+p1 (2((p1 — D)p2 — 20(£ — 1)) — 16pz — 12p3
—14py((pr — 1)p2 — 20(¢ — 1))) . [T]

8G<€, O,pg) + 4p1G3(K2, 0) ~+ 4p1po . [M, @]

+pipa (20(0 = 1) = pip2 — 2) . [67]

+p1 (2(p1p2 — 20(€ — 1)) — 18py + 2p5 — 14pa(p1p2 — 26(£ — 1))) . [T].

4

Alors, comme p; et ps jouent des roles symétriques,

8G(L,p1,p2) = 8G(£,0,0) + 4p1Gs(K>) + 4psGs (K1) + dpips . [M; O]
+p1p2 (20(€ — 1) — p1ps — 2) . [67]
+ (2(pip2 — 2p1l(¢ — 1)) — 18p1ps2 + 2p1p)
—14p1pa(pip2 — 20(0 — 1)) — 4pal(¢ — 1)) . [T7].

Finalement,

8G(£,p1,p2) = 8G(£,0,0) + 4p1G3(K2) + 4p2Ga(K1) + 4pips . [M; O]
+pip2 (20(¢ — 1) — p1pa — 2) . [©7]
+ (46(¢ — 1)(Tp1p2 — p1 — p2) + 2p1pa2(p1 +p2 — 9 — Tpip2)) - [T7].
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On déduit alors des deux égalités trouvées que

8G(L,p1.p2) = 8G(0,p1,p2) — 8(G1 (K1, Kp) — 40(¢ — 1) [M; ©)]
+ ((p1p2)? +20(€ — 1) — (£(¢ — 1) — p1p2)?) . [67]
+ (14(p1p2)? + 20(¢ — 1)(10 — 2(¢ + p1 + p2)) — 14(€(¢ — 1) — p1p2)?) . [T]
= 8G (K1, Ka) — 8(G1 (K1, K2) + 4p1G3(Ka2) + 4p2Gs (K1)
+AN(K). [M; O]
+ (2000 = 1) = 2p1pa — (£(£ = 1) = p1p2)?) . [67]
+ (2p1p2(p1 +p2 — 9) 4+ 20(£ — 1)(10 — 2(¢ + p1 + p2))
—14(£(€ = 1) — p1p2)?) . [T
SG(Kl,Kg) — 8€G1(K1,K2) + 4p1G3(K2) + 4p2G3<K1)
H4MK). [M; 0] — MK)(M(K) + 2).[07]
+ (—18A(K) + 2(p1p2 — 24(¢ — 1)) (p1 + p2)
—20(0 —1)(2¢0 — 1) — 14X*(K)) . [T].

4

Alors, par le théoréme 5.3.12,

8G(£,p1.p2) = A(L—20G1(Ky, K») — 4Go (K1, Ka) + 4p1 Gs(K>)
+4paG3 (K1) + 4N(K). [M; 8] — M(K)(\(K) +2).[67]
- (2p1pa — 260 — 1)) (py + p2) — 26(¢ — 1)(2¢ — 1)
—18M(K) — 14)2(K)) . [T).
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6.4 Cas des feuilles algébriquement scindées

Dans ce paragraphe, on étudie les éléments G1(K1, K2), Go(K1, K2) et
G3(K) définis dans la notation 6.3.1 lorsque K7,K3 et K3 sont des nceuds
O—parallélisés algébriquement scindés reliés par des bandes parallélisées. On
en déduira une formule de chirurgie sur les noeuds bordant une surface de
Seifert de genre 1 pour les invariants réels de degré 4. Dans un premier temps,
on prouve un résultat géométrique sur les surfaces de Seifert bordées par ces
neeuds.

6.4.1 Surfaces de Seifert d’un entrelacs algébriquement scindé

Si K est un nceud dans une sphére d’homologie entiére M, on rappelle
que K borde une surface orientée dans M, appelée surface de Seifert de K.
Dans ce paragraphe, on considérera un entrelacs K; U --- U K,, dans une
sphére d’homologie. Soit S; une surface de Seifert du nceud K;. Quitte a
faire une isotopie, on supposera que les surfaces S; sont en position générale,
c’est-a-dire que, pour tout triplet 7, j, k, S; N S; est une courbe et S;N.S; NSy
est un ensemble discret de points. De méme, on supposera que les nceuds K;
intersectent les surfaces S; de fagon transverse.

On rappelle qu'un entrelacs K7 U --- U K,, dans une sphére d’homologie
est dit algébriquement scindé si pour tout couple de composantes (K;, K;),
I'enlacement (k(K;, K;) est nul. On dit qu’une courbe ¢ (non nécessairement
connexe) sur une surface connexe S est non séparante si S\ ¢ est connexe.
Enfin, soit S est une surface dans une 3—variété M. Soit un plongement de
[—1,1] x D? dans M tel que (9[—1,1) x D? se plonge dans S en respectant
Iorientation, et tel que

SN ([-1,1]) x D?) = (8]-1,1]) x D%

On pose alors

S =8\ ({~1,1} x D*) U ([-1,1] x D?).

On dit qu’on obtient S” a partir de S en ajoutant une anse a S. Le but de
ce paragraphe préliminaire est de montrer le théoréme suivant.
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Théoréme 6.4.1. Soit K1 U--- UK, un entrelacs orienté algébriquement
scindé dans une sphére d’homologie entiere M, et soient Sy, ..., S, des
surfaces de Seifert des neuds K; ( On peut supposer sans perte de généralité
que les neeuds K; sont reliés en un point a un graphe T plongé dans M qui
ne touche pas les surfaces S;). Alors il est possible d’ajouter des anses aux
surfaces S; dans M \ (U;K;) de telle sorte que
- \V/{Z,j} C {1,...,n}, SiﬂKj =10,
— Si on note

Cij 1= S; N Sj,

alors, Y{i,j}, ci; est une courbe fermée simple dans Int(S;) et dans
e (S)),

— Vi, Ujxci j est une union non séparante de courbes dans S;.

La preuve du théoréme s’appuie sur des arguments utilisés par J. Hoste pour
démontrer ce résultat pour le cas n = 2 dans [Hst, Lemme 1.3]. On prouve
dans un premier temps le lemme suivant.

Lemme 6.4.2. Sous les hypothéses du théoréeme 6.4.1, il est possible d’ajou-
ter des anses dans M \ (U;K;) aux surfaces S; de telle sorte que,

V{i,j}C{l,...,n}, SZHKJZ(Z)

PREUVE : Comme K; U --- U K, est algébriquement scindé, le nceud Kj;
n’intersecte pas algébriquement Sj; si i # j. Par contre, il peut I'intersecter
géométriquement un nombre pair de fois. On note N le nombre total de
points d’intersection entre les nceuds K; et les surfaces S;. Si N = 0, les
surfaces S; remplissent les conditions du lemme. Sinon, on rajoute des anses
aux surfaces 5; de telle sorte que N décroisse strictement, ce qui entrainera
le lemme par récurrence sur IN. Soit K, un nceud qui intersecte géométri-
quement une surface Sj,. On décore chaque point d’intersection de K, avec
S;, par le signe de cette intersection. Alors, comme la somme de tous ces
signes vaut 0, il y a autant de + que de —, donc il existe un segment I C K;,
qui relie deux signes d’intersection contraires et dont I'intérieur n’intersecte
pas S}, (il peut par contre intersecter d’autres surfaces S;). On peut choisir
I de telle sorte qu’il ne touche pas le graphe T. En posant V = I x D? un
voisinage tubulaire de I dans M, on rajoute une anse a Sj, comme illustré
sur la figure 6.8 en coupant deux petits disques dans S, autour des deux
points d’intersection et en recollant sur le bord de ces disques le tube I x S1.

La surface ainsi obtenue est orientée et a deux points d’intersection en
moins avec Kj;,, tandis que le nombre de points d’intersection avec les autres
noeeuds n’a pas changé. Le résultat en découle alors par récurrence sur N. [J
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Ki, | T K, o
Si s,

F1G. 6.8 — Ajout d’une anse

Le lemme 6.4.2 entraine que si K1, ..., K, est un entrelacs algébrique-
ment scindé, alors on peut choisir des surfaces de Seifert .S; de telle sorte que
pour tous 4 et j distincts, ¢; ; = S; N S; soit une union de courbes fermées
simples dans Int(S;) et dans Int(S;). Dans le lemme 6.4.3, on montre que
I'on peut ajouter des anses aux surfaces S; de telle sorte que les courbes
d’intersection restent inchangées et de telle sorte que S; \ (Ujxic; ;) devienne
connexe.

Lemme 6.4.3. Sous les hypothéses du théoréeme 6.4.1, il est possible d’ajou-
ter des anses aux surfaces S; dans M \ (U;K;) de telle sorte que
- Y, it c{1,...,n}, SiNK; =0,

— Vi, Ujzici j est une union non séparante de courbes fermées dans Int(.S;).

PREUVE : Grace au lemme 6.4.2, on peut supposer que, pour tous i et j,
les intersections ¢; ; sont des unions de courbes fermées dans Int(.S;) et dans
Int(S;). Pour tout i, on note N; le nombre de composantes connexes de
S; \ (Uj#iCiJ). On note

n

> (Vi —1).

i=1

N

Si N = 0, alors les surfaces S; vérifient les critéres du lemme. Si N > 0, on
exhibe un procédé d’ajout d’anses aux surfaces S; fait de telle maniére que
les courbes d’intersection restent inchangées, mais ott N décroit strictement.
Le résultat en découlera par récurrence sur N. Si N > 0, il existe un entier
io tel que Sj, \ (UjxiCio,j) ne soit pas connexe. On choisit alors un point
p sur une courbe ¢, j, = Si, NS}, adjacent a deux composantes connexes
distinces de S, \ (Uj£i,Cip,5)- On considére un voisinage tubulaire de S,

Vi = ([-1,1] x Sj,) U (K, x D?)

comme représenté sur la figure 6.9, pris assez petit pour ne pas toucher les
autres nceuds K, et paramétré par le segment [—1,1] de telle sorte que,
pour toute autre surface S;, Vj, NS; s’identifie a [—1,1] x (c¢j,,5). Par cette



170 Applications aux formules de chirurgie sur les nceuds

identification, on a choisi p pour que les deux points py := (%, p) et p_ =
(—%,p) de S;, ne soient pas dans la méme composante connexe de Sj, \
(Uj£igCig,j)- On considére maintenant un chemin ¢ dans Sj; qui relie p & un
point py de K, = 95j,.

""" Skm Skl
/——' | - |
Sjo D dm Q1
Ciovjoﬁ' 'P_ 77777777777777777 IR
Sio Kjo — asjo

F1G. 6.9 — Relier un point au bord

Notons que ¢ peut a priori intersecter d’autres courbes cj, x, o k peut
prendre n’importe quelle valeur entre 1 et n différente de jo (k peut valoir
i9, par exemple). Par une isotopie de ¢, toutes les intersections peuvent étre
supposées transverses. On note qi, ..., ¢y, les points d’intersection de ¢ avec
les autres surfaces comme représenté sur la figure 6.9, et on note Si, la
surface contenant ¢,.

On construit alors un chemin ¢ dans Vj, \ S}, entre py et p_ comme
représenté sur la figure 6.10. Alors ¢ n’intersecte la surface Sj, qu'en p4 et
en p_. Pour tout r entre 1 et m, ¢ intersecte la surface Si, en (j:%, qr). En
dehors de ces points, ¢ vit dans M \ (U}_;S;).

Sk Sk
b+ ¢
LA
Jo /D dm q\ /Do
p_
Sio

F1G. 6.10 — Relier p; a p_

On rajoute ensuite une anse a Sj, dans un voisinage tubulaire de ¢ comme
représenté sur la figure 6.8 de telle sorte qu’aprés ce rajout d’anse, 'intersec-
tion de Sk, avec les autres surfaces reste inchangée, et Si, n’intersecte plus ¢
aux points (i%, q1). On proceéde ensuite de la méme maniére avec Sy, dans
un voisinage plus petit de ¢ qui évite I’anse rajoutée a Si,, et ainsi de suite
avec toutes les surfaces Si,. On a ainsi ajouté m anses imbriquées les unes
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dans les autres de telle sorte que ¢ ne rencontre plus aucune surface S;, et de
telle sorte que les courbes d’intersection entre ces surfaces n’ont pas changé.
Pour finir, on procéde de la méme maniére avec S;,, a laquelle on rajoute une
anse le long d’un voisinage tubulaire de ¢ qui ne touche aucune des surfaces
Sj, et qui relie les deux composantes connexes de Sj; \ (Ujzi,Ci,,j) touchées
par p. On a donc fait décroitre N; d’au moins un (si S;, faisait partie des
Sk, qui se trouvaient sur le chemin de ¢, N; a pu décroitre de plus d’un dans
les opérations d’ajout d’anses). Pour les surfaces S, auxquelles on a rajouté
des anses, le nombre de composantes connexes Vi, a diminué ou stagné. Les
autres surfaces ont gardé leur nombre de composantes connexes, puisque les
courbes d’intersection sont restées inchangées. Le résultat en découle. [J

On peut maintenant prouver le théoréeme 6.4.1.

Preuve du théoréme 6.4.1 : Grace au lemme 6.4.3, on peut supposer
que, pour tous i et j, ¢;; est une union de courbes fermées dans Int(S;) et
que S; \ (Ujxicij) est connexe. Pour tout {i,j}, on note N;; le nombre de
composantes connexes de ¢;;, et on note

N =) (max(Nj; — 1,0)).

i<j

Si N = 0, alors les surfaces S; répondent aux exigences du théoréme. Si
N > 0, on utilise un procédé de rajout d’anses aux S; pour faire baisser N,
et le théoréme en résultera par récurrence sur N. Supposons que c;, j, ne soit
pas connexe. Soient p; et py deux points de appartenant a deux composantes
connexes différentes de ¢, j,. Comme Sy \ (Uj£i,Cip,5) €st connexe, il existe
un chemin c dans S;, reliant p; a pa tel que l'intérieur de ¢ soit compris
dans S; \ (UjiyCig,j) comme représenté sur la figure 6.11, en accord avec les
orientations des deux composantes connexes données sur la figure par des
fleches.

F1G. 6.11 — Connecter deux composantes connexes de ¢;; j,

On ajoute alors une anse ¢ x S! a Sj, dans un voisinage tubulaire de
¢, comme représenté sur la figure 6.11. La surface obtenue est bien orien-
tée. L’anse que ’on rajoute intersecte S;, le long de deux copies de ¢, si bien
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que ¢;; a perdu une composante connexe, tandis que les intersections avec les
autres surfaces n’ont pas changé. Il faut ensuite s’assurer que S, \ (Uji, Cig,5)
reste connexe, ce qui n’est a priori pas le cas, car 'anse ajoutée a S, sépare
peut-étre S;; \ (UjziyCig,j) en deux composantes connexes. Il suffit alors de
rajouter une anse & S;, qui enjambe I’anse ¢ x S! pour connecter & nouveau
ces deux composantes. Cette nouvelle anse, si elle est choisie dans un voisi-
nage assez petit de ¢ x S, ne touche aucune autre surface S;. Le théoréme
découle alors de cette construction par récurrence sur N. O

Remarque 6.4.4. A priori, les courbes c¢;; peuvent étre vides. Si on le
juge nécessaire, on peut les supposer non vides en rajoutant artificiellement
des courbes d’intersection entre les surfaces de Seifert par isotopie avant de
procéder aux ajouts d’anses.

6.4.2 Calcul de G5

Théoréme 6.4.5. Soit K un neud O—parallélisé dans une sphére d’homo-
logie entiere M. Alors

4

G3(K) = —2X(K).[T].

PREUVE : Comme dans le paragraphe 6.2, on peut obtenir K a partir d’'un
noeud U bordant un disque dans M par chirurgie sur un entrelacs en Y dont
les composantes G U---UG, plongées dans un épaississement d’une surface
de Seifert de K sont représentées sur la figure 6.4. On note G(K) C M
I’entrelacs en Y a deux composantes représenté sur la figure 6.7 tel que

G3(K) 2 [M; G(K)]. Alors
Gs(K) £ [Me,u.ua,, GU)).

Donc, par le lemme 5.1.9,

Gs(K) £ — i[M; GU) UG+ Y [IM;GU)UG; UG].

=1 {ig}

Par le lemme 5.2.1,

& Lot
4
donc, avec les conventions de la figure 6.4, pour tout i € {1,...,9},

[M; GUYUGS] = 2 (Ck(li, 1) — k2 (Ii, Lai) + k(i 1i) k(Lo b)) - [T,
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ou lk(ls;,1ls;) désigne I'auto-enlacement de la feuille I, ;. De plus, avec les
conventions de la notation 5.1.17,

[fﬂ

donc, pour tout {7,j5} C {1,. I3

IES
o
O —
b
L |

[M; G(U)UG;UG,] L4 4 (Lk(l iy 1o, )0k (l2,i U j) — Ch(lyg, 1 ) k(Lo o)) - [T
Finalement,
G3(K) = —2(2 (Ck(l14,11,) 0k (124, 12,i) — k(1 iy l2) (Ch(la g, l2) — 1))
i=1
(i.9)
i
L _oA(K).[T]. O

6.4.3 Calcul de G,

Théoréme 6.4.6. Soient K1 et Ko deuxr neeuds O—parallélisés et algébri-
quement scindés dans une spheére d’homologie entiére M. Soient Sy et So
des surfaces de Seifert de Ky et de Ky telles que ¢ := S1 N Sy est une
courbe fermée simple dans Int(S1) et dans Int(Ss). Soit b une bande paral-
lelisée reliant Ky a Ko et qui n'intersecte pas les surfaces S;. On note ¢y
un paralléle de ¢ induit par la surface S1. Alors

ag(Kl,Kg) é 351{7(6, C//) [T] .

(sic =10, on pose lk(c,cy) =0.)

Remarque 6.4.7. L’enlacement /k(c, c//) représente l'invariant de Sato-
Levine que I'on trouvera défini dans [S].

PREUVE : Grace au théoréeme 6.4.1, quitte a ajouter des anses & S; dans
M\ (K; UKy Ub), on peut supposer que ¢ est une courbe non séparante de
Sy (Pajout d’anses ne change pas lk(c,c//)). Dans le cas ol ¢ est vide, on
procéde a une isotopie pour faire s’intersecter Sy et So le long d’une courbe
bordant un disque dans S et dans Sy avant de rajouter des anses pour rendre
la courbe d’intersection non bordante. L’auto-enlacement de ¢ est alors nul.

Comme ¢ est non séparante dans Si, il est possible de compléter [¢] €
Hi(51;Z) en une base de H;(S1;7Z). Géométriquement, cela entraine que
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par une isotopie de Kj dans M \ K, on peut voir ¢ comme la courbe [ ;
représentée dans Sp sur la figure 6.4. On remarque alors que parmi les courbes
ls,; représentées sur la figure 6.4, seule I3 1 enlace Ko, car c’est la seule de ces
courbes qui intersecte Ss. De plus, on en déduit que

k(lyy, Ky) = +1.

On note G1 U--- UGy 'entrelacs en Y représenté plongé dans un épaissis-
sement de S7 sur la figure 6.4. Le nceud K se réalise alors dans M \ Ks a
partir du nceud trivial U par chirurgie sur G1 U --- U Gy.

On note G(K1, K2) C M T'entrelacs en Y a deux composantes représenté sur

la figure 6.7 tel que Go(K1, K3) = [M; G(K1, K3)]. Alors
Go(K1, K2) = [Mgyu.u6, G(UL K)).

Donc, par le lemme 5.1.9,

Go(K1, K») = — i[M; G(U,K3) UG+ Y [M;G(U, K2) UG; UG].

=1 {i.g}
Par le lemme 5.2.1,

24+ LB+l

donc, avec les conventions de la figure 6.4,

(1~

4 4

[M; G(U, Kg) U Gl] —36]{2([271, KQ)EIC(ZLZ‘, ll,z‘)- [T] = 3€k‘(c, C//) . [T]

et, pour tout i € {2,...,9},
[M;G(U, K2) U Gy] = 0.

De plus, avec les conventions de la notation 5.1.17,

5—%*5 1 4
= 2|
1 ?4 2553
2
donc, pour tout {7,5} C {1,..., g}, comme une seule des quatre feuilles Iy ;,
lag, 115 et la; peut enlacer Ko,

B

4

[M; GU)UG; U G]] 0.

Le résultat en découle. O
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6.4.4 Calcul de G,

Théoréme 6.4.8. Soient K1 et Ko deur neeuds O—parallélisés et algébri-
quement scindés dans une sphere d’homologie entiére M. Soit b une bande
parallélisée reliant K1 a K. On note K1#, Ko la somme en bande de K,
et de Ko le long de b. Alors

4

G1(K1, K3) = — (MK 1#K2) — M(K1) — A(K2)) . [T].

PREUVE : Soient S7 et Sy des surfaces de Seifert de K7 et de K5 qui ne
touchent pas b et qui s’intersectent en une courbe fermée simple ¢ non sé-
parante dans S7 et dans S5. Par une isotopie de K7 dans le complémentaire
de K3, on peut faire en sorte que c corresponde a la courbe [ 4 représentée
dans 57 sur la figure 6.4. On note G U--- UG, l'entrelacs en Y plongé dans
un épaississement de S7 représenté sur la figure 6.4. Le nceud K se réalise
alors dans M \ K3 a partir du nceud trivial U par chirurgie sur G1U---UG,,.
On note G(K1,K2) C M lentrelacs en Y a deux composantes représenté

sur la figure 6.7 tel que Gy (K1, K2) 2 [M;G(K1, K2)]. Alors, par le lemme
5.1.9,
G1 (K1, K2) = =Y [M;G(U, K3) UG + Y _[M;G(U, K2) UG; UGj).

=1 {i.g}

On remarque alors que, pour tous entiers 7 et j,

[M,G(U,K,) UG; UG,] = 0.

De plus, comme on I'a déja fait remarquer dans la preuve du théoréme 6.4.6,

pour tout couple (s,i) € {1,2} x{1,..., g}, tk(lss, K2) = 0 sauf pour (s,i) =

(2,9), auquel cas lk(ly 4, K2) = £1 = €. On en déduit que K, borde une

surface S, dans M qui n’intersecte L;G; qu’en un seul point, qui appartient

a lg 4. On peut représenter S comme sur la figure 6.12.

\
\

€ = /
e fl/ y\/ f
Hy R (/ Gy A ERkbire) A

‘\‘

F1G. 6.12 — La surface S}

On note Hy; U---U Hy l'entrelacs en Y représenté plongé dans un épaissis-
sement de S5 sur la figure 6.12, et on note f; les feuilles de cet entrelacs
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en Y. Pour tout i < g, le nceud K se réalise dans M \ G; a partir du nceud
trivial U par chirurgie sur Hy U --- U H,. Donc, par le lemme 5.1.9, pour
tout ¢ < g,

gl
[M,G(U,K,) UG = -5 [M,GU,U,) UG, U Hj)
j=1
g/
4 9 Z (Ck(ly s f2,5)0k(l2f1,5) — kL1, f1,5)0k(lai f25)) - [T
j=1

De plus, par applications successives du lemme 5.2.1 et par les lemmes 5.3.3
et 6.3.21,
[ N 1
) = el
12¢ 3 L2 3_] € 3
1 1
+ ¢ @:| + ¢ |:fZJ:|
L2 3_] L1 3
1 ] ! 1
[ZJ:| + e |:[ZJ:| .
L 2 3_] L1 3

q'
( 237 (th(lr g, fo )02 g f1)
7j=1

[
—

b b

On en déduit que

[

(M, G (U, K2) UGy]

—Ek(ll,g7 fl,j)gk(ZQ,ng,j)) + EWC(C, C//)) . [T] .

Finalement,

Gi(K1, Ky) = (2 > (kv f25)lk(l2 f15)
(4,5)
—ﬁk(lLi, ij)gk(lQ’rL’fQ’j)) - €£k(c, C//)) . [T] .

Gréace a 'isotopie de noeud (non parallélisé)

77777 4 \V\ / \\

on remarque que les feuilles [, ; et f,.; forment une base symplectique d'une
surface de Seifert de Kq#, K> si l'on twiste I 4 d'un €. Il suffit alors d’utili-
ser la formule de I'invariant de Casson pour en déduire que G (K1, Ko) vaut
(A(K1) + MK2) — MK #uK2)). [T] a 4—congruence prés. O
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6.4.5 Conclusion pour les noeuds de genre 1

On peut maintenant démontrer le résultat suivant, qui donne une formule
de chirurgie pour les invariants réels de degré 4 sur les noeuds admettant une
surface de Seifert de genre 1.

Théoréme 6.4.9. Soit K un neud dans une sphére d’homologie M bordant
une surface de Seifert 3 de genre 1. Soit G1 le graphe en'Y représenté sur
la figure 6.153 tel que K s’obtient a partir du neud trival U par chirurgie sur
G1. Soit K1 et Ko les deux courbes dans un épaissement de Z~co7“resp0ndant
aux feuilles de G1. On note { Uenlacement de Ky et de Ko, et_on note
p; l'auto-enlacement de K;. Par isotopie, on peut supposer que K et Ko
passent par une boite avec £ motifs algébriques comme représenté sur la
]zgure 1.4, de sorte que les neeuds Ky et Ko obtenus a partir de Ky et de
K5 en remplacant la boite £ par la boite 0 ne soient pas enlacés. Alors

8(M,1) = M) = 4nA(K).[M; 0] + nA(K)(nA(K) — 2). [67)
+<4n(2€ S K#Ke) — MK — A(K2))
—12nSL(K1, K3) — 8npi A(K2) — 8npa A(K7)
+2n(p1p2 — 20(€ — 1)) (p1 + p2) — 2nl(L — 1)(2¢0 — 1)
—20nA(K) + 2n2(—1 + 7>\(K)))\(K)). ],

ot AN(K) = pipa — £(¢ — 1) est linvariant de Casson du neud K, et ot
SL(K1, K3) est linvariant de Sato-Levine de (K1, Ks), correspondant a
l'auto-enlacement de la courbe d’intersection des surfaces de Seifert de Ky
et de Ks.

e B4

FiG. 6.13 — Ky et K.
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PREUVE : Gréace aux théorémes 6.3.2, 6.4.5, 6.4.6 et 6.4.8,

8G((K1, K2,0); (€,p1,p2) = AM(K).[M;0] = M(K)(A(K) +2).[67]
(4020 = DO ) = A(KY) = A(K) — 125K )
—8p1A(K2) — 8paA(K1) + 2(p1p2 — 24(¢ — 1))(p1 + p2)
—20(0 —1)(20 — 1) — 18\(K) — 14)\2(K)) (1.

Or, d’apres le théoréeme 6.2.1,
4
8(Mg,1y = M) = n(8G((K1, K2,b); (£,p1,p2)) + P2 (M; K))
+n?Py(M; K)
ol, avec les conventions de la notation 6.2.3, et en utilisant le lemme 6.3.36,

P(M;K) = —2F (1) +2F5(1,1) + 8F3(1,1) + Fy(1,1)
—2F5(1,1,1) + Fy(1,1,1,1) — 4F-(1,1,1,1)
= (& + 26 — )+ (pap2 — 12)?). [07]
+< — 20+ 2(2p1p2 + 30%) 4 8(£2 — pip2) + 2(p1p2 + £?)
180(p1pa — 12) + 14(p1ps — 12)? + 200(p1ps — 12)). 7]
= N(K).[0% + ( — 2A(K) + 1402 + 280(pypy — 12)
+14(pipa — 2)2). [T]
= X(K).[6%]+ (- 2A(K) + 1403(K)). [1].

Le résultat en découle. O
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6.5 Cas des nceuds de genre 2

Notation 6.5.1. On considére un plongement de D4 dans M. Ce plon-
gement induit un plongement de ’entrelacs K, Ky, K3, K4 constitué des
courbes de Dy représentées sur la figure 6.14. On oriente la surface Dy de
telle sorte que les orientations induites sur les noeuds soient représentées
comme sur la figure 6.14. On munit les noceuds K; de la parallélisation in-
duite par la surface Dy. On suppose que le plongement de D, est tel que
I’entrelacs U; K; est algébriquement scindé et tel que les noeuds soient 0—
parallélisés. La donnée du plongement de D, est équivalente au plongement
des nceuds parallélisés K; et des bandes by, by et by représentées dans Dy
sur la figure 6.14.

Pour tous entiers L12, L13, L14, L23, L24, L34, P1, P2, P3 et P4, Ol note

H(Kla K27 K37 K47 b17 b27 b37 <L127 L137 L147 L237 L247 L34)7 <p17p27p37p4>)

I’élément de Fy /?5 défini comme la classe de 4—congruence du crochet de
I’entrelacs en Y représenté plongé dans un épaississement du disque Dy
sur la figure 6.15. Les enlacements des feuilles de H sont matérialisés par
des fleches doubles. Par commodité de notation, s’il n’y a pas d’ambiguité
sur une donnée mise en jeu (les nceuds K;, les bandes b;, les enlacements
L;; ou les auto-enlacements p;), on se permettra de ne pas la faire appa-
raitre. Ainsi, si on ne fait varier que les auto-enlacements, on désignera
H par H(pi,p2,p3,pa). Si, pour tout {i,5}, Lij = p; = 0, on désignera
H(K;;b;;(0,...,0),(0,0,0,0)) par H(K;, Ks, K3, K4).

Pour tout ¢ € Z4, on notera

J(Ki, Kit1, Kivo, (Liiv2, Lit1iv2, (Pis Dit1, Pit+2)))

I’élément de Fy /?5 défini comme la classe de 4—congruence du crochet de
I’entrelacs en Y représenté sur la figure 6.16, et dont les arétes sont plongées
dans les bandes by U by U bs. On désignera aussi J par J si les enlacements
et les auto-enlacements sont nuls.
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o e .

b bz
bs

IO .
K

FiG. 6.14 — (K17K2,K3,K4;b1,b2,b3) associé a Dy

M
L3y

L D2 Los p3

FiG. 6.15 — H(K;;bi; (Lij), (i)

Kt Pi+2
o Div1 Lit1,i42

FIG. 6.16 — J(K;;bi; (Lij), (pi)-

Dans cette partie, on s’intéresse au cas des nceuds bordant une surface
de seifert de genre 2. On prouve d’abord dans les paragraphes 6.5.1 et 6.5.2
le théoréme suivant, qui nous permet de nous affranchir de ’enlacement et
de l'auto-enlacement des feuilles de ’entrelacs en Y associé & un noeud de
genre 2.
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Théoréme 6.5.2. Avec les conventions de la notation 6.5.1,

4 R
2H (K3 bi; (Lij), (pi)) = 2H (K1, Ko, K3, Ky4)
—2(LigLoy — L14Lo3). [M; O]
+((L13L24 — L1aLo3)? + LizLog — L14Lo3). [67]
+2<L14§1(K2, K3) + LogG1 (K1, Ky)

—LoyG1 (K1, K3) — L13G1 (Ko, K4)>

+4<(L14 — Lod)T(K1, Ko, K3) + (Log — Loa) T (K3, K1, K1)
+(Los — L13)J (K4, K1, K2) + (L14 — L13)J (K2, K3, K4)>
+2 <p17(K2,K3,K4) + paJ (K3, K4, K1)
pad (K, Ko, o) + poT (Ko Ko, K))

+(2 (Li2(L12 — 1) — pip2) (Lga(L3a — 1) — papa)
—2(LigLoy — L1aL23)(p1 + p2 + p3 + pa)
+2(p1LasLos + paLisLia + psLiaLog + palizLo3)
—6 (p1Lo3LoaLsa + paLisLiaLsa + p3liaLiaLos + paLliaLli3L23)
+ (p1p3Loa + p1paLog + pop3Lia + papalis)
+3 (p1p3L3y + p1paLlds + popsLi, + papaLlis)
+6L12L34 (L13Log + L1gLo3) + 6(L13Lo4 — L14Lo3)?

—2(L1g + Lsy) (2L13Log + L1aLo3) + 2(L1sLog — 2L14L93)(L1s + Log)

+2(L13Los + L14Lo3)(Los + L1a) + 8L13L24 — 10L14L23>- T7].

Dans le paragraphe 6.5.3, on étudie l'application J. A ce jour, on n’a
pas calculé H en toute généralité, ce qui constitue la derniére étape avant
de donner une formule de chirurgie en tout genre. Celle-ci se déduirait des
formules de chirurgie en genre 1 et en genre 2 grace au théoréme 6.2.1.

6.5.1 Simplification des enlacements

Dans ce paragraphe, on veut démontrer le théoréme suivant.
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Théoréme 6.5.3. Avec les conventions de la notation 6.5.1,

2H((Lij)i;) = 2H(Lij =0)— 2(L13Log — L14Las). [M; O]

+((L13L24 — L1aLo3)? + LizLog — L14Lo3). [0
+2<L14§1(K2, K3) + LosGh (K1, Ky)

—L2yG1 (K1, K3) — L13G1 (K2, K4)>
+4<(L14 — Loy)J (K1, Ko, K3) + (Lo — Los)J (K3, K4, K1)
+(Laog — L13)J (K4, K1, K2) + (L14 — L13)J (K2, K3, K4))

+(2 (L12(L12 — 1) — p1pa) (L3a(L3a — 1) — p3pa) — 2p1p2p3pa

—2(L13Loy — L14Lo3)(p1 + p2 + p3 + pa)
+2(p1LasLos + paLlizLia + psLisaLos + palizLo3)
—6 (p1LozLosLas + paLigLiaLss + p3LiaLiaLog + paliaLli3Lo3)
+ (p1p3Las + p1paLos + pap3Lig + papaliz)
+3 (p1p3L3, + p1paLl3s + papsLi, + papalis)
+6L12L34 (L13Los + L1aLa3) + 6(L1gLos — L14Los)?

—2(L12 + L3a) (2L13Lo4 + L14Lo3) 4+ 2(L13Los — 2L14L23)(L13 + Loyg)

+2(L13Log + L14Lo3)(Los + L14) + 8L13Lo4 — 10L14L23)- [T].

e Etude de H (L2, L34)

Lemme 6.5.4. Avec les conventions de la notation 6.5.1,

H(Lis,Lss) = H(0,0)
+( (L12(Li2 — 1) — p1p2) (L3a(Las — 1) — papa)

—p1p2p3pa + 3L192L34 (L13Los + LiaLo3)
— (L12 + L3a) (2L13L24 + L14Lo3)

—3 (p1LogLoaLza + palnsLlisLag + psLi2LiaLog + paLioLi3Loa3) ) 7).
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Sous-lemme 6.5.5. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

1 27 ]
= (2 (L35 — p1p2) Lsa + 3L12 (L14Las + Li3Los)
2341
—3(p1LogLog + paLi3Li4) > [T
12 ]
4
t:j = <2L12L34 + 2L13L04 + L14L23>- (7).
34

PREUVE : La premiére égalité découle du fait que

el [ ) [H)

La deuxiéme égalité est presque immeédiate. O

Preuve du lemme 6.5.4 : Grace au lemme 6.3.13 et au sous-lemme 6.5.5,

4
H(Li2, L34 +1) = H(L12, L3s)
+ <2 (L12(L12 — 1) — p1p2) L3g + 3L12 (L13Log + LigLo3)
—3 (p1LagLas + paLi13Lia) —2L13L94 — L14L23)- [T

donc, par récurrence sur Ly,

H(Lyg,L3y) = H(Lys,0)

+< (L12(Li2 — 1) — pip2) Laa(Lzs — 1) + 3L12L34 (L13Log + L1aLo3)
—3 (p1L2sLoaLzs + paLli3LiaLss) — 2L13L94 L34 — L14L23L34>- [T].
Par symétrie entre (1,2) et (3,4),
4
H(L12,Lsq) = H(0,Lss)
+< (L34(L3a — 1) — papa) Lio(L12 — 1) + 3L12L34 (L13Log + LiaLo3)
—3 (p3LiaLoa Ly + palnsLlosLia) — 2L13L94L12 — L14L23L12>- [T].

On en déduit le résultat. O
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e Etude de H (L3, Lo, L12 = L3s = 0)

On veut démontrer dans ce paragraphe le lemme suivant.

Lemme 6.5.6. Avec les conventions de la notation 6.5.1,

2H(L13, Loy, L1o = L3s = 0) - 2H(L13 = Loy = L1p = L3y = 0)
—2L13L94. [M;©] + (L13Loa(L13Log + 1) — 2L13L14L23L04). [©7]
—2L24§1 (Kl, Kg) — 2L13G1(_K2, K4) — 4L24J(K1,_K2, K3)
—4Lo4J (K3, K4, K1) — 4L13J (Ky, K1, K2) — 4L13J (K2, K3, Ky)
+( = 2L13L24(p1 + p2 + p3 + pa) + 8L13Las + 2L13L24(L1s + Lay)

+p1p3Laa(1 + 3L24) + papalis(1 + 3L13) + 2L13L24(Lo3 + L14)
+2(p1LozLog + paLli3Lis + p3sLlisLos + palizLos)
+6L%3L%4 — 12L24L14L23L13 — 4(L13 + L24>L14L23). [T] .

Dans un premier temps, on prouve les résultats suivants.

Lemme 6.5.7. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

(R LLERE:

+2

1212

5 - (8]

donc par applications successives du lemme 5.2.11,

PR I IRETREIREY
xl +2 [[212]

PREUVE : Par isotopie,

nt3 @

Le résultat se déduit alors du lemme 6.3.25. O
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Sous-lemme 6.5.8. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
PREUVE : Par les lemmes 5.3.4 et 6.3.6,
1 3 B 3
|:H nt3 :|
2
2 3
O
Sous-lemme 6.5.9. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
1 4
S AL
—2 H .
2 3
PREUVE : Gréace au lemme 5.2.1 et aux relations AS et IHX,
1 4 3 1 4 1
IR
2 3 2
Le résultat se déduit alors du sous-lemme 6.5.8. O
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Sous-lemme 6.5.10. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

2[%0@;] "3y —4 @] +5 [ZJ

2'e 3 | ° © 33
13 12 13
+2 t:j +2 +2 :1 +2 t:j
3 1] [2 3] [ 23

1 1
+4 H +2
ﬁ% ﬁ%

2 3

PREUVE : Par le lemme 6.3.10,

4 7 [F e

Alors, par le lemme 6.5.7 et par le sous-lemme 6.5.8,

e R AR RIS
SRR IR E R
WA =S A A
RIS LIRT RS
+2_;@_+{ ][ }{Q [Rl
Hlhd Flanllali

w
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PREUVE : Par le lemme 6.3.10,

3] [ (24 B e ol

L3 3]

Alors, par les sous-lemmes 6.5.9 et 6.5.10,

18] = 1] (A

SRR
LAl
[HMd Lo

I
o

il
i

ik
|

|
gk

)
l
i
IRy

O
Sous-lemme 6.5.12. Avec les conventions de la notation 5.1.17,
5 1 1
% = IZJ * fZJ '
1 ))2 1 2
PREUVE : Grace aux lemmes 5.2.1, 5.2.4 et 6.3.21,
n+3 b n+3 i i
s =[] =k 4]
1 &2 1 2 1 2
O

Lemme 6.5.13. Avec les conventions de la notation 6.5.1,

4 N
J((L13, L23), (p1,p2,p3)) = J(K1, K2, K3)
+ (p1Los + paLis + LisLos) . [T].
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PREUVE : Grace au lemme 5.2.1

) (A a)lh)

Donc, grace au sous-lemme 6.5.12,
EIREREREIRLY
J((0, La3), (p1, p2, p3))

On en déduit que
4

J((L137L23)7(p17p27p3)) = )
+ (p2Lis + LisLa3) . [T].

De la méme maniére, par applications répétées du lemme 5.2.1, et par le

lemme 6.3.21, on obtient

] (A8 )=() 4]

Lemme 6.5.14. Awvec les conventions de la notation 5.1.17
ley o _ o
g 2 h +[M; 0] + fZJ fZJ
+7 fZJ] [ﬁ o

PREUVE : Par application du lemme 6.3.20

o] [ ) (5] ne]

Donc, grace au sous-lemme 6.5.12

B IR EE S
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En utilisant cette égalité, on obtient

Bl

et le résultat en découle par le lemme 6.3.14. [l
Preuve du lemme 6.5.6 : Grace au lemme 6.5.11, si on suppose que
Lig = L3y =0,

L
LB
2H (L3, Los +1) = 2H(Ly3, Log) —2 [%3]

donc

—4J (K1, Ko, K3, L13, L3, (p;)) — 4J (K3, K4, K1, L13, L4, (pi))
+(5L13 + (2p1ps + 3LT3) + (2p1p3 + 8L13) + 2(p2 + pa) L1z + 2p1 Los
+2p3L14 + 6L13L93 + 6L13L14 + 4p1 Lo3 + 4p3L1g — 4L14Lo3
+4L13L94 — 2(4L14L13Lo3 — L13(2L13Los + 2L14La3) — pipsLos
—2L13(L13Los — L14Lo3)) + 4(p1ps + Li3) — 2(—2p1psLos
+2L13(L14Los — L13Loa))). [T]

+(2L33 — 2L13(L1aLasz — L13Las)). [©7],

L
o L4
2H (L3, Los + 1) < 2H (L3, Los) —2 [%]

—4J (K1, Ko, K3, L3, La3, (p;)) — 4J (K3, K4, K1, L13, L14, (p;))
+(5L13 + 8p1ps + 15L35 + 2(p2 + pa)L1s + 6(p1 Lo + p3Lia)
+6L13(Las + L14) + 4(L13Los — L14L3)(3L13 + 1) + 6p1p3Loa). [T]
+(2L13(L1s + (L13Loa — L1aL93))).[©7] .

Or, grace au lemme 6.5.14 et au théoréme 6.3.18 (avec ¢ = 0),

L
L83 .
[%)] 4 Gl(Kl,Kg) + Lq3. [M, @] + %ng(ng - 1) [@2]

+<L13(1 +p1+p3) + £Li3(Lig — 1) + 2pips). (1] ,

donc en utilisant le lemme 6.5.13, on obtient

4 P
2H(L13,Loa+1) = 2H(Li3,Los) — 2G1(K1, K3) — 2L13. [M; 0]

+( = Li3(L13 — 1) + 2L13(Lz + (LizLoa — L1aL3))). [©7]
—4J(K1, Ky, K3) — 4J (K3, K4, K1) + ( — 2L13(1 + p1 + p3)

—TL13(L13 — 1) — 4p1p3 — 4p1 Loz — 4paLig — 4L13L03 — 4p3Lia — 4palas
—4L13L14 + 5L13 + 8p1ps + 15L35 + 2(p2 + pa)Las + 6(p1 Las + p3L1a)
+6L13(Lag + L14) + 4(L13Loa — L1aLa3)(3L13 + 1) + 6p1psLoa). [17,
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si bien que

4 _

2H(L13, Loy + 1) = 2H(L13, L24) - 2G1(K1, Kg) — 2L43. [M, @]
+(L13(Laz + 1) + 2L13(L13Los — LiaLo3)). [©7)
—4J(K1, Ko, K3) — 4J (K3, K4, K1) + ( — 2L13(p1 + p2 + p3 + p4)
+2(p1Las + psLia) + 10L13 + 4p1ps + 8L35 + 2L13(Las + L14)
+4(L13Los — L14L23)(3L13 + 1) + 6p1p3Los). [T] .

Alors, par récurrence sur Loy,

2H(L13, L24) é 2H(L13, 0) — 2L2461 (Kl, Kg) — 2L13L94. [M, @]
+(L13£24(L13 +1) + LizLoa(L13(Los — 1) — 2L14L23)). [©7]
—4Loy J (K1, K2, K3) — 4L94J (K3, K4, K1) + ( — 2L13Los(p1 + p2 + p3 + pa)
+2L94(p1 Lo + p3L14) + 10L13Lo4 + 4p1p3Los + 8L33Los + 2L13L04(Los + Lia)
+2L4(L13(Loa — 1) — 2L14L23)(3L13 + 1) + 3p1psLoa(Los — 1)).[T7],

donc

2H(L13, L24) é 2H(L13, 0) - 2L24§1 (Kl, Kg) - 2L13L24. [M, @]
+(L13£24(L13L24 +1) — 2L§L14L23L24)- [©?]
—4Loy J (K1, K2, K3) — 4L94J (K3, K4, K1) + ( — 2L13Los(p1 + p2 + p3 + pa)
+2L24(p1Lo3 + p3L1a) + 8L13Las + p1p3Lloa(l + 3L2yg) + 2L13L24(L13 + Lag)
+2L13L24(L23 + L14) + 6L%3L34 — 4L24L14L23(3L13 + 1)) . [T] .

Le résultat s’obtient alors en utilisant la symétrie entre Lq3 et Log. [

e Etude de H(ng, L14, L12 = L13 = L24 = L34 = 0)

Dans ce paragraphe, on prouve le résultat suivant.

Lemme 6.5.15. Awvec les conventions de la notation 6.5.1,

4
H(Las, L1, L12 = L1z = Loy = L34 = 0) =

H((LZJ_: 0)) + L14G1(I(_2, Kg) =+ L23G1(K1, K4)
+2L14(£(K1, KQ, Kg) + {(KQ, K3, K4))

+2Lo3(J (K4, K1, Ko) + J(K3, K4, K7))

+LysLos . [M; 0] + § (L3, L33 — (L1aLas)) . [67]

+ <L14L23(3L14L23 + L4 + Loz + p1 + p2 + p3 + ps — 5)

+35(p2p3L1a(3L1a + 1) + p1paLaz(3Los + 1))- [T].
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Lemme 6.5.16. Avec les conventions de la notation 5.1.17,

A LA
I EERER
iﬁ}[ﬁ}{ﬁ i {all]

PREUVE : Par le lemme 6.3.10,

£ [FF )N U L

—o 4

L3 3]

Or, par les lemmes 5.2.1 et 6.3.6,
T 4 ., [ 4 1 4
T el e b
2 3 2 3
n+4+3 1 ¢
=l A - | | <
2 3
et, par les lemmes 6.3.11 et 6.3.6,
10 04 +3 _O O_ 1
= A+ +
2® ©3 © © ﬁ ~—<j
_ _ 2 3

Le résultat s’ensuit. O
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Preuve du lemme 6.5.15 : Si on suppose que Lo = L13 = Loy = L34 =0,
alors le lemme 6.5.16 entraine que

H(Liy+1,Ly3) = H(Ly, Los) + G1 (K2, Ks; Las, pa, ps)
+2J (K1, K2, K35 (0, La3), (i) + 2J (K4, K2, K3; (0, La3), (ps))

+< — (p1 + pa)Las + 2L14Los + 4L14 L35 + popsLia
+L14(2p2p3 —+ 2L%3)) . [T] —+ L14L%3 . [@2]
4
= H(Li4, L23) + G1(K2, K3; Lag, p2, p3)
+2J(K1> K27 K37 <07 L23)7 (pl)) + 2J(K47 K27 K37 (07 L23)7 (pl))
+< — (p1 + pa)Log + 2L14Lo3 + 6L14 L35 + 3P2P3L14>- [T
+L14L%3 . [@2] .

Grace au théoréme 6.3.18 et au lemme 6.5.13, on en déduit alors

H(Lig+1,Lo3) = H(Lig,Los) + G1 (Ko, K3) + Los . [M; O]
+5Lo3(Laz — 1).[0%] + (4L23(Laz — 1) + Laz(p2 + p3) + 2paps) - [T]
+2J(K1, Ko, Kg) + 2p1Log. [T] + 2J(K4, Ko, Kg) + 2pg Loz . [T]

+< — (p1 4 pa)La3 + 2L14Log + 6L14 L35 + 3p2p3L14)- (1]
+L14L%3 . [@2] .
Donc
4 — N
H(L1s+1,Ly3) = H(L14,Los) + G1(K2, K3) + 2J (K1, K2, K3)
—I—2J(K2, K3, K4) + Log. [M; @] + <L14L%3 + %LQ,‘}(LQE} — 1)) . [@2]
+ <4L23(L23 — 1) + 2pap3 + (p1 + p2 + p3 + pa) Loz + 2L14Lo3
+6L14L3; + 3p2p3L14)- [T].

On en déduit alors par récurrence sur L4 que

H(Li,Lag) = H(0,Las) + L1aG1(Ka, K3) + 2L14J (K1, K3, K3)
—|—2L14J(K2, Kg, K4> + L14L23 . [M, @] + % (L%4L%3 — L14L23) . [@2]
+ <4L14L23(L23 — 1) + 2pap3Lia + (p1 + p2 + p3 + pa)L1aLlos
+L14(L1a — 1)Log + 3L14(L1a — 1) L35 + 3popsLia(Lia — 1))- [T
B = H(0, Los) + L14G1 (K2, K3) + 2L14J (K1, K2, K3)
+2L14J(K2, K3, K4) + Ly14Lo3 . [M; @] + % (L%4L%3 — L14L23) . [@2]
+ <L14L23(3L14L23 + L1y + Loz +p1 +p2+p3s +pa—5)

+3p2p3L1a(3L14 + 1)). [T].

En utilisant la symétrie entre L4 et Los, on en déduit le résultat. ]
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e Conclusion

Preuve du théoréme 6.5.3 : Grace aux lemmes 6.5.4, 6.5.6 et 6.5.15, on
obtient

2H ((Lij)i,5) 2 2H(L;j =0) — 2(Li3Los — L14Lo3). [M; O]

+((L13L2s — L14L3)* 4+ L13Log — L14L»3). [©7]
+2 (L14§1 (K2, K3) 4 L23G1 (K1, Ky)

—LoyG1 (K1, K3) — L13G1 (Ko, K4)>

+4((L14 — Log)J (K1, K2, K3) + (Lag — Loa)J (K3, K4, K1)
+(Loz — L13)J (K4, K1, K2) + (L14 — L13)J (K2, K3, K4))

+<2 (Li2(L12 — 1) — pip2) (L3a(L3s — 1) — paps) — 2p1p2p3pa
+6L12L34 (L1gLog + L1aLo3) — 2 (L2 + Laa) (2L13L24 + L1aLo3)
—6 (p1LosLoaLas + paLigLiaLsy + psLialiaLog + paLliaLi3Lo3)
—2L13Lo4(p1 + p2 + p3 + pa) + 8L13Loa + 2L13L24(L13 + Loa)
+p1p3L24(1 4 3Lo4) 4 papaLliz(1 4 3L13) + 2L13L24(Lo3 + L14)
+2(p1 Loz Lo + paL13L1g + p3LiaLog + paLligLog) + 6L3,L3,
—12Lo4L14Lo3 L3 — 4(L13 + Laog)L1aLog + 6L3,L3,
+2L14L23(L14 + Loz + p1 + p2 + p3 + ps — 5)

+pop3sLi1a(3L1a + 1) + p1paLlog(3La3 + 1))- [T7].
Donc

2H((Lij)i;j)

[l

2H(Lm = 0) — 2(L13L24 — L14L23). [M, @]
+((L13Los — L14La3)* + L13Loy — L14Ls3). [©7]
+2 (L14G1(K27K3) + Lo3G1(Ky, Ky)

—LoyG1 (K1, K3) — L13G1 (Ko, K4))
+4<(L14 — Loy)J (K1, Ko, K3) + (Lo — Loa)J (K3, K4, K1)
+(Las — L13)J (K4, K1, K2) + (L14 — L13)J (K2, K3, K4)>

+<2 (L12(L12 — 1) — p1p2) (L3a(Lsa — 1) — papa) — 2p1p2p3pa
—2(L13Loga — L14L23)(p1 + p2 + p3 + pa)
+2(p1LasLos + paLizLia + psLisLos + palizLo3)
—6 (p1La3LoaLzsg + paLi3LiaLgs + p3LliaLiaLlos + paLliaLi3La3)
+ (p1p3Loa + p1paLlos + papsLlia + papalis)
+3 (p1psL3y + p1palis + papsLiy + papalis)
+6L12L34 (L13Los + L1aLog) + 6(L13Lag — L14Lo3)?
—2(L1g + L3a) (2L13L24 + L14Lo3) + 2(L13Log — 2L14L23)(L13 + Loa)
12(L1sLog + LiaLog)(Las + L1a) + 8LizLos — 10L14L23). 7).

0



194 Applications aux formules de chirurgie sur les nceuds

6.5.2 Simplification de ’auto-enlacement

Dans ce paragraphe, on démontre le théoréme suivant, qui nous permet
de nous affranchir de I'auto-enlacement des feuilles dans le calcul de H.

Théoréme 6.5.17. Avec les conventions de la notation 6.5.1,

H((Lij = 0), (p1.p2.p3.pa)) = H(K1, Ky K3, Ky)
+p1J (K2, K3, Ky) + p2J (K3, Ky, K1)
+p3J (K4, K1, K2) + psJ (K1, K2, K3)
+p1papsps - [17].

PREUVE : Grace au théoréme 6.3.11, avec les conventions de la notation
5.1.17, Ya € Z,

a a a
lo ©4 nt3 N o) ©® N 4 |
;E 33 © © f z 5 4
Alors, grace aux lemmes 5.3.1 et 6.3.7,
loa ©4 _ © 2 24 23
2[ ]nﬁsz Al H ] H
2© @3 | © © 3 4 43 34
3 4 1 4
ol byl o]
| 4223 2 3

On en déduit que

4
2H((Li; = 0), (p1,p2,p3,p4)) = 2H((Li; = 0),(0,p2,p3,p4))
+2p1J (Ko, K3, K4,p;) + 2p1p2papa [T .

Grace au lemme 6.5.13, si les L;; sont nuls, alors
4 J—
J(K2, K3, Ky,pi) = J(K2, K3, Ky)

si bien que ’on obtient finalement le résultat voulu. O

Le théoréme 6.5.2 se déduit alors des théorémes 6.5.3 et 6.5.17.

6.5.3 Calcul de J

Dans ce paragraphe, on étudie J (K1, Ko, K3) défini dans la notation 6.5.1
lorsque K1,K9 et K3 sont des noeuds O-parallélisés algébriquement scindés
reliés par des bandes parallélisées. On relie J a l'intersection algébrique des
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surfaces bordées par les nceuds K;, c’est-a-dire & un invariant de Milnor

([Mil]).

Théoréme 6.5.18. Soient K1, Ko et K3 trois neuds 0—parallélisés et al-
gébriquement scindés dans une sphere d’homologie entiere M , reliés par des
bandes parallélisées b; comme dans la notation 6.5.1. Soient S1, Sy et S

des surfaces de Seifert des neuds K; qui n’intersectent pas les bandes b;.
Alors A

J1<K1,K2, K3) = (Sl NSs N 53) . [T] ,
ot S1 N Sy N S3 € Z désigne Uintersection triple (algébrique) des surfaces
S; dans M.

PREUVE : Grace au théoréme 6.4.1, quitte a ajouter des anses, on peut
supposer que les surfaces S; sont telles que pour tout {i,j}, ¢; j := S;NS; est
une courbe simple fermée dans S; et dans S;. Soit G1U---UG, 'entrelacs en
Y représenté dans un épaississement de S sur la figure 6.4. Pour tout (s,i) €
{1,2} x {1,...,g} on note as; = [ls;] € H1(51;Z) la classe d’homologie de
la feuille I, ; dans S;. La famille (as;)s,; forme alors une base symplectique
de H1(S1; 7). 11 existe donc des coefficients entiers «; et (s, tels que

C1,2 = § Qs j-0s g
S,%

et

c1,3 = E Bsi - s -
EX)

e Dans un premier temps, on exprime S1MS2MN.S3 en fonction des coefficients
as; et Bs;. Comme a,; est une base symplectique pour l'intersection sur
Hl (Sla Z)7
g
(cr2, crg)s, = D (0B — 02,iPi).

1=1

Il suffit alors de montrer que S; NSz N S5 = (c1,2, ¢1,3)s,. En chaque point
d’intersection de S7 N Se N S3, on peut paramétrer les surfaces 5; par leur
vecteur normal unitaire n;. En isotopant les surfaces, on peut supposer que
ces vecteurs normaux sont orthogonaux deux a deux, et que ng = enj A no,
ou ¢ est le signe du point d’intersection. Alors le vecteur tangent & cq2 est
égal & n1 A ng = eng et le vecteur tangent a ci3 est égal a ny A nz =
—eng. Donc la contribution du point d’intersection a (c12,c¢1,3)s, est égale &
((en3) A (—eng)).n1 = €, ce qui permet de conclure que

g

S1 NSNS = Z(al,iﬁQ,i —a2f1,i)-
=1
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e Soit G(K, Ky, K3) lentrelacs en Y a 3 composantes représenté sur la
figure 6.16 tel que J(K7, K2, K3) & [M;G(Ky, K2, K3)]. Comme le nceud
K se réalise a partir de U par chirurgie sur I'entrelacs G1 U--- UGy dans le

complémentaire des nceuds Ko et K3 et des bandes b;, on déduit du lemme
5.1.9 que

g
J(Ky, Ky, K3) = —Z[M- G(U, Ko, K3) U GY]
g =1
> (Ch(ly3, Ko)lh(lai, K3) — Ch(lai, Ko)lk(ly 3, K3)). [T).
=1

N

[

Or on peut montrer que pour toute courbe ¢ € Sy, lk(c, Kj) = (c,c15)s,
pour j valant 2 ou 3. En effet, en tout point d’intersection de c¢ avec cy ;
on note n le vecteur unitaire tangent a c et n; et n; les vecteurs unitaires
normaux & S et a Sj. On suppose les vecteurs deux a deux orthogonaux.
Alors la contribution du point d’intersection & ¢k(c, K;) est égale a n.n; = ¢,
et sa contribution a (c,c;)s, est égale & (n A (n1 Anj)).ny =eni.ng = ¢, ce
qui permet de trouver le résultat voulu.

On en déduit que ék‘(l]_’i,KQ) = 04271', Hf(lzyi,Kg) = —Oél’i, gk(ll’i,Kg) = ﬁ2,i
et Lk(la;, K3) = —[1 4, ce qui entraine que

j(Kla K27 K3)

M)

(— a2,iBri + i, Bosi)- [T
i=1

Les deux points permettent de conclure. 0
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explicit combinations of these Jacobi diagrams in (G, ), . The obtained co-
efficient in front of a Jacobi diagram is computed like its weight system with
respect to a Lie algebra equipped with a non-degenerate invariant bilinear
form, where cup products in 3—manifolds play the role of the Lie bracket
and the linking number replaces the invariant form. In particular, this
article provides an algebraic version of the graphical clover calculus devel-
oped by Garoufalidis, Goussarov, Habiro and Polyak. This version induces
splitting formulae for all finite type invariants of homology 3—spheres.
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Introduction

71

AlG

In 1995, in [Oht], Tomotada Ohtsuki introduced a notion of finite type invari-
ants for homology 3-spheres (that are compact oriented 3—manifolds with the
same homology with integral coefficients as the standard 3-sphere S2), fol-
lowing the model of the theory of Vassiliev invariants for knots in the ambient
space R3. He defined a filtration of the real vector space freely generated by ho-
mology 3-spheres and began the study of the associated graded space. In [Le],
Thang Le finished identifying this graded space to a space of Jacobi diagrams

called Ag(0).

The Jacobi diagrams, precisely defined in Subsection 2.1, are

represented by trivalent finite graphs with additional orientation information.

© Geometry & Topology Publications
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Similar filtrations of the Z-module freely generated by homology 3—spheres
and their relationships have been studied by Garoufalidis, Goussarov, Polyak
and others. See [GGP] and references therein. Over Z[1/2], all of them are
equivalent to the Ohtsuki filtration [GGP].

Among these filtrations, the most convenient one is the Goussarov—Habiro one
where the Matveev Borromeo surgeries [Mat] (defined in Subsection 2.2) play
the role of the crossing changes in the knot case. It allowed Garoufalidis, Gous-
sarov and Polyak to define a set of generators W, (I") for the degree n part G,
of the associated Goussarov—Habiro graded Z-module, for Jacobi diagrams I’
with at most n vertices [GGP]. See Subsection 2.3. Garoufalidis, Goussarov
and Polyak also gave some graphical rules that allow one to reduce an element
to a combination of their generators. This set of rules is the so-called clover
calculus. Here, these rules are enclosed in two propositions 4.13 and A.1.

Our main theorem 3.5 expresses elements of G,, associated to the LP-surgeries
defined in Subsection 3.1, as explicit combinations of the ¥, (T"), in terms of in-
tersection forms (or cup products) and linking numbers. Therefore, this article
presents a completely algebraic version of the Garoufalidis—Goussarov—Habiro—
Polyak clover calculus. Furthermore, it tightens the links between Jacobi di-
agrams and topology by relating the vertices of the Jacobi diagrams to cup
products in 3-—manifolds and the diagram edges with linking numbers.

We also give an alternative definition of the Goussarov—Habiro filtration of
the Z—module of integral homology 3-spheres, by means of LP—surgeries. See
Corollary 3.2.

Let us now give a slightly more specific description of our main theorem 3.5.

A homology genus g handlebody is an oriented compact 3-manifold with the
same integral homology as the standard genus g handlebody H,. The boundary
O0A of such a manifold A is then homeomorphic to the genus g surface 0H,.
The Lagrangian L4 of A is the kernel of the map induced by the inclusion
from Hy(0A;Z) to Hi(A;7Z). A Lagrangian-preserving surgery or LP-surgery
on a homology sphere M consists in removing the interior of such a homology
handlebody (A C M) and replacing it by another such B whose boundary 0B
is identified to JA so that L4 = Lpg.

In our definition of the Goussarov—Habiro filtration (F;,)nen of the Z-module
F = Fo freely generated by the oriented homology spheres up to orientation-
preserving homeomorphisms, the n* module F, is generated by brackets [D]
of so-called n-—-component LP-surgeries D that are made of n disjoint LP-
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surgeries (A4;, B;) in M. (The A; are disjoint in M .)

(D= > (DY ((M\ Ujesnt(4;)) Up (UjesBy)) -
Jc{1,...,n}

Our main result expresses the bracket [D] of an n—component LP-surgery D
as

[D] = > 0(D;T)¥,(T)
T

in G, = Fn/Fni1, where the coefficient £(D;T") of ¥,,(T") is an explicit function
of the cup products in the manifolds (A; U —B;), of the linking pairings on

Hi(A;)®H1(A;), i # j, and of variations of the Rohlin invariant when replacing

Let us roughly define ¢(D;I") when n is the number of vertices of I' and when
I' admits no non-trivial automorphism. The general definition of ¢(D;I") is
given in Subsection 3.2. When a bijection o from the set of vertices of I' to
{1,...,n} is given, the algebraic intersection of surfaces (or the cup product)
of each (A; U —B;) is placed at the vertex o~ !(i). The cup products are next
contracted along the edges with respect to the linking pairing to produce a
number ¢(D;T;0), and ¢(D;T') = > _¥¢(D;I';0). This construction is similar
to the construction of weight systems associated to Lie algebras.

The proof of Theorem 3.5 goes as follows. We first prove that the standard
Goussarov, Garoufalidis and Polyak generators have appropriate coefficients
in Subsection 4.1. Then we use the similarities between the behaviour of the
bracket in G, and the behaviour of our coefficients to reduce the proof to this
former case.

Though this article is largely inspired by [GGP], it is written in a self-contained
way in an attempt to replace all the graphical arguments in [GGP] by more
intrinsic arguments of geometric or algebraic topology.

Theorem 3.5 can be used to derive formulae on the behaviour under LP-—
surgeries of all finite-type invariants of homology spheres in the Goussarov—
Habiro sense. For example, it immediately leads to splitting formulae for the
restriction to homology spheres of the Kontsevich—-Kuperberg—Thurston univer-
sal finite-type invariant Zx g7 of rational homology spheres. In [L2], the second
author proved that these formulae generalise to rational homology spheres and
to rational homology handlebody replacements that preserve the rational La-
grangians. These generalized splitting formulae are fairly easy to guess from
the Kontsevich-Kuperberg—Thurston construction (but much harder to prove
in general), they actually led the second author to the formulae of Theorem 3.5.
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These formulae had been previously noticed by G. Kuperberg and D. Thurston
in the special case where rational homology handlebodies are reglued by a home-
omorphism that induces the identity in homology [KT]. This special case is
sufficient to prove that Zx k7 is universal among finite-type invariants of ho-
mology spheres.

The second author thanks Thang Le, Gregor Masbaum and Dylan Thurston
for useful and pleasant conversations.

2 Background

2.1 Jacobi diagrams

In what follows, a Jacobi diagram T is a trivalent graph without simple loop
like «O. Let V(I') and E(I') denote the set of vertices of I' and the set of
edges of I', respectively. A half-edge ¢ of T' is a pair ¢ = (v(c);e(c)) where
v(c) € V(I'), e(c) € E(I') and v(c) belongs to e(c). The set of half-edges of T’
will be denoted by H(I') and its two natural projections above onto V(I') and
E(T") will be denoted by v and e, respectively. An automorphism of a Jacobi
diagram T' is a permutation ¢ of H(I') verifying the two following conditions

(elc) =e(d)) = (e(s(c)) =e(s(c))
(v(e) =v(c)) = (v(¢(c)) =v((c)))

for any ¢, € H(T'). An automorphism ¢ of a Jacobi diagram T" preserves the
vertices of I' if

Ve € H(T),v(p(c)) = (o).

Let Aut(I') be the set of automorphisms of I'. Let Auty (I') denote the set of
automorphims of I' that preserve the vertices of I'. Let fAuty (I') denote the
number of automorphisms of I' that preserve the vertices. A vertex-orientation
of a Jacobi diagram I is an orientation of each vertex of I', that is a cyclic order
of the three half-edges that meet at that vertex. Two vertex-orientations of I'
are equivalent if and only if the cardinality of the set of vertices where they differ
is even. An orientation of I' is an equivalence class of vertex-orientations. An
oriented Jacobi diagram is a Jacobi diagram carrying an orientation. A Jacobi
diagram I' is reversible if there exists an automorphism ¢ of I' that reverses
an orientation of I'. For any automorphism ¢ of I', set

sign () — 1 if ¢ preserves the orientation
& | —1 if ¢ reverses the orientation.
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Note that, for all ¢ € Auty ('), sign(¢) = 1.

The degree of a Jacobi diagram is half the number of all its vertices. Let
Ay denote the free abelian group generated by the degree k oriented Jacobi
diagrams, quotiented out by the following relations AS and ITHX.

¥+?— =0 \)\+\& +k;< =0

AS-relation THX-relation

Each of these relations relate diagrams which can be represented by immersions
that are identical outside the part of them represented in the pictures. In the
pictures, the cyclic order of the half-edges is represented by the counterclockwise
order. For example, AS identifies the sum of two diagrams which only differ by
the orientation at one vertex to zero. The space Aj is equal to Z generated
by the empty diagram. In what follows, if I' is an oriented Jacobi diagram,
then —I" denotes the same Jacobi diagram with the opposite orientation. If T’
is reversible, then I' = —T".

2.2 Y—graphs and the Goussarov—Habiro filtration

Here, we briefly review the Y-surgery, or the surgery along Y-links, which is
presented in [GGP]. The Y-surgery is equivalent to the Borromeo transforma-
tion in Matveev’s work [Mat].

Let A be the graph embedded in the surface 3(A) shown in Figure 1(a). In the
3-handlebody (N = X(A) x [—1,1]), the edges of A are framed by a vector
field normal to X(A) = X(A) x {0}. X(A) is called a framing surface for A.
Let L(A) C N be the link presented in Figure 1(b) with six framed components
that inherit their framings from »(A).

Let M be a 3—manifold. A Y—graph in M is an embedding ¢ of N (or X(A))
into M up to isotopy. Such an isotopy class is determined by the framed image
of the framed unoriented graph A under ¢. A leaf of a Y—graph ¢ is the image
under ¢ of a simple loop of our graph A. An edge of ¢ is an edge of ¢(A) that
is not a leaf. The vertex of ¢ is the unique vertex of ¢(A) adjacent to the three
edges. With this terminology, a Y—graph has one vertex, three edges and three
leaves:

Let G C M be a Y—graph. A leaf [ of a Y-component of G is trivial if [ bounds
an embedded disc that induces the framing of [, in M \ G.
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(a) (b)
Figure 1: Y—graph and associated link

/leaf

edge /’[ vertex

The Y-surgery along the Y—graph ¢(A) is the surgery along the framed link
d(L(A)) (see [Rol, Chapter 9], or [Lic, Chapter 11] for details about surgery on
framed knots). The resulting manifold is denoted by Mya). An n—component
Y-link G C M is an embedding of the disjoint union of n copies of N into M
up to isotopy. The Y—surgery along a Y-link G is defined as the surgery along
each Y—component of G. The resulting manifold is denoted by Mg.

In this article, the homology coefficients will always be integers. A Z —sphere is a
compact oriented 3-manifold M such that H,(M) = H,(S%). It is also called
a homology sphere. A homology handlebody or Z—handlebody is an oriented,
compact 3—manifold A with the same homology (with integral coefficients) as
the standard (solid) handlebody H, below.

w (e 1)
al as CLg

Note that the boundary A of such a Z—handlebody A is homeomorphic to the
boundary 3, of H,. For any surface X, let (,)s; be the intersection form on
H,(X). For a Z-handlebody A, L4 denotes the kernel of the map from H;(0A)
to Hi(A) induced by the inclusion. It is a Lagrangian of (H1(90A);(,)a4). It
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is called the Lagrangian of A.

If A is a Z-handlebody and if G is a Y-link in the interior Int(A) of A, then
Ag is still a Z—handlebody whose boundary 0A is canonically identified with
0Ag, so that L4 = L,,,. Similarly, if G is a Y-link in a homology sphere M,
then Mg is still a homology sphere.

Let F be the abelian group freely generated by the oriented Z-spheres up to
orientation-preserving diffeomorphisms. Let M be a Z-sphere and let G C M
be a Y-link with n components indexed by {1,...,n}. For any subset J C
{1,...,n},let G(J) be the Y-sublink of G made of the components of G whose
indices are in J. Set

(M,Gl = Y (-)"Mgy) e F.
Jc{1,...,n}
Let F,, denote the subgroup of F generated by all the elements [M, G|, where
G is an n—component Y-link in a Z-sphere M. This defines a filtration
Fo=FDODF1D...FnD...
of F. It is called the Goussarov—Habiro filtration (see [GGP] and [Hbo]). Set

gn :Fn/Fn+1-

2.3 Linking Jacobi diagrams to the Goussavov—Habiro filtra-
tion

Below, following [GGP], we describe a surjective map from @op<pAr to Gy,
whose tensor product by Z[1/2] is an isomorphism. Let k and n be integers
such that 2k < n. Let I' be a degree k oriented Jacobi diagram. Let T be
an arbitrary framed embedding of T' in S3, where the framing is induced by a
regular projection of [ in R? that induces the counterclockwise orientation of
the trivalent vertices of T'. Insert a Hopk link on each edge of T' as illustrated
in Figure 2(a). Let G(I') denote the resulting Y-link in S°.

Let Yyr be the framed Y-graph embedded in S3 shown in Figure 2(b). Let
¢n (') be the disjoint union of G(I') and of n — 2k copies of Y.
Theorem 2.1 [GGP, Theorem 4.13] The linear map

Uy, ®2k§n~'4k — Gn
r — [53, én ()]
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Y oY
o

(a) (b)

Figure 2: Turning a Jacobi diagram into a Y-link

does not depend on the choice of ¢,,, is well-defined and is surjective. Moreover,

n gn;

That V¥, is independent of the choice of ¢, , factors through AS and satisfies
2V, (Bok<nAr) = 0 is a consequence of Proposition 4.13 proved below. In this
article, the class [M, G] € G, of the bracket [M, G| of any n—component Y-link,
will be expressed as an explicit combination of the ¥, (I") for oriented Jacobi
diagrams I' with at most n vertices. Therefore, the surjectivity of ¥,, will be
reproved. For the sake of completeness, a proof that ¥, factors through IHX
is given in the appendix.

3 Statement of the main result

3.1 LP-surgeries

An n—component LP—surgery is a 3—tuple
D = (M;n; (Ai, Bi)i=1,...n)
where

e M is a homology sphere, n € N,

e forany ¢ =1,2,...n, A; and B; are Z-handlebodies whose boundaries
are identified by implicit diffeomorphisms (we shall write 0B; = dA;), so
that Lp, = La,,

e the disjoint union of the A; is embedded in M. We shall write
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For such an LP—surgery D, and for any subset J C {1,...,n}, set
D(J) = (M;8J; (Ai, Bi)icy)-

Let Mp( ) denote the homology sphere obtained by replacing A; by B; for any
element ¢ of J.

Mpy = (M \ UsesInt(4;)) U (Uies By).
Ui 0A;
Define

D= Y () Mpy, €F
Jc{1,...,n}

The following proposition will be proved in Subsection 4.2.

Proposition 3.1 For any n—component LP-surgery D,

[D] € F.

Conversely, any n—component Y-link G = (G})igf1,....n} in a homology sphere
M, induces the n—component LP—surgery

(M;G) = (M;n; (Ai, Bi)i=1,...n)
such that, for any 7 in {1,...,n}, A; is a regular neighbourhood of the Y-
component G; of G, and B; = (4;)g,. Then [(M;G)] = [M,G] and (M;G) is
called the LP-surgery induced by G.

This allows us to give the following alternative definition for the Goussarov—
Habiro filtration.

Corollary 3.2 F, is the subspace of F generated by the elements [D], where
D runs among the n—component LP-surgeries.

In what follows, for any n—component LP—surgery D, [D] denotes the class of
[D] in G,. It is called the bracket of D.

3.2 The linking number of an LP-surgery with respect to a
Jacobi diagram

This subsection is devoted to the definition of the linking number ¢(D;T") of

an n—component LP—surgery D with respect to a degree k£ Jacobi diagram I,
with 2k <n.
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Let T be an oriented degree k Jacobi diagram. Define a map
h: HTI) — {1,2,3}
such that, for any vertex w of I', the map
hy: v (w) — {1,2,3}

is a bijection. Set

sign(h) = [ sen(hu)

weV (T)

where, for any vertex w of I', sgn(h,) = 1 if the orientation of w is induced
by the order of the half-edges given by h,,, and sgn(h,) = —1 otherwise. A
coloration of T' is a bijection o: V(I') — {1,...,2k}. Below, o also denotes
the induced map o ov: H(I') — {1,...,2k}. Let D = (M;2k; (A;, B;)) be
a 2k—component LP—surgery. Let us define the linking number ¢(D;I';0) of D
with respect to I' and o.

The boundary of an oriented manifold is always oriented with the outward
normal first convention. The Mayer—Vietoris boundary map

Oimv: Ha(A; Uga, —B;) — La,,

that maps the homology class of an oriented surface to the oriented bound-
ary of its intersection with A;, is an isomorphism. This isomorphism carries
the triple intersection of surfaces in the closed 3-manifold (A4; Upa, —B;) on

®3 Hy(A;Upa, —B;) to alinear form Z(A;, B;) on ®§f:1 L'gi) WhiQh is antisym-
metric with respect to the permutation of two factors, where /jg? denotes the
jth copy of L4,. Then the linear form Z(A;, B;) is an element of ®?~:1 (EEXB)*

where (EEX,))* denotes the dual Hom(ﬁ(ji); Z) of EEZB. Let ¢ € H(T'). Define

X(e) = (/;%(CC)))) "

The linear form Z(A;, B;) belongs to
(09 X(c).
{ceH(T); o(c)=i}

Then define

T(D; I U) = Sigl’l(h) ® I(Aa(w)v Ba(w)) < ® X(C>
weV (T) ceH(T)

Note that T'(D;I';0) is independent of h.
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Notation 3.3 Let A be a Z-handlebody. Then H;(A) is canonically isomor-

phic to %’ifl). Furthermore, the intersection form ( , )94 induces the map

(,.: Hi(0A) — L}

x — (., )
that in turn induces an isomorphism from %ﬁz‘l) to L% . Then
pa: Hi(A) — L
will denote the composition of these two isomorphisms.
For {i,57} € {1,2,...,2k}, the linking number in M induces a bilinear form on
H;(A;) x Hi(A;) that is viewed as a linear form on £ & L, via gozil ® @Z}.

Therefore, for each edge f € E(I') made of two half-edges ¢ and d (such that
e Y(f) = {c,d}), the linking number yields a contraction

0 X(c) ® X(d) — Z.

Applying all these contractions to the tensor T'(D;T'; o) maps T(D;T';0) to the
integral linking number £(D;T';0) of D with respect to T' and o.

For any automorphism ¢ in Aut(I"), let
¢y V(') — V()

denote the bijection such that vo ¢ = ¢, ov. Let Bij(I') denote the set of
colorations of I'. Then Aut(I') acts on Bij(I") by the action

¢ .0o=00(d,) L.

Let Bij(I')/Aut(I") denote the quotient of Bij(I') under this action. Note that,
for any automorphism ¢ of I',

U(D;T;0) =sign(e) l(D;T;¢ . o).
The following lemma is proved at the end of the next subsection.

Lemma 3.4 There exists an integer {o(D;I'; o) such that
U(D;T;0) = fAuty(T) . bo(D;T;0).

In what follows, for any Z-sphere M, pu(M) € Z/27Z will denote the Rohlin
invariant of M that is the reduction mod 2 of the Casson invariant (see [GM,
Proposition 1.3, Definition 1.6)).
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For any m—component LP-surgery D = (M in; (Ai,Bi)) and for any subset
J CA{l,...,n}, set

o) = [[  (e((M\Int(A:) U B;) — u(M)).
ie({1,n\J)

Let ' be an oriented degree k Jacobi diagram. Let D = (M;n; (AZ-,BZ-)) be
an n—component LP—surgery with 2k < n. Here, we define the linking number
U(D;T) of D with respect to T.

e If 2k = n and if I' is not reversible, then set

(DT = Y {DiLio) g

Aut(T

oeBij(r) FAu(I)
Note that
(D;T) = Z lo(D;T;0).
7eBij(T)/Aut(n)
e If 2k = n and if I is reversible, then set
((D;T) = > (o(D;T;0) € Z/2Z
7eBij(r)/Aut()

where (o(D;T;0) € Z/2Z denotes the mod 2 reduction of ¢y(D;T';0).
o If 2k < n, then set

((D;T) = > ¢(D(J);T) . £(D(J)) € Z/2Z.
{JA{1,...,n} ; =2k}

3.3 Expression of brackets of LP—surgeries in terms of Jacobi
diagrams

Let n € N. Let J,, be a set of oriented Jacobi diagrams of degree at most n/2
that contains one Jacobi diagram in each isomorphism class of non-oriented
Jacobi diagrams of degree at most n/2. The main goal of this paper is to show
the following result.

Theorem 3.5 Let D be an n—component LP—surgery. Then
[Dl= > 4D;T).¥,(T) € Gn.

redn
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Proof of Lemma 3.4 For any i € {1,...,2k}, let (a')jej be a basis of L4,
where J; ={1,...,¢;} and g; is the genus of 0A;. Let (z})jes; be the basis of

H;(4;) such that, for any k and [ in J;, (¢a,(z}))(al) = 6k. Let c1, co and
c3 be the three half-edges of I" such that o(cx) =i and h(cg) = k. Then

I(AZ’BZ) = Z I(A2>B)( Qg s 32,6133) 90141(2;1)®(PA1(Z;2)®(PAZ('Z;3)
(J1,J2,33)€ 3

= > (T B, alal) D [senn) @ wals,)

(31:92,33)€T3 TES3 k=1,2,3
j1<j2<j3
where ¢4,(2% ) € X(cx), S3 denotes the set of the permutations of {1,2,3}

J (k)
and sgn(7) denotes the signature of the permutation 7.

Let H(T') denote the set of maps h': H(I') — {1,2,3} such that 1/(v"1(w)) =
{1,2,3} for any w € V(I'). Set

2k
J = {(j%,j%,jé,...,j%’“,j%k,j%’“) € H(J»S Vie{1,...,2k}, ji < js < jé,} :

For any j € J, set J(j) = H 1 Z(A;, B;)(ak ,al 3) Then

J1’ JQ’
roirio) =560 $ st @ en, (451))
Jed W eH(T) c€H(T) e

Then ((D;T0) =3 epyry ((D; T 03 h') where
WDttt =sin) S0 T w0
jeJ e=(c1,c2)€E() h'(c1)  “h'(c2)
For any automorphism ¢ € Auty ('), ¢(D;T;0;h' o () = £(D;T;0;h'). Then

lo(D;T;0) is the sum of the integers ¢(D;I';o;h') running over all classes h/
of H(T)/Auty (T). O

4 Proof of the theorem

4.1 Proof of Theorem 3.5 for LP—surgeries induced by Jacobi
diagrams

Here we prove Theorem 3.5 when D = (S%;¢,,(I'y)), where the Y-link ¢,,(I'y)
is the image of a Jacobi diagram I'y: under the map ¢,, of Subsection 2.3. It is
a direct corollary of the proposition below (and of Theorem 2.1).
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Proposition 4.1 Let I' be an oriented degree k Jacobi diagram. Let I'y
be an oriented degree k' Jacobi diagram. Let n be an integer such that n >
max(2k,2k"). Then

1 ifTy T
l(pn(Ty);T) =< —1 if Ty =-T
0 ifIDy 224l

where T' = T” iff T' and T” are isomorphic as oriented Jacobi diagrams.

Lemma 4.2 Let G be a framed Y-graph embedded in the interior of a 3—
handlebody A as in Figure 3. Let B be the Z-handlebody obtained by Y-
surgery on A along G. Let (ay,as,a3) C OA be the oriented curves represented
in Figure 3. Then (a1, az,a3) is a basis of L4 = Lp and

(Z(A,B))(a1 ® ag ® ag)| = 1.

Figure 3

Proof This can be computed directly, or we can use that
AUps (—=B) = St x St x 1

(AU (—B) is the manifold obtained by surgery on the 0—framed Borromean
link in S3 that is (S1)3, see [Thu, 13.1.5]). Let Si, So and S3 be the three
following surfaces in (S*)3.

Si = {x} xS xS
Sy St x {x} x St
S3 = St xSt x {x}.

Let 7 € <®3 Hg((S1)3)>* be the intersection form of A Ugy (—B) = (S1)3.

Since S1 N Se N S3 = {*x} x {x} x {x} is a single transverse intersection point,
then
’I(Sl ® Sy ® 53)| =1.
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By the isomorphism from Hj((S')?) to £4 induced by the Mayer—Vietoris
boundary map, (a1, ag,as) can be seen as a basis of Hg((Sl)?’). Therefore,
Z(S) ® S2 ® S3) is a multiple of (Z(A, B))(a1 ® az ® a3). Then

](I(A,B))(a1®a2®a3)] =1. O

Lemma 4.3 w(S3

Ynr

) =1

This lemma is a direct consequence of Corollary 4.21 that is proved in Subs-
section 4.4. It relies on the results of Subsections 4.2 and 4.3 that are logically
independent of the proof below that illustrates our formulae.

Proof of Proposition 4.1
e First assume that 2k = 2k’ = n.
Let o be a coloration of I'. Let D = (9% ¢,(I'y)) = (M;n;(4;, B;)) be the
LP-surgery induced by the Y-link ¢, (I'y). Each pair (A4;, B;) is a copy of the
pair (A, B) presented in Lemma 4.2. Let i € {1,...,n}. Let (a%,ab,a}) be
the basis of L4, that corresponds to the curves (ai,as,as) in Figure 3. Let
(2%, 24, 2%) be the basis of Hy(A;) that corresponds to the curves (21, 22, 23) in
Figure 3. Under the (implicit from now on) isomorphism

va,: Hi(4;) — EZI_

presented in Notation 3.3, (2%, 24, 2%) is the dual basis to (a%,ab,a}), i.e.
(04, (21)) (af) = Opa-
Then
I(A;,B;) = Z sgn(7) Z(A, B)(a1 ® az ® ag) zi(l) ® zi(Q) ® zi(3).

T

Since |(Z(A, B))(a1 ® ag ® ag)] = 1 by Lemma 4.2,

T(D;T;0) =sign(h) Y ((Hsgn(ﬂ‘)) X Zi,(fc))(h(c)))

(ri)e(Sz)™ ~ =1 c€H(D)
where h is as in Subsection 3.2. For any 7 = (7;)i=1...n. € (S3)", let ((o;7)

denote the map

.....

C(o;7): HIT) — A{1,...,n} x{1,2,3}
C — (U(C),TO(C)(h(C))).

Let
& HTy) — {1,...,n} x{1,2,3}

c — (&1(e), &2(c))
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be the bijection such that, for any half-edge ¢ of I'y, zg((g)) is the core of the
leaf corresponding to c¢. Set ¢(o;7) = £ 1 o((0;7). Then ¢(o;7) is a bijection
from H(T') to H(T'y) such that
e for any ¢, in H(T), v(p(o;7)(c)) = v(d(o;7)(¢")) if and only if v(c) =
v(c)
e for any edge e = (¢,c’) of H(T),

1 if ¢(o;7)(c) and ¢(o;7)(c")

(Z:(,((CC))(h(c)y szfcf))(h(d))) = belong .to the same edge of I'y
0 otherwise.
Therefore
U(D;T;0) = > sign(¢(o; 7))
{TG(S3)”;¢(O’;T) is an isomorphism}
where

sign (6(0:7)) = sign(h) (][ sen(r)).
i=1

Hence, if T' 22 +I'y, then for any coloration o of I', ¢(D;I';0) = 0, and
((D;T) = 0.

Otherwise, there exists a coloration o of I' and a map 7 € (S®)" such that
¢(o;7) is an orientation-preserving isomorphism from I' to sign (¢(o;7)) 'y .
For any map 7' € (8%)" such that ¢(o;7’) is an isomorphism, (¢(o;7'))71 o
¢(o;7) is an automorphism of I" that preserves the vertices.

Then sign(¢(o;7)) = sign(¢(o;7')).
Conversely, any automorphism of Auty (T') provides such a map 7/. Then
U(D;T;0) = sign(¢(o; 7)) tAuty (I).

For any other pair (¢’;7') such that ¢(o’;7’) is an isomorphism from I' to
I'y, o’ is obtained from o by composition by an automorphism of I". Then
U(D;T) = £o(D;T;0) = sign(¢(o; 7)) and Proposition 4.1 is proved in this case.

o If 2k < 2k = n, then £(por(T'y);T) = 0 because when A is the regular
neighbourhood of Y77, the elements of H;(A) do not link any element of the
other Hi(A;)’s.

e When 2k < n,let J C {1,...,n} and let J = {1,...,n}\ J. Let Jy be
the set of indices of the 2k'—component Y-link G(I'y’). See Subsection 2.3.
tJy = 2k’. Set E: {1,...,n}\Jy.
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If Jy N'J #0, then £(D(J)) =0 since Sy = S* when Y is a Y-graph in $°
with a trivial leaf.

If Jy NJ#0, then £(D(J);T) = 0 like in the previous case. Then
N if k£ K
HD;T) = { (D)D) . L(DTY)) if k=K.

Then L£(D(Jy)) = 1 by Lemma 4.3 and ¢(D(Jy);T) = £(¢2x(Ty);T). Thus
the result follows from the first case. O

4.2 Decomposition of LP—surgeries into surgeries on Y-links

In this subsection, we recall known facts and state useful lemmas about the
theory of Borromeo surgeries [Mat, GGP]. We shall see all these facts as con-
sequences of the following single lemma 4.4. As an application of the theory of
Borromeo surgeries, we shall prove Proposition 3.1.

Lemma 4.4 [GGP, Lemma 2.1] Let M be an oriented 3—manifold (with
possible boundary). Let G be a Y-graph in M with a trivial leaf that bounds
adisc D in M \ G. Then

e for any framed graph Ty in M\G that does not meet D, the pair (Mg, Tp)
is diffeomorphic to the pair (M,Tp).

e IfT is a framed graph in M \ G that meets Int(D) at exactly one point,
then the pair (Mg, T) is diffeomorphic to the pair (M,Tg), where Tg is
the framed graph in M presented in Figure 4.

— Ta

Figure 4

Corollary 4.5 Let M be an oriented 3—manifold. Let Y denote a genus 1
surface in M. Let Iy and Is be two intervals such that

L] 82:11U12
o IlﬂI2:8[1:8[2

e [, and Iy are framed by a vector field normal to the surface X.
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Let T be a framed graph such that Iy =T NY. Then there exists a Y—graph
G in M \T with a trivial leaf that is a meridian curve of I; such that the pair
(Mg, T) is diffeomorphic to the pair (M, (T \ Int(I1)) U I2)

Lemma 4.6 [GGP, Theorem 3.2] Let A be the Y—graph in the 3—handlebody
(N = 3(A) x [-1,1]) presented in Figure 1(a). Then there exists a Y—graph
A=l in N\ A such that the Y-surgery along A U A~ does not change N. In
particular, if M is a 3—manifold then, for any Y—graph G in M, there exists a
Y-graph G! in a regular neighbourhood of G such that Mg g1 = M.

Proof Let L be the framed link in N \ A made of the two framed knots
presented in Figure 5, such that Ny = N and such that A is isotopic to a Y—
graph A with a trivial leaf in Ny. Let L~! denote a framed link in N\ (AUL)

A

)

Figure 5: Trivializing a leaf

such that the surgery along LU L~! is trivial in N\ A. Then L~! corresponds
to a framed link L’ in N;. Then

Np = Npurur—1 = (Nz)aguLr -

The Y—surgery along Ag is fully determined by Lemma 4.4. It takes the tube
piercing the trivial leaf and makes it describe its complement in the boundary
of a genus one surface.

By Corollary 4.5, there exists a Y-graph Ay Uin Nz \ (Ao U L') that undoes it.
N = ((NL)A()UAal)L/'

After surgery on L', that does not change N since the surgery on L did not
change N, Ay ! corresponds to a Y-graph A~! in N\ A such that the Y-surgery
along AU A~ is trivial. O

Remark 4.7 What is used in the above proof and will be used again is the
following principle. Up to surgery along links, one leaf of a Y—graph can be
assumed to bound a disk D (pierced by surgery arcs). Then surgery along that
Y—graph amounts to move the pack T of framed surgery arcs piercing D as
indicated in Lemma 4.4, that therefore fully determines the effect of the surgery
along the Y-graph.
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Lemma 4.8 Let ¢ be an embedding of the genus g handlebody H, into
S3. Let z,... ,2¢g denote the curves in 0H, presented in Figure 6. If each
curve ¢(z;) bounds an embedded surface in S\ Int(¢(Hy)), then there exists
a Y-link G in S®\ ¢(H,) such that S}, = S® and the curves ¢(z;) bound
embedded discs in SZ, \ Int(¢(Hy)).

Z1 z2 Zg
RS
H,
Figure 6

Proof Thanks to Corollary 4.5 and to the fact that any orientable surface is
a connected sum of genus one surfaces, there exists a Y-link Gy in S3\ ¢(H,)
such that 5%1 = 5% and ¢(z1) bounds an embedded disc Dy in S\ ¢(H,)
after Y—surgery on (7. In particular the lemma is true for ¢ = 1. Assume
that the lemma is true for handlebodies of genus g — 1. We shall use this
induction hypothesis for a regular neighbourhood N of ¢(Hy) U D equipped
with the curves ¢(z22),...,¢(z,4) that are still homologically trivial in S\ N.
Let G1 C Sél be the union of the 3—handlebodies reglued during the Y—surgery
on (1. By induction hypothesis, there exists a Y-link Go in Sgl \ NV such that
(5&,)a, = S? and the curves ¢(22), ..., ¢(z4) bound embedded discs in 5%\ N
after Y—surgery on Go. After a possible isotopy in Sgl, Go avoids G;. Then

Go corresponds to a Y-link G5 in S*\ (¢(Hy)UG1) such that G UG, satisfies
the conclusion of the lemma. O

Let M be a Z-sphere. Let ¢k denote the linking number in M. Let L C M
be a link, and let Lq,..., L, be the components of L. Then L is algebraically
split if and only if

(i # j) = (Ck(L;, Lj) = 0).

Then Lemma 4.8 induces the following corollary.

Corollary 4.9 ([Mat, Lemma 2] or [MN, Lemma 1.2]) Let L be an alge-
braically split link in S3. Then there exists a Y-link G in S®\ L such that
S3, = S% and L is trivially embedded in Sg’;.

Proof Embed H, in S3 so that the curves z; are the components of L. O
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Theorem 4.10 [Mat, Theorem 2] If M and M’ are homology spheres, then
there exists a Y-link G in M such that Mg = M’ .

Proof Since any Z-sphere can be obtained by surgery on S% along an alge-
braically split link framed by £1 (see [GM, Lemma 2.1]), and since the surgery
on the trivial knot in S® framed by +1 gives S3, Theorem 4.10 is an easy
corollary of Lemma 4.6 and Corollary 4.9. O

Then we can prove the following useful lemma (see [Hbg, Theorem 2.5], t00).

Lemma 4.11 Let A and B be two Z—handlebodies with the same genus,
whose boundaries are identified so that L4 = Lp. Then there exists a Y-link
G embedded in the interior of A such that Aq = B, where the identification
of 0A with OB is induced by the natural identification of 0A with 0Ag .

Proof Let us first prove the lemma when B = H| is the standard handlebody
of genus g with the boundary of A identified with the boundary ¥, of H, so
that L4 = Lpg,. Embed H, trivially in 53 so that

H, = $*\ Int(H,)

is a standard g-handlebody. Let z1,...,z, be the meridian curves of H, on
>4 presented in Figure 7.

z1 zé Zg

Figure 7

Let M = (S3\ Int(H,)) Us, A = H, Us, A.
Then M is a Z-sphere. Thus, by Theorem 4.10, there exists a Y-link G C M
such that Mg = S3. By isotopy, G can avoid H,. Then

83 = Aag Uzg I:Ig

Now Ag is the complement in S of a possibly knotted ¢g-handlebody I:Ig.
Thanks to Lemma 4.8, there exists a Y-link G’ C Int(Ag) such that S3, = S3
and I:Ig is embedded in Sg, so that the curves z; bound embedded discs in
Acuer. Thus Ague = Hy with the expected boundary identification. The
general case follows easily with the help of Lemma 4.6. O
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We have the following obvious lemma.

Lemma 4.12 Let D = (M;n;(A;, B;)) be an n—component LP-surgery. Let
Al be a Z-handlebody such that 0A} and 0A, are identified so that L, =
L4,. Let

MA/l/Al = (M \ Int(Al)) UsAa, All

denote the manifold obtained by surgery on M along the pair (Ay, A}). Set

D/ = (M;n; (Al,All),(AQ,BQ),...,(An,Bn))
D" = (MA’l/A1§n; (A/p B1)7 (AQa 32)7 SR (An> Bn))
Then
D] = (D] + [D"].

Proof of Proposition 3.1 Let D = (M;n; (Ai,BZ-)) be an n—component
LP-surgery. Thanks to Lemma 4.11, for any i € {1,...,n}, there exists a
Y-link G* C Int(A4;) such that (A;)qi = B;. Let k; denote the minimal num-
ber of components for such a G;. Consider the sum k= )" k;.

If there exists i € {1,...,n} such that k; =0, then [D] =0 € F,. If, for all i,
k; =1, then [D] € F,, by definition. Therefore [D] € F,, if k <n.

If £ > n, assume that k; > 1, without loss of generality. Then there exists a
Z-handlebody A verifying the hypotheses of Lemma 4.12 such that A} can
be obtained from A; by Y-surgery along a Y—graph in Int(A;), and Bj can
be obtained from A} by Y-surgery along a Y-link in Int(A}) with k3 — 1
components. Thus, with the notation of Lemma 4.12, [D'] € F,, and [D"] € F,
by induction on k. Then [D] € F, thanks to Lemma 4.12. The proposition
follows. O

4.3 Review of the clover calculus

In this section, we review the clover calculus following [GGP]. However we
produce alternative proofs in the spirit of the present paper only based on
Lemma 4.4. Furthermore, we summarize what we shall use about the clover
calculus in Proposition 4.13.

A Y—graph A is oriented if its framing surface ¥(A) is equipped with an orien-
tation. Such an orientation provides an orientation for every leaf and (a cyclic
order) for the set of leaves of A. Figure 8 shows the induced orientations when
Y(A) is given the standard orientation of R?. Reversing the orientation of Y (A)
reverses these four orientations.
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OO,
A\/‘
(A)

©

Figure 8: oriented Y—graph

Recall that a framing of a knot is a nonzero vector field normal to the knot,
up to homotopy, or a parallel to the knot up to isotopy. In a homology sphere
these two canonically equivalent notions are represented by the linking number
of the knot and its parallel induced by the framing. This linking number is
therefore also called the framing of the knot.

The goal of this subsection is to prove the following proposition.

Proposition 4.13 Let G be an oriented n—component Y-link in a Z—sphere
M.
(i) The bracket [(M;G)| (in G, ) is a function independent of M of

— the linking numbers (k(l,1") where | and I’ are leaves in two distinct
Y—-components of G

— the products f(I1)f(l2) f(I3) where Iy, Iy and I3 are leaves of a same
Y-component, and where f(l) is the framing of | in Z/2Z.

(ii) Fix G except for a leaf | in the complement of the other parts of G. Let
1] denote the class of | in Hy(M \ Upl'), where the union runs over all

leaves 1" distinct of I. Then the bracket ([(M;G)] € G,) of G is a linear

map of ([l],f(l)) S H1<M \ Uy#ll/) X Z/QZ

Lemma 4.14 Let G be an oriented n—component Y-link in a Z—sphere M .

The bracket [(M; Q)] is a function independent of M of

e the linking numbers ¢k(l,1") where | and l' are leaves of G

e the framings f(l) where | runs over the leaves of G.

Proof Let T be the diagram made of n copies of the diagram A connected by
an additional edge from the internal vertex of A to a common n—valent vertex
p. Embed T in R3. Let A be a regular neighbourhood of Y in R3. Then A
is a union of a ball B with n copies of the genus 3 handlebody N that are
glued on OB along n disjoint discs. Let ¢g: A — M be an embedding of
A in M that extends the embedding G. Set Z = M \ Int(¢g(A)). Then Z
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is a genus 3n homology handlebody whose Lagrangian £z C Hi(0A) is fully
determined by the framings and by the linking numbers of the leaves of G.
Therefore if G’ ¢ M’ is another oriented n—component Y-link with the same
linking numbers and framing data, then Z' = M’ \ Int(¢q/(A)) is a homology
handlebody with the same lagrangian as Z in Hj(0A).

By Lemma 4.11, there exists a Y-link G” C Int(Z) such that Zg» = Z'. Then
(M';G")] = [(Mgr; G)]. If G” is a one-component Y-link, then [(M; GUG")] =
[(M;G)]—[(Mgr; G)], and [(M;G)] = [(Mgr; G)]. By induction on the number
of components of G”, [(M;G)] = [(Mg;G)]. Then [(M;G)] = [(M';G")]. O

A framed knot K1, Ks is a band sum of two framed oriented knots K; and Ko
if there exists an embedding of a 2—-hole disk

e that factors the three knot embeddings by the embeddings of the three
curves pictured in Figure 9 representing the disk, and

e that induces the three framings.

Note that
f(K18pK2) = f(K1) + f(K2) + 20k(K1, Ka).

Kifiy Ko

© ©

K, K

Figure 9: Band sum of two knots

Lemma 4.15 [GGP, Theorem 3.1] Let G be an oriented framed Y-graph
with leaves Ky, Ko, K3 in a Z-sphere M. Assume that K3 is a band sum
of two framed knots K32 and Kg’. For kK = 1 and 2, let K,% and Kg’ be
two parallels of K}, equipped with the framing f(K}) of Ky, and such that
lk(K2,K}) = f(Kg). Then

(i) There exist two oriented disjoint framed Y-graphs G? and G® in M
whose framed leaves are K2, KQQ, K§ and K3, Kg’, Kg’, respectively,
such that the surgery along G is equivalent to the surgery along G* UG3.

(ii) For any (n — 1)—component Y-link L in the complement in M of the
embedded neighbourhood H of G represented in Figure 10,

[(M; LUG)] = [(M;LUG?)]+[(M;LUG?)].
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H) ¢ K

Figure 10: Splitting a leaf

Proof The surgery operation on G is thought of as the move of two packs P
and Pj of arcs of surgery components that go through the two holes on the
right hand-side of H in Figure 10 as in Remark 4.7. Then Lemma 4.4 says
that the surgery along G moves these two framed packs of arcs by adding the
boundary of a genus 1 surface . This operation can be made in two steps.
Move Py first, which means do the surgery along a Y-graph G® whose leaves
are K3, K3 and K3. Then move P, so that it is parallel to 9% inside 3. Tt
can be done by a surgery along a Y-graph G? C H \ G® whose leaves are K 12,
K2 and K2. Then Mg g3 = Mg. Therefore

(M;LUG*UG*)] = —[(M;LUG) + [(M;LUG?*)] + [(M; LUG?)

and

[(M;LUG)] = [(M;LUG?)]+[(M; LUG?)]. O

Lemma 4.16 [GGP, Lemma 4.8] Let G C M be an n—component Y-link.
Suppose that a Y—component of G contains a 2—framed leaf | that bounds an
embedded disc in M \ G. Then [M,G] = 0.

Proof If [ is a 2—framed leaf that bounds an embedded disc in M \ G, then
| is a band sum of two knots K2 and K3 that form a trivial Hopf link (see
Figure 11) in M \ G. Thanks to Lemma 4.15, there exist two n—components
Y-links G? and G® with a trivial leaf such that

[(M; G)] = [(M;G?)] + [(M; G?)] = 0. O

Proof of part (ii) of Proposition 4.13 Consider the bracket of G as a
function of a leaf [ of G by fixing G\ I. According to Lemma 4.14, the bracket
of G only depends on [I] € Hi(M\Upl') and on f(l). Applying Lemmas 4.15
and 4.16 when adding a disjoint 2—framed trivial knot to [ shows that this func-
tion of [ only depends on [I] and on f(I) mod 2. Then Lemma 4.15 implies
(ii). O
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Figure 11: Two leaves that form the trivial Hopf link

Lemma 4.17 [GGP, Lemma 2.3] Let G C M be an n—component Y-link.
Suppose that G contains a Y—component with two leaves | and I’ that form

the trivial Hopf link of Figure 11. Then [(M;G)] = 0.

Proof The surgery along a Y—graph with this trivial Hopf link is trivial: Think
of this surgery as the move of surgery arcs along the boundary of the surface
corresponding to these two leaves as in Lemma 4.4. It implies that the bracket
of G vanishes. O

Definition 4.18 Let c be a curve in a surface ¥ that is the image of S* x {7}
under an orientation-preserving embedding ¢: S'x[0,27] — 3. A left-handed
Dehn twist of ¥ along c¢ is the homeomorphism of ¥ that is the identity outside
#(S'x]0,27[) and that maps ¢(z,t) to ¢(ze ™%, 1).

Lemma 4.19 [GGP, Theorem 3.1] Let H be an oriented Y—graph in a Z—
sphere M. Let I~ and ' be two oriented leaves of H, and let ¥ be the genus
one surface presented in Figure 12. Let | be an oriented parallel of [~ in X
equipped with the framing induced by Y. Let 1" be obtained from I' by a
left-handed Dehn twist along [, and equipped with the framing induced by the
surface 3, that is f(I") = f(I)+ f(I')+ 2¢k(I",I') — 1. Let H' be the Y-graph
obtained from H by changing l' into I”. Then My = My and, for any Y-link

Figure 12

L in the complement in M of a neighbourhood of H ,
[(M;LUH')] = [(M;LUH).
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Proof Thanks to Lemma 4.4, the surgery on H is uniquely determined by X
that is unchanged by a Dehn twist of ¥. It implies that My = My, and that,
for any sublink L(J) of L, My yug = Mp(nun'- The equality of the brackets
follows. O

End of proof of Proposition 4.13

e Let [ be aleaf of an oriented Y—component H of G. Let I’ be the next leaf
of H (with respect to the cyclic order). We prove that increasing ¢k(I,1")
does not change [(M;G)]. By Lemma 4.15, adding a 0—framed meridian
mo(l") of " to I adds [(M;G(mo(l")/1))] to [(M;QG)], where G(mq(l")/1)
is obtained from G by changing [ into mo(l’). Now, I’ = m' + [, where
Iy does not intersect a disk bounded by mg(l'), and m' is a meridian of
mo(l"). Then

[(M;G(mo()/1))] = [(M;G(mo(l'),m//1,1))]
+[(M3 G(m0<l/>’ lé)/l’ ll))]
= 0

since G(mg(l"),m'/l,") is a Y-link with a trivial Hopf link and since
G(mo(l"),15/1,1") has a trivial leaf.

e To conclude, it is enough to show that if [~ is a O—framed leaf of G,
if I’ is the previous leaf in the component of [~ in G (w.r.t. the cyclic
order), and if I’ is 1-framed, then changing the framing of I’ into 0 does

not change [(M;G)]. By linearity, we may assume that ' is a trivial
knot, and then it is enough to show that [(M;G)] = 0. By linearity on
7, we can assume that [~ is a O—framed meridian of some leaf [y in
another Y—component of G. Let G’ be the Y-link obtained from G by
changing !’ into the twisted curve [” = [ + 1’ as in Lemma 4.19 so that
f" = f(I'y +1 = 0. Then [~ and I” are 0—framed meridians of I.
By linearity with respect to ly, [(M;G’)] is the sum of brackets of two
Y-links with a trivial leaf. Then [(M;G")] = [(M;G)] = 0. O

4.4 Proof of Theorem 3.5 for LP—surgeries induced by Y-links

Here we prove Theorem 3.5 when D = (M; @) is an LP-surgery induced by a
Y-link G.

Lemma 4.20 Let A and A’ be two Z-handlebodies whose boundaries are
identified so that L4 = L 4. Let Z and Z' be two other Z—handlebodies whose
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boundaries are identified so that Lz = Lz. Assume that 0A and (—0Z) are
identified so that AUgy Z is a Z-sphere. Then

,u(A Usa Z) - ,u(A/ Usa Z) = ,u(A Uga Z/) — ,u(A’ Usa Z/).
Proof For any Z-sphere M, let A(M) be the Casson invariant of M. Then
uw(M) = A(M) mod 2. Thanks to [Les, Theorem 1.3],

)\(A Usa Z) — )\(A, Usa Z) — ()\(A Usa Z/> — )\(A/ Usa Z/))

is an even number. It implies the result. m|

Together with Proposition 4.13, it implies

Corollary 4.21 Let H be a Y—graph in a Z—sphere M. Let

p=f(l)f(l2)f(l3)
denote the product of the framings of the three leaves of H in 7/27. Then

w(Mp) — p(M) = p.

Proof First, we prove that p vanishes on Fo. Let G = G; UGy be a 2—
component Y-link in a Z—sphere M. Let A be a regular neighbourhood of G.
Let Z be the complement of Int(A) in M. Set A’ = Ag, and set Z' = Zg,.
Then A, A’, Z and Z’ satisfy the assumptions of Lemma 4.20 and
(M) — p(Ma,) — p(Ma,) + p(M)
=p(AUZ)—pu(AuZ)—puAuZ)+u(Au Z) =0.

Then pu(Mp) — p(M) only depends on [(M; H)] € Gy, thus it only depends on
the product p thanks to Proposition 4.13, and it vanishes when p = 0.

Then pu(Mp) — p(M) = p since p is a non-trivial invariant on F. O
Lemma 4.22 Let D = (M;2k —1; (As, By)i=2,...21) be a (2k —1)-component
LP-surgery. Let N be a Z-handlebody in M \ (U?,A;). Let (A1, B;) be a

pair of Z—handlebodies such that A; C Int(N) and 0A; and 0B; are identified
so that L, = Lp,. Set D(Ay, B) = (M;2k; (4;, B;)). Let

i*i Hl(Al) I H1<N)

denote the homomorphism induced by the inclusion map of A; into N. Set

3
Ji(A1, By) = (®° (ix 0 94))) (Z(A1, By)) € ®H1<N)(i)
i=1
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where @4, has been defined in Notation 3.3. Then, for any oriented degree k
Jacobi diagram T', there exists a linear form (n(D;T) in (®® Hi(N))* such
that, for any pair (A, B1) as above,

0(D(A1, B1);T) = (J1(A1, B1) , €n(D;T)).

Proof Let o be a coloration of I". Set
2k

T'(D;T;0) = sign(h) Q) Z(Ai, Bi) € @(cen(tymov(c)>13 X (€)-
i=2
Apply all the contractions corresponding to the edges that do not contain any

half-edge ¢ in (cov)™1(1). These are all the edges except the three edges {c,j(c)}
where ¢ € (cov)71(1) and j(c) is the other half-edge of e(c), and the obtained

tensor is in ®{cer(r);000(c)=1} X (4 (¢)). Now apply @y e pr)oou(c)=1} @Z(lm(j(c))
in order to obtain the tensor
g’(D;F;O’) S ® Hl(AO'OU(j(C)))'
{ceH(T");00v(c)=1}
The linking number maps Hi(Ayo(j(c))) tO (H1(N))" and therefore maps
¢ (D;T;0) to an element

3 .
In(D;T;0) € Q) (Hi(N))Y.

=1

By definition, (D;T;0) is the contraction of ¢x(D;I;0) ® Ji(A1, B1). Then

! D; I';o
UD:T) = (R(ALBY) . Y ﬁT@)” D
oeBij(r)/Aut(r) '

Proposition 4.23 Let n € N. Let M be a Z-sphere. Let I' be an oriented
degree k Jacobi diagram with 2k < n. Consider ¢((M;G);I') as a function of
oriented n—component Y-links G in M. Then

e The linking number ¢((M;G);I") only depends on
— the linking numbers ¢k(l,1"), where | and I’ are leaves in two distinct

Y—-components of G

— the products f(I1)f(l2)f(I3), where l1, lo and I3 are leaves in a same
Y —-component.

e Considered as a map of a leaf | of G, {((M;G);I') is a linear map in

(1], f(1)) € Hi(M \ Uz/?sll/) X 7./27..
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Proof Assume n = 2k. Lemma 4.22 and the expression of Z(A;, B1) given in
Subsection 3.3 show that ¢((M;G);I") does not depend on the framing of the
leaves of G and that ¢((M;G);T"), seen as a map of a leaf [ of a component H
of G, linearly depends on the homology class of [ in M\ (G\ H). It implies the
result. If 2k < n, the result follows from Corollary 4.21 and from the previous
case. m]

Proposition 4.24 Let G be an n—component Y-link in a Z—sphere M. Then
Theorem 3.5 is true when D = (M;G).

Proof The simultaneous multilinearities of the bracket in Proposition 4.13 and
of the linking number of LP-surgeries induced by Y-links in Proposition 4.23
allow us to cut the leaves of G and to reduce the proof in the case where

e The non-zero-framed leaves are +£1—framed and bound discs disjoint from

G.

e Any O—framed leaf is a meridian of another leaf.

If a +1-framed leaf is in a component with a 0—framed leaf, its framing can be
changed without changing either side of the equality. Then we can assume than
the only +1—framed leaves are parts of components like Yz;;. Similarly, we can
assume that any O—framed leaf is a meridian of one leaf in another component
of G. Then, up to orientation changes of leaves, we can assume that G is a Y—
link induced by a Jacobi diagram. Since Theorem 3.5 is true for LP—surgeries
induced by Jacobi diagrams, the result follows. O

4.5 Proof of Theorem 3.5 in the general case

Let (A, B) be a pair of Z-handlebodies whose boundaries 0A and 0B are
identified so that £4 = Lp. In what follows, Z(A, B) denotes the linear form
on Q> L4 induced by the intersection form on ®> Hy (AU (-B)), and

wa: Hi(A) — LY

denotes the isomorphism presented in Notation 3.3.

Lemma 4.25 Let A, B and C be three Z—handlebodies with the same genus.
Assume that A, OB and OC are identified so that L4 = Lg = Lc. Then

T(A,B) = I(A,C) +I(C, B).
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Proof Let ay, as and a3 be three oriented curves in 0A that represent el-
ements of L4 still denoted by a;, as and asg such that the curves a; do not
intersect each other. Let M = AU (—B). For any i € {1,2,3}, let S% and S}
be oriented surfaces in A and in B, respectively, such that a; bounds Sil in A
and a; bounds Sj;g in B. Assume that all the surfaces are transverse to each
other and to 0A. Set
W =S4 Uy, (—Sk) C M.
The orientation of ElM and the orientation of M induce a positive normal vector
field n; on X%,. The algebraic intersection (X1,,%%,, %3 )y is the sum of the
signs of the intersection points, where the sign is defined as follows. For any
intersection point z, the sign is +1 if (ni(z), na(), ng(z)) is a direct basis of
T, M according to the orientation of M, and —1 otherwise. By definition,
(Z(A,B)) (a1 ®az ® a3) = (S, S5, 2300
Then
(Z(A,B)) (m ®ag ®az) = (23,5553
= (84 S%. S m +((=Sp), (=S3), (=S%)m
= (84, 5%, 804+ ((=Sp), (=5%), (=SE)) (- n)-
Note that the normal vector field n%, to S% induced by the orientation of S%
and by the orientation of B is equal to the normal vector field to (—S%) induced
by the orientation of (—S%) and by the orientation of (—B). Now, for each
point of SN S%4NS%, (nk,n%,n%) is direct according to the orientation of B
if and only if it is not direct according to the orientation of (—B). It implies
that
(I<A7 B)) (Cl1 @ az & CL3) = <S}47 8124’ Si>A - <‘S%’ ‘S%v S%>B

and the lemma follows. O

Lemma 4.26 Under the hypotheses of Lemma 4.12, for any Jacobi diagram
r

Y

{(D;T) =¢(D";T) + £(D";T).

Proof The result follows from the equality Z(A;, By) = Z(A;, A})+Z(A}, B1)
given by Lemma 4.25 and from the equality

L(D({1})) = L(D'({1})) + L(D"({1}))- O
Lemma 4.27 Consider an n-component LP-surgery
D = (M7 n; (A17 Bl)v (A27 BQ)? s (Ana Bn))
Let A} and B! be two Z-handlebodies such that
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o Al ClInt(A)
e 0A| and 0Bj are identified so that L4, = Lp;

e By = (A1)py/a; Is the Z-handlebody obtained from Ay by replacing Aj
by Bj.

Set D' = (M;n; (A}, BY), (A2, Bs),...,(An, By)). Then [D'] = [D] while, for
any Jacobi diagram I,

{D';T) = 4(D;T).
Sublemma 4.28 Under the hypotheses of Lemma 4.27, let

8A1: HQ(Al,ﬁAl) — ,CAl
8A/1: HQ(A’l,ﬁA’l) — ,CAll

denote the isomorphisms induced by the long exact homology sequences. Let

iAli HQ(Al,aAl) — Hg(Al,Al\Int(All))
iA/IZ HQ(All,aAll) — Hg(Al,Al\Int(All))

be the homomorphisms induced by the inclusion maps. Then i,; is an isomor-
phism by the excision axiom. Set

®=0q, 004 0ig 005 La, — Lay.
Then
(Z(43, By)) o (&°®) = Z(Ay, B).
Proof of Lemma 4.27 assuming Sublemma 4.28 The assertion [D'] =
[D] is obvious. Since pu(Mp, /4,) = u(Mp;a;), it suffices to prove that
¢(D;T) = ¢(D;T)

when n = 2k is even and when I' is a degree k Jacobi diagram. Set D =
(M; 2k — 1; (A, Bi)izs,..2k) - Let

i*i Hl(All) — H1<A1)

.....

be the map induced by the inclusion map of A} into A;. By Lemma 4.22, there
exists a linear form

3
la, (D;T) € () Hi(Ar))"
such that

(D;T) = ((@*¢,))(T(A1, BY)) , €a,(D;T))
UDiT) = <(®3(@*osoA/f))(I(Aﬁ,B’)),éAl( ;1))
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The following diagram is commutative

!
“PAI

Hy(AY) — 2/1
ie | | &
Hi(4) 28 5

Indeed both compositions, seen as elements of (H1(A})®La,)", map ([b], [a]) €
H,(A)]) x L4, to the algebraic intersection in A; of a surface bounded by a
and of the curve b. Thus,

(@° (i 0 @) (T(AL BY) = (@ 95,) (T(A1, BY) o (2°9)).

By Sublemma 4.28, the lemma follows. O

Proof of Sublemma 4.28 Let ay, ag and ag be three oriented curves in
0A; that represent elements of L4, still denoted by a;, a2 and as such that
the curves a; do not intersect each other. Let af,ab,a% be oriented curves in
OA) that represent the elements ®(a;) of £, such that the curves a; do not
intersect each other. For any i € {1,2,3}, the curves a; and a] cobound an
oriented surface ¢ in A; \ Int(A4}). The curve a) bounds an oriented surface
Ui‘,l in A} and bounds an oriented surface a%i in BY. Set

S; = (UzA/l U Zl) U ( - (22 U JZB’1>) c AU (—Bl)

Sl = 02,1 U (—0331) c Ajlu(=By).
Set
Ta, = (Z(A}, BY))(2(a1) ® @(az) ® ®(as))
jAlBl = (I(AlaBl>) (al ®CL2®CL3).

By definition, J4,p, is the intersection in A; U (—Bj) of the oriented surfaces
S; and Jy, p; is the intersection in A} U (—=Bj) of the oriented surfaces S;.

Then (j AB — T, Bi) is the contribution of the intersection of the surfaces

YU (—=X%). This contribution vanishes when A} = B} because Z(A1,4;) =
Z(A}, A)) =0 by Lemma 4.25. Hence it always vanishes. O

Proof of Theorem 3.5 Lemmas 4.11, 4.12 and 4.26 allow us to reduce the
proof to the case of an LP-surgery D = (M in; (A, Bz)) where B; is obtained
from A; by a surgery on a Y—graph embedded in A;. By Lemma 4.27, D can
next be considered as an LP-surgery induced by an n—component Y-link in
M . Then Theorem 3.5 follows from Proposition 4.24. m|
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A The IHX relation

For self-containedness, we finish the proof of Theorem 2.1 by proving that ¥,
factors through the THX relation. This is a consequence of the following propo-
sition.

Proposition A.1 Let G| be an oriented Y-link in a Z—sphere M that admits
the following two-component sublink I,. For i = 2,3, let GG; be obtained from
G1 by changing I, into I;. The four leaves a, b, ¢ and d are identical.

Then

[(M;G1)] + [(M; G2)] + [(M; Gs)] = 0.

Proof First recall that Proposition 4.13 implies that the actual embeddings of
the Y—graph edges do not affect the Y-link brackets. Therefore these embed-
dings will not be specified in the proof below. Consider an embedded product
Dgpe % [0, 1] of the three-hole disk Dy whose three inner boundary components
are a, b and ¢, and the three generators of m(Dge), «, § and . We first
prove that there exists some two-component Y-link J; in (M \ (G1 \ I1)) that
is obtained from I; by changing (the edge adjacent to d and) the leaves a, b
and c into leaves a(1), b(1) and ¢(1) that are homologous to a, b and (—c) in
(M \ (G1\ I)), respectively, such that surgery on .J; makes a pack T of surgery
arcs in a surgered disk bounded by d describe the element [BaB~L,[y,3]] of
71 (Dabe) in Dgpe X [0, 1] in an ascending way with respect to the height of [0, 1].

Indeed the second part of the following picture shows such a path that is as-
cending (after sliding two tongues), and that cobounds a genus one surface with
the initial shown portion of T'.
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e

T after surgery

Therefore by Lemma 4.4, this path is obtained from T by surgery on a Y—graph
with leaves d, a(1) and f, where a(1) and f are the two dashed handle cores
of the genus one surface, a(1) is homotopic to Ba3~!, and f is homotopic to
[3,7]. Thus, f is obtained from a trivial leaf fy by surgery on a Y—graph, with
one trivial leaf that makes a Hopf link together with fy, and two other leaves
b(1) and c(1) that do not link a(1) and that are homotopic to 3 and v~ !,
respectively, as Lemma 4.4 and the next picture show.

Similarly, for ¢ = 2 or 3, there exists a two-component Y-link J;, that is
obtained from I; by changing (the edge adjacent to d and) the leaves a, b and
¢ into leaves a(i), b(i) and ¢(i) that are homologous to «(i)a, ((i)b and ¢ in
(M \ (G \ I)), respectively, where «a(i),3(i) € {—1,1}, and «(i)8(i) = —1,
such that surgery on J; makes a pack T of surgery arcs in a surgered disk
bounded by d describe the element of 71 (D), [v377 !, [, 7]] for i = 2, or
[aya~1,[B,a]] for i = 3, in D, x [0,1] in an ascending way with respect to
the height of [0, 1].

In particular, the following identity in the free group generated by «, 3 and ~
-whose verification is straightforward-

[Bas™, [y, BBy [ A]lfava™, [B,a]] = 1
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ensures that the surgery on Jy U Jy U J3 is trivial.
Therefore, if H; is obtained from G; by changing I; into J;,

[MJ1UJ2’H3] + [MJ17H2] + [M, Hl]
Mysgug.005 — Myug,ug,

= ZJC(G1\11)<_1)W +M o0, — Myos = 0.
+Mjyug, — My

Furthermore, Proposition 4.13 ensures that

[(M;Gi)| = —[(M; H;)] = —[(Mu, ;5 Hi)],

and allows us to conclude the proof. m|

This proof shows how the Jacobi IHX relation comes from the Lie algebra
structure on the graded space associated to the lower central series of a free
group. See [MKS].
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