Surfaces et invariants de type fini en dimension 3

Emmanuel Auclair

Grenoble, 26 octobre 2006

Surfaces et invariants de type fini en dimension 3 - p.1/22



1.1. Chirurgies de Dehn sur les nceuds

K C M nceud dans Z-sphere,
V(K) = voisinage tubulaire de K dans M .
Y(p,q) € Z*, pged(p, q) = 1, courbe simple orientée u, , C OV (K) telle que

{ Ck(K, up,q) =P
Hp.ql = ¢.[K]  dans Hy(V(K); Z).

Variété obtenue a partir de M par chirurgie de Dehn de coefficient

Q3

le long de K :

Mg.2y:= (M\m(V(K)) |J S*xD2
' q
O(V(K)) — Stxgs!?

Hp,q = {*}XDQ

Pour tout entier ¢, M(K,l) est une Z-sphere.
"q
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1.2. Filtration de Goussarov-Habiro: Graphes en Y

A = graphe trivalent plongé dans le corps en anses Hs,
A parallélisé par un champ de vecteurs normal a la figure.
— L(A) C Hs entrelacs parallélisé & 6 composantes.

Graphe en Y = plongementde Hs dans Z-sphere M
— plongement parallélisé de A dans M .

G C M graphe en Y, la varieté obtenue par chirurgie en Y sur G est Mg := My ().
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1.2. Filtration de Goussarov-Habiro: Chirurgies en Y

Apres chirurgie en Y sur une Z-sphere, on obtient une Z—-sphéere. G C M grapheen Y

avec une feuille triviale (borde un disque D plongé dans M \ G) O—parallélisée, alors
MG ~ M.

Siun graphe T (composantes de chirurgie, ...) intersecte D, alors (Mg, T) ~ (M,Tq).

e ““|ll\ l.,"'
:, "‘ ““u\ (- .'," 0«
‘ R ‘ *
—
— 1 1o

Une chirurgie en Y permet de “réaliser une surface de genre 1.
K C M réalisé a partir du nceud trivial par chirurgie sur un entrelacs en Y .
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1.2. Filtration de Goussarov-Habiro: Définition

M := {Z — spheres de dimension 3 } /homéo™

F = @ Q.M

MeM
Filtration de Goussarov-Habiro: Fo .= F DO F1 D - D Fn D ....

G=G1U---UG, entrelacsen Y a n composantes dans Z—sphere M ,

[M;G] := Z (_1)ljJMG(J) c F,
JC{1,...,n}

ou G(J) =U,jesG; . Alors

Fn :=(M;G]; M e M, GCMan composantes) C F.
(n—congruence: T =9y < x —y € Fni1.)

Un invariant numeérique v : M — Z (Q ou R) est de degré au plus n si V| Fpyr = 0
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1.3. Filtration de Goussarov-Habiro: Diagrammes de Jacobi

([GGP]): Exprime F, /F,+1 comme un espace finiment engendré par des graphes
trivalents (diagrammes de Jacobi), et Fa2,,4+1 = Font2.

— (F/Fn+1)" de dimension finie
— pas d'invariants de degre impair

Exemples 0.1.
® 7 = (M — M; (M, M) € M?)

— invariants de degré O = invariants constants.

Invariants de degré 2: ag + a1 A1, avec A1 invariant de Casson, ag et a1 constantes.

Diagramme de Jacobi= graphe trivalent sans boucle avec sommets orientés par ordre
cyclique des arétes.

Ay = (@ Q.F) JAS, IHX
r

ou I' parcourt 'ensemble des diagrammes de Jacobi a 2k sommets.
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1.3. Filtration de Goussarov-Habiro: Diagrammes de Jacobi

Théoreme 1 ([GGP]). Il existe une application linéaire surjective

U, Ap — Fon/Fonti.

De plus, Fon+1/Fon+2 =0.

(Utilise calcul de claspers= relations de n —congruence sur entrelacsen Y a n

composantes)
F \Ej

Théoréme 2 ([Le]). W,, est bijective.

(Utilise l'invariant LMO pour exhiber un inverse)
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2.1. Formule de chirurgie sur les nceuds

K C M nceud dans Z—sphere,
Formule de chirurgie géométrique pour v = expression de V(M(K_l)) — v(M) en fonction
'q

d’invariants géometriques sur une surface de Seifert de K .

Exemple 0.2. Pour l'invariant de Casson, si 2. est de genre 1,
0= Ck(K1, K2) et p; := Lk(K;, (K;),/), alors

Al(M(K;%)) - )\1(M) = q (p1p2 — E(E —1)).
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2.1. Objectifs

But: Donner une formule de chirurgie géométrique pour les invariants de degré 4.

Invariants de degré 4: ag + a1 A1 + a2A? +aszAz2, avec Ao invariant primitif de degré 4, a;
des constantes.

Il existe des invariants de nceuds «;(M; K;n) tels que, dans F2/Fs,

M1y — M = ao(M; K;q).[M; O] + a1 (M; K;q).[0%] + a2 (M; K; q).[T),
'q

0l Fo/Fs = (M;0)) et Fu/Fs = ([©2],[T]).

1
a(M;K;q) = ZgAK)
a(M;Kiq) = g AN(K) — 2 qA(K)
az(M;K;q) = 777

NB: Les techniques utilisées permettent également d’étudier les invariants de degré 2n + 2
sur Fop .
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2.2. ldee de preuve de Goussarov

Relations de n —congruence obtenues a partir d’équivalences de chirurgie en Y .

fm\
Hyl G

— si Hy C M etsi G(,_1) C (M \ Hq) entrelacsen Y a n — 1 composantes, alors

[M§G(n—1) U] = [M§G(n—1) UG + [M; G(n—l) U Ga.

([M;G(n-1)UG] = [M;Gr_1) UG1] + [M; G, 1) U G2] = [M;G(,—1) UG1 U G2]).

_ 1 _
Q@ o o (0
] ()

%E: (
5@+@ 4 | @@ ©-te

Surfaces et invariants de type fini en dimension 3 - p.10/22

I3




2.3. Relations de (n + p)—congruence: Conventions

Hy CM, G—1) C(M\ Hy)

1 2 1 A
|1 |

2 341 & %i

18
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2.3. Relations de (n + p)—congruence: Couper une feuille

Lemme 1.
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2.3. Relations de (n + p)—congruence: feuilles spéciales

Théoreme 3.

©

| 1222
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2.4. Formule de chirurgie: Cas du genre 1

Théoréme 4. Soit K C M un nceud bordant une surface > de genre 1. Alors

(Mige,1y = M) 2 JXK).[M:6] + SMK)(GA(K) - 2).[67]

(20 = 1) (AM(K1#pK2) — A(K1) — A(K2)) — qp1 A (K2) — qp2A(K1)

+

N [

—32—qSL(K1, Ks) + %Q(pl,m,ﬁ) + %(—1 + 7>\(K)))\(K))- 7],

ot A(K) = p1p2 — (£ — 1) invariant de Casson, SL(K7, K2) invariant de Sato-Levine et
Q(p1,p2,€) = (p1p2 — 2£(£ —1))(p1 + p2) —£(£—1)(20 - 1).
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2.4. Formule de chirurgie: Genre quelconque

g
[M;K] é Z[M;Gi]—Z[M;GiUGj]+Z[M;GiUGjUGk]— Z [M;GiUGjUGkUGl]
=1 (%] 1,5,k 1,7,k,l

az(M; K;q) = q.8(M; K) + % <7>\(K) + IN*(K) — %Ag)(l))
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2.4. Formule de chirurgie: Genre quelconque

BIM; K) - = % Z(ﬂ%’ — D) (AN(Kq,itts K2,i) — AM(K1,:) — AM(K2,))
_ Z(pl,q)\(Kz,i) + p2iAN(K1,4)) — g ; SL(K1.i, Ka.:)

1Z r+s QS
3 D (DTS K1t Ksy1,5) — MK ry1,i) — MKs11,5))

i<g,r,s
+ > (F12(ST] = S5 (K, Kz, Ksyay)
1#£7,8
+ Z p(Kst1,i, K15, K2,5)
177,
1
+§ ZI(KL@',KZ%KLJ’KW)
1<j

+R(p8,’i7 L’I“,’i7 Sﬁ,’f))

ou R = polyndme explicite

1 = invariant de Milnor (intersection triple)

I(K1,i, K2, K1, 5,K2 ) =

2£k(51,i N SQ,i, Sl’j N Sg,j) — Kk(Sl,i M Sl’j, Sg’i N Sg,j) -+ gk(Sl,i M Sg,j, Sl,j N Sg,i).
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3.1. Chirurgies de Torelli

Processus de chirurgie: (M,D) — Mp
@® Chirurgie sur les noeuds parallélisés: D = (K, ) C M
@® Chirurgie de Torelli: D = (X C M, ¢ € Homéo(X))

But: Si v invariant de degré n, exprimer v(Mp) — v(M) en fonction
- systeme de poids de v (valeurs sur générateurs de Jacobi)
- invariants géomeétriques ou topologiques sur D .

Premiere partie: Formule de chirurgie sur les noeuds pour invariants de degré 4 a partir de
surface de Seifert.

(évaluation invariants de degré 2n + 2 sur éléments de Fa,, )

Deuxieme partie:
v de degré 2n, ¢ = [p1,[p2,[.. ., p2nl]] € (7g,1)2n , alors

v(Ms,p)) —v(M) = Fy s(m1(pi))-
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3.1. Chirurgies de Torelli

Ty,1 = {p € Homéo(Xy)| ¢|p = ldp et Hi(¢) = Idg }/(isot. rel. & D)
3} = plongementde ¥, dans M Z-sphére, M = M_ U (—My), O(M4) =X

Vo elg, Mz, ) = M- U (—My) e M.
p: 22—

Série centrale descendante G; = G, Gp4+1 = [Gn, G|
Gy ={9€G|Ir#0,9" € Gn}

([GLL [GGP]) ¢ € (Tg1)(n) = M(s,p) — M € Fun.

Probléme: Exprimer coordonnees de Mx, ) — M sur systeme générateur donne par dia-

grammes de Jacobi.
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3.2. Homomorphisme de Johnson

T - %’1 — A3H
Mesure action de ¢ sur w/m3, 00 7 :=m1(X4.1) .

T —  mo/ms

~ 11(p) EA*H C (HANH® H).
v o= ()Y

—1

(H ~ H* par intersection algébrique <, >)
71 = forme d’intersection triple dans Hz((34,1 X [0, 1])/¢;Z) .
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3.3. Chirurgies lagrangiennes

A Z-corpsenanses, L4 = ker(H1(0A;7Z) — H1(A;Z)): lagrangiende A

ACM et B telque 0A ~ 0B avec L4 = Lpg, alors

M(g)::(M\Int(A)) lJ B em.
0A—OB

— géneéralise chirurgie en Y et chirurgie de Torelli.

Si u? [ A; C M, et (A;, B;) paire de chirurgie lagrangienne,

[M; (A3, BI] o= S (-)F M(ED) e
J J

([AL]) FL = F,, et systéme de coordonnées explicites de [M; (A;, B;)?",] € Fon/Fon+1
sur générateurs de Goussarov en fonction

- formes triples d'intersection Z(A;, B;) € A3(H2(A; U (—B;))* ~ A3Ly,

- formes d’enlacement ¢k : L7, X EZj — Z,0u Z; = M \ Int(A;).
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3.2.Chirurgies lagrangiennes

Chirurgie de Torelli sur ¢ realisée par chirurgie lagrangienne sur N = (¥, 1 x [0,1]) C M .
Via identification de L\ 1nt(v) avec H =Ly & L,

71(p) = Z(N, N¥)

Formes d’enlacement réalisées par forme d’intersection sur H et par projection sur les
lagrangiens Ly et Lz, .

— Sl Y = [9017 [9027 [ ) QDQTL]H € (,Tg,l)Qn , alors

v(M(s,p)) = V(M) = Fy £, (T1(9i))-
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3.3. Applications

’Cg,l = ker(Tl) = (%’1)(2)

® ;= 1: Invariantde Casson, ¥ € K41,

M (M(s3,p)) — A1(M) = qe o 2(3) + d(¥)

® Siy=[1,[Y2,...,¥n]] € (Kg1)n, v de degré 2n avec systéme de poids sans
©, alors

v(M(s,p)) = v(M) = Fy 2y, (12(4i)).
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