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1

Introduction

Les systémes algébriquement complétement intégrables (systémes a.c.i.)
sont apparus dans le dernier quart du vingtieme siecle. Qutre leur intérét
en eux-mémes, et leur apparition dans des contextes variés, issus de la
mécanique, de la physique théorique et des mathématiques pures, ils offrent
une multitude de techniques en géométrie de Poisson et dans 1’étude de
systemes intégrables.

Un espace de modules est un espace qui paramétrise toutes les struc-
tures géométriques d’un certain type, sur une variété donnée, modulo une
classe d’isomorphismes. Ce concept, également apparu dans la seconde
moitié du siecle dernier, est la source de nombreux travaux de recherche,
ou se melent les techniques de géométries algébrique et différentielle.

Le contexte de cette these est l'intersection de ces deux mondes.
L’objectif étant autant de mettre de ’a.c.i. dans les espaces de modules
que des modules dans les systemes a.c.i.. Plus précisement notre but initial
est de construire un systéme algébriquement completement intégrable sur
I’espace de modules des connexions plates d’un fibré principal trivial d’une
sphere de Riemann.

L’espace de modules .#

Soit S une surface de Riemann compacte, connexe et orientable, de
genre g, ayant éventuellement n piqlres. Soit G un groupe de Lie, dont
I’algébre de Lie g admet une forme bilinéaire symétrique ad-invariante et
non dégénérée B = (-|-). Sur le fibré principal trivial S x G, 'espace o des
connexions s’identifie & Pespace 21(S, g) des formes différentielles sur S &
valeurs dans g. &7z est 'ensemble des connexions de S x G dites plates,
c’est & dire dont la courbure F(A) = dA + [A, A] est nulle.
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L’espace de modules .#Z que nous considérons est le quotient .# =
/)9 des connexions plates du fibré principal trivial S x G par 'action
du groupe de jauge 4 = C*°(S,G) des automorphismes du fibré.

A chaque connexion plate, on associe son holonomie le long des lacets
de la surface S. On définit de cette maniére un homomorphisme du groupe
fondamental 71 (S) dans le groupe de Lie G, & conjugaison pres. Cette cons-
truction est détaillée par exemple dans I'ouvrage de Kobayashi-Nomizu
[25]. On obtient ainsi une correspondance entre ’espace de modules des
connexions plates .Z et le quotient Hom(m (S), G)/G.

Fig. 1.1. Le groupe fondamental d’une surface de genre 2 ayant 1 piqure est
engendré par les lacets a1, b1, a2, b2 et mi.

Pour une surface de genre g avec n piqures, le groupe fondamental est
le groupe engendré par les lacets mq,...,m, contournant les piqiires et
les lacets aq,b1, ..., a4, by définis autour de chaque “poignée” et quotienté
par la relation my ... myarbra; 'yt ... agbga,'b, ! = e, ol e est le chemin
constant sur la surface S (voir par exemple [30]). Ainsi Hom(7(S5), G)/G

s’identifie au quotient .4#"/G, ou

n g
N =S (My,..., A1, By,...) € G | T M [[ AiBiA; "Bt = e

=1 i=1

Ce quotient sera usuellement noté G"29 /G. Par construction, la variété
singuliere .# = G"29 /G est de dimension finie.

Un peu d’histoire

Il existe plusieurs constructions d’une structure de Poisson sur 1’espace
de modules # = /9 = G""29 JG. Les premiers auteurs & avoir étudié
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cet espace de modules sont Atiyah et Bott en 1983. Dans [11], ils construi-
sent une structure symplectique sur .#, dans le cas ou la surface S n’a pas
de bord (n = 0). L’idée est de considérer la forme symplectique

w(so,w:/szso(smw

définie sur I'espace o = 21(S, g) (de dimension infinie) des connexions sur
le fibré trivial S x G. L’application de courbure F est alors une application
moment pour I’action du groupe de jauge ¢ sur «/. La dimension finie du
quotient «7g/9 = G729 /G invite A faire une réduction symplectique et
ainsi obtenir une structure symplectique sur l’espace de modules.

En 1992, Fock et Rosly proposent une premiére construction finie-
dimensionnelle d’une structure de Poisson sur .#, dans le cas ou la surface
S a au moins un bord (n > 0). Le principe est de faire une discrétisation
/% et 9° des espaces o/ et &, en ramenant la surface S a un graphe
épais.

Fig. 1.2. Graphe épais associé a une surface de genre 1 ayant 1 piqire.

Les feuilles symplectiques de la structure de Poisson ainsi construi-
tes sont obtenues en fixant les classes de conjugaison de ’holonomie au-
tour des piqures : la feuille symplectique contenant la classe de X' =
(Mf,..., M, A}, B, ..., Al B)) dans G"29 /G est le quotient

n?

{X €0 x 0, x 6 | T}, My T, AiBid; B! = e}
G )

ol les O; sont les classes de conjugaisons des M/. Au cours de cette cons-
truction, il est nécesssaire de choisir pour chaque sommet v du graphe,
une r-matrice r, € g ® g. Cependant la structure de Poisson obtenue sur
le quotient .# = o7°/4° est indépendante de ces choix.
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Le méme phénomeéne apparait, dans [10], lorsque Alekseev propose,
en 1994, une seconde construction finie-dimensionnelle d’une structure de
Poisson sur .# par réduction d’une structure de Poisson sur G*29. Pour
g > 0 et n >0, il considere I’algebre quantique des fonctions sur G™*29,
engendrée par les entrées des matrices de monodromie M1, ..., M,, A, By,
...,A4,B, € G C GL(N) et quotientée par les relations quadratiques (non
commutatives)

R_X}!+«RI'X?=X?R. «X!R}",

Ry X!« RI'X? = X?Ry « X}R[" ifi<j,

Ry A« RT'B? = B?R, » AR,

olt Ry sont deux R-matrices, X} := X;®1 et X? := 1® X;. La limite
classique de ce produit non commutatif donne une structure de Poisson
quadratique sur G" 129, définie par la donnée de deux r-matrices 7+. Dans
le formalisme tensoriel que nous allons développer dans les chapitres 2 et
3, le crochet de Poisson s’écrit

{X; 9 X;} =—r X}!X2 - X2X}ry + X}r X2+ X2r X},
{Xi ® Xj} = —T‘_|_XZ-1XJ2 — ijXZlT.;_ + Xilr-&-ng + X?T‘_,.Xil ifi<y,
{Az 6,9 Bl} = —T+A%Bi2 — B?A}T+ + A}T,Bzz + B?TJFA} .

Cette structure de Poisson sur G™129 se restreint au sous-espace des fonc-
tions G-invariantes et fournit, par réduction, une structure de Poisson sur
le quotient G"*29 /G. La bidérivation de Poisson obtenue sur le quotient
est indépendante des choix des r-matrices 7+ et coincide avec celles de
Atiyah et Bott lorsque n = 0 et de Fock et Rosly lorsque n > 0.

L’un des objectifs de Alekseev, dans [10], était de construire un systéme
intégrable quantique sur Iespace de modules .# = G"*29//G. Dans ce
but il introduit, lorsque g = 0 et G C GL(N), 'application de transfert
équivariante, dépendant d’un parametre spectral A,

T: Gn (NN
M = (Mi,...,My) — Tas(\) i= (My + AId).... (M, + A1d).

I1 observe alors que la g-trace Fis (M) = trg Tas(A) de Papplication de trans-
fert fournit une famille commutative d’éléments G-invariants de ’algebre
quantique construite. La limite classique de la g-trace donne une famille
involutive (relativement & la structure de Poisson) de fonctions sur .. Le
calcul précis du nombre de fonctions indépendantes ainsi obtenues montre
que l'on a un systéme intégrable classique lorsque G = SU(2) (et g = 0).
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Nos observations

Dans cette these, nous nous inspirons du travail d’Alekseev pour cons-
truire un systeéme intégrable sur . lorsque le groupe G est GL(N) et que
la surface S est une sphere piquée (g = 0 et n > 3). Il existe d’autres cons-
tructions de structures de Poisson et de systémes intégrables sur I’espace de
modules .#, proposées en particulier par Huebschmann [23, 22], Goldman
[20, 19], Jeffrey et Weitsman [24]. Nous ne détaillons pas ces travaux qui
sont totalement indépendants des techniques que nous développons ici.

L’application de transfert 7, définie par Alekseev sur G™, prenant
ses valeurs dans ’algébre des matrices polynomiales, nous avons souhaité
tirer profit des nombreux travaux suscités par I’étude de ’algébre de Lie
g = gl(N)(AY) (de dimension infinie), appelée algebre de lacets. En
particulier il existe plusieurs constructions de structures de Poisson sur
g. Les plus classiques sont les bidérivations de Poisson linéaires (voir par
exemples [4, 37, 13]), souvent liées & la décomposition de g en somme
directe des sous-algebres de Lie gl(N)[A] et gl(N)[[A~!]]. Dans [21], Har-
nad et Hurtubise présentent également des bidérivations quadratiques sur
I’algebre de lacets, analogues, pour une algebre associative, du crochet de
Sklyanin d’un groupe de Lie. Il semble cependant que certaines d’entre
elles ne satisfassent pas 'identité de Jacobi.

Par ailleurs, on connait depuis les années 1979-80 ([4, 5, 37]) le rdle
fondamental de 'algebre de lacets g dans I’étude de nombreux systemes
intégrables et plus particulierement de systemes algébriquement compleéte-
ment intégrables. Considérons par exemple le champ Hamiltonien défini
sur 'espace de modules .# par la fonction tr X (a), pour un a fixé dans C.
Il est donné par I’équation de Lax & parametre

Toroy + T = Tu), YO, o ¥(N) = @ g

Pour une telle équation, les fonctions tr7*()\) forment clairement une
famille de constantes du mouvement. Ainsi la courbe spectrale

Iry = {(\ p) € C*| det(uId —Ta () = 0}
est préservée par le flot de (1.1). Notons
Ay, = {X(\) € §|det(u1d =X () = det(u1d ~Tas (\))} .

Si I'r,, n’est pas singuliere, on construit une application de Ar,, dans
I’espace des diviseurs de la compactification de I'r,,. Il existe alors un
critere donnant une condition nécessaire et suffisante pour que cette appli-
cation transforme le flot défini par (1.1) en un flot linéaire sur la Jacobienne
de I’ T+
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Revenons a la forme précise de notre équation de Lax a parametre
(1.1). Elle est similaire & celles étudiées par Beauville en 1990 :

X, X (@]

Via ¢ X()\) = c(a) Y.

(1.2)
Dans [13], Pauteur montre que les champs Hamiltoniens (1.2) pour a € C
et k € N, fournissent un systeme algébriquement complétement intégrable
sur le quotient g, /G, ou g, est le sous-espace de g constitué des matrices
polynomiales de degré au plus n. Il considére pour cela une famille de
structures de Poisson linéaires sur g. La famille de fonctions en involution
est celle des fonctions tr X*(a), k € N,a € C.

Le coefficient ¢(a) qui apparait dans I’équation (1.2) dépend unique-
ment de a, contrairement au coefficient 2\ dans (1.1) qui dépend de A.
Nous modifions donc légérement I’application de transfert 7 en .7

T G" — gn
M= (M, My) — Tar(N) = (\My +1d) ... (AM,, + 1d).

Les champs Hamiltoniens associés aux fonctions tr.7%(a), k € N, a € C
sur . sont alors exactement donnés par

[Tae (), T (a)]

Xtrgk(a) : ﬁM(A) = 2ka N 5

(1.3)

ce qui rentre dans le cadre des champs Hamiltoniens étudiés par Beauville.

Malheureusement, ni 7, ni 7 ne sont des applications de Poisson pour
aucune des structures de Poisson linéaires connues sur g,. Existe-t-il une
structure de Poisson sur g, telle que 7 soit un morphisme de Poisson de
G™ dans g, 7

Notre construction

L’aspect quadratique du crochet de Poisson sur ’espace de modules .#
nous incite a regarder des structures de Poisson quadratiques sur g. Nous
suivons pour cela le modele présenté par Li et Parmentier dans [28], avec
les r-matrices introduites par Reyman et Semenov-Tian-Shansky dans [37],
pour tout entier [ € Z :

R:gNerxlgA] — @ Ri: g —@
PO +A71Q(A ) = PO =A"1Q(A ) X(A) = ROLX (V).

Nous construisons ainsi une hiérarchie ({-, -}IQ)lez de structures quadra-
tiques sur g, données pour tout [ € Z, par la formule
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(X, VX Ri(XVg(X) + Vg(X) X)),
—([X, Vg(X)|R(XV f(X) + VF(X)X)) ).

DN | =

{f.9}7 (X) =

Ces bidérivations ne sont a priori pas toutes des structures de Poisson.
Elles ont cependant des propriétés similaires aux bidérivations de Poisson
linéaires construites avec les mémes r-matrices. En particulier, les fonctions
adg-invariantes sont en involution et les champs Hamiltoniens sont donnés
précisement, pour k € N, a € C, [ € Z, par

(X, XH(@)]

X% 0 X(\) = 2kd’
X(N) a -

tr TF (a)
Pour [ = 1, c’est exactement le champ Hamiltonien que devrait donner une
structure de Poisson sur g, telle que I'application de transfert .7 soit un
morphisme de Poisson. Par ailleurs, nous montrons que seules deux de ces
bidérivations se restreignent a des champs de bivecteurs sur g, : {-, }(? et
{, }? Exprimées dans le formalisme tensoriel que nous détaillons dans
le chapitre 3, ces bidérivations s’écrivent

(X0 X} = 721X () @ X ().t
(X0 ¢ X0} = LX) X (0.0

+:\\;Z((Id RX (1) to (X(N\) @ 1d) — (X () @ Id)to(Id ®X (n)) ) -

Parmi elles, seule {-, }OQ est une structure de Poisson. Malheureusement,
la bidérivation {-, }? ne satisfait pas I'identité de Jacobi.

Cependant, il existe sur G™ un champ de bivecteurs {-,-}, qui est en-
voyé sur {-, }? par I'application de transfert .7. Ce champ de bivecteurs,
construit par Alekseev, Kosmann-Schwarzbach et Meinrenken dans [8] en
2002, est un exemple de ce qu’ils appellent une structure de quasi-Poisson.
Par définition, une G-variété de quasi-Poisson M est une variété lisse M
sur laquelle agit un groupe de Lie G, et équipée d’un champ de bivecteurs
G-invariant {-, -}, satisfaisant, & la place de I'identité de Jacobi,

{f1:{f2; f3}} + On,2,3= 20um[f1, fo, f3l,

ou ¢ est le trivecteur de Cartan de lalgebre de Lie de G et ¢j; son ima-
ge dans X3(M) par l'action de G sur M. Techniquement moins contrai-
gnantes, les structures de quasi-Poisson offrent les mémes possibilités que
les structures de Poisson : les notions de champs Hamiltoniens, fonctions de
Casimir, fonctions en involution, morphismes, sous-variétés, ... sont définies
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de maniere similaire, méme si les résultats associés doivent étre adaptés
avec précautions.

Historiquement, les bidérivations de quasi-Poisson ont été introduites
pour des variétés du type de notre espace de modules # = 75/¥, cons-
truit a partir d’espaces de dimension infinie. Comme nous le suggérions
précédemment, en évoquant les travaux de Fock et Rosly, puis d’Alekseev,
la construction d’une structure de Poisson sur .# nécessite souvent un
choix de r-matrices, méme si la bidérivation obtenue au quotient ne semble
pas dépendre de ce choix. Les structures de quasi-Poisson apparaissent
alors comme une technique plus naturelle de construction de structure de
Poisson. Elles ont en effet de bonnes propriétés de réduction, permettant
d’obtenir une véritable structure de Poisson lorsque l'on quotiente par
laction du groupe. En particulier, la structure de Poisson obtenue sur
Iespace de modules .#Z par réduction Hamiltonienne de la bidérivation de
quasi-Poisson {-, -}, naturelle sur G™ coincide exactement avec la structure
de Poisson connue sur .#Z = G"J/G.

Dans [8], les auteurs présentent entre autre un processus appelé “fu-
sion” permettant de jouer avec différentes actions de groupe pour cons-
truire une structure de quasi-Poisson sur une variété. Afin d’utiliser cette
technique, nous décomposons la bidérivation {,}i2 en deux termes :

{7}? = {'7'}a+{'7'}s’ ou

A+
(XN X(w}, = E[X()\) ® X (1), to)-
Nous montrons d’abord que {-,-}, est une bidérivation de quasi-Poisson
de F(g) relativement & Paction

GxGx§—§

— 1.4
(91,92, X) — 1 X g5 " (1.4)

{, }? est alors le résultat de la fusion de l'action (1.4) sur g.
Pour les bidérivations de quasi-Poisson {-,-}, et {-, }?, I’application
de transfert

T @) = ()
M= (M, - ,M,)— TN =AM +1d)...(AM, +1d).
est donc un morphisme de quasi-Poisson. Nous adaptons alors au contexte
quasi-Poisson un théoréme de réduction de Pedroni et Vanhaecke ([33]) :

sous une condition de tangence relativement simple, le quotient N/G ou
N est une sous-variété G-stable de M hérite d’une véritable structure de



1 Introduction 9

Poisson. Nous montrons ainsi que la bidérivation de quasi-Poisson {-, }?
induit une structure de Poisson sur le quotient € /G, ot € est la sous-
variété G-stable de g,

€ = {IdA" + \Y(A) +1d € g, | Y(A) € fns} -

On a alors le diagramme suivant, ou 'application de transfert J est un
morphisme de Poisson

o —Z

€

arja 2 ¢)a

Qu’en est-il du systeme intégrable ? Nous montrons que le systeme Hamil-
tonien (tr X*(a))rez.acc sur €/G, équipé de la structure de Poisson is-
sue de notre structure de quasi-Poisson quadratique {-, }?7 est encore un
systeme intégrable. Par ailleurs nous montrons que ’application de trans-
fert .7 induit un différomorphisme local sur un ouvert dense de .#. Ceci
nous permet enfin de montrer que la famille de fonctions (tr 7% (a))k,nn,aec
constitue un systéme intégrable sur ..

Notre plan

Comme son nom l'indique le chapitre 2 est consacré a des rappels. C’est
d’abord 'occasion de définir les notations utilisées concernant I’action d’un
groupe de Lie sur une variété et les variétés de Poisson. Puis nous détaillons
les constructions de structures de Poisson linéaires, quadratiques et cu-
biques présentées par Parmentier et Li dans [28]. Dans cette partie, nous
redémontrons certains résultats que nous serons amenés a adapter par la
suite au contexte de 'algebre de lacets g. La fin du chapitre 2 est con-
sacré a ce qu’on a appelé le formalisme tensoriel. 11 s’agit d’une écriture,
couramment utilisée pour exprimer une structure de Poisson sur gl(V).

Dans le chapitre 3, nous commengons par décrire rigoureusement le
formalisme tensoriel pour I’algébre de lacets g = gl(IV)(A™1)). Ce forma-
lisme sera utilisé dans toute la suite de la theése. Apres un bref apergu des
structures de Poisson linéaires sur g, nous développons la construction de
structures de Poisson quadratiques sur le modele présenté précédemment.
En particulier, nous montrons que seules {-, }32 et {-, }? se restreignent
& g, (proposition 3.13) et que parmi elles, seule {-, }f)2 est une structure
de Poisson (proposition 3.12). Dans la derniere partie de ce chapitre, nous
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observons comment quelques champs de vecteurs sur g relient en un réseau
toutes les bidérivations ainsi construites sur g.

Dans tout ce travail sur l'algebre de lacets une grande part a été
d’adapter des constructions valables pour une algebre de Lie de dimension
finie a l'algebre de lacets dont la dimension est infinie. Les équivalences
entre certaines notions en dimenion finie n’existent plus dans ce contexte.
La structure graduée de g est alors un outil essentiel qui nous a permis
de déterminer les définitions a considérer : formes linéaires, fonctions, en-
domorphismes, multivecteurs, bidérivations ... Si la donnée d’un groupe
de Lie est sous-jacente a celle d’'une algebre de Lie en dimension finie, il
n’en est pas de méme pour l'algebre de lacets. Le caractere associatif de
g = gl(N) a permis de pallier & une partie de ces problémes.

Dans le chapitre 4, nous présentons les variétés de quasi-Poisson
telles qu’elles sont définies dans [8]. Parallélement, nous montrons que la
bidérivation {-, }? de F(g) est une bidérivation de quasi-Poisson (propos-
tion 4.6 et théoreme 4.15). La compréhension de cette structure nous a
entre autre permis de formaliser notre construction dans le contexte plus
général d’'une décomposition g = np ¢ h @ n_ de l'algebre de Lie d’une
algebre associative. Ce résultat est détaillé a la fin de ce chapitre (théoreme
4.20). En application, nous trouvons une alternative a la constrution de la
structure quadratique d’Adler pour le réseau de Toda classique.

Dans le chapitre 5, nous énoncons et démontrons notre résultat con-
cernant la réduction de structure de quasi-Poisson (théoréme 5.3). A
titre d’exemple, nous reprenons la structure de quasi-Poisson de G™29,
présentée dans [8], afin de lui appliquer la réduction et obtenir ainsi la
structure de Poisson sur I'espace de modules .# = G""29 /. Le deuxiéme
exemple est celui du quotient /G ol ¥ est le sous-ensemble de g stable
par conjugaison € := {Id A" + A\Y(A\) +1d € g, | Y(A) € gn—2}-

Enfin, le chapitre 6 est consacré a la partie systeme intégrable de notre
travail. Dans un premier temps nous rappelons brievement ce qu’est un
systeme intégrable. Nous présentons ensuite rapidement le résultat de
Beauville sur I’algebre de lacets. Les deux parties suivantes sont consacrées,
I'une au caractere involutif de la famille de fonctions (tr 7% (a))ken.acc,
l'autre au décompte des fonctions indépendantes dans cette famille.

Encore des questions ...

Avant de clore cette introduction, mentionnons ici quelques questions
soulevées par notre travail.

Tout d’abord, & travers toute notre étude sur ’espace de modules .#,
nous nous sommes contentés d’une surface de genre nul (g = 0). La ques-
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tion de construire un tel systéme intégrable sur I'’espace de modules d’une
surface de genre non nul se pose aussi.

Deuxiemement, nous avons également limité notre étude au cas du
groupe de Lie G = GL(N). Cela nous a permis de travailler sur son algebre
de Lie gl(N) qui est associative. Que pourrions nous faire avec un autre
choix du groupe de Lie ?

Enfin, concernant la construction de structure de quasi-Poisson, il pour-
rait étre intéressant de se placer dans le contexte d’autres exemples clas-
siques d’algebre associative.






2

Rappels et notations

L’objet de ce premier chapitre est d’exposer quelques préliminaires a notre
travail. Dans un premier temps, nous rappelons les notions d’action d’un
groupe de Lie sur une variété et de variété de Poisson. Nous présentons
ensuite des constructions classiques de structures de Poisson polynomiales
(linéaires, quadratiques et cubiques) sur ’algébre de Lie d’une algebre asso-
ciative, a I'aide de r-matrices. Ce paragraphe, inspiré par Li et Parmentier
(voir [28]) sera appliqué, dans le chapitre suivant, dans le cas particulier de
I’algebre de lacets. Enfin, nous concluons ce chapitre avec une description
rigoureuse du formalisme tensoriel trés souvent utilisé en dimension finie.
Nous verrons, également dans le chapitre 3, les précautions nécesssaires
pour 'adapter au cas de ’algebre de lacets g.

2.1 Action d’un groupe de Lie sur une variété

Soit M une variété lisse (les variétés que nous considérons sont des variétés
lisses, réelles ou complexes) et H un groupe de Lie d’élément neutre e et
d’algebre de Lie . Une action a gauche de H sur M est une application
lisse
p: HxM — M
(h,m) +— h-m = pm(h) = pn(m)

vérifiant :

(i) ¥Ym € M, e-m=m,
(ZZ) Yhi,ho € H, VYm € M, hl-(h2~m)=h1h2~m.
On dit alors que M est une H-variété. Pour tout point m de M, 'applica-

tion p,, : H — M induit une application sur les espaces tangents
dpm(h) : ThH — Tp.m M. En particulier, lorsque h est 1’élément neutre
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e du groupe de Lie H, T, H est 1'algebre de Lie hh de H. Pour tout x dans
b, la différentielle associe donc & tout point m de M, un vecteur dp,,(e)x
de T,,M. Le champ de vecteurs sur M ainsi défini est appelé champ de
vecteurs fondamental associé a x par 'action p. Notons-le z. Il représente
Iaction infinitésimale de l'algebre de Lie g sur la variété M. Le champ de
vecteurs z est donné, pour f € C>°(M) et m un point de M, par

z[fiim) = — flexp(tx) - m).

L’action infinitésimale satisfait a 'identité :

Vz,y €, [z,y] = [z,y].

Une fonction f sur M est dite H-invariante si pour tout h dans H et m
dans M, f(h-m) = f(m). Si f est une fonction H-invariante sur M et
x €h,onazxf]=0sur M.

Définissons le carré tensoriel de I'algebre de Lie b : h ® b est le quotient
de lespace vectoriel engendré par les couples (z,y) € h x b et quotienté
par les relations, pour tous z,y,z € h et a € C,

L (z+y,2) = (z,2) + (y,2),

2. (z,y+2) = (x,y) + (2, 2)

3. (az,y) = (x,ay).
Les éléments de b ® b sont appelés 2-tenseurs. La classe du couple (z,y)
dans h ® b est notée z ®y. Le symétrique de x ®y est y @ x. Les bivecteurs
de b sont les 2-tenseurs antisymétriques : tAy = 2 ®@y—y®@x. De la méme
maniere, les 3-tenseurs sont les éléments du produit tensoriel hRh®h et les
trivecteurs sont les 3-tenseurs alternés. Lorsque le groupe de Lie H agit sur
la variété lisse M, on étend la notion de champ de vecteurs fondamental
aux multivecteurs par t Ay =z Ayet c AyAz=xAyAz.

Considérons le cas out H opere sur M = H lui méme. Il existe sur H

deux actions & gauche naturelles : la translation a gauche

L:HxM —M
(h,m) — hm

et la translation a droite

R:HxM —M
(h,m) —— mh~1.

Nous notons, pour z un élément de h, T le champ de vecteurs fondamental
associé & x par la translation & gauche et — le champ de vecteurs fon-
damental associé a = par la translation a droite. Cela permet de réserver
la notation z pour 'action de conjugaison de H sur lui-méme
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C.-HxM —M
(h,m) +—— hmh~1.

Cette troisieme action est la composition des deux précédentes. Pour z
un vecteur dans B, le champ de vecteurs fondamental associé a x par la
. . <« — . N N .
conjugaison est x = = — . Les translations a gauche et a droite commu-
tent : pour tout hy,he dans H et m dans M = H, on a Ly, (Rp,(m)) =
himhy ' = Ry, (Lp, (m)). Elles commutent donc aussi infinitésimalement :

Vr,y €5, [z, 7] =0.
On prendra garde, pour tous z,y € b, a ’égalité
[?77] = [7?7 77} = *[Zli,y].

Ces mémes actions apparaissent également avec les mémes propriétés
lorsque la variété différentielle M est l'algebre de Lie b elle-méme ou
une algebre de Lie dont b est une sous-algebre de Lie. C’est la situation
que nous allons rencontrer dans ce travail. G = GL(N) agit par trans-
lation a gauche, translation a droite et conjugaison sur l'algebre de Lie
g = gl(N)(A\™1)) des matrices de polynoémes de Laurent en A~!. Nous no-
tons comme précédemment les champs de vecteurs fondamentaux associés
a un éléments x de g = gl(N) pour ces trois actions. Pour z un vecteur dans
g et X un point de g, les actions infinitésimales de g sur g sont données
par

7(X) =zX, ~-7(X) = —Xu, z(X) = [z, X].

Plus généralement, ’algebre g agit sur elle-méme de maniére infinitésimale
par translation a droite, translation a gauche et action adjointe. Bien que
les champs de vecteurs ainsi définis ne soient pas les champs de vecteurs
fondamentaux associés & x par des actions d’'un groupe de Lie sur g, nous
les notons & nouveau 7, 7 et z (le groupe de lacets G, qui est de dimension
infini, n’a malheureusement pas de structure de groupe de Lie évidente).
Plagons ici un lemme qui servira dans le chapitre 4 pour montrer qu’un
certain champ de bivecteurs est multiplicatif. Soit ¢ une application lisse
entre deux variétés différentielles ¢ : M — N. Nous dirons que deux
champs de vecteurs V € X'(M) et W € X1 (N) sont ¢-reliés si on a

Ym e M, dp(m)V(m) = W(p(m)).

On note alors ¢,V = W. On utilisera la méme notation dans le cas de
deux champs de p-vecteurs P € XP(M),Q € XP(N).

Lemme 2.1. Soit i l’algébre de Lie d’une algebre associative de dimension
finie et p la multiplication dans §. Si v est un champ de vecteurs sur b,
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notons v' le champ de vecteurs sur h @ b dont les composantes sont v
sur la i-éme et 0 sur lautre. Alors les images des champs de vecteurs
infinitésimaux associés aur actions de translation & gauche et a droite
dans § satisfont a :

p(Th) ="
veeh (@) = p(T)
(T =7

Démonstration. Soient (a,b) un élément de h x b et x un vecteur dans
h. Alors 7''(a,b) = (az,0) et p.(x')(a,b) = du(a,b)7(a,b) = axb.
Tandis que 7 (a,b) = (za,0) et (7 ') (a,b) = du(a,b)z (a,b) = zab =
T (a,b). O

Revenons au cas général ot un groupe de Lie H agit sur une variété lisse et
connexe M quelconque. On parle d’une action réguliére si ’ensemble M /H
des orbites de cette action possede une structure de variété différentiable
telle que la projection canonique de M sur M/H soit une submersion
surjective. Sil’action est réguliere, ses orbites sont des sous-variétés fermées
de M, toutes de méme dimension. En pratique, les actions que nous allons
rencontrer ne sont pas toutes régulieres. Nous ne travaillerons en général
que sur la partie lisse du quotient M/H.

2.2 Variétés de Poisson

La notion de variété de Poisson, connue depuis Lie et popularisée plus
récemment par Lichnerowicz [29] et Weinstein [42], est une généralisation
des variétés symplectiques.

Une variété symplectique est un couple (M,w) ol M est une variété
lisse (réelle ou complexe) et w est une 2-forme différentielle fermée non
dégénérée. Si h est une fonction lisse sur M, la forme symplectique w
permet de lui associer un champ de vecteurs, appelé champ Hamiltonien
associé & h, noté X}, et défini par

VeeM, VY eT,M,  wy(Y,X,(x))=dh(z)Y.

Pour f et g deux fonctions lisses sur M, on définit leur crochet {f, g} en
posant :

{f,9} = w(Xy, Xy).
Cette formule définit une structure de Lie sur l'algebre de fonctions

Co(M).
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Un crochet de Poisson sur une variété lisse M (réelle ou complexe)
est une structure d’algebre de Lie sur 'algebre associative des fonctions
lisses sur M, les structures d’algebre associative et d’algebre de Lie étant
liées par la régle de Leibniz : {f,gh} = {f,g}h + g{f,h}. M munie du
champ de bivecteurs P est alors une wvariété de Poisson. En termes de
bidérivation I'identité de Jacobi s’écrit & 1’aide du crochet de Schouten':
{-.-}.{,-}]lg = 0. A une fonction lisse h sur M, on associe un champ de
vecteurs sur M, X}, appelé a nouveau champ Hamiltonien X}, de h. Il est
défini par la formule

Xnlf] ={f,h}.

Une fonction f sur M est appelée fonction de Casimir de M si son champ
Hamiltonien pour la structure de Poisson considérée sur M est nul. On a
les égalités suivantes :

{f:9} = Xlf]
Xp=—M11.fls

et, en utilisant 1'identité de Jacobi de la structure de Poisson {-,-} on a
(X, Xg] = = X9y

Ainsi, I'espace Cas(M) des fonctions de Casimir d’une variété de Poisson M
est un idéal de l'algébre de Lie (F(M),{-,-}). Deux fonctions f et g dans
F(M) sont dites en involution si leur crochet s’annule : {f,g} = 0. Les
champs Hamiltoniens de deux telles fonctions commutent : [Xf, Xy] = 0.

Soient (M, {-,-},,) et (N,{-,-} ) deux variétés de Poisson et ¢ : M —
N une application lisse. On dira que ¢ est un morphisme de Poisson si
son tiré-en-arriere ¢* : F(N) — F(M) est un morphisme de Lie pour
les crochets {-,-}5 et {-,-},,- En d’autres termes, ¢ est un morphisme
de Poisson de M dans N si {-,-},, et {-,-}5 sont p-reliés : p.{-,-},;, =
{' ) '}N'

Une sous-variété N d’une variété de Poisson M est une sous-variété
de Poisson de M si elle admet une structure de Poisson pour laquelle
Iinclusion ¢ : N — M est un morphisme de Poisson. Si une telle structure

! Rappellons brievement les régles de calcul avec le crochet de Schouten : soient
a, 3,7 des champs de polyvecteurs de M, f € F(M) et V € X'(M). Alors
la, flg =ty et [V, a]lg = Lya. De plus

@ Bl = ~(=)I 70077 [5, 0]
[057/6/\’7/]5' = ﬁ /\ [OL7’}’]S + (_1)(‘0471)‘7' [O‘a/g}s /\’Y (21)
(_1)(\a\—1)(lv|—1) [a, [577]5]5 + Oa,p,4=0.
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de Poisson existe sur IV, elle est clairement unique. La proposition suivante
caractérise les sous-variétés d’'une variété de Poisson qui sont des sous-
variétés de Poisson.

Proposition 2.2. Soit (M, {-,-}) une variéte de Poisson et N une sous-
variété de M. Il existe une structure de Poisson {-,-},, pour laquelle N
est une sous-variété de Poisson de M si et seulement si la restriction de
tout champ de vecteurs Hamiltonien de M a N est tangente a N :

Vf,ge F(M) : got=0 = {f,9} =0.

Pour une variété holomorphe, la caractérisation se fait sur un voisinage
ouvert de chaque point de la sous-variété.

Soit (M,{-,-}) une variété de Poisson. Le rang rg,, {-,-} de la struc-
ture de Poisson en un point m de M est la dimension du sous-espace
Ham, (M) := {Xf(x), f € F(M)}. Le rang de la structure de Poisson sur
M est rg{-,-} = max{rg,, {-, -} |m € M}. La distribution

Ham(M) := {X;, f € F(M)}

définie par les champs Hamiltoniens est intégrable dans le sens ol pour
tout point m de M, il existe une sous-variété S de M qui contient m et
telle que pour tout z € S, T,S = Ham, (M) = {Xf(x), f € F(M)}. Le
feuilletage qui en résulte est appelé feuilletage symplectique de M. Chaque
feuille de ce feuilletage possede une structure symplectique unique telle
que son immersion canonique dans M soit un morphisme de Poisson.

Enfin, soit M une variété différentielle et {-,-},, {-, }, deux struc-
tures de Poisson sur M. On dit que ces deux structures de Poisson sur
M sont compatibles si toute combinaison linéaire a {-,-}; + b{-,-}, est
une structure de Poisson sur M. En termes de crochet de Schouten, les
structures de Poisson {-,-}, et {-,-}, sont compatibles si et seulement
si [{-,-}1,{s}2]g = 0. Notons en particulier que lorsque {-,-}, est la
dérivée de Lie de {-,-}; dans la direction d’'un champ de vecteurs V :
Ly{,}; = {,}g st {-,-}; et {-,-}, sont deux structures de Poisson,
I'identité de Jacobi graduée du crochet de Schouten implique qu’elles sont
compatibles.

2.2.1 Exemple d’une algéebre de Lie

Un exemple tres classique de variété de Poisson est donné par 1'espace dual
d’une algebre de Lie. Nous allons reprendre brievement cette construction
puisqu’elle est essentielle dans le cadre des systemes intégrables et tout
particulierement dans la suite de ce travail. Soit h une algebre de Lie
de dimension finie, h* son espace dual et F(h*) 'espace des fonctions
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polynomiales sur h*. Par la regle de Leibniz, un crochet de Poisson sur
F(b*) est completement déterminé par ces valeurs sur le sous-espace des
fonctions linéaires h C F(h*). Pour x, y dans b, posons

veeb, {ayh (€)= (&l yl).

L’identité de Jacobi pour le crochet ainsi défini se déduit directement de
I’identité de Jacobi pour la structure de Lie de h. On a donc défini une
structure de Poisson sur 'espace F(h*). h étant de dimension finie, F(h*)
est dense dans I’espace C*°(h*) des fonctions lisses sur h*, cette structure
s’étend donc naturellement aux fontions lisses. Explicitement, on a

Vipr, 02 €CF(07), Vb, {p1,02} (§) = (& [dpi(£),dea(E)])

ou 'on identifie canoniquement 1’élément dy;(£) de h** & un élément dans
h. Les propriétés de la structures de Poisson du dual d’une algebre de
Lie sont lides & l'action coadjointe ad® de g sur g*. En effet, si ¢ est une
fonction lisse sur h*, ’équation Hamiltonienne de mouvement associé a ¢
pour le crochet de Poisson {-,-} est donnée par :

€= —adjy ¢

En particulier, les fonctions de Casimir pour {-,-} sont les fonctions ad*-
invariantes de h*, celles-ci étant caractérisées par la propriété :

Les feuilles symplectiques du crochet {-, -} coincident avec les orbites coad-
jointes dans h*.

Ezemple 2.3. Considérons, le cas particulier de 'algebre des matrices g =
gl(N). Son dual s’identifie & g via la forme bilinéaire symétrique et non
dégénérée

(x]y) = tray.
(-]-) est de plus ad-invariante dans le sens ou, pour tous z,y,z € g, on a
(x| [y, 2]) = {[z,y] |2). Le crochet de Lie de g permet donc de définir une
structure de Poisson sur g par :

V1,02 € Fg), Vxe€ag, {e1, 92} (z) = tr(z [dp1(z), dpa()]).

Les actions adjointes et coadjointes coincident et les orbites coadjointes
sont les classes de conjugaison. Les fonctions de Casimir de cette bidériva-
tion sont donc les invariants spectraux des matrices et pour toute fonction
lisse ¢ sur g, I’équation Hamiltonienne associée a ¢ pour le crochet de
Poisson {-,-} s’écrit
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& = [dp(x), 2]

En particulier, les flots Hamiltoniens préservent les invariants spectraux
des matrices.

Plus généralement, soit h une algebre de Lie, de dimension finie, équipée
d’une forme bilinéaire symétrique ad-invariante non dégénérée (-|-). Pour
une fonction lisse f sur b le gradient est I'unique élément de b qui vérifie :

Wb (V@)= g St =iy

Le crochet de Lie de b induit une structure de Poisson sur h donnée par

Vfi.f2€ F(b), Vxeb,  {f1,fo} (@)= (2| [V[i(z),Vfa(z)]).

Les fonctions de Casimir de cette bidérivation sont les fonctions ad-
invariantes, caractérisées par : Vo € b, [V f(x),z] = 0. Nous verrons dans
la section 2.4 comment construire d’autres structures de Poisson sur une
algebre de Lie.

2.3 r-matrices et équation de Yang-Baxter modifiée

Nous rappellons brievement dans ce paragraphe la notion de r-matrice.
On pourra consulter Semenov-Thian-Shansky [38] pour davantage de
précisions sur le sujet. Soit h une algébre de Lie (éventuellement de di-
mension infinie). Un endomorphisme (en tant qu’espace vectoriel) R dans
b est appelé r-matrice (classique), si I'opérateur

el = 5([Re,] + [+, Ry)

satisfait & l'identié de Jacobi. On notera hp 'algebre de Lie (b, |-, ]r). La
structure de Lie ainsi définie sur h donne une structure de Poisson sur son
dual h* lorsque b est de dimension finie, que 'on appelle R-crochet.
Citons un cas particulier essentiel de r-matrices, donné par les solutions
de I'équation de Yang-Baxter. Pour R un endomorphisme de f, on définit
I'opérateur B € Hom(A%h, ) en posant pour tout couple (x,%) dans b :

BR(xay) = [vaRy} - R([Rxay] + [vay])

L’identité de Jacobi : Va,y,z € b, [[z,y]z,2],+ O= 0 pour le crochet
[, ]r équivaut, pour Bg, & Uidentité : Va,y,z € b, [Br(z,y), 2]+ O= 0.
On dira que R est solution de 1’équation de Yang-Bazter modifiée (mYBe)
8’il existe une constante complexe c telle que
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anil/ € h7 BR(m7y) =—C [x,y] . (mYBe)

En particulier, si ¢ = 0 on dira que R est solution de 1’équation de Yang-
Baazter classique (cYBe). Ainsi, pour toutes solutions R de 1’équation de
Yang-Baxter (classique ou modifiée), le crochet [, -] g satisfait & I'identité
de Jacobi.

Ezxemple 2./4. Supposons que 'algebre de Lie h se décompose en une somme
de deux sous-algebres de Lie h = h @ h_. Soient P et P_ les projections
associées a cette décomposition et

R = P+ - P,.
R est une solution de I’équation de Yang-Baxter modifiée et le crochet de
Lie [, -]r est donné par
[xay]R = [x+,y+] - [x,,y,] :

Définition 2.5. Une application T" de h dans lui méme est appelé en-
trelacement linéaire si c’est un endomorphisme de b satisfaisant a :

Ve,yeh,  T(zy]) = [T(2),y] = [, T(y)].

Lemme 2.6. [37] Si R est une r-matrice sur l’algébre de Lie b et T un
entrelacement linéaire alors la composée R oT est encore une r-matrice

de .

Démonstration. On remarque simplement que Bror(x,y) = Br(Tz,Ty)
et donc [Br(Tx,Ty), Tz + O= 0 implique T [Bror(z,y), 2] + O= 0, d’ou
le résultat lorsque T est inversible. Quand 1" n’est pas inversible, on obtient
le résultat en remplagant T par T 4+ o 1d :

(T + ald) [Br(Tz 4+ az, Ty + ay),z] + O=0

Ce polyndme en « est toujours nul. Développons-le afin d’écrire que chacun

de ses coefficients est égal a zéro :

0= (T+ald) [Br(Tz + az, Ty + ay), z] + O
= o’([Br(z,y), 2]+ O)

+a?([Br(Tx,y) + Br(z, Ty), z] + T([Br(2,y), 2])+ O)
+a([Br(Tx,Ty), 2] + T [Br(Tx,y) + Br(z, Ty), 2] + O)
+T [Br(Tz,Ty), 2]+ O

On en déduit donc :
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[Br(z,y),2]+ O=0
[Br(Tz,y) + Br(z,Ty), 2| + T([Br(z,y), 2])+ O=0
[Br(Tz,Ty), 2] + T |Br(Tx,y) + Br(z,Ty), 2] + O=0
T [Br(Tz,Ty), 2]+ O=0

Enfin, injectons la premiere ligne dans la seconde puis la seconde dans la
troisieme, il reste :
[Br(Tx,Ty),z]+ O= 0,

d’ou le résultat. O

Remarque 2.7. On sera attentif au fait que si R est une solution de
I’équation de Yang-Baxter modifiée et T" un entrelacement linéaire, RoT est
certe une r-matrice, mais pas forcément une nouvelle solution de I’équation
de Yang-Baxter modifiée. C’est d’ailleurs de cette manieére que vont appa-
raitre dans les chapitres qui suivent des structures de quasi-Poisson. Pour
I’équation de Yang-Baxter classique, la situation est un peu plus simple
puisque si R est solution de la ¢YBe, alors RoT est également solution de
la cYBe.

2.4 Structures de Poisson polynomiales sur une
algebre de Lie

Dans cette partie, nous rappelons les constructions de structures de Pois-
son présentées dans [28]. Dans leur article, Parmentier et Li décrivent des
structures de Poisson linéaires, quadratiques et cubiques sur ’algebre de
Lie d’une algebre associative.

Soit h une algebre de Lie de dimension finie munie d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée et ad-invariante (-|-) qui permet
d’identifier h* a h. Une structure de Poisson sur h sera dite linéaire si
le crochet de deux fonctions linéaires sur h est une fonction linéaire sur §.
De méme, lorsque h est associative, on dira qu’une structure de Poisson sur
b est quadratique (resp. cubique) si le crochet de deux fonctions linéaires
sur b est une fonction quadratique (resp. cubique) sur b.

Enfin, la forme bilinéaire symétrique non dégénérée (-|-) sur h permet
de définir, pour chaque endomorphisme R de h son adjoint R* par

Vr,yeh,  (z|R(y) = (R*(z)[y).

Nous utiliserons les parties symétrique et antisymétrique de R vis a vis de

(1)
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2.4.1 Crochet linéaire associé a une r-matrice

L’identification de h a son espace dual par la forme bilinéaire non-dégénérée
(-]-) fournit une structure de Poisson linéaire naturelle sur ), donnée par

{f:9} (2) = (| [V[(z), Vg(2)])

et pour laquelle les fonctions de Casimir sont les fonctions ad-invariantes.
Soit R une r-matrice de h. Le R-crochet associé a R sur h* devient
également un crochet de Poisson sur b :

1, 9¥ (@) = 5 (@] [RY (2), Vg(@)] + [V (&), R g(a)]).

On a alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 2.8. Les fonctions ad-invariantes sur b sont en involution
. .o, L . .

pour le crochet de Poisson linéaire {-, -} et si g est une fonction ad-

imwvariante, le champ Hamiltonien associ€é a la fonction g est donné par

l’équation de Lazx :
1

=5 [R(Vy(2)), 2]
Démonstration. En effet, une fonction g sur h est ad-invariante, si et seule-
ment si pour tout élément x de b, on a [Vg(z),z] = 0. Le crochet d’une
foncticL)n ad-invariante et d’une fonction quelconque est donc donné par
{f,g¥5 (@) = Ll [VF(2), ROVg@)]) = L (2, V()] [R(Vg(x))), doi

I’équation de Lax. Si de plus, f est une fonction ad-invariante, alors
L
{f7 g}R = 0 O

Remarque 2.9. La propriété d’involution des fonctions ad-invariantes s’in-
terpréte géométriquement de la fagon suivante : les flots des champs Hamil-
toniens associés aux fonctions ad-invariantes sont contenus dans l'intersec-
tion des orbites coadjointes de h et celles de hg.

Remarque 2.10. Lorsque l'algebre de Lie h est une algebre de matrices,
les fonctions définies par la trace (z + tra*)yey définissent une famille
de fonctions ad-invariantes sur h. Elles sont donc en involution. Ainsi,
vk, j, {tr a9 tr xk}é = 0. Les champs Hamiltoniens correspondants sont
les X[ (z) = £ [R(zF71), z].

Remarque 2.11. Si R est une r-matrice et T un entrelacement linéaire
symétrique de b, en notant encore 1" le champ de vecteurs défini par
Péquation X = T'(X), les crochets de Poisson {-,-}% et {-,-} 5 sont reliés

par la formule : . .
{. , '}RT =—Lr { , '}R .
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En effet, faisons le calcul avec des fonctions f et g linéaires sur b, de telle
sorte que leurs gradients V f et Vg sont constants. On a pour tout x dans
h, Lrf(x) = f(T(x)) et V(Lrf)(z) = T(VS) (en utilisant le fait que T'
est symétrique et T linéaire :

(V(Lr f)(@)|H) = %| f(T(x+tH))

t=

= f(T(H)) = (VfIT(H)) = (T(Vf)[H)).
Dot :

% (T(x)| [RV f, Vg] + [V f, RVg])
5 (el RT(V §), V9] + [T(V £), RV

Lr{ }1f.9(@)

7% (x| [RV £, T(Vg)] + [Vf, RT(Vg)])
_ _% («| [RT(Vf), Vg])
={f. 9} ().

Remarque 2.12. Pour la r-matrice R = Py — P_ de l'exemple 2.4 un calcul
immédiat montre que les sous-espaces vectoriels bi et hL sont des sous-

~ 5 IV, RT(Vg))

variétés de Poisson de § pour la structure {-, }IL%

2.4.2 Crochet quadratique associé a une r-matrice

Supposons de plus que b est I’algebre de Lie d’une algebre associative pour
laquelle la multiplication est symétrique par rapport a (-|-) (i.e.: pour tout
triplet (z,y,2) dans b, (xy|z) = (x|yz), ce qui implique I'ad-invariance
de la forme bilinéaire : ([z,y]|2) = (x|[y,2])). La donnée de r-matrices
sur h va permettre de construire des bidérivations quadratiques de F(h).
Nous énongons dans ce paragraphe deux constructions similaires, dont les
hypotheses different légerement. Le lemme suivant va étre nécessaire.

Lemme 2.13. [28] Soit R un endomorphisme de h. Notons A et S ses
parties respectivement antisymétrique et symétrique. Si R et A sont deux
solutions de ’équation de Yang-Bazter modifiée (avec la méme constante
¢), alors l’endomorphisme %S est un morphisme de Lie de h4 dans b.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour tout couple (x,y) dans b, on
a [Sz, Sy] — S([Az,y] + [z, Ay]) = 0. Posons

Bp(z,y) = R [Rx,y] - R [z, R"y] — Rz, R™y].
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Alors
Va,y,z € b, (Br(z,y)|2) = (z[Bg(y, 2))

d’ou ’équivalence
(vxvyeha BR(x,y)z—c[x,y]) And (vmvyehaB;%(mvy):_c[mvy])'

Or
1S, 5] — S([A,4] + [, Ay)) = Ba(e,y) — 5 Bilv) + 5 Bily. o).

Ainsi, R et A solutions de la mYBe avec la méme constante donne le
résultat. O

Remarque 2.14. [28] Inversement, si A est une solution de ’équation de
Yang-Baxter modifiée et %S un morphisme de Lie symétrique de h4 dans
b, alors R = A + S est encore une solution de I’équation de Yang-Baxter
modifiée.

Proposition 2.15. [28] Si R et sa partie antisymétrique sont deux solu-
tions de l’équation de Yang-Baxter modifiée (avec la méme constante), la
formule

(=, Vf(@)]|R(2Vg(z) + Vg(z)z))

—({[z, Vg(@)]|R(=V f(z) + V f(x)2)))
(A(Vf(2)2)|Vg(2)x) — (A(xV f(2))|xVg(x))
+{S@V[(2))|Vg(x)z) - (S(V[(2)r)]xVy(x)),

N =

{f.9}5 () =

ou A et S sont les parties symétriques et anti-symétriques de R, définie
une structure de Poisson quadratique sur by, compatible avec la structure
de Poisson linéaire {-, }}L%

Par ailleurs les fonctions ad-invariantes sont en involution pour le
champ de bivecteurs {-, }g et le champ Hamiltonien associé€ a une fonction
ad-invariante g est donné par la forme de Lax

&= [R(xVg(x)), z].

Démonstration. Le crochet donné est clairement une bidérivation anti-
symétrique. Pour vérifier 'identité de Jacobi, écrivons {-, }g ={,},+
{-,-}, ot le terme {-,-} regroupe les deux termes utilisant la partie anti-
symétrique de R et {-,-}_ les deux termes utilisant la partie symétrique de
R. Travaillons avec des fonctions linéaires f1, fo et f3 sur h. Notons pour
idela3, L; =Vf; (constant puisque f; est linéaire). Alors
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V {fg, f?’}a (Z‘) = A(LQJ})Lg — A(Lgl‘)LQ + LQA(.’I}Lg) — L3A(Z‘L2),
\Y% {fz, fg}s (.73) = S(J?LQ)L3 - S(l‘Lg,)LQ + LgS(LgJC) — L3S(L2$).

En utilisant I'antisymétrie de A puis le fait que ce soit une solution de
I’équation de Yang-Baxter modifiée, on trouve :

{fi,{f2, f3}o}, (2)+ O
= (L1z| [A(L2), A(Lsw)]) + (zL1| [A(zLs), A(zL2)]) + O
= (Ly12z|Ba(Lox, L3x)) + (xL1|Ba(xLs, xLs))
= (Lyz| — ¢[Lex, L3x]) + (xL1| — c[x L3, x L))
=0.

D’autre part

{fla{f27f3}s}5 (IL’)+ O
= —(zL1| [S(L2x), S(L3)]) + (Lr1z| [S(xL2), S(xL3)]) + O

et

{fi,Af2, f3}o}, (@) +{f1, {f2s f3}o )}, (2)+ O
= (A(L12)| [S(Lsz), xLs] — [S(L2w), xLs])
+ (A(Lyz)| [S(xLg), Lyz] — [S(zL3), Lax]) + O
= (zL1|S([Lox, Lsz] 4)) — (L1z|S [xLo, xL3] 4) + O .

Utilisons maintenant le lemme 2.13 :

{fi Afe, f3}o}, (@) +{f1, {fos f3}o ), (2)+ O
= (L1z|[S(zL3), S(zL2)]) + (xL1| [S(L2x), S(Lsz)]) + O

=—{fi,{fe, fs} .}, (@)+ O .

Ainsi, le Jacobiateur du champ de bivecteurs {-, }g est nul et ce dernier
est un crochet de Poisson. La deuxieme partie de la proposition se montre
de la méme maniere que dans le cas linéaire.

Concernant la compatiblilité de {-, }g avec le crochet linéaire {-, -}IL%,
nous verrons dans la proposition 2.22 que ces structures de Poisson sont
liées par une dérivée de Lie. a

Remarque 2.16. A nouveau, lorsque 'algebre de Lie b est une algebre de
matrices, les traces (tr 2¥)gzey définissant des fonctions ad-invariantes sur
h sont en involution. Ainsi, Vk,j7 € N, {tracj,trark}g = 0. Les champs
Hamiltoniens correspondants sont les
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2k

X2 (x) = k [R(z"),2] = T

XkL-H (z).

Remarque 2.17. Par contre, la remarque 2.11 du cas linéaire n’a pas
d’analogue dans le cas quadratique. En effet, si R est une r-matrice satis-
faisant la condition de la proposition 2.15 et T" un entrelacement linéaire
symétrique tel que Va,y € b, T'(zy) = 2T (y) = T(z)y, rien n’assure que la
partie antisymétrique de RT satisfasse encore la condition de Li et Parmen-
tier. Nous serons confronté a cette situation pour notre choix de r-matrice
sur l'algebre de lacets dans le chapitre suivant. Par ailleurs, avec les mémes
hypotheses, on a Lr {-, }g =0.

Enfin, donnons ici une construction plus générale d’une structure de Pois-
son quadratique sur une algebre de Lie associative h. Elle est également
due a Parmentier.

Proposition 2.18. [32] Soit R une r-matrice sur b, admettant des décom-
positions de la forme R = A1+ B et R = Ay + B*, ou Ay et Ay sont
deux applications linéaires antisymétriques de hy. Si R, A1 et Ay sont trois
solutions de l’équation de Yang-Baxter modifiée (avec la méme constante),
alors la formule

{19} () = (A(V[f(2)2)[Vg(2)z) — (A2 (V[ (2))[2Vg(x))
+{(B(@V[(2))|Vg(x)z) = (B*(V[(z)r)[zVg(x)) .

définie une structure de Poisson quadratique sur b, compatible avec la
structure de Poisson linéaire {-, }IL% Les fonctions ad-invariantes sont en
involution pour cette structure de Poisson et le champ Hamiltonien associé
d une fonction ad-invariante g est donné par la forme de Lax

& = [R(zVg(x)),z].

La démonstration de ce résultat est similaire a celle de la proposition 2.15.
Cette derniere est d’ailleurs un cas particulier de celle-ci. Elle correspond
en effet aucasout A1 = Ay =Aet BF=B=2S5.

2.4.3 Crochet cubique associé a une r-matrice

Enfin, signalons l'existence d’un troisieme crochet polynomial associé a
une solution de la mYBe sur h dans le cas ol h est I'algebre de Lie d’une
algebre associative. Dans le cadre précis de notre travail, nous n’allons pas
véritablement travailler avec de telles structures.
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Proposition 2.19. [28] Soit R un endomorphisme de §), solution de l’équa-
tion de Yang-Bazter modifiée. Alors le crochet

{1,957 (@) = [z, VF(@)]|R(xVg(x)z)) — ([, Vg()]| RV f (x)z)) .

définit une structure de Poisson sur ly. Pour cette structure, les fonctions
ad-invariantes sont en involution et le champ Hamiltonien associé d une
fonction ad-invariante g est donné par l’équation de Lax

= [R(xVyg(x)x),z].

Démonstration. Nous ne détaillerons pas tous les calculs pour ce champ
de bivecteurs cubique. Pour trois fonctions linéaires f1, f2, f3 sur b, notons
Ly, Lo, L3 leurs gradients (constants sur h). Le calcul du Jacobiateur de
c . .
{-,-} R, évalué en un point x de b, donne
c c
{{fh f2}h, fS}R ()4 O1,2,3= ([z, L1] |Br(z Loz, xLsz)) + O1,2.3

De telle sorte que si R est une solution de I'’équation de Yang-Baxter
c
. e}
modifiée, on a {{fhfz}R,f?)}R ()4 O1,2,3= 0. ad
Remarque 2.20. De méme que précédemment, lorsque l'algebre de Lie b
est une algebre de matrices, les traces (tr z*)gen étant des fonctions ad-

invariantes sur b, elles sont en involution. Ainsi, Vk, j € N, {tr xd,tr ack}R =
0. Les champs Hamiltoniens correspondants sont les

XC(2) = k [R(@*+1),2] = ﬁxgﬂ(:ﬂ) _ %X,@Q(:p).

Remarque 2.21. Si R est une solution de ’équation de Yang-Baxter mod-
ifiée et T un endomorphisme linéaire symétrique vérifiant Vr,y € b,
T(zy) = T(x)y = 2T(y) alors le champ de bivecteurs {~,-}2T est
également une structure de Poisson sur h. Elle est liée & {-, }g par la

relation C c
{'v'}RT :’CT{';'}R .

2.4.4 Dérivées de Lie

Dans [28], Li et Parmentier expliquent comment ces structures de Poisson
polynomiales construites a partir d’'une r-matrice R sont liées par des
dérivées de Lie. Cette observation est également faite par Oevel et Ragnisco
dans [31].
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Proposition 2.22. Soit R une solution de l’équation de Yang-Baxter mo-
difiée dont la partie antisymétriqgue A est également solution de [’équation
de Yang-Baxter modifiée. Les structures de Poisson {~,~}é, {~,~}% et
{, }g sont liés par le diagramme suivant :

L _»612 —»sz C sz
{'7'}R {7}g {'a'}R 0

—Lg Le

L1 L 3L1a Q 3L1a c
0 ~—"— {'7'}R A {'v'}R DI {'7'}R'

Le lecteur intéressé trouvera ces résultats dans [28] par exemple. Dans le
chapitre suivant, nous détaillerons quelques unes de ces relations dans le
cadre de I'algebre de lacets g.

2.5 Formalisme tensoriel

L’objet de ce paragraphe est de réécrire matriciellement les bivecteurs
définissant les structures linéaires, quadratiques et cubiques dont nous
venons de donner la construction, lorsque ’algebre de Lie b est une sous-
algebre de Lie de gl(N) (sur R ou C). Le point essentiel de ce paragraphe
est l'identification, par la forme bilinéaire symétrique non dégénérée et
ad-invariante (-|-), de End (h) avec h @b :

h®b — h*®h —  End(h)
1 ® 1o — (ri|-) @12 — (x> (ri]z) ) (22)
ZaeI €a ® R(ea) — Zae[ <5a| > ® R(ea) — R

ol (eq)acr est une base de h et (g4)qcr sa base duale dans h = h* :

(€aler) = 0sia # bet 1sia=> Onaalors,sir=>_r,®r, est
I’homologue de R dans h ® b,

(R@)ly) =Y ({rala)rily) =Y (ralz) (rily) .

Cette identification est totalement indépendante de la base (e,)qer choisie.
D’autre part, dans la base canonique (E;;); ; de gl(V), on a 'identification
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gi(N)®@gl(N) —  gl(N?)

(2.3)
> By ® B (20 Inaon e

irjokesl N

Un élément z @y de gl(N) ® gl(IV) (et en particulier un élément de h ® b)
s'identifie & la matrice de gl(N?) dont le coefficient d’indice N(i — 1) +
k,N(j — 1) +1 est donné par

(@ Y) = (T @Y)ijkt = Tij Yl -

Cette application est un morphisme d’algebres associatives. En effet, le
produit naturel dans gl(N)®gl(N) : (A® B)(C® D) = AC ® BD coincide
avec le produit usuel des matrices de taille N2 x N2. On définit sur le
produit tensoriel gl(N) ® gl(N) deux applications de trace en la premiere
et la seconde composante par les formules :

tri(A® B) = (trA) B
tro(A® B) = A(tr B).

Avant d’utiliser ce formalisme pour exprimer des champs de bivecteurs,
énongons quelques propriétés de ces applications de traces qui seront plus
tard tres efficaces pour calculer des champs Hamiltoniens.

Lemme 2.23. Soit tg [’élément de gl(N) ® gl(N) défini par

to = Z Eij ® Eﬂ
1<i,j<N

Pour toutes matrices A et B de gl(N), on a les égalités suivantes :

J.t0A®B=B®At0,
2. trl(t0A®B) :tI‘Q(A®Bt0) :AB’
3. tI‘l [to,A@B] = tr2 [A@B,to] = [A, B] .

Démonstration. Le coefficient noté xl% dans le produit to(A ® B)tg vaut
en effet

¥,8
> EyABu®EiBEy) = Y. (EyABw)as(E;iBEw)s
1<i,j,k,I<N OGP <k I<N
= Y biabipA;jx0iy0ksBi
1<i,j,k,I<N
:A'y,zYBa,,B

5
=(B® A)gﬁ
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d’ou I’égalité tg A ® B = B ® Atg. Par ailleurs, le méme genre de calcul
donne

tri(tg A® B) = tr1(tg A®IA)B = Y tr(E;A)E;;B
1<i,j<N
= > AjiE;B=AB.
1<i,j<N

la troisieme égalité du lemme est une combinaison des deux premieres. 0O

Le principe du formalisme que nous décrivons ici est de coder une
structure de Poisson {-,-} sur la sous-algeébre de Lie § par la matrice de
taille N x N

{$ ® JJ} = Z {xij,xkl} (,T)Eij ® Ey.
1<i,g,k,ISN

A titre d’exemple, reprenons la structure de Poisson linéaire associée a
une r-matrice R de h. Soit « un élément de h. Notons r = Y 74 ® 1,
I’homologue de R dans h ® b.

{f.9}5 (2)

=

5 (@ [RV f(2), Vg(2)] + [Vf(z), RVg(2)])

5 (Vo(e), 2] IRV (@) + 5 (12, V()] RV g(2)

% D (ral VF (@) (ri Vg (), a]) +(ra Vg (2)) (ro| [,V (@)]) -

[0

Prenons f = x;; et g = xy; des fonctions coefficients des matrices. Pour
tout y dans b, par construction du gradient avec la forme bilinéaire (:|-)
de b, on a (y|Va;j) = zi;(y) =y, ;. D’out

{3, i} () = %Z(mlwm (ri | [V, «])
, +(ra|Vaw) (ry] [z, Vg]))
=3 D ((ra)i e, rhey + (ra)ei P, 2l ;)

1
=3 D lra® e, i)+, 2] ©raligm
1 «
= 5 ([(Id®2),r] = [(z @1d), 7] )ijma -
La formule tensorielle linéaire

{z5a},= %([Id@w,r] —[z@ld,r7])
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code ainsi la structure de Poisson {-, }]L% de la sous-algebre de Lie h de
gl(N). Avant de poursuivre avec les structures quadratiques sur b, donnons
quelques précisions concernant les propriétés de ce formalisme.

Pour commencer, antisymétrie d’un crochet {-,-} s’écrit, pour A et
B des matrices de fonctions sur b,

to{A@B}:—{B@A}tO

La régle de Leibniz qui fait de {-,-} une bidérivation devient, pour des
matrices de fonctions A, B et C sur b,

{A¢BC} =B{A®C}+{A%B}C.

De la méme maniere, lorsque h est une sous-algebre associative de gl(V),
nous calculons explicitement la matrice du champ de bivecteurs quadra-
tique :

1,912 (@) = 5 (12, VF@IIR(Vg(w) + Vg(a)a)
(VRG4S w)
= 5 Y (ral(#V(e) + V() (4l (@V (2) ~ Vi ()a)

— (ra|(@V f(z) + V[ (z)2)) (ro[(2Vg(2) — Vg(z)2))).

Ce qui donne, pour des fonctions coordonnées des matrices :

{zij, 21} 5 (2)

— %Z((raKmkal + Vapz)) (ri|(aVz;; — Vajx))

— (ra|(@Vzi; + Vo)) (ro[(aVag — Vagz)))
= Z Tal + 270 ) ki (T — 270 )i — (Ta® + 270 )i j (Tox — 7))k 1)

=5 Z (rhx—arl) @ (rax+ary) — (rax+a10) @ (rhx—70)i k1

%(r*(m@x}—i—(ld 22)r* (z @ 1d) — (z ® Td)r* (Id @2) — (¢ @ 2)r*
—r(z®@z)+ (Idez)r(z ®1d) — (z @ Id)r(Id®z) + (x @ )1 )i k-

D’ou la formule tensorielle quadratique :

T eold) - (zo1d) -t

{x@x}g = {z@x, %} + (Id®x) (Idezx) .

Donnons deés a présent un exemple d’utilisaation de ce formalisme dans
I’étude des structures de Poisson quadratiques sur h.
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Proposition 2.24. Soit R une solution de l’équation de Yang-Baxter mo-
difiée antisymétrique. Alors la multiplication dans b est un morphisme de
Poisson pour la structure de Poisson quadratique {-, }g

Démonstration. Notons p la multiplication : u(x,2’) = xa’ et A\, et pys les
multiplications & gauche et & droite : A\;(z') = pu(x) = x2’. Pour que p
soit un morphisme de Poisson, il faut et il suffit que pour toutes fonctions
a et bsur b, onait {aopu,bou}t ={a,b}ou, oule produit h x h est muni
du crochet de Poisson produit. Travaillons avec la matrice de Poisson sous
sa forme tensorielle :

{zijou, xkzou}g (x,2") ={z;50\s, fﬂklO)\m}g (') +{xs; Opz',xklopx/}g (x)

=@ec{d’ ¢/} +{z%a}a’ @)
r—p*

r—r*
=(r®z {x’@x', + [m@x,Q :|$®l'/)i,j,k,l

*

T T
= ([3315/ ® xa’, 5 Jijk,l
= {Z‘,’j,xkl}g (JJZ‘/) = {xij7mkl}g ol (a:,ac’). O

Remarque 2.25. Ce résultat est a priori faux quand R n’est pas anti-
symétrique.

Enfin les mémes calculs s’adaptent au champ de bivecteurs cubique sur b,
associé a une solution R de la mYBe, donné par

{£,9}% (2) = ([, VI (@)]|R(2V g(x))) — ([z, Vg(2)]| R(zV f ()z)) .

Le calcul de la matrice de Poisson donne, si f) est une algébre de matrices :

{282} = (¢©1d) ld®z,7] (z ©1d) - (1d®z) [z @ 1d,7] (de).






3

Structures de Poisson polynomiales sur
P’algebre de lacets g

3.1 L’algebre de lacets

Soit N un entier supérieur ou égal & 2. Notons g = gl(N) lalgebre de Lie
des matrices de taille N x N (sur R ou sur C) et G = GL(N) le groupe
linéaire. g est munie d’une forme bilinéaire ad-invariante non dégénérée
définie par (X|Y>g = tr XY. On appelle algébre de lacets de g, notée g,

l'algebre de Lie des séries de Laurent en la variable A~!, & coefficients
dans g :

go=g(\) ={X=> P\ |aeczall eg},
p<a
ou le crochet de Lie dans g est le commutateur :
[x[p] AP, y[q]Aq] — [x[p]7y[q]])\p+q.

g est alors naturellement munie d’une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée ad-invariante, notée (-|-)_, définie par :

(XY), =3 (Pt
pEZ g

oun X = pr[”] MNetY =3 Yyl sont des éléments de § (la forme des
éléments de g assure qu’il y a un nombre fini de termes non nuls dans le
produit (X]Y’) ). On utilisera les sous-espaces suivants de g

d B
Gq = {Zx[p]/\p | 2l e g} , G50 = {Zx[p]/\p | Be N, zlPl e g} ,

p=0 1=0
B
Gas ::{Zx[p])\pm[p] eg}, Gepi= Zx[p])\p|x[p]eg
p=a p<pB
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Sur g, nous considérons 1'algébre F(g) des fonctions dont les restrictions
aux sous-espaces g<q sont polynomiales en les fonctions linéaires X +—
(X|Y), Y € g. Sur cette algebre, le gradient d’une fonction f en un point
X est défini comme 'unique élément V f(X) de g satisfaisant :

Weg, (VAX)Y)

=g, S,

Lorsque nous parlons de champs de (poly-)vecteurs sur g, c’est au sens de
(multi-)dérivations alternées de F(g). Nous utilisons la notation X(g).

L’objet de ce chapitre est de construire des structures de Poisson
polynomiales sur g, essentiellement des structures linéaires et quadra-
tiques. Concernant les structures linéaires, il en existe plusieurs construc-
tions. Nous suivrons le modele présenté au chapitre précédent avec les
r-matrices introduites par Reyman et Semenov-Tian-Shansky dans [37].
Si les bidérivations de Poisson linéaires sur g sont bien connues, ce n’est
pas le cas des structures quadratiques.

Nous commencgons ce chapitre par quelques précisions de notations
et d’interprétations des objets manipulés sur l'algebre de lacets. Nous
décrivons ensuite le calcul des crochets de Poisson linéaires {-, }lL, avant
de s’attarder d’avantage sur les bidérivations quadratiques. Nous montrons
entre autre que seules deux des bidérivations quadratiques construites sur
le modele de Li et Parmentier, avec les r-matrices de Reyman et Semenov-
Tian-Shansky, se restreignent aux sous-espaces gq de g. Et parmi celles-ci,
une seule est réellement une structure de Poisson. Cependant, 1’absence
d’identité de Jacobi de {-, }? ne nous prive pas des notions de champs
Hamiltoniens, fonctions de Casimir et fonctions en involution, que nous
manierons avec prudence. Nous verrons en effet dans les chapitres suivants
combien cette bidérivation {-, }? est essentielle dans notre construction
d’un systéme intégrable sur 'espace de modules .# = G™ J/G. Enfin, avant
de clore ce chapitre, nous préciserons des relations de dérivées de Lie entre
les bidérivations introduites.

3.2 Prélude

Ce prélude a pour but de préciser les objets avec lesquels nous travaillons
sur I’algebre de lacets g. La dimension infinie de cette algebre de Lie nous
oblige en effet a quelques précautions.

3.2.1 Les polyvecteurs de g

Reprenons le formalisme tensoriel que nous avons décrit dans le paragraphe
2.5. Pour que l'application
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B :End(h) — bh®b

R — Z Ea ® R(ea)
acl

soit bien définie lorsque h = g, nous devons adapter les espaces End(h) et
h®Bh. La famille d’endomorphismes (applications linéaires) que nous allons
considérer sur g sera contenue dans I’espace

E(@):={ReEnd(g)|NeZ, VpeZ, R(GN)C Gp_ipti}-

Par ailleurs, il sera pratique de considérer un élément x AP ® yA? du carré
tensoriel de g comme 1’élément z@yAPu? de g@g( A1, p~1)). Nous écrirons
donc couramment X (A) ® Y () pour X(A) @ Y(A). Avec cette notation,
on définit

T2(g) = Z apg NPl | apg € g g,l €Z
—I<p+q<li

Soient (eq)qcr €t (€a)acr deux bases duales de g. Les familles (eqAP)qer1,pez
et (e,A"P71)4er pez sont duales dans g au sens ol

Ya,beI,p,q € Z, (eaXP[ebA™071) = b0 p0pq-
Un élément de £(g) est entierement déterminé par son image sur la famille
(eaAP)qer pez. L'application
B:&(g) — T2(a)

R +— Z AP @ R(equ?)
a€l,peZ

est alors bien définie et ne dépend pas du choix de la base (e,)qcr de g. Si
la forme bilinéaire (-|-). ne s’étend visiblement pas & 72(g) x 72(g), il est

tout de méme nécessaire de I'étendre a T2(g) x (g ® ) :
(b Dl@x(Ewg —C
(2 @y pL, 2@ EATR" ) ~ (AP [2A7) (yAd[EA) .
Avec cette définition nous pouvons écrire
VR € &(g), VX, Y € g, (RXW)Y (W), = BR)XN) @Y (u),. (3.1)

Tout élément R de £(g) admet un adjoint vis & vis de (:|-). dans £(g).
D’autre part, le symétrique d’un 2-tenseur s’écrit
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(z@y\p?)" =y @zApP

ou encore

(X(N) @Y (p)" =Y(A) @ X(p).
On a donc, pour A € T5(g) et B € g® g, <A*\B*)®: <A|B>® et pour R un

élément de £(g),
B(R)" = B(RY).

Le produit extérieur désigne classiquement ’antisymétrisé :
AP Ayp? =2 @y NPu? —y @ x\IuP.

Notons Az(g) le sous-espace vectoriel de 72(g) des bivecteurs (2-tenseurs
antisymétriques). En notant d’autre part A;(g) := g et A3z(g) le sous-
espace des trivecteurs (3-tenseurs alternés) dans

T5(g) := Z Qpgr NP RV | apgr €9 R 9,1 €EZ
—1<p+q+r<i

le crochet de Lie de 'algebre de lacets g s’étend, en tant que bidérivation
graduée, aux A;(g), pour 4, € {1,2} (et méme pour tout ¢ € N*, selon le
méme modele) :

[, s Ai(g) x Aj(8) — Aitj-1(8)

Les regles de calcul (2.1) rappellées au paragraphe 2.2 sont encore vraies
pour ce crochet.

3.2.2 Les champs de bivecteurs de g

Le groupe de Lie G = GL(N) agit naturellement par conjugaison sur
l’algebre de lacets g. Nous noterons, commme suggéré dans le chapitre
précédent, pour un élément = de g, = et — = les champs de vecteurs
fondamentaux associés aux translations a gauche X — ¢X et a droite
X — Xg~! respectivement. z désignera le champ de vecteurs fondamental
associé & la conjugaison X — ¢gXg¢~'. Il est donné par z = T — = . Pour
2 un élément de g, les objets T, — 2 et x définissent bien des dérivations
de F(g).

Les actions infinitésimales de g s’étendent a 'algebre de lacets g : si
a?P est un élément de g (a € g et p € Z), on désigne par aXP et alP les
champs de vecteurs sur g définis par

-
a’[fI(X) = (aX|Vf(X)X)

VfeF(g), VXeq, AN [f](X) = (a\’| XV (X)) .
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Une fonction f sur g est G-invariante si Vg € G, VX € g, on a
f(gXg™) = f(X). La caractérisation de cette propriété vis a vis de
l’action infinitésimale de g sur g est la suivante : Vo € g, VX € g,
z[f](X) = 0. On dira que f est adg-invariante si elle est invariante vis
a vis de action infinitésimale de g sur elleeméme. Cette propriété, plus
forte que la précédente, est caractérisée par : VX € g, [Vf(X), X] =0.

Dans ce chapitre et dans le chapitre 4 sur les variétés de quasi-Poisson,
nous travaillons sur des bidérivations antisymétriques de g. Pour un tel
objet, nous utiliserons alternativement trois formalismes. Une bidérivation
antisymétrique est une application :

{-} - 7o) x F(g) — 7(a),
pour laquelle nous pourrons calculer un Jacobiateur {-, {,-}}, des dérivées
de Lie dans la direction d’un champ de vecteurs : Ly {-,-}[f,g9] =
Lyv{f,g}—{Lvf,g}—{f,Lvg}, ... Une bidérivation antisymétrique pourra
également étre abordée comme un champ de bivecteurs de g :

{.}r= Zxa/\ya-
acl
Ce formalisme sera utilisé pour des calculs avec le crochet de Schouten
[,]s sur X°(g). Les champs de bivecteurs que nous considérerons seront
tous I'image d’éléments de 75(g) par les différentes actions infinitésimales
de g sur elle-méme. Enfin, & toute bidérivation antisymétrique de F(g)
nous associerons sa matrice tensorielle

{X(N) % X ()} € gl F@) A A1 ]

avec laquelle certain calculs deviennent élémentaires.

Le lecteur aura certainement sa préférence, mais nous varierons dans les
démonstrations en essayant pour chaque assertion d’utiliser la technique
la plus adaptée au résultat. Pour ce troisieme point de vue, il convient de
préciser certaines conventions.

Les bidérivations (resp. tridérivations) que nous allons considérer seront
entierement déterminées par leur évalutation sur les fonctions linéaires.
Cette remarque (vraie seulement pour une classe de bidérivations de F(g))
nous permet de faire certains calculs (par exemple, calcul d’une dérivée de
Lie ou d’un Jacobiateur) uniquement sur des fonctions linéaires avant d’en
déduire qu’une formule est vraie pour tout élément de F(g).

Nous noterons, pour a,b € I et p,q € Z, & = <5a)\_p_1\ ->~. Afin
de simplifier les notations, introduisons des crochets de polynoémes, pour
u=>, uFI\k et v =3, vlFI\F des séries d’éléments de F(g),

{u(\),v(p)} = Z {u[p],v[‘”} AP

p.q
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Lorsque l'on travaille avec la base canonique (E;;);; de g, la structure
de Poisson (ou plus généralement la bidérivation) {-,-} est codée par la
matrice suivante :

{X(N) 92 X(n)} = E {%‘j el Jfkl[q]} Npl Eij @ Eyy
i,4,k,l€[1,N]
P,q€L

= > Axii(N)au(p)} By © By
4,7k, 1€[1,N]
Par exemple, lorsque g = gl(2,C), notons X(\) = <111))(>\) u(A)) Une

bidérivation {-,-} sur g est alors codée par sa matrice

b Au(), ()} {u(A), ulp)}
{vA), w(p)} {o(N), 1)} {u(A), wp)} {u(A), t(n)}
{t(N), v(w)} {#A), ul(p)}
{t(A), w(w)} {t(A), t(w)}
Donnons des a présent quelques regles de calcul dans ce formalisme. D’une

part I'identité de Leibniz de la bidérivation qui s’exprime pour des matrices
de fonctions A(A), B(X) et C(\), par :

e

{ANSB(u)C(n)} =1d@B(u) {AN$C (1) } +{AN) $ B(p) } Id @C ().

D’autre part, on prendra garde a l’expression de l’antisymétrie dans ce
formalisme. Si tg désigne I’élément ty = Zij E;; ® Ej;, elle s’écrit en effet :

{AN @B} = —to {B() ¢ AN} to.

Enfin, la linéarité de la trace sur g et la relation sur les traces try et tro
permettent des calculs de champs Hamiltoniens sous forme tensorielle :

A, tr B(u)} = tr2 {A\) @ B()},

{tr AN, tr B(n)} = 1 {AQ) & B(u)}

3.3 Une famille de r-matrices sur g

Considérons sur g les endomorphismes R et R;, introduits par Reyman et
Semenov-Tian-Shansky en 1988 [37] :
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R :g=gNeXx gAY — g
PO+ A 1QY) s PO) — AL\

et, pour un entier [ € Z :

R: g —9
X(\) — RIX (V).
Lemme 3.1. Pour tout I, R; est une r-matrice, élément de £(g).

Démonstration. L’application R rentre clairement dans le cadre de I’exem-
ple 2.4. C’est donc une solution de 1’équation de Yang-Baxter modifiée.
D’autre part, pour tout entier [, la multiplication par A! est un entrelace-
ment linéaire de g. D’apres le lemme 2.6, les R; sont donc des r-matrices.
On a d’ailleurs, pour tous X,Y, Z € g,

Bpr,(X,Y) = BR(N'X(\),\NY(\) = — [N X(\),\NY (V)] = -\ [X, Y],
[Br,(X,Y),Z] = -X*'[[X,Y],Z]. O

Regardons ces endomorphismes R; dans le produit tensoriel 72(g). Sur la
base canonique de I’algebre de matrices, R; est défini par

Eij)\p-l-l sip+1>0

CA\P) — P+
Rl(Ezj)\ ) = 5p+lEz]>\ = ‘_EijAng si p+l < 0.

On a donc, en notant r; = S(R;) dans 75(g),

Ty = ng+lEji)\_p_1 & Eijup+l.

pez

4,j
On remarque qu’en posant tg = Z” Ej;j®FE; cg®@gona:

A=p)r = 2\t

et, si S; et A; désignent les parties respectivement symétrique et anti-
symétrique de Ry, et s; et a; leurs images par 8 dans 75(g),

()‘ - :u)rl* = _2,ult07

A—m)si =\ —uto,

A=par =N +p')to.

En particulier, sy = 0. Ry est donc une solution antisymétrique de
I’équation de Yang-Baxter modifiée.
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3.4 Les crochets linéaires

Dans cette partie, nous présentons rapidement quelques propriétés des
structures de Poisson linéaires construites sur g sur le modele présenté
dans le chapitre précédent, avec les r-matrices (R;);cz. En dehors de la
proposition 3.2 qui est plus personnelle, on trouve tous ces résultats dans
[37] et [33].

Les endomorphismes R; étant des r-matrices, a chaque entier [ corres-
pond un crochet de Poisson linéaire {-, }ZL défini par

U9} () = 5 (X] [RIV F(X), Vo(X)] + [V(X), RVg(X)]).

La structure de Poisson est déterminée par les crochets {f,g} ol f et
g sont choisies dans la famille des fonctions linéaires £ = (e, A7)
associée & une base (e4)qecr de g. On a alors, pour tout I € Z,

L 1-1
{€r, &y, =1y Ceyertat
C

olt e/ =1sip,q<l, —1sip,q>1let0sinon, et [eq,ep] =D, CFyeec.
Nous avons vu dans le chapitre précédent (section 2.5) comment un
crochet de Poisson linéaire {-, }é est codé par la matrice

{292}y = %([Id@x,r] — [r®1d,r7),

ou 7 est 'image de R dans le carré tensoriel. Dans le cas de l'algebre de
lacets et des r-matrices R;, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.2. Soitl un entier. La structure de Poisson lin€aire donnée
par la r-matrice Ry sur lalgébre de lacets g admet la matrice de Poisson
tensorielle :

L 1
(X)X}, = m()\l [[d®X (1), to] + p' [X(N) ® 1d, 1] ) ,
ol tg = Zi,j Eij ®Eji cgRg.
Démonstration. Notons 1, =3 upq®vpg AP . Soient f et g les fonctions
lindaires f = &} et g = §,fl. Calculons le crochet {f, g}lL en un point X € g.
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{9} (X) = 5 (nlVF @ [V, X)) + 5 (rf] [X, V] @ V),
1

= 52 NIV (X (1), 0ppi®] [V g),
+5 Z [0p A%, XN [V ) (upgii?|Vg)
= wa UpgAP) € ([X (1), Upgi)

+5 ZS ([vpgA?, X ( )])551(“1011#1))

1 ol Lo o0
= 5[1d®x< Wi Sl X @ 1
On conclut en rappelant les expressions de r; et ] trouvées précédem-

Q[Ll
-t O

c 2 _ =
ment : r; = g to et rf = <
En particulier, pour des entiers i, j, k, [ dans [1, N,

{zi; (N, 2 ()}, = 0 zu(pN = za(M' b, 2kd (WA — xkj@‘)rul.

A—pu A—p
(3.2)
Par exemple, pour g = gl(2), notons X(\) = (Z((/)\\)) ;L(())\\))) En posant

a(\ p) = , la structure de Poisson {-, }lL sur g est donnée

par la matrice :

a(wA' = a(\)p!
A—p

0 —u(As ) ur(\, ) 0
xoyexgio | WO 0 tu—u) —ulp)
—wi(A, p) vi(A, ) —ti(A, p) 0 wh )

0 wip) e p) 0

Remarque 3.3.S8i ¢ =3, a;\! est un polynome en ), Papplication linéaire

Ry: § — 4@

X(A) — R(p(N)X(N)).
est également une r-matrice. Elle vérifie Bg, (X,Y) = —¢*(\) [X,Y]. No-
tons {-, }i le crochet de Poisson linéaire associé. Alors Ry = Y, ai R et

{, }é =>ad{, }lL Ainsi toute combinaison linéaire des {-, }lL est une
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structure de Poisson. Cela équivaut a dire que ces structures sont compa-
tibles. En particulier, le crochet de Poisson linéaire {-, }5 est codé par

1

(X0 2 X0} = 5= (60 L@ X (). t0] + 6(0) [X(N) @ Lt]).

3.4.1 Sous-variétés de Poisson dans g pour les structures
linéaires

Proposition 3.4. [37, 83] Soit d un entier positif ou nul. g4 est une sous-
variété de Poisson de (g, {-, }lL) si et seulement sil € [0,d + 1].

Démonstration. gg est une sous-variété de Poisson de (g, {-, }IL) si et seule-
ment si l'idéal Z(g) des fonctions dans F(g), nulles sur gg, est un idéal pour
la bidérivation de Poisson {-, }ZL Vérifions que pour tout entier p ¢ [0, d],
et tout ¢ € Z, les crochets {£2, bq}lL sont nuls sur gg4. D’apres 1’égalité

L 1-1
{&r, 61y, =1y O ettt
C

sil <0, ona {fa_17§bl}lL = —ECCaC’bfco #0etsil>d+1,ona
{ed+, blfl}lL =2, CL 8 # 0. D’autre part, pout | € [0,d + 1], on

vérifie aisément que {£P, qu}lL s’annulle pour tout couple p, ¢ avec p € [0, d]
et g € Z. a

Remarque 3.5. Soit « et 3 deux entiers. Le sous-espace
Gop = {2 1 1 2N | p € [, 8], 2P € g}

est une sous-variété de Poisson pour la structure linéaire {-, }ZL si et seule-
ment si @ <[ < B+ 1. La multiplication par A\™¢ induisant un isomor-
phisme de Poisson (gag; {-, }lL) — (88-as{*> '}lL,a% on peut restreindre
notre étude a gq ([33]).

Proposition 3.6. [33/ Pour | € [0,d], la matrice dominante z!¥ de
X(\) = Zzzox[’“])\k définit une famille de fonctions de Casimir de
{,}lL Les fibres de Uapplication X € § — x4 € g (i.e., les ensembles
Yyl I\ 4 §4_1) sont donc des sous-variétés de Poisson de §q. Ce résultat
est faux lorsque | = d + 1.

Démonstration. 11 suffit de calculer les champs Hamiltoniens associés a la
matrice de fonctions z[4. Pour cela, reprenons expression de la matrice
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de Poisson tensorielle { X (\) X (u)}lL et regardons uniquement le terme
de plus haut degré en A :

ol @ XY = lim (F (X e XG0y

, )\ Y TX (O
:AEIEDO <)\d(>\—u)[l®X(u)’t0]+)\li,u[ )\(d)®1,to})-

Le second terme est toujours de limite nulle, tandis que le premier terme
est nul si et seulement si | < d. O

3.4.2 Hamiltoniens et champs de vecteurs.

Connaissant la forme tensorielle des bivecteurs de Poisson linéaires, il est
aisé de calculer les champs Hamiltoniens associés aux fonctions tr X *(a),
k € Net a € C, sur les sous-variétés de Poisson gg.

Proposition 3.7. Soit d un entier positif. Soit ¢ € C[\] un polynéme de

degré au plus d + 1. Les fonctions tr X*(a), avec k € N et a € C, sont en

. . S . o L ~
involution pour la bidérivation de Poisson linéaire {-, ~}¢ sur gq et leurs
champs Hamiltoniens sont donnés par :

[X(\), X*(a)]
A—a '

Xt (X)) = {X (), tr X*(a)} = hig(a)

En particulier, les fonctions tr X (a), avec a € C, sont des fonctions de
Casimir pour {-, }i

Démonstration. Soit a € C et k € N. Nous calculons dans le formalisme
tensoriel, avec l'aide de la regle de Leibniz,

k—1
(X9 XE@)} ) =S (1dex () {X(\) ¢ X(a)}; (deX*"(a))
r=0

et la linéarité de la trace

L_

{X()\)7ter(a)}¢

tra {X(A) @ X*(a)}
— ktry ((Id X5 (a)) {X(\) @ X(a)}g)
= La(qso\) tra [1® X*(a), to]

>\ _
+(a) try [X(A) ® X* ! (a), to])
[X(X), X*1(a)]

= ko(a) =5 —
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Ainsi, le champ Hamiltonien associé & la fonction tr X*(a) est donné par :

k—1 a

Soit b € C et | € N. En utilisant I'identité {tr A, tr B} = tr { 4, tr B}, nous
écrivons

{tr X1(b), tr X*(a)}), = tr {X'(0), tr X*(a)} ;
—ltr (XH(b) {X(b),trxk(a)}f;)
= @tr (X1 (b) [X(b), X (a)])
=0.

D’ou le résultat annoncé. O

3.4.3 Action de Poisson

Proposition 3.8. [85] Soit ¢ € C[A]. L’action de conjugaison de G =

GL(N) sur lalgébre de lacet g définit, pour tout g € G, un morphisme

de Poisson p, : L(\) — gL(A\)g~! pour la structure de Poisson linéaire
L -

{+}y surg.

Démonstration. Pour que 'application p, dans g soit un morphisme de

Poisson, il faut et il suffit que pour toute paire de coordonnées x;;, xx; on
ait la relation, pour tout [ € N,

L L
{zij o pgszriopgty = {zij, xra}y 0 pg-

Or le crochet {z;; 0 pg, Tk © pg}lL est donné par 'entrée ¢, 7, k,[ de la ma-
trice tensorielle {gX(A\)g~! gX(,u)g_l}lL. Utilisons la reégle de Leibniz

avec les matrices constantes g et g1 :

{9X(Wg' @ ng(u)g‘l}f =g g{X(\) 9 X}, g @g!

= mg@)g()\l [[d@X (1), to] + p' [X(N) @ 1d,t0]) g @ g7
0

= L(Al [Id®gX (1)~ to]

_|_
A—p +

p[gX(Ng ™" @1d, to)).
De telle sorte que
{xijopg,mklopg}[L (X) :{xij;xkl}lL (ngil)a Vi,jakal € [[LN]] g

Remarque 3.9. La multiplication dans g n’est, quant a elle, pas un mor-
phisme de Poisson.
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3.5 Les crochets quadratiques

Considérons a présent les crochets quadratiques sur l'algebre de lacets
définis par les r-matrices (R;)ez.

Proposition 3.10. La formule

(X, VA Ri(XVg(X) + Vg(X) X)),
— (X, Va(X)|[R(XV(X) + VF(X)X)) ).

l\')l»—t

{f.9}7 (X) =

définit, pour tout entier l, une bidérivation quadratique de F(g).

Démonstration. L’algebre de fonctions F(g) a été choisie pour que tout
élément f € F(g) admette, en tout point X de g, un gradient V f(X),
élément de g. Plus précisément, pour toute fonction f dans F(g), I'appli-
cation X € g — Vf(X) € g est polynomiale sur les sous-espaces g<, de
g, dans le sens o, quelque soit Y € g, la fonction X — <Y|Vf(X))g est
un élément de F(g). Il est alors clair que pour deux éléments f et g de
F(g), la formule {f, g}lQ définit un élément de F(g). Le crochet {-, }lQ est
par ailleurs antisymétrique et vérifie I'identité de Leibniz pour tout entier
[. Enfin, si f et g sont deux fonctions linéaires sur g, leurs gradients sont
constants sur g et leur crochet prends alors une forme quadratique. a

Contrairement aux cas des bidérivations linéaires {-, }é, ol beaucoup de
calculs sont faisables “a la main”, coefficients par coefficients, le recours
au formalisme tensoriel va étre essentiel pour ’étude des bidérivations
quadratiques. Dans le cadre d’une sous-algebre de gl(IV), la matrice de
Poisson tensorielle du champ de bivecteurs {-, ~}%, associé a une r-matrice
R, est donnée par

T peld)— (reld) )

{x@x}g = [x@x, %} +(Id®x) (Id®z) .

Nous obtenons, de maniere similaire a la proposition 3.2, une expression
tensorielle de la bidérivation quadratique {-, }IQ associée a la r-matrice It
de 'algebre de lacets g :

Proposition 3.11. La bidérivation quadratique associée a la r-matrice R,
sur l’algébre de lacets g est codée par la matrice tensorielle

{x( }l A+ZXW®XWMM

L ((1d®X( )) to (X(N) ®1d) — (X(A) @ Id)to(Id @X (1)) ) -
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Proposition 3.12. La bidérivation {-, }82 de F(g) définit une structure
de Poisson sur l'algébre de lacets g.

Démonstration. La r-matrice Ry est une solution antisymétrique de 1’é-
quation de Yang-Baxter modifiée. Elle vérifie donc la condition de Li et
Parmentier dans la proposition 2.15. Le calcul du Jacobiateur de {-, }lQ
est identique au calcul fait dans le cas d’une algebre de Lie de dimension
finie. ad

Concernant les autres bidérivations quadratiques {~,-}IQ, on est, pour
I'instant, incapable de dire s’il s’agit ou non de crochet de Poisson. En
effet, le calcul de B4, pour la partie anti-symétrique de Ry donne

Ba,(X,Y)=-X\[X, Y]+ {x[—l])y[—l]} _

La r-matrice R; ne vérifie donc clairement pas la condition de Li et Par-
mentier. Nous verrons dans le chapitre 4 ce qu’il en est pour {,}i2
Cependant, nous pouvons tout de méme étudier quelques propriétés de
ces bivecteurs. Nous allons par exemple chercher ceux qui admettent une
restriction aux sous-espaces gq et calculer des champs Hamiltoniens sur ces
sous-espaces. Toutes ces notions (morphisme, sous-variété, champ Hamil-
tonien, fonction en involution, fonction de Casimir, ...) définies pour une
structure de Poisson, s’adaptent a une bidérivation quelconque. Par con-
tre les propriétés qui en découlent dans le cas d’une structure de Poisson
disparaissent. Par exemple, lorsque la bidérivation n’est pas une structure
de Poisson, rien n’assure que les champs Hamiltoniens de deux fonctions
en involution commutent.

3.5.1 Restriction des bidérivations quadratiques

Proposition 3.13. Pour tout entier d € N*, les bidérivations quadratiques
{, }lQ se restreignent a gq pourl =0 etl = 1. En particulier, (g4, {, }OQ)
est une sous-variété de Poisson de (g, {-, }OQ)

Démonstration. Pour montrer ce résultat, utilisons I’aspect crochet de
fonctions de nos champs de bivecteurs. Soit f et g deux fonctions linéaires
de g, telle que f soit nulle sur g>¢. Soit X un élément de g>o. Les gra-
dients Vf(X) et Vg(X) ne dépendant pas du point X, nous allégerons
Pécriture en les notant V f et Vg. La définition de la forme bilinéaire (-|-)_
avec laquelle est définie le gradient implique Vf € g, = g>0, et donc
XVF,VfX € g>o. Ainsi, si I > 0, en utilisant les propriétés de R; et (-|-)

~ 9
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{f.9}7 (X)
- % ({1 WA RO (X Vg+V9.X)). — ([X, Vgl IR (X VS +V/ X)) )
= *% <<[X7 VIIN(XVg+VgX)) —([X,Vy] |/\1(va+va)>~)

(VFX|INVgX) —(XVfINXVg) =0.

{, }lQ se restreint donc & g>o pour tout entier [ > 0.

Soit maintenant f et g deux fonctions linéaires de g, telles que f soit
nulle sur §<q. Soit X un élément de g<g. Alors Vf € §Z, = G<—(at+1);
donc XVf, VfX € ge_q et,sil <1,

{94 (X)
= 2 ({X. VA RO XV 9gX)). — ([X, Vo] [R(N (XV) +VF X)), )

i

= 5 (X VAN (X Vg + VX)) + (X Vgl N (XVf + VX)) )

= (XVfINXVg) — (VfXINVgX) =0.
{-, }lQ se restreint donc a g<4 pour tout I <1 et gg = g>0 N g<q est une
sous-variété de g pour les crochets quadratiques {-, }OQ et {-, }? O
Proposition 3.14. Pour tous entiers I, k, l'application
Mg
X — XX
est un automorphisme pour le crochet {- }lQ En particulier, c’est un au-
tomorphisme de Poisson pour le crochet {-, }é?
Démonstration. En effet, pout toutes fonctions f et g sur g,
{9} (W X) = ([N*X, V] [R(N*XVg+ VgAFX)) —f e g
= ([X, MV |RI(XN* Vg + MVgX)) —f g
= ([X,V(f o M)][R(XV (g0 N)+V (g0 N ) X)) —feg
:{fo)\k,go)\k}lQ(X). O

Corollaire 3.15. g,, est une sous-variété de Poisson de (g,{-, }OQ) pour
tous entiers p, q.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate des deux propositions
précédentes. O
Nous allons donc nous limiter & I’étude des bidérivations {-, }(? et {-, }1Q
sur l'algebre de lacets g et sur les sous-espaces gq, ou d est un entier positif.
Proposition 3.16. Soit d € N*. La matrice dominante z!¥ de X()\) =
Zzzox[k])\k définit une famille de fonctions de Casimir pour la structure
de Poisson {-, }(? Ses fibres ylMIA? + §a_1 sont donc des sous-variétés de
Poisson de gq.

Démonstration. Calculons le crochet tensoriel
d Q . 1
(19 X} = i (5 (X0 € X0} )
2
= lim [x[d] ® X(u),tﬂ)

Astoo \ A — 1
=0. O

Remarque 3.17. La bidérivation {-, }?, quant & elle, ne se restreint pas
aux sous-variétés yl¥\? + §4_;. Dans notre construction d’un systéme
intégrable sur l'espace de module .# = G"//G (chapitre 6), une étape
consistera & travailler sur le quotient </ /G, ou

n—1

o = {X =TdA"+ ) allX +1d |2l € g} C Gn.
i=1

Nous verrons dans le chapitre 5 comment la bidérivation {-, }? induit une

une bidérivation sur le quotient 7 /G, bien qu’elle ne se restreigne pas a
la sous-variété o de g,.

Proposition 3.18. Soit d un entier positif. Dans l’espace gq, le sous-
espace Id +Agq—1 est une sous-variété pour les structures {-, }OQ et{-, }?
Démonstration. La démonstration est similaire a la précédente : il s’agit de
vérifier que les champs Hamiltoniens de la structures {-, }lQ sont tangents
a Id +Agy_1. Pour cela, on calcule le crochet {m[o] ® X(,u)}lQ, c’est a dire
la valeur en A = 0 du crochet {X(\) X(u)}ﬂ
84
Q _
{x(0)¢ X(u)}l‘ = —p7 1 2 @ X (), to]
84
+u 7 (Id @X (1)to(z1% @ Id) — (21 @ Id)to(Id © X ()
que 'on évalue sur le sous-espace Id +Agq_1, i.e., lorsque 2% = Id. On
obtient alors {z[0) ¢ X(,u)}lQ =0. O
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3.5.2 Hamiltoniens et fonctions de Casimir

De méme que dans le cas d’une algebre de Lie de dimension finie (proposi-
tion 2.15), les fonctions adz-invariantes sont en involution pour la structure

de Poisson {-, }82 . Plus précisement, nous pouvons calculer les champs
Hamiltoniens associés aux fonctions (tr X*(a))ren aec pour les champs de

bivecteurs quadratiques {-, }82 et {-, }? sur gq.

Proposition 3.19. Soit d un entier positif. Les fonctions tr X*(a), avec
k €Z et a€C, surgq sont en involution pour les bidérivations {-, }(? et
{, }? Les champs Hamiltoniens associés sont donnés par

X (X(N) = {X()\),ter(a)}? _ ka

tr X*(a) Sy
Xt?’)ik(a)(X(A)) = {X()\),trX”“(a)}i2 = 2kaW'

Proposition 3.20. L’application det X (\) définit une famille de fonctions
de Casimir pour les bivecteurs quadratiques {-, }lQ

Démonstration. D’apres la proposition 2.15, le champ Hamiltonien de la
fonction adg-invariante det est donné par

{det X(N), g} (X) = (Vg(X)| [Ri(V det(X)X), X]). .

Il nous suffit donc de connaitre le terme V det(X)X. Soit H € g. Notons
Pg(t) = det(tld—H) = tV + (—=t)N~1tr H + ... son polynome carac-
téristique.

(Vdet(X)X|H) = (Vdet(X)|XH)

4 det(X +tXH)

- dt|,—o J
1
=detX— tVPy(—-
¢ dt|,—o H( t)
=det XtrH.
Ainsi, Vdet(X)X = det(X)1Id et [R;(Vdet(X)X), X] =0. O

Le lecteur attentif aura bien évidemment reconnu les champs Hamiltoniens
déja apparus dans I’étude des structures de Poisson linéaires sur ’algébre
de lacets g. En posant

[(X(N), X(a)]

yk,a(X) = \_a
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on a en effet, avec des notations transparentes pour les champs Hamil-
toniens,
L, N
Xin =ka'Veora et A4 =2ka' V.

Ainsi, globalement, la famille de fonctions (tr X*(a))kenacc engendre
pour chacune de ces bidérivations sur g,, le méme espace de champs
Hamiltoniens (Vg 4,k € N,a € C). En particulier, bien que {-, }? ne sat-
isfasse pas l’identité de Jacobi, les champs Hamiltoniens des fonctions
(tr X*(a))ren,aec pour {-, }?, commutent. Nous verrons dans le chapitre

6 que cette remarque est essentielle dans notre construction d’un systeme
intégrable sur l'espace de module .# = G /G.

3.5.3 Multiplication et action de Poisson

Proposition 3.21. La multiplication

p:gxg —4g
(X,Y) — XY

est ug morphisme de Poisson pour la structure de Poisson quadratique
{' ) '}0 .

Démonstration. D’apres la proposition 2.24, il suffit que la solution de la
mYBe soit antisymétrique pour que la multiplication soit un morphisme
de Poisson pour la structure quadratique. Or Ry est antisymétrique. 0O

Remarque 3.22. Ce résultat est faux pour la bidérivation {-, }? Cepen-
dant, nous verrons dans le chapitre suivant que { , }? est une structure
multiplicative dans un sens légerement différent. Par ailleurs, ’algebre de
lacets n’ayant pas réellement une structure de groupe, nous ne pouvons
pas parler de structure de Lie-Poisson.

Proposition 3.23. L’action adjointe du groupe linéaire GL(N) sur g est
une action de Poisson au sens ot le morphisme pg : X(A) — gX(A\)g~!

est un morphisme de Poisson sur § pour la structure de Poisson {-, }OQ

Démonstration. Ce résultat se montre exactement comme dans le cas des
bidérivations linéaires.
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{gX(N)g™* @ gX(u)g_l}lQ =g®g{X(\) 2 X(u) ng—l ®g !

l l
_ 409 (”“ X(A) ® X (1)t

A—p
/\l l
+ Ajz Id@X (1) to (X(V) @ Id)
N+ -1 1
o, X eldt (deX (@) | g g
A _ _
= AfZ [9X(Ng ™" @ gX (n)g~ ", to]
A+ ! —1 —1
+f(1d®gX(M)g Jto (X (N)g™ ®1d)
At ! _ _
- A—Z (gX(Ng~ ' @1d) to (Id@gX (u)g ™).

De telle sorte que

{wij 0 pgr w0 pg )y (X) = {wij, o} (9Xg™"), Virj k1€ [L,N]. O

3.6 Relations entre les différentes bidérivations
polynomiales sur g et gq

3.6.1 Crochets de Poisson cubiques

Nous pouvons également considérer les champs de bivecteurs cubiques as-
sociés aux r-matrices R; sur I'algebre de lacets. Vu la proposition 2.19 et
la définition de I’algebre de fonctions F(g), on a

Proposition 3.24. La formule
{9} (X) = ([X, VF(X)||Ri(X Vg(X) X))
— (X, Vg(X)]|Ri(XV f(X) X)),

définit sur g une bidérivation de Poisson pour tout entier l € Z. Le calcul
de la matrice de Poisson tensorielle donne

2X!
N\ —

(XN e X ()} = MX(A) ®Id [Id X (1), to] X(\) @ Id

2ut

o

1d @X (1) [X(\) @ Id, to] Id @ X (11).

Les seules restrictions aux sous-espaces gq envisageables sont alors pour
(d,1) = (1,0) et (d,1) = (0,1). Nous n’étendrons donc pas notre étude sur
les structures cubiques.
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3.6.2 Dérivées de Lie sur 1’algébre de lacets

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment toutes ces structures de
Poisson sur les espaces g sont liées par des dérivées de Lie. En combinant
les résultats de [28], [31] et [33] nous décrivons un réseau de bidérivations
de F(g).

Proposition 3.25. Soit V, U_1, Uy les champs de vecteurs sur g définis,
pour X dans g, par

AX(\)

VO ==

U (X)=T1d, U(X)=X2
Pour tout entier l, les bidérivations linéaires {-, }lL, quadratiques {-, }lQ
et cubiques {-, }ZC sur g sont reliées par le diagramme

Ly Ly Ly
L 1 1 C 1
{'7'}1 {7}ZQ {'7'}l 0

[:v ‘CV ﬁ\)

Eu 1 L El/l

L U1 -1 e}
0 +—{, } ) ~— {"'}31 — {

Démonstration. Rappellons la formule algébrique donnant la dérivée de
Lie d’un bivecteur {-,-} dans la direction d’un champ de vecteurs V :

‘CV{".} [fag] :£V{f7g}_{Evag}_{fa‘CVg}

La dérivée de Lie d’une bidérivation dans la direction d’'un champ de
vecteurs donné étant encore une bidérivation, on peut se contenter de
calculer les dérivées de Lie avec des fonctions linéaires. Soient f et g deux
fonctions linéaires sur g. Leurs gradients sont constants, noté Vf et Vg.
On a alors les formules suivantes, valables pour f et g, en un point X
quelconque de g,

VLy_, [(X) = V(VAX)U (X)), = V(V[Id) =0,

VLyf(X) =V <Vf(X)IaX(A)> ov{

o\ TN

~

VL [(X) = V (VXU (X)), = VIX + XV,

Commengons par les dérivées de Lie dans la direction du champ de
vecteurs U_q.
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Loy {0 (F.9)(X) = Lo, {£.9} (X)

= L ( (XIRV L] + [VF. RVg]) |Uor (X))

% (Id|[R,Vf,Vg] + [V, RiVg]).

:O,

Lu {37 (F,9)(X) = Luy {9} (X)
5 (VX VAIR(X Vg + Vg X)),

— (X, VallR(XV [ + VX)) )|U-1(X))
1

XD AIR(2V9), — 5 (X, VgllRi(2V).
—2{£.0) (),

Lo {3 (£,9)(X) = Lu, {f.g}] (X)
= (V({[X, V]|Ri(XVgX)).
—([X, Vgl [R(XV X)) U1 (X))
= (X, V/]|Ri(VgX + XVg)),
+{[X,Vg] [R(XVf + VX)),
=2{f, 9} (X).

Le calcul des dérivées de Lie dans la direction du champ de vecteurs U,
est laissé au lecteur intéressé. Il devra trouver

Lo {0 =100 Lw {30 =-0.). Lufl.} =0

Par ailleurs, le calcul de la dérivée de Lie des crochets {,}lL dans la

direction de V est un calcul classique : Ly {-, }lL =—-I{, -}lL_1 (voir par
exemple [33]). Enfin, pour terminer la preuve, montrons que les champs
de vecteurs Uy et V commutent. Soit f une fonction linéaire sur g. Le
commutateur de U; et V appliqué a f donne, pour tout X € g,

U, V(X)) = UL V[f]IX) = VI [FI(X)

= dV[fI(X)Uy (X) — dUh [f](X)V(X)

= 78 v + v )
2 2
= 1 - 1)

=0
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L’évaluation en A + ¢ commute avec les opérations algébriques sur X. On
en déduit que Ly o Ly, — Ly, o Ly = Ly 4, = 0, de telle sorte que

0= ‘C[Vvul] { ’ }lL = ‘CV o Lul { ) }lL - [':ul oLy { ) }lL
=Ly {3+ 1L {0
= _‘CV { ) }IQ —1 { ) }31

et Ly {-, }lQ =-I{, }31 De la méme maniére, on obtient £y {-, }lC =

—1{, -}l(il, ce qui termine la preuve. |
Remarque 3.26. Soit Uy et V' les champs de vecteurs sur g, définis par
U(X)=X et V(X) = \X.

Le calcul des dérivées de Lie dans ces directions donne

Luo{'v'}lL:*{'a'}lLv Euo{','}?:o, El/{o{‘v'}lcz{'v’}lcﬂ
Lo {3 =={ M Lo 30=0 Lo, ={,}

Remarquons les relations particulieres entre les trois champs de vecteurs
U 1, Uy et Uy [Z/[Q,Z/{]_] = U, [Z/Ll,uo] =U_1, [Ul,u,l] = —2Uy, et avec
V:Vie{-1,0,1}, [V,U;] = 0. Enfin, [V, V'] = —U.

Remarque 3.27. Pour d un entier positif, il est naturel de se demander si les
liens entre les bidérivations qui admettent une restriction a gq subsistent
sur gq. En effet, tandis que V, U_; et Uy se restreignent a gg, les champs
de vecteurs V' et U; n’ont plus de sens sur ggq.
Ainsi, les relations Ly {-, }lL =-l{, -}lL_1 subsistent sur g4 pour [ €
[0,d + 1]. Par contre, I'égalité Ly, {-, }lL =—{, };"2 sur g n’implique pas
que {-, }lQ est une dérivée de Lie de {-, }ZL sur gq (pour [ =0 ou 1).
Notons P = {-, }OL la bidérivation de Poisson linéaire associée a la r-
matrice Ry et considérons I'opérateur de cobord dp défini par le crochet
de Schouten ) )
op : X'(8a) — X"*1(8a)
® — [P7 SD}S'
Pour tout champ de vecteurs X sur g4, on a dp(X) = Ly P. On sait par
ailleurs que la structure de Poisson {-, }OQ est compatible avec P = {-, }OL
Cela signifie que la somme P + {-, }OQ est une structure de Poisson. En
particulier,
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0= [P""_{"'}(C)?’P_'_{"'}OQ}S
= [P.Plg+ [ 180 18] +2 [P,
Q
=2[P {3,

On a donc dp({-, }82) = 0. Ainsi, s’il n’existe pas de champ de vecteurs
X € X(gq) permettant d’écrire Ly P = {~,o}OQ, on a mis en évidence
une classe de cohomologie non triviale dans H'(P, g4). Par un programme
sur Maple, nous avons recherché un tel champ de vecteurs quadratique.
Nous n’avons obtenue aucune solution. La méme question se pose pour
les bidérivations {-, }lL et {-, }? sur gq, bien que {-, }1Q ne soit pas une
structure de Poisson.






4

Variétés de quasi-Poisson

La notion de variété de quasi-Poisson est introduite par Alekseev, Kos-
mann-Schwarzbach et Meinrenken dans [7] en 2000 puis [8] en 2002. His-
toriquement, elle est apparue comme une alternative finie-dimensionnelle
aux constructions en dimension infinie de structures de Poisson sur des
espaces de modules. En effet, les bidérivations de quasi-Poisson sont ainsi
faites que, par réduction, elles donnent tres souvent des structures de Pois-
son ordinaires aux quotients.

Soit H un groupe de Lie dont l'algebre de Lie h admet une forme
bilinéaire symétrique ad-invariante et non-dégénérée (-|-). Sur b on définit
la 3-forme de Cartan & I’aide du crochet de Lie [-, -] et de la forme bilinéaire
ad-invariante (-|-) : ¢(z,y,2) = % (z|[y, 2]). Une variété de quasi-Poisson
M est une H-variété équipée d’un champ de bivecteurs invariant P, tel
que le crochet de Schouten [P, P]¢ soit égal au champ de trivecteurs sur
M engendré par I'image de ¢ par I’action de H sur M.

Une variété de quasi-Poisson differe donc d’une variété de Poisson d’une
part par I’absence d’identité de Jacobi et d’autre part par la donnée d’une
action de groupe. Dans [8], les auteurs introduisent d’ailleurs aussitdt apres
la définition d’une bidérivation de quasi-Poisson, la notion d’application
moment (& valeur dans le groupe de Lie) et de variété de quasi-Poisson
Hamiltonienne. Le lecteur pourra apprécier tout au long de ce chapitre et
du chapitre suivant le role joué par le groupe de Lie dans les différentes
constructions proposées.

L’objet de ce chapitre est essentiellement de montrer que la bidérivation
quadratique {-, }?, apparue au chapitre précédent, et ne satisfaisant pas
I'identité de Jacobi, est une structure de quasi-Poisson sur l’algebre de
lacets g pour 'action de conjugaison de G = GL(N).

Dans la premiere section de ce chapitre, nous donnons la définition
d’une variété de quasi-Poisson, telle qu’elle est introduite par Alekseev,
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Kosmann-Schwarzbach et Meinrenken dans [8] en 2002. Nous ’accompa-
gnons de quelques exemples classiques. Cette introduction est suffisante
pour montrer, moyennant quelques calculs, que {-, }? est une bidérivation
de quasi-Poisson sur g. C’est l'objet de la section 4.2. Cependant, une
telle démonstration est peu satisfaisante car les caluls qu’elle nécessite ne
permettent pas de comprendre réellement ce qu'’il se passe. Dans [8], les
auteurs énoncent plusieurs propriétés intéressantes des variétés de quasi-
Poisson. Entre autre, ils introduisent la notion de fusion, qui va nous
permettre, dans la section 4.4 de proposer une démonstration plus lisi-
ble de notre résultat. La section 4.3 est consacrée a cette théorie. Enfin,
la démonstration faite dans la section 4.4 se généralise & d’autres algebres
de Lie. La compréhension de la bidérivation de quasi-Poisson {-, }? sur g
nous permet en effet de construire, dans la section 4.5, une bidérivation sur
I’algebre de Lie d’une algebre associative admettant une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée (-|-) et une décomposition en sous-algebres as-
sociatives adaptée & (-|-). L’application de ce formalisme & gl(N) produit
une bidérivation de Poisson quadratique pour le réseau de Toda classique.
Cet exemple est détaillé dans la section 4.6.

Enfin, avant de clore ce préambule, précisons que le lecteur trouvera,
dans le chapitre suivant, des compléments sur la notion de variété de quasi-
Poisson. Nous y proposons en particulier un théoréeme de réduction per-
mettant d’obtenir une véritable structure de Poisson sur le quotient par G
d’une sous-variété de la G-variété de quasi-Poisson M.

4.1 Qu’est-ce qu’une variété de quasi-Poisson 7

Dans tout ce chapitre, sauf éventuellement lorsque le contraire sera ex-
plicitement signalé, I’algebre de Lie h sera 1’algebre de Lie d’une algebre
associative de dimension finie et H un groupe de Lie dont l'algebre de
Lie est . On supposera de plus que h est munie d’une forme bilinéaire
symétrique ad-invariante non dégénérée (-|-) . En particulier, lorsque 1'on
travaillera sur l’algebre de lacets g, h sera 'algebre de Lie g = gl(N) du
groupe de Lie G = GL(N). (:|-), sera la trace du produit et la base con-
sidérée sera la base de g canonique : (E;;)1<; j<n. La forme bilinéaire non
dégénérée (-|-) sur h permet d’identifier, pour tout k € N*, /\k h* et /\k b.
En particulier, considérons la 3-forme de Cartan de §

oy: H* — C

(2,,2) — 3 (al [y, 7)), -
On notera encore ¢y le trivecteur de Cartan de b, image de la 3-forme
de Cartan par lidentification de A®§* avec A\*h via (-}, - Si (ea)acr et
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(€a)aer sont deux bases duales de b, on a

1

¢b:§

Z <EU«| [Eba EC]>h €a N ep N ec. (41)
a,b,cel

Par ad-invariance de la 3-forme de Cartan et de (|-}, le trivecteur de
Cartan est lui aussi ad-invariant. Nous pouvons a présent définir la notion
de H-variété de quasi-Poisson et en donner le premier exemple proposé
par Alekseev, Kosmann-Schwarzbach et Meinrenken dans [8].

Définition 4.1. [8] Soit M une H-variété lisse. Notons z le champ de
vecteurs fondamentaux associé au vecteur x de h pour 'action de H sur
M. Soit P un champ de bivecteurs sur M. On dit que (M, P) est une
H-variété de quasi-Poisson si le champ de bivecteurs P est H-invariant :
Vx € b, [z, Plg = 0, et vérifie [P, P]g = ¢y, out ¢y désigne I'image du
trivecteur de Cartan ¢y par ’action infinitésimale de b sur M.

Remarque 4.2. En notant P = {-,-}, la condition sur le crochet de
Schouten [P, P]g = ¢y est équivalente, en termes du Jacobiateur, a

{f, {2 f3h} + {2 S5 13} + { s, {1 o)} = 201, fo, /]
pour toutes fonctions f1, fo, f3 sur M.

Si (M, Pyr) et (N, Py) sont deux H-variétés de quasi-Poisson et ¢ une
application lisse de M dans N, on dira que ¢ est un morphisme de quasi-
Poisson (ou une application de quasi-Poisson) si ¢ est H-équivariante et
©* : F(N) — F(M) satisfait a

Vf,g € F(N), ©*Pn(f,9) = Pu(p™f,¢"g).

Une sous-variété N de M sera donc une sous-variété de quasi-Poisson de
M si, d’'une part, N est H-stable et, d’autre part, 'inclusion ¢ : N — M
est un morphisme de quasi-Poisson.

Ezemple 4.3. Pour une H-variété M avec H un groupe abélien, les notions
de structures de Poisson et de quasi-Poisson coincident puisque ¢y = 0.

Ezemple 4.4. [8] Le premier exemple non trivial et fondamental de H-
variétés de quasi-Poisson est la H-variété H elle-méme. Pour x € §, notons

— — : 3
par = et — les champs de vecteurs fondamentaux pour les actions a
gauches respectivement a — ga et a — ag~!. Pour x € b, le champ de
vecteurs fondamental pour la conjugaison est z = = — = . Le champ de

bivecteurs 1
Py = 3 Z €a N Ea
a€cl
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est une structure de quasi-Poisson sur H pour I'action de conjugaison de H

sur lui-méme. En effet, en utilisant les propriétés du crochet de Schouten et
ce N s . — — —
son comportement vis & vis des translations ([7, 7] = 0, [T, Y] = [z,v]

—
t [2, Y] = —[z,v]), on obtient

1 — P
[Pu, Prlg = ~ Z leas e8] N Ea AN Ep + Eq A€y A lga, €]
abEI

1
:Z Z E(;L| 5b,€c (ec/\ab)/\e_l;“v‘a/\(e_b/\e_c))
1
T Z (eal [evs€c)) (Ea —€a) A (& —€5) A (Ec — €2)
a,b,c

ou nous utilisons, dans la derniere étape, que (E - E) = 0, qui découle
du fait que ¢ est ad-invariant. Le méme genre de calcul montre que pour
tout = dans b, [z, Py]g = 0, de telle sorte que le champ de bivecteurs Py
est H-invariant. La H-variété de quasi-Poisson (H, Py ) ne dépend pas du
choix de la base (eq)qcr- Clest en ce sens qu’on 'appelera structure de
quasi-Poisson canonique de H.

Cet exemple de H-variété de quasi-Poisson fait intervenir le terme cano-
nique ), €4 N\E, construit a partir des champs de vecteurs fondamentaux
de deux actions différentes de H sur lui-méme. Nous verrons par la suite
(section 4.3, exemple 4.8) que c’est un cas particulier d’un résultat plus
général énoncé par Alekseev, Kosmann-Schwarzbach et Meinrenken dans
[8] qui permet de construire des structures de quasi-Poisson.

4.2 Une structure de quasi-Poisson sur 1’algebre de
lacets g

Avant de développer davantage les propriétés des variétés de quasi-Poisson,
utilisons les quelques outils que nous avons pour mettre en évidence un
nouvel exemple non trivial de bidérivation de quasi-Poisson. En nous
placant & présent sur 'algebre de lacets g, nous adaptons la notion de
variété de quasi-Poisson a une algebre de Lie de dimension infinie.

Soit H un groupe de Lie agissant sur g de telle sorte que pour tout x
dans b, la formule

flexp(ta) - X)
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définisse une dérivation de F(g). Nous dirons qu’une bidérivation {-,-} de
lalgebre de fonctions F(g) est une bidérivation de quasi-Poisson (ou bien
que F(g) munie de {-,-} est une algébre de quasi-Poisson) vis a vis de
laction de H sur g, si d'une part {-,-} est H-invariante et d’autre part
[{"'}v{'a'}]s :%'

Précisons que ce paragraphe s’adresse aux lecteurs qui ne s’effrayent
pas de quelques pages de calculs. Les autres peuvent sans inconvénient
aller directement au paragraphe 4.3. Le résultat que nous allons montrer
ici sera a nouveau prouvé dans le paragraphe 4.4 apres un complément sur
les variétés de quasi-Poisson.

Dans ce paragraphe, G = GL(N) et g = gl(N). Nous avons défini,
dans le chapitre précédent, la r-matrice

Ri: g —9 .
» P+l _ APt si p+1>0
TAY = EpaTA —zAPT s p+1<0
et le champ de bivecteurs quadratique {-, }? sur l'algebre de lacets g,
donnée par la formule
1
{1,937 (X) = 5 (((X, VF(X)][R1 (X Vg(X) + Vg(X) X)),
—([X, V(X)) Ri(XVf(X) + VF(X)X)). ).

Celle-ci s’écrit encore, en termes de S et A les parties symétrique et anti-
symétrique de Ry,

{£,9}7 (X) = (A(VF(X)X)|Vg(X)X) — (A(XVf(X)|XVg(X)),
+{SXVF(X))Vg(X)X) — (S(VF(X)X)|[XVg(X)) .

Nous avons vu que la partie antisymétrique A de R; n’est pas une so-
lution de I’équation de Yang-Baxter modifiée. La proposition 2.15 de Li
et Parmentier ne peut donc pas s’appliquer ici. Reprenons cependant sa
démonstration et adaptons-la a notre r-matrice R;. Pour rechercher le
défaut de Jacobi dans {~,-}?, écrivons {,}f2 ={,},+{. ]}, oule
terme {-,-}, regroupe les deux termes utilisant la partie antisymétrique
de Ry et {-,-}, les deux termes utilisant la partie symétrique de R;. Tra-
vaillons avec des fonctions linéaires f1, fo et f3 sur g. Notons, pour i de 1
a3, L; = Vf; (constant car f; est linéaire). Alors, pour X € g,

V{fa, f3}, (X) = A(L2X)L3z — A(L3 X)Ly + Lo A(X L3) — L3 A(X Lo),
V{fs, f3}, (X) = S(XLa)L3 — S(XLs)Lo+ L2S(L3X) — L3S(L2X).

Rapellons les notations introduites dans le chapitre 2 :
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VXaY € ga BA(xay) = [A.’I?,Ay] - A([A.’I:,y] + [$,Ay])
VX,Y €5, [X,Y], = %([Am} + [z, Ay).

En utilisant ’antisymétrie de A nous obtenons :

{fr.{f2, f3}o ), (X)+ O12,3
= (L1 X|[A(LsX), A(Ls X)) + (XL1|[A(XLs), A(XLy)]) + G103
= (L1 X|Ba(La X, L3X)) + (XLi|Ba(XLs, XLo)) .

D’autre part

{fi, {f2, f3}o} o (X)+ O123
= —(XL1|[S(L2X),S(L3X)]) + (L1 X|[S(X L2), S(XL3)]) + O1,2,3

et

{fidfo, f3od, (X) +{f1, {fos f3}o} o (X)+ O123
= (A(L1X)[[S(LsX), X Lo] — [S(L2X), X L3])_
+ (AL X)[[S(X Ls), L3 X] — [S(XL3), L2 X]) + O1.233
= <XL1|S([L2X, L3X]A)>~ - <L1X|S [AX'LQ,AXPLQ.]A>~ + 01,2,3 .
En utilisant simplement que A et S sont les parties antisymétrique et

symétrique de Rp, on obtient, de la méme maniere que dans le lemme
2.13,

1 1
[SX,SY]=S([AX, Y]+[X, AY]) = Ba(X, Y)*gBﬁal(X, Y)+§B}%1(Y,X),
ou
Br,(X,Y) = [R1X,RY] - R, [R1X,Y] — R, [X,R,Y]
et
BL (X,Y) =R} [RiX,Y] - R} [X,RiY] — [Ri X, R}Y].
Le Jacobiateur de {-, }? est donc donné par
@
{fl,{fz,fs}l }1 (X)+ 01,23
= (L1X|Ba(LoX,L3X)) — (XL1|Ba(XLo, XLs))
~(XL1|Ba(L2X, L3X)— 5By, (Lo X, L3 X)+ 5B (L3 X, Lo X))+ O1,2,3
+(L1X|Ba(X Ly, XL3)— 3B} (X Lo, XL3)+ 3 Bj, (XL3,XL2)>N+01,273.
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Afin de simplifier cette expression, il nous faut calculer les termes B et
B4. Nous savons (démonstration du lemme 3.1) que pour tout X, Y dans
g, Br, (X,Y) = —A2[X,Y] et nous avons vu dans le paragraphe 2.4.2 que
cela équivaut a, VX, Y € g, B (X,Y) = —A?[X,Y] et donc

1 1

3 BR, (X, Y) = 5 BR, (Y, X) = =A*[X,Y].

Ry + R}
D’autre part, A est défini par A = % et donc déterminé, par, pour
tous x dans g et p dans Z,
A(z\P) = wm)\pﬂ_

Ainsi Ba(xAP,yA\?) = —npg A2 [zAP, Yy, ott 1y = O0sip = ¢ = —1 et 1
sinon. D’olt, pour tout couple d’éléments X = >, zlkI\F et Y = 37, ylkI\F
de g,

Ba(X,Y) = =X [X, V] + [0,y =1]
et

1
_Bgﬁ(XaY) +

BA(X7Y) - )

S B (X,Y) = [o1,1]

Ainsi,

[ 132} (04 Oy
= (L1 X| = A [Lo X, Ls X] + [(L2 X)), (La X)17Y])
— (X Ly| = N [X Ly, X Ls] + [(X L)Y, (X L3) 1] ).
— (X Ly | (LX), (Ls X) Y] >~ + O1,2,3
+ (L X | [(X L)Y (X L) PUT]) + 0108
~ (B (LX), (L)) = (XL [OXLa) ), (X))
— (XL [(L2X)[ U (Ls X))t D + O1,23
+ (L1 X| [(X L)Y (XLS)[ 1}> + O1,23
= (LX) (LX), (LX) )
—{((XLy)] [(XL2> (X Ls) =],
<(XL1) J [(L2X) L (LsXx)= ]> + O1,2,3
+ (L X) Y] [(X Ly) =, (X L) 71]> + O1,2,3 -

Le Jacobiateur de {-, }1Q est donc visiblement non nul et {-, }1Q n’est pas
une structure de Poisson. En observant que ce Jacobiateur n’est autre que
la 3-forme de Cartan ¢ de ’algeébre de Lie g, nous allons montrer que {-, }IQ
est une bidérivation de quasi-Poisson pour 'action de G sur g. Pour cela,
précisons l'action considérée et la forme de ses champs fondamentaux.
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Lemme 4.5. Le groupe de Lie G = GL(N) agit par conjugaison sur
Ualgébre de lacets g de g = gl(N). L’action infinitésimale de g sur g as-
sociée est donnée par :

veeg, VeF@), vXed o 2lf)(X)=([VF(0),X] V) .

g

Démonstration. Soit x € g, f € F(g) et X € g. Alors

S = 1 FO -+ (X)) = (V0] (X)),
= (VA(X), X]|), = ([V£(X), x|V |2) . 0

g

Ce morphisme d’algebre de Lie s’étend aux polyvecteurs en une application
qui préserve le produit extérieur et le crochet de Schouten :

k -
Ng — X
‘Tl/\“./\‘rk'—>ﬂ/\.'./\‘r_’€7

ou, pour fi,..., fr € F(g) et X € g,

k
1 A ANaglfr, . fl](X) = Z €o Hgo’(i)[fi}(X)

o€Sk =1

k
) gs: T (19400, X0 oo )
=z A Azp([VAX), XTIV (X)), X,

ou l'on a identifié les formes linéaires (z;] ~>g sur g aux éléments z; de g.
Alinsi, pour trois fonctions fi, fa, f3 de F(g), et X un élément de g, on a

6,111 o F5)(X) = 0g(IVA(X), X]T, [V £o(X), X]H, (950, X]71),

ou le ¢4 du terme de gauche est le trivecteur de Cartan de g et ¢4 dans le
terme de droite est la 3-forme de Cartan sur g. Nous pouvons maintenant
énoncer le résultat attendu :

Proposition 4.6. La bidérivation {-, }? est une structure de quasi-Pois-
son sur lalgébre de lacets g de g = gl(N) pour la conjugaison de G =

GL(N).

Démonstration. Soit f1, fo, f3 trois éléments linéaires de F(g) et X un
élément de g. Afin d’alléger 1’écriture, nous notons L; pour V f;(X).
D’apres ce qui précede, Qg est donné par :
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S, 1f1, J2, J3)(X) = g (L0, X]' 7 (Lo, X]Y (L, X))
-3 <<L X1 [(mﬂ*” (x 3X>[*”]>
< UL, (X 1) : 1) 4+ 012
< U [(X L), (X L) D + Or2
< (XLy)Y)| [ (XLo)"Y, (X Ls)™ ]D

g

{fl,{fz,fs}l V004 01as

Ainsi, le Jacobiateur de notre crochet est I'image du trivecteur de Cartan
de g par Paction adjointe de g sur g. D’autre part, montrons que {-, }? est
G-invariant. Soit = € g, f, g deux fonctions linéaires sur g et X un point
de g. Alors

Q

En utilisant V(£ f)(X) = [Vf,z], on a

Ly {- )2 [£.9)(X) = (A(V fla, X])|VgX), — (A([z, XV f)|X V),
(S([z, XV [)|VgX) — (S(V flz, X])|XVg).
(A(VFX)|Vglz, X)) — (A(XVf)|[z, X]Vg),
(S(XV)|Vglz, X]). — (S(VIX)|[z, X]Vg).
— (A([Vf,2] X)|VgX)
— (S
— (A(
— (S

+ o+ +

(AX [V f,2])XVg),
(S([V/,2] X)[XVg),
AXV)IX [Vg,z]),
S(VIX)IX Vg, .

S(X[Vf,a])[VgX),
A(VIX)[[Vg,x] X),
S(XV[Vg,z] X))

++++

Apres simplification, en observant que pour tout Y dans g, A(zY) =
zA(Y) et S(zY) = 25(Y), on obtient
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Lo L P [, 9)(X) = — (A(VfX

Ainsi {-, }? est bien une bidérivation G-invariante de F(g). D’apres ce
qui précede, elle confere a g une structure de G-variété de quasi-Poisson.
O

Si on apprécie que tant d’efforts soient récompensés par ce nouvel e-
xemple d'une variété de quasi-Poisson, cette démonstration est cepen-
dant assez peu satisfaisante. D’une part elle n’est constituée que d’une
suite de calculs fastidieux, et d’autre part, elle ne permet pas vrai-
ment de comprendre pourquoi la bidérivation {-,-}; est une structure
de quasi-Poisson. Afin de pouvoir proposer une autre démonstration de ce
résultat, revenons a une construction fondamentale qu’introduisent Alek-
seev, Kosmann-Schwarzbach et Meinrenken dans [8] : la fusion d'une struc-
ture de quasi-Poisson.

4.3 Fusion de quasi-Poisson

Le théoréeme que nous allons énoncer dans ce paragraphe est un des pre-
miers résultats énoncés dans [8] sur les variétés de quasi-Poisson. Il s’agit
d’un jeu d’actions sur la variété. Etant donné une une bidérivation de
quasi-Poisson sur une (H x H)-variété M, le théoréme 4.7 construit une
structure de H-variété de quasi-Poisson sur M.

Théoréeme 4.7. [8] Soit (M, P) une (H x H)-variété de quasi-Poisson.
Notons ~ Daction infinitésimale de h & b sur M. Si v € b, ol et 22
désignent les champs de vecteurs fondamentauz associés auz vecteurs x' =
(2,0) et 22 = (0,2) de h® b par les actions sur M de H x {e} et {e} x H
respectivement. Soient (eq)acr €l (€a)acs deux bases duales de by. Notons

¥ Uélément de N\ b
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)= %Zei/\ai.

acl

Le champ de bivecteurs
~ 1 ~ o~
. p_J ._p_ = 1A 22
Ppg:=P—1 :=P 2% el Ne2

définit sur la variété M une structure de H-variété de quasi-Poisson, par
rapport a l’action diagonale

HxM—-(HxH)xM—M

Démonstration. Commencons par vérifier la H-invariance de la bidériva-
tion Prys. Pour 2 un élément de f, notons z le champ de vecteurs fonda-
mental associé & x par I'action diagonale de H sur M. Alors, d’une part

—

= (z,z) et d’autre part, £, Pf,s se décompose en la somme de L P et
. Or

DB

L,P=L—~P=0
- (£,$)

car P est H x H-invariant, et
L9 = |6,(,2)] = [ (@)

Le dernier terme peut encore se développer en

[¢, (z,z)] = % [Z el NeZ ot + 2?

acl

1
D) Z [eayx]l A 52 + 6(11 A [savx]Q
acl
1 1 2 1 2
= 23 (el lewal, e A2+ (el el e A
a,bel
= 0.

D’ou la H-invariance de Py,,. Par ailleurs, calculons le crochet de Schouten
[Prus: Prus)g :

[Pfusapfus]s = [P,P]S + [1/1»@/1}3 -2 |:va:| .
P étant une bidérivation de (H x H)-variété de quasi-Poisson, elle est,
d’une part, invariante par l'action de H x H, d’ou [P, ﬂ = 0 et, d’autre

part, [P7 P]S = d)UEBb = d’% + ¢§ EIlﬁIl,
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1
[, g = 1 Z leases]' Ae2 Aeg + e Aep A eas ]
a,b
1
1 Z (al [evec]) (e N2 Aek + el Aep Ae?)
1oz,b,c
=13 2 (eallev,ec]) (eq +e€a) Aley +ep) Alee +e)

a,b,c

T (al [evrec]) €l Aep Nel +e2 Aed Ae?

e
_ 4 _ 1 2
= 9, — o) — &2
Dot [Ppys, Pruslg = ?h et Pj,s est une bidérivation de quasi-Poisson sur
M pour 'action diagonale. O

La technique décrite par cette proposition est appelée fusion. Elle permet
d’une part de construire des variétés de quasi-Poisson et d’autre part de
reconnaitre qu’une bidérivation est une structure de quasi-Poisson en ob-
servant qu’elle est issue d’une fusion. C’est cet aspect de la fusion que
nous allons utiliser dans le paragraphe suivant pour montrer que notre
bidérivation quadratique {-, }? est une bidérivation de quasi-Poisson de

7 (9)-

Ezemple 4.8. Comme nous le suggérions dans le paragraphe 4.1, la bidériva-
tion de quasi-Poisson canonique Py = % Y oacr € o A Eq du groupe de Lie
H provient d’une fusion. En effet, (H x H) agit sur H par translations a
gauche et & droite. L'image de la 3-forme de Cartan ¢o = (¢y, ¢y) de h @D b

par cette action est Eh — E)h = 0. Le couple (H,0) est donc une (H x H)-
variété de quasi-Poisson. Le processus de fusion donne la H-variété de
quasi-Poisson (H, Ppus = £ > ,c; € a A€ 4) pour action diagonale qui est
la conjugaison simultanée.

La fusion permet également d’attribuer une structure de quasi-Poisson
naturelle & un produit de deux H-variétés de quasi-Poisson. Si (M1, P;) et
(Ms, Py) sont deux H-variétés de quasi-Poisson, le produit direct (M7 x
Ms, Py + Py) est une (H x H)-variété de quasi-Poisson. Afin d’obtenir une
H-variété de quasi-Poisson, considérons sa fusion (My x Ma, (P1 + P2)fus)
que nous noterons M7 ® Ms. L’opération ® est clairement associative.

Ezemple 4.9. [8] La produit de fusion de deux copies du groupe H, équipé
de sa structure de quasi-Poisson canonique Py, donne la H-variété de
quasi-Poisson

1 1 1
CEYED SEAVEANES Sl S S AR D I =)
a a

a
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Plus généralement, la bidérivation de quasi-Poisson obtenue sur H™ par la
fusion de n copies de (H, Pyy) est

1 ) 1 . ) . .
S E A Y G - A ).

a,i<j

Cet exemple sera repris dans le chapitre suivant. Nous montrerons en effet
dans le chapitre 5 comment une bidérivation de quasi-Poisson peut induire
une bidérivation de Poisson sur un quotient. Ce résultat sera illustré par
deux exemples dont celui de l'espace de modules .#Z = G"/G.

Enongons enfin, a titre d’exemple d’utilisation de la procédure de fu-
sion, le lemme suivant qui sera utile dans le chapitre 6 pour démontrer
qu’une application est un morphisme de quasi-Poisson.

Lemme 4.10. Soit (M;, P;) et (N;,Q;), i = 1,2, deuzx couples de H-
variétés de quasi-Poisson et w; : M; — N;, i = 1,2, deux morphismes
de H-variétés de quasi-Poisson. Alors Uapplication (@1, ¢2) : My & My —
N1 ® No est un morphisme de H-variétés de quasi-Poisson.

Démonstration. Par H-équivariance des applications de quasi-Poisson, on
a, pour tout x dans g et i = 1,2, ¢;, (xp,) = xn,. Ainsi,

1 1
(@1#;02)*(P11 +P22 ) ZEG}VH /\ea?wz) = Q% +Q% - 525‘1}\[1 /\€a?v2.

La H-équivariance de (1, p2) est immédiate. ]

4.4 Une fusion pour {-, }?

Le but de ce par (graphe est de montrer, par le biais d’une fusion, que la
bidérivation {-,-};° fait de F(g) une algebre de quasi-Poisson, vis & vis de
Paction de conjugaison de G = GL(N) sur g, ou g est l'algebre de lacets
de g = gl(N).

Pour un élément x de g, nous notons, comme précédemment, x le champ
de vecteurs fondamental sur g pour I'action de conjugaison de G. Il est
donné par z = T — 7, ol T et 7 sont les champs de vecteurs fondamen-
taux pour les translations a gauche et a droite respectivement. Pour un
élément z de I’algebre de lacets g, on utilisera également les notations T et
7 pour désigner les actions infinitésimales de g sur elle-méme! : VX € g,
T(X)=zXet T(X)= Xz

! Bien que nous ayons pris 'habitude de noter par des lettres capitales les
éléments de Dalgebre de lacets g, nous préférons les minuscules ici afin de
préserver ’homogénéité pour les actions infinitésimales.
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Rappelons lexpression de la bidérivation {-, }? pour deux fonctions f
et gsur g :

{£.9}2 (X) = = ({[X, VFAX)]|Ry(X Vg(X) + Vg(X) X))

—([X, Vg(X)|[Ri(XVf(X) + VF(X)X)). ).

N =

En faisant apparaitre les parties antisymétrique et symétrique, A et .S, de
Ry, nous décomposons {-, }? en somme des deux termes

{f,9}, (X) = (A(V/(X)X)|Vg(X)X) — (AXV[(X))|XVg(X))
{f,9}, (X) = (S(XV[(X))Vg(X)X) - {(S(VF(X)X)|XVg(X))_.

L’idée est de montrer que {-,-}, est une structure de quasi-Poisson sur g

pour une action de G x G, puis de reconnaitre en {-, }? la structure de
quasi-Poisson obtenue par la fusion sur g. Considérons l'action & gauche
de G x G sur lalgebre de lacets g

GxGxg—g
(glag27X) = g1X92_1

L’algebre de Lie du produit G x G est la somme directe g & g. Le champ
de vecteurs fondamental sur g correspondant & cette action est donné par

058 — )
I1+y2}_>1.1+y2:?77.

Notons ¢, la trivecteur de Cartan de I'algebre de Lie g g : g2 = (¢g, ¢g)-
Nous devons montrer que la bidérivation {-, -}, est un champ de bivecteurs
(G x G)-invariant et vérifie [{-,-},,{-,"},]g = ba.

Soit a := B(A) le bivecteur image de A dans le carré tensoriel 75(g),
par 'application [ définie dans le chapitre 3. On a alors 1’égalité

(= —5(T+ ).

En effet, d’apres la formule (3.1), le crochet {-,-}, s’écrit, pour f, g deux
fonctions sur g et X un élément de g,

{f, g}, (X) = (VX ® VgX), - (alXVf ® XVg),.

En utilisant ’antisymétrie de a, on obtient la formule donnée. Explicite-
ment 'application A est donnée par
A: g —g
APl s op4+1>0
2N — = | -2t & p+1<0
0 si p=-—1
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On en déduit, dans la base canonique (E;;AP)1<i <~ de g,

PEL
a= Z EjAN"PAE;juP = Z EjiN"PQE;;jpf — Z Ei i NP@Ejiu~
1<i,j<N 1<i,j<N 1<i,j<N
p>0 p>0 p>0
Lemme 4.11. Le bivecteur a vérifie
1
Veeg, [a,z]=0 et Z[a,a]:%—qu

ot ¢~ € T3(g) est l'analogue formel, pour g et (x)\p|y)\q>N/ = 0p,_q tr(zy),
du trivecteur de Cartan d’une algébre de Lie de dimension finie munie

d’une forme bilinéaire symétrique, ad-invariante et non dégénérée (4.1).

Démonstration. Soit x un élément de g et p un entier positif. Le crochet
[Zl<i,j<n E;iA"P A EijMp7-’1?:| s’écrit

Z [Eji)\_p/\Eij,up,x] = Z [Eji,l‘] /\_p/\Eijup —|—Eji)\_p/\[Eij,l‘] uP
1<i,j<n 1<i,j<n
= Z (Eki| [Eji, ) EwA™" A Eijpi®
1<i.j. ke, 0<n
(Bl [Eij, x]) Ejid™ A Eyp®

=0.

Ainsi, pour tout = dans g, [a, 2] = 3> o |2 1< j<n EiiA A El-j,upw} =
0. Notons (eq)acr = (EijAP)1<is<n la base canonique de gso, (€a)acr =
p>0
(EjiXP)1<ij<n les éléments duaux dans go pour la forme bilinéaire (-|-)’
<0

et (he)ees et (h})ces deux bases duales de g. Alors a = ) ;€4 Aeg et
nous pouvons développer le crochet [a,a] dans 75(g) :

[a, a] Z €a N [€qs€b] N ey + [, 0] N eq Aeyp
a,bel
—ep A [easen] Aea+ea Aep Aleq, ep)
=— Z {ec| [e’:‘a,&‘b]): geNeqg Nep+ (] [€as eb]x ecNeg NEp
a,b,cel

-2 Z <h2|[€a7€b]>: hc/\ga/\eb.
a,bel, ceJ

Par ailleurs, les trivecteurs de Cartan ¢~ de g et ¢4 de g s’écrivent
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1
o 1 Z (ea] [5;,,56]}: ga Nep Aee+ (€4 [eb,ec]x €a NEp N Ec

a,b,c

1
3 Z (€al [elnhZM ea NEp A e
1a,bEI,cEJ
b ST gD e A B A
1 a,b,ceJ
bg = 1 Z (hgl [y, he ]> ha N by A he
1 a,b,ceJ
=5 Z (hx| g B ha Ay A he.
ab,c
Nous obtenons donc la formule attendue : 1 [a,a] = ¢ — ¢.. O

Remarque 4.12. Une précision s'impose concernant la forme bilinéaire (-|-)’

qui apparait naturellement dans le lemme 4.11. Les bidérivations {-, }? et
{-,-}, et le bivecteur a ont été définis avec la forme bilinéaire (-|-)_, alors
que nous énongons ici une propriété de ce méme bivecteur a, relativement
a la forme bilinéaire (-|-)’. En fait, pour prouver que F(g) est une algebre
de quasi-Poisson vis & vis de l'action de (G x G) (resp. de G) sur g, la
seule forme bilinéaire qui joue un role est celle de I'algebre de Lie g du
groupe de Lie G, avec laquelle est définie le trivecteur de Cartan ¢4. En
effet, dans la proposition suivante, lorsque nous considérons le champ de
b1vecteurs ——( a +a), nous n’utilisons que le fait que ¢ est un trivecteur
adz-invariant.

Proposition 4.13. La bidérivation {-,-}, est une bidérivation de quasi-
Poisson de 'algebre F(g) vis a vis de laction de G x G sur g

(GxG)xg — 9
((91,92), X ) — g1 Xg5"

Démonstration. Commencons par montrer I'invariance du bivecteur {-,-},.
Dire que ce champ de bivecteurs est invariant signifie qu’il est conservé par
le flot de tout champ de vecteurs fondamental associé a I'action de G x G
sur g ou encore que sa dérivée de Lie dans la direction d’un tel champ de
vecteurs est nulle. Il faut donc montrer

Valty?egdg,  Loani t.=

Or pour tout élément z! + 32 de g @ g,

— 1
Loploda= [{de @ 402 = —5(@+ 3.7 - Vg
— —
= —3la,z] = 5a,y] =0.
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Le bivecteur {-,-}, est donc bien invariant par I'action de G x G sur g.
D’autre part, le crochet de Schouten, [{-,-},,{-, },]4 s"écrit :

T oo = le— 1
[{'?'}aa{'a'}a]szi[a+a,a+a]szi[a,a]—1[a7a]
= by — by — O + D

Or ¢~ est un champ de trivecteurs adz-invariant sur I’algebre de lacets.
— — N «— — —~

On a donc ¢~ - ¢~ = 0. D’ou, [{ ) '}a ) {.7.}a]S = ¢g - ¢g = ¢2~ On a

ainsi montré que {-, -} est une bidérivation de quasi-Poisson de F(g) pour

Paction de (G x G) sur g. O

Avant d’énoncer le théoréme, intercallons ici le lemme suivant, preuve,
8’il en est besoin d’une, du bien fondé des structures de quasi-Poisson,
dans un contexte de systémes intégrables. Le défaut de Jacobi ne garantie
pas en effet que les champs Hamiltoniens de deux fonctions en involutions
commutent. Cependant, la G-invariance de la bidérivation de quasi-Poisson
permet parfois de palier a cette lacune.

Lemme 4.14. Soit (M,{-,-}) une H-variété de quasi-Poisson. Soient
f1, fo deux fonctions sur M, telles que

1. fi € F(M)H
2.{f1, f2} =0.

Alors les champs Hamiltoniens Xy, et Xy, de fi et fo commutent :
[(Xp1, Xp] = 0.

Démonstration. C’est un simple calcul avec 'identité de Jacobi graduée du
crochet de Schouten, et les propriétés définissant une structure de quasi-
Poisson. Notons 7 := {-,-}.

[Xf1 ’ sz] =

71-7fl]S ) [777}62]3]5
[Hﬂ—vﬂ]s‘afl]sajé]s + [71—7 Hﬂ-ﬂ fl]S ) f2]s]s
H@’ f1}87f2}8 + [m,{f1, f2}]s

S N =N =

O

Théoréme 4.15. Le champ de bivecteurs {-, }? est une structure de G-
variété de quasi-Poisson sur g. Pour ce crochet, les fonctions adg-invarian-
tes sont en involution et les champs Hamiltoniens associés commutent.
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Démonstration. L’action diagonale de G x G sur g est la conjugaison de
G. Considérons sur g @ g le bivecteur

1 1 2
) = §ZEZ-J-/\EJ-Z-.

Le théoreme 4.7 affirme que la bidérivation {-,-}, — 7]1\ muni la G-variété
g d’une structure de quasi-Poisson. Or

1 -
— 1 2
=5 Y ERAER
1<ij<N
1 — —
= —— Z Eji AN Eij
1<i,j<N

_{.’.}S_

Ainsi la bidérivation {-,-}, +{-,-}, ={, }? est le résultat de la fusion de
la (G x G)-variété de quasi-Poisson (g, {-,-},). Pour la deuxieme partie du
théoreme, rappelons que nous avons vu dans le chapitre 3 que les fonctions
adz-invariantes sont en involution pour les bidérivations quadratiques cons-
truites sur le modele de Li et Parmentier. Le lemme précédent permet de
conclure quant aux champs de vecteurs Hamiltoniens associés. a

Remarque 4.16. On peut montrer que la bidérivation {-, }? est multiplica-
tive dans le sens ou 'application

p:g®g—g
(z,y) — y,

est un morphisme de quasi-Poisson. Nous prouvons ce résultat dans le
paragraphe suivant, dans un contexte plus général (théoréme 4.20).

4.5 Structure de quasi-Poisson pour une algebre de
Lie associative

Avant de clore ce chapitre sur la bidérivation {-, }({2 définie sur 'algebre
de lacets g, formalisons la construction de cette structure de quasi-Poisson
dans un contexte plus général. Considérons une algebre de Lie g, mu-
nie d'une forme bilinéaire symétrique ad-invariante non dégénérée (-|-) ,
vérifiant, pour tous z,y, z € g, (zy|z) = (z|yz). Soit

g=n_ohdny
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une décomposition de g comme somme directe (de sous-espaces vectoriels)
des algebres de Lie n_, ny et h de 3 sous-algebres associatives de g. Nous
supposons que, via (-[-) , on ait les égalités

niztu@h, bt =ny dn_, nt=n_a@h.

Pour simplifier et afin d’éviter des problemes conceptuels, nous sup-
posons que la dimension de g est finie. Pour un choix d’une algebre de
Lie de dimension inifinie, il convient d’adapter, comme nous 'avons fait
précédemment pour l'algebre de lacets, les notions de fonctions, bivecteurs
et endomorphismes. Dans tous les cas, on suppose que h est de dimension
finie. Soit H un groupe de Lie admettant h comme algebre de Lie. No-
tons ¢4 et ¢y les trivecteurs de Cartan sur g et h respectivement. Nous
noterons F(g) l'algebre des fonctions sur g, polynomiales en les formes
linéaires x — (x\y)g, y € g. Toute fonction f dans cette algebre de fonc-
tions admet un gradient en tout point x de g :

ven (Vi@ =% flatty).

at)

Notons Py, P_ et Py les projections linéaires de g sur ny, n_ et ) respec-
tivement. Soit R I’endomorphisme de g :

R:PJF"‘R)—P,

et A = Py — P_ sa partie antisymétrique. R est clairement une solution
de I’équation de Yang-Baxter modifiée mais le calcul de B4 donne, pour
tous z,y € g

BA(.’E,y) = [x,y] + [P()SL’,POy] :

La bidérivation quadratique donnée par, Vf, g € F(g), Vx € g,

{£,9}% (@) = 5 (([z, V/(@)]| R@@Vg() + Vg(x)z))

— [z, Vg(2)]|R(xV f(z) + V f(z)z)) ).

N =

n’est donc pas, a priori, une structure de Poisson sur I’algebre associative
g. Soient (eq)qer une base de ny, (€4)qcr sa base duale dans n_ via (-|-)
et (hy)ves et (h))pes deux bases duales de h. L’élément

a = E €a N €q
acl

est 'image de 'endomorphisme A de g dans le carré tensoriel g ® g, par
I’application
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End(g) — g®g
R +— Y ca®R(ea) + Y ea®@R(ea) + > hy® R(hy).

acl acl beJ

Lemme 4.17. Le bivecteur a vérifie

1
Veeg J[a,z]=0 et Z[a,a]:%—(bg.
Démonstration. La démonstration est exactement la méme que dans le cas
de Talgebre de lacets (lemme 4.11). O

Lemme 4.18. La donnée des espaces orthogonaux par rapport a la forme
bilinéaire non dégénérée et ad-invariante (-|-), impliquent les égalités et
inclusions suivantes

(me@®h)t=ny et bhny Cng.

De plus, si f € F(g) est une fonction nulle sur h @ ny, alors, pour tout
rehdng, onaVf(x)eny.

Démonstration. L’orthogonal d’'une somme direct d’espaces vectoriels est
I'intersection des orthogonaux. On a donc

(ny @bt =nynbht =y ©h)N(ny Gno) =ny.
De méme, (n_ @ h)+ = n_. D’autre part,

(bnylny) C (hlny) =0 et (bnyfh) C (lny) =0

car h C ni. On en déduit que hny C ni N b+ =n,. De la méme maniere,
bn_ C n_. Enfin, si f € F(g) est une fonction nulle sur la sous-algebre
associative h @ n,, alors pour tous z,y € h@dn,, on a %ltiof(x +ty) = 0.
D’ou J

t=0

Ceci prouve que pour tout z € h & ny, Vf(z) € (h@ny )t =n,. a

Reprenons les notations utilisées précédement pour désigner les actions
infinitésimales des translations a gauche et a droite et la conjugaison de §
sur g :

hobh — X(g) et h — X(g)
-7

(sc,y) = (.%',y) =Y -

— —
T—T=2 — &
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Proposition 4.19. Le champ de bivecteurs 7, = —3(‘a + @) munit la
(H x H)-variété g d’une bidérivation de quasi-Poisson multiplicative.

Démonstration. Le fait que 7, soit une bidérivation de quasi-Poisson sur
g découle directement du lemme 4.17, comme dans le cas de I'algebre de
lacets. Dire que la bidérivation m, est multiplicative signifie qu’en notant
1 la multiplication sur g :

pigxg—g
(z,y) — xy,

on a ju, (7t +m2) = m,. Rappellons les formules obtenues dans le lemme 2.1
: pour tout z dans g,

pe(Th) =7, pe(TY) = (T3, et (T =T,
Le champs de bivecteurs 7, est donné par w, = —% zael(g/\a—a)/\e_a)).
On a donc
1
(g 72) = =5 Y (e (Ea) A g (Eal) = pa(Eah) A ()
acl
1
=5 D (1 (Ea®) A pa(€a®) — pra(Ea®) A pra(20%)
1 acl
=52 (B AN — pa(E") A pa(Ed)
acl
e (Za") A pi(Ea’) — Ea N g )
= Tq.

O

Théoréme 4.20. Le champ de bivecteurs {-, -}g, défini par Vf,g € F(g)
et Vz € g,

(([=, VF(@)]|R(zVg(z) + Vg(z)z))
— ([, Vg(@)]|R(=V f(z) + Vf(2)x))).

|~

{f.9}2 (z) =

est une structure de quasi-Poisson sur la H-variété g. Pour cette struc-
ture les fonctions adg-invariantes sont en involution et les champs Hamil-
toniens associés commutent. La multiplication dans g un morphisme de
quasi-Poisson de g ® g dans g. Enfin les sous-algébres associatives b @ n
et ny sont des sous-variétés de quasi-Poisson de g.
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Démonstration. On obtient tout simplement la bidérivation {-, }g par fu-
sion de I'action de H x H sur g. Les fonctions adg-invariantes, caractérisées
par Vz € g, [V f(x),x] = 0, sont clairement en involution. Or une fonction
adg-invariante est en particulier H-invariante. Le lemme 4.14 affirme donc
que les champs Hamiltoniens associés sur g commutent. Vérifions que la
multiplication est bien un morphisme de quasi-Poisson lorsque 1’on munit
le produit de la bidérivation de fusion :

(g®g 7l — Yt + 72 — Y2 — %Z(h(_kl — ) A (B2 — 2.
k
Utilisons a nouveau les formules données dans le lemme 2.1 :
bt B w2 5 — 5 St — ) A G2 - 4%
k
— LS AT T R A G - )
k

+ (g + )

—

1 — o2 1 1, Al

La multiplication p : g ® g — g est donc bien un morphisme de quasi-
Poisson. Enfin, montrons que la sous-algebre associative h @ ny est une
sous-variété de quasi-Poisson de g. Soient f une fonction de g nulle sur
h ®ny, g un élément de F(g) et x dans h @ ny. Alors 2V f(x) et Vf(z)x
sont des éléments de n et ils sont égaux a leurs images par R et R*. D’ou

.92 @) = 3R [z, VI (@)]|2Vo(x) + Vo(a)z)
1 (. Vo@)| RV () + V(). )
= LU, V@) Vo(a) + Vo(r)a).
(. Vo())laV () + V()r).)
=0.

Donc les champs Hamiltoniens de g sont tangents a h & ny et h S ny est
une sous-variété de quasi-Poisson de (g, {-, }?) O

Remarque 4.21. Remarquons que lorsque la sous-algebre de Lie h est
abélienne ([-,:] = 0), la construction précédente donne une structure
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de Poisson (car ¢y = 0). Sur l'algebre de lacets g, c’est la situation de
{, }OQ En effet, en prenant pour forme bilinéaire le résidu de la trace, la
décomposition utilisée : g = g>0® {0} & g« vérifie bien les propriétés req-
uises. Dans ce cas, a est 'élément de 75(g) : a = 3 > p<o Bij AP ANEjp=P~1
et
1 — T 1 3 o .1
Tgq = _(ngijAp/\Eji,U/ p — EZEij)‘p/\Ejiu P )
p<0 p<0

C’est exactement le champ de bivecteurs {~,~}§? . La proposition 4.19
affirme alors que {-, }82 est une structure de (H x H)-quasi-Poisson :
[Ta, Ta] = ¢y, et comme h = {0}, il vient ¢y = 0 et {-, }OQ est bien une
structure de Poisson. (Notons, qu’il est inutile de faire une fusion puisque
H x H ={0}).

4.6 Structure de Poisson quadratique pour le réseau
de Toda classique

Dans ce paragraphe, nous proposons une application du théoreme précé-
dent a la constructution d’'une bidérivation quadratique dans le cadre du
réseau de Toda classique. L’espace qui nous intéresse est I’ensemble &% des
matrices symétriques tridiagonales :

b1 ai 0o ... ... 0
aq bg an
go=q| 002 |ai,b; € C)
aN-—1
0 ... . | bN

Afin de définir un crochet quadratique sur Z, considérons la décomposition
de g = gl(N, C) en somme directe :

g=n,d0dn_,

ou ny (resp. n_) est la sous-algebre associative des matrices triangulaires
supérieures strictes (resp. inférieures strictes) et ? est le sous-espace des
matrices diagonales. Lorsque 1’on munit g de la forme bilinéaire (X|Y) =
tr(XY), les conditions du théoreme 4.20 sont satisfaitent. Notons Py, Py et
P_ les projections sur ny, 0 et n_ respectivement. Soit R = Py + Py — P_.
La formule
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{£,9)2 (X) = SUIX, VAX)IR(XVg(X) + Vg(X)X))
— (X, V(XN R(XVF(X) + VF(X)X)))

définit sur g une bidérivation de quasi-Poisson quadratique par rapport a
P’action de conjugaison du groupe de Lie D des matrices inversibles diag-
onales. D étant un groupe commutatif, la 3-forme de Cartan ¢, s’annule
et le crochet de quasi-Poisson {-, }g est en fait un crochet de Poisson.
Si (245)1>4,j>n désigne les fonctions coordonnées de g, on a, pour tout
i,7,k, 1 € [1,N],

{245, m}% = (g1 + €ir)xrjzi + (0i — 0k )TijTh -

ouegj;=1si¢>7 0sii=jet-1sii<j. Cesformules permettent de
vérifier treés rapidement que le sous-espace %3 des matrices tridiagonales
est une sous-variété de Poisson de (g, {-, }g) Notons que ce résultat est
similaire & ce qu’il se passe dans 1’étude de {-, }? sur ’algebre de lacets g,
oll nous avions observé que les niveaux g,, sont tous des sous-variétés de
quasi-Poisson (propositions 3.13 et 3.14). Par contre les sous-espaces des
matrices symétriques et des matrices symétriques tridiagonales ne sont pas
des sous-variétés de Poisson pour cette structure. Cependant, un résultat
de Vanhaecke et Fernandes va nous autoriser a équiper % d’une structure
de variété de Poisson héritée de {-, }?

Lemme 4.22. [15] Soit (M,{-,-}) une variété de Poisson munie d’une
involution o. Supposons que o : M — M est un morphisme de Poisson.
Soit N la sous-variété de M des points fizes de o. Notons v : N — M
Uinclusion. Alors il existe une unique structure de Poisson {-,-} sur N
telle que, pour toutes fonctions f et g, o-invariantes sur M, on ait

{figtor=Afor,g0t}y.

On vérifie facilement que la transposition est un morphisme de Poisson
pour la structure {7}?2 sur le sous-espace des matrices tridiagonales.
L’ensemble des points fixes de cette involution est le sous-espace #Z des
matrices tridiagonales symétriques. Il hérite donc d’une structure de Pois-
son construite de la maniere suivante : pour f et g deux fonctions sur N,
notons F' et G des prolongements invariants par la transposition de f et g
& l’ensemble des matrices tridiagonales. Le crochet {F, G}%% ne dépend

alors pas des prolongements F' et G choisis. {f, g}, := {F, G}gl% définit
une structure quadratique sur Z. Elle est donnée par les crochets :

{ai, ai—l}gg = _%aiai—l {Clmbi}% = —a;b; {bi,bi—1}gg = —2(1@2,1
{ai, ai+1}gg = %aiai+l {ai,bi+1}@ = a;bi41 {bi,bi+1}gg = 2022
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(tous les autres crochets étant nuls). On retrouve ainsi, dans notre for-
malisme, la structure de Poisson quadratique évoquée par Damianou dans
[14].

Remarque 4.23. En utilisant la décomposition de g = gl(IV,C) en somme
directe des sous-algebres a et [ des matrices antisymétriques et des matrices
triangulaires inférieures, on obtient la méme structure de Poisson sur Z.
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De quasi-Poisson a Poisson

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la donnée d’une bidériva-
tion de quasi-Poisson sur une variété est, par définition, liée a ’action du
groupe de Lie sur celle-ci. Il devient alors naturel de s’interroger sur le
devenir d’une telle structure lorsque ’on considere le quotient par cette
action. Nous montrons dans ce chapitre qu’une condition de tangence
sur les champs Hamiltoniens associés aux fonctions H-invariantes suffit
& obtenir, sur le quotient M/H, une véritable structure de Poisson. Ce
résultat est ensuite appliqué aux deux principaux exemples de structures
de quasi-Poisson introduits dans le chapitre précédent. Nous montrons
ainsi que les bidérivations {-,-}, et {-, }? sur G" et g, respectivement
induisent des structures de Poisson sur les quotients .# = G™ /G et o/ /G.
Ces deux structures jouent un role essentiel dans la construction de notre
systeme intégrable sur ’espace de modules. Précisons enfin que la partie
5.2 de ce chapitre est une mine d’exemple de fusion de structure de quasi-
Poisson. Nous y reprenons en effet la construction de la bidérivation de
quasi-Poisson de G""29 présentée dans [8].

5.1 Réduction pour les bidérivations de quasi-Poisson
et compléments

Avant de présenter notre résultat de réduction sur les variétés de quasi-
Poisson, énongons le théoreme dont il est fortement inspiré, du a Pedroni
et Vanhaecke.

Théoréme 5.1. [33] Soit (M, {-,-}) une G-variété équipée d’une structure
de Poisson. Supposons que laction de G sur M, x : G x M — M, est une
action de Poisson (pour une quelconque structure de Poisson sur G). Soit
N une sous-variété G-stable de M. Notons v : N — M l’inclusion. Soient
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F(M) Lalgebre des fonctions de M et F(M,N)C la sous-algébre des fonc-
tions de M, G-invariantes sur N . Supposons que les champs Hamiltoniens
des fonctions sur M, G-invariantes sur N, soient tangents a N :

Vf nulle sur N, * {]-"(M, N)G,f} =0. (5.1)

Alors F(M,N)€ est une sous-algébre de Poisson de F(M) et il existe un
crochet de Poisson {-, -}y, sur F(N)C vérifiant :

Vi, fo € FIM,N)S, {8 fi 0 fod e = 0 {f1s fo) -

Afin d’adapter ce lemme en cadre quasi-Poisson, nous avons la proposition
suivante due a Alekseev, Kosmann-Schwarzbach et Meinrenken :

Proposition 5.2. [8] Soit (M, P) une G-variété de quasi-Poisson. Lorsque
G est equippé de sa bidérivation de quasi-Poisson canonique Pg, laction
G® M — M est une action de quasi-Poisson.

Nous pouvons a présent énoncer notre résultat de réduction pour une
G-variété de quasi-Poisson.

Théoreme 5.3. Soit (M,{-,-}) une G-variété de quasi-Poisson. Soit N
une sous-variété G-stable de M. Notons 1 : N — M linclusion. Supposons
que les champs Hamiltoniens des fonctions de M, G-invariantes sur N,
soient tangents a N :

Vf nulle sur N, o {F(M, N)G,f} =0. (5.2)

Alors F(M, N)¢ est une sous-algébre de quasi-Poisson de F (M) et il existe
un crochet de Poisson {-, -}y g sur F(N)Y vérifiant :

Vi1, fa € F(M,N)Y, {5 1,0 oy = v {1, fa) -

Démonstration. Nous reprenons, étape par étape, la démonstration de Pe-
droni et Vanhaecke, en ’adaptant a une structure de G-variété de quasi-
Poisson. Notons x : G x M — M et x,, : G x N — N les actions de G sur
Met N,m,,:GxM — Metnm, :GxN — N les projections sur M et
N respectivement.

Soient f; et fo deux fonctions de M, G-invariantes sur V. Dire que leur
crochet est encore une fonction G-invariante sur N équivaut a 1’égalité :
Xov {f1, f2} = w0 { f1, f2}. Si 1 désigne 'application identité de G, on
a les relations suivantes sur G x N :

toxy =xo(lg xu),

tomy =m,, o(lg x ).
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Sachant de plus que les applications x et m,, sont des morphismes de
quasi-Poisson, il suffit de montrer 1’égalité

(1 L)*({X*f1,x*f2}G®M - {WLfl?WLfQ}G@M) =0 (5.3)

sur G x N. Soit (g,n) un élément de G x N. Avec des notations transpa-
rentes

{X*fi.x*fa — 7TLf2}G®M (g,n) = D fuxnfe — (T )nfeta (9)
+{G X fa = () fa},, (0)
— X fe = (g
Commengons par calculer les différents termes intervenant dans cette ex-

pression. Pour une fonction f, G-invariante sur N, et m,n,g € M XN xG
un élément de M, on a

xnf(9) = f(x(g,n)) = f(n) (fonction constante sur G),
()5 f(g) = f(mm(g,m)) = f(n) (fonction constante sur G),
(FM);f(m) = f(TrM(gam)) = f(m) :

Par ailleurs, le terme de fusion zz donne

-~

VX 1 X e — fz}(% n)
=52 can DG A Meag D f2 — (m )5 f2)(9)
el b - () et k)
=0.
On a donc
X fux o =75 ot aonr (951) = {Xo froxgfo = fo )y, ()

Enfin, f; étant G-invariante sur NV, xj f2 — f2 est nulle sur N. En utilisant
maintenant I’hypothese 5.2, on obtient

{X*th*f2 - ,/TJT/IfQ}G@M (g7n) =0.
De méme, on montre que
{X*fl — Wztffl’WLfQ}G@M (g,n) =0.

En sommant ces deux relations, on obtient la relation souhaitée 5.3.



88 5 De quasi-Poisson a Poisson

Concernant la construction de la structure sur F(N)“, prenons deux
fonctions sur NV, g1 et go, G-invariantes. Il existe f; et fo deux fonctions
sur M, G-invariantes sur N, telles que ¢*(f;) = ¢;. L’hypothese 5.2 permet
de poser {gl,gg}N/G := 1" {f1, f2}. Regardons le Jacobiateur du crochet
ainsi obtenu :

{{glaQQ}N/G ,gs}N/G + O123 = o{{f1, o}, f3} + O123

= 2u(¢qlf1, f2, f3])
=0

car les fonctions f; sont G-invariantes sur N et le champ fondamental, a
partir duquel est construit le 3-champ de vecteurs de ¢ , tue les fonctions
G-invariantes. On obtient donc ainsi une véritable structure de Poisson sur
le quotient N/G. O

5.2 Une structure de Poisson pour G"t%9 /G

Dans cette section, nous allons appliquer le théoreme de réduction que
nous venons d’énoncer, au produit de groupe G"*29.

Soit n et g deux entiers positifs. Le but de ce paragraphe est d’exposer
la construction d’une structure de Poisson sur le quotient

{(A4i,...,ﬂ4ﬁ,141,131,...,1497139) € Gnt2g |

n+2g —
GG = M, A B AT B A,B, A B, 1)/ G

en passant par une structure de G-variété de quasi-Poisson sur G™129.

Le produit G"*29 est constitué de n copie de G puis g copies de G2.
Notons (eq)qcr une base de g et (£4)qer sa base duale. Chaque facteur G,
muni de la bidérivation

1
PG = 5 Z ?a N ?a
acl
de I'exemple 4.4, est une G-variété de quasi-Poisson pour la conjugaison.
D’autre part, chaque facteur G? est le produit de deux (G x G)-variétés,

pour l'action :
(GxG)xG— G

((91,92),7) — giwgy "
Le produit de fusion de ces deux (G x G)-variétés fait de

1 1
(GEDIEAVETE S SN
acl acl
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une (G x G)-variété de quasi-Poisson avec 'action

(GxGQ)xG* — G?
((91.92), (a,0)) — (g1a95 ", g2bg1 ).
Une fusion de cette action fait enfin de G2 une G-variété de quasi-Poisson.
L’action diagonale est
GxG? — G?
(9, (a,b)) — (gag™", gbg™")

et la bidérivation est

1 1 1
PG21=§§ E‘ZlAa’2+§§ alAa2—§§ (Ea' — &) A (&° —eah).
acl acl acl

Proposition 5.4. G"29 munit de la bidérivation

2g
1 n
Fodng =52 (Z SaTAET A YR AT
acl \r=1 r=1
+ Z 7(&7’ . E—JT) A (as - aZS)
1<r<s<n+2g

(r,8)#(r,r+1)E[n+1,n+2g)2
g

j : «— — — — — «—
+ 5an+2r 1/\ ean+2r + Z_:(171-"-27‘ 1/\ ean+2r

r=1

— — — _ —
7§n+2r 1/\ ean+27‘ + san+2r 1/\ ean+2r>

est une G-variété de quasi-Poisson pour la conjugaison simultanée. Notons
X; chacune des matrices M;, A;, BiAlefl, en les ordonnant selon l’ordre
dans lequel elles apparaissent dans le mot

Xy Xpyag=My...MyA1By ... A,B,.

Définissons les exposants ' et 2 par X' == X @ Id et X? := Id®X et
tg = Zae] €4 ® eq. Fxprimée dans le formalisme tensoriel, la structure de
quasi-Poisson {-, -}, ~ s’écrit

{Xz Q?Xi}n,g = _X'thOXzQ —i—X?toXil si 1€ [[1,TL+29]],

{Xi @ X5}, , = X! X7 — X7 X[t + X[to X7 + XFto X}

sil<i<j<n+2g.
(5.4)
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Démonstration. La bidérivation est obtenue par fusion des n G-variétés

de quasi-Poisson (G, Pg) et des g G-variétés de quasi-Poisson (G2, Pg2).

L’expression tensoriel de cette bidérivation s’obtient directement selon la

méthode décr[i?e dar[ls] le paragraphe 2.5. Traitons par exemple le crochet
ks S

des entrées T;; et x;; de deux matrices M, et My avec 1 <r < s <nen

un point X = (M, ..., B,) de G"*29 :
{eflal} |, @)=~ - - @kl e

= (& - a0 EE - @) (X)
acl

== Z [eas MT}i,j [eavMs]k;,l
acl

= - Z([Eau Mr] & [eav MsDi,j,k,l
acl

= —toMIM2 — M2M}!to + M toM? + M2?*to M}

De la méme maniere, on obtient

{Mi Q? Ml}n g = _]\42'1t0]\4i2 + MzgtOMil siic [[l’n]] ’
{4 § Ai}, = —AltgA? + Afto A} siiellg],
{B: % Bi}, , = BltoB} — Bty B} sii€[L,g],

{x;2 Xj}nyg = —to X X7 — X7 X['to + X[t X7 + X7t X
sil<i<j<n+2get(i,j)#{G,i+1)€n+1,n+2¢],
{Al @ Bl}ng = —1’.01411.Bi2 + BEAllto + 1411120312 + B?toA,} sig € [[].,g]] .

La formule de Leibniz permet ensuite de calculer les crochets, pour i < j,

—1p—1 —1p-1 “1p-1 . .
{B;A;'B;' ¢ B;A; ' B; }mg et {X; % B;A; " B; }n’g. On obtient ainsi
le résultat annoncé. O

Nous pouvons a présent utiliser le théoreme 5.3 pour montrer que cette
bidérivation de quasi-Poisson induit une structure de Poisson sur le quo-
tient G"29 /G. Soit 4 le sous-ensemble de G129 :

{(Mi,...,M,,A1,By,..., Ay, By) € G2 |

W= M ... M?LAlBlAl_lBl_l . AngAnggl = Id}

Nous devons vérifier que les champs de vecteurs Hamiltoniens associés aux
fonctions sur G"*29, G-invariantes sur .4, sont tangents & .#. Comme
G est un groupe réductif, I'algebre F(G"*+29,_#)¢ des fonctions poly-
nomiales sur G"*29 et G-invariantes sur ./, est engendré par 'algebre
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F(G™+29)C des fonctions G-invariantes sur G™+29 et par I'idéal Z(.#") des
fonctions sur G™ 29 nulles sur .4 (voir par exemple le chapitre “Reductive

groups” dans [40]). De plus, d’apres les travaux de Procesi ([34, theorem
13)),

F(GMY = (tr(Ma, ... My,) [ p €N, (a1,..., o) € [1,n]7)
et la définition de 4/,
Z(AN)=((My...M, —Id) | k,1 € [1,N]).
Ainsi, dans le théoréeme 5.3, I'hypothése {f(GTl,JV)G,I(/V)}IW: 0 est
satisfaite si et seulement si pour tous p € N, (a1, ...,a,) € [1,n]?,
(My...M,% M ...M,} =0
{tr(Ma, ... Ma,), My ... M} =0

sur A

La linéarité de la trace dans le formalisme tensoriel donne
{tr(Xa1 ...X%),Xl .. 'X"}n,g = try {Xa1 - Xa, 9 Xq. "X"}n,g’

et par la regle de Leibniz, on a, en utilisant les notations U; := M,, ... M,,,
‘/i ::Mai ...Map, Sj = Ml...Mj and Tj Z:Mj...MTH

M, ..M, @M, ... M,
1 P
= } i€[[1,p] (Li—l ® Sj—l) {lwat Q? IMj}n ([i+1 Y jj"l‘l)'

p Cvi—l
=D | D (Ui @800 (Vi@ Ty) + (Us @ ) to (Vigr @ 1)
i=1 \ j=1

~(Uis1®8j)to (Vi @ Tj1) — (Ui ® Sj—1) to (Vigr ® Tj))
+ ((Uiz1 @ Sa,) to (Vi @ Tay41) — (Ui @ Say—1) to (Vig1 @ Tw,))

+ Y (U @80t (Vi@ Ty) = (Us @ 5)) to (Vir © Ty11)
j=a;+1

+(Ui—1 © 8j)to (Vi @ Tj1) + (Ui ® Sj-1) to (Vig1 ® Tj)))
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En réindexant les sommes en j, un grand nombre de termes se compensent
et disparaissent. D’autre part, part définition de Sy et Tk, on a sur .4/,
So=T1 =8, =Tpt1 =1d. Ainsi, sur A,

{Ma, ... Mo, © My ... M},

= QXP: (Ui—1®1d) to (V;®1d) — (U; ®1d) to (Vi1 ®1d))

2 (to (Vi ®1d) — (U, ®1d) t)

p
+ Z ((Ui*1®sai*1) (Mai ®Mai to —to Mai ®Mai) (‘/i+1 ®Tai+1))
i=1

=2 [tg,Mq, ... My, ®Id].

En prenant ensuite la trace tr; ou bien M,, oMy, = My ... M, sur
A, on obtient le résultat attendu : Les champs de vector Hamiltoniens
associés aux fonctions G-invariantes sur .4 sont tangent a la sous-G-variété
A, de telle sorte que nous pouvons utiliser le théoréme 5.3 : le quotient
G" )G := A /G hérite d'une structure de Poisson ordinaire.

5.3 Réduction sur P’algebre de lacets

Nous allons illustrer le théoreme 5.3 par la réduction de notre second ex-
emple de variété de quasi-Poisson : I'algebre de lacets g. Soit n un entier
positif et &7 la sous-variété de g,, définie par

n—1
o = {X =TdA"+ > 2N 4 1d [l € g} C G- (5.5)

i=1

Dans les chapitres précédents, nous n’avons pas précisé le choix du corps
de base sur lequel nous travaillons. A partir de maintenant, nous travail-
lons sur des variétés complexes. La bidérivation {-, }?, construite sur les
fonctions polynomiales de g,,, s’étend, par la méme formule aux fonctions
holomorphes sur g,. Le groupe de Lie G = GL(N,C) étant un groupe
réductif, I'algebre F(g,, 2/ ), des fonctions polynomiales sur g,,, qui sont
G-invariantes sur @7, est engendrée par la sous-algebre F(g, )¢ et I'idéal
Z (<) des fonctions sur g,,, nulles sur 7. D’apres le travail de Procesi [34],
nous pouvons a nouveau écrire :

f(gn)G = <tr(£ﬁ[al] . ..x[ap]) lpeN,(ai,...,a) € [0,n]")
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et par ailleurs
I(f) = () — 8yl — 84,5 € [1,N]).

Nous devons donc simplement calculer les restrictions & &7 des crochets

{tr (o). glow]) ,w[m}?, {20 @ z[O]}?, {zl) ® x[m}f’
{tr (o) glow]) ,x[nl}f, {20 @ x[n}}f’, {zl) ® x[n]}?,
ou p parcours N, et (a,...,a,) € [0,n]7. Pour cela, nous allons une

fois encore, utiliser le formalisme tensoriel décrit a la fin du chapitre 3.
Rapellons la forme du crochet de quasi-Poisson {-, }? :

X0 X0} = 2 X0 0 X (0.0
+(Id@X (1)) to (XN ®@1d) — (X(N\) @ Id) to (Id X (1)) .
(5.6)
En prenant g = 0, on obtient sur <7,
(X9 x[‘”} X e X}
= [X(\) @ 2% t] + (Id @z) to (X(N) @ Id) — (X (\) @ 1d) to (Id @)

=0.

En particulier, pour tout entier a € [0,n]?, on a {zl*] @ z[0) }? =0 sur «.

De la méme maniere, nous calculons le crochet {X (A) © gl }? en prenant
la limite lorsque p tend vers linfini, pour X un élément de «f :

1 . N
(xoy 2y = 2 {x0) % tim X0}

= —[X(N) @z to] + Td @z tg (X () @Id) — (X (A\)@Id)te(Id @z
= 2 [to, X(\)@1d].

Ainsi, {x[o] ® x["]}? = {x["] ® x["]}? =0 sur & et
{tr (i) gl ) g}
.

try((zlead. . glo] @ 1d) {to,x[o‘i] ® Id} (gl glow] ®Id))‘

o

N
Il
-

I
*E\%ﬁ

(zloal, | glowlgload | gloiad _ glasnl - gleplglaal - glaal)

I
'E\%"ﬁ

s
Il
—

.

|
e
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Dot { F(§n, )%, () ?| = 0. On a donc prouvé, via le théoréme 5.3,
of

Proposition 5.5. Le quotient </ /G hérite une structure de Poisson de
la bidériavation de quasi-Poisson quadratique {-, }? définie sur g,. Pour
cette structure, les fonctions tr X*(a), k € N, a € C, sont en involution.

Nous allons voir dans le chapitre suivant, comment cette construction va
nous permettre d’obtenir un systéme intégrable sur l’espace de module

M =G")G.
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Systeme intégrable sur ’algebre de lacets et
sur ’espace de modules

Ce dernier chapitre est consacré a la construction de notre systeme
intégrable sur l’espace de modules .#. Dans un premier temps, nous
précisons les définitions de systeme intégrable et algébriquement complete-
ment intégrable que nous utilisons par la suite. Dans la seconde partie de
ce chapitre, nous rappelons le résultat de Beauville sur gg et présentons
notre démarche. La démonstration de notre résultat est ensuite segmentée
en deux parties. Nous montrons tout d’abord que la famille de fonctions
considérée est involutive. Puis nous déterminons le nombre de fonctions
indépendantes qu’elle engendre, afin de s’assurer qu’on a ainsi construit
un systeme intégrable.

6.1 Qu’est-ce qu’un systeme intégrable ?

Soit (M,{-,-}) une variété de Poisson complexe. Rappelons que, par
définition, deux fonctions f et g sur M sont en involution si {f,g} = 0.
Une famille F de fontions sur M est dite involutive si pour toute paire
(f,g9) d’éléments de F, f et g sont en involution. Lorsque deux fonc-
tions sont en involution, les champs Hamiltoniens associés commutent.
Soit F = (f1,..., fs) une famille de fonctions sur M. Nous dirons que H
est indépendante si I’ensemble

Up 2:{$EM|df1/\"‘/\dfs}

est un ouvert dense de M. Nous notons par ailleurs M, le sous ensemble
de M des éléments z € M tels que rg, {-,-} = 2r et, pour z € M, F, la
fibre de F dans M passant par x :

F,:={ye M|F(y) =F(x)}.
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Proposition 6.1. Soit (M, P) une variété de Poisson complexe de di-
mension m et de rang 2r. Soit F = (f1,..., fs) une famille de fonctions
indépendantes sur M. On a alors les inégalités et égalités suivantes :

1. Si les fonctions f1,...,fs sont des fonctions de Casimir alors s <
m—2r ;
2. Si F est involutive, alors s <m —r et dim (Xy,,..., Xp) <7 ;

3. Si F est involutive et s = m—r, alors pour tout point x dans My NUp,
dim (X, (2),...,Xp () =7

Démonstration. Soit x un point de I'ouvert dense Ug N M. Considérons
I’application linéaire suivante :

P#:T:M — T, M
df(z) — Xs(z),

et appliquons-lui le théoreme du rang :
dimker P¥ +1g P, = dim T} M .

Si F est une famille de s fonctions de Casimir (1), s < dim ker P#. D’autre
part, par définition de My, on a rg P, = 2r. Enfin, dim T M est la di-
mension de la variété M. D’ou s < m — 2r.

Supposons maintenant que F soit une famille involutive (2) et réécri-
vons le théoréme du rang de I'application P} restreinte & F :

dim (dfi(z),...,dfs(x)) < dim P¥(F) + dimker P¥ . (6.1)

Comme les fonctions sont en involution, les champs Hamiltoniens X'y, sont
tous tangents & la fibre F,, d’ou dim P (F) < dimT,F, = m — 5. On en
déduit, en utilisant le calcul précédent

s<(m—s)+(m—2r)

puis s < m — r. Notons d, la dimension de I’espace vectoreil engendré
par les champs Hamiltoniens de F : d, = dim (&X}y,,..., X}, ). On peut
donc trouver dans F une sous-famille involutive contenant d, fonctions
indépendantes sur M qui ne sont pas des fonctions de Casimir. En y
ajoutant le nombre ¢ de fonctions de Casimir indépendantes sur M, on
obtient une famille involutive de d, -+ t fonctions indépendantes sur M.
D’apres ce qui précede, nécessairement d, +t < m —r = r + t. D’ou
de <.

Enfin, supposons que F soit involutive et constituée de s = m — r
fonctions (8). Alors, en reprenant 'inégalité 6.1, on obtient : m — r <
dy +m —2r. Dour <d,. O
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Définition 6.2. Soit (M, {-,-}) une variété de Poisson complexe de di-
mension m et de rang 2r. Soit F = (fi,..., fs) une famille involutive et
indépendante de fonctions sur M, telle que s = m — r. On dit alors que
(M, {-,-},F) est un systéme intégrable (au sens de Liouwville).

Concernant la notion de systeme intégrable, nous nous contentons ici de
ces quelques définitions. Complétées de la proposition suivante, elles sont
suffisantes pour faire notre construction. Pour une introduction plus ap-
profondie, nous conseillons 'ouvrage de Adler, van Moerbeke et Vanhaecke
[6].

Proposition 6.3. Soit M une variété complexe et Py et Py deux structures
de Poisson sur M. Soit F = (f1,..., fs) une famille de fonctions involutive
pour les deux structures Py et Py et telle que les espaces engendrés par les
champs Hamiltoniens soient les mémes :

(X, Xp) =(XF,...,X7).

Alors, si (M, Py, F) est un systéme complétement intégrable, il en est de

méme de (M, Py, F).

Démonstration. Notons m = dim M, 2r; = rgP; et 2ry = rgPs. Si
(M, P;,F) est un systéeme complétement intégrable, on a, par définition,
s =n—r1 et F est une famille de fonctions indépendantes. Le point 2.
de la proposition 6.1 appliqué a (M, Py, F) donne alors s < n — rq9, d’olt
n—r; <n—rgetr >ry. Le point 3. dit que dim <X}1 (x),.. .7Xf15 (x)> =
r1 pour tout x dans une partie dense de M. On en déduit donc que
dim <X]?1 (z),..., sz (ac)> = 7 pour tout = dans une partie dense de M
et donc r; < re. Ainsi 71 = 79 et F est une famille de n — ro fonctions
indépendantes et en involution pour la structure de Poisson Py. (M, Py, F)
est donc un systeme complétement intégrable. O

Définissons enfin la notion de systeme algébriquement complétement inté-
grable comme elle est utilisée dans les travaux de Beauville. Par définition,
une variété Abélienne est un tore complexe C”/A our A est un réseau de C”.
Une fois encore nous invitons le lecteur a consulter [6] pour de nombreux
exemples.

Définition 6.4. Soit (M, {-,-},F) un systéme intégrable. Notons F =
(f1,-.-,fs).- On dit que (M, {-,-},F) est un systéme algébriquement com-
plétement intégrable (ou encore un systéme a.c.i.) si pour toute valeur
générique ¢ € C?, la fibre Fy; = {...} est la partie affine d’une variété
Abélienne et si les champs Hamiltoniens X', engendre, sur chacune de ces
fibres, ’espace des champs invariants par translation.
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6.2 Le systeme de Beauville : un systéme intégrable
sur g,/G

Un lecteur avisé aura reconnu, dans les champs de vecteurs associées aux
fonctions tr X¥(a) sur gy dans le chapitre 3, les systémes différentiels
étudiés dans les travaux de René Garnier en 1918 (voir [18]) :

[X(). XHa)]

X = A—a

En 1990, Arnaud Beauville a étudié le systeme défini par cette famille de
champs de vecteurs sur g;/G. Considérons le sous-espace vectoriel V; de
CIA,y]

Va={P\y) =y +s1:(Ny" "+ +sn(\) | Vi, degs; < id} .

V4 contient entre autre le polyndme caractéristique de toute matrice
polynomiale X(A) € gq. A un élément P de Vg4, on associe sa courbe
spectrale

Cp = {()‘73/) | P(>Uy) :O}

Notons Vy le sous-ensemble de V; des polynomes P dont la courbe spectrale
Cp est lisse et My les sous-ensemble de g4 constitué des matrices polyno-
miales dont le polynéme caractéristique est dans V. Soit hg I'application
définie sur le sous-espace My de gq par

hd: Md — Vd
X(A) — det (yId—X(X)).

Cette application est invariante par conjugaison. Notons Hy : My/G — Vy
I’application quotient. Beauville énonce alors le résultat suivant :

Théoréme 6.5. [13] Le systéme Hamiltonien Hyg : Mg/G — Vg est
algébriquement complétement intégrable par rapport auz structures de
quasi-Poisson lincaires.

En effet, il montre que la fibre de Hy au-dessus d’un point générique P
de V; est isomorphe & un sous-espace affine de la Jacobienne de la courbe
spectrale Cp. Par des considérations de dimensions, il en déduit que Hy
définie une famille de $N(dN + d + 2) fonctions indépendantes sur Qg.
Comme ces fonctions sont en involution sur )4 pour la structure de Poisson
considérée, le systeme Hamiltonien est intégrable au sens de Liouville.
De plus, le théoreme affirme que les champs de vecteurs Hamiltoniens
engendrent 'espace des champs de vecteurs linéaires sur la fibre générique,
qui est un tore complexe.
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L’idée de notre construction d’un systeme intégrable sur l'espace de
modules .# est de profiter du travail fait par Beauville sur I'algebre de
lacets. Pour cela, nous définissons 'application .7, appelée application de
transfert, par

T G"™ — On
M= (M, M,) — Z(\) = (\M; +1d) ... (AM,, +1d).

T est clairement équivariante. Rappelons les notations du chapitre précé-
dent : G est le groupe linéaire G = GL(N,C) et .# = G™//G désigne le
quotient du sous-ensemble

N ={(My,....M,) e G" | My ... M, =1d}

de G™ par l'action de conjugaison simultanée de G. D’autre part, o/ /G est
le quotient du sous-ensemble

n—1
o = {X =TdA"+ > 2N 1 1d 2l e g}

i=1

de Talgebre de lacets g de g = gl(N,C), par action de conjugaison de
G. Nous notons I : A = G"JG — «//G lapplication induite aux
quotients. Les algebres de fonctions F(.#) et F(<//G) sont celles des
fonctions holomorphes sur G” et g4 et G-invariantes sur .4 et &/ respec-
tivement. La notation {-,-}, (resp. {-, }?) désignera indifféremment la
structure de quasi-Poisson sur G™ (resp. g,,) et la structure de Poisson in-
duite sur le quotient G™ /G (resp. &7 /G). La famille de fonctions que nous
allons considérer sur l'espace de modules .# est le tiré-en-arriere 73 H,
de H,, par 'application de transfert. Dans un permier temps, nous allons
voir pourquoi ces fonctions sont en involution sur (., {-, }n), puis nous
nous assurerons qu’elles sont suffisamment nombreuses pour constituer,
sur I'espace de modules, un systeme intégrable au sens de Liouville .

6.3 Une famille de fonctions en involution sur ’espace
de modules

Le but de ce paragraphe est de montrer que la sous-algebre .7 * H,, de fonc-
tions sur ./ est involutive pour la structure de Poisson {-, -}, . Ce résultat
va découler immédiatement de la propriété suivante de I'application de
transfert :

Proposition 6.6. L’application de transfert 7 est un morphisme de G-
variétés de quasi-Poisson entre (G™,{-,-},) et (@n,{,}lQ) Elle indust
donc un morphisme de Poisson Ig : G™ |G — o /G.



100 6 Systeme intégrable sur 'algebre de lacets et sur ’espace de modules

Nous proposons ici deux démonstrations de ce résultat. La premiere, ins-
pirée par les calculs de Alekseev dans [10], confirme, par sa rapidité, la
pertinence du formalisme tensoriel. La deuxieme est adressée a des lecteurs
non effrayés par quelques lignes de calcul et intéressés par le processus de
fusion présenté dans le chapitre 4, théoreme 4.7.

Démonstration. Rappelons la forme tensorielle du crochet de quasi-Poisson
{-,-}, sur G™ :
{M; & M;} =—(M; ®1d)to Id@M;) + (Id@M;) to (M; ®1d),
{M; § M;} = (M; ®1d)to (Id@M;) + (Id®@M;) to (M; © 1d)
—to (M; ® M;) — (M; ® M;)to ifi<y,
{M;$ M;} = —M; @TdtoId©@M; — Id@M;toM; ® 1d
+toM; ® M, + M; @ Mjtg ifi> .
Notons M;(A) le facteur AM; +1d et exprimons le crochet tensoriel polyno-
mial {M;(A) ¢ M;(p)}, :
(A= ) {MiN) 2 Mi()}, = 0+ 1) [Mi(N) @ M), t)
+(A = ) ((IdeM;(p)) to (M;(A)@1d) — (M;(A)®1d) to (Id&M; (1)),
(M) 8 M ()}, = (Mi(N) ©1d) to (1M (1)) — to (My(A) @M, (1))
+(IdRM; (1)) to (Mi(A)®1d) — (M;(A) @ M; (1)) to
ifi < j,
{M;(\) @ M;(n)},, = to (Mi(A\)@M; () — (M;(A)@1d) to (Id®M; (1))
+(M;(N)@M; () to — (Id®M; (1)) to (M;(A)®1d)
ifi>j.

—_— =

En utilisant maintenant la régle de Leibniz, le produit .7 (\) donne le
crochet tensoriel

(7009 7}, = 12170 © 7.
+(Id®7 (1)) to (7 (N)®Id) — (T (V) ®1d) to (1d®.T (1)) -

On reconnait le crochet {-, }? sur g, donné par la formule (5.6). O

Démonstration. 2. Cette deuxieme démonstration est un raisonnement par
récurrence sur 'entier n. Commengons par le cas n = 1. Il s’agit de montrer
que 'application
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T (GoPe) — (3, {1 =1}~
MG — A%\4+Id (6'2)

est un morphisme de G-variétés de quasi-Poisson. Rappelons que Pg est
la bidérivation de quasi-Poisson canonique de GG, donnée par

1 — @ —
Pg = §ZEji/\Eij7

tandis que
1 i | _—
{}a=3 > EjiNTP AE; N+ 5 > EjiNTP AE; N
p>0 p>0
et 1
~ — —
’(/} = 5 Z Ji A 75

Soit M un élément de g.
Z Eji AE)(AM +1d) Z E;iMA N MEj;).

Afin d’alléger les notations, notons simplement AP pour la matrice Id A\P.
On écrira par exemple A7+ A AP+ pour le bivecteur Id A=+ ATd APFL.

Ta(AM+1d) = (Z (AM + TN A Eij(AM + 1d)AP

p>0
= (AM +Id)E;; AP A (AM + Id)Eij/\p>
p>0

= %Z(M@M)to()\’p“/\Ap“)—tO(M®M)()\’p+1/\)\p+1)

p>0
1
—52 to(MATPTLANP) 4 to(A7PFL A MAP)
p>0
—(M)\_p+1 A\ )\p)to — ()\—p—i—l A\ M)\p)to
1
+§(t0(Id AMA) — (Id AM N)tg)

S 2w )

p>0

En utilisant alors l'identité to(aAP @ bA?) = (bAP ® aA?)tp, on obtient

Ta(AM +1d) = %(to(ld AMA) = (Id AM A)to).
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D’autre part,

~

Y(AM +1d) = —% > Eji(AM +1d) A (AM + 1d) Ej;
= —% > E;iMAAME;\ — % > E;iMAAE;
—% > Eji AME;j\— %ZEJ A Eyj
= f% > EjiMANME;\ — %(tO(M/\ ATd)+(Id AM M)to).

On en déduit

-~

(0 — BYOM + 1d) = % SO B MAAMEGA = 7, {1, (AM + 1d)

Ainsi, application de transfert .7 est bien un morphisme de G-variétés
de quasi-Poisson lorsque n = 1.

Supposons maintenant que n > 1 et que .7, est un morphisme de G-
variétés de quasi-Poisson de (G™,{-,-},) dans (g,{-, }?) On a alors le
diagramme commutatif suivant :

Tn41 -

Gn+1

(T T1)

G"®G

ou u désigne la multiplication dans g x g. Le lemme 4.10 affirme alors que
le couple (F;,, Z1) est un morphisme de quasi-Poisson pour la bidérivation
de fusion sur G"*! = G" ® G. On a vu d’autre part (remarque 4.16) que
la multiplication est un morphisme de quasi-Poisson sur g. La composée
41 = o (I, 71) est donc elle aussi un morphisme de quasi-Poisson
sur G"*1. Par principe de récurrence, le résultat est donc vrai pour tout
entier strictement positif n. a

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :

Proposition 6.7. Les fonctions tr 7%(a), k € N, a € C, constituent une
famille de fonctions G-invariantes en involution sur (G™,{-,-},)-

Démonstration. On a vu (proposition 3.19) que pour la structure de quasi-
Poisson quadratique {-, }? de I'algebre de lacets, les fonctions tr X*(a),
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k €N, a € C, sont en involution. .7 étant un morphisme de quasi-Poisson,
on a, pour a,b € Cet k,l € N,

{tr Tk (a), tr 9l(b)}n = {ter(a),ter(b)}? 0T =0.
L’invariance des fonctions tr.7%(a) découle immédiatement de la G-
équivariance de l'application de transfert 7. a

La famille J H,, de fonctions sur .# = G"//G est donc involutive pour
la structure de Poisson {-,-}, de .#. Pour avoir un systeme intégrable au
sens de Liouville, il faudra s’assurer du nombre de fonctions indépendantes
dans cette famille.

Remarque 6.8. Connaissant sur G™ la structure de Poisson {-,-} construi-
te par Alekseev dans [10] et présentée dans 'introduction, il est naturel
de s’interroger sur son image éventuelle par I'application de transfert 7.
Les calculs sont identiques au cas des bidérivations de quasi-Poisson. On
montre ainsi que J; {-,-} est la bidérivation sur g, donnée par

{f,9}. (@) = (A1(Vf(2)2)|Vg(2)z) — (A2(2V f(2))|2Vg(2))
+(S(@Vf(2))Vg(x)z) — (S*(Vf(x)x)]xVg(x)),
ou Aj, Ay et S les endomorphimes (linéaires) de g définis par
S(xAP) = d_1 Ry (x),
(xAP) = epp1aAPTt — 61 R (2),

Ay
As(xP) = gpp1aAPT + 61 ,R_(x)

ip>
avec Epzll—ils]ig;go et
R+(Eij) = QEZJ sii>7g, —R_(Eij) = QEZJ sit <y,
Osit <y 0sit>j,

de telle sorte que Ry = A1 + 5 = Ay + §*. Comme nous 'avons précisé
précédemment, les bidérivations {-,-}, et {-,-} induisent la méme struc-
ture de Poisson au quotient .# = G™//G. De méme sur g, les bidérivations
{, }? et {-,-}. induisent sur le quotient &7 /G, la méme structure de Pois-
son. Remarquons cependant que dans les deux cas, la construction de la
bidérivation de quasi-Poisson est plus naturelle que celle de la bidérivation
de Poisson. En effet, {-,-} fait intervenir un choix de r-matrices qui
n’apparait pas dans {-,-}, . De maniere équivalente, {-,-}_ est lié & une
double décomposition de 'application linéaire R;.
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6.4 Combien de fonctions sur I’espace de modules ?

Avant de calculer avec précision le nombre de fonctions indépendantes
dans & H,, déterminons le nombre de fonctions nécessaires sur 'espace
de modules pour avoir un systeme intégrable au sens de Liouville. Notons
m la dimension de la partie lisse de .Z. Soit 2r le rang de la structure de
Poisson {-, -}, sur .Z et ¢ le nombre de fonctions de Casimir indépendantes
sur . pour {-,-},. Il faut alors

m+c
2
fonctions indépendantes en involution pour avoir un systeme intégrable.

Le groupe de Lie G étant le groupe linéaire GL(N, C), la dimension de
I’espace de modules est relativement simple a calculer :

Ss=m-—-r=r—+c=

m = ndim GL(N,C) — dim GL(N, C) — dim SL(N,C) = (n —2)N? + 1.

On a vu par ailleurs que les feuilles symplectiques de ’espace de modules
A s’obtiennent en fixant la classe de conjugaison pour chaque copie de G
dans le produit G™. On a donc

c=nN —1.

I1 nous faut donc trouver exactement

m+c  N((n—2)N +n)

2 2

fonctions indépendantes dans la sous-algebre 73 H,,. Pour compter le nom-
bre de fonctions présentes dans I Hy,, I'application de transfert .7 va une
nouvelle fois étre d’un grand secours. On a en effet la proposition suivante :

Proposition 6.9. L’application de transfert & est un difféomorphisme
local sur un ouvert dense de G™.

Démonstration. L’application de transfert .7 étant une application algébri-
que, il suffit de montrer que sa différentielle est un isomorphisme en
un point quelconque fixé de G™. Pour simplifier les calculs et les nota-
tions, prenons M = (M;,...,M,) un n-uplet de matrices diagonales :
M; = diag(A\ix,1 < k < N) pour 1 < ¢ < n. Nous supposerons que
les valeurs propres A; ; sont deux a deux distinctes. Alors les polynomes
ik A+1 sont deux a deux premiers entre eux. Soit Y un élément de I’espace
tangent & G™ en M. Alors la différentielle de .7 en M s’écrit :

n — —
d7(M)Y =D [[OM; +1d)Y; [J(AM; +14),

1 j<i

i= j>i
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ou la fleche sur les produits indique que les matrices sont rangées par ordre
croissant d’indice. Passons aux coordonnées : si (k, 1) € [1, N]?, alors

(AT (M)Y ) = zn: TTONx +1) [T+ 1) v

i=1 j<i j>i

Les polynomes en A, A\;; + 1 étant deux a deux premiers entre eux,
une égalité (d.7(M)Y ), = 0 entraine une égalité polynomiale en A, dont
I’évaluation en f/\i_’; et 7)\511 donne Y*' = 0 pour tout i € [0,n]. Ainsi
dJ(M)Y = 0 entraine Y = 0. La différentielle de .7 en M est donc un
isomorphisme et .7 est un difféomorphime local sur un ouvert dense de
G™. O

Corollaire 6.10. L’application de transfert I est un difféomorphime lo-
cal sur un ouvert de G |G.

L’application de transfert 75 étant un difféomorphisme local sur un ou-
vert, 'indépendance des fonctions est préservée par la composition par Jg.
Ainsi, les sous-algebres J3 H,, de F(A) et H,, de F(<//G) ont le méme
nombre de fonctions indépendantes.

Par ailleurs, considérons le diagramme commutatif suivant :

X(\) e A fin

Vi 3 P(M\y)

hn—2 1

X(N)—(A"+1)1d o
) (A ) €fp_o — )\N

CI\ Y] 3 PO Ay+A"+1)

ou lapplication 3, restreinte a 'image de &/ par h,, est a valeurs dans
Vin—o. L’application « est un difféomorphisme G-équivariant de </ dans
gn_2, de telle sorte que le diagramme est encore valable aux quotients,
avec les applications H,, et H,_o a la place de h,, et h,_o. D’apres le
résultat de Beauville (théoréme 6.5) H,,_o définit un systéme algébrique-
ment complétement intégrable (constitué de N ((n —2)N + n) fonctions
indépendantes en involution) sur g,_2/G, muni d’une structure de Poisson

linéaires {-, }ZL, avec [ € [0,n — 1]. On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 6.11. Le systéme Hamiltonien H,, : o/ |G — V,, est algébrique-
ment comé)létement intégrable par rapport a la structure de Poisson induite

par {-,-}; sur o /G.
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Démonstration. La dimension de <7 /G est (n — 2)N? + 1. Pour la struc-
ture de Poisson induite par {-, }?, I’ensemble des fonctions de Casimir
sur &7 /G contient nN — 1 fonctions indépendantes (issue de ’application
det, proposition 3.20). Un systeéme intégrable sur (&7 /G, {-, }?) est donc
constitué de 1((n —2)N?+1+nN —1) fonctions indépendantes en in-
volutions. L’application « : & /G — §,_o étant un difféomorphisme, le
nombre s de fonctions définies par H,, sur &/ /G est supérieur ou égal au
nombre de fonctions indépendantes définies par H,,_o = B0 H,, oa~! sur
Gn—2, & savoir 2N((n — 2)N 4+ n). On a donc s > IN((n — 2)N + n)
fonctions indépendantes sur 7 /G, en involution pour la bidérivation de
Poisson {-, }? D’apres ce qui précede, on en déduit s = %N((n—Z)N+n).
O

Enfin, nous avons vu que I'application de transfert J est un difféomor-
phisme local sur un ouvert de G"/G. % H,, définit donc s’ = SN ((n —
2)N + n) fonctions indépendantes sur I’espace de modules .Z. On a ainsi
montré

Théoréme 6.12. Le systéme Hamiltonien (G™ G, {-,-}, , 7 *H,) est un
systeme intégrable au sens de Liouville. L’application de transfert
To: (ML), TEH,) — ()G {3 Hy)
(My, -, M,) — (AM;+1d)...(AM, +1d).

est un morphisme de systemes intégrables.

Bien que (& /G, {-, }? , H,) soit une systéme algébriquement compléte-
ment intégrable, nous ne pouvons rien en déduire sur le systéme intégrable
que nous venons de construire sur ’espace de modules .7 .
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QUADRATIC (QUASI—)POISSON STRUCTURES ON THE LOOP ALGEBRA
RELATED TO THE CONSTRUCTION
OF AN INTEGRABLE SYSTEM ON A MODULI SPACE

Abstract

This thesis is a work on the moduli space .# of flat connections of the
principal bundle S x G of a punctured Riemann sphere S (with n > 3
boundary components), whose Lie group is G = GL(N,C), and on the
loop algebra g = gl(N,C)(A~1)) simultaneously.

In a first time, we study a hierarchy of quadratic biderivations on
g. In particular, thanks to the fusion processus introduced by Alekseev,
Kosmann-Schwarzbach and Meinrenken in 2002, we extract, among them,
a quasi-Poisson structure {-, }lQ on g. This one restricts to the subspace
B — (o A,

We prove then a reduction result in the framework of a quasi-Poisson
biderivation. It allows us to equip with a genuine Poisson structure the
quotient &7 /G := {Id\" + \Y(\) + 1d|Y € §,—2} /G.

Knowing Beauville’s integrable system on g,_2/G, we prove that the
family of functions (trX*(a))renqec constitute an integrable system on
&/ /G. The functions that we considere on the moduli space .# are the
pull-back (7 *trX*(a))ren.acc, where 7 : G — g, is a quasi-Poisson
morphism and a local diffeomorphism. We use these properties of .7 to
show that this family of functions constitute an integrable system on .Z.

Keywords: (quasi-)Poisson varieties, integrable systems



DES STRUCTURES DE (QUASI-)POISSON QUADRATIQUES
SUR L’ALGEBRE DE LACETS POUR LA CONSTRUCTION

D’UN SYSTEME INTEGRABLE SUR UN ESPACE DE MODULES

Résumé

Cette these est un travail conjointement sur ’espace de modules .#Z des
connexions plates du fibré principal S x G d’une sphére de Riemann S
(ayant n > 3 bords), on G = GL(N,C) et sur l'algébre de lacets g =
gl(N, C) (A7)

Dans un premier temps, nous étudions une hiérarchie de bidérivations
quadratiques sur g. En particulier, grace au processus de fusion intro-
duit par Alekseev, Kosmann-Schwarzbach et Meinrenken en 2002, nous
extrayons parmi elles une structure {-, }? de quasi-Poisson sur g. Celle-ci
se restreint au sous-espace g, = {d_;_, zFIAF}.

Nous montrons ensuite un résultat de réduction dans un contexte de
bidérivation de quasi-Poisson. Il permet d’équipper le quotient &7 /G :=
{IdA" + XY (A\) +1d|Y € gn—2} /G d’'une structure de Poisson induite par

En s’appuyant sur le systéme intégrable de Beauville sur g,_2/G,
nous montrons que la famille de fonctions (trX k(a))keN,aec constitue
un systéme intégrable sur &7 /G. Les fonctions que nous considérons sur
'espace de modules .# sont les tiré-en-arriere (7 *trX*(a))ren acc, o
J : G™ — g, est un morphisme de quasi-Poisson et un difféomorphisme
local. Nous utilisons ces propriétés de 7 pour montrer que cette famille
de fonctions constitue un systeme intégrable sur .Z .

Mots clés : variétés de Poisson, systémes intégrables



