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Chapitre 1

Introduction

Cette thése est consacrée principalement a ’étude de processus aléatoires associés & un
systéme de racines sur un espace euclidien. Cette étude porte sur deux aspects : d'une part
des questions de nature analytique, c’est-a-dire essentiellement des estimations précises du
noyau de la chaleur, et des fonctions propres du générateur (ce qui joue le role du laplacien
euclidien usuel pour le mouvement brownien), et d’autre part des questions de nature
probabiliste, sur le comportement général des trajectoires.

Par ailleurs les processus que 1’on considére peuvent se diviser en deux catégories : des
processus stochastiques a temps continu, associés aux opérateurs de Heckman et Opdam,
qui seront ’objet de la premiére partie de cette thése, et des chaines de Markov (& temps
discret) sur des immeubles affines (de type flr), qui seront l'objet de la deuxiéme partie.

Il existe en fait de nombreux liens entre ces deux types de processus, ce qui n’est
d’ailleurs pas trés surprenant. En effet, d’un coté la théorie de Heckman—Opdam est une
généralisation naturelle de la théorie (radiale) des espaces symétriques riemanniens de type
non compact, et de l'autre coté les immeubles affines sont (pour la plupart) des espaces
symétriques de type p-adique. Or il était déja bien connu qu’il existe des relations étroites
entre la théorie des espaces symétriques sur un corps archimédien ou sur un corps p-adique.
Un des objectifs de cette theése est donc de mettre en évidence les similitudes, mais aussi
parfois les différences, entre ces deux théories aux niveaux analytiques et probabilistes.
Un exemple significatif d’analogie que I'on peut trouver est donné par le théoréme 1.0.1
ci-dessous.

On peut Iénoncer comme suit. Notons X le processus étudié (& temps discret ou
continu), et D son générateur. On note Fj une certaine fonction propre positive de D
au bas du spectre L?. Soit Y le Fy-processus relativisé au sens de Doob de X, et soit Y sa
partie radiale (en un sens qui sera précisé dans la suite). Soit YV la suite de Fy-processus
renormalisés définie par

~

YN _ [Nt]
A —

N



pour tout NV € N et tout ¢t € R*. Alors

Théoréme 1.0.1 La suite de processus (YNt > 0) converge en loi vers le mouvement
brownien de la chambre de Weyl, lorsque N — oo.

Le mouvement brownien de la chambre de Weyl, encore appelé mouvement brownien in-
trinséque, a été introduit et étudié notamment par Biane [Bil]. Nous donnerons plus de
détails dans la suite. L’idée du théoréme précédent remonte en fait a I'article de Bougerol et
Jeulin [B-J1|, qui 'ont prouvé dans le cas des arbres homogeénes et des espaces symétriques
riemanniens de type non compact de rang 1 (comme par exemple les espaces hyperboliques
réels ou complexes). En réalité ils démontrent une variante du théoréme 1.0.1 pour les ponts
de Fy-processus. Le processus limite étant alors le pont du MB intrinséque en dimension 1,
c’est-a-dire le pont du Bessel-3, soit encore ’excursion brownienne normalisée. Avec Anker,
ils 'ont ensuite étendu a tous les espaces symétriques riemanniens de type non compact
[A-B-J|. Dans cette thése nous généralisons ce théoréme a tous les processus de Heckman—
Opdam, et a certaines marches aléatoires au plus proche voisin sur un immeuble affine de
type A,.

D’autre part ce résultat illustre bien les interactions fortes qui peuvent exister entre la
théorie des probabilités et I’analyse harmonique. Ainsi 'ingrédient principal de la preuve
est d’obtenir de bonnes estimations, soit de la fonction F (pour les processus de Heckman—
Opdam), soit du noyau de la chaleur (pour les marches aléatoires sur les immeubles affines).
Nous reviendrons plus en détails la-dessus dans la suite de cette introduction.

Signalons maintenant le plan de cette thése. Elle est composée d’une introduction, de
deux parties, et d'une annexe. La premiére partie porte sur la théorie de Heckman—Opdam.
Elle est constituée de deux chapitres, chacun reprenant pour ’essentiel un article.

e [’un porte sur la partie analytique de la théorie : Contributions to the hypergeome-
tric function theory of Heckman and Opdam, sharp estimates, Schwartz space, heat
kernel.

e [’autre porte sur la partie probabiliste : The Heckman—-Opdam Markov processes.
L’article est accepté a Probability Theory and Related Fields.

La deuxiéme partie traite des marches aléatoires sur un immeuble affine de type A,. Elle
est aussi constituée de deux chapitres, chacun reprenant un article.

e Le premier est écrit en collaboration avec Jean-Philippe Anker et Bartosz Trojan :
Heat kernel and Green function estimates on affine buildings of type A, .

e Le second sintitule : Marches aléatoires sur un immeuble affine de type A, et mou-
vement brownien de la chambre de Weyl.

L’annexe est largement indépendante du reste de la thése. C’est une étude de la fron-
tiere de Poisson d’un certain sous-groupe du groupe des matrices inversibles a coefficients
rationnels.



1.1 Objets étudiés

1.1.1 Systémes de racines

Nous introduisons ici la notion standard de systéme de racines, en suivant généralement
[Bou]. On considére un espace euclidien a de dimension 7, muni du produit scalaire < -, - >.
Pour o € a, on pose ¥ := ﬁa, et on définit la réflexion orthogonale associée a o par

ro(z) = 2— <o’z > a.

On identifie tout vecteur de a avec la forme linéaire qu’il représente. Ainsi si a, u € a, on
pose a(u) =< a,u >. Par définition, un systéme de racines cristallographique R est un
sous-ensemble de a qui satisfait les conditions suivantes :

1. R est fini, ne contient pas 0, et engendre a.
2. Va e R, ry(R) =R.
3. Va € R, aY(R) C Z.

On dira qu’il est réduit si en plus
VaeR, 2a¢R.

Le groupe de Weyl W, est le sous-groupe fini de O(a) engendré par les r,, ot @« € R. On
se fixe un sous-ensemble de racines positives R, que 'on peut définir comme suit : on fixe
d’abord u € a, tel que 0 ¢ u(R), puis 'on pose RT = {a € R | u(a) > 0}. On pose aussi
R~ = —RT, sibien que R = RT UR ™. Soit Ry ’ensemble des racines indivisibles, i.e. les
a telles que § ¢ R. On pose aussi Ra = RoNRT. Soit

a, ={r€a|VaeR" <a,z>>0}

la chambre de Weyl positive associée. On note a; son adhérence et da, sa frontiére. On
appelle mur tout hyperplan orthogonal a une racine o € R. On note a,, I'ensemble des
points réguliers, i.e. 'espace a privé des murs. On appelle chambre du systéme de racine
toute composante connexe de a,.,. Toute chambre est I'image par un unique élément de W
de a,. Pour w € W, on note

[(w) =Rt NwR™|

la longueur de w. C’est aussi le nombre de racines de Rt qui sont négatives (en tant
que formes linéaires) dans wa,. Une base {ay, - ,a,} de R, est par définition le sous-
ensemble de R™ tel que pour toute racine o € R, il existe des entiers positifs n;, i =
L,---n, tels que & = Y, ;. Les racines de la base sont appelées racines simples. On
note {A1, -+, A\, } la base duale, définie par < a;,A\; >= J; ;. On appelle ses éléments
les poids fondamentaux. Tous les poids fondamentaux appartiennent a da. , et engendrent
les génératrices du cone ay. On note Q¥ = Y7 Za; le réseau des coracines. On note
P =3"" | Z)\; le réseau des poids. On note P* le sous-ensemble des poids positifs, i.e. les



éléments de P qui sont dans a;, et P™' le sous-ensemble des poids strictement positifs,
i.e. ceux qui sont dans a,.

Les systémes de racines cristallographiques ont été classifiés en types : il existe 4 familles
infinies (A,,), (By), (Cy) et (D,,), plus un nombre fini de systémes exceptionnels. Définissons
par exemple le type A,,, qui est celui que 'on considére dans la deuxiéme partie de cette
thése. On note ey, -+ ,en41 les vecteurs de la base canonique de R"*!. Alors A,, est un
systéme de racine contenu dans 'hyperplan {z |< z,e; + -+ e,,1 >= 0}, et est constitué
des vecteurs e; — e;, pour tous les couples (4, j). On définit aussi R* comme 'ensemble des
vecteurs e; — e; tels que 7 < j.

Remarque 1.1.1 Les notations introduites ici peuvent varier légérement d’un chapitre a
lautre. Par exemple R peut devenir R, la dimension n de a se transformer en r ou d,. ..

1.1.2 Théorie des fonctions hypergéométriques de Heckman et Op-
dam

Cette théorie (notée ensuite théorie de HO) est née a la fin des années 80 avec 'article
de Heckman et Opdam [H-OJ. Elle généralise I'analyse radiale classique sur les espaces
symétriques riemanniens de type non compact G/K, en introduisant un paramétre k (la
fonction de multiplicité) qui peut varier continuement sur C. Dans cette thése nous ne
considérerons que le cas ol k est réelle positive. Tous les espaces symétriques G/ K corres-
pondent & certaines valeurs de k entiéres, ou demi-entiéres. La théorie euclidienne usuelle
correspond elle au cas k = 0. Mais pour des valeurs de k générales, il n’existe plus de struc-
ture de groupe sous-jacente. D'un co6té cela entraine des complications, puisque certains
raisonnements sur G/ K ne sont plus valides. Par exemple la formule intégrale de Harish-
Chandra des fonctions sphériques n’a plus de sens. De 'autre coté la théorie de HO a
apporté de nouveaux outils trés puissants, comme les opérateurs de Cherednik, ou les fonc-
tions GG, qui comblent généralement cette perte de structure géométrique, et simplifient
méme certaines preuves.

Cette théorie fait en outre partie d’une entreprise beaucoup plus vaste, visant & créer
des théories de fonctions spéciales qui unifieraient de nombreuses théories géométriques
classiques. Nous parlerons par exemple dans la suite de la théorie de Dunkl, qui est ’ana-
logue de celle de HO dans un cadre plat (cf section 1.1.2). Pasquale [Pa] a aussi développé
la théorie des fonctions ©-Bessel et ©-hypergéométriques, qui généralise la théorie sur cer-
tains espaces symétriques pseudo-riemanniens. Citons encore la théorie des (g, t)-polynomes
sphériques de Macdonald [Macl| [Mac3]| qui redonne, pour certaines valeurs limites des pa-
rameétres, la plupart des familles connues de polynémes orthogonaux. Par exemple toutes les
familles classiques en dimension 1, mais aussi les fonctions de Schur et de Hall-Littlewood,
les polynomes sphériques sur les immeubles de type affine, ou les polynomes de Jacobi et de
Heckman—Opdam. Enfin une théorie encore plus générale a été introduite par Cherednik
(c.f. [C3] et les références citées), qui englobe la théorie de Dunkl (appelée rationnelle), de
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HO (appelée trigonométrique), des polynéomes sphériques de Macdonald, et des groupes
quantiques. En guise de motivation, signalons que le développement de ces théories a déja
permis notamment de démontrer (cf [O4] [C4] [C5]) des conjectures célébres de Macdonald
[Mac4| sur les polynémes orthogonaux associés a des systémes de racines.

Laplacien de Heckman—Opdam et opérateurs de Cherednik

On se fixe un espace euclidien a, muni d’un systéme de racines R, et d'un systéme positif
R*. On note ac := a + ia sa complexification. Par définition, une fonction de multiplicité
est une fonction k : R — R™, qui est telle que k, = k., pour tout a € R et tout w € W
(ot 'on anoté k, = k(a)). Le laplacien de Heckman—Opdam est défini, pour toute fonction
f de classe C? dans @,eq, par

Lf(@) = Af(@)+ Y kacoth =520, f(x),

aeRT

ou A désigne le laplacien euclidien usuel. Lorsque k est égal a la fonction de multiplicité
sur un espace symétrique G/K, alors L coincide avec la partie radiale de l'opérateur de
Laplace-Beltrami sur cet espace. Les opérateurs de Cherednik [C1]| sont définis pour & € a,
par

T () = 0 ()= < p,€> f@) + 3 hag e 2 {f(0) — Flran)}

ou

Les propriétés fondamentales de ces opérateurs sont premiérement qu’ils commutent deux
a deux, et deuxiémement qu’ils jouent le role de dérivées partielles pour le laplacien. Plus
précisément, pour toute base orthonormale {&;, - ,&,},

- S (1
=L TS @@+ 3 ke g (U an) = S0}
i=1
En particulier la partie différentielle du carré des Ty est égale a L (& une constante pres).

Fonctions hypergéométriques de Heckman—Opdam

Les fonctions F : Dans leurs articles [H-O| [H| [O2], Heckman et Opdam considérent le
systéme, disons S, formé de tous les opérateurs différentiels L, a coefficients dans 1’algébre
engendrée par les fonctions ﬁ, et qui commutent avec L. Ils résolvent alors la théo-
rie spectrale associée & ces opérateurs. Plus précisément ils définissent d’abord pour tout
A € ag, un certain homorphisme v, (tel que y\(L) = |A\? — |p|?), allant de I’algebre des

opérateurs de & dans C. Puis ils trouvent une base de solutions du systéme
Lf=m(L)f LeS.

11



Les fonctions de la base sont données sous forme de série de Laurent en les e®. Elles sont
analytiques dans a,.;, mais peuvent avoir des singularités dans les murs. Néanmoins, par
des techniques de monodromie, ils trouvent que pour une combinaison linéaire bien choisie
des éléments de cette base, on obtient une fonction analytique dans a, notée ici F). Les
coefficients qu’il faut choisir s’expriment a I’aide de la fonction ¢ de Harish-Chandra, dont
ils obtiennent au passage une formule produit explicite (cf partie 1 de cette thése), qui
généralise celle connue dans le cas des espaces symétriques (voir e.g. [Hel|). De plus ils
démontrent que la fonction (A, z) +— Fy(x) est W-invariante, holomorphe en A dans ac,
et en x dans un voisinage tubulaire de a. Enfin elle est déterminée de maniére unique
par ces conditions en plus de la normalisation F(0) = 1. Notons que ces fonctions F)
sont une généralisation des fonctions sphériques sur les espaces symétriques G/ K, qui sont
également fonctions propres de tous les opérateurs différentiels G-invariants.

Les fonctions G : Les fonctions G ont été introduites par Opdam [O1], suite a la dé-
couverte des opérateurs de Cherednik [C1]. Disons tout de suite que ces opérateurs ont
révolutionné la théorie de Heckman—Opdam, et méme dans une certaine mesure la théo-
rie classique sur les espaces symmétriques G/K, développée principalement par Harish-
Chandra et Helgason. Par exemple I'homomorphisme v, (dit de Harish-Chandra) de la
section précédente s’exprime maintenant tres simplement a l'aide des T¢. En effet, déja
tous les opérateurs L sont égaux a la partie différentielle de p(T%), pour un certain poly-
noéme W-invariant p. On a alors la relation remarquable 7, (L) = p()).
Pour A € C, la fonction GG est définie comme unique solution analytique du systéme

TgG)\<J}) =<\ &> G)\<l’) Eea, (11)

satisfaisant la condition de normalisation G)\(0) = 1. Opdam la construit en prenant un
certain polynéme en les T appliqué a la fonction F\. Ces fonctions G ont les mémes
propriétés de régularité que les F)y, mais elles ne sont plus W-invariantes. Le lien entre les
deux familles est donné par la formule

1
Fy(z) = ] > Gi(wz). (1.2)

weW

L’introduction de ces fonctions GG, apporte elle aussi de sensibles simplifications & la théo-
rie, y compris lorsque ’on spécialise au cas des espaces symétriques G/ K. Ceci notamment
parce que l'on en obtient des estimations précises beaucoup plus simplement que pour les
fonctions F)\. Mais nous reviendrons la-dessus dans la prochaine section de cette introduc-
tion.

Transformation de Fourier

Les fonctions GGy jouent dans la théorie de HO le méme role que le noyau exponentiel
e<M®> dans la théorie euclidienne classique (elles sont méme égales lorsque k = 0). En
particulier on peut définir naturellement une transformation de Fourier dans la théorie
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de HO (qui généralise la transformation sphérique dans le cas de G/K). Celle-ci a été
introduite par Opdam dans [O1], puis sous une forme légérement différente, que nous
reprenons ici, par Cherednik [C2]. Elle est définie pour f suffisament réguliére par

zi/f@ﬂGM—xMu@%

ol  est la mesure définie par

La transformation de Fourier inverse est définie pour g réguliére par

ﬂM@=/MM®@WM%

ou v est la mesure de Plancherel asymétrique (c.f. [O1], ou partie 1 de cette thése). Cette
transformation a été largement étudiée par Opdam [O1] et Cherednik [C2], puis par De-
lorme |D]. Nous y reviendrons dans la suite.

Théorie de Dunkl

Cette théorie initiée par Dunkl [Dun]|, s’est développée en paralléle, et au début semble-
t-il de maniére indépendante. C’est 'analogue de la théorie de HO, dans un cadre plat (dit
aussi parfois euclidien). Ceci dans le sens ou elle se spécialise, pour certaines fonctions k,
a la théorie des espaces symétriques riemanniens plats, ou de type euclidien p x K/K (cf
[Hel]).

Les opérateurs de Dunkl sont définis par

Tf(@) = 0 @) + Y ka2 @) — flram) ).

p— <o,r >
«

De méme ces opérateurs commutent et la partie différentielle de leur carré est égale au
laplacien de Dunkl L’ défini par

V@) = Af@)+2 Y ke 0uf(2).

p—t <ao,r>
a

Notons que les opérateurs de Dunkl ont été découverts avant ceux de Cherednik (i.e.
dans [Dun| paru en 1989). Ceci peut s’expliquer par le fait que leur définition est moins
"tordue" que dans le cadre HO, ot il a fallu attendre 1991 et article [C1] (cf aussi le livre
de Heckman et Schlichtkrul [H-S], ot d’autres opérateurs moins satisfaisants sont définis).
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La partie analytique de la théorie a été notamment développée par Opdam [O3], De
Jeu [Jel| [Je2], et Rosler |[Rosl|. En particulier on peut définir le noyau de Dunkl [O3]
D(\, ) comme solution du systéme

T;D(\z) =< X\,&§>D(\z), YEca

Il existe toutefois une différence profonde avec la théorie de HO, qui est que D est symé-
trique en \ et z, i.e. D(A\,x) = D(x, A), pour tous z, A € a. Ceci entraine que la théorie de
Dunkl est parfois plus facile a étudier, comme par exemple la transformation de Dunkl (c.f.
[Jel]). Néanmoins certains résultats se démontrent quand méme plus simplement dans le
cadre HO, puis passent au cas Dunkl en faisant "tendre la courbure vers 0". Plus précisé-
ment on a le résultat suivant, d’abord démontré par Ben Said et Orsted [BS—-Or| pour des
valeurs de k entiéres, puis pour toute fonction k, par De Jeu, et enfin revisité par Rosler
et Voit :

Théoréme 1.1.1 (Ben Said-Orsted [BS—Or], De Jeu [Je2], Rosler-Voit [Ros—Voi2])
On a
lir% Ge-1x(e2) = D(A, 2),

lorsque € — 0, uniformément en (X, z) sur tout compact non vide de ac X ac.

Ce procédé permet parfois de simplifier les preuves dans la théorie de Dunkl (par exemple
[Ros—Voi2| simplifie [Ros2]).

Signalons également que la partie probabiliste de la théorie s’est largement déveoloppée
ces derniéres années, notamment avec Rosler et Voit [Ros—Voil|, puis Gallardo et Yor

|G-Y1] |[G-Y2] [G-Y3], et enfin Chybiryakov |[Chyl]| [Chy2].

1.1.3 Immeubles affines de type A,

La notion d’immeuble a été introduite par Tits au milieu des années 50 dans le but
d’obtenir par exemple une représentation géométrique des groupes de Lie semi-simples sur
un corps p-adique (cf introduction de [Ti]). Le type d’immeuble qui nous intéresse ici est
celui d’'immeuble affine. Un exemple est I’arbre homogéne, qui correspond au cas de rang
1 (i.e. lorsque la dimension de a vaut 1).

L’analyse harmonique sur les immeubles affines fut d’abord développée par Macdonald
[Mac2]. Il introduit en particulier ’analogue des fonctions sphériques, appelées depuis po-
lynomes de Macdonald, qu’il a ensuite défini dans un cadre plus général ([Macl| [Mac3]).
Toutefois son analyse initiale ne concerne que les immeubles construits a partir des groupes
(ceux étudiés par Tits). Mais il existe d’autres immeubles, construits de fagon purement
géométrique. Par exemple ceux de type As, pour certaines valeurs du parameétre ¢. Il sub-
sistait donc un trou dans I’approche de Macdonald, qui a été comblé par Parkinson dans sa
thése |[Parl] [Par2] [Par3|, ou il traite également le cas des systémes de racines non réduits.
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Notons qu’il fut aussi précédé par Cartwright [Cal qui étudia le type A,. Méme si cest ce
type qui nous intéresse dans cette thése, nous reprendrons tout de méme le plus souvent
les notations de Parkinson.

On considére donc un espace euclidien a de dimension 7, muni d’un systéme de racines
R de type A,. Ici nous noterons Wy le groupe de Weyl associé.

Groupe de Weyl affine

Une bonne référence pour les groupes de Weyl affines est [Bou|. Mais nous suivrons
aussi les notations de [Par2].

Pour @« € R, et k € Z, soit H,y, = {r € a |< z,a0 >= k}. Soit 7,y la réflexion
orthogonale par rapport a H, , définie par

Tap(®) =2 — (< 2,00 > —k)a”.

Soit & = > | a; la plus grande racine de R. Soit 79 = rs,;. On pose aussi r; = r,, pour
1 =1,---,r. Le groupe de Weyl affine W est le sous-groupe des transformations affines de
a engendré par les r; pour i = 0,1, - -, n. Il est isomorphe au produit semi-direct Wy x QV,
ot QY est identifié au sous-groupe des translations par ses éléments.

Complexe de Coxeter

Le complexe de Coxeter de W est un complexe simplicial étiqueté >. Les simplexes de
dimension maximale r, appelés aussi chambres, sont égaux par définition a I’adhérence des
composantes connexes de a privé des hyperplans H, j, pour a € R et k € Z. On définit
ensuite naturellement les simplexes de dimension r — 1 comme les faces des chambres. Et
ainsi de suite pour toutes les dimensions. Les points extrémaux des chambres, qui sont les
simplexes de dimension 0, sont appelés sommets de Y. Dans le cas ou R est de type A,,
ce sont en fait tous les éléments du réseau des poids P. On a ainsi défini une structure de
complexe simplicial. On attribue ensuite des étiquettes (ou types) aux sommets de la fagon
suivante. On définit la fonction 7 sur P, par 7(0) = 0, et 7(w);) = i, pour tout w € W et
i=1,---,r. Un sommet x est alors dit de type i, si 7(z) = i. On dit que deux chambres
C et C' sont adjacentes, lorsqu’elles sont distinctes et ont une face en commun. On notera
dans ce cas C' ~; ', si le seul sommet de C' qui n’est pas commun & C” est de type i. On
notera aussi

Co={re€al<a,z>>0pouri=1,--- ,ret <az> <1},
la chambre fondamentale.

Remarque 1.1.2 On peut également définir le complexe de Coxeter de W lorsque celui-ci
est un groupe de Weyl non affine, ou méme un groupe de Coxeter général, y compris infini
(c.f. e.g. [Parl]).

15



Soient maintenant deux complexes simpliciaux étiquetés. On appelle isomorphisme
entre ces deux complexes, toute bijection de I’ensemble des sommets de 'un vers ceux
de l'autre, qui envoie tout simplexe de dimension d < r sur un simplexe de dimension d,
tel que si C' et C' sont deux chambres adjacentes, alors leurs images aussi, et qui préserve
le type, i.e. si x est un sommet de type ¢ alors son image aussi.

Groupe de Weyl affine étendu

Le groupe de Weyl affine étendu W est défini par W= Wy x P, ou le réseau des poids
P est identifié au sous-groupe des translations par ses éléments. On a W = W x G, ou
G ~ P/Q" est le sous-groupe de W qui laisse fixe Cyy. Pour le cas A,., G agit par permutation
sur les sommets de Cy. Plus précisément il est cyclique d’ordre r 4+ 1 et engendré par la
permutation (0,1,--- 7).

Remarquons que w agit sur le complexe simplicial ¥, i.e. il envoie tout simplexe sur un
simplexe de méme dimension, mais il ne préserve pas nécessairement le type des sommets.
Nous dirons que ses éléments sont des automorphismes de type rotatif. Plus généralement
nous dirons qu’'un isomorphisme ¥ entre un complexe étiqueté et X, est de type rotatif,
s’il existe un isomorphisme P entre ces deux complexes et w € W, tel que ¥ = w o P.

Etant donné un entier ¢, nous pouvons définir ¢,, pour tout w € W. Pour simplifier nous
ne le ferons que dans le cas ol R est de type A,. Supposons pour commencer que w € W
et qu’il est de longueur [, i.e. il existe 7y, --- ,4; tels que w = s;, - - - 5;,, et w n’admet pas de
telle décomposition de longueur plus petite. Dans ce cas nous posons q,, = ¢'. Maintenant
siw e W s’écrit w = w'g, avec w’ € W et g € G, alors nous posons g, = q,s. Pour A € P,
notons ¢y € W la translation de vecteur A. Alors (c.f. e.g. [Parl])

qt)\ = qza€R+ </\’a> .

Immeuble affine

Soit W un groupe de Coxeter. On peut le supposer quelconque, méme infini, mais le
cas qui nous intéressera dans la suite sera celui ot W est un groupe de Weyl affine. La
définition suivante est adaptée de [Bro] :

Définition 1.1.1 Un immeuble de type W est un complexe simplicial étiqueté non vide qui
contient une famille de sous-complexes, appelés appartements, qui satisfont les conditions
suivantes :
(1) Tout appartement est isomorphe au complexe de Coxeter de W.
(11) Etant donné deux chambres, il existe un appartement les contenant toutes les deut.
(111) Etant donné deux appartements A et A’ qui ont une chambre en commun, il existe
un unique isomorphisme ® : A — A’ qui firte AN A’ ponctuellement.

On dit que I'immeuble est affine, si W est un groupe de Weyl affine (on dit qu’il est
sphérique si W est un groupe de Weyl non affine). A partir de maintenant nous considérons
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un immeuble affine X de type A,, i.e. de type W, ot W est le groupe de Weyl affine associé
au systéme de racines A,.. On supposera en plus qu’il est régulier, c’est-a-dire que le cardinal
de I'ensemble des chambres D telles que D ~; C, est indépendant de la chambre C' et de
7. On note ce cardinal g, et on I'appelle le paramétre de 'immeuble. Par exemple, si r = 1,
alors c’est un arbre homogeéne & ¢ + 1 branches.

Pour ces rappels nous noterons aussi Vy ’ensemble des sommets de X. Toutefois dans
la deuxiéme partie de cette thése X sera ’ensemble des sommets. Etant donné x € Vy et
A € P, soit Vy(z) Pensemble des sommets y de X, tels qu'il existe un appartement A
contenant x et y, et un isomorphisme de type rotatif ¥ entre A et X, tel que ¥(z) =0 et
U(y) = A. On appelle V) (z) la sphére de centre = et de rayon A. On se fixe maintenant un
sommet 0 € Vy de type 0, qui sera pris comme origine. Si z € V,(0), on dira que \ est la
partie radiale, ou coordonnée, de x, et 'on pose T = A. On note N, le cardinal de V) (x),
qui est indépendant de . On a la formule [Par2]

ot Wy est le stabilisateur de A sous l'action de W, et ou V(¢7') = 3", o ¢, pour tout
sous-groupe V' de Wj.

Polynoémes symétriques de Macdonald

Les polyndémes symétriques de Macdonald sont définis pour z € ac par

l\’l\)—l

Qt 1\ ,<wA,z>
P\(z) = Wola ) %;V c(w2)e ,
w 0

ou la fonction c est définie par
—-1,—<aV,z>

1—q e
c(z) = H 1 — e—<av,z>

aeRt

Si le systéme de racine est de type A,, on a en outre pour tout i =1,...,r,

WO)\
Py (2) = Z e<AE>
AEWOA;
La fonction Fj est définie sur P par

Fp(A) = PA(0).

En particulier F(0) =1 (cf [Parl]).
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Opérateurs de moyenne et leur transformée de Fourier
Pour A\ € P*, on note Ay l'opérateur de moyenne défini par
1
Af(e) = 5~ > fw),
A
yeVA(2)

pour toute fonction f de Vi dans C, et tout z € V. On note A 'algébre engendrée par
ces opérateurs. Parkinson ([Parl], théoréme 3.22) a montré que Fj est une fonction propre

de tous les éléments de A. En particulier, pour i =1,--- ,r, on a
@, [Woi|
AyFy= -2 _""F, (1.3)
Ny,

On munit *(Vy) du produit scalaire usuel

< f.g>= Y f(z)g(x).

z€Vy

On note 6, la fonction caractéristique en un sommet . On définit un produit scalaire sur
A par
< A, B >=< Ady, Bdy > .

On note
U={#ca|VaeR", <a,0><r}

La transformée de Fourier de A, est définie pour # € U par

-~

A,(i6) = Py(i).

On peut ensuite étendre 'application A +— g(z@) en un homomorphisme d’algébre de A
dans C, pour tout # € U. On a alors la formule de Plancherel (cf [Parl]) :

Wo(q_l)/ ~ oA d
<A B>=20 ) [ Zio)Blig)—2—
ol ), AOBEO g

et la formule d’inversion

(46,)(x) = Yol ) [ Ao

Wl (1.4)

pour tout A € A et tout y € Vy(z).

Remarque 1.1.3 Par souci de simplicité, nous avons choisi de faire cette présentation
en restant a un niveau aussi élémentaire que possible, en particulier sans rentrer dans le
formalisme des C*-algébres, et sans parler de I'isomorphisme de Gelfand A +— A. Le lecteur
interessé pourra se référer a l’article beaucoup plus complet [Parl].
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Marches aléatoires

Une marche aléatoire symétrique sur Vy est une chaine de Markov (X,,,n > 0), dont
I'opérateur de transition est de la forme

A= Z CL/\A)\,
AEPT
ot @y > 0 pour tout A, et >, p+ ax = 1. On a alors
Af(z) =Y plz,y)f W),
yEVx

ou p(x,y) est le noyau de transition, ou noyau de la chaleur. Autrement dit

p(z,y) = (Ady)().

On définit de méme les convolées n fois du noyau de transition par

Arf(a) =Y P y) f (),

yeVx
ou par
p"(w,y) = (A"9,) ().
On a donc d’aprés (1.4)

df
|c@0) >’

P y) = ol ) [ Aoy (15)

[Wo|

pour tout y € Vj(x). La partie radiale (X,,,n > 0) est une chaine de Markov sur P*,
appelée marche aléatoire radiale. Par définition, le générateur d’une chaine de Markov
d’opérateur de transition A, est A — Id, ou Id est 'opérateur identité.

Dans cette thése nous ne considérerons que des marches aléatoires au plus proche voisin,
c’est-a-dire telles que ay = 0, si A n’est pas un poids fondamental. Dans ce cas nous notons

1
gl oM

pm ) = 3y TN
i=1 N

le rayon spectral de la marche aléatoire.
La Fy-marche aléatoire est la chaine de Markov sur Vy dont le noyau de transition q
est donné par

=

@) 1
FO (f P

pour tous z,y € Vy. Notons que d’aprés (1.3), on a bien ZerX q(z,y) = 1, pour tout
x V;\{.

Q(xv y) = p(l’, y)

~—
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Un exemple qui sera particulierement étudié¢ dans cette thése est la marche aléatoire
simple. Elle correspond au cas ou

1
)
qt)‘i NA’L

ary= ———1 -
T 2
2]‘:1 thj N)\j

7

1.2 Principaux résultats obtenus

1.2.1 Premiére partie : théorie de Heckman—Opdam

Notre premier résultat est une estimation précise des fonctions F et GG. Cette ques-
tion est centrale dans 1’étude de la transformée de Fourier. Dans le cas des espaces sy-
métriques déja (puis celui des groupes de Lie réductifs réels), Harish-Chandra [HaChl]
[HaCh2| [HaCh3] a développé toute une artillerie trés compliquée (terme constant, prin-
cipe de descente,...) pour obtenir de bonnes estimations des fonctions sphériques, et ainsi
une formule de Plancherel et des théorémes d’inversion. Gangolli et Varadarajan [Gan—Var]|
ont ensuite obtenu des estimations légérement plus précises avec la théorie des équations
différentielles a points singuliers-réguliers, mise au point par Deligne [Del.

Dans le cadre de la théorie de H( )7 les p idres ‘matio ont été
Opdam [Ol] en 95 - remieres estimations 6té ol
’GA(J')' < C’emaxwew<9?)\,wx>7

pour tous = € a et A € ac, ou R désigne la partie réelle de A. Remarquons que d’aprés
(1.2), les mémes estimations pour les F s’en déduisent immédiatement. Cette estimation
est suffisante pour obtenir la formule de Plancherel [O1], ainsi que le théoréme de Paley-
Wiener [O1] [C2], mais elle ne permet pas d’obtenir la formule d’inversion sur I’espace de
Schwartz. La preuve de Opdam est trés élémentaire, et similaire a celle de De Jeu [Jel]
dans le cadre Dunkl. Elle consiste & utiliser de maniére astucieuse le systéme d’équations
différentielles (1.1), ainsi que le principe complétement trivial suivant : toute fonction
décroissante sur RT est majorée par sa valeur en 0.

Le théoréme d’inversion sur ’espace de Schwartz des fonctions W-invariantes a ensuite
été obtenu par Delorme [D] en 99, qui démontre des estimations beaucoup plus fines des
fonctions F\ et G\ en adaptant les techniques de Harish-Chandra.

Dans cette thése nous avons repris les idées des preuves de Opdam et De Jeu, pour
obtenir 'estimation suivante, qui généralise celle de Gangolli et Varadarajan :

Théoréme 1.2.1 Soient p et q deux polynomes. Il existe une constante C' > 0, telle que

P a(AR)GA@)| < C1+ NP1+ o) <ot ot e

pour tous v € a et X € ac, ot x est lunique élément de Wy - x appartenant a a; .
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Ce résultat est légérement plus précis que celui obtenu par Delorme, qui n’avait pas de
renseignement sur les degrés des polynémes en x et A du majorant. Néanmoins cela n’a
pas d’'importance pour démontrer le théoréme d’inversion sur 1’espace de Schwartz.

Notons que ce résultat est essentiellement optimal dans le cas euclidien classique, soit
lorsque k = 0. Ceci dans le sens ou la puissance des polynémes en x et A du majorant ne
peut pas étre améliorée. Mais il ne ’est pas pour toutes les valeurs de k. Par exemple, pour
les espaces symétriques complexes (correspondant & k£ = 1), Cowling et Nevo [Cow—Nev]|
obtiennent une majoration plus fine loin des murs, avec une décroissance polynomiale
supplémentaire.

Comme nous le précisions Delorme a obtenu l'inversion sur 'espace de Schwartz pour
les fonctions W-invariantes, en fait y compris dans le cas beaucoup plus difficile ou k& < 0.
Pour le cas k > 0, nous avons repris la méthode de Anker [A2] et démontré le résultat dans
le cas non W-invariant :

Théoréme 1.2.2 La transformée de Fourier H réalise un isomorphisme entre C(a) et

S(ia).

L’espace C(a) est I'espace de Schwartz sur a adapté a la mesure p (cf partie 1), et S(ia)
est I'espace de Schwartz usuel sur ia.

Ce dernier théoréme nous a alors permis d’appliquer le théoréeme de Hille-Yosida pour
montrer que 'opérateur

D= (L~ o),

est le générateur d’un semigroupe de Feller (P, ¢t > 0). De méme sa partie différentielle
D est le générateur d'un autre semigroupe de Feller noté¢ (P/V. ¢ > 0). Ces semigroupes
définissent des processus de Feller. Le premier, (X;,t > 0), est & trajectoires discontinues
(mais cadlag : les trajectoires sont continues a droite avec une limite & gauche), et peut
sauter d'une chambre a 'autre, mais a chaque fois, seulement entre deux points qui sont
images I'un de lautre par une réflexion r, de W. Le second (XV,t > 0) est a trajectoires
continues dans la chambre de Weyl @ . C’est I’analogue de ce qu’avaient obtenu Rosler et
Voit dans le cadre Dunkl [Ros—Voil]. Nous avons alors repris certaines techniques utilisées
par Gallardo et Yor [G-Y1] [G-Y2| [G-Y3] ainsi que certains résultats de Chybiryakov
[Chy1] [Chy2|, pour faire une étude détaillée de ces processus. En particulier nous avons
obtenu la décomposition en semimartingale de (X}, ¢ > 0) partant de n’importe quel point
de a; :

Proposition 1.2.1 Le processus (X" ,t > 0) est solution de I’EDS

<o, XV >

5 ds,

1 t
w _ E
Xt —X0+ﬁt+§ kaa/o coth

aceRT

ot (B, t > 0) est un mouvement brownien standard.
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Précisons que ce résultat ne découle pas de théoremes généraux standards, puisque les
coefficients du drift sont des fonctions singuliéres sur les murs. Pour le démontrer nous
avons en fait utilisé la théorie des formes de Dirichlet et le livre [Fu-Osh—Ta| (cf chapitre
3 pour plus de détails). Cette théorie s’applique d’ailleurs également trés bien dans le
cadre Dunkl, et nous avons donc obtenu 'analogue de la proposition 1.2.1 dans ce cadre.
Chybiryakov a démontré en méme temps le méme résultat dans le cas Dunkl, en utilisant
des techniques de calcul stochastique [Chy?2].

Cette proposition nous a ensuite permis de déduire la loi des grands nombres et le
théoréme central limite :

Proposition 1.2.2 Lorsque T — o0,

X_tl/‘/ —)p7 p'8'7
t
et W
(XtT — ptTvt Z O) - (ﬁz‘»t 2 0)7
vT

en distribution dans C(RT,ay).

Dans le cas des espaces symétriques c’est une partie d’'un résultat démontré par Babillot
[Ba|, mais par d’autres méthodes, spécifiques au cas des groupes.

Nous avons ensuite voulu généraliser certains résultats obtenus par Anker, Bougerol et
Jeulin [A-B-J] dans le cas des espaces symétriques. En particulier comme nous I’avons déja
mentionné, nous avons démontré le théoréme 1.0.1 pour tous les processus (X}V,t > 0),
i.e. pour tous k& > 0. Nous avons aussi obtenu un résultat analogue pour (X;,¢ > 0). Le
processus limite n’est alors plus exactement le mouvement brownien intrinséque, mais un
processus qui part de 0, puis qui choisit aléatoirement une chambre (avec chance égale pour
chaque chambre), et alors se propage dans cette chambre comme le mouvement brownien
intrinséque. Pour une définition ainsi qu’une présentation générale du MB intrinséque nous
renvoyons le lecteur aux chapitres 3 et 5 de cette thése. L’outil principal pour démontrer
le théoréme 1.0.1, est une estimation précise de la fonction Fj :

Théoréme 1.2.3 ] existe une constante K > 0 telle que
0 < Ellogd? Fy)(z) < K,

pour tous x € G, o E est l'opérateur d’Euler défini par E f(x) =< x,V f(x) > pour toute
fonction f.

C’est déja cette estimation qui était cruciale dans [A-B-J|. La preuve du théoréme 1.2.3
dans [A-B-J| utilisait les techniques compliquées de Harish-Chandra. Notre preuve est
complétement différente et en un sens plus élémentaire. Elle exploite la découverte par
Opdam de la fonction GGy ainsi que des estimations précises de cette fonction et de la
fonction Fj :
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Théoréme 1.2.4 Dans a,

Fo(z) <1 H <a,x>| e <P

016728r

et pour tout w € W,

Go(wr) = H <a,r>| e SPT

aERgﬂw*1R3

L’estimation de Fy obtenue généralise celle de Anker dans les espaces symétriques [Al]. Le
principe de la preuve est d’utiliser le développement en série de Laurent des fonctions Fj
et Gg, puis d’estimer les coefficients de ce développement pour récupérer des estimations
de Fy ou Gg loin des murs. Pour la fonction Fj cela ne pose pas trop de probléme puisqu’il
suffit d’avoir une estimation du coefficient du terme de plus haut degré. En revanche pour
la fonction Gy, c’est plus compliqué, d’une part parce qu’elle a un développement en série
différent dans chaque chambre, et d’autre part parce qu’il faut obtenir des estimations
précises de tous les coefficients du développement. On y arrive tout de méme par une
double récurrence, d’abord sur le degré des coefficients, puis sur la distance entre la chambre
considérée et la chambre négative —a, . La récurrence s’appuie sur les equations (1.1) ainsi
que des relations remarquables satisfaites par les polyndmes

7l (z) :H <a',r >,

pour I sous-ensemble de R, et leurs dérivées. En utilisant alors un principe du maximum,
on obtient les estimations souhaitées des coefficients. La derniére étape consiste a utiliser
un principe de Harnack local pour étendre les estimations prés des murs. La encore, c’est
plus simple pour la fonction Fj.

1.2.2 Deuxiéme partie : les immeubles affines

Dans la deuxiéme partie nous obtenons d’abord, au chapitre 4, des estimations (presque)
optimales du noyau de la chaleur pour la marche aléatoire simple sur un immeuble affine
de type A,. Elles sont en fait optimales dans le cas de 'arbre et le cas Ay. Pour r > 3, il
manque simplement la borne inférieure, a distance finie du bord du domaine. Néanmoins
c’est largement suffisant pour en déduire ensuite des estimations optimales de la fonction
de Green. Ceci a fait 'objet d’un travail en commun avec Jean-Philippe Anker et Bartosz
Trojan. Au chapitre 5, nous démontrons le théoréme 1.0.1 pour la marche aléatoire simple.
Nous obtenons également une version légérement plus faible pour toutes les marches aléa-
toires symétriques au plus proche voisin. Il faut alors renormaliser le point de départ de

lon note f < g s’il existe des constantes ¢ > 0 et C > 0 telles que ¢ < g <C.
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fagon a ce qu’elles convergent vers le MB intrinséque partant d’un point intérieur (i.e. dans
ay). Il s’avére que c’est beaucoup plus simple & prouver, que partant de 0, puisque cela ne
nécessite plus d’avoir d’estimations du noyau de transition.

Pour commencer, rappelons I'estimation du noyau de la chaleur sur les espaces symé-
triques G/ K. Pour simplifier nous ne donnons le résultat que lorsque le systéme de racines
associé est réduit :

Théoréme 1.2.5 (Anker-Ji 99, Anker-Ostellari 03) On a

2 L2
pe(0, ) = 172 Fy(x) { H (1+t+<a,z >)k“1} et l5r

aERT
pour tous x € ay, et toust >0, ouy=1r+2 ZQGR+ k.

Anker et Ji [A-Ji] ont d’abord obtenu l'estimation du théoréme pour x € ay et t > 0 tels
que |z| < const(1+t), ce qui était suffisant pour en déduire des estimations de la fonction
de Green (voir plus bas). Le théoréme a ensuite été complétement démontré par Anker
et Ostellari [A-Ostl] [A-Ost2|. Au passage, nous avons vérifié que leur preuve s’étend
sans probléme au cadre Heckman—Opdam (cf chapitre 2 de cette thése). Signalons aussi a
titre de comparaison, 12’expression du noyau de la chaleur sur I'espace euclidien usuel R" :

|

pi(0,7) = (2nt) "2 2t .

Revenons maintenant au cas des immeubles. Les précédentes estimations connues de
p™(0,x) pour des immeubles affines généraux, remontent a l'article [Par4| qui donne un
théoréme central limite local. C’est & dire une asymptotique de p"(0, ) lorsque n tend vers
I'infini, mais & x fixé :

Théoréme 1.2.6 (Parkinson 05) Soit A l'opérateur de transition d’une marche aléatoire
symétrique sur un immeuble affine. Alors pour tout v € Vy,

1

p"(0,x) ~ const - FO(E)A(O)”W,

lorsque n — o0.

Parkinson démontre ce théoréme pour n’importe quelle marche aléatoire symétrique sur
n’importe quel immeuble affine (non nécessairement de type flr). Il donne également une
formule explicite pour la constante qui apparait dans 1’équivalent. Par contre ce résultat
n’est pas du tout uniforme en x.

En fait la seule estimation uniforme connue, a été démontrée par Lalley |Lall| [Lal2]
dans le cas des arbres homogeénes, soit pour r = 1. Il donne une estimation optimale de
p™(0, ) uniforme pour tous z et n tels que || < n. Bien str c’est le mieux que 'on puisse
faire, puisque lorsque |z| > n, p"(0,2) = 0. Son résultat est également valide pour toutes
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les marches aléatoires symétriques. Néanmoins sa preuve devient assez elliptique et difficile
a suivre, lorsque z est dans la zone |z| > n'~¢. Sa démonstration a ensuite été reprise par
Woess [Wol, qui se limite toutefois au domaine |z| < (1 — €)n.

Avant d’énoncer notre résultat, précisons encore quelques notations. Notons A I'opé-
rateur de transition de la marche aléatoire simple, et p = A(0) le rayon spectral associé.

Pour z € V,(0) et n > 0, soit § = % Soit h la fonction définie sur ac par

h(z) :Z Z e<)\,z>’

=1 AeWp\;

et h = %. Soit ¢ la fonction définie par

¢(0) = min{u € a3 | logh(u)— < u,d >}.
Alors nous obtenons

Théoréme 1.2.7 Il existe une constante K > 0, telle que dans l’ensemble {|z| < n— K},

) 1
VIpeps (1= < a,0 >)

De plus la majoration par le membre de droite a lieu dans tout le domaine {|x| < n}.

p"(0,7) < e Fy (T (1.6)

RS

Par ailleurs pour les immeubles de type A, ou pour les arbres, nous montrons que les-
timation (1.6) est valable dans tout I'ensemble {|z| < n}. Dans le cas des arbres, c’est
essentiellement le méme résultat que celui de Lalley [Lall|. Cependant nous donnons en
plus une formule explicite de la fonction ¢ :

6(6) = —% {(1 = ) log(1 — 5) + (1+ ) log(1 + 6)} .

C’est un petit raffinement supplémentaire par rapport au résultat de Lalley, dans le cas de
la marche simple. En outre notre preuve, spécialisée au cas des arbres, est plus simple que la
sienne. En effet, pour sa part il utitise deux preuves bien distinctes, suivant que |z| < n'™¢,
ou pas, dont un argument probabiliste assez compliqué pour traiter le cas |z| > n'~¢. Alors
que nous obtenons une preuve directe de l'estimation dans tout l'ensemble {|z| <n — K}
pour une certaine constante K > 0. Dans le cas des arbres, il devient ensuite complétement

¢élémentaire d’étendre 'estimation au bord du domaine par un argument combinatoire.

Il peut étre intéressant de comparer les estimations sur les espaces symétriques et sur
les immeubles. Pour y voir plus clair, prenons I’exemple des espaces symétiques complexes,
pour lesquels k, = 1, pour tout @ € R*. Dans ce cas les deux estimations, respectivement
pour les espaces symétriques G/ K et les immeubles, sont trés proches : on trouve la méme
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. . _lel?
puissance de t ou de n, la fonction Fy, les termes correspondant au trou spectral e™ 2 ¢ et
e . _le? .

p", ainsi que les termes gaussiens e~z et ). Par contre dans le cas des immeubles on

trouve un terme de bord supplémentaire : [] s (1— < a,d >)7/2. Cela est dt simplement
au fait que le noyau de transition p™ est a support fini.

Donnons maintenant le schéma de la preuve, sans trop rentrer dans les détails tech-
niques. Elle se divise essentiellement en deux étapes. Le point de départ est d’utiliser la
formule d’inversion de Fourier (1.5) du noyau de transition. Ensuite par Wy-invariance, on
peut remplacer le terme Py(if)/|c(i6)|* dans la formule, par c(if)~'e=***>. La premiére
étape consiste alors a faire une intégration par partie, pour faire disparaitre la fonction c de
la formule, et faire sortir le terme Fy(Z)n~ | de 'intégrale. Pour cela on utilise I'identité
remarquable

)RR = (n+ [RT]) -+ (n+ Dru(h)R"A,
ofl 7, est un certain polynome possédant de "bonnes" propriétés, m =[] g+ @, et A =
[I.cr+(e= —e™ 7). Clest pour obtenir cette formule que I'on a besoin de se restreindre

au cas particulier de A,, et de la marche simple. L’idée de cette étape est inspirée de la
preuve dans le cas des espaces symétriques [A-Ji|. Dans ce cadre, I'identité utilisée était

7(0)[e7**] = const - 7(z)e 1"

La deuxiéme étape est de faire un changement du contour d’intégration, ou plutot un
changement de variable if — i0 4+ s. Le point s est choisi suivant la méthode de la phase
stationnaire, ou méthode de Laplace. Toute I'intégrale se concentre alors autour de l'origine,
et il suffit ensuite de faire un changement de variable adéquat, pour obtenir ’estimation
souhaitée.

Le deuxiéme résultat du chapitre 4 est une estimation de la fonction de Green. La
preuve résulte relativement aisément, a quelques points techniques prés, de celle du noyau
de la chaleur. La fonction de Green est définie pour x € Vy et z € [0, 5], par

Nous obtenons
Théoréme 1.2.8 1. Siz e (0,p7}), alors

1
G(I‘,Z) = |R+|+r;1

= |x‘ €7<E’SO>F0(T),

pour tous x € Vy, ot 59 € ay est uniquement déterminé par la condition : h(sg) =
(pz)~' et Vh(so) est proportionnel o .
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2. On a
1

) = |z 2R+ —2

FO (E)a
pour tous x € Vy.

En revanche cette estimation est trés similaire & celle sur les espaces symétriques obte-
nue par Anker et Ji [A-Ji]. En particulier les effets de bord ne sont plus visibles. Plus
précisément, la fonction de Green sur les espaces symétriques est définie pour x € a; et

z €0, %], par
+oo
G(z, z) :/ pe(0, z)e"dt.
0

Théoréme 1.2.9 (Anker-Ji 99) 1. Siz € (0, %), alors

1
||R+|+

G(z,2) <

= | o e_clx‘Fg(.T),
T

2

pour tous x € Ay, ol c est une certaine constante dépendant de z.

2. On a

Gy 1

- |x|2|R+|+r—2

pour tous x € ay.

Comme annoncé plus haut, nous démontrons ensuite, dans le chapitre 5, le théoréme
1.0.1, essentiellement pour la marche simple. La preuve résulte de nos estimations du noyau
de la chaleur, ainsi que d’un résultat combinatoire (proposition 1.2.3 ci-dessous), qui peut
étre intéressant en lui-méme. On trouve un calcul un peu similaire dans [Ca~Wo| pour le
cas A, et dans la thése de Parkinson [Par2| pour tous les immeubles de rang 2.

Proposition 1.2.3 Pour tout A\ € P, tout sommet x\ € V)(0), tout w € Wy et tout
ied{l,...,r},

1o
Vagwr, (0) NV, (22)] = iy, i, -

Ce résultat permet de déduire une expression explicite des probabilités de transition de la
marche aléatoire simple radiale. Ces formules mettent ensuite en évidence la convergence
du générateur de la Fy-marche renormalisée vers celui du MB intrinséque. Ceci implique
alors le théoréme 1.0.1, grace a un critére de Ethier et Kurtz [E-K] (cf chapitre 5 pour plus
de détails). Néanmoins lorsque les marches partent de 0, pour pouvoir appliquer ce critére,
il faut pouvoir controler ce qui se passe en temps petit. C’est exactement le méme principe
que pour les processus de HO. Pour ces derniers, c¢’est I’estimation de Fj du théoréme 1.2.3
qui permettait de s’en sortir. Alors que pour les marches simples sur les immeubles, ce sont
les estimations du noyau de transition du théoréeme 1.2.7 que 1'on utilise.
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Premiére partie

La théorie de Heckman et Opdam
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Chapitre 2

Estimation des fonctions
hypergéométriques, espace de Schwartz,
noyau de la chaleur

Ce chapitre reprend pour l'essentiel 'article [Schl] soumis pour publication.

Résumé : Sous I’hypothese d’une multiplicité positive, nous obtenons les estimations de
base des fonctions hypergéométriques F et G de Heckman et Opdam, et des estima-
tions optimales des fonctions particulieres Fy et Go. Ensuite nous prouvons le théoréeme de
Paley-Wiener pour l’espace de Schwartz, résolvons [’équation de la chaleur, et donnons des
estimations du noyau de la chaleur.

Abstract : Under the assumption of positive multiplicity, we obtain basic estimates of the
hypergeometric functions F\ and Gy of Heckman and Opdam, and sharp estimates of the
particular functions Fy and Gy. Next we prove the Paley-Wiener theorem for the Schwartz
class, solve the heat equation and estimate the heat kernel.
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2.1 Introduction

Classical harmonic analysis on R” has now been extended to other spaces. For instance
Harish-Chandra considered the case of semi-simple Lie groups. Then he was followed by
Helgason, who studied Riemannian symmetric spaces of the noncompact type, which are
Riemannian spaces of negative curvature. In particular, Harish-Chandra introduced and
studied the spherical functions, which play the role of the exponentials in these spaces. A
more general setting, in the flat case, appeared two or three decades ago, with the theory
of Dunkl operators. It gives a vast generalization of the exponential functions, and of the
Fourier transform on R™. But it gives also a generalization of the harmonic analysis on
tangent spaces of symmetric spaces. The natural counterpart of the Dunkl theory in the
negatively curved setting is the theory of Heckman and Opdam. This theory has undergone
a profound evolution with the discovery of the Cherednik operators [C1|, the analogues of
the Dunkl operators in the flat case.

Heckman and Opdam [H-O|, [H-S], [O1] have developed their theory in the last two
decades. They have first introduced a new family of functions F) on R", which as in the
Dunkl theory are associated to root systems and a parameter, the multiplicity function.
They can be defined essentially as eigenfunctions of certain differential operators. When the
multiplicity function takes particular values, then these operators coincide with the radial
part of the G-invariant differential operators on the symmetric spaces of noncompact type
G /K. Thus the restrictions to a Cartan subspace a of the spherical functions are particular
functions F). In this way the theory of Heckman and Opdam is also a generalization of
harmonic analysis on the symmetric spaces G/ K. However, some of the techniques used
by Harish-Chandra cannot always be transposed (at least not trivially) in this new theory,
because there are no longer underlying Lie groups. The main tools used in harmonic analysis
on the symmetric spaces are in the one part an integral formula of the spherical functions,
and in another part a development in series of these spherical functions. Heckman and
Opdam have shown that their functions F have a development in series of Harish-Chandra
type, but there is not (at least not yet) an integral formula, for general root systems.
However this gap has been compensated by two main discoveries. First the discovery of
the differential-difference operators by Cherednik [C1], and then the discovery by Opdam
of a new type of functions, the functions G [O1], for which the calculus and estimates can
be more easily performed. These functions are eigenfunctions of the Cherednik operators.
However until recently the only asymptotic result was essentially the fact that the functions
F\ and G, were bounded [O1]. Delorme has obtained a much better estimate, even in the
more complicated case of a negative multiplicity |D], but it requires involved materials and
techniques.

In this paper we give sharp estimates of the functions F), GG\ and their derivatives, in
an elementary way. Our method is only based on the study of the system of differential and
difference equations satisfied by the functions Gy, improving on the way what had been
already done by De Jeu [Jel] and Opdam [O1] for bounding their functions. We also give
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a global estimate of the particular functions Iy and Gy. It generalizes some results in the
noncompact symmetric spaces [Al], [A-B-J|. Then we deduce from these estimates and
from a general method of Anker [A2]| the inversion formula on the Schwartz space. Finally
we solve the heat equation and we give some estimates of the heat kernel.

2.2 Preliminaries

Let a be a Euclidean vector space of dimension n, equipped with an inner product (-, -).
Let h = a ®g C be the complexification of a. The notation R and & denote the real and
imaginary part respectively, of an element in § or possibly in C. Let R C a be an integral
root system. We choose a subset of positive roots R*. We denote by R¢ the set of positive
indivisible roots, by II the set of simple roots, and by Q% the positive lattice generated by
R*. Let a¥ = ﬁa be the coroot associated to a root « and let

ro(z) =2 — (", 2),

be the corresponding orthogonal reflection. We denote by W the Weyl group associated to
R, i.e. the group generated by the r,’s. If C' is a subset of a, we call conjugate of C' any
image of C' under the action of W. Let k£ : R — [0, +00) be a multiplicity function, which
by definition is W-invariant. In the sequel we may actually forget about the roots o with
k., = 0 and restrict ourself to the root subsystem where k is strictly positive.
Let

a, ={z|VaeR", (a,z) >0},

be the positive Weyl chamber. We denote by a; its closure, and by da, its boundary. Let
also a,ee be the subset of regular elements in a, i.e. those elements which belong to no
hyperplane {« = 0}. For I a subset of R", let

ol :={zca|Vacl, (a,2) =0}

be the face associated to I. Let R; be the set of positive roots which are orthogonal to af,
and let W be the subgroup of W generated by the r, with a € R;.

For £ € a, let T be the Dunkl-Cherednik operator. It is defined, for f € C'(a), and
T € Oreg, DY

Tef(x) = Ocf(x) + D hap— M){f<) flraz)} = (p.€) f(x),

where

:% Z koo

aeRt
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The Dunkl-Cherednik operators form a commutative family of differential-difference ope-
rators (see [C1] or [O1]). The Heckman—-Opdam Laplacian £ is defined by

ﬁzzn:Tg,
=1

where {&1,...,&,} is any orthonormal basis of a (£ is independent of the chosen basis).
Here is an explicit expression (see the appendix), which holds for f € C?%(a) and = € @y

LF@) = Afw)+ Y hacoth 0, 1) 4 (o) (2.1)
aeRt
o
ka4sinh2 (O;z) {f(l‘) - f(raf)}

aeRT

Let A € h. We denote by F\ the unique analytic W-invariant function on a, which satisfies
the differential equations

p(Te)F\ = p(\)F), for all W-invariant polynomials p

and which is normalized by F)\(0) = 1 (in particular LF) = (A, A)F\). We denote by G
the unique analytic function on a, which satisfies the differential-difference equations

TGy = (N &G, for all € € a, (2.2)
and which is normalized by G(0) = 1.

The c-function.
We define the function c as follows (see [Hel] or [H—O]) :

) lka 2)
= ¢, H /
)\ Oév —|— kf + ka/Q)
where ¢y is a positive constant chosen in such a way that c(—p) = 1, and ky/p = 0if § & R.

Observe that if
) =[] (e,
aER(T

then the function

is analytic in a neighborhood of 0.

Remark 2.2.1 For the reader’s convenience, let us point out a notational difference
between our setting and symmetric spaces. There > denotes the root system and m : ¥ —
N* the multiplicity function. Everything fits together if we set R = 2% and ky, = %ma.
Notice in particular that p is defined in the same way in both settings :

:%Zmaa:%Zkaa.

aeXt a€ERT
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2.3 Estimates

2.3.1 Positivity and first estimates
Let us begin with the following positivity result.

Lemma 2.3.1 Assume that A € a. Then the functions F\ and G are real and strictly
positive.

Proof of lemma : Since

Fy(z) = |W| Y Giw-z), z€aq, (2.3)

weW

it is enough to prove the lemma for G. First of all, the function G, is real valued, since
Gy and G, satisfy the same equations (2.2), and hence are equal. Assume next that G
vanishes. Let x be a zero of G of minimal norm r = |z|. Consider first the case where
x is a regular point, and take a vector £ in the same chamber as z. As GG is positive for
|z| < r, we have

8§G)\<$> S 0
Writing down (2.2), we get
0eGr(z) = Y b _(M — 5 (GA(rax) — Ga(2)) + (p+ N, E)Ga(z). (2.4)
a€RT
Since for all roots «,
(@, €)
= e tam =%

we deduce that 0:G)\(z) = 0, and that G(rox) = 0 for every o € R. Hence G and VG,
vanish at the point x and furthermore at each conjugate of x under W. Differentiating
(2.4), we see that every second order partial derivative of G vanishes on the W-orbit of z.
And similarly for all higher order derivatives. Since GG, is analytic, we deduce that G, = 0.
This contradicts the fact that G(0) = 1.

Consider next the case where x is singular and let I = {« € R | (o,2) = 0}. The
equations (2.2) become now

9:Gr(z) = —sz a G(z) (2.5)
+ D ket e (Galar) = Ga@)) + (0 + X, §)Gi(w).
aeR+~I

We may argue as before, taking ¢ € a’ in the same face as . Notice that the first sum
vanishes in the right hand side of (2.5), and that

85(7’QG,\) (.T) = aragG)\(’f’aQZ).
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with r,£ in the same face as r,x. Eventually we obtain that all partial derivatives of G
along directions belonging to a! vanish at x. Again since G is analytic, it must vanish on
al, which contradicts G(0) = 1. This concludes the proof of the lemma. |

The next proposition is fundamental in order to have uniform estimates in the parameter
Aeb.

Proposition 2.3.1 (a) For all X € b,
|G| < G-
(b) For all X € a and for all x € a
Ga(x) < Go(z)emaxwlwra),

Proof of the proposition : For the first inequality, we study the behavior of the ratio

Q= Gi(t). We must show that |Q,]* < 1. We will in fact prove that for all £ € e,

M€, 1) = maas |Qx ()

is a decreasing function of r > 0. Since M (£,0) = 1 for all £, the result will follow. First of
all observe that the function M is continuous and right differentiable in the second variable
r. Then, using (2.2), we get

o) = 3 2 Q) Qnra)) — a0

a€ERT

Gggo\) (rax)
Gy ()

for all £ and all x regular. Hence if z is a regular element such that
Qu(@)? = max [Qu (we) .
and if £ is a positive multiple of z, we have

O|Qx*(2) < 0.

This means that 5
— <0

where we consider right derivatives. So for every £ regular, and every r > 0,

oM
W(&a 7’) <0.

In order to conclude, we need the following elementary lemma, whose proof is left to the
reader.
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Lemma 2.3.2 Let f : RT — R be a continuous and right differentiable function. We
denote by f} the right derivative of f. If for all x € RY, fi(x) <0, then f is decreasing.

According to this lemma, we have M(&,r) < M(£,0) = 1, for all £ € a,e and all r > 0.
By continuity, this inequality remains true if ¢ is singular. This concludes the proof of the
first inequality.

The second one is proved similarly, using the ratio

G)\ (I) e MaXy (wA,x)

Go(l')

R)\(l’) =

Specifically, if x is regular and & € a, then

Go(rax)
GO (IE)

agR)\(ZE) = Z %(RA('F&:U) - R)\(.Qf))
aERT

+ (N — mgx(w)\,g))R,\(:U),
where we consider again right derivatives. So if = is such that
Ry(x) = max Ry (wz)
and £ is a positive multiple of z, then
OeRy\(z) < 0.

Therefore
N(& ) = max Ry(rw - €)

is a decreasing function in r > 0, for all £ € a,e,. We conclude as for the first inequality. B

By averaging over the Weyl group, we deduce the following inequalities from Proposition
2.3.1.

Corollary 2.3.1 1. Forall A €0,
|Fa| < Frey-
2. For all X € a and for all x € a

F)\(Z‘) < Fo(x)emaxwew(w)\,m)'
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2.3.2 Local Harnack principles and sharp global estimates

In this subsection we first establish two Harnack principles for GG, and Fy when \ € a,
and next deduce sharp global estimates of these functions F)\ and of the function GGy. Before
stating the results we introduce some new notation. Let I be a subset of R*, and let d < d’
be two strictly positive constants. We denote by V(d,d’) the following subset of a :

Vid,d) :={z ca|VYaeRy, |(a,z)] <dand Va & Ry, |(a,2)| > d'}.

Let x € VI(d,d'), with I non empty. Let p!(z) denote its orthogonal projection on a’. Let
u € a! be such that for every a ¢ Ry, (o, u)sgn((a, z)) > |a|. Define now the vectors & (z),
and m;(z) as follows :
I g
piz) - pix) -
fiz)= LD | and py(z) = T

p'(z) — = p'(z) — x|
We will sometime just write them &; and 7; to simplify the notation. Notice that everything
was done in order that

Va ¢ R, (a,&(x)(a,z) > 0 and (o, mi(x)) (o, z) < 0. (2.6)
Naturally we have also
Va e Ry, (a,&(2))(a,z) = (o, m(x)) (e, x) <O0. (2.7)

We denote by p; and ¢, the projections of 2 on a’ along the directions &; and n; respectively
(we suppose that d’ is sufficiently large in order that these projections still lie in the same
chamber than z). Then we denote by p? and ¢? the orthogonal projections of p; and ¢
respectively on V?(d,d). We define also the vectors & and 7, (like before we forget the
dependence in z in the notation) by

p(b — DN qm — 1

€= b5t tu, and = 3
|q —CJ1|

—u.
|p® —p1|

Finally let p, and ¢, be the projections on V?(d,d) of p; and ¢, respectively along the
directions &, and 79 (here again we suppose that d’ is sufficiently large in order that these
projections lie in the same chamber than ). We summarize these definitions in the following
figure

al  VI(d,d) VO(d,d)
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We can now state the lemma

Lemma 2.3.3 (Local Harnack principle 1) Let A € a, and let d and d' be chosen as
above. There exist two constants C' > 0 and ¢ > 0 such that for all x € VI(d,d'),

gé%@i Gi(wzx) < Clgnlmr/l G(wpa(7)),

and

>
52%41/1, Gy(wx) ¢ max Gr(wga(z)).

Proof of the lemma : We begin by the first inequality. Let x € V!. First remark that
|z — p1(z)| and |z — ¢1(z)| are bounded by a constant, say h, which depends only on d. We
introduce the function M), defined on a by :

M, (z) = max G (wx).

weWr

Let y be such that G,(y) = M,(y). We have

0,G(y) = Y ko= o 51) 5 (Garay) — GA(y))

1 —e (e
a€ER;
(o, &
Y k86 - )
aceRT~\R1

(p+X&)GA(y)
> = Y 860+ (0 A&

()
a€RTRy

The lower bound is deduced from our choice of y and from the properties of & (2.6) and
(2.7). Now when a € RT \ Ry, the ratio 1_(3’&) is bounded by a constant which depends

—(a,y)

only on d’. Thus we can find a constant K, which depends only on d and A such that for
all y € VI(d,d),

Je, M\ (y) > —KM(y).

Here like in the proof of Proposition 2.3.1, we consider the right derivatives. Again by
Lemma 2.3.2, we get

M, (x) < eKhMA(pl(x)). (2.8)

Now we introduce the function N, defined on a by

Ny(z) = min G)(wz).

weWr

Observe already that Ny and M) are equal on a’, and in particular in p;(x). Moreover, by
the same technique as above, we can find a strictly positive constant K’ such that

Na(pi(2)) < "Ny (pa(a)).
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Together with (2.8) this proves the first inequality of the lemma. The second one can be
proved exactly in the same way, by using this time the intermediate point ¢; (). [ |

We could deduce from this lemma a local Harnack principle for F)\ too. We will instead
give a simple expression of the gradient of F\, which implies such a principle. Moreover
this expression will be needed in the proof of Theorem 2.3.3.

Lemma 2.3.4 (Local Harnack principle 2) For all x € a; and for all X € a,
1
VFE\(x) = T Z wH(p — N) Gr(wx). (2.9)
weW

In particular,

IVEA()| < (lp] + [A) Ex(2).
Proof of the lemma : By differentiating (2.3) we get as above

1
O Fi(z) = W Z OuweGa(wz),

weWw

for all £ € a. Now we use the equations (2.2), which gives

agF)\(l') = ﬁ Z Z ka%{G)\(Tawx) —G,\(U)CE)}

weW aeRt

1
T D (p+ X w)Ga(we)

weW
1 1 1
= _W u;v ;+ k:a(a, wg){\l — o (owe) + 1— e(a,wg)/}GA(wx)

=1

+ % S (p+ A wE)Gi(we)

| | weWw

— ﬁ Z (A = p, w&) Gy (wr).

weWw

This proves the first claim of the lemma. The second one is an easy consequence, using
again (2.3) and the positivity of G. [ |

We can now deduce a sharp global estimate of Fy which extends the result of Anker
[A1] to any multiplicities & > 0. Recently Sawyer [Saw| has obtained the same result for
root systems of type A, using explicit formulas.

Theorem 2.3.1 Ina;,

Fy(z) < e T 1+ (a,2)).

aERJ
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Proof of the theorem : We resume the proof in [A1l], that we sketch. The local Harnack
principle for Fyy (which was deduced in [A1]| from Harish-Chandra’s integral formula) allows
us to move the estimate away from the walls in a,. There we expand Fp, using the Harish-
Chandra series

Fi(x) = Z Z c(wA)Ty(wA)elwA=P=a)

weW ge@+

that we multiply by m(\) in order to remove the singularity of the c-function at the origin.
Then we differentiate with respect to W(a%)| A—0, in order to recover Fy, up to a positive
constant. As a result we obtain a converging series

Fy(z) = Z F,(x)e(PHae),

q€Qt
with polynomial coefficients Fj, and leading term
Fye™ P ~ const.m(z)e P,
|

Remark 2.3.1 We may estimate in a similar way the function F\ when A is real. The
result reads as follows : for any A € a;,

F)\(z) < H (1+ (o, x))e“””’”)

aeR(ﬂ(a,/\):O
on a,.
Let us turn to the function Gy. For x € a, we denote by z™ its unique conjugate in a;.

Theorem 2.3.2 In a,

Go(z)=< [ (14 (a,z))er. (2.10)

aER(JH(oa,w)ZO

Proof of the theorem : Let us first show that G, has a series expansion in each chamber,
as was done by Opdam in the negative chamber a_ [O1]. We summarize his proof. He first
obtained that there exists a polynomial p such that for all z € a,eg,

(J] @) = ko = 2k20)Ga(2) = p(X, Te) Fa ().

046720+

By expanding F and T' = T; in each chamber, we find developments of the function G| :

Gi(z) = Z C(w_lw’/\) Z G’;’;"le(w'%—wp—q,w)

w'eW qgewQt
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for all x € wa,. Moreover Opdam has proved that Gi{’v%’w/ is equal to |W|0y (), where
wy denotes the longest element in W. Now we apply the same technique as in Theorem
2.3.1. First we multiply these developments by (), and then we differentiate with respect
to m(:%)[r—0. We get developments of the function Gy in each chamber :

Z GY(x)e(wota) (2.11)

qeEWwQ~*

for all z € wa,, where the G’ are real polynomials. Moreover according to the above
mentioned result of Opdam, we see that G;° is a strictly positive constant. Recall some
basic notation. The length [(w) of an element of W is defined by

l(w) =R NwRy|.

Recall that II denotes the set of simple roots in R*. Each ¢ € Q" writes ¢ = > . naa,
with n, € N. We denote by |q| := Y_ . na the length of ¢. For ¢’ € QF, we write ¢’ < g,
if ¢ — ¢ € Q. Naturally we have similar definitions on w@Q", where we denote by |q|,, the
length of any ¢ € wQ* and we write ¢’ <,, ¢, if ¢ € wQ™ and ¢ — ¢ € wQ™. Consider the
polynomials

Tw() = H (@¥,z) and T,(x) = H <1 - (av,a:)>.

a€RTNWRE a€RTNWRY
We need the following lemma, which will be used throughout the proof of Theorem 2.3.2.

Lemma 2.3.5 Letw e W.

1. Ifa e INWRT, then mp w(raz) = (ﬂ“’(‘r for all x € a,.

2. If a € R§ NwRY, then Fiy w(raz) < lf(“’—f, for all x € wa, .

3. If a € Ry NwRy, then there exists a constant C > 0, such that T, .(rer) <
C7w(@)(1 4 (¥, )R for all x € wa,.

Proof of the lemma : Let us prove the first claim. Since « € II, r,, maps Ry \ {a} onto
itself, hence Ry Nr,wRy onto (Ry NwRy) ~ {a}. The first claim follows.

Let us prove the second claim. We define therefore an injective map 4 from Ry NrowRy
into (Ry NwRy) \ {a}, such that 7,8 <, i(3) for all 3. The second claim will follow. Let
B € RE NrowRy. If rof € Ry, then we set i(3) = r,0. Otherwise, we have (a, ) > 0.
Hence 7,0 <, 8. But r,3 € wR{, and therefore 7,3 >, 0. Thus 3 € Ry NwR{ and we
set i(3) = (. The map ¢ defined this way has all required properties.

Let us prove the third claim. We define this time an injective map ¢ from I C Rg NrowRy
into Rg NwRy such that, if 8 € I, then r,3 <, i(8) + |(a", B)|a, and otherwise r,3 <,
|(aV, B)|a. The third claim will follow. Assume that 8 € Ry Nr wRy. If 7.8 € R,
then we set i(3) = r,3. Otherwise (a,3) < 0. Next, either 8 € wR{, in which case
rof3 <uw B+ (Y, B)|a, and we set i(F) = 3. Or § € wR, in which case roﬁ < |(@Y, B)]a.
The map ¢ defined this way has all required properties. |
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By expanding Gy in (2.4) according to (2.11) we get

VGY(x) = GUx)g+ > kaGed(raz)o (2.12)

ac€RTNWRT

D ke D AG e (ra?) = Gy (1)}

acwR*T  jeEN*
for all w € W, all ¢ € wQ™, and all x € wa_.
Step 1 : Let us first establish the estimate
|Gy ()] < Cry(x) Ywe W, Ve war.
It is obvious for w = wy. Let us prove it by induction on [(wg) — l(w). For ¢ = 0, (2.12)

amounts to
0:Gy (x) = g ko(a, &)Gi (rax).
aERTNWR*

Using the induction hypothesis and Lemma 2.3.5, we get

0GY(x) < C Y kal,OFryu(ran)

a€RTNWRT
CRI
< _\TS)
Sy ka1+(aV,x)W“}(x>
aceRTNWRT
= Oagﬁ'w(l’)

for all € way and ¢ € way, in particular for £ € Rtz. Since G¥(0) < C provided C' is
large enough, we obtain the upper estimate

Gy (x) < Cry(x) Vo € way.
The same argument yields the lower estimate
Gy (x) > —Cry,(x) Vo € way.

Step 2 : Let us next establish the following estimate : There exist a constant C' > 0 and
h € a4, such that for every w € W, ¢ € wQ™' and = € C}' := wh + way,

G2 (2)| < Cllegt, (2)(1 + g(x)) R (2.13)
The case ¢ = 0 was considered in step 1. Let ¢ € QT ~ {0} and w € W. Assume that

(2.13) holds for all (¢/,w’) € W' Q" x W such that |¢'|,, < |¢|w or such that |¢'|,, = |¢|, and
l(w") < l(w). Using (2.12), the induction hypothesis and Lemma 2.3.5, we get

0c[Cl 7, (14 )™ = G| (1) > (0, ) [|RF O, (14 P71 = G2] (2), (2.14)
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for all £ € way and all z € wh 4+ wa,, provided C' > 0 is large enough. Using now (2.11)
at the point wh we can also assume, by taking again larger C' if necessary, that

G;”(wh) < Clalw

for all ¢ € wQ™. Let now u € wh + way be such that (1 + (¢,u)) = |R*|. Equation (2.14)
implies that

(Ol 7, (1 + g)R7T — G¥)(x) > 0, (2.15)

for all z in the segment [wh, u|. For x = wh + t(u — wh) with t > 1, we have

qlw = + w [R*| qlw~ + w
3u[0| i, (1+q)® —Gq](:r) > (q,u)m[0| i, (1 +q)® |—Gq VOl (z).

Thus (2.15) holds also for x = wh + t(u — wh) with ¢ > 1. This proves the upper estimate
Gy (x) < Cllviey () (1 + g(x))

in C}’. The same argument gives the lower estimate
Gy (w) = —Clhvz, (2)(1 + g(x)) ™.

Step 3 : Let us now find a lower bound for Gf. We prove by induction on I(wg) — I(w) that
there exist a constant ¢ > 0 and h € a,, such that

Gy () > cmy(2)

for all x € C}’. We suppose that it is true for w’ such that I(w’) > | and we consider w
of length [. By the induction hypothesis there exists some h € a, and ¢ > 0 such that,
Gy (rox) > cmypw(rox), for all x € C} and all @« € RT NwR™. Let now ¢ > 0 be another
constant. Assume that for some 2y € C}’,

(G = dmul(zo) < GG — mul(wh) — 1,

and suppose that z is such element of minimal norm in C}". Let (a*)sewn be the dual
basis of wll, i.e. for & and 8 in wll, (a*,3) = 0 if o # [ and = 1 otherwise. Let o € wll
be such that (g, g — h) = maxgen(3, zo — h). It implies that, for small € > 0 at least,
xo — ey € C. Hence

Oz |Gy — '] (9) < 0.
On the other hand we know that for x € wa,,
rgw 2¢ my(x)
VIGY — dm,)(x) = ksG " (rpx) — —= ) 2.16
(G 1€9) > BlkeGy (rpe) |B|2(6V,x)] (2.16)

BERTNWRT

Now we need the following elementary lemma.
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Lemma 2.3.6 Let a € wll. Assume that there exists 3 € R{ NwR™, such that o <, B.
Then there exists v € TN wWR™, such that o <,, 7.

Proof of the lemma : Let § = Z'yeH n.7 be the decomposition of 3 in II. Since 8 € wR{,

there exists v € IINwR such that n, > 0. We see moreover that 7 := Zvenmeg (NSNS
wR*, and that 8 <,, 4, which concludes the proof of the lemma. |

Suppose now that there does not exist v € II NwR™ such that oy <,, 7. Then by Lemma
2.3.6, no other § € RTNwR™ satisfies oy <,, 5. Thus from equation (2.16) we get that for
all y in the segment between x¢ — ea§ and g, Onz (G5 — ¢'Tw|(y) = 0, which contradicts the
initial hypothesis on 5. We conclude that there exists v € II N wR™ such that oy <, 7.
Again from (2.16) we get

T (o)

(g, o)’

where ¢; and ¢y are positive constants. But with the first part of Lemma 2.3.5 we have
T w(T420) = 7wzl Moreover by our choice of o, we have (v, o) < |7]w(cto, o). Thus if

('YV @0) ’
c is sufficiently small we get

0oz |Gy — 'my](0) > cremy 0 (ry20) — o

8a3 [Gg} — C/Ww](l'g) >0

and a contradiction. The induction hypothesis for w follows.

Putting now the third steps together, we get the desired estimate of Gy away from the
walls. With Lemma 2.3.3, this concludes the proof of the theorem. |

The preceding theorem has for us a very important consequence. Let E be the Euler

operator. It is defined for f regular, and =z € a, by Ef(z) = (z,Vf(z)). The following
theorem generalizes the analogue result of [A-B-J] in the setting of symmetric spaces. Our
proof is in a certain sense more elementary than in [A-B-J]|, because we do not make use
of the descent technique of Harish-Chandra.
The first claim of the theorem will be needed in the estimate of the heat semigroup (Pro-
position 2.5.2). It will also be used in the study of the asymptotic convergence of the
Fy-processes (see [A-B-J|). It will allow us in [Schl| to generalize some results of Anker,
Bougerol, and Jeulin [A-B-J| for all £ > 0. The second claim is just a technical result
needed in the proof of the estimate of the heat kernel (see Theorem 2.5.2).

Theorem 2.3.3 1. There exists a constant K > 0 such that for any x € a,
0 < Ellog(e’Fp)](z) < K.
2. We have the two following estimates

1

E[log(e”Fo)](ﬂf) = R+ O @)
aE )

1
1 pF = )
Z \/1—|— (o, )2 (log(e”Fo))(x) = 1 4+ minger+(a, x)

ozeR7L
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Proof of the theorem : With the formula (2.3) and (2.9), we get for any = € ay,

Go(wx)
F()([L') .

(2.17)

1. Formula (2.17) proves already the first inequality. For the second inequality we show
by induction on the length [(w) of w € W that for all x € @,

(p,2) — (pwz) < K'l(w) max_ |(,wa)], (2.18)
a€RF NwR~
where K’ = maxaeRg(p, aV) is a constant. Suppose that the induction hypothesis

is true for all w of length less or equal to [. Let v € W be of length [ + 1. Let
a € IINvR~, and let w = r,v. We have [(w) = [. Moreover since o € II, r, maps
Re NwRy onto (Ry NvRy) ~ {a}. But for all x € a,

(:07 x) - (p7 1).7}) = (p7 LC) - (p7 wx) - (Oé,?)%)(p, aV).

Thus (2.18) follows for v by using the induction hypothesis. Now with Theorems 2.3.1
and 2.3.2, the first claim is proved.

2. These estimates result also from Formula (2.17) and the global estimates (Theorems
2.3.1 and 2.3.2) of G and Fy. The fact that |Rg | is the limit of E[log(e”Fy)](x) when
(v, x) — oo for all @ can be seen exactly like in [A-B-J| by expanding the functions
F\ in series. This finishes the proof of the theorem. |

2.3.3 Estimates of the derivatives

In this subsection we estimate the derivatives of the hypergeometric function G, (z),
first in z alone and next jointly in (A, x).

Proposition 2.3.2 Let p be a polynomial of degree N. Then there exists a constant C
such that, for any A € b and for any x € a,

P )GA@)] < C(1+ MDY Fola)emse2rs)
Proof of the proposition : According to Proposition 2.3.1, we know that this estimate
holds with no derivative.
Step 1 : Estimate away from walls
By induction, Formula (2.4) allows us to express on a,, derivatives of G in terms of lower
order derivatives and to estimate them away from walls. More precisely we obtain this way
the desired estimate when x stays at distance > ﬁ\kl from walls.
Step 2 : Estimate on faces
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Assume that z lies in a face a’ (of minimal dimension), then (2.4) becomes (2.5), which
writes also

OrsoOr@) = Y ke (G(r) — Gala) 219)

acRT\R1

+ (p+ X GA(x),

$+2Z Paf

OCER]

where

Notice that the linear map A, ; : @ — a is one-to-one, since the expression

(Aw1(£),€) = |§|2+22 |20z§

a€ERT

is strictly positive for all nonzero £. By induction, (2.19) yields the following estimate : for
every € > 0, there exists a constant C' > 0 such that for all multi-indices &, for all A € b
and for z € al such that min,er+x, |(a, )| >

0
1

1+|>\\

)G (z)] < |K[1CII(1 4 [N IH Fy () emaxwew (wiA) (2.20)

Step 3 : Estimate near the faces
If = is near a face a, we use (2.20) and the Taylor development of G5 in the orthogonal
projection of x on al. More precisely let € > 0 be such that Ce < 1, where C is the constant
appearing in (2.20). Then there exists a Constant C" > 0 such that, for all multi- indices K,
forall A € h and for x € a at distance < from a’, such that min,er+ g, |(o, z)| >

a ! K max. w x
(5,)"Gala)l < (1 + AN Fy () erexwen (), (2.21)

1+|)\\ 1-H)\|

Step 4 : Conclusion

Now we first use the step 3 near the origin. We get € > 0 and Cy > O such that (2.21)
holds (with Cj in place of C") TH
the step 3 near the faces of dimension 1. We get ¢; and (' such that (2 21) holds forzea
at distance < 7 +| N from any face of dimension 1, and at distance > 7% +| N from the origin.
And like this we get successively, for each d € N constants ¢; > 0 and C, associated to
the faces of dimension d. Eventually we conclude with the first step. |

We can now derive the fundamental estimate :

Theorem 2.3.4 Let p and q be polynomials of degree M and N. Then there exists a
constant C' such that, for all X € b and for all x € a,
0 0

’P(a)Q(a—x)G,\(@\ < C(1 4+ x)M(1 + | MY Fy(z) emexw RwAe),
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Proof of the Theorem : The proof is standard. Theorem 2.3.4 is deduced from Propo-
sition 2.3.2 using Cauchy’s formula. More precisely, one integrates G(x) in the variable A

over n-tori with radii comparable to ﬁ [ |

Remark 2.3.2 This estimate holds true for F) too.

2.4 Hypergeometric Fourier transform and Schwartz spaces

We first recall the definitions of the hypergeometric Fourier transform and of its inverse,
according to Cherednik [C2|. Let u be the measure on a given by

du(z) = H |251nh(%,x)|2k“ dzx.

a€RT
N

J/

:=4(z)

The hypergeometric Fourier transform H is defined for nice functions f on a by

H(f)(N) = /f(x)G’A(—x)du(x), VA€ b. (2.22)

Let v be the asymmetric Plancherel measure on ia defined by

P((A ") + ko + Shay)D(=(A 0¥) + ko + Shaj + 1
av(y) = [ L)+ hat pha@D(=(00%) + bt phoa+ 1)

A\,
T((A\ @) + 2kaj2)D(=(N\ @) + Lkap + 1)

a€R+

where c¢ is a normalizing constant. The inverse transform Z is given for nice functions h by
I(h)(z) = / B(N)Ga(x)dv(\), ¥z € a. (2.23)
In the case k = 0, H and Z reduce to the classical Euclidean Fourier transform

FOO = [ faje O

and its inverse

FU0) () = (27)~" / B\,
We shall consider the following function spaces. The classical Schwartz space on a is
denoted by S(ia). Its topology is defined by the semi-norms

0

Tp.n(h) = sup(1 + IAI)Nlp(a)h(A)I,
A€ia

where p is any polynomial and N € N. As usual C2°(a) denotes the space of C*° functions

on a with compact support and C2°(a) the subspace of functions with support in a given
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compact subset I'. Let us denote by C(a) the space of C*° functions on a, such that for all
polynomials p and all N € N,

_ 0
sup(L + |z[)" Fo(x) 1Ip(a—)f(ﬂiﬂ < +o0,
rEa T
It is the Schwartz space on a associated to the measure u. Its topology is defined by the
semi-norms 9
o (f) = sup(L+ [2))* Fo(w) " p(5-) f(2)].

TEa X
Notice that according to Proposition 2.3.1, we may replace Fy(z) by e~ ®*") in the definition
of C(a) and its topology. Let us recall that x* is the only point in the orbit W - z which
lies in a7
Lemma 2.4.1 1. C(a) is a Fréchet space.

2. C>(a) is a dense subspace of C(a).

Proof of the lemma : These facts are standard. The second one is proved for example
in [D], more precisely in Appendix A by M. Tinfou. [ |

Eventually, the Paley-Wiener space PW (h) consists of all entire functions h on h which
satisfy the following growth condition :

3R >0, VN € N, sup(1 + |A)Ne BB (\) < co.
A€h

Given a W-invariant convex compact subset I in a, PWr(h) denotes the subspace of PW ()
defined by the specific condition

VN €N, sup(1 + [A)Ve 7 "*Vp(N) < .
Aeh

Here v(\) = sup,cr(A, z) is the gauge associated to the polar of I'.
The mapping properties of the hypergeometric Fourier transform were investigated by
Opdam [O1] and revisited by Cherednik [C1|. Here are two main results
(i) Paley-Wiener theorem : ‘H and Z are (up to positive constants) inverse isomorphisms
between C2°(a) and PW (h).
(ii) Plancherel type formula :

/f 2)dp(z) = const - /Hf YHg(\)du(\).

Opdam [O1] proved eventually a more precise Paley-Wiener theorem : H and Z map C°(a)
and PWr(h) into each other (and hence are inverse maps, up to a positive constant), where
I is the convex hull of any W-orbit W - x in a. The proof works as well for the polar sets

F={ze€al|(AT,2") <1}
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where A is any regular element in a. We shall need this version of the Paley-Wiener theorem
with positive multiples of p.

We are now able to resume Anker’s approach [A2] in order to analyze the hypergeometric
Fourier transform in the Schwartz class. The following type of result was already obtained
by Delorme |D], following Harish-Chandra’s strategy. On one hand, Delorme considers only
W-invariant functions but, on the other hand, he deals with the more difficult case where
kE <0.

Theorem 2.4.1 The hypergeometric Fourier transform H and its inverse I are topological
isomorphisms between C(a) and S(ia).

Sketch of the proof : The proof is divided in two parts which correspond to the following
two lemmas. The first one is elementary.

Lemma 2.4.2 The hypergeometric Fourier transform H maps C(a) continuously into S(ia).

Lemma 2.4.3 The inverse transform Z : PW (ia) — C°(a) is continuous for the topology
inherited from S(ia) and C(a) respectively.

Proof of the lemma : Let h € PW and f = Z(h). Given a semi-norm o = o, 5 on C(a),
we must find a semi-norm 7 on S(ia) such that

opn(f) < 7(h).

We denote by g the image of h by the inverse Euclidean Fourier transform F~!. According
to the Paley-Wiener theorems for the hypergeometric and the Euclidean Fourier transforms,
we have the following support conservation property : supp(f) is contained in I', = {z €
a| (p,at) <r}if and only if supp(g) C I';. Let w; € C*(a) such that w; = 0 inside T';_4,
w; = 1 outside I';, and w; is uniformly bounded in j € N*, as well as each derivative. Set
g; = w;g, h; = F(g;) and f; = Z(h;). Here is a crucial observation : we have g; = ¢ outside
I';, hence f; = f outside I';, by the above support property. Let us estimate f = f; on
I';11 N T, First of all, using Proposition 2.3.2, there exist N’ € N and C' > 0 such that

1., 0 :
sup (14 [)" Fo(w) " Ip(50) fi(2)] < €3 e (hy).
IEFj+1\Fj €r
Next, by Euclidean Fourier analysis
N/

e (hy) < C Y sup(lz] + 1) Vg, ()],
=0

rea

Observe that g; and its derivatives vanish in I';_;. Hence
N/

N7 (hy) < C’Z sup (Jz| + )N Vig(2)].

=0 ZEGG\F‘j_l
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Again, by Euclidean Fourier analysis,
N/

S sup(Ja] + DN V()] < Crapnia e (B):

=0 rea

In summary, there exist N € N and C' > 0 such that, for every j € N*,

_ 0

sup (1 +[e)" Fo(e) " p(5) f (@) < OTngnsann (R).
IEFj+1\Fj €

The remaining estimate of f in I'y is elementary. |

In the W-invariant setting, the hypergeometric Fourier transform and its inverse may be
written

H()() = / f () Fx(~)dp(z)
and

T(h)(\) = / BN Fa(2)d' ()

where

F )\ \ k’a lka F _ )\ \Y ka lka
W) = const- T] SO+ Eat hap D=0 0") + b+ phop)
aeRY F<<)\’ a ) + Eko‘/Q)F(_()‘v a ) + §ka/2>

= const - c(\) te(=A)"! dA

X

is the symmetric Plancherel measure or Harish-Chandra measure (see [C2]). We denote
by C(a)" and S(ia)" the spaces of W-invariant functions of C(a) and S(ia) respectively,
which we identify also with their restriction to a;. From Theorem 2.4.1 we get

Corollary 2.4.1 These transforms are topological isomorphisms between C(a)" and S(ia)".

We recover this way the main result of [D] in the easy case k > 0.

2.5 The heat kernel

2.5.1 Solution to the Cauchy problem

In this section we solve the heat equation (with Cauchy data) for the Heckman—-Opdam
Laplacian. We follow essentially the presentation of Rosler [Rosl| section 4, and refer to
this article for some proofs, which are identical in our setting. We denote by D the modified
Laplacian defined by

_1 _ 2
D=L~ 1pF).
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The heat operator H is defined by
H - 815 — D

on C*!(a x R). We consider the standard Cauchy problem : Given a continuous bounded
function f on a, find u € C*(a x (0,+00)) N C%a x [0, +00)), such that

Hu=0 onax(0,+00)
’ 2.24
Definition 2.5.1 The heat kernel p,(x,y) is defined for x,y € a andt > 0 by
play) = [ € HIRIG, ()G (~y)dv(). (225)
ia

The heat semigroup (P;,t > 0) is defined for f € C(a) andt > 0 by

_ Lo y) fy)dply) ift>0
Bifle) = { f(x) ift=0.

Using the hypergeometric Fourier transform and its inverse, we can express the heat semi-
group as follows .
2 2
Pf =TI\ e R ()

and deduce its basic properties which are summarized in the following theorem (the ana-
logue of Theorem 4.7 in [Rosl|).

Theorem 2.5.1 1. (P,t > 0) is a strongly continuous semigroup on C(a).
2. Let f € C(a). Then u(x,t) = P,f(x) solves the Cauchy problem (2.24).

As in the Dunkl setting, we show next that (Pt > 0) can be extended to a strongly
continuous semigroup on Cy(a) (the space of continuous functions f : a — C which vanish
at infinity, equipped with the norm |f|o = sup,c,|f(x)]). Consider D as a densely defined
linear operator on Cy(a) with domain C(a).

Proposition 2.5.1 1. The operator (D,C(a)) has a closure, which generates a Feller
semigroup (T(t),t > 0) on Coy(a).

2. T(t) coincides with P; on C(a).

Proof of the Proposition :

1. In order to apply the Hille-Yosida Theorem (see [E-K| Theorem 2.2 p.165) we need
to check the following two properties :

(a) Let f € C(a). Assume that z; is a global maximum of f. Then Df(xy) < 0 (this
is the positive maximum principle).

(b) (ul —D)(C(a)) is dense in Cy(a) for some u > 0.
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(a) follows from the explicit expression (2.1) of L. For (b) we prove with Theorem
2.4.1 that (uI — D) maps C(a) onto itself for every p > 0. In fact if f € C(a), then

7ﬂ@f—9vxmzwu+wﬁgﬂﬁ

2. The equality T'(t)f = P,f results from the uniqueness of the solution to (2.24) within
the class of all differentiable functions on [0, c0) with values in Cy(a) (see [Rosl]). B

YH()(N), A € da.

Corollary 2.5.1 The heat kernel py(x,y) is positive on ax ax (0,00), symmetric in (x,y),
and satisfies the following properties :

1. Forall z,y € a, for allt >0 and all w € W, p(wzx, wy) = p(z,y).
2. For allt >0 and x € a, pi(z,-) € C(a).
3. Let f € Cy(a). Then

_ _ [ Lo y) f(y)dply) ift>0
is still a solution to the Cauchy problem (2.24).
4. Forallt >0 and all z € a, [ p(z,y)duy) = 1.

Proof of the corollary : The positivity property results from the last proposition, which
implies that P,f > 0 for any f € C(a) with f > 0. Thus (see [Rosl]) pi(x,y) > 0 forallt > 0
and z,y € a, by continuity of pi(x,-). The invariance of p; under the Weyl group results
from the invariance of D when R is replaced by wR™, for any w € W. The symmetry
of p; results in the same way from its invariance by —Id, and from Formula (2.25). The
second and third assumptions are classical and result from basic properties of the G, (see
[Ros1]). The last assumption results from the point 3 and the fact that 7'(¢)1 = 1 (because
D is conservative, see |[E-K]| p.166). [

The W-invariant heat kernel p;" is defined for all z,y € a and ¢t > 0 by
1
ply) = Y plwwy) = Y plwe,w'y)

weW | | w,2w'eW
— / 6_%(l)\‘2+|p|2)F)\(I)F)\(—y)dyl()\).
ia
The W-invariant semigroup (PY,t > 0) is defined for f € C(ay), * € a; and ¢ > 0, by
PYSa) = [ o o fwuty). it o
O

and B}V f(x) = f(x). We have the analogue of Theorem 2.5.1. The generator of (Pt > 0)
is equal on C(a)" to the differential part D of D. The analogue of Proposition 2.5.1 for
D, is a consequence of Corollary 2.4.1 and the following lemma. The second claim of this
lemma will be used in [Schl].
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Lemma 2.5.1 The space C(a)V is dense in Cy(ay). Moreover if f € C°(ay), there exists
a sequence (uj); € C(ay)"V which converges uniformly to f, such that there exists a positive
constant C' > 0, independent of j, such that |Vu]( )<c for allz € ai, and if d(x,0a, ) >

%, then |Au;(z)| < C, whereas if d(x,0ay) < =, then |Auﬂ |<C.

Proof of the lemma : The density result is a consequence of the Stone-Weierstrass
theorem. However here we need more information, so we need the usual technique of regu-
larization by convolution with an approximate unity. Let f € C2°(a;). We can extend it
to a by W-symmetry, and we get a function f which is symmetric, and Lipschitz. Let u be
an approximate of unity, which is a W-symmetric C* function, with compact support in
the unit ball, and With integral equal to one. Then we consider the sequence of functions
(u;); defined by u;(z) := [ f r—y)j"u(jy)dy for x € a. It is classical to see that u; is C*°
and converges unlformly to f . It is also immediate that u; is W-symmetric. To see that it
has the required properties, observe that f is derivable (in the sense of distributions) with
a bounded derivative near the walls, and it is C*° away from the walls. |

We set hy(z) = py(0,2) = |W|pt V(0,z) for x € a;, and ¢t > 0. We have the formula :

hy(z) = / e~ 5P B (2)dy/ (). (2.26)

We will now prove that the heat kernel is in fact strictly positive. As usually we will prove
this fact by using a strong minimum principle. The result may be found in [Pro—Wei|, but
stated in a slightly different way. Thus we include a proof.

Lemma 2.5.2 (Strong minimum principle) Let ty € R. Let u € C*'(a x (tg, +00)) N
C(a x [tg,+00)). Assume that Hu > 0 on a X (ty,4+00), v > 0 on a X [tg, +00), and
uw(0,t) >0, for all t > ty. Then u >0 on a X (ty, +00).

Proof of the lemma : Consider the ellipsoid
E |z 4yt —t)? < 0.

Assume that © > 0 on F, and that u(z.,t.) = 0 for some (z,,t.) € OF, with tx > t;. By
hypothesis (z, t.) can not be the north pole. Moreover by reducing E if necessary, we can
always suppose that it is the only point in £ N {t > ¢y} where u vanishes. We shall perturb
u in a small ball

Bz —a) 4+ (t—t.)? <,

with 0 < € < min(3|z.|, 3(¢* — t)?). Consider the auxiliary function
(1) = e — ~rllaf (-0}

Let us compute and estimate

Hw(x,t) = 2r{2r|x|2 —1+7(t—ty) — Z ko(a, x) COth(%,&E)}
a€ERT
w o {lzlP+a(t=t0)?}
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This expression can be made strictly positive on B, by choosing r > 0 sufficiently large.
The function v = u + €w

e is strictly positive on B\ E, since w > 0 outside of E,

e is equal to v on BN JE, since w vanishes on 0F,

e can be made strictly positive on 9B N E by choosing € > 0 sufficiently small.
Thus the minimum v, < 0 of v on B is achieved at an inner point. There d,v = 0, Vv = 0,
and Av > 0. Hence Hv < 0. But on the other side Hv = Hu + ¢ Hw > 0, and we have a
contradiction. |

We can deduce from this lemma the
Corollary 2.5.2 The heat kernel pi(x,y) is strictly positive on a x a x (0, +00).

Proof of the corollary : First we apply the preceding lemma for the function u(z,t) =
hi(x). We have simply to prove that h;(0) is strictly positive for all ¢ > 0. This comes from
Formula (2.26). Moreover since the preceding lemma may be applied for any ¢, > 0, we
get that py(x,0) > 0 for any ¢t > 0 and = € a. Suppose now that p;(x,y) = 0 for some
z,y € a— {0} and ¢ > 0. We have

ple.) = [ pyle 2y e 0)dntz)

But as p is positive and continuous, this implies that p%(x,O)p%(O,y) = 0, and we get a
contradiction. [ ]

Remark 2.5.1 Since the space C(a) is dense in all the LP(a, 1) spaces, for p € [1,00), the
Hille-Yosida theorem (cf [E-K]) assures that D is closable on L”(a, 1) and generates a heat
semigroup (7™ (t),¢ > 0), which is strongly continuous. Moreover, still by an argument of
uniqueness in the Cauchy problem, we see that T® coincides with the preceding operator
P on C(a). And by continuity we see that T® is just the natural extension of P on L”(a, p).
It is equal for f € LP(a,pu), z € a, and ¢t > 0, to

T0(0)f(a) = Pof (@) = [ il ) F5)duty).
a
Obviously the same discussion applies in the radial situation (with D and PV in place of
D and P respectively).

2.5.2 Estimates and asymptotic of the heat kernel

In this subsection we establish a sharp global estimate of h; (Theorem 2.5.2) and an
asymptotic of pr(x,v/Ty) when T — oo (Proposition 2.5.3). Let v := ZaER+ k., and as
usual for x € a, we denote by x™ its conjugate in @,. A problem in order to get global
estimate of p, is that it is not a convolution operator. Thus p,(-,-) can not be simply
expressed in terms of the function h(-). Therefore the next Theorem is only a partial
result. A better one could be obtain if we had a global estimate of the Dunkl kernel.
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Theorem 2.5.2 The following global estimate holds, for allt >0 and x € a :

h(e) = 775 T+ )+ £+ [ )

OLERJ

2
w el =15

Proof of the theorem : Thanks to Theorem 2.3.3, and the known expression of the
heat kernel associated to the Dunkl Laplacian [Rosl|, we can use exactly the same proof
as in [A-Ostl]. In this proof use was made of the heat kernel in balls of radius R > 0
with boundary conditions. This may be avoided by using weak parabolic minimum (or
maximum) principles for unbounded domains, which hold also because the heat kernel
vanishes at infinity. |

Our next result gives an equivalent of pr(z, VT y) when T tends to co. This result will
be needed in [Schl] for the proof of the convergence of the normalized Fy-process. However
since the proof is easier in the W-invariant case, we begin by the analogous result for

W (x,/Ty). Then we will simply explain what has to be modified in the non-invariant
setting.

Proposition 2.5.2 There exists a constant K > 0, such that for any x € ay and any
yEay,

W (2, VTy) ~ Ke 5 T8 R31e=5T Ry (—2) Fy(VTy),

when T — —+00.

Proof of the proposition : We resume the "analysis away from walls" carried out in
[A-Ji|. It consists in expanding F) in the heat kernel expression

W (2, Ty) = / ~FORHA) By () By (V) (V) (2.27)

a

using the Harish-Chandra series [H-O]

Fy(y) =Y _ c(wh)e®™= 79 3" T (wA)e @),

weW qeQt

Recall that this expression holds for y € a,. Now we replace F ,\(\/T y) by its development
in series in the integral (2.27). The properties of the coefficients ¢, allow us to invert the
integral term and the series (see [A-Ji] for more details). Therefore we get

2
= 3 Ey(a,y)e T T 0raVTy) (2.28)
qeQ™
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where (using the W-invariance of v/ in \), for z,y € a,
E,(x,y) = K/ 6_%I/\|2+()"\/Ty)F/\(—{E)C()\)Fq()\)dl//(A).
ia

Here K is a constant whose value may change in the sequel. We denote by b’ the function
defined by

c(A)
b’(A dv'(\) = dA.
DE AT
It is holomorphic in zero. Observe now that
1 T 2 T 2
M(gp)e 50 = a(-x)e 5,

This formula comes from the fact that there are no skew symmetric polynomial of strictly
lower degree than |R¢|. Thus the function Ey may be rewritten as

o(z, ) K/ Wy T@A){B(Afy W(—2) (\) 7 A

Then we make the change of variables v = %, and we get

2 9 2
Eo(x,y)e_%T_(p’ﬁy) ~ KFy(—x)e 2P~V =3 1 (\/Ty)

Foy(—2x
X / e%leQﬁyl(v —Naw.
ia FO(_x)

The preceding integral has a finite limit, independent of x and y, when T tends to infinity.
Thus using the known asymptotic behavior of Fy (Theorem 2.3.1), we conclude that the
first term of the series in (2.28) has the desired asymptotic behavior. A similar study would
show that the leading terms are negligible. This concludes the proof of the proposition. B

Proposition 2.5.3 There exists a constant K > 0, such that for any x € a, and any
Y € Qpeg, if Wy € ay, then

2

Lyl n p\
pr(z, \/Ty) ~ Ke T 5 Rile -l TGO(w:c)FO(\/_y)
when T — +o00.

Proof of the proposition : The proof is similar to the preceding proposition. First we
have pr(z, vTy) = pr(wz, wv/Ty). Then in the integral expression of pp(wz, wv/Ty) , we
replace G(—wv/Ty) by its development in series. Since —wy € a_, we already know the
dominant term of the development. Indeed they were computed by Opdam in [O1] : they
are all zero except one which is equal to 7(A), up to a constant. But m(\)dv () behaves like
dv'()\) in zero, i.e. like |T(\)|2. Thus we can follow the rest of the proof of the preceding
proposition, and we get the result. |
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2.5.3 The Poisson equation for D

Our sharp estimates of Theorem 2.3.4 allows us to prove the

Proposition 2.5.4 Let f € L'(a, ). Then the function Gf : & — [° Pf(x)dt is finite
p-a.e. If moreover F(f) € L'(ia,v), then Gf is bounded, belongs to C?*(a), and satisfies
the Poisson equation DG f = —f.

Proof of the proposition : Let f € L!(a, ). For all z, and all € > 0, we have
Gl = | [ et [ [ eIenae-x i) fduta
0
1
< | [ rs@al i [eir| [ esra)a
0 1 ia

where C is a constant. But since for any ¢ > 0, P, is a contraction on L', we have therefore
|P.fli < |fli. Thus | [, P.fdt|y < |f| < co. And then p-a.e., | [} P.fdt| < co. Finally we
get that u a.e. Gf < co. This proves the first claim of the proposition. Now let f € L'(a, i),
be such that F(f) € L'(ia,v). Then we have

Gf(x)| < / F(HN) / S gy ()

FOO)
= 2 S e+

This shows that G f is bounded. Moreover using a theorem of differentiation under the

integral, and our precise estimate of the derivatives of the functions G, we see that Gf €
C?(a) and satisfies DG f = — f. Th