N

N

Etude analytique et probabiliste de laplaciens associés a
des systémes de racines: laplacien hypergéométrique de
Heckman—Opdam et laplacien combinatoire sur les
immeubles affines.

Bruno Schapira

» To cite this version:

Bruno Schapira. Etude analytique et probabiliste de laplaciens associés a des systemes de racines:
laplacien hypergéométrique de Heckman—Opdam et laplacien combinatoire sur les immeubles affines..
Mathématiques [math]. Université d’Orléans, 2006. Frangais. NNT: . tel-00115557

HAL Id: tel-00115557
https://theses.hal.science/tel-00115557
Submitted on 21 Nov 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00115557
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE
PRESENTEE A L'UNIVERSITE D’ORLEANS

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE D’ORLEANS

par

Bruno SCHAPIRA

Discipline : Mathématiques

Etude analytique et probabiliste de laplaciens
associés a des systémes de racines :
laplacien hypergéométrique de
Heckman—Opdam et laplacien
combinatoire sur les immeubles affines.

Soutenue le 5 décembre 2006

RAPPORTEURS :

-M. Michael COWLING / Professeur, Université de Nouvelle Galles du Sud
-M. Yves GUIVARC’H / Professeur, Université de Rennes 1

MEMBRES DU JURY :

-M. Jean-Philippe ANKER Directeur de thése / Professeur, Université d’Orléans
-M. Philippe BOUGEROL Directeur de thése / Professeur, Université de Paris 6
-M. Patrick DELORME Examinateur / Professeur, Université d’Aiz-Marseille 2
-M. Yves GUIVARC’'H Rapporteur / Professeur, Université de Rennes 1

-M. Marc YOR Examinateur / Professeur, Université de Paris 6






Remerciements

Cette thése doit énormément & mes directeurs de recherches Jean-Philippe Anker et
Philippe Bougerol. Je tiens a leur adresser toute ma reconnaissance pour m’avoir proposé
un sujet a la fois trés riche et passionnant, et pour leur encadrement exemplaire. Outre
leur trés grande disponibilité, leur exigence et leur rigueur, je retiendrai leur enthousiasme
a chacun de mes progrés, mais aussi leurs constants encouragements quand ¢a bloquait,
qui furent pour moi déterminants dans I’aboutissement de ce travail.

J’ai eu la chance de rencontrer Michael Cowling et Yves Guivarc’h pendant ma theése.
Ils se sont tous les deux tout de suite montrés intéressés par mes travaux, et m’ont proposé
des améliorations ou extensions possibles. Je les remercie aujourd’hui d’avoir accepté la
lourde tache de rapporteur.

Certains travaux de Patrick Delorme m’ont beaucoup aidé et inspiré pour une partie
de ma theése. C’est un plaisir pour moi qu’il ait accepté d’étre membre de mon jury.

Le bureau de Marc Yor étant presque voisin du mien au LPMA, j’ai eu plusieurs fois
I’occasion de lui poser quelques questions, et il y a toujours répondu avec gentillesse. Je le
remercie de me faire aujourd’hui 'honneur de participer & mon jury.

J’ai eu l'occasion pendant cette thése de collaborer avec Bartosz Trojan. Son enthou-
siaisme et son dynamisme ont rendu nos recherches communes agréables et fructueuses.

J’ai également grandement bénéficié de discussions ou échanges de mails avec d’autres
chercheurs. Parmi eux je voudrais remercier en particulier Eric Opdam, Margit Rosler,
Jean-Louis Clerc, Vadim Kaimanovich, Bertrand Rémy, Jean Bertoin, Sara Brofferio, Em-
manuel Cépa et Oleksandr Chybiryakov.

Merci & Anne et Christelle. J’ai eu le grand plaisir de profiter de leur bonne humeur,
de leur gentillesse, et de leur efficacité. Merci aussi a mes collégues et amis du MAPMO
et du LPMA, qui ont égayé mes journées de travail, pauses déjeuner, sorties...Je pense
en particulier & Bruno, Olivier, Dominique, Eric, Hermine, Manon et nos pauses café qui
s’éternisaient, Sacha, Alexis, Francois.

Cette thése n’aurait stirement pas vu le jour sans le soutien de toute ma famille, de
mes parents, et de ma soeur tout au long de mes études. En particulier c’est & Barbara que
je dois ma rencontre avec Jean-Philippe et donc implicitement 1’existence de cette thése.
Jespére aussi qu’elle continuera de me faire profiter de ses conseils qui m’ont souvent bien
aidé.

Enfin merci a Karolina qui a eu la patience et le courage de me supporter durant toutes
ces années. Avant tout autre, c’est elle qui m’a donné ’envie et la force de faire cette thése.






Table des matiéres

1 Introduction 7

1.1 Objets étudiés . . . . . . . . . . 9

1.1.1 Systémes deracines . . . . . . . . . ... 9

1.1.2  Théorie des fonctions hypergéométriques de Heckman et Opdam . . 10

1.1.3 TImmeubles affines de type A, . . . . . .. ... 14

1.2 Principaux résultats obtenus . . . . . .. ... oL 20

1.2.1 Premiére partie : théorie de Heckman—-Opdam . . . . . . . .. . .. 20

1.2.2  Deuxiéme partie : les immeubles affines . . . . . . .. ... ... .. 23

I La théorie de Heckman et Opdam 29
2 Estimation des fonctions hypergéométriques, espace de Schwartz, noyau

de la chaleur 31

2.1 Introduction . . . . . . .. ... 32

2.2 Preliminaries . . . . . . . . . .. 33

2.3 Estimates . . . . . . . .. 35

2.3.1 Positivity and first estimates . . . . . . .. ..o 35

2.3.2  Local Harnack principles and sharp global estimates . . . . . . . .. 38

2.3.3 Estimates of the derivatives . . . . . . ... ... ... ... . ... 46

2.4 Hypergeometric Fourier transform and Schwartz spaces . . . . . . . . . .. 48

2.5 The heat kernel . . . . . . . . . ... 51

2.5.1 Solution to the Cauchy problem . . . . . .. ... ... ... .... 51

2.5.2 Estimates and asymptotic of the heat kernel . . . . . . .. ... .. 5}

2.5.3 The Poisson equation for D . . . . . . ... ... 58

2.6 Appendix : computation of the Heckman—-Opdam Laplacian . . . . . . .. 58

3 Processus markoviens de Heckman—Opdam 63

3.1 Introduction . . . . . . . . ... 64

3.2 Preliminaries . . . . . .. .. 66

3.3 Definition and first properties . . . . . . . ... .. 69

3.3.1 The Heckman-Opdam processes . . . . . . . . . . .. .. .. .... 69

3.3.2 The Dunkl processes . . . . . . . . ... L 70



3.4
3.5
3.6
3.7

The radial HO-process as a Dirichlet process . . . . . . . . . .. ... ...
Jumps of the process . . . . . . . ...
Convergence to the Dunkl processes . . . . . . . ... ... ... .. .. ..
The Fy-process and its asymptotic behavior . . . . .. . .. .. ... ...

II Marches aléatoires sur un immeuble affine de type A,

4 Estimations du noyau de la chaleur et de la fonction de Green

85

87
88
89
89
90
90
91
91
92
93
94
94
95
98
100
101
104
104
105

4.1 Introduction . . . . . . . . .. ..
4.2 Preliminaries . . . . . . ...
421 Rootsystem . . . . . . .
4.2.2  The symmetric Macdonald polynomials . . . . . . .. ... ... ..
4.2.3 Affine building and averaging operators . . . . . . .. ... ... ..
4.2.4 The simple random walk . . . . . ... ...
4.2.5 The function Fy . . . . . . . . .
4.3 Heat kernel estimates : the case flg ......................
4.3.1 Proof : the beginning . . . . . . . .. ..o
432 Thecasewhen || <5 . ... ..o
4.3.3 Thecasewhen x| > 5 . .. ... ... ... ... ... .. ...,
4.3.4 Choice of s and the stationary phase method . . . . . . . . ... ..
4.3.5 Lower bound when n(1 —[6]) < K . . ... ... ... ... .. ..
4.3.6 Local Harnack principle and estimate along the walls . . . . . . ..
4.4 Heat kernel estimate for general buildings of type A, . . . . ... ... ..
4.5 Green’s function estimate . . . . . . ...
4.5.1 statement of theresult . . . . . . . . ... ... L.
4.5.2 Proof . . . . . ..
5 Convergence vers le mouvement brownien de la chambre de Weyl
5.1 Introduction . . . . . . . . . ..
5.2 Préliminaires . . . . . .. ...
5.3 La Fyp-marche aléatoire . . . . . . . . . ..
5.4 Probabilités de transition de la marche radiale . . . . . . . ... ... ...
5.5 Convergence vers le MB intrinséque partant d’un point intérieur . . . . . .
5.6 Le cas de la marche aléatoire simple . . . . . . . ... ... ... ... ...
Annexe : Frontiére de Poisson des matrices triangulaires inver-

sibles a coeflicients rationnels

Bibliographie

122

127



Chapitre 1

Introduction

Cette thése est consacrée principalement a ’étude de processus aléatoires associés & un
systéme de racines sur un espace euclidien. Cette étude porte sur deux aspects : d'une part
des questions de nature analytique, c’est-a-dire essentiellement des estimations précises du
noyau de la chaleur, et des fonctions propres du générateur (ce qui joue le role du laplacien
euclidien usuel pour le mouvement brownien), et d’autre part des questions de nature
probabiliste, sur le comportement général des trajectoires.

Par ailleurs les processus que 1’on considére peuvent se diviser en deux catégories : des
processus stochastiques a temps continu, associés aux opérateurs de Heckman et Opdam,
qui seront ’objet de la premiére partie de cette thése, et des chaines de Markov (& temps
discret) sur des immeubles affines (de type flr), qui seront l'objet de la deuxiéme partie.

Il existe en fait de nombreux liens entre ces deux types de processus, ce qui n’est
d’ailleurs pas trés surprenant. En effet, d’un coté la théorie de Heckman—Opdam est une
généralisation naturelle de la théorie (radiale) des espaces symétriques riemanniens de type
non compact, et de l'autre coté les immeubles affines sont (pour la plupart) des espaces
symétriques de type p-adique. Or il était déja bien connu qu’il existe des relations étroites
entre la théorie des espaces symétriques sur un corps archimédien ou sur un corps p-adique.
Un des objectifs de cette theése est donc de mettre en évidence les similitudes, mais aussi
parfois les différences, entre ces deux théories aux niveaux analytiques et probabilistes.
Un exemple significatif d’analogie que I'on peut trouver est donné par le théoréme 1.0.1
ci-dessous.

On peut Iénoncer comme suit. Notons X le processus étudié (& temps discret ou
continu), et D son générateur. On note Fj une certaine fonction propre positive de D
au bas du spectre L?. Soit Y le Fy-processus relativisé au sens de Doob de X, et soit Y sa
partie radiale (en un sens qui sera précisé dans la suite). Soit YV la suite de Fy-processus
renormalisés définie par

~

YN _ [Nt]
A —

N



pour tout NV € N et tout ¢t € R*. Alors

Théoréme 1.0.1 La suite de processus (YNt > 0) converge en loi vers le mouvement
brownien de la chambre de Weyl, lorsque N — oo.

Le mouvement brownien de la chambre de Weyl, encore appelé mouvement brownien in-
trinséque, a été introduit et étudié notamment par Biane [Bil]. Nous donnerons plus de
détails dans la suite. L’idée du théoréme précédent remonte en fait a I'article de Bougerol et
Jeulin [B-J1|, qui 'ont prouvé dans le cas des arbres homogeénes et des espaces symétriques
riemanniens de type non compact de rang 1 (comme par exemple les espaces hyperboliques
réels ou complexes). En réalité ils démontrent une variante du théoréme 1.0.1 pour les ponts
de Fy-processus. Le processus limite étant alors le pont du MB intrinséque en dimension 1,
c’est-a-dire le pont du Bessel-3, soit encore ’excursion brownienne normalisée. Avec Anker,
ils 'ont ensuite étendu a tous les espaces symétriques riemanniens de type non compact
[A-B-J|. Dans cette thése nous généralisons ce théoréme a tous les processus de Heckman—
Opdam, et a certaines marches aléatoires au plus proche voisin sur un immeuble affine de
type A,.

D’autre part ce résultat illustre bien les interactions fortes qui peuvent exister entre la
théorie des probabilités et I’analyse harmonique. Ainsi 'ingrédient principal de la preuve
est d’obtenir de bonnes estimations, soit de la fonction F (pour les processus de Heckman—
Opdam), soit du noyau de la chaleur (pour les marches aléatoires sur les immeubles affines).
Nous reviendrons plus en détails la-dessus dans la suite de cette introduction.

Signalons maintenant le plan de cette thése. Elle est composée d’une introduction, de
deux parties, et d'une annexe. La premiére partie porte sur la théorie de Heckman—Opdam.
Elle est constituée de deux chapitres, chacun reprenant pour ’essentiel un article.

e [’un porte sur la partie analytique de la théorie : Contributions to the hypergeome-
tric function theory of Heckman and Opdam, sharp estimates, Schwartz space, heat
kernel.

e [’autre porte sur la partie probabiliste : The Heckman—-Opdam Markov processes.
L’article est accepté a Probability Theory and Related Fields.

La deuxiéme partie traite des marches aléatoires sur un immeuble affine de type A,. Elle
est aussi constituée de deux chapitres, chacun reprenant un article.

e Le premier est écrit en collaboration avec Jean-Philippe Anker et Bartosz Trojan :
Heat kernel and Green function estimates on affine buildings of type A, .

e Le second sintitule : Marches aléatoires sur un immeuble affine de type A, et mou-
vement brownien de la chambre de Weyl.

L’annexe est largement indépendante du reste de la thése. C’est une étude de la fron-
tiere de Poisson d’un certain sous-groupe du groupe des matrices inversibles a coefficients
rationnels.



1.1 Objets étudiés

1.1.1 Systémes de racines

Nous introduisons ici la notion standard de systéme de racines, en suivant généralement
[Bou]. On considére un espace euclidien a de dimension 7, muni du produit scalaire < -, - >.
Pour o € a, on pose ¥ := ﬁa, et on définit la réflexion orthogonale associée a o par

ro(z) = 2— <o’z > a.

On identifie tout vecteur de a avec la forme linéaire qu’il représente. Ainsi si a, u € a, on
pose a(u) =< a,u >. Par définition, un systéme de racines cristallographique R est un
sous-ensemble de a qui satisfait les conditions suivantes :

1. R est fini, ne contient pas 0, et engendre a.
2. Va e R, ry(R) =R.
3. Va € R, aY(R) C Z.

On dira qu’il est réduit si en plus
VaeR, 2a¢R.

Le groupe de Weyl W, est le sous-groupe fini de O(a) engendré par les r,, ot @« € R. On
se fixe un sous-ensemble de racines positives R, que 'on peut définir comme suit : on fixe
d’abord u € a, tel que 0 ¢ u(R), puis 'on pose RT = {a € R | u(a) > 0}. On pose aussi
R~ = —RT, sibien que R = RT UR ™. Soit Ry ’ensemble des racines indivisibles, i.e. les
a telles que § ¢ R. On pose aussi Ra = RoNRT. Soit

a, ={r€a|VaeR" <a,z>>0}

la chambre de Weyl positive associée. On note a; son adhérence et da, sa frontiére. On
appelle mur tout hyperplan orthogonal a une racine o € R. On note a,, I'ensemble des
points réguliers, i.e. 'espace a privé des murs. On appelle chambre du systéme de racine
toute composante connexe de a,.,. Toute chambre est I'image par un unique élément de W
de a,. Pour w € W, on note

[(w) =Rt NwR™|

la longueur de w. C’est aussi le nombre de racines de Rt qui sont négatives (en tant
que formes linéaires) dans wa,. Une base {ay, - ,a,} de R, est par définition le sous-
ensemble de R™ tel que pour toute racine o € R, il existe des entiers positifs n;, i =
L,---n, tels que & = Y, ;. Les racines de la base sont appelées racines simples. On
note {A1, -+, A\, } la base duale, définie par < a;,A\; >= J; ;. On appelle ses éléments
les poids fondamentaux. Tous les poids fondamentaux appartiennent a da. , et engendrent
les génératrices du cone ay. On note Q¥ = Y7 Za; le réseau des coracines. On note
P =3"" | Z)\; le réseau des poids. On note P* le sous-ensemble des poids positifs, i.e. les



éléments de P qui sont dans a;, et P™' le sous-ensemble des poids strictement positifs,
i.e. ceux qui sont dans a,.

Les systémes de racines cristallographiques ont été classifiés en types : il existe 4 familles
infinies (A,,), (By), (Cy) et (D,,), plus un nombre fini de systémes exceptionnels. Définissons
par exemple le type A,,, qui est celui que 'on considére dans la deuxiéme partie de cette
thése. On note ey, -+ ,en41 les vecteurs de la base canonique de R"*!. Alors A,, est un
systéme de racine contenu dans 'hyperplan {z |< z,e; + -+ e,,1 >= 0}, et est constitué
des vecteurs e; — e;, pour tous les couples (4, j). On définit aussi R* comme 'ensemble des
vecteurs e; — e; tels que 7 < j.

Remarque 1.1.1 Les notations introduites ici peuvent varier légérement d’un chapitre a
lautre. Par exemple R peut devenir R, la dimension n de a se transformer en r ou d,. ..

1.1.2 Théorie des fonctions hypergéométriques de Heckman et Op-
dam

Cette théorie (notée ensuite théorie de HO) est née a la fin des années 80 avec 'article
de Heckman et Opdam [H-OJ. Elle généralise I'analyse radiale classique sur les espaces
symétriques riemanniens de type non compact G/K, en introduisant un paramétre k (la
fonction de multiplicité) qui peut varier continuement sur C. Dans cette thése nous ne
considérerons que le cas ol k est réelle positive. Tous les espaces symétriques G/ K corres-
pondent & certaines valeurs de k entiéres, ou demi-entiéres. La théorie euclidienne usuelle
correspond elle au cas k = 0. Mais pour des valeurs de k générales, il n’existe plus de struc-
ture de groupe sous-jacente. D'un co6té cela entraine des complications, puisque certains
raisonnements sur G/ K ne sont plus valides. Par exemple la formule intégrale de Harish-
Chandra des fonctions sphériques n’a plus de sens. De 'autre coté la théorie de HO a
apporté de nouveaux outils trés puissants, comme les opérateurs de Cherednik, ou les fonc-
tions GG, qui comblent généralement cette perte de structure géométrique, et simplifient
méme certaines preuves.

Cette théorie fait en outre partie d’une entreprise beaucoup plus vaste, visant & créer
des théories de fonctions spéciales qui unifieraient de nombreuses théories géométriques
classiques. Nous parlerons par exemple dans la suite de la théorie de Dunkl, qui est ’ana-
logue de celle de HO dans un cadre plat (cf section 1.1.2). Pasquale [Pa] a aussi développé
la théorie des fonctions ©-Bessel et ©-hypergéométriques, qui généralise la théorie sur cer-
tains espaces symétriques pseudo-riemanniens. Citons encore la théorie des (g, t)-polynomes
sphériques de Macdonald [Macl| [Mac3]| qui redonne, pour certaines valeurs limites des pa-
rameétres, la plupart des familles connues de polynémes orthogonaux. Par exemple toutes les
familles classiques en dimension 1, mais aussi les fonctions de Schur et de Hall-Littlewood,
les polynomes sphériques sur les immeubles de type affine, ou les polynomes de Jacobi et de
Heckman—Opdam. Enfin une théorie encore plus générale a été introduite par Cherednik
(c.f. [C3] et les références citées), qui englobe la théorie de Dunkl (appelée rationnelle), de
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HO (appelée trigonométrique), des polynéomes sphériques de Macdonald, et des groupes
quantiques. En guise de motivation, signalons que le développement de ces théories a déja
permis notamment de démontrer (cf [O4] [C4] [C5]) des conjectures célébres de Macdonald
[Mac4| sur les polynémes orthogonaux associés a des systémes de racines.

Laplacien de Heckman—Opdam et opérateurs de Cherednik

On se fixe un espace euclidien a, muni d’un systéme de racines R, et d'un systéme positif
R*. On note ac := a + ia sa complexification. Par définition, une fonction de multiplicité
est une fonction k : R — R™, qui est telle que k, = k., pour tout a € R et tout w € W
(ot 'on anoté k, = k(a)). Le laplacien de Heckman—Opdam est défini, pour toute fonction
f de classe C? dans @,eq, par

Lf(@) = Af(@)+ Y kacoth =520, f(x),

aeRT

ou A désigne le laplacien euclidien usuel. Lorsque k est égal a la fonction de multiplicité
sur un espace symétrique G/K, alors L coincide avec la partie radiale de l'opérateur de
Laplace-Beltrami sur cet espace. Les opérateurs de Cherednik [C1]| sont définis pour & € a,
par

T () = 0 ()= < p,€> f@) + 3 hag e 2 {f(0) — Flran)}

ou

Les propriétés fondamentales de ces opérateurs sont premiérement qu’ils commutent deux
a deux, et deuxiémement qu’ils jouent le role de dérivées partielles pour le laplacien. Plus
précisément, pour toute base orthonormale {&;, - ,&,},

- S (1
=L TS @@+ 3 ke g (U an) = S0}
i=1
En particulier la partie différentielle du carré des Ty est égale a L (& une constante pres).

Fonctions hypergéométriques de Heckman—Opdam

Les fonctions F : Dans leurs articles [H-O| [H| [O2], Heckman et Opdam considérent le
systéme, disons S, formé de tous les opérateurs différentiels L, a coefficients dans 1’algébre
engendrée par les fonctions ﬁ, et qui commutent avec L. Ils résolvent alors la théo-
rie spectrale associée & ces opérateurs. Plus précisément ils définissent d’abord pour tout
A € ag, un certain homorphisme v, (tel que y\(L) = |A\? — |p|?), allant de I’algebre des

opérateurs de & dans C. Puis ils trouvent une base de solutions du systéme
Lf=m(L)f LeS.

11



Les fonctions de la base sont données sous forme de série de Laurent en les e®. Elles sont
analytiques dans a,.;, mais peuvent avoir des singularités dans les murs. Néanmoins, par
des techniques de monodromie, ils trouvent que pour une combinaison linéaire bien choisie
des éléments de cette base, on obtient une fonction analytique dans a, notée ici F). Les
coefficients qu’il faut choisir s’expriment a I’aide de la fonction ¢ de Harish-Chandra, dont
ils obtiennent au passage une formule produit explicite (cf partie 1 de cette thése), qui
généralise celle connue dans le cas des espaces symétriques (voir e.g. [Hel|). De plus ils
démontrent que la fonction (A, z) +— Fy(x) est W-invariante, holomorphe en A dans ac,
et en x dans un voisinage tubulaire de a. Enfin elle est déterminée de maniére unique
par ces conditions en plus de la normalisation F(0) = 1. Notons que ces fonctions F)
sont une généralisation des fonctions sphériques sur les espaces symétriques G/ K, qui sont
également fonctions propres de tous les opérateurs différentiels G-invariants.

Les fonctions G : Les fonctions G ont été introduites par Opdam [O1], suite a la dé-
couverte des opérateurs de Cherednik [C1]. Disons tout de suite que ces opérateurs ont
révolutionné la théorie de Heckman—Opdam, et méme dans une certaine mesure la théo-
rie classique sur les espaces symmétriques G/K, développée principalement par Harish-
Chandra et Helgason. Par exemple I'homomorphisme v, (dit de Harish-Chandra) de la
section précédente s’exprime maintenant tres simplement a l'aide des T¢. En effet, déja
tous les opérateurs L sont égaux a la partie différentielle de p(T%), pour un certain poly-
noéme W-invariant p. On a alors la relation remarquable 7, (L) = p()).
Pour A € C, la fonction GG est définie comme unique solution analytique du systéme

TgG)\<J}) =<\ &> G)\<l’) Eea, (11)

satisfaisant la condition de normalisation G)\(0) = 1. Opdam la construit en prenant un
certain polynéme en les T appliqué a la fonction F\. Ces fonctions G ont les mémes
propriétés de régularité que les F)y, mais elles ne sont plus W-invariantes. Le lien entre les
deux familles est donné par la formule

1
Fy(z) = ] > Gi(wz). (1.2)

weW

L’introduction de ces fonctions GG, apporte elle aussi de sensibles simplifications & la théo-
rie, y compris lorsque ’on spécialise au cas des espaces symétriques G/ K. Ceci notamment
parce que l'on en obtient des estimations précises beaucoup plus simplement que pour les
fonctions F)\. Mais nous reviendrons la-dessus dans la prochaine section de cette introduc-
tion.

Transformation de Fourier

Les fonctions GGy jouent dans la théorie de HO le méme role que le noyau exponentiel
e<M®> dans la théorie euclidienne classique (elles sont méme égales lorsque k = 0). En
particulier on peut définir naturellement une transformation de Fourier dans la théorie
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de HO (qui généralise la transformation sphérique dans le cas de G/K). Celle-ci a été
introduite par Opdam dans [O1], puis sous une forme légérement différente, que nous
reprenons ici, par Cherednik [C2]. Elle est définie pour f suffisament réguliére par

zi/f@ﬂGM—xMu@%

ol  est la mesure définie par

La transformation de Fourier inverse est définie pour g réguliére par

ﬂM@=/MM®@WM%

ou v est la mesure de Plancherel asymétrique (c.f. [O1], ou partie 1 de cette thése). Cette
transformation a été largement étudiée par Opdam [O1] et Cherednik [C2], puis par De-
lorme |D]. Nous y reviendrons dans la suite.

Théorie de Dunkl

Cette théorie initiée par Dunkl [Dun]|, s’est développée en paralléle, et au début semble-
t-il de maniére indépendante. C’est 'analogue de la théorie de HO, dans un cadre plat (dit
aussi parfois euclidien). Ceci dans le sens ou elle se spécialise, pour certaines fonctions k,
a la théorie des espaces symétriques riemanniens plats, ou de type euclidien p x K/K (cf
[Hel]).

Les opérateurs de Dunkl sont définis par

Tf(@) = 0 @) + Y ka2 @) — flram) ).

p— <o,r >
«

De méme ces opérateurs commutent et la partie différentielle de leur carré est égale au
laplacien de Dunkl L’ défini par

V@) = Af@)+2 Y ke 0uf(2).

p—t <ao,r>
a

Notons que les opérateurs de Dunkl ont été découverts avant ceux de Cherednik (i.e.
dans [Dun| paru en 1989). Ceci peut s’expliquer par le fait que leur définition est moins
"tordue" que dans le cadre HO, ot il a fallu attendre 1991 et article [C1] (cf aussi le livre
de Heckman et Schlichtkrul [H-S], ot d’autres opérateurs moins satisfaisants sont définis).
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La partie analytique de la théorie a été notamment développée par Opdam [O3], De
Jeu [Jel| [Je2], et Rosler |[Rosl|. En particulier on peut définir le noyau de Dunkl [O3]
D(\, ) comme solution du systéme

T;D(\z) =< X\,&§>D(\z), YEca

Il existe toutefois une différence profonde avec la théorie de HO, qui est que D est symé-
trique en \ et z, i.e. D(A\,x) = D(x, A), pour tous z, A € a. Ceci entraine que la théorie de
Dunkl est parfois plus facile a étudier, comme par exemple la transformation de Dunkl (c.f.
[Jel]). Néanmoins certains résultats se démontrent quand méme plus simplement dans le
cadre HO, puis passent au cas Dunkl en faisant "tendre la courbure vers 0". Plus précisé-
ment on a le résultat suivant, d’abord démontré par Ben Said et Orsted [BS—-Or| pour des
valeurs de k entiéres, puis pour toute fonction k, par De Jeu, et enfin revisité par Rosler
et Voit :

Théoréme 1.1.1 (Ben Said-Orsted [BS—Or], De Jeu [Je2], Rosler-Voit [Ros—Voi2])
On a
lir% Ge-1x(e2) = D(A, 2),

lorsque € — 0, uniformément en (X, z) sur tout compact non vide de ac X ac.

Ce procédé permet parfois de simplifier les preuves dans la théorie de Dunkl (par exemple
[Ros—Voi2| simplifie [Ros2]).

Signalons également que la partie probabiliste de la théorie s’est largement déveoloppée
ces derniéres années, notamment avec Rosler et Voit [Ros—Voil|, puis Gallardo et Yor

|G-Y1] |[G-Y2] [G-Y3], et enfin Chybiryakov |[Chyl]| [Chy2].

1.1.3 Immeubles affines de type A,

La notion d’immeuble a été introduite par Tits au milieu des années 50 dans le but
d’obtenir par exemple une représentation géométrique des groupes de Lie semi-simples sur
un corps p-adique (cf introduction de [Ti]). Le type d’immeuble qui nous intéresse ici est
celui d’'immeuble affine. Un exemple est I’arbre homogéne, qui correspond au cas de rang
1 (i.e. lorsque la dimension de a vaut 1).

L’analyse harmonique sur les immeubles affines fut d’abord développée par Macdonald
[Mac2]. Il introduit en particulier ’analogue des fonctions sphériques, appelées depuis po-
lynomes de Macdonald, qu’il a ensuite défini dans un cadre plus général ([Macl| [Mac3]).
Toutefois son analyse initiale ne concerne que les immeubles construits a partir des groupes
(ceux étudiés par Tits). Mais il existe d’autres immeubles, construits de fagon purement
géométrique. Par exemple ceux de type As, pour certaines valeurs du parameétre ¢. Il sub-
sistait donc un trou dans I’approche de Macdonald, qui a été comblé par Parkinson dans sa
thése |[Parl] [Par2] [Par3|, ou il traite également le cas des systémes de racines non réduits.

14



Notons qu’il fut aussi précédé par Cartwright [Cal qui étudia le type A,. Méme si cest ce
type qui nous intéresse dans cette thése, nous reprendrons tout de méme le plus souvent
les notations de Parkinson.

On considére donc un espace euclidien a de dimension 7, muni d’un systéme de racines
R de type A,. Ici nous noterons Wy le groupe de Weyl associé.

Groupe de Weyl affine

Une bonne référence pour les groupes de Weyl affines est [Bou|. Mais nous suivrons
aussi les notations de [Par2].

Pour @« € R, et k € Z, soit H,y, = {r € a |< z,a0 >= k}. Soit 7,y la réflexion
orthogonale par rapport a H, , définie par

Tap(®) =2 — (< 2,00 > —k)a”.

Soit & = > | a; la plus grande racine de R. Soit 79 = rs,;. On pose aussi r; = r,, pour
1 =1,---,r. Le groupe de Weyl affine W est le sous-groupe des transformations affines de
a engendré par les r; pour i = 0,1, - -, n. Il est isomorphe au produit semi-direct Wy x QV,
ot QY est identifié au sous-groupe des translations par ses éléments.

Complexe de Coxeter

Le complexe de Coxeter de W est un complexe simplicial étiqueté >. Les simplexes de
dimension maximale r, appelés aussi chambres, sont égaux par définition a I’adhérence des
composantes connexes de a privé des hyperplans H, j, pour a € R et k € Z. On définit
ensuite naturellement les simplexes de dimension r — 1 comme les faces des chambres. Et
ainsi de suite pour toutes les dimensions. Les points extrémaux des chambres, qui sont les
simplexes de dimension 0, sont appelés sommets de Y. Dans le cas ou R est de type A,,
ce sont en fait tous les éléments du réseau des poids P. On a ainsi défini une structure de
complexe simplicial. On attribue ensuite des étiquettes (ou types) aux sommets de la fagon
suivante. On définit la fonction 7 sur P, par 7(0) = 0, et 7(w);) = i, pour tout w € W et
i=1,---,r. Un sommet x est alors dit de type i, si 7(z) = i. On dit que deux chambres
C et C' sont adjacentes, lorsqu’elles sont distinctes et ont une face en commun. On notera
dans ce cas C' ~; ', si le seul sommet de C' qui n’est pas commun & C” est de type i. On
notera aussi

Co={re€al<a,z>>0pouri=1,--- ,ret <az> <1},
la chambre fondamentale.

Remarque 1.1.2 On peut également définir le complexe de Coxeter de W lorsque celui-ci
est un groupe de Weyl non affine, ou méme un groupe de Coxeter général, y compris infini
(c.f. e.g. [Parl]).
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Soient maintenant deux complexes simpliciaux étiquetés. On appelle isomorphisme
entre ces deux complexes, toute bijection de I’ensemble des sommets de 'un vers ceux
de l'autre, qui envoie tout simplexe de dimension d < r sur un simplexe de dimension d,
tel que si C' et C' sont deux chambres adjacentes, alors leurs images aussi, et qui préserve
le type, i.e. si x est un sommet de type ¢ alors son image aussi.

Groupe de Weyl affine étendu

Le groupe de Weyl affine étendu W est défini par W= Wy x P, ou le réseau des poids
P est identifié au sous-groupe des translations par ses éléments. On a W = W x G, ou
G ~ P/Q" est le sous-groupe de W qui laisse fixe Cyy. Pour le cas A,., G agit par permutation
sur les sommets de Cy. Plus précisément il est cyclique d’ordre r 4+ 1 et engendré par la
permutation (0,1,--- 7).

Remarquons que w agit sur le complexe simplicial ¥, i.e. il envoie tout simplexe sur un
simplexe de méme dimension, mais il ne préserve pas nécessairement le type des sommets.
Nous dirons que ses éléments sont des automorphismes de type rotatif. Plus généralement
nous dirons qu’'un isomorphisme ¥ entre un complexe étiqueté et X, est de type rotatif,
s’il existe un isomorphisme P entre ces deux complexes et w € W, tel que ¥ = w o P.

Etant donné un entier ¢, nous pouvons définir ¢,, pour tout w € W. Pour simplifier nous
ne le ferons que dans le cas ol R est de type A,. Supposons pour commencer que w € W
et qu’il est de longueur [, i.e. il existe 7y, --- ,4; tels que w = s;, - - - 5;,, et w n’admet pas de
telle décomposition de longueur plus petite. Dans ce cas nous posons q,, = ¢'. Maintenant
siw e W s’écrit w = w'g, avec w’ € W et g € G, alors nous posons g, = q,s. Pour A € P,
notons ¢y € W la translation de vecteur A. Alors (c.f. e.g. [Parl])

qt)\ = qza€R+ </\’a> .

Immeuble affine

Soit W un groupe de Coxeter. On peut le supposer quelconque, méme infini, mais le
cas qui nous intéressera dans la suite sera celui ot W est un groupe de Weyl affine. La
définition suivante est adaptée de [Bro] :

Définition 1.1.1 Un immeuble de type W est un complexe simplicial étiqueté non vide qui
contient une famille de sous-complexes, appelés appartements, qui satisfont les conditions
suivantes :
(1) Tout appartement est isomorphe au complexe de Coxeter de W.
(11) Etant donné deux chambres, il existe un appartement les contenant toutes les deut.
(111) Etant donné deux appartements A et A’ qui ont une chambre en commun, il existe
un unique isomorphisme ® : A — A’ qui firte AN A’ ponctuellement.

On dit que I'immeuble est affine, si W est un groupe de Weyl affine (on dit qu’il est
sphérique si W est un groupe de Weyl non affine). A partir de maintenant nous considérons
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un immeuble affine X de type A,, i.e. de type W, ot W est le groupe de Weyl affine associé
au systéme de racines A,.. On supposera en plus qu’il est régulier, c’est-a-dire que le cardinal
de I'ensemble des chambres D telles que D ~; C, est indépendant de la chambre C' et de
7. On note ce cardinal g, et on I'appelle le paramétre de 'immeuble. Par exemple, si r = 1,
alors c’est un arbre homogeéne & ¢ + 1 branches.

Pour ces rappels nous noterons aussi Vy ’ensemble des sommets de X. Toutefois dans
la deuxiéme partie de cette thése X sera ’ensemble des sommets. Etant donné x € Vy et
A € P, soit Vy(z) Pensemble des sommets y de X, tels qu'il existe un appartement A
contenant x et y, et un isomorphisme de type rotatif ¥ entre A et X, tel que ¥(z) =0 et
U(y) = A. On appelle V) (z) la sphére de centre = et de rayon A. On se fixe maintenant un
sommet 0 € Vy de type 0, qui sera pris comme origine. Si z € V,(0), on dira que \ est la
partie radiale, ou coordonnée, de x, et 'on pose T = A. On note N, le cardinal de V) (x),
qui est indépendant de . On a la formule [Par2]

ot Wy est le stabilisateur de A sous l'action de W, et ou V(¢7') = 3", o ¢, pour tout
sous-groupe V' de Wj.

Polynoémes symétriques de Macdonald

Les polyndémes symétriques de Macdonald sont définis pour z € ac par

l\’l\)—l

Qt 1\ ,<wA,z>
P\(z) = Wola ) %;V c(w2)e ,
w 0

ou la fonction c est définie par
—-1,—<aV,z>

1—q e
c(z) = H 1 — e—<av,z>

aeRt

Si le systéme de racine est de type A,, on a en outre pour tout i =1,...,r,

WO)\
Py (2) = Z e<AE>
AEWOA;
La fonction Fj est définie sur P par

Fp(A) = PA(0).

En particulier F(0) =1 (cf [Parl]).
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Opérateurs de moyenne et leur transformée de Fourier
Pour A\ € P*, on note Ay l'opérateur de moyenne défini par
1
Af(e) = 5~ > fw),
A
yeVA(2)

pour toute fonction f de Vi dans C, et tout z € V. On note A 'algébre engendrée par
ces opérateurs. Parkinson ([Parl], théoréme 3.22) a montré que Fj est une fonction propre

de tous les éléments de A. En particulier, pour i =1,--- ,r, on a
@, [Woi|
AyFy= -2 _""F, (1.3)
Ny,

On munit *(Vy) du produit scalaire usuel

< f.g>= Y f(z)g(x).

z€Vy

On note 6, la fonction caractéristique en un sommet . On définit un produit scalaire sur
A par
< A, B >=< Ady, Bdy > .

On note
U={#ca|VaeR", <a,0><r}

La transformée de Fourier de A, est définie pour # € U par

-~

A,(i6) = Py(i).

On peut ensuite étendre 'application A +— g(z@) en un homomorphisme d’algébre de A
dans C, pour tout # € U. On a alors la formule de Plancherel (cf [Parl]) :

Wo(q_l)/ ~ oA d
<A B>=20 ) [ Zio)Blig)—2—
ol ), AOBEO g

et la formule d’inversion

(46,)(x) = Yol ) [ Ao

Wl (1.4)

pour tout A € A et tout y € Vy(z).

Remarque 1.1.3 Par souci de simplicité, nous avons choisi de faire cette présentation
en restant a un niveau aussi élémentaire que possible, en particulier sans rentrer dans le
formalisme des C*-algébres, et sans parler de I'isomorphisme de Gelfand A +— A. Le lecteur
interessé pourra se référer a l’article beaucoup plus complet [Parl].
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Marches aléatoires

Une marche aléatoire symétrique sur Vy est une chaine de Markov (X,,,n > 0), dont
I'opérateur de transition est de la forme

A= Z CL/\A)\,
AEPT
ot @y > 0 pour tout A, et >, p+ ax = 1. On a alors
Af(z) =Y plz,y)f W),
yEVx

ou p(x,y) est le noyau de transition, ou noyau de la chaleur. Autrement dit

p(z,y) = (Ady)().

On définit de méme les convolées n fois du noyau de transition par

Arf(a) =Y P y) f (),

yeVx
ou par
p"(w,y) = (A"9,) ().
On a donc d’aprés (1.4)

df
|c@0) >’

P y) = ol ) [ Aoy (15)

[Wo|

pour tout y € Vj(x). La partie radiale (X,,,n > 0) est une chaine de Markov sur P*,
appelée marche aléatoire radiale. Par définition, le générateur d’une chaine de Markov
d’opérateur de transition A, est A — Id, ou Id est 'opérateur identité.

Dans cette thése nous ne considérerons que des marches aléatoires au plus proche voisin,
c’est-a-dire telles que ay = 0, si A n’est pas un poids fondamental. Dans ce cas nous notons

1
gl oM

pm ) = 3y TN
i=1 N

le rayon spectral de la marche aléatoire.
La Fy-marche aléatoire est la chaine de Markov sur Vy dont le noyau de transition q
est donné par

=

@) 1
FO (f P

pour tous z,y € Vy. Notons que d’aprés (1.3), on a bien ZerX q(z,y) = 1, pour tout
x V;\{.

Q(xv y) = p(l’, y)

~—

19



Un exemple qui sera particulierement étudié¢ dans cette thése est la marche aléatoire
simple. Elle correspond au cas ou

1
)
qt)‘i NA’L

ary= ———1 -
T 2
2]‘:1 thj N)\j

7

1.2 Principaux résultats obtenus

1.2.1 Premiére partie : théorie de Heckman—Opdam

Notre premier résultat est une estimation précise des fonctions F et GG. Cette ques-
tion est centrale dans 1’étude de la transformée de Fourier. Dans le cas des espaces sy-
métriques déja (puis celui des groupes de Lie réductifs réels), Harish-Chandra [HaChl]
[HaCh2| [HaCh3] a développé toute une artillerie trés compliquée (terme constant, prin-
cipe de descente,...) pour obtenir de bonnes estimations des fonctions sphériques, et ainsi
une formule de Plancherel et des théorémes d’inversion. Gangolli et Varadarajan [Gan—Var]|
ont ensuite obtenu des estimations légérement plus précises avec la théorie des équations
différentielles a points singuliers-réguliers, mise au point par Deligne [Del.

Dans le cadre de la théorie de H( )7 les p idres ‘matio ont été
Opdam [Ol] en 95 - remieres estimations 6té ol
’GA(J')' < C’emaxwew<9?)\,wx>7

pour tous = € a et A € ac, ou R désigne la partie réelle de A. Remarquons que d’aprés
(1.2), les mémes estimations pour les F s’en déduisent immédiatement. Cette estimation
est suffisante pour obtenir la formule de Plancherel [O1], ainsi que le théoréme de Paley-
Wiener [O1] [C2], mais elle ne permet pas d’obtenir la formule d’inversion sur I’espace de
Schwartz. La preuve de Opdam est trés élémentaire, et similaire a celle de De Jeu [Jel]
dans le cadre Dunkl. Elle consiste & utiliser de maniére astucieuse le systéme d’équations
différentielles (1.1), ainsi que le principe complétement trivial suivant : toute fonction
décroissante sur RT est majorée par sa valeur en 0.

Le théoréme d’inversion sur ’espace de Schwartz des fonctions W-invariantes a ensuite
été obtenu par Delorme [D] en 99, qui démontre des estimations beaucoup plus fines des
fonctions F\ et G\ en adaptant les techniques de Harish-Chandra.

Dans cette thése nous avons repris les idées des preuves de Opdam et De Jeu, pour
obtenir 'estimation suivante, qui généralise celle de Gangolli et Varadarajan :

Théoréme 1.2.1 Soient p et q deux polynomes. Il existe une constante C' > 0, telle que

P a(AR)GA@)| < C1+ NP1+ o) <ot ot e

pour tous v € a et X € ac, ot x est lunique élément de Wy - x appartenant a a; .
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Ce résultat est légérement plus précis que celui obtenu par Delorme, qui n’avait pas de
renseignement sur les degrés des polynémes en x et A du majorant. Néanmoins cela n’a
pas d’'importance pour démontrer le théoréme d’inversion sur 1’espace de Schwartz.

Notons que ce résultat est essentiellement optimal dans le cas euclidien classique, soit
lorsque k = 0. Ceci dans le sens ou la puissance des polynémes en x et A du majorant ne
peut pas étre améliorée. Mais il ne ’est pas pour toutes les valeurs de k. Par exemple, pour
les espaces symétriques complexes (correspondant & k£ = 1), Cowling et Nevo [Cow—Nev]|
obtiennent une majoration plus fine loin des murs, avec une décroissance polynomiale
supplémentaire.

Comme nous le précisions Delorme a obtenu l'inversion sur 'espace de Schwartz pour
les fonctions W-invariantes, en fait y compris dans le cas beaucoup plus difficile ou k& < 0.
Pour le cas k > 0, nous avons repris la méthode de Anker [A2] et démontré le résultat dans
le cas non W-invariant :

Théoréme 1.2.2 La transformée de Fourier H réalise un isomorphisme entre C(a) et

S(ia).

L’espace C(a) est I'espace de Schwartz sur a adapté a la mesure p (cf partie 1), et S(ia)
est I'espace de Schwartz usuel sur ia.

Ce dernier théoréme nous a alors permis d’appliquer le théoréeme de Hille-Yosida pour
montrer que 'opérateur

D= (L~ o),

est le générateur d’un semigroupe de Feller (P, ¢t > 0). De méme sa partie différentielle
D est le générateur d'un autre semigroupe de Feller noté¢ (P/V. ¢ > 0). Ces semigroupes
définissent des processus de Feller. Le premier, (X;,t > 0), est & trajectoires discontinues
(mais cadlag : les trajectoires sont continues a droite avec une limite & gauche), et peut
sauter d'une chambre a 'autre, mais a chaque fois, seulement entre deux points qui sont
images I'un de lautre par une réflexion r, de W. Le second (XV,t > 0) est a trajectoires
continues dans la chambre de Weyl @ . C’est I’analogue de ce qu’avaient obtenu Rosler et
Voit dans le cadre Dunkl [Ros—Voil]. Nous avons alors repris certaines techniques utilisées
par Gallardo et Yor [G-Y1] [G-Y2| [G-Y3] ainsi que certains résultats de Chybiryakov
[Chy1] [Chy2|, pour faire une étude détaillée de ces processus. En particulier nous avons
obtenu la décomposition en semimartingale de (X}, ¢ > 0) partant de n’importe quel point
de a; :

Proposition 1.2.1 Le processus (X" ,t > 0) est solution de I’EDS

<o, XV >

5 ds,

1 t
w _ E
Xt —X0+ﬁt+§ kaa/o coth

aceRT

ot (B, t > 0) est un mouvement brownien standard.
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Précisons que ce résultat ne découle pas de théoremes généraux standards, puisque les
coefficients du drift sont des fonctions singuliéres sur les murs. Pour le démontrer nous
avons en fait utilisé la théorie des formes de Dirichlet et le livre [Fu-Osh—Ta| (cf chapitre
3 pour plus de détails). Cette théorie s’applique d’ailleurs également trés bien dans le
cadre Dunkl, et nous avons donc obtenu 'analogue de la proposition 1.2.1 dans ce cadre.
Chybiryakov a démontré en méme temps le méme résultat dans le cas Dunkl, en utilisant
des techniques de calcul stochastique [Chy?2].

Cette proposition nous a ensuite permis de déduire la loi des grands nombres et le
théoréme central limite :

Proposition 1.2.2 Lorsque T — o0,

X_tl/‘/ —)p7 p'8'7
t
et W
(XtT — ptTvt Z O) - (ﬁz‘»t 2 0)7
vT

en distribution dans C(RT,ay).

Dans le cas des espaces symétriques c’est une partie d’'un résultat démontré par Babillot
[Ba|, mais par d’autres méthodes, spécifiques au cas des groupes.

Nous avons ensuite voulu généraliser certains résultats obtenus par Anker, Bougerol et
Jeulin [A-B-J] dans le cas des espaces symétriques. En particulier comme nous I’avons déja
mentionné, nous avons démontré le théoréme 1.0.1 pour tous les processus (X}V,t > 0),
i.e. pour tous k& > 0. Nous avons aussi obtenu un résultat analogue pour (X;,¢ > 0). Le
processus limite n’est alors plus exactement le mouvement brownien intrinséque, mais un
processus qui part de 0, puis qui choisit aléatoirement une chambre (avec chance égale pour
chaque chambre), et alors se propage dans cette chambre comme le mouvement brownien
intrinséque. Pour une définition ainsi qu’une présentation générale du MB intrinséque nous
renvoyons le lecteur aux chapitres 3 et 5 de cette thése. L’outil principal pour démontrer
le théoréme 1.0.1, est une estimation précise de la fonction Fj :

Théoréme 1.2.3 ] existe une constante K > 0 telle que
0 < Ellogd? Fy)(z) < K,

pour tous x € G, o E est l'opérateur d’Euler défini par E f(x) =< x,V f(x) > pour toute
fonction f.

C’est déja cette estimation qui était cruciale dans [A-B-J|. La preuve du théoréme 1.2.3
dans [A-B-J| utilisait les techniques compliquées de Harish-Chandra. Notre preuve est
complétement différente et en un sens plus élémentaire. Elle exploite la découverte par
Opdam de la fonction GGy ainsi que des estimations précises de cette fonction et de la
fonction Fj :
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Théoréme 1.2.4 Dans a,

Fo(z) <1 H <a,x>| e <P

016728r

et pour tout w € W,

Go(wr) = H <a,r>| e SPT

aERgﬂw*1R3

L’estimation de Fy obtenue généralise celle de Anker dans les espaces symétriques [Al]. Le
principe de la preuve est d’utiliser le développement en série de Laurent des fonctions Fj
et Gg, puis d’estimer les coefficients de ce développement pour récupérer des estimations
de Fy ou Gg loin des murs. Pour la fonction Fj cela ne pose pas trop de probléme puisqu’il
suffit d’avoir une estimation du coefficient du terme de plus haut degré. En revanche pour
la fonction Gy, c’est plus compliqué, d’une part parce qu’elle a un développement en série
différent dans chaque chambre, et d’autre part parce qu’il faut obtenir des estimations
précises de tous les coefficients du développement. On y arrive tout de méme par une
double récurrence, d’abord sur le degré des coefficients, puis sur la distance entre la chambre
considérée et la chambre négative —a, . La récurrence s’appuie sur les equations (1.1) ainsi
que des relations remarquables satisfaites par les polyndmes

7l (z) :H <a',r >,

pour I sous-ensemble de R, et leurs dérivées. En utilisant alors un principe du maximum,
on obtient les estimations souhaitées des coefficients. La derniére étape consiste a utiliser
un principe de Harnack local pour étendre les estimations prés des murs. La encore, c’est
plus simple pour la fonction Fj.

1.2.2 Deuxiéme partie : les immeubles affines

Dans la deuxiéme partie nous obtenons d’abord, au chapitre 4, des estimations (presque)
optimales du noyau de la chaleur pour la marche aléatoire simple sur un immeuble affine
de type A,. Elles sont en fait optimales dans le cas de 'arbre et le cas Ay. Pour r > 3, il
manque simplement la borne inférieure, a distance finie du bord du domaine. Néanmoins
c’est largement suffisant pour en déduire ensuite des estimations optimales de la fonction
de Green. Ceci a fait 'objet d’un travail en commun avec Jean-Philippe Anker et Bartosz
Trojan. Au chapitre 5, nous démontrons le théoréme 1.0.1 pour la marche aléatoire simple.
Nous obtenons également une version légérement plus faible pour toutes les marches aléa-
toires symétriques au plus proche voisin. Il faut alors renormaliser le point de départ de

lon note f < g s’il existe des constantes ¢ > 0 et C > 0 telles que ¢ < g <C.
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fagon a ce qu’elles convergent vers le MB intrinséque partant d’un point intérieur (i.e. dans
ay). Il s’avére que c’est beaucoup plus simple & prouver, que partant de 0, puisque cela ne
nécessite plus d’avoir d’estimations du noyau de transition.

Pour commencer, rappelons I'estimation du noyau de la chaleur sur les espaces symé-
triques G/ K. Pour simplifier nous ne donnons le résultat que lorsque le systéme de racines
associé est réduit :

Théoréme 1.2.5 (Anker-Ji 99, Anker-Ostellari 03) On a

2 L2
pe(0, ) = 172 Fy(x) { H (1+t+<a,z >)k“1} et l5r

aERT
pour tous x € ay, et toust >0, ouy=1r+2 ZQGR+ k.

Anker et Ji [A-Ji] ont d’abord obtenu l'estimation du théoréme pour x € ay et t > 0 tels
que |z| < const(1+t), ce qui était suffisant pour en déduire des estimations de la fonction
de Green (voir plus bas). Le théoréme a ensuite été complétement démontré par Anker
et Ostellari [A-Ostl] [A-Ost2|. Au passage, nous avons vérifié que leur preuve s’étend
sans probléme au cadre Heckman—Opdam (cf chapitre 2 de cette thése). Signalons aussi a
titre de comparaison, 12’expression du noyau de la chaleur sur I'espace euclidien usuel R" :

|

pi(0,7) = (2nt) "2 2t .

Revenons maintenant au cas des immeubles. Les précédentes estimations connues de
p™(0,x) pour des immeubles affines généraux, remontent a l'article [Par4| qui donne un
théoréme central limite local. C’est & dire une asymptotique de p"(0, ) lorsque n tend vers
I'infini, mais & x fixé :

Théoréme 1.2.6 (Parkinson 05) Soit A l'opérateur de transition d’une marche aléatoire
symétrique sur un immeuble affine. Alors pour tout v € Vy,

1

p"(0,x) ~ const - FO(E)A(O)”W,

lorsque n — o0.

Parkinson démontre ce théoréme pour n’importe quelle marche aléatoire symétrique sur
n’importe quel immeuble affine (non nécessairement de type flr). Il donne également une
formule explicite pour la constante qui apparait dans 1’équivalent. Par contre ce résultat
n’est pas du tout uniforme en x.

En fait la seule estimation uniforme connue, a été démontrée par Lalley |Lall| [Lal2]
dans le cas des arbres homogeénes, soit pour r = 1. Il donne une estimation optimale de
p™(0, ) uniforme pour tous z et n tels que || < n. Bien str c’est le mieux que 'on puisse
faire, puisque lorsque |z| > n, p"(0,2) = 0. Son résultat est également valide pour toutes
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les marches aléatoires symétriques. Néanmoins sa preuve devient assez elliptique et difficile
a suivre, lorsque z est dans la zone |z| > n'~¢. Sa démonstration a ensuite été reprise par
Woess [Wol, qui se limite toutefois au domaine |z| < (1 — €)n.

Avant d’énoncer notre résultat, précisons encore quelques notations. Notons A I'opé-
rateur de transition de la marche aléatoire simple, et p = A(0) le rayon spectral associé.

Pour z € V,(0) et n > 0, soit § = % Soit h la fonction définie sur ac par

h(z) :Z Z e<)\,z>’

=1 AeWp\;

et h = %. Soit ¢ la fonction définie par

¢(0) = min{u € a3 | logh(u)— < u,d >}.
Alors nous obtenons

Théoréme 1.2.7 Il existe une constante K > 0, telle que dans l’ensemble {|z| < n— K},

) 1
VIpeps (1= < a,0 >)

De plus la majoration par le membre de droite a lieu dans tout le domaine {|x| < n}.

p"(0,7) < e Fy (T (1.6)

RS

Par ailleurs pour les immeubles de type A, ou pour les arbres, nous montrons que les-
timation (1.6) est valable dans tout I'ensemble {|z| < n}. Dans le cas des arbres, c’est
essentiellement le méme résultat que celui de Lalley [Lall|. Cependant nous donnons en
plus une formule explicite de la fonction ¢ :

6(6) = —% {(1 = ) log(1 — 5) + (1+ ) log(1 + 6)} .

C’est un petit raffinement supplémentaire par rapport au résultat de Lalley, dans le cas de
la marche simple. En outre notre preuve, spécialisée au cas des arbres, est plus simple que la
sienne. En effet, pour sa part il utitise deux preuves bien distinctes, suivant que |z| < n'™¢,
ou pas, dont un argument probabiliste assez compliqué pour traiter le cas |z| > n'~¢. Alors
que nous obtenons une preuve directe de l'estimation dans tout l'ensemble {|z| <n — K}
pour une certaine constante K > 0. Dans le cas des arbres, il devient ensuite complétement

¢élémentaire d’étendre 'estimation au bord du domaine par un argument combinatoire.

Il peut étre intéressant de comparer les estimations sur les espaces symétriques et sur
les immeubles. Pour y voir plus clair, prenons I’exemple des espaces symétiques complexes,
pour lesquels k, = 1, pour tout @ € R*. Dans ce cas les deux estimations, respectivement
pour les espaces symétriques G/ K et les immeubles, sont trés proches : on trouve la méme

25



. . _lel?
puissance de t ou de n, la fonction Fy, les termes correspondant au trou spectral e™ 2 ¢ et
e . _le? .

p", ainsi que les termes gaussiens e~z et ). Par contre dans le cas des immeubles on

trouve un terme de bord supplémentaire : [] s (1— < a,d >)7/2. Cela est dt simplement
au fait que le noyau de transition p™ est a support fini.

Donnons maintenant le schéma de la preuve, sans trop rentrer dans les détails tech-
niques. Elle se divise essentiellement en deux étapes. Le point de départ est d’utiliser la
formule d’inversion de Fourier (1.5) du noyau de transition. Ensuite par Wy-invariance, on
peut remplacer le terme Py(if)/|c(i6)|* dans la formule, par c(if)~'e=***>. La premiére
étape consiste alors a faire une intégration par partie, pour faire disparaitre la fonction c de
la formule, et faire sortir le terme Fy(Z)n~ | de 'intégrale. Pour cela on utilise I'identité
remarquable

)RR = (n+ [RT]) -+ (n+ Dru(h)R"A,
ofl 7, est un certain polynome possédant de "bonnes" propriétés, m =[] g+ @, et A =
[I.cr+(e= —e™ 7). Clest pour obtenir cette formule que I'on a besoin de se restreindre

au cas particulier de A,, et de la marche simple. L’idée de cette étape est inspirée de la
preuve dans le cas des espaces symétriques [A-Ji|. Dans ce cadre, I'identité utilisée était

7(0)[e7**] = const - 7(z)e 1"

La deuxiéme étape est de faire un changement du contour d’intégration, ou plutot un
changement de variable if — i0 4+ s. Le point s est choisi suivant la méthode de la phase
stationnaire, ou méthode de Laplace. Toute I'intégrale se concentre alors autour de l'origine,
et il suffit ensuite de faire un changement de variable adéquat, pour obtenir ’estimation
souhaitée.

Le deuxiéme résultat du chapitre 4 est une estimation de la fonction de Green. La
preuve résulte relativement aisément, a quelques points techniques prés, de celle du noyau
de la chaleur. La fonction de Green est définie pour x € Vy et z € [0, 5], par

Nous obtenons
Théoréme 1.2.8 1. Siz e (0,p7}), alors

1
G(I‘,Z) = |R+|+r;1

= |x‘ €7<E’SO>F0(T),

pour tous x € Vy, ot 59 € ay est uniquement déterminé par la condition : h(sg) =
(pz)~' et Vh(so) est proportionnel o .

26



2. On a
1

) = |z 2R+ —2

FO (E)a
pour tous x € Vy.

En revanche cette estimation est trés similaire & celle sur les espaces symétriques obte-
nue par Anker et Ji [A-Ji]. En particulier les effets de bord ne sont plus visibles. Plus
précisément, la fonction de Green sur les espaces symétriques est définie pour x € a; et

z €0, %], par
+oo
G(z, z) :/ pe(0, z)e"dt.
0

Théoréme 1.2.9 (Anker-Ji 99) 1. Siz € (0, %), alors

1
||R+|+

G(z,2) <

= | o e_clx‘Fg(.T),
T

2

pour tous x € Ay, ol c est une certaine constante dépendant de z.

2. On a

Gy 1

- |x|2|R+|+r—2

pour tous x € ay.

Comme annoncé plus haut, nous démontrons ensuite, dans le chapitre 5, le théoréme
1.0.1, essentiellement pour la marche simple. La preuve résulte de nos estimations du noyau
de la chaleur, ainsi que d’un résultat combinatoire (proposition 1.2.3 ci-dessous), qui peut
étre intéressant en lui-méme. On trouve un calcul un peu similaire dans [Ca~Wo| pour le
cas A, et dans la thése de Parkinson [Par2| pour tous les immeubles de rang 2.

Proposition 1.2.3 Pour tout A\ € P, tout sommet x\ € V)(0), tout w € Wy et tout
ied{l,...,r},

1o
Vagwr, (0) NV, (22)] = iy, i, -

Ce résultat permet de déduire une expression explicite des probabilités de transition de la
marche aléatoire simple radiale. Ces formules mettent ensuite en évidence la convergence
du générateur de la Fy-marche renormalisée vers celui du MB intrinséque. Ceci implique
alors le théoréme 1.0.1, grace a un critére de Ethier et Kurtz [E-K] (cf chapitre 5 pour plus
de détails). Néanmoins lorsque les marches partent de 0, pour pouvoir appliquer ce critére,
il faut pouvoir controler ce qui se passe en temps petit. C’est exactement le méme principe
que pour les processus de HO. Pour ces derniers, c¢’est I’estimation de Fj du théoréme 1.2.3
qui permettait de s’en sortir. Alors que pour les marches simples sur les immeubles, ce sont
les estimations du noyau de transition du théoréeme 1.2.7 que 1'on utilise.
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Premiére partie

La théorie de Heckman et Opdam
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Chapitre 2

Estimation des fonctions
hypergéométriques, espace de Schwartz,
noyau de la chaleur

Ce chapitre reprend pour l'essentiel 'article [Schl] soumis pour publication.

Résumé : Sous I’hypothese d’une multiplicité positive, nous obtenons les estimations de
base des fonctions hypergéométriques F et G de Heckman et Opdam, et des estima-
tions optimales des fonctions particulieres Fy et Go. Ensuite nous prouvons le théoréeme de
Paley-Wiener pour l’espace de Schwartz, résolvons [’équation de la chaleur, et donnons des
estimations du noyau de la chaleur.

Abstract : Under the assumption of positive multiplicity, we obtain basic estimates of the
hypergeometric functions F\ and Gy of Heckman and Opdam, and sharp estimates of the
particular functions Fy and Gy. Next we prove the Paley-Wiener theorem for the Schwartz
class, solve the heat equation and estimate the heat kernel.

31



2.1 Introduction

Classical harmonic analysis on R” has now been extended to other spaces. For instance
Harish-Chandra considered the case of semi-simple Lie groups. Then he was followed by
Helgason, who studied Riemannian symmetric spaces of the noncompact type, which are
Riemannian spaces of negative curvature. In particular, Harish-Chandra introduced and
studied the spherical functions, which play the role of the exponentials in these spaces. A
more general setting, in the flat case, appeared two or three decades ago, with the theory
of Dunkl operators. It gives a vast generalization of the exponential functions, and of the
Fourier transform on R™. But it gives also a generalization of the harmonic analysis on
tangent spaces of symmetric spaces. The natural counterpart of the Dunkl theory in the
negatively curved setting is the theory of Heckman and Opdam. This theory has undergone
a profound evolution with the discovery of the Cherednik operators [C1|, the analogues of
the Dunkl operators in the flat case.

Heckman and Opdam [H-O|, [H-S], [O1] have developed their theory in the last two
decades. They have first introduced a new family of functions F) on R", which as in the
Dunkl theory are associated to root systems and a parameter, the multiplicity function.
They can be defined essentially as eigenfunctions of certain differential operators. When the
multiplicity function takes particular values, then these operators coincide with the radial
part of the G-invariant differential operators on the symmetric spaces of noncompact type
G /K. Thus the restrictions to a Cartan subspace a of the spherical functions are particular
functions F). In this way the theory of Heckman and Opdam is also a generalization of
harmonic analysis on the symmetric spaces G/ K. However, some of the techniques used
by Harish-Chandra cannot always be transposed (at least not trivially) in this new theory,
because there are no longer underlying Lie groups. The main tools used in harmonic analysis
on the symmetric spaces are in the one part an integral formula of the spherical functions,
and in another part a development in series of these spherical functions. Heckman and
Opdam have shown that their functions F have a development in series of Harish-Chandra
type, but there is not (at least not yet) an integral formula, for general root systems.
However this gap has been compensated by two main discoveries. First the discovery of
the differential-difference operators by Cherednik [C1], and then the discovery by Opdam
of a new type of functions, the functions G [O1], for which the calculus and estimates can
be more easily performed. These functions are eigenfunctions of the Cherednik operators.
However until recently the only asymptotic result was essentially the fact that the functions
F\ and G, were bounded [O1]. Delorme has obtained a much better estimate, even in the
more complicated case of a negative multiplicity |D], but it requires involved materials and
techniques.

In this paper we give sharp estimates of the functions F), GG\ and their derivatives, in
an elementary way. Our method is only based on the study of the system of differential and
difference equations satisfied by the functions Gy, improving on the way what had been
already done by De Jeu [Jel] and Opdam [O1] for bounding their functions. We also give
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a global estimate of the particular functions Iy and Gy. It generalizes some results in the
noncompact symmetric spaces [Al], [A-B-J|. Then we deduce from these estimates and
from a general method of Anker [A2]| the inversion formula on the Schwartz space. Finally
we solve the heat equation and we give some estimates of the heat kernel.

2.2 Preliminaries

Let a be a Euclidean vector space of dimension n, equipped with an inner product (-, -).
Let h = a ®g C be the complexification of a. The notation R and & denote the real and
imaginary part respectively, of an element in § or possibly in C. Let R C a be an integral
root system. We choose a subset of positive roots R*. We denote by R¢ the set of positive
indivisible roots, by II the set of simple roots, and by Q% the positive lattice generated by
R*. Let a¥ = ﬁa be the coroot associated to a root « and let

ro(z) =2 — (", 2),

be the corresponding orthogonal reflection. We denote by W the Weyl group associated to
R, i.e. the group generated by the r,’s. If C' is a subset of a, we call conjugate of C' any
image of C' under the action of W. Let k£ : R — [0, +00) be a multiplicity function, which
by definition is W-invariant. In the sequel we may actually forget about the roots o with
k., = 0 and restrict ourself to the root subsystem where k is strictly positive.
Let

a, ={z|VaeR", (a,z) >0},

be the positive Weyl chamber. We denote by a; its closure, and by da, its boundary. Let
also a,ee be the subset of regular elements in a, i.e. those elements which belong to no
hyperplane {« = 0}. For I a subset of R", let

ol :={zca|Vacl, (a,2) =0}

be the face associated to I. Let R; be the set of positive roots which are orthogonal to af,
and let W be the subgroup of W generated by the r, with a € R;.

For £ € a, let T be the Dunkl-Cherednik operator. It is defined, for f € C'(a), and
T € Oreg, DY

Tef(x) = Ocf(x) + D hap— M){f<) flraz)} = (p.€) f(x),

where

:% Z koo

aeRt
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The Dunkl-Cherednik operators form a commutative family of differential-difference ope-
rators (see [C1] or [O1]). The Heckman—-Opdam Laplacian £ is defined by

ﬁzzn:Tg,
=1

where {&1,...,&,} is any orthonormal basis of a (£ is independent of the chosen basis).
Here is an explicit expression (see the appendix), which holds for f € C?%(a) and = € @y

LF@) = Afw)+ Y hacoth 0, 1) 4 (o) (2.1)
aeRt
o
ka4sinh2 (O;z) {f(l‘) - f(raf)}

aeRT

Let A € h. We denote by F\ the unique analytic W-invariant function on a, which satisfies
the differential equations

p(Te)F\ = p(\)F), for all W-invariant polynomials p

and which is normalized by F)\(0) = 1 (in particular LF) = (A, A)F\). We denote by G
the unique analytic function on a, which satisfies the differential-difference equations

TGy = (N &G, for all € € a, (2.2)
and which is normalized by G(0) = 1.

The c-function.
We define the function c as follows (see [Hel] or [H—O]) :

) lka 2)
= ¢, H /
)\ Oév —|— kf + ka/Q)
where ¢y is a positive constant chosen in such a way that c(—p) = 1, and ky/p = 0if § & R.

Observe that if
) =[] (e,
aER(T

then the function

is analytic in a neighborhood of 0.

Remark 2.2.1 For the reader’s convenience, let us point out a notational difference
between our setting and symmetric spaces. There > denotes the root system and m : ¥ —
N* the multiplicity function. Everything fits together if we set R = 2% and ky, = %ma.
Notice in particular that p is defined in the same way in both settings :

:%Zmaa:%Zkaa.

aeXt a€ERT
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2.3 Estimates

2.3.1 Positivity and first estimates
Let us begin with the following positivity result.

Lemma 2.3.1 Assume that A € a. Then the functions F\ and G are real and strictly
positive.

Proof of lemma : Since

Fy(z) = |W| Y Giw-z), z€aq, (2.3)

weW

it is enough to prove the lemma for G. First of all, the function G, is real valued, since
Gy and G, satisfy the same equations (2.2), and hence are equal. Assume next that G
vanishes. Let x be a zero of G of minimal norm r = |z|. Consider first the case where
x is a regular point, and take a vector £ in the same chamber as z. As GG is positive for
|z| < r, we have

8§G)\<$> S 0
Writing down (2.2), we get
0eGr(z) = Y b _(M — 5 (GA(rax) — Ga(2)) + (p+ N, E)Ga(z). (2.4)
a€RT
Since for all roots «,
(@, €)
= e tam =%

we deduce that 0:G)\(z) = 0, and that G(rox) = 0 for every o € R. Hence G and VG,
vanish at the point x and furthermore at each conjugate of x under W. Differentiating
(2.4), we see that every second order partial derivative of G vanishes on the W-orbit of z.
And similarly for all higher order derivatives. Since GG, is analytic, we deduce that G, = 0.
This contradicts the fact that G(0) = 1.

Consider next the case where x is singular and let I = {« € R | (o,2) = 0}. The
equations (2.2) become now

9:Gr(z) = —sz a G(z) (2.5)
+ D ket e (Galar) = Ga@)) + (0 + X, §)Gi(w).
aeR+~I

We may argue as before, taking ¢ € a’ in the same face as . Notice that the first sum
vanishes in the right hand side of (2.5), and that

85(7’QG,\) (.T) = aragG)\(’f’aQZ).
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with r,£ in the same face as r,x. Eventually we obtain that all partial derivatives of G
along directions belonging to a! vanish at x. Again since G is analytic, it must vanish on
al, which contradicts G(0) = 1. This concludes the proof of the lemma. |

The next proposition is fundamental in order to have uniform estimates in the parameter
Aeb.

Proposition 2.3.1 (a) For all X € b,
|G| < G-
(b) For all X € a and for all x € a
Ga(x) < Go(z)emaxwlwra),

Proof of the proposition : For the first inequality, we study the behavior of the ratio

Q= Gi(t). We must show that |Q,]* < 1. We will in fact prove that for all £ € e,

M€, 1) = maas |Qx ()

is a decreasing function of r > 0. Since M (£,0) = 1 for all £, the result will follow. First of
all observe that the function M is continuous and right differentiable in the second variable
r. Then, using (2.2), we get

o) = 3 2 Q) Qnra)) — a0

a€ERT

Gggo\) (rax)
Gy ()

for all £ and all x regular. Hence if z is a regular element such that
Qu(@)? = max [Qu (we) .
and if £ is a positive multiple of z, we have

O|Qx*(2) < 0.

This means that 5
— <0

where we consider right derivatives. So for every £ regular, and every r > 0,

oM
W(&a 7’) <0.

In order to conclude, we need the following elementary lemma, whose proof is left to the
reader.
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Lemma 2.3.2 Let f : RT — R be a continuous and right differentiable function. We
denote by f} the right derivative of f. If for all x € RY, fi(x) <0, then f is decreasing.

According to this lemma, we have M(&,r) < M(£,0) = 1, for all £ € a,e and all r > 0.
By continuity, this inequality remains true if ¢ is singular. This concludes the proof of the
first inequality.

The second one is proved similarly, using the ratio

G)\ (I) e MaXy (wA,x)

Go(l')

R)\(l’) =

Specifically, if x is regular and & € a, then

Go(rax)
GO (IE)

agR)\(ZE) = Z %(RA('F&:U) - R)\(.Qf))
aERT

+ (N — mgx(w)\,g))R,\(:U),
where we consider again right derivatives. So if = is such that
Ry(x) = max Ry (wz)
and £ is a positive multiple of z, then
OeRy\(z) < 0.

Therefore
N(& ) = max Ry(rw - €)

is a decreasing function in r > 0, for all £ € a,e,. We conclude as for the first inequality. B

By averaging over the Weyl group, we deduce the following inequalities from Proposition
2.3.1.

Corollary 2.3.1 1. Forall A €0,
|Fa| < Frey-
2. For all X € a and for all x € a

F)\(Z‘) < Fo(x)emaxwew(w)\,m)'
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2.3.2 Local Harnack principles and sharp global estimates

In this subsection we first establish two Harnack principles for GG, and Fy when \ € a,
and next deduce sharp global estimates of these functions F)\ and of the function GGy. Before
stating the results we introduce some new notation. Let I be a subset of R*, and let d < d’
be two strictly positive constants. We denote by V(d,d’) the following subset of a :

Vid,d) :={z ca|VYaeRy, |(a,z)] <dand Va & Ry, |(a,2)| > d'}.

Let x € VI(d,d'), with I non empty. Let p!(z) denote its orthogonal projection on a’. Let
u € a! be such that for every a ¢ Ry, (o, u)sgn((a, z)) > |a|. Define now the vectors & (z),
and m;(z) as follows :
I g
piz) - pix) -
fiz)= LD | and py(z) = T

p'(z) — = p'(z) — x|
We will sometime just write them &; and 7; to simplify the notation. Notice that everything
was done in order that

Va ¢ R, (a,&(x)(a,z) > 0 and (o, mi(x)) (o, z) < 0. (2.6)
Naturally we have also
Va e Ry, (a,&(2))(a,z) = (o, m(x)) (e, x) <O0. (2.7)

We denote by p; and ¢, the projections of 2 on a’ along the directions &; and n; respectively
(we suppose that d’ is sufficiently large in order that these projections still lie in the same
chamber than z). Then we denote by p? and ¢? the orthogonal projections of p; and ¢
respectively on V?(d,d). We define also the vectors & and 7, (like before we forget the
dependence in z in the notation) by

p(b — DN qm — 1

€= b5t tu, and = 3
|q —CJ1|

—u.
|p® —p1|

Finally let p, and ¢, be the projections on V?(d,d) of p; and ¢, respectively along the
directions &, and 79 (here again we suppose that d’ is sufficiently large in order that these
projections lie in the same chamber than ). We summarize these definitions in the following
figure

al  VI(d,d) VO(d,d)
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We can now state the lemma

Lemma 2.3.3 (Local Harnack principle 1) Let A € a, and let d and d' be chosen as
above. There exist two constants C' > 0 and ¢ > 0 such that for all x € VI(d,d'),

gé%@i Gi(wzx) < Clgnlmr/l G(wpa(7)),

and

>
52%41/1, Gy(wx) ¢ max Gr(wga(z)).

Proof of the lemma : We begin by the first inequality. Let x € V!. First remark that
|z — p1(z)| and |z — ¢1(z)| are bounded by a constant, say h, which depends only on d. We
introduce the function M), defined on a by :

M, (z) = max G (wx).

weWr

Let y be such that G,(y) = M,(y). We have

0,G(y) = Y ko= o 51) 5 (Garay) — GA(y))

1 —e (e
a€ER;
(o, &
Y k86 - )
aceRT~\R1

(p+X&)GA(y)
> = Y 860+ (0 A&

()
a€RTRy

The lower bound is deduced from our choice of y and from the properties of & (2.6) and
(2.7). Now when a € RT \ Ry, the ratio 1_(3’&) is bounded by a constant which depends

—(a,y)

only on d’. Thus we can find a constant K, which depends only on d and A such that for
all y € VI(d,d),

Je, M\ (y) > —KM(y).

Here like in the proof of Proposition 2.3.1, we consider the right derivatives. Again by
Lemma 2.3.2, we get

M, (x) < eKhMA(pl(x)). (2.8)

Now we introduce the function N, defined on a by

Ny(z) = min G)(wz).

weWr

Observe already that Ny and M) are equal on a’, and in particular in p;(x). Moreover, by
the same technique as above, we can find a strictly positive constant K’ such that

Na(pi(2)) < "Ny (pa(a)).
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Together with (2.8) this proves the first inequality of the lemma. The second one can be
proved exactly in the same way, by using this time the intermediate point ¢; (). [ |

We could deduce from this lemma a local Harnack principle for F)\ too. We will instead
give a simple expression of the gradient of F\, which implies such a principle. Moreover
this expression will be needed in the proof of Theorem 2.3.3.

Lemma 2.3.4 (Local Harnack principle 2) For all x € a; and for all X € a,
1
VFE\(x) = T Z wH(p — N) Gr(wx). (2.9)
weW

In particular,

IVEA()| < (lp] + [A) Ex(2).
Proof of the lemma : By differentiating (2.3) we get as above

1
O Fi(z) = W Z OuweGa(wz),

weWw

for all £ € a. Now we use the equations (2.2), which gives

agF)\(l') = ﬁ Z Z ka%{G)\(Tawx) —G,\(U)CE)}

weW aeRt

1
T D (p+ X w)Ga(we)

weW
1 1 1
= _W u;v ;+ k:a(a, wg){\l — o (owe) + 1— e(a,wg)/}GA(wx)

=1

+ % S (p+ A wE)Gi(we)

| | weWw

— ﬁ Z (A = p, w&) Gy (wr).

weWw

This proves the first claim of the lemma. The second one is an easy consequence, using
again (2.3) and the positivity of G. [ |

We can now deduce a sharp global estimate of Fy which extends the result of Anker
[A1] to any multiplicities & > 0. Recently Sawyer [Saw| has obtained the same result for
root systems of type A, using explicit formulas.

Theorem 2.3.1 Ina;,

Fy(z) < e T 1+ (a,2)).

aERJ
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Proof of the theorem : We resume the proof in [A1l], that we sketch. The local Harnack
principle for Fyy (which was deduced in [A1]| from Harish-Chandra’s integral formula) allows
us to move the estimate away from the walls in a,. There we expand Fp, using the Harish-
Chandra series

Fi(x) = Z Z c(wA)Ty(wA)elwA=P=a)

weW ge@+

that we multiply by m(\) in order to remove the singularity of the c-function at the origin.
Then we differentiate with respect to W(a%)| A—0, in order to recover Fy, up to a positive
constant. As a result we obtain a converging series

Fy(z) = Z F,(x)e(PHae),

q€Qt
with polynomial coefficients Fj, and leading term
Fye™ P ~ const.m(z)e P,
|

Remark 2.3.1 We may estimate in a similar way the function F\ when A is real. The
result reads as follows : for any A € a;,

F)\(z) < H (1+ (o, x))e“””’”)

aeR(ﬂ(a,/\):O
on a,.
Let us turn to the function Gy. For x € a, we denote by z™ its unique conjugate in a;.

Theorem 2.3.2 In a,

Go(z)=< [ (14 (a,z))er. (2.10)

aER(JH(oa,w)ZO

Proof of the theorem : Let us first show that G, has a series expansion in each chamber,
as was done by Opdam in the negative chamber a_ [O1]. We summarize his proof. He first
obtained that there exists a polynomial p such that for all z € a,eg,

(J] @) = ko = 2k20)Ga(2) = p(X, Te) Fa ().

046720+

By expanding F and T' = T; in each chamber, we find developments of the function G| :

Gi(z) = Z C(w_lw’/\) Z G’;’;"le(w'%—wp—q,w)

w'eW qgewQt
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for all x € wa,. Moreover Opdam has proved that Gi{’v%’w/ is equal to |W|0y (), where
wy denotes the longest element in W. Now we apply the same technique as in Theorem
2.3.1. First we multiply these developments by (), and then we differentiate with respect
to m(:%)[r—0. We get developments of the function Gy in each chamber :

Z GY(x)e(wota) (2.11)

qeEWwQ~*

for all z € wa,, where the G’ are real polynomials. Moreover according to the above
mentioned result of Opdam, we see that G;° is a strictly positive constant. Recall some
basic notation. The length [(w) of an element of W is defined by

l(w) =R NwRy|.

Recall that II denotes the set of simple roots in R*. Each ¢ € Q" writes ¢ = > . naa,
with n, € N. We denote by |q| := Y_ . na the length of ¢. For ¢’ € QF, we write ¢’ < g,
if ¢ — ¢ € Q. Naturally we have similar definitions on w@Q", where we denote by |q|,, the
length of any ¢ € wQ* and we write ¢’ <,, ¢, if ¢ € wQ™ and ¢ — ¢ € wQ™. Consider the
polynomials

Tw() = H (@¥,z) and T,(x) = H <1 - (av,a:)>.

a€RTNWRE a€RTNWRY
We need the following lemma, which will be used throughout the proof of Theorem 2.3.2.

Lemma 2.3.5 Letw e W.

1. Ifa e INWRT, then mp w(raz) = (ﬂ“’(‘r for all x € a,.

2. If a € R§ NwRY, then Fiy w(raz) < lf(“’—f, for all x € wa, .

3. If a € Ry NwRy, then there exists a constant C > 0, such that T, .(rer) <
C7w(@)(1 4 (¥, )R for all x € wa,.

Proof of the lemma : Let us prove the first claim. Since « € II, r,, maps Ry \ {a} onto
itself, hence Ry Nr,wRy onto (Ry NwRy) ~ {a}. The first claim follows.

Let us prove the second claim. We define therefore an injective map 4 from Ry NrowRy
into (Ry NwRy) \ {a}, such that 7,8 <, i(3) for all 3. The second claim will follow. Let
B € RE NrowRy. If rof € Ry, then we set i(3) = r,0. Otherwise, we have (a, ) > 0.
Hence 7,0 <, 8. But r,3 € wR{, and therefore 7,3 >, 0. Thus 3 € Ry NwR{ and we
set i(3) = (. The map ¢ defined this way has all required properties.

Let us prove the third claim. We define this time an injective map ¢ from I C Rg NrowRy
into Rg NwRy such that, if 8 € I, then r,3 <, i(8) + |(a", B)|a, and otherwise r,3 <,
|(aV, B)|a. The third claim will follow. Assume that 8 € Ry Nr wRy. If 7.8 € R,
then we set i(3) = r,3. Otherwise (a,3) < 0. Next, either 8 € wR{, in which case
rof3 <uw B+ (Y, B)|a, and we set i(F) = 3. Or § € wR, in which case roﬁ < |(@Y, B)]a.
The map ¢ defined this way has all required properties. |
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By expanding Gy in (2.4) according to (2.11) we get

VGY(x) = GUx)g+ > kaGed(raz)o (2.12)

ac€RTNWRT

D ke D AG e (ra?) = Gy (1)}

acwR*T  jeEN*
for all w € W, all ¢ € wQ™, and all x € wa_.
Step 1 : Let us first establish the estimate
|Gy ()] < Cry(x) Ywe W, Ve war.
It is obvious for w = wy. Let us prove it by induction on [(wg) — l(w). For ¢ = 0, (2.12)

amounts to
0:Gy (x) = g ko(a, &)Gi (rax).
aERTNWR*

Using the induction hypothesis and Lemma 2.3.5, we get

0GY(x) < C Y kal,OFryu(ran)

a€RTNWRT
CRI
< _\TS)
Sy ka1+(aV,x)W“}(x>
aceRTNWRT
= Oagﬁ'w(l’)

for all € way and ¢ € way, in particular for £ € Rtz. Since G¥(0) < C provided C' is
large enough, we obtain the upper estimate

Gy (x) < Cry(x) Vo € way.
The same argument yields the lower estimate
Gy (x) > —Cry,(x) Vo € way.

Step 2 : Let us next establish the following estimate : There exist a constant C' > 0 and
h € a4, such that for every w € W, ¢ € wQ™' and = € C}' := wh + way,

G2 (2)| < Cllegt, (2)(1 + g(x)) R (2.13)
The case ¢ = 0 was considered in step 1. Let ¢ € QT ~ {0} and w € W. Assume that

(2.13) holds for all (¢/,w’) € W' Q" x W such that |¢'|,, < |¢|w or such that |¢'|,, = |¢|, and
l(w") < l(w). Using (2.12), the induction hypothesis and Lemma 2.3.5, we get

0c[Cl 7, (14 )™ = G| (1) > (0, ) [|RF O, (14 P71 = G2] (2), (2.14)
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for all £ € way and all z € wh 4+ wa,, provided C' > 0 is large enough. Using now (2.11)
at the point wh we can also assume, by taking again larger C' if necessary, that

G;”(wh) < Clalw

for all ¢ € wQ™. Let now u € wh + way be such that (1 + (¢,u)) = |R*|. Equation (2.14)
implies that

(Ol 7, (1 + g)R7T — G¥)(x) > 0, (2.15)

for all z in the segment [wh, u|. For x = wh + t(u — wh) with t > 1, we have

qlw = + w [R*| qlw~ + w
3u[0| i, (1+q)® —Gq](:r) > (q,u)m[0| i, (1 +q)® |—Gq VOl (z).

Thus (2.15) holds also for x = wh + t(u — wh) with ¢ > 1. This proves the upper estimate
Gy (x) < Cllviey () (1 + g(x))

in C}’. The same argument gives the lower estimate
Gy (w) = —Clhvz, (2)(1 + g(x)) ™.

Step 3 : Let us now find a lower bound for Gf. We prove by induction on I(wg) — I(w) that
there exist a constant ¢ > 0 and h € a,, such that

Gy () > cmy(2)

for all x € C}’. We suppose that it is true for w’ such that I(w’) > | and we consider w
of length [. By the induction hypothesis there exists some h € a, and ¢ > 0 such that,
Gy (rox) > cmypw(rox), for all x € C} and all @« € RT NwR™. Let now ¢ > 0 be another
constant. Assume that for some 2y € C}’,

(G = dmul(zo) < GG — mul(wh) — 1,

and suppose that z is such element of minimal norm in C}". Let (a*)sewn be the dual
basis of wll, i.e. for & and 8 in wll, (a*,3) = 0 if o # [ and = 1 otherwise. Let o € wll
be such that (g, g — h) = maxgen(3, zo — h). It implies that, for small € > 0 at least,
xo — ey € C. Hence

Oz |Gy — '] (9) < 0.
On the other hand we know that for x € wa,,
rgw 2¢ my(x)
VIGY — dm,)(x) = ksG " (rpx) — —= ) 2.16
(G 1€9) > BlkeGy (rpe) |B|2(6V,x)] (2.16)

BERTNWRT

Now we need the following elementary lemma.
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Lemma 2.3.6 Let a € wll. Assume that there exists 3 € R{ NwR™, such that o <, B.
Then there exists v € TN wWR™, such that o <,, 7.

Proof of the lemma : Let § = Z'yeH n.7 be the decomposition of 3 in II. Since 8 € wR{,

there exists v € IINwR such that n, > 0. We see moreover that 7 := Zvenmeg (NSNS
wR*, and that 8 <,, 4, which concludes the proof of the lemma. |

Suppose now that there does not exist v € II NwR™ such that oy <,, 7. Then by Lemma
2.3.6, no other § € RTNwR™ satisfies oy <,, 5. Thus from equation (2.16) we get that for
all y in the segment between x¢ — ea§ and g, Onz (G5 — ¢'Tw|(y) = 0, which contradicts the
initial hypothesis on 5. We conclude that there exists v € II N wR™ such that oy <, 7.
Again from (2.16) we get

T (o)

(g, o)’

where ¢; and ¢y are positive constants. But with the first part of Lemma 2.3.5 we have
T w(T420) = 7wzl Moreover by our choice of o, we have (v, o) < |7]w(cto, o). Thus if

('YV @0) ’
c is sufficiently small we get

0oz |Gy — 'my](0) > cremy 0 (ry20) — o

8a3 [Gg} — C/Ww](l'g) >0

and a contradiction. The induction hypothesis for w follows.

Putting now the third steps together, we get the desired estimate of Gy away from the
walls. With Lemma 2.3.3, this concludes the proof of the theorem. |

The preceding theorem has for us a very important consequence. Let E be the Euler

operator. It is defined for f regular, and =z € a, by Ef(z) = (z,Vf(z)). The following
theorem generalizes the analogue result of [A-B-J] in the setting of symmetric spaces. Our
proof is in a certain sense more elementary than in [A-B-J]|, because we do not make use
of the descent technique of Harish-Chandra.
The first claim of the theorem will be needed in the estimate of the heat semigroup (Pro-
position 2.5.2). It will also be used in the study of the asymptotic convergence of the
Fy-processes (see [A-B-J|). It will allow us in [Schl| to generalize some results of Anker,
Bougerol, and Jeulin [A-B-J| for all £ > 0. The second claim is just a technical result
needed in the proof of the estimate of the heat kernel (see Theorem 2.5.2).

Theorem 2.3.3 1. There exists a constant K > 0 such that for any x € a,
0 < Ellog(e’Fp)](z) < K.
2. We have the two following estimates

1

E[log(e”Fo)](ﬂf) = R+ O @)
aE )

1
1 pF = )
Z \/1—|— (o, )2 (log(e”Fo))(x) = 1 4+ minger+(a, x)

ozeR7L
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Proof of the theorem : With the formula (2.3) and (2.9), we get for any = € ay,

Go(wx)
F()([L') .

(2.17)

1. Formula (2.17) proves already the first inequality. For the second inequality we show
by induction on the length [(w) of w € W that for all x € @,

(p,2) — (pwz) < K'l(w) max_ |(,wa)], (2.18)
a€RF NwR~
where K’ = maxaeRg(p, aV) is a constant. Suppose that the induction hypothesis

is true for all w of length less or equal to [. Let v € W be of length [ + 1. Let
a € IINvR~, and let w = r,v. We have [(w) = [. Moreover since o € II, r, maps
Re NwRy onto (Ry NvRy) ~ {a}. But for all x € a,

(:07 x) - (p7 1).7}) = (p7 LC) - (p7 wx) - (Oé,?)%)(p, aV).

Thus (2.18) follows for v by using the induction hypothesis. Now with Theorems 2.3.1
and 2.3.2, the first claim is proved.

2. These estimates result also from Formula (2.17) and the global estimates (Theorems
2.3.1 and 2.3.2) of G and Fy. The fact that |Rg | is the limit of E[log(e”Fy)](x) when
(v, x) — oo for all @ can be seen exactly like in [A-B-J| by expanding the functions
F\ in series. This finishes the proof of the theorem. |

2.3.3 Estimates of the derivatives

In this subsection we estimate the derivatives of the hypergeometric function G, (z),
first in z alone and next jointly in (A, x).

Proposition 2.3.2 Let p be a polynomial of degree N. Then there exists a constant C
such that, for any A € b and for any x € a,

P )GA@)] < C(1+ MDY Fola)emse2rs)
Proof of the proposition : According to Proposition 2.3.1, we know that this estimate
holds with no derivative.
Step 1 : Estimate away from walls
By induction, Formula (2.4) allows us to express on a,, derivatives of G in terms of lower
order derivatives and to estimate them away from walls. More precisely we obtain this way
the desired estimate when x stays at distance > ﬁ\kl from walls.
Step 2 : Estimate on faces
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Assume that z lies in a face a’ (of minimal dimension), then (2.4) becomes (2.5), which
writes also

OrsoOr@) = Y ke (G(r) — Gala) 219)

acRT\R1

+ (p+ X GA(x),

$+2Z Paf

OCER]

where

Notice that the linear map A, ; : @ — a is one-to-one, since the expression

(Aw1(£),€) = |§|2+22 |20z§

a€ERT

is strictly positive for all nonzero £. By induction, (2.19) yields the following estimate : for
every € > 0, there exists a constant C' > 0 such that for all multi-indices &, for all A € b
and for z € al such that min,er+x, |(a, )| >

0
1

1+|>\\

)G (z)] < |K[1CII(1 4 [N IH Fy () emaxwew (wiA) (2.20)

Step 3 : Estimate near the faces
If = is near a face a, we use (2.20) and the Taylor development of G5 in the orthogonal
projection of x on al. More precisely let € > 0 be such that Ce < 1, where C is the constant
appearing in (2.20). Then there exists a Constant C" > 0 such that, for all multi- indices K,
forall A € h and for x € a at distance < from a’, such that min,er+ g, |(o, z)| >

a ! K max. w x
(5,)"Gala)l < (1 + AN Fy () erexwen (), (2.21)

1+|)\\ 1-H)\|

Step 4 : Conclusion

Now we first use the step 3 near the origin. We get € > 0 and Cy > O such that (2.21)
holds (with Cj in place of C") TH
the step 3 near the faces of dimension 1. We get ¢; and (' such that (2 21) holds forzea
at distance < 7 +| N from any face of dimension 1, and at distance > 7% +| N from the origin.
And like this we get successively, for each d € N constants ¢; > 0 and C, associated to
the faces of dimension d. Eventually we conclude with the first step. |

We can now derive the fundamental estimate :

Theorem 2.3.4 Let p and q be polynomials of degree M and N. Then there exists a
constant C' such that, for all X € b and for all x € a,
0 0

’P(a)Q(a—x)G,\(@\ < C(1 4+ x)M(1 + | MY Fy(z) emexw RwAe),

47



Proof of the Theorem : The proof is standard. Theorem 2.3.4 is deduced from Propo-
sition 2.3.2 using Cauchy’s formula. More precisely, one integrates G(x) in the variable A

over n-tori with radii comparable to ﬁ [ |

Remark 2.3.2 This estimate holds true for F) too.

2.4 Hypergeometric Fourier transform and Schwartz spaces

We first recall the definitions of the hypergeometric Fourier transform and of its inverse,
according to Cherednik [C2|. Let u be the measure on a given by

du(z) = H |251nh(%,x)|2k“ dzx.

a€RT
N

J/

:=4(z)

The hypergeometric Fourier transform H is defined for nice functions f on a by

H(f)(N) = /f(x)G’A(—x)du(x), VA€ b. (2.22)

Let v be the asymmetric Plancherel measure on ia defined by

P((A ") + ko + Shay)D(=(A 0¥) + ko + Shaj + 1
av(y) = [ L)+ hat pha@D(=(00%) + bt phoa+ 1)

A\,
T((A\ @) + 2kaj2)D(=(N\ @) + Lkap + 1)

a€R+

where c¢ is a normalizing constant. The inverse transform Z is given for nice functions h by
I(h)(z) = / B(N)Ga(x)dv(\), ¥z € a. (2.23)
In the case k = 0, H and Z reduce to the classical Euclidean Fourier transform

FOO = [ faje O

and its inverse

FU0) () = (27)~" / B\,
We shall consider the following function spaces. The classical Schwartz space on a is
denoted by S(ia). Its topology is defined by the semi-norms

0

Tp.n(h) = sup(1 + IAI)Nlp(a)h(A)I,
A€ia

where p is any polynomial and N € N. As usual C2°(a) denotes the space of C*° functions

on a with compact support and C2°(a) the subspace of functions with support in a given
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compact subset I'. Let us denote by C(a) the space of C*° functions on a, such that for all
polynomials p and all N € N,

_ 0
sup(L + |z[)" Fo(x) 1Ip(a—)f(ﬂiﬂ < +o0,
rEa T
It is the Schwartz space on a associated to the measure u. Its topology is defined by the
semi-norms 9
o (f) = sup(L+ [2))* Fo(w) " p(5-) f(2)].

TEa X
Notice that according to Proposition 2.3.1, we may replace Fy(z) by e~ ®*") in the definition
of C(a) and its topology. Let us recall that x* is the only point in the orbit W - z which
lies in a7
Lemma 2.4.1 1. C(a) is a Fréchet space.

2. C>(a) is a dense subspace of C(a).

Proof of the lemma : These facts are standard. The second one is proved for example
in [D], more precisely in Appendix A by M. Tinfou. [ |

Eventually, the Paley-Wiener space PW (h) consists of all entire functions h on h which
satisfy the following growth condition :

3R >0, VN € N, sup(1 + |A)Ne BB (\) < co.
A€h

Given a W-invariant convex compact subset I in a, PWr(h) denotes the subspace of PW ()
defined by the specific condition

VN €N, sup(1 + [A)Ve 7 "*Vp(N) < .
Aeh

Here v(\) = sup,cr(A, z) is the gauge associated to the polar of I'.
The mapping properties of the hypergeometric Fourier transform were investigated by
Opdam [O1] and revisited by Cherednik [C1|. Here are two main results
(i) Paley-Wiener theorem : ‘H and Z are (up to positive constants) inverse isomorphisms
between C2°(a) and PW (h).
(ii) Plancherel type formula :

/f 2)dp(z) = const - /Hf YHg(\)du(\).

Opdam [O1] proved eventually a more precise Paley-Wiener theorem : H and Z map C°(a)
and PWr(h) into each other (and hence are inverse maps, up to a positive constant), where
I is the convex hull of any W-orbit W - x in a. The proof works as well for the polar sets

F={ze€al|(AT,2") <1}
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where A is any regular element in a. We shall need this version of the Paley-Wiener theorem
with positive multiples of p.

We are now able to resume Anker’s approach [A2] in order to analyze the hypergeometric
Fourier transform in the Schwartz class. The following type of result was already obtained
by Delorme |D], following Harish-Chandra’s strategy. On one hand, Delorme considers only
W-invariant functions but, on the other hand, he deals with the more difficult case where
kE <0.

Theorem 2.4.1 The hypergeometric Fourier transform H and its inverse I are topological
isomorphisms between C(a) and S(ia).

Sketch of the proof : The proof is divided in two parts which correspond to the following
two lemmas. The first one is elementary.

Lemma 2.4.2 The hypergeometric Fourier transform H maps C(a) continuously into S(ia).

Lemma 2.4.3 The inverse transform Z : PW (ia) — C°(a) is continuous for the topology
inherited from S(ia) and C(a) respectively.

Proof of the lemma : Let h € PW and f = Z(h). Given a semi-norm o = o, 5 on C(a),
we must find a semi-norm 7 on S(ia) such that

opn(f) < 7(h).

We denote by g the image of h by the inverse Euclidean Fourier transform F~!. According
to the Paley-Wiener theorems for the hypergeometric and the Euclidean Fourier transforms,
we have the following support conservation property : supp(f) is contained in I', = {z €
a| (p,at) <r}if and only if supp(g) C I';. Let w; € C*(a) such that w; = 0 inside T';_4,
w; = 1 outside I';, and w; is uniformly bounded in j € N*, as well as each derivative. Set
g; = w;g, h; = F(g;) and f; = Z(h;). Here is a crucial observation : we have g; = ¢ outside
I';, hence f; = f outside I';, by the above support property. Let us estimate f = f; on
I';11 N T, First of all, using Proposition 2.3.2, there exist N’ € N and C' > 0 such that

1., 0 :
sup (14 [)" Fo(w) " Ip(50) fi(2)] < €3 e (hy).
IEFj+1\Fj €r
Next, by Euclidean Fourier analysis
N/

e (hy) < C Y sup(lz] + 1) Vg, ()],
=0

rea

Observe that g; and its derivatives vanish in I';_;. Hence
N/

N7 (hy) < C’Z sup (Jz| + )N Vig(2)].

=0 ZEGG\F‘j_l
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Again, by Euclidean Fourier analysis,
N/

S sup(Ja] + DN V()] < Crapnia e (B):

=0 rea

In summary, there exist N € N and C' > 0 such that, for every j € N*,

_ 0

sup (1 +[e)" Fo(e) " p(5) f (@) < OTngnsann (R).
IEFj+1\Fj €

The remaining estimate of f in I'y is elementary. |

In the W-invariant setting, the hypergeometric Fourier transform and its inverse may be
written

H()() = / f () Fx(~)dp(z)
and

T(h)(\) = / BN Fa(2)d' ()

where

F )\ \ k’a lka F _ )\ \Y ka lka
W) = const- T] SO+ Eat hap D=0 0") + b+ phop)
aeRY F<<)\’ a ) + Eko‘/Q)F(_()‘v a ) + §ka/2>

= const - c(\) te(=A)"! dA

X

is the symmetric Plancherel measure or Harish-Chandra measure (see [C2]). We denote
by C(a)" and S(ia)" the spaces of W-invariant functions of C(a) and S(ia) respectively,
which we identify also with their restriction to a;. From Theorem 2.4.1 we get

Corollary 2.4.1 These transforms are topological isomorphisms between C(a)" and S(ia)".

We recover this way the main result of [D] in the easy case k > 0.

2.5 The heat kernel

2.5.1 Solution to the Cauchy problem

In this section we solve the heat equation (with Cauchy data) for the Heckman—-Opdam
Laplacian. We follow essentially the presentation of Rosler [Rosl| section 4, and refer to
this article for some proofs, which are identical in our setting. We denote by D the modified
Laplacian defined by

_1 _ 2
D=L~ 1pF).
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The heat operator H is defined by
H - 815 — D

on C*!(a x R). We consider the standard Cauchy problem : Given a continuous bounded
function f on a, find u € C*(a x (0,+00)) N C%a x [0, +00)), such that

Hu=0 onax(0,+00)
’ 2.24
Definition 2.5.1 The heat kernel p,(x,y) is defined for x,y € a andt > 0 by
play) = [ € HIRIG, ()G (~y)dv(). (225)
ia

The heat semigroup (P;,t > 0) is defined for f € C(a) andt > 0 by

_ Lo y) fy)dply) ift>0
Bifle) = { f(x) ift=0.

Using the hypergeometric Fourier transform and its inverse, we can express the heat semi-
group as follows .
2 2
Pf =TI\ e R ()

and deduce its basic properties which are summarized in the following theorem (the ana-
logue of Theorem 4.7 in [Rosl|).

Theorem 2.5.1 1. (P,t > 0) is a strongly continuous semigroup on C(a).
2. Let f € C(a). Then u(x,t) = P,f(x) solves the Cauchy problem (2.24).

As in the Dunkl setting, we show next that (Pt > 0) can be extended to a strongly
continuous semigroup on Cy(a) (the space of continuous functions f : a — C which vanish
at infinity, equipped with the norm |f|o = sup,c,|f(x)]). Consider D as a densely defined
linear operator on Cy(a) with domain C(a).

Proposition 2.5.1 1. The operator (D,C(a)) has a closure, which generates a Feller
semigroup (T(t),t > 0) on Coy(a).

2. T(t) coincides with P; on C(a).

Proof of the Proposition :

1. In order to apply the Hille-Yosida Theorem (see [E-K| Theorem 2.2 p.165) we need
to check the following two properties :

(a) Let f € C(a). Assume that z; is a global maximum of f. Then Df(xy) < 0 (this
is the positive maximum principle).

(b) (ul —D)(C(a)) is dense in Cy(a) for some u > 0.
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(a) follows from the explicit expression (2.1) of L. For (b) we prove with Theorem
2.4.1 that (uI — D) maps C(a) onto itself for every p > 0. In fact if f € C(a), then

7ﬂ@f—9vxmzwu+wﬁgﬂﬁ

2. The equality T'(t)f = P,f results from the uniqueness of the solution to (2.24) within
the class of all differentiable functions on [0, c0) with values in Cy(a) (see [Rosl]). B

YH()(N), A € da.

Corollary 2.5.1 The heat kernel py(x,y) is positive on ax ax (0,00), symmetric in (x,y),
and satisfies the following properties :

1. Forall z,y € a, for allt >0 and all w € W, p(wzx, wy) = p(z,y).
2. For allt >0 and x € a, pi(z,-) € C(a).
3. Let f € Cy(a). Then

_ _ [ Lo y) f(y)dply) ift>0
is still a solution to the Cauchy problem (2.24).
4. Forallt >0 and all z € a, [ p(z,y)duy) = 1.

Proof of the corollary : The positivity property results from the last proposition, which
implies that P,f > 0 for any f € C(a) with f > 0. Thus (see [Rosl]) pi(x,y) > 0 forallt > 0
and z,y € a, by continuity of pi(x,-). The invariance of p; under the Weyl group results
from the invariance of D when R is replaced by wR™, for any w € W. The symmetry
of p; results in the same way from its invariance by —Id, and from Formula (2.25). The
second and third assumptions are classical and result from basic properties of the G, (see
[Ros1]). The last assumption results from the point 3 and the fact that 7'(¢)1 = 1 (because
D is conservative, see |[E-K]| p.166). [

The W-invariant heat kernel p;" is defined for all z,y € a and ¢t > 0 by
1
ply) = Y plwwy) = Y plwe,w'y)

weW | | w,2w'eW
— / 6_%(l)\‘2+|p|2)F)\(I)F)\(—y)dyl()\).
ia
The W-invariant semigroup (PY,t > 0) is defined for f € C(ay), * € a; and ¢ > 0, by
PYSa) = [ o o fwuty). it o
O

and B}V f(x) = f(x). We have the analogue of Theorem 2.5.1. The generator of (Pt > 0)
is equal on C(a)" to the differential part D of D. The analogue of Proposition 2.5.1 for
D, is a consequence of Corollary 2.4.1 and the following lemma. The second claim of this
lemma will be used in [Schl].
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Lemma 2.5.1 The space C(a)V is dense in Cy(ay). Moreover if f € C°(ay), there exists
a sequence (uj); € C(ay)"V which converges uniformly to f, such that there exists a positive
constant C' > 0, independent of j, such that |Vu]( )<c for allz € ai, and if d(x,0a, ) >

%, then |Au;(z)| < C, whereas if d(x,0ay) < =, then |Auﬂ |<C.

Proof of the lemma : The density result is a consequence of the Stone-Weierstrass
theorem. However here we need more information, so we need the usual technique of regu-
larization by convolution with an approximate unity. Let f € C2°(a;). We can extend it
to a by W-symmetry, and we get a function f which is symmetric, and Lipschitz. Let u be
an approximate of unity, which is a W-symmetric C* function, with compact support in
the unit ball, and With integral equal to one. Then we consider the sequence of functions
(u;); defined by u;(z) := [ f r—y)j"u(jy)dy for x € a. It is classical to see that u; is C*°
and converges unlformly to f . It is also immediate that u; is W-symmetric. To see that it
has the required properties, observe that f is derivable (in the sense of distributions) with
a bounded derivative near the walls, and it is C*° away from the walls. |

We set hy(z) = py(0,2) = |W|pt V(0,z) for x € a;, and ¢t > 0. We have the formula :

hy(z) = / e~ 5P B (2)dy/ (). (2.26)

We will now prove that the heat kernel is in fact strictly positive. As usually we will prove
this fact by using a strong minimum principle. The result may be found in [Pro—Wei|, but
stated in a slightly different way. Thus we include a proof.

Lemma 2.5.2 (Strong minimum principle) Let ty € R. Let u € C*'(a x (tg, +00)) N
C(a x [tg,+00)). Assume that Hu > 0 on a X (ty,4+00), v > 0 on a X [tg, +00), and
uw(0,t) >0, for all t > ty. Then u >0 on a X (ty, +00).

Proof of the lemma : Consider the ellipsoid
E |z 4yt —t)? < 0.

Assume that © > 0 on F, and that u(z.,t.) = 0 for some (z,,t.) € OF, with tx > t;. By
hypothesis (z, t.) can not be the north pole. Moreover by reducing E if necessary, we can
always suppose that it is the only point in £ N {t > ¢y} where u vanishes. We shall perturb
u in a small ball

Bz —a) 4+ (t—t.)? <,

with 0 < € < min(3|z.|, 3(¢* — t)?). Consider the auxiliary function
(1) = e — ~rllaf (-0}

Let us compute and estimate

Hw(x,t) = 2r{2r|x|2 —1+7(t—ty) — Z ko(a, x) COth(%,&E)}
a€ERT
w o {lzlP+a(t=t0)?}
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This expression can be made strictly positive on B, by choosing r > 0 sufficiently large.
The function v = u + €w

e is strictly positive on B\ E, since w > 0 outside of E,

e is equal to v on BN JE, since w vanishes on 0F,

e can be made strictly positive on 9B N E by choosing € > 0 sufficiently small.
Thus the minimum v, < 0 of v on B is achieved at an inner point. There d,v = 0, Vv = 0,
and Av > 0. Hence Hv < 0. But on the other side Hv = Hu + ¢ Hw > 0, and we have a
contradiction. |

We can deduce from this lemma the
Corollary 2.5.2 The heat kernel pi(x,y) is strictly positive on a x a x (0, +00).

Proof of the corollary : First we apply the preceding lemma for the function u(z,t) =
hi(x). We have simply to prove that h;(0) is strictly positive for all ¢ > 0. This comes from
Formula (2.26). Moreover since the preceding lemma may be applied for any ¢, > 0, we
get that py(x,0) > 0 for any ¢t > 0 and = € a. Suppose now that p;(x,y) = 0 for some
z,y € a— {0} and ¢ > 0. We have

ple.) = [ pyle 2y e 0)dntz)

But as p is positive and continuous, this implies that p%(x,O)p%(O,y) = 0, and we get a
contradiction. [ ]

Remark 2.5.1 Since the space C(a) is dense in all the LP(a, 1) spaces, for p € [1,00), the
Hille-Yosida theorem (cf [E-K]) assures that D is closable on L”(a, 1) and generates a heat
semigroup (7™ (t),¢ > 0), which is strongly continuous. Moreover, still by an argument of
uniqueness in the Cauchy problem, we see that T® coincides with the preceding operator
P on C(a). And by continuity we see that T® is just the natural extension of P on L”(a, p).
It is equal for f € LP(a,pu), z € a, and ¢t > 0, to

T0(0)f(a) = Pof (@) = [ il ) F5)duty).
a
Obviously the same discussion applies in the radial situation (with D and PV in place of
D and P respectively).

2.5.2 Estimates and asymptotic of the heat kernel

In this subsection we establish a sharp global estimate of h; (Theorem 2.5.2) and an
asymptotic of pr(x,v/Ty) when T — oo (Proposition 2.5.3). Let v := ZaER+ k., and as
usual for x € a, we denote by x™ its conjugate in @,. A problem in order to get global
estimate of p, is that it is not a convolution operator. Thus p,(-,-) can not be simply
expressed in terms of the function h(-). Therefore the next Theorem is only a partial
result. A better one could be obtain if we had a global estimate of the Dunkl kernel.
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Theorem 2.5.2 The following global estimate holds, for allt >0 and x € a :

h(e) = 775 T+ )+ £+ [ )

OLERJ

2
w el =15

Proof of the theorem : Thanks to Theorem 2.3.3, and the known expression of the
heat kernel associated to the Dunkl Laplacian [Rosl|, we can use exactly the same proof
as in [A-Ostl]. In this proof use was made of the heat kernel in balls of radius R > 0
with boundary conditions. This may be avoided by using weak parabolic minimum (or
maximum) principles for unbounded domains, which hold also because the heat kernel
vanishes at infinity. |

Our next result gives an equivalent of pr(z, VT y) when T tends to co. This result will
be needed in [Schl] for the proof of the convergence of the normalized Fy-process. However
since the proof is easier in the W-invariant case, we begin by the analogous result for

W (x,/Ty). Then we will simply explain what has to be modified in the non-invariant
setting.

Proposition 2.5.2 There exists a constant K > 0, such that for any x € ay and any
yEay,

W (2, VTy) ~ Ke 5 T8 R31e=5T Ry (—2) Fy(VTy),

when T — —+00.

Proof of the proposition : We resume the "analysis away from walls" carried out in
[A-Ji|. It consists in expanding F) in the heat kernel expression

W (2, Ty) = / ~FORHA) By () By (V) (V) (2.27)

a

using the Harish-Chandra series [H-O]

Fy(y) =Y _ c(wh)e®™= 79 3" T (wA)e @),

weW qeQt

Recall that this expression holds for y € a,. Now we replace F ,\(\/T y) by its development
in series in the integral (2.27). The properties of the coefficients ¢, allow us to invert the
integral term and the series (see [A-Ji] for more details). Therefore we get

2
= 3 Ey(a,y)e T T 0raVTy) (2.28)
qeQ™
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where (using the W-invariance of v/ in \), for z,y € a,
E,(x,y) = K/ 6_%I/\|2+()"\/Ty)F/\(—{E)C()\)Fq()\)dl//(A).
ia

Here K is a constant whose value may change in the sequel. We denote by b’ the function
defined by

c(A)
b’(A dv'(\) = dA.
DE AT
It is holomorphic in zero. Observe now that
1 T 2 T 2
M(gp)e 50 = a(-x)e 5,

This formula comes from the fact that there are no skew symmetric polynomial of strictly
lower degree than |R¢|. Thus the function Ey may be rewritten as

o(z, ) K/ Wy T@A){B(Afy W(—2) (\) 7 A

Then we make the change of variables v = %, and we get

2 9 2
Eo(x,y)e_%T_(p’ﬁy) ~ KFy(—x)e 2P~V =3 1 (\/Ty)

Foy(—2x
X / e%leQﬁyl(v —Naw.
ia FO(_x)

The preceding integral has a finite limit, independent of x and y, when T tends to infinity.
Thus using the known asymptotic behavior of Fy (Theorem 2.3.1), we conclude that the
first term of the series in (2.28) has the desired asymptotic behavior. A similar study would
show that the leading terms are negligible. This concludes the proof of the proposition. B

Proposition 2.5.3 There exists a constant K > 0, such that for any x € a, and any
Y € Qpeg, if Wy € ay, then

2

Lyl n p\
pr(z, \/Ty) ~ Ke T 5 Rile -l TGO(w:c)FO(\/_y)
when T — +o00.

Proof of the proposition : The proof is similar to the preceding proposition. First we
have pr(z, vTy) = pr(wz, wv/Ty). Then in the integral expression of pp(wz, wv/Ty) , we
replace G(—wv/Ty) by its development in series. Since —wy € a_, we already know the
dominant term of the development. Indeed they were computed by Opdam in [O1] : they
are all zero except one which is equal to 7(A), up to a constant. But m(\)dv () behaves like
dv'()\) in zero, i.e. like |T(\)|2. Thus we can follow the rest of the proof of the preceding
proposition, and we get the result. |
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2.5.3 The Poisson equation for D

Our sharp estimates of Theorem 2.3.4 allows us to prove the

Proposition 2.5.4 Let f € L'(a, ). Then the function Gf : & — [° Pf(x)dt is finite
p-a.e. If moreover F(f) € L'(ia,v), then Gf is bounded, belongs to C?*(a), and satisfies
the Poisson equation DG f = —f.

Proof of the proposition : Let f € L!(a, ). For all z, and all € > 0, we have
Gl = | [ et [ [ eIenae-x i) fduta
0
1
< | [ rs@al i [eir| [ esra)a
0 1 ia

where C is a constant. But since for any ¢ > 0, P, is a contraction on L', we have therefore
|P.fli < |fli. Thus | [, P.fdt|y < |f| < co. And then p-a.e., | [} P.fdt| < co. Finally we
get that u a.e. Gf < co. This proves the first claim of the proposition. Now let f € L'(a, i),
be such that F(f) € L'(ia,v). Then we have

Gf(x)| < / F(HN) / S gy ()

FOO)
= 2 S e+

This shows that G f is bounded. Moreover using a theorem of differentiation under the

integral, and our precise estimate of the derivatives of the functions G, we see that Gf €
C?(a) and satisfies DG f = — f. This finishes the proof of the proposition. [ |

2.6 Appendix : computation of the Heckman—Opdam
Laplacian

First we give another expression of the Cherednik operator :

L) = 0f@)+ Y 0.9 con B ra) - flra)

aeRT

— Y )

aeRT
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Now we compute

+

+

+
Thanks to
sum.

Z k—;C th( ){T f( ) Taf(ra.l’)}
a€ERT
ka ( z)

> 5 coth {0af(2) = Oaf(ra-x)}

a€RT

> ot a0, 6y coth 2 ot I a) - 1))

a,BeERT

5 —(o,3") /—(ﬁ/l&
k:afl;;f-’? O, (5, Ia-Z) X
ﬁz I (a, B) co Tco ———{f(ra.x) — f(Tsra .x)}

a, eERt

-

Z ko‘fﬁ (e, B) coth @f(?‘gw)

a,BeERT

> a5y cot T )

a,BeERT

ko (o )
> % coth = {0af(2) = Oaf(ra-x)}
a€RT
kok ;

Z 4B(a,ﬁ)coth( 5 )c th( ){f( ) — f(rgra.m)}

a,BeERT

> o0 gy coth U () ~ Flraran)}

a,BeERT
the following lemma, we can remove the hyperbolic cotangent in the second

Lemma 2.6.1 Let R be an integral root system (non necessarily reduced). Then

2.

o,BERT rgorg=T7

koks(a, §){coth @ coth B2) _ 1} =0

2

for all non-trivial rotation 7.

Proof of the lemma : Applying the Euclidean Laplacian to the Weyl denominator formula

_(a@)

2}—

[Tt -

a€ERT

$ )

weWw
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we get the identity

B, x)
2

Z (a, B){coth (a,Z:Jc) coth (

a,BERT, a#p

—1}=0

which holds for all reduced root system. Now by restricting to the different root systems
of rank 2, we see that this relation is equivalent to the lemma.

e A; x Ay : trivial.

o A, :

(e%)) a1 + Qg

a1

The lemma reduces to the identity

]{32
3{— coth % coth % + coth % coth 2L —5 %2 4 coth % coth =1 ;— 2 _ 1} =0.
[ ] B2 = C2 :
ay o1 t+ay 200 + an
a1
The lemma reduces to the identity
2
kiko{ — coth N oth 22 + coth M coth ‘o1t az
2 2 2 2
2
+ coth % coth 1 T + coth T coth % -2} =0.
[ BCz :
20./1 + 20[2

f

Q2 oy + a22a1 + o

ar 20



The lemma reduces to the following identities of type By = Cs

2
kiko{ — coth 4 coth a2 + coth el coth 201 +
2 2 9 9
2
+ coth 2 coth %2 4 coth M2 coth <1122 9} — g
2
2ksks{ — coth 4 coth a2 + coth ad coth 200 o
2 2 9 9
2
+ coth % coth &1 + + coth 1t az coth % —2} =0.
o G,

3oy + 209
A

Qo + (6% 20[1 + ()[23al + o

Y
The lemma reduces to the following identities, the last ones being of type A,

3k k 3
; : { — coth % coth % + coth % coth %
3 2
+ coth % coth 22 + % + coth Q1+ % coth 24 ;_ 2
& 5 2 30 +2
©ocoth 202 o BN T2 o 2N T2 o SN T2y
2 2 5 5
k3 5
?1 — coth % coth 2 ;— @2 + coth % coth %
2
+ cotha1+a2 COth¥_1}:0
3k3 3 5 )
72 — coth % coth w + coth % coth w

3 3ay + 2
+ coth al;% coth 2L =02

-1} =0.
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Eventually we get the expression of the Heckman—-Opdam Laplacian :

Lf(z)

312 0
j=1
Taf(m)_zaf(Ta'z)

n k?a (Oé, ) n
ZaéjTﬁjf(l’)Jr > ~ coth— (a, § T, f ) = Te, f(

a€RT j=1
> Z 0, &) e, (1o
a€RT

Taf(ra.x)
—sinh—2 (52’3:)

18|12
8ﬁf(z)+3ﬁf(rﬁ.a:)
> 5o B 55,606 (0) - 0, £ 1)
BERT 7=1
k
> ‘326@ )0y, f (rp.x)
BeRt
fagf(rgx)
S B cotn M{(%f(w) )
aERT 2 2
k:
SRR (4 ) @) - Frsra))
a,BeERT

> Kb 0 gy coth @ £rpa) — frorea))

kg (8’ )

kT 6“'3
> (o B)coth = {f (o) £ )
a, ﬁ eERT

a,BeERT

SEEDILTE SR
a 2

> b r0) — R

N

To-T)}



Chapitre 3

Processus markoviens de
Heckman—Opdam

Ce chapitre reprend pour 'essentiel 'article [Sch2|, accepté a Probability Theory and
Related Fields.

Résumé : Nous introduisons et étudions [’analogue naturel des processus markoviens de
Dunkl en courbure négative. Nous donnons une décomposition en semi-martingale de la
partie radiale, et quelques propriétés des sauts. Nous démontrons également une loi des
grands nombres, un théoreme central limite, et la convergence des processus renormalisés
vers les processus de Dunkl. Enfin nous décrivons le comportement asymptotique du lacet
infint comme cela avait été fait par Anker, Bougerol et Jeulin dans le cadre des espaces
symétriques [A-B-J].

Abstract : We introduce and study the natural counterpart of the Dunkl Markov processes
i a negatively curved setting. We give a semimartingale decomposition of the radial part,
and some properties of the jumps. We prove also a law of large numbers, a central limit
theorem, and the convergence of the normalized process to the Dunkl process. Eventually
we describe the asymptotic behavior of the infinite loop as was done by Anker, Bougerol
and Jeulin in the symmetric spaces setting in [A-B-J|.
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3.1 Introduction

In the last few years, some processes living in cones have played an important role in
probability. The most famous example is maybe the planar Brownian motion with reflec-
tions on the boundary of the cone (see e.g. [LG|, [Law—Schr—Wer| where it is linked with the
Schramm’s Stochastic Loewner Evolution, or [Dub]). But here we consider other processes
which propagate in very special cones related with Riemannian geometry (we will precise
this in a moment).

The cones that we consider are associated to a root system. Roughly speaking a root
system is a set of vectors, satisfying a few conditions, in a Euclidean space (a precise
definition will be given in the sequel). The set of hyperplane orthogonal to the vectors
of the root system delimit cones, which are called the Weyl chambers. Usually one of
the chamber is chosen arbitrarily and called the positive Weyl chamber. One of the first
example of process with value in a Weyl chamber is the intrinsic Brownian motion (or IBM)
introduced by Biane in [Bil]. It may be simply defined as the Brownian motion killed on
the boundary of the positive Weyl chamber, and conditioned to never reach it. In fact it was
realized then, that this process appears in many branches of the probability theory. First
in dimension 1, it is the Bessel-3 process. But in higher rank it appears also for instance in
the theory of random matrices. A well known example is when the root system is of type A
(a precise definition will be given in the next section), in which case the intrinsic Brownian
motion is the process of eigenvalues of Hermitian matrices with Gaussian entries (the GUE
ensemble) and trace zero. But it appears also in a lot of other areas, like interacting particle
systems, directed percolation, or random permutations (see e.g. [OC]| for a survey of these
links). Let us also mention the recent work of Biane, Bougerol and O’Connell |Bi-B-OC],
where the IBM appears as a natural generalization of the Bessel-3 process in dimension n,
in the sense that it may be obtained by a transform of the Brownian motion in R", which
coincides in dimension 1 with the Pitman transform 25 — B.

Now another way, more geometric and more interesting for our purpose, to define the
IBM, is to consider the radial part of the Brownian motion on a complex Riemannian flat
symmetric space. Let us immediately say that the reader does not need to be familiar with
these notions (however well explained in [Hel]) in order to understand the content of that
paper. We will just mention that these spaces are tangent spaces of so called Riemmanian
symmetric spaces of noncompact type (see also [Hel]), which are Riemannian manifolds
with negative curvature. So the natural counterpart of the IBM in a negative curvature
setting is the radial part of the Brownian motion on symmetric spaces (of noncompact
type). Such Brownian motion was also already well studied, e.g. in [Ba] or in [B-J1] [B-J2]
where interesting links with the IBM are exhibited (they will be detailed in what follows).

More recently, Rosler [Ros1| and Rosler, Voit [Ros—Voil| have introduced a new type of

processes related to Weyl chambers of root systems, the Dunkl processes. These processes
are Markov processes as well as martingales, but they no longer have continuous paths.
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They may jump from a chamber to another. Nevertheless the projection on the positive
Weyl chamber (a proper definition in the sequel) of these processes, which is called the
radial part or radial process, has continuous paths. In fact the Dunkl processes are indexed
by a parameter k, and when &£ = 1 then their radial part coincide with the IBM. Moreover
in dimension 1 (see [G-Y1] for a particular study of this case) the radial Dunkl process of
parameter k is the Bessel process of dimension 2k + 1. This explains why (radial) Dunkl
processes are also called (in higher dimension) generalized Bessel processes. Let us notice
however, that for a general value of k, there is no more (evident) link with Riemannian
geometry. These processes were then studied more deeply by Gallardo and Yor [G-Y1]
[G-Y2] [G-Y3], and by Chybiryakov [Chyl| [Chy2|, who have obtained many interesting
properties, such as the time inversion property, a Wiener chaos decomposition, and a skew
product decomposition.

In this paper, we introduce and study the natural counterpart of the Dunkl processes
in the negatively curved setting, which we call the Heckman-Opdam processes. These
processes are also discontinuous, while their projections in the positive Weyl chamber have
continuous paths and coincide with the radial part of the Brownian motion on symmetric
spaces (of noncompact type) for particular choices of the parameter. We will show that
many known results in probability theory (see |[A-B-J| [Ba| [B-J1]) in the symmetric
spaces setup, can be generalized to these new processes. In particular the main result of
that paper is the following. Consider the bridge of a radial (for simplify) Heckamn-Opdam
process of length 7" around 0 (it starts from 0 and is conditioned to come back at 0 at
time T'). Then when T tends to infinity this process converges in law (in the path space)
to some process that we identify (the Fy-process, which is a relativized process in the
sense of Doob). Moreover after suitable normalization this process converges to the IBM.
This was proved for the values of k corresponding to the geometric setting (when radial
Heckamn-Opdam process coincide with radial part of BM on symmetric spaces) in [B-J2]
in dimension 1, and then in all dimensions in [B-J1]. Here we extend (Proposition 3.7.1 and
Theorem 3.7.1) this result to all strictly positive values of k£ (and we prove an analogue
result in the non radial case). In particular it is interesting to notice that the limiting
process does not depend on k. So the IBM is in some sense attracting, and distinguished
among the other (radial) Dunkl processes. Let us also mention that an analogue result has
been proved in the context of homogenous trees [B-J2], and in their natural generalization
in higher dimension, the affine buildings (in the case of type A), by the author [Sch2].

We detail now the organization of the paper. In the next section we define all the preli-
minary notions which are required to introduce the Heckman-Opdam and Dunkl processes.
These processes are defined in section 3.3, where we present also some elementary proper-
ties. In section 3.4 we show that the radial process is solution of a stochastic differential
equation. Since the coefficients of the SDE have singularities on the boundary of the Weyl
chambers, this can not be deduced from classical theorems, and is proved by using the
theory of Dirichlet processes. This result allows to prove then a law of large numbers and
a central limit theorem for the radial process. In the following section, we study the jumps
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of the process and show in particular that when the value of k is large enough, the process
does not jump anymore after a finite random time. In this case we prove also a law of large
numbers and a central limit theorem for the whole process (with jumps). In section 3.6,
we prove that after suitable normalization, the Heckman-Opdam process of parameter k
converges to a Dunkl process with parameter k&’ (for simplify let say that £’ is "almost"
equal to k). Eventually in the last section we prove the main theorem of the paper which
was described above.

3.2 Preliminaries

Let a be a Euclidean vector space of dimension n, equipped with an inner product (-, -).
Let h = a ®r C be the complexification of a. For o € a let o = ﬁa, and let

ro(z) =2 — (", 2),

be the corresponding orthogonal reflection. In the sequel we will identify any vector with
the linear form it represents. In particular if o, u € a, then both notations (a,u) and
a(u) are equivalent. Let R C a be an integral (or crystallographic) root system, which by
definition (cf [Bou|) satisfies the following hypothesis

1. R is finite, does not contain 0 and generates a.
2. Va e R, ry(R) =R.
3. Va e R, oY(R) C Z.

The hyperplane {(a,x) = 0} with a € R are called the walls. The root system is reducible
if it is the disjoint union of two root systems R; and R., such that for all o, 7 € R X Ro,
(a, ) = 0. If it is not reducible, we say that it is irreducible. In fact if the root system
is reducible, then for our purpose the study in R is equivalent to independent studies in
R1 and R,. Thus with no loss of generality we will assume here that the root system is
irreducible. A remarkable property of the root systems is that for any a € R, there exists
at most one (distinct of a) positive multiple of & in R, which can be either a/2 or 2a.
Now if for any o € R, 2a ¢ R, we say that the root system is reduced.

A system of positive roots R is defined as follows : first choose arbitrarily a vector
u € a, such that (o, u) # 0 for all @« € R. Then R™ is the subset of roots a € R such that
(a,u) > 0. Naturally, up to isometry, R™ does not depend on the choice of u. The simple
roots {ay,...,a,} are defined as a basis of R, in the sense that they lie in R and for
all @ € R*, there exist integers my, ..., m,, such that a = >  m;a;. The Weyl group
associated to R is by definition the group generated by the r,’s, with a € R. If C' is a
subset of a, we call symmetric of C' any image of C' under the action of W.

The (irreducible) reduced integral root systems have been classified (up to isometry)
into types. There exist 4 infinite families called (A, )n, (Bn)n, (Cn)n and (Dy,),, plus a finite
number of other types called exceptional (see e.g. [Bou| for more details). Let us describe
more precisely for instance the type A, :
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Type A, : Let (e1,...,e,41) be the canonical basis of R"™. Let a be the hyperplane
{(z,e1 + -+ ent1) = 0}. Then the set of vectors e; — e;, for ¢ # j, is a root system of a
of type A,. Moreover a choice of positive roots is the set of vectors e; — e;, with 7 < j.

Remark 3.2.1 There exists also a notion of root systems (not integral) where the condi-
tion 3 in the definition is not imposed. For instance in dimension 2, there exists an infinite
family of such root systems, which are the dihedral systems I,,. The system [, is the set
of vectors e2*7/"y, for 1 < k < n, where u is any vector of the complex plane. For non
integral root systems the general theory of Heckman-Opdam does not work anymore. We
could however define radial HO-processes as solution of an SDE (see Proposition 3.4.1 be-
low), but there existence would be assured only until the first hitting time of the walls, and
above all we could not prove many interesting properties. Therefore in this work, we will
restrict us to the case of integral root systems. Let us mention that in the Dunkl theory
(cf section 3.3.2) this restriction is not necessary.

A multiplicity function & : R — R™ is by definition a W-invariant function on R. We
recall that by the property 2 of the definition of R, we know that W sends R into R. Even
if it will be of no use here, we just mention that there is at most 3 orbits in R under the
action of W, thus £ takes at most 3 distinct values. Moreover if the root system is reduced
there is at most 2 orbits, and k takes at most 2 distinct values. We will assume in this
paper that k(a) (also denoted by k, in the sequel) is strictly positive for all « € R*. Let
us remark that the condition k, + kop, > 0 for all @ € R, is not more general, since if k is
null on some orbit (and not on all), we can remove it, and do the study on the remaining
root system.

Let
a, ={re€a|VaeR", (a,z) >0},

be the positive Weyl chamber. We denote by a; its closure, and by da, its boundary. Let
also a,,; be the subset of regular elements in a, i.e. those elements which belong to no
hyperplane {z € a | (o, z) = 0}.

For € € a, let T be the Dunkl-Cherednik operator. It is defined, for f € C'(a) and & € g,
by

Tef(x) = O f(x) = + D ko (@) = Flran)},

aeRt

:% Z k.o,

a€ERT

where

The Dunkl-Cherednik operators form a commutative family of differential-difference ope-
rators (see [C1]). The Laplacian £ is defined by

=1
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where {&;,...,&,} is any orthonormal basis of a (£ is independent of the chosen basis).
The Laplacian £ is given explicitly by (see [Schl]) :

)

Lf(x) = + > ka coth 2, f(2) + ol £ (@) (3.1)
a€RT
N T
+ ko ——— g 1/ (rax) = f(2)},
a;;r 4 sinh (

for f € C?(a) and x € a,eq, where A denotes the Euclidean Laplacian. Let p be the measure
on a given by

where

T) = H ]sinh@]%a.

a€ERT

Let A € . We denote by G the unique analytic function on a, which satisfies the differential
and difference equations

TGy = (NG, VEe€a

and which is normalized by G(0) = 1 (see [O1]). Let Fy be the function defined for = € a
by

Fy\(x) Gy(wz)
|W| 2

weW

These functions were introduced in [H-O]. Let Cy(a) be the space of continuous functions
on a which vanish at infinity, and let CZ(a) be its subset of twice differentiable functions
(with analogue definitions for @ in place of a). We denote by C(a) the Schwartz space on
a adapted to the measure p, i.e. the space of infinitely differentiable functions f on a such
that for any polynomial p, and any N € N,

0
sup(1+ [z]) Vel p( 5

S (@) < +oo.

where x is the unique symmetric of 2 which lies in ay. In particular C(a) is a subspace of
L*(p1) and is dense in Cy(a). We denote by C(a)" the subspace of W-invariant functions,
which we identify with their restriction to a;. We have seen in [Schl] that

R . 2

densely defined on C(a), has a closure on Cy(a), which generates a Feller semigroup (P, t >
0). We have also obtained the formula for f € Cy(a) and = € a :

Pf(x) = / Pl ) F () dia(y),

a
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where p;(+, ) is the heat kernel. It is defined for =,y € a and ¢t > 0, by

pi(z,y) = / e HPHAN G, ()G (—y)di(N),

where v is the asymmetric Plancherel measure. It is defined on 7a by

L((\, @) + ko + 5k )D(=(X, ") + ko + 5ka +1)
T((A,a¥) + ke )D(~(A,aV¥) + Tka + 1)

dv(\) = const - H dA,

a€RT

where I' is the Gamma function and by convention ko =0, if § ¢ R. We denote by D the
differential part of D, which is equal for f € C(a)V and @ € a,eq t0

Df(z) = %Af(x) + (Vlogdz, VI)(z).

It has also a closure on Cy(@y), which generates a Feller semigroup (PV,t > 0). It is
associated to a kernel pV', which is defined for z,y € a; and ¢t > 0, by

p}f/(;v,y) :/6;(I/\|2+Ip2)F>\(.1')F/\(—y)dl//()\),

where 1/ is the symmetric Plancherel measure defined by

T((\, @) + ko + 5k )T (= (N, o
L((\ oY) + 5ka)D(=(X,

~—

+ |+

dv'(\) = const - H

acERT

3.3 Definition and first properties

3.3.1 The Heckman-Opdam processes

The Heckman-Opdam process (also denoted by HO-process) is defined as the cadlag
Feller process (X¢,t > 0) on a with semigroup (P, ¢ > 0). Remember that it is charac-
terized as the unique (in law) solution of the martingale problem associated to (D,C(a))
on Cy(a), see e.g. Theorem 4.1 and Corollary 4.3 in [E-K]. Observe that, by elementary
calculation, the generator of the HO-process is also the closure of D on C2°(a), the space
of infinitely differentiable functions with compact support on a. The multiplicity k is called
the parameter of the HO-process. Moreover a.s., for any ¢ > 0, X; € a, i.e. the exploding
time of (X;,t > 0) is almost surely infinite. This results for example from Proposition 2.4
in [E-K]. Similarly, we define the radial process (or radial part of the HO-process), as the
Feller process on a; with semigroup (P}t > 0). It is also characterized as the unique
solution of the martingale problem associated to (D,C(a)") on Cy(a;). Consider now the
process (X}V,t > 0) on @, defined as the projection on a; under the Weyl group W (for
any t, X}V is the unique symmetric of X; which lies in @7).
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Proposition 3.3.1 The process (X}V,t > 0) is the radial process.

Proof : Remember that if f € C(a)V, then Df = Df € C(a)V. Thus for f € C(a)" and
£>0,

FOXV) — F(x0) / DF(XW)ds = F(X) — F(Xo) - / Df(X,)ds.

Therefore (f(X}V) — f(X¢) — [y Df(X/)ds,t > 0) is a local martingale, and we conclude
by the uniqueness of the martingale problem associated to D. U

Let us recall eventually that when 2k equals the multiplicity associated with a Riemannian
symmetric space of noncompact type G/ K, then the radial HO-process coincide with the
radial part of the Brownian motion on this symmetric space (see [H-O], or [Schl]). For
instance if G = SL,, then k = % in the real case, k = 1 in the complex case, and £ = 2 in
the quaternionic case.

3.3.2 The Dunkl processes

We recall now the definition of the Dunkl process and of its radial part. Let R’ be a
reduced root system (i.e. such that Vo € R’, 2a ¢ R’), but non necessarily integral (i.e.
we do not assume condition 3 in the definition), and let &’ be a multiplicity function on
R’. The Dunkl Laplacian £’ is defined for f € C*(a), and z € a,e by

Cfe) = G+ Y Ko@)

aER/T

- kgﬁ{ﬂw) @)}

aeR/t

It was proved by Rosler in [Rosl| that £’ defined on S(a), the classical Schwartz space
on a, is a closable operator, which generates a Feller semigroup on Cy(a). Naturally the
Dunkl process is the Feller process defined by this semigroup. Now our proof (in [Schl])
that the operator D defined on C(a)" is closable, also holds in the Dunkl setting. Thus
we may define the radial Dunkl process as the Feller process on @y with generator the
closure of (L', S(a)"), where L' is the differential part of £, and S(a)" is the subspace of
S(a) of W-invariant function (identified with their restriction to ay). In this way we get a
new characterization of the radial Dunkl process as the unique solution of the martingale
problem associated to (L,S(a)") on Cy(ay). Naturally the analogue of Proposition 3.3.1
holds as well in the Dunkl setting. Thus our definition of the radial Dunkl process agrees
with the usual one (for instance in [Ros—Voil|). Eventually the intrinsic Brownian motion
is by definition the radial Dunkl process of parameter k' = 1.
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3.4 The radial HO-process as a Dirichlet process

The goal of this section is to obtain an explicit semimartingale decomposition of the ra-
dial HO-process. In the case of root systems of type A, it was obtained by Cépa and Lépingle
(see |Cep| and [Cep-Lep| Theorem 2.2). We present here another approach, which is based
on the theory of Dirichlet processes. Our reference for this theory will be [Fu-Osh-Ta].
We consider (D,C(a)") as a symmetric operator on L*(a;, ) (simply denoted by L? in
the sequel). We have seen in [Schl] that this operator is closable. We denote by (D, Dy(D))
its closure. Its associated semigroup is just the extension of (PV, ¢ > 0) on L?. It is defined
for f,g € L? and t > 0 by

PV @) = [ o ) )duty).
ar

We denote by £ the associated Dirichlet form, and by F its domain (Dy(D) C F). It is

determined for f, g € Dy(D) by

E(f.9)=— [ [flx)Dy(z)dp(z) =— | Df(x)g(x)du(z).

ar

The fact that £ is a regular Dirichlet form with special standard core the algebra C(a)",
results from the density of this space in Cy(ay) (see Lemma 5.1 in [Schl|) and Theorem
3.1.2 in |Fu-Osh-Ta]. We have seen in [Schl] that when f € L'(a,u), then Gf : x —
I P f(x)dt is a.e. finite. In the terminology of [Fu-Osh-Tal, this means that the Dirichlet
form & (or the semigroup PY) is transient. This implies in particular that the process tends
to infinity when ¢ — oo. In the sequel we will prove a law of large numbers which makes
this fact precise. It implies also that we may consider F, equipped with its inner product &,
as a Hilbert space (see [Fu-Osh-Ta| chapter 2). For i = 1,...,n, we denote by ¢; : x — x;
the coordinate functions on @y. For A > 0, let ¢ € C*°(a}) be a function which coincides
with ¢; on {|z| < A}, and which is null on {|z| > A + 1}.

Lemma 3.4.1 For all A >0, o € F, and for allv € C(a)",
E(pfv) = —/ Dyitvdp.
ar

Proof : Let (u,), € C(a)" which converges uniformly to ¢ as in Lemma 5.1 in [Sch1]. In
particular we may assume that |u,, — ¢i'| < £ for all n. Moreover the sequence (|Vtg,|oo)n
is bounded, and there exists a constant C' > 0 (independent of n), such that |Au,(z)| < C
or < Cn if respectively d(z,0a,) > % or d(x,0a,) < % It implies in particular that

1 (a, )
Du,(x)] < const| ——— + coth —=
‘ ( )’ (d(%, aa+) QEZR+ 2 )

< [ —
< cons i(z.00,)"

71



for all n and all x € a,, such that |z| < A+ 1. We will deduce from these estimates that
(tn)n is an E-Cauchy sequence, which will imply that ¢! € F. Let n < m be two integers.
Since u,(z) = 0 when |z| > A+ 1, we have

E(Up — Upy, Uy — Upy) = — / (Un, — Up) D(ty, — Uy )dpa.
|z|<A+1

Moreover since k is strictly positive, the function = +— ——-— is p-integrable. Then we get

d(z,0a4)
that,

E(Up — U, Up — Uy,) < const - —.
n

Thus (u,), is an E-Cauchy sequence, which converges to ¢:. The last statement of the
lemma follows from the dominated convergence theorem. [l

The lemma implies (in the terminology of [Fu-Osh-Tal), that the functions ¢; are in
Fr1oc- Thanks to Theorem 5.5.1 of [Fu—Osh—Ta|, there exist martingale additive functionals
locally of finite energy M?, and additive functionals locally of zero energy N°® such that,
for every 1,

0i( XY = M* + N*. (3.2)

For A > 0, we denote by v the measure defined by dv! = —Dydu. Observe that
Lai<aydvit(z) = 3, ka coth($, 2)pi(a)1(z<aydp(x). We denote by v; the Radon measure
defined by dv;(z) = > ko coth(§, z)p;(a)du(z). Thanks to Theorem 5.5.4 of [Fu-Osh-Tal,
and the preceding lemma, we see that N* is an additive functional of bounded variation,
and that it is the unique continuous additive functional associated to the measure v* (V' is
called the Revuz measure of N*). Moreover from Theorem 5.1.3 (ii7) in [Fu-Osh-Ta|, we
get for all 2 and all ¢ > 0,

N} = Z k‘agbi(a)/ coth wd&

t
aeRt 0 2

In the same way, it is immediate from Theorem 5.5.2 and the identity 3.2.14 in [Fu-Osh-Ta|,
that the Revuz measure of < M* > is p for each i. Therefore M := )", M'e; is necessarily
a Brownian motion on a (we have denoted by e; the i*® vector of the canonical basis).
Now, since coth is positive on (0, +00), and X" does not explode, we see with (3.2) that
necessarily, for all ¢ > 0, > | Nje; € a; (in particular it does not explode). Thus for

any «, ( fot coth (O‘wa)ds,t > () is in fact a positive additive functional and its expectation
is therefore finite for each time ¢ > 0 and for q.e. starting point = (q.e. stands for quasi
everywhere, as explained in [Fu-Osh-Tal). But it results from [Cep—Lep| Theorem 2.2 that
it is in fact true for all x € a; . Indeed there it is proved that

t
Em[/ 1V 1og 64 (XW)]ds] < +o0.
0
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But V log 82 is equal to kqa coth & + 2, where 2 lies in the cone, let say C*, generated by
the convex hull of R™. Thus (since —a ¢ C*) there exists a constant ¢ > 0 such that,

(o, )

() < d(O,kaacothT +C7) < |V10g5%(93)|,

2

ccoth

for all x € a;. Finally we have proved the following result

Proposition 3.4.1 The radial Heckman-Opdam process (X}V,t > 0) starting at x € a7,
s a continuous semimartingale, and is the unique solution of the following SDE
t W
w _ o (Oé, Xs )
XV =48+ ) ka§/ coth ~—2=ds, t >0, (3.3)

aeRT 0

where (B, t > 0) is a Brownian motion on a. Moreover for any t > 0, any x € a; and any

a€eRT,
t XW
E, [/ coth %ds} < +o00.
0

The uniqueness in law of the SDE (3.3) is just a consequence of the uniqueness of solutions
to the martingale problem associated to (D, C(a)"). In fact there is also strong uniqueness.
This results simply from the fact that coth is decreasing. Indeed if (X, B) and (X', B) are
two solutions of (3.3), then for all t > 0,

d ’ ’ 1 1 /
%(]Xt — Xt]2) =2(X; — X[,Vlogdz(X;) — Vlegdz(X])) <0,

which proves that X and X’ are indistinguishable. With Theorem (1.7) p. 368 in [R-Y],
this implies also that each solution is strong.

Remark 3.4.1

1. The finiteness of the expectation in the proposition will be used in the next section
for the study of the jumps.

2. We could ask whether the processes considered by Cépa and Lepingle in [Cep—Lep|
coincide with ours. In fact they prove existence of a solution for the same SDE but
with an additional local time term. The question is therefore to know if this local
time is equal to 0. Cépa and Lépingle have proved this for root systems of type A.
But we can prove it now for the other root systems. Indeed by the It6 formula, their
process is a solution of the martingale problem associated to D, since for any W-
invariant function f, (Vf(x),n) = 0, for all z € da, and all normal vector n. Thus
they coincide with the radial HO-process whose local time on da, is 0.

3. In fact Proposition 3.4.1 is also valid (with the same proof) in the Dunkl setting
(with the function z — z~! in place of the function coth), where it was proved in the
same time, but with a completely different method, by Chybiryakov (see [Chy2]).
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A first consequence of Proposition 3.4.1 is an absolute continuity relation between the laws
of the radial HO-process and the corresponding radial Dunkl process. More precisely, let
PY be the law of (X}, ¢ > 0) with parameter k on C(R",a;). Let R’ := {% | a € R},

and if f = % € R, let kjy = ko + koo Let Q" be the law of the radial Dunkl process

(Z}V,t > 0) associated to the root system R’ and with parameter k’. Let (L;,t > 0) be the
process defined by

1

t 1
Lt ::/ VIOgé_Q(Z:V)dﬂsa > O)
0 s

where (3;,t > 0) is a Brownian motion under Q", and

w(x) = [T (8.2)".

BER!

As the function z — % — coth(x) is bounded on R we get that, for all ¢ > 0, QW [exp(% <
L >)] < oo (where Q"]...] stands for the expectation under the law Q). Thus M :=
exp(L — % < L >), the stochastic exponential of L, is a Q"-martingale. Moreover as
mentioned in Remark 3.4.1 we have also an explicit decomposition of the radial Dunkl
process as "Brownian motion plus a term with bounded variation". Therefore, by using
the Girsanov theorem [R-Y], we get that for any ¢t > 0, if (F;,¢ > 0) is the canonical

filtration on C'(R*, @), then
Pl7, = M; - Qff,. (3.4)

As a consequence we obtain for instance that when k, + kson > 1/2, then the HO-process
starting at any = € a, a.s. does not touch the walls (i.e. the subspaces of the type {a = 0}).
This follows from the similar result for the Dunkl processes proved in [Chyl|. Now if it
starts at some x € Ja, then a.s., by the Markov property, it will never touch the walls in
strictly positive times (observe that p(da,) = 0, thus at any ¢ > 0, a.s. X; € a,).

We will now prove a law of large numbers and a central limit theorem for the radial
Heckman-Opdam processes. These results are well known in the setting of symmetric spaces
of noncompact type (see for instance Babillot [Bal).

Proposition 3.4.2 The radial process satisfies the law of large numbers
w

lim Tt — p a.s.,

t—o00

and there is the convergence in C(R*,ay)

XW — otT
M’t>0) N (5t,t20)~

( ﬁ - T—o0
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Proof : The first step is to prove that (o, X}V') — +o0o, when t — +o0, for all a € RT.
In fact by linearity it is enough to prove this only for the simple roots. We denote by
{ai,...,a,} the set of simple roots. From Proposition 3.4.1 we see that the radial process

(starting at x) satisfies for any ¢ > 0,
¢ w
XV :x+ﬁt+pt+% Z k:aoz/o [cothw

aeRt

Let u € a;. From (3.5) we get that for all t > 0, (u, X}V) — (u,2) — (u, ;) > (u, p)t,
because coth(z) > 1 for x > 0. Thus (u, X}") — +oo, when t — +o0. In particular
(p, X}V) — 4o0. It implies that max;—;,_,(a;, X}V) — +oo. For t > 0, let 4y,...,4, be
such that (ay,, X}V) > -+ > (a;,, X}") (we forget the dependance in ¢ in the notation). We
prove now that (ay,, X}V') — +o00. Let € > 0 and let T be such that coth(a;,, X}V) -1 <e
and |z + ;| < et for t > Tp. Let R be the root system generated by {a,,...,a;, } and
let py = EQGR; koc. Observe in particular that if o € ”R;, then («, p2) > 0, Whereas if

a# a; and o ¢ R}, then o — oy, € R+ and thus coth 252 ) <1+ e Now from (3.5) we
get for t > Ty,

— 1]ds. (3.5)

(p2, X}") = ((p, p2) — )t + f(1),

where f(t) = > cr+ Fala, p2 fo [coth (aX ) — 1]ds. Hence by our choice of py, we have
for t > Ty, f'(t) > —Ce for some constant C' > 0. Then we get another constant C’ > 0
such that f(t) > —C’ — Cet for t > Ty. Thus we conclude that (ps, X}V) — +oo and
(qviy, X}V) — +00. In the same way we deduce that (a;, X}V) — +oo for all 1 < i < n.
Eventually we get immediately the law of large numbers from (3.5).

For the second claim of the proposition, we will show that a.s.

1
!ﬁ(Xg —a = P —tTp)| ——— 0,
uniformly in ¢ € R*. Let ¢ > 0. By the first claim, we know that there is some N such

that for every s > N, | coth =5~ (aX — 1] < e~ for some strictly positive constant c¢. Then
we have

\/_ / [coth ————=

(c XW) X"

1 NALT (Oé
—1]ds = —/ coth ———= — 1]ds
R,
1 i (o, X)
—1 th—== — 1]ds.
¢ Lt [T @32
But the both integrals can be made smaller than € by choosing T sufficiently large. The
second claim follows using the scaling property of the Brownian motion. O

3.5 Jumps of the process

We will now study the behavior of the jumps of the Heckman-Opdam process. We use
essentially the same tool as in [G-Y3| for the Dunkl processes, i.e. we use the predictable
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compensators of some discontinuous functionals. However in our setting we obtain a more
precise result when k., + koo, > % for all a. In fact in this case, there is almost surely a finite
random time, after which the process does not jump anymore. This allows to prove for
such multiplicity k a law of large numbers and a central limit theorem for the HO-process.
Let us first recall the definition of the Lévy kernel N(z,dy) of a homogeneous Markov
process with a transition semigroup (P;):>o and generator D (see Meyer [Mey]|). It is de-
termined, for any = € R? by :

Df(r) = i ) / Nz, dy)(y),

t—0

for f a function in the domain of the infinitesimal generator which vanishes in a neigh-
borhood of z. The following lemma describes the Lévy kernel of the HO-process. It is
an immediate consequence of the explicit expression (3.1) of L. First we introduce some
notation. If I is a subset of R™, we denote by

o/ ={rca|Vael, (a,7) =0},

the face associated to I. We also denote by Ry the set of positive roots which are orthogonal
to al.

Lemma 3.5.1 The Lévy kernel of the HO-process has the following form
al? €rq .
ZQER“' ka%ﬁ Zf T € Opeg

N(z,dy) = >
al® eryz(dy . I
ZQGR+ \R[ ka% sinh2 ((OAZJ)) Zf x e a I

where I is a subset of RY, and for x € a, €, is the Dirac measure in x.

Remark 3.5.1 The lemma implies that when there is a jump at a random time s, i.e.
X, # X,_, then almost surely there exists & € R™ such that X, = r,X,_ (see [G-Y3|). In
this case we have

AX, =X, — X, =—(a", X, )a.

Using the finiteness of the expectation of the time integrals appearing in (3.3), we can show
that the sum over any time interval of the amplitudes of the jumps is finite.

Proposition 3.5.1 Let (X;,t > 0) be a Heckman-Opdam process. For every t > 0,

> IAX|

s<t

E < 4-o00.

Proof : From the above remark we get

Z|AX5| = Z Zfoc(Xs—aXs)a

s<t aeRt s<t
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where

2
fa<x7 Z/) = m’(aa x)ll(y=7“al"7fz)'

Now, the positive discontinuous functional ) __, fo(X,_, X;) is compensated by the process

fg ds [ N(X,_,dy)fa(Xs—,y). As a consequence, the proposition will be proved if we know
that the expectation of the compensator is finite at all time ¢ > 0. Thus we have to show
that for every a € R™",

But for every x > 0, —5— < 2cothz. Therefore the above condition follows from Propo-
sition 3.4.1. Ul

For o € R, we denote by (M, t > 0) the process defined for ¢t > 0 by :

ko [t (o, Xy)
Me = — OéV7X87 Lo x. =x.) + e SR SetiebelVamny Py
t SZSt ( ) ( ) 4 0 Sinh2 (a,;(s)

(3.6)

By the martingale characterization of (X, ¢ > 0), we know that (f(X:),t > 0) is a local
semimartingale for all f € C°(a). Thus (X, ¢t > 0) itself is a local semimartingale. In
the next proposition we give its explicit decomposition. It is the analogue of a result of
Gallardo and Yor on the decomposition of the Dunkl processes. The proof is very similar
(and uses Proposition 3.5.1), so we refer to [G-Y3] for more details.

Proposition 3.5.2 We have the following semimartingale decomposition :

Xe=Xo+ B+ Y, MPa+ A,

a€Rt

fort >0, where

ko [* (o, X5) (o, X5)
A = Z Ea/o [coth > et (QEXS) ds,

aeRT

and the M®’s are purely discontinuous martingales given by (3.6) which satisfy

(M, MP], =0, if a # 8,

ko [t (0 X)?
< MO >,= “/ (@ X) g,
0

4lal* Jo sinh? _(a,;g@,) '

and

Another interesting property of the jumps is that, when k, + ks, > 1/2 for all «, and
when the starting point lies in a,, in which case the HO-process does not touch the
walls, the number of jumps N, up to a fixed time ¢ is a.s. finite. Indeed otherwise the
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paths of the trajectories would not be cadlag. Therefore the sequence of stopping times
T, = inf{t > 0, N; > n} converges a.s. to +00 when n tends to infinity. Thus (NV;, ¢ > 0)
is a locally integrable (because locally finite) increasing process. We will deduce from this
observation and a general result of [Jac| a more precise result. For t > 0, we denote by wy,
the element of W such that X; = w, X}V.

Proposition 3.5.3 Assume that ko + koo > 1/2 for all .

1. If the starting point lies in .4, then a.s.

sup N; < +00.
>0

2. For any starting point in a, w; converges a.s. to ws, € W when t — oo. If the process
starts from zero, then the law of we is the uniform probability on W.

3. When T — oo, the sequences (7 Xy, t > 0) and ( =(Xir — wirptT),t > 0) converge
in law in D(RT, a) respectively to (wpt,t > 0), cmd to a Brownian motion (5, t > 0).

Proof : Let us begin with the first claim. As in the preceding proposition we use the follo-
wing result of Meyer about the Lévy kernel : the positive discontinuous functional (NV;,t >

0) can be compensated by the predictable process (>, c.r+ Fa ‘a|2 fo st t > 0).

Now from the law of large numbers (Proposition 3.4.2) we deduce that this compensator
converges a.s. to a finite value when ¢t — oo. Thus the corollary (5.20) p. 168 of [Jac]| gives
the result. Then the second point is simply a consequence of the first point and of the
Markov property. The assertion that the limit law is uniform when the process starts from
zero results from the fact that for any w € W, D remains unchanged if we replace R
by wR™. The first convergence result of the last point is straightforward with the second
point and Proposition 3.4.2. For the second convergence result, we can use Proposition
3.5.2. Indeed it says that for all ¢t > 0 and T > 0,

X — werptT _ ﬂtT ZAX
\/T s<tT
T
(a7XS) o
+ Z k {coth 5 ds,
aER+F

where the €f, € {£1} are defined by wirp = > cr+ ka€fpa, or equivalently by efra €
wyrRT. But by the second point of the proposition, we know that a.s. there exists a random
time after which the process stays in the same chamber, which is ws.a. Moreover for all s >
Oand all @« € R, €2(a, X) > 0. Thus by Proposition 3.4.2 coth % —ep tends to 0 expo-
nentially fast when s — oo (and s < ¢7T"). Then a.s. ) p+ kasoz fotT [coth (a—f) - ef‘T] ds
tends to 0 when 7" — oo, uniformly in ¢ € RT. In the same way, by Proposition 3.5.1, a.s.
for any A >0, Y 4 [AX,| < +00. By the second point we know that a.s. after some time
there is no more jumps, thus a.s. \/LT > sy |AX| tends to 0 when 7' — oo, uniformly in
t € RT. This proves the desired result by the scaling property of the Brownian motion. [J
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3.6 Convergence to the Dunkl processes

In this section we will show that when it is well normalized, the HO-process of parameter
k > 0 converges to a certain Dunkl process (Z;,t > 0). The proof uses a general criteria
for a sequence of Feller processes with jumps, which can be found in [E-K] for instance.
Roughly speaking it states that it suffices to prove the convergence of the generator of
these processes on a core of the limit. Let us notice that the convergence of the normalized
radial HO-process to the corresponding radial Dunkl process is more elementary. It could
be proved essentially by using that the laws of the radial HO-process and the radial Dunkl
process are absolutely continuous, and that the normalized Radon-Nikodym derivative
tends to 1. Let us also observe that the convergence of the normalized radial process has
a natural geometric interpretation in the setting of symmetric spaces of noncompact type.
Indeed in this setting the radial Dunkl process is just the radial part of the Brownian
motion on the tangent space (or the Cartan motion group, see the more precise description
by De Jeu [Je2], and in [A-B-J| in the complex case). From the analytic point of view, it
also illustrates the more conceptual principle, that the Dunkl (also called rational) theory
is the limit of the Heckman-Opdam (or trigonometric) theory, when "the curvature goes
to zero".
We denote by (X!, ¢ > 0) the normalized HO-process, which is defined for ¢ > 0 and 7' > 0
by :

X' =VTX,.

We recall that R’ = {%, a € R}, and that for g = % €R', ki = ko + kaa-
Theorem 3.6.1 When T — oo, the normalized HO-process (XI,t > 0) with parameter k
starting at 0 converges in distribution in D(R™, a) to the Dunkl process (Z;,t > 0) associated
with R' and with parameter k' starting at 0.

Proof : First it is well known that the process (X[,t > 0) is also a Feller process
with generator £ defined for f € C?(a) and = € aye, by LT f(z) = %(ﬁg)(%), where
g(z) = f(~/Tx). Thus a core of LT is, like for £ and L', the space C(a). Moreover it is
straightforward that for any f € C>(a), LT f converges uniformly on a to £'f. Therefore
we can apply Theorem 6.1 p. 28 and Theorem 2.5 p. 167 in [E-K], which give the desired
result. g

3.7 The Fy-process and its asymptotic behavior

We introduce here and study a generalization of the radial part of the Inﬁr;ite Brownian
Loop (abbreviated as I.B.L.) introduced in [A-B-J|. Let Fy(z,t) := Fo(x)e%t, for (z,t) €
ax[0,400). Then F} is harmonic for the operator d,+ D which is the generator of (X, t)>o0-
We define now the processes (Y}, )50 as the relativized Fy-processes in the sense of Doob
of (Xi,t)i>0. By abuse of language we will call (Y;,t > 0) the Fy-process. We denote by
(Y)Yt > 0) its radial part, that we will call the radial Fy-process. For particular values
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of k it coincides with the radial part (in the Lie group terminology) of the I.B.L. on a
symmetric space.

The goal of this section is to generalize some results of [A-B-J| and [B-J1]|, for any
k > 0. Essentially we first prove the convergence of the HO-bridge of length 7" around 0,
i.e. the HO-process conditioned to be equal to 0 at time 7', to the Fy-process starting at
0, when T tends to infinity. Then we prove the convergence of the normalized Fy-process
to a process whose radial part is the intrinsic Brownian motion, but which propagates in a
random chamber (independently and uniformly chosen). We begin by the following lemma :

Lemma 3.7.1 Let z,a € a;. WhenT' — o0,

pr_y(x,a) FO(x)eé\p\z
pr (a,a)  Fyla)

Proof : We need the integral formula of the heat kernel :
i (2,y) =/ e 2 (MR By () FLy (y)dV/ (A), 2,y € ay.
a

We make the change of variables u := A\(T —t) for p¥¥ ,, and v := AT for p}¥. Then we let
T tend to +o0o and the result follows. U

Proposition 3.7.1 Let (X?’T,t > 0) be the HO-bridge around 0 of length T. Then when
T — 400, it converges in distribution in D(RY a) to the Fy-process starting at 0.

Proof : We know that for any £ > 0, and any bounded F;-measurable function F,

pr—i( Xy, 0)}
pr(0,0)

pzvy—t(XtWa O)}
py (0,0)

The second equality results from the fact that pi(x,0) = ﬁp}” (x,0), for all x € a and

all t > 0 (see [Schl]). Moreover since F) is bounded (cf [O1]) and the measure v/ is
positive, we see from the integral formula of p}", that there exists a constant C such that,

PV (2, y) < CpW(0,0), for all ¢ > 0 and all z,y € ay. It follows that pf:;?ff(’;’)
T )

function of (x,T) € ay x [1,00). Then we get the result from the preceding lemma and the
dominated convergence theorem. O

E[F(X?T,0<s<t)] = E [F(XS,O <s<t)

= E {F(X&ogsgt)

is a bounded

Remark 3.7.1 In the radial setting the preceding result holds for any starting point.
More precisely, the radial HO-bridge of length T around a € @, is defined as the radial
HO-process starting from a and conditioned to be equal to a at time 7". Then this process
converges in law, when T tends to infinity, to the radial Fy-process starting from a. The
proof is the same than in the preceding proposition (with X, and p; replaced respectively
by X and p;").
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The next result is an important technical lemma :

Lemma 3.7.2 There exist two Bessel processes (Ry,t > 0) and (R}, t > 0) (not necessarily
with the same dimension), such that a.s. |Ro| = |Ry| = |Yo| and for any t > 0,

Rf < [V < RY.

Proof : First the Fy process and its radial part have the same norm, hence it suffices to
prove the result for (Y, ¢ > 0). Next we can follow exactly the same proof as in [A-B-J|.
We recall it for the convenience of the reader. We know that (Y, ¢ > 0) is solution of the
SDE

t
V= [ Vios(o ) 02)as
0

where (f;,t > 0) is a Brownian motion. By It formula we get

t t
A / (V. dB,) + tn+2 / Ellog(6 o) (YY" )ds,
0 0

where E = 37" x;5> is the Euler operator on a. And it was shown in [Schl] that
E[log(62 Fy)] is positive and bounded on a. Thus we can conclude by using comparison
theorems. U

Corollary 3.7.1 Let (Y, t > 0) be the Fy-process. Then almost surely,

Y,
lim u =0.

t—oo t

More precisely (law of the iterated logarithm), a.s.

; i
im sup

S bt M
t—oo +/2tloglogt

Proof : This follows from the preceding lemma and known properties of the Bessel pro-
cesses. Ul

In the complex case, i.e. when 2k is equal to the multiplicity function on some complex
Riemannian symmetric space of noncompact type (or equivalently when R is reduced and
k = 1), then it was proved in [A-B—J| that the radial Fy-process coincides with the intrinsic
Brownian motion. It was also proved in [A-B-J] that in the real case, i.e. for other choices
of k, a normalization of the radial Fy-process converges to the intrinsic Brownian motion.
The next theorem gives a generalization of this result for any multiplicity £ > 0 and for
the (non radial) Fy-process also. We denote by (V,*,¢ > 0) the process defined for ¢t > 0

and T > 0, by

1
Y= ﬁYtT,
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and we denote by (Y;""" ¢t > 0) its radial part. Let (I, > 0) be the intrinsic Brownian
motion starting from 0. We denote by (I, > 0) the continuous process starting from
0, whose radial part is the intrinsic Brownian motion, but which propagates in a random
chamber wa, , where w is chosen independently and with respect to the uniform probability
on W. This is a typical example of a strong Markov process which is not Feller (it does
not satisfy Blumenthal’s zero-one law). We have

Theorem 3.7.1 Let k > 0. The normalized Fy-process (YTt > 0) starting at any x € a
converges in distribution in D(RY, a) to (I;,t > 0).

Proof : The first step is to prove that (V;""",¢ > 0) converges in law in C'(RT,@y) to
(I;,t > 0). Thanks to Lemma 3.7.2 we can use the same proof as for Theorem 5.5 in
[A-B-J|. The result about the convergence of the semigroup needed in the proof was
established in [Schl|. Now let P? be the law of the Fy-process, and let P be the one of the
HO-process. By definition we have the absolute continuity relation

Fo(Y) 102,
ez -INF.
Fo(x)
Since Fy is bounded (cf [O1]) Proposition 3.5.1 implies that for any ¢ > 0, E°[}__, |AY[] <

+00. Thus by Girsanov theorem (see [R-Y]) and Proposition 3.5.2 we get the semimartin-
gale decomposition of the Fy-process :

P\ft

Y, = x+05+ ZM%+/ Vlog 862 Fy(Y,)ds

aeRT
—_——
_Mt

- /0 2 smh2 (O‘ Ys)

cveR+

where (3;,t > 0) is a P’-Brownian motion and the M’s are defined by (3.6) (with Y; in
place of X,). We set M := \/LTMtT. By Proposition 3.5.2 we know that

Ts,= Z <M >,= Z a, VTY])? ds,

i 0 Smh2 ‘f (o, YT)
where M is the i'" coordinate of MT in the canonical basis. Now for all w € W the

preceding sum remains unchanged if R* is replaced by wR . Therefore we can replace Y.
by YVT in the last equality. Moreover sinhx > x + % on R*. Hence

ds.

<M"> <> ka

a€ERT

! 1
/(; 1 + 12( YWT)

Thus by using the first step, we see that for any fixed ¢t > 0, E[< M? >;] — 0 when
T — +oo. It implies by Doob’s L*inequality (see [R-Y]), that (M ,¢ > 0) converges in
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law in D(R*,a) to 0. Now the triangular inequality implies that for any A > 0, € > 0 and
a >0,

Pl sup Y -Y[>a| < P| sup mW’T—YtW’TPi]

[s—t|<e, s<t<A |Sft|<€ s<t<A T 2N

+ P Z|AYT|>

Ls<A

where N is the number of Weyl chambers. Thus using that AY?T = AMT, tightness of
(YtW’T,t > 0), and standard results (see Theorem 3.21 p. 314 and Proposition 3.26 p. 315
in |[Jac—Sh| for instance), we see that the sequence (Y,7,¢ > 0) is C-tight in D(R™, a), i.e.
it is tight and any limit law of a subsequence is supported on C(R*,a). By the first step
each limit has a radial part equal to the intrinsic Brownian motion. Since we know that
the intrinsic Brownian motion does not touch the walls (in strictly positive time), each
limit process is necessarily of the type (wl;,t > 0) where w is some random variable on
W. Thus in order to identify the limit, we need to prove that the law of w has to be the
uniform probability on W, and that w is independent of the radial part. For the law of w
first, let us just observe that when the process starts from 0, the result is immediate since
by W-invariance of D and Fy, the law of the Fy-process is W-invariant, and thus the law
of any limit also. However when x # 0 we can not argue like this, and we need to prove
for instance that the law of YT converges to the law of I7, when T — oo. Let f:a — R
be continuous and bounded. We have

ﬁ B S F0<\/_y) %T
S [Fm)] = [ VI e T s /T

Then it results from the asymptotic of pT( ,v/Ty) and of Fy(v/Ty) proved in [Sch1], that

pr( ﬁwF;s(C;;)e'% Au(VTy) — const -5 ag+<a, y)dy,

which gives the density of the law of I (see [A-B-J| for instance for the law of I;). We
conclude by Sheffé’s lemma. Now the only missing part is the independence of w and
(I;,t > 0). Observe first that since any limit process is adapted, w is Fy+-measurable. On
the space D(R™, a), we denote by (FV)i>¢ the natural filtration of the radial process. We
know that (I;,t > 0) is an (F}V);>o-Markov process. We will prove that it is also an (F;)s>o-
Markov process. Indeed since it is a.s. continuous and equal to 0 at time 0, this will imply
the independence with w. We know that YW is an (F;);>o-Markov process, since it is the
projection of Y7'. We denote by P"'* the semigroup of Y7 and by Q" the semigroup of
(I;,t > 0). In particular we already know that for £ > 0 and any continuous and bounded
function f, PtW’T f converges simply to Q)Y f when T — oo. For s < t, and f and g
continuous and bounded functions, we have E[f(Y;")g(YD)] = B[PV f(YVT)g(YT)).

s
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For a suitable subsequence of T, the first term tends to E[f(I;)g(vIs)], and the second
term tends to E[Q}Y, f(I,)g(vI,)], which implies the desired result. This finishes the proof
of the theorem. U

We can now prove a generalization of a result of Bougerol and Jeulin [B-J1|. Let
(R? T 0 <t < 1) be the normalized HO-bridge of length 7" around 0. It is defined for ¢ > 0

by
RST::—l—xfT.

VT
Theorem 3.7.2 Let k > 0. When T — oo, the process (R?’T,O < t < 1) converges

in distribution in D(RT, a) to the bridge (I,;{*’O’O’”,o <t < 1) of length 1 associated to
(Ir,0 <t < 1).

Proof : Here again we can follow the same proof as in [B-J1|. We just need to take care
that the estimate of the heat kernel in Proposition 5.3 in [Schl]|, is uniform when y lies in
some compact subset of a,. But this results directly from the proof of this proposition. [

Remark 3.7.2 We can define similarly the normalized radial HO-bridge around any a €
a;. With the same proof, we can also prove that it converges to the bridge (It{0,0,1}7 0<
t < 1) of length 1 associated to the intrinsic Brownian motion starting from 0. Let us just
notice that in dimension 1 this is the bridge of a Bessel-3, which is also the normalized
Brownian excursion. Thus we do recover the result of [B-J2].
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Deuxiéme partie

Marches aléatoires sur un immeuble
affine de type A,
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Chapitre 4

Estimations du noyau de la chaleur et
de la fonction de Green

Ce chapitre est composé d’un article [A-Sch—Tro1], écrit en commun avec Jean-Philippe
Anker et Bartosz Trojan.

Résumé : Nous obtenons une estimation globale de la densité de transition p™(0, z) associée
a une marche aléatoire au plus proche voisin, appelée ici "simple”, sur un immeuble affine
de type A,. Nous en déduisons ensuite une estimation globale de la fonction de Green. C’est
Uanalogue d’un résultat de Anker—Ji [A-Ji] et Anker—Ostellari [A-Ost1] [A-Ost2] sur un
espace symétrique riemannien de type non compact.

Abstract : We obtain a global estimate of the transition density p™(0,z) associated to a
nearest neighbor random walk, called here "simple”, on affine buildings of type A,. Then we
deduce a global estimate of the Green function. This is the analogue of a result of Anker—Ji
[A-Ji] and Anker—Ostellari [A-Ost1] [A-Ost2] on a Riemannian symmetric space of the
noncompact type.
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4.1 Introduction

This work is meant as a first attempt to understand the full behavior of random walks on
affine buildings of higher rank. Such a study was carried out by Lalley (see [Lall|, [Lal2| and
the report in [Wol) for rather general random walks on rank one buildings i.e. homogeneous
trees, and by the first author (in the joint works [A-Ji|, [A-Ost1], [A—Ost2|) for the heat
diffusion on a general Riemannian symmetric space of the noncompact type, which is a
continuous counterpart of the present discrete setting. Apart from its own interest, this
information is pivotal for further study. For instance, in potential theory, it is used to
estimate the Green’s function and to describe the Martin boundary. It will also be used in
[Sch3] to study the asymptotic of normalized bridges.

Our paper deals with a simple higher rank case. We consider buildings of type A},
which are known to be most simple among affine buildings, and a particular random walk
to the nearest neighbors, that we shall call “simple”. This random walk, actually its Fourier
transform, satisfies a “magic” combinatorial formula, which is technically very helpful. Our
main result is a global upper bound for the transition density p™(x,y), which is also a lower
bound, at least when n — d(x,y) is large enough. As a consequence, we get the same upper
and lower bound for the Green function, away from the diagonal. In rank one, we recover
in a simpler way the main result of Lalley [Lall]|, specialized to the simple random walk
(see |[A—Sch-Trol]| for more details).

Our method consists in analyzing carefully the transition density, using the inverse
Fourier transform. Recall that Fourier analysis was developed in the seventies by Macdonald
[Mac2| for p-adic like buildings. It was resumed recently, first by Cartwright |Cal for affine
buildings of type A, and next by Parkinson ([Parl], [Par2|, [Par3]) in the general case.
Notice that these authors used it already to study isotropic random walks (|[Ca—Wo|, [Parl],
[Pard|). They obtained in particular local and central limit theorem i.e. the asymptotics of
the transition densities p™(x,y) when n — 400 and z,y remain fixed.

Our paper is organized as follows. In Section 2, we recall the setting of our study
and specify the basic objects involved : affine buildings (of type A,), the (inverse) Fourier
transform and the “simple” random walk on these spaces. Section 3 is devoted to the rank
2 case, which is typical of the higher rank case and which is easier to deal with first. In this
case, our method works in fact for any isotropic nearest neighbor random walk. Moreover
we obtain the same upper and lower bound for p"(z,0) in the full range |z| < n. Section
4 deals with the general case. The result is similar, except that the lower bound is not
shown to hold in the range n — C' < |z| < n, where C' is some positive constant (possibly
large). In Section 5, we deduce sharp estimates (same upper and lower bound) for the
Green function, at or above the bottom of the [? spectrum.
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4.2 Preliminaries

4.2.1 Root system

Let R be a root system of type A, in a real vector space a. Let ac = a + ia be the
complexification of a, equipped with its inner product (-, -). We shall briefly introduce some
standard notation (for more details see e.g [Bou]). First let Rt be a choice of positive roots.
Let {aq,...,a,} be the set of simple roots. We denote by a, the associated positive Weyl
chamber and by ay its closure. Let {\1,..., A} be the set of fundamental weights. Let
P = Y""_| Z)\; be the lattice of weights. Let Pt be the subset of dominant weights, i.e.
which lie in @ and let P*" be the subset of strictly dominant weights i.e., those which lie
in a;. Let Q@ = )7, Za; be the lattice of roots. We denote by W, the Weyl group and by

W the extended affine Weyl group (see e.g [Parl]). For a € R, let o¥ = ﬁa be the coroot

associated to a. We have
1 R
DL o
i=1

a€R*

We can define g, for all w € W. Then if ¢, € W is the translation by A, we have (see
e.g. [Parl|)

G, = qzaeR+ (Aa) .

If A € P, we denote by Wy, the stabilizer of A under the action of Wy. If A =>""_ n;\;,
with n; € N for all 4, we denote by |A] = >_7_, n; the length of .

For A\ € P*, we define V,(O) to be the sphere of radius A around O, and N, = |V,(O)|
its cardinality. Then we have (see [Cal)

W —1
Ny= Slola )

Wox(g™1)

where V(¢7') = 3" oy ¢", for all subgroups V of Wy. For = € V,(O) we set |z| = |A| and
Z = A. Then A\ is called the radial part, or coordinate, of x. We set also x; = (a;, A) for all
1< r.

Eventually, the function 7 is defined on P by

) = [ @".N).

aceRt
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4.2.2 The symmetric Macdonald polynomials

The Weyl denominator A and the functions ¢ and b are defined respectively, for z € ac,
by

aERt
1_q71€7(a \Z)
C(’Z)_ H 1—6 < z) )
aERt

1 r
N =Xz (haz)
5 = A

In particular, |b(i6 + s)| is bounded above and below by a fixed strictly positive constant,
for (0, s) € ia x ai. The symmetric Macdonald polynomial is defined (see [Mac2|, [Parl])
for A € P* and z € ac by

l\)\»—‘

P\(z2) = WZE 0 Z c(w - z)eMw)., (4.1)

weWp
where - denotes the action of Wy on ac. Moreover, for the root systems of type A,, we have
Py.(2) Z e, (4.2)
A xeWpA
We define the function h for z € ac by
i=1 AeWo-\;
4.2.3 Affine building and averaging operators

Let X be the set of vertices of an affine building of type A, (see [Ron]| or [Par2|). We fix
a vertex O called the origin. By A we denote the algebra of averaging symmetric operators
on X. It was proved in |Ca] that A is a commutative algebra generated by the operators

Nif(x)=-— D fly), j=1,....r

yGVA (0)

where f is a complex-valued function on X. Consider [2(X) with a natural scalar product

= fla)g(z)

zeX
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Then the closure A is a commutative C*-algebra. Moreover, A is isometrically isomorphic
to the algebra of Wy-invariant continuous functions on

U={0e€a|foralla € R, (a,0) <},

and the Gelfand map is given by

—

A, =P,

We observe here that U is Wy-invariant and a fundamental domain for the action of the
lattice 2@ on a. Eventually, for A € A we have the inversion formula

A6,(x) = % / A0)5, ()2

for z,y € X and y € V(7).

4.2.4 The simple random walk

This is defined as the Markov chain on &X', with transition probabilities given by
1
2 ifyeV,,(z
pla,y) = TP TV E V@)
0 otherwise,

where
1

e
r T2

Let also p = ph(0) be the associated spectral radius. For example for the tree, i.e. the A,

p:

- 2 7
case, we have p = q%‘lj. In the case Ay we have

- 3q
p_ q2+q+ 17
and in the case A;,

14¢>

(1+¢)[(¢?+q+1)+2¢2(qg+1)]

p=

4.2.5 The function Fj

It is defined on P* by
Fo(A) = PA(0).

The following Proposition is the analogue of a result obtained in [Al] and generalized in
[Sch1].
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Proposition 4.2.1 In P,

1

RN = g7 T (1+{a¥, \)). (4.3)
aERT
Moreover,
Fy(X) ~ 2const - m(N)q,, 2, (4.4)

when (a, \) — +o00, for all « € RT.

Proof : First we multiply (4.1) by 7(if) removing the singularities of the c-function, and
then we apply the operator 7(—i0)|,_,. Since the left hand side is equal to Fy(A) up to a
constant, we get

a2 Fo(\) = p(\),

where p is a polynomial in coordinates of A\ with highest order term proportional to 7(\).
This proves (4.4) and (4.3) away from the walls. Next we extend our estimate along the
walls by using a local Harnack principle. This is obtained immediately by using that Fj is
an eigenfunction of the averaging operators :

> ol y)Fo@) = plWo - Ml Fo(@),

yeVy, (2)

forall z € X and all ¢ < r. [

4.3 Heat kernel estimates : the case 1212

Let n € Nand z € V,(O). Let ag = a1 +an. We set § = n+r2()\+/\1+)\2). Fori=0,1,2
we put 6; = (6, ). Let

() = min{u € ai | log h(u) — (J,u)}.
The main goal of this section is to prove

Theorem 4.3.1 The following estimate

) 1
\/n2(1 — (50)(1 — (51)(1 — (52)7

1 _
p"(0,x) < Ep”e”‘ﬁ(‘s)Fo(x (4.5)

holds uniformly on the set {|x| <n —1}.

'we say that f =< g, when there exists a constant C' > 0 such that, Zg(A) < f(A) < Cg(A) for all A.

2we say that f ~ g, when 5 — 1.
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We will see that the function e?® is bounded. Thus the exponent n in the theorem can

be replaced by n + 2, which appears more naturally in the proof. The next theorem gives

a more precise statement of the estimate at the boundary of the domain. We adopt the
following notation for the binomial coefficients :
n!

Cp=————.

PR (n —k)!

Theorem 4.3.2 Let K > 0. Then
p"(0,2) = n(pg )OI (4.6)

x1Vro—d
uniformly in the set {n > |x| > n — K}, where d =n — |z|.

note 4.3.1 When n — x1 V o < K’ for some fized constant K' > 0, then the estimate

becomes
pn<0’ .Z') — (pq—l)nn(n—xl\/xg)—l—d'

Remark 4.3.1 Here is the corresponding result for the tree (cf [A-Sch—Trol]). In this case
we can give an explicit formula of the function ¢ appearing in the estimate. In fact we have

pmﬂﬂx——LL—- gz,

ny/n — ]x\p ‘

6(6) = 51+ 6)log(1 + ) + (1~ 6)log(1 ~ 9)}.

where

4.3.1 Proof : the beginning

If 0 = 011 + 0200, we set |0]o = max{|0;],|02]}. We say that a weight is away from
a wall, when its distance to the wall is larger than some fixed constant (which will be
determined in the proof). We denote by C' a constant whose value may change from line
to line.

We begin by some elementary transformations of p™(O, z). First, by using (4.2), we get

Lo 1 N df
p (O,J?) - C/U <§P)\1 <26> + §P)\2 (10)) P)\(ZH) |C(Z0)|2
=Cp /Uh (ZQ)PA(19)|C(Z,0)|2.
Next by (4.1) and the Wy-invariance of h, we get
p"(0,2) = cp”qj / R (i0)e A AHTA) A (10)b(i6)db. (4.7)
U

Now we make two elementary observations. First
h+2=1+eM)(1+e ™M) (14 M) (4.8)

Moreover, we have the following lemma, whose proof is left to the reader (see also Section
4.4 for a more general result).
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Lemma 4.3.1

()[R = (n+3)(n+2)(n+ 1) {Z—i?h + 2] h"A.

The idea now is to use Lemma 4.3.1 and integrate by parts in (4.7). This will be done in

two different ways, depending on if |z| < § or if |z| > §. We notice that the factor % plays
no role here, and could be replaced by 1 — 7 for any n € (0, 1).

4.3.2 The case when |z| < 3

We consider the function
n+3

q"(x) = 1)

By Lemma 4.3.1, after an integration by parts we get the expression

prH0,2) + 2p"(0, 2).

P, . _. .
n =C A hn+3 0 o 1(9,)\—0—)\14-)\2)6 o1 db.
() = Ot [ (io)(o) e (i)
Now we make the change of variables i — 6 + s for some s € a; whose value will be
specified in the sequel, and we find

1
n,~ 2 ,—(AMA1+A2,s
Py, e N

n — O
T = T D D
Moreover b(if + s) and all its derivatives are bounded functions of (0, s) € U x a;. Thus
for x or A sufficiently away from the walls,

/ B0 + 5)m() e~ O30 4 )]do.
U

_1
P, e ORI r (A )

q"(z) =C 3 (12t D)
X [i, A3 (0 + s)e"0AMTA)p(i0 + 5)d + lower order terms.

4.3.3 The case when |z| > 3

In this case ¢" and p" are not anymore comparable. However, when A is sufficiently
away from the wall {o; — ap = 0}, then it results from (4.8) and our choice of s in the
next subsection (see also Remark 4.3.2), that at least for n sufficiently large, the function

0 — does not vanish on U. Thus after an integration by parts in (4.7), we see

1
22 h(i0+s)+2

that for A\ away from the walls {ay = 0} and {ay — ap = 0},

_1
pnqtk2€—<>\+>\1+)\275>ﬂ-()\ + A1+ A2)
(n+3)(n+2)(n+1)

x / h3(i6 4 s)e” OAMINR) (b 4 by)(i6 + s)d6),
U

p(0,z) = C

ei(A+A1+22)
T A1 +A2)

b

ni3; 5
i ht2

where b; = and by = 7(0)[bre~ "+ 1+22)] — p is the remainder.
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4.3.4 Choice of s and the stationary phase method

In the preceding subsections we have seen that ¢"(x), in the range || < %, and p™(0, z),
in the range |z| > 4, were comparable for A away from the walls to

(i +s) -
—Z<9,)\+)\1+/\2> . 4
C(n, ) /U TG e b(if + s)db, (4.9)
with

_1
Gy PO ) )

n3 ’

and b equal to hb or h(by + by) respectively if |z| < 5 or if [z| > 5. Now we choose the shift
s according to the stationary phase method, i.e. as a solution in @ of the equation

Vh
() =4 (4.10)

Solving such an equation is classical. We consider the function ¢° : u +— log h(u) — (4, u)
on a. Since || < 1 (by hypothesis |z| < n), this function tends to infinity when |u| — +o0.
Moreover, h is Wy-invariant, and (0, u) is maximal when v € a;. Thus ¢’ attains its
minimum in a; at some point s = s(J), which satisfies equation (4.10). Without loss of
generality, we will assume in the sequel that (A;, s) > (g, s). The following lemma collects
some properties of s.

Lemma 4.3.2 1. The condition (A, s) > (Aa, s) implies d; > 0s.

2. The function ¢° is strictly convex, thus s is the unique point where it attains its
minimum, and 6 — s is continuous on {|J] < 1}.

3. When 6| — 1, |s| — +oo, where |s| is the Euclidean norm of s. More precisely, when
0] =1,

1—90
(A2=A1,8) 1 +0 —(A2,8)
: o),

e P2l <1 — 9],
4. We have s = 0 if, and only if, 6 = 0. When 6, — 2 — 0, then
(A2 — A1, 8) < 8 — do.
Proof : Equation (4.10) is equivalent to the system

sinh <)\1,S> +SiIlh <>\1 —>\2,S> = 51]1 (4 11)
sinh (Ao, 8) — sinh (A\; — Ao, 8) = d2h. '
The first statement follows since sinh is increasing and has the same sign than its argument.
The convexity of ¢° comes from a more general result : assume that h = Y, e* is a sum of
exponentials. Then the second order derivative d?¢% of ¢° at some point u € a is given by
hd*h — |V h|? 1 /
42 5 _ _ A — N2 (AN u)
gbu h2 (U’) hQ(U) g}:\/[ ] € )
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which implies that d?¢? is positive definite. Thus ¢° is strictly convex. The second point
follows immediately. By adding the both equations of (4.11), and because sinh < cosh, we
see that |s| — oo when || — 1. Multiplying by e~*#*) in both side of the first equation
gives immediately the asymptotic of e*2=*1) Doing the same in the sum of the two
equations gives the asymptotic of e=¢2*). By doing now the difference between them, we
obtain in the same way the last point. The assertion that s = 0 if, and only if, 6 = 0 is
straightforward. This concludes the proof of the lemma. O

Remark 4.3.2

1. As announced, the estimates of the lemma show that the function e?® = h(s)e™
in (4.5) is bounded.

2. The last point of the lemma implies that (1+ e®2=21#+5)) ig larger (up to a constant)
than §; — do for any 6 € U. Thus, thanks to Formula (4.8), we see that for n and
(o1 — ag, A) large enough, Z—ﬁ‘h—l—Q does not vanish in U. This justifies our assumption
of section 4.3.3.

4,8)

We consider now the phase function
F°(0) = log h(i0 + s) — log h(s) — i (5, 0) (4.12)

which is well defined at least in a small neighborhood of 0, independent of s (or §). By our
choice of s, F°(0) = 0 and VF°(0) = 0. The next lemma gives a much more precise result
on the behavior of F9 near 0. Let #F° and SF° denote respectively the real and imaginary
part of £,

Lemma 4.3.3 There exists two constants € > 0 and C > 0 such that,
RE(0) = —gs(0), and |[SF*(0)] < C|0]0qs(0).
uniformly for |0|« < € and |§] < 1, where
4s(0) = P22 () — Ny, 0)% 4 e~ P29 (A, 0)2.

Proof : Since F°(0) = 0 and VF?(0) = 0, we see that for all § € U, there exists ¢/ € U
such that 0’|, < |0]s and
F°(0) = d*Fy (),

where d*F}, is the second order derivative of F° in §’. We can compute it, as we did for ¢°
in Lemma 4.3.2 :

—1 .
d2F96’(9) - mz<)\_)\/,9>26<)\+>‘79+ >
AN
= m Z <)\ — )\/’ 0>2 6</\+/\/+M+Mlvs>6i<>\+>‘,_u—,u/79’>‘
t S

AN !

96



Next observe that |h(if + s)e=*1*!)| is bounded above and below by strictly positive
constants, when |¢’|, is small. So if we multiply up and down the right member of the last
equality by e~**%) and then take successively the real part and the imaginary part, we
get the two assertions of the lemma. O

We denote by J(n,\) the integral appearing in (4.9). According to the notation of the
preceding lemma, let € < e (taken small in the next proposition). We divide J(n, \)
into the sum of the integral, let say Ji(n,\), over [—¢,€]> and the integral Jy(n,\) over
U~ [—€,¢)?, where [—€, ¢']? denotes the set {|0|o < €'}

Proposition 4.3.1 There ezists € > 0 (independent of § and n), such that the following
estimates hold for n large enough and A\ away from the walls

1
VR =) )

| Ji(n, A)| =<

|J2<n7 A)] < Le—m(l—lé\)’

where C' and ¢ are two strictly positive constants.

Proof : We have
Ji(n,\) = / AT+ 30 4 5)d.
[0]co <€’

Thus essentially the first statement of the proposition is given by Lemma 4.3.3, and a
change of variable. In fact we just need in addition a control of b(if + s) for small #’s. In
the case where |z| < %, this is immediate, since |b| is bounded above and below by strictly
positive constants, and by continuity of 6 — s, |h| also, if € is sufficiently small. In the
other case, where |x| > 4, by (4.8), we see that |h + 2| stays away from 0 if |0| is small.
Thus for A sufficiently away from the walls, by becomes negligible in front of b;. Then since
(hby)(s) is real and bounded (above and below) on @, this gives the desired estimate of
|.J1(n, A)|. The estimate of .J5 is more complicated, since |hby| may become larger than |hb;|
and even explode, for instance when (Ao — A1,0) = +m, and §; — dy tends to 0 (cf. (4.8)).
Fortunately, as we will see, this is compensated by the exponential decay of (2RI (#0+s)
Indeed

’h(f(‘; 3)‘ _ eélog(l—(l_%)) <e —in- \h(}zlg-(FS))P]
S
o h(i6 1 )
7; + S 1 /s
1— B R D e (1 — cos (A= N, 6)).
AN

Multiplying again the numerator and denominator by e 2% we obtain

. 2
L= W Z CZ€<)\+)\/_2>\178> <)\ - >\/7 8>2 )
S
AN
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for some constant ¢ > 0. Observe now that since s = 0 < § = 0 and s is continuous, then
s stays away from 0 when |z| > . In particular (A;,s) and ()2, s) stay also away from 0.
Therefore with (4.8) we see that |b;| or |bs| can explode only when 1+ e*2™* is small, i.e
when (A\y — A1, 0) £ 7 and 0; — 02 are small. But in this case

(n 4 2)eP2=209 () — A, 0)° < (n42)(1 — 6,) < n,
since d; — 05 small implies that 1 — §; is away from 0. As a consequence
e~ 5D T eNITONO (1 (10 4 )|+ [hba(i6 + 5)|)

is bounded in U. The estimate of |Jy(n, A)| follows with Lemma 4.3.2 and a change of
variable. g

By the preceding proposition, when n(1 — |§|) — oo, Jo becomes negligible in front of .J;.
Thus we can find a constant K > 0 such that C'(n, \)|J(n, \)| has the estimate (4.5) when
A is away from the walls and n(1 — |§|) > K. Moreover the preceding proposition implies
also that C'(n, \)|J(n, A)| is bounded by the expression in (4.5). Now the rest of the proof
can be decomposed into two steps. First we prove the lower estimate when n(1 —|d|) < K.
Then we extend our estimate along the walls by using a local Harnack principle, and we
prove by the way that ¢"(z) is comparable to p"(0,x) when |z| < Z.

4.3.5 Lower bound when n(1 —[§]) < K

We present two proofs. The first is analytical, and the second is purely combinatorial.
One advantage of the second proof is that it is valid in the whole range n(1 — |0]) < K,
whereas the first is only valid when A is away from the walls {ay = 0} and {a; — g = 0}.
Another advantage of the combinatorial approach is that it provides a more elementary
proof of the upper bound.

Analytical proof
We begin by

Lemma 4.3.4 When (n+2)(1—6,) — 400 and (n+2)(6; —d3) — 400, then b(if+s) — 1,
uniformly in U.

Proof : Two cases may cause problems. Either when d; — d5 tends to 0. But in this case
(a, A) < n for all @ € RT, since the line Ay = Xy does not cross walls in the range
n(l —1d]) < K (at least if n is large enough). Thus when n(d; — d2) — 400, |b2| tends to
0. The other case is when (1 — d;) — 0, because we are not sure a priori that the function
b tends to 1. But this becomes true if n(1 — d;) — +o00. Now the proof of the lemma is
straightforward. O
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By the preceding lemma there exists a constant K’ > 0 such that if (n +2)(1 — ;) > K’
and (n + 2)(d; — d2) > K, then J(n, \) is comparable to

1
hnt2(s)

/ hn+2(2~9 + 8)6_i<>\+>\1+)\2’0>d0.
U

We denote by I(n,\) the integral in the last expression. We compute it by developing
h"*2(if 4 s) and using that the integral of ¢**? is null whenever x is a non zero weight.
We get, if |U| denotes the Lebesgue measure of U,

n+2
U
= |Zm.n2

where the sum is over the family of integers (nq,...,ng) such that ny + - +mng =n+ 2,
ny —ng +ns —ng = x1 + 1 and ng — ng — ns5 + ng = x2 + 1. In particular we can choose
m=x1+1—d ng=x0+14d, ns=d, ng =n4 =ng =0, with d =n — x; — x9. Thus,
by Stirling’s formula, we get

(n+2)n+2 1
I(n,A) =2 a xalc1+1 Tprat1d
n+2 n -+ 2 1
> con r1+1—d $2+1+d
> () <—x2 ) ?_ =
1
> c3n

51714-1 d (1 _ 51 zo+1+d \/Tél

where ¢, ¢co and c3 are strictly positive constants. The passage from the second to the third
line is justified by the inequality %(21_51) > 1. On the other side, with Lemma 4.3.2 we
get

o 1—90 1
n+2 _ —(AFA1+A2,8) _ 1 \wo+l14d 1\n+2
h(S) e - (1 _ 51) (1 + (51 ) (1 _ |5|)(n+2)(1—|5|) ’
Then
h(s)n+2€f(x\+)\1+)\2,s) — ( 01 )zz+1+d L
1—46 52

Thus we have proved the lower bound when (n + 2)(1 —4§;) > K’ (and A is away from the
walls).

Combinatorial proof

We have just seen above that

1
h(s €_<6’8> n — C«n+2 d nd
(b 0y — < L
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for x and n such that (n+2)(1 — |6|) < K. Now observe that in this range

Cn+2 d _ n n—d
r1+1—d 2+1 x1—d?

and ¢;, < ¢*". Thus we are lead to prove the estimate of Theorem 4.3.2. In fact it is more
convenient to prove the corresponding result for the radial random walk. If p denotes its
transition kernel, then by definition p"(0, ) = p™(0,x)N, for all n € N, all A € P*, and
all z € V,(0). Since N, is comparable to ¢, we have to prove that

p"(0,A) > clgp)"C?, n?

for some constant ¢ > 0. But for any A\ € P*, ¢gp = p(A\, A + A1), and when A € P+,
we have also gp = p(A\, A + A2). Thus it suffices to prove that, if n +2 — |A\| < K, then
the number of paths from 0 to A in P*, is comparable to C;;dd nd. This is elementary,
and can be seen as follows. Consider the sequence of increments of the radial random walk
up to time n, (e,...,€,), with €; € {1, £X2, £(A\; — A\2)} for all i@ < n. Then choose in
arbitrary order, 1 — d terms equal to Ay, x5 4+ d terms equal to /\2, and d terms equal to
A1 — Ag. The number of ways to do it is comparable to C’” 4 n?, which proves the lower
bound.

In fact we can also prove the upper bound by combinatorial arguments. Indeed, there must
be at least x1 — d terms equal to A\; in the sequence, and at most x; + d. Otherwise the
random walk could not reach the point A at time n. Now if A; appears k € {z1—d, ..., z1+d}
times, then for the same reason there must be also at least n — d — k terms equal to As.
But when £ is fixed, the number of sequences satisfying these conditions is bounded (up
to a constant) by C;~? n?. Moreover, since z; > %j (and d < K), there exists a constant
¢ > 0 such that C,?_d < cCg;dd, for all k € {x; —d,...,z1 + d}. This proves the desired
upper bound.

4.3.6 Local Harnack principle and estimate along the walls

Let us assume that the estimate proved until now is valid when 7 is at distance at least
D from the walls {ay = 0} and {a; — @ = 0}. From the heat equation satisfied by p, we
know that there exists a constant C' > 0, such that

p"(0,y) < Cp"™HO, z), (4.13)

for all neighbors x and y. Let now x € X be such that T is at distance less than D of
the wall {ay = 0} for instance. By repeated applications of (4.13) we see that there exist
vertices y; and yo such that g1 =T + D(Ay — A1), 2 =T + Do, and

ep"P(0,11) < p*(0,2) < Cp"P(0, ),

where ¢ > 0 and C' > 0 are other constants. Therefore, we only need to show that our upper
estimate of p"™(0,1,) is comparable to our lower estimate of p"~"(0, ;). This yields to
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prove that e™¢(2)=90u)l is hounded, where 0y, = yﬂFnATl;”\Q But by an elementary calculus,
we see that
V(6) = —s.

Hence

<V¢<5y1)a 5?;2 - 5y1> <0.

This implies well that e™?(0w2)=¢@1)] is hounded. This proves that our estimate extend near
the walls. The only missing part now is to see that ¢"(z) and p"(0, z) are comparable when
|z| < §. This results also from (4.13). Indeed it implies that

p"(0,2) < ¢"(x) < Cp"3(0,2),

and our estimates show that p"** is comparable to p™ when |z| < 2.
The proof of the theorems 4.3.1 and 4.3.2 is now finished. The extension of (4.6) when
|z| = n is straightforward.

Remark 4.3.3 For the rank 2 case, this proof may in fact be applied for any isotropic
nearest neighbor random walk. Let us detail. Such random walk has transition density
given by p(z,y) = p; if y € V). (x), for i = 1,2, and p(z,y) = 0 if z and y are not neighbors.

Now in rank 2, ¢;, = @,, and Ny, = N),. Thus we have the formula similar to (4.7)

(0, 2) = Cprg, / B2 (16)e=1OAM32) A (30)b(i0)dO,
U

1 .

but with p=t = Gs,; Nx, and h = py Y AEWor er + py Y o AEWors e. In particular observe that
the spectral radius p := ph(0) is the same for all these random walks. Now remark that for
some constants ¢, ¢ > 0, we have

htcdcd® =c(l+deM)(1+ e M) (1+ e ).

Namely ¢ = py/p; and ¢ = p?/ps. So all the preceding proof can be applied, and Theorem
4.3.1 can in fact be deduced for all the isotropic nearest neighbor random walks.

4.4 Heat kernel estimate for general buildings of type
A,

Given z € V,(0) and n > 0, we set 6 = %, and for ¢ < r, let §; := (v, d). We
define again ¢ by
¢(9) = min{u € ay | logh(u) — (u,0)}.

We have the following result
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Theorem 4.4.1 There exists a constant K > 0, such that the following estimate holds
uniformly in the set {|x| <n — K}
n 1 n_no(d — 1
P(0,2) = e (4.14)

Fo(T) \/nT HaeR+(1 —r 5>)

Moreover, the upper estimate holds in the whole domain {|x| < n}.

Proof : The proof follows exactly the same lines as in rank 2. After elementary computa-
tions we get

N

p"(0,2) = Cp"q,, / R (i) e AT ) A (160)b(i6)d6.
U

The next result is the analogue of Lemma 4.3.1
Lemma 4.4.1 The following formula holds

(9) [h"HRﬂ] — (n+|RY)) ... (n + Dra(R)h"A,
where 1, is a polynomaial of the form

|RY| N h|R+|—k:
J(h) = bt 2)kT ,
e I o B e 2

with constants ¢, € R.

Proof : Let us first show that

r+1
h+2= [ @+e)=]J+e ), (4.15)
AeWo =1

with the convention A\_; = A\, ; = 0. We prove it by using a well known symbolic description
of the fundamental weights and of their conjugates by W,. We associate to A; the symbol
21, to Ay the symbol x1+z9, and so on until A, to which we associate the symbol z1+- - -+,
with the rule z; + - - - + 2,1 = 0. For instance xy + - - - 4+ x,,1 represents the weight —\;.
Then we have a nice description of the conjugates of a fundamental weight

Woli = {zi, + -+ x| 1 #da- -+ # g},

for all £ < r. With this notation it is now elementary to see that

T

h+2=]]0+em),

i=1

which gives (4.15). Next, for any subset I of RT, we define 7/ on PT by

') =[] "N

acl
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We have

|R*|
W(a) [hm—lRﬂ} — Z(n + |R+D o (n + ]R+| —k+ 1)hn+\R+‘_kfk’

k=1

where

fr = > (7 (@) (h+2)] ... [7"(8)(h +2)]

[1UIQU'~-UIk:R+

for all k¥ < |R"|. The polynomials f; are skew-invariant. Thus they are divisible by A.
Moreover, f;. is of degree less or equal to k. It implies that f, = 0 when k < r, since A is of
degree r. Thus we may assume k > r. Now we observe that there is only r roots o in R™
such that (a, A1) # 0. The same holds for all the conjugates of A\;. Therefore, by (4.15), f
is divisible by all the factors (1 + e®*1)*~". Hence, it is also divisible by (h + 2)*~". Since h
is Wy-invariant, we obtain that f; is proportional to (h+2)¥~"A. This concludes the proof
of the lemma. U

For the rest of the proof we need to divide a in a few parts. If {iy,...,4,} = {1,... 7},
we set

A(il,...,ir) = {S€a|</\i1,8> > 2> <)\Z‘T,S>}.

In fact only a few of these sets are enough to cover ay

Lemma 4.4.2 The set A(iq,...,i.) has a non empty intersection with ay if, and only if,
for all 2 < j <r, there exists k < j, such that i; = i, £ 1.

Proof : Let s = sja; +- - - + s,a,. be the decomposition of s € a, in the basis of the simple
roots. Assume that the hypothesis on i1, ..., of the lemma does not hold. It means that
for some i, we have either (\;,s) > (Ait2,8) > (Niv1,5), or (Nig2,8) > (i, s) > (Nig1, S).

Assume that we are in the first case (the second is similar). Then s; > s;10 > si41.
But on the other hand, since s € ay, <aiv+1,s> > (. This is absurd because <al\-’+1,s> =

Si+1 — %(SZ + Si+2>. O
Now for the same reason than in rank 2 the equation Vh(s) = Jh(s) has a unique solution
in @, . In the sequel we will assume that it lies in A(1,...,r). The proof works the same in

the other cases.

Lemma 4.4.3 1. Foralll1 <i:<r,
et =ris) = (1 — (g + -+ + @, 8)).
2. For all2 <i <7, when (\; — \i_1,s) — 0,

<)\z — )\7;_1, S> = 52 — 52’—1-
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Proof : Let us prove the first claim by induction on ¢ < r. The equation {(ay, Vh(s)) =
d1h(s) may be rewritten as

Z sinh <)\1 + u, S> = 51(2 cosh <)\1 + i, S> + 6()\2,s> + Z €<V’5>),
m T v

where the last sum is over weights v such that (v, s) < (Ag, s). Multiplying the left and
right members of the last equality by e~ 1) gives immediately e*2=*15) < 1 — ;. Let now
7 < r. We write
<Oél + -+ o, Vh<8)> = <041 + -+ o, (5> h(S)

The exponential eM*Ai+17% appears in the right member of the last equality, whereas it
does not in the left member. Then we conclude by the same argument as before. The
last statement is proved in a similar way, by using the equations (a1 — «;, Vh(s)) =
(0;11 — 0;)h(s). This concludes the proof of the lemma. O

The end of the proof of Theorem 4.4.1 is now completely similar to the rank 2 case, if one
avoids Section 4.3.5. Let us just notice that the quadratic form appearing in Lemma 4.3.3
is equal in general to

qs(0) = Z et As) (N, — N, 0)”.
i=1

We leave the other details of the proof to the reader. O

4.5 Green’s function estimate

4.5.1 statement of the result
The Green’s function is defined for x,y € X by

G(z,ylz) = > p"(x,9)2",
n>|z|

. We set
G(z, z) := G(0,z|z).

We will give a sharp estimate of this function when z is real positive. As usual we always
use the implicit notation x € Vja(0) relating x and .
Theorem 4.5.1 1. Let z € (0,p~ ). Then

1

- —(A,80)
G(z,z) < |)\|‘Rﬂ+%e Fy(N),

for all z € C such that |z| <

=

where sy € ay is uniquely determined by the conditions : h(sy) = (pz)~* and Vh(sg)
18 proportional to .

2. We have .

~—1\
Gz, p~) =< WFO(/\).
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4.5.2 Proof

The case z < p !

First we need some preliminary results. We set ¢ = Vlogh, and for any 6 € a;, we
define s = s(0) as the unique point in a; such that g(s) = 6. We have the following

Lemma 4.5.1 The function g is locally invertible. Moreover, its differential dgs at any
point s € ay satisfies (u,dgs(u)) > 0, for all u € a.

Proof : We compute the differential of g at some point s

dgs(u) = h21(s) §[<)\,2U>/\ + <)\’27U> \— <)\7u> N <)\/7u> )\]6<>‘+>‘/’s>,

Thus

(u, dgs(u)) = 2h21(5> ST — (X, P 5

for all u € a. In particular dg, is invertible at each point s. We conclude by using the local
inversion theorem. U

For t > || we set 6, = 2, and s, = g7 (6;). Now we define the function ¥ in (||, 00) by
U(t) = tllog h(sy) — (0, s¢) + log(pz)].
We have
W'(t) = log h(s¢) + log(p2),
and

w(0) =~ (3udgi ().

In particular, by Lemma 4.5.1, ¥”(t) < 0 for all ¢ > |\|. Thus ¥ is strictly concave, and
attains its maximum at a unique point ¢y, which satisfies the equation h(s;,) = (pz)~'. For

simplify we set sg := s, and Jy = J,. Observe that they depend only on - We have

Lemma 4.5.2 There exist constants ¢ > 0 and C > 0 such that for all x € X,
c<|so] £ C and c<lb| <1-—c

Proof : The proof is straightforward. First h(sq) = (pz)~!. Moreover h is continuous,
h(0) < (pz)~!, and h(s) — oo, when |s| — oco. Eventually s — 0 when [§] — 0, and
|s| — oo when [§| — 1. O

In the sequel it will be convenient to introduce also the function ® defined for any |J| < 1
by
®(5) =log h(s) — (9, s) + log(pz).
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We have
V() = —s, (4.16)

and for all u € a,
205(u) = — (u, dgy ' (v)) (4.17)

where d?®; is the second order differential of ® at the point §. Writing the Taylor deve-
lopment of ® at order 2, we get

(I)((S) = — <5, 50> — <5 — 50, dggol(d — (50)> + O(|5 — (50|2).
Thus there exists € > 0, ¢ > 0 and C' > 0 such that
—0‘5 — 50’2 < (I)(é) + <(5, 80> < —C’(S — (50‘2, (418)

for all § such that |6 — dy| < e. Taking smaller € if necessary, we can also assume that there
exists a constant ¢ > 0 such that for § in the preceding range, ¢ < |§| < 1 —c¢. We can now
prove

Lemma 4.5.3 We have the estimate

1
E = o=(As0)
18030 ps !A!|R+\+T re R,
n—00|<e

Proof : First by Theorem 4.4.1, we see that for all n such that |3, — do| < e,

1

= W(n)
= |)\||R+|+%6 Fg()\)

p"(0,x)z"

But ¥(n) = n®(d,). Thus by (4.18)

67<)\,so)70n\6750\2 < elll(n) < 670\,50)7cn|6760|27

for all n such that |d,, — dg| < €. Now we write

I

|6 —30| <e

Next for all p > 0,
€[ A
{nl zm <lb-al< 5} = 5

¥ (n) L —(\so) — |/\|% —c|\|/22P
Z e’ < const - |\|ze 276 :
|05 —d0|<e p=0

Thus
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Moreover it is elementary to see that the last sum is bounded. Therefore we get as expected

Z e’ < C’\)\]%e’<)"50>.

|6n—d0|<e

for some constant C' > 0. By the same argument we can prove the lower estimate

Z e > C|)\|%€f<k,so>’

|§n_60|§€

for some constant ¢ > 0. This concludes the proof of the lemma. O

The proof is now almost finished. Since W is concave, there exists ¢ > 0 such that
U(n) < — (A, so) — cn,
for all n such that |6, — dg| > €. Thus

Z ¥ < C|)\’€_<)\’SO>_C|/\|- (4.19)

|60 —00]>¢, [5n]>e

In fact in the preceding sum we must assume that n > |z|, because the estimate of p*!(0, z)
is not contained in Theorem 4.4.1. But by the Harnack principle (given by the heat equa-
tion), there exists a constant C' > 0 such that for all x,

p*(0,z) < Cp"1*2(0, 2),

which gives also a control of the term p'””‘(O7 x). Taking now smaller € if necessary, we can
assume that there exists ¢ > 0 such that,

th(S) S 1— G,

when |d| < e. Then, by Theorem 4.4.1,

Yty (1-or<ci-ot.

|6n|<e n> 12l
Taking again smaller € if necessary, we get

Z ¥ < g hso)—eAl (4.20)

[0n|<e

Together with Lemma 4.5.3, and (4.19), this proves Theorem 4.5.1 in the case z < p~'.
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The case z = p !

First by Lemma 4.5.1 dgo is invertible. Thus |s| =< |§| near 0. It implies with (4.16) that
there exists a constant ¢ > 0 such that

®(8) < —clo]?,

for all |0| < 1. Therefore for all € > 0, we get a constant ¢ > 0 such that

> 0,2)p" < e TR ().

|6n|>€
Moreover, by (4.16) and (4.17), V®(0) = 0 and d?®, is definite negative. Hence we get
®(0) < —[of*,

near 0. It follows that

S roit =B [ e Ve

=zl
|6n|<e

where m = [R*| + %. Next we do the change of variable ¢ — @ and we find the desired
estimate. This concludes the proof of Theorem 4.5.1.

108



Chapitre 5

Convergence vers le mouvement
brownien de la chambre de Weyl

Ce chapitre reprend larticle [Sch3)|.

Résumé : Dans cet article nous exhibons une chaine de Markov sur un immeuble affine,
dont la partie radiale convenablement renormalisée converge vers le mouvement brownien
de la chambre de Weyl (pour le type A). C’est une nouvelle discrétisation de ce processus,
alternative a celle de Biane [Bi2]. Les ingrédients principaux de la preuve sont une formule
combinatoire sur l'immeuble, ainsi que [’estimation du noyau de la chaleur récemment
obtenue dans [A-Sch-Trol]. Par ailleurs notre résultat met en évidence une correspondance
au niveau probabiliste entre les espaces symétriques riemanniens de type non compact G/ K
[A-B-J], la théorie de Heckman-Opdam [Schl1], et les immeubles affines. Celle-ci avait déja
été observée en rang 1 par Bougerol et Jeulin [B-J2].

Abstract : In this paper we study a random walk on a building, whose radial part, when
suitably normalized, converges to the Brownian motion of the Weyl chamber (for the type
A). This gives a new discrete approximation of this process, which is different from the
one of Biane [Bi2[]. The main ingredients of the proof are a combinatorial formula on the
building and the estimate of the transition density proved in [A-Sch—Trol]. Moreover our
result extends in higher rank the correspondence at the probabilistic level between Rieman-
nian symmetric spaces of the noncompact type and their discrete counterpart, which had
been previously obtained by Bougerol and Jeulin in rank one [B-J1].
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5.1 Introduction

Le mouvement brownien de la chambre de Weyl, ou MB intrinséque, considéré par
Biane dans [Bil] a connu assez récemment un intérét grandissant du fait de son apparition
dans de nombreuses branches des probabilités. Par exemple en dimension 1 c¢’est le Bessel-3
dont on connait déja bien 'importance. Mais plus généralement il apparait entre autres en
théorie des matrices aléatoires, des systémes de particules, des files d’attente, des tableaux
de Young, en percolation orientée (voir par exemple [OC| pour un panorama général), ou
encore dans la théorie des processus sur les espaces symétriques riemanniens [A-B-J], et
plus récemment dans la théorie des processus de Dunkl et de Heckman-Opdam (cf [G-Y1|
et [Schl]| et les références citées). C’est un processus a valeurs dans une chambre de Weyl
a,, c’est-a-dire grossiérement un cone de R" dont les bords sont délimités par certains
hyperplans. Une fagon élémentaire de le définir est de considérer le mouvement brownien
tué au bord de la chambre de Weyl, et conditionné a ne jamais toucher le bord (cf partie
préliminaire pour plus de précisions).

Une question de base est de trouver une version discréte naturelle de ce processus, c¢’est-
a-dire une marche aléatoire qui, convenablement renormalisée, converge vers ce processus.
Un exemple de telle marche a été introduit et étudié par Biane [Bi2]| [Bi3] [Bi4], puis Biane,
Bougerol et O’Connell [Bi-B-OC]. On peut la définir de maniére analogue, en considérant
la marche aléatoire simple sur le réseau des poids d'un systéme de racines, tuée au bord
de la chambre de Weyl, et conditionnée a ne jamais toucher les bords. Disons simplement
que le réseau des poids en question est un réseau dont les vecteurs de base engendrent
les directrices du cone a,. On peut alors calculer explicitement son noyau de transition, a
I’aide notamment du principe de réflexion, et montrer sa convergence vers le MB intrinseque
[Bi-B-OC]. En fait [Bi2] [Bi4| cette marche apparait aussi naturellement en cristallisant
une marche aléatoire quantique sur le dual d’un groupe de Lie compact.

Dans cet article nous étudions une discrétisation alternative du MB intrinséque, lorsque
la chambre de Weyl est associée a un systéme de racines de type A (cf partie suivante).
Dans ce cas le MB intrinséque s’identifie au processus des valeurs propres d’une matrice
hermitienne de trace nulle dont les coefficients sont des mouvements browniens complexes
(dit aussi processus GUE). Notre discrétisation est obtenue a partir d’une certaine marche
aléatoire au plus proche voisin (X,,,n > 0), sur (I’ensemble des sommets d’) un immeuble
affine de type A,. Pour simplifier disons qu'un immeuble affine est un graphe contenant
plusieurs sous-graphes, appelés appartements, isomorphes au réseau des poids. Une fois
que 'on s’est fixé un appartement, disons P, et une partie positive P*, on définit la partie
radiale d'un sommet x de 'immeuble, comme sa projection T sur P* (cf partie suivante).
Soit A T'opérateur de transition de (X,,n > 0). Notons Fj une certaine fonction propre
positive de A au bas du spectre (Fj sera définie précisément dans la suite). Soit (Y,,,n > 0)
la Fy-marche relativisée au sens de Doob. Soit (Y,¥,¢ > 0) la suite de Fy-marches radiales

renormalisées, définie par Y,V = %, pour tout N > 0 et tout t € RT. Alors le principal
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résultat de cet article est que la suite de processus (Y;V, ¢ > 0) converge en loi, dans I'espace
des trajectoires, vers le MB intrinséque, lorsque N tend vers I'infini.

L’idée de ce résultat remonte a I’étude de Bougerol et Jeulin [B-J2|, qui le démontrent
dans le cas des arbres homogeénes, qui sont des immeubles de rang 1. En méme temps ils
démontrent également un résultat tout a fait analogue sur les espaces symétriques rieman-
niens de type non compact de rang 1 (en particulier sur tous les espaces hyperboliques
réels ou complexes), qui sont des versions continus des arbres homogeénes. Ils I'ont ensuite
étendu avec Anker a tous les espaces symétriques riemanniens de rang supérieur [A-B-J]
[B-J1]. L’auteur 'a également montré dans le cadre général de la théorie de Heckman-
Opdam [Schl]. On voit donc, et c’est 1a un autre intérét de notre travail, que le résultat
décrit plus haut est universel. Il établit une correspondance au niveau probabiliste entre
les espaces symétriques riemanniens de type non compact, ou plus généralement la théorie
de Heckman-Opdam, et les immeubles affines (de type /L). Signalons quand méme qu’une
telle correspondance n’est pas surprenante, puisque les immeubles affines, excepté certains
de type A,, sont aussi des (représentations géométriques d’) espaces symétriques de type
p-adique. En particulier il est bien connu que les théories analytiques ou géométriques (e.g.
compactifications) sur ces espaces sont trés similaires. Nous renvoyons aussi le lecteur a
[Ca—Wo| ou [Par3| pour d’autres résultats probabilistes sur les immeubles (en particulier
loi des grands nombres et théoréme central limite).

Nous décrivons maintenant le plan de cet article. Dans la partie 5.2 nous rappelons
certaines définitions et propriétés importantes des objets étudiés. Dans la partie suivante
nous introduisons les Fy-marches aléatoires, et montrons qu’elles apparaissent naturelle-
ment comme limites de ponts de longueur N, lorsque N tend vers l'infini. Puis dans la
partie 5.4, nous donnons des formules explicites pour les probabilités de transition des
parties radiales des marches aléatoires au plus proche voisin. Ceci nous permet dans la
partie 5.5, de démontrer le résultat décrit précédemment, lorsque 1’on renormalise le point
de départ de (X,,,n > 0) de fagon a converger vers le MB intrinséque partant d’un point
a l'intérieur de la chambre de Weyl. On s’appuie pour cela sur un critére de Ethier et
Kurtz [E-K]| sur la convergence uniforme des générateurs. Enfin dans la derniére partie
nous montrons la convergence vers le MB intrinseque partant de 0. Ce dernier résultat est
beaucoup plus difficile & obtenir, car on ne peut plus appliquer directement le critére de
Ethier et Kurtz. On a en plus besoin d'un controle de la norme des processus en temps
petit. Ceci s’obtient grace aux estimations du noyau de la chaleur démontrées récemment
dans [A-Sch—Trol]. Cependant ces estimations ne concernent qu’une marche aléatoire bien
particuliére, dite marche aléatoire simple (excepté pour r = 2, ou les estimations sont dé-
montrées pour toutes les marches symétriques au plus proche voisin). Notre dernier résultat
se restreint donc (sauf pour r = 2) a ce cas particulier.
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5.2 Préliminaires

Le systéme de racines : Soit a un espace euclidien de dimension r, muni du produit
scalaire < -,- >. On note ac := a+17a sa complexification. Soit R C a un systéme de racine
de type A,. On peut le définir (cf e.g. [Bou|) comme I’ensemble des vecteurs e; — e;, pour
1<i#j<r+1,otlese;, 1 <i<r+1,sont les vecteurs de la base canonique de R™*!,
et ou a est I'hyperplan {< z,e; + -+ + e,.1 >= 0}. Un sous-ensemble de racines positives
R est défini ainsi : on choisit d’abord arbitrairement u € a tel que < u, a > 0 pour tout
a € R. Puis on pose Rt = {a € R |< a,u > > 0}. La chambre de Weyl positive associée
a, est définie par
a,={z€al<a,xr>>0, Vae R"}.

On note a; son adhérence, et da, sa frontiére. On note Wy le groupe de Weyl, c’est-a-
dire le sous-groupe fini de O(a) engendré par les réflexions orthogonales r, par rapport
aux hyperplans orthogonaux aux racines € R. On note II := {a1, ..., .} une base (les
éléments de IT sont appelés racines simples) de R™, c’est-a-dire un sous-ensemble de R
tel que pour tout a € R*, il existe des entiers positifs ni, ..., n, tels que o = >, na.
On note {A1,..., A} la base duale, i.e. Vi # j, < a;, \; >= 0, ;. Les éléments de la base
duale sont appelés poids fondamentaux. Le réseau des poids P est par définition le Z-réseau
engendré par les poids fondamentaux. On note P* le sous-ensemble des poids positifs, i.e.
appartenant a a;, et PT" celui des poids positifs réguliers, i.e. appartenant & a,. On note
W le groupe de Weyl affine étendu (essentiellement engendré par Wy et les translations
par des éléments de P, cf [Bou|). On peut définir (cf [Parl]) une fonction w — g, sur W
telle que, si t) est la translation de vecteur A € P, alors

G, = qloert =N,

SiAe Pt etsi A=> . n\, alors sa longueur est définie par [A| =>""_ n,.

L’immeuble affine : Soit X l'ensemble des sommets d’un immeuble affine de type A,
et de paramétre ¢. Plutot que de donner une définition précise, ce qui serait relativement
fastidieux, nous avons choisi de ne présenter ici que quelques propriétés importantes des
immeubles utiles & la compréhension de cet article (cf e.g. [Ron| [Ca| ou [Par2| pour plus
de détails). Nous rappelons donc qu'un immeuble affine est un complexe simplicial. Les
simplexes de dimension 0 sont appelés les sommets, et ceux de dimension maximale r sont
appelés les chambres. Signalons tout de suite pour éviter toute ambiguité que les chambres
de I'immeuble (appelées aussi parfois alcoves), qui sont des simplexes compacts, n’ont rien
a voir avec la chambre de Weyl positive, qui est une chambre du systéme de racines, et en
particulier un cone ouvert non borné de a.

Les simplexes de dimension r» — 1 sont appelés les faces. On dit que deux chambres de
I'immeuble sont voisines si elles sont distinctes, et ont une face en commun. On appelle
galerie toute suite de chambres (C1, ..., C,) telle que pour tout i < n—1, C; et C;;4 soient
voisines. On appellera n la longueur de la galerie. On appelle aussi distance entre deux
chambres, la longueur minimale d’une galerie allant d’une chambre a 'autre. Soit C' une

112



chambre et F' une de ses faces. Par définition, ¢ est le nombre de chambres voisines de C'
qui contiennent F. En particulier ce nombre ne dépend ni de C' ni de F. Pour r = 1 par
exemple, X est un arbre homogeéne, ot chaque sommet a ¢ + 1 voisins.

Par définition X contient plusieurs sous-complexes, appelés appartements, isomorphes
au complexe simplicial dont les sommets sont les points de P (cf e.g. [Ron| pour plus de
détails). De plus si l'on fixe un sommet O de X et un appartement P (identifié¢ ici au
réseau des poids) contenant O, alors pour tout autre sommet x de X il existe un unique
isomorphisme qui fixe O et qui envoie z sur un sommet T de P*. On appelle T la coordonnée
ou partie radiale de x (que l'on identifie & un poids positifs). Lorsque = 1 par exemple,
P7 est 'ensemble des entiers N, et T est la distance de x a l'origine. Pour A € P™, on note
V1 (0) 'ensemble des sommets de coordonnée A, et on I'appelle sphére de rayon A centrée
en O. De méme, pour tout couple de sommets x et y il existe un unique isomorphisme
envoyant z en 0, et y en un sommet de P*. On note alors V) (z) 'ensemble des sommets
y qui sont envoyés sur A € PT par cet isomorphisme. Pour tout A € PT, V)(z) est un
sous-ensemble fini de X', dont le cardinal N, est indépendant de x. Pour A € P, soit W,
le stabilisateur de A sous l'action de W,. On a la formule suivante :

Wolg™")

Ny= 21 L
)\ Wo)\(qil) qt)\7

oa V(g™') =3, cv @' pour tout sous-groupe V de Wy. On définit enfin la fonction 7 sur
P par

N =[] <o’ x>

aeRT

Les polyndmes de Macdonald : Les fonctions c et h sont définies pour z € ac par

1 — q—1€—<o¢v,z>
C(Z) = H 1 _ 67<a\/’z> )
a€RT
et
,
=y 5 e
i=1 AeWoX;
On notera aussi h = ﬁ. Les polynomes de Macdonald sont définis (cf par exemple |Cal

ou [Parl|) pour A € P* et z € ac par

4 =1, <wA,z>
P\(z2) = T/VO—;—l) EZW c(wz)e : (5.1)
weW)y

D=

On définit également la fonction Fy sur P par

Fo(A) = P5(0).
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On rappelle 'estimation dans P (cf [A-Sch-Trol]) :

FoN) = g2 T (14 < .2 >), (5.2)

a€ERT

et lorsque < a, A\ >— +o00 pour tout a € R*,
Fo(A) ~ g5, 2 (). (5.3)

Marche aléatoire symétrique au plus proche voisin : Par définition, c¢’est une chaine
de Markov (X,,,n > 0) sur X, dont les probabilités de transition sont égales a

i sty € V), (),
p(:v,y)—{p v & Vale)

0 sinon,

ot les p; satisfont la condition Y., p;N,, = 1. Soit

" 1
p=_ pigi |Wokil,

=1

le rayon spectral. La marche radiale est par définition la chaine de Markov (X,,n > 0)
sur P*. On notera p son noyau de transition. Un cas particulier important qui sera étudié
dans cet article est la marche aléatoire simple. Ses probabilités de transition sont définies
par

4y,
pi=———, (5.4)

1
T —3
Zi:l G, Ny,

pour tout ¢ < r. Pour cette marche on dispose d'une formule intégrale relativement simple
pour le noyau de transition (cf [A-Sch-Trol]), ce qui explique d’ailleurs son nom : si

N

U={0ca|VweWy, Vi<r, |<wa;,0>|<m},
et si p"(0, z) est la probabilité, partant de 0, d’arriver au sommet = € V,(0) en n pas, alors

p"(0,x) = const - p" /U ﬁ”(iG)PA(ie)%. (5.5)

Le mouvement brownien de la chambre de Weyl : Ce processus est aussi appelé
parfois le mouvement brownien intrinseque. Il existe de nombreuses définitions et interpré-
tations de ce processus, dont nous ne mentionnerons ici que certaines. Une facon élémentaire
de le définir (cf Biane [Bil], ou Anker, Bougerol et Jeulin [A-B-J]) est de considérer le
m-processus au sens de Doob du mouvement brownien standard dans a tué au bord de
ay. En fait, comme ’a noté Biane, 7 étant 'unique (& une constante multiplicative prés)
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fonction harmonique positive qui s’annule sur da,, on peut 'interpréter comme le mou-
vement brownien standard partant d’'un point de a,, tué au bord de a,, et conditionné
a ne jamais toucher les bords de la chambre. C’est donc de ce point de vue une généra-
lisation naturelle du Bessel-3 en dimension plus grande que 1. Pour d’autres propriétés
de ce processus qui renforcent cette idée, nous renvoyons a ’article de Biane, Bougerol et
O’Connell [Bi-B-OC]. Il y est en particulier démontré qu’il s’obtient par une transforma-
tion du mouvement brownien qui généralise celle classique de Pitman 25 — B en dimension
1. On peut aussi le définir comme le processus de Dunkl de paramétre 1 (cf [G-Y1]). En
particulier c’est un processus de Feller de générateur D (cf [Schl]) défini pour f réguliére
et Wy-invariante par

1
Df(x) = §Af(x)+ < Vlegm,Vf > (x),
pour tous z € a,. Enfin la loi de ce processus partant de 0 a pour densité (cf [A-B-J])

p¢(0, ) = const - W—Hgﬂ(aj)%_T,

pour tout ¢t > 0 et tout = € a,.

Remerciements : Ce travail fait partie de ma thése. Je remercie chaleureusement mes
directeurs Jean-Philippe Anker et Philippe Bougerol de m’avoir suggéré d’étudier ce pro-
bléme.

5.3 La Fy-marche aléatoire

Soit (X,,,n > 0) une marche symétrique au plus proche voisin, de noyau de transition
p. La fonction Fj est fonction propre de son opérateur de transition (cf [Parl]) :

S bl y) Fo(@) = pFo(®),

yeXx

pour tout x € X. La Fy-marche aléatoire (Y,,n > 0) est alors la chaine de Markov sur X
dont le noyau de transition ¢ est défini par

™
<l

)
@"

Q(xv y) = p(l’, y)

3|3

On note (X% n > 0) le pont de longueur N autour de 0, i.e. la marche aléatoire
partant de O et conditionnée & revenir en 0 au temps /N. La proposition qui suit montre
que la Fy-marche peut étre vue comme la premiére moitié d'un lacet de longueur infinie
autour de 0. C’est 'analogue d’un résultat sur les espaces symétriques G/K [A-B-J|,
étendu ensuite a la théorie de Heckman-Opdam [Schl].
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Proposition 5.3.1 Lorsque N — +o0, (X¥% n > 0) converge en loi vers (Y,,n > 0).

Preuve : Soit P la loi de (X,,,n > 0) et F,, := 0(X, k < n) sa filtration naturelle. Soit
PO la loi de (X0 n > 0). On a la relation d’absolue continuité suivante :

PO — pN(0, X,)

=—— " P 5.6
| Fr pN(O, O) [Fno ( )

pour tout n > 0. Supposons maintenant pour simplifier un peu, que (X,,n > 0) soit la
marche simple. Alors d’aprés (5.5), pour tout A € Pt et tout x € V,(0),

pN (0, 2)
p™(0,0)

e Biv (i) PA(i0) e
Ju PN (10) Po(i0) 15

=p

On effectue dans les deux intégrales précédentes, les changements de variables respectifs
0 — \/% et 0 — %. On remarque ensuite que

hN(Z ) - e—const-z)\<)\,9>2’

lorsque N — +o00. De plus ﬁ est équivalent (& une constante prés) a m(z6) en 0. On
obtient donc la convergence suivante :

pN—n<0’x) N ~—nP/\(O>
V0,0 P R0y

lorsque N — +00, ce qui avec la relation (5.6) prouve la proposition pour la marche simple.
Dans le cas général, h doit étre remplacé par une certaine somme d’exponentielles, mais
dont les coefficients ne sont pas nécessairement tous égaux (cf [Par2]). Néanmoins la preuve
reste inchangée. |

5.4 Probabilités de transition de la marche radiale

Dans cette partie nous donnons des formules explicites pour les probabilités de transi-
tion d’une marche radiale au plus proche voisin. Elles seront utilisées dans la partie suivante
pour démontrer le théoréme 5.5.1. Ces formules se raménent en fait & un calcul combina-
toire sur 'immeuble (proposition 5.4.1 ci-dessous), qui peut aussi étre intéressant en soi.
On peut trouver un résultat similaire dans [Ca—Wo], et dans la thése de Parkinson [Par2]
pour tous les immeubles de rang 2.

Proposition 5.4.1 Pour tout A € P, tout sommet x) € V)(0), tout w € Wy et tout
ie{l,...,r},

1 1
|V)\+w)\i(o) N V)\z<x/\)| = Qtz)\i qtzu;)\l- :
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Preuve : Fixons A € P™ et ) € V,(0). Soit w’ de longueur maximale tel que w'\; = w;.
Comme la formule recherchée ne change pas quand on remplace w par w’, on peut supposer
que w = w'. Maintenant par définition de ¢, on sait que chaque fois que 1'on fixe une face
F' de dimension r» — 1 contenant z, il y a ¢ + 1 chambres qui contiennent F. Autrement
dit & chaque fois que 'on fixe une chambre C' et une de ses faces F, il y a exactement ¢
sommets x de 'immeuble, tels que (F, z) définisse une chambre différente de C'. Notons C'
et C_ les chambres (dans @) contenant A et tous les poids A + \;, respectivement A — \;,
pour i = 1,...,r. On notera aussi C,, := wC. On sait (cf [Par2|) que pour tout i,

}VA_Ai(O) NV, ($A)| =1,

si —A; € WyA;. Autrement dit il existe une unique chambre dans I'immeuble, que I’on notera
aussi C'_, qui contienne z) et dont les sommets aient pour coordonnées A\, A\— Ay, ..., A=\,
De méme pour tout sommet x de 'immeuble, il existe une unique chambre C,, de I'immeuble
contenant x, et & distance minimale de C'_. On en déduit que

[Vagwn; (0) NV (22)] = ¢,

ou l,, est la longueur d’une galerie de longueur minimale allant de C"_ & (une chambre dont
la partie radiale est) C,,. En effet d'une part, d’aprés la discussion précédente, il existe ¢
telles galeries, et pour chacune d’entre elle, il existe x € Vi, (0) NV}, (z)) tel que C, soit
la derniére chambre de la galerie. D’autre part deux galeries distinctes peuvent avoir les
mémes premiéres chambres, mais & partir d’'un moment elles n’ont plus aucune chambre en
commun (c’est immédiat par récurrence sur la longueur de la galerie), et elles aboutissent
donc nécessairement a deux points x et x’ distincts. Il est maintenant bien connu que, si
'on note [(w) la longueur de w, alors

Lo = [Wo| = l(w) = [RT nw™'RF|.
De plus, vu le choix de w que I'on a fait, on a
RFNw™ 'R = ) <ak>.
aERTNw— IR+

En effet, pour tout o € R, < a, \; > est égal & 0 ou 1. Mais s’il existe « € RT Nw 'R+
tel que < a, \; >= 0, alors déja en décomposant « dans la base 11, on s’apergoit que I'on
peut supposer « € II. Par ailleurs r,\; = \;, donc wr,A\; = wA;. Enfin puisque a € 11, r,
établit une bijection entre RTNw 'R~ {a} et RT N (wry,) *RT. Donc l(wr,) = l(w)+1,
et 'on a une absurdité. Pour conclure il suffit de remarquer la formule élémentaire

> <O">‘i>:%{z <a,/\,~>+2<a,w)\,~>},

a€ERTNw—IR* a€Rt a€Rt

ce qui conclut la preuve de la proposition. |
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On peut déduire de la proposition précédente les probabilités de transition d’une marche
aléatoire radiale :

11
ﬁ()\» A + W)\'L) = Qtiiqti)\iph

pour tout A € P™*. En particulier pour la marche aléatoire simple, elles sont données

d’aprés (5.4) par

PAAFwN) = ——5—.
Zizl thj N)w‘

5.5 Convergence vers le MB intrinséque partant d’un
point intérieur

Soit # € & et soit (X, n > 0) une marche aléatoire symétrique au plus proche voisin
partant de z. Notons (Y,*,n > 0) la Fy-marche aléatoire partant de x.

Si a € ay, on notera [a] un des poids (peu importe lequel) de P* qui est a distance
minimale de a. Pour N € N, on note (Y;"*,t > 0) la Fy-marche radiale renormalisée
partant de a. Elle est définie pour t € RT par

[VNa
}/;N,a — }/[Nt]

Vil

Nous pouvons maintenant déduire des formules de la partie précédente le

Théoréme 5.5.1 Lorsque N — oo, la suite de processus (Y;N’a,t > 0) converge en loi
dans D(RY,ay) vers le mouvement brownien intrinséque partant de a.

Preuve : Rappelons que le mouvement brownien intrinséque partant de a € a, est a
trajectoires dans a,. Il en résulte que c’est un processus de Feller de générateur D, dont
un core est C°(a, ), 'espace des fonctions C*° & support compact inclus dans a,. D’autre
part, d’aprés les calculs de la partie 5.4, le générateur AV de (Y;N’a,t > 0) est défini pour
f e C(ay) par

T R 1 Fy(WNA+wh) w;
A )\ = 1 2 i t2 0 )\ - )\ P
N =75 {;qt&p w%&qmi A/ £ +\/N)} ey

pt
VN
portionnel & | - |. En particulier, quitte a bien normaliser R, et d’aprés (5.3), on obtient
que pour toute fonction f € C®(ay), Ay f converge uniformément vers D f sur a,. On en

déduit le théoréme d’apres les théorémes 6.1 p. 28 et 2.5 p. 167 dans [E-K]. [

pour tous \ € . De plus, tout polynéme homogeéne Wy-invariant de degré 2 est pro-
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5.6 Le cas de la marche aléatoire simple

On souhaite maintenant obtenir un résultat de convergence vers le mouvement brownien
intrinséque partant de 0. C’est en fait plus compliqué & démontrer que le théoréme 5.5.1,
puisque dans ce cas le critére de Ethier et Kurtz ne s’applique pas directement. En effet,
un core du MB intrinséque partant de 0, contient a priori des fonctions continues non
nulles en 0. Or, pour ces fonctions, il n’est pas du tout clair, si la suite Ay f converge
uniformément vers D f sur a;. Par contre, comme le MB intrinséque est a valeurs dans a
pour t > 0, le critére s’applique pour t > n pour tout n > 0. Il ne reste alors plus qu’a
obtenir un bon contréle de ce qui se passe en temps petit. Un moyen pour cela est d’avoir
de bonnes estimations du noyau de la chaleur. Or, sauf pour r = 2, les seules estimations
suffisamment précises dont on dispose ne sont connues que pour la marche aléatoire simple
sur les immeubles de type A, (cf [A=Sch—Trol]). C’est pourquoi dans le résultat qui suit,
on se restreindra a ce cas particulier.

On note (Y;",t > 0) la Fy-marche simple radiale renormalisée partant de 0, et (I;,¢ > 0)
le MB intrinséque partant de 0.

Théoréme 5.6.1 La suite (YNt > 0) converge en loi dans D(RY,a;) vers (I;;t > 0),
lorsque N — +00.

Preuve : La preuve se divise en deux étapes. On montre d’abord la convergence en loi
unidimensionnelle (lemme 5.6.1 ci-dessous), ce qui permet d’aprés le critére de Ethier et
Kurtz, d’en déduire la convergence en loi sur [n, +00), pour tout > 0. Puis on montre un
résultat de tension, ce qui permet de conclure la preuve par des théoremes généraux.

Lemme 5.6.1 Pour toutt >0, YN converge en loi vers I;, lorsque N — oc.

Preuve du lemme : Soit f = 1 la fonction indicatrice d’'un compact K de a,, et soit
q"(0,-) le noyau de transition de (Y,,,n > 0). Alors

E[f(Y)] = Y ™0, N)Naf(—=)

prt+

Signalons maintenant que pour tout u € a;,
1 T
|U|2 = WZ Z <\ u >2,
( ) =1 AeWp)\;

est égal (& une bonne normalisation de R* prés) a la norme euclidienne au carré de w.
pt++

Nous allons montrer que pour tout u € TN

2 2
N%q[Nt]((), \/NU)N\/NU — const - %6_97 (5.7)
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lorsque N — oo. La limite étant justement la densité de la loi de I;, on en déduira le lemme
par un argument classique d’approximation d’'une intégrale par une série, et le lemme de
Sheffé. Déja rappelons que

Fo(A)
F5(0)

~—n

q"(0,A) = p"(0, ) ",

pour tout A € Pt et tout n > 0. De plus d’aprés (5.5), et par Wy-invariance de h, on a

n ~n -1 Tny/- i d@
p"(0,\) = const - p"¢q;,> /Uh (i0)e <’\’9>m.
En faisant le changement de variable 6 — \/ﬁ dans l'intégrale, et en utilisant (5.3), on

obtient

IR »r
t 2 +3

r — L9124 ,ﬂu 0
NEq(0, VNu) N, ~ const -~ /e N0 T e (=) b — — o) B,

ou b est la fonction continue, non nulle en 0, définie par 7b = % On effectue alors le

changement de variables § — 0 + i u, et on obtient I’équivalent
g NG q

m(u) _u|2/ _1jpp2 , u
const - e ¢ e 2" (—i0 + —)d#.
(it + 2)

Pour conclure, remarquons que le polynéme défini pour x € a par
r(z) = /e%w'QW(—ie + x)db.

est anti Wy-invariant, et de degré exactement |RT|. Il est donc égal (& une constante

multiplicative prés) a 7 (cf [Hel|), ce qui prouve (5.7). La preuve du lemme est terminée.
|

Montrons maintenant le résultat de tension suivant :

Proposition 5.6.1 Soient a > 0 et € > 0. Il existe n > 0 tel que

lim sup P {sup YN > oc} <e.
N—o0 t<n

Preuve de la proposition : L’idée de la preuve est tirée de Billingsley [Bil]. Soit

A:{ sup |Yk|204\/ﬁ}.

k<[Nmn]
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On commence par écrire A comme la réunion disjointe suivante
[N7]
=TT 4
k=1

ou

Ay = {\Yl\ <aVN,...,|Yi_i| < aVN,|V;| > a\/ﬁ}_

Maintenant pour K > 0 et n > 0 tel que % > K, soit

5= { Mol 2 (5 = K)V/F .

D’aprés la propriété de Markov, on a

[Nn]
B] + > PAP | Vivy — Vil > K/Nig| (5.8)

Nous avons maintenant besoin du lemme suivant

Lemme 5.6.2 On a
supP (|| > KVi| =0,

>0

lorsque K — o0.

Preuve du lemme : D’aprés les estimations de [A—Sch—-Trol|, il existe des constantes
c>0et C >0 telles que

_CW
l

IR ’

|x|2\7€+|

¢'(0,2)Ny < C-—+

pour tout x # 0 et tout { > |z|. On en déduit que

C el
> ¢ (0,2)N; < Z|R+—+/ [u e du.
2| > KV * 2KV

En faisant le changement de variable u — v/Iu, on en déduit le lemme. |

D’apres le lemme

K K
P [IYiva ~ ¥l 2 KV <P Wl 2 /] + 7 1] 2 /] <

pour K assez grand. Alors d’aprés (5.8)

N —

P[A] < 2P(B],



si K est suffisamment grand. Par ailleurs toujours d’aprés le lemme P[B] tend vers 0 lorsque
1 tend vers 0, ce qui prouve la proposition. |

Le théoréeme 5.6.1 résulte maintenant de théorémes généraux (cf par exemple [Bil] ou le
théoréeme 7.2 p. 128 dans |[E-K]). [ |

Remarque 5.6.1 Comme mentionné précédemment, lorsque r = 2 les estimations de

[A-Sch—Trol]| sont valides pour toutes les marches aléatoires symétriques au plus proche
voisin. Le théoréme 5.6.1 est donc aussi valable pour ces marches dans le cas r = 2.
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Annexe

Frontiére de Poisson des matrices

triangulaires inversibles a coefficients
rationnels

Dans cette annexe nous décrivons de maniére explicite la frontiére de Poisson du sous-
groupe de G L4(R) des matrices triangulaires supérieures a coefficients rationnels. Ce travail
a été étendu au cas de matrices a coefficients dans un corps de nombre dans [Sch4|. Nous
ne donnons ici qu'un apergu de notre résultat sans rentrer dans les détails de la preuve.

Pour commencer nous faisons quelques rappels assez brefs sur la notion de frontiére
de Poisson, en suivant pour l'essentiel 'exposition de Kaimanovich [Kai2|. Mais avant
de donner une définition rigoureuse, disons que grossiérement la frontiére de Poisson est
un espace mesuré (B, v), qui décrit le comportement asymptotique de marches aléatoires
sur les groupes. En méme temps cela donne des informations sur la nature géométrique
du groupe, et fournit une représentation intégrale des fonctions harmoniques bornées. Le
premier exemple connu de telle représentation est peut-étre la formule classique de repré-
sentation intégrale de Poisson des fonctions harmoniques bornées dans le dique unité du
plan complexe (cf e.g. [Kai2|).

Donnons maintenant des définitions plus formelles des notions introduites. Soit un
groupe localement compact G, muni d’'une mesure de probabilité u. Une marche aléatoire
sur (G, u) est une chaine de Markov (z,),>0 sur G, telle que les accroissements z, '@, 1
sont indépendants et identiquement distribués, de loi x. On note alors P la loi de (z,,)n>0
sur l'espace des trajectoires GY. On dit que deux trajectoires (2,)n>0 €t (Yn)n>0 sont
équivalentes, s’il existe des entiers n; et ny tels que pour tout n > 1, Zpyn, = Ynin,-
On notera bnd x la classe d’équivalence de tout élément x € GN. Supposons maintenant
que G est dénombrable. La frontiere de Poisson de (G, ) est par définition le quotient
de I'espace mesuré (GN,P) par la relation d’équivalence définie ci-dessus. Il se trouve que
c’est aussi la u-frontiére maximale. Mais détaillons un peu. Soit B un espace localement
compact muni d’une mesure de probabilité v, et d’une action de G. On définit 'action de
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g € Gsur v par gv(f) = [5 f(gz)dv(z), pour toute fonction continue f sur B. On dit que
v est p-invariante si [,(gv)du(g) = v. Dans ce cas on dit que (B,v) est une p-frontiere,
si P-presque stirement, z,v converge vaguement vers une mesure de Dirac. Un résultat de
Kaimanovich [Kai2| établit que toute p-frontiére est le quotient de la frontiére de Poisson
par une partition mesurable en classes d’équivalences de ’espace des trajectoires. Ceci
explique le terme de pu-frontiere maximale pour la frontiére de Poisson.

D’autre part le semigroupe engendré par p, noté sgr(yu), est défini par sgr(p) = U,supp (™).
Une fonction f sur sgr(p) est dite p-harmonique si [, f(gg')du(g’) = f(g) pour tout
g € sgr(p). Il est démontré dans [Kai2| qu’il existe une isométrie entre 1'espace H*(G, )
des fonctions p-harmoniques bornées f sur sgr(u) et I'espace L*(B,v) des fonctions F
bornées sur B. L’isométrie est donnée par les formules

F(bnd x) = lim f(x,), flg) = /BF(g,z)dy(z).

n—oo

La seconde formule est appelée formule de représentation intégrale de Poisson.

Il existe une vaste littérature sur les frontiéres de Poisson, et de nombreux types de
groupes ont été étudiés. Le premier exemple non trivial est sans doute celui des groupes
de Lie semi-simples, analysé en profondeur, d’abord par Furstenberg [F1], puis par de
nombreux autres auteurs pour des marches aléatoires plus générales (cf e.g. [Az| |Gu-Ji-T]
[Ra]). Dans ce cas la frontiére de Poisson est toujours donnée par la variété drapeau (qui sera
définie dans la suite), munie d’une certaine mesure. Pour le lecteur interessé nous citerons
aussi le cas des groupes (de Lie) résolubles [Er| [Ral, des groupes hyperboliques [Kail],
des groupes amenables [Er|, des groupes discrets [Kai—V| |Led|, ou encore des groupes
dénombrables |Br| [Kai2]. Bien sir cette liste est loin d’étre exhaustive, et pour d’autres
références on pourra consulter [Fur| ou [Kai2|.

Mais le groupe qui a motivé notre étude est le groupe des transformations affines d’un
corps K. Il est défini comme ’ensemble des transformations de la forme x +— ax + b, avec
a # 0. Ce groupe a été abondamment étudié sur le corps des réels (cf e.g. [Eli]), mais aussi
sur les corps p-adiques [Ca—Kai-Wo], et plus récemment sur le corps des rationels dans
'article [Br|, qui est a la base de notre travail. Dans le cas du corps des réels ou des corps
p-adiques, sous de bonnes hypothéses sur le support de la mesure p, la frontiére de Poisson
est la droite projective (qui dans ce cas particulier s’identifie & la variétée drapeau) sur le
corps en question. Par contre dans le cas rationnel, la frontiére de Poisson est cette fois le
produit de toutes les droites projectives sur tous les corps p-adique et sur R, muni d’une
certaine mesure v. De plus on peut décrire explicitement I’ensemble des nombres premiers
p tels que la restriction de v au facteur P*(Q,) soit triviale, i.e. supportée par un unique
point (cf [Br]).

Dans notre travail nous avons considéré le groupe A(Q) des matrices triangulaires
supérieures de taille d > 2 a coefficients rationnels, et coefficients diagonaux non nuls. Le
cas d = 2 correspond au groupe des transformations affines rationnelles. Nous avons alors
obtenu ’analogue du résultat de Brofferio, & savoir que la frontiére de Poisson est donnée
par le produit des variétés drapeau F, sur tous les corps p-adiques (et R), muni d'une
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certaine mesure v, dont on donne des précisions sur le support de sa restriction a chacun
des facteurs F),.

Mais avant de détailler notre résultat nous avons besoin d’introduire quelques notations.
On note P I’ensemble des nombres premiers union l'infini, et P* I'ensemble P~ {oo}. Etant
donné p € P, on note Q, le corps des nombres p-adiques (Q désigne par convention le
corps des réels R), et on note | - |, la norme p-adique usuelle. Pour p e P et i € [1,--- ,d],
on pose

o) = /  nllacd )

La variété drapeau F, de QZ est par définition l'espace des suites Hy C --- C Hy de
Q,-espaces vectoriels tels que pour tout ¢, dim H; = ¢. On définit B, comme le Q,-espace
vectoriel des matrices triangulaires supérieures b de taille d, dont les coefficients diagonaux
sont tous égaux a 1, et tels que b;; = 0si ¢ < j et ¢p(i) > ¢,(j). En fait B, s’injecte
naturellement dans F,. L’injection est donnée par I'application qui a tout élément b de B,
associe I’élément de F, tel que pour tout ¢, H; est le (Q,-espace vectoriel engendré par les
1 derniéres colonnes de b.

Il faut maintenant définir I'action de A(Q) sur B,. Pour cela nous introduisons encore
quelques notations. On pose pour j < d,

Jj =i <J 1 ¢pli) = ¢p(5)}

Soit r; le cardinal de Jj, et soient i; < --- < ir, = j les éléments de J;. Etant donné
une matrice m et j < d on notera m; sa j*™° colonne. On définit alors Paction a - b de
a € A(Q) sur b € B, récursivement. D’abord on pose (a - b); = “bz . Puis (a - b); est

I'unique vecteur colonne de la forme (ayj,...,®;-1,;,1,0...,0) avec a” =0siie Jj, tel
que (a-b)i,...,(a- b)ZT,_l, (a-b); d'une part et (a- b),l, o (a b)zrv_l,abj d’autre part,
engendrent le méme espace vectoriel.

On note In™ la partie positive de la fonction In. Notre résultat est le suivant

Théoréme 5.6.2 Soit u une mesure de probabilité sur A(Q) telle que

/ <Z IIn |a;;|,| + Zhﬁ |a”|p> du(a) < +oo.
AQ) 1<icj<d

pEP* pEP

Alors il existe une unique mesure p-invariante v sur l’espace

B:=][][B

peEP

tel que ’espace mesuré (B, v) soit la frontiére de Poisson de la marche aléatoire de loi p

sur A(Q).
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Ce résultat est encore restreint & un groupe assez particulier, mais nous souhaiterions dans
le futur pouvoir I’étendre au cadre beaucoup plus général considéré par Raugi [Ral. Une
autre question que nous n’avons pu encore aborder est celle des propriétés fines de la mesure
v (plus de précisions sur le support, et comportement & I'infini par exemple).

En ce qui concerne la preuve maintenant, nous avons suivi la démarche générale de
Brofferio [Br|. Elle repose sur deux points principaux : d'une part un critére de Kaimanovich
[Kai2| pour les groupes dénombrables, et d’autre part le fait que Q s’injecte dans ’anneau
des adeéles (cf |[Lan]), dans lequel on peut définir des gauges naturelles bien adaptées pour
appliquer le critére de Kaimanovich. Néanmoins il serait aussi intéressant de voir si nous
ne pourrions pas aussi utiliser la démarche de Bader et Shalom [Bad-Sh|. Ils montrent que
la frontiére de Poisson d’un produit de groupes est donnée par le produit des frontiéres
de Poisson de ces groupes, et en déduisent en particulier (via aussi I'injection de Q dans
I'anneau des adéles) la frontiére de Poisson du groupe des points rationnels de groupes
algébriques semi-simples.
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TITRE : Etude analytique et probabiliste de laplaciens associés aux systémes de ra-
cines : laplacien hypergéométrique de Heckman—Opdam et laplacien combinatoire sur les
immeubles affines.

RESUME : Cette thése porte sur une étude analytique et probabiliste des théories de
Heckman-Opdam et des immeubles affines de type A,. On étudie aussi la frontiére de
Poisson des matrices triangulaires inversibles rationnelles.

Un de nos principaux résultats est l'obtention de nouvelles estimations des fonctions
hypergéométriques de Heckman-Opdam. Nos preuves sont relativement plus simples que
dans le cas particulier des espaces symétriques G/ K. Par exemple pour les estimations de
base des fonctions sphériques, obtenues par Harish-Chandra, ou Gangolli et Varadarajan,
ainsi que pour les estimations récentes de la fonction sphérique élémentaire ¢ par Anker,
Bougerol et Jeulin.

Un des autres principaux résultats est I'estimation du noyau de la chaleur associé¢ a un

certain laplacien combinatoire sur un immeuble affine de type A,.

TITLE : Analytical and probabilistic study of Laplacians associated with root systems :
hypergeometric Laplacian of Heckman—Opdam and combinatorial Laplacian on affine buil-
dings.

ABSTRACT : In this thesis, we are interested in the study of analytical and probabilistic
aspects of Heckman-Opdam and affine buildings of type A, theories. We also study the
Poisson boundary of rational triangular matrices.

One of our main results, is to obtain new estimates of the hypergeometric functions of
Heckman—Opdam. Our proofs are relatively more elementary than in the particular case
of symmetric spaces G/K. For instance for the proof of the basic estimates of spherical
functions, obtained by Harish-Chandra or Gangolli and Varadarajan, and for the recent
estimate of the elementary spherical function ¢g by Anker, Bougerol and Jeulin.

Another main result is the estimate of the heat kernel associated with some combina-
torial Laplacian on an affine building of type A,.
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