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Introdution
Déidabilité et omplexité de l'arithmétique réelleL'arithmétique réelle du premier ordre a la propriété remarquable d'être déidable(Tarski 1951). Cei signi�e que l'on peut érire une suite d'instrutions, un algorithme,qui permet de déider la vérité d'une formule lose quelonque de ette théorie. On peutformuler autrement ette propriété en disant que l'on sait onstruire par un proédéautomatique une preuve de toute formule lose de la théorie du premier ordre de l'arith-métique réelle, 'est à dire toute formule qui est une ombinaison d'inégalités et d'égalitéspolynomiales quanti�ées à oe�ients rationnels, sans paramètres.Au premier abord, un tel résultat semble être de toute première importane pour labranhe des mathématiques qui étudie les objets dé�nis par des inégalités polynomialesréelles, à savoir la géométrie algébrique réelle. Par exemple l'existene d'un tel algorithmepermet en théorie de déterminer les on�gurations de variétés algébriques réalisant unensemble de ontraintes sur leur degré, nombre de variables...En fait, la perspetive d'obtenir de nouveaux résultats grâe à ette méthode, et àson implémentation sur un ordinateur, est limitée par la omplexité de e problème dedéision. La omplexité de l'algorithme historique donné par A. Tarski est énorme : 'estune tour d'exponentielle de hauteur le nombre de variables quanti�ées. L'introdution del'algorithme de Déomposition Algébrique Cylindrique (CAD pour Cylindrial AlgebraiDeomposition) par G.E. Collins (Collins 1975) représente une amélioration drastiquepuisque elui-i est �seulement� doublement exponentiel en le nombre de variables etpolynomial en le degré des polyn�mes. De plus, et algorithme est un outil puissant pourl'étude des variétés semi-algébriques, qui donne bien plus d'information sur une famillede polyn�mes que la réponse au problème de déision. Les reherhes ultérieures surette proédure de déision (Grigor'ev 1988; Heintz, Roy, et Solernó 1990) ramèneront saomplexité en une double exponentielle en le nombre de blos de quanti�ateurs, maisei est enore trop élevé pour en faire un outil de alul formel vraiment performant. Ànotre onnaissane, il n'existe pas à e jour d'implémentation de es derniers algorithmes.Les implémentations existantes de l'algorithme de CAD peuvent bien sûr être utiliséespour la résolution de problèmes non triviaux, mais ils n'ont pas la puissane promise parle résultat théorique de déidabilité.Pourquoi faire des preuves formellesEn marge des systèmes de alul formel, une autre utilisation de l'ordinateur ommeauxiliaire à l'ativité du mathématiien a émergé au ours des quarante dernières années1



du fait de l'apparition des logiiels dits de preuve formelle. L'implémentation de proé-dures de déision, même de oût élevé, est un aspet ruial du développement de telssystèmes.Les premiers systèmes onçus pour faire véri�er des propriétés logiques par un ordi-nateur se divisent grossièrement en deux familles, selon le r�le joué par la mahine. Lapremière est elle des prouveurs automatiques. Elle regroupe des systèmes basés sur desméthodes de résolution/uni�ation initiées par les travaux de Herbrand dans les années1930 puis de J. A. Robinson dans les années 1960. Ces systèmes permettent d'obtenir(lorsque 'est possible étant donnée l'indéidabilité du problème) par des proédés auto-matiques des preuves d'énonés de la logique propositionnelle lassique ou de la logiquelassique du premier ordre. Le premier système qui peut être rangé dans ette famille estpeut-être le piano logique1 onstruit en 1869 par W. S. Stanley. Il s'agit d'un systèmeméanique onstruit pour des raisons en partie pédagogiques, qui pouvait aluler à par-tir d'un ensemble de formules booléennes ontenant au plus quatre variables distintesquelles ombinaisons sont impossibles.Une deuxième famille est formée par les assistants à la preuve interatifs. Dans essystèmes, l'utilisateur n'attend pas de la mahine qu'elle établisse automatiquement lavalidité de formules, et d'établir de �nouveaux théorèmes�. Au ontraire, la fontion de essystèmes est de véri�er srupuleusement que la preuve d'un énoné proposée par l'utilisa-teur est bien formée, et que par suite l'utilisateur a bien démontré un nouveau théorème.C'est don en dé�nitive l'utilisateur qui est l'arhitete de la preuve, l'ordinateur n'ayantqu'une fontion de véri�ation. Un exemple historique de e type d'outils est le systèmeAUTOMATH (de Bruijn 1970). Le système Coq (Coq development team 2004; Bertot etCasteran 2004) fait lui aussi partie de ette famille.Les premières implémentations de es systèmes, qu'ils soient automatiques ou inter-atifs, sont souvent motivées par des appliations industrielles omme la modélisation deiruits ou bient�t la preuve de spéi�ations de programmes. Ce hamp d'appliationdes méthodes formelles au sens large est toujours un domaine atif de reherhes, que esoit pour garantir la �abilité d'appliation sensibles (aéronautique, médeine,...) ou bienla orretion de aluls de bas niveau (iruits, arithmétique �ottante,...).Les motivations d'un mathématiienCette motivation initiale rend en pratique néessaire la formalisation de mathéma-tiques dans de tels systèmes. Dès les années 1970, on assiste à des développements im-portants qui partiipent de et e�ort, omme la tradution dans le système AUTOMATHdu élèbre ouvrage de L. D. Landau Grundlagen der Analysis par L. S. Jutting. La véri-�ation par ordinateur d'énonés mathématiques est un hamp de reherhe autonome.Le géomètre algébriste C. Simpson a réemment dérit ave enthousiasme l'impat pos-sible de la méanisation de la véri�ation de mathématiques par un ordinateur (Simpson2004). Il relève en partiulier huit raisons pour lesquelles à ses yeux �il est une erreurde penser que la preuve formelle sur ordinateur restera toujours à la traîne derrières lesmathématiques usuelles. Viendra le moment où les avantages de ette pratique en om-penseront les di�ultés au point que les mathématiiens utilisant es outils feront un bond1Le �Logi Piano� est onservé au Museum of the History of Siene, Oxford (Royaume-Uni).2



en avant.� Les arguments qu'il pointe sont variés. En partiulier, on peut iter la perspe-tive de hanger profondément le mode d'arbitrage des revues sienti�ques, qui garantit la�abilité des résultats mathématiques publiés. La réation d'un sole de théories formali-sées permettra au leteur de s'appuyer ave on�ane sur des énonés établis, et véri�ésdans un ontexte sans ambiguïté, sans devoir néessairement investir le temps néessairepour aquérir l'expertise d'un domaine mathématique onnexe à ses propres intérêts. Lespreuves qui mêlent les points de vues de di�érents horizons mathématiques sont en e�etnotoirement longues et déliates à véri�er. D'autre part, l'utilisation roissante de al-uls, réalisés par des programmes, omme ingrédient de preuves mathématiques exige lamise en ÷uvre d'un protoole de véri�ation formelle qui semble bien relever du hampd'appliation des systèmes de preuve sur ordinateur.Comment fait-on des preuves formellesNous sommes jusqu'à maintenant restés très vagues sur le sens attribué à l'expression�formaliser�. De fait il existe de nombreuses façons d'envisager d'utiliser un ordinateuromme support pour stoker, onevoir et véri�er des mathématiques : traitement de textesienti�que, systèmes de alul formel, bases de données, prouveurs automatiques,... F.Wiedijk a reensé près de 300 systèmes2 ave lesquels on peut �faire des mathématiquessur ordinateur�.Le as du système CoqLe travail que nous présentons ii a été e�etué dans le système Coq. Il s'agit d'unsystème de preuve interatif, qui repose sur le Calul des Construtions Indutives (Co-quand et Huet 1988; Coquand et Paulin-Mohring 1990). Ce formalisme est une théoriedes types, 'est à dire un λ-alul typé, qui permet de représenter à la fois des énonés etdes preuves de es énonés omme des objets du langage. Cette expressivité est donnéepar l'isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard (Howard 1980) qui établit une orres-pondane entre programmation et démonstration : les types du λ-alul sont vus ommedes énonés de théorèmes et les λ-termes, qui sont des programmes, omme des preuves.Dans un tel système, prouver un théorème onsiste à former le type qui orrespond à sonénoné, puis à fournir un λ-terme qui a e type. L'assistant à la preuve est un véri�ateurde types (type heker) qui permet d'assurer la validité de e jugement de typage. Unénoné faux sera don représenté par un type dont il n'est pas possible de onstruireun habitant et un énoné prouvé est assoié à un témoin de ette preuve : le λ-termeonstruit ave le type attendu.Les systèmes onstruits sur l'isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard sont les héri-tiers du système AUTOMATH, onçu par N. de Bruijn. Ce dernier a formulé e qui estmaintenant onnu omme le ritère de de Bruijn pour les assistants à la preuve. Le seondthéorème d'inomplétude de Gödel exlut la possibilité pour un assistant à la preuve devéri�er la ohérene de la logique qu'il implémente. Il est néanmoins peu satisfaisant defaire reposer la validité de théorèmes sur un programme, qui omporte potentiellementdes erreurs. Un assistant à la preuve gagne de fait en �abilité, s'il est onstitué d'un2http ://www.s.ru.nl/�freek/digimath/byategory.html3



programme relativement ourt et simple, à l'éhelle de la releture par un être humain,qui onstitue le véri�ateur de preuves. Toute preuve doit alors onsister en la produ-tion d'un objet témoin, qui est véri�é par e programme. Ce programme véri�ateur depreuve est appelé le noyau et dans le as d'un système omme Coq, il s'agit en fait dutype-heker. Ce n'est pas la seule façon de mettre en ÷uvre le ritère de de Bruijn : onpeut par exemple hoisir omme objet de preuve les dérivations de preuve, omme 'étaitle as des premières versions du système HOL.Un autre aspet remarquable d'un système basé sur la théorie des types omme lesystème Coq est qu'il possède de par le λ-alul qu'il implémente un véritable langagede programmation. Dans le as du Calul des Construtions Indutives, le méanismed'évaluation de e langage est donné gratuitement par les règles de rédution.Dé�nir, programmer, prouver en Coq, un exempleUn exemple simple permet de mettre en situation es di�érents aspets du système.Dans le système Coq, l'utilisateur a la possibilité de donner des dé�nitions indutivesen préisant la liste des règles de bonne formation des éléments d'un type. Ces règlessont appelées les onstruteurs du type indutif. Par exemple, les entiers de Péano sontreprésentés par le type nat du ode 1. Il s'agit du plus petit type qui ontienne la onstantedélarée 0 et qui soit los par l'opération S. Lorsque l'utilisateur délare e type3, lesystème matérialise ette propriété de �plus petit type� en générant automatiquement lesprinipes d'indution assoiés.
Coq< Inductive nat : Set :=

O : nat
|S : nat → nat.

nat is defined
nat_rect is defined
nat_ind is defined
nat_rec is defined Code 1: Entiers de Péano en CoqLe prinipe nat_rec permet de dé�nir des fontions par �ltrage sur un entier et leprinipe nat_ind de faire des raisonnements par réurrene sur un entier4 :
nat_ind

: ∀ P : nat → Prop,
P O → (∀ m : nat, P m → P (S m)) → ∀ m : nat, P mOn peut maintenant dé�nir une fontion sur es entiers, qui ajoute 2 à son argument :

Definition plus2(n:nat):= S (S n).On peut évaluer ette fontion sur un argument donné en e�etuant la β-rédution.
Coq < Eval compute in (plus2 8).

= 103en fait dé�ni dans la bibliothèque standard du système.4Le système génère un prinipe par sorte : Prop, Set et Type.4



En fait l'instrution compute n'est pas limitée à la β-rédution. Elle permet parexemple également de réduire les opérations dé�nie par réurrene, qui sont des opéra-tions de point �xe. Le système Coq permet en e�et de dé�nir des fontions par réursiondite struturelle sur un argument dont le type est indutif. La réursion est dite strutu-relle si elle est repose sur le prinipe de réursion généré au moment de la dé�nition dutype indutif. Par exemple, la fontion qui alule le minimum de deux entiers peut seprogrammer de la façon suivante :
Fixpoint min n m {struct n} : nat :=
match n, m with
| O, _ ⇒ 0
| S n’, O ⇒ 0
| S n’, S m’ ⇒ S (min n’ m’)
end.Dans le ode i-dessus, on indique expliitement l'argument sur lequel porte la réur-sion grâe au mot-lef struct. On peut toujours réduire l'appliation d'une telle fontiondé�nition par réursion grâe à la tatique compute.

Coq < Eval compute in (min 3 8).
= 3
: natLorsqu'on veut faire une preuve par réurrene sur un objet dé�ni par indution, lesystème utilise par défaut le prinipe généré au moment de la dé�nition du type. On vavoir sur un exemple omment on peut manipuler un type indutif dans une preuve. Lapropriété de ommutativité s'énone ainsi :

Lemma min_comm : ∀ n m, min n m = min m n.La preuve Coq de e lemme, qui est une onstrution de λ-terme, se fait de ma-nière interative. L'utilisateur donne au système une suession d'instrutions, appeléestatiques. Ces instrutions font évoluer le but à prouver, en réant éventuellement de nou-veaux sous-buts, jusqu'à e que la preuve soit omplètement ahevée. Elles sont séparéespar des points. Dans tout et exemple, à gauhe se trouvent les instrutions tapées parl'utilisateur et à droite la réponse du système Coq. La preuve se fait par réurrene sur n,le premier argument, puis, pour le as de base ainsi que pour le as réursif, on raisonnepar as sur le deuxième entier m.
Lemma min_comm : ∀ n m,

min n m = min m n.

Proof.
induction n.

2 subgoals

============================
∀ m : nat, min 0 m = min m 0

subgoal 2 is:
∀ m : nat,

min (S n) m = min m (S n)Fig. 1: Réurrene sur le premier argument5



La première étape, sur la �gure 1, montre les deux sous-buts générés après l'instrutionqui initie une réurrene sur l'entier n.Ensuite, pour prouver le as de base, on raisonne par as sur m, e qui génère les deuxsous-as de la �gure 2. La tatique destruct détaille les as possibles, 'est à dire lesonstruteurs possibles, pour un élément du type nat, sans opérer de réurrene.
Lemma min_comm ∀ n m,

min n m = min m n.
Proof.
induction n.
destruct m.

3 subgoals

============================
min 0 0 = min 0 0

subgoal 2 is:
min 0 (S m) = min (S m) 0
subgoal 3 is:
∀ m : nat,

min (S n) m = min m (S n)Fig. 2: Par as sur le deuxième argumentOn peut maintenant onlure le premier sous but en utilisant la ré�exivité de larelation d'égalité. Le sous-but à résoudre devient le deuxième as de l'argument m, ommereprésenté sur la �gure 3.
Lemma min_comm ∀ n m,

min n m = min m n.
Proof.
induction n.
destruct m.
reflexivity.

2 subgoals

m : nat
============================
min 0 (S m) = min (S m) 0

subgoal 2 is:
∀ m : nat,

min (S n) m = min m (S n)Fig. 3: Le premier sous-as est résoluPour lore le deuxième sous-but, il faut réduire la fontion min, a�n d'obtenir la valeur
0 de part et d'autre du signe = et onlure par ré�exivité de l'égalité. Cei termine leas de base de la réurrene et l'utilisateur doit maintenant prouver le as réursif de laréurrene sur n. L'hypothèse de réurrene a été générée et plaée dans le ontexte deshypothèses disponibles, omme représenté sur la �gure 4.6



Lemma min_comm ∀ n m,
min n m = min m n.

Proof.
induction n.
destruct m.
reflexivity.
simpl min. reflexivity.

1 subgoal

n : nat
IHn : ∀ m : nat,

min n m = min m n
============================
∀ m : nat,

min (S n) m = min m (S n)Fig. 4: Le deuxième sous-as est résoluOn raisonne une deuxième fois par as sur m, et omme préédemment, le premieras se résout en évaluant la fontion min. On doit en�n traiter le dernier sous-as qui seprésente omme en �gure 5.
Lemma min_comm ∀ n m,

min n m = min m n.
Proof.
induction n.
destruct m.
reflexivity.
simpl min. reflexivity.
destruct m.
simpl min. reflexivity.

1 subgoal

n : nat
IHn : ∀ m : nat,

min n m = min m n
m : nat
============================

min (S n) (S m) = min (S m) (S n)Fig. 5: Le deuxième sous-as est résoluCette fois l'évaluation de la fontion min va transformer le but à prouver en
S (min n m) = S (min m n)qui se prête à l'utilisation de l'hypothèse de réurrene. La �gure 6 représente le sriptomplet.Cette suite d'instrutions a ra�né progressivement un λ-terme à trous, qui est om-plètement formé lorsque le système a�he le message Proof completed. Ce terme doitavoir le type annoné par l'énoné du lemme.Pour enregistrer e résultat dans la base des énonés prouvés, il faut faire véri�er le

λ-terme onstruit par le type-heker de Coq. Si ette véri�ation établit que le λ-termereprésentant la preuve a bien le type de l'énoné, alors Coq dé�nit un nouvel objet dansson ontexte, nommé min_comm et l'utilisateur pourra désormais utiliser e résultat dansses preuves ultérieures. Cette opération de véri�ation et de sauvegarde est e�etuée parl'instrution Qed, pendant de l'instrution Proof qui ouvre la preuve.La réursion struturelle n'est pas le seul moyen de dé�nir des opérations par point�xe dans le système Coq. Pour dé�nir des fontions par réurrene en utilisant un prin-ipe di�érent de elui qui a été généré automatiquement, on devra en général utiliser latehnique dite de réursion bien fondée en donnant expliitement au système une preuveque l'ordre sur lequel repose la dé�nition est bien fondé.7



Lemma min_comm ∀ n m,
min n m = min m n.

Proof.
induction n.
destruct m.
reflexivity.
simpl min. reflexivity.

destruct m.
simpl min. reflexivity.
simpl min. rewrite (IHn m).
reflexivity.

Proof completed.

Fig. 6: Fin de la preuveLa plae du alulLe alul possède ainsi un statut primitif dans le Calul des Construtions Indutives,statut fortement illustré par la règle de typage dite de onversion. La relation de onver-sion, notée ≡, est une relation d'équivalene qui identi�e deux termes �égaux modulo lealul�, dans un sens plus large que la simple β-rédution : elle englobe aussi d'autresrègles omme les rédutions de points �xes ou le pliage/dépliage de dé�nitions intermé-diaires. La règle (de typage) de onversion indique que deux types qui sont onvertiblespossèdent les mêmes habitants :
Γ ⊢ t : T Γ ⊢ U : s T ≡ U

Γ ⊢ t : UCette règle a des onséquenes fondamentales sur la forme des preuves dans le Caluldes Construtions. Par exemple, pour donner une preuve de la proposition 1 + 2 = 3,dont l'énoné est un type de Coq, il faut onstruire un λ-terme dont le type est bien
1 + 2 = 3. Or les termes 1 + 2 et 2 sont onvertibles, ar l'opération d'addition appli-quées aux arguments 1 et 2 s'évalue en 3. Par onséquent, les types 1 + 2 = 3 et 3 = 3dont onvertibles. Ainsi pour prouver que 1 + 2 = 3, d'après la règle de onversion, ilsu�t de donner un terme de type 3 = 3, qui est en Coq le terme (refl_equal 3).Égalité, relations d'équivalenesLe traitement de la relation d'égalité en théorie des types est un sujet déliat. Larelation d'égalité que nous avons utilisée i-dessus est elle qui est primitive au système.Il s'agit d' une égalité syntaxique, dé�nie omme la plus petite relation ré�exive.
Inductive eq (A : Type) (x : A) : A → Prop := refl_equal : x = x.Cette dé�nition indique qu'un terme ne peut être égal qu'à ... lui-même exatement,ou plut�t omme on l'a vu, à un terme qui lui est onvertible.Cette dé�nition est assez éloignée de la pratique des mathématiiens, qui utilisentassez souvent impliitement une relation d'équivalene omme relation d'égalité. Il estpar exemple très rare que le symbole d'égalité entre deux frations di�érentes de même8



forme irrédutible ne soit pas le symbole = et e sans que ela soulève de problèmepartiulier dans l'esprit du leteur. De la même façon, 'est souvent le ontexte danslequel on le renontre qui permet de déterminer la nature d'un symbole d'égalité entredeux fontions : par exemple on peut avoir a�aire à une égalité syntaxique, mais aussi àune égalité point par point de l'intersetion des domaines de dé�nition, ou enore à uneégalité des valeurs point par point et des domaines de dé�nitions.Cette dé�nition est enore plus éloignée de l'égalité des systèmes de alul formeldont la sémantique est parfois très �oue (Harrison et Théry 1998). La manipulation destrutures quotients en théorie des types a fait l'objet de nombreux travaux, et demandeune vigilane partiulière pour maintenir la ohérene du système (Chili, Pottier, etSimpson 2002).Dans le système Coq, lorsque la relation d'équivalene utilisée n'est pas l'égalité deLeibniz, on doit toujours délarer expliitement une struture de quotient. Le systèmepossède un méanisme qui permet la manipulation de telles lasses d'équivalenes, et enpartiulier permet d'e�etuer des rééritures : il s'agit de la notion de sétoïde (Hofmann1995; G. Barthe et Pons. 2003). Un sétoïde est simplement la donnée d'un type et d'unerelation d'équivalene sur e type. Toutefois, pour pouvoir réérire des égalités expriméegrâe à ette relation d'équivalene sous un symbole de fontion, il faut montrer que ettefontion passe au quotient pour la relation d'équivalene, on dit alors qu'il s'agit d'unmorphisme pour la struture de sétoïde. Il est alors tehniquement possible de faire despreuves par réériture de es relations d'équivalene mais e proédé, et en partiulier lareherhe d'ourrenes, donne lieu à des problèmes d'e�aité qui peuvent devenir unproblème rédhibitoire dans une formalisation. Le système de sétoïdes de Coq a réemmentété refondu et amélioré (Saerdoti Coen 2006), mais reste en ours de développement.Polymorphisme, types dépendantsLe dernier trait du système Coq que nous évoquerons dans ette introdution onerneson système de types et en partiulier l'usage qu'il permet des types dépendants.Le λ-alul est un formalisme destiné à représenter des fontions. Néanmoins ommeles seules règles de onstrution de ses termes sont l'abstration, qui rée une nouvellefontion, et l'appliation, qui applique une fontion à un argument, e système représentebeauoup de fontions, en partiulier, il en représente trop pour servir à modéliser lalogique. Si on formalise un prédiat par un terme du λ-alul qui s'applique à un argumentomme le prédiat s'applique à un objet, on peut enoder dans e système le paradoxede Russell.Pour restreindre la lasse d'objets onsidérée et ainsi se prémunir de tels paradoxes,on introduit un système de types donné par des règles qui dérivent en fait les onditionsde bonne formation des fontions aeptées par le système. Les hoix des règles de typageontraignent ainsi du même oup l'expressivité du système logique orrespondant parl'isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard. Dé�nir une fontion en donnant son grapherevient à dérire une partie du produit artésien de son domaine de dé�nition et de sonodomaine. Les types des abstrations, 'est à dire des fontions mathématiques, sont parsuite appelés types produits.Dans le λ-alul simplement typé, la seule opération qui permet de onstruire denouveaux types est la �èhe : on dispose d'un ensemble de types atomiques et puis si9



A et B sont deux types, on peut former le nouveau type A → B, qui est le type desfontions prenant omme argument un objet de type A et qui alulent un résultat detype B. Les types onstruits dans e formalisme orrespondent exatement aux énonésde la logique propositionnelle intuitionniste.Pour onstruire un λ-alul typé dont la puissane logique dépasse elle du alulpropositionnel, il faut enrihir les onstrutions de types possibles. Nous ne donneronspas ii les hoix des règles de typage des produits dépendants e�etués par le système Coq.La solution adoptée est elle qui o�re la puissane maximale en onservant la onsistanelogique du système5. Nous donnons un très bref apperçu des onséquenes de es hoix,qui seront largement utilisés dans e qui suit. Une desription plus détaillé des hoix dusystème Coq se trouve dans (Bertot et Casteran 2004).Le polymorphisme introduit plus de souplesse dans la desription du support du graphedes fontions. Il permet en fait une quanti�ation universelle dans les types. Ainsi leterme λx.x qui représente la fontion identité, pourra être typée par ∀A.A, qui se lit :�quel que soit le type A de l'argument, ette fontion alule un résultat de type A�. Dansle lambda alul simplement typé, on ne peut donner un type aussi général : on doitreprogrammer la fontion identité pour haque type. Le λ-alul polymorphique a étéintroduit par J.-Y. Girard ave le système F . Le polymorphisme de Coq est très prohede l'approhe qui a ontribué au suès des langages fontionnels de la famille ML. Lalasse de fontions typables par e système augmente beauoup : elle ontient toutes lesfontions dont on peut prouver la totalité en arithmétique du seond ordre, e qui inlueen partiulier toutes les fontions primitives réursives. Du point de vue logique, on aintroduit un quanti�ateur universel dans les formules onsidérées, de fait le système Fa l'expressivité de l'arithmétique intuitionniste du seond ordre.Dans le système Coq, le système de types autorise des onstrutions d'ordre supérieur.On dispose en fait de règles de typage qui permettent de onstruire des fontions dont lesarguments peuvent eux-mêmes être fontionnels. Combiné ave le polymorphisme e traitdu système de typage permet de dépasser la lasse des fontions primitives réursives et deprogrammer par exemple la fontion d'Akermann. Du point de vue logique, on manipuledes énonés d'ordre supérieur, dont les quanti�ateurs peuvent même porter sur despropriétés. Les énonés des prinipes nat_rec et nat_ind présentés i-dessus donnentun exemple de ette possibilité. La représentation en Coq de l'égalité par l'égalité deLeibniz est également possible grâe aux types d'ordre supérieur. Le type du prédiat eqdont on a donné la dé�nition est :
eq : ∀ A : Type, A → A → PropLes types dépendants introduisent quant à eux plus de �nesse dans la desription don-née par les types. En e�et, il est possible de onstruire des types de données à paramètresgrâe à e prinipe, puisqu'il autorise l'ériture de programmes qui alulent des typesde données. Ainsi il est possible de dé�nir un type de vecteur tel que pour tout entier n,les habitants du type vecteur n sont les listes de longueur n.Une des possibilités pour programmer de tels objets est d'utiliser la dé�nition duode 2, qui est elui de la bibliothèque standard du système. Les vecteurs sont dé�nispar indution6, et le type vector prend en paramètre un entier n qui est la longueur de5e qui signi�e que tous les types du système ne sont pas habités.6Nous n'insistons pas ii sur la possibilité o�erte par le Calul des Construtions Indutive de réerdes types indutifs, e qui n'est pas une onstrution primitive dans le λ-alul.10



ses habitants.
Variable A : Set.
Inductive vector : nat → Set :=
| Vnil : vector 0
| Vcons : ∀ (a:A) (n:nat), vector n → vector (S n).Code 2: Veteur de longueur nLes types dépendants permettent d'inlure dans le type d'un objet une spéi�ationtrès rihe, mais la programmation en Coq ave de telles strutures de données néessite unsoin partiulier. Rappelons par exemple que l'égalité de Leibniz ne permet de omparerque les objet de même type, or en utilisant la dé�nition du ode 2, deux veteurs delongueur di�érentes ont un type di�érent. De même, lorsqu'on veut onstruire une fontionpar �ltrage et que le type des résultats de ette fontion est dépendant de l'un de esarguments, on aura besoin de donner de l'information supplémentaire au système detypage. Par exemple, le ode 3 propose une fontion qui renvoie un veteur d'entiers delongueur n qui ne ontient que des zéros.

Fixpoint nul_vector(n:nat):(vector nat n):=
match n return vector nat n with
|O ⇒ (Vnil nat)
|S n ⇒ Vcons nat O n (nul_vector n)

end. Code 3: Exemple de �ltrage dépendantLa onstrution match ... return ... with permet de donner expliitement aprèsle mot-lef return le type du résultat de haque branhe du �ltrage en fontion du motif.Dans le système Coq, il existe un as partiulier de types indutifs, ave un seulonstruteur, appelés types d'enregistrements. Cet unique onstruteur peu être vu ommeune fontion qui prend autant d'arguments qu'a de hamps l'enregistrement que l'on veutonstruire et qui alule un nouvel enregistrement si on lui fournit toutes les valeurs deshamps.Par exemple on peut dérire les points du plans à oordonnées entières, ommedans le ode 4, par le type enregistrement est plane_point. L'unique onstruteur
mk_plane_point prend en argument les valeurs des hamps abs et ord pour onstruireun nouvel enregistrement, qui représente un nouveau point.
Record plane_point : Set := mk_plane_point{abs : Z, ord : Z}.Code 4: Points du planLa ombinaison de es types enregistrements ave la dépendane onstitue un outild'abstration puissant. Dans le ode 5 on donne un exemple simple d'enregistrementdépendant qui représente un point à oordonnées entières en dimension n :
Record point(n:nat) : Set := mk_point{coord:vector Z n}.Code 5: Points de l'espae11



Ces enregistrements dépendants représentent une alternative au système de modulesde Coq (Chrzaszz 2003). Bien sûr es enregistrements n'o�rent pas le même onfort d'uti-lisation en partiulier dans la gestion des noms, mais il en étendent le hamp d'utilisationen permettant notamment des onstrutions réursives.Comment fait-on faire des preuves formelles (...par l'or-dinateur)L'utilisation d'un assistant à la preuve interatif omme le système Coq pour for-maliser un théorème non trivial de mathématique demande en règle générale un e�ortonsidérable, ompte tenu du fait que l'utilisateur onnaît déjà une preuve �papier� durésultat qui l'intéresse. En e�et, il existe une di�érene de nature signi�ative entre unraisonnement informel, intelligible par un mathématiien, et un raisonnement formel vé-ri�able par une mahine. Le mathématiien est apable grâe à sa ulture et à ses faultésde représentation mentale d'inférer des parties manquantes dans une preuve, en restantonvainu, à tort ou à raison, par sa validité. L'ordinateur quand à lui ne fait preuved'auune initiative ni réativité, et le raisonnement formel se déompose en étapes detrès bas niveau qui sont les règles de la logique utilisée omme formalisme.De ette façon, la notion subjetive de preuve élégante pour un utilisateur de systèmede preuves formelles est souvent assez éloignée de la oneption d'un mathématiien ausens �traditionnel� du terme. Le travail de formalisation de mathématiques à l'aide d'unsystème de preuves formelle omporte de façon inontournable un travail bibliographiquepréliminaire pour reenser les démonstrations publiées dans la littérature. Il s'agit ene�et de saisir quels arguments sont inévitables pour établir un résultat et quels aspetsde la preuve peuvent être aménagés pour un traitement formel. L'utilisateur d'un systèmeomme Coq sera par exemple amené à privilégier lorsque 'est possible une preuve quipeut être ramenée à la orretion d'un alul.Néessité de l'automatisationNéanmoins, pour envisager de façon réaliste un essor des formalisations mathéma-tiques dans un assistant à la preuve, on ne peut ompter sur l'e�ort démesuré que peutreprésenter la preuve formelle d'énonés très simples souvent impliitement admis dansune preuve sur papier. De la même façon que les systèmes de alul formel ont permis desoulager le mathématiien de aluls symboliques pédestres, néessaires mais sans intérêtpropre, on doit exploiter la puissane de alul de l'ordinateur au mieux pour e�etuerde façon automatique les preuves formelles laborieuses qui peuvent être automatisées.La néessité d'enrihir les assistants à la preuve interatifs ave des proédures depreuve automatique onstitue un enjeu majeur du développement de es systèmes. Lesauteurs de réents développements formels signi�atifs ont souvent pointé l'aspet ruialde tels outils, que e soit en soulignant leur r�le déterminant ou bien en soulignant lesonséquenes de leur insu�sane. En partiulier, J. Avigad, K. Donnelly, D. Gray etP. Ra� ont insisté sur le travail fastidieux qu'induit le manque d'automatisation de lathéorie des réels en dérivant leur travail de méanisation de la preuve du théorème desnombres premiers dans le système Isabelle (Avigad, Donnelly, Gray, et Ra� 2005).12



Il existe plusieurs façon de onevoir des programmes qui étendent la puissane d'unassistant à la preuve et leur mise en oeuvre dépend bien sûr du système sur lequel l'as-sistant est bâti. D'une façon générale, il existe deux grandes familles d'outils de preuveautomatiques intégrés à des assistants à la preuve.L'approhe septiqueLa première approhe onsiste à tirer partie de l'expertise d'un système spéialisé,externe au logiiel de preuve formelle. Par exemple, on peut espérer on�er des alulssymboliques à un système de alul formel, ou enore exploiter la tehnologie existantedes prouveurs automatiques du premier ordre. Malheureusement, ette approhe n'estpas forément la plus simple, ni la plus adaptée au ontexte d'un assistant à la preuve.En e�et, un programme externe dont on branhe la sortie vers le système de preuve estforément onsidéré ave septiisme par ledit système, qui va onsidérer le programmeexterne omme un orale dont il faut véri�er la réponse.En e�et l'orale fournit le résultat d'un alul mais pas sa preuve formelle omplète.Il s'agit don de reomposer automatiquement, si 'est possible, une preuve formelle àpartir de la réponse de l'orale. Cette étape peut s'avérer di�ile, si l'orale n'est pasonçu pour fournir une trae su�sante de ses aluls. Elle peut aussi être réalisable maistrès oûteuse, tout d'abord en temps, ar la trae des aluls que l'on demande à l'oralepeut être très importante, mais aussi en espae, ar si le système de preuves formellesdoit omme Coq onstruire un témoin de la preuve, elui-i peut voir sa taille exploser.Un autre problème inhérent à ette approhe est la di�érene de sémantique entre lesoutils de alul et les outils de preuve formelle (Harrison et Théry 1998), qui peuventrendre déliat le proédé de preuve automatique des résultats des aluls. En fait, etteapprohe est bien adaptée à des problèmes dont la solution est potentiellement di�ile àtrouver, mais pour lesquels il est faile de montrer formellement la orretion du résultat.Un exemple de réussite de ette méthode est la proédure intégrée au système HOL-Light par J. Harrison pour manipuler des systèmes d'inégalités sur les nombres réels.Cette heuristique est basée la déomposition de polyn�mes positifs en sommes de arrés(Harrison 2005). Elle utilise un orale basé sur des tehniques avanées de programmationsemi-linéaire, issues des travaux de P. Parillo. L'outil repose sur des méthodes de alulsophistiquées mais le résultat de es aluls est partiulièrement simple à exploiter pourun système de preuve : il su�t de véri�er une identité d'anneau et de montrer un lemmequi établit qu'une somme de arrés arbitraire est un polyn�me positif.Dans le système Coq une expériene a été menée pour faire ommuniquer le systèmeave le logiiel de alul formel Maple. Cette ontrbution7 permet d'utiliser le systèmede alul formel omme un orale de alul qui propose des fatorisations, des dévelop-pements ou des simpli�ations, en laissant l'utilisateur valider e alul par une preuve.Cette preuve peut être obtenue dans les as favorables par une tatique qui prouve auto-matiquement des identités algébriques dans les strutures de orps. Malheureusement, laombinatoire de ette dernière tatique, qui génère des obligations des preuves d'identi-tés d'anneaux, devient rapidement un fateur limitant dans la taille des expressions quel'on peut traiter ave un tel outil, qui demeurent bien en deçà des apaités de alul de7http ://oq.inria.fr/ontribs-eng.html, D. Delahaye et M. Mayero, 200213



l'orale Maple. Cette tatique représente néanmoins un outil très utile pour les manipu-lations symboliques d'anneau, omme par exemple les fatorisations de polyn�mes, quel'on sait prouver e�aement dans le système Coq.L'approhe autariqueL'approhe autarique onsiste à n'utiliser que les ressoures propres du système.Les possibilités d'extensions autariques d'un système de preuves formelles interatif dé-pendent fortement de la façon dont le système est implémenté.En toute généralité, une approhe autarique repose uniquement sur la possibilitéde dérire un enhaînement d'instrutions de l'assistant à la preuve, qui doit produireautomatiquement une preuve formelle pour une lasse spéi�ée d'énonés. Il s'agit enfait d'érire un programme, dont les instrutions sont des manipulations logiques (ap-pliations de règles d'introdution/élimination ...) et syntaxiques (substitutions ...). Lelangage qui permet d'érire un tel programme est appelé méta-langage du système depreuves, puisqu'il e�etue des opérations qui sortent du système lui-même, à un niveauméta-mathématique. Le méta-langage ML du système LCF, dû à R. Milner est l'anêtred'une famille de langage de programmation fontionnels parmi lesquels le langage Oaml.Dans le système Coq, il existe deux versions de méta-langage. Le premier est Oaml8,qui est en fait le langage dans lequel est programmé le système. En tant que tel, ilpermet d'e�etuer toutes les opérations du niveau méta-mathématique. Réemment, undeuxième métalangage a été intégré au système, appelé Lta (Delahaye 2000). O�rantbien sûr beauoup moins de possibilités de programmation que le langage Oaml, qu'ilne tend pas à remplaer, il est d'usage léger et permet en partiulier de programmer destatiques en ligne de ommande, sans ompilation du système.Il y a également deux manières d'envisager la programmation d'une nouvelle tatiquepour le système Coq. Outre elle que nous avons dérite i-dessus, il est également possibled'exploiter le langage de programmation fourni par la théorie des types qui sous-tend lesystème pour programmer les aluls néessaires à une proédure de déision, non né-essairement omplète, tel qu'on pourrait le faire dans un langage de programmationarbitraire. En général, e proédé passe par une desription de la lasse de problèmes quel'on veut déider à l'aide de types de données plus adaptés au alul et à des opérationsde tradution de l'énoné onret vers sa représentation abstraite, support du alul.C'est pourquoi on appelle ette démarhe l'approhe à deux niveaux, ou enore ré�exion.Ensuite, si l'on peut donner une preuve formelle dans le système de la orretion de esaluls, on peut utiliser e théorème de orretion et la puissane de alul du systèmepour donner une preuve formelle des énonés dans le spetre de la proédure de déision.L'avantage de ette façon de onevoir des tatiques est son e�aité, toutefois subor-donnée à elle de l'algorithme de déision, et la maîtrise de la taille du terme de preuvequ'elle permet. D'autre part, les diretions de développement réentes du système Coqmettent l'aent sur la puissane de alul. En partiulier, l'introdution depuis la versionV8 d'un méanisme de rédution ompilée (Grégoire et Leroy 2002; Grégoire 2003) a étédéterminant dans e sens.8http ://aml.inria.fr/oaml 14



Automatisation pour les nombres réelsL'utilisateur qui développe une preuve formelle utilisant des nombres réels disposedans le système Coq d'une panoplie d'outils de preuve automatique. Par exemple, leségalités modulo la struture d'anneau des réels peuvent être prouvées automatiquementpar la tatique ring, ertaines égalités de la struture de orps peuvent être prouvéesautomatiquement par la tatique field. Déduire une inégalité linéaire d'hypothèses quisont également des relations d'égalité ou inégalités entre des termes linéaire peut êtreréalisé automatiquement par la tatique fourier, qui applique la méthode de Fourier-Motzkin.Néanmoins, il reste de nombreux as dans lesquels l'utilisateur doit passer un tempsimportant à prouver des résultats sans ontenu mathématique sophistiqué. Voii unexemple des preuves formelles irritantes qui demandent un temps de travail bien troplong :
1 subgoal

x1 : R
x0 : R
v0 : R
v1 : R
H : x1 > 0
H0 : x0 > 0
H1 : v0 > 0
H2 : v1 > 0
H3 : x1 >= v1 + 1
H4 : x0 >= v0
============================
x1 * x0 + x1 > v0 + (v1 * v0 + v1)Code 6: Un exemple de but à automatiserOn ne peut pas utiliser la tatique fourier ar le but n'est pas linéaire, et la preuve,par ailleurs très faile à érire sur le papier, repose sur une refatorisation du but et àl'appliation d'opérations de transitivité entre les di�érentes hypothèses. Chaune de esétapes est expliite et demande de onnaître, ou de reherher, le nom du lemme de labibliothèque qui orrespond à la règle de transitivité appliquée, ar on peut mélangerinégalités strites et larges.En fait, la preuve de l'énoné dérit sur le ode 6 n'est pas si di�ile à la main maisprouver e genre de but au as par as n'est pas satisfaisant. D'une part même si lespreuves du types de l'énoné 6, elles peuvent être très nombreuses dans un développe-ment et retarder ainsi inutilement la preuve formelle d'un résultat plus intéressant. Cetexemple partiulier est issu de aluls générés par le logiiel CiME qui permet entre autresde aluler automatiquement la terminaison de systèmes de réériture9. Savoir traiter au-tomatiquement e type de buts permettrait de pouvoir interfaer les deux systèmes et dedonner des preuves automatiques et formelles de la terminaison d'ordres de réériture parinterprétation polynomiale. D'autre part, un tel exemple de petite taille demande déjà9http ://ime.lri.fr/ 15



la suession d'au moins une dizaine d'instrutions. La taille des sripts de preuve roîttrès vite ave le nombre d'hypothèses et les arguments néessaires à la preuve peuventêtre plus sophistiqués, utilisant par exemple la monotonie, la onvexité ou enore le signeonstant des polyn�mes mis en jeu.ContributionsLa motivation de e travail est double. Les assistants à la preuve atteignent unematurité qui permet d'envisager des formalisations, de taille onséquente, de résultatsmathématiques réents. Néanmoins, ette maturité ne peut se onevoir sans l'extensiondes assistants à la preuve interatifs par des outils d'automatisation puissants.L'objetif de e travail est d'étendre le système Coq ave une tatique ré�exive pourl'arithmétique réelle du premier ordre, qui repose sur une proédure de déision prohede l'état de l'art algorithmique des outils du alul formel. J'ai en fait hoisi de fairereposer la tatique sur une implémentation dans le système Coq de l'algorithme de alulde CAD.L'algorithme de CAD permet de résoudre le problème de déision ar il alule pourtoute famille de polyn�mes une partition de l'espae en un nombre �ni de ellules surlesquelles haun des polyn�mes de la famille de départ a un signe onstant. L'algorithmeproède par réurrene sur la dimension de l'espae, 'est à dire sur le nombre de variablesdes polyn�mes mis en jeu. Le as de base des polyn�mes à une variable se traite avedes tehniques d'isolation des raines réelles. Pour aluler ette partition en dimensionsupérieure, on e�etue des projetions suessives en éliminant une par une les variablesdes polyn�mes de départ. À partir d'une famille P de polyn�mes à n variables, on al-ule une nouvelle famille Elim(P), et une partition de Rn−1 qui est adaptée à Elim(P).Cette partition est en fait la projetion d'une partition adaptée à P selon la diretionorrespondant à la variable éliminée. Pour retrouver une partition adaptée à la famille P,on étudie le ylindre au dessus de haque ellule de la partition alulée réursivementpour Elim(P). L'algorithme de CAD a une omplexité meilleure que elle de ses prédé-esseurs grâe à un proédé d'élimination e�ae, qui utilise intensivement des alulsde sous-résultants. L'algorithme des sous-résultants est aussi une généralisation de l'algo-rithme d'Eulide qui permet de aluler e�aement des plus grands ommuns diviseursde polyn�mes à oe�ients dans un anneau, et en partiulier de polyn�mes à plusieursvariables.La oneption de ette tatique vise à ombler l'absene d'automatisation pour les pro-blèmes d'arithmétique non-linéaires dans le système Coq. Mais sa réalisation représenteun problème de formalisation intéressant en soi puisque la preuve de orretion de l'algo-rithme de CAD est une preuve de taille onséquente (et e déjà sur papier) et qui mêledes apports de théories variées, pour lesquelles il n'existe souvent pas de développementformel.Cette thèse est organisée de la façon suivante.Le premier hapitre propose une formalisation de l'arithmétique polynomiale à oe�-ients dans une struture d'anneau arbitraire en utilisant la forme dite de Horner reuse.Cette représentation possède deux traits aratéristiques. Tout d'abord elle permet unedé�nition des polyn�mes à plusieurs variables, par un type dépendant de e nombre de16



variables. D'autre part, la formalisation réalisée permet des aluls relativement e�aessur les polyn�mes.Cette formalisation a été utilisée pour la programmation d'une tatique ré�exive dedéision des égalités sur les strutures d'anneau et de semi-anneau. Cette tatique s'avèrebeauoup plus e�ae que son analogue doumentée dans (Coq development team 2004),en partiulier grâe à l'e�aité du alul de la forme normale. La oneption de ettetatique est un travail réalisé en ollaboration ave B. Grégoire. La tatique est à pré-sent intégrée à la version V8.1beta du système, grâe au travail de B. Barras, qui aré-implémenté en Oaml la partie frontale pour en faire un outil faile d'utilisation. Lespreuves de la struture d'anneau des polyn�mes en forme de Horner ont été réalisées enollaboration ave L. Rideau.Le seond hapitre expose la formalisation de la preuve de orretion d'un algorithmee�ae pour le alul de plus grand ommun diviseur (pgd) pour les polyn�mes à o-e�ients dans un anneau. Cet algorithme, qui repose sur le alul des polyn�mes sous-résultants, permet en partiulier de aluler des pgd de polyn�mes à plusieurs variables.Il s'agit d'un algorithme standard du alul formel, dont la preuve de orretion est trèstehnique, même sur papier. Ce travail onstitue la première preuve formalisée de la or-retion de et algorithme. Il a néessité la formalisation en Coq de déterminants, quirepose sur une proposition de L. Théry. La preuve formelle de e résultat n'est pas ahe-vée, prinipalement du fait de di�ultés tehniques dues à l'implémentation atuelle dessétoïdes en Coq mais l'étape lef du théorème de orretion est entièrement prouvée.Le troisième hapitre ne ontient pas de résultat original mais une tentative d'ex-poser les prinipes des algorithmes de déision pour l'arithmétique réelle. Il ontient enpartiulier une desription de l'algorithme de Déomposition Algébrique Cylindrique im-plémenté dans le système Coq, ainsi que des exemples illustrant les aluls qui onstitueles pièes de e puzzle du alul formel. La preuve formelle des ingrédients du problèmeà une variable, en partiulier l'utilisation des polyn�mes de Bernstein, sont un travailommun en ours ave F. Guilhot et Y. Bertot.Le quatrième hapitre est onsaré aux aspets algorithmiques de l'implémentationréalisée. Celle-i est en partiulier paramétrée par la représentation hoisie par l'utili-sateur pour les nombres rationnels et pour les nombres réels. D'autre part le style deprogrammation employé est fortement marqué par l'utilisation des types dépendants dusystème Coq.Le inquième et dernier hapitre propose une étude du ontenu alulatoire d'unlemme standard d'analyse réelle, que l'on peut identi�er à un prinipe d'indution ou-verte. Une preuve intuitionniste de e lemme néessite l'utilisation d'un axiome, qui per-mette de raisonner sur des strutures d'arbre à branhement dénombrable. Ce hapitreontient l'adaptation d'une preuve de T. Coquand à une struture de nombres réels munisd'ouverts énumératifs.
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Chapitre 1Arithmétique polynomiale erti�éeLa première partie de e hapitre dérit l'implémentation d'une bibliothèque d'arith-métique polynomiale dans le système Coq. On requiert seulement des oe�ients qu'ilsforment un anneau intègre déidable, e qui permet don de représenter les polyn�mesmultivariés si les oe�ients de base sont munis d'une telle struture.La représentation hoisie est délibérément spéialisée par rapport à une variable pours'adapter à des problèmes présentant une struture réursive portant sur la dimension del'espae. C'est en partiulier le as de l'algorithme de CAD que nous voulons implémenter.Les hoix algorithmiques sont guidés par le double soui d'e�aité et de support à lapreuve méanisée, les preuves de orretions de toutes les opérations étant véri�ées dansle système.La deuxième partie de e hapitre est onsarée à la présentation d'une tatiqueré�exive prouvant les égalités dans une struture d'anneau qui repose sur une variantede ette représentation des polyn�mes. Cette tatique a été intégrée dans la version dedéveloppement ourante de Coq. Ce sont les performanes de ette tatique qui validerontl'e�aité de notre représentation.1.1 Choix de la représentation1.1.1 Une onstrution de l'anneau de polyn�mesCette setion est onsarée à l'exposé d' une onstrution lassique de l'anneau despolyn�mes à oe�ients dans un anneau ommutatif unitaire. Ce bref exposé est inspiréde (Chambert-Loir 2006).Soit A un anneau ommutatif et unitaire et d un entier naturel. Soit Pd le sous-ensemble de ANd formé des familles (am)m∈Nd d'éléments de A, indexées par Nd, dontpresque tous les termes sont égaux à 0.On véri�e sans di�ulté que l'addition terme à terme munit Pd d'une struture degroupe abélien.Soit P = (pm)m∈Nd et Q = (qm)m∈Nd des éléments de Pd. Si m ∈ Nd, il n'y a qu'unnombre �ni de ouples de multi-indies (m′, m′′) tels que m = m′ + m′′. On peut alorsposer : 19



P × Q := R = rm =
∑

m′+m′′=m

pm′qm′′ .La famille (rm) est presque nulle, don dé�nit un élément de Pd. On véri�e que etteloi (P, Q) 7→ R est assoiative et fait de Pd un anneau ommutatif unitaire.On peut également dé�nir le produit salaire d'un élement a de A par une suitepresque nulle (pm), dé�ni par (a ∗ (pm)), qui propage sur la suite (pm) le produit dans Apar a. Cei permet de munir Pd d'une struture de A-algèbre.Soit i ∈ {1, . . . , d}, notons Xi l'élément de Pd dont l'unique terme non nul est eluiorrespondant au multi-indie δi (qui vaut 1 en i et 0 ailleurs), et vaut 1. Si P = (pm),on a alors :
P =

∑

m∈Nd

pm

∏

i=1...d

Xmi

iL'anneau Pd est appelé anneau des polyn�mes à d indéterminées (Xi)i=1...d à oe�-ients dans A. On le note A[X1, . . .Xd]. Si d = 1, on le note A[X] où X est l'indéterminée.Pour m ∈ Nd, l'expression ∏i=1...d Xmi

i est notée Xm et est appelée mon�me, mi estson degré en X i et∑mi est son degré total. Soit P =
∑

amXm, les mon�mes de P sontles Xm ave am 6= 0. Pour i = 1 . . . d, on appelle degré de Xi de P et on note degXi
(P )le maximum des degrés en Xi des mon�mes de P . De même le degré total de P , notédeg(P ), est le maximum des degrés totaux des mon�mes de P .On répète ii à titre d'exemple la spéialisation de la onstrution i-dessus au as despolyn�mes à une seule variable.Dans e as, on ommene par onsidérer le sous-ensemble de AN formé par les suitesstationnaires à zéro d'éléments de A : A[X] := {(an)n∈N | ∃N, ∀n ≥ N, an = 0}.On dé�nit ensuite X omme la suite dont le deuxième élément vaut 1A et tous lesautres 0A. La struture de groupe de A se transporte naturellement sur A[X] en dé�nissantl'addition par l'opération terme à terme :

(an)n∈N + (bn)n∈N := (an + bn)n∈NL'élément neutre est la suite identiquement nulle notée 0.On munit ensuite A[X] d'une loi produit dé�nie par :
(an)n∈N ∗ (bn)n∈N := (a ∗ b)n∈N où (a ∗ b)n

∑

k+l=n ak ∗ bl.L'élément neutre est la suite nulle partout sauf en 1 où elle vaut 1. Ii, les véri�ationsque ette loi produit munit bien A[X] d'une struture d'anneau ommutatif unitaire neposent auune di�ulté. On peut remarquer que e produit agit omme un déalage àdroite sur X : Xn est la suite partout nulle sauf en n où elle vaut 1. On obtient donl'ériture unique d'un polyn�me sous forme de somme oe�ientée de mon�mes.On remarque que omme A[X] est ainsi doté d'une struture d'anneau ommutatifunitaire, il peut à son tour servir d'ensemble de oe�ients pour un anneau de polyn�mes.Par itération de ette onstrution, on obtient une seonde dé�nition de l'anneau despolyn�mes à n variables A[X1, . . . , Xn] omme A[X1] . . . [Xn] 1.1Pour se onvainre que es dé�nitions onstruisent des objets isomorphes, il faudrait dé�nir la pro-priété universelle des algèbres de polyn�mes, voir par exemple (Lang 1995), h. 5.20



1.1.2 Représentation de HornerNotre implémentation va enoder les polyn�mes sous forme de listes �nies non vides,en utilisant la représentation de Horner. Ces listes présentent les oe�ients de bas degréen tête. Une première possibilité pour dé�nir e type de données serait
Inductive Pol1(C:Set):Set:=

|Pc : C → Pol1 C
|PX : Pol1 C → C → Pol1 C.Code 1.1: Polyn�mes à une variable en forme de HornerL'ensemble C des oe�ients est donné omme paramètre, Pc est le onstruteur despolyn�mes onstants et PX elui des polyn�mes de degré au moins 1. Le onstruteur PXjoue ii le même r�le que l'opérateur de ons des listes. La représentation d'un polyn�meest unique modulo e�aement des zéros de tête, et la taille de la forme normale d'unpolyn�me, 'est à dire sa représentation la plus ompate, est égale à son degré.Exemple 1.1.2.1 On onsidère des polyn�mes à oe�ients dans Z.� Le polyn�me onstant 1 est représenté par (Pc 1)� Le polyn�me non onstant X + 2 est représenté par (PX (Pc 1) 2)� Le polyn�me X4 est représenté par (PX (PX (PX (PX (Pc 1) 0) 0) 0) 0)Le dernier exemple montre qu'une optimisation immédiate est possible pour om-presser la représentation des polyn�mes reux (eux qui présentent des sauts de degrésimportants dans la suite de leurs mon�mes). On introduit don un indie de fatorisationau onstruteur PX, sous la forme d'un argument entier stritement positif, qui permetde fatoriser quand 'est possible des puissanes de X. Cette représentation est appeléeforme de Horner reuse.

Inductive Pol1(C:Set):Set:=
|Pc : C → Pol1 C
|PX : Pol1 C → positive → C → Pol1 C.Code 1.2: Polyn�mes à une variable en forme de Horner reuseL'ajout de e nouvel argument augmente enore le nombre de représentations pos-sibles pour un même polyn�me, puisqu'il permet de représenter toutes les fatorisationspartielles des puissanes de X. Néanmoins, on peut toujours dé�nir une forme normale : lareprésentation sans zéro de tête et dans laquelle on a fatorisé autant que possible. Cettereprésentation est la plus ompate possible et sa taille est le nombre de oe�ients nonnuls du polyn�me.Pour représenter et indie de fatorisation de façon à obtenir des aluls e�aes surles puissanes, nous avons utilisé la bibliothèque standard de Coq pour l'arithmétique enbase deux. Dans ette bibliothèque, les nombres stritement positifs sont représentés pardes suites de bits :� xH représente 1� xO x représente 2 × x� xI x représente (2 × x) + 1 21



Cei se traduit en Coq par la dé�nition indutive suivante :
Inductive positive : Set :=
| xH : positive
| xO : positive → positive
| xI : positive → positive.Code 1.3: Représentation des entiers en base 2Par exemple, l'entier 6 est représenté par le terme Coq (xO (xI xH)). La biblio-thèque standard fournit toutes les opérations arithmétiques sur es entiers, ainsi que lesopérations de omparaison.Exemple 1.1.2.2 On onsidère enore des polyn�mes à oe�ients dans Z.� Le polyn�me onstant 1 est représenté par le terme (Pc 1)� Le polyn�me non onstant X + 2 est représenté par le terme (PX (Pc 1) 1 2)� Le polyn�me X90+3 est représenté en forme normale par le terme (PX (Pc 1) 90 3)mais il est aussi représenté par le terme (PX (PX (Pc 1) 89 0) 1 3)1.1.3 Opérations d'anneauOn suppose que l'ensemble des oe�ients C est muni de deux onstantes 0C et 1C ,ainsi que des opérations d'anneau binaires +, × et −, et de l'opération unaire d'opposé −.On suppose de plus que l'égalité sur C est déidable, en partiulier que l'on dispose d'unopérateur de test à zéro déidable.La forme normale des polyn�mes étant aussi leur représentation la plus ompate, ilest intéressant de maintenir ette représentation ar la omplexité des opérations (linéairepour l'addition et la soustration, quadratique pour le produit) dépendent de la taille desentrées.On pourrait dé�nir une fontion de normalisation qui serait appliquée systématique-ment à la �n de haque fontion qui rend un polyn�me, pour garantir la préservation dela forme normale ompate, mais ette normalisation systématique est oûteuse. Nousavons opté pour une solution moins ontraignante : on suppose que les polyn�mes fournisen argument de toutes les fontions programmées sont en forme normale, et l'on garantitqu'alors, le résultat alulé par lesdites fontions sera également en forme normale.Programmer les opérations d'anneau sur ette représentation en forme de Hornerreuse, en ne produisant que des résultats en forme normale, demande plus de travaildu fait de l'introdution de l'indie de fatorisation. En e�et, pour maintenir la formenormale des polyn�mes, il faut tester des inégalités entre indies de fatorisation.En fait, à haque fois qu'à l'intérieur d'une fontion une manipulation risque de briserla forme normale, soit en introduisant potentiellement un zéro en tête, soit en relâhantune fatorisation de puissane de X, on e�etue à ette plae une normalisation loaleadaptée. On dé�nit à et e�et un onstruteur normalisant de polyn�mes :
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Definition mkPX P i c :=
match P with
| Pc p ⇒ if (czero_test p) then Pc c else PX P i c
| PX P’ i’ c’ ⇒
if (czero_test c’) then PX P’ (i’ + i) c else PX P i c

end. Code 1.4: Construteur normalisant pour les polyn�mesLe résultat de ette fontion est la forme normale de P ∗X i + c , si le polyn�me P enargument est en forme normale : si P est nul, alors il s'agit du polyn�me onstant c, si
P = P ′ ∗ X i′ , en forme normale, alors la forme normale attendue est P ′ ∗ X i′+i + c.Par exemple si l'on veut aluler le résultat de la somme de (PX P i p) ave
(PX Q i q), deux polyn�mes en forme normale, alors omme (P + Q) peut être nul,on utilisera e onstruteur et on alulera (mkPX (P + Q) i (p + q)). Par ontretoutes les fois que l'on sait par avane que l'invariant sera préservé, on pourra utiliserle onstruteur PX, dont le oût est nul : par exemple la somme (en forme normale) de
(PX P i p) (en forme normale) ave (Pc c) est bien (PX P i (p +c)).Nous disposons maintenant des outils néessaires pour programmer toutes les opéra-tions d'anneau.OpposéOn propage simplement sur la liste des oe�ients l'opération d'opposé disponible surl'ensemble des oe�ients. Il n'est pas néessaire ii d'utiliser de onstruteur normalisant.MultipliationPour la multipliation, on fournit d'abord la multipliation Pol_mul_cst par unpolyn�me onstant (Pc c), qui propage sur la liste des oe�ients, le produit par c,puis on utilise mkPX pour onstruire le as général. Comme on travaille dans un anneauintègre, on ne fait pas de test à zéro après un produit de deux éléments non nuls.
Fixpoint Pol_mul(P P’:Pol) {struct P’} : Pol :=
match P’ with
| Pc c’ ⇒ Pol_mul_cst P c’
| PX P’ i’ c’ ⇒

(mkPX (Pol_mul P P’) i’ c0) + (Pol_mul_cst P c’)
end. Code 1.5: Produit sur le polyn�mesAddition et SoustrationL'addition et la soustration sont également dé�nies par réursion struturelle sur undes arguments mais un peu plus de travail est néessaire. On détaille ii la onstrution del'opérateur d'addition, elle de l'opérateur de soustration se dé�nit de façon équivalente,soit en suivant la même tehnique, soit omme addition de l'opposé.23



On note ++ l'opération d'addition sur l'ensemble des oe�ients C.Tout d'abord, il est faile d'additionner un polyn�me onstant à un polyn�me ar-bitraire : la somme se fait sur les éléments de tête de la liste (qui sont les oe�ientsonstants). La fontion dé�nie en �gure 1.6 alule la somme du polyn�me P ave lepolyn�me onstant (Pc c) :
Definition Pol_add_C P c :=

match P with
|Pc p → Pc (p ++ c)
|PX P1 i p → PX P1 i (p ++ c)
end. Code 1.6: Addition ave une onstantePour l'algorithme d'addition général, il faut prendre soin de maintenir la forme nor-male : supposons que l'on veut additionner PX i + p ave QXj + q, deux polyn�mes enforme normale. Il y a trois as :� i = j : (PX i + p) + (QXj + q) = (P + Q)X i + (p + q)� i > j : (PX i + p) + (QXj + q) = (PX i−j + Q)Xj + (p + q)� i < j : (PX i + p) + (QXj + q) = (P + QXj−i)X i + (p + q)Dans haun de es trois as, on rappelle la fontion d'addition sur un sous termed'au moins l'un des deux arguments, ette dé�nition est don bien formée.L'opération i-dessus utilise une soustration pour pouvoir omparer les indies, quisont eux stritement positifs. On utilise don ii la bibliothèque d'entiers relatifs onstruiteau dessus du type positive dérit dans la setion 1.1.2, et qui dé�nit les entiers relatifspar as sur leur signe :

Inductive Z : Set :=
| Z0 : Z
| Zpos : positive → Z
| Zneg : positive → Z.Code 1.7: Entiers en base deuxL'opération ZPminus, qui prend en argument deux entiers stritement positifs, repré-sentes par des termes de type positive dérit dans la setion alule leur di�érene dans

Z et renvoie un résultat de type Z.Les dé�nitions par point �xe aeptées automatiquement par le système Coq doiventêtre des réursions struturelles sur l'un des arguments, e qui garantit failement la ter-minaison de la fontion ainsi dé�nie. Si une telle dé�nition n'est pas possible, l'utilisateurdoit d'abord dé�nir l'ordre qui doit assurer la terminaison et prouver sa bonne fondation.La fontion sera ensuite dé�nie grâe à une preuve d'aessibilité des arguments, mais etype de dé�nition est assez tehnique à mettre en plae.Il est possible ii de ontourner ette dé�nition par réursion bien fondée et de dé�nirles fontions d'addition et de soustration par deux points �xes struturels.Ii le r�le des arguments est symétrique, supposons don que la réursion porteradans le as non trivial où les deux arguments sont non onstants, sur le seond argument,
QXj + q. Les deux premiers as i-dessus font e�etivement des appels légitimes à lafontions d'addition à droite de Q, mais pas le dernier as. En e�et, on y fait appel àla fontion fun P:Pol → P + Q X^k. Cette dernière est e�etivement dé�nissable par24



indution sur P à l'aide d'appels à fun P:Pol 7→ P + QXk, mais un deuxième point �xeimbriqué sera néessaire.On va ainsi d'abord programmer le alul de P + Q ×Xk par réursion sur P,onnaissant Q et fun P:Pol 7→ P + QXk :
Fixpoint Pol_addX(Paux:Pol→Pol)(Q:Pol)

(i’:positive)(P:Pol) {struct P} : Pol :=
match P with
| Pc c ⇒ PX Q i’ c
| PX P i c ⇒
match ZPminus i i’ with
| Zpos k ⇒ mkPX (Paux (PX P k c0)) i’ c
| Z0 ⇒ mkPX (Paux P) i c
| Zneg k ⇒ mkPX (Pol_addX k P) i c
end

end. Code 1.8: Fontion auxiliaire d'addition sur les polyn�mesOn peut dé�nir l'opérateur d'addition, par réursion struturelle sur le deuxième ar-gument, en utilisant Pol_addX lorsqu'il faudra détruire le premier.
Fixpoint Pol_add (P P’: Pol) {struct P’} : Pol :=
match P’ with
| Pc c’ ⇒ Pol_addC P c’
| PX P’ i’ c’ ⇒
match P with
| Pc c ⇒ PX P’ i’ (c ++ c’)
| PX P i c ⇒
match ZPminus i i’ with
| Zpos k ⇒

mkPX (Pol_add (PX P k c0) P’) i’ (c ++ c’)
| Z0 ⇒

mkPX (Pol_add P P’) i (c ++ c’)
| Zneg k ⇒

mkPX
(Pol_addX (fun x ⇒ Pol_add x P’) P’ k P) i (c ++ c’)

end
end

end. Code 1.9: Opérateur d'addition sur les polyn�mesOn peut de façon équivalente dé�nir la soustration omme l'addition de l'opposé oubien en utilisant la même onstrution que pour l'addition.Cet arti�e qui onsiste à érire deux points �xes imbriqués pour ontourner lesontraintes de la réursion struturelle en Coq semble peu naturel. Dans e as simple,il su�rait de pouvoir former la réursion sur la somme des onstruteurs des argumentspour pouvoir assurer la borne formation du point �xe. Le travail présenté dans (Balaa etBertot 2002) puis dans (Barthe, Forest, Pihardie, et Rusu 2006), améliore grandementl'aisane de dé�nition d'une telle fontion dans le système.25



La mesure qui déroît à haque appel réursif de la fontion Pol_add est le nombretotal de onstruteurs PX dans les arguments de l'opération. On dé�nit don une fontion :
Definition total_number_of_PX(u:Pol*Pol): nat.qui totalise le nombre de onstruteurs du ouple de polyn�mes en arguments. Il estensuite possible de dé�nir l'opération d'addition, en préisant que l'on utilise la mesure
total_number_of_PX pour mesurer la déroissane de l'argument à haque appel réur-sif.
Function Pol_add(c:Pol*Pol){measure total_number_of_PX }:Pol :=

match c with
|(P1, P2) ⇒
match P1 with
|Pc c1 ⇒ Pol_addC P2 c1
|PX P1’ i p1 ⇒
match P2 with
|Pc c2 ⇒ Pol_addC P1 c2
|PX P2’ j p2 ⇒
match (ZPminus i j) with
|Z0 ⇒

mkPX (Pol_add (P1’, P2’)) i (p1 ++ p2)
|Zpos k’ ⇒

mkPX (Pol_add ((PX P1’ k’ c0), P2’)) j (p1 ++ p2)
|Zneg k’ ⇒

mkPX (Pol_add (P1’, (PX P2’ k’ c0))) i (p1 ++ p2)
end

end
end

end. Code 1.10: Code de l'addition en utilisant la onstrution FuntionÀ e stade de la programmation, le système génère les obligations de preuves quidoivent être démontrées : on doit prouver que la mesure des arguments déroît à haqueappel réursif, e qui assure la terminaison en prouvant la bonne fondation de l'ordre.Ainsi le système Coq génère les buts représentés i-dessous :
3 subgoals

∀ (c : Pol * Pol) (P1 P2 : Pol),
c = (P1, P2) →
∀ (P1’ : Pol) (i : positive) (p1 : Coef),
P1 = PX P1’ i p1 →
∀ (P2’ : Pol) (j : positive) (p2 : Coef),
P2 = PX P2’ j p2 →
ZPminus i j = 0 →

total_number_of_PX (P1’, P2’) < total_number_of_PX c26



subgoal 2 is:
∀ (c : Pol * Pol) (P1 P2 : Pol),
c = (P1, P2) →
∀ (P1’ : Pol) (i : positive) (p1 : Coef),
P1 = PX P1’ i p1 →
∀ (P2’ : Pol) (j : positive) (p2 : Coef),
P2 = PX P2’ j p2 →
∀ k’ : positive,
ZPminus i j = Zpos k’ →
total_number_of_PX (PX P1’ k’ c0, P2’) < total_number_of_PX c

subgoal 3 is:
∀ (c : Pol * Pol) (P1 P2 : Pol),
c = (P1, P2) →
∀ (P1’ : Pol) (i : positive) (p1 : Coef),
P1 = PX P1’ i p1 →
∀ (P2’ : Pol) (j : positive) (p2 : Coef),
P2 = PX P2’ j p2 →
∀ k’ : positive,
ZPminus i j = Zneg k’ →
total_number_of_PX (P1’, PX P2’ k’ c0) < total_number_of_PX cCode 1.11: Énonés des onditions de déroissane de la mesure sur les appels réursifsde l'additionCes énonés ont une preuve triviale : 'est à dire qu'ils sont prouvés diretement parla tatique auto with arith qui essaie de prouver le but à partir d'une base de lemmesélémentaires.Cet outil est réent, il n'était pas enore développé au moment où j'ai programmé labibliothèque, 'est pourquoi je ne l'ai pas testé autrement que sur et exemple jouet. Legain en onfort dans ette dé�nition est très important : il permet d'érire d'utiliser sanse�ort la réursion bien fondée et de se passer des points �xes imbriqués.Malheureusement, le ode de la fontion d'addition produit par la dé�nition i-dessus,n'est pas du tout e�ae pour être réduit dans le système. Cette approhe sera don plusadaptée aux développements destinés à être extraits que pour produire des fontions exé-utées par la mahine de rédution de Coq elle-même. Pour obtenir du ode qui s'exéutee�aement en Coq, tout en pro�tant de ette automatisation, il faut probablement dé-�nir deux versions du ode, l'une pour les preuves et l'autres pour le alul, ainsi qu'unepreuve de leur égalité extensionnelle.1.1.4 Égalité et preuvesIl s'agit maintenant de transmettre à la struture de polyn�mes (Pol1 C) les relationset propriétés disponibles sur la struture de oe�ients C. L'ensemble C est muni d'unerelation d'égalité déidable, notée =C . On suppose aussi que onstantes et opérationsd'anneau de C sont ompatibles ave la relation d'égalité =C et véri�ent les axiomesd'anneau. Pour ne pas surharger les notations, on omet les indies lorsqu'il n'y a pasd'ambiguïté. 27



� ∀x, 0 + x =C x� ∀xy, x + y =C y + x� ∀xyz, x + (y + z) =C (x + y) + z� ∀x, 1 ∗ x =C x� ∀xy, x ∗ y =C y ∗ x� ∀xyz, x ∗ (y ∗ z) =C (x ∗ y) ∗ z� ∀xyz, (x + y) ∗ z =C (x ∗ z) + (y ∗ z)� ∀xy, x − y =C x + −y� ∀x, x + (−x) =C 0 Fig. 1.1: Axiomes de la struture d'anneauIl s'agit de prouver les propriétés d'anneau pour les opérations et onstantes dontnous avons donné l'implémentation i-dessus.Le hoix de la relation d'égalité (paramétrée par une relation d'égalité sur C) dont onveut munir l'ensemble des polyn�mes est déterminant pour la nature des preuves à venir.Le fait que plusieurs termes de type Pol orrespondent à un même objet mathéma-tique se traduit par l'existene d'une relation d'équivalene dont les lasses ontiennentexatement les di�érentes représentations d'un même polyn�me. La struture d'anneauque l'on va onstruire s'appuie sur le quotient de l'ensemble des termes représentant lespolyn�mes par ette relation.On distingue trois phases dans la onstrution formelle de la struture d'anneau surles polyn�mes.� La dé�nition de la relation et les preuves qu'il s'agit d'une relation d'équivalene ;� Les preuves de ompatibilité des opérations ave la relation d'équivalene hoisie ;� Les preuves des axiomes de la struture d'anneau.Il existe plusieurs hoix pour la dé�nition de ette relation d'équivalene.Égalité dans le quotientLa solution que nous avons adoptée est de dé�nir un prédiat d'égalité qui dérittoutes les variations que les di�érentes représentations peuvent introduire en dérivantsous quelles onditions deux polyn�mes, éventuellement formés par des onstruteursdi�érents, peuvent représenter le même objet mathématique. Ce prédiat se dé�nit enCoq omme i-dessous. Le polyn�me nul est noté P0 et la onstante nulle c0.
Inductive Pol_Eq:Pol → Pol → Prop :=(∗ Deux polynomes ons tant s sont egaux s i l e s ons tante s sonte g a l e s au sens des  o e f f i  i e n t s ∗)
|Eq_Pc_Pc : ∀ p q : Coef, (ceq p q) ⇒ (Pol_Eq (Pc p) (Pc q))(∗ Un polynome onstant p et un polynome non onstant PXi + q sontegaux s i p et q sont des ons tante s e g a l e s e t P e s t nul ∗)
|Eq_Pc_PX :

∀ p q : Coef, ∀ P : Pol,
(ceq p q) ⇒ (Pol_Eq P P0) ⇒ ∀ i, (Pol_Eq (Pc p) (PX P i q))

|Eq_PX_Pc :
∀ p q: Coef, ∀ P : Pol, 28



(ceq p q) ⇒ (Pol_Eq P P0) ⇒ ∀ i, (Pol_Eq (PX P i p) (Pc q))(∗ Si p et q sont des ons tante s e g a l e s e t P et Q deux polynomesegaux , a l o r s PXi + p et QXi + q sont egaux ∗)
|Eq_PX_PX :

∀ p q : Coef, ∀ P Q : Pol,
(ceq p q) ⇒ (Pol_Eq P Q) ⇒ ∀ i, (Pol_Eq (PX P i p) (PX Q i q))(∗ Si Q e s t ega l à PXi et s i p et q sont deuxons tante s ega l e s , PXi + p et QXi + q sont egaux ∗)

|Eq_PXi_PXij:
∀ p q : Coef, ∀ P Q : Pol, ∀ i j,
(ceq p q) ⇒ (Pol_Eq Q (PX P i c0)) ⇒
(Pol_Eq (PX Q j q)(PX P (i+j) p))(∗ Le as symetr ique du preedent ∗)

|Eq_PXij_PXi:
∀ p q : Coef, ∀ P Q : Pol, ∀ i j,
(ceq p q) ⇒ (Pol_Eq Q (PX P i c0)) ⇒
(Pol_Eq (PX P (i+j) p) (PX Q j q)).Code 1.12: Prédiat d'égalité sur les polyn�mesLes propriétés d'anneau sont ensuite prouvées diretement, 'est à dire qu'elle portentsur l'implémentation des opérations. Un prédiat indutif omme elui-i permet de gé-nérer à l'indution tous les as pertinents d'une hypothèse d'égalité, et seulement eux-là.Une autre possibilité pour raisonner sur ette relation serait de la dé�nir par l'éga-lité pseudo-syntaxique des formes normales de deux polyn�mes. Par égalité pseudo-syntaxique, on entend ii l'égalité struturelle modulo la relation d'égalité sur les o-e�ients, qui ne sera pas en général une égalité de Leibniz. Dans le as des polyn�mesen forme de Horner, ette dernière solution est trop oûteuse. Elle demande de raisonnerave deux niveaux de setoïdes (égalité pseudo-syntaxique et égalité des formes normales)et l'on doit souvent utiliser des tatiques de nettoyage ar les indutions génèrent denombreux as non pertinents.Nous avons ahevé la preuve formelle omplète qui munit l'ensemble des polyn�mesde Horner d'une struture d'anneau pour la relation d'équivalene du ode 1.12 et lesopération dérites dans la setion 1.1.3. Nénamoins ette preuve, bien qu'aboutie, n'estpas totalement satisfaisante. En partiulier, l'utilisation d'un indie de fatorisation in-troduit beauoup de tehniité dans les preuves, du fait des onditions de omparaisonsur es puissanes.Une approhe alternative ?Le aratère fastidieux des preuves mentionné i-dessus doit être nuané :� Prouver qu'une représentation e�ae d'un objet mathématique orrespond bienau modèle théorique omprend une ertaine part inontournable de preuves teh-niques. Les preuves que la relation �xée est une relation d'équivalene, et elles queles opérations sont bien ompatibles peuvent être intrinsèquement di�ile si desoptimisations �nes ont été introduites.29



� Par ontre, il est remarquable que dans la stratégie dérite i-dessus, dans toutesles preuves faisant intervenir es opérations, omme 'est le as pour les propriétésd'anneau, on retrouve des parties tehniques similaires, dues aux optimisations.Il serait intéressant de pouvoir en quelque sorte abstraire la preuve de es optimisa-tions, en les prouvant une fois pour toute. Il faut pour ela montrer que la représentationen forme de Horner, munie des opérations programmées est isomorphe à une autre repré-sentation des polyn�mes, plus adaptée aux preuves.Nous proposons un nouveau shéma pour le développement formel, dont le hemine-ment est en fait général, et dépasse le adre de l'exmple des polyn�mes :� formaliser (une deuxième fois) une représentation des polyn�mes en Coq, dans unstyle hoisi pour que les preuves formelles soient aisées sur ette nouvelle représen-tation ;� monter un isomorphisme entre les polyn�mes en forme de Horner et la nouvelle re-présentation. C'est à e moment que l'on montre que les optimisations introduitesdans la représentation pour failiter les aluls ne hangent pas l'objet mathéma-tique ;� dériver une relation d'égalité sur les polyn�mes de Horner à partir de et isomor-phisme ;� montrer que haque opération est ompatible ave ette relation d'équivalene : onmontre ainsi que les optimisations introduites dans haune de es opérations nemodi�ent pas leur sens mathématique.� retrouver les propriétés d'anneau, en héritant de leur analogue sur la représentationhoisie pour les preuves.Il existe une onstrution mathématique des polyn�mes dans laquelle les propriétésd'anneau sont données gratuitement, par dé�nition, il s'agit de l'algèbre libre des poly-n�mes (Lang 1995). Dans ette struture, 'est la dé�nition même de la relation d'égalitéqui donne la struture d'algèbre puisqu'on quotiente le domaine par les axiomes requis.L'algèbre libre Pol des polyn�mes à une variable X et à oe�ients dans un anneau
A est aratérisée par la propriété universelle suivante.Proposition 1.1.1 (Propriété universelle) Soit A un anneau et X un symbole devariable. On appelle Pol l'algèbre libre des polyn�mes à une variable X et à oe�ientsdans un anneau A. On note i l'injetion de {X} dans Pol. Pour toute A-algèbre B, etpour toute fontion f : {X} 7→ B, il existe une fontion lift : Pol 7→ B telle que :

lift ◦ i = f

{X}

Pol

B

lift

f

i

Fig. 1.2: Propriété universelle de l'algèbre libre des polyn�mes30



La fontion lift de la propriété i-dessus orrepond en fait à l'évaluation des polyn�mesen la valeur déterminée par la fontion f .La dé�nition de l'algèbre libre des polyn�mes sur un ensemble de variables donné,ainsi que la preuve de la propriété universelle ont été formalisé par L. Pottier2.Pour utiliser e développement, il faut montrer que la struture des polyn�mes de Hor-ner peut être identi�ée à l'algèbre Pol par un isomorphisme. Il s'agit don de onstruireune fontion φ : Horner 7→ Pol où Horner est en fait représenté en Coq par (Pol1 C)pour un anneau de oe�ients C. Pour que φ puisse être un isomorphisme entre les deuxstrutures, on dé�nit une égalité =h sur Horner qui identi�e les �bres de φ :
∀x, y ∈ Horner, φ(x) =Pol φ(y) ⇔ x =h yLorsqu'on montre que ette relation est une relation d'équivalene, on montre que l'onidenti�e bien les di�érentes représentations d'un même polyn�me, de la même façon quele prédiat Pol_Eq.Puis il faut prouver que l'appliation φ est surjetive, 'est à dire qu'on dispose biend'une représentation en forme de Horner pour tous les polyn�mes :
(∗) ∀y ∈ Pol, ∃x ∈ Horner tq φ(x) =Pol yPour haque opération d'anneau sur les polyn�mes en forme de Horner, il faut montrerle lemme de ompatibilité ave φ, e qui donne en fait le lemme de ompatibilité ave larelation =h. Par exemple pour une opération binaire �, e lemme s'érira :

(∗∗) ∀x, y ∈ Horner, φ(x � y) =Pol φ(x) � φ(y)La preuve de e lemme ondense en fait la preuve des optimisations apportées par laversion Horner des opérations.En�n, les preuves des propriétés d'anneau sont héritées gratuitement de la struturede l'algèbre libre grâe à (∗) et (∗∗).Cette approhe n'e�ae pas la di�ulté intrinsèque des preuves ave les versions opti-misées des polyn�mes, mais elle permet de n'être onfronté qu'une seule fois aux partiestehniques de es preuves (analyses par as sur les partiés d'exposant, tests à zéro,...) quine relèvent pas de la struture mathématique.Le modèle de l'agèbre libre des polyn�mes peut être remplaé par n'importe quellestruture jugée plus judiieus, qui est alors prise omme formalisation de référene pourles polyn�mes (listes de oe�ients, �ux de oe�ients, ...). Le hoix présenté dans ettesetion o�re l'avantage d'être la struture anonique. Ainsi d'une part on prouve e�eti-vement que les polyn�mes de Horner sont bien la struture de polyn�mes, mais aussi ona pas besoin de travailler pour obtenir la struture d'algèbre du modèle de référene.2dans une extension de la ontribution Algebra (Pottier 1999) qui ontient une hiérarhie algébriquequi va des ensembles aux nombres omplexes. 31



1.2 Une tatique ré�exive pour les égalités dans un an-neauNous présentons ii une appliation direte d'une telle implémentation d'arithmétiquepolynomiale élémentaire. Il s'agit de la programmation d'une tatique ré�exive pour au-tomatiser les preuves d'égalités dans les strutures d'anneau. Ce travail est détaillé dans(Grégoire et Mahboubi 2005).Pour l'utilisateur d'un système de alul formel, l'une des fontionnalités du systèmeles plus intéressantes est peut-être elle de simpli�ations des expressions symboliques,utilisant en partiulier des identités algébriques. Dans un système de alul formel ommeMaple, une telle fontion des simpli�ation utilise une grande bibliothèque d'identitésalgébriques (ou autres), qui sont ombinées pour établir le résultat désiré.Fournir un tel outil à un assistant à la preuve demande de programmer une proédurede déision, puisqu'il s'agit dans e ontexte de fournir également une preuve de l'identitéétablie. Nombre de es identités qu'un utilisateur d'assistant à la preuve aura à établir sonten fait des égalités dans des strutures d'anneau (R, Z, . . . ) ou de semi-anneau (N, . . . ) :identités remarquables omme la élèbre (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, réériture moduloassoiativité/ommutativité,...Il est possible de déider es égalités d'anneau (ou de semi-anneau), il semble donindispensable de fournir un outil d'automatisation de es preuves, ça l'établissement del'identité :
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3néessiterait l'appliation suessive de pas moins d'une trentaine d'étapes de réérituredes axiomes de l'anneau sous-jaent.Un tel outil, appelé ring, existe dans la distribution standard de Coq. Développé parS. Boutin (Boutin 1997), e fut l'exemple historique de développement d'une tatiqueré�exive dans le système Coq. Néanmoins, et outil sou�re d'un manque d'e�aité im-portant, en partiulier pour les strutures non alulatoires. Prouver à l'aide de ringl'identité 100 ∗ 100 = 10000 est immédiat si les onstantes sont interprétées omme desentiers dans Z, mais ela prendra une entaine de seondes si les entiers sont vus ommedes nombres réels (dans Coq, R est une struture axiomatique). Ce mauvais omporte-ment sur les onstantes a�ete bien sûr du même oup l'e�aité de la méthode sur lesidentités algébriques de haut degré.En�n, le ode de l'atuelle proédure ring est présenté sous la forme de huit im-plémentations distintes, dépendant du type de struture : axiomatique ou alulatoire,anneau ou semi-anneau, ave une égalité de Leibniz ou une struture de setoïde. Nousproposons une implémentation modulaire de notre proédure de déision, grâe à unode unique, qui est instaniable grâe la donnée de trois paramètres pour s'adapter àune quelonque de es ombinaisons.Dans toute la suite, nous appellerons newring la nouvelle proédure que nous dé-rivons dans ette setion.Jusqu'à la setion 1.2.4, nous ne parlerons que de strutures d'anneaux, mais tout equi suit s'applique également aux strutures de semi-anneaux. La setion 1.2.4 expliqueraomment traiter es deux strutures d'une façon uni�ée.32



1.2.1 Ré�exionDans le système Coq, les étapes de rééritures dans une preuve sont expliites : haunede es étapes onstruit un prédiat qui a la taille du but ourant au moment où laréériture est e�etuée et de e fait la taille du terme de preuve dépend lourdement dunombre de es étapes de rééritures. La tehnique dite de ré�exion, introduite par (Allen,Constable, Howe, et Aitken 1990), tire parti de la mahine de rédution de l'assistant àla preuve pour réduire la taille du terme de preuve alulé et par onséquent aélérer savéri�ation. Elle peut en partiulier être utilisée omme une alternative aux preuves parréériture dans les as des théories déidables. Elle repose sur la remarque suivante :� Soit P : A 7→ Prop un prédiat sur un ensemble A ;� Supposons que nous sommes apables d'érire dans le système une proédure desemi-déision f , telle que f soit alulable et f rend le résultat true sur l'entrée xdès que P (x) est valide. Ainsi on a :
f_correct: ∀ x, f(x)=true → P(x)si l'on veut prouver P (y) pour une valeur y partiulière et si nous savons que f(y) seréduit à true, alors il su�t d'applique le théorème f_correct à y et à une preuve que

true = true. Rappelons maintenant que la règle de onversion :
Γ ⊢ t : T Γ ⊢ U : s T ≡ U

Γ ⊢ t : Uautorise à hanger impliitement le type d'un terme par un autre, pourvu que esdeux types soient équivalents (modulo rédution). Notre preuve de true=true, qui estle terme Coq (refl_equal true) est aussi une preuve que f(y)=true puisque dès lorsque f(y) se réduit à true, f(y)=true et true=true sont onvertibles. La preuve de
P(y) que nous avons onstruite est ainsi :

f_correct y (refl_equal true)La taille d'une telle preuve dépend seulement de l'argument y et du nombre d'étapesimpliites de rédution : les étapes expliites de rééritures ont été remplaées par desétapes impliites de rédution. La taille de la preuve du théorème de orretion de fpeut être importante, elle ne sera faite qu'une seule fois, sera partagée par toutes lesinstaniations et, une fois établie, ne sera plus jamais véri�ée. Bien sûr, l'e�aité deette tehnique dépend fortement de l'e�aité de la proédure de déision f elle-mêmeainsi que de l'e�aité du système à réduire le terme f(y). Pour e dernier point, l'intro-dution réente d'une mahine abstraite et d'un ompilateur au système Coq enouragele développement de e type d'approhe pour le développement de tatiques de déision.Remarquons que pour assurer la orretion de e proédé, la omplétude de f n'est pasnéessaire, d'où son quali�atif de proédure de semi -déision. Néanmoins dans notre as,nous serons apable de fournir failement une preuve papier de omplétude, qui assureque la tatique �prouve tout e qui est prouvable�.La tatique newring opère sur une struture d'anneau A, inluant un type pour ledomaine de ses éléments, également nommé A, deux onstantes 0 et 1, trois opérationsbinaires ×, − et +, et une opération unaire d'opposé −, ainsi que les propriétés (ouaxiomes) usuelles dé�nissant une struture d'anneau ommutatif unitaire. Il s'agit deprouver l'égalité de deux termes t1 et t2 de type A, modulo la struture d'anneau.33



Travailler par ré�exion signi�e que nous voulons onstruire une proédure de semi-déision f , prenant t1 et t2 en argument, et qui ne rend la valeur true que si t1 et t2 sontégaux modulo réériture assoiative-ommutative dans la struture d'anneau.Une façon naturelle d'e�etuer une omparaison entre deux termes serait d'utiliser un�ltrage pour les séparer ou les identi�er. Néanmoins, Coq ne permet pas un tel �ltragesur des termes quelonques, mais seulement sur des termes ayant un type indutif. C'estpourquoi les termes de A vont être ré�éhis dans un type indutif approprié PolExpr,qui dérit la syntaxe des termes de A. Cette étape est aussi appelée réi�ation. Un termede A est ré�éhi par une méta-fontion T vers une expression polynomiale dans PolExpren � interprétant haque onstante de l'anneau omme une expression polynomiale onstante(par exemple 0, 1, mais il peut y en avoir d'autre...)� interprétant haque opération d'anneau omme une opération sur les expressionspolynomiales� ahant haque sous-terme qui n'est ni une onstante de l'anneau, ni l'appliationd'une opération d'anneau à d'autres sous-termes derrière une variable étiquetée eten onservant la liste d'assoiation orrespondante.La fontion T peut être onsidérée omme un orale, et nous expliquerons en 1.2.5omment il est possible de la programmer en utilisant le méta-langage Lta. Une foisonstruites les deux expressions polynomiales e1 et e2, de type PolExpr, orrespondantrespetivement à t1 et t2, il s'agit de tester l'égalité des formes normales de e1 et e2 et deprouver que leur égalité implique elle de t1 et t2. Pour e faire nous devrons assurer laorretion du diagramme suivant :
e1 = e2 PolExpr

norm //

ϕPE

��

Pol

ϕP

��

norm(e1) = norm(e2)

t1 = t2 A

T

BB

⇐⇒ A ϕP (norm(e1)) = ϕP (norm(e2))en prouvant le lemme suivant de orretion vis-à-vis de l'évaluation :
∀e ∈ PolExpr, ϕPE(e) = ϕP (norm(e))Les fontions ϕPE (resp. ϕP ) sont des fontions d'évaluation. Elles évaluent les ex-pressions polynomiales (resp. les polyn�mes normalisés Pol) en les éléments de A, enré-interprétant haque onstante polynomiale en une onstante de l' anneau A, haquevariable en le terme qu'elle ahait et haque opération sur les polyn�mes en l'opérationd'anneau orrespondante.Ces fontions peuvent être dé�nies failement à l'intérieur de la théorie par �ltragesur les types indutifs ré�éhis PolExpr et Pol. Pour assurer la omplétude de notretatique, il faut prouver la �méta�-propriété suivante :

∀a ∈ A. ϕPE(T (a)) = a.Enore une fois, il n'est pas néessaire de prouver formellement et énoné dans le systèmeCoq, puisque e résultat n'a�ete pas la orretion de la méthode mais seulement saomplétude. 34



Le type indutif PolExpr est adapté à la réi�ation puisque 'est une formalisation dela syntaxe des termes de A. Le type Pol quant à lui représente le type des formes normalespour les expressions polynomiales, et n'est pas néessairement identique à PolExpr. Ildoit par ontre être adapté à un alul e�ae de forme normale, la fontion norm faisantle lien être es deux types aux ontraintes di�érentes.Finalement, pour prouver l'égalité de deux termes t1 et t2, on ommene par aluler
e1 et e2 les expressions polynomiales réi�ées orrespondantes, grâe à T , puis on aluleet ompare leurs formes normales. Si elles sont égales, alors les termes t1 et t2 sont égauxpar le lemme de orretion et la transitivité de l'égalité :

t1 = ϕPE(T (t1)) = ϕP (norm(T (t1))) = ϕP (norm(T (t2))) = ϕPE(T (t2)) = t21.2.2 Creuser enore la représentation des polyn�mesAprès ette présentation générale du shéma de ré�exion qui sous-tend notre tatique,nous allons dérire plus préisément la forme normale hoisie. Il s'agit d'un des fateursimportant de l'e�aité de la proédure. Il s'agit don de donner plus de détails sur letype Pol i-dessus.Dans la setion préédente 1.1, nous avons proposé une représentation des polyn�mesunivariés en forme de Horner. Il est aisé d'étendre ette représentation au as général despolyn�mes multivariés en onstruisant par un point �xe l'itération de la onstrution.Nous avions proposé une optimisation (autoriser les fatorisations de l'indéterminée)pour ombler les reux dans la suite des puissanes d'un polyn�me et ne représenterque la suite des oe�ients non nuls. Ii un deuxième type de reux apparaît dans lareprésentation pour les polyn�mes multivariés : les sauts de variables. Par exemple lepolyn�me onstant 1 sera représenté (en forme normale) par le terme (Pc 1) s'il est vuomme un élément de Z[X], mais sera représenté (toujours en forme normale) par le terme
(Pc (Pc (Pc (Pc 1)))) s'il est vu omme un élément de Z[X, Y, Z, T ]. Pour remédierà et inonvénient, nous abandonnons ii l'idée de dé�nir les polyn�mes réursivementpar rapport au nombres de variables, à partir des polyn�mes à une variable. On dé�niten un seul oup l'ensemble des polyn�mes à oe�ients de base dans C, ave nombrearbitraire de variables par :
Inductive Pol (C:Set) : Set :=
| Pc : C → Pol C
| Pinj : positive → Pol C → Pol C
| PX : Pol C → positive → Pol C → Pol C.Code 1.13: Représentation optimisée des polyn�mes multivariésLa sémantique des onstruteurs est la suivante :� (Pc c) représente le polyn�me onstant c ∈ C[X1, . . .Xn] pour n quelonque ;� si Q est un élément de C[X1, . . . , Xn−j] et Q sa représentation, alors Pinj j Qreprésente le polyn�me Q.X0

n−j+1 ∗ . . . ∗ X0
n, 'est à dire Q �poussé� de l'espae

C[X1, . . . , Xn−j] vers l' espae des polyn�mes à n variables C[X1, . . . , Xn]. L'entier
j est appelé indie d'injetion ;� en�n, PX P i Q représente P∗X i

n+Q où P ∈ C[X1, . . . , Xn] et Q ∈ C[X1, . . . , Xn−1]est onstant en Xn la variable ourante.35



Notre dernière optimisation augmente enore le nombre de représentations pour unpolyn�me. Là enore, il est faile de dé�nir une forme normale sur ette représentation,qui sera la plus ompate de toute. Nous adoptons toujours la même stratégie : au lieu deonstruire une fontion de normalisation qui onstruit un représentant anonique pourhaque polyn�me et qui serait appliqué avant tout test d'égalité, nous hoisissons de nemanipuler que des représentants anoniques, 'est à dire eux qui véri�ent :� Le oe�ient de tête n'est jamais nul.� L'indie de fatorisation est toujours le plus grand possible (ie. vu la onditionpréédente, il n'y a jamais de oe�ient nul dans la représentation du polyn�me,sauf éventuellement le dernier).� L'indie d'injetion est toujours le plus grand possible.Pour préserver ette forme normale, omme dans la setion préédente 1.1, les opé-rations sur les polyn�mes devront onstruire des formes normales. Or on est toujoursdans le as où il est faile de onstruire la forme normale de PX P i Q en détruisantloalement P, lorsque P et Q sont déjà en forme normale :� si P = (Pc 0) alors le représentant anonique herhé est elui de (Pinj 1 Q) ;� si P = PX P’ i (Pc 0) alors le représentant anonique est (PX P’(i+i’) Q) ;� sinon (PX P i Q) est le représentant anonique reherhé.Il nous faudra ette fois deux onstruteurs normalisants, mk_PX et mk_Pinj, pourreprendre la terminologie utilisée en 1.1, pour e�etuer dans le orps des opérations lesnormalisations loales néessaires à la préservation de la forme normale.Les algorithmes permettant le alul des opérations d'anneau sur le type Pol ne sontpas très di�érents de eux exposés en setion 1.1, à ei près qu'il faut tenir ompte dunouveau onstruteur Pinj.Pour haque opération d'anneau il nous faudra ette fois prouver, non plus les pro-priétés axiomatisant une struture d'anneau, mais un lemme de orretion vis-à-vis del'évaluation dans C. Par exemple pour l'addition sur les polyn�mes, le lemme s'énone :
Lemma Padd_correct: ∀ P Q l,

phiP l (Padd P Q) == (phiP l P) + (phiP l Q).où == est l'égalité (possiblement une égalité de setoïde) dont est munie la strutureinitiale A d'anneau (ou de semi-anneau) et où + est l'addition sur A.Construire la fontion de normalisation des expressions polynomiales vers leur formenormale de Horner onsiste à envoyer les onstruteurs de onstantes vers des polyn�mesonstants, les variables vers des mon�mes et les onstruteurs d'opération vers les fon-tions sur les formes de Horner. La forme normale de l'expression polynomiale est obtenueen évaluant le terme obtenu.Nous devons également prouver la orretion de la normalisation vis-à-vis de l'évalua-tion dans A, 'est-à-dire prouver formellement le lemme suivant :
Lemma norm_correct : ∀ l e, phiPE l e == phiP l (norm e).A e point du développement, nous sommes en mesure d'énoner (et de prouver) lethéorème de orretion de notre shéma de ré�exion :
Lemma f_correct : ∀ l e1 e2,
Peq (norm e1) (norm e2) = true → phiPE l e1 == phiPE l e2.36



où Peq représente une fontion dé�nie dans le développement et qui teste l'égalité syn-taxique entre deux formes de Horner.Nous avons dérit ii la forme normale des polyn�mes que nous manipulons, et lesalgorithmes d'opérations polynomiales. Néanmoins, le domaine sur lequel la fontion denormalisation e�etue ses aluls est l'ensemble de oe�ients C des polyn�mes et ex-pressions polynomiales. La setion suivante montre que le hoix de C est ruial pourl'e�aité de la proédure et qu'il peut même enrihir le domaine d'appliation de latatique elle-même ar et ensemble C doit apturer la meilleur omposante alulatoirede l'anneau.1.2.3 Caluls sur un ensemble de oe�ients paramétréL'e�aité de la fontion de normalisation que nous avons dérite i-dessus est ondi-tionnée par le omportement alulatoire de l'ensemble de oe�ients hoisis. Par exemple,la normalisation du polyn�me x+(−x) onduira à ((1+(−1)).x) qui se réduit à 0.x. Ainsi,l'ensemble C doit être judiieusement hoisi omme un ensemble sur lequel la rédutione�etue les aluls attendus, et e le plus e�aement possible. Dans le système Coq, esensembles sont représentés par des types indutifs, et les opérations sont des programmesfontionnels.Dans le système Coq, Z est une implémentation de Z où les entiers sont représentéspar des listes de hi�res binaires. Dans les as où Z est la struture sous-jaente à l'égalitéque l'on veut prouver, Z lui-même est un bon andidat pour le hoix de l'ensemble desoe�ients.Par ontre, si l'anneau sous-jaent est R, la représentation axiomatique des réels dis-tribuée dans la bibliothèque standard de Coq, R lui-même ne sera pas un hoix judiieuxomme ensemble de oe�ients. En e�et dans R, 1 + (−1) est bien égal à 0, en utilisantles axiomes d'anneau, mais ne se réduit pas à 0 : la soustration, de même que les autresopérations sur R, ne sont que des symboles non évaluables. C'est pourquoi x+(−x) ne se-rait pas réduit vers 0.x par la fontion de normalisation. Néanmoins, l'injetion naturellede Z dans R nous permettra dans e as de hoisir Z omme ensemble de oe�ients etde résoudre e problème. Quelle que soit la struture d'anneau A ave laquelle nous tra-vaillons, le morphisme anonique de Z dans A nous permettra d'utiliser enore Z ommeensemble de oe�ients. Ce type Z ne serait-il pas alors le andidat universel pour toutestruture d'anneau ?En fait Z ne sera pas toujours le meilleur hoix possible. Si le ontenu alulatoirede l'anneau est plus puissant que les seuls axiomes de la struture d'anneau, hoisir unensemble de oe�ient éventuellement di�érent de l'anneau de départ va nous permettrede prouver plus d'égalités que elles que l'on doit aux seules rééritures des axiomes destruture d'anneau. Considérons le as où l'anneau dans lequel nous travaillons est bool.Dans ette struture, l'identité x + x = 0 est valide quel que soit x élément de l'anneau.Néanmoins, ette identité n'est pas prouvable par réériture des axiomes d'anneau (si-non elle serait vraie dans tout anneau...). Cette fois, le bon hoix pour l'ensemble desoe�ients est bool lui-même : en e�et le terme x + x sera ré�éhi vers l'expressionpolynomiale X + X (à oe�ients dans bool). La forme normale (1 + 1).X de etteexpression est réduite vers 0.X, grâe aux aluls sur bool. C'est pourquoi notre hoixest de paramétrer la tatique par et ensemble de oe�ients et de laisser l'utilisateur37



faire le hoix le plus approprié.Toutefois, un type indutif devra satisfaire ertaines onditions pour être un ensemblede oe�ients admissible. Ces onditions sont elles qui permettent d'assurer la orretionde la fontion de normalisation. Formellement, un ensemble C sera admissible omme en-semble de oe�ients s'il est équipé des onstantes et opérations d'anneau, ainsi que d'unerelation d'égalité déidable =C . Cette dernière ondition est néessaire à l'implémenta-tion des onstruteurs mk_Pinj et mk_PX (ar ils exigent des tests à zéro) et elle permetensuite de muni l'ensemble des polyn�mes en forme de Horner d'une égalité déidable.On demande surtout l'existene d'une fontion d'évaluation de C vers A, qui envoie lesonstantes de C vers des éléments de A, et qui doit être ompatible ave les opérationsrespetives de C (au départ) et A (à l'arrivée). On résume et ensemble de ontraintesen disant que l'ensemble C est admissible omme ensemble de oe�ients s'il existe unmorphisme entre C et A (même si C n'est pas néessairement un anneau). Ce morphismeévalue les onstantes et opérations de C en leurs analogues dans A et la relation =C doitvéri�er : si x =C y est vrai, alors les évaluations de x et y seront égales dans A, au sensde l'égalité de A.Une fois hoisi et ensemble de oe�ients C et prouvées es dernières spéi�ationsde morphismes, nous dé�nissons de manière générique les opérations sur les polyn�mesà oe�ients dans C omme dérit en setion 1.2.2. Nous étendons ensuite le morphismede C vers A en deux fontions d'évaluation ϕP E et ϕP , évaluant respetivement lesexpressions polynomiales et les polyn�mes en forme de Horner en des éléments de A.Nous obtenons ainsi une preuve du diagramme proposé en 1.2.1, Pol et PolExpr étantremplaés par leur version paramétrée Pol(C) et PolExpr(C).Nous avons implémenté le as du morphisme identité, pour lequel l'ensemble desoe�ients hoisi est l'anneau lui-même. L'utilisateur pourra éventuellement se servir dela tatique qui en résulte, même si e hoix ne permet pas de prouver beauoup d'identités(omme 'est le as dans R). Nous avons aussi implémenté le morphisme générique quipermet de hoisir Z omme ensemble de oe�ients, pour un anneau arbitraire. Commementionné i-dessus, ei peut-être utilisé omme un hoix par défaut satisfaisant, mêmesi ela peut ne pas être le meilleur (e ne sera pas le as par exemple dans le as d'unanneau alulatoire Z/nZ omme bool).Pour tirer le béné�e maximal de ette méthode, l'utilisateur doit faire le hoix del'ensemble de oe�ients le plus approprié. Si la struture d'anneau dans laquelle il tra-vaille est dé�nie de façon axiomatique, sans ontenu alulatoire, omme dans le as de R,le hoix de Z est toujours le plus judiieux. Dans le as où l'anneau présente un ontenualulatoire, omme Z ou bool, prendre l'anneau lui-même omme ensemble de oe�-ient peut s'avérer un bien meilleur hoix. Cependant Z peut rester le plus adapté à unalul aussi e�ae que possible, si les opérations de l'anneau, sont, ertes évaluablesmais moins e�aes que elle de la représentation des entiers binaires Z ('est le as parexemple du semi-anneau des entiers de Péano)1.2.4 Uni�ation des strutures d'anneaux et de semi-anneauxUn semi-anneau est une struture algébrique munie de deux opérations binaires + et ∗,de deux onstantes 0 et 1 et dé�nie par les mêmes axiomes que eux d'une strutured'anneau, à ei près que les axiomes qui dé�nissaient le omportement de l'opposé et de38



la soustration sont remplaés par une unique propriété 0∗x = x. Par exemple l'ensembledes entiers naturels N présente une struture de semi-anneau.Ces deux types de strutures demeurent très semblables et l'on attendrait d'un outiltravaillant sur les strutures d'anneaux qu'il puisse s'adapter aux strutures de semi-anneaux sans dupliation de ode. Pour ei nous allons travailler ave une strutureintermédiaire que nous appelleront pseudo-anneau. L'idée prinipale de ette dé�nitionest de ompléter une struture de semi-anneau par l'ajout d'un opérateur unaire, quiest moralement l'opérateur d'opposé d'une struture d'anneau et que nous appelleronspseudo-opposé. Cet opérateur sera instanié par une fontion triviale lorsqu'il s'agira demunir un semi-anneau d'une struture de pseudo-anneau.En fait la remarque fondamentale est la suivante : pour les strutures d'anneaux,dans la preuve de orretion de la fontion de normalisation, l'axiome dé�nissant l'opposéomme un inverse, qui a�rme que ∀x, x + (−x) = 0, n'est jamais utilisé en temps quetel, mais on a seulement besoin des propriétés qui dérivent le omportement de l'opposélorsqu'il est ombiné ave d'autres opérations. C'est pourquoi un pseudo-anneau seradé�ni par les propriétés suivantes :� ∀x, 0 + x = x� ∀x y, x + y = y + x� ∀x y z, x + (y + z) = (x + y) + z� ∀x, 1 ∗ x = x� ∀x y, x ∗ y = y ∗ x� ∀x y z, x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z� ∀x y z, (x + y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z� ∀x, 0 ∗ x = 0 (ii nous avons tous les axiomes d'un semi-anneau)� ∀x y, −(x ∗ y) = −x ∗ y (ombinaison du pseudo-opposé ave le produit)� ∀x y, −(x + y) = −x + −y (ombinaison du pseudo-opposé ave l'addition)� ∀x y, x − y = x + −y (dé�nition d'une pseudo-soustration)Fig. 1.3: Axiomes de la struture de pseudo-anneauIl est immédiat de véri�er que tout anneau est un pseudo-anneau. Par ontre, lesaxiomes d'un semi-anneau ne permettent pas de retrouver l'axiome supprimé de la listedes propriétés fondamentales d'un anneau, à savoir x + (−x) = 0. Néanmoins, notretatique prouvera ette identité dès lors que dans l'ensemble de oe�ients, 1 + (−1)se réduit vers 0. Or ette ondition est assurée lorsque l'on a établi l'existene d'unmorphisme de l'ensemble des oe�ients vers l'anneau (par orretion de l'évaluation desonstantes et opérations). Quant aux strutures de semi-anneau, elles peuvent failementêtre étendue en strutures de pseudo-anneau si l'on prend omme opérateur d'opposél'identité, et omme soustration l'opérateur d'addition déjà disponible dans la struture.Finalement, il su�t don de programmer la tatique en supposant que la struturede départ est un pseudo-anneau. On onstruit ensuite de façon générique les preuves quel'on peut transformer un anneau ou semi-anneau arbitraire en un pseudo-anneau. Si l'ontravaille sur un semi-anneau il su�t de rajouter les pseudo-opérateurs néessaires et sil'on travaille sur un anneau, on doit juste prouver les trois dernières propriétés, qui nesont pas syntaxiquement des axiomes de la struture d'anneau mais dont les preuvessont triviales. Comme indiqué i-dessus, 'est le alul qui permettra à ette tatique de39



prouver les identités d'anneau qui ne sont pas vraies dans un semi-anneau.1.2.5 Programmer la réi�ation et la tatique ave LtaIl nous reste à expliiter les étapes de onstrution de la tatique qui ne se font pasdans la théorie du système, mais au niveau du métalangage. Il y a essentiellement deuxtelles étapes. La première est la programmation de l' �orale� T introduit en setion1.2.1, qui permet d'assoier à un terme de l'anneau (sous-terme d'un membre de l'égalitéà prouver) une expression polynomiale. La deuxième en�n est l'assemblage �nal de latatique générique et son instaniation par les paramètres néessaires (oe�ients, typede struture et type d'égalité). Nous présenterons ii les failités qu'o�re le méta-langageLta (Delahaye 2000; Bertot et Casteran 2004), introduit dans le système Coq depuissa version 7.0) pour dé�nir es deux programmes. Cette solution o�re l'avantage d'êtrerapide et légère puisque tout est programmable à toplevel, et sans rentrer dans les détailsde la syntaxe abstraite des termes Coq.Il s'agit don d'abord de programmer l'étape de réi�ation T . En e�et, notre tatiquese propose de prouver des buts de la forme t1 == t2, en appliquant le lemme f_correct.Pour ei, nous devons produire une liste de valeur l et deux expressions polynomiales
e1 et e2 telles que l'évaluation de e1 (resp. e2) en l soit onvertible ave t1 (resp. t2). Parexemple, dans le as de l'égalité suivante :

3 ∗ sin(x) ∗ x = x ∗ (sin(x) + 2 ∗ sin(x)) + 0 ∗ y

l sera [sin(x); x; y], e1 sera 3 ∗ X1 ∗ X2 et e2 sera X2 ∗ (X1 + 2 ∗ X1) + 0 ∗ X3.Le langage Lta nous o�re de grandes failités de �ltrage sur les termes qui vont nouspermettre de dé�nir une telle opération de façon naturelle et très semblable à l'implé-mentation de la tatique field, dérite dans (Delahaye et Mayero 2001). Dans tout equi suit, nous appelons tatique tout programme érit dans le langage Lta (mais nonnéessairement destiné à être utilisé dans un ontexte de preuve).D'abord, nous allons onstruire une fontion FV qui alule la liste l des termes àabstraire. Ces termes sont eux qui ne peuvent pas être dérits par la syntaxe d'anneau(omme sin(x) dans l'exemple i-dessus), ette fontion est don dé�nissable par �ltragesur haun des membres de l'égalité. Puis, la tatique mkPolexpr va aluler les deuxexpressions polynomiales e1 et e2 en utilisant l pour savoir derrière quelle variable aherune sous-expression à abstraire donnée.
Ltac mkPolexpr Cst add mul sub opp t l :=
let rec mkP t :=
match t with
| (add ?t1 ?t2) ⇒
let e1 := mkP t1 in
let e2 := mkP t2 in constr:(PEadd e1 e2)

| (mul ?t1 ?t2) ⇒ ...
| (sub ?t1 ?t2) ⇒ ...
| (opp ?t1) ⇒ ... 40



| _ ⇒
match Cst t with
| tt ⇒ let p := Find_at t l in constr:(PEX p)
| ?c ⇒ constr:(PEc c)
end

end
in mkP t. Code 1.14: Réi�ation en LtaLa tatique mkPolexpr prend omme argument le terme t auquel on veut assoierune expression polynomiale, la liste l des termes à abstraire, les noms des opérationsd'anneau et une tatique Cst. Elle va �ltrer le symbole de tête de t :� si e symbole de tête est une des opérations d'anneau, alors elle onstruit réursi-vement l'expression polynomiale assoiée� si e symbole de tête n'est pas un telle opération, alors soit t est une onstante,soit t doit être abstrait en une variable. Cette distintion est faite par la tatique

Cst :� Si Cst retourne la valeur false, alors l'indie de la variable appropriée est saposition dans la liste t.� Sinon, t est envoyé vers la onstante appropriée.De fait l'ensemble des onstantes, et don la tatique Cst dépend de l'anneau sous-jaent, ainsi que de l'ensemble de oe�ients hoisis. La tatique Cst implémente laréiproque du morphisme dé�ni en 1.2.3.Si A l'anneau sous-jaent est dé�ni de façon axiomatique, alors nous pouvons utiliserune tatique naïve qui ne �ltre que les onstantes d'anneau r0 et r1 et les envoient surleurs analogues dans Z :
Ltac genCstZ rO rI t :=
match t with
| rO ⇒ constr:0
| rI ⇒ constr:1
| _ ⇒ constr:tt
end. Code 1.15: Morphisme générique pour des oe�ients dans ZCette tatique permet l'implémentation de la stratégie appliquée par défaut aux stru-tures axiomatiques (voir 1.2.3). Par ontre si A est Z lui-même, l'ensemble des oe�ientssera enore Z mais nous pouvons �ltrer plus de onstantes, en fait toutes elles qui sontformées uniquement de onstruteurs de Z :

Ltac ZCst t :=
match (is_ZCst t) with
| true ⇒ constr:t
| false ⇒ constr:false
end. Code 1.16: Morphisme amélioré pour l'anneau ZIi is_ZCst est une tatique qui reonnaît les termes formés ave les seuls onstru-teurs du type indutif Z. 41



Cette méthode se généralise sans peine aux strutures de semi-anneau, pour laquelle
N, implémentation en Coq des entiers en base deux, joue le r�le préédemment tenu par
Z. Il s'agit maintenant d'assembler toutes es pièes pour onstruire la tatique à pro-prement parler. Cette tatique est générique : lorsqu'elle est instaniée par les paramètresappropriés, elle fournit un outil qui prouve les égalités dans la struture d'anneau ou desemi-anneau dérite par les paramètres.Nous allons utiliser ii les possibilités qu'o�re Lta pour dé�nir des fontions d'ordresupérieur. Dans un soui de larté de l'exposé nous ne présentons d'abord que la versionde la tatique qui prouve l'égalité du but ourant ou bien éhoue.
Ltac Make_ring_tac add mul sub opp req Cst_tac :=
match goal with
| [ |- req ?r1 ?r2 ] ⇒
let fv := FV Cst_tac add mul sub opp (add r1 r2) nil in
let e1 := mkPolexpr Cst_tac add mul sub opp r1 fv in
let e2 := mkPolexpr Cst_tac add mul sub opp r2 fv in
apply (f_correct fv e1 e2); compute; exact (refl_equal true)

| _ ⇒ fail "not equality"
end.La tatique prend en paramètre les opérations de la struture (ii un anneau) et unetatique Cst_tac qui omme expliqué i-dessus disrimine les onstantes de la strutureet les envoie vers les onstantes de la struture de oe�ients C hoisie.Elle véri�e d'abord que le but ourant est bien une égalité (de l'anneau) entre deuxtermes r1 et r2. Puis, si 'est le as, elle alule la liste globale fv des termes à abstrairedans les deux membres, en alulant elle du terme r1 + r2. Puis elle alule les deuxexpressions polynomiales e1 et e2 assoiées respetivement à r1 et r2. En�n la tatiqueapplique le lemme f_correct.A e point de l'exéution, le but ourant est maintenant la véri�ation de l'hypothèsede f_correct, à savoir que (norm e1) == (norm e2) est syntaxiquement égal à true(où le test d'égalité == est elui de l'ensemble des polyn�mes de Horner à oe�ientsdans C).Si r1 et r2 sont e�etivement égaux modulo la struture d'anneau, e dernier but estonvertible à true = true. Il est don possible de terminer la preuve en fournissant ausystème un terme ayant le type true = true, qui est dans Coq (ref_equal true).La tatique exact véri�e que le terme qu'on lui fournit en argument a bien un typeonvertible à elui qui est attendu pour résoudre le but ourant.La tatique exact e�etue don les rédutions néessaires pour véri�er que

(norm e1) == (norm e2) est onvertible à true. Cependant la stratégie de rédutionutilisée par exact n'est pas la plus e�ae, 'est pourquoi a�n d'aélérer les aluls, one�etue un appel préalable à la tatique compute pour réduire e�aement le terme.1.2.6 PerformanesLa tatique newring propose deux améliorations orthogonales aux hoix e�etuésdans le développements de ring (Boutin 1997). La première est de remplaer la forme42
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Fig. 1.4: Temps de alul de la preuve que (x1 + . . . + xn)d est égal à sa forme normalenormale totalement développée de polyn�mes représentés omme somme ordonnée de mo-n�mes oe�ientés par des formes de Horner. La seonde est d'utiliser Z omme ensemblede oe�ients lorsqu'on travaille ave des strutures axiomatiques omme R. Dans ettesetion, nous analysons les gains en e�aité apportés par haun de es traits.Tout d'abord, lorsqu'on ompare les performanes de newring et ring sur desexpressions dans Z, on ne tire auun béné�e de la seonde amélioration puisque les deuxtatiques travaillent sur leur représentation des polyn�mes à oe�ients dans Z. Sur egenre de problèmes, on mesure don uniquement l'in�uene du hangement de formenormale.La �gure 1.4 dérit les temps de normalisation pour le polyn�me (x1 + · · · + xn)d vuomme un polyn�me à oe�ients dans Z. Les traits pointillés représentent les temps denormalisation par newring et les traits pleins eux de la normalisation par ring.Sur e diagramme on observe que le gain pour n = d = 5 est un fateur 6, et unfateur 500 pour n = 7 et d = 9, ei grâe à la ompaité de la forme normale de Horner.De plus la tatique ring n'arrive plus à aluler la forme normale de ette expressionpour n = 8 et d = 9 et lorsque n = 12, le alul n'est plus possible à partir de d = 6.Quant à newring, elle arrive enore à aluler la forme normale pour d = 11 et n = 12.Comparer un outil omme newring ave un analogue dans le monde du alul for-mel est intéressant mais la omparaison a ses limites. Bien sur les systèmes de alulformel travaillent sur des véritables entiers mahines alors que nous ne manipulons iiqu'un enodage en Coq des entiers en base 2. Mais surtout les ambitions et, partant, lesstratégies adoptées divergent fortement. Dans un système de alul formel, il s'agit dedonner rapidement des réponses sur des entrées qui peuvent être de très grande taille.Ainsi dans Maple V, la fontion expand travaille à l'aide d'une bibliothèque d'identitéspré-alulées, qu'elle essaie de reombiner pour simpli�er l'expression donnée par l'utilisa-teur. Sur des expressions symboliques onstruites à l'aide d'opérations d'addition, produitet soustration, expand essaie de développer en simpli�ant si possible (les produits par
0, par 1, . . . ), visiblement sans avoir d'autre stratégie très optimisée, mis à part ettereonnaissane des motifs présents en mémoire. En e�et, lorsque les identités algébriquessont inutilisables, le système s'avère très ine�ae, voire inapable d'e�etuer le alul.43



Néanmoins e problème arrive plus rapidement que l'on pourrait s'y attendre : nous avonstesté expand ontre newring sur l'expression :
( y + x2 + . . . + xn−1 + xn) ∗
(x1 + y + . . . + xn−1 + xn) ∗...
(x1 + x2 + . . . + y + xn) ∗
(x1 + x2 + . . . + xn−1 + y )Pour n = 8 la tatique newring est quatre fois plus lente que la stratégie expandde Maple (0.4s pour newring, 0.12s pour Maple). Mais Maple éhoue au dévelop-pement de ette formule dès que n = 9 (Error, (in expand/bigprod) object

too large), alors que pour et exemple, newring termine en 1.7s.1.3 Polyn�mes dans les systèmes de preuves formellesA notre onnaissane, il existe au moins inq développements dans le système Coq quiomprennent une telle bibliothèque d'arithmétique polynomiale.Le premier est inlus dans la ontribution Algebra3 au système Coq.Dans e déve-loppement, on part d'un ensemble de variables �ni V pour dé�nir les mon�mes ommeéléments du monoïde libre abélien sur V , puis les polyn�mes à oe�ients dans l'anneau
A et à variables V seront les éléments du monoïde libre abélien sur les mon�mes et sur
A. La seonde4 est issue du projet Construtive Coq Repository at Nijmegen (C-CoRN2002; Cruz-Filipe, Geuvers, et Wiedijk 2004). Elle onsitute une partie de la hiérarhied'algèbre onstrutive (Geuvers, Pollak, Wiedijk, et Zwanenburg 2002) éloborée dans lebut de donner une preuve onstrutive en Coq du théorème fondamental de l'algèbre.Les polyn�mes à une variable et à oe�ients dans un anneau de oe�ients CR sontreprésentés en forme de Horner. Un polyn�me est :� soit un polyn�me nul,� soit un polyn�me de la forme PX + c, réursivement dé�ni par un polyn�me P etune onstante c, élément de l'anneau des oe�ients.En Coq, ette dé�nition orrespond à la délaration de la struture de données indu-tive :
Inductive cpoly : Type :=
| cpoly_zero : cpoly
| cpoly_linear : CR → cpoly → cpoly.Le fait d'introduire un onstruteur pour le polyn�me nul permet d'alléger les preuvesen remplaçant les tests à zéros déidables par des analyses par as sur le terme du typeindutif.On dé�nit une relation d'équivalene qui identi�e les polyn�mes struturellementégaux modulo l'égalité sétoïde dé�nie sur l'anneau des oe�ients CR. Les polyn�mes3http ://oq.inria.fr/ontribs-eng.html, L. Pottier, 1999.4http ://-orn.s.ru.nl/doumentation/ CoRN.algebra.CPolynomials.html44



sont munis des strutures suessives de setoïde, semi-groupe, groupe, monoïde, anneau,de la hiérarhie abstraite.Ce développement est fortement marqué par l'objetif de développer des mathéma-tiques onstrutives.Les similitudes dans les hoix des trois derniers développements sont assez frappantes,même si auune ne semble avoir béné�ié de l'existene de ses prédéesseurs.Le plus anien que nous avons reensé est elui qui sous-tend la tatique ring dis-tribuée atuellement dans la version standard de Coq. On peut également iter GbCoq,une erti�ation de l'algorithme de Buhberger par L. Théry et L. Pottier dérite dans(Théry 2001). En�n, le plus réent est une bibliothèque5 sur la réériture et la terminaison,développée par un groupe de ontributeurs européens et hébergée au Loria.Ces trois développements ont en e�et adopté le même hoix initial pour fonder leurreprésentation : un polyn�me, qu'il soit univarié ou multivarié, est une somme oe�-ientée de mon�mes. C'est à dire qu'on représente un polyn�me par une liste de ouplesoe�ient-mon�me, un mon�me étant représenté par la liste ordonnée de ses degrés nonnuls relatifs à haune des indéterminées.Ainsi dans les ommentaires du ode de la tatique ring, on lit :�Dé�nition des polyn�mes abstraits en forme normale :� Une liste de variables est un produit ordonné d'une ou plusieurs variables : X,
X ∗ Y ∗ Z sont des listes de variables.� Un mon�me est une onstante, une liste de variables ou bien un produit d'uneonstante par une liste de variables : 2 ∗X ∗ Y , X ∗ Y ∗Z sont des mon�mes, 2 ∗ 3,
X ∗ 3 ∗ Y , 4 ∗ X ∗ 3 n'en sont pas.� Une somme anonique est soit un mon�me, soit une somme ordonnée de mon�mes(selon un ordre préisé ultérieurement).� Un polyn�me en forme normale est soit une onstante, soit une somme anonique,soit la somme d'une onstante et d'une somme anonique�.Dans ette bibliothèque, on dispose d'une implémentation des opérations d'anneau etdes preuves des propriétés de orretion de es opérations vis-à-vis de l'évaluation dansl'anneau des oe�ients. On y dé�nit également une forme normale, qui est la formetotalement développée, dans laquelle les mon�mes sont ordonnés lexiographiquementpar rapport à un ordre �xé sur les variables.La bibliothèque développée par L. Théry fait le même hoix théorique mais proposeune implémentation di�érente, plus abstraite. En e�et, on paramètre la représentationpar une notion de terme, haque terme étant omposé d'un oe�ient et d'un mon�me.On doit fournir des primitives sur es termes : opérations d'anneau, ordre, égalité, et puisles polyn�mes seront dé�nis omme des listes ordonnées de termes non nuls.Contrairement à la bibliothèque préédente, dans laquelle une fontion de normalisa-tion donne les représentations anoniques, ii les preuves des propriétés de bonne forma-tion (ordre et non nullité des éléments) sont données omme arguments des onstruteursde polyn�mes.Cette dernière bibliothèque implémente plus que l'arithmétique d'anneaux : on dis-pose également d'une division eulidienne (pour un anneau intègre de oe�ients), d'unopérateur de plus petit ommun multiple et bien sûr de alul de base de Gröbner. Le5A Coq Library on Rewriting and termination, http ://olor.loria.fr/, 200545



développement est destiné à être exéuté par Oaml, après extration de la partie alu-latoire et en instaniant les paramètres par des fontions dans Oaml.La bibliothèque Color est au ontraire très spéialisée dans les besoins des preuves surles systèmes de réériture. Elle fournit une représentation dans laquelle l'ensemble desoe�ients est �xé omme étant Z, et les polyn�mes sont enore une fois des listes deouples oe�ient et mon�mes. Les mon�mes sont des veteurs d'entiers de taille �xée.
Notation monom := (vector nat).
Definition poly n := (list (Z * monom n)).Les opérations d'anneau, ainsi que l'évaluation, la omposition sont fournies mais lespreuves ne onernent que le omportement des opérations par rapport à l'évaluation et lesquestions de monotonies utiles aux interprétations polynomiales des ordres de réériture.L'avantage de e hoix ommun aux trois exemples ités est qu'il orrespond à unevision globale du polyn�me, et de ses propriétés ombinatoires omme la symétrie oul'homogénéité. En revanhe, les informations relatives à une variable partiulière (degré,fatorisations par rapport à une variable) ont un oût. Les performanes omparées desdeux implémentations de la tatique d'égalité dans les anneaux montrent également quele alul de la forme normale d'un polyn�me dans ette représentation n'est pas optimal.Dans le système Nuprl (Constable, Allen, Bromley, Cleaveland, Cremer, Harper, Howe,Knoblok, Mendler, Panangaden, Sasaki, et Smith 1986), P. Jakson a développée uneformalisation d'une struture abstraite de polyn�mes, en suivant omme L. Pottier laonstrution anonique de (Lang 1995).La thèse de C. Ballarin (Ballarin 1999) dérit l'implémentation d'une bibliothèquepour les polyn�mes en Isabelle (Nipkow, Paulson, et Wenzel 2002), omme fontionspresque nulle des entiers vers l'anneau des oe�ients.Les travaux de J. Harrison en HOL-Light (Harrison 2002; Harrison 1996) utilisentextensivement des objets polynomiaux, qui sont une des premières théories (Harrison1997) formalisées dans le système.Les déveoppements ultérieurs réalisés en HOL-Lightmêlent alul sienti�que et preuveformelle, que e soit en important les réponses d'orales externes (Harrison et Théry 1998;Harrison 2005) ou en programmant des tatiques autariques pour le système (MLaugh-lin et Harrison 2005).Dans e système, les polyn�mes sont dé�nis omme des fontions d'évaluation : unpolyn�me est une fontion d'évaluation appliquée à une liste de oe�ients et à un élémentde l'ensemble des oe�ients qui est le point où on veut l'évaluer.la liste vide représente le polyn�me nul.

let poly = new_recursive_definition list_RECURSION
‘(poly [] x = &0) ∧
(poly (CONS h t) x = h + x * poly t x)‘;;Code 1.17: Dé�nition des polyn�mes en HOL-LightLa distribution standard du système omprend de nombreux résultats (ordre des ra-ines, déomposition en partie sans arré, valeurs intermédiaires dans les nombres réels...),dont les preuves ont une remarquable onision.46



1.4 ConlusionNous proposons une bibliothèque d'arithmétique polynomiale basée sur la représen-tation de Horner reuse et destiné à aluler e�aement à l'intérieur du système Coq.Cette bibliothèque se déline en deux versions.La première est une représentation des polyn�mes à une variable, paramétrée par unensemble de oe�ients. On peut itérer ette onstrution pour onstruire un type despolyn�mes à plusieurs variables, dépendant du nombre variables. Pour ette représenta-tion, les propriétés de la struture d'anneau ont été formellement prouvées. La tehniqueemployée s'est toutefois révélée oûteuse en temps de travail et nous avons proposé uneméthode alternative pour munir d'une struture mathématique des représentations for-melles orientées vers le alul.La deuxième version des polyn�mes en forme de Horner reuse supprime la dépendanedu type en le nombre de variables. Cette représentation a été utilisée pour la oneptiond'une tatique d'automatisation des preuves d'égalités dans les strutures d'anneau. Pourles besoins de ette tatique, nous n'avons pas expliitement onstruit la struture d'an-neau formée par les polyn�mes mais nous avons donné les preuves formelles des propriétésdes opérations vis à vis du morphisme d'évaluation.La rénovation que nous proposons de la tatique ré�exive d'automatisation des preuvesd'égalités dans les strutures d'anneau introduit deux améliorations orthogonales quiaméliore son e�aité. Le premier est l'utilisation de la forme de Horner reuse pour lespolyn�mes, le seond est d'exploiter au mieux les possibilités de alul dans la phase deréi�ation. On peut néanmoins isoler les e�ets du hangement de forme normale, et donvalider l'e�aité de e hoix de représentation.Une tatique e�ae pour la déision des égalités dans les strutures d'anneau est unoutil fondamental pour un système de alul formel. Le fait de pouvoir manipuler desexpressions de taille importante même dans des strutures axiomatiques perment d'en-visager de façon réaliste des développements signi�atifs en géométrie, ryptographie,...Un tel outil est égelement le omplément indispensable des approhes mixtes ommel'interfaçage ave des systèmes de alul formel (Delahaye et Mayero 2005).Cette bibliothèque de alul va quant à elle nous servir de base pour programmerl'algorithme de CAD.
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Chapitre 2Vers la erti�ation de l'algorithme dessous-résultantsCe hapitre est onsaré à la preuve formelle d'un algorithme de alul de plus grandommun diviseur (pgd) pour les polyn�mes à oe�ients dans un anneau. Cei onstitueun problème lassique du alul formel, qui a donné lieu à une abondante littérature.Le hapitre s'artiule autour de trois points.La première partie propose un algorithme de division eulidienne pour les polyn�mesen forme de Horner dérits dans le hapitre 1. L'originalité de et algorithme est qu'ilrepose uniquement sur une indution struturelle grâe à la représentation de Horner.Ensuite on généralise la notion de division eulidienne à elle de pseudo-division euli-dienne, qui permet de dé�nir des suites de (pseudo-)restes, omme elles de l'algorithmed'Eulide, même quand on divise des polyn�mes à oe�ients dans un anneau.Puis on introduit la notion de déterminant polynomial, qui permet de dé�nir les po-lyn�mes sous-résultants. Pour formaliser es déterminants polynomiaux, j'ai eu besoinde dé�nir dans le système Coq des fontions multilinéaires antisymétriques alternées quiprennent leurs arguments dans des anneaux.En�n, la dernière partie du hapitre est onsarée au théorème fondamental des sous-résultants. On montre grâe au lemme de déalage que la suite des polyn�mes sous-résultants, dé�nis par déterminants polynomiaux forment en fait une suite de pseudo-restes et permet de aluler le pgd de deux polyn�mes.2.1 Calul de pgd polynomiaux en alul formelLe alul e�ae du plus grand ommun diviseur de deux polyn�mes est un problèmeentral du alul formel. Dans un système de alul formel, il est au oeur de nombreusesopérations ourantes ayant trait aux simpli�ations d'expressions polynomiales ou defrations rationnelles.Les algorithme implémentés dans les systèmes de alul formel se divisent prinipale-ment en quatre grandes familles.Une première famille est onstituée des algorithmes modulaires. Le fait de travaillersur des orps �nis permet de limiter la roissane des oe�ients que l'on manipule, e quiest un des prinipaux enjeux de e problème. Cette lasse d'algorithmes repose sur desaluls de restes hinois, ou sur le lemme de Hensel (Geddes, Czapor, et Labahn 1992).49



Les variantes du lemme de Hensel peuvent être vues omme un analogue de la méthodeNewton pour les anneaux ommutatifs omplets et son basées sur des déompositions surorps �nis.Il existe également des versions probabilistes très e�aes de es algorithmes, ommedans les travaux de Zippel (Zippel 1993), qui proposent un algorithme d'interpolationpour le alul du pgd polynomial.Une troisième famille repose sur des aluls de haînes de (pseudo-)restes, dont lavariante la plus e�ae est elle des sous-résultants, qui fait l'objet de e hapitre.En�n, les systèmes de alul formel utilisent également des heuristiques qui permettentpar exemple d'exploiter les fatorisations triviales, ou bien les rédutions à des problèmesde pgd sur les entiers.Savoir quel algorithme sera le plus e�ae, même sur une instane partiulière, est unproblème di�ile, et il n'existe pas de proédure de déision qui permette par exemplede lier une méthode de alul à ertain types de polyn�mes.D'après l'étude omparative de Liao et Fateman (Liao et Fateman 1995), Maple ap-plique des algorithmes modulaires en as d'éhe de son algorithme heuristique GCDHE,tandis que Masyma et Mathematia utilisent une approhe probabiliste à la Zippel, rat-trapée en as d'éhe par un algorithme de sous-résultants.En théorie, l'algorithme des sous-résultants n'est pas lairement meilleurs que esautres approhes et il manipule ertainement des oe�ients plus gros que dans les alter-natives qui �gurent à e ban d'essai.Néanmoins, il onstitue une approhe générale pour le problème, puisqu'il ne requiertsur l'ensemble des polyn�mes que l'existene du pgd de deux éléments. Les algorithmesmodulaires et d'interpolation sont destinés quant à eux à des o�ients à valeurs entières.En�n, l'approhe des sous-résultants est une solution raisonnable puisque dans lestests d'implémentation de Liao et Fateman, et algorithme arrive en première positiondans presque la moitié des as.2.2 Division eulidienne, pseudo-division eulidienneDans tout e hapitre, si D est un anneau ommutatif intègre, on notera deg(P ) ledegré d'un polyn�me P ∈ D[X]. Le oe�ient dominant d'un polyn�me P ∈ D[X] dedegré d est elui porté par le mon�me Xd. On le note lcoef(P ).2.2.1 Fontions partiellesOn se propose de dé�nir une opération de division eulidienne sur les polyn�mes enforme de Horner. Étant donnés deux polyn�mes P et Q dans ette représentation, onveut aluler, quand 'est possible, A et B deux nouveaux polyn�mes qui véri�ent :
P = AQ + B ave deg(B) < deg(Q)En partiulier, on ne alulera pas de tels A et B quand le diviseur Q est un polyn�menul. D'autre part, l'anneau ommutatif C des oe�ients est supposé intègre mais nesera pas néessairement un orps. Deux oe�ients, même non nuls, ne sont don pasnéessairement divisibles l'un par l'autre. 50



Par exemple si l'on onsidère des polyn�mes à oe�ients entiers, on peut bien e�e-tuer dans Z[X] la division de X2 + X + 1 par (X + 1) :
X2 + X + 1 = (X + 1)X + 1Par ontre, on ne peut diviser X2 + X + 1 par 2X ar le oe�ient dominant 1 de

X2 + X + 1 n'est pas un multiple de 2, le oe�ient dominant de 2X.En fait on programme la division eulidienne omme si on travaillait ave des oe�-ients dans un orps, mais si l'une des opérations de divisions sur les oe�ients éhoue,on fait éhouer toute la division.Il y a plusieurs façon d'envisager la programmation de ette fontion partielle. Dans eas, il m'a semblé que la solution la plus légère et la plus appropriée était de ontournerle problème en faisant de ette division une fontion totale, et de repousser dans lesspéi�ations l'expression du domaine de validité des propriétés de ette fontion. Unhoix analogue avait été adopté et motivé dans la formalisation des nombres réels enHOL-Light (Harrison 1994).Ainsi on va programmer une fontion Pol_div_eucl de type
Pol_div_eucl : Pol C → Pol C → (Pol C) * (Pol C)dont la spéi�ation est la suivante : pour tous polyn�mes P et Q, la fontion Pol_div_euclalule un ouple de polyn�mes (A, B) tels que :� soit Q = 0,� soit P = AQ + B ave deg(B) < deg(Q)� soit (A, B) = (0, 0).On dira que P est un multiple de Q, de fateur A si :� soit P = 0� soit A 6= 0 et B = 0La spéi�ation de la division eulidienne, 'est à dire la preuve que l'identité

P = AQ + B ave deg(B) < deg(Q)est valide ne sera prouvée que sous les hypothèses que (A, B) 6= (0, 0) ou bien P = 0.Dans les autres as, on sort du domaine de validité pour la fontion de division. Lapreuve de orretion de l'algorithme de division assure seulement que les relations dedivisibilités alulées sont orretes et non pas que toutes les relations de divisibilitésexistant dans l'anneau sont alulées.2.2.2 Division eulidienne en représentation de Horner reuseIl est aisé de programmer la division eulidienne des polyn�mes en forme de Hor-ner (non reuse) de façon struturelle par rapport au dividende du fait que ette formeprésente les oe�ients de poids faible en tête et une struture simple. Mais ette repré-sentation ontient trop de zéros dans le as des polyn�mes reux pour être raisonnable.Le forme de Horner reuse est ompate : elle peut en fait être interprétée omme laliste ordonnée des oe�ients non nuls, ave les oe�ients de poids faible en tête.De plus il est remarquable qu'elle onserve la possibilité de dé�nir ette opération dedivision par réursion struturelle sur le dividende pour les polyn�mes en forme normalede Horner reuse, par le biais d'un point �xe loal.51



De fait, la forme de Horner reuse ressemble beauoup à une représentation de nombresdans une �base formelle� X. Par �base formelle� on entend ii une base qui serait in�nieau sens ou on ne propage pas de retenue. L'algorithme de division que je propose i-dessous est prohe de elui qui permet de diviser des nombres entiers, par exemple enreprésentation binaire omme dans la bibliothèque standard de Coq.Dans tout e qui suit, on utilise pour les polyn�mes en forme de Horner reuse lesdé�nitions et notations introduite au hapitre 1.Division d'un polyn�me par une onstanteIi on veut diviser un polyn�me arbitraire P par un polyn�me onstant (Pc c). Enfait on va seulement propager l'opération de division par c sur tous les oe�ients, maisen retournant le polyn�me nul si l'une de es divisions éhoue.La division sur les oe�ients est notée // et le test à zéro sur les oe�ients est noté
czero_test.On fait une réurrene sur le polyn�me A et on divise par la onstante q.On rappelle que le polyn�me nul est note P0.
Fixpoint Pol1_div_cst(A:Pol)(q:Coef){struct A}: Pol:=

if (Pol_zero_test A) then P0
else
match A with
|Pc a ⇒ Pc (a // q)
|PX P i p ⇒
let P’:= (Pol1_div_cst P q) in
if (Pol_zero_test P’) then P0 else
let p’:= p // q in
if czero_test p’ then P0 else
PX P’ i p

end.Division eulidienne par un polyn�me non onstantOn programme maintenant la division d'un polyn�me quelonque A par un polyn�me
B = B1X

j + b dont on sait qu'il est de degré non nul. On rend deux polyn�mes Q et R,ontenant le quotient et le reste de la division. On proède par indution sur la struturedu dividende A.� Soit A est onstant. On rend Q = 0, R = A.� Soit A est de la forme A1X
i + a. On herhe à aluler Q et R tels que :

A1X
i + a = (B1X

j + b)Q + R ave deg(R) < deg(B1) + jOn alule réursivement Q1 et R1 tels que :
A1 = (B1X

j + b)Q1 + R1 ave deg(R1) < deg(B1) + jD'où :
A1X

i + a = (B1X
j + b)Q1X

i + R1X
i + a52



� 1er as : deg(R1) + i < deg(B1) + j ou bien R1 = 0.On rend Q = Q1X
i et R = R1X

i + a.� 2ème as : deg(R1) + i ≥ deg(B1) + j et R1 6= 0On suppose qu'on dispose d'une fontion auxiliaire div_aux qui prend en argu-ment un polyn�me de la forme SX i et un polyn�me non onstant CXk + c telsque :� deg(S) < deg(C) + k� S 6= 0et alule le quotient et le reste de la division eulidienne de SX i par CXk + c.La fontion div_aux permet de aluler Q2 et R2 tels que :
R1X

i = (B1X
j + b)Q2 + R2 ave deg(R2) < deg(B1) + jOn rend Q = Q1X

i + Q2 et R = R2 + aReste à expliiter la fontion auxiliaire div_aux. Étant donnés deux polyn�mes S et
C, un oe�ient c et deux entiers i et k, tels que :� (1) deg(S) < deg(C) + k� (2) S 6= 0on veut aluler deux polyn�mes Q et R tels que :

SX i = (CXk + c)Q + R ave R < deg(C) + kLe alul se fait par réursion struturelle sur l'exposant i qui est un entier en base 2représenté en Coq par le type de de données du ode 1.3. Cette réursion repose sur ladistintion de trois as pour un entier i en base 2 : soit i = 1, soit i est de la forme i = 2ppour un entier p en base 2 , soit i est de la forme i = 2p + 1 pour un entier p en base 2.� Cas 1 : deg(S) + i < deg(C) + k On rend Q = 0 et R = SX i� Cas 2 : deg(S) + i ≥ deg(C) + k et i = 1.Alors deg(S)+1 = deg(C)+k vu (1). Il existe un oe�ient λ ∈ C et un polyn�me
R ∈ C[X] tel que :

SX = λ(CXk + c) + R ave deg(R) < deg(C) + kOn rend Q =
coefdom(C)

coefdom(S)
et R = S − (CXk + c)Q� Cas 3 : deg(S) + i ≥ deg(C) + k et i = 2pOn alule réursivement Q1 et R1 tels que :

SXp = (CXk + c)Q1 + R1 ave deg(R1) < deg(C) + k� Cas 3.1 : deg(R1) + p < deg(C) + k ou bien R1 = 0On rend Q = Q1X
p et R = R1X

p� Cas 3.2 : deg(R1) + p ≥ deg(C) + k et R1 6= 0On alule réursivement Q2 et R2 tels que :
R1X

p = (CXk + c)Q2 + R2 ave deg(R2) < deg(C) + kOn rend Q = Q1X
p + Q2 et R = R253



� Cas 4 :deg(S) + i ≥ deg(C) + k et i = 2p + 1On alule réursivement Q1 et R1 tels que :
SXp = (CXk + c)Q1 + R1 ave deg(R1) < deg(C) + k� Cas 4.1 : degR1 + p + 1 < deg(C) + k On rend Q = Q1X

p+1 et R = R1X
p+1� Cas 4.2 : degR1 + p + 1 ≥ deg(C) + kOn alule réursivement Q2 et R2 tels que :

R1X
p = (CXk + c)Q2 + R2 ave deg(R2) < deg(C) + k� Cas 4.3 : deg(R2) + 1 < deg(C) + k On rend Q = Q1X

p+1 + Q2 et R = R2� Cas 4.4 : deg(R2) + 1 ≥ deg(C) + kAlors deg(R2) + 1 = deg(C) + k il existe λ ∈ C et un polyn�me R3 tels que :
R2X = λ(CXk + c) + R ave deg(R3) < deg(C) + kEn fait λ =

coefdom(C)

coefdom(R2)
etOn rend Q = Q1X

p+1 + Q2 + λ et R = R3 = R2 − λ(CXk + c)2.2.3 Preuve formelle des spéi�ations des opérations de divi-sionLes algorithmes détaillés dans la setion préédente présentent la partiularité d'utili-ser intensivement les opérations de test à zéro, aussi bien dans la struture de oe�ientsque dans elle des polyn�mes.Dans un soui d'e�aité, suivant la disipline ommune à tout le développementselon laquelle les polyn�mes arguments et résultats de toutes les opérations sont en formenormale, le test à zéro sur les polyn�mes se programme ainsi :
Definition Pol_zero_test(P:Pol):bool:=
match P with
|Pc c ⇒ (czero_test c) (∗ t e s t sur l a s t r u  tu r e de  o e f s ∗)
|PX _ _ _⇒ false (∗ non onstant ⇒ non nul ∗)

end. Code 2.1: Test à zéro des polyn�mesNéanmoins, pour spéi�er e test, on aura besoin de spéi�er ses onditions de validité,et en partiulier, sous ette forme, le test à zéro n'est pas un morphisme pour l'égalité desetoïde ave laquelle nous travaillons (voir setion 1.1.4).C'est pourquoi il est néessaire de dé�nir formellement les onditions de forme normalequi détermineront les onditions de validité de tous les énonés de orretion.
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Inductive Pol_nf : Pol → Prop:=(∗ Un polynome onstant e s t tou jour s en forme normale ∗)
|Pc_nf : ∀ c, Pol_nf (Pc c)(∗ X^ i + p e s t en forme normale s i  6= 0 ∗)
|PX_Pc_nf : ∀ c i p,
czero_test c = false → Pol_nf (PX (Pc c) i p)(∗ (PX^ i + p)X^ j +  e s t en forme normale s i
− PX^ i + p e s t en forme normale
− p 6= 0 ∗)

|PX_PX_nf : ∀ P i p j c,
Pol_nf (PX P i p) →
czero_test p = false
→ Pol_nf (PX (PX P i p) j c).Code 2.2: La propriété de forme normaleIl sera pratique pour pouvoir réérire ommodément les arguments du test à zéro,de dé�nir une deuxième version Pol_zero_test2 de ette fontion de test booléen

Pol_zero_test , qui est elle-même un morphisme. Cette nouvelle fontion est moinse�ae que la première ar elle doit e�etuer plus de tests du fait qu'elle ne suppose pasque son argument est en forme normale. Par ontre 'est un morphisme, et elle oïnideave la version destinée aux aluls sur l'ensemble des polyn�mes en forme normale.
Fixpoint Pol_zero_test2(P:Pol):bool :=
match P with
|Pc c ⇒ czero_test c
|PX P i p ⇒ andb (Pol_zero_test2 P) (czero_test p)

end. Code 2.3: Test à zéro des polyn�mes version preuvesL'implémentation des opérateurs de division repose sur l'opération de division cdivsur l'ensemble des oe�ients.On travaille don en supposant que et opérateur satisfait les spéi�ations suivantes :(∗ Si l e d i v i s e u r d et l e d iv idende x/d sont non nuls , a l o r s x =(x/d)∗d ∗)
Hypothesis cdiv_spec1 : ∀ d,
czero_test d = false →
∀ x,
czero_test (x // d) = false →
x == (x//d) ** d.(∗ On a tou jour s 0 = (0/x) ∗ x . ∗)(∗ Ce as eng lobe l e as degenere du d i v i s e u r nul ∗)

Hypothesis cdiv_spec2 : ∀ d x,
czero_test x = true → x == (x//d) ** d.Les théorèmes de orretion des trois opérateurs de division utilisés énonent que pourdes polyn�mes en forme normale, les propriétés énonées à la �n de la setion 2.2.1 sont55



valides. Leur preuve formelle est en ours de développement, en ollaboration ave L.Pottier.2.2.4 Pseudo-divisions, Chaînes de pseudo-restesDans le as où l'ensemble des oe�ients d'un anneau de polyn�mes est un anneauommutatif intègre (et non néessairement un orps), on peut tout de même généraliser ladivision eulidienne i-dessus. En fait si D est un anneau ommutatif intègre, et si P, Q ∈
D[X], dans le déroulement de la division eulidienne de P par Q, les seuls dénominateursqui peuvent être introduits dans les opérations sur les oe�ients sont des puissanes duoe�ient dominant de Q.De fait il su�t de multiplier P par lcoef(Q)deg(P )−deg(Q)+1 pour être sûr que la divisioneulidienne des polyn�mes sera exate, 'est à dire qu'on alule bien un quotient et unreste qui satisfont la propriété :

P = AQ + B ave deg(B) < deg(Q)Cette propriété avait déjà été observée par Jaobi (Jaobi 1836), 'est pourquoi ondonne son nom à e fateur.Dans toutes les dé�nitions qui suivent, D est un anneau fatoriel, e qui permet enpartiulier d'assurer l'existene de plus grands ommuns diviseurs.Premières dé�nitionsDé�nition 2.2.1 (Fateur de Jaobi) Soit P, Q ∈ D[X] deux polyn�mes. On appellefateur de Jaobi de la division de P par Q la quantité :
lcoef(Q)deg(P )−deg(Q)+1On a don un moyen de dé�nir une opération de division exate pour tout ouple depolyn�mes.Dé�nition 2.2.2 (Pseudo-division) Soit P = p0 + . . . pnX

n et Q = q0 + . . . qmXmdeux polyn�mes éléments de D[X], ave pn, pm 6= 0 et n ≥ m.Le reste (resp. quotient) de la division qn−m+1
m P par Q est appelé le pseudo-reste (resp.pseudo-quotient) de P par Q et est noté preste (resp. pquo). Cette opération est appelépseudo-division de P par Q. Ces deux polyn�mes sont uniques et sont des éléments de

D[X].Exemple 2.2.4.1 On onsidère des polyn�mes dans Z[X].� P = X2 et Q = 2X + 1 : pquo(P, Q) = 2X − 1 et preste(P, Q) = 1� P = 2X2 + 2X et Q = 2X + 2 : pquo(P, Q) = 4X et preste(P, Q) = 0Dé�nition 2.2.3 (Similarité) Soit P, Q ∈ D[X], P et Q sont similaires (P ∼ Q) s'ilexiste a, b ∈ D tels que aP = bQ.Exemple 2.2.4.2 Toujours dans le as de Z[X], les polyn�mes 2X + 2 et 3X + 3 sontsimilaires. Les polyn�mes X + 1 et X + 2 ne sont pas similaires.56



L'algorithme d'Eulide alule le plus grand ommun diviseur (noté pgd) de deuxpolyn�mes à oe�ients dans un orps en e�etuant une suession de divisions euli-diennes. On peut généraliser et algorithme au as où les oe�ients sont dans une stru-ture d'anneau. Il su�t de remplaer haque étape de division eulidienne par une étapede pseudo-division eulidienne. Cependant, omme le fateur de Jaobi que l'on introduitpour rendre haque division exate n'est pas néessairement le fateur orretif le pluspetit possible, on autorise des fatorisations salaires à haque étape de l'algorithme eton ne demande dans la haîne des polyn�mes alulés que des relations de similarité auxpseudo-restes.Dé�nition 2.2.4 (Chaîne de pseudo-reste) Soit F1, F2 ∈ D[X], ave deg(F1) > deg(F2).Soit F1 . . . Fk ∈ D[X] une suite de polyn�mes non nuls tels que :
Fi ∼ preste(Fi−2, Fi−1) pour i = 3 . . . k et preste(Fk−1, Fk) = 0Cette suite est appelée haîne de pseudo-restes.De la dé�nition i-dessus se déduit immédiatement :

∀i = 3 . . . k, ∃αi, βi ∈ D and ∃Qi ∼ pquo(Fi−2, Fi−1) tel que
βiFi = αiFi−2 − QiFi−1 deg(Fi) < deg(Fi−1)Le sens informel de es oe�ients de similarité α et β est le suivant : α assure que ladivision eulidienne sera possible en restant dans D[X], et β est un fateur salaire quel'on peut éliminer du reste.Dé�nition 2.2.5 (Contenu, partie primitive) Soit P ∈ D[X] le ontenu de P , noté

cont(P ) est un plus grand ommun diviseur de ses oe�ients. Il est unique à multipli-ation près par un inversible de D.Si les oe�ients de P sont premiers entre eux, alors P est dit primitif. Si e n'estpas le as, sa partie primitive, notée pp(P ) est dé�nie par P = cont(P )pp(P ).Le pgd de deux éléments de D[X] est le produit de leurs ontenus par le pgd deleurs parties primitives. De plus, si deux polyn�mes F1 et F2 de D[X] sont primitifs,alors leur pgd est aussi primitif. Ainsi, ave les notations de la dé�nition 2.2.4, pour touspolyn�mes F1 et F2, gcd(F1, F2) = pp(Fk).Contr�ler la roissane des oe�ientsDans toute la suite, on onsidère F1 = p0 + . . . pnX
n et F2 = q0 + . . . qmXm, deuxpolyn�mes dans D[X] et (Fi)i=1...k une haîne de pseudo-restes telle que pour i = 3 . . . k :

βiFi = αiFi−2 − QiFi−1 deg(Fi) < deg(Fi−1) (1)On note ni le degré de Fi et ci le oe�ient dominant de Fi pour i = 3 . . . k. On appelle
(1) une relation pseudo-eulidienne.Caluler le pgd de deux polyn�mes P et Q, 'est aluler le dernier polyn�mes d'unehaîne de pseudo-reste s issue de P et Q. On veut pouvoir e�etuer e alul le plus57



e�aement possible. Le hoix des fateurs de similarité αi et βi permet de jouer sur lataille des oe�ients des polyn�mes dans la haîne.Une façon naïve de aluler une haîne de pseudo-restes est de poser Fi = preste(Fi−2, Fi−1).Cette haîne de pseudo-restes est appelée haîne eulidienne de pseudo-restes, d'aprèsla terminologie de G.E. Collins (Collins 1967). Malheureusement, ette dé�nition peutonduire à une explosion de la taille des oe�ients dans les polyn�mes de haîne.En fait il existe même une borne inférieure polynomiale, donnée par C. K. Yap (Yap2000) et D.E. Knuth dérit e phénomène de la manière suivante (Knuth 1998) : �Ainsila borne supérieure [...℄ serait approximativement de N0,52,414n et les expérimentationsmontrent que et algorithme simple a en fait exatement e omportement : le nombrede hi�res dans les oe�ients roît exponentiellement à haque étape !�. Néanmoins laremarque de J. von zur Gathen et T. Lüking (von zur Gathen et Lüking 2003) permetd'espérer de meilleurs résultats dans le as qui nous oupe : �Dans une unique division,dont les arguments sont hoisis aléatoirement, on ne peut espérer beauoup mieux que lapseudo-division de Jaobi pour maintenir un reste à oe�ients entiers. Mais les résultatsde l'algorithme d'Eulide sont tellement dépendants qu'il est toujours possible d'extrairedes fateurs importants.�La stratégie opposée onsiste à hoisir Fi = pp(preste(Fi−2, Fi−1)), et e hoix mini-mise la roissane de la taille des oe�ients. Cette haîne de pseudo-restes est appeléehaîne primitive de pseudo-restes, toujours en suivant la terminologie de Collins. Maisl'inonvénient majeur de ette stratégie est qu'elle suppose des aluls réursifs de pgdà haque étape du alul de la haîne, e qui est général bien trop oûteux. L'un des asoù e hoix est très mauvais est par exemple le as où on travaille ave des polyn�mes àplusieurs variables, vus omme éléments de D[X1] . . . [Xk].La solution que nous proposons de formaliser est appelée haîne des sous-résultants.Elle onstitue un ompromis entre les deux solutions préédentes : à haque étape, onprédit à la fois un fateur α, su�sant pour permettre la division eulidienne, et un oef-�ient β de taille signi�ative qu'on va pouvoir fatoriser dans le reste. De plus le alulde es deux fateurs se fait ave une omplexité satisfaisante et permet de ontr�ler laroissane des oe�ients.Ci-après on reproduit des exemples onstruits par J. von zur Gathen et T. Lüking(von zur Gathen et Lüking 2003) pour omparer les trois dé�nitions de haînes de pseudo-restes que nous avons itées. Dans es exemples, les αi seront toujours les fateurs deJaobi de la pseudo division, et les βi sont les fateurs qui peuvent être extraits despseudo-restes selon l'algorithme utilisé.
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i αi βi Fi

1 9X6 − 27X4 − 27X3 + 72X2 + 18X − 45

2 3X4 − 4X2 − 9X + 21

3 33 = 27 1 −297x2 − 729X + 1620

4 −26198073 1 3245333040X − 4899708873

5 10532186540515641600 1 −1659945865306233453993Chaîne eulidienne : pas de fatorisation (βi = 1), une roissane exponentielle desoe�ients
i αi βi Fi

1 9X6 − 27X4 − 27X3 + 72X2 + 18X − 45

2 3X4 − 4X2 − 9X + 21

3 33 = 27 3 −11X2 − 27X + 60

4 −1331 9 18320X − 27659

5 335622400 1959126851 −1Chaîne primitive : fatorisations optimales, mais aluls réursifs oûteux
i αi βi Fi

1 9X − 27X4 − 27X3 + 72X2 + 18X − 45

2 3X − 4X2 − 9X + 21

3 27 3 297X2 + 729X − 1620

4 26198073 −243 13355280X − 20163411

5 178363503878400 2910897 9657273681Chaîne des sous-résultants : le ompromis. On supprime des fateurs signi�atifs, maismoins importants que dans le as primitif. Par ontre aluler es fateurs βi est beauoupmoins oûteux.2.3 Déterminants polynomiauxAvant de dé�nir préisément les polyn�mes dits sous-résultants qui omposent lahaîne du même nom, on introduit une dé�nition fondamentale pour la suite du dé-veloppement. Dans tout e qui suit, D est un anneau ommutatif intègre et on note
Fn ⊂ D[X] le module libre de type �ni des polyn�mes de degré stritement plus petitque n, qui est engendré par la base monomiale :

B = Xn−1 . . .X, 12.3.1 Dé�nitionProposition 2.3.1 (Déterminant polynomial) Soit n et m deux entiers tels que 0 <
m ≤ n. Il existe une unique appliation multilinéaire alternée pdetn,m : (Fn)

m → Fn−m+1qui satisfait pour tous n > i1 > · · · > im−1 > i :
{

pdetn,m(X i1 , . . . , X im−1, X i) = X i si pour tout j < m, ij = n − j (i)
pdetn,m(X i1 , . . . , X im−1, X i) = 0 sinon (ii)59



Cette appliation est appelée déterminant polynomial d'une famille de m polyn�mesde Fn.Cette dé�nition s'illustre en termes de déterminants de matries dont les oe�ientssont eux des polyn�mes en arguments de l'appliation multilinéaire.Soit P = {P1, . . . , Pm} ⊂ Fn une famille de m polyn�mes, où
Pi = pi

0 + · · ·+ pi
n−1X

n−1On note M(P) la matrie (éventuellement non arrée) de la famille P dans la base B.
M(P) =















p1
n−1 . . . pm

n−1... ...
p1

0 . . . pm
0













Preuve L'uniité de l'appliation pdet s'obtient par antisymétrie et multilinéarité aprèsavoir déomposé haun des arguments sur la base B.On note Mn,m(P) la matrie arrée dont les m − 1 premières lignes sont elles de
M(P) et la dernière est formée des polyn�mes P1, . . . , Pm.

Mn,m(P) =



















p1
n−1 . . . pm

n−1... ...
p1

n−m+1 . . . pm
n−m+1

P1 . . . Pm

















On dé�nit pdetn,m omme étant det(Mn,m(P)), où det est le déterminant usuel desmatries arrées, dont les oe�ients sont ii des polyn�mes.Dans ette dé�nition, la première ondition (i) orrespond au déterminant d'une ma-trie triangulaire inférieure :
pdetn,m(Xn−1, . . . , Xn−m+1, X i) = det















1 0
0 0... . . . ...
0 1 0

Xn−1 . . . Xn−m+1 X i













La deuxième ondition (ii) orrespond au déterminant d'une matrie triangulaireinférieure qui a au moins un zéro sur sa diagonale. �60



2.3.2 Formalisation des déterminantsLa ontribution Algebra au système Coq (Pottier 1999) a servi de base à J. Stein pourson développement d'une bibliothèque d'algèbre linéaire LinAlg (Stein 2003). Cette biblio-thèque ontient déjà su�samment de matériau pour pouvoir être à son tour augmentéeet servir de base à une bibliothèque d'algèbre multilinéaire.Ce n'est pas la solution que j'ai adoptée, pour plusieurs raisons. La première est quela théorie mathématique qui sous-tend une dé�nition générale des déterminants polyno-miaux est elle des modules libres de type �ni, alors que LinAlg onerne les struturesd'espaes vetoriels. D'autre part, lorsque j'ai envisagé e travail, la bibliothèque LinAlgétait enore en ours de développement et don pas stabilisée. En�n, dans le as qui nousoupe, la théorie générale de la multilinéarité et des modules de type �ni n'est pas unobjetif et représente un travail onséquent, beauoup plus général que l'utilisation quenous faisons ii de pdet.Je propose don de dé�nir une version alulatoire de déterminants, de la manièresuivante.Pré-requis :� Un ensemble de oe�ients salaire C muni d'une struture d'anneau ommutatifintègre� Un ensemble de veteurs V muni d'une struture d'anneau ommutatif intègre.� La dimension dim de V sur C.� Un opération de multipliation par un oe�ient salaire scal : C → V → V.� Une fontion de projetion sur une oordonnée phi : nat → nat → V → V.L'interprétation de es paramètres est la suivante :� V est un module libre de type �ni sur l'anneau C.� Le type de phi devrait plut�t être nat → nat → V → C, mais on suppose iiqu'on injete C dans V pour les besoins du déterminant polyn�mial. Un dévelop-pement analogue mutatis mutandis serait possible pour obtenir un déterminant àvaleurs dans C en hoisissant phi : nat → nat → V → C.� En pratique, la valeur de phi sera une oordonnée pondérée par la polarité de laligne par rapport à laquelle on développe le déterminant : la première ligne est depolarité 1, la deuxième de polarité -1... (voir setion 3.2.3)� Si (e1, . . . , ed) est une base de V, la fontion phi k i v alule la i-ème oordonnéedu veteur v projeté sur (e1, . . . , ek). Elle rend zéro si i > d.Dé�nition :On dé�nit le déterminant d'une liste de veteurs par son développement par rapportà une ligne. Soit l une liste de veteurs de longueur n, on suppose que n est plus petitque d la dimension de V sur C. On alule le déterminant de la famille des projetés desveteurs de l sur (e1, . . . , en).Ce alul se fait en deux temps, par réursion sur la dimension n du déterminant (quiest la taille de la liste).� Par onvention, le déterminant d'une liste vide vaut 1.� Sinon, si la longueur de la liste est n+1, on alule le déterminant en le développantpar exemple par rapport à la dernière ligne. C'est possible si d'une part on saitaluler les déterminants d'ordre n, pour aluler les ofateurs qui apparaissentdans le développement, et d'autre part si on sait extraire des veteurs la oordonnée61



qui se trouve sur ette avant-dernière ligne, grâe à la fontion phiCette réursion est réalisée par la fontion det_aux, dérite dans le ode 2.4
Fixpoint det_aux (n: nat) (l: list V) {struct n}: V :=
match n with
O ⇒ 1

| S n1 ⇒ rec_det (phi dim n) (det_aux n1) l nil
end.Code 2.4: Mise en plae de la réursion sur la dimension du déterminantIl faut maintenant programmer le alul d'un déterminant de dimension n+1 lorsqu'ondispose d'une fontion f qui extrait la oordonnée de haque veteur (olonne) qui or-respond à la ligne par rapport à laquelle on développe et d'une fontion rec qui aluleles déterminants d'ordre n. Dans l2, on plae suessivement les veteurs dont on déjàextrait la oordonnée pertinente et alulé son ofateur, l1 ontient les veteurs quirestent à traiter.La fontion rec_det du ode 2.5 alule ette somme alternée par réursion sur lastruture de la liste l1.

Fixpoint rec_det
(f: V → C) (rec: list V → V) (l1 l2: list V){struct l1}: V :=

match l1 with
| nil ⇒ P0
| a:: l3 ⇒

f a * rec (app l2 l3) - rec_det f rec l3 (app l2 (a::nil))
end. Code 2.5: Calul de la somme alternéeFinalement on dé�nit le alul du déterminant d'une famille de veteurs omme dansle ode 2.6.

Definition det l := det_aux (length l) l.Code 2.6: Dé�nition du déterminantDans e qui suit, on note == l'égalité sur V, et !* est une notation in�xe pour le produitsalaire scal. Les opérations d'anneau sont notées par les symboles usuels. L'opérateurde onaténation des listes est noté app.En travaillant diretement sur les dé�nitions des odes 2.4, 2.5 et 2.6, on montre lespropriétés attendues pour le déterminant :� Linéarité par rapport au premier élément de la liste :
Theorem det_lin : ∀ a b c d l,
det ((add (a !* b) (c !* d)) :: l)

==
a !* det (b :: l) + c !* det (d :: l).� Antisymétrie : 62



Theorem det_antisym : ∀ a b l1 l2 l3,
det (app l1 (app (a :: l2) (b :: l3)))

==
- det (app l1 (app (b :: l2) (a :: l3))).� Alternane :
Theorem det_alt: ∀ a l1 l2 l3,

det (app l1 (app (a :: l2) (a :: l3))) == 0.Nous aurons également besoin pour la suite du développement de la propriété suivantesur le développement des matries semi-diagonales illustrée sur la �gure 2.1
m
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a

a

a
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n
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n
= a  det Bdet

Fig. 2.1: Déterminant des matries semi-diagonalesCette propriété est plus déliate à obtenir que les préédentes ar elle mêle dans lamême expression des déterminants de di�érentes dimensions. Lors de ette preuve dansle système Coq, la manipulation de notre formalisation des déterminants a également misà jour des hoix inadaptés à nos besoins dans la réente implémentation de la réérituresétoïde (Saerdoti Coen 2006). Ces di�ultés ont rendu ette dernière preuve formelleextrêmement fastidieuse.2.3.3 Un premier exemple : déterminants de matries à oe�-ients entiersDans ette setion on met en oeuvre la formalisation présentée dans la setion préé-dente a�n de aluler les déterminants à oe�ients entiers.Les prérequis sont instaniés de la façon suivante :� L'anneau des oe�ients est l'anneau des entiers Z.� On se donne une dimension d pour les matries dont on veut aluler les détermi-nants.� L'ensemble des veteurs est représenté par les listes d'entiers de longueur d. Il estimportant de rappeler qu'on ne demande pas ii de preuve de la longueur des listes.Les aluls ne seront orrets que si toutes les listes données en arguments dudéterminant sont de longueur d.� La multipliation salaire d'un entier z par une liste l est la propagation sur tousles éléments de la liste du produit par z.� L'implémentation de la fontion oordonnée détermine la ligne du déterminant parrapport à laquelle on développe. 63



Par exemple, le développement d'un déterminant de taille d par rapport à sa dernièreligne sera réalisée par la fontion phi dérite par le ode 2.7. L'appel nth k l a alulele k-ième élément de la liste l, numérotés de 0 à |l| − 1, où |l| est la longueur de la liste.Cet appel renvoie par défaut la valeur a quand k ≥ |l| − 1.
Definition phi d n l := (-1)^(n+1) * nth (n - 1) l 0.Code 2.7: Développement par rapport à la dernière ligneLe fateur (-1)^(n1)+ re�ète la polarité de la dernière ligne de la matrie, qui estune matrie arrée de taille n. Elle donne le signe dont est a�eté le premier élément dela dernière ligne de la matrie lorsqu'on développe par rapport à ette dernière.Si maintenant on veut aluler le déterminant d'une matrie en utilisant un dévelop-pement par rapport à la première ligne de la matrie, on pourra utiliser l'implémentationde phi dérite par le ode 2.8.
Definition phi d n l := nth (d - n) l 0.Code 2.8: Développement par rapport à la première ligneCette fois la polarité de la première ligne étant toujours positive, on ne rajoute pasde fateur de signe dans phi.2.3.4 Spéialisation de la formalisation pour les déterminants po-lynomiauxLa motivation de la formalisation préédente est de pouvoir raisonner en Coq sur lesdéterminants polynomiaux. On rappelle les notations de la preuve de la propriété 2.3.1,selon lesquelles étant donnée une famille P = {P1, . . . Pm} ⊂ Fn[X], le déterminant poly-nomial est le déterminant de la matrie suivante dans laquelle on identi�e les oe�ientsà des polyn�mes onstants.
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Développer le déterminant de ette matrie par rapport à son avant-dernière lignepermet une dé�nition réursive du déterminant pdetn,� en fontion de pdetn−1,�.On utilise la formalisation de la setion 2.3.2 pour dé�nir pdet en Coq. Voii ommentsont instaniés les pré-requis :� Le type des oe�ients est Coef, elui des oe�ients des polyn�mes.� Le type des veteurs est Pol, elui des polyn�mes.� La dimension de l'espae que l'on notera dorénavant deg est le degré maximal despolyn�mes onsidérés.� Revenons à la dé�nition de det_aux �gurant sur le ode 2.4. Pour une matriede taille n+1, 'est la fontion phi deg (n+1) : Pol → Pol qui dé�nit la ligne64



par rapport à laquelle le déterminant est développé. Dans notre as, si la famille Pontient n polyn�mes dont P, l'appliation phi deg n P doit aluler la oordonnéede l'avant dernière ligne de la matrie Mn,m(P) dans la olonne qui orrespond aupolyn�me P. De plus il faut pondérer ette oordonnée par un signe, qui est lapolarité du oe�ient dans la matrie.Plus préisément, voii l'implémentation en Coq de la fontion phi qui permet dedé�nir les déterminants polynomiaux. La notation P0 désigne le polyn�me onstant nul,et la fontion (get_coef k Q) alule la oordonnée du polyn�me Q sur le mon�me dedegré k.
Definition phi (deg n:nat) :=(∗ 1 er as : l e s o l onne s sont forement l i e e s ∗)
if n ≥ deg +2 then (fun P: Pol ⇒ P0)(∗ 2eme as : n ≤ deg + 1 ∗)
else

match n with(∗ n ' e s t jamais appe le : ∗)
| O ⇒ (fun P: Pol ⇒ P0)(∗ une matr i e de t a i l l e 1 ne  on t i e n t qu ' un polynome ∗)
| 1 ⇒ (fun P: Pol ⇒ P)(∗ l e as g en e r a l : l e  o e f f i  i e n t deg − (n −2) ∗)
| _ ⇒

if (is_even n) then
(fun P : Pol ⇒ Pc (get_coef (deg - (n-2)) P))

else
(fun P : Pol ⇒ Pc (- get_coef (deg - (n-2)) P))

end. Code 2.9: L'implémentation de phi pour les déterminants polynomiauxCette formalisation des déterminants polynomiaux nous donne tout le matériel né-essaire pour pouvoir dé�nir en Coq les polyn�mes sous-résultants. Les propriétés de espolyn�mes sont dérivées à partir des propriétés de es déterminants partiuliers.2.4 Polyn�mes sous-résultants2.4.1 Dé�nitionDans tout e qui suit, on suppose que D est un anneau ommutatif intègre.Dé�nition 2.4.1 (Polyn�mes sous-résultants) Soit P, Q ∈ D[X] deux polyn�mestels que deg(P ) = n et deg(Q) = m, ave n > m. Alors pour i = 0 . . . n, on dé�nitle i-ème polyn�me sous-résultant par :� Sn(P, Q) = P� Si(P, Q) = 0 pour m < i < n� Si(P, Q) = Si(P, Q) = pdetn+m−i,n+m−2i(X
m−i−1P, . . . , XP, P, Q, XQ, . . . , Xn−i−1Q)sinon 65



Notons P = p0 + · · ·+pnXn et Q = q0 + · · ·+ qmXm. Si l'on revient à la dé�nition pardéterminants de matries de pdet, on observe que lorsque la matrie Mi, arrée d'ordre
n + m − 2i, est bien dé�nie :

Si(P, Q) = det Mi ave Mi =























pn 0 qm 0... . . . ... . . .
pn−m+i+1 . . . pn

qm−n+i+1 . . . qm... ... ... ...
p2i+2−m . . . pi+1 q2i+2−n . . . qi+1

Xm−i−1P . . . . . . P Xn−i−1Q . . . Q





















On verra au hapitre 3, dans la setion 3.2.5, que les premières lignes de ette matrie,qui ne omportent que des oe�ients, forment un blo extrait de la matrie de Sylvesterde P et Q.Par dé�nition du déterminant polynomial, le i-ème polyn�me sous-résultant Si(P, Q)est de degré au plus i.Le oe�ient de degré i du polyn�me Si(P, Q), qui peut être nul, est appelé i-èmeoe�ient sous-résultant de P et Q. Il est noté sri(P, Q). Sa valeur est déterminée parles ontributions des mon�mes de plus haut degré sur la dernière ligne de la matrie Mi.
sri(P, Q) = det mi ave mi =























pn 0 qm 0... . . . ... . . .
pn−m+i+1 . . . pn

qm−n+i+1 . . . qm... ... ... ...
p2i+2−m . . . pi+1 q2i+2−n . . . qi+1

p2i+1−m . . . pi q2i+1−n . . . qi





















L'intérêt des polyn�mes sous-résultants provient de leur lien diret ave les haînesde pseudo-restes issues d'un ouple de polyn�mes.Considérons une haîne de pseudo restes F1, . . . , Fk issue des polyn�mes P, Q ∈ D[X]tels que deg(P ) > deg(Q). Notons P = p0+· · ·+pnXn et Q = q0+· · ·+qmXm. Rappelonsles notations de la setion 2.2.4, selon lesquelles F1 = P, F2 = Q, deg(Fi) := ni et pour
i >= 3 :

βiFi = αiFi−2 − QiFi−1deg(Fi) < deg(Fi−1)(1)Une réurrene sur i permet d'obtenir failement pour haque i une relation à laBezout qui assure l'existene de Ui et Vi deux polyn�mes de D[X] et d'un oe�ient
γi ∈ D tels que :

UiF1 + ViF2 = γiFideg(Ui) <= m − ni − 1, deg(Vi) <= n − ni − 1(2)Si γi est �xé, les polyn�mes Ui et Vi sont uniques.66



Considérons maintenant le problème inverse qui onsiste, étant donnée une PRS et unesuite des oe�ients γi, à déterminer pour haque i les polyn�mes Ui et Vi qui réalisentl'identité (2).On peut exprimer e problème omme un système inhomogène d'équations linéairesdont les n+m−2ni−1+2 inonnues sont les oe�ients de Ui et Vi dans la base anonique.Chaune de es n + m − ni−1 + 1 équations est obtenue en égalisant les oe�ients desmon�mes de même degré dans la relation (2).Plus préisément, le seond membre des n+m−ni − 1−ni premières équations (issuesdes mon�mes de plus haut degré) est nul, tandis que elui des ni + 1 dernières (issues demon�mes dont les oe�ients sont potentiellement non nuls dans le polyn�me Fi).On dit que la haîne de pseudo-restes est non défetive si elle est la plus longuepossibles, 'est à dire que les degrés ne hutent que de un à haque étape de division, oùenore que deg(Fi) = ni = m − i + 2 pour i = 2...m. Le as non défetif est elui où ononstruit une haîne de pseudo-restes à partir de deux polyn�mes qui sont premiers entreeux.Dans e as, pour tout i = 2...m, ni = k + 1 ave k = m − i + 1 et dans le systèmelinéaire dérit i-dessus, on a n + m − 2k − 1 équations homogènes dont la matrie est :


















pn 0 qm 0... . . . ... . . .
pn−m+k+1 . . . pn

qm−n+k+1 . . . qm... ... ... ...
p2k+2−m . . . pk+1 q2k+2−n . . . qk+1

















Quant aux équations inhomogènes, on peut les rassembler sous la forme d'une seuleéquation linéaire à oe�ient polynomiaux dont le seond membre est γiFi et la matrieest le veteur ligne :
[

Xm−k−1P . . . XP P Xn−k−1Q . . . XQ Q
]Finalement le système omplet peut se représenter de la façon suivante :























pn 0 qm 0... . . . ... . . .
pn−m+k+1 . . . pn
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Xm−k−1P . . . P Xn−k−1Q . . . Q























× W =























0......
0

γiFi





















où W est le veteur olonne (um−k−1, . . . , u0, vn−k−1, . . . , v0), onaténé des oordon-nées de Ui et Vi dans la base anonique.Le déterminant de e système est non nul puisqu'il existe une solution unique ausystème. Ce déterminant ne dépend pas de γi : toute les haînes de pseudo-restes issuesdes deux polyn�mes P et Q ont la même suite de degrés.67



L'étude des polyn�mes sous-résultants est l'étude systématique de es déterminants,sans onnaître a priori le aratère défetif où non des haînes de pseudo-restes issues despolyn�mes de départ.De fait la matrie i-dessus oïnide ave elle qui a permis la dé�nition par détermi-nants des polyn�mes sous-résultants (suite de la dé�nition 2.4.1).Nous allons maintenant montrer la propriété fondamentale (voir le théorème de stru-ture de la setion 2.4.4) qui montre que la suite des polyn�mes sous-résultants de P et Qpeut elle-même être obtenue omme une haîne de pseudo-restes issue de P et Q.2.4.2 Lemme de déalageLa propriété suivante, qui montre que Sj(P, Q) est un multiple de Sj(Q, preste(P, Q)),onstitue le noeud entral de la preuve du théorème de struture des sous-résultants.Lemme 2.4.1 (Lemme de déalage) Soit F, G, H, B des polyn�mes non nuls de D[X],de degrés respetifs φ, γ, η, β, tels que :
F + BG = H ave φ >= γ > η et β = φ − γAlors,

(i) Sj(F, G) = (−1)(φ−j)(γ−j)gφ−η
γ Sj(G, H) 0 <= j < η

(ii) Sη(F, G) = (−1)(φ−η)(γ−η)g
(φ−η)
γ hγ−η−1

η H
(iii) Sj(F, G) = 0 η < j < γ − 1
(iv) Sγ−1(F, G) = (−1)φ−γ+1gφ−γ+1HPreuve On rappelle que par dé�nition, pour j < γ :

Sj(F, G) = pdet(Xγ−j−1F, . . . , XF, F, G, XG, . . . , Xφ−j−1G)Dans le membre de gauhe, remplaer haque ourrene de F par H revient à ajouterà haun des γ − j premiers arguments une ombinaison linéaire des φ − j derniersarguments.En e�et, pour tout k ≤ γ − j − 1,
XkF + XkBG = XkH ⇒ XkF = XkH −

β+k
∑

i=k

biX
iGoù l'on note B := b0 + · · ·+ bβXβ. Or omme γ = φ− β, on a β + k <= φ − j − 1 ettous les termes de la somme i-dessus sont bien olinéaires aux φ− j derniers arguments.Le déterminant polynomial étant multilinéaire et alterné, ette opération de rempla-ement ne hange pas la valeur de pdet.On remarque que les opérations sur les olonnes de la matrie Mi, dont Sj(F, G) estle déterminant, qui orrespondent au remplaement de F par H simulent exatementles étapes élémentaires de la pseudo-division de F par H (qui est ii une vraie divisioneulidienne).On obtient à la suite de ette opération de remplaement :68



Sj(F, G) = pdet(Xγ−j−1H, . . . , XH, H, G, XG, . . . , Xφ−j−1G)Revenons à présent à la représentation matriielle de pdet. On note G := g0+· · ·+gγX
γ et

H := h0 + . . . hηX
η et on éhange les deux blos ontenant respetivement les oe�ientsde H et eux de G, e qui introduit une puissane de (−1).

Sj(F, G) = (−1)(φ−j)(γ−j)det































gγ 0 hφ 0... ... . . .... . . . ... ... hφ... ... ...
gγ−φ+j+1 . . . gγ hj+1 . . . hγ.... ... ...
g2i+2−φ . . . gj+1 h2j+2−γ . . . hj+1
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Si j >= η, alors la matrie est triangulaire, et
Sj(F, G) = (−1)(φ − η)(γ − η)gφ−η

γ hγ−η−1
η Hforη <= j <= γ − 1Cei établit (ii) − (iv). Maintenant si j < η, le déterminant est de la forme :

Sj(F, G) = (−1)(φ−j)(γ−j)det

[

A 0
B Sj(G, H)

]où A est un blo arré triangulaire inférieur de taille φ − η dont tous les éléments sur ladiagonale sont égaux à gφ, e qui prouve (i). �Un argument élémentaire mais fondamental utilisé par la preuve de e lemme est lefait qu'un polyn�me est une sommes de mon�mes oe�ientés.Cette propriété n'est pas immédiate du point de vue de la représentation en formede Horner que nous avons hoisie. Pour établir e résultat, nous avons don dû montrerun théorème de hangement de représentation, qui, une fois établi, permet de prouver lesénonés faisant intervenir la multilinéarité du déterminant.2.4.3 Équivalene de représentations des polyn�mes en CoqPour obtenir la représentation des polyn�mes en formes de Horner omme somme demon�mes oe�ientés, il nous faut dé�nir un mon�me, 'est à dire un polyn�mes qui estune puissane positive ou nulle de l'indéterminée :
Definition mon(n:N):=
match n with
|N0 ⇒ P1
|Npos i ⇒ PX (Pc c1) i c0
end. Code 2.10: Mon�me en forme de Horner reuse69



Il faut aussi dé�nir de façon abstraite une somme de tels mon�mes pondérés par desoe�ients. En fait on dé�nit plut�t la somme �nie des premiers termes d'une suite in�niede polyn�mes. Cette formalisation reouvre en partiulier le as où les termes de la suitein�nie sont les mon�mes oe�ientés.
Fixpoint Psum(f:nat → Pol)(N:nat){struct N}:Pol :=
match N with
|O ⇒ f O
|S N ⇒ (Psum f N) + (f (S N))

end.Code 2.11: Somme �nie des premiers termes d'une suite in�nie de polyn�mesSi on se donne un polyn�me P, la fontion qui à un entier i assoie le mon�me X imultiplié par le oe�ient de P sur X i s'érit :
(fun i ) scal (get_coef i P) (mon i))La somme des mon�mes oe�ientés d'un polyn�me est don dé�nie par :

Definition sum_of_Pol(P:Pol) :=
Psum (fun i ) scal (get_coef i P) (mon i) (nat_deg P).Code 2.12: Somme des mon�mes oe�ientés d'un polyn�meoù nat_deg est le degré d'un polyn�me en forme normale de Horner reuse, 'est àdire la somme umulée des exposants imbriqués dans les onstruteurs PX du polyn�me.On note =p la relation d'égalité sur les polyn�mes. Le théorème de hangement dereprésentation s'énone :
Theorem P_mon_sum : ∀ P, P =p sum_of_Pol P.Code 2.13: Changement de représentationCe théorème se prouve par indution sur la struture du polyn�me P et utilise lespropriétés de la onstrution Psum.Par exemple,Psum est ompatible ave l'égalité extentionnelle des suites de poly-n�mes :
Lemma Psum_ext : ∀ N f g,(∀ n, f n != g n) )

(Psum f N) =p (Psum g N).Code 2.14: Psum est ompatible ave l'égalité extentionnelle2.4.4 Théorème de struture des polyn�mes sous-résultantsDans la setion 2.4.2, on s'est intéressé au omportement des polyn�mes sous-résultantslorsqu'on les ombine ave une division eulidienne des deux polyn�mes de départ.L'itération du lemme 2.4.1 permet d'établir la relation entre haque polyn�me sous-résultant et un des éléments de haîne de pseudo-restes. Comme on utilise la multilinéaritédu déterminant polynomial, on obtient une relation de similarité.Le lemme tehnique suivant est un orollaire diret du lemme 2.4.1.70



Lemme 2.4.2 Soit une haîne de pseudo-restes F1, . . . , Fk, dé�nie par les relations eu-lidiennes, pour i = 3 . . . k :
βiFi = αiFi−2 − QiFi−1 deg(Fi) < deg(Fi−1)(1)On note ni le degré de Fi et ci le oe�ient dominant de Fi pour i = 3 . . . k.Pour i = 3 . . . k,

(i) Pour 0 <= j < ni,
Sj(Fi−2, Fi−1)α

i−1−j
i = Sj(Fi − 1, Fi)β

ni−1−j
i cni−1−ni

i − 1(−1)(ni−2−j)(ni−1−j )

(ii) Sni
(Fi−2, Fi−1)α

ni−1−ni

i = Fiβ
ni−1−ni

i c
ni−1−ni−1
i c

ni−2−ni

i−1 (−1)(ni−2−ni)(ni−1−ni)

(iii) Sj(Fi−2, Fi−1) = 0 pour ni < j < ni − 1 − 1

(iv) Sni−1−1(Fi−2, Fi−1)αi = Fiβic
ni−2−ni−1+1
i−1 (−1)ni−2−ni−1+1Preuve Il s'agit exatement du lemme 2.4.1, appliqué à F = αiFi−2, G = Fi−1 et H =

αiFi, B = −Qi en utilisant la propriété de multilinéarité :
Sj(aF, bG) = aγ−jbφ−jSj(F, G)

�C'est e lemme tehnique qui permet de montrer diretement le théorème de struturedes polyn�mes sous-résultants. Dans la setion 2.4.1, on a vu que les polyn�mes sous-résultants apparaissent dans les déterminants des systèmes qui dé�nissent les oe�ientsde Bezout des relations eulidiennes dans une haîne de pseudo-restes.Le théorème de struture montre qu'outre e lien entre polyn�mes sous-résultantset haînes de pseudo-restes, la suite des polyn�mes sous-résultants eux-même peut êtreobtenue omme une ertaine haîne de pseudo-restes dont on va préiser les oe�ients.Pour plus de larté et pour mettre en valeur les polyn�mes similaires, on ne donne lesvaleurs exates des oe�ients de similarité que dans la preuve.Théorème 2.4.3 (Théorème fondamental) Ave les mêmes notations que dans lelemme 2.4.1 i-dessus,
(i) Sj(F1, F2) = 0, pour 0 <= j < nk

(ii) Sj(F1, F2) = 0 pour ni < j < ni−1 − 1
(iii) Sni

(F1, F2) et Fi sont similaires.
(iv) Sni−1−1(F1, F2) et Fi sont similaires, pour i = 3, . . . k.Preuve Pour 0 ≤ j < ni−1, l'itération du lemme 2.4.2-(i) jusqu'à 3 <= i ≤ k + 1 établitque :

(∗) Sj(F1, F2), Sj(Fi−2, Fi−1)Lorsque i = k + 1, la relation (∗) s'érit :
Sj(F1, F2) ∼ Sj(Fk−1, Fk)Pour 0 ≤ j < nk, le lemme 2.4.1 assure que Sj(Fk−1, Fk) = 0 d'où (i).71



Lorsque ni < j < ni−1 − 1, le lemme 2.4.2-(iii) ombiné ave (∗) montre (ii).On peut a�ner la relation (∗) et obtenir par réurrene sur i la valeur des oe�ients desimilarité :
(∗∗) Sj(F1, F2)

∏i−1
l=3 α

nl−1−j

l =

Sj(Fi−1, Fi−2)
∏i−1

l=3[β
nl−1−j

l c
nl−2−nl

l−1 (−1)(nl−2−j)(nl−1−j)]Les formules exates que nous allons établir pour (iii) et (iv) sont respetivement :
(ii) : Sni

(F1, F2)
∏i

l=3 α
nl−1−ni

i =

Fic
ni−1−ni−1
i

∏i

l=3[β
nl−1−ni

l cnl−2−nl

l−1 (−1)(nl−2−ni)(nl−1−ni)]et :
(iv) : Sni−1−1(F1, F2)

∏i
l=3 α

nl−1−ni−1+1
l =

Fic
1−ni−1+ni

i−1

∏i

l=3[β
nl−1−ni−1+1
l c

nl−2−nl

l−1 (−1)(nl−2−ni−1+1)(nl−1−ni−1+1)]Soit i tel que 0 ≤ i <= k. Pour j = ni, le lemme 2.4.2-(ii) ombiné ave (∗∗) montre (iii).Pour �nir, le lemme 2.4.2-(iv) et (∗∗) prouvent (iv). �2.4.5 Algorithme des sous-résultants, alul de pgdLe théorème fondamental 2.4.3 montre que les éléments non nuls d'une suite de poly-n�mes sous-résultants sont similaires aux polyn�mes d'une haîne de pseudo-restes quel-onque issue des mêmes polyn�mes de départ.En fait le théorème 2.4.3 permet de onnaître exatement la struture de la suite despolyn�mes sous-résultants issus de deux éléments P et Q de D[X]. On pourra se reporterau théorème de struture des sous-résultants : voir Théorème 8.30 pp.307 et suivantesdans (Basu, Pollak, et Roy 2006)En partiulier ette suite a la propriété suivante : deux polyn�mes séparés par deszéros onséutifs dans la suite des sous-résultants sont similaires. Si l'on e�ae de la suitedes sous-résultants les polyn�mes nuls et les �redondanes �, 'est à dire un élément dehaque paire de polyn�mes similaires, on obtient une suite dans laquelle les éléments sontdeux à deux similaires à toute haîne de pseudo-restes issue de P et Q.On peut même, en hoisissant de façon appropriée les oe�ients αj et βj des relationseulidienne, onstruire une haîne de pseudo-restes dont les éléments seront exatementles éléments non nuls de la suite des polyn�mes sous-résultants où l'on a supprimé lesredondanes.Une telle haîne de pseudo-restes est appelée haîne des sous-résultants.La di�ulté du problème de alul de pgd par haîne de pseudo-restes est de trouverdes valeurs raisonnables de oe�ients qui permettent d'e�etuer les divisions eulidiennesen restant dans l'anneau. Par valeurs raisonnables, on entend sans tomber dans un exès(la ondition su�santes mais souvent trop grossière du fateur de Jaobi), ou dans unautre (le alul réursif des ontenus).Du fait que la dé�nition même des polyn�mes sous-résultants (voir dé�nition 2.4.1)assure leur appartenane à D[X], lorsqu'on utilise les oe�ients αj et βj qui permettentd'obtenir la haîne des sous-résultants, on est assuré par avane que le reste de la divisionrestera dans l'anneau.On présente sur la �gure 2.2 l'algorithme qui alule la suite des polyn�mes sous-résultants, en utilisant la haîne des sous-résultants et en interalant les zéros et les72



polyn�mes similaires.La preuve de orretion de et algorithme n'a pas enore été formalisée en Coq. Poure faire il faut :� montrer que les quantités (−1)
(j−k−1)(j−k)

2

tj−k
j−1

sj−k−1
j

restent dans l'anneau D : voir Pro-position 8.42 p.314 dans (Basu, Pollak, et Roy 2006) ;� instanier le théorème fondamental ave les valeurs des oe�ients de similaritéi-dessus pour montrer que les restes sont bien proportionnels aux polyn�mes sous-résultants, don des éléments de D[X].2.5 ConlusionLorsque l'on travaille ave des polyn�mes à oe�ients dans un anneau, l'algorithmed'Eulide ne peut plus être utilisé pour aluler un pgd polynomial.Nénmoins, si l'on ne peut pas toujours diviser un polyn�me P arbitrairement hoisipar un autre polyn�me Q, il est toujours possible d'e�etuer une division eulidienne d'unmultiple de P par une puissane su�sante du oe�ient dominant de Q.En utilisant ette pseudo-division eulidienne, on peut dé�nir une généralisation del'algorithme d'Eulide pour le as des oe�ients dans des anneaux. Une approhe naïvede es haînes de pseudo-restes onduit néanmoins à une roissane exponentielle desoe�ients des polyn�mes.L'algorithme le plus e�ae qui soit basé sur ette idée est elui des haînes de sous-résultants. Les polyn�mes sous-résultants sont dé�nis omme les déterminants polyno-miaux de ertaines familles de polyn�mes, en fait des produits des polyn�mes P et Q pardes mon�mes. Ils sont don par dé�nition dans l'anneau des polyn�mes de départ, sansoe�ient frationnaire.On montre ensuite que es polyn�mes peuvent être obtenus omme une haîne depseudo-restes, et que la roissane de leur oe�ients est raisonnable, 'est à dire qua-dratique.Signalons que l'on peut enore optimiser l'algorithme des sous-résultants (Duos 2000),pour obtenir par une haîne de pseudo-restes des polyn�mes auxquels les polyn�mes sous-résultants de la dé�nition 2.4.1 sont proportionnels, 'est à dire qu'on diminue enore lataille des oe�ients.Dans e travail j'ai [roposé un algorithme de division eulidienne pour les polyn�mesen forme de Horner reuse (voir le hapitre 1) qui repose sur une réurrene struturellesur le dividende.Nous avons programmé l'algorithme des sous-résultants 2.2 en utilisant ette proé-dure de division. Ce programme est utilisé intensivement pour les nombreux aluls depgd qui interviennent dans l'algorithme de CAD, ainsi que lors de la phase d'élimination(voir le hapitre 3).Pour prouver formellement et algorithme, nous proposons une fomalisation des dé-terminants polynomiaux, qui repose sur une dé�nition en Coq des déterminants, qui està ma onnaissane la première formalisation de e type dans le système.En�n nous avons ahevé la preuve formelle du lemme de déalage, qui est le pilier dela preuve du théorème fondamental 2.4.3 des sous-résultants. Pour obtenir une preuve73



omplète de e dernier théorème, il à reste à prouver des identités algébriques d'anneaudans lesquelles la di�ulité sera probablement de trouver une solution pratique pourdé�nir et manipuler aisément les symboles ∏ et ∑, 'est à dire des produits et sommesd'un nombre variable de termes.À notre onnaissane, les seules expérienes de alul de pgd de polyn�mes erti�ésave un assistant à la preuve portent sur des aluls de polyn�mes à oe�ients dans unorps algébriquement los. En partiulier, e peut être un ingrédient de proédures dedéision ou de semi-déision pour les orps algébriquement los.D. Delahaye et M. Mayero ont utilisé un interfaçage du système Coq ave le système dealul formelMaple pour érire une telle proédure de déision (Delahaye et Mayero 2005).Les aluls des pgd de polyn�mes sont laissés au système de alul formel. Les identitésd'anneau qui prouvent les spéi�ations des aluls e�etués par Maple sont véri�éesen Coq. Malheureusement le ode de ette proéure n'est pas enore disponible. Il seraintéressant de omparer les performanes respetives de notre approhe omplètementautarique et de leur utilisation de la puisane de alul du logiiel Maple.
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Notations :Soit P = p0 + · · ·+ pnXn et Q = q0 + · · · + qmXm deux éléments de D[X].On note Sj le j-ème polyn�me sous-résultant de P et Q.On note sj le j-ème oe�ient sous-résultant de P et Q : �est le oe�ient de Sj sur XkOn note tj le oe�ient dominant de Sj.Initialisation :
Sn := P Sn−1 := Q Sm := qn−m−1

m Q Sl := 0 pour l de m + 1 à n − 2
sn := 1 sn−1 := qm sm := qn−m

m sl := 0

i := n + 1, j := nProédure :� Tant que Sj−1 6= 0, soit k := deg(Sj−1)� Si k = j − 1� sj−1 := tj−1� Sk−1 := −Reste(s2
j−1Si−1, Sj−1)

sjti−1� Sinon, k < j − 1� sj−1 := 0� sk := (−1)
(j−k−1)(j−k)

2

tj−k
j−1

sj−k−1
j� Sk :=

skSj−1

tj−1� Sl := 0 pour l de j − 2 à k + 1� sl := 0 pour l de j − 2 à k + 1� Sk−1 := −tj−1skSi−1, Sj−1

sjti−1� tk−1 := coefdom(Sk−1)� i := j, j := k� Pour l = 0 . . . j − 2� Sl := 0� sl := 0� Retourner S := Sn, . . . , S0 et s := sn, . . . , s0Fig. 2.2: Algorithme des sous-résultants
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Chapitre 3Le problème de déision dans la théoriedes réelsDans e hapitre nous dérivons une méthode de déision pour la théorie du premierordre des nombres réels. Elle onstitue la base d'une proédure de génération automatiquede preuves pour les énonés du premier ordre sur les réels en Coq, 'est à dire d'unetatique Coq. Depuis la preuve historique de déidabilité établie par Tarski, dans lesannées trente et publiée pour la première fois dans les années inquante (Tarski 1951), denombreuses améliorations ont été proposées pour améliorer la omplexité de la méthode.3.1 Déidabilité dans les orps réels losLa théorie qui nous intéresse ii est elle que Tarski appelle dans son artile historique,algèbre et géométrie élémentaire des nombres réels. Il s'agit en fait de la théorie du premierordre des orps réels los ordonnés, ou plus informellement, des énonés mathématiquesqui expriment des onditions de signe sur les valeurs prises en des point réels par despolyn�mes à plusieurs variables et à oe�ients rationnels.Le genre de problème dont on saura déider automatiquement la validité ave unetelle proédure sera par exemple :� Tout polyn�me de degré un a une raine (réelle) ;� Tout polyn�me de degré dix-huit au moins une raine (réelle) ;� Deux ellipses ont au plus quatre points d'intersetion� Un polyn�me de degré deux a au plus deux raines (réelles)� Il existe un polyn�me de degré deux qui n'a qu'une seule raine� ∀ǫ, ∃δ, |x| < δ ⇒ −ǫ ≤ x5 ≤ ǫ� ...Par ontre, bien sûr, on ne apture pas les énonés �d'ordre supérieur� de la géométrieou de l'algèbre. Par exemple, on ne saura pas prouver ou in�rmer :�Tout polyn�me a au moins une raine (réelle)�De la même façon, on ne saura pas, en général, donner plus d'information sur lespoints réels que l'on onstruit. Si tel était le as, on pourrait, par exemple, tirer de etteproédure un algorithme déidant si une équation diophantienne a une solution ou non,or e dixième problème de Hilbert, est indéidable (Matiyasevi 1970).77



Même si historiquement les géomètres n'ont pas relié la publiation de Tarski à leurintérêts en géométrie algébrique (à la notable exeption de Seidenberg), ette propriété dedéidabilité est indissoiable de la géométrie semi-algébrique réelle qui étudie les variétésréelles dé�nies par des équations et inéquations polynomiales.3.1.1 Corps réels losDé�nition 3.1.1 (Corps réel los) Les axiomes suivants dé�nissent la théorie des orpsréels los intuitionnistes dans le langage L = {+, ·, 0, 1, P}, où P est un prédiat unaire(interprété omme un prédiat de positivité).1. Axiomes dé�nissant un anneau ommutatif2. P(1)3. P (x) ∨ P (−x) ⇒ x est inversible4. ¬P (0)5. ¬P (−x) ∧ ¬P (x) ⇒ x = 06. P (x) ∧ P (y) ⇒ P (x + y) ∧ P (x.y)7. P (x + y) ⇒ P (x) ∨ P (y)Dans la suite x < y représentera P (y − x) et x ≤ y représentera ¬P (x − y). Nousintroduisons également le symbole >, tel que x > y représente −x < −y.8. Shéma d'axiome pour le théorème des valeurs intermédiaires pour les polyn�mes
f(x) = y0x

n + y1x
n−1 . . . yn

f(u) < 0 < f(v) ∧ u < v ⇒ ∃x, u < x < v ∧ f(x) = 0Nous étendons ette théorie ave l'axiome de déidabilité du prédiat de positivité, pouronstituer la dé�nition de la théorie des orps réels los disrets.9. P (x) ∨ ¬P (x)E. Palmgren a montré (Palmgren 2002) que l'ajout de e dernier axiome onduit à lathéorie lassique des orps réels los :Théorème 3.1.1 La théorie des orps réels los est équivalente en logique intuitionnisteà la théorie lassique des orps réels los (eux pour lesquels le prinipe du tiers-exluvaut pour toute formule).Les nombres réels onstrutifs fournissent un modèle pour la théorie des orps réelslos mais bien sûr pas pour la théorie des orps réels los disrets.Les notions de orps réel, et de orps réel los sont introduite en 1927 dans (Artin etShreier 1927). Une struture de orps réel est un orps ordonné : les opérations de orpsdoivent être ompatibles ave une relation qui ordonne totalement le orps. Historique-ment, Artin et Shreier ont donné une aratérisation algébrique de ette propriété endé�nissant un orps réel omme un orps dans lequel −1 ne peut être représenté ommeune somme de arrés. De façon équivalente, la nullité d'une somme de arrés entraîne lanullité de haque arré.Un orps réels los est dé�ni algébriquement (Artin et Shreier 1927) omme un orpsréel n'admettant pas d'extension algébrique réelle. On peut maintenant véri�er que l'on a78



ainsi dérit les propriétés qui font la spéi�ité de l'algèbre réelle. Pour ommener, toutorps réel los ne peut être ordonné que d'une et une seule manière, grâe au prédiat depositivité1. On véri�e également que tout polyn�me de degré impair possède au moinsune raine. Un orps réel los n'est pas algébriquement los mais le devient lorsqu'on luiajoute une raine de X2 + 1 (souvent notée i...).Le orps des nombres réels R est un orps réel los, ainsi que elui des nombres algé-briques réels. Il existe d'autres exemples de tels orps, en partiulier des orps réels losnon arhimédiens, omme l'ensemble des germes des fontions semi-algébriques ontinuesà droite de 0.3.1.2 Élimination des quanti�ateursSoit R un orps réel los et D un sous-anneau de R. Le langage des orps ordonnésave oe�ients dans D est dé�ni simultanément ave l'ensemble des variables libresd'une formule :Dé�nition 3.1.2 (Langage des orps ordonnés ave oe�ients dans D)� Un atome P = 0 ou P > 0 ou P < 0, où P est un polyn�me, élément de
D[X1, . . . , Xn] est une formule Φ dont les variables libres sont Libres(Φ) = {X1, . . . , Xn}.� Si Φ1 et Φ2 sont des formules, alors Φ1 ∧ Φ2 et Φ1 ∨ Φ2 sont des formules aveLibres(Φ1 ∧ Φ2) = Libres(Φ1 ∨ Φ2) = Libres(Φ1) ∪ Libres(Φ2)� Si Φ est une formule, alors ¬Φ est une formule et Libres(¬Φ) = Libres(Φ)� Si Φ est une formule et X ∈ Libres(Φ) alors, ∃XΦ et ∀XΦ sont des formules etLibres(∃xΦ) = Libres(∀xΦ) = Libres(Φ)\{X}Lorsque D est Z, l'anneau des entiers ou Q le orps des rationnels, on parlera deformules de Tarski.Nous aurons aussi besoin dans la suite des deux dé�nitions suivantes :Dé�nition 3.1.3 (Ensembles algébriques, ensembles semi-algébriques) Soit P unsous-ensemble �ni de R[X1, . . . , Xn]. L'ensemble des zéros de P est dé�ni par Z(P) =

{x ∈ Rn|∧P∈P P (x) = 0}. Un tel ensemble de Rn est appelé un ensemble algébrique de
Rn. Les ensembles semi-algébriques de Rn sont la plus petite famille ontenant les en-sembles algébriques et les ensembles dé�nis pas des inégalités polynomiales, qui soit losepar omplémentaire, union �nie et intersetion �nie.Si D est un sous-anneau de R un ensemble semi-algébrique dé�ni par des équations/i-négalités de polyn�mes à oe�ients dans D est dit dé�ni sur D.Dé�nition 3.1.4 (Fontions semi-algébriques) Soit S ⊂ Rk et T ⊂ Rl des en-sembles semi-algébriques. Une fontion f : S → T est appelée une fontion semi-algébriquesi son graphe est un sous-ensemble semi-algébrique de Rk+l.Une des propriétés essentielles des ensembles semi-algébriques est leur stabilité parprojetion :1L'ordonnabilité des orps réels est longtemps resté un résultat non onstrutif, jusqu'aux travaux deHollkott puis Lombardi et Roy. 79



Théorème 3.1.2 (Stabilité par par projetion) Soit R un orps réel los, la proje-tion sur Rk d'un ensemble semi-algébrique de Rk+1 dé�ni sur D est un ensemble semi-algébrique dé�ni sur D.Le pendant logique de e théorème de stabilité est onnu sous le nom de prinipe deTarski-Seidenberg :Théorème 3.1.3 (Tarski-Seidenberg) Soit R′ un orps réel los qui ontient le orpsréel los R. Si Φ est une formule du langage des orps ordonnés à oe�ients dans R,alors Φ est valide dans R si et seulement si elle est valide dans R′.Ces deux derniers théorèmes seront prouvés par les algorithmes de déisions dont laprésentation suit.La théorie des orps réels los disrets admet l'élimination des quanti�ateurs :Théorème 3.1.4 (Élimination des quanti�ateurs) Soit Φ(Y ) une formule dans lelangage des orps ordonnés ave oe�ients dans un anneau ordonné D ontenu dans leorps réel los R. Il existe une formule sans quanti�ateurs Ψ(Y ) ave oe�ients dans
D, telle que pour tout y ∈ Rk, Ψ(y) est vraie si et seulement si Φ(y) est vraie.L'élimination des quanti�ateurs peut être vue omme une onséquene de la stabilitéde la famille des ensembles semi-algébriques de Rk par projetion. Voir par exemple (Basu,Pollak, et Roy 2003), pp 60 et suivantes.Dans tout e qui suit, on supposera que le orps réel los étudié est R, qui a lapartiularité d'être arhimédien, même si des proédures de déisions sont égalementdisponibles pour les strutures non-arhimédiennes.3.1.3 Le problème de déisionOn s'intéresse dans toute la suite au problème de déision des formules du premierordre de de la théorie de R ave oe�ients dans un anneau D, sur lequel les aluls sontexats et le signe des éléments est alulable. Ce anneau sera Q ou Z. La validité d'unetelle formule est liée aux propriétés de la variété algébrique dé�nie par les polyn�mes quiomposent ses atomes.Dé�nition 3.1.5 (P-formules) Soit P ⊂ Q[X1, . . . , Xn] une famille de polyn�mes. Une
P-formule est une formule du premier ordre de la théorie de R dé�nie sur Q dont lesatomes sont des P-atomes, 'est à dire de la forme P = 0 ou P < 0 ou P > 0, ave
P ∈ P.Les di�érents algorithmes que nous allons présenter ont un but ommun : étant don-née une famille �nie de polyn�mes P ⊂ Q[X1, . . . , Xn], on veut aluler une partitionadaptée à la famille P. On supposera dans toute la suite que l'on a �xé un ordre sur lesindéterminées X1, . . .Xn.Dé�nition 3.1.6 (Partition adaptée) Soit P ⊂ Q[X1, . . . , Xn] une famille de poly-n�mes. Une partition de l'espae Rn en un nombre �ni de ellules est dite adaptée àla famille P si et seulement si sur toute ellule de la partition, le signe de haun deséléments de P est onstant. 80



Nous allons montrer qu'il est toujours possible, étant donnée une famille de polyn�mes,de aluler une partition de l'espae qui lui soit adaptée, et de plus de aluler le signede haun des éléments de la famille sur haque ellule.L'énumération de es ellules donne toutes les onditions de signes simultanémentréalisables par les éléments de P. Cei permet déjà de déider tout problème existentiel.Cependant ette simple énumération ne sera pas su�sante pour une proédure dedéision omplète. Considérons par exemple la formule
∃x∀yP (x, y) = 0Les polyn�mes P1(X, Y ) = XY et P2(X, Y ) = X + Y possèdent la même liste de ondi-tions de signes réalisables : {[−]; [0]; [+]}. Par ontre, la formule est valide pour P = P1mais pas pour P = P2.Par ontre, on saura résoudre e problème si on sait aluler un point par omposanteonnexe semi-algébrique de la variété dé�nie par la famille de départ, ainsi que les signesréalisés par les polyn�mes en haun des points de et éhantillon.Il est néanmoins di�ile en général de aluler exatement un point par omposanteonnexe, et on alulera en général une partition omportant trop de ellules, et un pointpar ellule de ette partition.Les algorithmes auxquels nous nous intéressons ii alulent des partitions adaptéespartiulières, appelées déompositions algébriques ylindriques.Dé�nition 3.1.7 (Déomposition Algébrique Cylindrique) Une déomposition al-gébrique ylindrique (CAD) de Rk est une suite S1, . . . ,Sk, telle que pour tout 1 ≤ i ≤ k,

Sk est une partition de R en sous-ensembles semi-algébriques, appelés ellules de niveau
i. Ces ellules satisfont les propriétés suivantes :� Toute ellule de niveau 1 est soit un intervalle, soit est réduite à un point ;� Pour tout 1 ≤ i < k et pour toute ellule S de niveau i, il existe un nombre �ni lSde fontions semi-algébriques ontinues

ξ1 < · · · < ξlS : S → Rtelles que le ylindre S × R ⊂ Ri+1 est l'union disjointe de ellules de Si+1. Uneellule de Si+1 est onstituée :� soit par le graphe de l'une des fontions ξj pour j = 1 . . . li :
{(x, y) ∈ S × R | y = ξj(x)}� soit par une bande ouverte du ylindre, bordée par les graphes des fontions ξj et

ξj+1 pour j = 0 . . . lS + 1 où par onvention ξ0 = −∞ et ξlS+1 = +∞ :
{(x, y) ∈ S × R | ξj < y < ξj+1(x)}On dit qu'une déomposition algébrique ylindrique de Rk est adaptée à une famille depolyn�mes P ⊂ Q[X1, . . . , Xk] si les ellules de niveau k forment une partition adaptéede Rk.Lorsqu'on a alulé une déomposition algébrique ylindrique adaptée à une famillede polyn�mes, on en extrait un type partiulier d'éhantillons exhaustifs de points, appelééhantillon ylindrique. 81



Dé�nition 3.1.8 (Arbres) Pour tout entier k on note Nk l'ensemble des mots �nis delongueur exatement k sur N. On note ⊏pref l'ordre pré�xe sur les mots et |u| la longueurd'un mot u.Un arbre est un sous-ensemble de ⋃∞
i=0 Ni stable par pré�xe.Pour tout entier k, un arbre T de profondeur k est un sous ensemble de ⋃k

i=0 Ni stablepar pré�xe, tel que :
∀u ∈ T , ∃v ∈ T u ⊏pref v et |v| = kUn tel arbre T est dit à branhement �ni si pour tout élément u ∈ T , u n'admet qu'unnombre �ni de su�xes dans T .Si T est un arbre de profondeur k, tout mot de longueur k appartenant à T est appeléune feuille de T et tout mot de longueur stritement plus petite que k est appelé n÷udinterne de T .Dé�nition 3.1.9 (Éhantillon ylindrique de points) Soit

P = {P1 . . . Pk} ⊂ Q[X1, . . . , Xn] une famille �nie de polyn�mes. On note sign(P) lafontion qui à un point z de Rn assoie la liste ordonnée des signes de P1(z) . . . Pk(z) :
sign(P) : Rn → {−, 0, +}kSoit T un arbre à branhement �ni de profondeur n + 1. Soit s une fontion qui àtout feuille de T assoie un élément de {−, 0, +}k. Soit alg une fontion qui à tout noeudinterne de T assoie un nombre réel algébrique.On dit que T est un éhantillon ylindrique de points pour la famille P si pour toutefeuille f = u0 . . . un+1 de l'arbre T :

sign(P)(alg(u0), alg(u0u1), . . . , alg(u0 . . . un)) = f(u0 . . . un+1)L'ensemble :
{(alg(u0), alg(u0u1), . . . , alg(u0 . . . un))|u0 . . . un ∈ T } ⊂ Rndé�nit l'ensemble des points de l'éhantillon ylindrique.La �gure 3.1 représente un exemple d'éhantillon ylindrique de points issu d'unedéomposition algébrique ylindrique de la famille de polyn�mes réduite au singleton

XY .Chaque noeud interne est don étiqueté par un nombre réel, en fait un nombre algé-brique, hoisi omme représentant dans un intervalle. Dans la suite, par soui de larté,dans les représentation d'éhantillons ylindriques de points issus d'une CAD, on étiquet-tera un noeud interne non pas par la oordonnée du point mais par et intervalle dont lepoint est un éhantillon.Par abus de langage, sauf mention du ontraire, on appellera un éhantillon ylindriquede points pour une famille de polyn�mes, un éhantillon ylindrique de points exhaustifissu du alul d'une CAD pour ette famille.82
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[ − ] [ 0 ] [ + ] [ 0 ] [ 0 ] [ + ][ − ]Fig. 3.1: Éhantillon ylindrique de points issu d'une CAD de la famille {XY }Le problème à une variableSoit P = {P1, . . . , Ps} ⊂ Q[X] une famille �nie de polyn�mes à une variable. Une
P-formule est une ombinaison booléenne de formules de la forme : ∀x B(x) ou ∃x B(x)dans laquelle B(x) est une ombinaison booléenne de P-atomes.Le alul d'une déomposition algébrique ylindrique adaptée à P donne une liste depoints x1 < · · · < xp telle que les signe de haun des polyn�mes de la famille P a unsigne onstant sur les intervalles ouverts ]xi, xi+1[.Un éhantillon ylindrique exhaustif alulé à partir d'une telle CAD sera onstituéedes points x1 < · · · < xp et d'un point par intervalle ouvert dé�ni par ette subdivisionde la droite réelle, ainsi que des signes que les polyn�mes de la famille P prennent enhaun de es points.Dans le as univarié, on peut voir et arbre (ii réduit à une liste) omme un ta-bleau de signes w pour la famille P. Un tel tableau est donné par une subdivision
x1 < · · · < xp de la droite réelle ] − ∞, +∞[ telle que pour tout intervalle I ∈ {] −
∞; x1[, [x1], ]x1; x2[, . . . , ]xp; +∞[}, pour tout j ∈ {1, . . . , s}. Pour tout x ∈ I, Pj(x) apour signe w(I, j), le signe se trouvant dans la ase du tableau w dont les oordonnéessont I et j .On herhe ainsi à obtenir une subdivision de R, déterminée par l'ensemble x1, . . . , xnde toutes les raines des polyn�mes de la famille et les 2n + 1 olonnes du tableau designes seront indexées alternativement par les raines des polyn�mes, et par les intervallesqui les séparent. Si le tableau de signes n'a qu'une seule olonne, tous les polyn�mes sontdes polyn�mes onstants.Par exemple, pour la famille {(X − 1)(X − 2), (X − 2)(X − 3)}, un tel tableau de83



signes peut être :
] −∞; 1[ 1 ]1; 2[ 2 ]2; 3[ 3 ]3, +∞[

(X − 1)(X − 2) + 0 − 0 + + +
(X − 2)(X − 3) + + + 0 − 0 +La représentation arboresente de e tableau est donnée �gure 3.2.

8 [;x1[ ]x1;x2[8]− [x1] ]x3;+]x1;x2[[x2] [x3]

[+][+] [+] [+]

[+]

[+]

[+] [+] [+][+]

[0] [0]

[0] [0]

[−]

[−]

[+]

Fig. 3.2: Arbre des signes de {(X − 1)(X − 2), (X − 2)(X − 3)}Dans et arbre l'étiquette x1 représente le point 1, x2 le point 2 et x3 représente lepoint 3. Néanmoins, dans le as général, es points seront algébriques et nous y feronsdon référene par des noms de variables.Si l'on sait aluler un tableau de signes w pour P, il est faile de déider une P-formule. La formule ∀x, B(x) est vraie si toutes les olonnes de w satisfont la ondition
B(x). La formule ∃x, B(x) est vraie si au moins une olonne de w satisfait la ondition
B(x).Le problème généralDans le as général des formules faisant intervenir des polyn�mes à plusieurs variables,on voit apparaître la struture arboresente et son utilité dans le problème de déision. Lahauteur de es arbres est égale au nombre de variable du problème onsidéré. A haqueétage k de l'arbre, le nombre de noeuds orrespond à une analyse par as sur la positionde la kème oordonnée xk.Considérons les deux familles réduites à un seul polyn�me {XY } ⊂ Q[X, Y ] et
{X + Y } ⊂ Q[X, Y ].Les arbres de la �gure 3.3 sont respetivement des arbres de onditions de signesylindriques pour es deux polyn�mes.Revenons au as de la formule ∃x∀yP (x, y) = 0. Les di�érenes de forme des arbresi-dessus illustrent les di�érenes qui onduisent la formule à être vraie ou non selon lepolyn�me hoisi. En suivant un hemin dans les arbres, à partir de la raine :� A gauhe, quel que soit le noeud hoisi à la profondeur 1, on pourra aboutir à unefeuille de signe +. 84
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Fig. 3.3: Arbres des signes de {X + Y } et {XY }
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� A droite, en hoisissant le noeud étiqueté par [x1], on ne peut aboutir qu'à unefeuille portant l'étiquette [0].Finalement, la formule ∃x∀yP (x, y) = 0 est vraie si P = XY , ar il existe dans toutéhantillon ylindrique issu d'une CAD de XY de un noeud de hauteur 1 pour lequeltoutes les feuilles sous e noeud sont étiquetées par 0. Par ontre la formule est faussepour P = X + Y ar il n'existe pas de tel noeud pour un éhantillon de points d'uneCAD de X + Y .Explosion ombinatoireSur l'arbre représentant un éhantillon ylindrique de points pour X + Y représentéen �gure 3.3, on peut déjà observer que l'on alule bien plus de points (9) que deomposante onnexes (3). Par ontre dès que l'on herhe un éhantillon ylindrique, onalulera toujours es (9) ellules, introduite par la projetion.Il est également important de hoisir un ordre pertinent sur les variables (voir setion3.2.2).3.1.4 Proédure de déisionNous dé�nissons indutivement la représentation CSarbre d'un arbre de onditions designes omme :� une Feuille étiquetée par une olonne de signes, ou bien� un Noeud étiqueté par un intervalle réel I à bornes rationnelles, et une liste t1, . . . , tnde CSarbres.Les olonnes de signes étiquetant les feuilles sont des n-uplets ordonnés de ouplespolyn�me et signe, attribuant un signe à haun des éléments de P. Dans les �gures,on omettra toujours les polyn�mes dans les étiquettes des feuilles, tant qu'il n'y a pasd'ambiguïté. Si A est un P-atome de la forme = P > 0 (resp. P = 0, P < 0), on dira quela olonne de signes c valide A si et seulement si dans c, on trouve le ouple (P, +) (resp
(P, 0), (P,−)).Étant donné un arbre t de onditions de signes ylindriques de la famille P, on peutdéider une P-formule arbitraire F en suivant l'algorithme dérit en �gure 3.4L'algorithme de déision e�etue en fait un parours de l'arbre, à la reherhe dumotif dérit par la formule, qui est un hemin (si la formule est un atome préédé dequanti�ations existentielles) ou un ensemble de hemins.Un algorithme de déision pour la théorie des réels va onsister à aluler un arbrede onditions de signes ylindriques étant donnée une famille �nie initialement �xée depolyn�mes.3.1.5 Méthode de HörmanderL'algorithme (Hörmander 1983) qui fait l'objet de ette setion est ertainement leplus élémentaire onnu pour résoudre e problème de déision. L'auteur s'est inspiré d'unmanusrit non publié de Paul Cohen datant de 1967. Il s'agit d'une proédure remarquablepar sa simpliité, qui ne fait intervenir que des divisions eulidiennes et des variantes du86



Cad_deision F t :=Par as sur F qui peut être :� un atome P♯0, (ave ♯ ∈ {>, <, =}) :si t = Feuille  alorssi  valide P♯0 alors répondre vraisinon répondre fauxsinon éhouer� F1 ∧ F2 : répondre (Cad_deision F2 t) et (Cad_deision F1 t)� F1 ∨ F2 : répondre (Cad_deision F2 t) ou (Cad_deision F1 t)� ¬F : répondre non (Cad_deision F t)� ∀x, F :si t = Noeud I t1 . . . tn alorsrépondre (Cad_deision F t1) et . . . et (Cad_deision F tn)sinon éhouer� ∃x, F :si t = Noeud I t1 . . . tn alorsrépondre (Cad_deision F t1) ou . . . ou (Cad_deision F tn)sinon éhouerFig. 3.4: Proédure de déision à partir d'un arbre de onditions de signesthéorème des valeurs intermédiaires. On en trouve également un exposé détaillé dansl'ouvrage de Bohnak et al. (Bohnak, Coste, et Roy 1998).Le problème à une variableOn se trouve don dans le as où on herhe le tableau de signes w d'une famille depolyn�mes P. En e�et, un arbre de profondeur 1 peut être représenté par un tableaudont les lignes seraient indexées par les polyn�mes de la famille et les olonnes, parles intervalles de la partition. Dans e tableau, les olonnes ontiennent les signes d'unpolyn�me sur un intervalle.La méthode repose sur les remarques suivantes. Le tableau des signes d'une famillede polyn�mes tous onstants est faile à onstruire. Puis, si P = {f1, . . . , fs} est lafamille de polyn�mes dont on veut onstruire le tableau, on peut reonstruire le tableaude signes de P à partir de elui de la famille où fs a été supprimé et remplaé par sadérivée et les restes des pseudo-divisions eulidiennes respetives de fs par les fi et f ′
s.La pseudo-division est néessaire puisqu'on veut onserver des polyn�mes à oe�ientsdans l'anneau des entiers.Cette transformation sur P fait grossir le nombre de polyn�mes de la famille, mais sion hoisit de supprimer toujours le polyn�me de plus haut degré, soit le degré maximal deséléments diminue, soit le nombre de polyn�mes qui ont e degré diminue. L'appliationsuessive de ette transformation aboutira ainsi en temps �ni à une famille de polyn�mestous onstants.L'algorithme se déroule ainsi : soit P = {f1, . . . , fs} ⊂ Q[X]. On suppose que les fisont non identiquement nuls et que fs est non onstant, de degré maximal. Si l'on ne peutobtenir ette on�guration par permutation dans la famille P, alors la famille ne ontient87



que des polyn�mes onstant et le alul de son tableau est trivial.Sinon, soit a1, . . . , as−1 les oe�ients dominants respetifs de f1, . . . , fs−1 et as leoe�ient dominant de f ′
s. Les relations de pseudo-divisions donnent :

∀i = 1, . . . s − 1, cifs = qifi + gi, deg(gi) < deg(fi)où ci divise une puissane de ai. On e�etue aussi la division de fs par sa dérivée :
csfs = qsf

′
s + gs, deg(gs) < deg(f ′

s) où cs divise une puissane de as.Soit w′ le tableau des signes de {f1, . . . , fs−1, f
′
s, g1, . . . gs} et x1 < · · · < xN la subdi-vision assoiée.Soit z1 < · · · < zp les xi qui sont raines de f1, . . . , fs−1 ou f ′

s. Des équations depseudo-divisions on déduit le fait qu'en un zi raine de fj (resp. f ′
s), fs a le signe de gj(resp. gs). Entre les zi, le théorème des valeurs intermédiaires donne éventuellement desraines supplémentaires pour fs, mais une au plus par intervalle ar f ′

s y est non nulle etde signe onstant.Par exemple, supposons que :� z1 est raine de fj : 'est à dire que w([z1], fj) = 0� z2 est raine de fk : 'est à dire que w([z2], fk) = 0� f ′
s est positive sur ] −∞; x1[ : 'est à dire que w′(] −∞, x1[, s) = +.Alors :� Si w′([z1], gj) = + et w′([z2], gk) = −, alors il existe un unique y ∈]z1, z2[ tel que

fs(y) = 0. En e�et, f ′
s ne s'annule pas sur ]z1, z2[, don omme elle est ontinue,elle garde un signe onstant. De plus, gj(z1) > 0 et gk(z2) > 0 et on en déduit que

fs(z1) > 0 et fs(z2) < 0. Comme fs est une fontion ontinue stritement monotonesur ]z1, z2[, le théorème des valeurs intermédiaires assure le résultat.� Si w′([z1], gj) = + et w′([z2], gk) 6= −, alors on peut déduire que fs ne s'annule passur ]z1; z2[ ar elle est monotone et ontinue.� Si w′([z1], gj) 6= +, alors on peut en déduire que fs ne s'annule pas sur ] −∞, z1[Ave des raisonnement analogues, on peut ouvrir tous les as et les positions relativesdes raines de fs et son signe.Soit y1 < · · · < ym la réunion des raines de fs données par le théorème des valeursintermédiaires et des zi non raines de f ′
s. Ces points donnent la subdivision du tableau

w reherhé. En e�et on a obtenu la liste exhaustive des raines de la famille P puisqu'onavait déjà elles de {f1, . . . , fs−1} et qu'on a trouvé et interalé toutes elles de fs. Lessignes de f1, . . . , fs−1 sont tirés diretement du tableau w′. Ceux de fs sont déduits designes de f ′
s et des signes des gi dans w′.Le problème général à plusieurs variablesDans la as du problème général, la méthode reste identique. Il s'agit d'abord de�xer un ordre sur les indéterminées. Les polyn�mes à n indéterminées, éléments de

Q[X1, . . . , Xn] seront onsidérés omme des polyn�mes à une indéterminée, à oe�ientsdans un anneau de polyn�mes, 'est à dire omme des éléments de Q[X1, . . . , Xn−1][Xn].Néanmoins, il faut tenir ompte à présent du problème de nullité éventuelle des o-e�ients dominants des polyn�mes manipulés lors des transformations suessives. Cesoe�ients sont à présent des polyn�mes en X1, . . . , Xn−1 qui peuvent s'annuler selon lesvaleurs qui instanient es n − 1 premières variables.88



On e�etue ainsi les aluls en gardant en mémoire une liste N de polyn�mes qu'onsuppose non nuls : e sont en fait les oe�ients dominants non onstants qui interviennentdans les pseudo-divisions. Au départ N est vide.Après un ertain nombre d'étapes de transformation dérites dans le as à une variable,tous les polyn�mes de la famille seront onstants en Xn. On va alors aluler les tableauxde signes possibles pour ette famille vue omme une famille de polyn�mes à une variables
Xn−1 (ave des oe�ients dans Q[X1, . . . , Xn−2], éventuellement réduit à Q). Dans estableaux, on va séletionner les olonnes de signes où les polyn�mes de la famille quidivisent des polyn�mes se trouvent dans N ont e�etivement un signe di�érent de 0.Lorsqu'un des polyn�mes de P est non onstant, on suit la proédure suivante :� soit c le premier oe�ient dominant non onstant de f1, . . . , fs qui ne divise pasun des polyn�mes de N . C'est à dire que e oe�ient peut être nul alors que lespolyn�mes dans N sont non nuls. Soit fi = cXd + r le polyn�me dont c est leoe�ient dominant. On traite alors les deux as :� {f1, . . . fi−1, fi, fi+1, . . . fs} en ajoutant les fateurs sans arrés de c à N .� {f1, . . . fi−1, r, fi+1, . . . fs} dont on ne garde que les tableaux de signes où c estidentiquement nul.� soit il n'y a pas de tel c. Dans e as les polyn�mes de N sont non nuls, et on peutappliquer la méthode présentée sur le as à une variables (dérivation et pseudo-divisions) ar les onditions de bonne formation des polyn�mes sont respetées.On alule don en fait les arbres de onditions de signe pour des familles beauoupplus grandes que elle qui nous intéresse initialement.La omplexité de et algorithme est onsidérable : 'est une tour d'exponentielles dehauteur le nombre de variables du problème. Néanmoins, un travail peu oûteux d'op-timisation peut améliorer sensiblement les performanes de l'algorithme dans la plupartdes as.Par exemple, il est très utile de fatoriser les polyn�mes de la famille initiale P pourextraire leur fateurs sans arrés. Cette opération est peu oûteuse puisqu'elle ne demandeque des aluls de pgd (e�etués grâe à l'algorithme des sous-résultants puisque lesoe�ients des polyn�mes sont eux-mêmes des polyn�mes). Il est également très failede reomposer les signes des éléments de P à partir de eux de leur fateurs.Un exemple de alulsSupposons qu'on s'intéresse à la famille P = {XY 3 + Y 2} ⊂ R[X][Y ] réduite à ununique polyn�me. Initialement, la liste N est vide.La fatorisation sans arrés de f donne deux fateurs, qui onstituent une nouvellefamille P = {XY + 1, Y }. Il faut en étudier les oe�ients dominants non onstants.� X 6= 0 : maintenant N = {X}, et tous les oe�ients dominants de f sont nonnuls. On peut appliquer la méthode à une variable :� f1 = Y, f2 = XY + 1 puis f ′

2 = X, g1 = 0, g2 = 1. La fatorisation sans arrésest programmée pour éliminer les polyn�mes onstants : la famille ourante fdevient {Y, X}.� Les oe�ients dominants sont tous non nuls, on peut dériver et on obtient lafamille {X, 1, 0, 0}. En fatorisant, on est ramené à la famille {X}, onstante en
Y . 89



� On traite {X} omme une famille de polyn�mes en X. En dérivant, on obtientla famille {1, 0}, dont tous les polyn�mes sont onstants et dont le tableau designes est :
1 +
0 0On en déduit elui de {X} :

X − 0 +Il y a don trois tableaux de signes possibles pour {X} onsidéré maintenant ommeune famille de polyn�mes (onstants) en Y .
X − X 0 X +On n'en retient que les as où X est non nul, puisque X divise un de polyn�mes de

N = {X} :
X − X +En remontant à la famille {Y, X}, on a don deux tableaux :

Y − 0 +
X − − −

Y − 0 +
X + + +Puis on remonte à la famille {XY +1, Y }, qui a également deux tableaux de signes :

XY + 1 + + + 0 −
Y − 0 + + +

XY + 1 − 0 + + +
Y − − − 0 +e qui ahève le as X 6= 0� X = 0 : N = {} et la famille ourante devient {1, Y } puis {Y } après fatorisationdes sans arrés. On obtient un unique tableau de signes : {Y : [−, 0, +]} qui estvalide puisque ses polyn�mes ne divisent auun des polyn�mes de N . D'où untableau de signes pour {XY + 1, Y } quand X est nul :

XY + 1 + + +
Y − 0 +Réapitulons les trois tableaux de signes possibles pour la famille {XY + 1, Y } :

XY + 1 + + + 0 −
Y − 0 + + +

XY + 1 − 0 + + +
Y − − − 0 +

XY + 1 + + +
Y − 0 +D'où les trois tableaux possibles pour la famille de départ {XY 3 + Y 2} :

XY 3 + Y 2 + 0 + 0 −
XY 3 + Y 2 − 0 + 0 +

XY 3 + Y 2 + 0 +90



Finalement, l'arbre de onditions de signes ylindriques est onstruit en �oubliant�les étapes intermédiaires de transformation qui n'éliminent pas de variables, et en negardant que les étapes de passages d'une variable à une autre. Ces étapes sont elles quiintroduisent l'arboresene.Sur et exemple, l'arbre est elui représenté par la �gure 3.5
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[0] [0] [0][−][−] [0][+][+] [+][+] [+] [+][0] Fig. 3.5: Arbres des signes de XY 3 + Y 2Les points des subdivisions étiquetant les noeuds internes sont les raines de famillesde polyn�mes à une variable.Deux expérienes dans les systèmes de preuvesLa méthode de Hörmander a été utilisée à deux reprises pour la onstrution d'unoutil d'automatisation dans un système de preuves.Une implémentation de et algorithme en Oaml a servi de support pour program-mer un premier prototype de tatique pour les réels. Cette implémentation fournissaità Coq une trae des aluls e�etués (divisions eulidiennes, dérivations, fatorisations)pour que la tatique reompose une preuve de la réponse de la proédure de déision pourhaque instane. Dans e travail (Mahboubi et Pottier 2002), il n'était don pas questionde donner une preuve formelle de la orretion de l'algorithme.Malheureusement, la reomposition de la preuve est très oûteuse dans ette approhe.En partiulier la lenteur de la version alors disponible de la tatique ring, utilisée in-tensivement pour véri�er les fatorisations et les identités de division eulidienne étaitun fateur extrêmement limitant. D'autre part la omplexité intrinsèque de l'algorithmeest énorme (une tour d'exponentielle de hauteur le nombre de variables des polyn�mes)et limite très rapidement les problèmes que l'on peut traiter ave ette tatique à desénonés très simples.À la suite de es travaux, J. Harrison et S. MLaughlin ont également utilisé laméthode de Hörmander pour doter HOL-Light d'une tatique pour les nombres réels91



(MLaughlin et Harrison 2005).3.2 Déomposition Algébrique CylindriqueDans ette setion, nous présentons l'algorithme de déomposition algébrique ylin-drique (CAD). Cet algorithme est issu des travaux de G.E. Collins (Collins 1975). Laparution de es travaux onstitua un tournant majeur dans le domaine de la géométriealgébrique réelle. En e�et les algorithmes d'A. Tarski ainsi que les variantes postérieuresparues jusque là avaient une omplexité non exprimable par une fontion réursive (destours d'exponentielles de hauteur variable). L'algorithme de Collins quant à lui est �seule-ment� doublement exponentiel en le nombre de variables et polynomial en le degré.Une amélioration aussi drastique dans la omplexité de et algorithme de déision ou-vrait de nouvelles perspetives de reherhe en géométrie algébrique réelle, dans lesquellesl'ordinateur onstituerait une aide pour s'attaquer à des problèmes di�iles. Par exemple,la première partie du 16ème problème de Hilbert, qui propose de lassi�er topologique-ment les ourbes algébriques réelles planes reste un problème ouvert et un domaine atifde reherhe.Malheureusement, la omplexité de l'algorithme de Collins ne permet de traiter qu'unelasse très restreinte de problèmes, de bas degré et de petite dimension, e qui rendla théorie des orps réels los disrets déidable mais en pratique non alulable surdes problèmes de grande envergure. Il n'existe pas de borne onnue sur la omplexitéintrinsèque du problème de déision, mais les algorithmes de déision omplète que l'onsait implémenter ont la même lasse de omplexité en pire des as que l'algorithme deCollins.Outre les implémentations d'algorithmes de déomposition algébrique ylindrique àproprement parler, des outils de alul formel sophistiqués ont néanmoins été développésautour de tehniques symboliques/numériques issues de la CAD (Aubry, Rouillier, etSafey 2002), qui ont des appliations par exemple en robotique (Corvez 2005), ou enthéorie du ontr�le (Ying, Xu, et Lin 1999; Hong, Liska, et Steinberg 1997)Reherher de nouveaux algorithmes de omplexité pratiable permettant une étudee�etive des ensembles semi-algébrique reste un dé� stimulant (Basu, Pollak, et Roy2006) ar à l'heure atuelle les méthodes onnues (omme la CAD ou les algorithmes dedéformation des variétés) donnent des résultats équivalents en terme d'e�aité.Les motivations pour implémenter un tel algorithme dans un assistant à la preuvesont assez di�érentes de elles d'un utilisateur de système de alul formel. En e�et dansun système de alul formel, on attend de la mahine qu'elle fournisse des résultats dealuls trop long et trop gros pour être e�etués par un être humain en temps raison-nable. Dans un assistant à la preuve, on veut disposer d'un outil d'automatisation quisoulage l'utilisateur des preuves formelles longues et pénibles de résultats que l'on prouverapidement sur une feuille de papier.C'est pourquoi les exigenes en omplexité sont di�érentes : on verra que la omplexitéde l'algorithme de Collins nous permet déjà de prouver formellement en quelques seondesdes énonés dont les preuves demanderaient des heures de travail sans et outil. Dansnotre ontexte, le temps de alul n'est pas le seul à prendre en ompte : e qui nousintéresse est le temps de onstrution de la preuve (omme terme Coq). C'est l'intérêt92



de la méthode ré�exive alulatoire que nous allons employer ii (voir hapitre 4), selonlaquelle le temps de alul est le temps de preuve.Il existe dans la littérature de nombreuses desriptions de l'algorithme de Collins.C'est pourquoi dans l'exposé i-dessous nous essayons d'adopter un point de vue deprogrammeur, qui est lui plus rare dans les publiations au sujet de la CAD, en présentantl' algorithme de façon granulaire : on ommenera par expliquer le prinipe général dela méthode, en donnant progressivement les détails des algorithmes qui permettent deréaliser les di�érents ingrédients. La dernière setion du hapitre est onsarée à desexemples onrets de aluls.Nous omettons la plupart du temps les preuves des propriétés énonées dans la suitede e hapitre, dans un soui de onision et de larté. Les preuves omises se trouventsauf mention du ontraire dans l'ouvrage (Basu, Pollak, et Roy 2006).3.2.1 Présentation shématique de la méthodeSoit P ⊂ Q[X1, . . . , Xn] une famille de polyn�mes. L'algorithme de déompositionalgébrique ylindrique alule un éhantillon (ylindrique) de points de l'espae qui re-présente une partition de Rn sur laquelle haun des polyn�mes de la famille de départ aun signe invariant.Tout d'abord, on dispose d'un algorithme d'isolation des raines réelle, qui opère surune famille de polyn�mes de D[X] où D est un sous-anneau de R.Dé�nition 3.2.1 (Liste d'isolation) Soit D un sous-anneau de R, et une liste de po-lyn�mes P1, . . . , Ps ∈ D[X]. Soit RootsP l'ensemble des raines réelles de ette famille depolyn�mes :
RacP := {x ∈ R | ∃i, Pi(x) = 0}Une liste d'isolation pour P est une liste L de sous-ensembles de R omposée desingletons rationnels et d'intervalles ouverts à bornes rationnelles. Chaque élément de Lontient exatement un élément de RacP et il y a autant d'éléments dans L que dans

RacP .Puis on onstruit un éhantillon représentatif des signes de la famille sur la droiteréelle en ajoutant à la liste d'isolation un éhantillon de points intermédiaires, les milieuxdes bornes de deux éléments onséutifs de la liste d'isolation ainsi qu'un majorant stritet un minorant strit des points de l'éhantillon.En�n il faut aluler le signe de tous les polyn�mes en haun des points de etéhantillon exhaustif.La remarque suivante est importante : 'est le ahier des harge de la proédure deonstrution de la liste d'isolation d'une famille de polyn�mes à une variable, qui sera lesupport de l'algorithme général.Remarque 3.2.1.1 (Prérequis pour l'isolation des raines réelles) Soit D un sous-anneau de R, et une liste de polyn�mes {P1, . . . , Ps} ⊂ D[X].Supposons que :� on sait évaluer le signe d'un oe�ient, 'est à dire d'un élément d ∈ D ;93



� on sait évaluer le signe d'un polyn�me T ∈ D[X] quelonque en un point rationnel.Si es onditions sont remplies, alors� lorsque le polyn�me T ∈ D[X] a une unique raine réelle dans l'intervalle ]a, b[ àbornes rationnelles, on saura évaluer le signe d'un polyn�me S arbitraire en etteraine de T ;� on saura aluler une liste d'isolation pour P ;� on saura aluler un éhantillon exhaustif omme dérit i-dessus ainsi que toutesles onditions de signes réalisées en les éléments de et éhantillon.Lorsque le problème général est un problème à une variable (as n = 1), es onditionsnéessaires seront remplies. On verra en setion 3.2.4 omment réaliser es algorithmes.Le traitement des problèmes en dimension supérieure se fait par élimination suessivedes variables, e qui orrespond à des projetions suessives de la variété.Soit P ⊂ Q[X1, . . . , Xn].
R[X1, . . . , Xn] R[X1, . . . , Xn−1]

P = P1, . . . , Ps
phased'élimination // Q = Q1, . . . , QtCAD et signes pour P CAD et signes pourQphase deremontéeoo

Rn Rn−1

Q est une nouvelle famille de polyn�mes, qui peut être plus nombreuse que P, maisdans laquelle Xn a été éliminé. On distingue deux phases dans e proédé réursif.Durant la phase d'élimination, partant d'une famille P ⊂ Q[X1, . . . , Xn], on aluleune famille Q ⊂ Q[X1, . . . , Xn−1], en appliquant à P un opérateur de projetion, quiva éliminer la variable Xn. Cette phase alule suessivement les familles proji(P) ⊂
Q[X1, . . . , Xi] pour i = n . . . 1, en partant de projn(P) = P.La propriété de orretion de et opérateur de projetion s'exprime de la façon sui-vante : étant donnée une partition Sn−1 adaptée à la nouvelle famille Q, on sait alulerune partition Sn adaptée à la famille de départ P. Une ellule CP de ette partitionadaptée à P sera obtenue en :� hoisissant une ellule DQ issue de la partition adaptée à Q ;� onsidérant le ylindre �à bords polynomiaux� dans e ylindre :� soit en prenant l'intersetion de e ylindre ave le graphe d'une fontion semi-algébrique ;� soit en onsidérant le demi ylindre au-dessous (resp. au dessus) d'une fontionsemi-algébrique ;� soit en onsidérant la portion de ylindre omprise entre les graphes respetifs dedeux fontions semi-algébriques.Les éléments de Sn sont appelées ellules de niveau n et l'ensemble des partitionssuessives S1 . . .Sn est appelé déomposition algébrique ylindrique de Rn.94



Voii par exemple représentée sur la �gure 3.6 une déomposition algébrique ylin-drique adaptée à la sphère en dimension 3.
π

π

1

2Fig. 3.6: CAD adaptée à la sphère en dimension 3Les ellules de niveau un sont onstituées de deux points, de deux demi-droites et d'unintervalle ouvert. Dans les ellules de niveau deux, on trouve le disque ouvert, projeté del'intérieur de la sphère. Les ellules de niveau trois issues du ylindre qui a e disque poursetion sont les deux hémisphères qui forment l'intersetion du ylindre et de la sphère,l'intérieur de la sphère, et les deux demi-ylindres in�nis s'appuyant sur la sphère.Le ellules de niveau n− 1 étant données, le alul des ellules de niveau n− 1 se faitau ours de la phase de remontée. Le fait que l'on puisse obtenir es ellules de niveau nomme des portions de ylindres délimitées par des fontions polynomiales provient dufait que le omportement des polyn�mes de proji+1(P) est �uniforme� sur les ellules deniveau i, par rapport aux i premières oordonnées.En fait, les portions de ylindres formant les ellules de niveau i + 1 seront délimitéespar des fontions semi-algébriques impliitement dé�nies par :
P (x1, . . . , xi, f(x1, . . . , xi)) = 0où P est un polyn�mes de proji+1(P) et (x1, . . . , xi) ∈ Ri un point de la ellule de niveau

i. Donnons quelques exemples des situations possibles. Une droite x×R devra ouper lavariété algébrique dé�nie par les polyn�mes de P en le même nombre de points quel quesoit le point x hoisi dans une ellule de niveau n − 1. La �gure 3.7 illustre l'importanedes points singuliers dans le alul de la déomposition. C'est pour ette raison que l'onretrouve deux points dans les ellules de niveau 1 de la sphère (voir enore la �gure 3.6).Il faut aussi déteter les points d'annulation des oe�ients dominants des polyn�mes.En e�et ette annulation induit une modi�ation du degré du polyn�me et un hangementde oe�ient dominant.Par exemple, si dans la famille de départ, on trouve le polyn�me P (X, Y ) = Y X2 +Xet que l'ordre �xé sur les variables élimine d'abord la variable Y , il faudra faire en sorte95



x’ x’’ x
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P(X,Y)

X

Y

P(X,Y)

x XFig. 3.7: À gauhe, l'intervalle ne peut pas être une ellule de niveau 1 : P (x, Y ) a deuxraines, P (x′, Y ) n'a pas de raines et P (x′′, Y ) a une unique raine. À droite, l'intervalleest un bon andidatque haque ellule de niveau 1 ne ontienne pas simultanément les points 0 et 1. En e�etsi y = 0, P (X, y) = X, un polyn�me de degré 1 et de oe�ient dominant 1, et si y 6= 0,
P (X, y) = yX2 +X, un polyn�me de degré 2 et de oe�ient dominant y. On observe ephénomène sur la �gure 3.8 qui représente la ourbe algébrique dé�nie par Y X2 +X = 0.

Y

X

Fig. 3.8: La ourbe Y X2 +X = 0 : il y a un unique point sur la ourbe d'ordonnée y = 0.Pour y 6= 0, il y a deux points sur la ourbe d'ordonnée yUne autre on�guration qui détermine les frontières entre ellules est l'intersetion deplusieurs ourbes, omme illustré sur la �gure 3.9.On pourra ainsi être apable d'inférer le omportement de n'importe quel polyn�me
P de P sur toute la ellule DQ en étudiant le omportement de P (a1, . . . , an−1, X), où
(a1, . . . , an−1) est un point arbitrairement hoisi dans un ellule DQ. Ce point témoin
(a1, . . . , an−1) aura été réursivement alulé par l'algorithme.96
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x´ x x´´Fig. 3.9: Les points x, x′ et x′′ ne doivent pas se trouver dans la même ellule de niveau
13.2.2 Phase d'éliminationLa proposition suivante, qui provient de la ontinuité des raines d'un polyn�me,permet de préiser à quelles onditions les raines d'un famille de polyn�mes au dessusd'un ensemble semi-algébrique dé�nissent une struture ylindrique.Proposition 3.2.1 Soit P un sous-ensemble �ni de Q[X1, . . . , Xn] et soit S un sous-ensemble semi-algébrique onnexe de Rn−1. On suppose que pour tout P ∈ P,� deg(P (x, X)) est indépendant du hoix de x dans S ;� le nombre de raines réelles distintes de P (x, X) est indépendant du hoix de xdans S ;� pour tout Q ∈ P, deg(pgcd(P (x, X), Q(x, X))) est aussi indépendant du hoix de xdans S.Alors, il existe l fontions semi-algébriques ontinues ξ1 < · · · < ξl : S → R telleque, pour tout x ∈ S, l'ensemble des raines réelles de ∏P∈P ′ P (x, X), où P ′ est lesous-ensemble de P onstitué des polyn�mes non identiquement nuls sur S de P, estexatement {ξ1(x), . . . , ξl(x)}. De plus, pour i = 1 . . . l, et pour tout P ∈ P ′, la multipliitéde la raine ξi(x) de P (x, X) est indépendante de x.Voir Proposition 5.14 pp 166 et suivantes dans (Basu, Pollak, et Roy 2006) �Cette proposition énone les onditions que doivent satisfaire les ellules de niveau
n − 1, onditions qui doivent être assurées par l'invariane des signes des polyn�mes dela famille ElimXn

(P).Il existe plusieurs façons de onevoir un tel opérateur ElimXn
, qui alule une familleadéquate de polyn�mes dans Q[X1, . . . , Xn−1]. L'opérateur que j'ai hoisi de programmerest appelé élimination par les sous-résultants.97



Il repose sur les propriétés des oe�ients sous-résultants d'une paire de polyn�mes.Ces propriétés ainsi que le détail de la dé�nition de et opérateur sont donnés dans lasetion 3.2.5.Ces fontions semi-algébriques sont elles qui réalisent les fontions ξj de la dé�nition3.1.7.Remarque sur l'ordre d'élimination des variablesSelon l'ordre d'élimination hoisi sur les variables présentes dans le problème initial,la omplexité des aluls peut être bien di�érente ar le nombre de ellules alulées peuthanger dans une mesure importante.Un exemple simple illustre e phénomène. On s'intéresse à la CAD de la famille
{(X + 3)2 + (Y + 1)2 − 4, (X − 3)2 + (Y − 1)2 − 4}. Les zéros de ette famille sont deuxerles de rayon 2, l'un entré en (−3, 1) et l'autre en (3, 1).Les �gures 3.10 et 3.11 représentent le déompte des ellules pour haun des deuxordres de projetion possibles.Les points sur la droite au bas de la �gure délimitent les ellules de niveau 1. Pourhaune de es ellules de niveau 1, on matérialise le ylindre orrespondant par unedroite en pointillés, au dessus d'un point représentatif de la ellule de niveau 1.En�n, on indique le nombre de ellules de niveau 2 qui partitionnent le ylindreorrespondant.Sur la �gure 3.10, on a d'abord projeté selon la diretion Y , 'est à dire qu'on a éliminéla variable X en premier. Le nombre total de ellules de ette CAD est :

1 + 3 + 5 + 3 + 1 + 3 + 5 + 3 + 1 = 25

1 3 5 3 1 3 5 3 1

Y

X

Fig. 3.10: CAD de la famille {(X + 3)2 + (Y + 1)2 − 4, (X − 3)2 + (Y − 1)2 − 4}. Onélimine Y puis XSur la �gure 3.11, on a d'abord projeté selon la diretion X, 'est à dire qu'on aéliminé la variable Y en premier. Le nombre total de ellules de ette CAD est :
1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 7 + 5 + 3 + 1 = 4198



Il est bien évident qu'on préférera projeter dans l'ordre Y > X plut�t que le ontraire,ar les aluls seront plus oûteux dans le seond as pour un résultat omportant autantd'information.

1 3 5 7 9 7 5 3 1

Y

X

Fig. 3.11: CAD de la famille {(X + 3)2 + (Y + 1)2 − 4, (X − 3)2 + (Y − 1)2 − 4}. Onélimine Y puis XLe problème qui onsiste à trouver un ordre pertinent sur les variables pour limiterle nombre de ellules alulées a été traité dans les travaux de A. Dolzmann, A. Seidl etT. Sturm (Dolzmann, Seidl, et Sturm 2004). Les auteurs ont dégagé à partir d'une étudestatistique un moyen de hoisir un ordre dans es variables qui soit prohe de l'ordreoptimal, qui minimise le nombre de ellules.Celui-i repose en fait sur un proédé glouton, qui alule à haque étape d'éliminationles familles issues de l'élimination de haune des variables possibles, puis hoisi la plus�petite�.Pour le moment je n'ai pas implémenté de alul automatique et e�ae d'un ordrede projetion. Celui-i est déterminé par l'ourrene des variables dans les polyn�mesde la famille de départ.3.2.3 Phase de remontéeLors de la phase de remontée, on alule les ellules de niveau n à partir des ellulesde niveau n−1. Plus préisément, à partir d'un éhantillon de points de Rn−1 omportantun point par ellule de niveau n−1, on va aluler un nouvel éhantillon de points de Rnomportant un point par ellule de niveau n.99



Étant données les propriétés de l'opérateur de projetion, il su�t d'étudier sur haquedroite x × R les polyn�mes à une variable P (x, X) où P ∈ P et x est un point del'éhantillon de niveau n − 1.En général les points des éhantillons suessifs que l'on va aluler seront des nombresalgébriques. Au niveau 1, par exemple, l'algorithme d'isolation des raines va aluler uneliste de points qui sont soit rationnels, soit odés par un intervalle ]a, b[ et un polyn�me
T ayant une unique raine réelle dans l'intervalle ]a, b[.Ce odage des algébriques (éléments de Q̂) se généralise en dimensions supérieuresaux éléments de Q̂n grâe aux odages triangulaires.Dé�nition 3.2.2 (Codages triangulaires) Soit z = (z1, . . . zn) un élément de Q̂n.� Si n = 1, alors z = z1 ∈ Q̂. Un odage triangulaire de z est� soit le singleton {z1} si z1 ∈ Q ;� soit un ouple (I1, T1) où T1 ∈ Q[X] et I1 un intervalle ouvert à bornes ration-nelles tel que z1 est l'unique raine de T1 dans I1.� Si n = m+1, alors z = (z1, . . . zm, zm+1). Un odage triangulaire de z est un oupleformé d'un odage triangulaire de z′ = (z1, . . . zm) et de� soit le singleton {zm+1} si zm+1 ∈ Q ;� soit un ouple (Im+1, Tm+1) où Tm + 1 ∈ Q[X1, . . . , Xm+1] et Im+1 un intervalleouvert à bornes rationnelles tel que zm+1 est l'unique raine du polyn�me à unevariable Tm+1(z1, . . . , zm, Xm+1) dans Im+1Remarque 3.2.3.1 Il n'y a pas d'uniité du odage triangulaire pour un point : l'inter-valle qui isole une raine peut être plus ou moins large, le polyn�me annulateur n'est pasforément minimal. Une oordonnée rationnelle peut être odée par sa propre valeur maiselle peut aussi être odée omme la raine d'un polyn�me.A haque niveau, haque point des éhantillons onstruit sera donné par un odagetriangulaire. Au niveau 1, les éléments d'un éhantillon onstruit à partir d'une listed'isolation sont des odages algébriques d'après la dé�nition 3.2.1. Puis on obtient ré-ursivement les odages de points d'un éhantillon de niveau n en onstruisant une listed'isolation des raines réelles d'un polyn�me P (x, X) où P ∈ P et x est un point del'éhantillon de niveau n − 1.Il reste toutefois à établir que l'on peut appliquer l'algorithme d'isolation des rainesà un tel polyn�me P (x, X).Proposition 3.2.2 (Signe d'un algébrique) Pour tout nombre algébrique
x = (x1, . . . , xk) de Q̂k donné par un odage triangulaire, il est possible de aluler lesigne d'un élément de Q[x1, . . . , xk].Preuve On e�etue une réurrene sur la dimension k. Lorsque k = 1, le problèmerevient à aluler le signe pris par un polyn�me S ∈ Q[X] en l'unique raine r d'unpolyn�me T ∈ Q[X] qui se trouve dans l'intervalle ]a, b[ à bornes rationnelles. D'aprèsla remarque 3.2.1.1, les algorithmes donnés en setion 3.2.4 permettront de résoudre eproblème, puisqu'on sait aluler le signe d'un nombre rationnel.Supposons qu' on sait aluler le signe des algébriques de Q̂k donnés par un odagetriangulaire, et que x = (x1, . . . , xk+1) ∈ Qk+1. On veut aluler le signe de P (x) où100



P ∈ Q[X1, . . . , Xk+1]. On peut mettre x sous la forme T (xk+1) où T ∈ Q[x1, . . . , xk].Cette transformation ne fait pas intervenir de aluls arithmétique sur les algébriquespuisqu'il s'agit simplement d'identi�er Q[X1, . . . , Xk+1] ave Q[X1, . . . , X][Xk+1], donuniquement de manipuler les oe�ients rationnels de P . Soit ((I1, T1), . . . , (Ik+1, Tk+1))le odage de x.Le problème revient à aluler le signe de T ∈ Q[x1, . . . , xk] en l'unique raine de
Tk+1(x1, . . . , xk, X) ∈ Q[x1, . . . , xk][X] dans Ik+1. Toujours d'après la remarque 3.2.1.1,il su�t de montrer que l'on sait aluler le signe des éléments de Q[x1, . . . , xk], e quiest l'hypothèse de réurrene, et le signe d'un polyn�me de Q[x1, . . . , xk][X] évalué en unpoint rationnel. Or un polyn�me de Q[x1, . . . , xk][X] évalué en un point rationnel donneenore un élément de Q[x1, . . . , xk], et le passage de l'une à l'autre des représentations nefait intervenir que des aluls sur les nombres rationnels. On peut appliquer diretementl'hypothèse de réurrene. �Grâe à ette propriété, on s'assure des deux onditions de la remarque 3.2.1.1 et onpourra appliquer les algorithmes de la setion 3.2.4.Remarque sur la bonne formation des polyn�mes étudiésLors d'une étape de remontée, on s'intéresse à l'étude d'une famille de polyn�mes à
n + 1 variables, au dessus d'un point α de Rn dont les oordonnées sont des algébriques.On étudie don des polyn�mes de la forme p0(α)+ · · ·+ pm(α)Xn où pi ∈ Q[X1, . . . , Xn].Or pour la orretion des aluls d'isolation de raines, et en partiulier elui desbornes de Cauhy, il est important d'assurer que l'expression p0(α) + · · · + pm(α)Xndérit un polyn�me bien formé, 'est à dire que pm(α) 6= 0.Une phase de remontée au dessus d'un point α de Rn d'une ellule de niveau nommene don par le tri de la famille selon e ritère : pour haque polyn�me P =
p0(X1, . . . , Xn) + · · · + pn(X1, . . . , Xn)Xn+1 de la famille, on alule sa forme non dégé-nérée au dessus du point α, 'est à dire une tronature Ptronc = p0(X1, . . . , Xn) + · · · +
pm(X1, . . . , Xm)Xm+1 telle que pm(α) 6= 0 et pour tout i = m + 1 . . . n, pi(α) = 0. Cealul de signe de la même façon que dans la preuve de la propriété 3.2.2.Remarque sur le odage des nombres algébriquesLe odage utilisé dans ette implémentation ne fait pas partie des odages usuelsemployés pour représenter les nombres algébriques.En e�et, les bibliothèques d'arithmétique de nombres algébriques utilisent le plussouvent d'autres odages omme les représentations matriielles ou sous forme d'élémentsdes Q(θ) pour un nombre algébrique θ �xé et onnu.La pertinene d'un hoix de odage pour un développement manipulant des nombresalgébriques dépend de deux fateurs : le premier est la façon dont les nombres algébriquesapparaissent dans le problème (si e ne sont pas des données initiales), le seond est letype d'opérations que l'on doit e�etuer sur es nombres algébriques.Dans l'algorithme de CAD les nombres algébriques ave lesquels on doit alulerapparaissent naturellement sous forme de odages triangulaires puisqu'ils sont obtenuspar isolation de raines de polyn�mes. D'autre part, le type d'opération que l'on doitsavoir aluler sur es nombre est assez restreint : on ne fait jamais que des aluls de101



signes de nombres algébriques. Plus préisément, on alule le signe de polyn�mes à nvariables évalués en un élément de Rn dont toutes les omposantes sont des nombresalgébriques, et qui est donné par un odage triangulaire.Pour ei, on a vu qu'il n'était jamais besoin d'implémenter une bibliothèque d'arithmétiquesur les nombres algébriques, pour laquelle la représentation hoisie n'est pas la plus e�-ae.3.2.4 Isolation des raines réellesIl s'agit maintenant d'expliiter les algorithmes qui permettent de onstruire une listed'isolation pour une famille de polyn�mes ainsi que les signes des polyn�mes en les pointsd'un éhantillon exhaustif onstruit à partir de ette famille.On étudie une famille �nie de polyn�mes à une variable P ⊂ K[X], où K est unsous-orps de R tel que les onditions néessaires de la remarque 3.2.1.1 soient satisfaites.La première étape onsiste à se ramener à un problème sur un intervalle de longueur�nie.Proposition 3.2.3 (Borne de Cauhy) Soit P = apX
p + · · · + aqX

q ∈ K[X] ave
apaq 6= 0 et p > q.On dé�nit :

C(P ) := (p + 1)

p
∑

i=q

a2
i

a2
pLa valeur absolue de tout raine réelle de P est bornée par C(P ).Preuve Soit x ∈ R une raine réelle de P . On a :

apx = −
p−1
∑

i=q

aix
i−p+1Et :

(apx)2 =

(

p−1
∑

i=q

aix
i−p+1

)2Comme C(P ) ≥ 1, on herhe un majorant pour les valeurs absolues des raines
|x| ≥ 1, pour lesquelles on a la relation suivante, due à la onvexité de la fontion arrédonne :

(apx)2 ≤ (p + 1)

p−1
∑

i=q

a2
iD'où |x| ≤ C(P ) pour toute raine réelle de P . �Si l'utilisation de ette borne lassique ne pose auune di�ulté pour des polyn�mesà une variable, quelques préisions supplémentaires sont néessaires pour le as des di-mensions supérieures, où on manipule des oe�ients algébriques. En e�et, suivant la102



remarques 3.2.1.1, nous n'avons jamais préisé que nous avions implémenté une arithmé-tique des nombres algébriques, au ontraire, nous avons expliqué dans la preuve de lapropriété 3.2.2 omment se ramener à des aluls rationnels tant qu'on ne s'intéresse qu'àdes propriétés de signes.Ii, nous ne sommes intéressés que par une borne des raines réelles, et en auun aspar la valeur �exate� de la quantité C(P ). Comme dans tous les as qui nous oupentles oe�ients ai d'un polyn�me sont donnés par un odage triangulaire, on dispose enfait d'un enadrement pour toutes les oordonnées de haque oe�ient d'un polyn�me.Ainsi une arithmétique par intervalle grossière permettra de majorer la quantité C(P ) etd'obtenir la borne reherhée.Il est à noter que la division par le oe�ient dominant peut introduire des alulssupplémentaires. En e�et pour appliquer ette arithmétique par intervalle, il est néessaired'isoler de zéro le nombre algébrique qui est le oe�ient dominant du polyn�me. Ceipeut demander de ra�ner le odage triangulaire par dihotomie sur les intervalles, jusqu'àobtenir pour a2
p un enadrement disjoint de zéro. Nous reviendrons sur e problème dansla setion 4.2.3 du hapitre 4.On peut supposer sans perdre de généralité que les polyn�mes dont on veut isoler lesraines sont des polyn�mes à raines simples.Dé�nition 3.2.3 (Partie sans arré) Soit P ∈ D[X]. On appelle partie sans arrésde P et on note P un pgd de P et de P ′, dérivée du polyn�me P ′. Le polyn�me P est àraines simples.On s'intéresse en fait aux raines réelles de polyn�mes et à leurs positions relativesmais pas à leur multipliité.Les informations sur les raines réelles d'un polyn�me sur un intervalle borné donnévont être obtenues à partir des signes des oe�ients du polyn�me dans une base appro-priée.Dé�nition 3.2.4 (Polyn�mes de Bernstein) Soit c, d ∈ Q et p ∈ N. La famille despolyn�mes de Bernstein de degré p est dé�nie par :

Bp,i(c, d) =

(

p

i

)

(X − c)i(d − X)p−i

(d − c)p
0 ≤ i ≤ pThéorème 3.2.1 (Base de Bernstein) Les polyn�mes de Bernstein de degré p pourles paramètres c, d forment une base de l'espae vetoriel des polyn�mes à une variableà oe�ients dans un sur-orps de Q de degré inférieur ou égal p. Cette base est notée

Bp(c, d).Preuve On onsidère le polyn�me (X − c)i(d − X)p−i

(d − c)p
. On lui applique suessivementles deux transformations bijetives de l'ensemble des polyn�mes de Q[X] dans lui-mêmesuivantes : P (X) 7→ P

(

X − c

d − c

) suivie de P (X) 7→ XpP (1/X). On obtient alors lepolyn�me (X − 1)p−i. �103



La propriété des bases de Bernstein qui nous intéresse ii est que les oe�ients d'unpolyn�me quelonque dans une de es bases donne su�samment d'information pour savoirquand un intervalle ontient une unique raine de e polyn�me.Dé�nition 3.2.5 (Nombre de hangement des signes) Soit a := a0, . . . an une suite�nie de nombres réels. Le nombre de hangements de signes ncs(a) dans ette suite estdé�ni par réurrene sur la longueur de la liste, omme suit :� Si a := a0, ave a0 ∈ R un réel quelonque, alors Va := 0.� Si a := a′, an, an+1 où a′ est une suite �nie de nombres réels qui peut être vide, alors� Si an+1 = 0, alors Va := ncs(a′, an)� Si an = 0, alors Va := ncs(a′, an+1)� Sinon,� Si an+1an > 0, alors Va := ncs(a′, an)� Si an+1an < 0, alors Va := ncs(a′, an) + 1Théorème 3.2.2 Soit P ∈ K[X] de degré p, à raines simples, et c < d ∈ Q.Soit
b = (bi)i=0...p, la suite des oordonnées bi de P sur Bp,i(c, d) dans la base de Bernstein
Bp(c, d). On note Vb(P ) le nombre de hangements de signes dans la suite b. On a alors :� Vb(P ) = 0 si et seulement si P n'a pas de raine sur ]c, d[� Vb(P ) = 1 si et seulement si P a exatement une raine dans l'intervalle ]c, d[.Dans les autres as, on ne possède pas une information su�sante pour tirer uneonlusion sur le nombre de raines réelles de P dans ]c, d[.Cette information partielle est néanmoins su�sante ar le aratère arhimédien de
R assure qu'un proédé de dihotomie amènera immanquablement à des intervalles delongueur assez petite pour que l'on se trouve dans l'une ou l'autre des deux situation dethéorème 3.2.2Cet orale qui permet de tester un intervalle andidat à devenir élément d'une listed'isolation est su�sant pour résoudre le problème omplet de l'isolation des raines d'unefamille et le alul des signes réalisés par un éhantillon exhaustif. Si le test éhoue, 'està dire si le nombre de hangement de signes de la liste de oe�ients est stritementplus grand que 1, alors on va initier un proessus de dihotomie, en testant le milieu del'intervalle andidat ainsi que ses deux moitiés ouvertes.Remarque 3.2.4.1 Pour la terminaison de es proédés dihotomiques, le fait de tra-vailler dans un orps réel los arhimédien est fondamental. Le traitement des orps réelsnon arhimédien se fait à l'aide de odages à la Thom (utilisant la liste des signes desdérivées suessives).On détaille ii le alul d'une liste d'isolation pour une famille réduite à deux poly-n�mes P1 et P2. La généralisation à une famille �nie quelonque ne pose pas de di�ulté.On note Bern(P, a, b) l'appel à la fontion qui alule le nombre de hangement de signesde la liste des oe�ients du polyn�me P dans la base de Bernstein de degré deg(P ) pourles paramètres a et b.Pour pouvoir distinguer les raines ommunes de P1 et P2 des intervalles enore tropgrossiers qui ontiennent une raine de P1 et une raine distinte de P2, on aura besoind'utiliser le pgd de P1 et P2. Dans le as de base des polyn�mes à oe�ients rationnels,104



l'algorithme d'Eulide est su�sant pour e alul, dans le as des polyn�mes à oe�ientsalgébriques, on alule en fait des pgd de polyn�mes dans Q[X1, . . . , Xk][Y ], 'est àdire à oe�ients dans un anneau. On utilisera alors l'algorithme des sous-résultants duhapitre 2.Tout d'abord, l'algorithme de la �gure 3.12 permet de aluler le signe du polyn�me
P2 en l'unique raine de P1 ontenue dans l'intervalle ]c, d[ à bornes rationnelles.Comme e alul peut omporter un ra�nement de l'enadrement de l'intervalle quiisole la raine de P2, on retourne à la fois le signe deP1 et un nouvel enadrement pourla raine de P2 (qui est un sous-intervalle de ]c, d[).Initialisation� P1, P2 ∈ D[X] sont des polyn�mes à raines simples.� P2 a une unique raine dans l'intervalle ]c, d[ à bornes rationnelles.Proédure� si Bern(P2, c, d) = 0, alors évaluer P2 en c+d

2
: rendre signe(P2(

c+d
2

)) et ]c, d[� si Bern(P2, c, d) = 1 alors on doit déider si P1 et P2 ont une raine ommune entre cet d ou non. Soit G le pgd de P1 et P2.� si Bern(G, c, d) = 1, alors la raine est ommune : rendre 0 et ]c, d[.� si Bern(G, c, d) = 0, alors ra�ner ]c, d[ par dihotomie pour obtenir un sous-intervalle(ou un singleton) u′ de ]c, d[ qui ne ontienne plus la raine de P1 mais ontient ellede P2. L'intervalle u′ qui onvient est le premier tel que la suite des oe�ients deBernstein de G n'ait plus de hangement de signe. Évaluer P1 en le milieu mid(u′)de u′. rendre signe(P2(mid(u′))) et u′.� si Bern(G, c, d) > 0, alors ra�ner ]c, d[ par dihotomie, pour obtenir un intervalle(ou un singleton) qui relève de l'un des as préédents. À haque étape, il faut testerhaun des demi-intervalles ouverts ainsi que le point médian.Fig. 3.12: Signe d'un polyn�me en une raine isolée d'un autreEt maintenant, on peut aluler une liste d'isolation puis un éhantillon exhaustif,ainsi que toutes les onditions de signes réalisées simultanément par les polyn�mes P1 et
P2, grâe à l'algorithme de la �gure 3.13.En�n il nous reste à préiser la façon dont les oe�ients de Bernstein sont alulésau ours de l'algorithme. Retrouver à haque dihotomie les oe�ients du polyn�me parles transformations de la propriété fondamentale 3.2.1 serait oûteux. En fait il existeune relation du type triangle de Pasal entre les oe�ients de Bernstein d'un polyn�medonné pour les paramètres g, d et les oe�ients du même polyn�me, dans les basesde même degré mais de paramètres respetifs g, m et m, d. Il en déoule un algorithmequadratique en le degré du polyn�me.Proposition 3.2.4 (Calul des oe�ients de Bernstein) Soit P un polyn�me dans
K[X] de degré ≤ p, et b la liste de ses oe�ients dans la base de Bernstein de degré p et105



Initialisation
P1, P2 ∈ D[X] sont des polyn�mes à raines simples.Proédure� Caluler les bornes des raines de P1 et P2, et prendre les extrémas A et B qui enadrentles raines de la famille� Caluler une liste d'isolation LP1 pour le polyn�me P1 sur ]A, B[ en utilisant l'algo-rithme suivant :� Pour aluler une liste LP1 pour P1 sur un intervalle ouvert ]a, b[ :� si Bern(P1, a, b) = 0 alors LP1 = {}� si Bern(P1, a, b) = 1 alors LP1 = {]a, b[}� sinon� aluler L′

P1
une liste d'isolation de P1 sur ]a, a+b

2
[,� aluler L′′

P1
une liste d'isolation de P1 sur ]a+b

2
, b[,� si P1(

a+b
2

) = 0 alors LP1 = L′
P1

∪ L′′
P1

∪ {[a+b
2

]}� sinon LP1 = L′
P1

∪ L′′
P1� si LP1 = {} alors aluler une liste d'isolation pour P2 sur ]a, b[� sinon pour haque élément u de LP1 , aluler le signe de P2 sur u :� si u est un singleton rationnel, alors évaluer P2� si u =]c, d[ alors aluler le signe de P2 en l'unique raine de P1 ontenue dans ]c, d[.À présent, nous avons onstruit une liste d'isolation LP1 pour P1, telle que haqueélément de LP1 est une raine de P2 ou bien un intervalle sur lequel P2 a un signeonstant, qui a été alulé.� Pour haque intervalle entre deux éléments onséutifs de LP1 , aluler une liste d'iso-lation pour P2 omme i-dessus, et aluler le signe de P1. Fusionner ette liste ave

LP1 pour obtenir LP1,P2, une liste d'isolation pour la famille {P1, P2}.� Caluler le signe de P1 et P2 en A et B� Caluler le signe de P1 et P2 entre deux éléments onséutifs de LP1,P2, en évaluant lespolyn�mes en le milieu des bornes des intervalles. Si LP1,P2 = ∅, évaluer les polyn�mesen 0.Fig. 3.13: Calul d'une liste d'un éhantillon exhaustif signé pour une famille de deuxpolyn�mes
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de paramètres g, d ∈ Q. Soit m ∈ Q. Alors, les oe�ients b′ et b′′ de P dans les bases deBernstein de degré p respetivement pour les paramètres g, m et m, d sont donnés par :
b′ = b0

0 . . . bj
0 . . . bp

0

b′′ = bp
0 . . . bp−j

j . . . b0
poù bi

j est dé�ni par :
bj
0 = bj et bi

j = αbi−1
j + βbi−1

j+1ave α =
d − m

d − g
et β =

m − l

d − g
.Voir la preuve de orretion de l'algorithme 10.2, page 365 dans (Basu, Pollak, etRoy 2006).En fait, la struture de triangle de Pasal sera plus laire si on visualise le diagrammedes bi

j :
b0
0

// b0
1 b0

p−1
// b0

p

b1
0

CC

b1
1 b1

p−2 b1
p−1

??

bi
0 bi

p−1

bp−1
0 bp−1

1

bp
0C'est le �té gauhe du triangle qui onstitue l'initialisation de l'algorithme. Le butest de aluler les oe�ients des deux autres �tés du triangle, sur lesquels on lit lesoe�ients des listes b′ et b′′. Pour ela on va en fait devoir aluler tous les bj

i ,rangée parrangée, en partant de la plus à gauhe qui est formée des oe�ients de b. Pour ela, onutilise la relation dans le sens
bi−1
j+1 =

bi
j − αbi−1

j

βIl existe plusieurs variantes des algorithmes d'isolation des raines réelles à l'aide d'ar-guments issus de la règle des signes de Desartes. Ces algorithmes sont souvent désignéspar le terme générique de méthode d'Uspensky (Uspensky 1948), dénomination relati-vement impropre puisqu'ils apparaissent de façon originale dans des travaux antérieurs(Vinent 1836).Ces proédés dihotomiques sont propres au orps des réels. Pour traiter le as desorps réels los non arhimédiens, il faut utiliser d'autres méthodes, par exemple baséessur les suites de Sturm.Par ontre, les méthode à la Uspensky onduisent à des algorithmes e�aes (Rouillieret Zimmermann 2004) dès que l'on travaille ave des nombres réels. En partiulier l'uti-lisation des polyn�mes de Bernstein permet de aluler e�aement des approximationde raines réelles, même en dimension supérieure (Mourrain, Rouillier, et Roy 2005), etes algorithmes sont implémentés et utilisés dans la librairie de aluls symboliques etnumériques SYNAPS (Dos Reis, Mourrain, Rouillier, et Trébuhet 2002).On propose un exemple de alul d'une liste d'isolation dans le as de polyn�mes àune variable dans la setion 3.3.1. 107



3.2.5 Opérateur de projetionLa dernière étape qu'il nous reste à dérire est l'opérateur de projetion. Il faut trouverune transformation qui assure les propriétés de la proposition 3.2.1. Plus préisément,étant donnée une famille �nie P ⊂ Q[X1, . . . , Xn][Xn+1] de polyn�mes, il faut trouverun moyen systématique de aluler une famille Q ⊂ Q[X1, . . . , Xn], dans laquelle on aéliminé la variable Xn+1, telle que l'invariane des signes de tous les polyn�mes de Q surun semi-algébrique S ⊂ Rn assure que :� pour tout polyn�me P ∈ P le degré et le nombre de raines du polyn�me P (x, Xn+1)est indépendant du hoix de x dans S ;� pour tous P1, P2 ∈ P, le degré du pgd de P1(x, Xn+1), et P2(x, Xn+1) est indépen-dant du hoix de x dans S.Dans la suite, on note Dk[X] l'espae vetoriel des polyn�mes de degré stritementinférieur à k. Dans les représentations matriielles des morphismes d'espaes vetoriels, onidenti�e un ouple de polyn�mes (U, V ) ∈ Dk[X]×Dl[X] au k+l-uplet (uk, . . . , u0, vl, . . . , v0)des oordonnés des polyn�mes U et V dans les bases monomiales onaténées.Assurer les onditions sur les degrés des pgdsC'est l'utilisation des oe�ients sous-résultants qui va permettre de dé�nir un telopérateur de orretion en limitant l'explosion ombinatoire dans la famille projetée.L'e�aité de et opérateur de projetion est le point entral de la di�érene de omplexitéentre l'algorithme de CAD et ses prédéesseurs historiques.Soit D un anneau fatoriel, on onsidère deux polyn�mes P = pnX
n + · · · + p0, telque pn 6= 0 et Q = qmXm + · · ·+ q0 tel que qm 6= 0 deux polyn�mes de D[X]. On dé�nit

fP,Q, appliation linéaire assoiée à es deux polyn�mes par :
fP,Q : Dm−1[X] × Dn−1[X] −→ Dn+m−1[X]

(U, V ) −→ UP + V QDé�nition 3.2.6 (matrie de Sylvester, résultant) La matrie MP,Q de taille
(n + m) × (n + m) de l'appliation linéaire fP,Q est

MP,Q =



























pn 0 qm 0... . . . ... . . .... pn qm

q0
...

p0
... ... . . .. . . ... ...

0 . . . p0 0 . . . q0

























Sa transposée est appelée matrie de Sylvester de P et Q.108



Sylv(P, Q) =



































pn pn−1 pn−2 . . . . . . . . . . . . p0 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 pn pn−1 pn−2 . . . . . . . . . . . . p0

qm qm−1 qm−2 . . . . . . . . . q0 0 . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . 0 qm qm−1 qm−2 . . . . . . . . . q0

































Le déterminant de la matrie de Sylvester de P et Q (qui est aussi elui de MP,Q) estappelé résultant de P et Q et noté Res(P, Q).La propriété essentielle du résultant Res(P, Q) de deux polyn�mes le relie au degréde pgcd(P, Q).Proposition 3.2.5 Res(P, Q) = 0 si et seulement si P et Q ont un fateur ommun.Voir Proposition 4.13 dans (Basu, Pollak, et Roy 2006).Les restritions de fP,Q aux espaes vetoriels des polyn�mes de degré inférieur serelient également au pgd. Supposons que m < n. Pour tout 0 ≤ j ≤ m on dé�nit :
fP,Q,j : Dm−j [X] × Dn−j [X] −→ Dn+m−2j−2[X]

(U, V ) −→ UP + V QDé�nition 3.2.7 (matrie de Sylvester-Habiht, oe�ients sous-resultants) Lamatrie SHj(P, Q) de l'appliation fP,Q,j dans les bases monomiales onaténées de
Dm−j [X] × Dn−j[X] est appelée jème matrie de Sylvester-Habiht de P et Q.Le jème oe�ient sous-résultant de P et Q, noté srj(P, Q), est le déterminant de lamatrie arrée obtenue en prenant les nm − 2j premières olonnes de SHj(P, Q).

SHj(P, Q) =



































pn pn−1 pn−2 . . . . . . . . . . . . p0 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 pn pn−1 pn−2 . . . . . . . . . . . . p0

qm qm−1 qm−2 . . . . . . . . . q0 0 . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . 0 qm qm−1 qm−2 . . . . . . . . . q0
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On étend ette dé�nition en posant par onvention :
srn(P, Q) = signe(pn)

srj(P, Q) = 0 pour m < j < nOn peut maintenant ra�ner la propriété 3.2.5 :Proposition 3.2.6 Pour tout 0 ≤ j ≤ min(n, m) (resp. 0 ≤ j ≤ n − 1 if n = m),
do(pgcd(P, Q)) ≥ j

⇔
sr0(P, Q) = · · · = srj−1(P, Q) = 0Voir Proposition 4.24 dans (Basu, Pollak, et Roy 2006).On rappelle que les oe�ients sous-résultants sont les oe�ients dominants despolyn�mes sous-résultants (voir 2.4.1), e qui fournit un moyen de les aluler plus e�-aement que par les mineurs de la matrie de Sylvester.Assurer les onditions sur les degrés des polyn�mesLa première ondition de la proposition 3.2.1 demande que les polyn�mes restent dela même forme sur une même ellule, 'est à dire qu'on ait pas d'annulation possible dansles oe�ients dominants des polyn�mes de la famille à étudier.Pour assurer ette propriété, on va ompléter la famille P qui fait l'objet de l'étudepar l'ensemble de ses tronatures.Dé�nition 3.2.8 (Tronatures) Soit D un anneau intègre et P = pnX

n + · · · + p0 ∈
D[X]. Pour 0 ≤ i ≤ n, on dé�nit la tronature de degré i du polyn�me P omme :

Tronci(P ) = piX
i + · · ·+ p0.Si P ∈ D[Y1, . . . , Yk][X], est un polyn�me non nul, on dé�nit l'ensemble des trona-tures Tronc(P ) du polyn�me P par :� Tronc(P ) = {P} si deg(P ) = 0 ou bien coef_dom(P ) ∈ D� Tronc(P ) = {P} ∪ Tronc(Troncdeg(P )−1) sinonparal/où deg(P ) est le degré de du polyn�me P (en la variable X) et coef_dom(P ) est leoe�ient dominant du polyn�me P (en la variable X).Si P ⊂ D[Y1, . . . , Yk][X] est une famille de polyn�me, par dé�nition :

Tronc(P) =
⋃

P∈P

Tronc(P )Par exemple, si dans la famille P qu'on veut projeter se trouve le polyn�me X2Y 3 +
(X + 1)Y 2 + Y + 1, on doit ompléter la famille ave les polyn�mes (X + 1)Y 2 + Y + 1et Y + 1. Par ontre, il n'est pas néessaire de rajouter à la famille le polyn�me onstant
1 puisque le oe�ient dominant de Y + 1 ne peut pas s'annuler.110



Dé�nition de l'opérateur de projetionOn dé�nit l'opérateur d'élimination par sous-résultants qui réunit les outils e-dessus.Dé�nition 3.2.9 (Élimination par sous-résultants) Soit P ∈ Q[X1, . . . , Xk][Xk+1]une famille �nie de polyn�mes. On dé�nit ElimXk+1
⊂ Q[X1, . . . , Xk] par :� si R ∈ Tronc(P), alors ElimXk+1

ontient tous les sri(R, ∂R/∂Xk) qui ne sont pasdans Q, pour i = 0 . . . degXk
(R) − 2 ;� pour tous R, S ∈ Tronc(P),� si degXk

(R) < degXk
(S) alors ElimXk+1

ontient tous les sri(S, R) qui ne sontpas dans Q, pour i = 0 . . . degXk
(R) − 1 ;� si degXk

(S) < degXk
(R) alors ElimXk+1

ontient tous les sri(R, S) qui ne sontpas dans Q, pour i = 0 . . . degXk
(S) − 1 ;� si degXk

(R) = degXk
(S) alors ElimXk+1

ontient tous les sri(S, R) qui ne sont pasdans Q, où R = coef_domXk
(S)R−coef_domXk

(R)S, pour i = 0 . . . degXk
(R)−

1 ;� si R ∈ Tronc(P), et si coef_dom(R) /∈ Q alors coef_dom(R) ∈ ElimXk+1
.Sur les ellules d'une partition adaptée à ElimXk+1

(P), les polyn�mes ont un degréonstant, puisque leurs oe�ients dominants onséutifs ne s'annulent pas. Ils ont unnombre de raines onstant puisque par ontinuité des raines, un hangement du nombrede raines se traduirait par un hangement de multipliité. Or le pgd des polyn�mes aveleurs dérivées respetives ne hangent pas de degré vue la propriété 3.2.6 et la premièreondition de la dé�nition de ElimXk+1
(P). En�n, ette même propriété 3.2.6 assure quesur les ellules adaptées à ElimXk+1

(P), le pgd de deux polyn�mes de (P) ne hangentpas de degré puisque ElimXk+1
(P) ontient les oe�ients sous-résultants de tout oupled'éléments de (P).Nous avons tous les ingrédients pour onstruire l'algorithme qui alule une déom-position algébrique ylindrique pour toute famille de polyn�mes à plusieurs variables età oe�ients rationnels.Théorème 3.2.3 (Existene d'une CAD) Pour tout entier k ≥ 1, pour toute famille�nie de polyn�mes de P ⊂ Q[X1, . . . , Xk], on sait aluler une déomposition algébriqueylindrique adaptée à la famille P.Les algorithmes présentés permettent également de onstruire un éhantillon ylin-drique de points issus de la déomposition algébrique ylindrique alulée pour une famillede polyn�mes arbitraire.3.3 Exemples de alulsCette setion est onsarée à des exemples de aluls illustrant les algorithmes déritsdans les premières parties de e hapitre. 111



3.3.1 Isolation des raines par les polyn�mes de BernsteinDans ette setion, on détaille la onstrution d'une liste d'isolation pour les poly-n�mes de la famille {P1 := (X − 2)(X − 3), P2 := (X − 1)(X − 3)}. Les deux polyn�mesqui la onstituent ont une raine ommune et haun a une deuxième raine, qui lui estpropre.Ave les propriétés des polyn�mes de Bernstein itées dans la setion 3.2.4, on peutdisposer d'un orale test qui prend en argument un polyn�me P ∈ Q[X] et deux rationnels
c, d ∈ Q et qui renvoie trois types de réponses :� test(P, c, d) =0 ⇔ il n'y a pas de raine pour P dans ]c, d[� test(P, c, d) =1 ⇔ il y a exatement une raine pour P dans ]c, d[� test(P, c, d) =⊥ ⇒ dans les autres as, l'orale éhoue.On réalise et orale en alulant les oe�ients de Bernstein du polyn�me P enargument sur l'intervalle ouvert ]c, d[ et en omptant le nombre de hangements de signesdans la suite obtenue.On ommene par aluler un majorant des bornes des Cauhy des deux polyn�mes,à l'aide de la formule de la propriété 3.2.3. Le alul donne max(C(P1), C(P2)) = 186Liste d'isolation pour P1Les aluls se déroulent de la façon suivante :� On teste les deux sous-intervalles ] − 186, 0[ et ]0, 186[ ave l'orale test, pou lepolyn�mes P1.� Le polyn�me P1 ne s'annule pas en 0.� Le polyn�me P1 n'a pas de raine sur ] − 186, 0[.� Sur ]0, 186[, l'orale ne sait pas répondre : il faut ontinuer le proédé de dihotomie.� On teste haque moitié de l'intervalle ]0, 186[ grâe à l'orale test et on évalue P1 en

93. Il n'y a pas de raine sur ]93, 186[, ni en 93. On réitère le déoupage sur ]0, 93[.� L'étape préédente (déoupage, test du milieu, onservation de la partie gauhe) serépète jusqu'à e que l'intervalle de travaille soit ]0,
93

8
[.� P1 n'a pas de raine en 93

8
, mais l'orale test permet d'identi�er une raine danshaun des sous-intervalles ]0,

93

16
[ et ]

93

16
,
93

8
[.On a don onstruit un liste d'isolation pour le polyn�me P1, illustrée sur la �gure3.14 :

{]0, 93

16
[, ]

93

16
,
93

8
[}Ce travail sur le polyn�me P1 divise l'intervalle d'étude ] − 186, 186[ en 4 sous-intervalles sur lesquels on va isoler les raines du polyn�me P2 : ]−∞, 0[, ]0,

93

16
[, ]

93

16
,
93

8
[et ]

93

8
, +∞[.Liste d'isolation pour P2� Le polyn�me P2 n'a pas de raine sur ] −∞, 0[, ni sur ]

93

32
, +∞[.112
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]]

une racine de P1

une racine de P1

1 2 3

] [] ]

Fig. 3.14: Isolation des raines de (X − 1)(X − 2)� Le polyn�me P2 a une unique raine sur haun des intervalles ]0,
93

16
[ et ]

93

16
,
93

8
[.� Il s'agit de déterminer si haune de es raines est ommune ave la raine dupolyn�me P1 qui se trouve aussi dans l'intervalle.Disrimination des raines de P1 et P2� On alule G := P1 ∧ P2 = X − 2 le pgd de P1 et P2.� On interroge l'orale test sur haun des intervalles ]0,

93

16
[ et ]

93

16
,
93

8
[.� G a une raine sur ]

93

16
,
93

8
[, mais pas sur ]0,

93

16
[, omme représenté en �gure 3.15.� Par suite, l'intervalle ]

93

16
,
93

8
[ ontient une raine ommune à P1 et P2 et peut êtreplaé dans la liste d'isolation de la famille {P1, P2}. Par ontre, l'intervalle ]0,

93

16
[doit être ra�né ar il ontient deux raines distintes, l'une de P1 et l'autre de P2,qu'il faut isoler.� On initie un proédé de dihotomie sur l'intervalle ]0,

93

16
[. Pour tester haque sous-intervalle, on interroge l'orale test sur haun des polyn�mes P1 et P2.� Dans e as, il faut deux pas de dihotomie : ]0,

93

64
[ isole la raine de P2 et ]

93

64
,
93

32
[,elle de P1Finalement, la liste d'isolation onstruite est :

{]0, 93

64
[, ]

93

64
,
93

32
[, ]

93

16
,
93

8
[}113
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]

une racine de P1

[] ]]]

une racine de P1

1 2 3

une racine de P2
une racine de G

une racine de P2
pas de racine de G

Fig. 3.15: Disrimination des raines ommunes de {(X + 1)(X − 2), (X − 1)(X − 3)}3.3.2 Ra�nement des odages des algébriques, arithmétique parintervalleL'utilisation de bornes de Cauhy (voir propriété 3.2.3) dans la première étape duproédé d'isolation de raines réelles néessite un peu de travail pour le as des polyn�mesà une variable mais à oe�ients algébriques.En e�et supposons qu'on utilise ette formule pour isoler les raines d'un polyn�mes
P (α, X), ave α+(α1, . . . , αn) donné par un odage triangulaire (voir la dé�nition 3.2.2),et P = p0 + · · · + pmXn, ave pi ∈ Q[X1, . . . , Xn]. On veut don isoler les raines dupolyn�me à une variable p0(α) + · · ·+ pm(α)Xn.Notre but étant de borner les raines réelles du polyn�me P (α, X), on utilise la formulede Cauhy qui donne une borne sous la forme d'une fration rationnelle en les omposantesalgébriques αi de l'élément α, dont le dénominateur est une puissane de pm(α).Comme on dispose pour haun des αi d'un enadrement par un intervalle à bornesrationnelles, on va en fait utiliser une arithmétique par intervalle grossière pour obtenirune majoration de C(P (α)).Rappelons (voir la remarque sur la bonne formation des polyn�mes de la setion 3.2.3)que les polyn�mes pour lesquels on initie un alul de borne de Cauhy sont bien formés,'est à dire qu'on a alulé le signe de leur oe�ient dominant, qui n'est pas zéro.Cette approximation doit en partiulier nous garantir que la quantité pm(α) est séparéede zéro. Or, même si le alul de signe d'un algébrique donne un signe non nul pour laquantité pm(α), l'approximation rationnelle des oordonnées algébriques du point α peutne pas être assez �ne pour isoler ette variable de zéro.Voii un exemple d'une telle situation.Supposons que une phase de remontée onduise à étudier les raines réelles du poly-114



n�me P := (α − 2)Y + 1, où α est un point d'une ellule de niveau 1, 'est à dire unnombre réel algébrique.Supposons que α est odé omme l'unique raine du polyn�me X −1 dans l'intervalle
]0, 3[.On applique don la formule de Cauhy pour borner l'intervalle ontenant les rainesde P :

C(P ) = (1 + 1)
(α − 2)2 + 1

(α − 2)2On veut déterminer un majorant pour la quantité C(P ), à l'aide de l'enadrementque l'on onnaît pour α.� Il faut tout d'abord ra�ner l'enadrement puisque 0 < α < 3, soit −2 < α− 2 < 1,ne permet pas d'isoler le numérateur de 0.� On initie don un proédé de dihotomie sur l'intervalle ]0, 3[ : on teste si 3
2
estraine de X − 1 puis on alule les oe�ients de Bernstein du polyn�me X − 1 surhaun des demi-intervalles. On ra�ne ainsi l'enadrement, en obtenant α ∈]0, 3
2
[.� Cette fois, l'enadrement est su�samment préis : −2 < α− 2 < −1

2
, d'où C(P ) ≤

10.L'enadrement est grossier, mais omme les raines sont isolées par dihotomie, leproédé de sou�re pas de ette impréision.3.3.3 Calul de la CAD du erleOn s'intéresse ii au alul de la déomposition algébrique ylindrique de la famille Ponstituée d'un seul polyn�me P := X2 + Y 2 − 1 ∈ Q[X, Y ], dont l'ensemble des rainesest le erle unité.Phase d'éliminationD'abord, on alule suessivement les familles de polyn�mes de la phase d'élimination.Il n'y a que deux variables, supposons que l'on élimine Y en premier.� C2(P) = P{X2 + Y 2 − 1}� C1(P) = ElimY (P) = {X2 − 1}La famille C1 est également réduite à un unique polyn�me ar il n'y a pas de tronatureà onsidérer, et un seul oe�ient sous-résultant à aluler.Phase de remontéeLa phase de remontée ommene par l'isolation des raines réelles des polyn�mes dela famille C1(P). La liste d'isolation alulée va former l'ensemble des ellules de niveau 1.Dans l'exemple qui nous oupe, l'éhantillon de points pour les ellules de niveau 1ontient 5 éléments : les deux raines réelles du polyn�me X2−1 et un point par intervalleque es raines déterminent (voir �gure 3.16).115



Faisons l'hypothèse que le proédé de dihotomie nous a permis de trouver la valeurexate de la raine −1, et d'isoler le point 1 par l'intervalle [1
2
, 3

2
] 2.L'éhantillon triangulaire de niveau 1, étiqueté par les signes que prend le polyn�me

X2 − 1, unique élément de C1(P), peut ainsi être :
({−2}, +), ({x1 := −1}, 0), ({0},−), (x2 ∈ [

1

2
,
3

2
], 0), ({2}, +)qui est représenté par la table des signes suivante :

−2 ∈] −∞,−1[ x1 0 ∈] − 1, 1[ x2 2 ∈]1,∞[
X2 − 1 + 0 − 0 +

πY

πY

−1 1 X−2 20

Fig. 3.16: Cellules de niveau 1 pour le erle unitéLes points de et éhantillon sont représentatifs de l'ensemble des ellules de niveau
1. Ce sont des odages triangulaires (voir dé�nition 3.2.2), de niveau un.À présent, on doit e�etuer une étape de remontée pour onstruire les ellule deniveau 2.On va onsidérer suessivement toutes les points de l'éhantillon de niveau 1, et pourhaun d'entre eux, étudier l'unique polyn�me de C2(P) sur la droite réelle de diretion
Y passant par le point onsidéré.� Au dessus du point −2 : P (−2, Y ) = Y 2 + 3 a un signe onstant, positif.On peut véri�er qu'une droite réelle de diretion Y , passant par un point quelonquede ette ellule de niveau 1 ne renontre jamais le erle. Le demi-plan {(x, y) | x <

−1, y ∈ R} onstitue don une ellule de niveau 2.� La situation est similaire au dessus du point 2 : le demi-plan {(x, y) | x > 1, y ∈ R}onstitue une ellule.� Au dessus du point x1 := −1 : P (−1, Y ) = Y 2 a une unique raine (qui est en fait 0).Il y a don trois ellules de niveau 2 au dessus de ette ellule de niveau 1 réduite àun singleton : deux demi-droites {(x, y) | x = −1, y < 0} et {(x, y) | x = −1, y > 0}et une ellule réduite à un singleton { (−1, 0) }.On peut véri�er que la droite réelle de diretion Y , passant par le point−1 renontrele erle en un unique point.2Cette hypothèse n'est pas très réaliste vue la symétrie du problème mais elle nous permettra d'illus-trer les deux as qui peuvent se présenter lors de l'isolation des raines116



� La situation est similaire au dessus du point x2, mais les aluls sont di�érents, aron ne onnaît pas la valeur exate de la raine, mais seulement sont enadrementpar 1
2
et 3

2
.On doit en fait étudier P (z, Y ) = Y 2 +(z2+1) où z est l'unique raine du polyn�me

X2 + 1 dans l'intervalle [ 1
2
, 3

2
].Pour ela, on alule les oe�ients de Bernstein de P (z, Y ) dans les di�érentesbases de Bernstein qui interviennent et on ompte à haque fois les hangements designes dans la suite des oe�ients.Chaun de es oe�ients de Bernstein de P (z, Y ) est en fait un polyn�me en X,évalués en le point z. Pour aluler le signe d' un tel oe�ient, il faut savoir alulerle signe d'un polyn�me en une variable en l'unique raine z du polyn�me X2 − 1dans l'intervalle [ 1

2
, 3

2
]. Or on dispose d'un algorithme pour résoudre e problème(voir �gure 3.12).� Au dessus du point 0 : P (0, Y ) = Y 2 − 1. De manière analogue au alul e�etuéau dessus du point −1, on trouve 5 ellules de niveau 2 : {(x, y) | y <

√
1 − x2},

{(x, y) | y >
√

1 − x2}, {(x, y) | y =
√

1 − x2}, {(x, y) | y = −
√

1 − x2},Ces 13 ellules sont représentées sur la �gure 3.17.
−1 X
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Fig. 3.17: Cellules de niveau 2 pour le erle unité
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Chapitre 4Arhiteture d'une proédure dedéision pour CoqLa mise en plae de tous les ingrédients d'un algorithme de déomposition algébriqueylindrique pose plusieurs problèmes tehniques. Le développement que nous avons réaliséest marqué par les spéi�ités du langage de programmation fontionnelle ave typesdépendants du système Coq, le soui d'e�aité et l'objetif de erti�ation, qui modèreles optimisations dans la première version de ette implémentation.Dans e hapitre, nous présentons trois aspets algorithmiques de la programmationdu alul de déomposition algébrique ylindrique : le traitement des oe�ients ration-nels, le hoix des strutures de données, et en�n le partage dans la struture d'éhantillonylindrique de points.Nous dérivons également l'implémentation d'un prototype de tatique ré�exive àpartir de l'algorithme de CAD, ainsi qu'un apperçu des performanes obtenues grâe à larédution ompilée vers une mahine virtuelle (Grégoire et Leroy 2002; Grégoire 2003).4.1 Abstration de la représentation des oe�ients4.1.1 Développements sur l'arithmétique rationnelle en CoqIl existe dans le système Coq plusieurs façons de aluler ave des oe�ients ration-nels.Il existe dans la bibliothèque standard1 une théorie des nombres rationnels, nommée
QArith, et développée par P. Letouzey. L'origine de e développement était de fournirune librairie d'arithmétique rationnelle pour l'extration de la preuve du théorème ded'Alembert-Gauss formalisée dans le projet FTA (Cruz-Filipe et Letouzey 2006).Dans ette implémentation, les nombres rationnels sont représentés omme des ouplesd'entiers en représentation binaire, 'est à dire par leur numérateur et leur dénominateur.Le numérateur est un entier relatif (du type Coq Z) et le dénominateur un entier strite-ment positif (du type Coq positive).

Record Q : Set := Qmake {Qnum : Z; Qden : positive}.1depuis la distribution 8.1beta de juillet 2006. Auparavant, une version moins éto�ée était disponibledans les ontributions d'utilisateurs. 119



(∗ Le ` ` t r a i t de f r a  t i on ' ' e s t noté par l e symbole # ∗)
Notation "a # b" := (Qmake a b).Les opérations proposées par défaut dans ette bibliothèque ne sont pas normali-santes : par exemple l'opération d'addition est programmée omme ei :

Definition Qplus (x y : Q) :=
(Qnum x * QDen y + Qnum y * QDen x) # (Qden x * Qden y).Néanmoins, la bibliothèque fournit également une fontion de normalisation des fra-tions, qui met un rationnel sous forme de fration irrédutible. Dans le module Qcanonde la bibliothèque, se trouve ainsi une théorie des représentants anoniques des rationnelssous forme de frations. Dans e deuxième développement qui s'appuie sur la premièreversion, les nombres rationnels sont représentés omme :

Record Qc : Set := Qcmake { this :> Q ; canon : Qred this = this }.Le symbole :> signi�e que l'on dé�nit une ÷rion du type Qc vers Q.Une approhe omplètement di�érente est adoptée dans les travaux de Y. Bertotet M. Niqui, qui proposent une arithmétique paresseuse basée sur la représentation deStern-Broot (Niqui et Bertot 2004). Dans ette ontribution2, les nombres rationnelssont représentés omme des mots �nis sur un alphabet à deux lettres :
Inductive Q+ : Set := nR: Q+ → Q+ | dL: Q+ → Q+ | One: Q+.

Inductive Q : Set := Zero: Q | Qpos: Q+ → Q | Qneg: Q+ → Q.Ces deux développements, et plus spéialement le dernier, sont bien adaptés pour lavéri�ation formelle d'un algorithme qui sera exéuté après extration vers un langagede programmation omme Oaml ou Haskell. Par ontre, l'exéution des aluls dans Coqsera peu e�ae, voire totalement inadaptée dans le seond as, malgré les très bonnesperformanes des programmes extraits.Plus réemment, une libraire d'arithmétique modulaire fontionnelle erti�ée a étédéveloppée en Coq (Grégoire et Théry 2006), qui permet de aluler e�aement sur lesentiers en utilisant le méanisme de rédution du système lui-même. Cette approhe estplus adaptée à nos besoins.L'idée prinipale de la représentation de B. Grégoire et L. Théry est la suivante : lesalgorithmes e�aes d'arithmétique entière (omme la multipliation de Karatsuba oules divisions par blos) reposent sur la possibilité de déouper un nombre à faible oût,et exploitent une stratégie diviser pour régner. Par déoupage des nombres, on entendii l'isolation de blos de hi�res dans la représentation dans la base hoisie, omme parexemple lorsqu'on érit
123456789 = 123 × 106 + 456 × 103 + 789C'est pourquoi, plut�t que d'utiliser la représentation linéaire Z des entiers en base deuxde la librairie standard de Coq, les auteurs introduisent une représentation sous forme2Disponible à l'adresse http://coq.inria.fr/contribs/QArith-Stern-Brocot.tar.gz120



d'arbres binaires, dont les feuilles sont en fait les hi�res de la représentation. Les feuillessont ainsi étiquetées ave les éléments d'un type qui a autant de onstruteurs que dehi�res dans la base.À partir de ette arithmétique, on peut aisément dériver une implémentation desnombres rationnels, enore une fois représentés omme des ouples formés d'un numé-rateur et d'un dénominateur, e qui permet de travailler ave une implémentation desrationnels destinée au alul e�ae dans le système.De fait, nous n'avons pas enore stabilisé notre hoix pour la représentation des oef-�ients rationnels. Les tests e�etués dans le système Coq sur notre algorithme de alulde CAD semblent indiquer que la représentation de B. Grégoire et L. Théry, dans laquelleon normalise systématiquement les frations, est de loin la plus e�ae.Néanmoins, il serait dommage de �ger le développement sur un tel hoix de oe�-ients, quand le fait de le rendre paramétrable o�re aussi à l'utilisateur la possibilité deonstruire une tatique adaptée à son développement. On peut en e�et imaginer d'autresdomaines d'appliation que les implémentations itées i-dessus omme par exemple unearithmétique �ottante.Nous avons don déidé, dans le même esprit que lors de la oneption de la tatique
newring du hapitre 1, d'abstraire la struture de oe�ients rationnels pour laisserouverte ette apaité d'adaptation de l'outil.4.1.2 Interfae pour les oe�ients rationnelsConrètement, ette abstration est mise en plae grâe au système de modules deCoq (Chrzaszz 2003).On ommene don par érire une signature pour la struture de rationnels, e qui enCoq est un Module Type.
Module Type RAT_STRUCT.

Parameter Rat : Set.(∗ onstantes , op é r a t i on s sur l e s r a t i onne l s ,
−MkRat  on s t r u i t un nombre r a t i o nn e l a p a r t i r d ' un e n t i e r e t d ' une n t i e r s t r i  t emen t p o s i t i f
−RatEq e s t une r e l a t i o n d ' e g a l i t e sur l e s r a t i o nn e l s
−r z e ro_te s t e s t un t e s t a zero de idab l e
−r s i g n donne l e s i gn e d ' un nombre r a t i o nn e l :Z0 pour un r a t i o nn e l nul , Zpos _, pour un p o s i t i f , . . .
−rpow  on s t r u i t une pu i s sane d ' un r a t i o nn e l
∗)

Parameter r0 : Rat.
Parameter r1 : Rat.
Parameter MkRat : Z → positive → Rat.
Parameter Norm : Rat → Rat.
Parameter radd : Rat → Rat → Rat.
Parameter ropp : Rat → Rat. 121



Parameter rprod : Rat → Rat → Rat.
Parameter rsub : Rat → Rat → Rat.
Parameter rinv : Rat → Rat.
Parameter rdiv : Rat → Rat → Rat.
Parameter rEq : Rat → Rat → Prop.
Parameter rzero_test : Rat → bool.
Parameter rlt : Rat → Rat → bool.
Parameter rsign : Rat → comparison.
Parameter rpow : Rat → N → Rat.
Parameter rabs_val : Rat → Rat.

End RAT_STRUCT.Code 4.1: Signature alulatoire pour la struture de oe�ientsCette signature est redondante : on fournit par exemple un opérateur de multiplia-tion rprod ainsi qu'un opérateur de puissane rpow. Cei permet de ne pas imposer deontraintes inutiles à l'implémentation des opérations.Par exemple, si l'on opte pour des opérations normalisantes sur les rationnels, enforme de frations, l'opération de multipliation e�etuera des tests et des aluls sup-plémentaires pour obtenir un résultat en forme de fration irrédutible. Par ontre, sil'on fournit à l'opérateur de puissane un argument sous forme de fration irrédutible,l'élévation à la puissane de son numérateur et de son dénominateur donne toujours unefration irrédutible, d'où l'intérêt de dissoier es deux opérations.Pour pouvoir faire des preuves sur es objets, il faut enrihir la signature ave lesaxiomes que l'on demande pour une telle struture de oe�ients rationnels. Ces axiomesassurent en fait la orretion du plongement MkRat de la struture de oe�ients ration-nels dans une représentation sous forme de frations très similaire à elle de la bibliothèquestandard QArith.Cei permettra ensuite de retrouver les propriétés désirées (struture d'anneau, inté-grité,...) via des preuves sur les entiers.On adopte dans la suite une série de notations (voir ode 4.2).
Notation "a ♯absb" := (MkRat a b).

Infix "++" := radd.
Notation "-- x" := ropp.
Infix "**" := rprod.
Infix "--" := rsub.
Notation "// x" := (rinv x).
Infix "//":= rdiv.

Notation "x == y" := (rEq x y).Code 4.2: Notations pour la struture de rationnelsLes axiomes de la struture se répartissent en plusieurs groupes.Plongement dans la représentation frationnaireTout e qui suit repose sur la donnée d'une surjetion risMkRat des représentationsfrationnaires dans les oe�ients rationnels de la struture abstraite.122



Parameter risMkRat : ∀ x,
{ num_den :Z*positive | x == (fst num_den)♯abs(snd num_den)}.Égalité, test à zéro :La relation d'égalité rEq doit être une relation d'équivalene. Ainsi la struture derationnels sera munie d'une égalité de setoïde.

Parameter req_refl : ∀ x, x==x.
Parameter req_sym : ∀ x y, x == y ⇒ y == x.
Parameter req_trans : ∀ x y z, x == y → y == z ⇒ x == z.En�n, on donne la sémantique de l'égalité et du test à zéro sur les frations :
Parameter req_def : ∀ x y x’ y’,
x♯abs y == x’♯abs y’ ⇔ x*(Zpos y’) = (Zpos y) *x’.

Parameter rzero_test_def : ∀ x y,
rzero_test (x♯absy) = match x with Z0 → true |_ → false end.Et la ompatibilité de l'opération de test à zéro ave la relation d'égalité.

Parameter r0_test_ext : ∀ x1 x2,
x1 == x2 → rzero_test x1 = rzero_test x2.Relation d'ordre :De la même façon, on donne la sémantique de l'opérateur de omparaison :

Parameter rlt_def : ∀ x y x’ y’,
rlt (x♯abs y) (x’♯absy’)

=
match (((Zpos y)*x’) ?= x*(Zpos y’)) with
| Gt → true |_ → false end.et sa ompatibilité ave la relation d'égalité.

Parameter rlt_ext : ∀ x1 x2 y1 y2,
x1 == x2 ⇒ y1 == y2 ⇒ rlt x1 y1 = rlt x2 y2.De même pour l'opération de signe :
Parameter rsign_def : ∀ x y,
rsign (x♯abs y) = match x with

|Z0 → Eq
|Zpos _ → Gt
|Zneg _ → Lt
end.

Parameter rsign_ext : ∀ x1 x2, x1 == x2 ⇒ rsign x1 = rsign x2.Constantes et opérations :On proède de même ave les opérations de orps de la struture :123



Parameter r1_def : r1 == 1♯abs 1 .

Parameter r0_def : r0 == 0♯abs1.

Parameter radd_def : ∀ a b c d,
(a♯abs b) ++ (c♯absd) == (a*(Zpos d) + c*(Zpos b))♯abs(b*d).

Parameter rsub_def : ∀ x y, x -- y == x ++ (-- y).

Parameter rop_def : ∀ a b, -- (a♯abs b) == (- a)♯absb.

Parameter rinv_def_pos : ∀ a b ,
rinv ((Zpos a)♯abs b) == (Zpos b)♯abs a.

Parameter rinv_def_neg : ∀ a b,
rinv ((Zneg a)♯abs b) == (Zneg b)♯abs a.

Parameter rprod_def : ∀ a b c d,
(a♯absb) ** (c♯absd) == ((a * c)♯abs(b*d).4.1.3 Propriétés de la struture des oe�ients rationnelsUne fois délarée la signature de la struture de oe�ients rationnels, on peut déjàdériver une série de onséquenes des axiomes qui seront ommunes à toutes les implé-mentations des oe�ients rationnels partageant ette signature. On va don dé�nir unpremier fonteur, 'est à dire une appliation qui à tout module de signature RAT_STRUCTassoie un module ontenant les énonés et les preuves de es propriétés.On délare un fonteur RAT_PROPS :

Module RAT_PROPS(Q:RAT_STRUCT).
Import Q.Après avoir délaré la struture de setoïde et les di�érents morphismes rendu dispo-nibles par les axiomes de ompatibilité, on peut maintenant prouver :� Un lemme trivial mais utile de destrution pour les rationnels en forme fration-naire :

Lemma rdestruct : ∀ a b c d, a = c ⇒ b = d ⇒ (a♯absb) == (c♯absd).� Les axiomes de la struture d'anneau : par exemple,
Lemma radd_0_l : ∀ x, r0 ++ x == x.

Proof.
intro x.
elim (risMkRat x);intros u x_def.
rewrite r0_def.
rewrite x_def.
rewrite radd_def. 124



simpl;apply rdestruct;[ring|reflexivity].
Qed.La preuve des propriétés d'anneau permet de pouvoir délarer une struture abs-traite d'anneau : qui instanie la tatique générique dérite dans la setion 1.2du hapitre 1 pour donner un outil d'automatisation des preuves d'égalité dansla struture de oe�ients rationnels, que l'on appelle à l'aide de la ommande

setoid ring.� L'intégrité de la struture de rationnels, que l'on obtient grâe à elle des entiersrelatif Z de Coq :
Lemma rintegral : ∀ x,

¬ x==r0 ⇒ ∀ y, ( x ** y == r0 ⇒ y == r0).� et bien d'autres résultats élémentaires : transitivité de l'ordre rlt, régularité desopérations,. . .4.1.4 Formalisations du orps des réelsLe hoix des spéi�ations des opérateurs que omporte la signature de la struturede oe�ients n'est pas enore stabilisé à e stade de notre travail. En partiulier, il estnéessaire pour les preuves de plonger les oe�ients dans une théorie des nombres réels.Cette théorie des nombres réels est le domaine d'appliation de la tatique.Les développements visant à formaliser le orps des nombres réels dans un assistantà la preuve peuvent être lassi�és selon deux ritères indépendants : ils sont sont d'unepart soit onstrutifs, soit lassiques, et d'autre part ils reposent soit sur une axiomatique,soit sur une onstrution des nombres réels.Systèmes Classique ConstrutifCoq • Reals • FTA(Mayero 2001) (Geuvers et Niqui 2002)Axiomatique Autres PVS, Isabellesystèmes
• FTA(Geuvers et Niqui 2002)Coq • Réels exats oindutifsConstrution (Bertot 2006)(Cia�aglione et Gianantonio 2000)Autres HOL, HOL-Light, Nuprlsystèmes Mizar, Nuprl, LegoTab. 4.1: Quelques formalisations de l'arithmétique réelle dans les systèmes de preuveformelleLe hoix d'un développement lassique est onforme à la présentation la plus fréquentedans la littérature mathématique. Dans e ontexte, le orps des nombres réels est unorps ommutatif, totalement ordonné, arhimédien et omplet. On dispose alors en faitd'une struture de orps réels los disret arhimédien. Ces propriétés peuvent être posées125



omme axiomes dé�nissant un nouvel objet pour le système. C'est le hoix qui est faitdans la bibliothèque standard du système Coq (Mayero 2001), dans la théorie développéedans le système Lego (Jones 1991) ainsi que pour les nombres réels du système PVS.Il est également possible de onstruire et ensemble de nouveaux objets, par exempleà partir d'une formalisation préexistante des nombres rationnels. Il existe plusieurs façonsde réaliser une telle onstrution. Les deux plus utilisées sont ertainement la méthode deCantor, qui onstruit les nombres réels à partir de suites de Cauhy de nombre rationnels,et la méthode des oupures de Dedekind, qui dé�nit un nombre réel par l'ensemble desrationnels qui lui sont stritement inférieurs. Dans e ontexte lassique, il n'existe pasde distintion entre les objets alulables et eux qui ne le sont pas (signe d'un nombreréel, borne supérieure).Dans les assistants à la preuve HOL et HOL-Light, la onstrution d'une nouvellestruture (plut�t que son axiomatisation) garantit que l'extension du système obtenuene brise pas sa ohérene. Dans es deux systèmes, les nombres réels sont onstruitslassiquement à l'aide des oupures de Dedekind (Harrison 1994).Le point de vue onstrutif quant à lui s'astreint à ne dé�nir que des objets, et enpartiulier des opérations, pour lesquels on sait érire un algorithme qui en alule lavaleur. Ainsi, dans le as général, on ne sait pas onstruire une preuve �nie de l'égalitéde deux nombres réels. La propriété d'ordonnabilité du orps des nombres réels tombealors en défaut, et la relation d'égalité est souvent remplaée par elle de distinguabilité
⊥ dé�nie omme :� ∀x,¬x⊥x� ∀xy, x⊥y ⇒ y⊥x� ∀xy, x⊥y ⇒ ∀z, x⊥z ∨ y⊥zCette relation oïnide ave la négation de l'égalité dans la théorie lassique.Un développement onstrutif a du sens dans un assistant à la preuve basé sur unelogique intutionniste. Ainsi, on trouve une telle onstrution dans le système Nuprl (Howe1986), ainsi que dans le système Coq (Geuvers et Niqui 2002). Ces derniers travauxomprennent à la fois une axiomatique intutionniste (tous les axiomes ont un ontenualulatoire) et la onstrution d'un modèle par les suites de Cauhy. Il existe un autredéveloppement en Coq qui propose une axiomatique intuitionniste puis un modèle (Ciaf-faglione et Gianantonio 2000). Ce développement utilise des types oindutifs et des �otsde hi�res ternaires pour onstruire le modèle des réels exats. En�n, des travaux plusréents (Bertot 2006) utilisent également une représentation oindutive par des �ots dehi�res pris dans un alphabet �ni ; les propriétés de es nombres réels sont montrés parinjetion dans la bibliothèque standard de Coq, qui est prise omme référene.La tatique que nous avons dérite permet de déider la théorie lassique de l'arith-métique réelle du premier ordre. D'autre part la théorie intuitionniste des orps réels losest indéidable (Gabbay 1973). Quel est alors l'apport amené par un tel outil d'automa-tisation pour les formalisations onstrutives ? La diversité de es développements, tantdans leur oneption que dans leurs �nalités plaide au ontraire pour le oneption d'unoutil d'automatisation modulable, qui permette d'adapter la théorie des nombres réelsde la même façon qu'il permet un hoix dans l'implémentation des oe�ients. Il seraiten e�et dommage de �ger la tatique en la spéialisant sur un modèle ou même en larendant inexploitable dans un adre intuitionniste. Dans un développement onstrutif,la tatique perd bien sûr sa omplétude, pour une raison intrinsèque à la théorie sur126



laquelle elle opère, mais elle ne perd pas tout intérêt.Pour pouvoir abstraire l'implémentation du modèle des réels utilisé, il faut préiserl'axiomatique des réels utilisée par la preuve de orretion de la proédure de déision. Laquestion est en fait de savoir quelle lasse de P-formules peuvent être déidées à partird'un éhantillon ylindrique alulé pour la famille P.Tout d'abord, la orretion du alul d'un éhantillon ylindrique de points exhaus-tif, et des signes réalisés par la famille en es points se fait sans utiliser d'argumentslassiques. Pour toute formule existentielle du premier ordre qui est vraie dans la théorie(intuitionniste) des réels, l'algorithme onstruit, e�etivement un témoin pour la formule.Par ontre, pour prouver une formule quanti�ée universellement à partir de l'éhantillonylindrique de points, on doit revenir à un orps réel los disret, 'est à dire utiliserl'axiome de trihotomie, qui exprime que l'ordre est total sur l'ensemble des nombresréels. En e�et et argument est indispensable pour exprimer que la partition alulée estexhaustive. L'énoné même de l'axiome est en fait une {X}-formule universelle, qu'on nepeut déider onstrutivement.Pour résumer, le aratère lassique de la preuve de orretion de ette proédure dedéision :� est due à l'utilisation de l'axiome de trihotomie� n'est néessaire qu'au moment de l'interprétation de l'éhantillon de points, pourtraduire son aratère exhaustif� n'interviendra pas pour les preuves du fragment existentiel.On peut exprimer di�éremment le fait que seule l'exhaustivité de l'éhantillon né-essite un argument lassique en aratérisant les formules validée par la proédure dedéision omme elles qui n'ont pas de ontre-exemple lassique.Dans le Calul des Construtions Indutives, qui est la théorie des types implémentéepar le système Coq, les itoyens de première lasse se voient attribuer l'une des deuxsortes Set ou Prop. Le sens informel de ette distintion est le suivant : la sorte Setontient le ontenu alulatoire d'une formalisation, qui dit pouvoir être extrait vers unlangage de programmation a�n d'être exéuté. Cette extration se fait en e�açant dudéveloppement la partie qui ontient l'information logique, qui doit être plaée dans lasorte Prop.Néanmoins, ette distintion va au delà d'une simple onvention, et les règles de typagequi gouvernent la bonne formation des termes sont di�érentes pour es deux sortes. L'unedes aratéristiques de la sorte Prop, réside dans le fait que les règles de typage du alulne permettent pas de onstruire un objet résidant dans la sorte Set par �ltrage sur unautre objet qui habiterait dans la sorte Prop. On dit que la sorte Prop est munie d'unshéma d'élimination faible. Toutefois, le système de typage de Coq ne garantit pas laalulabilité. De fait, dans les développements axiomatiques de la table 4.1 réalisés enCoq, on observe des hoix di�érents pour la sorte de l'axiome de trihotomie. Dans labibliothèque standard, l'axiome est énoné dans une version forte :
Axiom total_order_T : ∀ r1 r2:R, {r1 < r2} + {r1 = r2} + {r1 > r2}.La syntaxe i-dessus signi�e que et axiome est plaé dans la sorte Set, autrement dit,on s'autorise à dé�nir des fontions par �ltrage sur le signe d'un réel, en partiulier untest à zéro booléen.Dans l'axiomatique onstrutive (Geuvers et Niqui 2002), il n'y a pas de tel axiome127



dans la sorte Set, ni même en fait dans la sorte Prop. En notant [#] la relation de dis-tinguabilité dé�nie i-dessus, on remplae la trihotomie par le fait que l'on sait omparerdeux réels si l'on a prouvé qu'ils étaient distints.
ax_less_conf_ap : ∀ x y, ⇔ (x [#] y) (less x y or less y x)On ne brise pas la ohérene du système en hoisissant une sorte ou l'autre pour l'axiomede trihotomie.Par ontre, l'avantage d'une axiomatique de orps réel los disret dans laquellel'axiome total_order_T serait plaé dans la sorte Prop serait le suivant : une tellestruture n'autorise de dé�nir dans la sorte Set que les objets pour lesquels on disposed'un moyen de onstrution e�etif. Pour la desription des faits, on utilise la sorte Prop,et le système de type empêhe d'utiliser un fait pour dérire une méthode e�etive. Lesobjets dé�nissables dans la sorte Set sont les mêmes que eux que l'on peut dé�nir dansune struture de orps réel los intuitionniste.Notre point de vue atuel sur l'axiomatisation de la struture abstraite sur laquellela tatique travaille est le suivant : le premier outil à onstruire doit reposer sur uneaxiomatisation de orps réel los disret arhimédien dont l'axiome de trihotomie estplaé dans la sorte Prop. Dans un deuxième temps, il est possible d'adapter l'outil pourune struture de orps réel los intuitionniste, i.e. dans laquelle on a supprimé l'axiomede trihotomie, qui, ave le même programme de déision et la même preuve de orretionpourra être appliquée au fragment existentiel de la théorie du premier ordre.4.2 Struture du développement, strutures de don-néesL'algorithme de déomposition algébrique ylindrique repose sur une réurrene surle nombre de variables des polyn�mes dans les atomes de la formule à déider. Le as debase est elui des polyn�mes à une seule variable et à oe�ients rationnels.Pour un problème à n + 1 variables, on doit aluler en fontion de n :� des types de données, prinipalement :� elui des polyn�mes ;� elui des odages triangulaires (voir dé�nition 3.2.2 du hapitre 3) ;� elui de l'éhantillon ylindrique alulé.� des opérations sur es types de données :� opérations d'anneaux sur les polyn�mes ;� ...� alul d'un éhantillon ylindrique exhaustif.Tous es objets sont dépendants de n et onstruits par réurrene, le as de base despolyn�mes à une variable utilisant la struture de oe�ients rationnels qui paramètretoute la proédure.Malheureusement, le système de modules de Coq n'est pas adapté à e type de pro-blèmes, du fait de la onstrution par réurrene. On utilise don une struture d'enre-gistrement dépendant pour mettre en plae ette onstrution.La première solution onsiste à onstruire suessivement des enregistrements quiprennent en paramètre un entier n représentant la dimension du problème. Dans e as,128



l'enregistrement onstruit possède des hamps dans la sorte Set (pour les types de don-nées) et des hamps qui représentent les di�érentes opérations néessaires à la réursion :
Record Cad1(n:nat) : Set := mk_cad1{
Coef:Set;
...
Pol_add : Pol → Pol → Pol; ...}Le hoix de ette première solution s'est avéré inadapté. Ave la version du systèmeCoq utilisée, le point �xe �nal qui devait onstruire l'enregistrement pour toute valeur duparamètre n n'était pas aepté par le système en un temps raisonnable : le alul de labonne formation de e point �xe prenait un temps et des ressoures CPU onsidérableset de fait nous ne l'avons pas vu terminer.Pour ontourner e problème, nous avons adopté une démarhe di�érente et �nalementplus prohe de la onstrution mathématique standard d'une telle réursion. Il s'agit enfait de remarquer que puisque la réurrene sur laquelle repose la onstrution n'est pasforte, on peut en fait se passer de la dépendane en n et ne travailler en fait qu'ave lesdeux niveaux jamais onsidérés dans la preuve : l'hypothèse de réurrene et le niveau àonstruire.En pratique on sépare le alul des types de données de elui des opérations. Sousl'hypothèse qu'on dispose des types de données onstruits pour le niveau n, on programmedes onstruteurs de types qui onstruisent les types de données orrespondant pour leniveau n+1. Ces types de données du niveau n sont également donnés en paramètres àl'enregistrement qui rassemble les opérations programmées pour le niveau n+1.Finalement, pour haque type de données ainsi que pour l'enregistrement, la versiondépendante du paramètre n est onstruite par un point �xe qui itère le onstruteur detypes.Tout d'abord nous donnons dans la setion 4.2.1 la méthode à deux niveaux suiviepour onstruire les types de données dépendants. Ensuite, dans le setion 4.2.2, nousexposons le prinipe de la onstrution des opérations sur es types de données.4.2.1 Types de donnéesLa première étape est de dé�nir les types de données sur lesquels les fontions àprogrammer vont opérer. Dans ette setion, on explique omment sont programmés lesonstruteurs de types, qui prennent en paramètre les types de données du niveau npour fabriquer les types du niveau n+1. Puis on donne les points �xes qui itèrent etteonstrution dans la phase �nale d'assemblage du ode, qui se trouvent dans un moduleompilé distintement.Polyn�mesLe première exemple illustrant ette onstrution est elui du type des polyn�mes. Enfait on a déjà donné le onstruteur de types orrespondant au hapitre 1, dans le ode1.1 :(∗ Type des  o e f f i  i e n t s ∗) 129



Variable Coef : Set.

Inductive Pol1:Set:=
|Pc : Coef → Pol1 Coef
|PX : Pol1 Coef → Coef → Pol1 Coef.Dans tout le développement des opérations de niveau n + 1, on n'aura aès qu'autype Coef, (qui est en fait le type des polyn�mes de niveau n) et au type Pol1 Coef.Naturellement, pour n = 0, le type onstruit doit être elui des oe�ients ration-nels, 'est à dire des oe�ients de base, qui est le hamp Rat du module de signature

RAT_STRUCT donné en paramètre.On peut maintenant programmer le point �xe qui fabrique les polyn�mes à n variablespour une valeur arbitraire de n.
Fixpoint Poln(n:nat):Set:=
match n with
|O ⇒ Rat
|S n ⇒ Pol1 (Poln n)

end.Sur le même modèle, on onstruit un type qui retient les informations sur un polyn�mequi sont alulée souvent dans les di�érentes étapes du alul de CAD. En fait pour haquenouveau polyn�me alulé, que e soit dans un alul d'élimination de variables, ou dansun alul de oe�ients de Bernstein, on mémorise un quintuplet ontenant :� La valeur du polyn�me ;� Sa partie sans arrés ;� Le degré de sa partie sans arré ;� Le signe du polyn�me en −∞ ;� Le signe du polyn�me si l'on sait qu'il est onstant.Pour haque niveau n, e type Info est onstruit de façon identique à la onstrutiondes polyn�mes. Pour n = 0, il est égal au type des oe�ients rationnels, qui ne néessitentpas un tel traitement.Codages triangulaires algébriquesPour aluler la CAD d'une famille de polyn�mes P à n + 1 variables, l'algorithmemanipule des points de Rn qui sont issus d'un éhantillon exhaustif de points alulé pourla famille Elim(P). Ces points de Rn ont des oordonnées algébriques (qui peuvent êtrerationnelles) et on les représente sous la forme de odages triangulaires.Les odages triangulaires de dimension n + 1 sont onstruits à partir des odages dedimension n, en ajoutant l'information qui dé�nit la dernière oordonnée.Au niveau n + 1, on dispose du type coefinfo, qui la valeur de Info pour le niveau
n et de Coef le type des oe�ients. Le as algébrique de la n + 1ème oordonnée desodages triangulaires de dimension n + 1 est dé�ni en Coq de la façon suivante :(∗ Type des  o e f f i  i e n t s ∗)

Variable Coef : Set.(∗Type des in f o rmat i ons r e t enue s pour l e s  o e f f i  i e n t s ∗)
Variable coefinfo : Set. 130



Let Pol := Pol1 Coef.
...
Definition mkAlg := uple5 Rat Rat Pol Pol (list coefinfo).Le onstruteur uple5 est un onstruteur de quintuplets polymorphes. Un élément detype mkAlg ontient les bornes rationnelles a et b de l'intervalle, le polyn�me annulateur

P , sa partie sans arrés P et les oe�ients de Bernstein de P sur ]a, b[.On passe ensuite simplement d'un odage triangulaire path de dimension n à unodage triangulaire next_path de dimension n + 1 en ajoutant une oordonnée :(∗ Type des  o e f f i  i e n t s ∗)
Variable Coef : Set.(∗Type des in f o rmat i ons r e t enue s pour l e s  o e f f i  i e n t s ∗)
Variable coefinfo : Set.(∗ Type des odages t r i a n g u l a i r e s en dimension n1 ∗)
Variable path : Set.
...(∗ mkRpoint e s t s o i t un mkAlg , s o i t un nombre r a t i o nn e l ∗)
Let next_label := mkRpoint.

Definition next_path := (path * next_label).Le point �xe qui itère ette dé�nition utilise les types de données des polyn�mes etdes informations retenues pour les polyn�mes.
Fixpoint pathn(n:nat):Set:=
match n with
|O⇒unit
|S n ⇒ next_path Rat (Poln n) (Infon n) (pathn n)

end.Éhantillon ylindriqueL'algorithme de déomposition algébrique ylindrique alule, pour une famille depolyn�mes à n variables, un éhantillon ylindrique de points de Rn qui est représentéde façon arboresente (voir la dé�nition 3.1.9 du hapitre 3). On rappelle que les n÷udsinternes de es arbres sont étiquetés par des nombres réels, et leur feuilles, par des listesde signes. En fait on étiquette les feuilles par une liste de ouples formés d'un polyn�meet de son signe.Pour une famille P de polyn�mes à n+1 variables, on alule réursivement un arbrede profondeur n + 1 qui orrespond à la famille de polyn�mes à n variables Elim(P). Àpartir de elui-i, on alule l'arbre de profondeur n+2 qui dérit l'éhantillon ylindriquepour la famille P.Sur la �gure 4.1 on a représenté un éhantillon ylindrique de point en dimension n.Les noeuds internes étiquetés par des nombres réels sont représentés par des arrés. Lesfeuilles, qui sont étiquetées par des listes de ouples polyn�me et signe, sont représentéespar des erles.Pour haque feuille de l'éhantillon ylindrique, on peut assoier au hemin de la rainevers ette feuille un point z = (z1, . . . , zn) de Rn. Les oordonnées de e point z sont les131



étiquettes portées par les noeuds du hemin : la première oordonnée est l'étiquette dunoeud de profondeur 1, et.

zn

z2

z1

signe(P1(z))

signe(Ps(z))Fig. 4.1: Éhantillon ylindrique de points en dimension nPour aluler l'éhantillon ylindrique de points de la famille P, pour haque z assoiéà un hemin, l'algorithme alule une subdivision de la droite z×R et une liste de points
{x1, . . . , xn} ontenant un point par intervalle de ette subdivision.Ainsi dans l'ensemble des points de l'éhantillon, haque élément z ∈ Rn est remplaépar la liste des points (z, x1), . . . , (z, xn).Dans la struture arboresente, ela signi�e que haune des feuilles portant les signesdes polyn�mes de Elim(P) est remplaé dans le nouvel arbre par un �bourgeon� deprofondeur 1, 'est à dire une liste de noeuds internes, qui sont haun père d'une feuilleportant les signes des polyn�mes de la famille P. Ce proessus est illustré sur la �gure4.2.
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Fig. 4.2: Constrution d'un éhantillon de dimension n + 1Le type des éhantillons de points de niveau n doit lui aussi être onstruit par réursion132



omme un type dépendant de n. En e�et un noeud de profondeur k est étiqueté par la
kème oordonnée d'un odage triangulaire. Le type de ette étiquette dépend ainsi de k,'est en fait le type mkRpoint i-dessus.On utilise enore une fois le prinipe des deux niveaux pour onstruire es arbrespolymorphes. Remarquons que es arbres poussent par les feuilles, et non pas par laraine. Par onséquent, on ne onstruit pas diretement le type des éhantillons de pointsde niveau n, mais un type des éhantillons de points de niveau n à paramètre.Pour obtenir le type des éhantillons de points de niveau n, on instanie le paramètrepar le type des listes de ouples list (mkRpoint * (Pol * Sign)). Pour obtenir letype des éhantillons de points de niveau supérieur, on instanie le paramètre par le typedes �bourgeons�.(∗ Hypothese de r é u r r en  e au niveau n :l e type donne en argument e s t  e l u i des f e u i l l e de l ' a rbre ∗)
Variable mkCad:Set → Set.Si l'on dispose d'un onstruteur de type qui fabrique le type des éhantillons depoints de niveau n étant donné le type Leaf_type de ses feuilles, alors on sait donner leonstruteur analogue pour le niveau n (voir ode 4.3).(∗ Le ons t ru t eu r du type des é  h an t i l l o n s de pro fondeur n ,qui prend en argument l e type des f e u i l l e s de l ' a rbre ∗)
Variable mkCad:Set → Set.(∗ l e type des nouve l l e s oordonnees a l g eb r i qu e s . C' e s t l e type desnoeuds de pro fondeur n dans un e  h an t i l l o n de niveau n+1 ∗)
Let next_label := mkRpoint.(∗ Le ons t ru t eu r du type des e  h an t i l l o n s de pro fondeur n+1, dontl e s f e u i l l e s ont l e type Leaf_type ∗)
Definition next_mkCad(Leaf_type:Set):=

mkCad (list (next_label * Leaf_type)).Code 4.3: Constrution du type des éhantillons de pointsUn éhantillon ylindrique de niveau 1 est onstitué d'une liste de points algébriques,et ses signes réalisés en haun de es points par les polyn�mes de la famille. L'opérateur
mkCad est initialisé ave l'identité :
Fixpoint mkCadn(n:nat):Set → Set:=
match n with
|O ⇒ fun A :Set ⇒ A
|S n ⇒ next_mkCad Rat (Poln n) (Infon n) (mkCadn n)

end.Il s'agit maintenant de dérire la onstrution des opérations manipulant es types dedonnées, et la mise en plae omplète du proédé de réursion.133



4.2.2 OpérationsLorsqu'on dispose des types de données du niveau n, par hypothèse de réurrene, etqu'on a onstruit les types de donnés du niveau n+1, on dispose de toute l'informationnéessaire pour érire le type des fontions que l'on doit programmer au niveau n+1.On peut don dé�nir le type de l'enregistrement qui sera onstruit pour haque valeurde n et qui rassemble les fontions onstruites par réurrene sur n. En partiulier l'unde ses hamps est la fontion qui onstruit un éhantillon ylindrique exhaustif pour unefamille de polyn�mes.Le type de et enregistrement, représenté sur le ode 4.4, ne dépend pas lui nonplus de n. Il prend en paramètre les types du niveau n et utilise les types du niveau
n+1 préalablement onstruits. Contrairement aux exemple de la setion 4.2.1, le type del'enregistrement pour un niveau n+1 donné ne prend pas omme paramètre le type del'enregistrement onstruit au niveau n.Une desription détaillée des opérations i-dessus prendrait beauoup de plae, nousrenvoyons le leteur intéressé aux ommentaires insérés dans le ode Coq.Remarquons simplement que ertaines des opérations, omme path_refine qui raf-�ne un enodage triangulaire, prennent en argument un entier. Cet entier représenteune borne sur le nombre de pas de dihotomie autorisé dans les aluls d'isolation. Lesfontions qui prennent un tel argument renvoient ainsi un type option qui re�ète l'éhepossible du alul par manque de ressoures. On peut supprimer et aspet peu satis-faisant du ode en prévoyant le nombre de pas de dihotomie néessaire à partir de lafamille de départ. C'est en e�et possible puisque la borne reherhée est en fait fontionde la distane minimale entre deux raines distintes des polyn�mes de la famille, et queette quantité s'estime en fontion des oe�ients des polyn�mes. Nous avons eu reoursà ette solution provisoire pour des onsidérations de simpliité, mais nous prévoyons desupprimer es options inessamment, simplement en programmant le alul de la borne.Pour un niveau n donné, l'ensemble des opérations, qu'elles soient des hamps del'enregistrement ou bien des opérations �auxiliaires�, se répartit en trois atégories :� Celles qui sont spéi�ques au as de base des polyn�mes à une variable sur desoe�ients rationnels.� Celles qui sont spéi�ques au as des polyn�mes à plusieurs variables.� Celles que l'on peut onstruire à partir d'hypothèses sur l'ensemble des oe�ientsqui seront réalisées à la fois dans le as de oe�ients onstants rationnels et dansle as de oe�ients polynomiaux.Par exemple, la programmation des opérations d'anneau pour les polyn�mes à unevariable sur une struture d'anneau de néessite seulement la donnée des opérations d'an-neau sur les oe�ients, et ette onstrution ne dépend pas de la nature des oe�ientsonsidérés.Par ontre les opérations d'élimination d'une variable n'ont de sens que pour lesdimensions supérieures.Malheureusement on ne peut pas mettre en plae le partage de e ode dans la on�-guratin atuelle du système de modules de Coq. Un méanisme de propagation des para-mètres de modules dé�nis dans des setions pourrait par exemple permettre l'abstrationdu ode ommun au as de base et au as réursif par un fonteur, mais ette possibilitén'est pas disponible à e jour. 134



(∗ Type des  o e f f i  i e n t s r a t i o nn e l s ∗)
Variable Rat : Set.(∗ Type des  o e f f i  i e n t s des polynomes ∗)
Variable Coef : Set.
Let Pol := Pol1 Coef.
...(∗ Type des in f o rmat i ons n e  e s s a i r e au  a l  u l de s i gn e ∗)
Let build_Info := uple5 Pol Pol N Sign Sign.
...(∗ Type des hemins dans l ' a rbre des e  h an t i l l o n s de niveau n ∗)
Variable path : Set.
Let next_label := mkRpoint.
Definition next_path := (path * next_label)(∗ Construteur du type des e  h an t i l l o n s de niveau n , e tant donne l etype des f e u i l l e s ∗)
Variable mkCad:Set → Set.

Definition next_mkCad(C:Set):= mkCad (list (next_label * C)).

Record Cad : Set := mk_cad {
Pol_0 : Pol;
Pol_1 : Pol;
Pol_add : Pol → Pol → Pol;
Pol_mul_Rat : Pol → Rat → Pol;
Pol_mul : Pol → Pol → Pol;
Pol_sub : Pol → Pol → Pol;
Pol_opp : Pol → Pol;
Pol_of_Rat : Rat → Pol;
Pol_is_Rat : Pol → bool;
Pol_zero_test : Pol → bool;
Pol_base_cst_sign : Pol → Sign;
Pol_pow : Pol → N → Pol;
Pol_div_Rat : Pol → Rat → Pol;
Pol_div : Pol → Pol → Pol;
Pol_gcd_gcd_free : Pol → Pol → Pol * Pol * Pol;
Pol_square_free : Pol → Pol;
path_refine : next_path → nat → option next_path;
Pol_low_bound : Pol → path → Rat;
Pol_value_bound : next_path → Pol → Rat * Rat;
Info_of_Pol : Sign → Pol → build_Info;
Pol_low_sign : path → Pol → Pol → nat →
(path * (Sign));

Pol_sign_at : build_Info → next_path → nat →
next_path * (Pol * Sign)%type;

Pol_cad : list Pol → nat → next_mkCad (list (Pol * Sign)) }.Code 4.4: Enregistrement alulé par la proédure135



La partie purement alulatoire du développement s'organise en inq modules ompi-lés (dont le ontenu est rendu disponible par l'instrution Require) et un blo de quatre�hiers hargés (dont le ontenu est rendu disponible par l'instrution Load). Cette dis-tintion permet de fatoriser le ode partagé par le as de base et le as réursif de laproédure.La répartition est la suivante :� Le module CAD_types ontient les dé�nitions des onstruteurs de types déritsdans la setion 4.2.1.� Le module Tarski ontient les dé�nitions des points �xes qui itèrent les onstru-tions de types de données, jusqu'au point �xe qui onstruit pour haque valeur de
n un enregistrement CAD.� Le module One_dim ontient un fonteur qui prend en argument une struture deoe�ients rationnels. Le module obtenu dé�nit le as de base de la réurrene,'est à dire un enregistrement nommé One_dim_cad, de type Cad pour le problèmeà une variable.� Le module Up_dim ontient un fonteur qui prend en argument une struture deoe�ients rationnels. Il dé�nit le onstruteur de type pour fabriquer un enregis-trement de type Cad ontenant les opérateurs du problème à n + 1 variables sousl'hypothèse qu'on dispose d'un enregistrement de type Cad ontenant les opérateursdu problème à n variables.� Les �hiers Pol_on_Coef, Pol_on_Coef_on_Rat, Bern et Alg ontiennent duode partagé par les deux modules One_dim et Up_dim.Enore une fois, la dépendane réursive des opérations, qui impose une onstrutionpar point �xe sur un entier rend inutilisable le système de modules dans e ontexte.Le partage du ode se fait grâe à des onventions de nommage dans les variables :on a pris soin dans le préambule des modules One_dim et Up_dim respetivement,de donner le même nom aux onstantes utilisées par le ode partagé ontenu danses �hiers. Par exemple, le oe�ient onstant nul est nommé c0 dans les deuxmodules One_dim et Up_dim, alors qu'il est instanié par le rationnel nul dans lepremier as et par le hamps P0 de la variable de type Cad dans le seond as.La séparation en quatre �hiers a été faite pour failiter la hiérarhie des preuves :on a rassemblé� Dans Pol_on_Coef, les opérations onstruites pour les polyn�mes en formes deHorner reuse à partir des opérations disponibles sur un anneau de oe�ient :égalité, opérations d'anneau,... ;� Dans Pol_on_Coef_on_Rat, les opérations sur les polyn�mes qui dépendentdes rationnels : multipliation d'un polyn�me par un rationnel, injetions desrationnels dans les polyn�mes (onstants)...� Dans Bern, les dé�nitions des opérations de alul sur les oe�ients de Bernstein� Dans Alg, les dé�nitions des opérations de alul sur les odages triangulairesalgébriques.4.2.3 Partage dans la struture d'éhantillon ylindriqueDans la setion 4.2.1 on a vu que la struture d'arbre qui représente l'éhantillonylindrique de points est un arbre qui grandit par les feuilles. En e�et, pour aluler136



Let Coef := Pol1 C.

Variable CAD_n  : CAD ...

Variable C:Set.

Let c0:= Pol_0 CAD_n.

...

...

Up_dim

Tarski

CAD_types Qabs

...

Module ONE(Q:RAT_STRUCT) Module UP(Q:RAT_STRUCT)

...

... ...

Let Coef := Rat.

Let c0 := r0.

One_dim

Pol_on_Coef_on_Rat

Pol_on_Coef

Bern

Alg

Load Load

Module Type RAT_STRUCT.

Record Cad := mk_cad ...

Module CAD_gen(Q:RAT_STRUCT)

Definition CAD_n_plus_one :=mk_cad...

......

Definition One_dim_cad := mk_cad ...

End ONE. End UP.

Fixpoint CADn(n:nat): Cad (Poln n)...

...

End CAD_gen.

End RAT_STRUCT.

Fig. 4.3: Arhiteture du développement
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un éhantillon de niveau supérieur, on remplae une feuille d'un arbre par une liste denouveaux noeuds (voir la �gure 4.2).En alulant la liste des nouveaux noeuds qui doivent remplaer une feuille donnée,on peut avoir à aluler des mises à jour des étiquettes des noeuds internes sur le heminqui mène à ette feuille. Cei orrespond au phénomène de ra�nement des odages tri-angulaires dérit dans la setion 3.3.2, il peut se produire dès que l'on alule une bornede Cauhy ou bien le signe d'un nombre algébrique. Dans la struture arboresente d'unéhantillon ylindrique, un hemin de la raine à un n÷ud orrespond exatement à unodage algébrique.Il est a priori intéressant de propager les aluls de ra�nements dans la strutured'arbre, 'est à dire de mettre à jour les noeuds internes de l'arbre au fur et à mesurequ'on les alule pour éviter la perte d'information sur la préision des enadrements etune répétition inutile des aluls.La mise à jour dans l'arbre se fait par reopie suessive des hemins dont on a aluléun ra�nement.Toutes les opérations qui peuvent onduire à une mise à jour des odages triangulairesrenvoie, en plus de leur valeur, la valeur de la mise à jour du odage. C'est le as parexemple de la fontion Pol_low_sign de l'enregistrement dérit sur le ode 4.4. Enbout de haîne, l'opération qui transforme une feuille d'une éhantillon de niveau n en lenouveau bourgeon (voir enore en �gure 4.2), alule non seulement la liste des nouveauxnoeuds, mais aussi une mise à jour des étiquettes du hemin menant à ette feuille.On suppose que l'on dispose d'un opérateur qui permet la mise à jour d'un éhantillonylindrique de niveau n.
Variable path : Set.
Variable mkCad_map : ∀ C D : Set,

(path → C → (path * D)) → mkCad C → mkCad D.La �gure 4.4 illustre le type de et opérateur mkCad_map, en représentant graphique-ment les instaniations des types C et D qui seront faites en pratique.
: path

updated !

updated !

updated !

: C : D

updated !

Fig. 4.4: Constrution d'un éhantillon de dimension n + 1138



Le type path est elui des hemins dans un éhantillon ylindrique de niveau n (dondes odages triangulaires de dimension n). Le type C est le type des feuilles dans unéhantillon ylindrique de niveau n, et D est le type des éléments par lesquels on remplaees feuilles pour obtenir un éhantillon ylindrique de niveau n + 1.On dispose d'une opération qui alule à partir d' une feuille de type C et de sonhemin de type path, une valeur mise à jour du hemin et un élément de type D.L'opérateur de mise à jour, à partir de es arguments et d'un éhantillon ylindriquede niveau n, dont les feuilles sont de type C, alule un éhantillon ylindrique de niveau
n dont les feuilles sont de type D, 'est à dire dans la pratique un éhantillon ylindriquede niveau n + 1. Dans e nouvel éhantillon, les noeuds internes ont été mis à jour.Dans es onditions, on peut programmer l'opérateur de mise à jour orrespondant auniveau n+1, qui propage les ra�nements de gauhe à droite grâe à la fontion auxiliaire
two_fold.
Variable mkCad:Set → Set.
Definition next_label := mkRpoint.

Definition next_mkCad(C:Set):= mkCad (list (next_label * C)).

Definition next_path := (path * next_label).

Fixpoint two_fold(A B C:Set)
(f: A → B → (A*C))(a:A)(l:list B){struct l}: A * (list C):=
match l with
|nil ⇒ (a, nil)
|b::l1 ⇒
let (a1, c1) := f a b in
let (a2, l2) := two_fold f a1 l1 in
(a2, (c1::l2))

end.

Definition next_mkCad_map(C D:Set)
(f:next_path → C → (next_path * D))
(t:next_mkCad C) : next_mkCad D :=
let aux(p : path)(leave : list (next_label * C)) :
path*(list (next_label * D)):=
let f_aux (p:path)(np:next_label*C):path*(next_label*D):=
let (nlabel,c) := np in
let (updated_npath,d):=f (p,nlabel) c in
(fst updated_npath,(snd updated_npath,d)) in

two_fold path (next_label*C) (next_label * D) f_aux p leave in
mkCad_map (list (next_label * C)) (list (next_label * D)) aux t.Code 4.5: Mise à jour dans la struture d'éhantillon ylindriquePour �nir, on programme le point �xe qui itère la onstrution de et opérateur pourtoute valeur de n. Ce point �xe est programmé omme dans le ode 4.6. La onstrution

match ... return ... with est elle qui permet au système Coq de typer des termesonstruits par un �ltrage, ii sur n, dont le type des branhes dépend de n.139



Fixpoint mkCad_mapn(n:nat)(C D:Set){struct n}:
((cell_pointn n)→ C → ((cell_pointn n) * D))→
mkCadn n C → mkCadn n D:=

match n return
((cell_pointn n)→ C → ((cell_pointn n) * D))→

mkCadn n C → mkCadn n D
with
|O ⇒
let res(f : unit → C → unit * D)(x:C):D:=snd (f tt x) in
fun f : unit → C → unit * D ⇒ (fun x:C ⇒ res f x)

|S n ⇒
fun
(f : (cell_pointn (S n))→ C → ((cell_pointn (S n)) * D)) ⇒
next_mkCad_map
Rat (Poln n) (Infon n) (cell_pointn n)
(mkCadn n) (mkCad_mapn n) C D f

end.Code 4.6: Point �xe onstruisant l'opérateur de mise à jour des éhantillons ylindriquesComme les types des étiquettes des noeuds sont di�érents selon leur profondeur dansl'arbre, il est di�ile d'érire un type générique pour les (sous-)arbres manipulés. Ceiserait néessaire pour utiliser des strutures de données plus e�aes(Huet 1997) pourmettre en plae e partage.D'autre part, même s'il est naturel de partager les mises à jour dans les noeudsinternes, sur les exemples que j'ai pu tester, le gain est très faible par rapport à la struturenaïve d'arbre non étiqueté dans laquelle les hemins sont stokés dans les feuilles. Dansette struture naïve, deux feuilles partageant des anêtres ommuns ne peuvent tirerparti de ette propriété.Le faible impat de ette optimisation s'explique en grande partie par la faible om-plexité géométrique des problèmes résolus en temps raisonnable par e programme : lenombre de variables est faible, e qui limite la profondeur des arbres, et le nombre deellules au dessus d'un même point est souvent peu élevé.4.3 Un prototype de tatique4.3.1 L'approhe ré�exiveL'objetif de e travail est de faire de l'algorithme de alul de CAD que nous avonsimplémenté dans le système Coq le moteur d'une tatique ré�exive (voir setion 1.2.1)pour l'assistant à la preuve.Rappelons que la programmation d'une tatique ré�exive omprend trois grandesphases :� La première phase onsiste à dé�nir la syntaxe de la lasse de problèmes à laquelleon s'intéresse. Pour ela, on dé�nit un type indutif, sur lequel on pourra donprogrammer par �ltrage, qui dérit ette syntaxe. On doit également fournir une140



fontion d'interprétation qui transforme un élément du type abstrait en une ins-tane onrète du problème dont on veut automatiser la preuve. En�n, un oraleprogrammé dans le méta-langage du système doit permettre de �deviner� la versionabstraite, syntaxi�ée d'une instane de e problème.� La seonde phase est la programmation de la proédure de déision à proprementparler, qui est une fontion prenant en argument un élément du type abstrait dé�nidans la première étape et qui alule une valeur booléenne.� En�n, la dernière phase doit fournir le théorème de orretion de la proédure. Ondoit onstruire la preuve formelle qu'une réponse positive de la proédure de déi-sion sur un argument donné onstitue e�etivement une preuve de l'interprétationonrète de et argument.Ii la lasse des problèmes dont on veut ré�éhir la syntaxe est l'ensemble des formulesloses du premier ordre de la théorie de orps réel los arhimédien. On onstruit donun type abstrait pour les formules du premier ordre dont les atomes sont des onditionsde signes sur des polyn�mes à oe�ients rationnels.
Inductive Atom : Set :=
| Pos : Pol → Atom
| Neg : Pol → Atom
| Zero : Pol → Atom.

Inductive Form : Set :=
| Aatom : Atom → Form
| Anot : Form → Form
| Aand : Form → Form →Form
| Aor : Form → Form →Form
| Aall : Form → Form
| Aex : Form → Form.Fig. 4.5: Dé�nition indutive du type abstrait des formulesLa dé�nition de la �gure 4.5 suppose impliitement que l'on a �xé le nombre devariables et un ordre sur es variables.On dé�nit aussi l'interprétation intuitive Phi : Form → Prop qui transforme uneformule abstraite en une proposition onrète (qui est un terme Coq de type la sorte

Prop). Cette interprétation se dé�nit simplement par indution sur la struture de laformule abstraite. Chaque atome abstrait est envoyé vers sa version onrète grâe àl'évaluation des polyn�mes en une liste de variables réelles. Chaque onneteur et haquequanti�ateur abstrait est transformé en son analogue onret dans Prop.Pour programmer l'orale qui assoie à haque formule onrète (élément de la sorte
Prop) de la théorie du premier ordre des nombres réels un élément de type Form, on dis-pose dans le système Coq de deux outils. Le premier est le métalangage Lta, utilisable enligne de ommande, que nous avons déjà utilisé dans le hapitre 1 lors de la oneption dela tatique d'automatisation dans les strutures d'anneau. Malheureusement, l'expressi-vité de e métalangage est limitée. En partiulier, il ne permet pas à e jour d'aéder aunom d'une variable liée par un quanti�ateur dans le but traité par la tatique. Cei estun obstale rédhibitoire à l'utilisation de Lta pour la fabriation de la tatique générale.En revanhe, il est possible d'érire un prototype de tatique en Lta qui ne résout que lesformules universellement quanti�ées. Pour es formules, l'introdution systématique desquanti�ateurs universels permet de réupérer les noms des variables qui sont désormaisdevenues des éléments du ontexte. Pour érire l'orale, et par suite la tatique, le plus141



général, il faudra utiliser un programme Oaml, qui est le langage dans lequel Coq estlui-même érit.Il faut en�n programmer la proédure de déision f qui alule une valeur de véritébooléenne pour haque élément de type Form. Dans le as qui nous oupe, ette pro-édure de déision est elle qui est dérite dans la setion 3.1.4, et dans le ode 3.4. Onrappelle que ette proédure extrait tout d'abord de la formule à déider la famille despolyn�mes �gurant dans ses atomes. Puis, elle alule une CAD de ette famille (ou pluspréisément un éhantillon ylindrique de points). Finalement la proédure de déisionalule la valeur de vérité de la formule de départ en parourant l'arbre alulé par laproédure de CAD en fontion de sa struture.Si on note f : Form → bool la proédure de déision qui à une formule de type
Form assoie sa valeur de vérité en tant que formule de l'arithmétique du premier ordresur les réels, le théorème de orretion de la tatique s'énone ainsi :

Theorem f_correct : ∀ F:Form, (f F) = true ⇒ (Phi F)Lorsque l'utilisateur utilise ette tatique pour obtenir une preuve d'une formule,l'orale alule d'abord un élément F : Form tel que ette formule soit syntaxiquementégale à (Phi F). Puis la tatique applique le théorème f_correct i-dessus, pourette formule abstraite F. En�n, le véri�ateur de types alule la valeur de (f F), 'està dire de la proédure de déision appliquée à F. Si ette valeur est bien true, alors lapreuve est terminée. Sinon, la tatique éhoue.La preuve du théorème de orretion de la proédure est bien sûr un dé� important.Cette seule preuve utilise en fait toutes les preuves de orretion de toutes les fontionsutilisées dans le alul de la CAD, depuis les opérations d'arithmétique polynomialejusqu'à la orretion de l'opérateur d'élimination des variables. Ce théorème, dont lapreuve formelle est très grosse, est établi (et véri�é) une fois pour toute, ensuite sonénoné sera utilisé à haque appliation réussie de la tatique.4.3.2 Prototype et exemples d'utilisationPour le moment, seule est disponible une version prototype de la tatique nommée
Tarski, qui traite les buts quanti�és universellement. Le alul e�etué utilise en e�etnotre programme Coq de alul d'éhantillon ylindrique, mais le théorème de orretionde la tatique est posé en axiome. Comme la preuve de e théorème n'in�ue pas surles performanes de la tatique en termes de temps de alul, e prototype donne uneidée exate des temps de preuve en utilisant ette méthode, indépendament de l'étatd'avanement de la preuve formelle de la orretion.Les exemples i-après ont pour but de montrer les problèmes que l'on peut envisagerde traiter de façon automatisée ave une tatique basée sur l'algorithme de CAD. Lestemps d'exéution donnés représentent le alul d'une CAD omplète pour la famille depolyn�mes onsidérées. Pour la taille des problèmes envisagés, le alul de la forme syn-taxifée et le parours de l'arbre lors de la phase de déision se font en temps négligeable.L'exéution est réalisée par le système Coq en utilisant la rédution ompilée vers une ma-hine virtuelle (Grégoire 2003) et une implémentation des nombres rationnels onstruiteau dessus de l'arithmétique modulaire erti�ée des entiers réemment implémentée enCoq (Grégoire et Théry 2006). Le proesseur utilisé est un Pentium 4 à 3GHz.142



Un polyn�me, une variable, des raines simplesCalul d'une CAD pour la famille réduite à un unique polyn�me :
{(X − 1)(X − 2) . . . (X − n)}

n 8 10 12 14 16 18 20
secondes 17 80 349 1057 3167 7556 16885Remarquons que jusqu'à n = 20, le alul de la CAD pour la famille à n polyn�mes

{(X − 1), . . . , (X − n)}est immédiat.Deux polyn�mes, une variable, des raines ommunes et des raines propresCalul d'une CAD pour la famille à deux polyn�mes :
{(X − 1)(X − 2) . . . (X − 2n), = (X − n)(X − (n + 1)) . . . (X − 3n)}Ces deux polyn�mes sont de degré 2n et ont n raines ommunes et n raines propres.

n 4 5 6 7 16 18 20
secondes 18 86 370 1138 3376 8063 18031Ave des erlesDeux erles disjoints : {(X − 4)2 + Y 2 − 1, X2 + Y 2 − 1}Calul en 17 seondesDeux erles tangents : {X2 + Y 2 − 1, (X − 2)2 + Y 2 − 1}Calul en 27 seondesDeux erles qui s'intersetent : {(X − 1)2 + Y 2 − 1, X2 + Y 2 − 1}Calul en 17 seondesTrin�me du seond degréLa déomposition algébrique ylindrique du polyn�me en quatre variables aX2+bX+cest alulée en un peu moins de 3 minutes.Un exemple de J. AvigadDans son rapport sur la formalisation en Isabelle du théorème de nombres premiers(Avigad, Donnelly, Gray, et Ra� 2005), J. Avigad donne un exemple type des problèmesde manque d'automatisation que les auteurs ont renontré au ours de leur travail deformalisation. Ce problème en quatre variables, de degré total 3 mais linéaire en haunedes variables est traité en 156 seondes par la tatique.143



Le théorème de FeuerbahLe théorème de Feuerbah est un résultat de géométrie du triangle qui établit que dansune triangle, le erle d'Euler est tangent aux trois erles exinsrits et au erle insrit.Un système de oordonnées artésiennes bien hoisi permet d'exprimer e problème sousla forme d'un système d'inégalités polynomiales :
∀xy, x ∗ (−x + x2 + y2) > 0 ∧ y2x(x − 1) > 0 ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ −((−4)x7 + x8 − 4 ∗

xy4 ∗ (−31 + y2) − 4 ∗ x5 ∗ (1 + 3 ∗ y2) − 4x3y2 ∗ (2 + 3 ∗ y2) + x6(6 + 4y2) + y4(−63 +
2y2 + y4) + x4(1 + 14y2 + 6y4) + 2x2y2 − 27y4 + 2y6) ≤ 0Ce problème à deux variables et de degré total 8 n'est pas alulé en temps raisonnablepar le programme dans son état atuel.4.4 Conlusion et prolongementsLa proédure de alul d'un éhantillon ylindrique exhaustif pour une famille quel-onque de polyn�mes ayant un nombre de variables arbitraires est omplètement ahe-vée dans le système Coq. Ce travail repose sur une arhiteture de ode assez élaborée.L'utilisation de Coq omme langage de programmation impose ertains idiomatismes,notamment omme nous l'avions déjà mentionné au hapitre 1 dans l'ériture des points�xes. Néanmoins ei ne onstitue pas, et de loin, la di�ulté majeure de ette implan-tation. Nous pensons que le travail n'est pas signi�ativement plus di�ile que si l'onavait hoisi un langage de programmation plus onventionnel omme Oaml. Les typesdépendants du language de programmation de Coq ont par ailleurs permis d'obtenir unesolution élégante pour la mise en plae de la réursivité de l'algorithme. Conevoir uneimplémentation omplète d'un algorithme de alul de CAD reste néanmoins un puzzlealgorithmique sophistiqué, essentiellement à ause du traitement des ellules onstruitesau dessus d'un point algébrique3.À notre onnaissane (Brown 2004) il existe au moins quatre implémentations om-plètes et opérationnelles d'algorithmes de alul de CAD :� QEPCAD est un programme interatif érit en C, basé sur la librairie de alulformel SACLIB. Il est dû à H. Hong mais a béné�ié d'autres ontributeurs parmilesquels G. E. Collins (Hong 1990)� QEPCADB est issue de QEPCAD mais a été amélioré et étendu par C.W. Brown. Ilest développé en C++ et disponible à l'adresse

http://www.cs.usna.edu/~qepcad (Brown 2003). Il s'agit ertainement del'implémentation la plus omplète disponible à e jour, tant dans les versions del'opérateur de projetion qu'elle propose que dans les outils d'exploitation de l'in-formation donnée par un alul de CAD.� RLCAD est implémentée dans l'extension REDUCE du système de alul formelREDLOG et disponible à l'adresse http://www.reduce-algebra.com/.� Une implémentation de l'algorithme de CAD a été intégrée à la distribution deMathematia (Strzebonski 2000)3C.W. Brown, auteur de l'implémentation QEPCADB explique dans (Brown 2004) : �I'd also like topoint out that while implementing CAD in its full generality is di�ult, implementing CAD for full-dimensional ells only is easy !� 144



R. Rioboo a également réalisé une implémentation omplète d'un algorithme de CADdans le language Axiom4, anêtre du language Aldor.Ce développement onstitue l'une des premières utilisations d'un assistant à la preuveomme langage de programmation pour implémenter un algorithme de alul formel deette envergure, tant en termes de taille du ode soure exéuté qu'en termes de om-plexité algorithmique.Ce passage à l'éhelle à été rendu possible par les orientations réentes du systèmevers le alul, et en partiulier grâe à l'introdution d'une rédution ompilée (Grégoire2003). Le hoix d'abstraire l'implémentation des oe�ients onstants des polyn�mestraités, qui sont aussi les objets du alul, nous a permis d'utiliser e programme ommeune plate-forme de tests. Ceux-i ont montré qu'une implémentation e�ae des al-uls sur les nombres peut augmenter de façon signi�ative la puissane du système parl'automatisation qu'elle rend possible.Dans les développements antérieurs à es possibilités de aluls e�aes, des alulsaussi oûteux étaient plut�t délégués à des orales externes omme un système de al-ul formel ou un moteur de alul programmé dans un autre langage de programmation(souvent Oaml dans le as du système Coq). Avoir reours à un orale externe qui om-munique ave un système de preuves formelles impose de pouvoir reonstruire à l'intérieurdu système une preuve formelle de haque réponse de l'orale. Ce mode opératoire estdon très adapté aux problèmes dont une solution est di�ile à trouver mais faile à dé-montrer. Un exemple de suès de e type de mariages est l'utilisation en HOL-Light d'unsystème expert de programmation semi-linéaire pour une tatique qui montre la positivitéd'un polyn�me (Harrison 2005). Cette tatique essaie simplement de aluler une iden-tité algébrique déomposant le polyn�me andidat en somme de arré. Si le programmeéhoue, la tatique aussi. Mais s'il réussit, l'identité algébrique est aisément véri�ée et lapositivité qui en déoule, aussi. Une preuve de e genre de problème dans un système depreuves formelles sans disposer de la fore de alul de et orale s'avère souvent extrême-ment pénible, voire impossible. Construire une tatique omplète pour la théorie des orpsréels los en délégant les aluls ne semble pas une bonne approhe : la reompositionde la preuve de la réponse d'un orale, omme 'était le as dans (Mahboubi et Pottier2002) est dans e as un proédé très long et oûteux. Néanmoins es deux approhes deoneption de proédures de déisions ne sont pas du tout exlusives. Bien au ontraire,elles doivent se ompléter pour obtenir des outils très e�aes. On peut en e�et imaginerde faire prééder le lanement d'une tatique omme Tarski, peu e�ae mais omplète,par des heuristiques omme elle mentionnée i-dessus. On rejoindrait en fait de la sortel'approhe des système de alul formels omme Mathematia, qui n'utilisent le alul deCAD que lorsque une batterie d'heuristiques ont éhoué.
4http ://savannah.nongnu.org/projets/axiom/145
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Chapitre 5Un prinipe d'indution pour lesnombres réelsDans e hapitre, nous proposons une preuve onstrutive d'un résultat d'analyse réelleappelé prinipe d'indution ouverte. La preuve lassique de e lemme est élémentaire maisle point de vue onstrutif est rendu déliat par le mélange de topologie et d'analyse réellequi intervient dans son seul énoné. La preuve proposée est largement inspirée de ellepubliée par Th. Coquand qui illustre le suès de la topologie sans les points pour extraireun ontenu alulatoire des arguments du type lemme de König.5.1 Un lemme trivial d'analyse réelleL'origine de e travail est une remarque de G. Dowek à la suite d'un travail de forma-lisation de notions élémentaires de inématique pour le tra� aérien (Muñoz, Butler, etCarreño 2001) dans le système PVS. Le prinipe d'indution ouverte est apparu dans etravail omme un rouage important des preuves du alul di�érentiel élémentaire.En analyse réelle lassique, il est faile de démontrer le lemme suivant :Proposition 5.1.1 (Indution fermée) Soit P un ensemble fermé non vide inlusdans R et c un réel appartenant à P . On suppose que P a la propriété suivante :
∀x ∈ [c, +∞[, ∃ε > 0 tq [x, x + ε[⊆ P (∗)Alors [c, +∞[⊆ P .Preuve : Par l'absurde : supposons qu'il existe y > c tel que y /∈ P . On dé�nitl'ensemble E := {x ∈ R|x ≤ y et x ∈ P}. E est fermé et majoré : il a un plus grandélément M .Par dé�nition de E, M ∈ P . Alors d'après (∗), il existe ε > 0 tel que [M, M + ε[⊆ P ,e qui ontredit la maximalité de M . �L'appellation �indution fermée� provient de l'analogie ave les prinipes d'indutionusuels, omme la réurrene sur les entiers naturels. En e�et on se donne dans les deuxas un sous-ensemble non-vide (étape d'initialisation) d'un ensemble X, possédant uneertaine propriété d'hérédité (hypothèse d'indution) et on montre que et ensemble vaut

X tout entier.L'énoné de e résultat ressemble également beauoup à elui d'une propriété deonnexité : un ensemble à la fois fermé et �ouvert à droite� reouvre �nalement un147



intervalle tout entier. De fait, e lemme est un argument standard qui permet par exempled'établir l'existene d'une unique solution maximale au problème de Cauhy dans lethéorème de Cauhy-Lipshitz.Il est possible d'éhanger les r�les des propriétés de fermé et d'ouvert pour obtenir lerésultat suivant :Proposition 5.1.2 (Indution ouverte) Soit A un ouvert du segment [0, 1], possédantla propriété suivante :
∀x ∈ [0, 1], [∀y < x y ∈ A] ⇒ x ∈ A (∗∗)Alors A = [0, 1].Preuve : Par l'absurde : supposons qu'il existe y ∈ [0, 1] tel que y /∈ A. On dé�nitl'ensemble E := {x ∈ [0, 1]|x /∈ A}. E est fermé, non vide, minoré : il a un plus petitélément m.Par dé�nition de E, m /∈ A et la minimalité de m implique que ∀x ∈ [0, m[, x ∈ A.Alors (∗∗) fore m ∈ A e qui est ontraditoire. �On peut également montrer e dernier résultat, toujours par l'absurde, en utilisantla aratérisation des ouverts de R omme réunion dénombrable d'intervalles ouvertsdisjoints.Cette preuve se transpose diretement au as où A est un ouvert d'un segment réelquelonque [a, b]. Puis, si A est un ouvert de la demi-droite réelle [c, +∞[, on montre que

A reouvre tout segment inlus dans ette demi-droite pour prouver en�n que A vaut enfait [c, +∞[ tout entier.Finalement, on obtient le orollaire :Corollaire 5.1.1 Soit A un ouvert de la demi-droite [c, +∞[. Si A possède la propriété
(∗∗), alors A vaut [c, +∞[ tout entier.Ce prinipe d'indution ouverte, préisément dans sa formulation sur [0, 1] n'est passans rappeler le problème de la ourse d'Ahille ontre la tortue1. Ahille partant du pointde départ 0 herhe à atteindre le point d'arrivée 1 en ourant. Sa ourse véri�e deuxpropriétés :� Ahille atteint un point p du parours si et seulement si il a atteint tous les autrespoints situés stritement entre le départ et p.� Si Ahille atteint un point p situé stritement entre le départ et l'arrivée, alors ilira un peu plus loin, et atteindra un point p′ > p.La question est don la suivante : est-e que es deux onditions su�sent à assurerAhille qu'il arrivera à destination ?...Les preuves que nous avons données de es deux lemmes sont bien sûr des preuveslassiques, puisque elle reposent toutes deux sur une utilisation direte de l'axiome detiers-exlus. On assure Ahille que s'il n'arrivait pas à bon port, on se trouverait dansune situation absurde. Par et arti�e, on ahe omplètement le ontenu alulatoire dees énonés. Lorsqu'on utilise le prinipe de réurrene sur les entiers pour démontrer unprédiat de la forme ∀nP (n), on peut omprendre le alul e�etué pour prouver uneinstane de e prédiat, i.e. P (n0) pour un n0 ∈ N partiulier, en éliminant les �oupures1Cette analogie s'inspire de (Veldman 2001). 148



de réurrene� dans la preuve par indution qui se termine par une élimination du quan-ti�ateur universel ∀. On prouve alors suessivement et sans utilisation du shéma deréurrene : P (0), P (1), . . . , P (n0). C'est e qu'on appelle le ontenu alulatoire de laréurrene sur les entiers naturels. Dans le ontexte qui nous oupe, en partant d'unepreuve lassique omme elle que l'on a proposé i-dessus pour le lemme d'indution ou-verte, il est impossible d'expliiter de la sorte la onstrution de la preuve qu'étant donnéun point quelonque de [0, 1], Ahille passe bien par e point. Pour e faire, il faudraobtenir une preuve onstrutive de l'énoné, que l'on sahe interpréter omme un alul.5.2 Preuves onstrutives5.2.1 Contenu alulatoire et onstrutivismeL'origine de l'intuitionnisme remonte à la thèse de dotorat de L. E. J. Brouwer en1907. Il s'agit pour Brouwer de ontribuer au débat alors virulent sur les fondationsdes mathématiques, et de proposer une desription préise de sa oneption de l'ati-vité mathématique. Il formule expliitement la séparation essentielle qui doit être faiteà son sens entre le ontenu mathématique, réeptale de l'intuition, et le langage ma-thématique, onsistant en une manipulation de symboles régie par des règles de syntaxe,et qui prendra plus tard le nom de meta-mathématique. Les onstrutions mathéma-tiques ont dans e ontexte une existene autonome et une validité intrinsèque, le langage(méta-)mathématique est quant à lui potentiellement imparfait et son r�le est antonnéà la desription de l'édi�e mathématique, ne ontribuant en auun as à l'augmenterou le modi�er. Un des attributs majeurs de ette vision des mathématiques est la remiseen ause du prinipe du tiers-exlus. De fait, tout preuve dans le système intuitionnisteontient un proédé algorithmique qui onstruit un témoin de l'énoné validé. Notonsqu'historiquement, il n'est pas question de préiser quel est le modèle de alul danslequel on plae es programmes qui onstruisent les témoins.Au delà de l'aspet onstrutif de telles preuves, qui résultent en aluls sur les objetsmathématiques du raisonnement, le point de vue onstrutif implique un hangementradial dans la façon d'envisager la notion de preuve. L'intuitionnisme déentre l'objetde la logique en privilégiant, plut�t que la notion de valeur de vérité qui était au oeurde la sémantique des preuves en logique lassique, elle de ausalité. On peut observe ephénomène sur le simple énoné A ⇒ B . En logique lassique, ette impliation peutêtre lue omme le fait que �dès que A est vraie alors B est vraie�. D'un point de vueintuitionniste, on interprète une preuve de l�impliation omme la donnée d'un proédésystématique de transformation de toute preuve de l'énoné A en une preuve de l'énoné
B. Il s'agit d'une remise en question omplète de la prouvabilité lassique, motivée parune ritique fondamentales des démonstrations lassiques : qu'a-t-on prouvé quand ondonne une preuve de A∨B ? les quanti�ateurs ∃ et ∀ induisent-il l'existene de fontionsalulables ?L'interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK) permet de préiser le modèlede alul qui dérit les onstrutions des preuves de la logique intuitionniste, sous laforme de programmes fontionnels. L'isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard étend etpréise ette orrespondane en interprétant les programmes omme des termes d'un λ-alul typé. Le point de vue réiproque sur la orrespondane de BHK inite à s'intéresser149



aux lasses de programmes fontionnels typés par une même formule logique. T. Gri�n(Gri�n 1990) déouvre que l'on peut typer ertaines instrutions standard des langagesde programmation fontionnels par des formules lassiques, 'est à dire non prouvablesau sens intuitionniste.La onstrutivité n'est ainsi pas l'apanage de la logique intuitionniste, et il faut nuan-er l'opposition lassique/onstrutif. Cette étude réiproque trouve en fait son adreformel dans l'étude la réalisabilité. La réalisabilité standard est une tehnique introduitepar S. Kleene pour onstruire des modèles ombinatoires de la logique intuitionniste.Cette tehnique se prolonge selon les grandes lignes suivantes : étant donné un langagede programmation fontionnel, qui est hoisi selon les besoins du développement (λ-alul,fontions réursives, Lisp,...), et une théorie, on se donne des règles d'interprétation quiassoient à haque formule de la théorie, un ensemble de programmes. Cet ensemble derègles est en fait une adaptation de l'interprétation de BHK au langage de programma-tion hoisi. Puis on s'attahe à montrer que si une formule est prouvable dans la théorie,alors elle est réalisable, en général par une indution sur la struture des dérivations depreuves. En fait la di�ulté prinipale repose sur la réalisabilité des axiomes de la théorie.Cette tehnique possède un hamp d'appliation très vaste : la réalisabilité lassique à laKrivine permet d'étendre l'interprétation de BHK à la logique lassique toute entière, enutilisant un langage de programmation ave ontinuations, il existe également une lignéede travaux portant sur la réalisabilité de la théorie des ensembles.5.2.2 Topologie, analyse réelle et extration de programmesLe problème qui nous oupe se situe à la roisée de deux domaines mathématiquesradialement modi�ées par le point de vue onstrutif, à savoir la topologie et l'analyseréelle. L'un des plus éminents arhitetes de la �reonstrution� des mathématiques déritainsi e phénomène : "Very little is left of general topology after that vehile of lassialmathematis has been taken apart and reassembled onstrutively. With some regret,plus a large measure of relief, we see this �amboyant engine ollapse to onstrutive size"(Bishop 1967). En analyse réelle, le théorème de Bolzano-Weierstrass, par exemple, perdsa validité, une fontion ontinue n'atteindra ainsi pas ses extrema sur un ompat, maison pourra approximer eux-i aussi préisément que désiré. Ces modi�ations proviennentde la nature in�nitaire des objets de l'étude, nature le plus souvent inerte en analyse réellelassique.La réhabilitation onstrutive passe par deux étapes indissoiables : le hoix d'uneaxiomatique satisfaisante, et la reonstrution des preuves des énonés éventuellementreformulés. Il existe néanmoins des tehniques pour extraire des preuves onstrutives àpartir d'arguments lassiques. L'une d'entre elles, la topologie sans les points est par-tiulièrement adaptée aux arguments de ompaité ombinatoire (Coquand 1991). Elleonsiste à modi�er la granularité de l'étude et à lui donner omme objet, non plus lespoints de l'espae topologique, mais ses ouverts. Coquand fait remonter les origines deette idée aux travaux de Whitehead au début du XXème sièle, et forge à partir deelle-i un outil pour transformer des énonés lassiques dont la preuve néessite l'usagede l'axiome du hoix en énonés prouvables onstrutivement. Cette hangement de pointde vue s'avère avantageux dans le ontexte de la formalisation des preuves en théorie destypes ar la desription d'espaes topologiques �sans les points� se formule assez naturel-150



lement à l'aide de dé�nitions indutives.Les deux preuves onstrutives de la propriété 5.1.2 de la littérature dont nous avonseu onnaissane illustrent deux démarhes di�érentes permettant d'obtenir une preuveonstrutive, et par suite un sens alulatoire, à un résultat prouvé par un argumentlassique.L'une d'elle (Veldman 2001) s'appuie expliitement sur la onstrution des réels ommesuites de Cauhy ave module de onvergene. Cette preuve montre que l'on peut amélio-rer l'argument de ompaité ombinatoire habituel, qui est le lemme de l'éventail2 pourobtenir le lemme d'indution ouverte.La seonde (Coquand 1997) abstrait la dé�nition des points réels pour obtenir unepreuve basée sur la notion d'ouverts. Le proédé de alul de la preuve porte don lui-même sur les ouverts et non sur les points réels, qui ont disparu du ontexte. Cette preuveutilise le prinipe d'indution barrée qui assure la terminaison de l'énumération d'arbres àbranhement potentiellement dénombrable sous ertaines onditions (voir setion 5.2.3).Cette version de la preuve travaille sur l'ensemble de Cantor, 'est à dire l'ensemble dessuites {0, 1}N.5.2.3 Arbres et terminaisonDans toute la suite, on désigne par N∗ l'ensemble des mots �nis sur les entiers naturelset par Nω l'ensemble des mots in�nis sur les entiers naturels.Si α est dans Nω et si x ∈ N, alors α(x) désigne le pré�xe de longueur x de α, à savoirle mot α0, . . . , αx−1.
∗ désigne la onaténation des mots �nis d'entiers et u•a est la notation utilisée pourla liste formée par onaténation de u et du mot a de longueur 1.Si u est un mot �ni, |u| désigne sa longueur.
ε désigne le mot vide.Du point de vue de la réalisabilité les axiomes présentés dans ette setion assurentla terminaison de parours dans des arbres dont les hemins sont de longueur �nie.Indution barréeL'axiome d'indution barrée est un axiome onernant les arbres à branhement éven-tuellement dénombrable, de profondeur éventuellement in�nie. En partiulier, on peuten dériver trivialement le lemme de l'éventail. C'est Brouwer qui formule, et utilise, lepremier une version de et axiome, dont on trouve plusieurs variantes dans la littérature(Troelstra 1973).L'ensemble N∗ peut être vu omme (l'ensemble des positions des n÷uds dans) l'arbreuniversel, dont les branhes, in�nies, sont les éléments de Nω. Une barre est un ensemblede n÷uds de et arbre qui ne peut être évité quand on parourt un hemin in�ni (voir�gure 5.1.Dé�nition 5.2.1 Barres2Il s'agit de la version intuitionniste du lemme de König, à savoir : tout arbre à branhement �ni dontles hemins sont de longueur �nie est onstitué d'un nombre �ni de n÷uds151
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u
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noeuds dans la barreFig. 5.1: Un barre pour le n÷ud uSoit X un prédiat sur N∗ et u un mot de N∗. On dit que X barre le mot u, noté X|u,si pour tout hemin in�ni α qui admet u omme pré�xe, il existe k ∈ N, tel que X(α(k)).Si E est un ensemble de mots �nis, on dira que X barre E s'il barre tous les élémentsde E.On dira que X est une barre si X barre ε.Dans e qui suit, on identi�e un n÷ud de l'arbre universel ave le mot �ni de N∗qui ode sa position. Étant donné un prédiat Y sur les mots �nis, i.e. un ensemble depositions de n÷uds dans l'arbre in�ni Nω, le prinipe d'indution barrée permet d'assurersous ertaines hypothèses que et ensemble de n÷uds Y ontient bien la raine ε.Considérons deux ensembles de n÷uds X et Y , tels que Y ontienne X et qui véri�entles hypothèses suivantes :� Y est héréditaire : 'est à dire que si tous les �ls d'un n÷ud sont dans Y , on a aussimontré que e n÷ud lui-même est dans Y .� X est monotone : 'est à dire que si un n÷ud est dans X, tous les desendants dee n÷ud le seront aussi.� X est une barre : si l'on a parouru dans l'arbre un hemin �ni qui nous a mené dela raine à la position u, quelle que soit la façon dont on prolonge e hemin, unn÷ud au moins du hemin in�ni sera dans X.Sous es hypothèses, le prinipe d'indution barrée assure que tous les n÷uds sontdans Y : un hemin qui passe par un n÷ud u oupe forément X. Si e hemin renontre
X en un pré�xe de u, on onlut par monotonie de Y que u est dans Y . Sinon, il faututiliser la propriété d'hérédité et initier un proédé réursif dont l'axiome d'indutionbarrée assure la terminaison.On peut énoner l'axiome d'indution barrée sous la forme de la règle d'inférenesuivante : 152



Fig. 5.2: Hérédité
Fig. 5.3: MonotonieAxiome d'indution barrée :

∀u ∈ N∗ [X(u) ⇒ Y (u)] Xest inlus dans Y (1)
∀u ∈ N∗ ∀a ∈ N [X(u) ⇒ X(u • a)] Xest monotone (2)
∀u ∈ N∗ [∀a ∈ N Y (u • a)] ⇒ Y (u) Y est héréditaire (3)
∀σ ∈ Nω ∃k | X(σ1, . . . , σk) Xest une barre (4)

∀u ∈ N∗, Y (u)Le point de vue de Coquand est de onsidérer une formulation indutive de et axiome,dont les règles de onstrutions ontr�lent la profondeur à laquelle on renontre la barresous un n÷ud.Dé�nition 5.2.2 (Barres indutives) Soit X un prédiat sur N∗. Le prédiat X|induest dé�ni indutivement par les règles d'introdution suivantes :
X(u)

X|ind u

X|ind u

X|ind u • a

∀a ∈ N, [X|ind u • a]

X|ind uOn dit que X est une barre indutive si X|ind ε.Le prinipe d'indution barrée est alors obtenu omme le prinipe d'indution as-soié à ette dé�nition indutive. Ce point de vue permet notamment de donner uneinterprétation du lemme de l'éventail en théorie des types (Fridlender 1999).Veldman reprend dans (Veldman 2001) l'axiome dans sa formulation donnée par Brou-wer pour prouver diretement le lemme de l'éventail sans utiliser d'indution barrée. Ilsemble s'être plut�t intéressé à la prouvabilité du lemme d'indution ouverte ave unaxiome �nitaire omme elui de l'éventail. En fait il utilise une version presque-�nie del'éventail, dans laquelle le branhement des arbres est aratérisé par une notion intui-tionnisme de non-in�ni.Barres déidablesLa formulation de l'indution barrée que nous utilisons dans e qui suit est une for-mulation partiulière aux arbres dont les hemins sont de longueur �nie, prohe en faitdu lemme de l'éventail. Elle permet de onlure que la raine d'un tel arbre est déidable,sans hypothèse de monotonie mais en disposant d'un prédiat de barre déidable.153



Indution barrée ave barre déidableSoit X et Y deux prédiats sur N∗.
∀u ∈ N∗ [X(u) ⇒ Y (u)] X implique Y
∀α ∈ NN ∃k | X(α(k)) X est une barre
∀uP (u) ∨ ¬P (u) X est déidable
∀u ∈ N∗ [∀a ∈ N Y (u • a)] ⇒ Y (u) Y est héréditaire

Y (ε)5.3 Indution ouverte pour les ouverts énumératifsDans ette setion, nous proposons une preuve par indution barrée de la propriété5.1.2 pour une axiomatique intuitionniste des nombres réels. Il s'agit d'une adaptation dela preuve ombinatoire de Coquand qui donne le résultat pour les ouverts de l'ensemblede Cantor (Coquand 1997).5.3.1 Ouverts énumératifsOn se plae dans le adre d'une axiomatique intuitionniste des nombres réels, ommeorps réel los intuitionniste (voir les axiomes de la dé�nition 3.1.1) arhimédien. Lessuites de Cauhy intuitionnistes forment un modèle de ette axiomatique.La topologie dont est munie ette struture réelle est elle des ouverts énumératifs.Dé�nition 5.3.1 (Ouvert énumératif) Un ensemble ouvert énumératif de R est uneunion d'intervalles ouverts à bornes rationnelles donnés par une fontion :
g : N → Q × Q

n 7→ (αn, βn)Préisément : A =
⋃

n∈N
]αn, βn[Si E est un sous-ensemble de R, on dé�nit un ouvert énumératif de E omme l'in-tersetion d'un ouvert énumératif de R ave E, omme il est usuel de le faire pour lestopologies induites.Les ouverts énumératifs ne sont pas néessairement des ensembles déidables. Onprouve qu'un point x ∈ R est dans un ouvert dénombrable dé�ni par une fontion g :

N → Q × Q si on sait aluler un témoin n tel que g(n) = (α, β) et x ∈]α, β[.Le hoix de la topologie de R pour laquelle on établit le résultat est ruial pour lapreuve ar il est diretement lié à la terminaison du alul e�etué au ours de la preuve.Par exemple, dé�nir un ouvert omme la donnée pour haun de ses points du rayon d'uneboule inluse ne serait pas adapté à l'argument utilisé, et d'ailleurs ontraire à l'approheonsistant à éliminer les points du raisonnement.5.3.2 Preuve par indution barréeLe prinipe d'indution ouverte dont nous proposons une preuve s'énone ainsi :154



Théorème 5.3.1 (Indution ouverte) Soit A un ouvert énumératif du segment [0, 1],possédant la propriété suivante :
∀x ∈ [0, 1], [∀y < x y ∈ A] ⇒ x ∈ A (∗ ∗ ∗)Alors A = [0, 1].Preuve Dans e qui suit, si I est un intervalle fermé borné de la forme [x, y], alors onnote Ig l'intervalle fermé [x,

x + y

2
] et par Id l'intervalle fermé [

x + y

2
, y].On note G la famille des intervalles ouverts qui dé�nissent l'ouvert énumératif A :

G := {]αi, βi[, i ∈ N}On dé�nit de façon mutuellement réursive le prédiat aeptable sur N∗ et une ap-pliation f qui envoie les éléments de N∗ sur des intervalles fermés de [0, 1] à bornesdyadiques :
◮ Dé�nition de aeptable : � ǫ est aeptable� u • 0 est aeptable ssi u est aeptable� u•(n+1) est aeptable ssi f(u)g est aeptable et si f(u)g est inlus dans l'union�nie d'intervalles ⋃i<n+1]αi, βi[
◮ Dé�nition de f : � f(ε) := [0, 1]� f(u • 0) := f(u)g� f(u • (n + 1)) :=

{

f(u)d si u • (n + 1) est aeptable
f(u)g sinonRemarque 5.3.2.1 Soit u un élément de N∗ et a, b ∈ Q tels que f(u) = [a, b]� La longueur de l'intervalle f(u) = [a, b] est 1

2|u|
.� L'intervalle fermé [0, a], éventuellement réduit au singleton {0}, est inlus dans A,ar il est inlus dans une union �nie d'intervalles ouverts de la famille G.On donne sur la �gure 5.4 un exemple possible de on�guration pour la fontion f etle prédiat aeptable. Un mot �ni est représenté par un n÷ud dont il ode la positiondans l'arbre universel T . On identi�e un n÷ud ave sa position. Les n÷uds aeptablessont enadrés.Supposons que [0, 1

2
] est inlus dans ]α0, β0[

⋃

]α1, β1[
⋃

]α2, β2[ mais pas dans
]α0, β0[

⋃

]α1, β1[. Sur la �gure 5.4, ertains n÷uds de T sont étiquetés ave les valeurs de
f et du prédiat aeptable que l'on peut aluler ave ette information.Le premier mot de longueur 1 qui soit aeptable est le mot 3, et tout mot n delongueur 1 tel que n ≥ 3 est aeptable, puisqu'on inlut le même intervalle dans uneunion roissante d'éléments de G.Le mot 30 de longueur 2 est aeptable puisque son pré�xe 3 est lui-même aeptable.Il faut véri�er si [1

2
, 3

4
] est inlus dans ]α0, β0[ ou non pour aluler la valeur de f(31).Soit X le prédiat sur N∗ dé�ni par :

X(u)
def≡ u aeptable ⇒ f(u) est inlus dans ⋃i<|u|]αi, βi[Le prédiat X est déidable. Le lemme suivant fait de X une barre.Lemme 5.3.2 Pour toute suite in�nie d'entiers n1n2 . . . de NN, il existe k tel que f(n1 . . . nk)est inlus dans ⋃i≤k]αi, βi[. 155



f(0) =[0, 1/2]

f(1) =[0, 1/2]

f(2) =[0, 1/2]

acc
) =[0, 1]f(ε

f(3) =[1/2,1]

f(4) =[1/2,1]

f(5) =[1/2,1]

acc

acc

acc

acc

acc

f(20) =[0, 1/4]

f(10) =[0, 1/4]

f(00) =[0, 1/4]

acc

acc

acc

acc

f(30) =[1/2, 3/4]

f(40) =[1/2, 3/4]

f(50) =[1/2, 3/4]

Fig. 5.4: Exemple de on�guration
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Preuve Nous démontrons ii la proposition suivante, qui est plus forte :Pour toute suite in�nie d'entiers n1n2 . . . de NN, il existe k tel que f(n1 . . . nk) estinlus dans l'un des intervalles ]αi, βi[ for i = 0 . . . k.Pour tout k ∈ N, on note [ak, bk] la valeur de f(n1 . . . nk). La suite ([ak, bk])k∈N estune suite d'intervalles fermés stritement emboîtés, telle que :
∀k ∈ N, bk − ak =

1

2kLa suite (ak)k∈N est par suite une de suite Cauhy roissante qui admet l'identitéomme module de onvergene. Elle onverge vers un nombre réel x qui est un élémentde A.D'après la remarque 5.3.2.1, pour tout entier k, l'intervalle [0, ak] est inlus dans A.Par suite, pour tout y < x, [0, y] est aussi inlus dans A. Comme l'ouvert A possède parhypothèse la propriété indutive (∗ ∗ ∗), le point x est aussi un élément de A. A e titre,il existe un entier n0 tel que x soit dans l'intervalle ]αn0, βn0 [ de la famille G. Il existeaussi un entier k0 tel que l'intervalle [ak0 , bk0 ] : il su�t de hoisir un entier k0 tel que
1

2k0
≤ βn0 − αn0 .Soit k := max(n0, k0). Comme k ≥ k0, on a bien :

f(n1 . . . nk) = [ak, bk] ⊆ [ak0 , bk0 ] ⊆]αn0 , βn0[ ave n0 ≤ k

�On dé�nit le prédiat Y sur N∗ de la façon suivante :
Y (u)

def≡ u aeptable ⇒ f(u) est inlus dans une union �nie d'intervalles de GPour tout mot �ni u, on a X(u) ⇒ Y (u). Toutes les onditions sont réunies pourutiliser le prinipe d'indution barrée ave barre déidable, a�n de prouver que l'intervalle
[0, 1] est inlus dans une union �nie d'éléments de la famille G :� Pour tout mot �ni, X(u) ⇒ Y (u).� X est monotone : pour tout n ∈ N et pour tout mot �ni u ∈ N∗, f(u • n) est inlusdans f(u).� Y est héréditaire : soit u un mot �ni aeptable. Supposons de plus que pour tout

n ∈ N, Y (u • n). En partiulier, f(u • 0) = f(u)g est inlus dans une union �nie
⋃

i<n+1]αi, βi[. Par dé�nition, u • (n + 1) est alors aeptable et f(u • (n + 1)) =
f(u)d est inlus dans une union �nie d'intervalles de G. Par dé�nition du prédiataeptable, u • (n + 1) est alors aeptable, et par hypothèse, f(u • (n + 1)) = f(u)dest par suite inlus dans une union �nie d'intervalles de G. L'intervalle f(u) estdon lui aussi inlus dans une union �nie d'intervalles de G ar 'est le as pour sesdeux moitiés f(u)g et f(u)d.� Le lemme 5.3.2 assure que le prédiat déidable X est une barre.Le prinipe d'indution barrée ave barre déidable permet d'obtenir Y (ε) soit :

ε est aeptable ⇒ f(ε) est inlus dans une union �nie d'intervalles ouverts éléments de GComme par dé�nition ε est aeptable et f(ε) = [0, 1], ei prouve que l'ouvert énu-mératif A muni de sa propriété indutive reouvre le segment [0, 1] tout entier. �157



Les interrogations d'Ahille semblaient en e�et légitimes : si l'objetif d'atteindre lepoint 1 semble inertain, il en est en fait de même de tous les autres points du paroursqu'on pourrait poser omme jalons : le point 1
2
peut être atteint en une étape si g(0)ontient [0, 1

2
] mais il faudra peut être beauoup (in�niment ?) plus d'étapes. Ce pointde mi-parours est en fait un objetif aussi lointain que le point 1. Heureusement, laombinaison des qualités de la ourse d'Ahille ave l'axiome d'indution barrée assurentAhille d'arriver en temps �ni à destination.5.4 ConlusionLa transposition des idées originales de Coquand à une struture réelle munie de latopologie dé�nie par les ouverts énumératifs permet d'obtenir une preuve onstrutivedirete du prinipe d'indution ouverte pour ette struture.La preuve préédente (Coquand 1997) établissait le résultat pour l'ensemble de Cantor

K, sur lequel on dé�nit les ouverts par des prédiats déidables sur les mots binaires �nis.Nous proposons de travailler diretement ave des nombres réels, et une topologie qui nousa semblé naturelle. Il nous semble également di�ile d'obtenir diretement une preuvede l'indution ouverte dans e adre, par le biais d'une appliation ontinue entre R et Kpar exemple. Par ontre, omme le montre la preuve i-dessus, les idées de la preuve entopologie sans les points sur l'ensemble de Cantor se transposent pour fournir une preuvedans le adre ontinu.Le ontenu alulatoire de ette preuve est très simple : la preuve que l'ouvert énumé-ratif A, possédant la propriété (∗ ∗ ∗) reouvre l'espae [0, 1] tout entier est simplementl'énumération des intervalles ouverts à bornes rationnelles qui dé�nissent A. Le priniped'indution barrée vient assurer la terminaison de ette énumération en temps �ni, pourobtenir un reouvrement �ni de [0, 1] par des intervalles ouverts à bornes rationnelles tousinlus dans A.Cette exerie d'adaptation laisse plusieurs questions en suspens. La version la plusutilisée du prinipe en mathématiques lassiques semble être l'indution fermée. Du pointde vue intuitionniste, les deux prédiats sont très di�érents, la topologie intuitionnisteétant privée de la orrespondane duale entre fermés et ouverts. Il faut probablement re-onsidérer omplètement le problème pour obtenir une preuve onstrutive de et énoné.Du point de vue du ontenu alulatoire, l'axiome utilisé pour assurer la terminaisonde la preuve est très puissant, e qui semble avoir motiver les travaux de Veldman pourironsrire au mieux l'argument de terminaison requis pour ette preuve. Ce problème està notre onnaissane enore ouvert. Il s'agit là d'un aspet du problème de la lassi�ationdes axiomes à la lemme de l'éventail selon leur puissane de alul.
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Conlusion
Contributions et onlusionLe travail réalisé dans ette thèse s'artiule autour de deux axes.Le premier est d'apporter au système Coq des outils d'automatisation puissants enexploitant l'e�aité du méanisme de rédution dont s'est doté le système. Ces évolutionsréentes qui plaent au premier plan les tehniques ré�exives pour érire des tatiquesont été un pré-requis indispensable à e travail. L'objetif prinipal est d'apporter unetatique pour l'automatisation de la théorie du premier ordre de l'arithmétique réelle maisle travail onséquent que néessite e programme apporte les ingrédients qui permettent laréalisation d'autres outils d'automatisation. Ceux-i onstituent à la fois des ontributionsà l'amélioration générale de l'environnement de preuve, et des étapes néessaires pourrendre la preuve de orretion de l'algorithme de déision pour les réels réalisable.Le seond est de réaliser une preuve formelle de la orretion d'un algorithme de CAD.Cei représente un dé� important ompte tenu en partiulier de l'absene de bibliothèquesde preuves formalisées en Coq qui soient réutilisables dans e ontexte. L'arhitetured'une formalisation de ette envergure demande en soi un travail de ré�exion sur l'arti-ulation des aluls mis en jeu. Cet aspet que l'on peut quali�er d� 'algorithmique despreuves formelles� a in�ué les hoix algorithmiques de programmation pour obtenir unestruture de ode qui permettent de lui ajuster sa preuve de orretion pour aboutir à latatique ré�exive �nale.Dans es deux axes, on a mené une ré�exion pratique et théorique sur la méanisationdes aluls et des preuves en analyse réelle. En e�et la réalisation d'une proédure dedéision erti�ée pour l'arithmétique réelle néessite une étude transversale, depuis lesaspets méta-théoriques de l'axiomatisation des strutures logiques, en passant par uneompréhension en profondeur des arguments de géométrie semi-algébrique réelle mis enjeu dans l'algorithme de CAD, et �nalement un travail algorithmique important pour lamise en ÷uvre de l'implémentation.Le travail repose sur les algorithmes proposés par un ouvrage de référene de la géo-métrie algébrique réelle (Basu, Pollak, et Roy 2003).Une implémentation omplète en Coq de l'algorithme de CAD. La première ontri-bution de e travail est de proposer une nouvelle implémentation de l'algorithme dedéomposition algébrique ylindrique de Collins en utilisant le language de programma-tion fontionnel ave types dépendants du système Coq. L'implémentation traite le alulomplet des ellules, et sert ainsi de support au programme de déision. Cette implé-mentation est servie par le système de types dépendants du language, qui permet uneimplémetation fontionnelle élégante. 159



Une bibliothèque erti�ée d'arithmétique polynomiale e�ae. Une étape préliminaireà l'implémentation d'un tel algorithme est la oneption d'une bibliothèque de alul surles polyn�mes adaptée à l'exéution à l'intérieur du système Coq. La forme de Hornerreuse permet de réaliser une telle bibliothèque, omprenant les opérations d'anneaux,des opérations formelles omme la dérivée ou la tronature, une division eulidienne et lealul du plus grand ommun diviseur par l'algorithme des sous-résultants.Une tatique pour la déision dans les strutures d'anneaux. Cette représentation ef-�ae est utilisée pour le alul de forme normale de termes dans une struture d'anneau(ou de semi-anneau) dans une tatique ré�exive d'automatisation des preuves d'égalitésdans les anneaux/semi-anneaux. Cette tatique améliore la version disponible dans ladistribution standard du système selon deux diretions orthogonales : l'une d'elle est lareprésentation des polyn�mes de la forme abstraite, qui utilise la forme de Horner reuse,l'autre est d'exploiter au mieux les possibilités de alul sur les oe�ients lors de lasyntaxi�ation des termes, pour rendre le alul de forme normale e�ae.Une preuve formelle de l'algorithme des sous-résultants. La preuve de l'algorithmede alul de pgd implémenté dans la bibliothèque est une preuve de alul formel trèstehnique qui met en jeu des notions d'algèbre multilinéaire, au travers d'une notionde déterminant polynomial. La formalisation de ette preuve a ainsi onduit à proposerune dé�nition en Coq des déterminants, par une règle de alul, qui permet de travaillerrapidement ave des appliations multilinéaires, antisymétriques et alternées, dont lesoordonnées des arguments peuvent être dans un anneau, sans avoir besoin de onstruirela hiérarhie des strutures algébriques jusqu'aux modules de type �ni et à l'algèbremultilinéaire.État d'avanement de la preuve formelle. Le bilan à e jour des preuves formellesahevées est le suivant. La struture d'anneau des polyn�mes en forme de Horner reuseest établie, grâe à un travail ommun ave L. Rideau. La preuve de l'algorithme dedivision eulidienne a été terminée par L. Pottier, reste à prouver l'inégalité des degrés.Sous ette hypothèse, qui reste en axiome, la preuve de l'algorithme de alul de pgd parl'algorithme des sous-résultants est en grande partie terminée : la preuve du lemme dedéalage est terminée et elle du théorème fondamental est très prohe d'être ahevée :il ne reste plus qu'à régler quelques problèmes ausés par les di�ultés de réérituredans les sétoïdes. Ce dernier travail a béné�ié des suggestions de L. Théry pour laformalisation des déterminants et de l'aide de L. Rideau pour les preuves formelles dansles déterminants. Y. Bertot a ahevé réemment la preuve de la version faible de la loi deDesartes qui assure la orretion du proédé d'isolation des raines réelles d'un polyn�me.Cette dernière preuve utilise les rationnels de la bibliothèque standard pour évaluer lesthéorèmes à fournir à partir de l'axiomatique donnée pour les strutures de oe�ientsrationnels. F. Guilhot a proposé une preuve de orretion du proédé de dihotomie enutilisant la bibliothèque standard des réels et en paramétrant son développement par unaxiome de spéi�ation de la fontion de alul des oe�ients de Bernstein.PerspetivesArhiteture de la preuve formelle omplète de orretion.L'ahèvement de la preuve omplète de la orretion de l'algorithme de CAD onstitue160



à la fois un dé� et un test de grande éhelle pour le système de preuve formelle. Les preuvesde orretion de l'opérateur de projetion onstituent par exemple une étape signi�ativedu développement restant. En e�et, la orretion de es opérateurs de projetion reposesur les propriétés de la l�ture algébrique du orps réel los, et sur la ontinuité desraines d'un polyn�me. Cette preuve du théorème de orretion de la tatique ré�exiveva dépendre à la fois de la robustesse de l'arhiteture hoisie pour le programme et dela souplesse du système qui doit permettre à l'utilisateur de programmer aisément desoutils de preuve ad ho (simpli�ation d'expressions algébriques, réériture).Heuristiques. La tatique reposant sur l'algorithme de CAD programmé est omplète,même si ette propriété n'est pas prouvée formellement puisqu'elle est indépendante dela orretion de la proédure de déision. La oneption d'un outil omplet présenteun intérêt intrinsèque, tant théorique que de test des limites du système de preuve.Néanmoins il existe de nombreux as dans lesquels le alul de CAD est trop oûteux etpeut être ourt-iruité par une heuristique e�ae. L'étude des algorithmes heuristiquespour les problèmes d'inégalités polynomiales réelles, elles utilisées par exemple par unsystème omme Mathematia, devrait apporter des tehniques élégantes, e�aes, et sipossible moins déliates à prouver formellement, pour onstruire une batterie d'outils desemi-déision rapides au dessus de la tatique omplète basée sur la CAD.Modules. Dans e développement, le système atuel de modules de Coq s'est avérétrès adapté à l'abstration de l'implémentation des oe�ients rationnels mais il devientinutilisable du fait de la struture du programme lorsqu'il s'agit de partager du odeentre as de base et as indutif. Le système Coq propose dans son état atuel deuxméanismes d'abstrations, setions et modules, qui oexistent sans être omplètementompatibles. Pouvoir ombiner es deux outils est un problème déliat et repose sur deshoix sémantiques mais dans un exemple omme elui-i il sera intéressant d'explorer espistes qui apporteraient un onfort signi�atif à la programmation et surtout à la preuve.Automatisation en géométrie. La formalisation du raisonnement géométrique a donnélieu à plusieurs travaux visant à proposer un adre métathéorique au raisonnement géo-métrique. Dans sa thèse (Narboux 2006), J. Narboux a proposé une formalisation en Coqde l'axiomatique de Tarski ainsi qu'une axiomatique de la géométrie plane sur laquelle ilimplémente une proédure de déision basée sur la méthode des aires. Cette proédure dedéision transforme d'abord le problème géométrique en un ensemble d'équations, puis,elle résout le système obtenu. La ombinaison de ette proédure de déision ave une ta-tique omme elle dérite dans e travail permettrait de fournir une proédure très rihepour l'automatisation du raisonnement géométrique en autorisant des hypothèse d'inéga-lité dans les systèmes. Cei augmente onsidérablement les problèmes de géométrie quel'on peut automatiser. D'autres proédures de déisions pour la géométrie deviennentégalement aessibles à partir de la bibliothèques d'arithmétique polynomiale développéedans e travail, en partiulier grâe aux algorithmes de divisions/pseudo-divisions, ommela méthode de Wu (Wu 1978).
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RésuméLe logiiel Coq est un assistant à la preuve basé sur le Calul des Construtions In-dutives. Dans ette thèse nous proposons d'améliorer l'automatisation de e systèmeen le dotant d'une proédure de déision ré�exive et omplète pour la théorie du pre-mier ordre de l'arithmétique réelle. La théorie des types implémentée par le système Coqomprend un langage fontionnel typé dans lequel nous avons programmé un algorithmede Déomposition Algébrique Cylindrique (CAD). Cet algorithme alule une partitionde l'espae en ellules semi-algébriques sur lesquelles tous les polyn�mes d'une familledonnée ont un signe onstant et permet ainsi de déider les formules de ette théorie.Il s'agit ensuite de prouver la orretion de l'algorithme et de la proédure de déisionassoiée ave l'assistant à la preuve Coq. Ce travail omprend en partiulier une librairied'arithmétique polynomiale erti�ée et une partie signi�ative de la preuve formelle deorretion de l'algorithme des sous-résultants. Ce dernier algorithme permet de alulere�aement le plus grand ommun diviseur de polyn�mes à oe�ients dans un anneau,en partiulier à plusieurs variables. Nous proposons également une tatique ré�exive dedéision des égalités dans les strutures d'anneau et de semi-anneaux qui améliore lesperformanes de l'outil déjà disponible et augmente son spetre d'ation en exploitant lespossibilités de alul du système. Dans une dernière partie, nous étudions le ontenu al-ulatoire d'une preuve onstrutive d'un lemme élémentaire d'analyse réelle, le priniped'indution ouverte.Mots lés : Formalisation, Coq, Assistants à la preuve, Proédures de déision, Calulformel, Déomposition Algébrique Cylindrique, Sous-résultants, Indution ouverte.AbstratThe Coq system is a proof assistant based on the Calulus of Indutive Constru-tions. In this work, we propose to enhane the automation of this system by providing are�exive and omplete deision proedure for the �rst order theory of real numbers. TheType Theory implemented by the Coq system omprises a typed funtional program-ming language, whih we have used to implement a Cylindrial Algebrai Deompositionalgorithm (CAD). This algorithm omputes a partition of the spae into sign-invariant,semi-algebrai ells for the polynomials of a given family. Hene it allows to deide all theformulae of this theory. Then we have to prove formally the orretness of the algorithmand of the related deision proedure, using the Coq proof assistant. This work inludesa library for erti�ed polynomial arithmeti and a signi�ant part of the formal proofof orretness of the sub-resultants algorithm. This last algorithm allows to ompute ef-�iently the greatest ommon divisor of polynomials with oe�ients in a ring, and inpartiular of multivariate polynomials. We also propose a re�exive tati for deidingequalities in ring and semi-ring strutures, whih enhanes the performanes of the toolpreviously available in the system by taking bene�t of the omputational abilities of thesystem. In a last part, we study the omputational ontent of a onstrutive proof of anelementary lemma of real analysis, alled priniple of open indution.Key words : Formalization, Coq, Proof assistants, Deision proedures, Computer al-gebra, Cylindrial Algebrai Deomposition, Subresultants, Open indution.


