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Résumé

La physique des trés hautes énergies nécessite une description cohérente des quatre forces
fondamentales. La géométrie non commutative représente un cadre mathématique pro-
metteur qui a déja permis d’unifier la relativité générale et le modéle standard, au ni-
veau classique, grace au principe de 'action spectrale. L’étude des théories quantiques de
champs sur des espaces non commutatifs est une premiére étape vers la quantification de
ce modeéle. Celles-ci ne sont pas simplement obtenues en récrivant les théories commuta-
tives sur des espaces non commutatifs. En effet, ces tentatives ont révélé un nouveau type
de divergences, appelé mélange ultraviolet /infrarouge, qui rend ces modéles non renorma-
lisables. H. Grosse et R. Wulkenhaar ont montré, sur un exemple, qu'une modification du
propagateur restaure la renormalisabilité. L’étude de la généralisation de cette méthode
est le cadre de cette thése. Nous avons ainsi étudié deux modeéles sur espace de Moyal qui
ont permis de préciser certains aspects des théories non commutatives. En espace z, la
principale difficulté technique est due aux oscillations de I'interaction. Nous avons donc
généralisé les résultats de T. Filk afin d’exploiter au mieux ces oscillations. Nous avons pu
ainsi distinguer deux types de mélange, renormalisable ou pas. Nous avons aussi mis en
lumiére la notion d’orientabilité : le modeéle de Gross-Neveu non commutatif orientable est
renormalisable sans modification du propagateur. L’adaptation de I’analyse multi-échelles
a la base matricielle a souligné 'importance du graphe dual et représente un premier pas
vers une formulation des théories de champs indépendante de ’espace sous-jacent.

Abstract

Very high energy physics needs a coherent description of the four fundamental forces. Non-
commutative geometry is a promising mathematical framework which already allowed to
unify the general relativity and the standard model, at the classical level, thanks to the
spectral action principle. Quantum field theories on non-commutative spaces is a first
step towards the quantification of such a model. These theories can’t be obtained simply
by writing usual field theory on non-commutative spaces. Such attempts exhibit indeed
a new type of divergencies, called ultraviolet/infrared mixing, which prevents renormal-
isability. H. Grosse and R. Wulkenhaar showed, with an example, that a modification of
the propagator may restore renormalisability. This thesis aims at studying the generaliza-
tion of such a method. We studied two different models which allowed to specify certain
aspects of non-commutative field theory. In x space, the major technical difficulty is due
to oscillations in the interaction part. We generalized the results of T. Filk in order to
exploit such oscillations at best. We were then able to distinguish between two mixings,
renormalizable or not. We also bring the notion of orientability to light : the orientable
non-commutative Gross-Neveu model is renormalizable without any modification of its
propagator. The adaptation of multi-scale analysis to the matrix basis emphasized the
importance of dual graphs and represents a first step towards a formulation of field theory
independent of the underlying space.
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Introduction

Une utopie est une réalité en puissance.

Edouard Herriot

Remarque 1. Avant de commencer, je voudrais expliquer une convention lexicale que
j’ai utilisée tout au long de ce manuscrit. J’ai employé la premiére personne du pluriel
(nous) quand j’ai voulu rendre compte de travaux que j’ai effectués avec d’autres ou de
discussions. J’ai écrit a la premiére personne du singulier quand il s’agissait de ne donner
que ma propre opinion, qui n’engage que moi. Enfin, I’emploi de la troisiéme personne du
singulier (on) se référe a un groupe de personnes ou une communauté plus ou moins bien

définie.

La description du monde par la physique théorique repose sur deux théories extréme-
ment bien vérifiées expérimentalement. La relativité générale d’Einstein décrit I'interac-
tion entre l'espace-temps (classique) et la matiére et ’énergie de 1'univers. Cette théorie
dont la premiére pierre fut la relativité restreinte, unifie I’espace et le temps et en fait
un objet dynamique. Le modéle standard unifie les interactions électro-faible et forte et
rend compte de la physique a ’échelle des constituants élémentaires de la matiére. Du
point vue de la physique théorique, la nature est ainsi séparée en deux domaines distincts
qui obéissent respéctivement aux lois des deux théories précédentes. Une conséquence est
que notre conception de I’espace-temps est ambigué. En théorie des champs, ’'espace est
une donnée ¢ priori. Au contraire, en relativité générale, la distribution de matiére et
d’énergie détermine l’espace-temps (au moins sa géométrie) qui, a son tour, modifie cette
distribution. L’objet est donc statique d’un coté, dynamique de 'autre.

Il y a au moins deux bonnes raisons de ne pas se satisfaire de cette situation. La
premiére provient de considérations esthétiques. Quiconque apprécie la beauté des ma-
thématiques ne peut adhérer a l'idée que la nature ait apparemment décidé d’unifier
seulement trois des forces qui la régissent. L’état de la physique théorique des hautes
énergies ne peut donc qu’étre di a notre incapacité a faire mieux. Il y a de fortes chances
que des voix s’élévent pour protester contre un tel argument. De quel droit érige-t-on en
principe physique fondateur I’esthétique mathématique, notion subjective au demeurant ?
Personne ne peut ni ne doit s’affranchir du couperet de l'expérience. Mais c’est, entre
autres choses, le manque d’expérience qui fait défaut a la physique théorique moderne.
Et je ne pense pas seulement au LHC mais également a notre incapacité a reproduire les
phénoménes violents de I'univers. Dans cette situation, il faut se baser sur des principes
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les symétries et 1’esthétique mathématique ont d’ailleurs toujours guidé les physiciens.
Tout en n’étant pas aussi extrémiste que Dirac, je ne peux m’empécher de le citer :

Une théorie mathématiquement belle a plus de chance d’étre correcte
qu'une théorie inélégante, méme si cette derniére décrit correctement les ré-
sultats expérimentaux. (P. A. M. Dirac)

La seconde raison repose sur une constatation simple : il existe des phénomeénes pour les-
quels la gravitation et, au moins, une des trois forces du modéle standard sont pertinentes.
Il s’agit par exemple de I'effondrement d’une étoile a neutrons ou des premiéres années de
I'univers. Alors si on essaie de réunir ces deux théories, on rencontre un probléme de taille.

En effet, la conclusion habituelle est que la structure de I'espace-temps est modifiée
a tres courte échelle. L’argument « physique » standard qui conduit a ce résultat est le
suivant. Il faut d’abord remarquer que la perception que nous avons de I’espace-temps est
uniquement due aux événements qui y prennent place. Ainsi, pour sonder la structure fine
de l'espace, il est nécessaire de considérer une distribution de matiére localisée sur une
région tres restreinte de 'espace. Puis pour tester sa présence, nous devons utiliser des
particules de longueur d’onde inférieure au diameétre de cette distribution. En-dega d’un
certain diamétre, ’énergie nécessaire est si grande qu’elle crée un trou noir dont le rayon
est supérieur a celui de la distribution de matiére, empéchant alors toute observation. Pour
un observateur, I’espace a petite échelle perd sa continuité. Ceci se traduit par des relations
d’incertitude sur les coordonnées de 'espace-temps. Cet argument est souvent utilisé pour
justifier d'une éventuelle non commutativité de 'espace a courte échelle. En effet, dans
[DFR95], il a été montré que les relations d’incertitude mentionnées ci-dessus peuvent se
déduire d’'une algeébre d’opérateurs non commutative qui remplacerait les opérateurs z*
habituels.

Personnellement je ne crois pas en cet argument pour la raison suivante. Le domaine
d’applicabilité d’une théorie est fixé par 'expérience. Ainsi la mécanique quantique et la
relativité générale n’ont pas réellement de recouvrement. L’argument précédent repose
sur une extrapolation de la relativité générale & un domaine ot elle n’a pas été testée. La
seule conclusion que 'on peut en tirer est que la relativité générale ne s’applique pas a
ces échelles. De plus, en supposant que l'espace-temps devienne flou a courte échelle, cela
n’entraine pas nécessairement qu’il soit non commutatif. D’autres théories telles que la
théorie des cordes, ont aussi pour conséquence des relations d’incertitude sur la position.
La justification de la pertinence de la géométrie non commutative pour la physique se
trouve ailleurs.

Etant admise la nécessité dunifier le modéle standard et la gravitation (ou au moins
de leur trouver un cadre commun), il me semble que le meilleur argument pour la géo-
métrie non commutative (outre son extraordinaire richesse mathématique) est le suivant.
La géométrie non commutative est une reformulation et une généralisation de la géomé-
trie ordinaire en des termes algébriques et d’analyse fonctionnelle. Elle utilise les mémes
outils que la mécanique quantique (les opérateurs sur un espace de Hilbert) et contient
toute la géométrie classique. Elle pourrait donc étre le cadre approprié a une description
unifiée des quatre forces fondamentales. Pour preuve du potentiel de la géométrie non
commutative, mentionnons tout d’abord les travaux de M. Dubois-Violette, R. Kerner et
J. Madore qui ont unifié le champ de Higgs et les champs de jauge standards en un champ
de jauge unique [DVKM90b, DVKM90a|. L’unification du champ de Higgs et du champ
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de jauge du modele standard sur un espace quadri-dimensionnel & deux feuillets constitue
le modeéle de Connes-Lott [CL91]. Encore plus fort, le modeéle de Connes-Chamseddine
[CCI7| unifie les champs de Yang-Mills-Higgs et le graviton. Malheureusement une telle
unification est aujourd’hui restreinte au niveau classique. Remarquons également que les
espaces non commutatifs ont, en un certain sens, un caractére universel. Par 1a, j’entends
que la théorie des cordes qui a également pour ambition d’unifier toutes les forces connues,
a pour limite des théories de champs sur espaces non commutatifs [CDS98, Sch99, SW99|.

L’excellent accord entre les prédictions du modéle standard et I’expérience nous montre
que d’une part, celui-ci est trés bien choisi et d’autre part que la théorie des champs est
un outil puissant et efficace. Au coeur de cet outil se trouve la renormalisation qui permet
de donner un sens aux infinis de la théorie. Il est donc naturel d’essayer d’utiliser ces
mémes outils pour la quantification des modéles non commutatifs. Plutot que d’attaquer
la gravitation quantique de front, il est plus prudent d’étudier d’abord la structure du
groupe de renormalisation sur des espaces non commutatifs simples et fixés. Les théories
de champs sur espace non commutatif sont alors une étape intermédiaire entre ’échelle de
la QCD et celle de la gravité quantique. L’idée de considérer des théories de champs sur
des espaces non commutatifs n’est pas nouvelle. Elle remonte a Schrodinger, Heisenberg
et Peierls mais le premier article concernant une algébre non commutative représentant
'espace-temps est dii & Snyder [Sny47]. La motivation principale concernait les divergences
ultraviolettes de la théorie des champs. L’espoir était qu’une théorie écrite sur un espace
flou (sans points) ne présenterait plus ces divergences. A I’époque, l'idée n’a rien donné et
la réussite de la renormalisation a fait oublier cette approche. Depuis les travaux d’Alain
Connes sur la géométrie non commutative et I’apparition des théories de champs non
commutatives en théorie des cordes, 'intérét de la communauté des physiciens théoriciens
pour les théories de champs non commutatives est ravivé. Encore une fois, I'espoir est né
d’écrire une théorie sans divergence ultraviolette.

L’espace non commutatif le plus simple et le plus étudié (du point de vue de la théorie
des champs) est le plan de Moyal. Malgré son nom, cet espace peut étre défini en n’im-
porte quelle dimension. Il s’agit d’une déformation de I’espace plat R™ ot les coordonnées
satisfont les relations de commutations

[zH, "] =10" (1)

avec © une matrice anti-symétrique n x n. Ses entrées ont la dimension d’une aire et
leurs racines représentent une longueur minimale. Pour écrire une théorie de champs sur
le plan de Moyal, on remplace habituellement 1’algébre des fonctions sur R™ par I’algébre
engendrée par la relation de commutation précédente. Il est alors possible de définir un
isomorphisme entre cette derniére algébre et les fonctions sur R™ munies d’un produit
non commutatif. C’est le produit de Moyal dont nous verrons une définition précise au
chapitre 2. Le lagrangien d’une théorie des champs sur espace de Moyal consisterait donc
en le lagrangien ordinaire ou le produit point par point est remplacé par le x-produit de
Moyal. Par exemple, le modéle ¢? non commutatif est donné par

1 1 A
Sio) = [ (= 500 0%0 + g 60+ J0w 65 0 0) (1), 2)

Le produit de Moyal a pour principale caractéristique d’étre non local. Néanmoins sa
non commutativité a pour conséquence que le vertex de la théorie (2) n’est invariant



14 Introduction

que sous les permutations cycliques des champs. Cette invariance restreinte nous incite
a représenter les graphes de Feynman associés par des graphes a rubans. On peut alors
facilement faire la distinction entre graphes planaires et non planaires.

La non localité du x-produit permet de comprendre la découverte de Minwalla, Van
Raamsdonk et Seiberg [MVRS00|. En effet, ils ont montré que non seulement le modéle
(2) n’est pas fini dans 'ultraviolet mais encore qu’il présente un nouveau type de diver-
gences qui le rendent non renormalisable. Dans larticle [Fil96], Filk a calculé les régles
de Feynman relatives au modéle (2). Il a montré que les amplitudes planaires sont égales
a celles de la théorie commutative. Par contre, les graphes non planaires donnent lieu a
des oscillations qui couplent les pattes internes et externes. L’exemple typique est celui
du tadpole non planaire :

V%

A dk ePukv®"
B ﬁ/ (2m)* k2 + m?

A m? O o -2
T T VO 2 ®

Si p # 0, le tadpole non planaire est fini mais, & p petit, il diverge comme p~2. Autrement
dit, si nous mettons une coupure ultraviolette A & l'intégrale sur k, les limites A — oo
et p — 0 ne commutent pas. C’est le phénoméne de mélange ultraviolet /infrarouge. Une
chaine de tadpoles non planaires, insérée dans de plus grands graphes, peut faire diverger
n’importe quelle fonction (a six points ou plus). Or cette divergence n’est pas locale et ne
peut donc pas étre absorbée dans une redéfinition de la masse. C’est ce qui rend le modéle
non renormalisable. Nous verrons au chapitre 4 que le mélange UV /IR se traduit par un
couplage des différentes échelles de la théorie. Nous verrons également qu’il convient de
distinguer plusieurs types de mélanges.

Le mélange UV/IR a été étudié en détails par plusieurs groupes. Tout d’abord, Che-
pelev et Roiban [CRO1| ont démontré un comptage de puissance pour plusieurs modéles
scalaires. Ils ont ainsi identifié précisemment les graphes divergents et ont pu classé les
divergences de la théorie par les données topologiques de ses graphes. Puis V. Gayral
|Gay05b| a montré la présence de mélange UV /IR sur toutes les déformations isospectrales
(il s’agit de généralisations courbes des espaces de Moyal et du tore non commutatif). Pour
cela, il a considéré un modéle scalaire du type (2) et a découvert des contributions a I’ac-
tion effective qui divergent lorsque les moments externes tendent vers zéro. Le mélange
UV/IR est donc une caractéristique générale des théories non commutatives, au moins
sur les déformations.

La situation est restée en I’état jusqu’a ce que H. Grosse et R. Wulkenhaar découvre
le moyen de définir une théorie non commutative renormalisable. Nous détaillerons leurs
résultats au chapitre 2 mais le message principal est le suivant. En ajoutant un terme
harmonique au lagrangien (2),

2

St6) = [ dio( = 50,0+ 0% + - (5u0) « (°0) + gt 60+ Jow w0 0) (@) (1

2
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ou T = 207!z , le modéle, en dimension quatre, est renormalisable & tous les ordres de
perturbation [GWO05b|. Nous verrons au chapitre 3 que ce terme supplémentaire fournit
une coupure infrarouge et permet de découpler les différentes échelles du probléme. La
théorie, que nous noterons ®}, ne présente alors plus de mélange UV/IR. Ce résultat
est capital car il ouvre la voie a d’autres théories des champs non commutatives. Dans
la suite, nous appellerons vulcanisation® la procédure consistant a rajouter un terme au
lagrangien d’une théorie non commutative pour la rendre renormalisable.

Langmann et Szabo ont remarqué que l'interaction quartique avec produit de Moyal
est invariante sous une transformation de dualité. Il s’agit d’une symétrie entre ’espace

des moments et I'espace direct. La partie interaction du modéle (4) s’écrit (voir équation
(2.1.22))

Suld] = [ d'a (00w 65 0)(a) )

=/Hd4% d(xa) V (21, 29, 3, 4) (6)

. d*p, - .
:/g (2m)4 ¢(pa) V(p1, P2, P3: P1) (7)
avec
4 _A L 0 2(0~! b wov
(1,02, 25, 74) =7~ 0w = 22+ @5 — 24) OO (a5 + 7))

: A .
V(p1, pa, p3, a) =Z(2W)45 (P1 = P2+ ps — pa) cos(50" (P P2,y + P 1))

ol on a utilisé une transformée de Fourier cyclique : ¢(p,) = [ dx eV Paragy (). La
transformation

é(p) o7 V ’ det ©| ¢($), Pu = '%u (8)

échange (6) et (7). Par ailleurs, la partie libre du modéle (2) n’est pas covariante sous
cette dualité. La vulcanisation ajoute un terme au lagrangien qui rétablit cette symétrie.
Le modéle (4) est ainsi covariant sous la dualité de Langmann-Szabo :

m A 1
S[p:m, A, Q] —Q? S[d; —, —, =]. 9
[65m, 0, 0] 92 S[; 0, S ] g
Par symétrie, le parameétre 2 est donc confiné dans I'intervalle [0, 1]. Notons qu'a Q =1,
le modéle est invariant.
L’interprétation du terme harmonique supplémentaire n’est pas encore trouvée. Néan-
moins, la procédure de vulcanisation a déja permis de prouver la renormalisabilité de

AaTECHNOL. Opération consistant a traiter le caoutchouc naturel ou synthétique par addition de
soufre, pour en améliorer les propriétés mécaniques et la résistance aux variations de température, Trésor
de la Langue Frangaise informatisé, http ://www.lexilogos.com/.
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plusieurs autres modeles sur espace de Moyal tels que ¢5 [GWO03], ¢3 , [GS05, GS06b| et
les modeéles LSZ [L.SZ04, LSZ03, Lan03]. Ces derniers sont du type

St6) = [ (30 (-0, + Ty + w6 + 6% 0 5x0) a). (10)

En comparant ce modeéle a (4), on s’apergoit qu’ici le terme supplémentaire est formel-
lement équivalent & un champ magnétique de fond uniforme. La tentation est grande de
I'interpréter comme tel. Ce modéle est également invariant sous la dualité sus-mentionnée
et est soluble exactement. Remarquons que I'’emploi d’une interaction complexe comme
celle du modeéle (10) rend la dualité de Langmann-Szabo plus naturelle. Elle ne nécessite
plus Iintroduction d'une transformée de Fourier cyclique. Les modéles ¢ ont aussi été
considérés a €2 = 1 ou ils présentent une structure soluble.

Outre son intérét pour la quantification de la gravitation, la théorie des champs non
commutative pourrait bien nous renseigner et peut-étre méme résoudre un des problémes
majeurs de la théorie des champs commutative. Celle-ci souffre de divergences ultravio-
lettes et infrarouges mais aussi de la divergence de la série perturbative. Par exemple, le
modele ¢} est asymptotiquement libre dans I'infrarouge. En présence d’une coupure ultra-
violette, on peut construire sa limite infrarouge. La construction de la limite ultraviolette
impose une théorie libre dans I'infrarouge. De la méme fagon, les théories asymptotique-
ment libres dans I'ultraviolet, comme Yang-Mills ou Gross-Neveu, possédent une zone de
couplage fort dans I'infraouge responsable du confinement des quarks pour Yang-Mills. Le
fait que le flot de la constante de couplage soit non borné est une des raisons qui empéchent
la construction de ces modeles et la resommation de leurs séries des perturbations.

Par ailleurs, Grosse et Wulkenhaar [GWO04] ont calculé, & une boucle, le flot de la
constante de couplage du modéle @] (4). Le flot du paramétre supplémentaire €2 régule
celui de la constante de couplage. Dans ce modéle,  va de Qpare < 1 (fixé) & Qpen, = 0 et le
rapport % est constant. Ce modéle ®* flotte de Apare < 00, Qbare < 1 & Apen > 0, Qyen = 0.
Le flot de la constante de couplage est borné ce qui devrait permettre de définir ce modeéle
non perturbativement. Remarquons également qu’a ) = 1, les fonctions () et (g s’an-
nulent. Ceci est certainement relié aux structures intégrables rencontrées a 2 = 1.

Les questions auxquelles nous aimerions répondre sont : dans quelle mesure la pro-
cédure de vulcanisation est générale? S’applique-t-elle a d’autres espaces que le plan de
Moyal, & d’autres modéles que ¢* ? Et surtout comment interpréter le terme supplémen-
taire 7 Cette these a pour but de donner quelques éléments de réponse.

Pour étudier finement le comportement d’un modéle sous 'action du groupe de renor-
malisation, I’analyse multi-échelles est trées utile. De plus, elle permet une étude construc-
tive ultérieure. C’est donc la méthode que nous emploierons tout au long de cette thése. Le
chapitre 1 rappelle en quoi consiste la renormalisation perturbative a la BPHZ. Il présente
I’analyse multi-échelles et ce qu’elle nous apprend sur la série perturbative. Entre autres,
nous verrons qu’il est naturel (du point de vue du groupe de renormalisation) d’organiser
les termes de la perturbation en une infinité de constantes de couplage effectives. Cette
multi-série est également un objet mathématique bien mieux adapté a la renormalisation
que la série renormalisée habituelle.

Dans le chapitre 2, nous donnerons une définition précise de 'algébre de Moyal. Nous
verrons que 'espace de Schwartz est stable par le produit de Moyal et que nous pouvons
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étendre cette algébre par dualité en une sous-algébre de S’. Puis nous introduisons la base
matricielle, une base de fonctions ou le produit de Moyal devient un produit matriciel
ordinaire. C’est dans cette base que Grosse et Wulkenhaar ont établit la preuve de la
renormalisabilité du modéle ®* & tous les ordres. Nous ferons un résumé de leur travaux
et les mettrons en perspéctive avec le reste de cette thése. Nous présenterons également
I'étude multi-échelles que nous avons effectué¢e dans [RVITWO6| au sujet du modele &%
dans la base matricielle. Celle-la a permis d’adapter ’analyse multi-échelles a la base
matricielle et de préciser le role central des graphes duaux. Etant donné I'importance du
propagateur dans les théories de champs non commutatives, nous exposerons les résultats
obtenus dans larticle [GRVTO06]| au sujet de généralisations du propagateur du modeéle (4).
Celles-ci seront notamment utiles pour étudier le modéle de Gross-Neveu non commutatif.
Nous insisterons sur la pertinence de ces études de propagateurs en regard du travail de
Grosse et Wulkenhaar, particuliérement celui de [GWO05a]. Enfin j’expliquerai pourquoi je
pense que ’étude des théories de champs dans la base matricielle est importante et a un
fort potentiel.

Le chapitre 3 est principalement dédié a la preuve de la renormalisabilité perturbative
du modele @] en espace z. La preuve ayant déja été établie par Grosse et Wulkenhaar
dans la base matricielle, ce chapitre a pour principal but de nous familiariser avec les
techniques de renormalisation non commutative en espace x. Ceci nous permettra de
comparer avec le modeéle de Gross-Neveu, techniquement plus ardu. Bien qu’a long terme
la base matricielle me semble plus adaptée aux théories non commutatives que 'espace
direct, celui-ci permet de comparer les comportements des modéles commutatifs et non
commutatifs. De plus, les méthodes de théories constructives [Riv91| ne sont pas encore
développées dans la base matricielle. L’essentiel de ce chapitre est adapté de l'article
[GMRVTO06]. Nous verrons comment nous avons généralisé les résultats de Filk [Fil96] au
cas ot le propagateur ne conserve pas I'impulsion. Nous finissons ce chapitre en expliquant
la renormalisabilité d’'un modeéle LSZ modifié qui est une légére généralisation de (10).

Le chapitre 4 concerne le modéle de Gross-Neveu non commutatif. Nous démontrons
qu’il est renormalisable & tous les ordres de perturbation [VT|. Les principales caracté-
ristiques de ce modéle sont les suivantes. La vulcanisation est complétement équivalente
a écrire le modeéle dans un champ magnétique de fond uniforme. C’est une théorie fer-
mionique donc plus « physique » que ®* du point de vue des champs de matiére. Nous
verrons que ce modéle présente du mélange UV /IR méme apreés vulcanisation. Néanmoins
les graphes qui possédent ce mélange sont renormalisables. Mais ceci implique ’ajout d’un
contreterme du type ¥17°y'1) au lagrangien du modeéle massif. Enfin cette étude permet
de mettre en lumiére le role de la notion d’orientabilité (voir section 3.1.2).
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Chapitre 1

Un théoreme BPHZ de B a Z

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve.

Euclide de Mégare

Dans ce chapitre, nous allons principalement considérer le modéle ¢3. Dans la premiére
section, nous évoquons quelques généralités sur la théorie des champs et plus particulie-
rement sur la renormalisation perturbative. Nous insistons notamment sur les différents
types de divergences ultraviolettes. Puis, en deuxiéme section, nous introduisons 1’analyse
multi-échelles qui est I'outil principal utilisé pendant cette thése. Nous exposons ce que
cette méthode peut nous apprendre sur la série des perturbations. Nous montrons com-
ment on peut obtenir des bornes uniformes pour les graphes complétement convergents
et, en section 3, comment prouver que l'amplitude renormalisée, donnée par la formule
de foréts de Zimmermann, de n’importe quel graphe de la théorie est finie et quelle borne
nous pouvons en donner. Enfin nous définissons la multi-série effective et plaidons en sa
faveur.

1.1 Renormalisation perturbative

Dans tout ce chapitre, nous prendrons comme exemple le modeéle ¢}, dans le cadre
de l'intégrale fonctionnelle. Nous nous placerons toujours sur l'espace euclidien RP. La
fonction de partition de ce modéle est

Z[J] Z/d,uc(qb) o~ i [ dPz ¢ @)+ [ J(@)g(x)dPx (1.1.1)

ot C' = (—aA + m?)~! est la covariance associée a la mesure gaussienne dy et a est un
parameétre réel qui vaut 1 pour I'instant. Les quantités que nous souhaitons définir sont
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les fonctions de corrélations (fonctions de Schwinger). Pour tout N € N pair,

N

)
Sl oo) :H_ZaJ(y.)Z[J]’JZO (1.1.2)
i=1 i =
N
:/ He(9) H¢(yi)e*% [Pzt (x)
i=1

1.1.1 De la nécessité d'une coupure

Les fonctions de Schwinger autant que la fonction de partition sont des quantités
particulierement mal définies. Par le théoréme de Bochner-Minlos, il existe une mesure
fonctionnelle gaussienne supportée par 'espace S'(RP) des distributions tempérées. Dans
[ReeT73], il a été montré que les distributions typiques du support sont en fait relativement
réguliéres (par exemple, en dimension 2, 'ensemble des T € S'(R?) telles que Ve >
0, (—A + m?)~°T soit localement de carré intégrable est de mesure 1). Le support reste
cependant un espace de distributions et 'expression ¢*(x) qui fait intervenir le produit de
distributions n’a pas de sens. Une fagon de régulariser cette situation consiste & introduire
une coupure £ dans la covariance [CL73].

La covariance C' est donnée par

A 1 &0 t 2 2
- - — —t(p*+m?)
C(p,q) — 2 Ortan = /0 dte™"" 610, (1.1.3)
> dt (z—y)? 2
C = — e m 1.14
(z,9) /0 (An)PP2 © (1.1.4)

L’intégrale (1.1.4) est bien définie sauf quand x = y en dimension D > 2. C’est le probléme
des divergences ultraviolettes. Le fait que I’expression (1.1.4) soit mal définie si z = y est
équivalent au fait que la covariance C'(p) ne soit pas intégrable en dimensions supérieures
a 2 pour p proche de 'infini autrement dit dans la région ultraviolette. Quels que soient
x et y, I'intégrale (1.1.4) est bien définie pour ¢ proche de l'infini. C’est la zone infrarouge
protégée par la masse m. Si x = y, l'intégrale diverge dans la zone ¢ proche de 0, c’est
la région ultraviolette. Ainsi la région infrarouge correspond a p petit, |z — y| grand ou ¢
grand. La région ultraviolette correspond, au contraire, a p grand, |z — y| petit ou ¢ petit.
Dans tout ce chapitre, nous considérerons un modele massif m > 0. La zone infrarouge ne
pose donc pas de difficultés. La seule coupure nécessaire est ultraviolette : pour x € R7,
nous définissons

o0
~ ]_ 2 2
Colp) = [ dte W+m) — — —__o=np4m?), 1.15
0= | e (1.1.5
Quel que soit k£ > 0, I'expression (1.1.5) est intégrable ce qui signifie que sa transformée
de Fourier Cy(x — y) est bien définie en x = y. La limite K — 0 redonne la covariance
initiale.

Il a été montré dans [CL73, Riv91| que la mesure gaussienne associée a la covariance C,
est supportée par les fonctions C* a croissance au plus logarithmique. Tout polynéme dans
les champs, comme ¢*(), est ainsi bien défini. Néanmoins les fonctions ¢ n’appartiennent
typiquement pas a L*(R”) si bien que [, ¢*(x)dz n’existe pas. On peut remédier & ce



Section 1.1 — Renormalisation perturbative 21

probléme en restreignant l'intégrale & un domaine compact A C RP. Le point de départ
du modele ¢* est donc la fonction de partition régularisée

ZAﬁ[J] :/dMC7H<¢) 6_% fAdD$¢4(95)+ZfA J($)¢($)dDJ»“ (116)

1.1.2 Séries perturbatives

L’équation (1.1.6) est un point de départ. Nous souhaitons trouver un moyen de définir
les limites A — R” et k — 0. Quel que soit le moyen utilisé pour définir ces limites, il
consiste en une perturbation autour de A\ = 0. Dans la suite, les coupures sont sous-
entendues mais omises pour alléger les notations. Pour calculer des grandeurs physiques
ou, historiquement, pour définir le modele (1.1.1), on a écrit

Sato) = [ ne@ TLow Y. 5 (G0 [otwa)’ aan

=1

Jusque 1a, tout va bien. Puis on a interverti les intégrations sur x et la somme sur n
avec 'intégrale fonctionnelle. Grace aux coupures A et k, les intégrations sur x et ¢ sont
absoluement convergentes et peuvent étre échangées. Nous verrons par la suite que la
seule série qui ait un sens aux limites A — R” et k — 0 (la série renormalisée®) n’est
généralement pas convergente et donc certainement pas absoluement convergente. Ainsi
I’échange de la somme sur n et de l'intégrale fonctionnelle n’est pas autorisée.

A coeur vaillant, rien d’impossible, nous échangeons la somme et I'intégrale fonction-
nelle et prenons ’expression suivante comme définition du modéle :

o) N

Sutnom) =335 (1) L f et Ton T ote). 019

1=

A partir de 13, le théoréme de Wick nous permet de calculer les fonctions de Schwinger
ordre par ordre. Pour le modéle ¢*, les régles de Feynman associées sont :

— 3 [ dz par vertex : >3<,

— C(z,y) par ligne: * Y

Les théories de champs quantiques souffrent de deux types de divergences ultravio-
lettes. La premiére apparait au niveau des graphes individuels. Considérons ’exemple de
la fonction a quatre points connexe jusqu’a 'ordre 2 en espace des moments :

P1 yz ( /\)2 p1 p+q y24
sy ==n - g XX
P2 Pp3 D2 q p3
+{l <=3} +{1 =4} + O\ (1.1.9)

2La multi-série effective a également un sens (voir section 1.4).
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ol p = p; + p2 = —p3 — ps. L'amplitude associée au graphe G d’ordre 2 (la bulle) vaut

1 1
¢* +m? (p+q)* +m?

AG<p177p4) :/qu (1110)

En dimension D > 4, Ag est divergente dans la région |g| > 1 a p fixé. Nous verrons dans
la section suivante comment traiter les divergences des graphes individuels.

Le second type de divergences concerne la série perturbative dans son ensemble. Consi-
dérons l'ordre n de la fonction a 4 points renormalisée (encore une fois nous verrons ce
que cela signifie dans la section suivante). A grands moments externes, en dimension 4 :

n—1
SI0) = Ni(Balog D) (1.1.11)

Ce comportement, inséré dans une boucle convergente comme celle du graphe a 6 points
de la figure 1.1, contribue a 'ordre n de la fonction a 6 points par :

n d4p b n gan—3
AR/m@ng) ~(n — 3)INLA. (1.1.12)

Ces contributions ne sont pas sommables (ni méme Borel sommables car elles s’ajoutent
avec le méme signe) et conduisent donc a des difficultés pour resommer la série des per-
turbations. Nous reviendrons sur les renormalons plus tard et expliquerons leur origine.

F1G. 1.1: Renormalon

Une autre facon de voir le méme probléme consiste a étudier le comportement de I'ordre
n de la fonction a 4 point nue (bare en anglais) & moments externes nuls et en présence
d’une coupure p (les moments internes sont inférieurs a p) :

S (0) ~ (=Ap)" (ﬁz log %)nl (1.1.13)

p—0o0

ou Ap = A. Nous verrons dans la section suivante que la fonction a 4 points & moments 0
définit la constante de couplage renormalisée Agr. Ainsi en sommant les contributions du
type (1.1.13), on obtient

1+ Apfhlog 2

Ar=— st Y (“Ag) (ﬂg log %)M (1.1.14)

n=2
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A \p > 0 fixée, la constante de couplage renormalisée \g tend vers 0 quand la coupure p
tend vers l'infini. C’est la trivialité de ¢*. La théorie renormalisée semble étre libre.
Enfin, nous pouvons aussi inverser la relation (1.1.14) et obtenir

_1 — )\Rﬁglog%'

~Ap (1.1.15)

A \r > 0 fixée, pour p suffisamment grand, \g devient de l'ordre de 1 et la série per-
turbative n’a plus de sens. C’est le fameux fantéme de Landau. Ces phénoménes sont
les trois facettes d’'une méme médaille et sont regroupés sous le terme de probléme des
renormalons. Nous verrons dans la suite que les renormalons sont intimement liés a la
facon dont on renormalise la série nue c’est-a-dire a la facon dont on traite le probléme
de la divergence des graphes individuels.

1.1.3 Le théoreme BPHZ

La renormalisation perturbative fut inventée vers 1950 par Feynman, Schwinger, Dyson,
Tomonaga et d’autres (voir [Dys49| par exemple). Il s’agit de redéfinir les parameétres ob-
servables de la théorie en incluant les divergences dans des paramétres nus inobservables.
Il fallut environ dix ans pour faire de cette idée un théoréme solide : le théoréeme BPHZ.
Pour le modéle ¢}, il peut étre formulé de la fagon suivante :

Théoréme 1.1.1 (BPHZ pour qu) 1l existe trois séries formelles en un parametre A\ €
R, telles que si nous remplagons, dans (1.1.6), =X par —Ag+ > ooy cu(A, K)(=Ag)™, m?
par my 4+ Y oo do(A k) (—AR)" et a par ar + Y oo, en(A, K)(—AR)", toute fonction de
Schwinger est finie ordre par ordre en \p aux limites A — R* et k — 0.

Nous allons donner les grandes lignes de la preuve de ce théoréme. On dit qu’une théorie
est renormalisable s’il existe un nombre fini de paramétres a redéfinir pour la rendre fi-
nie ordre par ordre. Dans le modéle ¢}, ces paramétres sont la constante de couplage, la
masse et le coefficient de la fonction d’onde a. Les constantes Ag, mp et ar sont fixées par
trois expériences. S’il fallait fixer un nombre infini de paramétres, la théorie perdrait sa
prédictibilité. Ainsi, pour démontrer le théoréme 1.1.1, il faut d’abord prouver qu’il n’y
a qu'un nombre fini de fonctions divergentes dans le modéle. Pour cela, on démontre une
borne supérieure sur les amplitudes des graphes : c¢’est le comptage de puissance.

Considérons un graphe G d’ordre n avec N pattes externes. En moments, les fonctions
delta aux vertex nous apprennent qu’il y a un moment indépendant par boucle. Dans la
région ou tous les moments internes tendent vers I'infini de la méme fagon, ’amplitude se
comporte, en dimension D, comme

K DL—-1
dlp|p DL-2I
Ag g/o — K (1.1.16)

ou L est le nombre de boucles du graphe, I le nombre de lignes internes et K une coupure
ultraviolette. En utilisant 4n =2/ + N et L =1 —n + 1 (pour G connexe), on obtient

D -2
Ag~ K™% w= (4—D)n—|—TN—D. (1.1.17)
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w est appelé degré superficiel de convergence. Si D > 4, quel que soit N, il existera
toujours un n a partir duquel w sera négatif et Ag divergera. Toute fonction diverge, la
théorie est non renormalisable. Si D < 4, au contraire, il existe un ordre minimal & partir
duquel toutes les fonctions convergent. Un nombre fini de graphes divergent, le modéle
est super-renormalisable. Enfin si D = 4, un nombre infini de graphes divergent mais ils
concernent seulement les fonctions a 2 et 4 points. Le modéle est dit juste renormalisable.
Bien siir, il faudrait obtenir une borne plus précise pour prendre en compte toutes les
sous-divergences des sous-graphes de GG. Nous verrons que ’analyse multi-échelles nous
permet de l'obtenir trés naturellement.

Restreignons-nous maintenant a la dimension 4. Seules les fonctions a deux et quatre
points divergent (nous ne nous intéresserons pas aux graphes du vide). Nous devons donc
prouver que leurs divergences peuvent étre absorbées dans une redéfinition des constantes
du modéle. Considérons par exemple la fonction & quatre points dont le développement
a l'ordre A% est donné en (1.1.9). Notons T Popération de Taylor consistant a évaluer
I’amplitude d’un graphe a moments externes nuls. Pour la bulle, nous écrivons

AG :TAG + (1 — T)Ag. (1118)

Montrons que TAg peut étre absorbé dans une redéfinition de la constante de couplage.

4
N d4q
tAq =TT Cw) 6(py + - + /— 1.1.19
G lel (p) (pl p4) (q2+m2)2 ( )
3 4 D1 P4
c _(_ 2 )2 4
54(p1a--'7p4)_< )\B+2( )‘B) /<q2+m2)2> X
D2 D3
n p+q P4
+ (=V° (1—m1)
2
D2 q b3
+(1—T)<{1 —3}+ {1 94}) + OO, (1.1.20)
Nous pouvons alors définir —A\g = —Ap + 2(=\p)? [ ((12:{;512)2 + O()\%). L'intégrale sur q

doit étre considérée comme régularisée par une coupure quelconque. Il faut encore montrer
que les restes de Taylor (1 — T) sont finis :

1 1 g
(@ +m)(p+ 0P +m?) (@ +m !

<1—T>AG—Hé<pi>5<pl+~-+p4>/

=— H Clp;)d(py + - - +]94)/ O+ q)f++7n?2];(‘qq? n m2)2d4q. (1.1.21)

La limite k — 0 de l'intégrale sur ¢ est alors finie. Le développemement de la fonction
connexe a quatre points s’écrit donc

P1 2

Si(p1,...,p1) = — AR >< + contributions finies + O(\}). (1.1.22)
D2 D3
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Bien sir, il faut étre capable de redéfinir les constantes du modeéle & chaque ordre de
perturbation. Soit un graphe G avec N pattes externes. Son amplitude amputée en espace

des moments est notée Ag(lﬁ, ..., ky). La conservation des moments aux vertex implique
la conservation des moments entrants. Ainsi Ag se décompose de la fagon suivante :
Aa(ky, ... kn) = 0(ky + -+ kn)g(kry ..o ko). (1.1.23)

On définit le contreterme —tg A associé au graphe G par

. N
—TgA = —5(211@-) Zl o gth, . thy-)| (1.1.24)
1= Jj=

ot D(G) est le plus grand nombre entier inférieur ou égal & —w(G). Pour le modéle ¢4,
cela consiste a effectuer un développement de Taylor a l'ordre 0 pour la fonction a quatre
points, aux ordres 0 et 2 ('ordre 1 est nul par parité) pour la fonction a& deux points.
Il faut évidemment montrer que les premiers termes de ces développements peuvent étre
absorbés dans une redéfinition des constantes du modéle pour tous les graphes a tous
les ordres. Nous verrons aux chapitres 3 et 4 comment nous le démontrons dans les cas
des modeéles ®* et Gross-Neveu non commutatifs. Ici, supposons que nous 'ayons fait. Le
schéma de soustraction (1.1.24) nous permet alors de définir

5(0,0,0,0) = — g, (1.1.25a)
w1
£(0,0) "—fm—%, (1.1.25b)
d? gt 20R
—5¢(p, — =_ 1.1.2
dp2 SQ (pa p) =0 m4 ( 5C)

Ces définitions donnent \g, mp et ag en termes de séries formelles en Ap. La combinatoire

a vérifier est alors la suivante. Il faut inverser les trois séries définies par les équations
(1.1.25) :

_)\R—_>\B+ZC )\B <— — Ag = —)\R—i—ch )\R) (1.1.26&)
n=2
m% = m?% + Z Y (=Ap)" ==mb =mh+ > du(—Ap)" (1.1.26b)
n=1 n=1
R—aB—i-Ze )\B <——=apg —(IR+Z€n )\R) (1126C)
n=2

puis vérifier que la théorie exprimée en fonction des constantes renormalisées est finie

ordre par ordre en Ap (les coefficients ¢,,d, et e, sont ceux du théoréme 1.1.1). Dans
ce but, la formule de Zimmermann est trés utile. Elle permet d’exprimer les termes de
la série renormalisée (c’est-a-dire écrite en termes des constantes renormalisées) par une
formule compacte. Soit le modeéle (1.1.6) ot nous avons remplacé Ag, mp et ag par les
trois séries formelles (1.1.26) :

ES -5 cn(— n z ot (x)+1 z)p(x)dPx
Zanld) = [ dictanmmn an(8) € HOR S0 CA0 PR SO (11,97
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En développant les fonctions de Schwinger en puissances de Ag, on obtient une série
identique a la série nue mais ou 'amplitude de chaque graphe G devient

AE =Y T (-0 Ac (1.1.28)

F geF

ou Ag est 'amplitude nue. La somme contient toutes les foréts de sous-graphes diver-
gents (a deux et quatre pattes externes). Rappelons qu’une forét est un ensemble de
sous-graphes tel que Vg,¢ € F, soit gNg = ) soit g C ¢ ou ¢ C g. Par exemple, le
graphe G de la figure 1.2 contient les sous-graphes divergents suivants : G; = {1,2},Gy =
{1,2,3,4} ,G5s = {1,2,5,6} et G = {1,2,3,4,5,6}. Ses foréts divergentes sont donc :
@7 {G} ) {Gl} ) {GQ} ) {GS} ) {G17 G} ) {GQa G} ) {Gi’n G} ) {le GQ} ) {Gl, G3}’

{G1,G2, G}, {G1,G3,G}. Les sous-graphes Go et G5 ne peuvent pas appartenir a la méme
forét. Pour vérifier que la formule de Zimmermann (1.1.28) donne une ampitude renor-

F1G. 1.2: Le graphe oeil

malisée finie, nous renvoyons a la section 1.3.3 ol nous avons utilisé la classification des
foréts dans le cadre de 'analyse multi-échelles.

1.2 Analyse multi-échelles

Dans cette section, nous présentons l’analyse multi-échelles et donnons une borne
supérieure sur les amplitudes montrant que seuls les graphes & 0, 2 et 4 points divergent. De
plus, nous démontrons un théoréme de Weinberg uniforme sur les graphes complétement
convergents.

[’analyse multi-échelles est un outil puissant qui permet d’étudier précisemment la
renormalisabilité d’une théorie. De plus elle fournit des bornes précises sur les amplitudes.
Cette technique suit les idées de K. Wilson [WK74| sur le groupe de renormalisation.

1.2.1 Espace des phases

Au lieu d’effectuer 'intégrale fonctionnelle d’un seul coup, nous commengons par sépa-
rer les degrés de liberté de fréquences différentes. La renormalisation va alors se faire des
échelles les plus hautes (ultraviolettes) vers les échelles les plus basses (infrarouges). Pour
cela, nous découpons le propagateur en tranches de moments. Il est pratique d’utiliser



Section 1.2 — Analyse multi-échelles 27

une progression géométrique de raison M > 1 :

o dt @2 _, 2 L
C = — e m = C* 1.2.1
p($7y> /K_M_zp (47Tt)D/2 € 4 ; ) ( )
&0 dt (z—y)? 2
CO — — g —tm

M—2(i—-1)

, dt @0 42

C(’L :L" = _— e_ 4t —tm .
(@) /Mw (4mt)Pr2

La mesure étant gaussienne, il existe une décomposition associée [Sal99| :

P P
Gp =D 0, diny(8,) = Q) dus(&). (1.2.2)
=0 =0

C’est principalement la décomposition du propagateur qui nous sera utile dans la suite.
Néanmoins il est intéressant de garder a l'esprit que chaque ¢ correspond & une théorie
avec des coupures infrarouge et ultraviolette, de plus en plus proche de 'ultraviolet quand
7 augmente.

La premiére borne importante concerne le propagateur régularisé dans une tranche i :

Lemme 1.2.1 Pour tout 0 < i < p, il existe K,k € Ry tels que

Cilz,y) KM P2 o=kM T z—y| (1.2.3)
Démonstration. Pour i € [1, p]|, on utilise simplement
M—20-1)
: dt _@=p? o
C (x,y) _/]\4_21- W (& 4t (124)
e_(m;;»?
<Kl (M—Z(z—l) . M—Zz) sup

D/2
M—Qigth—%ifl) t /

gKQM(Dﬂ)i e~ k1M (z—y)?
<KM(D—Q)(z‘Jrl) e RMz—y|

Pour la premiére tranche ¢ = 0 (la tranche infrarouge), il faut utiliser la masse pour
intégrer sur ¢ :

< dt _e=y? o
Co(l',y) :Z W e 4t t (125)
_(z—p)? —tm?2/2 &0 dt —tm?2/2
<o e [
LU e k=l O

Remarque 2. Dans le cas d'une théorie sans masse, le propagateur dans la tranche
infrarouge (¢ = 0) n’obéit pas a la borne (1.2.3). Il est alors nécessaire de découper
également la zone 1 < ¢t < oco. Le propagateur, dans ces nouvelles tranches, obéit a la
borne (1.2.3) avec i — —i. On retrouve le fait que dans une théorie massive, la masse
« arréte » le flot alors qu’en ’abence de masse, le flot est non trivial dans 'infrarouge.
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Considérons un graphe G amputé avec I(G) lignes internes. La décomposition (1.2.1) des
propagateurs conduit &

Ag= ) A% (1.2.6)
,U,ENI(G)
AL, :/ Hd:cl, HC“(a:l,yl) (1.2.7)
velG leG

ou p, une attribution d’échelles (ou d’indices), est une liste d’entiers naturels ¢; correspon-
dant, pour chaque ligne interne [, a la tranche i; du propagateur de cette ligne. Une paire
(G, p) peut alors étre représentée comme 'exemple de la figure 1.3c. Sur cette figure, 1'es-
pace x est représenté par la direction horizontale tandis que les échelles du graphe suivent
la direction verticale. De maniére générale, lignes et vertex jouent des roles duaux dans
cet « espace de phase ». Chaque propagateur se situe dans une tranche de « moments »
et joint deux vertex. Au contraire, chaque vertex se situe en un point z fixé et joint
quatre demi-lignes situées a priori dans quatre tranches différentes. Les lignes verticales
correspondant aux vertex du graphe sont dessinées en pointillés pour les distinguer des
propagateurs.

Dans 'espace des phases (z,t) (¢ est le paramétre de Schwinger et non le temps!), les
divergences ultraviolettes a la limite K — 0 (ou p — o0) se traduisent par la divergence
de la somme sur les attributions p. En anticipant sur la suite et pour illustrer la dualité
entre 'espace = et I'espace (unidimensionnel) des échelles, nous verrons que tout comme
a chaque propagateur C) est associée une décroissance entre x; et y;, a chaque vertex,
pour les sous-graphes convergents, est associée une décroissance entre les échelles des
lignes qui lui sont accrochées. Ces décroissances duales nous permettront, pour un graphe
complétement convergent, d’effectuer la somme sur les attributions d’échelles et d’obtenir
une amplitude finie pour ces graphes.

Pour les sous-graphes divergents, ceux pour lesquels la somme sur i diverge, I’opération
de renormalisation 1 — T (voir section 1.1.3) permettra d’obtenir des facteurs supplémen-
taires de décroissance exponentielle dans les échelles de ces sous-graphes. La somme sur
les attributions d’indices des amplitudes renormalisées sera alors convergente.

1.2.2 Graphes complétement convergents

Nous allons démontrer un théoréme de Weinberg uniforme. Cela nous donnera 1’oc-
casion d’introduire (naturellement j’éspére) différents outils et structures de 'analyse
multi-échelles. Commencons par définir quelques notations graphiques.

Soit G un graphe connexe. G est en fait une paire (V,Z) composée des ensembles
V(G) = V de ses vertex et Z(G) = Z de ses lignes. Si G' = (V',7'), nous noterons
V(G') =V et Z(G') = 7'. Le cardinal de V(G) sera n(G), celui de Z(G) sera I(G).

Nous noterons également Vz(G) I'ensemble des vertex accrochés aux lignes de Z. Soit
v € V(G), définissons Z,(G) comme l'ensemble des lignes internes de G acrochées au
vertex v.

Un sous-graphe g de G (¢ C G) est une paire (Vi(G),1) avec i C Z(G). Un sous-
graphe est donc composé d’un sous-ensemble de lignes de G et des vertex aux extrémités
de ces lignes. Avec cette définition, un sous-graphe n’est pas nécessairement connexe.
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1, G} 7, G4 ={5,6,7}

8, G§ = {5,6,7}

5
6 ™~
8 —7 9 G? ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,11}
10
1 2 3 4
11 44Gt =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,11}

(a) Un graphe de ¢*

58GY =G
(b) L’arbre de « Gallavotti-Nicolo »
décomposition
en échelles
A
indices
d’échelle échelles

4 M4 1 2 @ 3 4

3 M3
I I
I I
I I
T T
I I
I I
9 M2 8 ! L9
I I
I I
I I
I I
I I
I I
1 M | |
I I
I I
I I
T T
I I
I I
I I
0 1 10

espace T

>

(c) Exemple d’attribution des échelles

F1G. 1.3: Les outils de ’analyse multi-échelles
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Pour tout graphe G, l'ensemble V(G) est l'union disjointe de deux sous-ensembles.
Soit cg la fonction de V(G) dans N telle que Vv € V(G), co(v) est la coordination du
vertex v dans G (c¢’est le nombre de lignes de G accrochées au vertex v). Un vertex v d'un
graphe amputé (ou d’un sous-graphe) g de la théorie ¢* sera dit interne si c,(v) = 4. Il
sera externe si 1 < ¢4(r) < 3. Nous noterons V;(G) (resp. Ve(G)) 'ensemble des vertex
internes (resp. externes) de G : V(G) = V;(G) UV,(G) avec V;(G)NV,.(G) = (). Nous note-
rons IN (G) le nombre de pattes externes (amputées) de G : N(G) = - cy, )4 — ca(v).
Remarquons que tous les vertex externes d’un graphe amputé sont intégrés. Par défaut,
nous noterons z,, v € V,(G) les positions de ces vertex.

Nous définissons Ag = [ [Lev.o) @20 Ac({2}). Quel que soit vy € Ve(G), I'invariance
par translation du modeéle implique que Ag({z,}) est indépendant de z,,.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme :

Théoréme 1.2.2 (Weinberg uniforme) Soit G un graphe de ¢}, connexe, amputé et
complétement convergent (c’est-a-dire Vg C G, w(g) > 0). Soit f € LY(R?). Quel que soit
vy € V.(G), il existe K € R, tel que

[ T o) Aatlanhomn) <"1 (128)

veVe(G)

Le théoréeme de Weinberg original [Wei60| affirme que I'amplitude d’un graphe complé-
tement convergent est finie. Ici nous démontrons en plus que 'amplitude est bornée par
K. I’adjectif uniforme signifie que la constante K ne dépend pas de n(G). La démons-
tration du théoréme 1.2.2 sera 1’occasion de continuer a introduire les outils de ’analyse
mutli-échelles.

Démonstration. Soit G un graphe connexe amputé et p une attribution d’indices. Soit
v € V.(G). On a :

AL (2, def/ I @ ] o (1.2.9)

ueV(G)| 1€Z(G)
v#1o

L’invariance par translation du modéle montre que Ag(z,,) est indépendante de z,,. C’est
pourquoi nous avons besoin d’une fonction test pour intégrer sur z,,.
Le lemme 1.2.1 implique que 'amplitude est bornée par

A% < / Az f (210)] / H da:y H M P2k el (1.2.10)

veV(G leZ(G
1/751/0

La structure minimale nécessaire pour intégrer sur les positions des vertex est un arbre
générateur 7 (G). Il s’agit d’un ensemble connexe de n(G) —1 lignes de Z(G) sans boucle.
Par exemple, sur la figure 1.3a, un arbre est représenté en gras. Il est pratique de choisir
un arbre générateur enraciné c’est-a-dire un arbre avec un vertex marqué appelé racine.
Nous choisissons vy comme racine. Cet arbre représente simplement un ensemble minimale
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. _ 17+1 _ . ,
de fonctions [],.re BMI o=yl permettant d’intégrer sur tous les vertex de G sauf un.
On a alors

Al < H MRy / Qo) f (20| / [1 do H e FM T el (19.11)

leZ(G veV(G)| leT(G
v#1Q
<K?(G)||f||1 [[ M@=t T m-Peen, (1.2.12)
1€T(G) 1€T(G)

En dimension D > 2, chaque ligne [ apporte un facteur de divergence M P~ Cependant
chaque ligne d’arbre fournit également un bon facteur M ~P%. Il est donc nécessaire de
choisir un arbre avec les lignes les plus hautes possible pour optimiser la borne (1.2.12).

En section 2.3.3, se trouve la procédure précise d’optimisation de ’arbre. Remarquons
toutefois que cette optimisation est faite de telle sorte que ’arbre contienne les lignes les
plus basses. Néanmoins la procédure est identique dans notre cas. Une simple induction de
I’échelle de la coupure p vers I’échelle 0 permet de choisir un arbre optimisé 7,,. Nous com-
mencons par 1’échelle p. Nous choisissons le plus grand nombre de lignes qui ne forment
pas de boucles. Si I’ensemble de ces lignes forme un arbre, 7, est complet et uniquement
constitué de lignes d’échelle p. Sinon nous ajoutons a ’ensemble précédent le maximum
de lignes d’échelle p — 1 qui ne forment pas de boucle et ainsi de suite. L’arbre (en gras)
de la figure 1.3a est un exemple d’arbre optimisé. Remarquons qu’il existe généralement
plusieurs arbres optimisés.

La borne (1.2.12) devient

Al <K £ H HMD . H HM b (1.2.13)

leZ(G 1eTu(

Dans I’équation précédente, tout se passe comme si, chaque ligne [ du graphe fournissait
un facteur MP~2 par étage entre les étages i; et 0. De méme, toute ligne d’arbre donne
M~P par étage entre i; et 0. Ainsi, dans le comptage de puissance, la contribution de
chaque ligne [ n’apparait qu’a partir de ’échelle 7;. Il est alors naturel de considérer :

Définition 1.2.1 (Composantes connexes) Soit G un graphe connexe amputé et p
une attribution d’échelles. Nous définissons G* comme ’ensemble des lignes de G d’indices
supérieurs ou égaux a i. Pour tout i € [0, p],

T(G)={leZ(G) i, > i}, (1.2.14)
G E(Vn, TH(R)) C G. (1.2.15)

Le sous-graphe G n’est, en général, pas connexe. Soit N.(G") le nombre de composantes
connexes de G?,

N(G?)

G = U Gl (1.2.16)

Les Gi, i € [0,p],k € [1, N.(G")] sont les composantes connexes de G ou ses sous-
graphes quasi-locaux.
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Les composantes connexes sont les sous-graphes de GG qui « apparaissent » quand on
parcourt les échelles de p a 0. La figure 1.4 montre les composantes connexes du graphe
de la figure 1.3a.

Soit g C G. 1l existe un moyen simple de déterminer si g est une composante connexe
pour la paire (G, u). Soit Z.(g) 'ensemble des lignes de Z(G) \ Z(g) dont au moins une
extrémité appartient a V.(g). Ce sont les pattes externes du sous-graphe g. Soient

def

ig(p) = lrérg(n) i, (1.2.17a)
eg(p) @lga(x) i (1.2.17b)

alors g est une composante connexe de (G, pt) si et seulement si i4(p) > e,(1). Un sous-
graphe est une composante connexe si toutes ses lignes internes sont au-dessus de toutes
ses pattes externes. Par convention, les pattes externes de G sont d’échelle —1 si bien
que G est toujours une composante connexe. La borne (1.2.3) indique qu'un propagateur
a D’échelle i a une extension spatiale bornée par M ~*. Pour une composante connexe
g, extension spatiale de ses propagateurs internes est au plus M. Celle de ses pattes
externes est au moins M % > M % Ainsi la taille typique d’une composante connexe
d’échelle i est d’ordre M~*. Celle-ci est reliée & son environnement extérieur par des
propagateurs plus longs et apparait donc comme quasi-ponctuelle du point de vue de
Iextérieur d’ou le qualificatif de quasi-local.

Par construction, deux sous-graphes quasi-locaux de G sont soit disjoints soit inclus
I'un dans l'autre. Ainsi 'ensemble des composantes connexes d'un graphe G donné forme
une forét (au sens de Zimmermann). G lui-méme étant toujours quasi-local, cette forét
n’est en fait constituée que d’un seul arbre dont la racine est le graphe G lui-méme. Nous
I’appellerons par la suite arbre de Gallavotti-Nicolo bien qu’il soit légérement différent de
celui qu’utilisent Gallavotti et Nicold [GN85a, GN85b, Gal85|. La figure 1.3b représente
I’arbre des composantes connexes du graphe de la figure 1.4. Chaque noeud de cet arbre
est une composante connexe, chaque lien est une relation d’inclusion.

Revenons maintenant a la borne (1.2.13). Nous allons montrer qu’elle s’écrit naturel-
lement en termes des composantes connexes.

N flh H HMD > 11 [Jam " (1.2.13)

|AG| <
1eZ(G) =0 leT,(G) =0
=K1 £l H II »>= JI II ¥
1€T(G)  (i,k)| 1€T,(G)  (i,k)|
1€T(GY) leT (Gl )
=TT T M H [ M7 (1.2.18)
(i,k) 1€Z(GL) (4,k) 1€T(GL)NTL(G)

L’arbre 7, a été optimisé de telle sorte qu’il contienne les lignes les plus hautes possibles.
Il n’est pas difficile de se rendre compte, a partir de la définition 1.2.1 des composantes
connexes, que 'arbre 7, est sous-arbre dans chaque composante connexe. Nous noterons
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décomposition
en échelles
A
indices
d’échelle échelles
5
—
N7 7
4 M
1 2 3 4
5
3 M3
1 2 3 4
11
2 M?
1 M
5
8 9
0 L 10
1 2 3 4
11

espace T

F1G. 1.4: Composantes connexes
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7.} la restriction de 7, & la composante connexe G} : 7! = 7, N Z(G}). Le nombre de
lignes dans une composante G est I(G%). Le cardinal de 7,/ est n(G%) — 1. On a donc

ALl <KL T M, (1.2.19)

(ke
[0.p] X [1,Ne(GY)]

w(GY) =Dn(G) + (2 — D)I(GL) — D = (4 — D)n(G3) + ?N(GZ) —D. (1.2.20)
Nous retrouvons le degré superficiel de convergence (1.1.17) mais cette fois-ci pour toutes
les composantes connexes de G. Remarquons également que le comptage de puissance
(1.2.19) fait uniquement intervenir les sous-graphes quasi-locauz. Les sous-graphes de G
qui ont au moins une ligne interne plus basse que leurs pattes externes ne participent pas
a la borne (1.2.19).

Encore une fois, si D > 4, la théorie n’est pas renormalisable : VN € N, dng € N |
Vn > ng, w < 0. Si D < 4, le modéle est super-renormalisable : les graphes divergents,
qui contribuent & un nombre fini de fonctions, sont en nombre fini. Enfin, en dimension
4, la théorie est juste renormalisable. Le degré superficiel de convergence ne dépend pas
du nombre de vertex et le nombre de fonctions divergentes est fini.

Pour démontrer le théoréme 1.2.2, il reste a prouver que nous pouvons effectuer la
somme sur les attributions d’échelles au prix d’une constante a la puissance n(G). Nous
nous restreindrons a la dimension 4 a partir de maintenant. Par hypothése, tous les sous-
graphes de GG sont complétement convergents. Ses composantes connexes le sont donc
aussi quelle que soit Pattribution p. Cela signifie que, quels que soient 7, k, N(G%) > 6 ce
qui entraine

w(Gh) =N(GY) —4 > N(fi) (1.2.21)

Soit v € V(G). Nous définissons
e, () :zgi}c(:) i, (1.2.22a)
i, (1) _ze%lyl(%) 0. (1.2.22Db)

Quels que soient i € N et v € V(G), si ¢ < i,(u) alors v appartient & une unique
composante connexe sinon v n’appartient & aucune composante connexe. De plus, v est
un vertex externe si i, < i < e,. On a donc

(4G KTl [ a0 < @ T veeor
(i,k) (i,k)

T T M (1.2.23)

(ik)  veEV(GL)|
ev (1) <i<iv (1)

La derniere équation est une inégalité car le nombre de pattes externes d’un sous-graphe
est supérieur ou égal a son nombre de vertex externes.

AL <kP U T [T M= H M)/ (1.2.24)

veV(G) (3,k)| veV(G
ev (1) <1<ZV (w)
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Pour les graphes complétement convergents, I'intégration sur les positions a donné une
décroissance exponentielle dans la longueur des lignes verticales (les vertex). Cette dé-
croissance est duale de celle des propagateurs. Elle permet de sommer sur les échelles,
I'invariance par translation des décroissances obtenues étant brisée par I’échelle —1 des
pattes externes. En effet,

H M (ev=in)/3 < H H M li—iel/18 (1.2.25)

veV(Q) veV(G) (LU)eL,xT,

De la méme facon que l'intégration sur les positions des vertex du graphe est faite en
choisissant un arbre parmi les lignes horizontales, la somme sur les attributions est faite
en choisissant un arbre parmi les lignes verticales qui connecte les lignes (donc les échelles)
du graphe. On obtient alors

IT > 146 <k OB Nl < K ) £ (1.2.26)
leZ(G) i1=0
ce qui acheve la preuve du théoréme. U

Remarque 3. Dans [FMRSS85|, le théoréme 1.2.2 a été démontré pour une trés large
classe de modeles. En effet, pour toute théorie vérifiant les hypotheéses :

L. VI € Z(G), |Cilw,y)| < K' [ g5z d®k avec p(l) > 0,

2 m2)P(l>
2. la coordination des vertex est arbitraire,

3. Vg C G, il existe € > 0 tel que le degré superficiel de divergence

—w(g) =(I(9) —n(g) + d =2 Y p( (1.2.27)

leZ(g)

obéisse a la borne
w(g) >2¢N(g), (1.2.28)

le théoréme 1.2.2 est vrai. La condition (1.2.28) est trés naturelle. Elle est notamment
vérifiée par toutes les théories renormalisables connues. Néanmoins, qualifions de renor-
malisable un comptage de puissance qui est convergent a partir d’'un nombre minimum
de pattes externes. Ainsi un modéle renormalisable en ce sens a un degré superficiel de
convergence qui s’écrit

w=f(N), AN, € N|VN > Ny, f(N) > 0. (1.2.29)

Ceci n’implique pas (1.2.28). Rappelons que toute les théories renormalisables connues
obéissent bien sir a (1.2.29) mais aussi a (1.2.28). Si toutefois nous avions affaire & un
modeéle renormalisable ne vérifiant que (1.2.29), la borne que nous obtiendrions dépendrait
du comportement précis de f(NN). Par exemple, si f(IN) est seulement bornée (inférieure-
ment) par une constante, le facteur K™% dans (1.2.8) deviendrait I(G)!.
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Remarque 4. Considérons le cas d’une théorie super-renormalisable comme ¢3. A partir
de (1.2.20), on a w = 2n — 2 qui, pour n > 2, vérifie w > n. On a alors

RIEECEIRIEE (1.2.30)
(i.k)

(i.k) vEV(GL)

— H H M= M ()
(@)

veV(G)  (ik)| VeV
VEV(G};,)
< | (1.2.31)
veV(G) I€T,(G)

Si nous considérons les décroissances exponentielles verticales comme des ressorts verti-
caux, nous remarquons, en comparant (1.2.31) a (1.2.25), qu’un sous-graphe d’un modeéle
super-renormalisable est « attaché » au sol (I’échelle 0) alors qu'un sous-graphe d’une
théorie juste renormalisable n’est attaché qu’a ses vertex externes. Cette image intuitive
sera utile pour la renormalisation (voir section 1.3).

Concluons cette section en notant que le théoréme 1.2.2 est en fait valable pour de nom-
breuses attributions correspondant a des graphes qui ne sont pas complétement conver-
gents. En effet, le comptage de puissance (1.2.19) ne fait intervenir que les sous-graphes
quasi-locaux. Soit un graphe G connexe, pas nécessairement complétement convergent.
Qualifions de convergente une attribution telle que tous les sous-graphes a deux et quatre
points ne soient pas quasi-locaux. Alors

PV

p convergentes

<K™MD), (1.2.32)

Ce résultat est non trivial (la somme est non vide) uniquement si G est superficiellement
convergent car, par définition, G est toujours quasi-local. Evidemment, pour un graphe G
complétement convergent, toutes les attributions sont convergentes et le théoréme 1.2.2
est alors un cas particulier de (1.2.32).

1.3 Amplitudes renormalisées

L’analyse mutli-échelles nous a permis de montrer qu'un graphe sans sous-graphe
divergent est fini mais aussi que son amplitude est uniformément bornée par K". Plus
important, le comptage de puissance (1.2.19) et I’équation (1.2.32) nous apprennent que
les divergences ne peuvent provenir que des composantes connexes. Et c¢’est heureux. En
effet, les composantes connexes sont quasi-locales. Leur extension spatiale est d’ordre
M's alors que celle de leurs propagateurs externes est plutot M. Du point de vue de
Iextérieur, les composantes connexes apparaissent comme quasi-locales. Cette qualité est
d’autant plus prononcée que la différence ¢, — e, est grande ce qui est d’ailleurs I'origine
des divergences ultraviolettes. Ainsi il n’est pas étonnant que ces divergences puissent étre
absorbées par un contreterme (exactement) local : la « différence » entre 'amplitude d’un
graphe quasi-local et un contreterme local est certainement convergente. Pour illustrer
ce fait, nous revisiterons plus loin I'exemple du graphe bulle dans le cadre de ’analyse
multi-échelles.
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L’autre point important est que les sous-graphes quasi-locaux ont une structure en
arbre pour la relation d’inclusion : c’est 'arbre de Gallavotti-Nicolo. Ainsi les compo-
santes connexes divergentes (pour ¢}, ce sont les sous-graphes quasi-locaux a deux et
quatre points) forment une forét. Un sous-ensemble d’un arbre est une forét qui peut
étre aussi un arbre si le sous-ensemble contient la racine du premier arbre. Cette struc-
ture résoud un des problémes les plus épineux de la renormalisation perturbative : les
sous-graphes divergents a intersection non triviale (« overlapping divergences » ou diver-
gences enchevétrées). Trés tot, il a été remarqué qu’une renormalisation qui utilise des
contretermes dans le lagrangien donne lieu a des contributions indicées par des foréts
[BP57, BS59, Hep66, Hep69, Zim69]. Ces foréts de contretermes rendent les amplitudes
renormalisées finies. Mais, par définition, les sous-graphes enchevétrés ne peuvent pas
appartenir a une méme forét. Les sous-graphes quasi-locaux sont les seuls a devoir étre
renormalisés et sont naturellement organisés en foréts. Le probléme des divergences « over-
lappantes » n’apparait donc tout simplement pas en analyse multi-échelles car il n’y a pas
besoin d’associer un contreterme a de tels graphes.

1.3.1 Contretermes

Nous allons maintenant illustrer sur I'exemple de la bulle la procédure d’extraction de
la partie divergente d’un graphe, autrement dit la définition des contretermes.

[’analyse multi-échelles a été principalement développée en espace x. Cela permet de
I'utiliser pour la théorie constructive. La procédure de prise de contreterme a moments
zéro (le schéma de soustraction BPHZ) se traduit en espace x par un déplacement des
pattes externes en un méme point. Précisemment, soient z1,...,xy les points externes
d’un graphe G. Sinous notons a(xy, ...,z y) la fonction test contre laquelle Ag(z1,...,zN)
est intégrée et T I'opérateur qui met a zéro les moments externes dans 'amplitude amputée
Ag, nous avons la propriété suivante :

Propriété 1.3.1 (Contreterme en espace x)

/da:l dry (TAg)(x, .. an) a(zy, ... 2N) (1.3.1)

= /dl’ldl'N Ag(Il,...,l'N) (T*O,)(.I’l,...,QIN)

avec (T*a)(z1,...,TN) = Zf:(f) %% a(z(t),... ,xN(t))‘tzo et x;(t) = xn +t(z; — xN).

Remarque 5. L’équation (1.3.1) ne définit pas 'opérateur T de maniére unique. En
effet on aurait pu remplacer xzy par n’importe quel point parmi les z;. C’est I'invariance
par translation de Ag qui est responsable de cette ambiguité.

Démonstration. On montre ici comment le second membre de (1.3.1) est égal au premier.

/d:}:l coodry Ag(zy, .., on) (Tha)(xq, ... xy)
)

D(

Q

IIM

Jlj— /dml...dx]v Ag(zy, ..., zN) a(a:l(t),...,xN(t))}tZO (1.3.2)
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ou z;(t) = on + t(x; — xn). Ag étant invariante par translation, (1.3.2) devient

D(G)
Z av /dm cdry Ag(xl—xN,...,O)a(asl(t),...,$N(t))‘t:0

1 & dN—lp aNE . PR et
'dtﬂ / de‘N )d(N—l) (27r)dN A(pi)e P-( N)a(k;,-)e ()‘

(1.3.3)

t=0

avec dNk = [[X, dk; et k- x(t) = SN, kiai(t). L'équation (1.3.3) contient l'intégrale

N-1 N-1

/dxl ...drn_1 expt Z x; (th; — pi) = (27T)d(N_1) H O (th; — pi) .
i=1

Apreés intégration sur les p;, i € [1, N — 1], on a

/dl’l...d.’l}'N AG'<£E1,...,QZ’N) (T*a)<$1,...,x]\[)
D(G) ; N
1 & vk - .
— 2 F? /de )i A(tk;)a( eXp@kaN’t 0
D(G) : N
1 & dVk . .
T .
]:1 1=1
dVk - .
= W(TAG)(kla'--7kN>a(k1>'--akN)
:/dN:z: (TAg)(x1,...,zNn)a(xy, ..., zN). O

Considérons donc I'exemple du graphe bulle. Notons i1, 75 les indices des propagateurs
internes et ey, ...,es les indices des propagateurs externes. Nous écrirons qu’un sous-
graphe g est dangereux pour l'attribution p si, d'une part, il est divergent au sens
habituel (par exemple, §'il a deux ou quatre pattes externes dans ¢}) et si, d’autre part,
ig(t) > ey(p). Un sous-graphe de ¢7 est donc dangereux s’il a deux ou quatre pattes
externes et s’il est quasi-local. Dans toute la suite, nous omettrons I’étoile de 'opérateur
T*. L’amplitude du graphe est

Ag = / drdzy O (21, 72)C2 (21, 22) O (21, 11 ) C (1, ) O (19, 1) O (9, ya) (1.3.4)
- / drdzy O (21, 22) O (21, £2) O (21, 41 ) O (1, y2)
X {063(331793)084(1517?/4)
+ /01 ds (w3 — 11) - V(C% (21 + 5(32 — 1), y5) O (215(2 — 1), y4))}

ZTAG+/d$1d932 C" (w1, 22)C™ (21, 12)C (21, Y1) C% (1, o)

X /0 ds (zg — x1) - V(C’e3 (x1+ s(x2 — 1), y3)C(x18(20 — $1),y4))-
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A partir de la définition (1.2.1) du propagateur dans une tranche, il est facile de montrer
la borne suivante :

‘(1’2 — 1) - VO (31 + 5(z2 — $1)>y3)| <[ (22 — 96’1)’M?’ese_kMeg|x1_y3+5(£2_m)‘ (1.3.5)

<|(wg — )| M3~ RM = o1 —ys]

Pour la deuxiéme inégalité, nous avons utilisé la forte décroissance des propagateurs in-
ternes. En utilisant la méme borne pour le deuxiéme propagateur externe, il n’y a plus de
dépendance en s dans I'intégrale et celle-ci peut étre bornée par 1. Finalement, I'amplitude
renormalisée est bornée par

(1 —1)Ag KM 20-i200(1) Jy~(max(iniz)—max(es,ea)) (1.3.6)

Supposons que la bulle soit dangereuse c’est-a-dire min(iy, i2) > max(eq, e, 3, €4). Consi-
dérons i; > iy, le facteur M ~2(1=%2) vient du fait qu’a I'échelle iy, la ligne d’échelle i, n’ap-
parait pas encore si bien que nous avons affaire & une fonction a six points qui converge
quadratiquement. A 1'échelle iy, la bulle est compléte et sa divergence est logarithmique.
C’est le facteur O(1). Nous constatons ainsi que l'opération 1 — T a fourni un facteur
supplémentaire M —(max(iniz)—max(es,e1)) e point important ici est qu’il permet d’effectuer
la somme sur 75 qui est logarithmiquement divergente dans TA. La renormalisation fournit
assez de décroissance « verticale » pour effectuer la somme sur les attributions d’échelles.

Revenons un instant sur le facteur M ~(max(iiz)—max(es,ea)) [ orgque le graphe a renor-
maliser est plus grand que la bulle, la distance |zo — 1| (la distance parcourue par les
propagateurs déplacés) ne peut généralement étre bornée que par M ~¢. De plus, le (mau-
vais) facteur M™¥(¢3¢4) n’est pas non plus représentatif du cas général. En effet, nous
ne pouvons pas choisir de déplacer les propagateurs externes les plus bas car le choix
du vertex auquel nous les déplagons est dicté par la forét compléte des contretermes. Le
meilleur facteur qu’on puisse obtenir est donc M~(¢=¢¢) qui est inférieur a 1 si le graphe
G est quasi-local.

Le contreterme associé a la bulle est de la forme

TAG :/dxl ¢e1 (xl)(ba (x1)¢€3(x1)¢€4(x1) /dxz Z Cil (xhx?)CiQ(xl?x?)' (137)
i o
1G>eq
L’intégrale sur x5 est en fait indépendante de x; grace a I'invariance par translation. Ainsi
le contreterme TAg est de la forme d’un vertex local (en x) multiplié par un réel positif.
Mais ce nombre dépend de I’échelle des champs au vertex a cause de la restriction sur
la somme sur les attributions. La partie divergente de la bulle ne peut donc pas étre
absorbée dans une unique constante renormalisée mais peut ’étre dans p + 1 constantes
effectives qui dépendent d’un indice d’échelle. Pour pouvoir absorber la divergence de la
bulle dans une unique constante renormalisée, il faudrait relacher la contrainte ig > eg
et donc rajouter a (1.3.7) la somme sur les attributions telles que i¢ < eg.

Nous qualifierons d'utiles les contretermes correspondant & des sous-graphes dange-
reux. Ils sont utiles dans le sens ou ils annulent réellement une divergence. Par contre,
nous avons vu dans la section précédente qu’aucune divergence n’est associée aux graphes
dont au moins une patte interne est plus basse qu’une patte externe. Ainsi les contre-
termes correspondant & de tels graphes seront qualifiés d’inutiles. Pour exprimer la série
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perturbative en terme d’'une unique constante de couplage renormalisée, nous sommes
obligés d’extraire la partie locale des sous-graphes qui ne sont pas quasi-locaux et donc
d’inclure dans la constante nue les contretermes inutiles.

Les contretermes inutiles sont finis car la somme sur leurs indices internes est bornée
par I'indice d’au moins une de leurs pattes externes. Mais, dans le cas d’un graphe g a
quatre points, cette somme logarithmique se comporte comme e,. Si ce sous-graphe est
inséré un grand nombre de fois dans une boucle convergente, on aura

> Mg ~Kmnl. (1.3.8)

€g

Or nous avons vu en section 1.1.2 que la fonction & quatre points renormalisée souffre
du probléme des renormalons c’est-a-dire des contributions en n!. Le terme de renorma-
lon prend maintenant tout son sens car nous venons de voir que ces n! proviennent des
contretermes inutiles. En toute rigueur, nous avons seulement constaté que les contre-
termes inutiles fournissent des contributions du type renormalons mais non que tous les
renormalons leur sont dtis. En fait, nous donnerons dans la section 1.3.3 un théoréme
qui prouve qu’en l'absence de contretermes inutiles, les amplitudes « renormalisées utile-
ment » n’ont pas de renormalon.

Dans les deux sections suivantes, nous allons donner les grandes lignes de la preuve de la
finitude des amplitudes renormalisées. Pour cela nous devons tout d’abord écrire la formule
de foréts de Zimmermann dans le cadre de I'analyse multi-échelles. Ceci constituera le
lemme de classification des foréts. Puis nous expliquerons comment ce lemme permet
d’une part de montrer la finitude ordre par ordre de la série renormalisée et d’autre part
de donner une borne sur 'amplitude des graphes renormalisés. Le théoréme que nous
montrerons sera

Théoréme 1.3.2 (BPHZ uniforme) Soit G un graphe de ¢}, connexe, amputé. Soit
h € LY(RY). Soit f(G) = maXjorers divergentes 7 de ¢ card F. Quel que soit vy € V.(G), il
eviste K € R, telle que Uamplitude renormalisée AE (donnée par la formule (1.1.28))
soit bornée par

/ TT o h(a) AR os) <K (G (1.3.9)

veVe(QG)

Nous pouvons facilement nous convaincre que le nombre d’éléments d’une forét de sous-
graphes divergents d'un graphe donné est borné par f(G) < n(G).

1.3.2 La forét qui cache I'arbre

Nous allons montrer comment organiser la somme sur les foréts divergentes en fonction
de la structure de 'arbre de Gallavotti-Nicolo. Pour simplifier les arguments, nous nous
restreindrons aux graphes ne contenant que des sous-divergences a quatre points. Ce qui
suit est extrait de [Riv9l].

Soit un graphe G & quatre points ou plus ne contenant que des sous-divergences a
quatre points. Soit une attribution d’échelle p. L’ensemble des sous-graphes quasi-locaux
divergents forme une forét notée D,. Rappelons que pour rendre I’amplitude de G finie, il
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est seulement nécessaire d’extraire les parties divergentes de ces graphes-la. Par ailleurs,
nous avons remarqué grace a I’exemple de la bulle que la prise de partie locale d’un graphe
découple les lignes internes des pattes externes. Soit g C G, nous avons T,Aq = Ag/yTA,
avec G/g le graphe G ot on a réduit g & un point. Le fait que chaque T, découple g de ses
pattes externes nous incite a redéfinir une nouvelle forét D, qui prenne en compte cette
factorisation.

Prenons 'exemple de la figure 1.2. Sur la figure 1.5a, nous avons attribué une échelle
a chaque ligne de ce graphe. Considérons la forét F = {G1, Gy, G} (voir la figure 1.2
et le paragraphe au-dessus). Dans F et avec une telle attribution, ni G; ni G5 ne sont
dangereux. Cependant, ’application de 'opérateur T, déplace les lignes d’échelles 15
et 5 au point x (voir figure 1.5b). Le graphe G ne posséde alors plus que deux pattes
externes, plus basses que ses lignes internes. Remarquons que si le sous-graphe G; C G,
n’avait eu aucune patte externe en commun avec les pattes externes de Go, 'application
de T, n’aurait pas changé la nature dangereuse ou pas de (. Les seuls changements
proviennent des sous-graphes Gy C G qui ont des pattes externes en commun. De plus,
il est facile de se rendre compte que si G est dangereux alors T, ne change pas non plus
la nature de G;.

O

Un oeil multi- etageb ) Factorisation d’un contreterme

F1G. 1.5: De forét inoffensive a forét dangereuse

Voici comment définir une forét dangereuse qui dépend d’une forét de graphes. Nous
écrirons qu’un sous-graphe ¢ est compatible avec une forét F si F U {g} est une forét.
Nous définissons également Bxr(g) comme 'ancétre de g dans F U {g} et Az(g) comme
les enfants de g dans F : Ax(g) = Uncy, nerh.

Nous pouvons alors définir deux sous-foréts de F correpondant aux parties dangereuses
et inoffensives de F. La forét inoffensive T),(F) est le complémentaire dans F de la forét
dangereuse D, (F) :

D, (F)={g € F:iy(F) > e, (F)} (1.3.10)
avec iy(F) =min{i(p) : L€ g\ Ax(g)}, (1.3.11)
eg(F) =max {i;(n) : I € Z(g9) N Br(g)}
Z.(g) étant 'ensemble des lignes externes de g. Cette définition généralise les indices i,
et e, car iy = iy(0) et e, = e4(0). De plus, elle généralise la notion de quasi-localité au

graphe réduit g/Ax(g).

Nous vérifions facilement que si F; C F; alors Vg € Fi, i,(F1) < ig(F2) et eg(Fr) >
eq(F2). Nous avons le lemme suivant :
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Lemme 1.3.3

ig(F) =ig(Tu(F) U{g}), (1.3.12)
eg(F) =ey(T,(F) U {g}). (1.3.13)

La preuve n’est pas trés compliquée a partir des définitions précédentes. Néanmoins ce
lemme est capital car il implique T),(T},(F)) = T,,(F) si bien que I'ensemble FP(G) des
foréts divergentes de quadrupédes se décompose en classe d’équivalences sous 'action du
projecteur 7}, :

FPG) = | AFTUF)=F}. (1.3.14)

F|Tu(F)=F

Les foréts satisfaisant T),(F) = F forment ’ensemble I (1) des foréts inoffensives. A partir
d’une forét F € I(p), on peut construire la forét maximale F U H,(F) qui satisfait
T(FUH,F))=F:

H,(F)={g9 C G : g compatible avec F et g € D,(FU{g})}. (1.3.15)
Le lemme suivant caractérise alors les classes d’équivalences de FP(G) :
Lemme 1.3.4 (Classification des foréts) Pour toute forét F € I(u), on a

FUH,(F) eFP(Q), (1.3.16)
VF € FP(g), T, (F) =F <=F CF C FUH,F). (1.3.17)

Nous renvoyons a [Riv91| pour la preuve. Le fait important est que ce lemme permet de
récrire I'opérateur de Zimmermann en factorisant un produit d’opérateurs 1 — T corres-
pondant aux graphes dangereux dans chaque forét de sous-graphes inoffensifs incluant la

forét vide :
= > JICw=> T[] ] @-. (1.3.18)

FeFDP(G) geF Fel(u) geF heH,, (F)

1.3.3 Bornes et finitude

Pour montrer le théoeme 1.3.2, nous écrivons d’abord 'amplitude renormalisée sous
la forme

> Al (1.3.19)

FeFP(@)
Abr= > T[] JI —mAL (1.3.20)
plFel(up) geF he€H . (F)

Pour chaque forét F, nous pouvons montrer une borne du type (1.3.9) puis conclure car
le nombre de foréts divergentes de quadrupédes est borné par 8% (voir [ACR81, dCRS83]).

Nous appliquons tout d’abord les opérateurs T, pour tout g € F. Ceux-ci déplacent les
pattes externes de g et internes & Bz(g) en un point noté v,(g). Puis nous appliquons les
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opérateurs 1 — T, pour h € H,(F). Cela donne lieu a des différences de propagateurs que
nous évaluons par un développement de Taylor semblable a I’équation (1.3.4). Remarquons
que la ligne qu’on déplace doit se trouver dans Z.(h) N Bx(h) car les lignes externes
communes & h et Br(h) ont été déplacées en un méme point apres I'opérateur Tp,.(n). Le
produit des 1 — 1), se factorise en

11 1T (1—p) (1.3.21)

9eFU{G} heHu(F)|Br(h)=g

et chaque produit d’opérateurs agit uniquement sur g/Az(g). Ainsi les différences de
propagateurs rapportent au moins M*»(F)=en(F) Puis, comme dans le cas de la bulle, nous
bornons les propagateurs interpolés par une borne du type (1.2.3). Les intégrales sur les
parameétres d’interpolation sont alors bornées par 1.

L’intégrande est alors prét pour l'intégration sur les vertex internes. Il faut garder
a lesprit le fait que l'amplitude de G est factorisée dans les g/Ax(g), g € F, aprés
application des opérateurs T. Pour intégrer les vertex internes de G, nous choisissions un
arbre 7 dont la restriction a g/Ax(g) est un arbre générateur 7, de g/Ax(g). Ce choix
est possible, comme dans le cas de 'arbre de Gallavotti-Nicolo, car F U {G} est un arbre.
Puis nous demandons que pour tout g € F, 7, soit sous-arbre dans toutes les composantes
connexes (g/Ar(g))%.

L’intégration sur les vertex internes produit

H H M (g/A7(9);) (1.3.22)

geFU{G} (3,k)

ol w est donné par I’équation (1.2.20) a D = 4. En ajoutant les facteurs de décroissance
verticale obtenus grace aux opérateurs 1 — 1;,, on obtient

< Y I [yl (1.3.23)

u\fef(u) gEFU{G} (3,k)

ol

'((9/A7(9))i) =max {1,w((g/Ax(9))i) } (1.3.24)

sauf si g € F et (g/Ar(g9))s = g/Ax(g) auquel cas

' ((9/A7(9))i) =w((9/AF(9))i) = 0. (1.3.25)

Soit imax(p) U'indice le plus haut de l'attribution pu. A partir d’une fraction de la
décroissance verticale (1.3.23), nous pouvons extraire M %= Puis en fixant un indice
de g/Ax(g), on somme sur les échelles des h € H,(F) :

[[ &r@ee <xm@. (1.3.26)
geFU{G}

Puis la somme logarithmique sur les échelles des sous-graphes inoffensifs est certainement
bornée par imax(1). Enfin la somme sur i, () donne

Z(imax)card]:M—éimax g(card f)' Kcard]: (1327)

Tmax
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ce qui prouve le théoréme 1.3.2. Encore une fois, la preuve montre un peu plus. Si on
considére l'opérateur de Taylor restreint aux graphes dangereux c’est-a-dire F = () et
sachant que H,(0) = D,, on a

Théoréme 1.3.5 (Renormalisation utile)

AZF =Y T (1= Al < KO (1.3.28)

u heD,

Ce dernier théoréme montre que les renormalons sont bien dus uniquement aux contre-
termes inutiles.

Pour démontrer le théoréme 1.3.2 en toute généralité c’est-a-dire avec les sous-graphes
a deux points, il faudrait utiliser le formalisme des graphes 1-particule irréductible. Sinon,
on aurait affaire a des graphes dont le cardinal des foréts divergentes atteindrait 3n/2 ce
qui empécherait d’obtenir un rayon de convergence fini dans le plan de Borel.

1.4 La série effective

Pour définir une théorie des champs, au sens mathématique du terme, par exemple
par l'intermédiaire de sa fonction de partition, il est nécessaire d’utiliser des méthodes
perturbatives. Ces techniques sont également un bon moyen de calculer des grandeurs
physiques. Le point de départ est la série nue (1.1.8). Sachant que I'on souhaite prendre
la limite kK — 0, cette série n’est clairement pas le bon objet a considérer. Les méthodes
de renormalisation perturbative du type BPHZ permettent de réorganiser la série nue en
une série entiére en une constante renormalisée \g. La série renormalisée est finie ordre
par ordre en \g. Néanmoins, elle n’est pas sommable a cause du probléme des renorma-
lons. C’est la définition méme de la série renormalisée qui crée ces contributions d’ordre
n! rendant le rayon de convergence de la série nul. Pour les théories asymptotiquement
libres, la série peut étre Borel sommable mais pour les autres, telles que ¢}, ce n'est a
priori pas le cas. Ces problémes de resommation sont importants pour définir le modéle
au-dela de la perturbation, notamment en régime de couplage fort.

Nous avons constaté, dans la section précédente, que les renormalons sont uniquement
dus aux contretermes inutiles. En effet, I’analyse multi-échelles nous apprend que seuls les
graphes quasi-locaux, c’est-a-dire ceux dont toutes les lignes internes sont « au-dessus »
de toutes leurs pattes externes, conduisent a des divergences. Les contretermes associés
a ces graphes sont dits utiles. Les autres, non seulement ne servent pas a annuler une
divergence mais encore créent les renormalons. Pour obtenir une série finie ordre par
ordre sans renormalon, nous sommes amenés a ne pas introduire de contretermes inutiles.

Nous avons vu, avec ’exemple du graphe bulle, que les contretermes utiles dépendent
de D'échelle de la plus haute patte externe (voir équation (1.3.7)). En effet, un contre-
terme est utile s’il correspond a la partie locale d’un graphe g quasi-local c’est-a-dire dont
I'attribution (g) est telle que i, > e,;. La somme sur ;(g) est alors contrainte par cette
condition de quasi-localité. Ainsi, il n’est pas possible d’absorber les contretermes utiles
dans la redéfinition d’une unique constante de couplage renormalisée. Il est nécessaire
d’introduire une infinité de constantes de couplage, indicées par ’échelle de la plus haute
patte du vertex correspondant. Ces constantes sont intimement reliées a la philosophie du
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groupe de renormalisation & la Wilson. La constante effective \; & 1’échelle i correspond
a la partie locale des graphes a quatre points quasi-locaux dont toutes les lignes internes
ont un indice supérieur ou égal a i + 1. Or le « découpage » de la théorie en tranches de
moments induit une décomposition de l'intégrale fonctionnelle par la factorisation de la
mesure gaussienne (voir équation (1.2.2)) : pour tout 0 < @ < p, 'intégration sur le champ
@' crée les propagateurs C? d’échelle i. Si nous intégrons tous les champs de p a i + 1,
nous obtenons une théorie « effective » dont la constante de couplage est \;.

Pour résumer et préparer le lecteur au formalisme qui suit, nous pouvons écrire que
la série effective est obtenue a partir de la série nue en développant certaines constantes
nues en termes des constantes effectives et des contretermes utiles. De méme, en extrayant
les contretermes inutiles des constantes effectives, on a la série renormalisée. Ainsi nous
avons :

constante nue =constantes effectives 4 contretermes utiles (1.4.1a)

constante renormalisée =constantes effectives — contretermes inutiles (1.4.1b)
ce qui est compatible avec la définition habituelle (1.1.25) :

constante nue =constante renormalisée + tous les contretermes. (1.4.1c)

Ainsi de la méme fagon qu’on définit la constante renormalisée comme une série formelle
en la constante nue, nous allons donner les constantes effectives en termes de la constante
nue. Encore une fois, nous nous restreindrons aux graphes sans sous-graphe a deux points.
Toute fonction de Schwinger connexe a N points peut s’exprimer comme une série formelle

en la constante nue :
Ch=>_ > (=294, (1.4.2)

G pel0,p](®

ou la somme sur GG est restreinte aux graphes connexes & N points sans sous-graphes a
deux points. Nous allons démontrer le théoréme suivant concernant ’existence de la série
effective :

Théoréme 1.4.1 (Série effective) Il existe p+ 1 séries formelles en A\, = M), appelées
N A\, telles que la série formelle (1.4.2) s’exprime comme

= > > H DAGE, (1.4.3)

GIN(@)=4 pue[0,p]1(©) veV(@

A= T -m)Ac, (1.4.4)

heD,.(G)

ot l’exposant p dans les constantes de couplage rappelle que la théorie est définie avec une
coupure p, ot e,(p) est défini en (1.2.22) et D,(G) est la forét des sous-graphes quasi-
locauz & quatre pattes externes de G. Les constantes effectives obéissent a la définition
TECUTSIVE !

—>\f = H—l + Z Z H H (1 — Th) THAH# (145)

H|N(H)= w(H)| veV(H heDH(H)
ig=i+1>ey
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L’équation (1.4.5) définit (par substitutions répétées) chaque constante effective comme
une série formelle en \,. Cette récurrence s’arréte a A_; car c’est la derniére constante
pour laquelle la somme sur les graphes H est non vide. Si nous appliquons la formule
(1.4.3) a la fonction connexe & quatre points et prenons sa partie locale, tous les termes
sont nuls sauf le graphe trivial formé d’un seul vertex. Ses quatre pattes externes sont, par
définition, d’échelle —1 si bien que la constante de couplage associée est A_;. Celle-ci est
donc la partie locale, ou & moments externes nuls, de la fonction & quatre points connexe
et peut ainsi étre identifiée a la constante de couplage renormalisée.

Démonstration. La preuve du théoréme 1.4.1 s’effectue par récurrence. Nous allons mon-
trer que si nous ne renormalisons utilement une fonction connexe que jusqu’a 1’échelle i,
nous obtenons une série intermédiaire qui est

Z Z H max(z ey(u)))Agfjia (146)

GIN(G)=4 pue[0,p]! (@) veV(G

Agyt =11 =4y, (1.4.7)
heDj,(G)
D (G) ={h € Du(G) : iy > i}. (1.4.8)

L’hypothése de récurrence est clairement vérifiée a i = p ou (1.4.6) se réduit a (1.4.2). Si
nous prouvons le passage de ¢+ 1 a 7, le théoréme sera démontré dans la mesure oti, pour
i = —1, (1.4.6) devient (1.4.3). Supposons donc vraie I’hypothése de récurrence a ’échelle
1+ 1. Nous allons la démontrer a I’échelle 7 en ajoutant et soustrayant les contretermes qui
permettent de passer de AZ,R’”“ a Agi’i. Ceux-ci correspondent aux graphes quasi-locaux

H & quatre pattes vérifiant iy = ¢ + 1.

Z Z H max (i+1 eu(#))) H (1 - Th)AG,,u (149)

GIN(G)=4 pel0,p)!(& veV(G) he D (@)
Z H max (i+1 el,(,u))) H (1 - Th) H (1 — Ty + TH)AG,H
G,u(G) veV(G) heDLTH(G) HeDi,(G)\D};™ (h)
Z H max(z-‘,—l ey(u))) H (1 - Th)
G,u(G) veV(Q) heDLTH(G)

X Z H TH H (1 — TH/)AG#.

peP(Di(G)\DH (G)) Hep H'ebp

Pour un ensemble dénombrable A, nous avons noté P(A) I'ensemble des parties de A. Les
sous-graphes H' € Cp sont régularisés. Par contre, les H € p ne le sont pas. Néanmoins,
les opérateurs Ty « détachent » le sous-graphe H de G et, en notant G/p le graphe G
réduit par tous les graphes de p°, nous avons

H THAG7M = ( H THAH> Ag/p“u/ (1410)

Hep Hep

bCette projection est possible car les éléments de p sont disjoints.



Section 1.4 — La série effective 47

ou 4 est simplement la restriction de l'attribution ;1 aux lignes de G//p. Les parties locales
des sous-graphes H vont étre absorbées dans une redéfinition des constantes effectives.
Pour cela, nous regroupons les graphes G tels que G/p soit un graphe fixé :

R =2 (Z > [ HNiraw) 11 A=)

Ghp' G peP(DL(G\DETH(G))| vEV(G) heDiFH(@)
G/p=G’

< [T [ —TH/)AQ;L). (1.4.11)

Hep H'eCp

Les graphes G vérifiant G/p = G’, sont obtenus a partir de G’ en remplagant chaque
vertex v € V(G') | e, (') < i par un graphe H | iy =i+ 1 (voir figure 1.6). Aucun des ces
graphes ne peut contenir d’autres graphes quasi-locaux dont I'indice minimum est ¢ + 1.
Ainsi chaque H € p correspond a un vertex, et un seul, de G’. En remarquant que

F1G. 1.6: Projection des sous-graphes dangereux

M= 1] . (1.4.12)

Hep veVv(Gh|
e (1) <i
P _ P
H (_)\max(iJrl,eV(/,L))) - H (_Amax i+1le,(p H H max (i+1l,e /(,u)))
veV(G) vevV(G@)| ueV(G’)| v'eV(Hy)
ev(p')>i e (p')<i

(1.4.13)
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IT a-w= 1] I a-w [ a-w (1.4.14)

heDiH (G) veV(G)| heDit (H,) heD, (@)
ev(u)<i g
et J[]1—mw)= 11 (1 —tw), (1.4.15)
H'elp H'eD!,(GO\D'71(G")

la série effective se récrit comme

OIPV = Z H max (i+1 eu(u))) H ( Z H maX (i+le /(u)))

G veV(GQ)| veQ|  Hyu(H,)| veV(H,)
(u )>z ev(p)<i i, =it

X H (1 — Th)) THI,AH,, H (1 — Th)Agl#/. (1416)

heDi (H,) heD! ,(G')

La somme sur les graphes H, commence par le graphe trivial formé d’un unique vertex
dont toutes les pattes externes sont plus basses que i. La constante de couplage associée
est donc —A? ;. Ainsi la somme sur H, est égale au membre de droite de I’équation (1.4.5)
et 'équation (1.4.16) est égale a (1.4.6). O

Pour que la série effective soit utile, il faut pouvoir prendre la limite p — oco. Nous
allons donner un exemple illustrant le fait que la limite p — oo de n’importe quelle
constante \? existe en tant que série en A\_;. Tout d’abord, remarquons qu'il existe une
définition non récursive des constantes effectives :

, Hudi)
ig>it+1>eqy
A==\ F Z My Ay (1.4.18)

ol, a chaque fois, la somme sur H est restreinte aux graphes connexes a quatre points.
Pour exprimer \; en fonction de A_y, il faut inverser (1.4.18) et substituer A\, en tant que
série formelle en A_; dans (1.4.17). A l'ordre 2 en A_y, on a

“N=—Ag— A2 Z><><+)\2 ><><

J1,J2 min(j1,j2) >l+1

-, % ><>< (1.4.19)

min(j1,j2)<i+1

Si j1 = Jjo, la somme sur j; est logarithmiquement divergente mais bornée par i. Si j; # jo,
la somme sur max(ji, j2) est convergente car, jusqu’a min(ji, j2), on a affaire & une fonc-
tion a six points. Puis la somme sur min(jq, jo) est logarithmiquement divergente mais
bornée par i. Ainsi, & 'ordre 2, la limite p — oo, a 7 fixé, existe. En fait, argument
se généralise a tous les ordres. On obtient, pour \;, la somme de tous les graphes dont
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I'indice minimum est inférieur ou égal & ¢ plus la somme de toutes les foréts inutiles. Ainsi
la multi-série effective, entre les séries nue et renormalisée, pas tout & fait & mi-chemin
cependant, est finie ordre par ordre, ne présente aucun renormalon et ne fait pas inter-
venir les foréts de Zimmermann. C’est donc certainement la bonne série a considérer.
Par exemple, le modeéle de Gross-Neveu commutatif, asymptotiquement libre, est Borel
sommable en tant que série renormalisée mais, en tant que multi-série effective, est som-
mable (le rayon de convergence de chaque série en \; est fini) [Riv91l|. De plus, les idées
qui sous-tendent la définition de cette série sont les mémes que celles du groupe de renor-
malisation de Wilson. La série effective semble donc en étre la formulation la plus adaptée.

Remarquons enfin que la définition récursive (1.4.5) des constantes effectives engendre
un flot discret de la constante de couplage. Par exemple, I’équation (1.4.19) donne, & des
constantes positives preés,

“A,

P WP ) g4
S S W

(1.4.20)

A la limite i — p, i se comporte comme le logarithme de la coupure M* et nous retrouvons
I'équation (1.1.15).

Remarque 6. Dans les chapitres 3 et 4, nous ne prouverons pas explicitement les théo-
réemes BPHZ pour les modéles ®} et Gross-Neveu non commutatifs. Nous démontrerons
I’existence et la finitude ordre par ordre de la série effective. Pour retrouver la série renor-
malisée, il faut exprimer les constantes effectives en terme de la constante renormalisée.
Cette opération, standard, fait apparaitre les contretermes inutiles. La finitude, ordre par
ordre, de la série renormalisée est alors vérifiée grace a la classification des foréts.



50
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Chapitre 2

Dans la base matricielle

La difficulté n’est pas de comprendre les idées nouvelles,
elle est d’échapper aux idées anciennes qui ont poussé leurs
ramifications dans tous les recoins de I’esprit.

Keynes

Dans ce chapitre, nous allons énoncer et commenter les résultats que nous avons ob-
tenus dans la base matricielle. 11 existe une base de fonctions sur R} ou le produit de
Moyal devient un produit matriciel ordinaire (voir section 2.1.1). Cette base permet donc
d’exprimer une théorie des champs sur un espace de Moyal comme un modéle de ma-
trices dynamiques (voir section 2.2). La preuve originale de la renormalisabilité de ®* a
été obtenue dans cette base par H. Grosse et R. Wulkenhaar [GW05b, GW03, GW05a].
Un des avantages de cette base est qu’elle rend l'interaction tres simple et élimine les
difficultés liées aux oscillations. Malheureusement le propagateur devient trés compliqué.
C’est justement une étude approfondie de différents propagateurs dans la base matricielle
que nous avons effectuée dans [GRVTO06]. Cette étude fournit toutes les bornes nécessaires
pour calculer le comptage de puissance de diverses théories non commutatives : ®*, LSZ
(modifié ou non), Gross-Neveu. Par ailleurs, dans [RVTWO06], nous avons adapté les mé-
thodes d’analyse multi-échelles & la base matricielle et redémontré ainsi le comptage de
puissance de ®* de maniére plus simple et plus efficace que dans la preuve originale.
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2.1 L’algebre de Moyal

Nous commencons par définir 'algébre de Moyal. Ce qui suit est principalement basé
sur [GBVSS|.

2.1.1 Deéfinitions et propriétés

L’algébre Ag L’algébre de Moyal Ag est I'espace vectoriel des fonctions lisses & décrois-
sances rapides S(RP) muni du produit non commutatif défini par : Vf, g € Sp = S(RP),

D
(f %o 9)(x) :/RD éﬁ)k d%y f(z + 30 - k)g(z +y)e™? (2.1.1)
:m - dPyd"z f(x+y)g(x + z)e VO (2.1.2)

ol © est une matrice anti-symétrique non dégénérée de dimension D (ce qui implique
D = 2N). Cette algebre joue le role des « fonctions sur I'espace de Moyal R} ». Dans la
suite nous écrirons souvent f g au lieu de f *g g et utiliserons les notations et définitions
suivantes : Vf, g € Sp, Vj € [1,2N],

(1 ) () =27 f (), @f—%, 5jf:%@j’“ak, (2.1.3)
(f,9) /f dz, dxCI:ef(Qﬂ)_NdQNm. (2.1.4)

Nous écrirons
= / f(t)e " dt (2.1.5)

pour la transformation de Fourier et

(fog) /f z —t)g(t)e* O "t (2.1.6)

pour la convolution twistée.

Proposition 2.1.1 Si f,g € Sp alors fxg € Sp, (f,g) — [ * g est bilinéaire continue
et

0;(fxg) =0;f % g+ f*0g, (2.1.7)
W(fxg) =frxilg+1frxg=pfrxg—1fx&g. (2.1.8)
Démonstration. La régle de Leibniz (2.1.7) s’obtient en dérivant (2.1.2) sous l'intégrale et
(2.1.8) est un calcul direct également a partir de (2.1.2). En appliquant (2.1.7) et (2.1.8)
a (2.1.2), on prouve que fxg € Sp.
Soit a = (v, ..., aan) € N2V nous écrirons 9% = 9" -+ - 952N et définissons de la
méme fagon pu® et 0%. Alors

PO (frg) =D (- lﬁ( )( ) 1P f % 9P0eg. (2.1.9)

B<La ey
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De (2.1.2), nous obtenons ||f x gllec < K||f|l1]lg]l1 ot K = (7 |det ©])~*. Or la topologie

de Sp étant donnée par les seminormes po, (f) = [|[1*07]|oo OU quy(f) = ||p*07]1, la borne
o7 +0) <5 X () () us-c vt 2110)
Ba ey

ou 7 tient compte de I'inversion de la troisiéme relation de (2.1.3), montre que (f, g) — f*g
est jointement continue pour la topologie de Sp. U

Tout comme sur R”, la transformation de Fourier échange le produit et la convolution :

F(fxg9) =F(f)oF(9) (2.1.11)
F(fog)=F(f)*F(9)- (2.1.12)

On montre aussi que le produit de Moyal et la convolution twistée sont associatifs :

((fog)oh) /f (x —t — )g(s)h(t)e?FO THE=97"9) g gy (2.1.13)

/f u—v)g(v — t)h(t)e =0T gy gy
=(fo(goh))(x). (2.1.14)

En appliquant (2.1.12), on a I'associativité du x-produit. La conjugaison complexe est une
involution dans Ag

freg=g*e [. (2.1.15)

On a également

freg=g*_o [ (2.1.16)

Proposition 2.1.2 (Trace) Pour tous f,g € Sp,

/ dz (f  g)(x) = / dx f(x)g(x) = / d (g% f)(2) (2.1.17)

Démonstration.
[ s (5 9)@) =57+ 9)(0) = (F1 0 Z)(0) (2.1.18)
= [ Fr-07 g0t = (71 5 9)(0) = F(F9)0
~ [ r@glas
ol * est la convolution ordinaire. U

Dans les chapitres suivants, nous aurons besoin du lemme 2.1.3 pour calculer les termes
. . N , . def _
d’interaction des modeéles @} et Gross-Neveu. Nous écrirons z A y = 2207 1y.
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Lemme 2.1.3 Pour tout j € [1,2n + 1], soit f; € Ag. Alors

2n
1 —x 2n (1)t e, —apn
(ire w0 fon) (@) =t [ [Ty fya) S0 e (2119
Jj=1

2n+1 2n+1

— 1 i+1 —1P2n+1
(o % for) (2) == | I o (@) 8 (= 301 ) e
(2.1.20)
p . .
VpeN, ¢, = Z (=) Az (2.1.21)
i<j=1
La démonstration est une simple récurrence.
Corollaire 2.1.4 Pour tout j € [1,2n + 1], soit f; € Ae. Alors
1 2n 2n
/dm (fi*e %o fan) (¥) _m/Hdl’jfj(l’j) 5(2(—1)”1%) e e,
j=1 i=1
(2.1.22)
1 2n+1
[t tiive o o) @) =g [ T deatitaemon, (2129
j=1
p . .
VpeN, g, = Z (=), Az (2.1.24)
i<j=1

La cyclicité du produit, héritée de la proposition 2.1.2 implique : Vf, g, h € Sp,
(fxg,h) =(f,gxh) ={g.h* f) (2.1.25)

et nous permet d’étendre par dualité l'algébre de Moyal en une algébre de distributions
tempérées.

Extension par dualité Considérons d’abord le produit d’une distribution tempérée
def

par une fonction de Schwartz. Pour T € S}, et h € Sp, nous définissons (T, h) = T'(h) et
(T*, h) = (T, h).
Définition 2.1.1 Pour T' € S}, f, h € Sp, nous définissons 7'+ f et f xT par
(T'x f,h) =(T, f % h), (2.1.26)
(f*T,h)y =(T,hxf). (2.1.27)

La continuité du x-produit implique que les membres de droite sont continus (et linéaires)
en h. Ainsi T x f et f =T sont continues (comme composées d’applications continues) et
linéaires en h donc appartiennent a S},. Par exemple, l'identité 1 en tant qu’élément de
S} est I'élément neutre pour le x-produit : Vf, h € Sp,

(L f,h) =(L, f*h) (2.1.28)
= [+ = [ f@h)da
—(fh).
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Nous pouvons maintenant définir ’espace vectoriel M comme intersection de deux sous-
espaces My, et Mg de Sp,.

Définition 2.1.2 (Algébre des multiplicateurs)

Mp={SeS,:VfeSp, S«feSp}, (2.1.29)
Mr={ReS,:VfeSp, fxRe Sp}, (2.1.30)
M =My N Mp. (2.1.31)

Nous allons montrer que M est une x-algébre associative. Commencgons par définir le
produit dans S, d'un élément de Sp, par un élément de My, ou Mgy, :

Définition 2.1.3 Pour 7' € S, S € M et R € Mg,

(T % S, h) =(T, S x h), (2.1.32)
(R T,h) =(T,h* R). (2.1.33)

Les membres de droite sont continus en A (voir définition 2.1.1). Comme S x h et h* R
sont dans Sp, T'* .S et R+ T sont des ¢léments de S}, (S}, est un M-bimodule). Puis nous
montrons que M est une algebre :

Proposition 2.1.5 Pour R,S € M, RS € M.
Démonstration. Nous commencgons par démontrer un lemme d’associativité :
Lemme 2.1.6 Pour S € My et f,g€ Sp, ona Sx(fxg)=(S*f)*g.

En effet, (S* (f*g),h) = (S, fx(gxh)) = ((S*f)*g,h) avec h € Sp et ol on a utilisé
I’associativité du *-produit dans Sp.

Soient R, S € M et f,h € Sp,

(RxS)* f,h)y =(R*S, fxh) (définition 2.1.1) (2.1.34)
=(R,S*(f*h)) =(R,(S*f)*h) (lemme 2.1.6)
=(R* (S« f),h).

SxfeSpcar S e Mdonc RxSxf € Spet RxS € M (la vérification de fx R*S € M
est similaire). O

Pour montrer que M est associative, nous avons besoin du lemme intermédiaire sui-
vant :

Lemme 2.1.7 Pour S, T € M et f,h € Sp, (RxS)xf=Rx(Sxf)etfx(R*xS)=
(f*R)xS.

La démonstration est complétement similaire a celle du lemme 2.1.6. L’associativité du

produit dans M suit : VR, S,T € M, Vh € Sp,

(RxS)*xT,h) =(T,hx(RxS))=(T,(hxR)*S) (2.1.35)
=(S*xT,h*R) = (R*(S*T),h).
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De plus, 'algébre M est munie d’une involution héritée de la conjugaison complexe dans
Sp:VR,Se MetheSp,

(R%S)*,h) =(RxS,h) = (R, S % h) (2.1.36)

(R* h%S*) = (S* % R*, h)

car ((S* f)*,h) =(S* f,h) = (S, f xh) (2.1.37)

(S*, hx f) = (fxS* h). (2.1.38)

En conclusion, M est une *x-algébre associative. Elle contient, entre autres, 1'identitié,
les polynomes, la distribution ¢ et toutes ses dérivées. Ainsi la relation

[z, 2"] =1OM, (2.1.39)

souvent donnée comme définition de I'espace de Moyal, est valable dans M (mais pas
dans Ag).

2.1.2 La base matricielle

Ce qui suit est basé principalement sur [GBV88, Gay05a, Wul04|. L’algebre Ag posséde
une base naturelle constituée des fonctions propres fom, m,n € NP/2 de ’hamiltonien de
Landau. Nous utiliserons la notation multi-indicielle

m =(my,...,mp2) e NP2, (2.1.40)
D/2

=Y m, (2.1.41)
=1

D/2
m! Z ] mil. (2.1.42)
=1

|m

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons une matrice © donnée par

S 0 ... 0
08 ... 0 0 —1

o=ol. . .| S:(1 o)' (2.1.43)
o o0 ... 8

Soient H; = 4(23,_, +a3) pour I =1,..., 2 et H = S P2 H,. La gaussienne
foo(x) =202 =207 H (2.1.44)

est idempotente* dans Ag : foo * foo = foo. Nous définissons les fonctions de création et
d’annihilation

1
(iL‘Ql,1 + Zl’z[), a; = —(iIZ'Ql,1 — Zl‘gl) (2145)
\/_

a =
: 2

Sl

aQuelle que soit M € M p(C) définie positive, e~ 27M st idempotente dans Ae.

~—
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qui satisfont
[al, al/] = [dl, C_Ll/] = O, [al, al/] = 9(5”/. (2146)

Les fonctions f,,,, définies par

1 —%m *n
fmn([ﬁ) :\/WG *foo*a s (2147)
diagonalisent ’hamiltonien H :
Hl *fmn = (ml + )fmn: fmn *Hl — e(nl + )fmn (2148)

Elles diagonalisent également I’hamiltonien de Landau H} = 1(p £7)? (ot 7 = 20~ ')
ce qui est a l'origine de plusieurs solutions exactes de théories des champs sur espace de
phases non commutatif [Lan03, LSZ03, LSZ04]. De plus, elles constituent une base de Ag.
Plus précisement, la décomposition

Ao 3 a(x) = Z AR —) (2.1.49)

m,n

définit un isomorphisme d’algébre de Fréchet entre Ag et I'algébre des suites doublement
indicées {a,,} & décroissances rapides :

1/2
Vk e N, ri(a) = (Z(m + %)(n + %) |amn|2> < 0. (2.1.50)

m,n

Dans la suite, nous aurons besoin de quelques propriétés des fonctions f,,, ainsi que
certaines identités. A partir de la définition (2.1.47), fin = fam. Quelle que soit f € Ag,
on a

0 0f 00f

(@ @) =a) @)+ 550w, ( ra)@) @)@ - FoL @)
@0+ )@) =a(0)f@) - §21 @), (Fra)e) =al@)f@) +Gar@) @15
ou % = \/Li(agl 1 — 1825) ,— = %(825 1+ Zan) Qa implique ap™ x fOO = 2mldlmlf00,

f()o * a?"l = 2Mg™ foo et

ap * Cll ™ fO
pour m; = 0,

foo*al lil)) pour n; > 1

foox a™ % (2.1.52)

{ *(my—1) *foo) pour my; > 1

pour n; =0
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On en déduit

() @) = 5 (> (@) + ( xa)(@)), (21.53)
A F (@) = 3 (@x @)+ (Fxa@)@)),
P % (@ + @), (2.1.54)
T = % (a — @),
('91f:0—\1/§{f*(al—al)+(al—al)*f}, (2.1.55)
0uf = 5 A @+ ) = (@+ o)« f}.

Il vient de (2.1.52) et de I'idempotence de fy

Le point important est que la multiplication (2.1.56) identifie le x-produit avec le produit
de matrices ordinaire :

a(r) = Z A o (T), b(r) = Z Drmn frn ()
= (axb)(x) = D (ab)mnfun (), (@b)mn = _ Gumibin. (2.1.57)

Finalement, en utilisant la propriété de trace de 'intégrale et (2.1.52) on a

/de fmn(x) = \/ﬁ /de (C_L*m*fOO*fOO*CL*n) (ZE)
= 6 | APz foo(x) = (200)P/%6,,,, . (2.1.58)

2.2 Un modeéle de matrices dynamiques

Comme nous ’avons mentionné dans l'introduction de cette thése, il ne suffit pas de
remplacer le produit point a point par le produit de Moyal pour généraliser une théorie
des champs commutative en une théorie non commutative. Le modéle que 1'on obtien-
drait serait non renormalisable & cause du phénoméne de mélange UV /IR. Heureusement
H. Grosse et R. Wulkenhaar ont découvert le moyen de modifier I’action de la théorie
(non commutative) ¢* naive pour la rendre renormalisable. Le bon modéle & considérer
est donc

S[¢] :/d‘*x(—% uwa#m%

2

(3,0) % (0) + 5153 6% 6+ 20x 6% 6% 6 ) (x) (221)

avec T, = 2(©7'z),. Nous nous placerons toujours dans le cas euclidien. La métrique
employée est donc g, = 0,
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2.2.1 De l'espace direct a la base matricielle

En utilisant la décomposition (2.1.49) et les identités (2.1.54) & (2.1.58), nous pouvons
exprimer 'action dans la base matricielle :

1
516] =(2m)P*V/AT O (5600 + 2 Tr ) (222)
Ol ) = Ppn, m,n € NP/2 et
D/2 )
Akl = Z (M(Q) + g(mi +ni + 1)>5mz5nk (2.2.3)

=1

2
- 5(1 - %) (\/(mz + 1) (15 + 1) Oy 1,0, 0m,41,8 + /MM 5mi—1,li5ni—l,ki> H Ormj1;Onsk; -
J#
La matrice A (quadri-dimensionnelle) représente la partie quadratique du lagrangien.

La premiére difficulté pour étudier le modeéle de matrices (2.2.2) est le calcul de son
propagateur GG défini comme l'inverse de la matrice A :

E Amn;rsGsr;kl = § Gmn;rsAsr;kl = ml(snk‘ (224>
r,s€ND/2 r,s€ND/2

Inverser une matrice quadri-dimensionnelle n’est pas chose facile. Heureusement la forme
(2.1.43) de la matrice © implique I'invariance de I'action sous SO(2)P/2. 11 en résulte une
loi de conservation se traduisant dans les indices de matrices par

Nous avons évidemment la méme contrainte sur les indices du propagateur. La matrice
A est donc (seulement) tri-dimensionnelle et il faut donc inverser une infinité de matrices

bi-dimensionnelles paramétrées par I'un des indices de Ay = Dpmthitni = Afg;)l.
L’inversion fait intervenir les polynémes de Meixner. Le résultat est
9 D D
9 1 (1 - a ‘uo Zil 2 (

Grmthitht = 35 | do E 2.2.6
;m~+h;l+h,l 30 (1 —|—CO& % " ms,mS+hs;lS+hsl ( )

m~+l+h  min(m,l) m-+l—2u

(@) . \/1—06 CO&(l—FQ)
G hidohl = <—) Z A(m, 1, h,u) ( % ’

1+ Ca Vi—a(l-

u=max(0,—h)

ou A(m, 1, h,u) = \/(mﬁu) (ZJ_FZ) (l_lu) (;J_FZ) et C' est une fonction de €2 : C'(Q2) = (123)2.
Nous avons déja mentionné que le principal avantage de la base matricielle est qu’elle per-
met d’éviter 'exploitation, souvent difficile, des oscillations (2.1.22) dans l'interaction. En
effet, dans cette base, ¢** devient Tr ¢*. Cependant la contrepartie a cette simplification

est la complexité du propagateur. Il suffit de comparer (p* + p3)~' a (2.2.6).

Soit Z[J] la fonction de partition du modéle :

Z|J) = / 1] dow exp—<5[¢] + (QW)D/Q\/det@ZQSannm). (2.2.7)

a,beND/2
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Pour démontrer la renormalisabilité perturbative de ®*, Grosse et Wulkenhaar ont utilisé
la méthode de Polchinski (voir [Sal99]). Cela consiste a utiliser une équation différentielle
reliant les amplitudes du modéle. Grace a cette équation, on peut démontrer, de maniére
inductive, des bornes sur les amplitudes. Voici schématiquement comment on obtient cette
équation. Tout d’abord, nous savons que les amplitudes nues divergent. Nous devons donc
intoduire une régularisation® caractérisée par une coupure A. Puis nous autorisons les
différentes constantes du modéle a dépendre de I’échelle arbitraire A de telle sorte que
Z[J, A] soit en fait indépendant de A. I’équation de Polchinski est

AONZ[J, A] =0. (2.2.8)

Remarquons que le modéle de matrices (2.2.2) est dynamique dans le sens ou la partie
cinétique du lagrangien n’est pas triviale. En effet, habituellement les modéles de matrices
étudiés sont locauz.

Définition 2.2.1 Un modéle de matrice est dit local si G = G(m, 1)0p 6,k €t nON
local sinon.

Dans les théories matricielles, les graphes de Feynman sont représentés par des graphes
a rubans. Ainsi le propagateur G,k est représenté par la figure 2.1. Un modéle local

A

m l
F1G. 2.1: Propagateur matriciel

correspond donc & un propagateur qui conserve les indices le long des trajectoires (simples
lignes).
2.2.2 Topologie des graphes a rubans

Le comptage de puissance des modeéles matriciels dépend des données topologiques des
graphes. La figure 2.2 donne deux exemples de graphes a rubans. Tout graphe a rubans

(a) Planaire (b) Non planaire

F1G. 2.2: Graphes a rubans

peut étre dessiné sur une variété bi-dimensionnelle. En fait, chaque graphe définit la

PGrosse et Wulkenhaar ont utilisé une fonction K(m/A?) qui vaut 1 si m < A% et 0 si m > 2A2.
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surface sur laquelle on le dessine. En effet, soit un graphe GG avec V' vertex, I propagateurs
internes (doubles lignes) et F' faces (faites de lignes simples). La caractéristique d’Euler

X=2-2g=V —-I+F (2.2.9)

donne le genre g de la variété. On peut s’en rendre compte en passant au graphe dual.
Le dual d’un graphe G est obtenu en échangeant faces et vertex. Les graphes duaux de
la théorie ®* sont des quadrangulations des surfaces sur lesquelles ils sont dessinés (la
valence d’un vertex devient la longueur de la face duale). De plus, chaque face du graphe
direct brisée par des pattes externes devient dans le graphe dual un point marqué. Si
parmi les F' faces d’un graphe, B sont brisées, il peut étre dessiné sur une variété de genre
g=1-— %(V — I + F) avec B points marqués. La figure 2.3 donne les caractéristiques
topologiques des graphes de la figure 2.2.

V=3
1-3
F—2 (97
B=2
V=2
Fo1 — g=1
B=1

F1G. 2.3: Données topologiques de graphes a rubans

Graphe dual Le graphe dual d’'un graphe a rubans est obtenu en associant a chaque
face un vertex et a chaque vertex une face. Toute ligne bordant deux faces voisines est
remplacée par une ligne qui joint les deux vertex correspondants du graphe dual. Remar-
quons que le genre peut étre calculé soit dans le graphe direct a partir de (2.2.9) soit
dans le graphe dual car le genre est invariant sous cette dualité. En effet, soient V' = F,
F’' =V les nombres de vertex et de faces du graphe dual (les quantités duales seront
notées avec une apostrophe). Alors x =V — I+ F =V'— 1+ F (I’ = I). Si le graphe
direct est un graphe de ¢* c’est-a-dire chaque vertex est de coordination 4, nous avons
4 = Iy + Ny pour toute face f' € F' ou Iy et Ny sont les nombres d’arétes et de va-
lences externes appartenant & f’. La coordination des vertex du graphe dual est arbitraire.

Voici comment construire le dual d’un graphe. Tout d’abord, pour chaque face orientée
du graphe direct, nous dessinons un vertex orienté en associant
— a chaque simple ligne d'un propagateur du graphe direct une valence interne du
vertex dual,
— a chaque valence externe du graphe direct une valence externe du vertex dual
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en respectant 'ordre des fléches sur les trajectoires. Ensuite nous connectons les valences
des vertex duaux par les propagateurs duaux, orthogonaux aux propagateurs directs (voir
figure 2.4).

dual

k

direct

l

F1G. 2.4: Propagateur dual

Considérons 'exemple de la figure 2.5a qui n’a qu'une seule face. Les régles précédentes
conduisent au vertex dual de la figure 2.5¢c. Puis nous connectons les valences par les
propagateurs duaux c’est-a-dire niq avec r'q’, qr avec ¢'msy et nom; avec rr’. Le résultat
est la figure 2.5b.

e N
/ o \\ ~
NS - SO\
ml{ ‘/nz_ 7NN
L - \
- \
n,Y niy L my W
: Aml ///——:; ::—\\\ \\l \‘
Do ] 2N
mo i f/ . g//ﬂl N \\\\ I}
<A D { ///THT/\\\ I /l
- N/ i /)]
oL Sy
A\, <0 )
It S
N
N
(a) Un graphe a ruban (b) Son dual
milin, P
g Py G
ny- g
ni = mo
AN ’
T AN 1
7 N\
s \,
47 AN
e NN
f// r Pl ! “Ov

(¢) Vertex dual

F1a. 2.5: Dualité

2.2.3 Un comptage de puissance général

Dans [GWO05a|, Grosse et Wulkenhaar ont utilisé la méthode de Polchinski pour dé-
montrer un comptage de puissance tres général. Ils ont considéré une théorie matricielle
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d’interaction Tr ¢* avec un propagateur (quasiment) quelconque. La seule restriction im-
posée au propagateur est l'invariance par rotation (2.2.5). Les graphes qui sont solutions
de I’équation de Polchinski sont reliés par des propagateurs modifiés® () :

an;kl :AaAGmn;kl (A) (2210)

Ils ont introduit deux exposants dq et ; par

do

max [ Qg (A)] <Co (5) " dmssnrt (2.2.11)
01
mﬁxZn:ﬂx@mmkl(A)\ <y (%) (2.2.12)
-

ou i = det™/?P)@. Ces exposants encodent le comportement d’échelle (scaling) du
propagateur régularisé. On peut alors séparer les modéles de matrices en deux classes :

Définition 2.2.2 Un modéle de matrices non local est dit régulier si 05 = §; = 2 et
anormal sinon.

On peut alors montrer le théoréme suivant

Théoréme 2.2.1 Soit G un graphe de genre g a V wvertex, N pattes externes et B faces
brisées. Si G est issu d’un modéle de matrice régulier alors son amplitude régulairsée A(A)
est bornée par

>w+D(2g+Bl)

| Ay (A)] < (ﬁ

A
0 p2V-N/2 [m —} , (2.2.13)

Ag

ot w=NE2_—D—V(D—4), Ag Uéchelle de la théorie renormalisée et P*Y~N/? est un
polynome de degré 2V — N/2.

Ce comptage de puissance est, en dimension 4, celui d’une théorie juste renormalisable. De
plus, il montre que seuls les graphes planaires (g = 0) avec une seule face brisée (B = 1)
sont potentiellement divergents. Cette restriction aux graphes planaires est trés impor-

tante car elle met de coté les graphes non planaires qui sont responsables du mélange
UV/IR.

En fait, Grosse et Wulkenhaar ont montré un théoréme plus général pour des modéles
réguliers ou non. Cependant, I’énoncé de ce théoréme nécessite d’introduire de nouvelles
notions graphiques ce qui nous obligerait a rentrer un peu trop dans les détails. De plus,
les modéles que nous considererons seront réguliers. Toutefois notons que ce théoréme
général donne une condition nécessaire a la renormalisabilité des modéles de matrices. I1
faut que 9y et d; soient assez grands par rapport a la dimension de ’espace ou bien il

°Dans la preuve originale, Grosse et Wulkenhaar ont utilisé une régularisation consistant en une
fonction K (m/A?) valant 1 si m < A2 et 0 si m > 2A2. La coupure est donc directement appliquée
aux indices matriciels. Ils auraient également pu utiliser une régularisation « consistant a introduire une
fonction K ((aA?)™1) qui restreint le paramétre de Schwinger : @ > A~2. Dans ce schéma de régularisation,
le propagateur ) correspond, dans le cadre de I’analyse multi-échelles, au propagateur G restreint dans
une tranche i telle que M? ~ A2,
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ne faut pas que le modéle soit trop non local. Que signifie la localité dans un modéle de
matrices 7 Rappelons que la base permettant de passer des indices de matrices a ’espace
x est la base matricielle des f,,,(x) :

Q,y; A) = D frun(®) Qunita(A) fra(y). (22.14)

m,n,k,l

Les fonctions f,,, sont des polyndémes multipliés par la gaussienne fondamentale foo (voir
(2.1.44) et (2.1.47)). Celle-ci a une largeur O(1) autour de lorigine. Les f,,, ont plus
généralement leur maximum en |z| ~ A [GWO03|. Ainsi si le propagateur n’est pas assez
local, la corrélation entre des modes distants est trop forte. Autrement dit, si on considére
Q(A) comme équivalent & un propagateur dans une tranche i (voir note de bas de page c
page 63), la non localité du propagateur matriciel est équivalente & un couplage fort entre
les échelles d’énergie. C'est le mélange UV/IR.

Le modele ¢* sur Rj a Q = 0 a dy = 1 et d; = 0. Les échelles se mélangent et le modele
n’est pas renormalisable. A Q # 0, dp = &, = 2, le modéle est régulier (au sens de la
définition 2.2.2) et renormalisable?. En fait, nous verrons au chapitre 3 que le potentiel
harmonique Q222 confine, & chaque échelle 7, la théorie dans une boite (lisse) de taille M*.
Ceci a pour effet de découpler les différentes échelles du probléeme.

Nous verrons au chapitre 4 que le modéle de Gross-Neveu non commutatif présente un
certain mélange entre les échelles d’énergie mais est cependant renormalisable. Il faudra
donc distinguer entre mélange UV /IR renormalisable et non renormalisable (voir section
4.5.3). Ce mélange entre les échelles qui persiste méme aprés vulcanisation n’est pas sur-
prenant dans un espace non commutatif « défini » par [z#, x”] = 1©"”. Néanmoins il met
en doute la sacro-sainte direction UV—IR du groupe de renormalisation et le découplage
entre les échelles que 'on constate dans la factorisation du comptage de puissance des
composantes connexes en analyse multi-échelles. Le groupe de renormalisation dans la
base matricielle va des indices infinis vers les indices nuls. Une seule direction est dan-
gereuse. Il n’y a plus qu'un seul secteur a l'infini que 'on pourrait qualifier d’ ultrarouge
ou infraviolet. La base matricielle est-elle alors plus adaptée que les espaces x ou p a ces
théories non commutatives ? Pour étre totalement convaincu, il faudrait trouver comment
la base matricielle distingue les mélanges UV /IR renormalisable et non renormalisable.
Nous reviendrons sur l'influence des exposants dg et d; sur le comptage de puissance a la
fin de la section 2.5.

Finalement, pour achever la preuve de la renormalisabilité perturbative de ®%, Grosse
et Wulkenhaar ont identifié les parties divergentes des amplitudes. La quasi-localité du
propagateur améliore la situation prédite par le théoréeme 2.2.1 :

— les graphes planaires & quatre points avec un indice constant le long des trajectoires

sont marginaux,

— les graphes planaires & deux points avec un indice constant le long des trajectoires

sont pertinents,

dEvidemment, le comptage de puissance (2.2.13) n’est qu'une condition nécessaire & la renormalisabilité
du modele. Dans [GW05b, GW03], Grosse et Wulkenhaar ont également montré que les parties divergentes
des amplitudes planaires réguliéres (g = 0, B = 1) sont de la forme du lagrangien initial.
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— les graphes planaires a deux points avec un saut d’indice de 2 le long des trajectoires
sont marginaux.
Nous nous référons a [GWO05b| pour les détails. Les trajectoires sont les lignes simples
ouvertes du graphe. Il reste alors a identifier les parties divergentes de ces graphes. Ceci
est fait par un développement de Taylor autour des indices externes nuls. Par exemple, la
décomposition du cas marginal m =1 et n = k du graphe suivant est

m

/\
)
(2.2.15

AodAy (Ao dA
- { / /A 1 Z Qm,p,p, A2> Q",P,P, ( 1) - QO,p;p,O(AQ) Q07p;p,0(A1))

NN

dA2 Ao dA1
+ E :QO,p,p, 2) Qopipo(A1) p + {A1 < Ao} + Ao,00,00500:00(AR) -
Ag
p

Les graphes marginaux a deux points avec un saut d’indice de 2 sont particuliérement
importants. Par exemple,

1 p+1 P
0 I'4 ' 0
< -~ <
E = 1 q+1 q 0 - (2 . 2 . ].6)
0 q’ q’ 0

contribue a la renormalisation du paramétre 2.

2.3 Analyse multi-échelles

Dans [RVIWO06], V. Rivasseau, R. Wulkenhaar et moi-méme avons utilis¢ 'analyse
multi-échelles pour redémontrer le comptage de puissance de la théorie ®* non commuta-
tive. Cette preuve a deux avantages principaux par rapport a la preuve originale [GWO05b].
Elle est nettement plus courte et elle est exprimée dans le formalisme de 1’analyse multi-
échelles, premiére étape d'une étude constructive. De plus, notre preuve comble une tres
légére lacune de la preuve originale. En effet, dans [GWO05b], les exposants g et d; (voir
(2.2.11) et (2.2.12)) ont été estimés numériquement. Dans [RVTWO06], nous donnons des
bornes analytiques sur le propagateur.

2.3.1 Bornes sur le propagateur

Soit G un graphe a rubans de la théorie ® avec N pattes externes, V vertex, I lignes
internes et F faces, le genre est donc g = 1— %(V—]—FF). Quatre indices {m,n; k,(} € N?
sont associés & chaque ligne interne du graphe et deux indices a chaque ligne externe soit
41 + 2N = 8V indices. Mais, a chaque vertex, I'indice de gauche d’un ruban est égal a
l'indice de droite du ruban voisin (voir figure 2.5¢). Ceci donne lieu a 4V identifications
indépendantes qui permettent d’écrire les indices de tout propagateur en termes d’un
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ensemble Z de 4V indices, quatre par vertex, par exemple 'indice de gauche de chaque
demi-ruban.

L’amplitude du graphe est donc

Ag = Z H Glons(T) s (T)sks (T),15(Z) Omg—ls,ms—ks (2.3.1)

7 éeG

ou les quatre indices du propagateur G de la ligne ¢ sont fonction de Z et écrits
{ms(Z),ns(Z); ks(Z),15(Z)}. Nous décomposons chaque propagateur, donné par (2.2.6) :

M~ 2(i—1)
G= ZGZ grace a / da—Z/ (2.3.2)

Nous avons une décomposition associée de chaque amplitude

Ag = ZAG’,M , (2.3.3)
Ay = Z HG ) (D)sks (D) 1 (T) Oms(D)—1s(D)sms (D)—ks(T) » (2.3.4)
T 5eG

ou p = {is} parcourt toutes les attributions possible d’un entier positif is pour toute ligne
0. Nous avons prouvé les quatre propositions suivantes qui permettent de montrer que le
modele (2.2.2) est régulier au sens de la définition 2.2.2 :

Proposition 2.3.1 Pour M suffisament grand, il existe une constante K telle que, pour
Q € [0.5,1], nous avons la borne uniforme

mamhiehg < KM e~ M Imenl, (2.3.5)

Cette borne montre que dy = 2.

Proposition 2.3.2 Pour M suffisament grand, il existe deux constantes K et K telles
que, pour S € (0.5, 1], nous avons la borne uniforme

i
m,m~+h;l+h,l
2 |m®—1%]
: s Js s s Js s
KM z —7M 2sz+l+hHHm1n 1 Klmln(m,l,m +h,l +h>
L ’ M
s=

(2.3.6)

Cette borne permet de montrer que seuls les graphes avec un indice constant le long des
trajectoires ou avec un saut de 2 sont divergents.

Proposition 2.3.3 Pour M suffisament grand, il existe une constante K telle que, pour
Qe [%, 1], nous avons la borne uniforme

Z Gy < KM% = M ol ) (2.3.7)

l=—m
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Cette borne montre que le propagateur est quasi-local dans le sens o1, a m fixé, la somme
sur [ ne cotte rien (voir figure 2.1). Néanmoins les sommes que nous aurons a effectuer
sont entrelacées (un méme indice apparait généralement dans plusieurs propagateurs) si
bien que nous aurons besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.3.4 Pour M suffisament grand, il existe une constante K telle que, pour
e [%, 1], nous avons la borne uniforme

oo
) S0 20

p;nrllai)(%ﬁ) G:mp—l;p,mﬂ < KM %e M “lml . (2-3-8)
l=—m
Cette derniére borne montre que 6; = 2. Ainsi, avec la proposition 2.3.1, cette derniére
proposition prouve que le modeéle (2.2.2) est régulier. Nous renvoyons a [RVITWO06| pour
les preuves de ces quatre propositions. Notons néanmoins que les contraintes sur le para-
meétre () dans les propositions 2.3.1 & 2.3.4 sont d’origine purement technique. Les études
numériques de Grosse et Wulkenhaar montrent qu’elles pourraient certainement étre re-
lachées.

Remarque 7. Dans [RVTWO06|, nous avons également calculé des bornes sur les propaga-
teurs composites. Ce sont des différences de propagateurs pris a indices externes différents.
Ces différences apparaissent dans le développement de Taylor des amplitudes pour identi-
fier les parties divergentes (les contretermes) [GWO05b]|. Ces bornes permettent de montrer
que les amplitudes renormalisées sont finies.

2.3.2 Variables indépendantes

Une partie non négligeable des 4V indices initialement associés au graphe est détermi-
née par les indices externes et les fonctions delta dans (2.3.1). Les autres sont des indices
de sommation. Le comptage de puissance consiste a trouver quels sont les indices pour
lesquels la somme cotite M? et ceux pour lesquels elle ne cotite que O(1) grace a (2.3.7).
Le facteur M?% provient de (2.3.5) aprés avoir sommé sur un indice® m € N2,

o] 43
Z o= M~ (ml4m?) _ 1 = M (1+0O(M~%)) . (2.3.9)
ml m2=0 (1 —eeM™)2 c?

Nous souhaitons d’abord utiliser les fonctions delta autant que possible pour réduire
I’ensemble Z & un ensemble minimal Z’ d’indices indépendants. Pour cela, il est pratique
d’utiliser les graphes duaux ou la résolution des fonctions delta devient un probléme
classique d’attribution de moments. Pour la définition et la construction des graphes
duaux, voir la section 2.2.2 page 61.

Le graphe dual est composé des mémes propagateurs que le graphe direct, seule la posi-
tion des indices change. Alors que dans le graphe original, nous avons G,k = d
la position des indices des propagateurs du graphe dual est

]7

Gkl = "';::::::::::::::ff . (2.3.10)

°Rappelons que chaque indice est en fait composé de deux indices, un pour chaque paire symplectique
de Rj.
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La conservation d;_, _(n—) dans (2.3.1) implique que la différence entre les indices entrant
et sortant d’un demi-propagateur attaché a un vertex dual c’est-a-dire [ —m, est conservée
le long du propagateur. En fait, ces différences d’indices se comportent comme un moment
angulaire et la conservation des différences ¢ = [—m et —¢ = n—k n’est rien d’autre que la
conservation du moment angulaire grace a la symétrie SO(2) x SO(2) de l'action (2.2.2).
Ainsi, en choisissant 'indice entrant comme indice de référence, le moment angulaire
détermine l'indice sortant :

I l=m+10, n=k+(-0). (2.3.11)

De la méme fagon, des moments angulaires externes @ entrent dans le graphe dual par les
valences externes. La cyclicité des vertex implique que la somme des moments angulaires
entrant dans un vertex est nulle. Bien stir la somme des moments externes est donc nulle
également. Ainsi le moment angulaire dans le graphe dual se comporte exactement comme
le moment habituel dans un graphe de Feynman ordinaire : les moments se conservent le
long des lignes et a chaque vertex. Remarquons que cette conservation provient d’habitude
de 'invariance par translation. Insistons également sur le fait que nous devons prendre en
compte des contraintes de positivité pour les moments angulaires : ¢ € Z mais les indices
m,n, k,l sont dans N.

Nous savons donc que le nombre de moments (différences d’indices) indépendants est
exactement le nombre de boucles L’ du graphe dual. Pour un graphe connexe, ce nombre
vaut L' = I—V’'+1. De plus, chaque indice & un vertex (dual) donné est seulement fonction
des différences d’indices a ce vertex et d’un unique indice de référence. Si le vertex dual est
un vertex externe, nous choisissons un indice externe sortant comme indice de référence.
Pour les vertex internes, nous expliquerons plus tard comment faire ce choix. Les indices
de référence des vertex internes correspondent aux indices de boucles du graphe direct.
Aprés utilisation des fonctions delta des proagateurs, le nombre d’indices indépendants &
sommer est V' — B+ L' = I+ (1 — B). Ici B > 0 est le nombre de faces brisées du graphe
direct ou le nombre de vertex externes du graphe dual.

Exprimer chaque indice du graphe en termes d’un ensemble Z’ d’indices indépendants
est donc analogue au probléme de « momentum routing » dans un graphe de Feynman
commutatif. La solution n’est pas canonique. Néanmoins un bon moyen de distribuer les
moments consiste a choisir un arbre générateur enraciné 7,, dans le graphe dual, avec V' —1
lignes, et d’utiliser le complémentaire £, (les lignes de boucles) comme I'ensemble des dif-
férences indépendantes. L’indice u représente I'attribution des échelles dans le graphe;
le choix de ’arbre est contraint par cette attribution. Dans la suite, nous allons montrer
que la somme sur les indices de référence cotite M* et que les sommes sur les différences
d’indices dans £, cottent O(1) grace a la borne (2.3.8). Nous devons donc optimiser
I'arbre 7, afin que les indices de référence appartiennent aux lignes d’échelles les plus
basses possibles. C’est exactement le contraire de 'optimisation habituelle dans les théo-
ries commutatives.
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2.3.3 Optimisation de |'arbre

Une attribution d’échelles o = {is} définit un ordre parmi les lignes (duales) :
G <0< < Or st s gy < <) (2.3.12)

En cas d’égalité, nous faisons un choix arbitraire. Soient 67 la plus basse ligne dans 1’ordre
isT
1

défini ci-dessus qui n’est pas un tadpole et G le propagateur correspondant.

ST T T s
Cette ligne 67 joint deux vertex v{ et forme le premier segment de l'arbre. Soient £
'ensemble des lignes du graphe et £, = £\ (0; U---Ud{) et 7T, = 67 Uwv; Uwv;. Nous
identifions la plus basse ligne 67 de £; qui ne forme pas de boucle si elle est rajoutée a
7,. Nous définissons £, = £\ (6, U--- U7 ) et

— Ty =T, U6 Uvf si 67 relie un vertex vy a 7y,

~ T, =T, U] Uvf Uy si 67 joint deux vertex vy ¢ 7.

A la n® étape, nous identifions la plus basse ligne 67 de £,_; qui ne forme pas de boucle
si elle est rajoutée & 7, ;. Nous définissons £, = £\ (6; U---U7T) et

— T, =T, 1 UdF UvT si 67 relie un vertex v a 7, 1,

~ T, =T,1UF Uvt U, sid?l joint deux vertex v ¢ 7,4,

— 7, =T, 1 UGF si 67 connecte deux sous ensembles disjoints de 7,,_;.
La (V'—1)° étape fournit 'arbre optimisé 7,, = 7y/_;. En conséquence, toute ligne 6]-5 €L,
qui joint deux vertex différents U;—L a un indice d’échelle i6f supérieur ou €gal a tous les

indices d’échelle des lignes d’arbre joignant vjj»[.

2.3.4 Attribution des indices

Nous choisissons un des B > 1 vertex externes du graphe dual comme racine vy de
I'arbre optimisé¢ 7,. Si le graphe est un graphe du vide c’est-a-dire avec B = 0, nous
choisissons n’importe quel vertex. Nous renommons les vertex de l'arbre de telle sorte que
tout vertex dans le sous-arbre au-dessus du vertex v,, se nomme v, avec p > n.

L’ordre (2.3.12) sur les lignes du graphe va nous permettre de choisir I'indice de réfé-
rence m a chaque vertex. Si v est un vertex interne, nous appelons d, la plus basse ligne
attachée a v. Par construction de 'arbre (voir section précédente), soit d, est un tadpole
soit ¢, appartient a ’arbre. Nous choisissons 'indice sortant de la ligne 6, comme l'indice
de référence m, du vertex v. Soit G ’ensemble des lignes portant un indice de référence.
Soit 0., une ligne reliant les vertex v et v’. Si 0, = 0, = 0, ¢’est-a-dire d,,, est la plus
basse ligne en v et en v, alors d,, porte deux indices de références. Dans ce cas, elle
apparaitra deux fois dans Gq. Ainsi Gy contient V' — B éléments. Si v est un vertex
externe, nous choisissons un indice externe sortant comme indice de référence. La figure
2.6 montre une situation typique d’un arbre et de ses indices de référence.

Tout indice du graphe s’écrit donc, de fagcon unique, en termes de
— V' — B indices de références m,,,
— B indices de références aux vertex externes,
— L’ moments anguaires internes {5, 0 € L,,,
— N moments angulaires externes ., € € N ot N est I’ensemble des lignes externes.
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v, V6
5\\\\ mvﬁ//,”
NS %
LLIOSNNS 7y
NN/
NN v
Sy m 0
Mg |\ v \\\\ Mug , vy
\\\\ WL 4
v3 S~ \\\\ \\ My /////
=== m \v2 s
~I=T-— AAARLESY N\ }////
Mg ===z c
=\ L2
N 7
\\\\\\ /////4
NN ' a

F1c. 2.6: Indices de référence

Voici comment procéder. Nous commengons par les feuilles c’est-a-dire les vertex (diffé-
rents de la racine) qui ont une coordination 1. Les feuilles de la figure 2.6 sont les vertex
vs, Us, Vg, U7 €t vg. Pour ces vertex, en commencant par U'indice de référence m, (a gauche
de 'unique ligne de 7, au vertex v qui descend vers la racine, a moins qu’'un tadpole en v
soit la ligne la plus basse) qui est égal a l'indice entrant de la ligne juste apreés 4, dans le
sens horaire, nous calculons tous les autres indices en tournant autour de v dans le sens ho-
raire et en ajoutant les moments angulaires associés aux lignes de boucles 1, ..., d, et aux
lignes externes €y, ..., €. Cela donne my, 401, m, 401+, ... jusqua m,+01+- -+ Lpp
qui se trouve & droite de d,. Parmi les ¢; peuvent se trouver des moments externes. Par
cyclicité du vertex, le moment angulaire associé a §, est —(¢1 + -+ + lp1y). La figure
2.7 donne un exemple d’attribution des indices pour une feuille particuliére. Aprés avoir
procéder ainsi pour toutes les feuilles, nous continuons avec la prochaine couche de vertex
(vg et vy sur la figure 2.6) et ainsi de suite.

N
M\

\ s v
\\\\ My +L41 /////1
l3

\ vl
\\ \ +£2+€3/////

\\ yad
\ 7
my+01+L2 \ \L/////
f:::::::_/ S v Al 03+
N
—smy ol AN
o ///mv\\\\\\\\\ —(L1+L2+03+Ly)
// / \\\\\
/] AN
/ // \\\\\\
/ / £y N \\\\

F1G. 2.7: Attribution des indices

Tout indice de sommation & un vertex v est donc égal & m, plus une combinaison linéaire
de moments angulaires ¢5, § € £, UN, ou L, (resp. N,) est U'ensemble des lignes de
boucles (resp. lignes externes) qui sont attachées au sous-arbre au-dessus de v c’est-a-dire
les lignes dont au moins une extrémité v’ est telle que 'unique chemin dans I’arbre de v’
a vy passe par v.

L’ensemble 7’ des indices de sommation indépendants peut s’écrire comme 1'union de
deux sous-ensembles :

— l'ensemble M, = {m,} des indices de référence aux vertex internes qui contient

V' — B éléments,
— l'ensemble 7, = {{s, 6 € L£,,} des moments angulaires qui contient L’ éléments.
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L’amplitude d’un graphe GG peut donc s’écrire :

AG - Z Z H G”ié(Muvju)vné(Muvju)ﬂ“ﬁ(Muvju)vlé(Muaju) X(M’“ j“) ’ (2313>
© Mu,jﬂ 6eG

ou la somme sur M,, parcourt NMul et celle sur J,, parcourt Z\xl . La fonction XMy, T,)
est la fonction caractéristique imposant que tous les indices {ms(M,, J,), ns(M,, T.);
ks(M,, Tu), 1s(M,,, J,)} soient positifs. La dépendance de 'amplitude Ag en les indices
externes (B indices de référence aux vertex externes et N moments angulaires externes)
n’est pas explicitement donnée.

2.3.5 Comptage de puissance

Nous allons maintenant montrer que toutes les sommes sur les différences d’indices
peuvent étre effectuées gratuitement grace a (2.3.8) en utilisant le propagateur G% pour
effectuer la somme sur fs. Les sommes sur ces moments étant entrelacées, nous avons
besoin de maximiser les autres propagateurs G% sur £s. Pour cela, nous devons choisir un
ordre sur les lignes.

Nous introduisons un nouvel ordre > sur I’ensemble de boucles £,,. Soit vs le plus haut
vertex (dans l'arbre) auquel 0 € £, est accrochée. Nous écrirons d§; > 0 si

- Vs, > Vs, OU

— en tournant autour de vs, = v, dans le sens horaire a partir de I'indice de référence,

nous rencontrons d; puis do ou la ligne d’arbre qui descend a la racine ou

— en tournant autour de vs, = vs, dans le sens horaire & partir de I'indice de référence,

nous rencontrons la ligne d’arbre qui va a la racine puis d et enfin ;.
Nous orientons les lignes 6 € £, de telle sorte que les indices ms(M,, T,.), ls(M,, Ty)
soient attachés a vs. Leur différence est précisemment /s :

ls(My, Tu) — ms(M,,, Ju) = €s (2.3.14)

Pour les tadpoles 0 € £, nous définissons les deux indices m, ! comme ceux de la premiere
demi-ligne de ¢ dans l'ordre cyclique entre 'indice de référence et la ligne d’arbre qui va
a la racine. Si cette ligne d’arbre est rencontrée avant les deux demi-lignes du tadpole,
nous choisissons pour m, [ les indices de la seconde demi-ligne.

Soient jj* ={ly € J,,0' >0} et jj* = {ly € J,,0 > ¢'}. L’ordre > implique que les
indices ms(M,,, Tp), ls(My, J.) en vs sont des fonctions ms(M,,, TT), ms(M,, T2T) +s
indépendantes des indices dans jj‘. Ainsi pour § € £, et avec les indices de M,, et jf
fixés,

i§
MAX G ) s (Mo )sks (M nTi) s (M)
f(;/ GJM

i§
<max G

2.3.15
ng ks M (M, TS ) nssks me (M, T2 ) +Hes” ( )

ol, dans le membre de droite, la somme est sur tous les indices ng, ks dans N. Il est ins-
tructif de regarder 'exemple de la figure 2.7 ot d; > 09 > 03 > 4. Les indices my, lo
dépendent de l'indice de référence m, et des moments angulaires des lignes plus hautes
(dans le sens >) : {5, € J7 mais my, I, ne dépendent pas de £5,, 05, € T~
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Pour une attribution d’échelles p1 dans (2.3.13) et avec les indices dans M, fixés, nous

pouvons écrire les sommes télescopiques sur les moments de J,. Soient 6p > /-1 >

-+ > 09 > 07 les lignes de boucles. Les sommes sont effectuées des lignes les plus basses
aux lignes les plus hautes :

Z H Gm6 (M, Tp)sms (M, T )iks (M, Tu) bs (M, Tu) X(M’“ j“)
Ju 0€G

<) {max LT Gt s Mo Tk (Mo it M)

51
j;fl+ (SET
5
x max II  Ghiimnammstn s 5070
1 S€L,, 5>61

X G M,
Z My (M Tt ) sy (M T ks (M, T) ms, (Mo T2t ) +Hs, }X< pr T

45,

S Z { max H Gma(Mu,JH )ns (M, T es (M T ks (M, T)

Z(SI 7552

J32+ 0T,
i§
e 11 Ghomngmstn g, g5

SEL, , 66,

X E max G 2 5t 5p+
&;1 mé(Muaj;L )7”62(Mu:ju)§k62(Muvju)am@(Muyju )+eé2

15
X max max G M, T, 2.3.16
Loy gz: (”517’961 m51(Mﬂ’jlfl_‘—)’”ﬁ5k517m51(M#7j/fl+)+£51) }X( " u)’ ( )
5

1
et ainsi de suite jusqu’a

Z H Gmé(MmJu n&(M;uJu) ké(M;uju) lé(Muvju)X(M‘u’ j'u)
T 0€G

<1l (I%%XG (M) s (M T s (M), z(s(Mu,JM))
5€T,,

is
X H max Z (max Gm(s(Mu TE) ks ms (Mo, JS+)+€5) . (2.3.17)

g+ ng,ks
5EL, ~ £5=—ms(My, T2

Les contraintes de positivité de x ont été utilisées pour déterminer I'intervalle de somma-
tion correct des #;.

Nous obtenons ainsi une borne sur la somme sur 7, de (2.3.13). Pour les lignes d’arbre
d € 7, dont tous les indices dépendent de 7, la borne (2.3.17) donne grace a (2.3.5)

< KM%, §5€7T,, §¢G, (23.18)

mpx G s My s MK (Mo 5 M)
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Si I'un des indices de 0 € 7, est un indice de référence au vertex v, nous avons

i —2i5 _—cM ™25 ||my||
H}%X Gni”vné(Muvju)§k6(Mw~7u)vl(5(MmJu) < KM e ! 5 € ,]L N gu' (2319)

Si deux indices de d sont des indices de référence en v, v, nous écrirons
< KM—Qiae—cM_Qi‘s(||mu||+Hmv/||)’ §€T, 6€G,\{d}
(2.3.20)

i§
II\17%X va s (M) imr s (M, J)

Puis chaque propagateur correspondant a une ligne 6 € £,, donne, par (2.3.17), un facteur
K M—2i5 ,

i5 < / —2i5
e (; (rﬁ?x Gmé(Mu,JS+),”5(MM7~7u)§k5(Mu@z),mé(MngJr)-i-Za)> S KM

é
d€L, 6¢G,. (2321

Si 0 € L, est un tadpole en v; qui a l'indice d’échelle le plus bas parmi les lignes de v;,
nous obtenons grace a (2.3.8)

is I3 f—2i5 —c M2 ||my, ||
rg?f{ (Z <If71?3( Gm'v7”5(Mﬂzju);ké(Mﬂvju)ﬂn’u‘f'Zé)> < K M € ’ 5 = £,u A g‘u'
W L5 w

(2.3.22)

Finalement il y a aussi des indices externes m,,n, (fixés). Chacun d’eux donne, grace a
(2.3.5) et (2.3.8) e~ M *lmell ot g=eM*llncll respectivement.
Finalement la somme sur 7, dans (2.3.13) est bornée par

Ao < Z Z H e—chzis/”mv(é,)” (H KM—%)

Boomy,..,my_g€EN2 \&'€G, 0eCG

N N
y (H ecM—wenmen> (H ecM-”ennen> , (2.3.23)
e=1

e=1
ol M5y est 'indice de référence de la ligne 0’ € G,,. Aprés avoir sommé sur my, ..., my g,
nous avons
K1 N 0 N 0
A<y m(M 225@%) <M425/egﬂza/> (He M m) (He M ||ne> _
o e=1 e=1
(2.3.24)

Comme expliqué dans la section 1.2, nous définissons les composantes connexes : un
sous-graphe est une composante connexe si toutes ses lignes internes sont au-dessus de
toutes ses lignes externes (au sens de (2.3.12)). Le comptage de puissance se factorise alors
dans les composantes connexes :

N N
Ag <KV Z H MG (H e—cM_2i€||m5||> <H o CM e IIHsII) (2.3.25)
o ik

e=1 e=1

avec w(GY) =4(V/, — Big) — 2Ly, = A4(Fyp — Big) — 2L, (2.3.26)

1y

:(4 — N%k) — 4(2917k + Bi,k — 1)
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N; .
et Nig, Vig, Lix =2V — T"“, F; i, et B; ), sont respectivement les nombres de pattes ex-
ternes, de vertex, de propagateurs (internes), de faces et de faces brisées de la composante
connexe G5 gix =1 — %(Vzk — I, + F 1) est son genre. Nous avons alors

Théoréme 2.3.5 La somme sur les attributions d’échelles p dans (2.3.24) converge si
Vi, k, w(G}) < 0.

Nous retrouvons donc le comptage de puissance obtenu dans [GW05a|. Nous constatons
que les outils de 'analyse multi-échelles (décomposition du propagateur, optimisation
de l'arbre, composantes connexes, arbre de Gallavotti) s’adaptent trés bien a la base
matricielle et aux modéles de matrices dynamiques.

2.4 Etude de propagateurs

Nous donnons ici les résultats que nous avons obtenus dans [GRVT06|. Dans cet ar-
ticle, nous avons calculé les noyaux en espace x et dans la base matricielle d’opérateurs
généralisant le noyau de Mehler (3.1.2). Puis nous avons procédé a une étude fine des
comportements de ces noyaux dans la base matricielle. Ce travail est notamment utile
pour étudier le modéle de Gross-Neveu non commutatif dans la base matricielle.

2.4.1 Noyau bosonique

Solent x A o’ = zox] — 112 et x - &' = xox + 112}, Le lemme suivant généralise le
noyau de Mehler [Sim79] :

Lemme 2.4.1 Soit l'opérateur H :

1
H= 5( — A+ Q%% — 2B (200, — x180)>. (2.4.1)
Le noyau, en x, de Uopérateur e est :
Q
—tH / _A
= — 2.4.2
¢ (@) orsinh Qf° ( )
QcoshQt , . $coshBt ,  Qlsinh Bt ,
_ _ Py p— Y\ 24.3
2 sinh Qt (v +27%) sinh LT sinh T ( )
Démonstration. Nous pouvons soit vérifier directement que P = e~ est solution de
dP
o + HP =0 (2.4.4)

soit postuler que la solution est de la forme f(t) e=9(0@ +e?)=h(ea'~iBzAr" ytiliser Pequa-
tion (2.4.4) pour dériver un systéme d’équations différentielles couplées pour les fonctions
f,g,h et i et résoudre ce systéme. Voir [GRVTO06| pour une preuve directe. [l

Remarque 8. Le noyau de Mehler correspond a B = 0. De plus, la limite 2 = B — 0
donne le noyau de la chaleur habituel.
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Pour retrouver les résultats de la section 2.2, nous commencons par effectuer les chan-

gements 2 — % et B — 28 dans H (voir lemme 2.4.1). Le cas B = 0 donne donc
exactement le propagateur (2.2.6). De plus Ly = —1(290; — 210y) commute avec le lapla-

cien et avec z? si bien que pour calculer e=* dans la base matricielle, il nous suffit de

calculer e722 et de faire le produit avec (2.2.6). Le calcul de =22 est simple car Lo est
diagonal dans la base matricielle :

2 4Bh
Hopomhit b :5(1 + ) 2m + h+ 1)6, — 5 St (2.4.5)

- 3(1 ) m R D)D) S + /0 R O],

Remarquons qu’a 2 = 1, H est diagonal.

Lemme 2.4.2 Soit H donné par [’équation (2.4.1). Son inverse est :

30 D D
0 (' (1—a)set(ED P
—1 — —4Bp (@)
Hm,m—i—h;l—‘,—h,l _S_Q A do (1 L Ca)g (]_ — Ct) 8Q Sljl Gms7ms+hs;ls+hs’l37 (246)
m min(m,l m—+1—2u
@ _ V1—a +l+h (Z ) AL ho) Ca(l+Q) +1-2
m7m+h,l+h,l 1 + COé u:max(o _h) 3 Uy Iy m (1 _ Q) 9

ou A(m, 1, h,u) = \/( " )(m+h)( : )(l+h) et C' est une fonction de Q : C(Q) = (1-9)?

m—u/ \m—u/ \l—u/ \l—u 40

2.4.2 Noyau fermionique

La théorie fermionique libre a deux dimensions est définie par le lagrangien :
L=1P) (p+p) (). (2.4.7)

Le propagateur de la théorie (}/} + u)fl (x,y) peut étre calculé par la méthode du noyau
de la chaleur :

) ((p+m) (—p+m) " (@)

(p+u) (zy) = (—p+u
= (—p+n) (0*+ 1) (z,y) (2.4.8)
= (—Pﬂb)/o %e—W—#Qt (2.4.9)

< dt —1 _@-w? 2
:/0 s (g(yé—y)ﬂi)e et (2.4.10)

Sur I'espace de Moyal, nous souhaitons modifier I'action libre en ajoutant un terme de
vulcanisation. Cette procédure évite le mélange UV /IR dangereux (voir section 4.5.3) et
permet la renormalisation. Ainsi 'action libre devientf

Siree = / PPx®(z) (P + p+ QF) v(x) (2.4.11)

fDans cette section, nous souhaitons uniquement étudier le propagateur du modeéle de Gross-Neveu
non commutatif. Une définition précise du modéle complet est donnée au chapitre 4.
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ouz=20"12, 0= (_8 8) et a est un indice de couleurs entre 1 et N. Le propagateur G
étant diagonal dans cet indice, nous 'omettrons dans la suite. Pour calculer le propagateur,
nous écrivons encore une fois :

G = (p+p+9f) = (—p+n-9f) Q"
Q = (p+u+9%)(—p+u—9%)

402 49 49
= 1,® (p + i+ — - 2> + 277071 @1d+ -1, @ Ly, (2.4.12)

ou Ly = 2%y — 2'py. Pour inverser Q nous utilisons la méthode de Schwinger :
Lemme 2.4.3 Nous avons :
G(.CE, y) _ _E - dt _ e—%coth(Zﬁt)(ac—y)Q-‘rl@x/\y (2413)
Om Jo  sinh(2Q1)

{ZQ coth(2§t)(¢ — )+ QOF —7) — ,u} 2000yt

Il sera également pratique d’exprimer G en termes de commutateurs :

G(x,y) = —% Ooodt {ZQ coth(2Q¢) [£.T"] (z,y)
Q[T (2,y) — pT(z,y) } e 200" et (2.4.14)
ot
Mz,y) = 1 o 2 coth(20) (2 —y)2 oflany (2.4.15)
sinh(292¢)
avec () = & et v Ay = 2%yt — 2y,

La méthode employée pour démontrer ce résultat est identique a celle utilisée pour le
lemme 2.4.1. La preuve du lemme 2.4.3 est donnée en annexe B de [GRVTO06].

Nous allons maintenant donner I’expression du propagateur fermionique (2.4.14) dans

la base matricielle. Soit Ly = —1(2°0; — x'9p). L’inverse de la forme quadratique
42 40?2 , 4B
A=Q— = —L 2.4.16
Q 977 p+u+92 +92 ( )
est donnée par le résultat (2.4.6) de la section précédente :
(1—a)sd—}
— ) s
Fm ;m~+h;l+h, I = SQ / 1 + Ca) Fm,m+h;l+h,l (2417)
m+l+h
T ins = < v ) (1—a) 2 (2.4.18)
e 1+ Ca
min(m,l)

S L
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Le propagateur fermionique G (2.4.14) dans la base matricielle peut se déduire du noyau
(2.4.17). 11 suffit de prendre B = , d’ajouter le terme manquant en 79! et de calculer
Paction de —p — QF + p sur I'. Nous devons donc évaluer [z¥,T] dans la base matricielle :

0
[moa F} mnk,l :278\/;{ vVm + 1Pm+1,n;k,l - \/ZPm,n;k,l—l + \/ﬁrm—l,n;k,l
-V [ + 1Fm,n;k,l+1 +vn+ 1Fm,n+1;k,l - \/Erm,n;kfl,l
v/l it — VE T 1Fm,n;k+1,l} , (2.4.19)

[m17 F} skl :2z7r«9\/§ {\/m—HFmH,mk,l — \/ZFm,n;kﬁl_l — VMl 1k
+ \/H_lrm,n;k,lﬂ - \/n—‘HFm,n+1;k,l + \/Erm,n;k—l,l
VAT 1kt = VEF i - (2.4.20)
Ceci nous permet de démontrer :

Lemme 2.4.4 Soit G, 1, le noyau, dans la base matricielle, de 'opérateur
(p+ QF + p)_l. Nous avons :

20 (!
Gm,n;k,l = — / do G (2.4.21)
0

0272 m,n;k,l

o ~2—« ey ey o
mynk,l — (ZQ [¢’ r ]m,n;k,l + [%’ r ]m,n;k,z - “Pm,n;k,l)

(0%

2—« o
X [ ———=1y —1——~%9 ) . 2.4.22
(2\/1—04 2 ioa 7) (24.22)
ou I'* est donné par (2.4.18) et les commutateurs par les formules (2.4.19) et (2.4.20).

Les deux premiers termes de I’équation (2.4.22) contiennent des commutateurs et seront

, 5 . a,comm . a,mass
regroupés sous I'appellation G, ', 7. Le dernier terme sera G, 5" -

a,comm 52—« a e
ng’n;k’l - (ZQ «a #.T ]myn;k,l +0 [%,F ]m,n;k,l>
2 -« o
O (may Py S— VN 2.4.23
<2\/1—0z 2 2\/1—0477) (24.23)
o, mass o 2—« o 0.1
Gm,,n;k,l == Hrm,n;k,l X 1 1 —F——=77 |- (2424)

2.4.3 Bornes

Nous allons appliquer ’analyse multi-échelles pour étudier le comportement du pro-
pagateur (2.4.22) et revisiter plus finement les bornes (2.3.5) a (2.3.8). La décomposition
en échelles est faite comme en section 2.3.1 :

1 ') M—2(i—-1)
/ do = Z/ do (2.4.25)
0 i=1 /M™%
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et conduit au propagateur suivant dans la tranche i :

2
1) Hog 1

i o M (1—a)s—2 (a)
D mthitns = 30 /M% da WmeH—h;H-h,l . (2.4.26)

QQ M—2(-1)
mnkl ZGmnkl’ mnkl W/ daGmnkl (2427)

M—2i

Nous séparons G comme nous 'avons fait dans les équations (2.4.23) et (2.4.24). Soient
h =n—m et p=1—m. Sans perte de généralité, nous supposerons h > 0 et p > 0. Ainsi
le plus petit des quatre entiers m,n, k,[ est m et le plus grand est kK = m + h + p. Nous
pouvons alors énoncer le principal résultat de cette section :

Théoréme 2.4.5 Sous les conditionsh =n—m > 0etp=1—m >0, il existe K,c € R,
(c dépend de ) tels que le propagateur de Gross-Neveu dans une tranche i obéisse a la
borne

M2 k
exp{— = — T (b — 1+_C)2}

(1+ VEM=%)
+ min(1, (ak)p)e—ckM”—cp). (2.4.28)

m,n;k,l

|GLeom | < KM <X(ak> 1)

Le terme de masse a une borne un peu différente :

p? M—2 k2
exp{— 1w — G (b — )’}

1+ VEM—%
+ min(1, (ak)p)e—ckM”—cp) . (2.4.29)

m,n;k,l

|Gz ,Mass | <KM—22‘ (X(Ozk‘ > 1)

Démonstration. Nous souhaitons donner les étapes principales de la preuve car nous pen-
sons que cette étude pourra servir sur d’autres espaces que le plan de Moyal et renvoyons
a |GRVTO06| pour les détails. L’analyse du propagateur (2.4.21) révéle qu’il existe une ré-
gion dans les indices k, p et h ou le propagateur n’a pas le comportement d’échelles (2.3.5).

Nous écrivons le propagateur sous la forme :

1 o172
F:/ do 1= pa (2.4.30)
0

avec

A1 — m m 1/C’ C mrp—au
FO‘:< ! a>2 v 1+C’ah;<a Lt >>2 " A(m,m+p,h,u) (2.4.31)

1+ Ca V(1 —a)
—e2mHp)In figg ~hn(1+C) B EGEE A, m 4 phou). (2.4.32)
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Nous nous restreignons au régime a < C' < 1 c’est-a-dire a la zone « ultraviolette » et
a  proche de 1. Nous définissons les variables réduites x = v/k, y = h/k, z = p/k.
Celles-ci sont contenues dans le simplexe 0 < z,y,2 < 1,0 <z +y + 2z < 1. En utilisant
I’approximation de Stirling et en remplagant la somme sur v par une intégrale qui, a une
constante multiplicative prés, constitue une borne supérieure rigoureuse, nous avons

fe% v T [(1 B y)(l - Z)(l —Z— y)]1/4 6lcg(:v,y,z)
b </o S PP T R G r—— (2.4.33)

oug=(2—-2y—2z)In 1_006 + (24 2)In “ \/C’l(l_—i(;C’) —yln(l+ Ca)
In(1 — )+ ln(l—z)+l+ln(1—y—z)
—zlnz — (z+2)1 (x—i—z)—(l—x—z)ln(l—:v—z)
—(l—z—y—2)ln(l—2—y—2). (2.4.34)

Nous avons alors montré

Lemme 2.4.6 La fonction g est concave dans tout le simplexe et son seul point critique

_ _cC _ 1 _ o —
est To = 15¢as Yo =156, 2 =000 g=0.

Puis le simplexe est divisé en deux régions. La premiére correspond a iz = |z — zy| < «,
3y = ly—1yo] < O(1), z < . Dans la deuxiéme, le complémentaire de la premiére dans le
simplexe, le propagateur retrouve une borne similaire au cas ®*. Dans la premiére région,
nous utilisons 'approximation hessienne et montrons

exp{—ﬁpQ - 1+k(h - 1+c)2)}

1+ Vak

En dehors, la concavité de g nous permet de borner g(z,y,z) par son approximation
linéaire et de montrer

r* <K (2.4.35)

I < Ke b, (2.4.36)

Il reste enfin a évaluer l'effet des commutateurs. Le commutateur [, '] contient des termes
du type

vVm + 1Fm+l,n;k,l - \/Zrm,n;k,l—l
= <\/ m+1— \/Z> Fm,n;k,l—l +vm+ 1 (Fm—l—l,n;k,l - Fm,n;k,l—l) . (2437>

Le premier terme est le plus facile & borner. Il est non nul si p =1 —m — 1 > 1. Dans ce
cas,

VIi—vVm+1< (2.4.38)

2p
14+ V1

En utilisant, le lemme suivant

Lemme 2.4.7 Soit (m,l,h) € N> avec p=1—m —1 > 1. Nous avons :
— dans la région critique

Fm,m—l—h;k,m—l—p < Ko Fm,m—l—h;m—i—p—l—l—h,m—l—p—l; (2439>
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— en dehors de la région critique

I-‘m m—i—hkm—l—p KO[\/_Fm ,m~+h;m+p—1+hm+p—15 (2440)

nous avons :
— dans la région critique, | = k — h ~ =k et \/ < 012 L7 Un facteur o

1+C
supplémenaire vient de (2.4.39) si bien que nous avons une borne en O(1)—£-. En

1 «f
utilisant une fraction de la décroissance e~“?*/% dans (2.4.35), O(1 ) < Va.

— En dehors de la région critique, nous avons un facteur av/kl—22- i qui vient de (2.4.40).

Nous pouvons utiliser pe=® < e P et Vake “* < e % ce qui donne le facteur
Vo attendu pour passer® de (2.4.36) a (2.4.28).
Nous nous intéressons maintenant aux termes impliquant des différences de I'. Nous uti-
lisons les identités,

Vmi
A(m, 1 b u) = Tm.A(m 1, 0—1,h+1,u—1), foru>1, (2.4.41)
2
A(m,l hyu) = %A(m — 1,0, h,u), (2.4.42)

vm(m+h)l(l+ h)
(m —u)(l = u)

avech=n—(m-+1)etp=101—(m+1). Ainsi I'yi1 061 = Dot ms14+h0400 €6 Dpngi—1 =
L' m+h+104h1—1- Nous pouvons alors démontrer

A(m, 1l hu) = Am —1,1—1,h,u) (2.4.43)

M+ 1 (Cogr ikt = Pmnggi-1) < K\/ara—l,m-;-h;l-s-h—l,l—z (2.4.44)

qui achéve la preuve du théoréeme 2.4.5. [l

Remarque 9. Nous pouvons répéter ’analyse ci-dessus et ’appliquer au propagateur de
la théorie ®*. Nous obtenons alors

e KM ¥ min (1, (ak)P) e M h4p) (2.4.45)

mynsk,l

qui permet de retrouver les bornes (2.3.5) & (2.3.8).

2.5 Propagateurs et renormalisabilité

Dans cette section, nous revenons sur le comportement du propagateur d’une théo-
rie matricielle nécessaire a I'obtention d’un comptage de puissance renormalisable. Nous
donnons aussi notre avis sur ’étude des théories de champs non commutatives dans la
base matricielle en comparaison de l’espace = (ou p).

¢La région ak < 1 ne nécssite pas une analyse aussi fine et ne sera pas détaillée ici.
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Dans le cadre de I'analyse multi-échelles et avec les conventions de la section précé-
dente, les définitions des exposants &y (2.2.11) et 0y (2.2.12) deviennent

. s

%1324 Ghehep—pien SEMT, (2.5.1)

m]?XZH]}ELlX Gl h—pk—pik kb KM~ (2.5.2)
p

Nous souhaitons étudier le role de ces exposants sur la renormalisabilité d’une théorie.
Nous supposons donc que nous avons affaire & un modéle matriciel dynamique avec pour
contraintes la conservation du moment angulaire (2.2.5) et les comportements d’échelle
(2.5.1) et (2.5.2) du propagateur. Dans la section 2.3, nous avons exposé une méthode
permettant de retrouver relativement simplement le comptage de puissance de la théorie
®*. Pour cela, nous avons utilisé trois bornes supplémentaires sur le propagateur.

Pour une ligne de boucle du graphe dual portant un indice de référence, nous avions

> max Gy ok K MP-0) (2.5.3)
pk

ot D est la dimension de Pespace. Pour le modéle ®}, D = 4. Pour toute ligne d’arbre
portant un indice de référence, nous avons utilisé

> max G piosoty, I, (2.5.4)
k b

Enfin, pour les lignes d’arbre portant deux indices de référence, nous avons eu besoin de

> max G ooty I P00, (2.5.5)
k,h

Considérons une théorie matricielle d’interaction Tr ¢* et dont le propagateur obéit a la
conservation (2.2.5) et aux bornes (2.5.1) & (2.5.5) (c’est le cas du modéle (2.2.2)). En
répétant ’analyse de la section 2.3, nous démontrons le comptage de puissance suivant

Agi KKV M0l +50(V'=1)=D(V'=B)) (2.5.6)

La borne (2.5.6) est donnée dans le cas d'un graphe G dont toutes les lignes sont d’échelle
i (comptage monotranche). Ce résultat est également valable pour toute composante
connexe mais nous avons souhaité alléger les notations. En utilisant

— L'=1-V'+1 (pour un graphe connexe),

- V'=F=2—-2g—V + I (caractéristique d’Euler),

~ 4V =21 + N (théorie ®%),
la borne (2.5.6) devient

Agi <KV M, (2.5.7)
D — &

w=( + 6 — D)V + N — (D — 8o+ 8)) +29(D — 5o+ 6,) + D(B — 1).

Nous constatons alors qu'une condition nécessaire a la renormalisabilité d’un tel modéle
de matrices est

0o +01 = D. (2.5.8)



82 Chapitre 2 — Dans la base matricielle

Dans [GW05a|, Grosse et Wulkenhaar avaient également remarqué que les indices dy et
01 doivent étre suffisament grands par rapport a la dimension de 'espace. Si g + 07 > D,
la théorie est super-renormalisable. En cas d’égalité, elle est juste renormalisable. Dans
[GWO05b], le comportement du propagateur matriciel de la théorie ®} & Q = 0 a été estimé
numériquement. Il a été trouvé oy = 1 et §; = 0. Nul doute qu’une étude fine, similaire a
celle effectuée sur le propagateur du modéle de Gross-Neveu (voir section 2.4), donnerait
le méme résultat. Rappelons que la théorie ®*, en 'absence de vulcanisation, souffre du
mélange UV/IR qui la rend non renormalisable. Dans la base matricielle, la solution a ce
phénomeéne semble claire. Il faut trouver un propagateur tel que oy + 0; = D. Toute la
difficulté réside alors dans le choix du propagateur.

Considérons le propagateur (2.4.21) du modéle de Gross-Neveu non commutatif. Nous
avons vu en section 2.4.3 qu’il existe deux régions de l’espace des indices du propaga-
teur ou celui-ci a des comportements trés différents. Dans 'une d’elles, le propagateur se
comporte comme celui de la théorie ®* et conduit donc au méme comptage de puissance
renormalisable. Dans la région critique, le propagateur est différent. Nous avons

—1 cp? M 20
G<k— M e o), (2.5.9)
1_|_ ka2i

La borne précédente, obtenue par une méthode du type point col, est trés précise dans le
sens ou elle reproduit fidélement le comportement du propagateur (nous pouvons égale-
ment montrer une borne inférieure du méme type). Ce comportement obéit aux équations
(2.5.1) et (2.5.2) avec 6y = d; = 1. Ainsi le modeéle est régulier au sens de la définition
2.2.2. Mais nous ne pouvons pas en conclure que la théorie a un comptage de puissance
renormalisable car le propagateur ne reproduit pas la borne (2.5.5). Cette borne est utile
pour les lignes d’arbre du graphe dual qui portent deux indices de référence. Nous consta-
tons donc que le propagateur de Gross-Neveu ne permet pas de sommer deux indices de
référence avec un seul propagateur. Ceci conduit également a du mélange UV/IR dans le
sens suivant.

Considérons le graphe de la figure 2.8b ot les deux lignes externes portent un indice
i > 1 et la ligne interne un indice j < i. Le propagateur (2.4.21) a §y = &; ce qui
signifie que le modéle correspondant est quasi-local (si on fixe les indices d'un coté du
propagateur, nous pouvons sommer sur les indices situés a ’autre extrémité sans perdre
de bon facteur de comptage de puissance). Ainsi il ne reste plus qu’a sommer un indice
par face interne.

Sur le graphe de la figure 2.8a, si les deux lignes qui se trouvent a l'intérieur sont de
vraies lignes externes, le graphe posséde deux faces brisées et nous n’avons aucun indice
a sommer. Ainsi en utilisant deux fois la borne (2.5.1), nous obtenons Ag < M~%. La
somme sur i est convergente et nous retrouvons le méme comportement que la théorie ®*
c’est-a-dire les graphes avec plusieurs faces brisées (B > 2) sont convergents. Cependant
si les deux lignes se trouvant a l'intérieur appartiennent a une ligne d’échelle j < i (voir
figure 2.8b), le résultat est différent. En effet, & I’échelle i, nous retrouvons le graphe de la
figure 2.8a. Si nous voulons maintenir le résultat précédent (M —2%), il faut pouvoir sommer
les deux indices des faces internes de la figure 2.8b avec le propagateur d’échelle j. Or ce
n’est pas possible puisque celui-ci ne permet justement de n’en sommer qu’un seul. Ainsi
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(a) A D'échelle i (b) A T’échelle j

F1G. 2.8: Coucher de soleil

une des deux faces doit étre sommeée avec un propagateur d’échelle i :

M2 k \2
*CHk (h71+c)

N MR MG < KM (2.5.10)

k.

La somme sur 7 est ici logarithmiquement divergente. Le graphe de la figure 2.8a est
convergent si relié a des vraies pattes externes et divergent s’il est un sous-graphe d’un
graphe d’échelle plus basse. Le comptage de puissance d’un graphe dépend donc des
échelles inférieures a la plus basse des échelles du graphe. Nous étudierons ce phénomeéne
en grand détail dans la section 4.4. Nous 'avons aussi appelé mélange UV/IR car le
comptage de puissance d'un graphe ne se factorise plus dans les composantes connexes
individuelles. Il serait intéressant d’étudier cette autre forme de mélange dans la base
matricielle. Voici en tous cas ce que nous pouvons déja en dire.

La nouveauté vient du fait que le propagateur (2.4.21) ne permet pas de sommer
deux indices de références. Le probléme se pose donc uniquement pour les propagateurs
(duaux) reliant deux faces internes a et b, et dont 'indice d’échelle est le plus bas de tous
les propagateurs accrochés aux faces a et b. Ainsi seules les composantes connexes avec
plusieurs faces brisées sont concernées. Notons également que le probléme ne se pose pas
dans une composante monotranche.

Nous avons par ailleurs remarqué que la meilleure fagon d’optimiser les sommes dans
la base matricielle est de choisir un arbre dual minimisé (voir section 2.3) c’est-a-dire avec
les lignes les plus basses possible. Au contraire, en espace x (ou p), 'arbre est mazimisé :
ses lignes sont les plus hautes possible ou autrement dit il est sous arbre dans chaque
composante connexe. Nous pouvons le comprendre encore autrement : quel que soit le
vertex considéré, la plus haute ligne qui lui est accrochée est une ligne d’arbre

YweG,AeT|i=e,= maxiy. (2.5.11)

lev

Au contraire, un arbre minimisé signifie

YVoe@,AeT |i=i,= min iy (2.5.12)
'ev

Ainsi, dans un graphe dual de la base matricielle, si I'arbre (minimisé) est sous-arbre
dans une composante, celle-ci est monotranche. Le nouveau mélange UV /IR vient donc
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uniquement des composantes connexes dans lesquelles I’arbre n’est pas sous-arbre. J’avoue
ne pas savoir encore exactement si ¢’est important et quel role peut jouer cette remarque
dans la compréhension des modéles non commutatifs dans la base matricielle.

De plus, remarquons que le graphe de la figure 2.8a n’est pas renormalisable par un
contreterme du lagrangien (voir chapitre 4). Sa divergence (logarithmique) ne peut donc
pas étre absorbée dans une redéfinition de la constante de couplage. Heureusement, il
se trouve que la renormalisation du graphe a deux points de la figure 2.8b régularise
non seulement la divergence quadratique de la fonction & deux points mais aussi la sous-
divergence logarithmique de la fonction a quatre points. Dans la base matricielle, ceci
est possible grace au fait que la soustraction de Taylor permettant d’identifier la partie
divergente du graphe 2.8b ne fait intervenir que les propagateurs de la face externe (voir
[GWO05b] pour des exemples).

Nous allons finir par quelques bréves remarques concernant la base matricielle. Com-
mencons par deux inconvénients de la base matricielle par rapport a ’espace direct. Nous
verrons aux chapitres 3 et 4 que la notion d’orientabilité d’un graphe est trés importante
(voir section 3.1.2). Seuls les graphes non orientables souffrent de mélange UV /IR. Ainsi
les théories du type ¢ * ¢ x ¢ x ¢ qui ne contiennent que des graphes orientables sont
renormalisables sans vulcanisation (nous reviendrons sur ce point en section 4.5.3). Nous
n’avons pas encore identifié comment se traduit I'orientabilité d’'un graphe dans la base
matricielle.

Le second inconvénient est essentiellement technique. Nous verrons au chapitre 4 que
la renormalisation du modéle de Gross-Neveu non commutatif nécessite d’utiliser la parité
de certaines intégrales. De maniére générale, il me semble moins simple de travailler avec
des sommes discrétes qu’avec des intégrales. De plus, 'inversion de la forme quadratique
(2.2.3) c’est-a-dire le calcul du propagateur (2.2.6) est trés compliquée. Saura-t-on refaire
cette inversion dans d’autres cas trés différents 7 Notons au passage que le calcul des pro-
pagateurs (2.4.2) et (2.4.14) en espace x n’est pas complétement trivial non plus mais
néanmoins plus simple que dans la base matricielle. Le probléme vient essentiellement du
fait que nous sommes habitués a ’espace direct.

Outre ces inconvénients (mineurs), la base matricielle présente un certain nombre
d’avantages a long terme. Ici a long terme signifie qu’il est, pour l'instant, plus simple
de calculer en espace x mais que la base matricielle pourrait étre utile dans le but de
mieux comprendre les théories de champs non commutatives (et commutatives). En effet,
je pense que le principal atout de cette base est qu’elle ne fait pas intervenir l’espace
sous-jacent de maniére explicite. Autrement dit, nous pourrions prendre 'action (2.2.2)
comme point de départ sans savoir qu’elle correspond a l'action (2.2.1). Jusqu’a présent
et dans la limite de mes connaissances, il me semble que seules les théories de champs sur
des déformations ont été étudiées. Par déformation, j’entends que ’algébre (non commu-
tative) de fonctions ou de distributions est un espace vectoriel de fonctions usuelles muni
d’un produit non commutatif. C’est le cas de toutes les déformations isospectrales (voir
[Gay05b, Gay05a|). Ces déformations sont pratiques pour transposer ce que nous savons
faire sur espace commutatif. Mais si nous voulons un jour unifier la mécanique quantique
et la relativité générale, nous devons étre capables d’écrire une théorie qui ne s’appuie pas
sur un espace prédéfini. La base matricielle pourrait nous habituer a travailler sans espace
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et a comprendre comment se traduisent, dans ce cadre, les notions notamment nécessaires
a la renormalisation telles que la localité. De plus, il est possible que I'existence d’une base
matricielle ne soit pas restreinte au plan de Moyal. Il me semble qu’il suffit de pouvoir
définir des opérateurs de création et d’annihilation et on peut ensuite construire une base
matricielle & partir de I'idempotent exp —aa. Néanmoins je ne crois pas a ’existence d’une
telle base pour des espaces plus généraux dans la mesure ol sa construction fait intervenir
explicitement le produit point & point et donc se sert du caractére déformé de ’espace.

Les théories de champs sur plan de Moyal souffrent de mélange UV/IR. A partir
de la « définition » méme de 'algébre de Moyal, [z#, 2] = 1O il est clair qu'il est
impossible de se restreindre & une zone de petites distances. Sur un espace commutatif,
la région ultraviolette est clairemement identifée. Par exemple, si a est le paramétre
de Schwinger, a proche de zéro correspond & cette région. La région infrarouge l'est
également (o — 00). Ces deux régions sont séparées et une masse non nulle arréte le flot
dans l'infrarouge. Sur espace non commutatif, nous avons vu que, méme en présence du
terme additionnel de vulcanisation, certains modeéles (Gross-Neveu) présentent encore du
mélange UV /IR. Celui-ci couple les différentes échelles du probléme mais n’empéche pas
la renormalisabilité de la théorie. De plus, le flot du groupe de renormalisation est arrété
dans la zone o — oo méme a masse nulle. Ainsi les régions ultraviolette et infrarouge ne
sont pas aussi clairement identifiables que sur espace commutatif. Dans la base matricielle,
les indices des propagateurs sont dans N. Il n’y a qu’une seule région a l'infini qui pourrait
étre a la fois I'ultraviolet et 'infrarouge.

Bien que par certains cotés, les calculs dans la base matricielle soient plus compliqués,
elle permet de simplifier I'interaction. Nous verrons dans les deux prochains chapitres
que les oscillations présentes dans I'interaction (équation (2.1.22)) contiennent beaucoup
d’information concernant le comptage de puissance et les contretermes de la théorie. Au
moins pour le modéle ®*, I'interaction dans la base matricielle est trés simple (Tr ¢?) et
ne contient pratiquement plus aucune information. L’essentiel provient alors du propa-
gateur. Dans ce formalisme, nous pouvons calculer le comptage de puissance facilement,
notamment toute la dépendance topologique. Pour I'instant, dans 1’espace x, seul un cal-
cul exact (voir [GR]) le permet. Notons aussi que la base matricielle a permis des calculs
non perturbatifs (développement des fonctions de corrélations en puissance du genre du

graphe) mais néanmoins restreints & des modéles possédant une certaine structure soluble
(voir |[GS06a, GS06b, GS05]).

Enfin, je pense qu’il faudrait mieux caractériser le mélange UV /IR dangereux dans la
base matricielle. Nous avons vu qu’'une condition nécessaire a son apparition est g+ 0, <
D. Cette condition n’est pas suffisante car une théorie dont la contrepartie commutative
est non renormalisable, comme ¢} sur plan de Moyal, la remplirait également. Nous pour-
rions étudier la théorie (2.2.1) & Q = 0 mais avec I'interaction ¢ * ¢ x ¢ x ¢. Cette théorie
est renormalisable (voir la section 4.5.3) mais son propagateur est tel que dy + 6; < D.
Cette étude nous permettrait également de clarifier la notion d’orientabilité dans la base
matricielle.
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Chapitre 3

Le modeéle <I>j1l

Ces idées qui survolent 'espace et qui tout a coup, se
heurtent aux parois du crane.

Emile-Michel Cioran

La théorie @] (voir I'équation (3.1.1)) constitue un premier modeéle simple a étudier
en espace x. C’est le modéle dont Grosse et Wulkenhaar ont montré la renormalisabilité.
C’est donc un bon moyen de développer des outils en espace x. Nous avons vu au chapitre
précédent comment analyser cette théorie dans la base matricielle. Celle-ci a de nombreux
avantages sur l'espace direct que j’ai résumés en section 2.5. Néanmoins je pense que
I’espace x est un intermédiaire de qualité. Mon opinion est que, to6t ou tard, il faudra plus
ou moins s’abstraire de 1’espace. Pour effectuer cette transition, ’étude des théories de
champs non commutatives en espace x peut s’avérer utile. En effet, I’espace direct nous
permet de comparer facilement le comportement (entre autres du point de vue du groupe
de renormalisation) d’une théorie non commutative avec son homologue commutatif. Puis
nous pourrions traduire cette expérience dans la base matricielle ou dans un langage ne
faisant pas intervenir explicitement I’espace sous-jacent.

Au-dela de la perturbation, seules les techniques constructives [Riv91| permettent de
définir une théorie des champs. La théorie constructive s’appuie sur ’espace x. Pour définir
une théorie des champs non perturbativement et sans utiliser explicitement 1’espace x, il
faudrait commencer par développer des techniques constructives dans la base matricielle.
En attendant, il y a un bon espoir de pouvoir construire la théorie ®} non commutative
au moins en espace x. En effet, bien que les théories de champs sur espace non commutatif
souffrent de divergences (ultraviolettes), il semble que les flots soient régularisés. C’est,
en tous cas, ce que 'on constate pour ®1. La fonction 8y a été calculée dans [GW04] a
I'ordre d’une boucle. Au contraire du modéle commutatif, asymptotiquement libre dans
I'infrarouge, la théorie non commutative a un flot borné. Ceci devrait permettre de définire
non perturbativement le modéle ®* non commutatif.
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3.1 La théorie ®*

3.1.1 Le lagrangien

Dans ce chapitre, nous étudions une théorie ®*. Il s’agit d’une théorie scalaire réelle
avec interaction quartique. Elle est écrite sur Pespace de Moyal quadri-dimensionnel Rg.
Sa fonctionnelle action, introduite dans [GWO05b]| est

2

Q A
St6) = [ ate( = 30u0% 00+ 3 (5,0) (36) + g n 6+ Jowbx050) (0) (L)

2
avec T, = 2(©7'z),. Nous nous placerons toujours dans le cas euclidien. La métrique
employée est donc g, = 0,

Le propagateur C' de la théorie ®* non commutative est le noyau de l'inverse de
lopérateur —A + Q272 + m?2. Dans notre cas, ce noyau est connu comme sous le nom de

noyau de Mehler [Sim79, GRVT06]

2 00 - _ = ~
O(.I, y) — Q / dt _ 6_% coth(QQt)(:c—y)Z—% tanh(29t)(z+y)2—m2t' (3'1.2)
0> Jo  sinh?(2Qt)

Le vertex de la théorie ®* non commutative est composé d'une fonction delta et d’une
oscillation® (voir corollaire 2.1.4) :

/d:c ¢ (z) = / Hdwi O(x;) 0(x1 — X9 + T3 — T4)€"7, (3.1.3)

4
= Z (—1)i+j+1l‘i A ZIZ']'.

i<j=1
Grace a la fonction delta, I'oscillation peut étre écrite de plusieurs fagons.

§(xy — g + w3 — 14)e"’ =0() — Ty + T3 — Ty) T TN (3.1.4a)
=0(x1 — Ty + T3 — Ty)e T T TITATS (3.1.4b)

=0(x1 — xg + 3 — x4) expr(xy — x2) A (T2 — 23). (3.1.4¢)

L’interaction est réelle et positive” :
4
/H dr;p(z;) 0(x1 — 9 + 23 — T4)€"7 (3.1.5)
i=1

2
:/dk (/ dxdy gb(:v)gb(y)e’k(z_y)“x/\y) € R,.

Elle est également invariante par translation comme 'indique I’équation (3.1.4¢). Dans la
suite de ce chapitre nous démontrons, en espace x, le théoréme suivant

2La différence de signe dans l'oscillation entre les équations (3.1.3) et (2.1.22) est non pertinente
comme le montre (3.1.5).
bUne autre fagon de le montrer est, & partir de (2.1.15), ¢*4 = ¢**.
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Théoréme 3.1.1 (BPHZ) La théorie quantique des champs définie par l’action (3.1.1)
est renormalisable a tous les ordres de perturbation.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons ’analyse multi-échelles (voir la section
1.2).

3.1.2 Orientation et variables d'un graphe

La fonction delta (3.1.3) de l'interaction nous indique que le vertex est un parallélo-
gramme. Pour simplifier, nous le représenterons soit sous forme d’un losange (Fig. 3.1)
soit comme un carré.

Nous associons un signe, + ou —, a chacune des quatre positions du vertex. T3

Ce signe alterne d’une position a ’autre et refléte les signes intervenant dans

I’argument de la fonction delta. Par exemple, la fonction delta associée au T4 T2
vertex de la figure 3.1 doit étre pensée comme 6(x; — x9 + 23 — x4) et non
d(—x1 + xo — w3 + x4). Le vertex étant invariant par permutation cyclique,
nous pouvons choisir le signe de 'une des quatre positions. Les signes des Fig. 3.1:
trois autres sont alors fixés. Nous dirons qu’une ligne est orientable si elle  Un vertex
joint un point 4+ & un point —. Dans le cas contraire nous la qualifierons de

non orientable. Par définition, un graphe est orientable si toutes ses lignes le sont. Nous
particulariserons les lignes orientables en leur joignant une fleche allant du — vers le +.
Les positions — seront donc définies sortantes et les + entrantes.

15

Soit un graphe G. Nous choisissons un arbre optimal 7 générateur enraciné. L’orien-
tation du graphe c’est-a-dire 'attribution des signes a chaque vertex est déterminée par
I'orientation de I’arbre. Au vertex racine, nous choisissons une position a laquelle nous
attribuons un signe +, une position entrante. Quand le graphe n’est pas un graphe du
vide, il est pratique de choisir comme racine un vertex possédant une ou plusieurs pattes
externes. Dans ce cas, nous choisissons une position externe pour ce signe +. Quelle que
soit cette position, une fois son signe fixé, les signes des trois autres sommets de la racine
sont déterminés. Ainsi en imposant l'orientabilité des lignes de 1’arbre®, nous induisons
une attribution des signes ou orientation des vertex et des lignes de I’arbre. Chaque ligne
posséde une et une seule fleche. Ces fleches sont alternativement entrantes et sortantes
autour d’un vertex (figure 3.2a). Remarquons qu’avec cette procédure, un arbre est tou-
jours orientable (et orienté¢). Les lignes de boucles peuvent alors étre orientables ou pas.

Définition 3.1.1 (Ensembles de lignes) Nous définissons

7 = {lignes d’arbre},

L = {lignes de boucles} = Lo U L, U L_ avec
Lo = {lignes de boucles (+,—) ou (—,+)},
L, = {lignes de boucles (+,+)},

L_ = {lignes de boucles (—,—)}.

¢C’est possible grace a 1’absence de lignes de boucles.



90 Chapitre 3 — Le modéle @4

e
R A

PEA

LA 2 (o)

(a) Orientation d’un arbre (b) Ordre total

FI1G. 3.2: Orientabilité et ordre

Il est pratique de munir I’ensemble des variables de vertex d’'un ordre total. Pour cela,
nous commencons par la position racine et tournons autour de ’arbre dans le sens trigo-
nométrique. Nous numérotons les positions dans I'ordre dans lequel elles sont rencontrées,
voir la figure 3.2b. Alors nous pouvons ordonner (partiellement) les lignes internes et les
positions externes.

Définition 3.1.2 (Relations d’ordre) Soient i < j et p < ¢ dans N. Pour toutes lignes
l=(i,7), "= (p,q) € T UL, pour toute position externe xy, nous définissons

I < I s i<j<p<yq

I < k 1<) <k

I c p<i<j<gq

E C 1 1 < k < 7 :“l contracte au-dessus de x}”
I x U i<p<j<yq.

Nous étendons ces définitions aux ensembles de lignes définis en 3.1.1. Par exemple, nous
écrirons Lo X L4 au lieu de {((,¢') € Ly x L4, £ x ¢'}. Nous définissons également en-
semble suivant. Soient S; et Sy deux ensembles de lignes,

SlNSQ :{(l,l/) € Sl X SQ, Ix ! oul x l/} . (316)

Par exemple, sur la figure 3.2b, {1 < ¢4, ls C ¢4, I3 > x1. Remarquons aussi qu’avec de
telles conventions de signes, une ligne orientable joint toujours une position paire (—) a
une position impaire (4). Nous allons maintenant définir de nouvelles variables. Celles-ci
seront relatives aux lignes du graphe alors que les variables utilisées jusqu’a maintenant
sont des variables de vertex. Toute ligne orientable [ joint une position sortante x;_ a
une position entrante x;,. Nous définissons w; = x;; — x;_ comme la différence entre les
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positions entrante et sortante. Pour les lignes non orientables, u; est aussi la différence
entre ses deux extrémités mais le signe est arbitraire et donné dans la définition 3.1.3. Les
variables u; sont appelées variables courtes. Les variables longues sont définies comme la
somme des deux extrémités des lignes. Nous les désignerons par v; = x;y + x;— pour les
lignes d’arbre et wy = x4, + x4 pour les boucles.

Définition 3.1.3 (Variables courtes et longues) Soient i < j. Pour toute ligne [ =
(i,j) € TUL,

(—1)i+181' + (—1>j+18j VieTUL,,

Uy = 4§ S; — Sj Vi € £+, (317)
Sj— 5 Vie L_.
v =8; +8; VieT (318)

w; =S; + S5 Vie L.

Avec cette définition, le propagateur correspondant & une ligne [ s’écrit :

2 o] = ~ 5 ~
Cl(uly Ul) _ Q / dt _ 6_% coth (20t )u? — £ tanh(?Qtl)le—m%‘ (3‘1‘10)
0w Jo  sinh?(2Qt))

Le signe cyclique aux vertex et l'ordre induit sur les positions par la rotation autour de
I’arbre nous permet de donner un signe a chaque ligne :

Définition 3.1.4 (Signe d’une ligne) Soient i < j. Pour toute ligne I = (i,7) € TUL,

e(l) = +1 Vle TULy siiestpair

= +1 L_
= -1 T ULy sitestimpair
= -1 L.

3.1.3 Reésolution des fonctions delta

Nous nous donnons ici une régle pour résoudre de fagon optimale les fonctions delta
de vertex. De plus cela nous permettra de factoriser la fonction delta globale (voir (3.1.3))
pour chaque sous-graphe & quatre points. Une telle procédure est appelée, en anglais,
« position routing ». C’est ’équivalent en espace x du « momentum routing ». Il n’existe
pas de maniére canonique d’effectuer une telle distribution. Cependant nous pouvons
rejeter 'arbitraire du procédé dans un choix d’arbre. Ce choix est cependant contraint
(mais pas fixé) par attribution des indices. Ainsi étant donné un graphe GG, nous pouvons
choisir un arbre générateur enraciné (rooted spanning tree). Une fois ce choix fait, il existe
une procédure canonique de résolution des fonctions delta. Il est pratique d’introduire un
systéme de branches. A chaque ligne [ de I’arbre nous associons une branche b(1) formée
des vertex situés au-dessus de [. Voici comment nous définissons au-dessus. A chaque
vertex v, il existe une unique ligne d’arbre descendant vers la racine. Notons-la I,,. A
contrario, & chaque ligne d’arbre [ correspond un unique vertex v tel que [, = [. Nous
définissons également P,, comme l'unique ensemble de lignes de I'arbre joignant v a la
racine. Ainsi la branche b(l) est I’ensemble de vertex défini par

bl)={veG:1eP}. (3.1.11)
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Sur la figure 3.2b, la branche b(ly) = {2,3,4}. Nous pouvons maintenant remplacer l’en-
semble des fonctions delta de vertex par un nouvel ensemble associé aux branches. Si
le graphe G a n vertex, 'arbre est composé de n — 1 lignes. Il est donc constitué de
n — 1 branches. A chaque vertex v, nous remplagons la fonction 8,(3°1, (—1)"*'z,,) par
62 enin) Z?Zl( 1)"*tx,,). Stricto sensu il n’existe pas de branche contenant la racine
de larbre (ce serait I’arbre tout entier) si bien qu’il faut rajouter a ces n — 1 nouvelles
fonctions delta, la fonction de racine définie par 6(3",cq dor (—1)*+1a,, /). Nous avons
ainsi redéfini n fonctions delta. Ce changement dans la distribution des p081tions est clai-
rement triangulaire. C’est la structure en arbre qui ’assure.

Précisons maintenant les arguments de ces nouvelles fonctions delta en termes des
variables courtes et longues. Dans ce but, il est commode de définir I’ensemble b(l) de
lignes bouclant a l'intérieur d’une branche b(l) donnée :

b(l) = {I' = (v, 2) € G: v,/ € b(1)}. (3.1.12)

Il existe également des lignes | = (x,,z,/) avec v € b(l) et v/ ¢ b(l). De méme b(l) peut
contenir des positions externes. Nous noterons X (1) I’ensemble des positions externes de
la branche b(l) et des extrémités des lignes bouclant & 'extérieur de cette branche. La
définition des variables courtes et longues entraine donc, pour v fixé,

Z Z e Z -+ Z We— Z we+ n(e)x. (3.1.13)

v'eb(ly) i= le(TULo)Nb(ly) LelLynb(ly) eL_nb(ly) eeX(lv)

oit 77(e) = 1 si la position e est entrante et —1 sinon. A titre d’exemple, la fonction delta
associée a la branche b(ly) de la figure 3.2b est

My — 2+ 3+ x4 + wyy + ugy + wyg — we,). (3.1.14)
De méme la fonction delta de la branche compléte est
O(x1 — o + T3 + T4 + wgy + g, + Uy + Uy + wyy — wWy,)- (3.1.15)
Notons finalement le cas particulier de la fonction delta de racine :
(5g< Z w + Z wy — Z wy + Z n(e)xe) (3.1.16)
leTULy Lely el ec&(Q)

ot £(G) est 'ensemble des points externes de G. Remarquons que si le graphe est orien-
table (L4 = L_ = () alors la fonction delta de racine (3.1.16) ne contient que les points
externes et la somme de toutes les variables u; du graphe.

Nous allons maintenant utiliser les n — 1 fonctions delta de branches pour résoudre
les longues variables v;, [ € 7 de 'arbre. C’est le choix optimal. Les intégrations sur les
longues variables v; ou w, cotitent M?". De plus, 'arbre étant choisi optimal, les v; sont
les variables les plus longues. D’aprés (3.1.13), nous avons

5b(l)< Z uy + Z wy — Z wy + Z > (3.1.17)

V'e(TULo)Nb(L) teLyNb(l) teL_nb(l) eeX(l)
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I existe ¢; € X(1) tel que z., = 5(n(e;)w +v;) (voir définition 3.1.3). Ce point externe est
une extrémité de la ligne [. Ainsi d) donne

v =—nle)u — 277(el)< Z up + Z wy — Z wy (3.1.18)
®

U'e(TULo)Nb(L) teLy nb(l) teL_nb(l

Y o),

eeX(D)\{e:}

Nous avons alors utilisé n — 1 fonctions delta (une par ligne d’arbre). La derniére est
conservée (la fonction delta de racine). Elle est ’équivalent de la conservation globale des
moments dans les théories des champs habituelles.

3.2 Le facteur de rosette

Cette section est une préparation au comptage de puissance. Elle nous sera également
utile dans le chapitre 4 sur le modéle de Gross-Neveu non commutatif. Dans la section
précédente, nous avons constaté que les oscillations, venant de l'interaction, s’expriment
en fonction des variables de vertex. Au contraire, les propagateurs utilisent plus naturelle-
ment les variables de lignes u et v (w). Evidemment ces deux ensembles de variables sont
équivalents. Cependant il n’est pas trés commode d’utiliser deux jeux de variables. Nous
allons donc réexprimer les oscillations en termes des variables courtes et longues.

Strictement parlant, nous n’aurons pas besoin dans ce chapitre de I'expression exacte
de Doscillation totaled. En réalité, il nous faut seulement quelques informations concernant
les graphes non planaires (¢ > 1) ou avec plusieurs faces brisées (B > 2). Il se trouve
qu’un travail similaire a déja été effectué par Filk [Fil96]. Dans cet article, Filk travaillait
en espace des moments avec le propagateur habituel c’est-a-dire l'inverse du laplacien.
Ainsi nous pouvons retrouver ses résultats en mettant toutes les variables u a zéro dans
les expresions qui suivront. Ceci correspond & la conservation des moments. Remarquons
aussi qu’en espace p la fonction delta de vertex est d(py + p2 + p3 + p4). Or nous avons
vu dans la section 3.1.2 que c’est l'alternance de signes dans 'argument de la fonction
delta de vertex qui est responsable de la notion d’orientation d'un graphe non commu-
tatif. C’est pourquoi dans I’article de Filk il n’est pas fait mention de lignes orientables
ou non orientables. L’espace des moments n’est pas adapté pour faire une telle distinction.

Dans la suite nous nommerons facteur de rosette l’ensemble des oscillations de
vertex ajoutées a la fonction delta de racine. De plus nous désignerons par [ une ligne
d’arbre et par £ une ligne de boucle®. La premiére étape vers une récriture compléte des
oscillations de vertex consiste en une « réduction de l'arbre ». Il s’agit d’exprimer les
variables de I’arbre en fonction des u et v. Soit un graphe G' d’ordre n. Il contient 2(n —1)
positions dans l'arbre. Les 2(n + 1) positions de boucles et variables externes restantes
sont désignées par s;. En utilisant l'invariance cyclique des vertex et les fonctions delta,
nous obtenons (voir [GMRVT06] pour une preuve) :

dCependant toute I'information nous sera utile pour le modéle de Gross-Neveu.
¢Si une ligne appartient & un ensemble contenant des lignes d’arbre et de boucles, nous la noterons /.
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Lemme 3.2.1 (Réduction de ’arbre) Le facteur de rosette aprés le premier mouve-
ment de Filk est [Fil96, GMRVT06] :

0(s1 — Sg 4+ — Sopyo + Zul) exp 1p (3.2.1)
leT
2n+2 1
.o 1\t 4= —
ougp—Z( 1) 31/\33—%226([)@1/\114 Zul/\ul/
i<j=0 leT T<T
+ Z w A (=1) s, + Z (=) s; Ay
{leT, i<} {leT, i1}

et (1) obéit a la définition 3.1.4.

L’étape suivante consiste a exprimer toutes les variables de boucles avec les u et w. Dans
[GMRVTO06], nous I'avons fait pour les graphes planaires réguliers (g = 0 et B = 1).
Dans la suite nous aurons besoin du cas général’. Nous désignerons les (vraies) variables

externes par s;,, k € [1, N] = [1, N]NZ et écrirons 0Ly = L, U L_.

Lemme 3.2.2 Le facteur de rosette d’un graphe général est :

5(2(_1)jk+13jk + Z w + Z wy — Z wy) expup (3.2.2)

N
k=1 1€T UL tec, tel_

avec ¢ = Y + Yx +Yu + Yw,
N

_ E _1\Jktat+l, . )
YE = ( 1) Sk A Sjis
k<l=1

N
ox = Z Z (=1)7*hs; Ay + Z up A (=1)% s
k=1

((TULo)<Jk) (TULo) =5k
U(CLoDk)

1 1
vu = ;e(l)vl Ay + 3 a e(0)wy A ug

1 1
+ 5 Z 8(6)71]@ N U + 6(5’)1&]@/ A Up + 5 Z €(€>’U)g N Upr — 5(€’)w4/ N Uy
Lox Loy EOKCEO
1
+ 5 Z —6(@11)[ N upr + E(EI)U)@ N Uy
ﬁo NEEQ

fEn fait nous n’aurons besoin que du cas orientable. Cependant il reste & prouver que les graphes non
orientables du modéle de Gross-Neveu sont convergents. Pour cela 1’expression des oscillations pour un
graphe complétement général sera utile.
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1 /
+3 > wp A (0 )wp + up A (£)wy

(L4 ML)
U(£+ D<£+)U(£7 [><[,7)

+ Z 5(6’)10@ VAN u; + Z Uy A 6(6/)11}@/

((TuLo)CLo) (CLocCLo)

U((TULo)=CLo) U((TuLo)=<CLop)
+ Z uy N\ up + Z u; N\ up

(TUEO)<(TUEQ) (TUEQ)CGﬁo

1 1
—}—5 Z Ug//\ug"‘é Z UZ/\U'KH

([:0 D([:o) (ﬁo Mcﬁo)
ULy XLp)U(L_XL_) UL XL )U(L_XLy)

ow =Y Qw1 s+ Y (F)F s Ae(Owe

(CLo=k) CLo>jk
U(LoDjr)
1
+ 5 E 6(6’)10[/ A 6(5)103 + E 6(6,)11]@ VAN €(€)wg,
(Eo I><,C0) (ﬁoDBL‘,o)
U(U[,o I><C[,0)U(£o NCﬁo) U(Uﬂo<C£o)

ou L(€) appartient toujours a l’ensemble de gauche.

Démonstration. Comme expliqué dans la section 3.1.3, la fonction ¢ de racine est donnée

par
N

5(2(_1)jk+13jk T Z u + Z wy — Z wy). (3.2.3)

k=1 1€TUL el tel_

On exprime maintenant les variables des champs de boucles en termes des variables u et
w. Ainsi le terme quadratique dans les variables externes est

N
(=1 Asy (3.2.4)

k<i=1

Soit une variable externe sj,. Les termes linéaires dans cette variable sont :

Pj, = Z(—l)”lsz‘ A (_1)jk8jk + Z(_l)jksjk A (=1) s

1<Jk 1>Jk
Y (=Drs At Y u A (=1, (3.2.5)
TJjk T <7k

ou les s; sont toutes des variables de boucles. Soit une ligne de boucle ¢ = (i, j) < ji.
Sa contribution & ¢;, est :

(=) sy 4+ (1) s;] A (=1)ks,. (3.2.6)



96 Chapitre 3 — Le modéle @4

Le résultat en termes des variables u, et w, dépend de I'orientabilité de la ligne de boucle.
A partir des définitions 3.1.3 et 3.1.4, on a

[(=1)" sy 4+ (1) s;] A (=1)ks, (3.2.7)
= ug A (—1)*s;, sile Ly
= —e(Dwy A (=1)*s;, sile Ly UL_.

De la méme fagon si une ligne boucle au-dessus de la variable externe s;, , sa contribution
a pj, est:

(1) s 4+ (=1)s;] A (=1)%s;, (3.2.8)
= — 8([)105 N (—1)jk5jk sil e £0
= ug A (—1)*s;, silely UL .

Finalement le terme linéaire en s;, est

0, = Z u A (—I)Jks]k + Z ]’“s]k A g (3.2.9)

((TULo)=<3k) (TULo)>j

U(CLoDjk)

+ Z 1)%s;, A e()wg + Z Owe A (=1)*sy, .
(CLo=jk) CLo>jk
U(LoDjk)

Considérons une ligne de boucle ¢ = (p, q). Sa contribution au facteur de rosette se
décompose en un terme « pur boucle » et un terme « arbre-boucle ». Nous détaillerons le
premier. Le second est obtenu par la méme méthode. Le terme pur boucle est :

Pop = Z( 1), Vs + Z —1)" s + (=1)PTets A s,
i<p p<i
i#q

) (1) s A (1) sy (= 1) A (—1) s,
1<q q<i
i#p

=D DT AL + (<1 sg] + Y _[(=1)s, + (= 1)7sg] A (=1) sy

i<p q<i

+ 3 (FD) s A L(=1)P s, + (< 1)0sg] + (1) s, As, (3.2.10)
p<i<q

Six possibilités s’offrent alors a une autre ligne de boucle ¢ = (i, j). Elle peut suivre ¢
ou la précéder, la contenir ou étre contenue par elle, la croiser par la gauche ou par la
droite. De plus les lignes £ et ¢’ peuvent étre orientables ou pas. Nous n’allons pas exhiber
toutes ces différentes contributions mais nous allons donner la méthode employée pour les
obtenir grace a deux exemples. Le lecteur remarquera que la procédure est complétement
semblable a celle employée pour le terme ¢, .
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Soit (¢,0') € L% tel que ¢’ x £. La ligne ¢ croise alors ¢ par la gauche comme définie
en 3.1.2. Le terme correspondant est :

(1) s AL(=1)7sp + (=1)%sg] + (= 1) sy AL(=1)" sy + (—1)7s]
= (=1 si A (—ue) + (=1)s; A (—e(O)we)
1

=3 (ue N Up + 6(6,)11)4/ N up + 8(5)11)[ N Upr + z’:‘(é)ll)g A 6(@)?1)[/) . (3.2.11)

De méme si £ € Ly, ' € L telles que £ C ¢, on a :
(1) si A[(=1)Psp + (=1)7s] + [(=1)7s, + (=1)7s4] A (1)
= (=1)" s A (—up) + (—up) A (=1)71 85 = up A ug (3.2.12)

On procéde de la méme maniére pour les autres contributions et on obtient le facteur
« pur boucle » suivant :

1
Yo =5 ; e()we N uy (3.2.13)

+ Z E(ﬁl)wgl N up + Z Up N\ S(fl)wg/

(ﬁoCﬁO) (ﬁo%ﬂﬁo)U(CﬁoCEﬁo)

1 1
+ 5 6(6)11)@ N Up + 8(5’)10@/ N Up + § Z 8(@)105 N Up — €<€/)wg/ N Uy
LoXLg LoxCLo

1
+5 > —e(Owe Aug +(C)we Aug

1
+ 5 Z Up N 8(6/)105/ + up N\ 8(6)104

(Lo XLo)
UL XLp)U(Lox L)

1
+ 5 Z 8(6/)103/ AN 6(5)104 + Z 8(6/)10@ A 5(€)w4
(£0 D(ﬁo)u(cﬁo I><G£0) (L03G£0)
U(Lo NCE()) U(C£o<nﬁo)

+ Z Upr N\ Up + Z Up N\ Ugpr

Lo=<Lo LocCLo

1 1
_|_§ Z Ug//\U%‘f“é Z UZ/\UK’
(LoxLo) (Lo NUL:())
ULy XL U(LoXL_) UL+ XL)U(L_XL)

Enfin il reste le terme « arbre-boucle » :

pa= Y uA(=1Ps,+ D (=1)s, Auy (3.2.14)
{VeT,'<p} {VeT,l'>p}
+ Z uy A (—1)%s, + Z 1)%sq A uy
{VeT,l'<q} {VeT,l'~q}

= Y w ACDPs (1) 4+ Y [(—1)7s, + (= 1) sy Ay

{VeT,l'<p} {VeT,l'>q}



98 Chapitre 3 — Le modéle @4

+ Z Uy N\ [(—1)p+18p + (—1)(18,1}

{'eT,p<l'<q}

Z Up N\ Uy + Z Uy N\ Uy

Lo>T [,0<T
U(BLODT)
+ Z Owg AN uy + Z up A e(0)w. O
(LoDT) CLo-T
(C£0-<T)

Corollaire 3.2.3 Le facteur de rosette d’un graphe orientable est

N
Z s + Y w) expug (3.2.15)
=1 leTuL
avec ¢ = g + Yx + Yu + Pw,
N
pp =Y (1) s,
k<l=1

N
ox = Z Z 1) s Ay + Z up A (—1) s
k=1 (TUL)<

(TUL) >3

1
YU = 52 Ul/\ul+§Z€(€)wg/\ug
T L
1
+ 5 (E)’LU@ N up + €(f Wer N\ Up + Z UJ(/ A
LXL (TuL)CL
+ Z ul//\ul+§Zu@/\u3,
(TUL)<(TUL) LnL

ow = Z e(Oywg A (1) sj, + Z Nwe A e(£)wg.

LDjk £I><E

Démonstration. 11 suffit de faire £; = L£_ = () dans 'expression générale du lemme
3.2.2. U
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Corollaire 3.2.4 Soit un graphe régulier planaire (g =0 et B = 1). Son facteur de
rosette est [GMRVTO06]

5(2(—1)’”1@ + Z w) expup (3.2.16)

k=1 leTuL

avec p = ¢p + Yx + Yu,
N

YE = Z (—1)i+j+1$i /\l’j,

i<j=1

N
px = Z Z (—1)k+11'k A u; + Z u; A\ (—1)k+ll‘k,
k=1 (TUL)<k

(TUL)=k

1
ET: (v AN ug + 3 zﬁ: e(0)we N uy

+ Z E(é’)wy A up + Z (AR
(TuL)cL (TuL)=<(TUL)

N | —

Démonstration. Le graphe n’ayant qu’une seule face brisée, il y a toujours un nombre pair
de champs entre deux variables externes. Dans ce cas, j; et k ont méme parité. Ainsi, en
effectuant le changement de variables s;, — zj, le terme quadratique dans les variables

externes s’écrit :
N

> (=1 A (3.2.17)

i<j=1

De plus les contraintes g = 0 et B = 1 impliquent que le graphe est orientable (£ = Ly). En
effet, considérons une ligne de boucle ¢ (ce sont les seules & pouvoir étre non orientables)
reliant s; & s;19,. Ces deux positions ont alors méme parité. Entre les deux bouts de
la ligne ¢ se trouve un nombre impair de positions. Ainsi soit ¢ boucle au-dessus d'une
variable externe et B > 2, soit une autre ligne de boucle la croise et g > 1.

Finalement en 6tant du résultat du lemme 3.2.2 les termes concernant les croisements, les

lignes bouclant au-dessus de variables externes et les lignes non orientables, on obtient
(3.2.16). 0

L’information principale a retenir de cette section est, pour les graphes orientables,

— si le graphe est non planaire, le facteur de rosette contient des oscillations du type
w A w,

— si le graphe a plus d’une face brisée (il existe des lignes de boucles qui contractent
au-dessus de points externes), le facteur de rosette contient des oscillations du type
T Aw.
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3.3 Comptage de puissance

La premieére étape d'une analyse multi-échelles consiste a « découper » le propagateur
en tranches puis obtenir une borne supérieure dans chaque tranche :

M—20i-1)
/ Caa ) siis1
M (3.3.1)

Ci=) Ci.Cl=q""
=0 / dt Cy(t; ) sii=0.
1

Lemme 3.3.1 Pour tout i € N, il existe K, k € R, tels que
|G (g, vy) | I MO =M [ =kM (3.3.2)
Cette borne est aussi valable st m = 0.

La preuve du lemme précédent est similaire a celle du lemme 1.2.1. Notons cependant une
différence essentielle. La tranche i = 0 représente la zone infrarouge de la théorie. Dans
une théorie massive commutative, le propagateur, dans cette tranche, obéit a la méme
borne que dans les autres tranches. On dit que la masse arréte le flot dans 'infrarouge.
Toute la région infrarouge peut étre traitée d’un seul coup, nul besoin de découper cette
zone comme nous ’avons fait pour 'ultraviolet. Si on étudie une théorie de masse nulle,
on est obligé de diviser cette derniére tranche pour étudier le comportement infrarouge
avec soin. Si on ne le fait pas, on obtient des amplitudes infinies dans cette tranche. Au-
trement dit les propagateurs ne sont plus suffisants pour intégrer sur les points internes du
graphe. Dans la théorie ®* non commutative tout comme dans le modéle de Gross-Neveu,
le propagateur & masse nulle obéit a la méme borne dans toute les tranches y compris
'infrarouge. Ce comportement est dii au terme supplémentaire en 72 dans le propagateur.
Dans ces théories, la facteur de divergence globale du propagateur t~2/2 est remplacé par
sinh™?/2 ¢ qui se comporte comme e~P¥/2 A ¢ grand. Ceci remplace la masse. Le potentiel
harmonique 72 est bien, en ce sens, un potentiel confinant qui élimine les divergences
infrarouges usuelles.

La suite de cette section est dédiée a la preuve du lemme suivant.

Lemme 3.3.2 (Comptage de puissance) Soit G un graphe orientable conneze. Quel
que soit 2 €10, 1], il existe K € R tel que son amplitude amputée Af, intégrée contre des
fonctions test est bornée par

AL <K ][ M6 (3.3.3)
ik
N si Gt est non orientable,

ou si Gi est orientable, g =0 et B > 2,
N +4 s Gi est orientable, g > 1,
N —4  si G est orientable, g =0 et B = 1.

(3.3.4)

avec wW(G}) =
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Démonstration. L’amplitude amputée d’un graphe GG connexe avec 'attribution d’échelles
i, intégrée contre des fonctions test s’écrit

Al = /Hd% fi(x:)dg Hduldvl Sy O} (ug, vy HdUngUg (g, we)e'? (3.3.5)

leT el

ou ¢ est l'oscillation totale des vertex et ol nous avons utilisé les notations de la section
3.1.3 pour les fonctions delta. Nous allons tout d’abord montrer comment obtenir la borne
en N — 4 qui est la plus simple. Pour celle-ci, nous n’avons pas besoin des oscillations.
Ainsi en prenant la valeur absolue de 'amplitude et en utilisant la borne (3.3.2),

N
Al < K” H M2+ / H dz; fi(7:)da H duydvy 5b(l)6_kle+1‘u”_kM_zl_l'vl' (3.3.6)

leG i=1 leT
H dugdwy e FM T uel kM |
ter

Les fonctions delta de branches dy), I € 7 nous permettent d’intégrer sur les longues
variables de l'arbre. Les décroissances exponentielles obtenues (en remplagant v; par sa
valeur dans les propagateurs) sont bornées par 1. La derniére fonction delta de racine
(de I’arbre de Gallavotti) est utilisée pour intégrer sur une patte externe. Les autres sont
intégrées avec des fonctions test. Nous avons alors

|AGl < K" H M2 / H duy e M H dugdw, e M Tuel =RM T e (3 3 7y
leq leT terL
Remarquons que nous écrivons K pour toute constante inessentielle. Ainsi K prendra
différentes valeurs au fur et & mesure de la preuve. Pour toute ligne [ € G, I'intégration
sur la variable u; donne O(M~*@+D) et 'intégration sur v; (ou w;) donne O(M*@+0),
Pour toute ligne de boucle ¢ € L, le produit de ces deux intégrations est d’ordre O(1).
Ainsi 'amplitude de G est bornée par

AL < KT Mo T a2, (3.3.8)
le@ leT

De fagon complétement standard [Riv91], nous distribuons le comptage de puissance parmi
les composantes connexes.

HMQ(”“):HﬁMQ 11 II »= 1] 1] (3.3.9)

leG leG i=0 I€G (i,k)eN?/ (4,k)EN? [eGE
leGE
[[reD =117 1] »*= [ J]m* (3.3.10)
leT leT (i,k)eN?/ (4,k)EN? (€T}
leGt

Ainsi, en utilisant 4n = 21 + N, (3.3.8) devient

AL <K@ T M@, (3.3.11)
(2k )EN2

avec w(GL) =N(G}) — (3.3.12)
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ce qui prouve la partie du lemme 3.3.2 conernant les graphes planaires réguliers.

Intéressons-nous maintenant aux graphes non orientables. Quelle que soit leur topolo-
gie, nous souhaitons prouver qu’ils convergent au moins comme M ~V¢. Pour ces graphes-ci
non plus nous n’utiliserons pas les oscillations de vertex et pouvons prendre la valeur abso-
lue de I'amplitude. Nous avons vu dans la section 3.1.3 que la fonction delta de racine d'un
graphe non orientable contient, en plus des points externes et des variables u du graphe,
les variables w des lignes (de boucle) non orientables (voir (3.1.16)). Ainsi au lieu d’utiliser
cette derniére fonction delta pour intégrer un point externe, nous pouvons résoudre une
variable w d’une ligne non orientable. Par rapport au comptage de puissance (3.3.12),
nous gagnons alors M % si 'échelle minimum de G est i. Ceci prouve que les graphes
non orientables sont convergents. Néanmoins nous avons besoin de plus que cela. Nous
souhaiterions obtenir que toutes les composantes connexes (c’est-a-dire les sous-graphes a
renormaliser) non orientables sont convergentes. Pour cela nous devons optimiser I’emploi
des fonctions delta. En effet, il n’est pas toujours optimal d’utiliser toutes les fonctions
delta de branches pour résoudre les longues variables de 'arbre et la derniére fonction
pour une ligne non orientable.

Nous allons parcourir I’arbre de Gallavotti-Nicoldo branche par branche en partant des
feuilles et en descendant vers sa racine. Nous choisissons donc arbitrairement un ordre sur
les branches de ’arbre puis un ordre total sur les noeuds de ’arbre, compatible avec ’ordre
sur les branches. La figure 3.3 donne un exemple d’un tel ordre. Soit G , une composante

connexe non orientable telle que pour tout G4, C G;llll, Gj , est orlentable Ainsi G

est la plus haute composante connexe non orientable de sa branche®. Supposons que

kll 11 soit la premiére composante connexe non orientable rencontrée. Nous notons &; sa

branche. Nous utilisons alors la fonction d¢ pour intégrer sur une variable wy, £ € E?l’ll 4
Cette fonction étant précédemment utilisée pour intégrer sur un point externe, la gain
par rapport a (3.3.11) est M %11, Ce facteur fait passer le degré de convergence w de

toutes les composantes connexes (non orientables) entre Gil’l1 et G de N —4 a N. Puis
nous parcourons la deuxieme branche &,. Elle rencontre &, en un noeud G, 02,3 L+ Soit GZ2 2

I'unique descendant de G 2.3 , dans &,. §'il existe une composante non orlentable G o1 dans
Py \ 1, nous utilisons la fonction delta correspondant a l'unique ligne d’arbre reliant

G2 a G 123 | pour intégrer sur une ligne non orientable de G,'. Le gain M~ 4(i21—i2,3)
k2,2

rend convergentes toutes les composantes connexes entre G, 2, 11 et G, 23 Nous procédons
de méme pour toutes les branches de I'arbre. Le gain obtenu dans la branche P est
M~*+1,17%+13) ] rend convergentes toutes les composantes connexes non orientables
dans &1 \ ;. A titre d’exemple, supposons que le noeud 1 de la figure 3.3 soit non
orientable. En utilisant d5 pour intégrer sur une ligne non orientable de 1, nous augmentons
le degré de convergence w de 4 pour les composantes 1,2, 3,4 et 5. Supposons ensuite que
8 soit également non orientable. Cette fois-ci nous utilisons I'unique ligne d’arbre dans 3
“reliant” 8 & 3. Les noeuds 7 et 8 deviennent alors convergents. Nous avons ainsi prouvé
que le degré de convergence de toute composante connexe non orientable est N.

Il reste & démontrer le lemme 3.3.2 pour les graphes non planaires ou avec plusieurs
faces brisées. Considérons un graphe G non planaire orientable. Soit G} C G une com-

gPar branche, nous entendons ici I'unique chemin dans I’arbre de Gallavotti reliant Gzll’ll aG
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7, G4 = {5,6,7}

{1,2,3,4,11} 8, G3 = {5,6,7}

G2 ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,11}

e

G1=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,11}

58G9 = G

F1G. 3.3: Parcours dans ’arbre de Gallavotti-Nicolo

posante connexe non planaire. Le lemme 3.2.3 nous apprend qu’il existe une oscilla-
tion Y Cixci (0w N e(€)wy. Soit £ une ligne parmi celles qui se croisent. L’oscillation
e(0)we N (Z%Me(ﬁ’)wy — Z%Ms(ﬁ’)w@> = 2(0)wy A W, nous permet d’obtenir une
fonction du type exp —M% |[W| en intégrant sur w,. Ainsi l'intégration sur I'un des wy
avec ' qui croise ¢ donnera M % au lieu de M*¢ . Le gain est donc M ~*Ce+ir) < M—8
Ce facteur fait passer le degré de convergence de toutes les composantes connexes entre
G% et G de N —4 a N + 4. En procédant ainsi pour toutes les branches de I'arbre de

Gallavotti, nous prouvons que toutes les composantes connexes non planaires sont conver-
gentes comme M N4,

Considérons enfin G une composante connexe planaire orientable avec B > 2. Il existe
donc, d’aprés le lemme 3.2.3, une ligne de boucle ¢ qui contracte au-dessus de points
externes a Gj. Ceci donne lieu & une oscillation e(€)w Ay, ,(—1)¥zy. Ces points sont
soit de vrais points externes soit des extrémités de lignes d’échelles strictement inférieures
a 1. De facon identique au cas non planaire, cette oscillation fournit une décroissance
implémentant |de(—1)k“x,€| < M. il existe parmi ces points un point externe a
G, lintégration sur celui-ci donne M % au lieu de O(1). Cela rend convergentes toutes
les composantes connexes entre Gi et G. S’il n’existe pas de points externes parmi ces
points, 'orientabilité et la planarité du graphe nous assure que de(—l)k“xk est une
somme de variables u. Soit wug, la variable de plus basse échelle. L’intégration sur uy,
fournit M ~4(¢=%0) Le degré de convergence de toutes les composantes (avec plus de deux

faces brisées) entre G et GZ,O passe de N —4 a N ce qui achéve la démonstration du
lemme 3.3.2. 0]
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3.4 Renormalisation

Dans cette section , nous ne considérerons que des sous-graphes divergents c’est-a-dire
des sous-graphes planaires avec deux ou quatre pattes externes et une seule face brisée
(9=0,N=2o0u4,B=1).

3.4.1 La fonction a quatre points

Considérons un sous-graphe a quatre points nécessitant d’étre renormalisé. Il est donc
un noeud de l'arbre de Gallavotti-Nicolo : il existe (i,k) € N? tel que N(G%) = 4. Les
quatre points externes du graphe amputé sont désignés par 1, xo, x3 et x4. Nous définis-
sons également @), R et S trois matrices antisymétriques de tailles respectives 4 x [(G%),
1(G}) x U(GY) et [n(G) — 1] x I(G}) oit n(G) — 1 est le nombre de boucles d’un graphe a
quatre points et n vertex. L’amplitude associée a la composante connexe Gj, est

A(GL) (1, 29, T3, T4) :/ H du; Cy(x,u, w) H dugdw Cy(ug, wy) (3.4.1)
leT} teLl
5(951 o+ Ty — x4 + Z ul)ez(zp<q(71)P+q+1xp/\a:q+XQU+URU+USW)'
leGi

La forme exacte de l'oscillation - _ (—1)P*%"'2, Az, provient du corollaire 3.2.4. A partir
de ce méme corollaire et de (3.4.2) ci-dessous, nous pourrions obtenir les expressions
exactes des matrices ), R et S mais ce n’est pas nécessaire. Le point important est
I'absence d’oscillation du type X AW (car B = 1) et W AW (car g = 0). C; est le
propagateur de la ligne [. Pour les lignes de boucles, Cy s’exprime en fonction de u, et wy
par la formule (3.1.10). Par contre, pour les lignes de I’arbre 7,/ v; a été remplacé par des
variables u, par des points externes et de longues variables de boucles grace au systéme
de fonctions delta de branches, voir (3.1.17) et (3.1.18). Plus précisement, soit [ € 7;' avec
i(l) > 1, nous pouvons écrire

(v :Xl+m+Ul (342)

X, = —2n(¢) Z n(e)z. (3.4.3)

ec&(l)

et £(1) est un ensemble indigant les vrais points externes (d’échelles < i) de la branche
b(l),
W, = —n(e) Z n(ee)wy (3.4.4)
LeX(D\ED)

avec X (1) \ £(I) 'ensemble des lignes apparaissant comme des pattes externes pour b(l)
(d’échelles j > i) et

U= —nledu—2n0) D>, w-nlea) >, u (3.4.5)

V'e(TULo)Nb(L) tex(D\E()
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est une combinaison linéaire de variables courtes u; . Le propagateur pour une ligne [ € 7
devient
| O Mg 3 coth (2
Cl (ur, X0, Up, Wi) = —— / e 3 coth(2u (3.4.6)
0272 Jar—2i sinh*(2Q¢,)
e—%tanh(2§~2tl)(UZ+W1+XZ)2—m2t'

Soit e = maxj<y<a €, le plus haut indice externe du sous-graphe Gj. Celui-ci étant un
noeud de l'arbre de Gallavotti-Nicolo, nous avons e < i. Nous évaluons A(G%) contre des
champs externes ¢<¢(z,,) :

4
A(G}) = /dep ¢S () A(GY) (21, T2, 3, T4) (3.4.7)
p=1
4
- / [T dz 6% (zp)e?s T dui Coluy, X0, U, W) (3.4.8)
p=1 leT}

H dugdwy Cy(ug, wy) 5(A +s Z ul)estQU+zURU+zUSW
teLy, en

s=1
avec A =11 — x9 + 13 — x4 €t 0 = Z;q:l(—l)”q“mp Az

L’équation (3.4.8) est construite de telle sorte qu’a s = 0 toute la dépendance en les
variables externes x; factorise en dehors des intégrales sur les variables u, w et soit de la
forme du vertex initial px@p*px¢ ( voir (3.1.1)). Donc nous procédons & un développement
de Taylor au premier ordre en s et prouvons que les termes de reste sont inessentiels. Soit

U= Zlec}'c u et

R(s) = — Z gteuqh(%NZtl){SQXZ2 + 25X, [W, + Ul]}

leT}

L SPAX.X — 2sAX.(W 4+ U). (3.4.9)

ou A, = gtanh(QQtl) et X.Y signifie ZleT,g’ XY, Ainsi

4
AG)) = [ [Ty o(a) e T dunCifun, Ui W)

p=1 leT}
[ H duKdU)g Cg(’u,g,wg)} erRU+ZUSW (3410)
LeLl

{5(A) + / s [LLVE(A + s8) + (A + stb) (X QU + R'(s)) ]ewXQUW@}.

ou Cy(uy, Uy, W;) est donné par (3.4.6) mais pris en X; = 0.

Le terme d’ordre 0, TA, est de la forme du vertex initial (3.1.3) multiplié par un
nombre réel indépendant des variables externes z;. Il est asymptotiquement indépendant
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de l'indice d’échelle i si bien que la somme sur 7 a e fixé est logarithmiquement divergente.
C’est bien ce & quoi nous nous attendions pour la fonction & quatre points. Il reste alors a
vérifier que le terme de reste (1 — T)A converge quand i — e — co. Celui-ci contient trois
types de termes :

— Le terme L. VO (A+t4l). En intégrant par parties sur une variable externe, le gradient
V agit sur un champ externe ¢<° et donne au plus M¢. i apporte au moins M ~°.

— Le terme XQU. X donne au plus M¢ et U au moins M ~°.

— Le terme R'(s) se décompose en trois termes AX. X, AX.U et AX.W. A; donne au
moins M2 X donne au plus M€, U apporte au moins M ~* et X;W; donne au plus
Me*i, Seul le dernier point est un peu subtil. Si I € 7%, remarquons que 7" étant
sous-arbre dans toutes les sous-composantes connexes de G%, toutes les variables
wer, ¢ € b(l) qui apparaissent dans W, ont des échelles inférieures ou égales a 1.
Dans le cas contraire, ces lignes auraient été choisies pour 7! a la place de .

En conclusion, comme ; > 1, le reste de Taylor (1 —1)A améliore le comptage de puissance
de la composante connexe G% d’au moins M~ ce qui rend (1 — T)A(G?%) convergent.

3.4.2 La fonction a deux points

Nous considérons les noeuds de I'arbre de Gallavotti tels que N(G%) = 2. Les deux
points externes sont notés = et y. En utilisant la fonction delta globale qui est ici § (x —
Y +il), nous remarquons que l'oscillation externe e\ peut étre absorbée dans une redé-

finition du terme X%V ce que nous faisons & partir de maintenant. L’amplitude est
AG)) = [ dody 6% ()6 ()3 (x ~ y+ 1) (3.411)
H dugdweCy(ug, we) H duy Cy(wy, X, Uy, W) e XQUARURUHRUSW,
e €T

Nous écrivons tout d’abord l'identité

55 (@0)6%() =5 (1@ + =P - %) - 6=@)), (3.4.12)
la développons comme
05 (@)65°(v) =%{[¢<e(:c)]2 + W = |y — )"V~ (2) (3.4.13)

+ /01 ds(1—5)(y — 2)"(y — 2)" V.V, 0~ (z + s(y — x))] 2}

et la substituons dans (3.4.11). Le premier terme Ay est une combinaison symétrique ot
les deux champs externes sont au méme point. Considérons le cas avec deux champs en
x c’est-a-dire le terme avec [¢S¢(z)]?. Nous intégrons sur y en utilisant la fonction delta.
Nous effectuons ensuite un développement de Taylor de la fonction suivante & 1'ordre 3
en s

f(s) = erXQUHRE) (3.4.14)



Section 3.4 — Renormalisation 107

ot R(s) = —[s2AX. X + 2sAX.(W + U)|. Nous obtenons

AO ;/dl’ [¢ ( )]2 W(URU+USW)
H dugdwCo(ug, wy) H duw,Cy(uy, Uy, W)
teL; €T
1 1t
<f(0) + f/(0) + §f”(0) + 5/0 ds (1 — s)2f<3>(s)). (3.4.15)

Pour évaluer cette expression, nous la décomposons en trois termes. Soient Ag o, Ag 1, Ao2
les termes d’ordre zéro, un et deux du développement de Taylor et Ay i le terme de reste.
Tout d’abord

Agp = / dz [ (2)]? e VRUHVSW T dugdw, Cy(ug, we) T dwiCi(w, U, W2) - (3.4.16)
KEU leTZ

est quadratiquement divergent et contribue a la renormalisation de la masse. Ensuite

1
Ap1 = /da:[qﬁ “(z )]Qel(URUJFUSW H dugdwCo(ug, wy)
teLi

T dwCi(w, U, Wi) (X QU + R (0)) (3.4.17)

€T}

vaut identiquement zéro. En effet, les intégrales sur les variables u et w sont impaires.
Ap 2 est plus compliqué :

1
Aoz =§/dw[¢ ¢(g)]2 e URUFUSW) H dugdw,Cy(ug, wy)

LeLt

[ dwCilu. U, W,)( —(XQU)? — 4XQUAX.(W + U)
leT}

—2AX.X + A[AX.(W + U)]2). (3.4.18)

Les quatre termes en (XQU)?, XQUAX. W, AX.X et [AX.W]? sont logarithmiquement
divergents et contribuent & la renormalisation de la fréquence harmonique Q dans (3.1.1).
Les termes en z#z” avec p # v sont nuls par parité et les termes en (z#)? ont le méme
coefficient. Les autres termes XQUAX.U, (AX.U)(AX.W), [AX.U)? et Ag g sont ines-
sentiels.

Pour les termes en Ay(y) (contenant [ dz[¢S¢(y)]?) nous effectuons une analyse simi-
laire mais cette fois-ci la fonction delta sert & intégrer sur x si bien que @, S, R et R
changent mais pas la conclusion.

Puis nous considérons le terme en [(y — )"V ,¢<%(z)] ? dans (3.4.13) pour lequel nous
ne développons la fonction f qu’au premier ordre. L’intégration sur y remplace y — x par



108 Chapitre 3 — Le modéle @4

un facteur U :

1
A= 2 /dw [il“V,lgbge(fE)f e!(URUFUSW) H dugdwCy(ug, we)
LeLly

H dulC’l(ul, Ul, VVZ) (f(O) + /0 de/(S)). (3419)

leT}

Le premier terme est

1
A= 5 /d:v [u“vuqs@(x)f e (URUFUSW) H duydweCy(ug, wy)
teLl

H dulCl(ul,Ul,I/Vl). (3420)

leT}

Les termes avec p # v sont nuls par parité. Les autres constituent un contreterme propor-
tionnel au laplacien. Le comptage de puissance de ce facteur A, 5 est amélioré, par rapport
a A, d’au moins M 20— ce qui le rend logarithmiquement divergent comme nous nous
y attendons pour le contreterme de fonction d’onde. Le terme de reste Af ; a un facteur

supplémentaire M ~0~¢) qui vient de fol dsf'(s). Il est donc convergent. Finalement les
termes dans Ag avec trois ou quatre gradients dans (3.4.13) sont également convergents.
En effet, les améliorations sont de plusieurs types :
— Iy a des termes en U3 avec V3. Les gradients agissent sur la variable externe z et
apportent M3¢ alors que Y* donne au moins M 3.
— Enfin les termes avec quatre gradients sont encore plus petits.
Ainsi le comptage de puissance de 'amplitude renormalisée Ag est amélioré, par rapport

a Ay, d'un facteur M—30-¢) et devient convergent. Ceci achéve la preuve du théoréme
3.1.1.

3.5 Un modeéle LSZ modifié

Dans [LSZ04, LSZ03], E. Langmann, R. Szabo et K. Zarembo ont introduit un modéle
bosonique complexe dans un champ magnétique uniforme. Ce modéle est exactement
soluble. Dans [GMRVTO06|, nous avons démontré la renormalisabilité d’'un modéle LSZ
modifié et quelque peu généralisé. Il consiste en une théorie bosonique scalaire complexe
dans un champ magnétique uniforme plus un terme harmonique a la Grosse-Wulkenhaar.
L’interaction quartique est du type Moyal. L’action est donnée par

S:/%&(—D“Dﬁ(m%u%)¢+A¢‘>*¢*¢3*¢ (3.5.1)

ot D, = 0, —1B,,x" est la dérivée covariante. Le facteur 1/2 est quelque peu inhabituel
dans une théorie complexe mais nous permet d’utiliser directement le propagateur calculé
dans [GRVTO06] avec Q? — w? = Q2+ B2 En développant la partie quadratique de I'action,
nous obtenons une partie cinétique du type ®* plus un terme de moment angulaire :

DD, b+ Va’pp = 6 (A — w?a? — 2BLy) ¢ (3.5.2)
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avec Ly = 2% — xlpy + 2%p3 — 23py = 2 A V. Ici la matrice antisymétrique B a été mise
sous sa forme canonique

B= 0 1l (3.5.3)

En espace z, I'interaction est la méme que pour la théorie <I>4.NLe fait d’utiliser des champs
complexes sélectionne seulement les graphes orientables. A Q = 0, le modéle est similaire
a celui de Gross-Neveu qui est traité dans le chapitre 4. Pour B = #~!, nous retrouvons
le modéle intégrable initial [LSZ04, LSZ03|.

Le propagateur correspondant a l'action (3.5.1) a été calculé dans [GRVTO06] a deux
dimensions. La généralisation aux dimensions supérieures a deux est directe :

C(z,y) = /000 dt (w—2 exp s (COSh bt (x —y)? (3.5.4)

27 sinh wt)? 2 \ sinhwt
coshwt —coshBt , , sinh Bt
+ (@7 +y7) o ——a Ay |
sinh wt

sinh wt

Remarquons que pour Q # 0, ce propagateur, dans une tranche, obéit a la méme borne
(3.3.2) que le propagateur de ®* (3.1.2). De plus, les phases supplémentaires expr Ay
sont de la forme expiu; A v;. Ces termes ne jouaient aucun réle ni dans le comptage de
puissance ni dans la renormalisation de ®*. Nous pouvons donc conclure que le lemme
3.3.2 s’applique au modéle (3.5.1). Nous avons également prouvé dans [GMRVTO06] que
toutes les divergences de ce modele sont de la forme du lagrangien initial. Il faut notam-
ment renormaliser le moment angulaire 4. Remarquons cependant que si nous avions
considéré une théorie réelle avec dérivée covariante, qui correspondrait a un champ sca-
laire neutre dans un champ magnétique, le flot du moment angulaire aurait été nul. Ce
terme n’aurait pas été renormalisé (la formule de symétrisation (3.4.12) aurait été appli-
cable). Seul le potentiel harmonique aurait flotté. Il semble donc que la renormalisation
“distingue” la vraie théorie dans laquelle c¢’est un champ chargé qui doit étre couplé au
champ magnétique.
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Chapitre 4

e modeéle de Gross-Neveu
non commutatif

L’homme intelligent se mesure a ce qu’il ne sait pas
comprendre.

Edouard Herriot

4.1 Introduction

En plus de la théorie @}, du modele LSZ modifié [GMRVTO6] et de théories supersy-
métriques, nous connaissons aujourd’hui plusieurs théories des champs non commutatives
renormalisables. Néanmoins elles sont soit super-renormalisables (®3 [GWO03]) soit étu-
diées en un point particulier de I'espace des parameétres ou elles sont solubles (®3, 3, @3
|GS05, GS06b, GS06a/|, les modéles du type LSZ [L.SZ04, 1.SZ03, Lan03]). Bien que seule-
ment logarithmiquement divergent pour des raisons de parité, le modéle de Gross-Neveu
non commutatif est une théorie des champs juste renormalisable comme ®%. Le fait qu’il
puisse étre interprété comme une théorie des champs fermionique non locale dans un
champ magnétique constant est une de ses caractéristiques les plus intéressantes. Ainsi,
en plus de renforcer la procédure de vulcanisation pour obtenir des théories non commuta-
tives renormalisables, le modeéle de Gross-Neveu pourrait s’avérer utile pour étudier 'effet
Hall quantique. C’est aussi un bon premier candidat pour une étude constructive [Riv91|
des théories non commutatives, les modeéles fermioniques étant généralement plus simples
a construire que les théories bosoniques. Enfin sa version commutative étant asymptoti-
quement libre et présentant une génération spontanée de masse [MW73, GN74, KMR95|,
une étude de la « physique » de ce modéle serait intéressante.

Dans ce chapitre, nous démontrons la renormalisabilité perturbative du modéle de
Gross-Neveu non commutatif a tous les ordres [VT|. Pour des raisons techniques uni-
quement, nous nous restreindrons au cas orientable. Remarquons dés a présent que les
graphes non orientables sont convergents dans ®* et ne jouent donc aucun rdle dans la
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renormalisation. Le calcul de quelques graphes nous incite a penser que c’est aussi le cas
dans le modeéle de Gross-Neveu. Il reste cependant & le prouver a tous les ordres.

Le modéle présente du mélange UV /IR méme aprés la vulcanisation. Celui-ci apparait
comme un couplage entre les échelles du graphe : certains graphes convergents de la fonc-
tion & quatre points deviennent (logarithmiquement) divergents quand ils sont insérés dans
un graphe a deux points. Ces sous-graphes a quatre points ne sont pas renormalisables par
un contreterme « local »*. Cependant ces composantes critiques sont régularisées par la
renormalisation de la fonction & deux points correspondante. Ainsi malgré ce mélange, le
modéle est renormalisable. Mais le modéle massif nécessite I'introduction d’un contreterme
de la forme ém ¢27°y'). Le modéle & masse nulle est renormalisable sans ce contreterme.

Dans la section 4.2, nous présentons le modéle et fixons les notations. Nous énoncons le
théoréme principal (BPHZ). La section 4.3 est dédiée a la principale difficulté technique
de la preuve. Dans la section 4.4, nous donnons le comptage de puissance grace a une
analyse multi-échelles. Dans la section 4.5, nous démontrons que tous les sous-graphes
divergents sont renormalisables par des contretermes de la forme du lagrangien initial.
Enfin 'appendice A contient certains détails techniques et la preuve de l'invariance par
translation des graphes du vide orientables.

4.2 Modeéele et notations

Le modéle de Gross-Neveu non commutatif (GNg) est une théorie des champs fermio-
nique en interaction quartique sur le plan de Moyal R%. La matrice antisymétrique © est

donnée par
0 —40
0 = (9 0 > . (4.2.1)

L’action du modéle est
Sy, 9] = / dz (0 (=1 + QF +m +16m 0707 y) ¥ + Vi (9, 9) + Vao (0, 0)) (z) (4.2.2)

ouz = 20"z et V = V,+V,, est la partie interaction donnée ci-aprés. Le terme en dm sera
traité perturbativement comme un contreterme. Il apparait a ’ordre de deux boucles (voir
section 4.5.2). Nous utilisons la métrique euclidienne et la notation de Feynman ¢ = v*a,,.
Les matrices 7Y et 4! constituent une représentation bidimensionnelle de 'algébre de
Clifford {v*, 7"} = —25*". Remarquons que les v* sont alors anti-hermitiens : y#7 = —~*#.

Propagateur Le propagateur correspondant a l'action (4.2.2) est donné par le lemme
suivant :

aPar « local » nous entendons « de la forme du vertex initial ».
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Lemme 4.2.1 (Propagateur 1 [GRVTO06|) Le propagateur du modéle de Gross-Neveu
est

Cla,y) = / dpc (1, 0) (@)D (y) = (—d + QF +m) ™ (z,y) (4.2.3)
= /OO At C(t; x,y),
0
C(t; X, y) = — %Su;_(;:ﬁt) e—g Coth(Qﬁt)(a:—y)Q—HQw/\y (424)

x {10 coth(208)(# — ) + QF — ) —m} e 2™

avec Q) = % etz Ay =220~ 1y.
Nous avons aussi e *197'7 = cosh(20t)1, — 1£ sinh(2Qt)70 1.

Si nous voulons étudier un modeéle & N couleurs, nous pouvons considérer ce propagateur
diagonal dans les indices de couleur.

Interactions Concernant la partie interaction V', rappelons tout d’abord (voir le corol-
laire 214) que Vfl, fg, fg, f4 € A@,

[ x for fus £ @) =g / dejfj 2) 6 — 2 73— a)e, (425)

4
0= Z (=) Az (4.2.6)
i<j=1
Ce produit est non local et seulement invariant par permutations cycliques. Ainsi, au
contraire du modeéle de Gross-Neveu commutatif pour lequel il n’existe qu’une seule in-
teraction (locale) possible, le modéle GN2@ a, au moins, six interactions différentes : les
interactions orientables

Vo= 2 > [ e e s) ) (4.2.73)
+%Z?/dx (Vo * o * > ) () (4.2.7b)
o > [ s ) @), (42.7c)
otl les 9 alternent avec les 1 et les interactions non orientables
% ; / da (o * 1y % e % U3) () (4.2.8a)
+% ; / da (g * Py * Py % 1)a) (7) (4.2.8b)

+%Z/dw (Vo * Vo * % 1y (2). (4.2.8¢)
a,b
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Toutes ces interactions ont le méme noyau en espace x par I’équation (4.2.5). Les indices
a, b sont les indices de spin et prennent des valeurs dans {0, 1} (ou {7, | }). Ils peuvent aussi
contenir des indices de couleur entre 1 et V. Pour des raisons uniquement techniques, nous
nous restreindrons aux interactions orientables. Une telle qualification devrait étre claire
grace au chapitre 3 et en particulier la section 3.1.2. En effet, & chaque vertex, les signes
+ et — (de la fonction delta) alternent. Il en est de méme pour les champs 1 et ¥. Or un
1) ne peut contracter qu’a un . Ainsi il est toujours possible de choisir une orientation
telle que le graphe soit orientable. Ce n’est évidemment pas le cas pour les interactions
non orientables. En fait, tous les graphes construits avec les interactions orientables sont
orientables mais tous les graphes orientables ne sont pas faits d’interactions orientables.
En effet, les interactions non orientables produisent non seulement tous les graphes non
orientables mais aussi des graphes orientables. Ce chapitre est principalement dédié a la
preuve du

Théoréme 4.2.2 (BPHZ pour GN%) La théorie quantique des champs définie par l’ac-
tion (4.2.2) avec V =V, est renormalisable a tous les ordres de perturbation.

Analyse multi-échelles Encore une fois, nous utiliserons ’analyse multi-échelles [Riv91].
Nous « découpons » le propagateur :

M—2G-1)
/ S dtGi(t; ) i1
M (4.2.9)

Ci=) Cj,Cj=""
=0 / dt Cy(t; ) if i = 0.
1

Le lemme suivant donne une borne sur le propagateur C* dans chaque tranche i.

Lemme 4.2.3 Pour tout i € N, il existe K, k € R, tels que
|Ci(a,y)| <K Mie Mzl (4.2.10)
Cette borne est également valable si m =0 (et Q #0).

Encore une fois, tout comme pour le modéle ®* (voir chapitre 1), nous ne démontrons pas
directement le théoréme 4.2.2 mais la finitude ordre par ordre de la série effective.

Orientation et variables d’un graphe Nous utiliserons toutes les définitions de la
section 3.1.2. Notons cependant les différences suivantes. Nous avons muni chaque ligne
d’un graphe d’un signe (voir définition 3.1.4). Celui-ci est + si, en tournant autour de
I’arbre, la ligne va d’'un — & un +. Il est — si c’est le contraire. Dans un modéle avec
champs complexes, nous pouvons définir un autre signe a priori indépendant du premier.
Il vaudra + si la ligne va d’un ) vers un 1) et — si c’est le contraire :

Définition 4.2.1 (Signe d’une ligne 2) Soient i < j. Pour toute ligne [ = (i,7) €
TUL,

(1) — +1 si Y(z:)Y(z;)
(0 {—1 st P(x;) ().
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Remarquons que si le graphe est orientable, pour toute ligne | € G, ¢(I) = ¢(I).

Corollaire 4.2.4 (Propagateur 2) Avec les définitions 3.1.3, 3.1.4 et 4.2.1, le propa-
gateur correspondant a la ligne [ s’écrit

Cl(ul,vl) = / dth(tl;ul,vl) (4211)
0
—tym? = ~
O(tl u UZ) — Q% 67% coth(2Qtl)ulzfz%e(l)s(l)ul/\vl (4212>
Y 07 sinh(20t;)

X {Z(NZ coth(2(~2tl)e(l)5(l);/¢l + Qe(De()T; + m} o~ 22701y

A 20 N . . \ .
avec ) = == et ou v sera remplacé par wy si le propagateur correspond a une ligne de
boucle.

Les fonctions delta Nous échangeons les fonctions delta de vertex initiales pour le
systéme de branches défini en 3.1.3. Toutefois, au contraire de la théorie ®*, nous ne
résoudrons pas ces nouvelles fonctions delta. Pour le modéle de Gross-Neveu, nous devons
utiliser les oscillations de vertex et de propagateur avec soin. Il se trouve qu’il est plus
pratique d’exprimer les fonctions delta comme des intégrales oscillantes. Pour toute ligne
[ d’un graphe orientable, nous écrirons

d2
5b(l)< E up + n(e)xe> :/ﬁelpl'(zz’eb(z)“l""‘zeex(z) W(@)xe)_ (4.2.13>
Ieb(l) eeX(l)

Bien str, résoudre les longues variables de 'arbre étant la facon opimale d’utiliser les
fonctions delta, nous voudrions garder le fait que 'intégration sur les v; soit d’ordre O(1).
Aprés quelques manipulations sur les oscillations (4.2.13) (voir la section 4.3.1), nous
obtiendrons des décroissances pour les variables v; et p;. Pour toute ligne d’arbre [, nous
intégrerons sur v; et p;, le résultat sera borné par O(1).

4.3 Des oscillations aux décroissances

Cette section a pour but d’expliquer comment utiliser les oscillations de vertex et de
propagateurs pour obtenir assez de décroissances pour intégrer sur toutes les variables
internes du graphe. Aprés avoir exploité correctement ces oscillations, nous prendrons
la valeur absolue de ’amplitude pour obtenir une borne supérieure qui constituera le
comptage de puissance.

4.3.1 Les masselottes

Contrairement au cas ®* [GMRVT06], le propagateur C* du modele de Gross-Neveu
(4.2.12) ne contient pas de termes de la forme exp —M ~?w? que nous appellerons mas-
selottes’. Ici la masselotte est remplacée par une oscillation du type u A w. Bien que les

PMECAN. Petite masse métallique agissant par inertie, par gravité ou par force centrifuge, dans divers
dispositifs. A Uextrémité de la lame est une masselotte dont le but est d’entretenir le plus longtemps
possible les oscillations (A. LECLERC, Télégr. et téléph., 1924, p.249), Trésor de la Langue Frangaise
informatisé, http ://www.lexilogos.com/ .
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masselottes ne soient pas présentes dés le départ c’est-a-dire dans le propagateur, elles sont
créées au fur et a mesure des intégrations sur les variables internes v par un mécanisme
du type

/d2u€M2iu2+m/\w = KM~ 21 7kM 2iqy2 (431>

Soit G un graphe connexe. Son amplitude vaut

AG = /dez fz ZT; 5Gnduldvl 55(;)0[ Uur, Uy HdUgdwg Cg(U(,U)g) (432)

leT el

Les points z;, ¢ € [1, N] sont les positions externes. Concernant les fonctions delta, nous
avons utilisé les notations de la section 3.1.3. L’oscillation totale ¢ des vertex est donnée
par le lemme 3.2.2. Il est pratique de séparer le propagateur en deux parties. Nous dé-
finissons, pour toute ligne I € G, C(u;) par Ci(uy,v;) = Ci(u;) e 2 seeunrv 1] faudra
remplacer v par w pour les lignes de boucles. Cette séparation nous permet de regrouper
les oscillations des propagateurs avec celles des vertex. L’oscillation totale g se déduit
simplement de ¢ en remplacant les termes 3e(l)v A, par 2e(1)(1+€(1)Q)v Aw. La encore,
nous remplacerons v par w pour les termes relatifs aux boucles. L’amplitude d’un graphe
devient alors

N
Ac = / H dr; fi(zi)da H dwdvy Sp) Ci(w) H dugdwy Cy(ug)e™#2. (4.3.3)

i=1 leT lel

Au contraire de la théorie ®*, nous ne résoudrons pas les fonctions delta de branches. A la
place, nous gardons dg mais exprimons les n — 1 autres fonctions delta par des intégrales
oscillantes :

d2
0 (>< Yowt Y e ) / (2:)[ e vena) Wt dcexq n(e)ze) (4.3.4)

Ueb(l) ecX(l)

Dans la section 3.1.3, nous avons vu qu’il existe ¢; € X(1) tel que z, = 5(n(e))w + vy).
Remarquons que 7(e;) = £(1). Ainsi

Z up + Z uH—e Jur) + Z up + Z n(e)xe. (4.3.5)

I’eb(l) eeX(l I’eb(l) eeX(D)\{e}

Dans la suite nous utiliserons une notation suplémentaire. Pour toute ligne [ € 7, nous
définissons v; comme 'unique vertex tel que [ = [, o [, est défini dans la section 3.1.3. v,
est le vertex juste au-dessus de [ dans 'arbre. Nous écrirons ¢g, pour l'oscillation totale
ol nous ajoutons les nouvelles oscillations provenant des fonctions delta®. L’amplitude du
graphe s’écrit

AG = /Hdl’z fz {L‘l 5@ Hduldvldpl Cl Ul Hd’LLgdU)g Cg(Ug) wQ (436)

leT lel

°Notons que ces oscillations sont invariantes sous p; — —p; pour toute ligne [ € G indépendamment.
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Remarquons que nous avons omis les facteurs 27 tout comme nous 'avons fait avec les
facteurs de vertex m. Pour obtenir les masselottes, nous pourrions tenter d’intégrer
sur les variables u;. Ce calcul exact serait 1'équivalent de I’équation (4.3.1). Il faudrait
intégrer 2n — N/2 gaussiennes couplées ot n est le nombre de vertex du graphe. Nous
obtiendrions des gaussiennes en des variables W, qui seraient des combinaisons linéaires
des variables wy. Outre la difficulté inhérente au calcul lui-méme, il faudrait ensuite
démontrer que les décroissances obtenues sont indépendantes. Pour des graphes généraux,
ceci est relativement difficile. Ainsi, plutdét que d’effectuer un calcul exact, nous allons
contourner la difficulté en exploitant les oscillations de propagateur et de vertex avant
d’intégrer sur les variables w;, v; et w,. La suite de cette section est dédiée a la preuve du

Lemme 4.3.1 Soit G un graphe orientable a n vertex et p une attribution d’échelles.
Pour tout Q € [0,1], il existe K € R tel que l'amplitude (4.3.6), amputée, intégrée contre
des fonctions tests, avec l'attribution p soit bornée uniformément en n par

N
|AL] <K / dxy gy (21 + {a})dg | [ dwi gi(a) [ [ daw M*"E (i) (4.3.7)
=2 leG
: ! 1 1
duydVydpy MM tn=ea? — Z,
g g1+M2zvfM1+M2ng{M
1
H dUgdeM”edW ¢(ug+{a})? H —
lel u=0 1+M ? ZW&M
avec e()V, =3(1 + e()Q)e (v, + Ze(ﬁ’)wy — 1D - Z s (4.3.8)
2l VEPy,
e(OOWe =2(1 + e(OQ)e(O)we + Y e(Cywy + Y (¢)wp (4.3.9)
0oL 0'xl

et p=30p, g;, i € [1,N] et Z sont des fonctions test telles que ||g;|| < supgc,<s Hfl-(p)H.

Rappelons que nous nous restreignons aux graphes orientables. Nous introduisons une
fonction de Schwartz ¢ € S(R?) qui va mimer la décroissance du propagateur sur une
échelle M~ 11 est clair que cette fonction, si elle remplacait le propagateur, aurait le
méme effet c’est-a-dire créerait une masselotte en w? :

/ duy MPE(u M) = £(M ™) (4.3.10)

ot £ est la transformée de Fourier de . Or § étant stable par transformation de Fourier,
E(M~'w;) est bien une fonction a décroissance rapide sur une échelle M.
Rappelons que nous voulons obtenir une décroissance en v; sans intégrer sur u;. Nous

utilisons

- / Pay coth(204)€ (ay coth/2(2614)). (4.3.11)

dNous donnons ici un exemple utilisant une « borne » sur le propagateur mais nous faisons ensuite le
calcul exact.
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Le couplage entre ce 1 et le reste du graphe se fait par 'intermédiaire d’'un changement
de variables ad hoc. Pour le déterminer, nous avons deux impératifs. Nous devons d’une
part obtenir des décroissances indépendantes et d’autre part il faut que pour toute ligne
[, la décroissance correspondante soit d’échelle® M ~ coth'/?(2Q,).

Nous allons fabriquer les masselottes ligne par ligne. Soient x; la position racine et [
une ligne d’arbre. Nous effectuons le changement de variables

{ u; —u; — 6([)&1,

r1 —x1 +n(1)e(l)a;. (4.3.12)

Il n’est pas difficile de vérifier que ¢, — g+ a AV +a A (U + A+ X)) o V), est donné
par (4.3.8) et U, A; et X; sont respectivement des combinaisons linéaires de variables u,
a et x externes. Notons que ce changement de variables laisse la fonction delta globale
inchangée. En écrivant seulement les termes de 'amplitude Ag dépendant de a;, on a

M—20 -1
Ay — / day / dt, coth(200)€(ay coth/2(2604) (4.3.13)

{z(z coth(20t,) () (1) (s, — (1)) + Qee) ()T — e(D)iy) — m}

e_gCOth(Qﬁtl)(ul_E(l)al)2fl(l‘l + n(l)g(l)al) ezaz/\(Vl+Uz+Az+Xz)
= /daldtl COth(Qﬁtl)f(&l COthl/Q(Qﬁtl)) 67% COth(Qﬁtl)(ul*E(l)al)zfl ({[1 + 77(1)5([)@[)
{zﬁ Coth(QQtl)(ee)(l)(;él —e(l)d,) + Qee) (1) — e(D)y) — m} pta NU+AI+X1)

L coth'2(20t)) + -2
l

- - eV 4.3.14
o \ coth'/2(2Qt) + 4V, ( )

=

Nous intégrons par parties sur a;. Les termes de bords sont nuls. Nous ne donnons ici que
lordre de grandeur du résultat. Les détails du calcul sont reportés & I'annexe A.1.

L 2
~ 1 ~
Ag ~ /da dt, coth(20¢,)e" "\ | | — - =(a; coth™?(20¢
o o (26) i (cothl/Q(Q&Ztl) —HVW) (o (2638)

e*%COth(?ﬁtl)(ul75([)(”)2ezal/\(Ul+Al+Xl)gl (xl + 77(1)5([)01[) O(Coth5/2(2§t>)
(4.3.15)

Nous obtenons ainsi la borne suivante

1

—3 —kMzil(u —e()ay)? -
Al SEM e gy (a4 a0 [T 13y

m

(4.3.16)

°Dans certains cas particuliers, une ligne de boucle aura une masselotte d’échelle supérieure & son
propre indice. Ces cas forment une seule classe de graphes que nous caractériserons en détail plus loin
(voir section 4.3.3).
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Nous expliquons maintenant comment obtenir les décroissances associées aux variables
pi- Nous commencons par effectuer le changement de variables v; — )V, pour toute ligne
d’arbre [. Le jacobien vaut 2=~V [T, (1 + €(1)Q2). 11 est non nul quelque soit 2 € [0, 1].
L’oscillation totale devient

Vo =pp+ox +ow+ Y eOViA(w—ela)+Y p-( > w+ > nle)x)
T T I'eLNb(l) ecX()\{e1}
+) (L + e e()Vi-p+ WRIP + PRyP
T

1 1 , y
+ § Z£:<1 + 6(6)9)8(6)11)@ N Uy + 5 ;8(5)1@ N\ Upr + 6(6 )’LUg/ N Up + ;8(6 )U)g/ ALY,

1
+ E uy VAN u; + = E Uy A Uy + ARgA -+ AR4U + AR5X (4317)
2
(TUL)=(TUL) LXL

ol nous avons utilisé les notations du corollaire 3.2.3 et les R;, i € [1,5] sont des matrices
anti-symétriques. En utilisant

M=+ (14 e()Q)e(l) 72

P (1+eD) eOVipr _ ‘ Wi i(1+eR)  e()Verm (4.3.18)
M= +apy,

et en intégrant par parties sur V;, nous obtenons une décroissance en p; qui se comporte
comme (1+ M 2ilplz)_l. Nous finissons par les lignes de boucles. Nous voulons également
obtenir des décroissances pour leurs longues variables w. Soit ¢ = (xy,z,) € L une ligne
de boucle de G avec z, < zj. Nous faisons le changementf

g —up — e(0)ay,
Wy —Wyp + Qy, (4.3.19)
x1 —x1 +n(1)e(l)ay.

Les changements concernant wu, et wy correspondent & « bouger » x,. Il est facile de vérifier
que (4.3.19) implique ¢ — @6+ ag AWp+ag A (Ug+ Ay + Xy + Py) ou W, est donné par
(4.3.9) et Uy, Ay, Xy et P, sont respectivement des combinaisons linéaires de variables u, a,
x externes et p. Nous pouvons alors procéder au méme type d’intégrations par parties que
nous avons utilisées pour les v; et obtenir des bornes similaires & (4.3.16) ce qui prouve le
lemme 4.3.1.

Indépendance des décroissances Rappelons que la procédure de fabrication des mas-
selottes avait deux objectifs principaux. Tout d’abord nous voulions obtenir des décois-
sances d’indice #; pour toutes les variables v; (w;). C’est ce que nous avons obtenu avec le
lemme 4.3.1. Ensuite nous devions obtenir des masselottes indépendantes. La procédure
employée ci-dessus a été congue pour rendre ce point transparent.

Dans la section 4.2, la définition 3.1.2 donne un moyen de munir les lignes du graphe
d’un ordre partiel. Cet ordre était utile pour exprimer les oscillations de vertex en fonction

fCe changement de variables est quelque peu différent de celui que nous avons utilisé pour les lignes
d’arbre (4.3.12). Cela permet une preuve simplifiée de I'indépendance des masselottes.
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des variables u, v et w. Mais nous pouvons aussi définir un ordre total. Nous écrirons que
[ <l si la premiére extrémité (rencontrée en tournant autour de l’arbre dans le sens tri-
gonométrique) de [ est rencontrée avant la premiére extrémité de . Ainsi pour toute ligne
[ € G, V, (W) ne dépend que des vy et wy avec I’ < [. Soient V (W) et V' (W) les vecteurs
contenant respectivement les variables (1)v; (e(€)wy) et e(1)V; (e(£)W,). Soit M~ la ma-
trice jacobienne du changement de variables (ev ew) — (eV eW) : (V/ W') = M(V W).
L’ordre défini ci-dessus permet de montrer que M est triangulaire. Son déterminant vaut

det M = 27N TT(1 + €(1)Q). (4.3.20)
leG

Clairement V2 € [0, 1], det M # 0 et M est inversible. Les décroissances en V; (W) sont
donc indépendantes.

Remarque 10. Avec les interactions non orientables (4.2.8), nous n’avons pas (encore)
été capables de trouver une procédure qui rende 'indépendance des masselottes transpa-
rente.

4.3.2 Non planarité

Dans la section précédente, nous avons prouvé que les oscillations de vertex et de
propagateurs du modéle de Gross-Neveu permettent d’obtenir des décroissances faibles
similaires aux masselottes du propagateur de la théorie ®* non commutative. Ici nous
améliorons les décroissances dans le cas d’un graphe non planaire. Pour cela, le lemme
4.3.1 est insuffisant. En effet, avant de prendre la valeur absolue de 'amplitude du graphe,
nous voulons encore exploiter les oscillations.

Soit T~! la matrice jacobienne du changement de variables ew — eW : W/ = TW.
Définissons la matrice anti-symétrique Qw par oy = WQwW ol py est donné par le
corollaire 3.2.3. Aprés le changement de variables W — W' =TW, oy = WQyu W' avec
Qi = T 1QwT~1. T étant inversible, le rang de Q};, est égal a celui de Q. Remarquons
que Qw est la matrice d’intersection du graphe pour laquelle nous avons le résultat suivant
rg Qw = 2¢g |GR, CR00]. Considérons un graphe non planaire. Le rang de Qy étant non
nul, il existe une ligne de boucle ¢ telle que nous ayons une oscillation W, A W, avec
Wi =20 QW +U + A+ X + P. Grace au lemme 4.3.1, nous savons que W, décroit
sur une « longueur » M* avec la fonction (14 M ~2*W?)~!. Par une intégration par parties
semblable a (4.3.14), nous obtenons une décroissance en W, sur une échelle M. Cette
décroissance sera utilisée pour intégrer sur un Wy contenu dans W,. Le résultat de cette
intégration est d’ordre M2 au lieu de M2 . Le gain est donc M 22

4.3.3 Faces brisées

Nous rappelons qu’une face brisée est une face a laquelle appartiennent des points
externes. Quand on ne considére pas de graphe du vide, il y a toujours au moins une face
brisée. Celle-ci est par définition la face externe. Dans I'image de la rosette, les lignes qui
bouclent au-dessus de points externes forment des faces brisées supplémentaires. Celles-ci
produisent des oscillations du type A w (voir lemme 3.2.3). Dans le cas planaire avec
B > 2 faces brisées, nous allons nous servir de ces oscillations pour obtenir de meilleures
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décroissances que celles du lemme 4.3.1. Soit @)y la matrice anti-symétrique représentant
les oscillations entre les x externes et les w. Aprés le changement de variables W — W,
cette matrice devient

Qi = QxwT ™. (4.3.21)

Ainsi 1g Q'yyy = 12 Qxw. Soit I un ensemble d’entiers naturels consécutifs indigant des
variables externes x;, k € I. Celles-ci oscillent avec les variables wy, £ € By ou By est
I’ensemble des lignes bouclant au-dessus de ces variables. Vérifions maintenant que dans
les nouvelles variables, les xy, k € I oscillent seulement avec les W, £ € Bj. Pour cela,
supposons que deux ensembles X et Y de variables externes oscillent avec deux ensembles
A et B différents de lignes de boucles :

Quw = (61 g) CT= (g g) (4.3.22)

ACTt 0 )

En effet, dans le cas planaire, les W, ne sont fonction que des wy avec ¢ D (. T (et T~1)
est donc non seulement triangulaire (inférieure) mais aussi diagonale par blocs. Ainsi
l'oscillation entre les variables externes x; et les W, est

X QxwT "Wy, =Y n(k)zy ACLOW,, € € By) (4.3.24)

kel

ot CL signifie combinaison linéaire. Aprés les exemples des masselottes et de la non
planarité, il devrait étre clair que cette oscillation permet ’obtention d’'une décroissance
en les variables externes d’échelle M~ ™eBri  Sj ces points sont de « vrais » points
externes (d’échelle —1, intégrés avec des fonctions test), nous utiliserons cette décroissance
pour améliorer le comptage de puissance. Habituellement les points externes sont intégrés
contre des fonctions test (le résultat est d’ordre 1) si bien que le gain est ici M ~2minic,

4.4 Comptage de puissance

Dans cette section, nous utilisons les décroissances obtenues dans les sections précé-
dentes en les adaptant au cas multi-tranches. Le lemme 4.3.1 stipule qu’il est possible
d’obtenir |£| décroissances indépendantes équivalentes aux masselottes de la théorie ®*
plus n — 1 masselottes pour les longues variables de I'arbre couplées a n — 1 fortes dé-
croissances (en les p;). La méthode employée pour obtenir le comptage de puissance de la
théorie dépend de la topologie du graphe considéré.

Nous ne considérons que des graphes avec au moins deux pattes externes. Les graphes
du vide sont considérés en appendice A.2. Nous utilisons ’arbre de Gallavotti. Nous le
parcourons des feuilles vers la racine c’est-a-dire de 1’échelle de la coupure ultraviolette
a l’échelle 0. Soit une composante connexe Gi orientable. Pour toutes ses lignes, nous
obtenons les masselottes par la méthode exposée dans la section 4.3.1. Si G est planaire
régulier (¢ = 0, B = 1), nous utiliserons directement le lemme 4.3.1. Si G, est non pla-
naire (g > 1), nous exploitons les oscillations du type W A W. Gréce a la procédure
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expliquée dans la section 4.3.2, nous obtenons une décroissance supplémentaire en un
Wy, € € Li. Celle-ci est au pire d’échelle M~*. Nous procédons de la méme fagon pour
toutes les composantes connexes non planaires primitives c¢’est-a-dire ne contenant pas de
sous-composante non planaire. Les améliorations correspondantes sont indépendantes.

Si un noeud de I'arbre de Gallavotti est planaire mais posséde plusieurs faces brisées,
nous regardons le nombre de pattes externes qu’il a8. Si N(G%) > 6, nous utilisons la borne
du lemme 4.3.1. Lorsque N(G%) = 4, le nombre de faces brisées est 1 ou 2. Intéressons-
nous au cas B = 2. A I’échelle i, une ou plusieurs lignes bouclent au-dessus de deux points
externes notés x’ et yy'. Contrairement & la théorie des champs commutative, le comptage
de puissance de cette composante connexe dépend des échelles entre i — 1 et 0. Soit &
'unique chemin dans I'arbre de Gallavotti-Nicolo reliant G a G. S’il existe une échelle
ip < 1 et une composante connexe GZ), dans & telle que N( 29) = 2 alors il existe des
lignes d’échelles entre i et iy joignant x’ & 3. Soient I 'ensemble de ces lignes et i, 1
I’échelle du premier noeud dans &2 aprés Gi. Nous allons montrer que si card I = 1 alors
G est logarithmiquement divergente. Si card I > 2 alors Gi sera convergente comme

M~26=im=1) Enfin s’ n’existe pas une telle G5 alors Gi, sera aussi convergente comme
M —2(i=im—1)

Considérons la figure 4.1 qui est plus simple que la situation générale mais présente
toutes ses caractéristiques importantes. Nous définissons I comme l'insertion composée
des lignes ey, ey et du graphe G;. Notons que I peut étre vide et Gy non planaire. Les
différentes échelles des lignes de I sont ig < i3 < «++ < ip_1(< 45, = 7). La composante
connexe d’échelle iy est notée GZ’,. Nous écrivons également £; I'ensemble des lignes de
boucles de I'insertion [.

€1 €2

(a) Situation typique (b) L’insertion I

F1G. 4.1: Composante connexe (potentiellement) critique

Nous obtenons d’abord toutes les décroissances pour les variables v; et p; sauf pour la plus

811 a été remarqué dans [CRO1| que les graphes orientables ne peuvent pas avoir N =2 et B =2. Un
argument simple sur la rosette de Filk le montre également.
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basse ligne d’arbre ¢ dans /. L’oscillation totale peut s’écrire

/ 1
Yo =PE+x + Z eV A (ug — e(D)ay) + 5(1 + e(t)Q)e(t) vy A wy (4.4.1)
T\{t}
+ Y (A+eQ " eOVip+ Y e(OWe A (ue = e(f)ar) + W R P + PRy P + PR3U
T\(1} )

1 1
+35 > (14 e(O)Qe(L)we Aug + 3 e(O)wy A up + (0 )wp A ug
Lr

Y Winw+ Y e(Cwe Augt+ Y Wi An(k)ak + WiQux X

(LrufthcLy (Lru{th)cLr kcLi

1
+ W[QWW[ + E uy VAN up + 5 E Uypr N Uy —+ AR4A —+ AR5U + ARGX
(TUuL)=<(TUL) LiXLr

ol nous avons écrit Wy (W}) pour une combinaison linéaire de variables Wy, £ € L; (L}).
Choisissons une variable W, ¢ € Li. Nous utilisons Poscillation W, A (E( ciughce i+

den(/ﬂ)xk) pour obtenir une décroissance s impliquant | docuin Wt ke n(k)zy| <
M—’L

S’il y a des points externes survolés par la ligne ¢, il existe k tel que xj o
Alors pour toute ligne de £; U {t}, nous effectuons les changements de variables (4.3.12)
et (4.3.19) mais ou z remplace ;. Ces modifications laissent la fonction s indépendante
des variables a;, | € L;U{t}. Ceci permet donc d’obtenir une masselotte d’échelle i; pour
toute ligne [ € L5 U {t}.

S’il n’y a pas de points externes a part x et y dans G}% (voir figure 4.1), la fonction s
ne dépend que de Z(C;U{t})cﬁ u; et ij est un graphe a deux points. Soit ¢y la plus basse
ligne de I, 74, = i9. Notons que c’est nécessairement une ligne de boucle. Pour toute ligne
e L\ {{}, nous effectuons

g —up — e(0)ay,
Wy —Wyp + ay,
oo (4.4.2)
g, =g, +e(€)ay,
wy, —wg — £(Ly)e(l)ay.
Ces changements laissent uy + ug, (et s) fixe(s). Ainsi pour toute ligne ¢ € L; \ {(},
nous avons une décroissance en W, — e()e(€y)W,, d’'indice i,. Toutes ces fonctions sont
indépendantes. Pour ¢y, nous faisons
uEO —)UZO - 5(€0)CL£0,
Wey — Wy, + gy s (443)
U — U + 6(60)&40.
Nous obtenons une décroissance permettant d’intégrer sur W,, au prix de M > M.
Enfin, pour la ligne d’arbre ¢, nous utilisons le changement de variables (4.3.12). Celui-ci
introduit a; dans s. La masselotte pour V; est donc d’échelle M. Heureusement la forte

décroissance associée & p; est d’échelle M. Nous retrouvons le fait que les longues va-
riables de I’arbre ne cotitent rien.
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Qualifions de critique une composante connexe avec N = 4,9 = 0,B = 2 et dont
I'insertion I est réduite a une seule ligne. Nous pouvons maintenant prouver le lemme
suivant

Lemme 4.4.1 (Comptage de puissance) Soit G un graphe conneze orientable. Quelque
soit 2 € [0, 1], il existe K € R tel que son amplitude amputée Ay, intégrée contre des fonc-
tions test (voir (4.3.6)) soit bornée par

Al <k [ maecw (4.4.4)
ik

(N—4 si(N=2ouN>6)etg=0,

siN=4, g=0et B=1,

avec w(G}) = si Gi est critique, (4.4.5)

N si N=4,g=0, B=2 et G non critique,

(N+4 sig>1

Remarque 11. Le comptage de puissance du lemme précédent n’est pas optimal mais il
est suffisant pour prouver la renormalisabilité de la théorie. Aprés une étude du propaga-
teur de la théorie dans la base matricielle [GRVTO06]|, nous pourrions obtenir le comptage
optimal notamment la dépendance en le genre. Concernant les faces brisées, la borne
(4.4.4) est presque optimale. Pour la fonction a quatre points, elle 'est. Mais pour les
fonctions & six points ou plus, nous n’avons pas cherché a améliorer la borne simple don-
née par le lemme 4.3.1. Néanmoins remarquons que pour ces fonctions, des situations
semblables & celle rencontrée pour la fonction & quatre points peuvent se produire. Les
points « externes » dans les faces brisées supplémentaires peuvent n’étre joints que par
une seule ligne basse. Dans ce cas, la face brisée n’améliore pas le comptage de puissance
méme pour les fonctions a six points ou plus. C’est I'une des différences entre le modéle
de Gross-Neveu et la théorie ®*.

Démonstration. Lelemme 4.3.1 nous permet de borner ’amplitude d’un graphe G connexe
orientable par

N
AL <K / Ay 11 + {a})de [ das gu(w:) [ dew M*=(ay) (4.4.6)
1=2 leG
1

H dudV,dp, Mie—M¥t(w—el)ar)? H 1 1

1+ M_%ZVI%M 1+ MQ"'lpl%M

leT ©n=0
1
i g — M2 (up+{a})? 1
[ duedwidsierrice = R
lel MZO M

ot K € Ret g,i € [1,N] et = sont des fonctions de Schwartz. La fonction dg qui
correspond & la racine de 'arbre, est donnée par (voir section 3.1.3)

5g( Z n(i)x; + Z ul>. (4.4.7)

i€E(G) IeTUL
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Elle permet d’intégrer sur I'une des positions externes. Les autres sont intégrées avec les
fonctions g;. La borne (4.4.6) sur la valeur absolue de I"amplitude devient donc

1

, - . 1
Al <K" day M*'= dugdW M Mt e= M (wetah)” .
451 <K | TLdouar®=(an TL v ai'e | Eer=nr
€G leLl =0 i
. ! 1 1
H dUldVdel Mize—Mml (w—e(l)ay)? H — — (448)
leT u=0 L+ M2 lVl;# 1+ M? lpl#

Les intégrations sur les variables a, cotitent O(1). Pour toute ligne [ du graphe, I'intégra-
tion sur la variable u; correspondante rapporte O(M~2%). L’intégration sur v; (resp. w;)
est d’ordre O(M?*). Mais pour les lignes d’arbre, ce mauvais facteur est compensé par
'intégration sur p; qui donne O(M~2%). Ainsi les boucles ne cotitent que O(1) alors que
les lignes d’arbre rapportent O(M ~%t). Nous avons donc la borne suivante

’AG’ gKnHle HMfZil

leG leT
oGl | B | Bkt (4.4.9)
leG leT

Nous pouvons alors redistribuer le comptage de puissance dans les composantes connexes
en suivant |[Riv9l] :

[[r+ = HH]\/[ ITI II »= 11 1IIM™. (4.4.10)

leG leG i=0 l1€G (i,k)eN?| (4,k)EN? [eGE
leGZ
HMfz(zHl H H M2 — H HM 2 (4.4.11)
leT IeT (i,k)eN?| (4,k)EN? (€T}
leGZ

Ainsi, en changeant K’ en K, amplitude d’'un graphe GG connexe orientable est bornée
par

AL <G T M@, (4.4.12)
(1k )ENZ

ott w(GY) =N(GY) — (4.4.13)
ce qui prouve la premiére partie du lemme 4.4.1.

Si une composante connexe G% est non planaire, il existe £,¢ € Gi telles que I'inté-
gration sur W, rapporte M 2% < M=% au lieu de M?* (voir section 4.3.2). Le gain par
rapport a (4.4.13) est d’au moins M ~*. Le degré superficiel de convergence devient alors

w(Gi) = N(GL) +4

Enfin soit une composante connexe G}C avec quatre pattes externes et deux faces bri-
sées. En utilisant les notations définies précedemment, si G5 a plus de deux points ex-
ternes, nous utilisons la fonction s pour intégrer sur I'un de ces points ce qui rapporte
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M2 au lieu de O(1). Soit £ le chemin de l'arbre de Gallavotti-Nicolo qui relie G% a
G. Le facteur M2 améliore le degré superficiel de convergence de tous les noeuds de &2
avec N = 4, B = 2. 1l devient donc w(G%) = N(G%). Si G est un graphe a deux points,
nous utilisons s pour intégrer sur la variable wuy, de la plus basse ligne ¢, de l'insertion
I. Ceci rapporte M=% au lieu de M~2*. Le gain par rapport a (4.4.13) est M ~2(—i0),
Mais lintégration sur W, cotite M?"* au lieu de M?*. Le gain total est donc seule-
ment M 20— Ce facteur supplémentaire permet d’améliorer le comptage de puissance
de toutes les composantes connexes avec N = 4, B = 2 dans & entre G} et I'échelle ;.
Leur comptage de puissance passe de N — 4 a N. Mais notons qu’entre i, (1’échelle de la
plus basse ligne d’arbre de I) et ig, seules des lignes de boucles peuvent apparaitre. Ainsi
le nombre de points externes ne peut que décroitre strictement dans &2 de I’échelle i; a
I’échelle 7. G?f, étant un graphe a deux points, il ne peut y avoir qu’une seule composante
connexe divergente dans & entre i; et ig. C’est un graphe a quatre points avec B = 2 a
I'échelle iy (I’échelle la plus basse de I supérieure a ig). De plus, ¢a ne peut se produire
que s’il n’y a qu’une seule ligne de boucle a I’échelle iy. Cette composante est critique (par
définition) et nous ne pouvons pas améliorer son comptage de puissance qui reste N — 4.
Ceci acheve la preuve du lemme 4.4.1. O

4.5 Renormalisation

Grace au comptage de puissance prouvé dans le lemme 4.4.1, nous savons que seuls
les sous-graphes planaires avec deux et quatre pattes externes sont divergents. Plus préci-
sément, les seuls graphes a deux points divergents n’ont qu'une seule face brisée. D’autre
part, les graphes a quatre points divergents ont soit une seule face brisée soit sont critiques
c’est-a-dire ont N =4,g9 =0, B = 2 et les deux points « externes » qui appartiennent a la
seconde face brisée sont liés par une seule ligne d’échelle plus basse. Nous allons prouver
que les parties divergentes des amplitudes correspondant & ces graphes sont de la forme
du lagrangien initial.

4.5.1 La fonction a quatre points

B=1

Soit un sous-graphe planaire a quatre points et une face brisée nécessitant d’étre
renormalisé. Il est donc un noeud de l'arbre de Gallavotti-Nicolo. 1l existe (i, k) € N? tel
que N(GL) = 4,9(G) = 0,B(G) = 1. Les quatre points externes du graphe amputé
seront notés z;, j € [1,4]. L’amplitude associée a la composante connexe Gi est

Ay (o)) = [ T dnsdulan) o)) o)y (45.)

H duyduvdp, é;l (ul) H dupdw, Cz[ (Ug>

leT}; teLl

ol e est le plus grand indice externe du sous-graphe G, et 1), 1, sont des champs d’indices
inférieurs ou égaux a e < 7. Nous allons procéder & un développement de Taylor au premier
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ordre qui permettra de découpler les variables externes x; des variables internes u et p et
d’identifier la partie divergente de I'amplitude. Nous introduisons un paramétre s en trois
endroits différents. Tout d’abord, nous développons la fonction 5G2 comme

1
5% (A + sil) X =i(A) + / dsth- V(A + sih) (4.5.2)
5= 0
ouA=x;—2y+x3—24 0t U= Zul.
leGi

Dans le cas d’'un graphe orientable, les champs 1) sont associés aux positions impaires et
les ¥ aux positions paires. De plus, si le graphe est planaire régulier, le corollaire 3.2.4
nous permet de fixer la forme exacte de la fonction delta de racine notamment 1’alternance
des signes. Ce corollaire donne aussi 'oscillation externe pg. Le reste de l'oscillation g,
est également développé. Dans notre cas, 'oscillation totale est donnée par le corollaire
3.2.4 et par les oscillations des fonctions delta de branches :

Gols=1) =+ XQxvU + XQxpP +UQuU + PQpP + UQuwW + PQpwW.
(4.5.3)

Remarquons que Qxw = Qw = 0 pour les graphes réguliers planaires. Nous écrivons
expt(XQxvU + XQxpP + UQuU + PQpP) (4.5.4)

1
=1+1 / ds (XQxvU + XQxpP + UQuU + PQpP)esX@xultXQxpP)nliQuUPQrP,
0
Finalement nous développons aussi les propagateurs internes. Pour toute ligne [ € G,

Q dtje 0™ e g e < ~
Cilur, s =1) =5~ / me?Coth@mz)u?(mcoth(zszt,)e(z)g(zm (4.5.5)

+ sQe(l)e ()il + sm) (cosh(?ﬁtl)]lg — sl sinh(?ﬁtl)y@_lv)

s=1

Q[ dte i
! / € B eom@ned oot (208, )e(l)e (I,
0

62 tanh(20t))
/ / dtl e tlm2 - Cot’,h(?ﬁtz)ul2
sinh QQtl
X {(Qe( )e (D)l + m) (cosh(2Q;) 1y — 522 sinh(20;)70~ 1)
—f sinh (20, (z(NZ coth(2§tl)e(l)5(l)¢l + sQe(De (1) + sm)v@_ly}.

Le contreterme TA associé a la composante connexe G correspond aux termes d’ordre 0
des trois développements précédents :

TAé}ic :/Hdﬂfi Ve(@1)Ve(T2) e (23)1he(24)0(A) €97 (4.5.6)

/ H duydvydp, C (ug, s =0) H dugdwgC (ug, s = 0)e? #q(s=0)

ZE’TZ @Gﬂ’
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ol pp = Ef<]~:1(—1)i+j+1xi A x;. Ainsi le contreterme est de la forme

TAéz :/dx (Ve * Ve * Ve % e) () (4.5.7)

. / L1 dwdvdp Gyt (i, s = 0) [ | duedwe C (ug, s = 0)er#at=0.
leTy e,

Pour prouver que TA est de la forme du vertex initial, il reste & montrer que sa structure
spinorielle est 'une de celles de I’équation (4.2.7). Outre les oscillations et les décroissances
exponentielles des propagateurs, le contreterme TA contient

92n—N/2
P= H;/Ll = H (’}/OU? + vlull) = H P, (4.5.8)
leG leG i=1

Chacun des 22"~/2 termes P; de P consiste a choisir pour chaque ligne | € G soit 7°u)

soit v'u;. Tout P; possede nY u° et n} u'. Remarquons que, mis a part P, le contreterme
TA est invariant sous le changement Vi € G, u) — —u) et wj — —w]. Ainsi seuls les P,
avec nY pair sont non nuls. Avec le méme type d’argument, nous prouvons que n; doit
également étre pair. Chaque terme de TA contient donc un nombre pair de 7° et de 1.
Pour la fonction a quatre points, le développement de Taylor (4.5.5) est possible car le
nombre de lignes internes est pair (il vaut 2(n — 1)). Nous introduisons maintenant la
notion de chaine et de cycle.

Définition 4.5.1 (Chaine et cycle) Nous dirons que deux champs sont dans la méme
chaine

— ¢’ils appartiennent & un méme produit scalaire & un vertex?,

— g’ils sont reliés par un propagateur.
Un cycle est une chaine fermée.

Ainsi les champs externes sont reliés par des chaines. Les autres champs appartiennent a
des cycles. Les matrices 7° et 4! sont donc réparties dans les chaines et les cycles. Chaque
cycle correspond a un terme qui, & un signe prés, vaut Tr ((7)?(y!)?). Ce terme est non
nul seulement si p et ¢ sont pairs. Sachant que le nombre total de 7° est pair, que le
nombre total de ! est pair et que chaque cycle contient des nombres pairs de 7 et de 71,
les différentes chaines du graphe se partagent un nombre pair de 4° et un nombre pair de
~!. La fonction & quatre points contient deux chaines. Il y a donc quatre possibilités pour
la répartition des matrices gamma dans ces deux chaines. Chacune d’elles peut contenir
un nombre pair ou impair de 4° ou de '

En fonction du nombre et du type de vertex rencontrés le long de ces chaines, elles
peuvent soit relier un ¢ a un v soit relier deux champs de méme nature. Nous pouvons

hPar exemple, les deux premiers champs de l'interction (4.2.7a) appartiennent au méme produit sca-
laire.
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ainsi avoir affaire a douze structures spinorielles différentes :
2 2q] 7 2p’ 2¢'] + - -
Ux [0 ()@ [0 ()| = v 1 wu 1B, (45.9)

/7

(R [(70)2134-1 (71)%1] z/j*w* [(,}/O)Zp’ﬂ (71)2q- TZ — 4+ w*’yoi/_f*i/f*’)/ozﬁa (4.5.9b)

(R [(70)211 (71)2q+1] Qz*w* [(,yo>2p’ (71)2q’+1: 1; :iw*711/—}*w*712/‘17 (4.5.9C)

W * [(WO)QPH (VI)QqH} Dx % [(70)2“1 (VI)QQ,H: ) = £ h* Yy hx A

(4.5.9d)
De la méme fagon, nous pouvons avoir
+1) % 1) %) % 1), (4.5.10a)
+1) x Y0 % ) x 09, (4.5.10b)
+1) x % b x e, (4.5.10¢)
1) x A0y % ) % A0y, (4.5.10d)
F1Dg * e % Yy * YalapLeg, (4.5.11a)
F1Dg Kk e * P * Payoy oy (4.5.11Db)
£th * e * U * VaYay Vo (4.5.11c)
£t * e x by +Pa (V°71) , (V°71) - (4.5.11d)

Pour prouver que la divergence de la fonction a quatre points est bien de I'une des formes
des vertex originaux (4.2.7), il est pratique de les récrire d’'une maniére différente.

Identités de Fierz non commutatives Une base de Mp(C) est fournie par la re-
présentation de 1'algebre de Clifford {*,~"} = —D§" de dimension D. En dimension 2,
B={I"=1,T" =4 T2 =~ ' = 799!} est une base de M(C). Ainsi soit M € M,(C),

3
1
M=—= § Tr(MTNTE 4.5.12

avec n =diag(—1,1,1,1).
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Nous allons utiliser une telle décomposition pour récrire les interactions du modéle sous
une autre forme. Par exemple, considérons I'interaction (4.2.7b). Si nous définissons My, =

Uy % 1, et utilisons (4.5.12), on a
_ 1 _
Vox e == 5 > napty * Ya Ty Th, (4.5.13)
A,B
Ceci nous permet d’écrire
_ _ _ _ 1 _ _
/wa*wa*wb*wb — /z/;bwawa*wb = _isz/w*rf‘wW*r%. (4.5.14)
A,B
De la méme fagon, pour l'interaction (4.2.7c), nous utilisons la décomposition
_ 1 _
My =ta * = =3 > napte x GuT, Th) (4.5.15)
A,B
et écrivons
_ _ 1 _ _
S [urinndunin =35> nan [ G honin T
a,b A,B

__ %Z /gngz « T4 % Ty (4.5.16)
AB

avec g5 = diag(—1,1,1,—1). Nous procédons de la méme fagon pour les trois autres
interactions. Les six interactions possibles sont résumées dans le tableau 4.5.1. Finalement,
les trois interactions orientables (4.2.7) s’écrivent comme combinaisons linéaires de

/&*]lw*qﬁ*]hb, (4.5.17a)
/¢*7M¢*¢*7u¢ et (4.5.17b)
/z/_;*fyofylw*zﬁ*fyofylz/} (4.5.17¢)
alors que les interactions non orientables (4.2.8) se récrivent en fonction de
/¢*1z;*15*11¢, (4.5.18a)
/wmﬂww%@z) et (4.5.18b)
/w*fyofylzﬁ*zﬁ*fyofylw. (4.5.18¢)

Dans les équations (4.5.17b) et (4.5.18b), la somme sur p est implicite.



Interactions du modéle de Gross-Neveu non commutatif

Orientables

Non orientables

o 3 [ dn urar i) @
a,b
:_%Z/Q;qu*r%*wr%
A,B

o 3 [do (urdur i) @
a,b
:_%Z/ggw*r%w*r%
A,B

o Y [dn ur i) @
a,b
:_%Z/Q;Bq/}*r%*wr%
A,B

o« 3 [dn uriininevd) @
a,b
:_%Z/Q}L‘er%*mr%
AB

o 3 [dn urdar e @
a,b
:_%Z/ngmr%*mrBw
AB

o 3 [dn uriinvinn) @
a,b
:_%Z/ngmr%*mr%
AB

g' = diag(—2,0,0,0), g> = n = diag(—1,1,1,1), ¢* = diag(—1,1,1,—1)
VAe[1,4], T4 e B={T"=1,T" =1°,T? =4, T% = 4%}

TAB. 4.1: Les interactions et leurs différentes écritures

uoljesijewiousy — G uolldag

TI€T
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~ Nous montrons que quelque soit I'Y € B, 1) x T x 1)« T, 1« DY % ¢ % [ et
Vo * e * by x PgLGTS, peuvent s’'exprimer en fonction des interactions orientables du
tableau 4.5.1 grace a une symétrie du modéle.

/ R TCDxp % T = / b * % Uy * TGS, (4.5.19)
= N G R T % TOTB Oy
2
A,B

s sil =1
gBB’FB/ avec g —= dl&g(—l, 1’ 1 — 1) Si FC = ’}/0”)/1

TCrPTe = , 4.5.20
g avec g = diag(—1,—1,1,1) si I'¢ = 4" ( )
g TP avec g = diag(—1,1,—1,1) si T¢ = 4*
On a donc
_ _ 1 _ _
!/w*rcw*w*rcwzp_§§z%w¢*rAw*¢*rBw (4.5.21)
A,B
diag(—1,1,1,1) siT9 =1
diag(1,1,1,—1 i ¢ = ~04!
avec g = ?ag( 11, =) S? o 7 (4.5.22)
diag(1,—1,1,1) si ¢ =4"
diag(1,1,—1,1) si 'Y =~%

Si 'Y = 1 ou %4!, l'interaction (4.5.21) s’écrit en fonction des interactions (4.5.17). Par
contre, si I'C = 7 ou 7! indépendamment, c’est impossible. Heureusement il existe une
symétrie impliquant que les contretermes associés a l'interaction (4.5.21) pour I'C = ~°
et v! sont égaux. En effet, chaque terme P; du polynéme P (4.5.8) consiste a choisir,
pour chaque ligne du graphe, soit 7° soit ¥*. A chacun de ces termes est canoniquement
associé un terme P, = P;, j # t pour lequel on a fait exactement le choix inverse de P
pour chaque ligne. Ainsi pour obtenir P;, nous considérons P, et changeons les v° en ~?,
les u) en u} et vice-versa. Tout contreterme associé a un P; est constitué¢ d’un ensemble

de matrices gamma et des intégrales sur les variables u;, p;, v; et w;. La rotation

Vi€ G, u) —u) (4.5.23)

uf — —

0,0 1
w; (o) —w; (v))
1,1 0(_,0
wy (v) = —wy (=)
montre que les intégrales de P, sont égales a celles de P; (le nombre total de u; est pair).
Examinons alors les produits de matrices gamma. Soient N € N et Vj € [0,2N +1], n; €
N.

1—(—1)"2¢ 1—(—1)"2i+1
2

- H(_l)[%ﬂ"”%l] () () . (4.5.24)
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Chaque produit de 7Y (resp. ') a été réduit par la relation (70)2 = (Pyl)2 = —1. Le
produit P, est donc égal, a un signe pres, a un produit alternant P2 de 7% et de L. De la
méme fagon,

P,

(71 ) n2; (70) n2i+1

Il
.EZ

i
o

1—(—1)"2i 1—(—1)"2i+1
0 2

() Y T (9) : (4.5.25)

Il
.zz

Il
=)

7

Remarquons que les signes en facteur de P3 et Pj sont les mémes. Soient n§ et ni le
nombre total de 4° (resp. ') dans P2. Ce produit P2 peut étre

Lo A%t eyt nf = nd.

—1)°1 i pd = nd =2
pr_ Y R (4.5.26)
K (=1)Py%! sind=ni=2p+1
2. 9"9% 41" n§ = ni.
—1)P1 in2=n?=2
pr= 7Y A e (4.5.27)
T (=D)Py sing=nt=2p+1

3. 7% nf =ni+ 1.

_1\prA0 Y
po = ST st =2p (4.5.28)
K (=1)Pyt sind=2p+1

49190yt = nf + 1.

—1)P~1 ind =2
po ! )70 Tl (4.5.20)
(=1)P4° sing=2p+1

Appliquons ces résultats aux cycles et chaines d’un graphe. Tout d’abord, remarquons que
les nombres respectifs de 4% et de v dans le polynéme alterné ont méme parité que les
nombres totaux dans P,. Chaque cycle comporte un nombre pair de 7° et de 4! et corres-
pond donc a des situations du type (4.5.26) ou (4.5.27) qui sont exactement symétriques
sous I’échange 7° < 4. Quand les deux chaines du graphe possédent un nombre impair
de 7Y et pair de 7!, nous sommes dans la situation 3 ou 4. Ces situations sont symétriques
sous 1'échange 7° «» 7. Le signe relatif entre les polynomes P et ]53 est + et (surtout)
ne dépend que des parités des nombres totaux de 7° et 4%, Ce signe ne dépend pas de la
configuration des produits de matrices c’est-a-dire qu’il ne dépend pas des n; dans (4.5.24).

Ainsi le contreterme yT'“ynpT'“4 ne peut étre que de la forme 1p1epp 1), y0y ahapyPylep
ou w’y“&w%zﬁ Il en est de méme pour les deux autres contretermes ¢YI'CyYyI'“Y et
@awczﬁbwdl“gbfgj. La somme des deux derniéres interactions dans (4.5.22) est bien une
combinaison linéaire des interactions initiales. Nous vérifierions de la méme fagon pour
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VaetbyhgTG TS, Ceci prouve que TA est bien de la forme des vertex initiaux.

Comme nous nous y attendons pour la fonction & quatre points, TA est logarithmique-
ment divergent. Pour le vérifier, il suffit de réitérer la procédure utilisée en section 4.3.1
avec les changements de variables (4.3.12) et (4.3.19) mais sans modifier x; (les variables
externes sont découplées des variables internes dans le contreterme). Le reste (1 — T)A
est composé de quatre types de termes différents. Chacun d’eux améliore le comptage de
puissance et rend (1 — T)A convergent quand i — e — o0 :

— - V(A + sil). Par intégration par parties sur une variable externe, le gradient agit
sur un champ externe et donne au plus M¢. i apporte au moins M %,

~ XQxyU, XQxpP. X apporte M¢ et U (resp. P) M.

~ UQuU, PQpP fournissent au moins M 2.

— Le développement (4.5.5) des propagateurs apporte M .

En conclusion, ces termes de reste améliorent le comptage de puissance d’un facteur au
moins égal & M~ ce qui rend (1 — T)A convergent et non pertinent pour la renorma-
lisation.

B = 2, critique

Le comptage de puissance démontré en (4.4.4) laisse supposer que les composantes
connexes critiques divergent logaritmiquement. Des calculs exacts de graphes simples et le
comportement de la théorie dans la base matricielle montrent que c’est bien le cas. Mais la
partie divergente de I'amplitude de ces graphes n’est pas de la forme du lagrangien initial.
Malgré cette divergence, nous ne renormalisons pas ces graphes. En fait, nous montrerons
dans la section 4.5.2 que la renormalisation de la fonction & deux points correspondante
est suffisante pour rendre le graphe complet convergent, y compris la sous-divergence
critique a quatre points. Soient ¢ 1’échelle de la composante critique et 7 < ¢ ’échelle de
la sous-fonction & deux points correspondante. Les termes de reste de la renormalisation
de cette fonction & deux points fourniront M~0=¢ (< M~U~9),

4.5.2 La fonction a deux points

Soit un sous-graphe planaire & deux points nécessitant d’étre renormalisé. Il existe
(i,k) € N? tel que N(G%) = 2,9(GL) = 0. Les deux points externes du graphe amputé
seront notés z,y. L’amplitude associée a la composante connexe G, est

Aé;‘c(%y) = / dxdy 1/_16(37)%(3/)50;61% H dudvdp, Czil (w) H dugdw, C’ZE (ur).

leT teL],

Nous allons procéder & un développement de Taylor au second ordre. Tout d’abord, nous
développons la fonction 502 comme

S=

X =i(r —y)+U-Vio(z —y)+ /01 ds (1 — 8)(4-V)?6(A + sid)
(4.5.30)
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ol nous avons utilisé les mémes notations que dans la section précédente. L’oscillation
entre x et y est expir A y. Grace a la fonction 5Gi , nous absorbons cette oscillation dans
une redéfinition de la matrice ) xy. Puis nous développons 1'oscillation :

_ /01 ds ((1 —5)(XQxvU + XQxpP)* —(UQuU + PQPP))

w X QxvU+XQxpP+UQuU+PQpP)

Finalement nous développons aussi les propagateurs internes. Pour toute ligne [ € G%,

= Q * dt; 67tlm2
Ci(u,s =1 :—/ TUE o5 eoth@A)E (46 coth (20 )e(1)e(l 4.5.32
1w ) ) sinh(2om) ( (2Qt)e(De(D, ( )
+ sQe()e ()il +m) (cosh(QQtl)]lg — sy sinh(ZQtl)fy@_l'y)
Q[ dtj e tm’
“on o tanh QQtl

m2
/ / dt e ! 77coth(2§~2tl)ul2
sinh QQtl

X {Qe( )e(l )%l(cosh(QQtl)]lg — sl sinh(?ﬁtl)v@_lv)

\{oz

s=1

o~ 2 cotn(eiu? (zQ coth(20t))e(1)e (D), —I—m)

— 12 sinh(204;) (12 coth (29t )e(D)e (ih, + sQe(D)e (1) + m)'y@_lﬁy}.

Le lecteur attentif aura remarqué que le développement (4.5.32) du propagateur est diffé-
rent de celui pour la fonction & quatre points (4.5.5). En effet, nous autorisons ici le terme
de masse a faire partie du développement a l’ordre 0. La raison est que le nombre de lignes
internes de la fonction a deux points est impair (il vaut 2n — 1). Pour le contreterme de
masse, si tous les propagateurs contribuent par un terme en u, le contreterme est nul.
En réalité, le comptage de puissance est obtenu quand un propagateur utilise le terme
de masse et tous les autres le terme 9. Ceci implique que la divergence de la masse n’est
en fait que logarithmique. Pour les contretermes de fonction d’onde et contribuant a QZ,
chaque propagateur contribue par l'intermédiaire du terme dominant en 7%. En effet, le
contreterme TA associé a la composante connexe G% correspond ainsi aux termes d’ordre
0 et 1 des trois développements précédents :

frAé%c = TA, + 1A, + T4y, (4.5.33)
TA,, = /dxdy Ve (2)e(y)6(z — / H duydvydp, C (u;, s =0) (4.5.34)
leTz
H dugdwy Cyf (ug, s = 0)e W (s=0)
teci
TA, = /da:dy Ve ()0 (1)U - V(2 — H du,dvdp; C (ug, s = 0) (4.5.35)

leTl
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H dugdw, C)f (ug, s = 0)e"? Po(s=0)

teci

TA; = z/dxdy Ve(2)e(y)6(z — ) (XQxyU + XQxpP) (4.5.36)
[T dwdvidp, G (wi, s = 0) T duedw, G (ug, s = 0)0=0),
IGTL EGEZ

Le contreterme TA,, renormalise la masse. Sa divergence est logarithmique pour les raisons
de parité évoquées plus haut. TA, constitue le contreterme de fonction d’onde.

TA? = — /dx 'Lﬁe(l’)vud} u,u H duldvldpl C (ul, S = O) (4537)

leT}

H dugdw, C)f (ug, s = 0)e o (s=0)
KEEZ

Comme pour la fonction & quatre points, ce terme contient le polynéme (4.5.8) ici de degré
impair. Les matrices gamma de chacun de ses monomes sont réparties en une chaine et en
cycles (voir définition 4.5.1). Le nombre de matrices 7° et 4! dans chaque cycle est pair.
Ainsi le nombre de matrices gamma dans la chaine liant les points externes est impair. Le
terme en ¥.4°0y1p. est non nul si le nombre de +° est impair de telle sorte que le nombre
total de u soit pair. Le nombre de 4! est alors pair. Le contreterme correspondant est
donc de la forme ¢.7°0y1b.. Nous lui associons le terme en 1. 4'011). ot nous choisis-
sons le monodme inverse (VI € G, y%uf < v'u}). Par une rotation des coordonnées, nous
montrons que le contreterme est bien de la forme 1. Y. Sa divergence est logarithmique.

Le contreterme TAy, également de divergence logarithmique, renormalise le « champ
magnétique » QF. Les différents termes contribuant a cette renormalisation sont de la
forme [ et (z%u’ — 2'u®)---. La encore, en associant deux monoémes correspondant a
des choix opposés et par une rotation, nous montrons que le contreterme est bien de la
forme . #1).. Remarquons que les termes f Yetbe(2%po 4+ 2'p1) - - - sont nuls par parité sur
p (attention ici p, est le « moment » associé & une ligne d’arbre et non une dérivée). Il
est facile de vérifier, & partir de (4.5.35) et (4.5.36), que les contretermes TA, et TAz sont

anti-hermitiens. Ils sont donc bien de la forme &pw et YT

Les termes de reste, regroupés dans (1 — T)A, sont convergents. En effet,

— (4 - V)26 fournit M2 grace a U? et M?® par intégration par partie sur un point
externe,

~ (XQxyU + XQxpP)? donne M~2(—¢),

~ UQuU + PQpP apporte M2,

— le développement des propagateurs fournit au moins M .

Composantes critiques Considérons un graphe a deux points orientable d’échelle j
contenant un sous-graphe critique d’échelle ¢ > j (voir la définition section 4.4). Cette
composante a deux points est donc constituée d’un sous-graphe a quatre points d’échelle
i avec g = 0,B = 2 et d’une unique ligne (de boucle) d’échelle j. Nous renormalisons



Section 4.5 — Renormalisation 137

I’amplitude & deux points comme nous l’avons fait ci-dessus. Nous allons montrer que les
termes de reste sont d’ordre M —(—¢) (et non M _(j_e)) ce qui implique la convergence de
I’amplitude renormalisée incluant sa sous-divergence a quatre points.

Nous procédons comme expliqué dans la section 4.4. Jusqu’a 1’échelle 7, nous ob-
tenons toutes les masselottes nécessaires pour les variables v et w et les décroissances
associées pour les p. Nous avons ainsi une oscillation Wy A v/ ot iy = i et u’ est la
variable u de 'unique ligne d’échelle j. Nous 1'utilisons pour obtenir une fonction s im-
pliquant |u/| < M~ Tl reste a fabriquer la masselotte pour la variable w?. Son u’ associé
étant maintenant d’ordre M ~%, nous ne pouvons pas obtenir une masselotte d’échelle M7.
Nous ne pouvons atteindre que M*. Le gain obtenu avec la variable «/ est perdu par la
masselotte en w’ et nous remarquons une fois encore que les composantes critiques sont
divergentes. Cependant, toutes les variables « sont maintenant bornées par M~ ce qui
implique que les termes de reste, excepté le développement des propagateurs, donnent
M—20=¢) = N—26=3) )f=20=¢) Tous les restes des développements de propagateurs sauf
celui correspondant a la ligne d’indice j donnent au moins M . Il y a un terme dans le
reste du propagateur le plus bas (zmg sinh(2Q4,)y© 1) qui ne rapporte que M2, Ce
n’est pas suffisant pour régulariser la sous-divergence a quatre points. La solution consiste
a inclure ce terme dans le contreterme. Ainsi, seulement pour le propagateur le plus bas,
nous utilisons un développement différent de (4.5.32) :

- Q © dtl€7tlm2 _ Q¢ Ot w2 [ o~ ~
Cilun,5=1) =5 / M wERE (,0) coth (20t e (D)D), (4.5.38)

+ sQe(l)e ()il +m) (cosh(QQtl)]lg — 4 sinh(QQtl)v@_l'y)

Q[ dty et
0 Jo  tanh(20))
(cosh( (2Q4,)15 — % sinh(20t,)70 7)

/ / dt; e=tim” e 2 cotn(20)u?
sinh QQtl

x Qe(l)e(l )Zl(cosh(QQtl)]lg —¢ sinh(QQtl)fy@*lfy).

e_fcoth@Qtl u? (ZQ coth(QQtl) (1 )5(”7/% + m)

Ceci rend convergents les sous-graphes a deux et quatre points. Le prix a payer est un
contreterme de la forme 16m 0yO~1~. La preuve de ce dernier point est donné en appendice
A.3. Remarquons enfin que si m = 0, T4,, = 0 et aucun contreterme du type 17’y
n’est nécessaire.

Remarque 12. Il serait intéressant d’étudier et de comparer les flots de Gross-Neveu,
®* LSZ modifié et non modifie. Ces deux derniers ont-ils des flots ayant les mémes
caractéristiques. Et par rapport a ®* et Gross-Neveu ?

4.5.3 Renormalisabilité et vulcanisation

Dans ce chapitre, nous avons prouvé que le modéle de Gross-Neveu non commutatif,
deéfini par Iaction (4.2.2) restreinte aux interactions orientables, est renormalisable & tous
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les ordres de la théorie des perturbations. Nous avons d’abord calculé une borne sur I’am-
plitude amputée des graphes (voir lemme 4.4.1). Ce comptage de puissance est celui d’une
théorie renormalisable. Remarquons que cette borne est tout aussi valable a €2 = 0. Puis
nous avons montré que les contretermes nécessaires sont de la forme du lagrangien initial.
Cela signifie que le modéle de Gross-Neveu non commutatif avec interactions orientables
est renormalisable méme sans la procédure de vulcanisation.

Définissons le mélange ultraviolet /infrarouge de la fagon suivante. Nous dirons qu’un
graphe a N points présente du mélange si son amplitude amputée intégrée contre des
fonctions test (ou contre N propagateurs externes) est finie (ou convergente au sens de
la somme sur les attributions d’échelles) mais si, inséré dans un autre graphe, son am-
plitude diverge. Cette définition est bien compatible avec I'appellation de mélange ultra-
violet /infrarouge dans la mesure ou, dans le cadre de I'analyse multi-échelles, les seuls
sous-graphes rencontrés sont des composantes connexes. Ainsi une composante connexe
d’échelle i présente du mélange UV/IR si sa divergence (ultraviolette) dépend des échelles
inférieures a i (infrarouges). Nous pouvons alors avoir affaire a deux types de mélange. Le
premier est celui que nous avons rencontré dans le modéle de Gross-Neveu. Il concerne les
composantes critiques. Ces graphes planaires a quatre points et deux faces brisées ne sont
pas renormalisables par un contreterme du lagrangien initial. Néanmoins ils apparaissent
uniquement comme sous-graphe dans la fonction a deux points dont la renormalisation
régularise la sous-divergence a quatre points. Nous pouvons qualifier ce mélange de re-
normalisable. Il existe un second type de mélange qui, lui, est non renormalisable. C’est
celui qui a empéché la renormalisation des théories des champs non commutative jusqu’a
I'article [GWO05b|. Les graphes présentant ce mélange non seulement sont non renormali-
sables par un contreterme du lagrangien initial mais encore ne peuvent pas étre régularisés
par la renormalisation du graphe dans lequel ils sont insérés. L’exemple typique est celui
du « tadpole » non planaire de ®* qui diverge dans les fonctions a 6 points ou plus.

Le modéle de Gross-Neveu non commutatif orientable est renormalisable et ne présente
donc pas de mélange UV /IR dangereux c’est-a-dire non renormalisable, méme en I’absence
de vulcanisation (2 = 0). Remarquons d’ailleurs que le comptage de puissance (le lemme
4.4.1) est aussi valable pour la théorie compléte (avec V' = V, 4+ V},,) mais restreinte
aux graphes orientables. Cela suggére que le modeéle complet pourrait étre renormalisable
a 0 = 0 si restreint aux graphes orientables. Bien siir, la « localité » des contretermes
devrait étre vérifice. Ceci est immédiat si on considére la théorie ®* naive

S[e) :/d%: (%¢(—A+m2)¢+ 2¢*¢*¢*¢) (z) (4.5.39)
restreinte aux graphes orientables. En effet nous pourrions exploiter les oscillations de
vertex exactement de la méme facon que pour le modeéle de Gross-Neveu montrant ainsi
que les seuls graphes divergents sont planaires réguliers ou critiques. Puis nous démontre-
rions que les contretermes sont de la forme du lagrangien initial. Le travail de Filk [Fil96|
nous assure que les amplitudes des graphes réguliers planaires sont les mémes que dans
la théorie commutative.

Remarque 13. Filk a démontré 1’équivalence de la théorie commutative et du secteur
planaire de la théorie non commutative en espace des moments. L’absence de contretermes
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en 22 (ou d?/dp?) provient de la conservation des moments le long des lignes du graphe.
En effet, nous avons vu, en espace x, que les contretermes en V proviennent du déve-
loppement de la fonction delta globale autour d’un parallélogramme parfait (voir section
4.5.2). Or la conservation des moments le long des propagateurs, en espace p, nous assure
que la fonction delta globale est une conservation des moments exactes. Nous savons éga-
lement que la fonction delta en moments devient 1’oscillation en x et vice-versa. Ainsi le
contreterme en 22 doit provenir des oscillations en x. C’est bien le cas, il provient du dé-
veloppement des oscillations du type U A X. Or le corollaire 3.2.4 nous fournit I'oscillation
de vertex des graphes réguliers planaires. Celle-ci contient des termes u A z. Si on veut
démontrer la renormalisabilité de ®* & Q@ = 0 en espace x, ces oscillations ne devraient
pas étre présentes car elles donneraient naissance & des contretermes en 2. En fait, nous
pouvons vérifier que px = 0. En effet, 'oscillation totale a été écrite a partir du choix
arbitraire d'un sens de rotation autour de I’arbre. En écrivant simplement que 'oscillation
@ est la demi somme des oscillations écrites en tournant dans le sens horaire et le sens
trigonomeétrique, nous montrons qu’il n’y a pas d’oscillation du type U A X'.

Le fait qu'une théorie ¢* non commutative orientable soit renormalisable sans vulcani-
sation avait été conjecturé dans [CRO1]|. L’orientabilité semble donc étre une solution au
mélange UV /IR non renormalisable et donc une alternative a la vulcanisation. Néanmoins,
en ’absence d’arguments généraux en faveur des interactions orientables, nous devons éga-
lement considérer les interactions non orientables pour lesquelles la seule solution connue
pour les rendre renormalisables est la vulcanisation.

iC’est valable plus généralement pour tous les graphes orientables.
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Conclusion et perspectives

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.

Epitaphe de David Hilbert

Cette thése a pour cadre la renormalisation des théories de champs non commutatives.
Plus précisément, nous avons étudié la renormalisabilité de plusieurs modeéles définis sur
un espace de Moyal. Jusqu’a récemment, les théories non commutatives étaient définies a
partir de leurs homologues commutatifs en remplacant le produit point par point par le
produit de Moyal. Mais cette méthode ne fonctionne pas a cause d’'un nouveau type de
divergences, le mélange UV /IR qui rend ces modéles non renormalisables. En 2005, Harald
Grosse et Raimar Wulkkenhaar ont publié la preuve, a tous les ordres de perturbation,
de la renormalisabilité d’un modéle du type ¢* sur I'espace de Moyal quadri-dimensionnel
[GWO05b]. L’action de ce modéle est :

2

S[qﬁ]z/d%(—% Mqﬁ*@“qﬁ—l—%(:i’u@*(i“qb)—l—%m2¢*¢+2¢*¢*¢*¢>(1‘)

avec 7, = 2(©~'x),. La nouveauté réside dans le terme supplémentaire de potentiel har-
monique. A ce jour, nous ne savons pas encore si la vulcanisation s’applique a d’autres
espaces que le plan de Moyal. De plus, nous ne savons pas non plus interpréter conve-
nablement ce terme supplémentaire. Afin de répondre & ces interrogations, nous devons
d’abord étudier la procédure de vulcanisation sur plusieurs modéles afin d’en dégager les
caractéristiques principales. Cette thése s’inscrit dans cette démarche.

Les propriétés fines du groupe de renormalisation sont bien capturées par ’analyse
multi-échelles (section 1.2). Cet outil mathématique puissant permet de clarifier la struc-
ture de la série perturbative. A chaque ligne du graphe, nous attribuons une échelle. Plus
celle-ci est grande, plus la longueur de la ligne est courte. Autrement dit, plus I'indice de la
ligne est haut, plus le propagateur correspondant se trouve dans 'ultraviolet. Le premier
message de ’analyse multi-échelles est que seuls divergent les sous-graphes dont toutes
les lignes internes sont plus hautes que toutes les pattes externes. Ces graphes-ci sont
renormalisables car ils « ressemblent » a des contretermes locaux : ils sont quasi-locaux.

Ces composantes connexes sont naturellement organisées en forét, au sens de Zimmer-
mann ce qui d’ailleurs, régle le probléme des divergences enchevétrées. Pour rendre les
graphes finis, il suffit de renormaliser les sous-graphes quasi-locaux. Dans ce cas, 1'objet
obtenu est une multi-série effective. Celle-ci développe n’importe quelle fonction de la
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théorie en puissances d’une infinité de constantes de couplage effectives, une par échelle.
Cette série effective est manifestement le bon objet a considérer. Du point de vue ma-
thématique, la série renormalisée (& la BPHZ) ne converge pas en général. Pour exprimer
toute fonction comme une série entiére en une unique constante renormalisée, nous sommes
obligés de renormaliser les sous-graphes, convergents, qui ne sont pas quasi-locaux. Ces
contributions créent les renormalons contribuant au comportement en K"n! de la série
des perturbations; le rayon de convergence de la série est alors nul. Dans les bons cas
(fermions), la série est Borel sommable. Dans les mauvais (¢?), elle ne I'est pas (les renor-
malons forment une singularité sur ’axe réel positif du plan de Borel : K > 0). Si le flot est
borné, la série effective a un multi-rayon de convergence fini dans le cas fermionique et est
Borel sommable dans le cas bosonique (& cause des singularités instantoniques). Du point
de vue physique, la série effective suit les idées de Wilson sur le groupe de renormalisation.
La constante effective \; est la constante de couplage de la théorie effective a ’échelle i
c’est-a-dire la théorie obtenue en moyennant sur les fluctuations d’échelles supérieures ou
égales a 1 + 1. Les constantes effectives forment un flot discret équivalent au flot continu
habituel (voir [DRO0| pour la construction d’un flot continu non perturbatif).

Dans cette thése, nous avons utilisé I’analyse multi-échelles pour étudier la renormali-
sabilité de modeéles non commutatifs et en particulier, le phénoméne de mélange UV /IR.
Nous nous sommes principalement intéressés aux modeéles @} et Gross-Neveu, en espace
x et dans la base matricielle. La complexité technique de la preuve originale de la re-
normalisabilité de ®} dans la base matricielle nous a incité a redémontrer ce résultat en
espace x. Bien sitir, il s’agissait seulement de s’habituer a la théorie des champs non com-
mutative pour pouvoir ensuite étudier d’autres modéles, ce que j’ai fait avec le modeéle de
Gross-Neveu non commutatif. Le travail sur ®* [GMRVTO06] nous a donné l'occasion de
généraliser les résultats de Filk au cas de propagateurs qui ne conservent pas I'impulsion.
Ceci nous permet d’exprimer les oscillations de vertex en termes des variables de lignes,
adaptées & une méthode graphique. Ce résultat est utile car 1’essentiel de la difficulté
technique réside dans l’exploitation des oscillations. L’étude de ce modéle nous a aussi
permis de définir la notion d’orientabilité d’un graphe non commutatif. Tous les graphes
non orientables sont convergents.

Le modéle de Gross-Neveu quant a lui réserve quelques surprises. Tout d’abord, la non
localité du produit de Moyal implique 'existence de six interactions différentes. En nous
restreignant aux trois interactions orientables, nous avons montré qu’elles sont stables
sous 'action du groupe de renormalisation. Le propagateur, a £ # 0, est équivalent a
une dérivée covariante en champ magnétique uniforme. Il est alors tentant d’interpréter
le terme supplémentaire comme tel. Dans ce cas, comment ne pas penser a la théorie des
cordes ? En effet, la théorie effective de champs qui résulte de cordres ouvertes sur une D-
brane, en présence d'un champ de fond B, est non commutative. Sa non commutativité
est celle du plan de Moyal. La dérivée du modéle de Gross-Neveu est-elle covariante par
rapport a ce champ B?

La preuve de la renormalisabilité de ce modéle a mis en lumiére la propriété d’orien-
tabilité. Les interactions orientables ne conduisent qu’a des graphes orientables. Pour
ceux-ci, il n’y a pas besoin de vulcanisation. Les oscillations de vertex suffisent. Ce résul-
tat n’est pas trop étonnant. En effet, le mélange UV/IR est uniquement da aux graphes
non orientables (voir section 4.5.3). C’est le cas du tadpole non planaire. Les graphes
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qui présentent du mélange sont dangereux non pas parce qu’ils sont finis & moments non
exceptionnels et infinis dans une boucle mais surtout parce qu’ils ne sont pas renormali-
sables. Dans le cadre de I’analyse multi-échelles, le probléme est clairement identifié. Seules
les composantes connexes divergent. Pour une théorie commutative, cela implique que les
graphes divergents sont quasi-locaux dans le sens ot leur partie divergente est proche d’un
contreterme local. Dans un modéle non commutatif, une composante connexe n’est pas
forcemment quasi-locale : la distance typique entre les points externes du graphe n’est
pas nécessairement petite par rapport aux propagateurs externes. C’est la non localité
du vertex qui en est responsable. En fait, nous avons montré que toutes les composantes
connexes orientables sont quasi-locales. Pour les graphes non orientables tels que le tad-
pole non planaire, ce n’est pas le cas. Voila schématiquement pourquoi un modéle avec
interaction orientable est renormalisable sans vulcanisation. De plus, il semble que dans
le cadre de la géométrie non commutative, seules les interactions orientables ont un sens.

Le modéle de Gross-Neveu a également révélé la présence d’'un mélange UV/IR inof-
fensif c’est-a-dire renormalisable. Il apparait seulement dans les graphes a quatre points
et deux faces brisées. Ceux-ci sont finis si les points externes sont intégrés contre des
fonctions test ou des propagateurs externes mais divergent logarithmiquement quand ils
sont insérés dans un plus grand graphe. Néanmoins ces graphes sont régularisés par la
renormalisation du graphe dans lequel ils sont insérés. La présence de mélange n’est pas
surprenante sur un espace dont les coordonnées obéissent a [z#, x”] = 1O*. Ce qui est
étonnant, c’est plutot I'absence totale de mélange dans le modeéle @F.

Notons aussi que la renormalisation des sous-graphes qui présentent du mélange oblige,
pour le modéle massif, & introduire un contreterme proportionnel a 17y dont il serait
bon d’expliquer 'apparition.

L’étude des modéles @} et Gross-Neveu en espace z nous a permis de mieux caractéri-
ser le mélange UV /IR. Le principal atout de cet espace est que nous y sommes habitués.
Des techniques y sont développées pour lesquelles nous avons un certain savoir-faire. C’est
d’ailleurs pourquoi 1’étude constructive du modéle de Gross-Neveu non commutatif sera
faite en x. Les autres avantages de cet espace sont les suivants. Il permet de faire des
comparaisons avec les théories commutatives. Il peut servir de premiére étape vers une
formulation (et une quantification) des théories non commutatives indépendante de 'es-
pace sous-jacent. Enfin, la seule restriction sur €2 dont j’ai eu besoin pour I’étude du modéle
de Gross-Neveu est €2 < 1 alors que les études menées dans la base matricielle nécessitent
2/3 < Q < 1. Cette restriction est quelque peu génante si nous voulons construire la
limite commutative.

La deuxiéme partie’ de ma thése a été consacrée a I'étude de ®} ainsi que du pro-
pagateur du modéle de Gross-Neveu, dans la base matricielle. Nous y avons adapté les
méthodes de 'analyse multi-échelles. Il se trouve qu’il n’y a que peu de changements par
rapport a l'espace = dés lors qu’on considére le graphe dual (voir section 2.2.2). Cette
notion apparait de fagon centrale pour plusieurs raisons. Le graphe dual est I'objet na-
turel pour classer les variables indépendantes, c’est lui qui définit la quadrangulation de
la variété sur laquelle le graphe (direct) est dessiné. Enfin le graphe dual est également
important pour obtenir la représention paramétrique de ®} [GRJ.

JEn fait, dans 'ordre chronologique, il s’agit de la premiére partie.
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L’étude du propagateur de Gross-Neveu a permis de développer une méthode de type
point-col qui fournit une borne précise. Celle-ci remplace les quatre bornes nécesssaires
au calcul du comptage de puissance. Il serait intéressant d’appliquer cette méthode au
propagateur de ®* 4 Q) = 0. En effet, un des problémes que j’aimerais aborder dans la suite
est celui de la caractérisation du mélange UV/IR dans la base matricielle. Dans [GWO05al,
Grosse et Wulkenhaar ont démontré un comptage de puissance général pour un modeéle de
matrices d’interaction Tr ¢* et dont le propagateur obéit aux bornes (2.5.1) et (2.5.2) qui
définissent les exposants dg, ;. On constate qu’a 2 = 0, o = 1 et §; = 0. Or une condition
nécessaire a la renormalisabilité du modéle est dp+d; = D = 4. On est alors tenté de tenir
le raisonnement suivant. A Q = 0, le modéle n’est pas renormalisable & cause du mélange
UV/IR. Le fait que 6; < dy est équivalent au fait que le propagateur ne soit pas quasi-
local. On peut donc relier la non localité du propagateur au mélange UV /IR. Cette image
développée en section 2.2.3 est séduisante mais certainement incompléte. En effet, si 'on
considére un modéle d’interaction Tr(¢¢)? avec p? pour propagateur, on a aussi 6y = 1
et 91 = 0 mais le modéle est renormalisable (c’est I’équivalent de Gross-Neveu débarassé
de ses difficultés algébriques liées aux spineurs). Bien siir, ici une partie de 'information
se trouve dans l'interaction complexe. Ainsi une étude comparative de ce modéle et de
Tr¢* & Q = 0 devrait permettre de mieux cerner le mélange UV/IR et lorientabilité
dans la base matricielle. Entre autres, cette étude permettra de distinguer les mélanges
renormalisable et non renormalisable.

D’ailleurs, le modeéle de Gross-Neveu, renormalisable, présente du mélange UV/IR.
Bien qu’inoffensif (du point de vue de la renormalisation), ce mélange couple les échelles
de la théorie et déstabilise notre image du groupe de renormalisation allant de 'ultraviolet
a linfrarouge. La base matricielle pourrait bien étre mieux adaptée aux théories non
commutatives que l'espace z. En effet, les indices de matrices appartiennent & N et non
a Z. Pour ainsi dire, il n’y a plus qu'une seule direction & l'infini. Au lieu d’intégrer les
contributions de la théorie de l'infiniment petit a 'infiniment grand, ne vaudrait-il pas
mieux, dans un espace non commutatif, considérer qu’on intégre « de 'infiniment loin de
nous a nous » 7

D’autre part, dans le but de quantifier la gravitation, il faudrait étre capable d’écrire
une théorie sans référence a U'espace sous-jacent. A plus court terme, nous aimerions étu-
dier une théorie des champs sur un espace non commutatif qui ne soit pas une déformation.
Pour cela, nous devons nous passer de ’espace x. La base matricielle fait un pas dans cette
direction.

Enfin, en plus des quelques thémes de recherche que j’ai mentionnés jusque la, je vou-
drais donner quatre grandes directions que j'aimerais suivre. Tout d’abord, il me semble
important de tester la généralité de la vulcanisation. Pour cela, il faut étudier la renor-
malisabilité de modéles simples sur d’autres espaces que le plan de Moyal. On pourrait
commencer par le tore non commutatif. De plus, il serait intéressant de refaire I’analyse
trés générale de [Gay05b| avec le bon propagateur de ®* et également dans le cadre d’un
modeéle complexe avec dérivée covariante afin de bien différencier les mélanges dangereux
et inoffensif sur différents espaces. En parallele, pour essayer d’interpréter le terme de
vulcanisation, nous devons nous intéresser a des modeéles plus « réalistes ». Bien stir, je
pense a Yang-Mills. La tache est trés ardue, ce probléeme a déja été abordé par plusieurs
groupes.
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Les théories de champs non commutatives ont été introduites dans l'espoir d’éviter
les divergences ultraviolettes. Il est clair que ce n’est pas le cas. Cependant le terme
de potentiel harmonique de ®* agit comme un régulateur sur le flot de la constante de
couplage [GW04|. Cette propriété de régulation du flot est-elle générique? La premiére
chose a faire est de calculer la fonction beta du modéle de Gross-Neveu.

Le fait que le flot du modele ¢ commutatif soit non borné est le principal obstacle & une
définition constructive du modeéle. Sur le plan de Moyal, le flot est borné ce qui devrait
permettre de construire ®}. Avant cela, nous allons étudier le modeéle de Gross-Neveu
non commutatif sous 'angle constructif. Les modéles fermioniques étant plus simples a
construire que les théories bosoniques, cette étude permettra de se familiariser avec les
méthodes constructives non commutatives.

Enfin, certaines théories des champs non commutatives apparaissent comme limites de
théories des cordes. Jusqu’a présent, ces théories ne sont pas renormalisables. Existe-t-il
des systémes de cordes qui donnent lieu & des théories de champs vulcanisées ?
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Annexe A

A propos du modeéle de Gross-Neveu

A.1 Intégration par parties

Nous reproduisons ici les détails du calcul montrant que la procédure formée du chan-
gement de variables (4.3.12) et de l'intégration par parties (4.3.14) permet d’obtenir une
fonction décroissante de I’échelle voulue.

Agy = / daydt, coth(2Q4)E(a; coth/?(20))) ¢~ 9 coth(20) (u—e()an)? filz +n(De()a)

{z(NZ coth(2(~2tl)(ea)(l)(1/bl — (D)) + Qee) () (T — (D) — m} ctaNUI+A1+X))

~ 2
L[ coth'?(20;) + 2
—— A (4.3.14)
=0 \ coth 220t) + 1V,

Soit ¢; & coth(204).

1 1 2 9 \?2
Ag) = /daz ¢ eta Vi 1—[0 (m) ( G — W) Elay/ar) fr(xr +n(1)e(l)ay)
pn= g

{zﬁcl(ee)(l)(gﬁl —e()d,) + Q(ee) (D) — e(Dy) — m} o~ 5 a(u—ea)? AUt Art-Xi)

Nous utiliserons les notations suivantes :

{1} =Qa(ee) (D) (s, — e()ety) + Qee) (D) — (D)ity) —m, (A.11)
Y =—e) (K’W + f“z(—1)u+wﬂ+l) . (A.1.2)

Calculons la premiére dérivée :
e B O U A 0, /) o+ (D)e)ar) (1) (A.13)

=~ Batbus Qe et ) [ (1) — eVar) 6o + o0+ A+ K,

+ Vag fi+n(eWER] +{U e |
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d:efe—%cl(uz—6(l)az)2+wz/\(Uz+Az+Xz){{Z}BOEOFO + {l/}ElFl} + termes sous-dominants
(A.1.4)

ol By ne dépend pas de a 1 et, en utilisant une partie de la décroissance exponentielle
en u;—e(l)a;, By = O(/¢)). Z;, i =0, 1 (resp. F;) est une combinaison linéaire de & (resp.
f1) et de ses dérivées. Puis calculons la dérivée seconde :
92
()
o 9 ¢ (w—e()ar) 2+ AU+ A +X)) {{l}[(ﬁcls(l)(ul —e(Da)"Efy + Z(ﬁz T A+ )?l)ugfl
+ @l fi +n(DeDES) x (Qe(l)(w — e(ar)* + (U + A + X))
— Que(DEf + Q6" (1) (w — e(Da)"€ fi + (Ve — ()& f
+a/a(Ui+ A+ X0)u€ fi + m(De)(Ur + A+ X0),8 11
+ & fi + 2V em(D)e()E f1 + 17
+2{I'} [chg(l)(ul —e(Day)" € fr + U, + A + )N(l)uffl + Vol fi + n(L)e(DEf] }
d:ef(z*%Cl(ulfs(l)az)Qerl/\(UlJrAlJer){{l} (BiZ2F2 + By=3Fy) + 2{1’}3354F4} (A.L6)

6—%cl(ul—a(l)al)2+lal/\(Ul+Al+Xl (al\/_)fl(gjl + 77( ) ( )al) {l} (A15)

+ termes sous-dominants

ol By, By = O(¢;), By = O(/q)) et les Z; et f; sont définis comme précédemment. Encore
une fois, les B; ne dépendent pas de af 1 Nous avons

1
u=0

0 2
(ﬁ‘a_af) € fi{tyeFatu-elha® sVt At ) (ALT)

2
= (Cl — Qﬁlaiall -+ %})2) (cl{l}£f1 — Qﬁl({l}BOEOFO + {l/}ElFl)

+ {IH(BIZ3FE + ByZyFy) + {1} BBy )~ Fol—e0o0 (Ut e X0

+ termes sous-dominants.

Rappelons que pour tout ¢ = 0,...,3, B; ne dépend pas de a}. Le lecteur courageux
peut alors vérifier que I’équation (A.1.7) donne des termes d’ordre O(cf/ 2) ce qui implique

(4.3.15).

A.2 Les graphes du vide

Dans cette annexe, nous calculons le comptage de puissance des graphes du vide du
modeéle de Gross-Neveu orientable. Rappelons que dans les théories de champs commu-
tatives, les graphes du vide sont infinis dans une tranche c’est-a-dire méme en présence
de coupures ultraviolette et infrarouge. Ceci est d a 'invariance par translation de la
théorie. En effet, considérons un graphe du vide G de la théorie ¢* commutative. Son
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amplitude s’écrit

Ag = A”/ﬁdmv [Ic (A.2.1)

v=1 leG

ou n est le nombre de vertex de G. La covariance C' de la mesure gaussienne associée a
la théorie libre est 'inverse du Laplacien. Le noyau de cet opérateur, le propagateur, est
diagonal en espace des moments, conserve I'impulsion et est donc invariant par transla-
tion en espace xz. Ainsi en choisissant un vertex vy, au hasard, nous pouvons effectuer le
changement de variables de Jacobien 1, Vv # vy, 2, = y, + Z,,. L’amplitude devient alors

A = )\”/dxvoA(xvo), (A.2.2)
A(mvo) :/ H dy, HCZ
v#v0 leG

A cause de I'invariance par translation, A(x,,) est en fait indépendant de z,,. Ainsi I'in-
tégrale sur x,, est infinie. Au contraire, dans le cas de la théorie ®* non commutative, les
graphes du vide sont finis dans une tranche. Cependant la somme sur 'attribution des
échelles (I'équivalent de la limite coupure — oo dans le formalisme multi-échelles) est di-
vergente comme M. L’interaction quartique du type Moyal est invariante par translation.
En effet, elle s’écrit

4
d(z1 — 9 + T3 — T4) EXPL Z (=) A (A.2.3)
i<j=1
=0(z1 — xo + x3 — x4) expr (x1 A (T2 — 3) + T2 A T3)

=0(x1 — 29+ 3 — x4) expr(xy — x2) A (z2 — x3)

Cette régularisation est donc uniquement due & la brisure de 'invariance par translation
par le terme harmonique 7% du propagateur. Le propagateur du modéle de Gross-Neveu,
bien que brisant I'invariance par translation, permet en fait d’obtenir une amplitude inva-
riante par translation. On est tenté d’avancer I’hypotheése suivante : p + 7 est une dérivée
covariante correspondant & une théorie dans un champ magnétique de fond constant. La
physique est donc invariante par translation mais pour I’écrire il faut fixer un potentiel
vecteur qui brise cette invariance. Concrétement nous vérifions l'invariance par translation
de I'amplitude d’un graphe quelconque de Gross-Neveu en effectuant le changement de
variables Vi, x; — x; + a et en vérifiant que le résultat est indépendant de a.

AG =\" / H duldvl C’l(ul, Ul) e’ (A24)

leG

=\" / Hduldvl Cy(ug, vy + 2a) €%

leG

Dans ’équation (A.2.4), par souci de simplification, nous avons écrit v; quelle que soit
la ligne. Nous avons déja remarqué que les oscillations de vertex sont invariantes par
translation. C’est pourquoi sous le changement de variables, ¢ reste indépendante de
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a. Si on considére une interaction du type ¥, les oscillations de propagateurs sont
toujours exp —%ul A vy. Ainsi le changement v; — v; + 2a; implique la dépendance en a
de 'amplitude
exp12a A Zul =1 (A.2.5)
leG

qui vaut 1 car la somme de tous les u est nulle par la fonction delta globale* (3.1.16).
Ceci ne prouve pas que les graphes du vide sont infinis dans une tranche. En effet, une
symétrie pourrait les rendre nuls. Néanmoins il est facile de constater sur 'exemple le plus
simple qu’il existe au moins un graphe du vide infini. Pour une interaction non orientable,
I'invariance par translation est de nouveau brisée. Le lecteur peut le vérifier sur ’exemple
de la figure A.1.

F1Gc. A.1: Exemple de graphe du vide non orientable

A.3 Contretermes (non) modifiés de la fonction a deux
points

Considérons une composante connexe a deux points Gi, avec une sous-composante
critique Gi. Nous allons prouver que si 'on met le terme yO© =7 de la plus basse ligne £,
de Gi, dans le contreterme, la partie divergente de la fonction a deux points reste de la
forme du lagrangien initial (4.2.2).

Pour simplifier nous utiliserons une notation allégée : exp —2:1Qt,, 7O 1y =
Cosh(Qtho)ﬂg —1 sinh(Qtho)yovl. Comme expliqué dans la section 4.5.1, les propagateurs
d’un graphe & deux points se répartissent entre une chaine et des cycles. Pour tout graphe
G, écrivons C l'ensemble des cycles et Ch I’ensemble des chaines. Nous définissons éga-
lement T* comme le nombre de variables u* provenant des développements de Taylor
de la fonction delta et des oscillations®. Chaque cycle ou chaine contient un produit de
propagateurs. Soit ¢ € C (Ch),

B HlEC(ZQ coth(QQtl)yﬁl +m) ) si by ¢ ¢
c (ZQ COth(Qth())%gO + m)6_219t207071 HZEC\{ZO}(ZQ COth(QQtl)?/Ll + m) si go ce
(A.3.1)

aPour une interaction de ce type, tous les graphes sont orientables.

bPar exemple, pour le terme de masse, le développement de Taylor ne donne pas de u et T9 = Tt = 0.
Le contreterme de fonction d’onde donne u°dy +u'9;. Le premier terme aura 79 = 1 et T = 0, le second
le contraire.
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P. est la somme de différents termes : P. = Y"1 Pl otn =3I sil;, ¢ Cet n =231+ g
ly € C (Jc| = card ¢). Soit [y*[! le nombre total de y* dans un terme i fixé de ¢ € C (Ch).
De la méme fagon, nous définissons |u|.. Soit i. € [1,n] pour tout ¢ € C U Ch. Le fait
que les matrices gamma soient sans trace et les propriétés de parité des intégrales sur les
variables u impliquent deux contraintes :

Ve e C, Vi e [1,2], Vi € {0,1}, |4*|° est pair, (A.3.2)
Ve {0,1}, Z [u |’ + T* est pair. (A.3.3)
ceCUCh

A partir de maintenant, nous fixons une suite (i.).ccucn & valeurs dans N. Rappelons que
pour les graphes de la fonction & deux points, |Ch| = 1 et que le nombre total de lignes
internes est impair : ) .o cp ¢l est impair. Pour ¢y, nous choisirons toujours le terme
~%~! sinon I’analyse est la méme que dans la section 4.5.2. Dans la suite, nous appellerons
« contreterme de masse » l'expression (4.5.34) avec le développement (4.5.38), « contre-

terme p (ou 7) » Péquation (4.5.35) (ou (4.5.36)) encore une fois avec le développement
(4.5.38).

1. Soit ¢; € Ch. Si |¢;| (le nombre de lignes dans la chaine) est pair
(L.a) et o € ¢1, D .cclc| est impair. L’équation (A.3.2) implique YV, Y . |ub|%
pair. Le nombre total de lignes dans les cycles étant impair, nous avons choisi

la masse pour au moins une ligne dans C.
— Pour le contreterme de masse, T° = T = (. L’équation (A.3.3) implique

icll impair pour ;4 = 0 et 1. Le contreterme est propor-

|u#|s pair. Ainsi [y#
tionnel a ~%!. A

— Pour les contretermes p ou 7, s0it p € Zo, TH = 1 et THE = 0. |y*|e) est
pair et [y**1|:! est impair. Le nombre de lignes dans ¢; étant pair, au moins
une ligne de ¢; « a choisi » la masse. Ce terme est donc d’ordre M. De tels
termes donneraient p ou f£.

(1.b) Soit £y ¢ c;. L’équation (A.3.2) implique Yu, > ..o [u”|i impair. Nous avons

choisi la masse au moins une fois.

— Contreterme de masse : |[u”|; est impair. Ce contreterme est proportionnel
a 0L |

— Contreterme p (%) : |* b est pair et [y**1]¢! est impair. Ce terme donne
ou ¢ mais est convergent comme M ~* car |c1| est pair et au moins une ligne
de c; porte un terme de masse.

2. Si |eq| est impair
(2.a) Soit £y € ¢1. Y o Ut
— Contreterme de masse : les \7"\?11 sont impairs. Cela donne 1y
— Contreterme p (%) : |y* i1 est pair et \’y““ﬁ‘? est impair. Ce terme donne p
ou ¢ mais est convergent comme M ~(=9) Le nombre de lignes dans ¢; étant

impair, soit toutes les lignes de ¢; portent le terme en u ou au moins deux
d’entre elles ont la masse.

i .
< est pair.

(2.b) Soit £y ¢ c1. Les Y . [7*] sont impairs. Soit toutes les lignes de C portent
le terme en u (le nombre total de lignes dans C est pair) ou au moins deux
d’entre elles ont la masse. Les termes correspondants sont d’ordre M (7).
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— Contreterme de masse : les |7“\icl1 sont impairs. Nous obtenons PyOytap.

— Contreterme p (%) : [y]c;! est pair et |[y*+!|;! est impair. Ce terme donne
ou £.

En conclusion, le terme de masse ne donne que 17°y'1). Les contretermes p et Z donnent
VP et zﬁw qui ne sont pas dans le lagrangian initial, mais ces termes sont convergents

et peuvent donc étre laissés dans I’amplitude renormalisée. Nous pouvons définir les nou-
veaux contretermes par

TA, :% Tr(tA,), (A.3.4)
T Asm = — %7071 Tr(7'y'tA,,), (A.3.5)
TA, =— 2%2 Tr(prAy), (A.3.6)
TA; =— 2—; Tr(#tAz). (A.3.7)

Remarquons que si m = 0, TA,, = 0. Cela signifie que si la masse nue est nulle, la masse
renormalisée l'est aussi et aucun contreterme du type ¥y~ n’apparait.

A.4 Les tadpoles

Nous nous proposons ici de calculer les tadpoles du modéle de Gross-Neveu. Nous
considérerons les six interactions possibles.

A.4.1 Interactions orientables

Avec ces interactions, seuls les tadpoles planaires sont possibles.

"Za * '(;ba * ";Eb * ¢b
L’amplitude amputée du graphe de la figure A.2a est
Apoa = /d$2d373 021 — @g 4 x5 — xq)eTITINBC (1, 23). (A.4.1)
Do (y) < qﬂd(ail) T Ya(x3) /
Ya(za) Y= Ya(zs)
Ya(z) »> z (+) = Vela2) .
e(Z1 x > = > )
Ya(z) ote) Do(ma) ¥o(y)
(a) Régulier (b) Singulier

F1G. A.2: Tadpoles planaires
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En utilisant I'expression du propagateur donnée par le lemme 4.2.1, 'amplitude s’écrit

2

Asoy = — ﬂ / dtdeLm’verB4/\x1+Z(1+Q)$2/\(I4—$1)6—%coth(2!~2t)(x1—x4)2
' Om sinh(2Q1)
[(zﬁ coth(204) (£, — #,) + QF — F1) — m) 6—2@1:7%1] d
0S4m efth 2 flt'yo'yl
- =~ ¢ oz — A42
dm(1+ )2 / sinh(20) L Ld (21 = 24) (A42)
ol nous avons utilis¢, au sens des distributions, §(Az) = | det A|~*§(z) pour toute matrice

A inversible.

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.2b est

AA.2b — / d{L‘gdZL‘4 5($1 — 29 + Ty — x4)€uv1/\m2+zx3Ax4Odd(m4, ZE3)

—tm? = .
_ & / dtdl’3 € _ ez:clA:vg—H(l—Q)wg/\(acl—xg)6—% coth(2Qt)(z1—x2)?
O sinh(2€¢)

[(zﬁ coth(2§t)(¢1 - ¢2) + Q(%l — @) _ m) efzzﬁmoyl]

2

Qm e~ tm — 2400041
= ~ ! 5 - N
dm(1 - Q)? / sinh(202¢) [e ]dd (o1 = 2)

dd

Ici nous pouvons explicitement effectuer la somme sur 'indice d.

2

0Om e~ tm
Agop = / — 0(x1 — x2). A.4.3
; A.2b 47T(1 — Q)2 tanh(QQt) ( 1 2) ( )

Remarquons que la limite 2 — 1 est singuliére.

¢a * '(Ea * "pb * "Zb
L’amplitude amputée du graphe de la figure A.3a est

Apsy = / dwoydrs §(x) — 2o + 13 — 24) "N TENIBCL (1)) 203) (A.4.4)

2

O
o sinh(20¢)
[(zﬁ coth(2§t)(§f1 — )+ Q(%l — @) _ m) 6721(],57071]

2

0OQm e~tm 283t~0~1
dm(1 + Q)2 / sinh(2Qt) ‘ Ld (1 = 2a)

walz1+1(14+Q)z2A(Ta—21) —% coth(Zth)(acl—z4)2

e

dd

2

0Om e~ tm
Assz, = / — 0(x1 — x4). A.45
; (14 Q)2 ) tanh(200) (o1 =) (A.45)
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o) ) /
Ye(va) Y= (Valas)
— |Ya(z2)
Ya(x >— *
) Ye(z1) a(z) N > b (y)
zﬁc(xl) wd(x2)
(a) Régulier (b) Singulier

F1G. A.3: Tadpoles planaires

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.3b est

AA.Sb — / d$3d:L‘4 5($1 — T9 + Ty — $4)€zx1/\$2+zx3/\$4ccd(x4’ $3)

42
etm

wiAze+1(1—-Q)zsA(x1—22) —% coth(2§t)(a:1—x2)2

Q
=— — [ dtdeg————
O sinh(20t)

[(ZQ COth(Qﬁt) (¢1 - ¢2) + Q(%l — fQ) _ m) 672@’57071]

2

_0Om / e tm
Am(1 = )2 J sinh(201)

(& (&

cd

6_2’§t7071] ] d(x1 — x9). (A.4.6)

@Za*wb*r&a*@bb

Le calcul étant trés proche du cas de la figure A.2, nous donnons directement le
résultat. L’amplitude amputée du graphe de la figure A.4a est

2

GQm e_tm S0
AA.3a = / = [Q_Qzﬂt’y v ] ) L1 — T4). A4
4 (1 4 €2)? sinh(292t) de ( ) ( )
o) a5 (2 /
Ya(wa)y= ¥ Ye(w3)
a(2) . - (+) — |[Ya(z2) .
e\l z > = > b
Ya () Toter) Valon) ¥s(y)
(a) Régulier (b) Singulier

F1G. A.4: Tadpoles planaires

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.4b est

Ao — 0Qm / e tm
M ar(1- Q)2 sinh(20¢)

2

[e—mfzm%l}d 0(x1 — 9). (A.4.8)
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A.4.2 Interactions non orientables

ia*l/sb*wa*@bb

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.5a est

Ause = / drdey 0(zy — 2o + x5 — 24) e’ NTTNBCY (24, 2) (A.4.9)
9] e—tm2 5 ~ ,
- dtdel _ emz/\ﬂcs-i-z(l-‘rﬂ)(xg—xg)/\xl6—5 coth(2Qt)(z2—x3)
o sinh(20t)
[(S2coth(200)(#, — #,) + OFs — o) —m) e8] d
0<m et 203701
- = || O(xe — ). A4.10
dm(1+Q)? / sinh(207) L LC (22 = 3) ( )

(a) Régulier (b) Singulier

F1G. A.5: Tadpoles planaires

[’amplitude amputée du graphe de la figure A.5b est

AA.5b = / d$2dx3 5(];1 — Ty + X3 — x4)€m4/\zl+m2/\msccd(x3’ 1’2)

Q 67tm2 9} o 2
dtdl’g ezx4/\x1+z(1—9)x2/\(m4—x1)e— 5 coth(2Qt)(x1—x4)
O Sl
1

nh(20t)
[(Gcoth(2ie)(t, — #,)+ OF 2 —m) 2]
0Qm g~ tm’* it
“an(i— QP / sinh(2621) - J, 0w =0 (A4.11)
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L’amplitude amputée du graphe de la figure A.6a est

Ao = / dwrdag 3wy — @y + g — w4)e TN (g, ) (A4.12)
Q e—tm2 5 - ]
=T - dtdzy —~eml/\IQ—H(IQ_xl)/\x‘l"‘lﬂ(x?"‘xﬁl)/\xl e 2 coth(29Qt)(2z1 —z2—x4)
Om sinh(292¢)
[(zﬁ coth(2§t)(¢2 + 4, —24,) + Qs + 1 — 27) — m) e_mﬁty%l}
Q e—tm2 s B .
=—— | dtd X, ———— 3 XN Dz2—(1+0)24) o= 5 coth (220 X7
A sinh(20t)
[(zﬁ coth(2§N215)X1 +OX, + m) 6—2@@071]
— m2 _
== / G R () 2]
4 cosh(20Qt) o
tanh( Q )
Z Asa :% / dt 67tm26_%((1_9)@—(14-9)14)2' (A,4'13)
]@b(y)

pe(z1) he(x3)

Ya(z2) Ya(2)

—e 1ty (y)

Ya(z)
(a) Régulier (b) Régulier

F1G. A.6: Tadpoles non planaires

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.6b est

AA.Gb — / dlL‘QdQM 5(1'1 — 29 + Ty — x4)€zac1/\;t2+wc3/\z40dd<x4’ ZL‘Q) (A414)

Q —tm?2
= dtdx e—e

on 2Sinh(2§v2t)
[(zﬁ coth(QQt)@l +#, — 2¢,) + QT + Iz — 2%2) o m) 672Z(~2t70,}/1:|

wiAvet+rrsA(r1—22)+1Q(x1+23) AT e % coth(2£~)t) (2wy—x1—x3)?

dd
2

Q €_tm 2 Q O 2
_ 65X2/\((1—Q)J:3—(1+Q)1‘1)6—5 COth(QQt)XQ

Ao sinh(20t)
[(comn(a0n) %, + 0%, 4 m) 23]

—tm?

:m/dte—fve_mn}égﬁt)((l_ﬂ)x?’_(l‘i‘ﬂ)xlp |:e—2z§t7071:|
4 cosh(202t) i’

dd
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E AA 6b ———m/dt€_tm2e_tanzgm)((1—Q)I3—(1+Q)x1)2'
' 4
d

Yo * Py * Py * g
L’amplitude amputée du graphe de la figure A.7a est

2

0Qm e~tm
Aprg = / —0(xy — x3).
ZC: A an (14 Q)2 tanh(20t) (2 = 23)

Ya(z2)

Ya(z)
(a) Régulier (b) Singulier

Fi1G. A.7: Tadpoles planaires

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.7b est

—tm?2

6Qm / e
A = —0(z1 — 24).
; A Am(1 = Q)* J tanh(2Qt) (o1 = 24)

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.8a est

- m2 ~
AA 8a :T/dt%emnz(g(m((lﬂ)IQ(l+ﬂ)x4)2 [efglﬁt,yo,yl}
A 4 cosh(20)

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.8b est

tm?

Ansp ZT/dte—Ne—m};gm((l—Q)zs—(HQ)xl)? [G_Qlﬁmowl}
4 cosh(2Qt)

@Za * "/_)a * ¢b * ¢b
L’amplitude amputée du graphe de la figure A.9a est

2

0Qm e~ tm a0l
A . = _ — 20ty y 5 . )
e dm(1 + Q)2 / sinh(2Q¢) [6 ]dc S

dc.

cd'

(A.4.15)

(A.4.16)

(A.4.17)

(A.4.18)

(A.4.19)

(A.4.20)
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Ya(z)
(a) Reégulier (b) Régulier

F1G. A.8: Tadpoles non planaires

Ya ()
(a) Régulier (b) Singulier

F1G. A.9: Tadpoles planaires

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.9b est

2

0Qm e~ tm g 0n 1
A — _ — 200ty y 5 o )
M an(1- Q) / sinh(201) [e Le (o1 = 24)

L’amplitude amputée du graphe de la figure A.10a est

AA10a Im/dtiemﬁgm((lﬂ)m(lm)uﬁ [efglﬁt,yo,yl}
. 4 cosh(20Qt)
L’amplitude amputée du graphe de la figure A.10b est

402
6tm

Ao :E/dt—,ve_tanz(gﬁﬂ((l—ﬂ)%—(l—&-ﬂ)zly [6_21515"(071}
4 cosh(20t)

dc.

dc'

(A.4.21)

(A.4.22)

(A.4.23)
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e (z1) Ya(23)
vele2) ()

Ya(z)
(a) Régulier (b) Régulier

F1G. A.10: Tadpoles non planaires



160 Annexe A — A propos du modéle de Gross-Neveu




161

Bibliographie

[BP57]
[BS59]

[CC97]

[CDSO8|

[CL73]

[CLO1]

[CROO]

[CRO1]

[ACRS1]

[ACR83]

[DFR95]

[DROO]

N. N. BoGOLIUBOV et O. S. PARASIUK. “On the multiplication of the causal
function in the quantum theory of fields”, Acta Math. 97 (1957) 227-266.

N. BOGOLIUBOV et D. SHIRKOV. Introduction to the theory of quantized
fields. Wiley Interscience, New York, 1959.

A. H. CHAMSEDDINE et A. CONNES. “The spectral action principle”, Com-
mun. Math. Phys. 186 (1997) 731-750
Référence arXiv : hep-th/9606001.

A. CoNNES, M. R. DoucGLASs et A. SCHWARZ. “Noncommutative geometry
and matrix theory : Compactification on tori”, JHEP 02 (1998) 003
Référence arXiv : hep-th/9711162.

P. CoLELLA et O. LANFORD. “Sample field behavior for the free Markov
random field”. Dans G. VELO et A. WIGHTMAN, éditeurs, Constructive
quantum field theory, volume 25 de Lecture Notes in Physics. Erice summer
school, Springer, 1973.

A. CONNES et J. LOTT. “Particle models and noncommutative geometry
(expanded version)”, Nucl. Phys. Proc. Suppl. 18B (1991) 29-47.

[. CHEPELEV et R. ROIBAN. “Renormalization of quantum field theories on
noncommutative R%. i : Scalars”, JHEP 05 (2000) 037
Référence arXiv : hep-th/9911098.

I. CHEPELEV et R. ROIBAN. “Convergence theorem for non-commutative
Feynman graphs and renormalization”, JHEP 03 (2001) 001
Référence arXiv : hep-th/0008090.

C. de CALAN et V. RIVASSEAU. “Local existence of the Borel transform in
Euclidean phi**4 in four-dimensions”, Commun. Math. Phys. 82 (1981) 69.

C. de CALAN et V. RIVASSEAU. “A comment on the local existence of the

Borel transform in Euclidean phi**4 in three-dimensions”, Commun. Math.
Phys. 91 (1983) 265.

S. DOPLICHER, K. FREDENHAGEN et J. E. ROBERTS. “The quantum struc-
ture of space-time at the planck scale and quantum fields”, Commun. Math.
Phys. 172 (1995) 187-220

Référence arXiv : hep-th/0303037.

M. DISERTORI et V. RIVASSEAU. “Continuous constructive fermionic renor-
malization”, Annales Poincare Phys. Theor. 1 (2000) 1
Référence arXiv : hep-th/9802145.


http://www.arXiv.org/abs/hep-th/9606001
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/9711162
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/9911098
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0008090
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0303037
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/9802145

162

Bibliographie

[DVKM90a]

[DVKM90b)]
[Dys49|
[Filog]

[FMRS85]

|Gal85]

|Gay05a|

[Gay05b]

|GBVSS]

[GMRVT06]

[GNT74]
|GN85al
|[GN85b

[GR]

[GRVTO6]

[GS05]

M. DuBOIS-VIOLETTE, R. KERNER et J. MADORE. “Noncommutative diffe-
rential geometry and new models of gauge theory”, J. Math. Phys. 31 (1990)

323.

M. DuBOIS-VIOLETTE, R. KERNER et J. MADORE. “Noncommutative dif-
ferential geometry of matrix algebras”, J. Math. Phys. 31 (1990) 316.

F. DysON. “The S Matrix in Quantum Electrodynamics”, Phys. Rev. 75
(1949) 1735.

T. FiLK. “Divergencies in a field theory on quantum space”, Phys. Lett.
B376 (1996) 53-58.

J. FELDMAN, J. MAGNEN, V. RIVASSEAU et R. SENEOR. “Bounds on com-

pletely convergent euclidean feynman graphs”, Commun. Math. Phys. 98
(1985) 273-288.

G. GALLAVOTTI. “Renormalization theory and ultraviolet stability for scalar
fields via renormalization group methods”, Rev. Mod. Phys. 57 (1985) 471—
562.

V. GAYRAL. Déformations isospectrales non compactes et théorie quantique
des champs. Thése de doctorat, Université de Provence, 2005.

V. GAYRAL. “Heat-kernel approach to UV/IR mixing on isospectral defor-
mation manifolds”, Annales Henri Poincare 6 (2005) 991-1023
Référence arXiv : hep-th/0412233.

J. M. GRACIA-BONDIA et J. C. VARILLY. “Algebras of distributions suitable
for phase space quantum mechanics. I”; J. Math. Phys. 29 (1988) 869-879.

R. GURAU, J. MAGNEN, V. RIVASSEAU et F. VIGNES-TOURNERET. “Re-
normalization of non-commutative ¢} field theory in z space”, Com-
mun. Math. Phys. 267 (2006) 515-542.

Référence journal : doi :10.1007/s00220-006-0055-8

Référence arXiv : hep-th/0512271.

D. J. GRoss et A. NEVEU. “Dynamical symmetry breaking in asymptotically
free field theories”, Phys. Rev. D10 (1974) 3235.

G. GALLAVOTTI et F. NICOLO. “Renormalization theory in four-dimensional
scalar fields. I”, Commun. Math. Phys. 100 (1985) 545-590.

G. GALLAVOTTI et F. NICOLO. “Renormalization theory in four-dimensional
scalar fields. 11”7, Commun. Math. Phys. 101 (1985) 247-282.

R. GURAU et V. RIVASSEAU. “Parametric representation of non-
commutative field theory”. Submitted to Commun. Math. Phys.
Référence arXiv : math-ph/0606030.

R. GURAU, V. RIVASSEAU et F. VIGNES-TOURNERET. ‘“Propagators for
noncommutative field theories”, Ann. H. Poincaré (2006), Online first
Référence arXiv : hep-th/0512071.

H. GROSSE et H. STEINACKER. “Renormalization of the noncommutative
¢* model through the kontsevich model”. 2005.
Référence arXiv : hep-th/0512203.


http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0412233
http://www.springerlink.com/openurl.asp?genre=article&id=doi:10.1007/s00220-006-0055-8
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0512271
http://www.arXiv.org/abs/math-ph/0606030
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0512071
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0512203

Bibliographie 163

|GS06al

[GS06b)]

[GWO3]

[GW04]

[GWO05a]

[GWO5b)

[Hep66]

[Hep69)
[KMR95|

[Lan03]

[LSZ03]

ILSZ04|

[MVRS00]

[MW73]

[ReeT3]

H. GROSSE et H. STEINACKER. “Exact renormalization of a noncommutative
¢ model in 6 dimensions” (2006)
Référence arXiv : hep-th/0607235.

H. GROSSE et H. STEINACKER. “A nontrivial solvable noncommutative ¢?
model in 4 dimensions” (2006)
Référence arXiv : hep-th/0603052.

H. GROSSE et R. WULKENHAAR. “Renormalisation of ¢*-theory on non-
commutative R? in the matrix base”, JHEP 12 (2003) 019
Référence arXiv : hep-th/0307017.

H. GROSSE et R. WULKENHAAR. “The beta-function in duality-covariant
noncommutative ¢*-theory”, Eur. Phys. J. C35 (2004) 277-282
Référence arXiv : hep-th/0402093.

H. GROSSE et R. WULKENHAAR. “Power-counting theorem for non-local
matrix models and renormalisation”, Commun. Math. Phys. 254 (2005) 91—
127

Référence arXiv : hep-th/0305066.

H. GROSSE et R. WULKENHAAR. “Renormalisation of ¢*-theory on noncom-
mutative R? in the matrix base”, Commun. Math. Phys. 256 (2005) 305374
Référence arXiv : hep-th/0401128.

K. HEPP. “Proof of the bogolyubov-parasiuk theorem on renormalization”,
Commun. Math. Phys. 2 (1966) 301-326.

K. HEPP. Théorie de la renormalisation. Springer Verlag, Berlin, 1969.

C. KOPPER, J. MAGNEN et V. RIVASSEAU. “Mass generation in the large
N Gross-Neveu model”, Commun. Math. Phys. 169 (1995) 121-180.

E. LANGMANN. “Interacting fermions on noncommutative spaces : Exactly
solvable quantum field theories in 2n+1 dimensions”, Nucl. Phys. B654
(2003) 404-426

Référence arXiv : hep-th/0205287.

E. LANGMANN, R. J. SZABO et K. ZAREMBO. “Exact solution of noncommu-
tative field theory in background magnetic fields”, Phys. Lett. B569 (2003)
95-101

Référence arXiv : hep-th/0303082.

E. LANGMANN, R. J. SZABO et K. ZAREMBO. “Exact solution of quantum
field theory on noncommutative phase spaces”, JHEP 01 (2004) 017
Référence arXiv : hep-th/0308043.

S. MINWALLA, M. VAN RAAMSDONK et N. SEIBERG. “Noncommutative
perturbative dynamics”, JHEP 02 (2000) 020
Référence arXiv : hep-th/9912072.

P. K. MITTER et P. H. WEISz. “Asymptotic scale invariance in a massive
Thirring model with U(n) symmetry”, Phys. Rev. D8 (1973) 4410-4429.

M. C. REED. “Functional analysis and probability theory”. Dans G. VLO et
A. WIGHTMAN, éditeurs, Constructive quantum field theory, volume 25 de
Lecture Notes in Physics. Erice summer school, Springer, 1973.


http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0607235
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0603052
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0307017
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0402093
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0305066
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0401128
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0205287
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0303082
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0308043
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/9912072

164 Bibliographie

[RivI1] V. RIVASSEAU. From Perturbative to Constructive Renormalization. Prin-
ceton series in physics. Princeton Univ. Pr.,; Princeton, USA, 1991. 336
P.

[RVTWO06] V. RIVASSEAU, F. VIGNES-TOURNERET et R. WULKENHAAR. “Renorma-
lization of noncommutative ¢*-theory by multi-scale analysis”, Commun.
Math. Phys. 262 (2006) 565-594.
Référence journal : doi :10.1007/s00220-005-1440-4
Référence arXiv : hep-th/0501036.

[Sal99| M. SALMHOFER. Renormalization, an introduction. Texts and monographs
in physics. Springer, 1999. 231 p.

[Sch99 V. SCHOMERUS. “D-branes and deformation quantization”, JHEP 06 (1999)
030
Référence arXiv : hep-th/9903205.

[Sim79] B. SIMON. Functionnal integration and quantum physics, volume 86 de Pure
and applied mathematics. Academic Press, New York, 1979.

[Sny47] H. S. SNYDER. “Quantized space-time”, Phys. Rev. 71 (1947) 38.

[SW99| N. SEIBERG et E. WITTEN. “String theory and noncommutative geometry”,
JHEP 09 (1999) 032
Référence arXiv : hep-th/9908142.

[VT] F. VIGNES-TOURNERET.  “Renormalization of the orientable non-
commutative Gross-Neveu model”. Accepted by Ann. H. Poincaré.
Référence arXiv : math-ph/0606069.

[Wei60] S. WEINBERG. “High-energy behavior in quantum field theory”, Phys. Rev.
118 (1960) 838.

[WK74] K. G. WILSON et J. B. KOGUT. “The renormalization group and the epsilon
expansion”, Phys. Rept. 12 (1974) 75-200.

[Wul04] R. WULKENHAAR. “Renormalisation of noncommutative ¢j-theory to all
orders”. Habilitation thesis, 2004.

[Zim69] W. ZIMMERMANN. “Convergence of bogolyubov’s method of renormalization

in momentum space”’, Commun. Math. Phys. 15 (1969) 208-234.


http://www.springerlink.com/openurl.asp?genre=article&id=doi:10.1007/s00220-005-1440-4
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/0501036
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/9903205
http://www.arXiv.org/abs/hep-th/9908142
http://www.arXiv.org/abs/math-ph/0606069

	Table des figures
	Remerciements
	Introduction
	Un théorème BPHZ
	Renormalisation perturbative
	De la nécessité d'une coupure
	Séries perturbatives
	Le théorème BPHZ

	Analyse multi-échelles
	Espace des phases
	Graphes complètement convergents

	Amplitudes renormalisées
	Contretermes
	La forêt qui cache l'arbre
	Bornes et finitude

	La série effective

	Dans la base matricielle
	L'algèbre de Moyal
	Définitions et propriétés
	La base matricielle

	Un modèle de matrices dynamiques
	De l'espace direct à la base matricielle
	Topologie des graphes à rubans
	Un comptage de puissance général

	Analyse multi-échelles
	Bornes sur le propagateur
	Variables indépendantes
	Optimisation de l'arbre
	Attribution des indices
	Comptage de puissance

	Étude de propagateurs
	Noyau bosonique
	Noyau fermionique
	Bornes

	Propagateurs et renormalisabilité

	Le modèle Phi4
	La théorie Phi4
	Le lagrangien
	Orientation et variables d'un graphe
	Résolution des fonctions delta

	Le facteur de rosette
	Comptage de puissance
	Renormalisation
	La fonction à quatre points
	La fonction à deux points

	Un modèle LSZ modifié

	Le modèle de Gross-Neveu non commutatif
	Introduction
	Modèle et notations
	Des oscillations aux décroissances
	Les masselottes
	Non planarité
	Faces brisées

	Comptage de puissance
	Renormalisation
	La fonction à quatre points
	La fonction à deux points
	Renormalisabilité et vulcanisation


	Conclusion et perspectives
	À propos du modèle de Gross-Neveu
	Intégration par parties
	Les graphes du vide
	Contretermes (non) modifiés de la fonction à deux points
	Les tadpoles
	Interactions orientables
	Interactions non orientables


	Bibliographie

