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Introduction

Opérateurs de décalage et théoreme de Beurling

Etant donné un opérateur 1" sur un espace de Hilbert complexe séparable H, on dit
qu'un sous-espace M de H est invariant pour 7' s’il est fermé et si T M C M. On appelle
lattice de T', noté Lat(T), 'ensemble des sous-espaces invariants par 7. L’étude de la
structure d’un opérateur est liée a la connaissance de ses sous-espaces invariants. Déja en
dimension finie, diagonaliser une matrice ou donner sa forme de Jordan consiste a chercher
une décomposition de l’espace en somme directe de sous-espaces invariants particuliers.
Ainsi lorsque la matrice d’une application linéaire est une matrice de Jordan, c¢’est qu’on a
décomposé l'espace en somme directe de sous-espaces invariants sur lesquels 'application
est simple, puisqu’elle se représente par un bloc de Jordan.

Dans le cas d’un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, I'existence d’un sous-
espace M invariant permet d’obtenir une décomposition triangulaire supérieure de notre

opérateur :
(T T,
= ( 0 T3 > ’

ot Ty = T, restriction de T & M, ot Ty est un opérateur de M=+ dans M et Ty de
M+ dans M*. Pour obtenir une décomposition diagonale par bloc, il faut trouver un
sous-espace invariant par 1" et T™. On parle alors de sous-espace réduisant.

D’apres H. Radjavi et P. Rosenthal ([32] p. 3), ”le probleme le plus fondamental non
résolu, le probléme du sous-espace invariant, est : est-ce que tout opérateur a un sous-espace
invariant non trivial 77 Ce probleme reste ouvert.

Cependant, il est résolu pour certaines classes d’opérateurs, comme les opérateurs nor-
maux, les opérateurs a spectre non connexe, les opérateurs compacts...On pourra consulter
[7] pour de nombreux exemples et techniques relatives a ce probleme.

En 1948, A. Beurling [6] a été le premier a donner la description d’un lattice non triviale,
celui du shift. Considérons les suites de £?(N) et le shift de multiplicité 1 :

SZQ(N): €2(N) — EQ(N)
($0,$1,...) | — (0,330,1’1,...).

Les sous-espaces My, := {(an)neny € (2(N) : a9 =a; = -+ = a; = 0} sont des sous-espaces
invariants évidents, mais en existe-t-il d’autres?

7



8 Introduction

Pour répondre a cette question, A. Beurling identifie la suite (a,),>0 € (*(N) avec la
fonction holomorphe f(z) := 3" ., a,2" définie sur le disque D := {z € C| |z| < 1}. Ce
type de fonctions définit I’espace de Hardy H?(D) qui possede une propriété de factorisa-
tion intéressante. Toute fonction f de H*(ID) se décompose en produit de deux fonctions
de type particulier. L’une, dite intérieure, contient, entre autre, les informations sur la
répartition des zéros de f et 'autre, appelée facteur extérieur, renseigne sur la croissance
de f. L'opérateur Spy) sur £*(N) s’identifie alors a 'opérateur S de multiplication par la
variable z sur H*(D). Le théoréme de Beurling décrit les sous-espaces invariants pour le
shift S :

Théoréme  Soit M un sous-espace fermé de H?(D) tel que SM C M. Alors il existe
une fonction intérieure 8 unique a une constante unimodulaire pres telle que

M = 0H*(D).

On voit que la description de la lattice du shift ne s’arréte pas aux exemples évidents des
sous-espaces M, cités précédemment, obtenus pour les fonctions intérieures particulieres
0(z) = 2"

Les travaux de Beurling ont donné lieu a diverses généralisations, comme les shifts de
multiplicité finie étudiés par Lax, ceux de multiplicité infinie par Halmos et Lowdensla-
ger, les shifts a poids... L’exemple du shift n’est pas anecdotique. Ces opérateurs relevent
un caractere assez universel, puisque L. De Branges et J. Rovnyak ont montré que toute
contraction T" vérifiant lim,, . [|7"z|| = 0 quelque soit © € H est unitairement équivalente
a la restriction de I’adjoint d’un shift a un de ses sous-espaces invariants. On pourra consul-
ter [32] chapitre 3.

Enfin, les shifts ont un intérét au dela de I'analyse fonctionnelle pure. En théorie du
controle par exemple, un opérateur sert a modéliser un systeme linéaire. La propriété d’étre
un systeme a retardement se traduit sur le graphe de I'opérateur le modélisant : il doit étre
un sous-espace invariant pour un shift. On pourra consulter [31], en particulier le chapitre
3, ou J. R. Partington expose les liens entre le shift et les systemes linéaires.

La premiere partie de cette these consiste a trouver la description d’autres sous-espaces
invariants et réduisants pour le shift sur des espaces de Hardy plus généraux.

Premiere partie : sous-espaces invariants du shift sur ’espace de
Hardy d’un anneau

Espaces de Hardy sur des domaines circulaires

Ces espaces de Hardy plus généraux sont des espaces de fonctions définies sur un ouvert
borné connexe avec un nombre fini de "trous” dont les bords sont des courbes de Jordan,
appelé domaine circulaire. Les premieres contributions significatives ont permis de com-
prendre le cas particulier de 'opérateur de multiplication par la variable indépendante z,
noté aussi S, sur 'espace de Hardy de 'anneau A := {z| 1o < |z| < 1}. Sarason [35] a
donné les descriptions des sous-espaces de HP(A) réduisants (invariants par S et S*) et
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doublement-invariants (invariants en méme temps par S et S7!). On peut alors citer deux
difficultés par rapport au résultat de A. Beurling sur le disque. La premiere provient du
fait que l'anneau n’est pas simplement connexe et la seconde est que le shift n’est plus
une isométrie. La décomposition en produit de fonctions intérieures-extérieures subsiste
mais est plus complexe, certaines fonctions non constantes pouvant étre en méme temps
intérieures et extérieures.

L’avancée significative de Hitt [19] au milieu des années 80 a permis de décrire les
sous-espaces invariants par le shift sur H?(A). Enfin, en 1989 Yakubovich [46] utilise cette
description faite sur I'anneau pour décrire le cas général du shift sur H?(2), avec € un
domaine circulaire quelconque. La démonstration repose sur la construction d’anneaux sur
les bords intérieurs de 'ouvert €2 et sur I’étude des propriétés aux limites des bords de ces
anneaux.

Tous ces travaux sont posés dans le cadre de fonctions a valeur scalaire. L’objet de cette
premiere partie est d’obtenir des versions vectorielles de ces résultats.

Nous commencerons par construire ces espaces de Hardy généraux, et tout parti-
culierement H?(A,C™) espace de Hardy de ’anneau de fonctions & valeur dans C™.

Sous-espaces invariants, doublement-invariants et réduisants de L?(9A,C™)

Dans le chapitre 2, nous établissons les analogues vectoriels des résultats de 'article de
D. Sarason [35]. La problématique est de décrire les sous-espaces fermés de L*(A, C™) inva-
riants par S, réduisants, et doublement-invariants. Nous avons contourné ’absence d’une
"bonne” décomposition intérieure-extérieure dans le cas de fonctions définies sur I’anneau
A a valeur vectorielle en utilisant celle des fonctions a valeur scalaire. La description des
sous-espaces réduisants (théoreme 2.2.2) est une adaptation du théoreme de Wiener au cas
de 'anneau :

Théoréme Un sous-espace fermé M de L*(0A,C™) est réduisant pour S si et seulement
si M = PL*(0A,C™), ot P est une fonction mesurable a valeur dans les projections.

Dans un premier temps, nous obtiendrons la description complete des sous-espaces en-
gendrés par une seule fonction f invariants par S (ou par S7!), ainsi que ceux doublement-
invariants. Les différentes allures de ces sous-espaces dépendent de l'intégrabilité de £ —
log || f(€)|| sur les bords de I'anneau. Le tableau page 34 résume les résultats obtenus.

Dans un second temps, nous obtiendrons le résultat principal de ce chapitre, a savoir, la
description des sous-espaces M doublement-invariants de H?(9A, C™) (cf. théoreme 2.4.3).
A Taide de la description des sous-espaces réduisants, nous montrerons qu’il existe au plus
m générateurs tels que M soit la somme directe des sous-espaces doublement-invariants
engendrés par chacun de ces générateurs :

Théoréme Soit M un sous-espace non trivial doublement-invariant de H?(0A,C™).
Alors il existe un ensemble fini d’au plus m fonctions bornées de M, notées F*,--- | F",
telles que

M = Dg(F") @t --- @' Dg(F"),
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ot Dg(F) désigne le plus petit sous-espace doublement-invariant contenant F'. De plus, si
l'on consideére le plus petit sous-espace réduisant contenant M, égal a PL*(OA,C™) ou P
est une fonction a valeur dans les projections, le rang de P(&) est constant et est égal a r,
pour tout £ € JA.

Ce chapitre se termine par 'application de ce théoreme a 1’étude des opérateurs non
nécessairement bornés dont le graphe est invariant par le shift. Signalons qu'une ca-
ractérisation de ces opérateurs est particulierement utile pour 1’étude des systemes linéaires.

Sous-espaces S*—faiblement invariants de H?*(ID,C™)

Pour caractériser les sous-espaces invariants par S sur H?(A), la preuve de Hitt [19] com-
mence par décrire une famille particuliere de sous-espaces, les sous-espaces S*—faiblement
invariants. La preuve initiale utilise les noyaux reproduisants et une analyse fine des fonc-
tions de HP(A). Sarason [36] a utilisé les espaces de De Branges—Rovnyak, sur lesquels
nous reviendrons, pour éclaircir cette partie de la preuve de Hitt. Nakamura, dans [23, 24],
utilise la théorie des dilatations isométriques d’une contraction et étudie la perturbation
d’une isométrie par un opérateur de rang 1 pour retrouver le résultat de Hitt. Le cha-
pitre 3 reprend les travaux de Nakamura et généralise la description a des sous-espaces
S*—faiblement invariants pour des fonctions a valeur vectorielle. Nous obtenons le résultat
suivant (théoreme 3.1.2) :

Théoréme Soit F un sous-espace S*— faiblement invariant de H*(D,C™) et considérons
(w, ..., w,) une base orthonormée de W := F & (FNzH?*(D,C™)). Alors F se décompose
sous la forme suivante :

F=F, (H2(1D>, C") © ¢H*(D, C’"/)> :

ot ¢ une fonction intérieure de H*(D,L(C" C")) s’annulant en zéro, 1 < r < r' et
Fo = mat(wy, ..., w,).

De plus, la matrice Fy et la fonction ¢ sont uniques a une équivalence unitaire pres.
Enfin, pour tout f € F, il existe g € H*(D,C") tel que f = Fog et

lglly = 1l fll2-

Nous obtenons aussi en particulier une expression de la dilatation isométrique minimale
d’une isométrie perturbée par certains opérateurs de rang fini, garantissant que 'isométrie
perturbée reste contractante (théoreme 3.2.1).

Seconde partie : Espaces modeles de Sz-Nagy—Foias et de De
Branges—Rovnyak

Dans cette seconde partie, le cadre général est celui des espaces de Sz-Nagy—Foias et
de De Branges—Rovnyak. Si on se donne une fonction analytique, contractante © : D —
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L(E,E,) (E, E, deux espaces de Hilbert), on peut définir I’espace modele associé a © par

Ho — (H2(E*) = @*@)LQ(E)> o {Of @ (I -0 0)2f: fe HYE)).

Cet espace intervient dans la modélisation d’une large classe de contractions qui a été
initiée par Sz-Nagy—Foias. Dans le cas ou O est intérieure, on peut identifier £ et F, et
on retrouve les espaces Ko = H*(E) © ©H?(E) qui sont les orthogonaux des sous-espaces
S-invariant du théoreme de Beurling.
D’autre part, si 'on désigne par Tg l'opérateur de Toeplitz de H*(E) dans H?*(E,)
défini par
To(f) = Pi(Of)  (f € HY(E)),

alors, 'espace de De Branges—Rovnyak, H(0), associé a O, est constitué des fonctions de
H?(E,) qui appartiennent & I'image de I'opérateur (Id — TeTg)'2. On le munit du produit
scalaire qui fait que (Id — ToTg)'/? est une isométrie partielle de H?(E,) sur H(O). Cet
espace a été introduit par L. De Branges et J. Rovnyak pour la modélisation d’une certaine
famille de paires de contractions.

Le premier chapitre de cette seconde partie traite des noyaux reproduisant dans les
espaces de De Branges—Rovnyak. Le second chapitre traite des opérateurs complexes symé-
triques et on montre comment la fonction caractéristique de Sz-Nagy-Foias intervient na-
turellement dans 1’étude de ces opérateurs.

Cette seconde partie est indépendante de la précédente. Pourtant, elles possedent un
certain nombre d’objets communs : la preuve de Hitt [19] utilise les noyaux reproduisants,
et approche de Sarason pour compléter le travail de Hitt [36] repose sur les espaces de De
Branges-Rovnyak.

Propriétés géométriques des noyaux reproduisants de H(b)

La formule de Cauchy implique que :

27 ei9
=g [ S = (fem),

ou, pour z € D, ky\(z) = ﬁ On appelle ky le noyau reproduisant de H?, associé a \.
Une suite de Blaschke est une suite (\,)n>o € DV vérifiant 35 - (1 — [Au]) < +o0
et le produit de Blaschke B associé a la suite (\,),>0 est la fonction intérieure B(z) =

|An‘ )\n—Z
>0 A 1-Xnz’
kx

On sait que la suite (m) >0 est une base de Riesz de l'espace modele Kp si et
seulement si la suite (\,),>0 satisfait la condition de Carleson.

Ces bases ont de multiples conséquences théoriques. Elles sont notamment liées au
probleme d’interpolation, aux bases d’exponentielles. D’autre part, ces bases ont aussi
des conséquences plus appliquées, par exemple en théorie de 1’échantillonage. On peut
généraliser la notion de noyaux reproduisants aux espaces de Hardy a valeur vectorielle et

aux espaces de De Branges-Rovnyak.
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Le premier chapitre de cette partie est consacré aux propriétés géométriques des suites
de noyaux reproduisants dans les espaces de De Branges—Rovnyak de fonctions a valeur
vectorielle. Nous allons caractériser pour quels parametres (A,),>o0 et (€,)n>0 la suite de
noyaux reproduisants normalisée (25 e,,)n>0 sur H(b) forment une base de Riesz.

E. Fricain a répondu a cette question dans le cas ou b est une fonction intérieure a
valeur opératorielle et dans le cas ou b est extrémale scalaire [12, 13]. Pourtant I’approche
qu’il utilise ne s’adapte pas. Nous utiliserons le modele fonctionnel de Sz.-Nagy—Foias
pour contourner la difficulté. Apres avoir mis en place le matériel employé, nous verrons
que le probleme revient a montrer I'inversibilité d'un opérateur qui identifie les noyaux
reproduisants de I'espace de Hardy avec ceux de ’espace de De Branges—Rovnyak.

Pour énoncer le résultat principal, nous devons préciser quelques notations. Tout d’a-
bord, rappelons que si S désigne le Shift sur H?(E,), alors S*(zx,e,) = ATy, en. En
particulier, span (x, e, : n > 1) est S*-invariant et nous obtenons d’apres le théoreme de
Lax-Halmos (voir [26, p. 17]) qu’il existe un sous-espace F' C E, et une fonction intérieure
B € H®(F — E,) telle que

span (xy, e, :n>1)= H*(E,) © BH*(F) = Kp.

Si x € F et P, est la projection orthogonale sur le sous-espace porté par x, alors
h, € H®(F — F) est la fonction intérieure définie par

hy(z) = 2P, + (Id—P,), (z € D).
Nous définissons pour A € D et pour r > 0, le disque pseudo-hyperbolique
A—2

QA r) :={zeD:|b\(z)| <r}, ouby(z)= o

Alors pour une suite A = (\,;),>1 dans D, nous posons

G(A,r) =], 7).

n>1

Pour m > 1, nous désignons par G,, (A, r) les composantes connexes de 1’ensemble G(A, )
et nous écrivons

En(r)={n>1:\, € Gn(A,1)}
Enfin si u est un vecteur d'un espace de Hilbert £ et si F est un sous-espace de £ , on

notera par a(u, F) l'angle entre le vecteur u et le sous-espace F.
Le résultat final est alors le suivant :

Théoréme Soient b € H®(E — E,) , ||b]lcc < 1,(An)n>1 une suite de Blaschke de
D et (en)n>1 une suite de vecteurs unitaires de E.. Supposons les hypothéses suivantes
satisfaites : N := dim FE, < 400, avec de plus

sup [[b(An)"en |l <1,
n>1

et clos (A H?(E)) = clos (AL*(E)) ot A = (Id—bb*)"/2. Alors, la suite (25 e,)n>1 est
une base de Riesz de son enveloppe linéaire fermée (resp. de H(b)) si et seulement si :
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(1) la suite (\y)n>1 est l'union d’au plus N suites de Carleson ;

(ii) 4l existe r > 0 tel que

inf min «a(e,, span(e, :p € En(r),p#mn)) >0

m>1 neEn,(r)

(ili) dist(B*b, H®(E — F)) <1 (resp. et aussi dist(hiB*b, H*(E — F)) =1, Vz € F).

Fonction caractéristique d’un opérateur complexe symétrique

La théorie des matrices symétriques est un des fondements de 1’algebre linéaire. On
dit qu'une matrice M a coefficients complexes est complexe symétrique si elle coincide
avec sa transposée M'. Les matrices complexes symétriques apparaissent naturellement
dans différentes branches de mathématiques, comme dans les théories des fonctions [41],
en analyse fonctionnelle [45] ou en théorie de I'élasticité [3, 38]... Dans ce chapitre, nous
allons nous placer dans un espace de Hilbert complexe H, et nous nous intéresserons aux
opérateurs pour lesquels il existe une base dans laquelle la matrice est symétrique. Nous
nous détacherons du choix d’une base en nous préoccupant de I'opérateur plutot que de sa
représentation matricielle et nous verrons une définition plus intrinseque pour définir les
opérateurs complexes symétriques. L’intérét pour 1’étude de ces opérateurs a repris avec
les travaux de S. Garcia [14, 15, 16]. En particulier, il s’est intéressé a I’exemple du shift
sur un espace modele Kg, pour une fonction intérieure ©.

Dans ce chapitre, nous allons faire une étude approfondie de cet exemple et utiliser
le matériel du modele fonctionnel de Sz.-Nagy—Foias explicité au chapitre précédent pour
établir une caractérisation des contractions complexes symétriques. Les espaces Dy =
(Id—T*T)'2H et Dy« sont appelés les espaces de défaut (d’isométrie) de T La fonction
caractéristique O € H>®(D,Dr — D7) d'une contraction complétement non-unitaire 7T
est 'outil fondamentale de la théorie de Sz-Nagy—Foias. Cette fonction est définie par :

©r :D — L(Dr— Dr«)
z v =T+ z(Id—T*T)"*(1 — 2T*) "' (Id — TT*)'?|p

T**
Nous obtiendrons un critere pour déterminer si une contraction est complexe symétrique
a ’aide de sa fonction caractéristique :

Théoreme Soit T' une contraction sur un espace de Hilbert H, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
1. T est complexe symétrique ;

2. il existe une application J : Dy — Dy« antilinéaire isométrique surjective telle que
Or(z) = JOr(2)*J,Vz € D.

L’intéréet d’étudier la fonction caractéristique d’un opérateur plutot que 'opérateur lui-
méme réside dans le fait que les espaces de défaut d’isométrie Dy et Dy~ peuvent étre de
petite dimension. Ainsi, nous utiliserons notre critere pour décrire le cas ol ces dimensions
sont plus petites que 2 et nous donnerons des exemples d’opérateurs qui sont, ou ne sont
pas, complexes symétriques.
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Chapitre 1

Espaces de Hardy sur un domaine
circulaire quelconque G

Nous appellerons domaine circulaire un ouvert borné multiconnexe, a bords analytiques
ayant un nombre fini de "trous”. Le but de ce chapitre est de présenter les propriétés
principales des espaces de Hardy définis sur un domaine circulaire a valeurs scalaires.

La premiere section rappelle brievement la construction et les propriétés des espaces
de Hardy du disque. La seconde généralise cette construction des espaces de Hardy sur un
domaine circulaire et développe en particulier 'exemple de 'anneau A := {z : ry < |2]| < 1}.

1.1 Construction des espaces de Hardy du disque

On note par Hol(D) 'ensemble des fonctions holomorphes dans le disque unité ouvert
D de C. Pour f € Hol(D), pour p €]0,00[ et r € [0, 1], posons

1
Y

/0 ﬂ |f(re™)[Pdt et Moo(f,7) = sup |f(re")].

t €[0,2n]

Mp(f, T)

Pour 0 < p < oo, l'espace de Hardy du disque noté HP(ID) est I'ensemble des fonctions
de Hol(D) telles que supg.,.; M,(f,r) < co. Ainsi, H>(D) n’est autre que I'ensemble des
fonctions analytiques et bornées sur .

Comme pour p €]0, o0o[, la fonction |f]? est sous-harmonique des que f € Hol(ID), cela
entraine que pour p €]0, 0], les fonctions M, (f,r) sont des fonctions croissantes en r. Par
conséquent, pour 0 < p < oo, HP(D) est I’ensemble des fonctions de Hol(D) telles que
lim, 1 <1 M,(f,7) < co. La norme naturelle dont on munit H?(D) est

| flliey = Ym_ My(f,r)"7 sip €]0, 00 et || fllu=@) = lim  Mu(f,7).

r—1,r<1

Pour tout p € [1, 00|, cette norme confere a HP(D) une structure d’espace de Banach.
Comme conséquence du lemme de Fatou, les fonctions de HP(ID) possedent une limite
radiale dans LP(T), c’est-a-dire que pour presque tout ¢ € [0,27[, lim,_; f(re®) existe et

17
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si I'on définit la fonction f* par f*(e') := lim,_; f(re®), alors f* € LP(T). De plus, on a
I’égalité suivante :
1 f e @) = [/ 2oy

Etant holomorphes, les fonctions de H?(D) vérifient Af = 0, ot A = 83—;2 + g—;. En
notant R(ID) I'ensemble des fractions rationnelles a poles en dehors du disque unité fermé
D, on définit HP(T) comme la fermeture dans LP(T) de R(D) (il est pratique d’employer
un abus de langage en disant qu'une fonction de LP(T) “appartient & R(ID)” si c’est la

restriction d’une fonction de R(D)).

1+rett
1—rett

Pour une fonction g € HP(T), le noyau de Poisson P, : t — Re( ) permet de

résoudre le probleme de Dirichlet :

Af = 0
lim,_,- f(re®*) = g(e®), pour presque tout ¢ € [0, 27]

qui a pour solution

f(re®) = %/0 ' P.(6 —t)g(e™)dt. (1.1)

On peut vérifier que f € HP(D) et que f* = g.

On peut alors identifier isométriquement H?(D) et HP(T), au sens ou l'on a construit
un isomorphisme isométrique entre H?(D) et HP(T).
Une définition équivalente de H?(T) est la suivante :

HP(T) = {f* e LP(T)| f*(n) = 0,n < o} , (1.2)

ou j/:*(n) est le n"¢ coefficient de Fourier de f*.
Il existe enfin une autre fagon de définir les espaces de Hardy du disque H?(D), ou
p €0, 00[, a I'aide de majorants harmoniques.

HP(D) := {f € Hol(D) : Ju; harmonique telle que|f(2)|” < us(2), z € D}. (1.3)

Ces deux définitions sont équivalentes. En effet, pour f € HP(D) et f* € HP(T) sa
limite radiale, le plus petit majorant harmonique de |f|? existe et s’exprime a l’aide du

noyau de Poisson :

uglre) = o /0 PO — )£ ()P dt.

Réciproquement, si f possede un majorant harmonique, d’apres le principe du maximum,

1

2T 27
. 1 .
r<l— NP dt < — Nt < 0.
SUPo<« <127r/0 |f(re™)] 27?/0 us(e”) 00

Dans le cas du disque, on appelle fonction intérieure une fonction de H*(D) dont la
limite radiale est de module 1 presque partout. Les produits de Blaschke élémentaires
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b)\(Z) = 1Z:5?\z
fonction de H?(DD) de la forme

F(2) —cexp( ! / eZt+Zloggo( ’t)dt) (1.4)

27 et —

olt |c| = 1 et ¢ est une fonction positive mesurable telle que log ¢ € L'(T). Les fonctions
extérieures ne s’annulent donc pas et vérifient

[F*(e")| = ("), mpp e €T, (1.5)

ol mpp e € T signifie pour presque tout e € T relativement & la mesure de Lebesgue
sur le cercle unité.

Pour toute fonction f € HP(D), de limite radiale f*, il existe une factorisation en un
produit de fonctions intérieure et extérieure. Notons

B =ew (5 [ S gt ar).

la fonction extérieure de méme module que f*, unique a une constante unimodulaire pres.
Comme I(f) := f/E(f) est holomorphe, et sa limite radiale est de module 1 presque
partout, I(f) est une fonction intérieure qui a les mémes zéros que f. Toute fonction de
HP(D) peut se factoriser de fagon unique a multiplication par les constantes unimodulaires
pres :

f=cI(f)E(f), ou |c| =1. (1.6)

On peut préciser davantage la structure de I(f). Soit (\,), la suite éventuellement finie
des zéros de f. Alors nécessairement cette suite vérifie la condition (dite de Blaschke)

> (1= A < oo

n>0

ce qui force les zéros d’une fonction de HP(DD) a se rapprocher rapidement du bord du
disque et ce qui implique que le produit de Blaschke associés a la suite des zéros de f

- gouu_m

converge. De plus, il existe une mesure positive v étrangere a la mesure de Lebesgue telle

que :
2=\, 1 [ et + 2
I(f) = —_— . dv(t) ).
() (Hl_A ) (g [ G )
La fonction intérieure I(f) contient les informations sur la répartition des zéros de f.

Les limites radiales de la fonction extérieure E(f) et de f sont de méme module presque
partout. Cette factorisation est unique aux constantes unimodulaires pres.
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1.2 Espaces de Hardy sur un domaine circulaire

Dans ce paragraphe, nous allons reprendre les étapes de construction de H?(D) et les
adapter a la construction de HP(A), ou A est anneau {z € C : 1y < |z] < 1}. 1l existe
une généralisation des espaces de Hardy pour des fonctions holomorphes définies sur €2, un
domaine circulaire. Royden a décrit les principales propriétés de ces fonctions, le lien avec
leurs limites radiales et la décomposition intérieure-extérieure dans [33]. On pourra aussi
consulter [21].

La définition de H?(Q2) reprend la définition de la formule (1.3). On définit H?(Q2)
comme étant I’ensemble des fonctions f holomorphes sur 2 telles que | f|P possede un ma-
jorant harmonique. Notons I' le bord de 2. L’espace HP(I") est la fermeture dans LP(I") de
I'ensemble des fractions rationnelles a poles dans le complémentaire de Q2 dans C U {oco}
noté R(€2). La encore, il est pratique d’employer un abus de langage en disant qu’une fonc-
tion de LP(I") “appartient a R(£2)” si c’est la restriction d’une fonction de R(£2). L’espace
HP(T') est muni de la norme induite par LP(T').

Comme f € HP(Q) implique que |f|? est majoré par une fonction harmonique, les
fonctions de HP()) possedent une limite non-tangentielle en presque tout point du bord
de I". D’apres le théoreme de Runge ([34]), I'enveloppe linéaire des fractions rationnelles
dont les poles sont dans le complémentaire de €, est dense dans Hol(Q) pour la norme
de la convergence uniforme. Ainsi, toute fonction f € HP(2) a une limite non-tangentielle
f*, et f* € HP(T'). Pour montrer que toute fonction de H?(I") est la limite radiale d'une
fonction de H?(Q2), nous utiliserons la fonction de Green associée au domaine €2, dont la
dérivée normale permet de généraliser le noyau de Poisson sur le disque.

Définition 1.2.1 Soit Q un ouvert de CU {oo} et p un point de Q2. Une fonction z +—
9(z;p, Q) est une fonction de Green sur Q) de pole p si :

1. z+—— g(z;p,Q) est harmonique sur Q\ {p}.

2. Sip# 00, z— g(z;p,Q) + log|z — p| est harmonique au voisinage de p.
Sip=o00, z+— g(z;p,Q) — log|z| est harmonique au voisinage de co.

3. Les limites au bords de g(z;p,<)) existent et sont nulles :

lim Qg(z;p,Q) =0, £ €00

z—E, z€

La nature géométrique des domaines circulaires, en particulier I’analyticité de ses bords,
assure l’existence de la fonction de Green en tout point de I'ouvert. Ce résultat est démontré
dans [5] page 392 & 410 ou [10] page 172, et utilise la formule de Green-Riemann et le
principe de réflexion de Schwarz.

A toute fonction a valeurs continues sur 02, on peut associer @ la solution au probleme

de Dirichlet
Au = 0
U ’ N = U
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Comme l'application u — u(p) est une forme linéaire continue, d’apres le théoreme de
Riesz, il existe une unique mesure réelle w, telle que

u(p) = / u dw,, Yu € Cr(09)
o0

Cette mesure est positive, de masse totale 1. On 'appelle mesure harmonique de 02 en p.

Théoréme 1.2.1 ([5] page 404) Soit Q2 un domaine circulaire. Pour chaque point p € Q,
on a

1 0

21 On
ot z — g(z;p,Q) est la fonction de Green sur 2 de péle p, a% la dérivée directionnelle
selon le vecteur normal a 0S) et ds la mesure de longueur d’arc.

dw,(z) = (z;p,9) ds

La fonction positive £ — P(&,p) := —%%g(&p, ), ou [ est la longueur de 02, est
’analogue du noyau de Poisson pour des domaines circulaires. A toute fonction f* € H?(T),
on peut donc associer une fonction f € HP()) via le noyau de Poisson généralisé, analogue
de la formule (1.1). La fonction :

from 2 e g, s,

2 A an

est la solution du probleme de Dirichlet sur €2 avec comme condition limite au bord f*. La
fonction |f|P est majorée par la fonction harmonique

1 0

(O 5-g(¢, 5 Q)ds (&),

up iz o 5
ainsi f € HP(Q). Il existe une identification naturelle entre H?(Q2) et H?(I"). La norme sur
HP(Q) est

[l @) = [F* Nl e,

pour laquelle cet espace est un Banach lorsque p € [1, 0o].

Dans un souci de clarté et de concision, nous allons restreindre notre étude au cas de
I’anneau. Commencons par donner un lemme spécifique au cas de ’anneau, utile par la
suite.

Comme en (1.2), il existe une caractérisation des fonctions H?(0A) a I'aide des coeffi-
cients de Fourier des restrictions f*|r et f*|,,1.

Lemme 1.2.1 (Sarason, Lemme 1 de [35]) Une fonction f* € LP(OA) est dans HP(0A)
si et seulement si, pour tout n € 7 :

2 2

* 7,Oeit efint dt :7”” * eit efint dt
0

0 0
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Nous allons maintenant définir les fonctions intérieures, extérieures et énoncer la pro-
priété de factorisation des fonctions de HP(A). Les démonstrations dans le cas d'un domaine
circulaire sont données par Royden ([33]).

Définition 1.2.2
— On dit qu’une fonction f de H®(A) est intérieure si les restrictions f*|v et f*|.,r
sont de module constant presque partout.
— Une fonction extérieure ¢ est une fonction de HP(A) telle que :

oglo2)] = [ toslor () 2S5 ase

ot & — g(&, z; A) est la fonction de Green normalisée pour que la longueur de OA
soit 1.

— Une fonction de HP(A) est appelée unité si elle est en méme temps intérieure et
extérieure.

La définition des fonctions extérieures est analogue a celle du disque (1.4).

Dans le cas cas de 'anneau, les fonctions z — 2¥, k € Z sont des unités, comme elles
sont constantes sur chacun des cercles et elles engendrent H?(A).

Les formules explicites de la fonction de Green dans le cas de 'anneau fournies par
Villat puis Komatu ([44, 22]) sont complexes et difficilement exploitables. En particulier,
aucune formule explicite d'un produit de Blaschke élémentaire dans H*°(A) n’est donnée.

Contrairement au cas du disque, si f € H?*(OA) on ne peut pas toujours trouver ¢
extérieure telle que |¢p*| = |f*| presque partout sur 0A. L’alternative possible choisie par
Royden est de définir v sur A de la fagon suivante :

o) = o [ 1ogl 9 2EE2 A ase

Cette fonction est harmonique réelle et on peut trouver une constante ¢ et une fonction
harmonique réelle A telles que

W(z) :=wv(z) — clog|z| + i h(2)

soit holomorphe. Le terme log |z| est nécessaire, 'anneau n’étant pas simplement connexe.
La fonction ¢ définie par ¢(z) := exp(¥(z)) est extérieure par définition et ses limites
radiales vérifient

/()

[0*(§)| = Tl mpp § € DA,

formule analogue a (1.5) dans le cas du disque.

Comme Yl a ses limites radiales de module constant sur chaque bord, f/¢ est intérieure

||
et a les méme zéros que f, ¢ ne s’annulant pas sur A.
Ainsi, on retrouve une factorisation du méme type que I’égalité (1.6). Toute fonction de
HP(A) peut se décomposer comme le produit d'une fonction intérieure et d’une fonction

extérieure, et ce produit est unique a multiplication par les fonctions unités pres.
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Mentionnons enfin que Sarason [35] choisit une approche différente. Il permet aux fonc-
tions d’étre multivaluées, mais impose aux fonctions intérieures d’étre de module 1 sur tous
les bords.

Pour la suite, 'identification entre HP(A) et HP(0A) nous conduit a noter indifférem-
ment la fonction f € HP(A) et sa limite radiale dans HP(0A).
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Chapitre 2

Sous-espaces invariants pour le shift

sur L?(0A,C™) et H?(A,C™)

2.1 Présentation du probleme et notations

Le but de ce chapitre est d’étudier le shift, opérateur de multiplication par la variable
indépendante z sur l'espace de Hardy de 'anneau A := {z : ry < |z| < 1} a valeurs dans
C™. 1l s’agit essentiellement de généraliser dans le cas vectoriel les travaux de Sarason
[35]. Les contributions de Royden [33], Hitt [19] et Yakubovitch [46] concernent les sous-
espaces invariants pour le shift d’espaces de Hardy généraux a valeurs scalaires. Le cas
vectoriel n’a pas été considéré et présente des difficultés propres. La description de ces sous-
espaces particuliers dans le cas vectoriel a des applications, pour caractériser les graphes
d’opérateurs fermés, éventuellement non bornés, invariants pour le shift.

Nous noterons S 'opérateur sur LP(0A) de multiplication par la variable indépendante
z. Un sous-espace fermé M de L?(0A) est dit invariant pour S si SM C M, doublement-
invariant pour S si M est invariant pour S et S~! et réduisant pour S si M est invariant
pour S et S*.

Pour f € L*(0A),

1. Is[f] représente le plus petit sous-espace fermé M de L?(9A) contenant f et invariant

pour S.

2. Dg|f] représente le plus petit sous-espace fermé M de L*(0A) contenant f et double-
ment-invariant pour S.

3. Rg|f] représente le plus petit sous-espace fermé M de L?(0A) contenant f et réduis-
ant pour S.

En d’autres mots,

Is[f] = Span{S"f : n > 0}
Ds|f] = Span{S"™f :n € Z}
Rs(f] = Span{p(S,5*)f : p € Clz1, 22},

ou Span est I’enveloppe linéaire fermée.
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Si N est un ensemble de fonctions Is(N) (resp. Dg(N) et Rs(N')) représente le plus
petit sous-espace fermé contenant Is(f) (resp. Ds(f) et Rs(f)) pour tout f € N.

Comme L*(0A) = L*(T) & L*(roT), on notera f = f1 & fy avec f; € L*(T) et fo €
L?(roT). On peut alors exprimer facilement les opérateurs S, S™! et S* :

Sf= g1 goon gi(e”) = eitfl(ﬁit) et go(roe™) :4T0€itfo(7“0'€it) .
STV = hy @ hg ou hy(e®) = e " f1(e™) et ho(roe™) = %e*”fo(roe”)

S*f = ]{31 ) ]CO ou k‘l(eit) = e*”fl (€it) et ko(’/’oeit) = Toeiitfo(’f’oeit»

On déduit de ces égalités que S, S* et S~! commutent et que :
Rs[f] = Span{S"S™™ f : n,m > 0}.

On noter xg la fonction indicatrice de I’ensemble mesurable E.

Nous utilisons des notations analogues pour les versions vectorielles; en général nous

utiliserons des minuscules pour les fonctions a valeurs scalaires et des capitales pour les
fonctions a valeurs vectorielles.
Le chapitre s’organise comme suit. Tout d’abord nous établissons un résultat de type
Wiener (Section 2.2) qui caractérise les sous-espaces réduisants du shift du L?(9A,C™).
Dans la Section 2.3 nous donnons une description de tous les sous-espaces invariants ou
doublement-invariants engendrés par une unique fonction. Nos résultats sont résumés par
des tableaux en fin de section. Enfin, la derniere section établit le principal résultat de
ce chapitre, & savoir le fait que tout sous-espace M doublement-invariant de H?*(0A, C™)
est la somme orthogonale d’au plus m sous-espaces de M, chacun étant engendré par
une seule fonction. Comme corollaire nous obtenons qu'un sous-espace M doublement-
invariant de H%(0A,C™) qui de plus est le graphe d'un opérateur (non nécessairement
borné) est engendré par une unique fonction. L’utilisation de I'analyticité est essentielle
dans la preuve de notre théoreme principal et par conséquent la description des sous-espaces
doublement-invariants de L?(0A, C™) reste ouverte. Nous donnons un résultat partiel dans
cette direction pour les graphes d’opérateurs.

2.2 Sous-espaces réduisants

Dans le cas scalaire, Sarason caractérise les sous-espaces réduisants pour S de L?(9A)
en utilisant le théoréeme de Wiener qui affirme que tout sous-espace réduisant de L?(T) est
de la forme xgL?(T) pour un ensemble mesurable E C T (cf. [18, 28, 31]).

Théoreme 2.2.1 [35, p. 52] Un sous-espace fermé M de L*(DA) est réduisant pour S si
et seulement si M = xgL*(0A) pour un ensemble mesurable E C DA.

Preuve : Il est clair que xgL?(0A) est réduisant pour S. Pour f,® fo € L*(T)® L?(roT),
ona:

r2ld — SS* SS5* _ Id
07%—_1((]01@](0) =fi®0et 7’8——1(f1®f0) — 08 fo.
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ce qui signifie que Pra(m) @ 0 et 0 @ Pra,r) (on Pra,my est la projection orthogonale de
L?(DA) sur L*(rT), pour r € {ry,1}) sont des combinaisons linéaires de Id et SS*. En
particulier, Pr2,m)M est aussi réduisant pour S sur L*(rT), avec r € {ry, 1}. Ainsi, si M
est un sous-espace réduisant pour S alors

PLQ('H‘)M S¥ PLQ(T()T)M C M.

Comme l'inclusion réciproque est vraie pour tout sous-espace M, si M est réduisant pour
S, on a aussi :

PLZ(T)M @ PLQ(T()T)M = M

D’apres le théoreme de Wiener 2.2.1, Pr2myM = X&, L?(rT) pour un sous-ensemble me-
surable E, C rT. Finalement on obtient M = XELQ((?A) ou F = E, U Ej.
O

Nous pouvons maintenant aborder le cas vectoriel. Au lieu de disposer de fonctions
caractéristiques prenant leurs valeurs dans {0; 1} presque partout, le cas vectoriel nécessite
de considérer les fonctions a valeurs dans les projections orthogonales sur C™. Plus pré-
cisément, P : rT — L(C™) est une fonction mesurable a valeurs dans les projections si elle
vérifie :

— Pour presque tout 7e™ € T, P(re™) est une projection orthogonale de C™ sur un

sous-espace Z(re™).

— L’application w — (P(re™)z,y) est mesurable pour tous x,y € C™.
Comme P(re™) peut étre considéré comme une fonction & valeurs matricielles m x m, le
second point revient a dire que P € L*(rT, L(C™)).

Nous allons donner une version du théoreme de Wiener adaptée au cas vectoriel (voir
[31, Thm. 3.1.6] et [18]).

Commencons par le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soientr > 0, M un sous-espace fermé de L*(rT,C™) et S € L(L*(rT),C™)
défini par Sf(re™) = ref(re'). Alors M est doublement-invariant ou réduisant sur
L*(rT,C™) si et seulement si M = PL*(rT,C™) ou P est une fonction mesurable sur
rT a valeurs dans les projections.

Preuve: L’espace L?(rT) est unitairement équivalent a L?(T) par un simple changement
de variables, pour lequel 'opérateur S on L?(rT) est unitairement équivalent & I'opérateur
rS on L*(T). Ils ont les mémes sous-espaces réduisants que le shift bilatéral de L?(T), et
le résultat est une conséquence du théoreme de Wiener.

O

Nous obtenons alors le résultat suivant sur L?*(9A, C™).

Théoréme 2.2.2 Un sous-espace fermé M de L*(0A,C™) est réduisant pour S si et seule-
ment si M = PL?*(0A,C™), ou P est une fonction mesurable a valeurs dans les projections
sur 0A.
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Preuve : Il est clair que PL?*(9A, C™) est un sous espace réduisant pour S. Remarquons
que pour Iy & Fy € L*(T,C™) & L?*(roT,C™), on a :

r21d — SS* SS* —Id

(Fl@F()):Fl@O et (Fl@Fo):O@FO

2 2

Ainsi les projections Prarcmy @0 et 0@ Prag,rcm) (ou Pra(r,cmy est la projection ortho-
gonale de L?(0A,C™) sur L*(rT,C™), pour r € {ro,1}) sont des combinaisons linéaires
de Id et SS*. En particulier, Pr2r,cm)M est aussi un sous-espace réduisant pour S dans
L2(rT,C™), avec r € {rg, 1}. Ainsi, si M est réduisant, alors

P2 cmyM @ Przgr,cmyM C M.

Comme l'inclusion réciproque est vraie pour tout sous-espace M, si M est réduisant, alors
PrzrcmyM & Prepyr,cmyM = M.

D’apres le lemme 2.2.1, pour r = rg et r = 1, Pr2premyM = P.L*(rT,C™) pour une

fonction a valeurs dans les projections P, définie sur rT. Ainsi, M = PL?*(0A) ou P(re®) =
P.(re™) pour r = rg et 7 = 1.

0
Corollaire 2.2.3 Soit F' € L*(0A,C™). Alors
Rs(F) = {G € L*(0A,C™) : G(¢) € Span(F(€&)) pour presque tout & € OA}.
Preuve : Ce corollaire est une conséquence directe du théoreme 2.2.2, en observant que

I'image de P(§) doit correspondre a ’enveloppe linéaire engendrée par F'(£), pour presque
tout &.
]

2.3 Sous-espaces invariants et doublement-invariants
engendrés par une fonction

La notion centrale pour classer les différentes descriptions que nous obtenons est la
log-intégrabilité.

Définition 2.3.1 Soient r > 0 et F' € L*(rT,C™). On dit que F est log-intégrable sur r'T
si 027r log || F(re®)||cmdt existe.

La proposition suivante montre comment modifier le générateur d’un sous-espace inva-
riant ou doublement-invariant avec ’hypothese de log-intégrabilité.
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Proposition 2.3.1 Soit Fy @ Fy € L*(T,C™) @ L*(roT,C™) telle que Fy est log-intégrable
sur T. Alors on a :

FF K
Is(Fy ® Fy) = I (-1 ® —°> et Dg(Fy ® Fy) = Dg (—1 ® —0) :
U1 Uq Uy Uy
ol uy est une fonction extérieure de H*(D) telle que |uy(e®)| = ||Fy(e™)||cm presque partout
sur T.
Preuve :

Comme u; une fonction extérieure scalaire de H?(ID), d’aprés le théoréme de Beurling ,
il existe une suite de polynomes (p,), telle que :

lim |[uip, — ¥ || r2(r) = 0,
n—oo
ou K est la fonction constante égale a 1 sur T. Comme % € L>(T,C™), on obtient que :

Ia
pnFl - !
Uy

By

n — W
(Ulp )u1

L2(T,C™)

L2(T,Cm)

tend vers 0 quand n tend vers l'infini. De plus, lim, .o ||[u1pn — ¥|| 2ty = 0 implique que
hmn_,oo ||U1pn — HZHL“(TOT) =0.

uipn—H H

“ Lo (roT)

= 0. On en

Comme u; est extérieure, uil € L*®(roT) et donc lim,,

U1Pn — w F
U1 0

tend vers 0 quand n tend vers l'infini. De plus, on a :

déduit que
Fy

pnFO -
U

L2(roT) L2(roT)

F _F F _F
Is <—1 @ —°> C Is(Fy @ Fy) et Dy (—1 D —0) C Ds(Fy & Fy).

Uy Uy U Uy

Pour prouver l'inclusion inverse, remarquons que u; € H?(ID), donc il existe une suite de
polynomes (g )» telle que limy, . [|uy — gn||r2(r) = 0. Comme % € L>(T,C™), on a :

F1 Fl
(ul_qn>_ :’Fl_Qn_
Ut || L2(T,cm) U1 || g2 (r,cm)
tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Enfin, lim, . ||[u1 — ¢n||r2(ry = 0 implique
que lim, o |[t1 — Gnll2¢om = 0, et donc lim, . % 2r0) = 0, car u; est bornée
L2(roT
inférieurement sur rT. On en déduit que
Uy — F
H(1 Qn)FO :'Fo_qno
Uy L2(roT) U [l L2(reT)
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tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Ceci montre I'inclusion et acheve la preuve de la
proposition.
U
L’énoncé dual de cette proposition est le suivant :

Proposition 2.3.2 Soit Fy ® Fy € L*(T,C™) @ L*(ryT,C™) tel que Fy est log-intégrable
sur roT. Alors on a :

K Fy  F
Ig—1(F, ® Fy) = Ig (—1 D —0) et Ds(Fy, @ Fy) = Dg <—1 ® —0) :
Uo  Uo Up  Uo
ol ug est une fonction extérieure de H2(C\roD) telle que |ug(roe')| = || Fo(roe®)||cm presque

partout sur roT.

Preuve :  Soit Gy(e") = Fy(roe ™) et Go(roe™) = Fi(e™™). En considérant I'application
U [?(0A,C™) — L?(0A,C™) définie par W(Fy @ Fy) = G; ® Gy et en utilisant les mémes
arguments que dans la preuve de la proposition précédente on obtient 1’égalité souhaitée.

O

En combinant ces deux premiers résultats, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.3 Soit Fy & Fy € L*(T,C™) @ L*(roT,C™) telle que Fy est log-intégrable
sur T et Fy est log-intégrable sur roT. Alors il existe une fonction Wy @ W,y € L°(T,C™) @
L>(roT,C™) telle que ||[Wi(e")|lcm = 1 presque partout sur T € L>®(ryT) et
veérifiant :

1
7 [Wollem
DS(Fl @ F(]) = DS<W1 @ Wo) - H2<8A)<W1 @ Wo)

Preuve: D’apres la proposition 2.3.2, le sous-espace doublement-invariant pour S généré
par F @ Fj est égal a celui engendré par 5—; &) 5—8, ol g est une fonction scalaire extérieure
de H2(C\roD) telle que |ug(roet)| = ||Fo(roet)|cm presque partout sur 7oT. Remarquons
que comme g est extérieure, 5—; est aussi log-intégrable sur T des que F; I'est. D’apres la
proposition 2.3.1, le sous-espace doublement-invariant pour S engendré par 5—(1) &) 5—3 est égal

a celui engendré par Wy @ Wy ou Wy = uf ;1 et Wy = uf 31, avec u; une fonction scalaire
L. L. . F it
extérieure sur T vérifiant |u(e™)| = IPeDller resque partout sur T. Comme uy et - sont
luo(e*t)] u1

dans L>(roT), Wy vérifie les conditions demandées.
Il reste & montrer que : Dg(W; & Wy) = H?*(QA)(W; & Wy). Une reformulation du
lemme 1.2.1 est que H*(0A) = Dg(W). Ainsi,

HQ((?A)(Wl D W()) C Ds(Wl D Wo)
Considérons T : L*(0A) — L*(0A,C™) défini par T'f = f(W, & Wy). Comme ||[Wy||cm

et ||[Wo|lcm sont essentiellement bornées supérieurement et inférieurement sur T et 7T,
I'opérateur T est borné et inférieurement borné. On en déduit que son image TH?(0A) =
H?(0A) (W, & W) est un sous-espace fermé de L?(9A, C™). Par minimalité de Dg, I'inclu-
sion réciproque est vraie, d’ou 1’égalité.
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O
Dans le cas ou I’hypothese de log-intégrabilité porte sur F}, on dispose du résultat
suivant pour décrire le plus petit sous-espace fermé invariant pour S généré par F & Fy.
Proposition 2.3.4 Soit Fy ® Fy € L*(T,C™) @ L?(r,T,C™).
1. Si Fy est log-intégrable sur T, alors

Is(Fy & Fy) = H*(D) (5 ® @) ,

Uy Uy
ot uy est une fonction a valeurs scalaires extérieure sur T vérifiant
luy(e™)| = || Fi(e")||cm presque partout sur T.

2. Si Fy n’est pas log-intégrable sur T, alors

Is(Fy @ Fy) = Rs(F1) © Is(Fo).

Preuve : 1. D’apres la proposition 2.3.1, Is(F} @ Fy) = Ig (% & f—f) Comme % €
L>®(T,C™) et fior € L®(roT) comme f € H*(D), Is <% & 5—?) contient le sous-espace

invariant pour S défini par H*(D) (% @ 5—?) De plus H*(D) (% @ 5—?) est fermé dans
L*(0A,C™) comme I'image du sous-espace fermé H?(D) par l'opérateur borné inférieure-
ment 7' défini par T : H*(D) — L*(0A,C™), Tf = f (% @ 5—?) On en déduit que

Is(Fy & Fy) = I (ﬂ ® @) = H*(D) (5 o 5) .

U U Uy Uy

2. Soit Hy @ Hy dans L?(T,C™) @ L?*(rT,C™) l'orthogonal de Is(F; & Fp), ce que I'on
peut écrire ainsi : . .
<H1, Gth1>T —f- <H0,7"36th0>TOT = O, n Z O (21)

On en déduit que (Hy, e™ Fy)r = O(ry), n > 0. Sil'on note f; la fonction a valeurs scalaires
sur T définie par (Fy, Hy)t, alors f; s’étend en une fonction de H*(T U7rT) olt g < r < 1.
Soit f, la fonction de L?(rT) (et donc dans L' (rT)) définie par f.(re") = >, ™ fi(n)et™.
Alors f1® f, € HY(TUrT) d’apres le lemme 1.2.1. Ceci implique que f; = (Fy, H; )T est log-
intégrable, et donc comme log |f1(e)| < log || Fi(e™)||cm + log || Hy(€™)||cm, ceci contraint
Fi a étre log-intégrable, d’ou la contradiction.

Ainsi, f; est la fonction identiquement nulle et

<H17ZnF1>'Ir = 0, n € 7.

D’apres (2.1), on a (Hy, 2"Fy)r = 0 pour tout n > 0. Enfin, H; & H, est orthogonal a
Rs(Fy) & Is(Fy), et done Rg(Fy) & Is(Fy) C Is(Fy @ Fy). Comme linclusion réciproque
est toujours vraie, on obtient ’égalité souhaitée.
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g

La proposition duale naturelle est la suivante, donnée sans démonstration. Celle-ci peut
se déduire aisément de la celle de la proposition 2.3.4 par le méme changement de variable
que celui détaillé dans la proposition 2.3.2.

Proposition 2.3.5 Soit Fy & Fy € L*(T,C™) & L*(r,T,C™).

1. Si Fy est log-intégrable sur roT, alors

. _ (F F
Is—1(F) ® Fy) = H*(C \ roD) (—1 ® —0) ,

Uo Uo
ot ug est une fonction extérieure a valeurs scalaires roT telle que
lug(roe™)| = || Fo(roe™)||cm presque partout sur ryT.
2. Si Fy n'est pas log-intégrable sur roT, alors

Is1(F1 @ Fy) = Is-1(F1) @ Rs(Fp).

Nous pouvons maintenant aborder la description des sous-espaces invariants pour S
générés par une seule fonction.

Théoréme 2.3.6 Soit I} € L*(T,C™) et Fy € L*(roT,C™). Alors on a :

1. Si Fy n’est pas log-intégrable sur T et si Fy est log-intégrable sur roT, alors

E
Is(Fy & Fo) = PL*(T,C™) & H*(roD)
0
ou ug est une fonction extérieure de H*(roD) telle que |ug(roe™)| = ||Fo(roe™)||cm

presque partout sur roT et ou P est une fonction mesurable a valeurs dans les pro-
jections sur T.

2. Si Fy n’est pas log-intégrable sur roT et si Fy est log-intégrable sur T, alors

= F
Is-1(Fy ® Fy) = HX(C\ D)= @ P,L*(ryT,C™)

Uy

ol uy est une fonction extérieure sur H*(D) telle que |uy(e™)| = [|F1(e®)||cm presque
partout sur roT et ou Py est une fonction mesurable a valeurs dans les projections
sur roT.

3. Sini Fy ni Fy ne sont log-intégrables, alors
IS(Fl EB Fo) == PL2(8A, Cm) == Is—l(Fl EB Fo)

ou P est une fonction mesurable a valeurs dans les projections sur 0A.
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Preuve : 1. La seconde assertion de la proposition 2.3.4 implique que Is(F; & Fy) =
Rs(Fy)®Is(Fy). Dapres le lemme 2.2.1, Rg(Fy) = Py L*(T,C™) ou P est une fonction me-
surable a valeurs dans les projections sur T. Comme Fj est log-intégrable, on a : Ig(Fy) =
Ig(f—g) olt up est une fonction extérieure sur H%(roD) telle que |ug(roe™)| = ||Fo(roe)||cm

Iih)

presque partout sur roT. Comme Ig <u—0> contient H Q(TOD)S—S et comme ce dernier est

fermé en tant qu’image d’un fermé par un opérateur borné inférieurement, on en déduit
que Ig <%> = H?(roD) 0.

2. Si Fp n’est pas log-intégrable, la seconde assertion de la proposition 2.3.5 implique que
I5-1(FL® Fy) = I5-1(F1) ® Rg(Fp). Comme Fy est log-intégrable, Ig-1(F) = H*(C\D))
ott uy est une fonction extérieure sur H2(C\D) telle que |u ()| = || Fy(e™)

tout sur T. Comme [g-1 (% contient H2(C \@)%) et comme ce dernier est fermé comme

Ccm presque paI‘—

image d’'un fermé par un opérateur borné inférieurement, on en déduit que Is-1(F; @ Fp) =
HYC\ D)2 @ PL(roT,C™).
3. Comme F} n’est pas log-intégrable, Is(Fy @ Fy) = Rs(F1) @ Is(Fp). 1l reste a montrer que
si Iy n’est pas log-intégrable alors Ig(Fy) = Dg(Fp). Pour ce faire, il suffit de vérifier que
des que Hy L Ig(Fy), alors Hy L Dg(Fp). Or, Hy L Is(Fp) implique que les coefficients de
Fourier négatifs de la fonction de L!(roT) & valeurs scalaires fy := (Fy, Hy) sont identique-
ment nuls. Ainsi, fy s’étend en une fonction de H'(r¢DD) et donc fy est log-intégrable. Ceci
oblige Fy a etre log-intégrable, ce qui est exclu. Ainsi fj est la fonction identiquement égale
a 0et Hy L Dg(Fp). D’apres le lemme 2.2.1, Dg(Fy) = Rs(Fy) = ByL*(ryT,C™) ot Py
est une fonction mesurable a valeurs dans les projections sur roT. Maintenant en prenant
P = P, @& Py, on obtient le résultat voulu. Des arguments similaires montrent facilement
que Ig-1(Fy) = Dg(Fy) lorsque F; n’est pas log-intégrable, d’ou la derniére égalité.
O

Il ne reste plus qu’a décrire les sous-espaces doublement-invariants par S engendrés par

F = Fy & Fy dans le cas ou F; ou Fj n’est pas log-intégrable.

Théoréme 2.3.7 Soit [}, € L*(T,C™) et Fy € L*(roT,C™). Supposons que Fy ou Fy ne
soit pas log-intégrable. Alors :

DS(Fl @ Fo) - DS(F1> @ DS(F0> — PL2(8A, Cm)
ou P est une fonction mesurable a valeurs dans les projections sur 0A.

Preuve : Supposons que F} ne soit pas log-intégrable. La seconde assertion de la proposi-
tion 2.3.4 affirme que Is(F1®Fy) = Dg(F1)®1s(Fy). En particulier 001g(Fy) C Is(F1®Fy).
De plus, Dg(F, @ Fy) contient 0 @ Is(Fp) et donc contient 0 & Dg(Fp). On obtient alors

Ds(Fy & Fy) = Ds(Fy) & Ds(Fo),

car Dg(F; @ Fy) est toujours contenu dans Dg(Fy) @ Ds(Fp). Si Fy n’est pas log-intégrable,
la seconde assertion de la proposition 2.3.5 affirme que Is-1(Fy @ Fy) = Is-1(Fy) @ Ds(Fp).
Comme précédemment, Dg-1(Fy ® Fy) = Dg(F1® Fyp) entraine que Dg(Fy @ Fy) = Dg(F1)®
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Dg(Fp). La version vectorielle du théoreme de Wiener fournit 'existence de P, une fonction
mesurable & valeurs dans les projections sur dA telle que Dg(Fy)® Dg(Fy) = PL*(0A,C™).
O

Résumons les résultats de structure des théoremes précédents a l'aide de tableaux :

Description de Is(F) & Fy) et Is-1(Fy & Fp) -

I Fp est log-intégrable :
log-int. Oui Non
Oui Is(F, @ Fy) = H2(D)(F, & Fy)/wy Is-1(Fy & Fy) = H(C\D)(£) & P,L*(roT)
Is-1(Fy ® Fy) = H2(C \ roD)(F, & Fy)/uo Is(Fy & Fy) = H*(D)(Fy @ Fy)/wa
Non Is(Fl@Fo) :PILQ(T,(Cm)EDHz(T()D)(%) Is(Fl@Fg) :Isfl(Fl@Fo)
Is-1(Fy & Fy) = HX(C \ roD)(Fy & Fo)/ug = PL*(0A,C™)
Description de Dg(F; & Fp) :
F Fy est log-intégrable :
log-int. Oui Non

Oui | H2(0A)(W, & Wy) | PL2(9A,C™)
Non PI2(0A,C™) | PL2(9A,C™)

Une conséquence simple de ces théoremes de structure est le corollaire suivant. Notons
0,(T') le spectre ponctuel de 'opérateur T, ensemble des valeurs propres de 7.

Corollaire 2.3.8 Pour tout sous-espace doublement-invariant M C L*(A,C™) on a :

ap((Sm)7) C A.

Preuve : Cette affirmation revient a montrer que (S — AId)M est dense dans M pour
A € A, ce qui est une conséquence de 'égalité Dg((S— A d)F') = Dg(F') pour tout F' € M.
O

2.4 Sous-espaces doublement-invariants

2.4.1 Sous-espaces completement non réduisants

Définition 2.4.1 Un sous-espace fermé M de L?*(0A,C™) est dit complétement non ré-
duisant st les seuls sous-espaces réduisants qu’il contient sont les sous-espaces triviaux M

et {0}.
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Lemme 2.4.1 Soit M un sous-espace doublement-invariant pour S et My un sous-espace
réduisant pour S. Alors My := M N My est doublement-invariant pour S.

Preuve : Commencons par vérifier que Ms est invariant pour S. En fait, pour F} € M,
et Fy € My, on a :
<SF27F1> - <F27S*F1> - 07

comme M, est réduisant. Ainsi SMy C M. Vérifions que My est invariant pour S—1, ce
qui revient & montrer que My L (S71)*M;. Comme M est réduisant pour S, d’apres la
version vectorielle du théoreme de Wiener, il existe une fonction mesurable a valeurs dans
les projections P telle que pour presque tout £ € 0A, P(§) : C™ — Z(§) ou Z(§) = {F(¢) :

F € M;}. Comme (S7')*F(e") = e F(e") € P(e")C™ et (S™1)*F(rge) = %F(roe“) €
P(roe™)C™, (SH)*F € PL?*(0A,C™) = M; pour F € M, et donc on obtient le résultat
souhaité.

U

D’apres le lemme 2.4.1, nous limiterons notre étude aux sous-espaces completement
non-réduisants.

Lemme 2.4.2 Dans le cas scalaire, les sous-espaces doublement-invariants qui sont com-
pletement non-réduisants coincident avec les sous-espaces doublement-invariants non-réduisants.

Preuve : Supposons que M soit doublement-invariant mais contienne une sous-espace
non trivial réduisant M;. D’aprés Wiener, M; = xygL?(0A) ou E et son complémentaire
sont de mesure strictement positive. Maintenant, pour tout f € M, on peut écrire f =
xef+ xoaef, o xgf € My C M. Alors, xoaef € M et Dg(xoaef) C M pour tout
f € M. Comme xgpf et xpa\gf ne sont pas log-intégrables, on obtient Dg(xoa\ef) =
Rs(xoaef) et Ds(xef) = Rs(xef). Ainsi le sous-espace M est réduisant.
O
Il est facile de voir que le résultat précédent est faux dans L*(0A,C™) pour m > 1
en prenant la somme directe d’un sous-espace doublement-invariant et d’un sous-espace
réduisant.

2.4.2 Sous-espace doublement-invariants analytiques

Dans cette section, nous allons restreindre notre étude aux sous-espaces fermés de
fonctions analytiques dans les espaces de Hardy H?(9A, C™). Royden [33] a montré que les
sous-espaces fermés non triviaux de H?(9A) qui sont doublement-invariants pour S sont
de la forme ¢H?(0A), o ¢ € H*®(DA) est intérieure.

La preuve qu’il propose repose sur la factorisation intérieure-extérieure des fonctions des
espaces de Hardy sur un domaine circulaire évoquée au chapitre précédent. Remarquons que
le résultat de Sarason implique que tout sous-espace doublement-invariant non réduisant
M de L*(DA) est de la forme H?(OA)(w; & wp), ot wy est unimodulaire sur T et wq est
borné et borné inférieurement sur roT, d’apres I'interprétation scalaire du théoreme 2.3.3.
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Bien sur, si M C H?(9A), alors (w; @ wy) € H®(DA) et ¢ est obtenue en prenant le
facteur intérieur.

Tout d’abord nous allons montrer que si M est un sous-espace fermé non trivial de
H?(0A,C™) (‘avec m > 2), alors il existe au moins m fonctions de M engendrant le plus
petit sous-espace réduisant contenant M. Rappelons que dans le cas scalaire, le théoreme

de Wiener implique que toute fonction f de M \ {0} vérifie Rg(f) = M = L*(0A).

Théoréme 2.4.1 Soit M un sous-espace fermé non trivial de H*(OA, C™). Alors, il existe
un ensemble de fonctions G',...,G* dans M telles que k < m, et

Rs(M) = Rs(G") + - -+ + Rs(G").
g1 gt
Preuve: SoitG!'=| : une fonction non constante de M. Pour tout G? =
Im m
dans M, on considere les fonctions de H'(DA) h; = gjg7 — gig; pour 2 < j < m. Alors
deux alternatives se présentent :
-Premier cas : tous les h; sont identiquement nuls, et dans ce cas Rs(G?) C Rs(G).
-Deuxieme cas : il existe une fonction hj, avec 2 < j, < m qui est non nulle presque
partout sur OA, et alors on peut considérer le sous-espace réduisant Rg(G') + Rg(G?) =
P,L2(0A,C™), oli, pour presque tout & € A, le rang de P»(€) vaut 2.
Si Rg(M) = Rs(G') + Rs(G?), on a obtenu le résultat désiré. Sinon on prend une
i
troisiéme fonction G® = | : e M.
I
On considere alors la fonction de H2/3(0A)

gl% 92% 95’
hj = gjlo 9]'20 gjg
9i 9 9

pour 2 < j <m, j # jo.

De nouveau, deux alternatives se présentent :

Premier cas : tous les h; sont identiquement nuls, et alors Rg(G?) C Rs(G') + Rg(Ga).
Deuxieme cas : il existe une fonction h; avec 3 < j < m qui est non nulle presque partout
sur DA, et on considere alors le sous-espace Rg(G') + Rs(G?) + Rs(G?) = P3L*(0A,C™),
ou, pour presque tout £ € JA, le rang de P3(£) vaut 3.

On réitere ce procédé. Cet algorithme s’arréte des que jusqu'a ce que si Rg(M) =
Rs(GY) + ...+ Rs(G*) pour un entier k < m. Sinon, il existe m — 1 fonctions de M telles
que Rs(G') ne soit pas dans Rg(G') + -+ + Rs(G'™) pour tout 2 < 1 < m — 1. Alors
Rs(GY) + -+ Rs(G™Y) = P,,_1L*(0A,C™), ou pour presque tout & € JA, le rang de
Pp_1(§) vaut m — 1.
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9"
Prenons G™ = | : € M, et considérons les fonctions de H>™(9A)
Im
g gt
h = Do
Gm " Im

Si h est identiquement nul, alors Rg(G™) C Rs(G') + -+ + Rs(Gy,—1). Sinon, la fonction
h est non nulle presque partout sur 0A, et on considere alors le sous-espace réduisant
Rs(GY) + -+ Rs(G™) = P,,L*(0A,C™), ol pour presque tout & € JA, le rang de P,,(€)
vaut m. Il suit que P, est I'application identité et donc

Rs(GY) + -+ Rs(G™) = L*(0A,C™).

On remarquera que l'analyticité a été utilisée pour montrer que le rang en £ de la fonction
a valeurs dans les projections (presque partout) est indépendant de &.

g

Proposition 2.4.2 Soit F € H?(0A,C™) \ {0}. Alors il existe une constante stricte-
ment positive ¢ et W € H®(0A,C™) vérifiant |W(&)||cm = 1 presque partout sur T et
W (&)||cm = ¢ presque partout sur roT, tels que l'on ait :

Ds(F) = H*(QA)W et Rg(F) = L*(0A)W.

Preuve : Prenons F € H*(9A,C™) \ {0}. Par conséquent log || F'|| est une fonction de
L'(0A). Nous pouvons alors définir la fonction v sur A par

9g(z,§)
on

o@) = [ oglF©llen 2 as(e)

oA
Alors, comme A n’est pas simplement connexe, il existe une constante s et une fonction
réelle harmonique h telle que

() = v(2) — slog 2] + ih(2)

soit holomorphe. Ainsi ¢(2) := exp(1(z)) est une fonction extérieure dont la limite au bord
vérifie |p(&)] = ||F'(§)]|em/|E|*. Soit W = F/¢ et observons que W € H*(0A,C™) avec
|W(&)||cm = 1 presque partout sur T et ||V (&)||cm = r§ presque partout sur ryT. Comme
¢ € H?(0A), ¢ est la limite pour la norme L? d’une suite de polynémes trigonométriques
(Pn)n. Comme

1F" = pu W3 = [I(¢ — pu) W3 < max(c®, 1)[|¢ — pall;
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avec ¢ = 1§, on en déduit que ||[F' — p,W]||2 tend vers 0 quand n tend vers co. Ainsi on
a Dg(F) C Dg(W). De plus, comme ¢ est extérieure, il existe une suite de polynémes
trigonométriques (g, ), telle que lim, . [|g,¢ — 1]]2 = 0. On en déduit que

lgn " = Wiz = l[(ga¢ — W3 < max(c®, 1)]lgnd — 113,

et donc ||¢, F' — W]||2 tend vers 0 lorsque n tend vers co. Ainsi on obtient Dg(W) C Dg(F),
et donc Dg(W) = Dg(F).

Nous pouvons aussi vérifier que Rg(F') = Rg(W). D’apres le corollaire 2.2.3, Rg(F') =
{G € L*(0A,C™) : G(&) € CF(&) pour presque tout & € 9A}. Comme F = ¢W, ou
(&) # 0 presque partout sur JA,

Rs(F) = {G € L*(0A,C™) : G(¢) € CW(€) pour presque tout & € 9A} = Rg(W).

Comme W est borné supérieurement et inférieurement, L?(9A)W est un sous-espace fermé
et est donc égal & Rg(W).
O

Remarque 2.4.1 D’apreés le théoréeme de Wiener il existe une fonction P a valeurs dans
les projections telle que Rg(F) = PL*(0A,C™). Un choiz naturel pour P est J, ;W & e;
ou ey est le premier vecteur de la base orthonormée canonique de C™ et ou

rald = 55* 185" — Id)

2 2
rg—1 c rg—1

1
Jije = Prerem) + EPLQ(TO'JI‘,CT") (:

La preuve du prochain résultat est basée sur la démonstration faite dans le cas scalaire
par Sarason [35]. D’apres le théoreme 2.4.1, on peut montrer que pour un sous-espace
doublement-invariant donné M de H?*(9A,C™), il existe un nombre fini de fonctions de
M qui engendrent M.

Théoréme 2.4.3 Soit M un sous-espace non trivial doublement-invariant (complétement
non réduisant) de H*(OA,C™). Alors il existe un ensemble fini d’au plus m fonctions
bornées de M, notées F',---  F", telles que

M = Dg(FY) @t --- @+ Dg(F").

De plus, si Rg(M) = PL?*(0A,C™) ou P est une fonction a valeurs dans les projections,
le rang de P(&) est constant et est égal a r, pour tout £ € JA.

Preuve : Tout d’abord, commencons par montrer qu’il existe A\g € A tel que
MO (S = Nld)M # {0}. En fait, si ce n’était pas le cas, pour tout A € A et tout
e € C™, on aurait Py(kye) = 0, ou Py est la projection orthogonale sur M et ou k) est
le noyau reproduisant de H?(A) associé a A. Comme Span{(kye) : A € A,e € C™} est égal
a H?(0A,C™), on en déduit que M = {0}, ce qui est exclu.

Soit 't € M&(S—N\gId)M. D’aprés la proposition 2.4.2, il existe W, € H*(9A, C™) tel
que [|[W1(€)]|cm est constant presque partout sur chaque cercle de A et tel que Dg(F') =
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H?(0A)W, et Rg(F') = L?*(0A)W,. Considérons M; := M N Rg(F') qui contient N :=
Ds(FY), et soit Ny := Dg-((S* — M\Id)F"'). Comme S*™S™ est une combinaison linéaire
de S™™ et de S*(™~™) pour n # m in Z, et S*™S™ aussi une combinaison linéaire de Id et
de S*S, on a :

Rs(Fl) CMN+Ny+ CS*SF!.

Comme Ny C Rg(F')N ML, on en déduit que M; C N;+ MNCS*SE. On obtient donc
dim(M; & Dg(F')) < 1. Autrement dit,

MNRs(F') = Dg(F') ou M N Rg(F') = Dg(F') + CS*SF".

Vérifions qu’il existe une fonction G* dans M telle que M; = Dg(G").
Si dim(M; & Dg(F')) = 0, alors on peut prendre G' = F'. Il ne reste qu’a considérer
le cas ot My = Dg(F*') + CS*SF*, c’est a dire lorsque

dim(M; © Dg(F')) = 1. (2.2)

Soit G € My © Dg(F"), avec G # 0. Alors Py, S*G L Dg(F1'), et comme dim(M; ©
Dg(F1)) = 1, il existe un unique pg € C tel que Py, S*G = 1i,G ; ce qui s’écrit de fagon
équivalente po € op((Sim,)*)-

D’apres le corollaire 2.3.8, on sait que py € A.

Maintenant, comme Dg(F;) = H?(0A)W; d’apres la proposition 2.4.2, on a

dim(Dg(F") © (S — pold)Ds(F')) =1 (2.3)

(remarquons que l'opérateur S — pold est borné supérieurement et inférieurement, donc
(S — pold)Dg(F) est fermé). Le méme argument, montre que

dim((S — pold)M; © (S — pold)Ds(F)) =1, (2.4)

ce qui donne dim(M; © Dg(F')) = 1.
Résumons ces observations dans le diagramme suivant :

My = M Rs(F')
/ N1
(S — poId) M, Ds(FY) = H2(DA)W,
1 !
(S — pold)Ds (1)

Les égalités de dimensions (2.2), (2.3) et (2.4) impliquent que dim(M;S(S—puold)M;) =1,
avec G € My © Dg(F') et G € My 6 (S — pold) M.
Ainsi, (S —puold)M; = Dg(F'), et donc F'(up) = 0; comme F' est analytique, il en est
de méme pour (S — pold)'F' € My, et donc M; = Dg(G"), avec G' = (S — pold) ' F'.
A ce stade de la démonstration, nous avons montré qu’il existe G!' € M tel que
M = Dg(G") &+ M’; ot M' = M N Rs(F')*, qui est doublement-invariant d’apres
le lemme 2.4.1.



40 Chapitre 2. Sous-espaces invariants pour le shift sur L>(0A,C™) et H*(A,C™)

Un raisonnement par induction nous conduit a l’expression :
M = Dgs(G") @+ Dg(G*) @+ --- @+ Ds(G") &+ M”,

pour les fonctions G!,...,G" € M et ot M” est aussi doublement-invariant pour S. Il ne
reste plus qu’a montrer que cet algorithme se termine, c’est a dire que M” = {0} pour un
entier r < m.

D’apres la proposition 2.4.2; il existe Wy, .-, W, dans H*(90A,C™) dont les valeurs
aux bords de [|[Wg(&)||cm sont 1 presque partout sur T et sont égales a une constante
positive ¢ sur 7T, tels que

Rg(M) = L2(OAW, + - - + L2OA)W, + Rg(M").

D’apres la Remarque 2.4.1, il suffit de considérer Jy/. = Pr2(rcm) + %PL2<TO'H‘7(Cm), et

{ M = H*(0A)W, @t --- ot H2(0A)W, &+ M”

Rs(M) = Jy/ey (LX(OA)W1) + -+ + J1/e, (L (DA)W,) + Rg(M").
Soit ) la fonction a valeurs dans les projections définie presque partout sur 0A par

Q&) =12 (Jrye, Wi(€), -+, Juje, Wi (€)).

Par construction, on vérifie facilement que Q(§) est une projection orthogonale et que
Rg(M) = QL*(0A,C™) + Rg(M"),

ou le rang de Q(§) est égal a r pour presque tout £ € A. D’apres le théoreme de Wiener,
il existe une fonction P mesurable a valeurs dans les projections telle que Rg(M) =
PL*(0A,C™). Or, d’apres le théoreme 2.4.1, le rang k de P(£) est indépendant de ¢ et est
inférieur ou égal a m, donc on a nécessairement r < k < m; ainsi, le raisonnement par
induction doit s’achever avec M” = {0} apres un nombre r < m d’itérations. Or comme
Rs(M) = QL*(0A,C™), ceci implique que k = r.

O

2.4.3 Graphes d’opérateurs

Une application de 1’étude des sous-espaces invariants par le shift et I’étude des opéra-
teurs fermés invariants par le shift. Pour les espaces de Hardy du disque, 'idée originale
est de Georgiou et Smith [17], qui donnent des applications en théorie du controle.

Dans le cas de 'anneau, nous avons le cas particulier suivant du théoreme 2.4.3.

Théoréme 2.4.4 Soit M un sous-espace fermé non trivial de H*(OA,C?). Si M est
doublement-invariant et est le graphe d’un opérateur (mon nécessairement borné), alors
il existe une fonction bornée © € M telle que

M = Dg(0) = H*(0A)O.
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Preuve : D’apres le théoreme 2.4.3, M peut étre engendré par une seule fonction et
on obtient le résultat souhaité. Il ne reste donc qu’a considérer le cas ou il existe deux

fonctions ( h ) , ( ;2 ) dans M qui engendrent M :
2

a1
_ fl 1 f2
M—Ds(gl)@ DS<g2)7

olt [f1]? + |g1|* et |fa]® + |g2|* valent 1 sur T et valent une constante positive sur rT.
Remarquons que :

Ja i) 0
f1<92)_f2(91)_(f192—f291)EM'

comme M est le graphe d’un opérateur, nécessairement

J192 =912 = 0. (2.5)
De plus, Dg ( h ) 1 Dg ( f ), donc on a aussi
g1 92

fifa+ 9192 = 0. (2.6)
En multipliant (2.6) par f> et en utilisant ’égalité (2.5), on obtient :

filfol? + filgal* = 0.

On en déduit que f; = 0 et donc g; = 0 car M est le graphe d’un opérateur. Ainsi, M est
engendrée par une seule fonction.
O
Il existe un résultat analogue pour L*(OA) se démontrant par une méthode plus élé-
mentaire, mais pour des hypotheses légerement plus fortes, I'hypothese d’analyticité étant
essentielle dans la preuve du théoreme 2.4.3.

Théoréme 2.4.5 Soit M un sous-espace non trivial fermé de L?(0A,C?). Si M est
doublement-invariant et est le graphe d’un opérateur T (non nécessairement borné) dont
le spectre n’est pas le plan complexe entier, alors il existe une fonction bornée © € M telle
que

M = Dg(0) = L*(0A)6.

Preuve : Soit A € C n’appartenant pas au spectre de 7. Alors 'opérateur V = (T —
Ad)™' est borné et commute avec S. Soit V(1 & 0) = hy @ he, donc V(S™(1 & 0)) =
S™(hy @ hs) pour tout n € Z. Comme V est borné, ceci implique que hy = 0 et hy € L>(T)
comme V(f @& 0) = hyf &0 pour f € L*(T) (voir [31, Chap. 3]). De méme, il existe
hy € L®(roT) tel que V(0 & g) = (0 & hig) pour g € L*(roT). Ainsi, le graphe de V/

est {( if ) fe Lg(aA)}, ou h = hy @ hl, € L*°(0A). Or, y = Tz si et seulement si

_ —1(y _ _ _ 72 h
(T — A\ld)" "y )\x)—x,doncM—L(aA)(1+)\h .

g
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Chapitre 3

Sous-espaces S*—faiblement
invariants sur I’espace de Hardy du
disque

3.1 Présentation du probleme et énoncé du résultat
principal

La premiere description complete d’un sous-espace invariant par le shift sur un espace
de Hardy sur un domaine circulaire qui ne soit pas simplement connexe est due a Hitt [19].
Le domaine étudié est 'anneau A := {z: 1 < |z| < R}. Ce résultat est la clé qui permit a
Yakubovitch ([46]) de donner la description complete des sous-espaces fermés S—invariant
de HP(Q2) pour 2 domaine circulaire quelconque.

La démonstration initiale proposée par Hitt commence par donner la description des
sous-espaces S*—faiblement invariants de H?(ID) définis ci-dessous. A elle seule cette des-
cription a un intérét propre, et plusieurs auteurs ont proposé diverses méthodes pour
retrouver le résultat de Hitt. Signalons notamment Sarason ([36]) qui utilise les espaces de
De Branges-Rovnyak ou encore Nakamura ([24, 23]) qui utilise la théorie des dilatations
isométriques minimales d’une contraction.

L’objet de ce chapitre est de généraliser la description de ces espaces particuliers aux
fonctions a valeurs vectorielles.

Rappelons que pour f € H?(D), le shift S a pour adjoint 'opérateur défini comme

suit :
£(2) = 1(0)

z

S (N(z) =

Définition 3.1.1 Un sous-espace F de H*(D,C™) est dit S*—faiblement invariant si F
est fermé et si pour tout élément f € F tel que f(0) =0, on a S*f € F.

Une premiere remarque concernant la définition d’un espace S*—faiblement invariant,
est de se demander s’il existe des fonctions f € F telles que f(0) # 0. En effet, si F C

43
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2zH?*(D,C™) alors par définition, F est S*—faiblement invariant si et seulement si F est
S*-invariant.

Lemme 3.1.1 Soit F un espace S*— faiblement invariant tel que F C zH?*(D,C™). Alors
F est réduit a {0}.

Preuve :
Soit f € F, dont le développement en série entiere est f(2) = > -,a.2", (an) €
I2(N,C"). Comme f € zH?*(D,C™), le coefficient ay est nul. Comme F est S*—faiblement
f(z)

invariant, la fonction g définie par g(z) = == = > . an12", appartient a M. On en

déduit que a; est nul. Par récurrence, on montre que a, = 0 pour tout n > 0 donc
F = {0}.
O

Ce lemme a une conséquence importante pour la suite :

Corollaire 3.1.1 i F est un sous-espace S*— faiblement invariant de H*(D,C™) et F #
{0}, alors
dim (Fo (FNnzH*(D,C™))) < m.

Preuve : D’apres le lemme 3.1.1, F contient des fonctions qui ne s’annulent pas en
0. Ainsi Pespace W = F N (zH?*(D,C™))t n'est pas réduit & {0}. La dimension de cet
espace est notée r. Pour i € {1,--- ,m}, posons f; = Pr(koe;), o Pr est la projection
orthogonale sur F et ou kg est le noyau reproduisant en 0. En fait les fonctions f; = Pr(e;)
sont des éléments de F & (F N zH?*(D,C™)) qui engendrent ce sous-espace. En effet, si g
est orthogonal aux f;, alors g(0) = 0, et ainsi, si g appartient a F qui est S*—faiblement
invariant, nécessairement ¢ est identiquement nulle. Par conséquent la dimension de F ©
(F N zH?*(D,C™) est au plus égal & m.
O
Rappelons qu’'une fonction ¢ analytique sur D, bornée et a valeur opératorielle est telle
que lim,_; ¢(re) existe pour persque tout ¢ € [0, 27]. Cette limite radiale est notée ¢* (™).
Une fonction ¢ analytique sur D, bornée et a valeur opératorielle est dite intérieure si, pour
presque tout £ € T, ¢*(&) est une isométrie.

Nous allons obtenir la description suivante des sous-espaces S*—faiblement invariants :

Théoréme 3.1.2 Soit F un sous-espace S*—faiblement invariant de H?(D,C™) et soit
(wy, ... w,) une base orthonormée de W := F & (F N zH?*(D,C™)). Alors F se décompose
sous la forme suivante :

F=F (HQ(]D, C") © ¢H*(D, C’"’)) :

ot ¢ une fonction intérieure de H*(D,L(C™,C")) s’annulant en zéro, 1 < r < 1’ et
Fo = mat(wy, ..., w,).

De plus, la matrice Fy et la fonction ¢ sont uniques a une équivalence unitaire pres.
Enfin, pour tout f € F, il existe g € H*(D,C") tel que f = Fyg et

g1l = [1£12-
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3.1.1 Reéduction et reformulation du résultat principal

La proposition suivante est une adaptation au cas vectoriel de I’algorithme de Hitt [19]
et de la formulation opératorielle de Sarason [36]. Rappelons qu'un opérateur T' sur H
appartient a la classe Cq si pour tout € H, lim,, . ||T*"z| = 0.

Remarque 3.1.1 Soit (w;);=1,._,» une famille finie de vecteurs orthonormés. Alors l’opéra-
teur Rp, = S—) ._, w;®S*w; est une contraction. En effet, Ry, = S(Id— Pw) ot Py est
la projection orthogonale sur W, le sous-espace vectoriel engendré par w; pourj =1,...,7.

Proposition 3.1.3 Soit F un sous-espace S*—faiblement invariant de H*(D,C™) et soit
(w1, ... w,) une base orthonormée de W := F & (F N zH*([D,C™)) .
Notons Fy = mat (wy,...,w,). Si S — 7" w; @ S*w; est de classe Co, alors l'appli-
cation
J:. F — F
Fog — g,
ou F':={g e H*D,C") : 3f € F, f = Fog}, est bien définie, isométrique et de plus F'
est S*—invariant.

Preuve :
Notons Py la projection orthogonale de F sur W.
Soit f € F. Alors Py (f) est de la forme Py (f)(2) = apawi(2) +. .. ag,w,(z), et ainsi :

ap,1

VzeD, f(z) = Pw(f)(2) + fi(z) = Fy f, + f1(2),

avec fi € FNW+=. De plus, comme la famille {w;}i=1., forme une base orthonormée de
W, on obtient 1’égalité des normes suivante :

1FI1P = laoa > + - + lao, > + [ f1]I> = llaoll* + | f1]l*, ot ag = (ao,1, - - -, a0, )"

Par définition d’un sous-espace S*—faiblement invariant, la fonction g; := S* f; est dans
M.

On a ainsi f = Fyag+Sg; et || f||> = ||aol|*+]|g1||*. En remarquant que Sg; = f— Fyag =
(Id — 7"y w; @ w;)(f), on en déduit que :

g1 = S5*(Id — ij ® w;)(f) = Ri, (),

olt Ry, = S*(Id — 3 7i_, w; @ wy). Il est clair que [|Rp,|| < 1.
On procede avec g; comme avec f. Par itérations on obtient :

f(2) = Fy(apz + ayz + - + apz®) + Sk“R’}O“(f), (3.1)
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avec 'égalité (due aux projections orthogonales successives) suivante :

k
IFIP =D llasl® + IIRE ()11 (3.2)
j=0

L’adjoint de Rp, est S — Z;Zl w; ® S*wj, qui est par hypothese de classe C.
Il nous faut montrer I'existence et décrire 1'espace

F :={ge€ H*(D,C"): 3If € F telle que f = Fyg}.
D’apres ’égalité (3.2), on a

W eN, Sl < £

n<N
On définit g € H*(D,C") par g(z) = Yoy arz®. D’aprés Péquation (3.1) on a :
Fo(2)g9(2) = Fo(2)(ao + a1z + -+ + ap2") = SR (f)(2)

Comme Rp, est Co., on obtient S"Rp(f) — 0 dans H*(D, C™) et donc dans H'(D, C™).
Ainsi Fyg = f dans H'(D,C™). Par unicité de la limite, comme f est dans H*(D,C™),
Fog = f dans H*(D,C™). On a donc Fyg = f avec g € H*(D,C"). D’autre part, I’égalité

(3.2) implique
AP =D llaell® = llgll*.

k>0

On peut maintenant considérer F' := {g € H*(D,C") : 3f € F telle que f = Fyg}.
Soit
J: F — F
f = g tel que f = Fyg.

Ainsi défini, J est une isométrie d’apres 1’égalité en norme précédente et par suite F’ est
un sous-espace fermé de H?(ID, C") comme image d’un fermé par une isométrie.

Il ne reste plus qu’a montrer que F’ est S*—invariant dans H*(D,C").

Soit g € F' et montrons que S*(g) € F' . Nous savons qu’il existe f € F telle que
f = Fog. Or, par construction, f(z) = Fy(2)ag+ fi(2) et ag = g(0). On obtient :

ou Fyfi = gi.

Or fi € FNzH*D), et donc f1(0) = 0. Par définition d’un espace S*—faiblement inva-
riant, 2 +— @ € F. Comme @ = S*g(z), on a S*g € F', ce qui prouve que F' est
S*—invariant.

g
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Corollaire 3.1.4 Soit F un sous-espace S*—faiblement invariant de H*(D,C™) et soit
(wy, ... w,) une base orthonormée de W := F & (F N zH*(D,C™)).

Notons Fy = mat (wy,...,w,). Si S — 377 w; @ S*w; est de classe Co, il existe
¢ € H*(D, L(C",Cr)) intérieure unique & équivalence unitaire pres, s’annulant en zéro
telle que

F=F (HQ(]D, C") & oH*(D, cr’) .

Preuve : D’apreés la proposition précédente, on a F = FyF' avec F' un sous-espace
S*—invariant. D’apres le corollaire du théoreme de Lax-Beurling, il existe ' < r et ¢ €
H>*(D, £(C",C")) une fonction intérieure, unique & une conjugaison par un unitaire pres,
tels que

F'= H*(D,C") © ¢H*(D,C").

Montrons que ¢ s’annule en zéro. Comme pour i € {1,...,r}, v; € F, on a v; = Fe; ou
(e); est la base canonique de C". Comme ¢; € F' = H?*(D,C") © ¢H?*(D,C"), les e; sont
orthogonaux a ¢H?*(D,C"), donc (e;, PUj) 2 cry = 0 avec (u;) base canonique de c’. 1l
s’en suit que ¢;;(0) = 0 donc ¢ s’annule en zéro, ce qui acheve la preuve du corollaire.
O

Pour conclure, il reste a montrer que l'opérateur Rf est de classe Cy. Nous allons
adapter l'idée de Nakamura ([23],[24]). L'opérateur R}, est le shift S perturbé par un
opérateur de rang fini I := —3 7| w; ® S*w;.

Le but des paragraphes suivants est de construire la dilatation isométrique minimale
de Rp,, et d’utiliser la caractérisation suivante :

Théoréme 3.1.5 ([11]) Soit T € L(H) une contraction, et D € L(H') sa dilatation
isométrique minimale sur H' = Span{T™H : n > 0}. Alors T est de classe Cq si et
seulement st D est une isométrie pure.

3.1.2 Contraction perturbée par un opérateur de rang 1

Dans le cas scalaire, R, = S —w; ® S*w; est une isométrie perturbée par un opérateur
de rang 1. Nakamura, dans [23], montre que la dilatation isométrique minimale de Rp,
s’écrit aussi comme une isométrie perturbée par un opérateur de rang 1. Il caractérise quel
type de perturbation garantit d’avoir encore une contraction ou une isométrie. Enfin Il
donne un critere pour savoir si lorsque ’on perturbe une isométrie pure on obtient une
isométrie pure. Les deux théoremes suivants énoncent les résultats pour une perturbation
de rang 1.

Théoréme 3.1.6 ([23] Prop. 1 p. 375) Soit V € L(H) une isométrie et ' € L(H) un
opérateur de rang 1.

1. Alors V + F est une isométrie si et seulement s’il existe un vecteur h € H de norme
1 et « de tel que a € T vérifiant

F=(a—1h®V*h.
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2. De plus V + F est une contraction si et seulement s’ existe un vecteur h € 'H de
norme 1 et a de tel que a € D vérifiant

F=(a-1h®V*h.

Théoréme 3.1.7 ([23] Thm. 2 et Thm. 3 p. 383) Soit V € L(H) une isométrie pure

et F=(a—1)g®@V*g, avec a €D et ||g|| = 1. Posons w = =1 avec

G(z) = ((Id—2V*)(Id— zV*)'g,9).

1. St €D alors V + F est Cy.

2. Sia €T alors V + F est une isométrie pure si et seulement si

1 2 1— |w(6it)|2
21 Jo |1 — aw(e?)|?

dt =1

3. SiaeT et ) -
1 11— !
L[ e g,
21 Jo |1 — aw(e?)|?

alors R =V + F est une isométrie telle que R|span{yngn>0} est unitaire.

3.2 Preuve du résultat principal

3.2.1 Dilatation isométrique minimale

Dans le cas vectoriel, nous allons généraliser les travaux de Nakamura pour le calcul de
la dilatation isométrique minimale d’une perturbation de rang fini d'une contraction. Une
étude détaillée des perturbations d’une contraction par un opérateur de rang fini ou par
un opérateur compact peut étre trouvée dans [39] et [40], ou I'on trouve un analogue du
théoreme 3.1.6. En particulier, une isométrie V' peut étre perturbée par un opérateur de
rang fini F' pour rester une contraction (resp. une isométrie) si et seulement si F' est de la
forme :

F= Z (a;; — dij)e; ® Ve, avec A = (a;;);; vérifiant A*A < Id, (resp.A*A = Id)

et ou (e;); est une base orthonormale de ImF.
Dilatation isométrique minimale d’une contraction perturbée par un opérateur
de rang 1

Voici la construction proposée par Nakamura, dans [23] page 383, de la dilatation
isométrique minimale d’une isométrie perturbée par un opérateur de rang 1.
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Lemme 3.2.1 (dans [23] p. 383) Pour a € D\ {1} et g € H unitaire tel que V*g # 0,
la dilatation isométrique minimale de la contraction R =V + (o« — 1)g ® V*g est

W:=V+4+(@-1)§o V7, ave

~ ~ -1
V::(‘g g,), p=+1-laf? a:—(}_l

Qa
et

T Ve —11|2 2 ( - ;11)g )

Preuve :

Soit V' une isométrie sur un espace de Hilbert H, et ¢ € ‘H un vecteur de norme 1 tel
que V*g #0.Soita € Det r = V+(a—1)g@V*g. Comme I[d—R*R = (1—|a|*)V*gaV*g,
on a :

(Id — R*R)"* = p||V7g|| 'V*g @ Vg,

avec p = /1 — |a|? > 0. On identifie I'espace H? avec &,>¢C, ainsi la dilatation isométrique
minimale de R notée W est définie sur H & H? par :

R 0
W= (p1®v*g 5)'

L’opérateur pl ® V*g est de rang 1 et appartient & £(H, H?). Le fait remarquable est que
W est aussi la perturbation d’une isométrie par un rang 1. Soit

~ Vo 1 (a—1)g N a—1
= = t = — .
v (0 5)’9 \/|Oz—1|2—i—p2( pl ) T a0

On a bien V qui est une isométrie sur H + H2. De plus @ € T et ||g] = 1.

W=7+ (v o)
v (D)
v () o ()
= f/+—|a __1|2+p2§®f/*§
a—1

=V+(@—-1)g§o V.

La matrice représentant W étant triangulaire, il en est de méme pour W"™. On vérifie
ainsi que W dilate R, c’est a dire que PyW"|y = R™.
O
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3.2.2 Dilatation isométrique minimale d’une contraction pertur-
bée par un opérateur de rang fini

Commencons par ce lemme utile par la suite.

Lemme 3.2.2 Soient V € L(H) une isométrie et F' € L(H). Si V+F est une contraction,
alors

FHN Ker V' ={0}.
De plus, si (€;)i=1,..n une famille libre de F'H, alors (V*e;); est libre.

Preuve : Soit x € FH N Ker V*, et soit y € 'H tel que x = F'y. On a donc V*Fy = 0
et [Vyll = llyll

|z? = (Fy,Fy) =((V+F=V)y,(V+F—=V)y)

= [|[(V+ F)yll> = ((V+ F)y,Vy) — (Vy,(V + F)y) + |ly||?
V+ E)yl? = IVyll? — (Fy,Vy) — (Vy, Fy)
V+ E)yll? = IVyll? = (V*Fy,y) — (y,V*Fy)
V+Fyl? = lylI> <0

car V + F est une contraction. Ainsi F'H N Ker V* = {0}.

Supposons qu’il existe («;); € C" tels que Y1, a;V*e; = 0. Alors " | a,e; appartient
a FHNKer V* = {0} donc est nul. Les (e;); étant linéairement indépendants, ceci implique
que tous les «; sont nuls.

e e N N

O
Nous allons a présent construire la dilatation isométrique minimale d’une contraction
perturbée par un opérateur de rang 2.

Lemme 3.2.3 Soient V € L(H) une isométrie, a1, ay € D\ {1} et wy, wy deus vecteurs
unitaires orthogonaux tels que V*w; # 0 pour i = 1,2. La dilatation isométrique minimale
de la contraction

R=V 4+ (aq — Dw @ V*'w; + (ag — Nws @ V*w,

est
W=V + (a; — Dw; @ Vw;, + (as — 1wy @ Vs
avec
_ vV 0 0
V.= 0 S 0 ,
0o 0 S
~ i — 1 .
ai:_a 1’ pi =/ 1—|ai* (pouri=1,2),
oy —
1 (Oél - 1)1U1 1 (Oég - 1)1U1
wy = pl et Wy 1= 0

Vien =112+ pf 0 Viea =17+ p3 ol
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Preuve :

Premiere étape : L’application R =V + (a1 — 1wy @ V*wy + (ag — 1)ws @ V*wy est
bien une contraction. En effet, la perturbation est bien du type décrit en début de
section. Considérons

Ry =V + (a1 — Dw; ® VFwy.

Cette application est une contraction. D’apres le paragraphe précédent, la dilatation
isométrique minimale W, de R; est définie sur H, := H ® H? par :

B R, 0
W= (pl ® V*w, s) '

Seconde étape : Notons wy = wy &0 € Hy et Ry := Wi+ (g — 1)wy @ Wiw, € L(H1).
Comme W, est une isométrie sur Hi, ap € D et w; reste de norme 1, Ry est une
contraction sur H;. Nous appliquons une seconde fois le résultat de Nakamura. Notons
W, Iapplication définie sur Hs 1= H; @ H? par :

o R2 07’[1
7= (et ) 9

Par construction, W5 est une isométrie sur Ho.

Troisieme étape : Montrons que W, dilate R, c’est a dire que py(W3'|y) = R™. Nous
allons donner une écriture matricielle de Wy triangulaire, ainsi le calcul de py W3
sera aisé. L’écriture matricielle de W, relativement & Hy @ H? est :

o RQ 07‘[1
Wp = <p1®V*w1 S ) ’

Simplifions ’écriture de Rs.

R2 = Wl—l—(ag—l)w/\g@W{k@

- (pl ®R11/*w1 g) +(a—1) (u()f) ® (? S*) (“62)
_ (pl ®R11/*w1 g) + (o — 1) (“52) ® ( %“’2) (3.4)

Avant de continuer, simplifions le second terme de cette expression. Soit (fi, f2) €

H & H?, alors
(5)= (") (2)
0 0 J2
~ (i) (1)

_ ((wz ® R§w2)(f1))

_ ((wz ® ngz)(fl)) .
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En effet, nous avons
Wy ® Riwg = we @ Viwe + (g — 1)we ® (w1 @ V7w ) wy,

et comme les vecteurs w; et wy sont orthogonaux, le second terme de la somme est
nul. L’expression (3.4) de Ry devient :

. V+(Oé1—1)w1®V*w1 0 w2®V*w2
= (RS ()

R 0
- (pl@V*UM S) (3.5)

On peut injecter I’ expression de Ry dans 'égalité (3.3) décrivant Wy :
R 0 0
Wy= | \ploVw S) "™|. (3.6)
Comme W5 est triangulaire inférieure, on en déduit que :
R" 0 0 R 0 0
Wy=|\x s 7|=|% 5" 0
* Sm x % S"

et donc PyW3|y = R™.

Derniere étape : Nous avons montré que Ws est une isométrie qui dilate R. Il reste

a montrer que cette dilatation est minimale. Comme les vecteurs V*w; et V*wq
sont linéairement indépendants d’aprées le lemme 3.2.2, on peut identifier H*(D) &
H?*(D) avec H*(D, CV*w; & CV*wy). Par construction-méme de Ws, on vérifie que
Span{W3"H : n > 0} = Hy, ce qui permet de conclure que W est bien la dilatation
isométrique minimale de R.

0

Remarque 3.2.1 Avec les notations du lemme 3.2.3, en utilisant le théoreme 3.1.7, W,
et Wy sont des isométries pures des que V' est pure et a; € D pour i =1, 2.

Théoréme 3.2.1 Soient V' une isométrie, {w; : 1 < i < r} une famille de vecteurs
orthonormés et {a; € D : 1 < i < r}. Alors la dilatation isométrique minimale de la
contraction

est

r
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~ Vo0
7= (1 5 ).

ou S, est le shift sur H*(D,C") et avec

i— 1 .
pi =V 1—lal? di:—oi 1(p0urz:1,---,7’)
a_

%

avec

et enfin

La preuve s’obtient par récurrence a partir du lemme précédent et a comme conséquence
immeédiate le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2 Soit V' une isométrie pure, (;)i=1., € D, et (w;); famille de vecteurs
unitaires de H deuzr a deux orthogonauzx, alors

n

R ::‘/‘+’§£:(CH —'1>Uﬁ @D‘/*IUi

i=1
est une contraction C.

Ce corollaire s’applique en particulier a R, = S — 22:1 w; ® S*w;, qui est donc de
classe Cq. La preuve du théoreme 3.1.2 est achevée.

3.2.3 L’approche modele fonctionnel de C. Benhida et D. Timo-
tin
Nous allons présenter ici une autre approche afin de montrer que 'opérateur Ry, :=

S — Z;zl w; ® S*w; est Cy. Celle-ci repose sur une proposition due a C. Benhida et D.
Timotin [4], dont la preuve repose sur le modele fonctionnel de Sz-Nagy—Foias.

Proposition 3.2.3 ([4], lemme 3.1, p.190) Soit T € L(H) une contraction telle que
dim Dr < oo, et telle que
IWD% ::SWD%a

alors T est compléetement non-unitaire et T est C .
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Nous allons appliquer cette proposition a Ry, = S — Z;Zl w; ® S*w.

L’opérateur R, est une contraction d’apres la remarque 3.1.1.

L’espace de défaut s’obtient en considérant D? := Id— Ry, R, le carré de Uopérateur de
défaut d’isométrie de Ry . Un calcul simple nous donne D? = Z;zl S*w; ® S*w;. Comme
il est auto-adjoint, sa racine carrée existe et a pour image ’espace de défaut D = S*W
engendré par les vecteurs S*w;. La dimension de S*W est finie, la dimension de W étant
finie. Il ne reste qu’a vérifier la derniere hypothese :

Soit g € (S*W)L, alors

(i wi ® S*wi)g,wy) = (g, (D0i_, S*wi @ wi)wy)
= (g,(S*wj ®wj)wj>
= (g, |lw;[*S*w;)
= 0

On a utilisé le fait que les (w;); forment une base orthonormée directe de W, et que
g € (S*W)*t. Ainsi Ry, |pr = S|pr. L'opérateur R, est Cy.
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Chapitre 4

Bases de noyaux reproduisants d’un
espace de de Branges-Rovnyak
vectoriel

4.1 Introduction

Soit (An)n>1 une suite de Blaschke de points distincts du disque unité D, c’est a dire

vérifiant :
Z(l — [An]) < +oo.

n>1
On désigne par B = HnZl by, le produit de Blaschke associé a cette suite et par B, le

produit de Blaschke défini par B, = B/b,, ; ici by, (2) = |:\\—Z|ﬁ Enfin on note h) le

noyau reproduisant normalisé de 'espace de Hardy H?, associé a A, c’est a dire

V1 AP

hA(z) a 1— )z

Alors il est bien connu que (hy, ),>1 est une suite minimale et complete de I'espace modele
Kp := H?>© BH? et cette suite est une base de Riesz si et seulement si (An)n>1 satisfait la
condition de Carleson [26]

}LI;fl | B, (An)| > 0.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la question de savoir ce qui se passe si 'on
remplace la suite de noyaux reproduisants de H? par une suite de noyaux reproduisants
de l'espace de De Branges—Rovnyak vectoriel H(b), ou b est une fonction holomorphe
dans le disque unité, a valeurs opératorielles et contractives. Ce probleme fut initié par
N. Nikolskii [25] and S. Hruschev, N. Nikolski and B. Pavlov [20] dans le cas particulier
ou b est une fonction intérieure, a valeurs scalaires. Une de leurs motivations était le lien
qui existe avec les systemes d’exponentielles et certains problemes d’interpolation. Puis,
de nombreux auteurs [29, 43, 42, 2] se sont intéressés au cas des noyaux reproduisants de

o7
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I'espace de Hardy vectoriel H?(E). Plus récemment, dans [12], E. Fricain considere le cas
ou b est une fonction intérieure a valeurs opératorielles et dans [13], il étudie le cas ou b est
un point extréme de la boule unité de H*. L’objet de ce chapitre est d’obtenir un analogue
vectoriel du critere pour les bases de Riesz obtenu dans [13]. Cependant, comme nous le
verrons, une simple adaptation de la méthode utilisée dans le cas scalaire ne semble pas
fonctionner et nous utiliserons un autre point de vue basé sur le lien entre le modele de
Sz.Nagy-Foias et celui de De Branges—Rovnyak.

Le plan du chapitre est le suivant. La section 4.2 contient les principales définitions et le
matériel préliminaire. Puis, dans la section 4.3, nous montrons comment on peut reformuler
notre probleme de bases de Riesz en un probleme concernant l'inversibilité d’un certain
opérateur défini en termes d’opérateurs de Toeplitz. Dans la section 4.4, en utilisant le lien
avec le modele fonctionnel de Sz.-Nagy-Foias, nous résolvons ce probleme opératoriel et
finalement dans la derniere section, nous donnons le critere pour qu’une suite de noyaux
reproduisants de 'espace de De Branges—Rovnyak soit une base de Riesz.

4.2 Préliminaires

4.2.1 Espaces de Hardy et espaces de De Branges—Rovnyak

Si E est un espace de Hilbert complexe, séparable, L?(F) désigne 'espace des fonctions
f définies sur le cercle unité T, & valeurs vectorielles dans E et telles que || f]|2 < +00, ou

112 = / V()% dim(2),

et m désigne la mesure de Lebesgue normalisée sur T.
L’espace de Hardy correspondant H?(FE) est défini comme I’espace des fonctions f(z) =
> ns0@n2"s an € E, analytique sur D, a valeurs dans E et telles que || f[|z < +o0, olt

15 =D lanllz-

n>0

Comme nous I’avions remarqué dans la premicre partie, Uespace H?(E) peut étre considéré
comme le sous-espace de L*(FE) formé des fonctions dont les coefficients de Fourier négatif
sont nuls. Le symbole P, (respectivement P_) désigne la projection orthogonale de L*(F)
sur H?(E) (respectivement sur H? (E) := L*(F) © H*(E)).

Nous désignons par L(FE, E,) l'espace des applications linéaires et bornées de E dans
E, et nous posons

L®(E — E,) :={f:T — L(E, E,) telle que f est borélienne et bornée}.

H*(E — E,) ={f:D— L(E, E,) telle que f est analytique et bornée.}



4.2 Préliminaires 59

Rappelons que si f € H*(E — E,), alors 'opérateur f(z) admet une limite (au sens de
la topologie forte opérateur) quand z tend radialement vers (, pour presque tout ¢ € T.
Autrement dit, il existe un sous-ensemble o C T, négligeable et tel que

f(Qa = lim f(r()z

r—1-

existe pour tout ¢ € T\ o et pour tout z € E. 1l est clair que f* € L*°(E — FE.) et on
identifie f et f* De plus, si b € H®(E — E,) est tel que b(¢) est une isométrie pour
presque tout ¢ € T, on dit que b est intérieure.

Pour une fonction ¢ € L>®(E — E,), nous notons ¢ 'opérateur

o: [XE) — L[E.)
[ ef
défini par (¢ f)(C) = () f(¢), ¢ € T.
Il est clair que l'inclusion @H?*(F) C H?*(E,) est équivalente & ¢ € H*(E — E,), et

[l <1 (ou [[p2myll < 1) est équivalent a [[¢(C)|| < 1 p.p. sur T. Le symbole T, désigne
I'opérateur de Toeplitz de H*(F) dans H*(E,) défini par

Tof == Pi(ef).
Il est facile de voir que T, € L(H*(E), H*(E.)), |T,|] < l[¢llo et Tj; = Tv, ot ¢* €
L>®(E, — E) est défini par ¢*(¢) := (¢(¢))*, ¢ € T.
Maintenant, soit b € H*(E — E.), ||b||oc < 1. L’espace de De Branges—Rovnyak, H(b),
associé a b, est constitué des fonctions de H?(FE,) qui appartiennent & 'image de I'opérateur
(Id — Ty T;)Y?. C'est un espace de Hilbert si on le munit du produit scalaire

<f7 g)b = <PKer (Id—TbTb*)J-fl’ PKer (Id—TbTb*)J-gl>2’

ou f = (Id—T,T)'?f1, g = (Id — TyT}) g1 et Pgeor (=TT désigne la projection

orthogonale de H?(E,) sur Ker (Id—T,T;)*. Notons que H(b) est contenu contractivement
dans H?(E,) et que le produit scalaire est défini pour que (Id — T,T})'/? soit une isométrie
partielle de H*(E,) sur H(b). La norme sur H(b) sera notée | - |-

Dans le cas particulier ou b est une fonction intérieure, alors

H(b) = H*(E,) © bH*(E)

et il correspond aux sous-espaces invariants non triviaux de l’adjoint du Shift Ser(E*).
Dans ce cas, nous notons aussi par K, I’espace de De Branges—Rovnyak engendré par b.

4.2.2 Noyaux reproduisants

Rappelons maintenant que pour A € D, e € E, et f € H*(E,), la formule de Cauchy
implique que

27 ei@ e
008 = 5 [ D o= (1 ke



60 Chapitre 4. Bases de noyaux reproduisants sur un espace de De Branges—Rovnyak

ol .
(kae)(z) = — e, (z e D).
1 - Az
En particulier, nous obtenons que f —— (f(\), e)g, est bornée sur H*(E,) et comme H(b)
est contenu contractivement dans H?(E,), la restriction a H(b) de cette forme linéaire
est aussi bornée sur H(b). Conformément au théoreme de Riesz, elle est donc induite,
relativement au produit scalaire dans H(b), par un vecteur ke dans H(b). En d’autres

termes, pour tout f € H(b), on a
<f7 kl))\e>b = <f<)‘)7 6>E*'

Mais si f = (Id — TyTy)2 fy, avec f; € (Ker (Id — TbTb*)l/Q)L, on a

(f, (Id = TyT))kae)s = (f1, (Id = TyT}) P kae)s = (f, kae)s
ce qui implique que
kbe = (Id — TyTy )kye. (4.1)
En utilisant le fait que T kye = b(\)*kye, on obtient

_ Id —b(2)b(N)*
B 1— Az

(KSe)(2) e, z € D.

Maintenant un calcul immédiat montre que

o _|lel? bz el = lIb(A)el”
||k>\6“2 - 1 — |)\|27 et ||k>\e||b - 1 — |)\|2 ) (42)
et on note par xye (resp. par ¥%e) le noyau reproduisant de H?(FE,) (resp. de H(b)), c’est
a dire
VI=|A2 1
zye)(z) = —
et

@) VISP Id—b(2)b()"

ViIelP=ToNel? 1=z

4.2.3 Le lien avec le modele de Sz.-Nagy-Foias

Le lecteur trouvera une étude détaillée des relations entre les espaces de de Branges—
Rovnyak et le modele de Sz.-Nagy-Foias dans [30].
Soit b € H®(E — E.), ||b]lec <1 et A := (Id—b*b)"/2. On définit I'espace de Hilbert

K := L*(E.,) @ clos (A L*(E)),
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muni du produit scalaire standard sur L?(E) @ L*(E,). On note clos A L?(E) la fermeture
de A L*(E) dans L*(E).
Définissons les opérateurs 7 : L*(F) — K et m, : L*(F,) — K par

m(f):=bfOAf et m(9)=g®dO, feL*E), ge L*(E,).
Posons
H, = (H*(E.) & clos (AL*(E))) ©{bf@&Af: [ € H(E)}.

Cet espace H;, constitue ’espace modele de Sz.-Nagy-Foias. Nous expliciterons dans le
chapitre suivant cette terminologie d’espace modele.

Le lemme suivant énonce les propriétés immédiates vérifiées par 7 et m,, et donne une
expression explicite de Py, projection orthogonale de K sur Hy.

Lemme 4.2.1 Avec les notations précédentes, m et w, satisfont les propriétés suivantes :
1. Les applications m et w, sont des isométries i.e. 7°n = Id, wim, = Id.
2. Pour tout f & g € K, elles vérifient :

™(f®g) =b f+Agetm(fDg)=f

3. On a l’égalité m;m = b.

4. L’espace K coincide avec ’enveloppe linéaire fermée engendrée par
7L*(E) et m.L*(E,).
5. L’espace K se décompose sous la forme Hy, & m,H?(E,) ® nH?*(E).
6. Si Pu, désigne la projection orthogonale de K sur Hy, alors :
Py, = Id—nPym* — . P_m}.
Preuve :

1. C’est une conséquence immédiate de la définition de 7 et m,.
2. Sihe L*(E)et f®ge K, par définition de 7, on a :

(m*(f© g),h)e =(f ©9,bh & Ah)k
=(f,bh)2 + (g, A h)s
:<b*f+Ag7 h>27

car A est autoadjoint. Cette égalité reste vraie pour tout h € L*(F), donc
m(feg)=bf+Ag
De méme, par définition de m,, on obtient :
(T (f @D g), )= (fDg,h®0)k = (f h)2.
Donc 7(f & g) = f, ce qui prouve (2).
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3. Ceci s’obtient directement a partir du point précédent.

4. Soit hd h' € K = L*(E,) ® clos A L*(F). Supposons que h & I’ est orthogonal &
nL*(E) et m.L*(E,). Alors h& W 1w, L*(E,) = L*(E,) ® {0}, et ainsi h = 0. De plus

0D h Lrl*(E) <= K LAf VfeL*(E)<=h =0,

comme I’ reste dans la fermeture de A L*(E).
Ainsi K est bien I'enveloppe linéaire fermée de mL?(E) et de m,L*(E,).

5. Il suffit de montrer que Hy = (K ©m,H?)orH?. Comme 7, H?(FE,) = H*(E,)®{0},
ona KonH*(E,) = H*(E,) ® A L*(E). Alors

(K enH?(E,)©enH*(E) = (H*(E)® AL*(E)) 6 7H*(E) = H,

6. Ce dernier point découle immédiatement de la propriété 5. et du fait que 7P, 7* (resp.
7. P_m}) représente la projection orthogonale sur T H?(E) (resp. sur m, H?(E,)).

g

Le théoreme suivant est le résultat clé qui fournit une expression utile de Id —T;7} a
I’aide du modele fonctionnel.

Théoréme 4.2.1 Soit b€ H®(E — E,), ||blloc < 1. Alors
Id _TbTb* = W:PHb’/THHQ(E*)'

Preuve : D’apres le lemme 4.2.1, propriété 6, on a :

i Pa,m. =m,(Id —nPyn* — m P_m})m,

=TTy — Mo Py m, — mime Py,
Mais toujours d’apres le lemme 4.2.1, 77, = Id et mim = b, ce qui implique que
7 Pu,m. = Id—bP;b" — P_ = P, —bP.b",
d’ou
7y Pa, T m2(p,) = (P — bPib")g2(p,y = 1d =Ty Ty = Id =T, T} .

g

Avant de donner deux corollaires importants, rappelons un résultat de théorie des
opérateurs implicitement utilisé par Sarason dans son livre [37].

Lemme 4.2.2 Soient H, Hy et Hy des espaces de Hilbert, A € L(H,,H) et B € L(Hy, H).
Supposons que AA* = BB*. Alors A agit comme une isométrie partielle de Hy sur M(B)
(muni de la norme image).
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Rappelons que la norme image, qui permet de munir M(B) d’une structure hilber-
tienne, est définie par

“BxHM(B) = ||P(Ker B)J-$||H2’ r € Hy,

ol P(Ker B) représente la projection orthogonale de Hy sur (Ker B)*.
Preuve : Nous devons montrer les deux points suivants :

1. A(H,) = B(H).

2. Pour tout z € (Ker A)*, nous avons ||Az||sms) = ||z &,

D’apres le théoréme de factorisation de Douglas ([30] ou [9]), I'égalité AA* = BB* implique
'existence d’'une isométrie partielle U : H; — Hj ayant comme espace initial clos (ImB*)
et telle que A* = UB*. Mais comme U est une isométrie partielle, U* est aussi une isométrie
partielle, en particulier son image est fermée. Ainsi, on obtient :

U*H, = (Ker U)* = clos (ImB*) = (Ker B)™,
qui implique
A(H,) = BU*(H,) = B((Ker B)*) = B(H,),

d’ou le premier point.
Pour le second, remarquons que pour tout x € (Ker A)*,

1Az sy = 1BU x| msy = [PKer pyeUellm = U] m,,

car U*z € Im U* = (Ker B). Or le fait que U* soit une isométrie partielle et que x €
(Ker A)*+ = (Ker U*)* impliquent que ||Az||mpy = |||/ a,, ce qui acheve la preuve.
O

Corollaire 4.2.2 Soit b € H*(E — E.), ||bllcc < 1. Avec les notations précédentes,
Uapplication ¥ est une isométrie partielle de Hy sur H(b). Autrement dit, on a :

1. WI(Hb) = H(b),

2. Imiglle = llgll,, 9 € Hy © Ker (m}y,)

Preuve : 1l suffit de combiner le théoreme 4.2.1 et le lemme 4.2.2.
O

Achevons cette présentation générale en précisant quand 7} est une isométrie de H,

sur H(b).

Corollaire 4.2.3 Soit b € H*(E — E.), [|bloc < 1. Alors Uopérateur m}y, est une
isométrie de Hy sur H(b) si et seulement si clos A H*(E) = clos A L*(E).
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Preuve :  D’apres le Corollaire 4.2.2, la seule chose & montrer est que Ker(my, ) = {0}
si et seulement si clos A H*(E) = clos A L*(F). Mais comme ¥ est la projection sur la
premiere composante de K, Ker (77, ) = {f &g € Hy: f =0}.

Si g € clos AL?*(E), on a

0pgeH,<=00g L{bfOAf:fcHE)}
=g L AH*(E).

Ainsi Ker (17 y,) = {0} @ (clos A L*(E) © clos A H*(E)). On obtient donc que 7} 5y,
est injective si et seulement si clos A H?(E) = clos A L*(E).
O
Dans [30] et [28, pp. 84-86], le lecteur pourra trouver différentes conditions équivalentes
alassertion clos A H*(E) = clos A L*(E). En particulier, il est prouvé que cette condition
est équivalente au fait que les polynomes sont denses dans L?(E, A). De plus, si dim E = 1,
cette condition caractérise les points extrémaux de la boule unité de H*(E — E,), dont
les fonctions intérieures sont des cas particuliers.

4.3 Point de départ

Rappelons que nous nous interessons au probleme suivant :

Etant données une fonction b € H*(E — E,), ||b]|os < 1, une suite (A, )p>1 C D et une
suite (en)p>1 C E., nous cherchons un critére géométrique pour que la suite (2§ €,)n>1
forme une base de Riesz (de son enveloppe linéaire fermée ou de H(b))

4.3.1 Remarques préliminaires

Notons que si dim F, = 400 et si (e,),>1 est une suite orthonormale de E.,, alors
(2, €n)n>1 €st une suite orthonormale de H?(E,), quelque soit le choix de la suite (A,),>1
dans ID. Dans un certain sens, si E, est un espace de Hilbert de dimension infinie, il y a
trop de liberté sur les vecteurs e,, pour espérer obtenir un critere satisfaisant pour les bases
de Riesz. C’est pourquoi nous supposerons dans la suite que dim F, < 4o00.

Maintenant, il est facile de voir que si (xgn en)n>1 €st une base de Riesz, alors (zy, €,)n>1
est minimale, ce qui implique que (A,)n>1 est une suite de Blaschke [2, page 65-67]. Par
conséquent, nous supposerons dans toute la suite que (A, ),>1 est une suite de Blaschke de
points distincts de .

Rappelons que si S désigne le Shift sur H?(E,), alors S*(xy, e,) = ATy, €n. En parti-
culier, span (z),e, : n > 1) est S*-invariant et nous obtenons d’apres le théoreme de Lax-
Halmos (voir [26, page 17]) qu'il existe un sous-espace F' C E, et une fonction intérieure
B € H*(F — E,) tels que

span (xy, e, :n>1)= H*(E,) © BH*(F) = Kp.
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4.3.2 Résultat de départ

L’idée principale, qui vient de [25], est de voir la famille (28 e,),>1 comme une distortion
de (za,en)n>1- En fait, nous allons supposer que l'action de l'opérateur Id — 1,1, ne
perturbe pas trop la norme des noyaux reproduisants £y e, dans le sens ou :

[[E, enll2
sup

< +o0.
n>1 |[(Id =TTy )k, enlls

En utilisant (4.2), on voit que cette condition est équivalente a

sup [[b(A\n) el < 1. (4.3)

n>1

Sous cette derniere condition, nous pouvons formuler le résultat suivant.

Théoréme 4.3.1 Soitb € H®(E — E.,), ||bllcc <1, s0it (An)n>1 une suite de Blaschke de
D et soit (en)n>1 C Ex, |len]] = 1. Supposons que dim E,. < +o0o et que la condition (4.3)
est satisfaite. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) la suite (2% e,)n>1 est une base de Riesz de son enveloppe linéaire fermée (resp. de
H(b));
b) la suite (xy,e,)n>1 est une base de Riesz de K et l'opérateur

(Id = TyT} )k : Kp — H(b) est un isomorphisme sur son image (resp. sur H(b)).

Preuve :  Avec la formule (4.1), nous avons (Id — T, T} ) (ky,e,) = k3 e, et la condition
(4.3) implique que ||k} en|ls < ||k, €n]l2. Maintenant il est facile de vérifier que 'uniforme
minimalité de (kgnen)nzl implique I'uniforme minimalité de (ky,e,)n>1 (voir par exemple
20, page 228]). Conformément a un résultat de S. Treil [42], cette derniere propriété est
équivalente au fait que la suite (x,e,),>1 forme une base de Riesz de K. Mais puisque
Vopérateur (Id — T 1))k, transforme une base de Riesz de Kp en une base de Riesz de
son enveloppe linéaire (resp. de H(b)), cet opérateur est un isomorphisme de Kp sur son
image (resp. sur H(b)).

b) = a) : Réciproquement, si (Id — TyT})|x,, est un isomorphisme sur son image et si
la suite (x,€n)n>1 st une base de Riesz de Kp, il est clair que ((Id — T T} )xz, €n)n>1 €St
aussi une base de Riesz de son enveloppe linéaire fermée. Mais

%3, enllo 4
"kAn6n|’2 An

%
(]d — TbTb )x)\nen = ns
18, enll
Hk>\n6"”2
(2% en)n>1 est une base de Riesz de son enveloppe linéaire fermée. De plus, si (Id—T,T;) |k,
est un isomorphisme sur H(b), nous avons

et comme est borné (inférieurement et supérieurement), nous obtenons que la suite

span (25 e, :n > 1) = span ((Id — T,T} )kx, e, : n > 1) = H(b).
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O

Remarquons que la question des bases de Riesz de noyaux reproduisants de H?(E,) a été
complétement résolue par S. Ivanov [2, page 73|. Par conséquent, le théoreme 4.3.1 réduit
notre probleme sur les bases au probleme suivant : trouver une caractérisation géométrique
pour que l'opérateur (Id — TyT} )k, : Kp — H(b) soit un isomorphisme sur son image

ou sur H(b).

4.4 Inversibilité de (Id — T, 1))k,

Dans le cas particulier ou b est une fonction intérieure scalaire, nous avons dans 1’espace
BH? = H? ® Kpg, la décomposition suivante

Idy: & (Id — T,T}) k, = bJT,5J B,

ou Jg =zg, g € L* (voir [27, lemme 4.4.4, page 309]). Puisque J, la multiplication par b et
B sont des opérateurs unitaires sur L?, cette formule implique que (Id — T3T, 5 )k, est un
isomorphisme sur son image (resp. sur H(b)) si et seulement si 'opérateur de Toeplitz 1,5
est inversible a gauche (resp. inversible). Maintenant en utilisant un résultat bien connu
et élémentaire sur 'inversibilité des opérateurs de Toeplitz a symbole unimodulaire, nous
obtenons le critere pour l'inversibilité de (I/d — T,T}) |k, obtenu dans [20]. Mais la formule
ci-dessus n’est plus vraie si b n’est pas une fonction intérieure.

Dans le cas ou b est un point extréme de la boule unité de H*> (scalaire), le critere
pour l'inversibilité de (Id — T, 1))k, obtenu dans [13] est basé sur la propriété que

span <w LN € D) = H(b).

Ce résultat de complétude ne semble plus étre vrai dans notre contexte vectoriel général.
Comme les méthodes existantes ne s’appliquent pas dans le cas général, nous adoptons
un point de vue différent basé sur le lien existant avec le modele de Sz.-Nagy-Foias.

Lemme 4.4.1 Soient b € H®(E — E.), |[b||loc <1 et © € H*(F — E,) une fonction
intérieure. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Id—TyTy : Ko — H(b) est un isomorphisme de Ko sur son image ;
(i) dist(©*b, H*(E — F)) < 1, ou ©*b est la fonction de L*(E — F) définie par
(©70)(¢) = ©(¢)"b(¢), C€T.

Preuve : D’apres le théoreme 4.2.1,
(1) <= 3c>0: dflz < |7 Pa,mflls, [ € Ke.

Le corollaire 4.2.2 implique que T, g, st une isométrie partielle de Hy, sur H(b) et comme
Ker (7rI|Hb)L = clos Im(Pm,7.), on obtient

7% P, 7o f b = || Pr, e fl 5, f € Ko
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Ainsi, on a :
(i) <= 3c>0: c|fll2 <||Pa,mfllx, € Keo.

Comme 7, est une isométrie partielle, H, | 7w,H? et m. Ko 1 m.H?(E,), on montre
facilement que :

2
()= 3e>0: clf @gl3 < ||Paonmem(f@9)| . f@ge Koo H(E).
Mais K = 7, H*(F,) ® H, ® mH*(E), les sommes étant orthogonales, il suit :
2 2
| Ptz gma(F @ 9)||+ [ Priremma(f @ 9)ll5 = Im(f @ )l = I1f & gll3.
Finalement, on obtient :

(i)<:>’

PWH?(E)WHKQ@HE(E*)H <1

Maintenant, remarquons que :

PWH2(E)7T*|K®@HE(E*)H = HPK@@HE(E*)WIMHQ(E)H (en prenant ’adjoint)

= HPKe@HE(E*)bIHQ(E)H (comme 77T = b)

= HPK®b|H2(E)H (comme bH?*(E) C H*(E,))

= [OFP-O"biirzm)|| - (comme Picojyyas) = OP-67)
= Hew

(comme © est intérieure).
Le théoreme de Nehari permet de conclure :

(i) <= ||How

<1 <«<=dist ("0, H*(E — E)) < 1.

Lemme 4.4.2 Soient f1 € L*(E), fo € L*(E.), et U défini par :
U(rfi + mufo) = m2fi + mez fo.
Alors U est un opérateur unitaire sur K.

Preuve : Tout d’abord, remarquons que :

|U(rfr +mfo)lie = lmzfilli + Imezfollk + 2Re(mz fi, moz fo) k
= |IAll3 + | L2ll3 + 2Re (bf1, fo), comme 7T =b
= |Infi + mfoll%-

Ceci montre que U est bien défini sur K et que U est une isométrie. Pour conclure, il suffit
de remarquer que 2L*(E) = L?(E) et 2L*(FE,) = L*(F,). Ainsi, U est surjectif et donc
unitaire.

g
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Lemme 4.4.3 Soient x € F, P, la projection orthogonale sur le sous-espace porté par x
et h, € H*(F — F) définie par

hy(2) .= zP, + (Id—P,), (z € D).
Alors h, est une fonction intérieure de H*(F — F) et on a K;, = Cx.

Ici, nous identifions Cz avec le sous-espace des fonctions f € H%(F) pour lesquelles il
existe A € C tel que f(z) = Az, Vz € D.

Preuve : Tout d’abord, pour ( € T, on a
he(C)'he(Q) = (CPo + (Id—P.)) (CPe + (Id—P,)) = (P, + (Id—P,) = Id,

ce qui signifie que h, est une fonction intérieure de H*(F — F).
La premicre inclusion Cx C Kj,, est évidente. Prenons f € H*(F), f L Cz. Il s’ensuit
(f(0),z)p = 0. Définissons alors ¢ € L*(F) par

o(z) =Z(f(2),z)pr + (Id—P,)f(2), z € T.

Comme (f(0),z)r =0, on a p € H*(F) et

(hatp)(2) = ha(2)p(2) = 22(f(2), 2) px + (Id = P») f(2) = [(2),

avec H*(F) & Cx C h,H*(F) = K}, ce qui achéve la preuve.
U

Théoreme 4.4.1 Soient b € H®(E — E.), ||b]loc <1 et © € H®(F — E,) une fonction
intérieure. Supposons que clos A H*(E) = clos A L*(E) et que lopérateur Id —T,T} :
Ko — H(b) est inversible a gauche. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) lopérateur Id =TT} : Ko — H(b) est un isomorphisme ;

(ii) pour tout x € F, on a
dist (h;©*b, H*(E — F)) = 1.
Preuve : D’apres le théoreme 4.2.1, le corollaire 4.2.3 et le lemme 4.4.1, il est clair que

(i) <= Pu, ™ i, : Ko — H, est inversible.
et

(ii) <= pour tout = € F, Py, s, : Ken, — Hj n'est pas inversible a gauche.

Commencons par montrer 'implication (i) = (ii). Remarquons que Ko C Koy, et
si PHb7r*| Kon, est injectif, alors Py, m.Ke C Pu,mKeop,. Mais I'inversibilité de PH;,?T*‘ Ko
implique

H, = PHbﬂ'*K@ - PHbﬂ'*K@hz C H,,
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ce qui est absurde. Donc PHbﬂ'*‘ Kon, n’est pas injectif donc pas inversible a gauche.

Réciproquement, nous allons montrer non (i) = non (ii) par 'absurde. Supposons
que Py, Ty g, est non inversible et que pour tout € F', dist (h:©*b, H*(E — F)) = 1.

Par hypothese, PHbﬂ'*' K, ©st inversible a gauche, donc Py, 7. K¢ n’est pas dense dans
H,. Ainsi, il existe x € Hy, x # 0 telle que y L 7. Kg. Le point (ii) implique que pour tout
x € F il existe g, € Ken, \ Ko vérifiant m,(g,) LH, et donc Py, m.g = 0.

Point 1 : Vk >0, Vx € F, on a U*rn,g, € TH*(E).

En fait, comme g, € Keop, C H*(F,) et m, est une isométrie, il est clair que m.g, €
m.H?(E,) C (m.H2(E,))*. Ainsi 7.9, € Hy, ® nH?(E). Mais par construction, m.g, L H,
et on obtient que m.g, € TH?(E). Il suffit de remarquer que TH?*(E) est U-invariant,
ce qui entraine Ukr,g, € TH%(E) et prouve le point 1. En particulier, on a m,(z¥g,) =
U*(mg:) L x.

Point 2 : span (K@,zkgx k>0, € F) = H?*(E,).

Soit f € H?*(E,) et supposons que f L span (K@, g, k>0, x€ F) Comme [ 1 Kg,
il existe f; € H?(F) telle que f = ©f;. Montrons par récurrence que pour tout k& > 0,
fl(k)(()) = 0, ce qui impliquera que f; = 0, et achevera la preuve du point 2.

Tout d’abord, il est clair que Kegp, = Ko & 0K}, et d’autre part, le lemme 4.4.3
implique que Ken, = Ko ® COz. Mais comme g, € Kep, \ Ko, il existe g9 € K¢ et
Ae € C* tels que

Gy = gf + N\, Ox.

Maintenant écrivons que f L g,. Comme O est intérieure, on obtient
0= <@f17gx® + /\x@x>2 = Xr<f17x>2 = )\x<f1(0)7x>E

Comme A\, # 0, (f1(0),z)r = 0. Cette égalité étant vraie pour tout z € F, on a f;(0) = 0.
Supposons maintenant que fl(k)(()) = 0. Ceci signifie qu'il existe fr,o € H*(F) telle que
fi = 21 fis. Ecrivons alors f L 2¥*1g,. pour avoir :

0 =<@Zk+1f2, Zk+lga:>2
:<@fk+27 gﬂ?>2

On en déduit fri2(0) = 0, et donc fl(kﬂ)(O) = 0. La propriété pour f; s’en déduit par
récurrence.
Comme 7, est une isométrie le point 2 implique que :

span (W*K@,W*(Zkgr) k>0,z€F)=nHE).

Par construction, y L m,Ke et on a montré que xy L W*(zkgx), pour tout £ > 0 et tout
r € F. Finalement, on a xy L m,H?(E,).
Pour conclure, on utilise le fait que clos A H*(E) = clos A L*(E), ce qui implique que

H, = (rH(E) vV m. H2(E.)) © nH*(E).
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Comme y € Hy, on a y LTH?(E) et on vient de prouver que y L, H?(E,). Ainsi x = 0, ce
qui est exclu et acheve la preuve du théoreme.

O
Voici le résultat principal, corollaire immédiat du lemme 4.4.1 et du théoreme 4.4.1 :

Théoréme 4.4.2 Soient b € H*(E — E.,), ||b]|lc <1 et © € H®(F — E.) une fonction
intérieure. Supposons que clos A H*(E) = clos A L*(E). Alors l'opérateur (Id 1) ke
est un isomorphisme de Ko sur H(b) si et seulement si

dist (©*b, H®(E — F)) < 1,
dist (h:©*b, H*(E — F)) =1, Vo e F.

Dans le cas scalaire dim E = dim E, = dim F' = 1, nous avons bien sur h,(z) = z et on
retrouve le résultat obtenu dans [13].

4.5 Caractérisation des bases de noyaux de H(b)

Pour établir le critere précisément, nous devons fixer quelques notations supplémen-
taires. Nous définissons pour A € D et pour r > 0, le disque pseudo-hyperbolique
A—2

QA7) :={zeD:|ba(z)| <r}, ouby(z)= o

Alors pour une suite A = (\,),>1 dans D, nous posons

G(Ar) =] oM7)

n>1

Pour m > 1, nous désignons par G,,(A, r) les composantes connexes de ’ensemble G(A, )
et nous écrivons

En(r)={n>1:\, € G,(A,7)}.

Enfin si u est un vecteur d'un espace de Hilbert £ et si F est un sous-espace de £ , on
notera par o(u, F) I'angle entre le vecteur u et le sous-espace F.

Théoréme 4.5.1 Soient b € H*(E — E,) , [|bllc < 1,(An)n>1 une suite de Blaschke
de D et (e,)n>1 une suite de vecteurs unitaires de E,. Supposons les hypothéses suivantes
satisfaites : N := dim F, < 400, avec de plus

sup [[b(O\) en] < 1.

n>1

et clos (A H*(E)) = clos (AL*(E)) ot A = (Id—bb*)"/%. Alors, la suite (25 e,)n>1 est
une base de Riesz de son enveloppe linéaire fermée (resp. de H(b)) si et seulement si :

(1) la suite (\y)n>1 est l'union d’au plus N suites de Carleson ;
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(ii) 4l existe r > 0 tel que

inf  min «a(e,, span(e, :p € En(r),p#mn)) >0

m>1 nEEn,(r)

ot a(u, P) représente l'angle entre le vecteur u et le sous-espace P ;
(iii) dist(B*b, H*(E — F)) <1 (resp. et aussi dist(hiB*b, H*(F — F)) =1, Ve € F).

Preuve : En utilisant le théoreme 4.3.1, le lemme 4.4.1 et le théoreme 4.4.2, la seule

chose a montrer est que les deux conditions a) et b) sont équivalentes au fait que (xx,€n)n>1

est une base de Riesz de K. Mais c¢’est précisément le résultat de S. Ivanov [2, page 73].

0

Ce résultat généralise ceux précédemment obtenus par E. Fricain [12] dans le cas ou b
est intérieure et [13] dans le cas ou b est un point extrémal a valeur scalaire.
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Chapitre 5

Fonction caractéristique d’une
contraction complexe symétrique

L’essentiel de ce chapitre est I'objet de l'article [8].

5.1 Introduction

Les opérateurs complexes symétriques sur un espace de Hilbert complexe sont ca-
ractérisés par l'existence d’une base orthonormale par rapport a laquelle leur matrice est
symétrique. Leur théorie est donc étroitement reliée a la théorie des matrices symétriques,
qui est un sujet classique en algebre linéaire. Une définition plus intrinseque implique
I'introduction de la notion de conjugaison sur un espace de Hilbert, c’est a dire une appli-
cation antilinéaire, isométrique et involutive, par rapport a laquelle la notion de symétrie
est définie. De tels opérateurs ou matrices apparaissent naturellement dans différents do-
maines des mathématiques ou de la physique ; nous référons a [16] pour plus de détails sur
I’historique du sujet ainsi que pour les nombreuses connections a d’autres domaines aussi
bien que pour une liste plus large de références.

L’intéret pour les opérateurs complexes symétriques a été récemment ravivé par les
travaux de Garcia et Putinar [15, 14, 16]. Dans leurs articles, on établit un cadre général
pour I’étude de ces opérateurs et on montre qu'une large classe d’opérateurs sur un espace
de Hilbert peut étre étudiée dans ce cadre. Les exemples sont assez divers : les opérateurs
normaux sont par exemple complexes symétriques, mais aussi certains type d’opérateurs de
Volterra ou de Toeplitz, ainsi que la compression du shift sur un espace modele H? © ¢ H?,
ol ¢ désigne une fonction intérieure non constante.

L’objet de ce chapitre est d’explorer plus en avant des généralisations de ce dernier
exemple. Le contexte naturel est la théorie des opérateurs modeles pour les contractions
complétement non unitaires développée par Sz.-Nagy et Foais [11]. Le principal résultat de
ce chapitre est un critere pour qu'une contraction soit complexe symétrique en termes de
sa fonction caractéristique. Dans la suite de nombreuses applications de ce résultat sont
données.

73
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Le plan du chapitre est le suivant. La prochaine section présente des préliminaires
sur les opérateurs complexes symétriques et la théorie de Sz.-Nagy-Foias. La section 5.3
présente le critere annoncé. Dans la section 5.4, on discute des fonctions caractéristiques
intérieures 2 x 2, et les résultats sont appliqués dans la derniere section pour obtenir des
séries d’exemples de contractions complexes symétriques dont les indices de défaut valent
2.

5.2 Préliminaires

5.2.1 Opérateurs complexes symétriques

Nous rappelons d’abord quelques faits basiques qui sont issus de [15, 14, 16]. Soit H un
espace de Hilbert et soit £(H) l'algebre des opérateurs linéaires et bornés sur H.

Définition 5.2.1 (Conjugaison) On dit qu'un opérateur antilinéaire C' sur H est un
opérateur de conjugaison (ou simplement une conjugaison) si C? = Id et (C'f,Cq) = (g, f)
pour tout f,g € H. En d’autres mots, C' est antilinéaire, isométrique et involutif.

Sur C la seule conjugaison est la conjugaison complexe standard z — Z. La notion de
conjugaison ci-dessus a été introduite justement pour généraliser ceci a un espace de Hilbert
arbitraire.

L’application C' définie sur C? par

C : (21,22723) (23722a21)
. . 3
est une conjugalson sur C-.

Définition 5.2.2 (Opérateur complexe-symétrique) Soit C' un opérateur de conju-
gaison sur H.

1. On dit qu’un opérateur linéaire T sur 'H est C'-symétrique si
T=CT*C.

2. On dit qu’un opérateur linéaire T sur’H est complexe-symétrique s’il existe une conju-
gaison C sur H telle que T' est C'-symétrique.

Voici un exemple sur C? d’opérateur symétrique. Considérons la matrice de Jordan sur
C3:
A

1
J = A
0

> = O

0
0
Les vecteurs e; = %(130, 1), ey = \/Lﬁ(z’,O, —1), et e3 = (0,1,0) forment une base orthogo-
nale et pour la conjugaison définie par

C(z1, 29, 23) 1= (Z3, 22, Z1),
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on a J = CJ*C, autrement dit J est C-symétrique. De plus, la matrice de J dans la base

{61, €9, 63} est
1

)\O\_/i
0%
A=y
V2 V2

qui est symétrique.

Sur cet exemple, on voit que I'opérateur complexe symétrique J admet une base ortho-
normale dans laquelle sa matrice est symétrique. Cette propriété est en fait un fait général
comme le montre le résultat suivant.

Lemme 5.2.1 ([16] page 8 ) Soit C' une conjugaison sur H. Alors :

1. il existe une base orthonormale (e,)%™ " de H telle que pour tout entier n, Ce, = e,.
Une telle base est dite base C'—réelle orthonormée de H ;

2. Vopérateur T € L(H) est C—symétrique si et seulement s’il existe une base C—réelle
orthonormée (e, )n>1 de H telle que

(Ten,em) = (Tem,en), Yn,m > 1.

Preuve : Soit (e,), une base orthonormée du R-espace vectoriel (Id+C')H. Ainsi chaque
vecteur de (Id + C')H s’écrit sous la forme d’une somme de termes de carrés sommables
Zn21 anen. Soit h € ‘H, décomposons ce vecteur ainsi :
h = f(Id+C)h+iy(Id—C)h

sId+ C)h+i5(1d + C)(—ih).

Ainsi tout vecteur h de H se trouve dans I’enveloppe linéaire complexe de (Id + C)H, et
(en)n>1 st aussi une base de H orthonormée telle que Ce,, = e,,.

Le calcul suivant montre le second point :

(Ten,em) = (CT*Cep,e,) commeT =CT*C
= (CT*en,em) comme Ce, = e,
= (Ce,,C?T*e,) comme C est une anti-isométrie
= (Tep,en)

g

La proposition suivante fournit des exemples d’opérateurs complexes symétriques.

Proposition 5.2.1
1. Soit T opérateur unitaire sur un espace de Hilbert complexe H. Alors T est complezxe
symétrique.

2. Soit T\ (resp. Ty) un opérateur compleze symétrique sur Hy (resp. sur Hsy). Alors
T :=1T, T, est un opérateur complexe symétrique sur Hy & H,.
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3. Soit C' une conjugaison sur ‘H, sotent U,V deux opérateurs unitaires sur H et soit R
un opérateur C'-symétrique. On note T'=URV . Alors UCV est une conjugaison et
T est UCV -symétrique.

Preuve :

1. Ce premier point s’obtient par le calcul simple suivant. Pour U et V unitaires, D =
UC'V est une conjugaison, et comme R = C'R*C, on obtient :

DT*D =U0CVT*UCV =UCVV*R'UUCV =UCR'CV =URV =T.

2. Supposons que T} (resp. T») soit C-symétrique (resp. Cy-symétrique), avec C (resp.
() une conjugaison sur H; (resp. Hs). Alors si on pose C' = C} @ Cy, on vérifie
facilement que C' est une conjugaison sur H; & Hs et de plus on a

CT*C =T,

ce qui prouve que T est C-symétrique.

3. Comme T est unitaire, alors T' est unitairement équivalent a M, opérateur de mul-
tiplication par la variable z pour un certain L?(u), ol i est une mesure de Lebesgue
compacte sur C. Si on définit C' comme étant la conjugaison standard sur L?(u),
on a immédiatement M, = C'M;C, ce qui signifie que M, est complexe symétrique.
En appliquant le premier point a T et M,, on en déduit que T est aussi complexe
symétrique.

g

5.2.2 Fonctions caractéristiques et opérateurs modeles

La fonction caractéristique d’une contraction et la construction du modele fonctionel
sont développées par B. Sz.-Nagy et C. Foias [11], qui est notre principale source pour
cette sous-section. On pourra aussi consulter [27]. Soit 7' € L(H) une contraction, c’est
a dire, ||T]| < 1. Il existe une unique décomposition H = Hy & H, telle que THy C Hy,
TH, C H, et Tjy, est unitaire, alors que T}y, est complétement non unitaire (c.n.u.), c’est
a dire, Ty, n’est unitaire sur aucun de ses sous-espaces invariants.

L'opérateur Dy = (Id — T*T)'/? est appelé l'opérateur de défaut de T. Les espaces
de défaut de T sont Dy = DyH, Dy« = DpH, et les indices de défaut Op = dim Dy,
Or+ = dim Dr-. Puisque Dy = Dy, @ {0}, Dy« = Dy © {0}, on a Dp = Dy, et Dp- = Dy

On dit que T € Cy, si T" — 0 fortement, et T € Cq si T* € Cy. ; aussi on note
Coo = Cp. N Cy.

Supposons que &, &’ sont deux espaces de Hilbert et soit © : D — L(&, &) une fonction
analytique contractive. On peut alors décomposer £ = &, ® &,, &' = &€, @ &, tel que :

- pour tout z € D, O(2)&, C &, O(2)&, C &, ;
- 51 © =06, ® 6, est la décomposition correspondante de © alors ©, est pure, c’est a
dire, [|©,(0)h]| < ||h||, pour tout h # 0, alors que O, est une constante unitaire.
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©, est appelée la partie pure de O.

On dit que deux fonctions analytiques contractives © : D — L(&,€&,), 0" : D — L(E', &)
coincident s'il existe deux unitaires U : &€ — &', U, : & — &L, tels que O(z) = U0/ (2)U
pour tout z € D (cf. [11]).

La fonction caractéristique de T est un fonction a valeur opératorielle ©7(\) : Dy —
Dy« définie pour A € D par

Or(A) i= =T + ADp(Id — AT*) "' Dy|Dy. (5.1)

On vérifie que O est une fonction analytique contractive sur D, qui est pure. De plus, on
voit aisément que O = Or,.

Si on se donne une fonction analytique, contractive arbitraire © : D — L(E,&,) (&, €.
deux espaces de Hilbert), on peut définir 'espace modele associé a © par

He = (HQ(S*) = @*@)L2(€)> ol{ofa (-0 )2 . fe X)),  (5.2)
et I'opérateur modele To € L(Hg) par la formule

To(f ® g) = Pa,(2f ® 29) (5.3)

(Pu, est la projection orthogonale sur Hg). Alors Tg est une contraction completement
non unitaire, et sa fonction caractéristique coincide avec la partie pure de ©.

Maintenant, si 'on se donne une contraction 7', on peut calculer sa fonction caracté-
ristique O € H*(D, Dy — Dyp+) et Popérateur modele associé Te,.. Il est unitairement
équivalent a Tj, la partie completement non unitaire de 7.

Comprendre une contraction completement non unitaire peut donc se ramener a étudier
sa fonction caractéristique. Celle-ci est une fonction a valeur dans £(Dyr, D+ ), opérateurs
continus de Dr dans Dp-. Comme ces espaces peuvent étre de petite dimension, I’étude de
la fonction caractéristique peut étre suffisament simple. Nous illustrerons cette approche
dans le paragraphe 5.4 ou nous décrirons le cas ou les indices de défaut sont plus petits
que 2.

Rappelons qu’une fonction analytique contractive © est dite intérieure si ses valeurs
au bord ©(e") sont des isométries presque partout sur T. Si T est c.n.u. alors T € Clg si
et seulement si ©7 est intérieure.

5.3 Une caractérisation des opérateurs complexes
symétriques
Le résultat principal du chapitre est le suivant.

Théoreme 5.3.1 Soit T' une contraction sur un espace de Hilbert H. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. T est complexe symétrique ;
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2. il existe une application J : Dy — Dy« antilinéaire, isométrique et surjective satis-
faisant :

Or(z) = JOr(2)*J, Vz eD. (5.4)

3. il existe un espace de Hilbert £, une conjugaison J' sur € et une fonction analytique
contractive pure © : D — L(E) qui coincide avec Or, dont les valeurs sont des
opérateurs J'—symétriques.

Preuve :

1) = 2) Si Popérateur T' est complexe symétrique, il existe une conjugaison C' sur H
telle que T'= C'T*C. Comme C' est involutive, on obtient CT* = TC, CT = T*C,
et donc

Cld-T"T) = (Id-TT")C.

Ainsi CDZ = D2.C et par récurrence C D = D21C avec n > 0. Soit (p,), une suite
de polynomes convergeant uniformément vers x — /z sur [0;1], on a Cp,(D2) =
pn(D2.)C. On en déduit que CDr = Dp-C. Ainsi, CDr C Drp- et comme T* est
aussi C'—symétrique, on a l'égalité C'Dy = Dp+. De méme, CT™ = T*"C pour n > 1
implique que C(Id —zT)~' = (Id —2T*)7'C.

On définit alors J := C|p,, qui est bien une application antilinéaire isométrique de
Dy sur Dp«. De plus, les égalités précédentes impliquent alors que JOr(2)*J = Op(z)
pour tout z € .

2) = 1) Supposons tout d’abord que T' est compléetement non unitaire. Nous allons
prouver que l'opérateur modele Te,. € L(Hg,.), défini par (5.2) et (5.3), est complexe
symétrique. Pour simplifier un peu les notations, nous écrirons dans la suite de la
preuve T et H a la place de Tg, et Hg,.

Rappelons les notations utilisées au chapitre précédent. On définit :

K := L*(Dr,) @ clos ArL*(Dy)
et m: L?*(Dy) — K, . : L*(Dr+) — K par
(f)=0rf ©Arf, et m.(9)=g®0,

pour f € L*(Dy) et g € L*(Dy-). Nous avions vérifié avec le lemme 4.2.1 que 7 et
7. sont des isométries, que K est engendré par 7L?(Dr) et w,L*(Dr+) ainsi et que

T, = Or, (5.5)
H =K o (nH*(Dy) ® 7, H? (Dy-)). (5.6)

Finalement si I'on note par P la projection orthogonale (dans K') sur H, alors (5.6)
implique P = ldyg — nP,7n* — m, P_m}.

Soit Z € L(K) I'opérateur unitaire qui agit comme la multiplication par z sur chaque
coordonnée. Alors w(zf) = Znf, m.(zg) = Zm.g, et d’apres (5.3), T = PZ|H.
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Si J: L*(Dr) — L*(Dy+) est définie par
(JF)(2) =2J(f(2)),  fe€L¥Dr),
alors J est une application antilinéaire, isométrique et surjective; de plus
JP, =P_J, JH*(Dr)= H?(Dr-), (5.7)

et Jlg(z) = z2J'g(z), pour g € L2(Dy.).
On définit alors 'application antilinéaire C' : K — K par la formule

C(nf+myg) =mlJf)+n(J'g),  fe€L*Dr),ge L*(Dr).

Nous allons d’abord prouver que C' est une conjugaison sur K et que Z est C-
symétrique. Puisque 7,7, J, J~! sont des isométries (linéaires ou antilinéaires), il
suit que pour tout f,h € L?(Dr) et tout g,k € L*(Dr+), on a

(C(rf +mg),Clah+ k) = (x(Jg), 7(J7'K)) + (m(T f), . (Jh))
(7(J ), m(T) + (m. (T f), 7 (T 'k)
(k,g) + (ho f) +(OrT g, Th) + (T .02 k).

+

Mais JOr(z)*J = Or(2) implique
OrJ ' = JOs, (5.8)
et donc nous obtenons

k,g) + (h, f) + (JO3g, Jh) + (Jf, JO3k)
k,g) + (h, f) + (h, OFg) + (OFk, f)
k,g) + (h, f) + (h,m*m.g) + (7 Tk, f)

(C(rf +meg), C(mh+ mk)) =

Par conséquent, C' est une application bien définie, antilinéaire et isométrique. Il suit
immédiatement de la définition que C? = Id et donc C' est une conjugaison sur K.
Si f € L*(Dr), alors

CZC(x(f)) =CZm.(Jf) = Cr (2Jf) = Cr.(Jf)
—x(JJf) = w(ZNIf) = 7(Zf) = Z*7(f).
De fagon similaire, on prouve que CZC(m.(g)) = Z*m.(g), pour g € L*(Dr+), et par
conséquent C'ZC = Z*; c’est-a-dire que Z est C-symétrique.

En utilisant (5.7), on a C(wH2(Dy)) = m,JH*(Dy) = 7. H2 (Dr+), et
Clr 2 (Dy)) = 7 H2(Dy).
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Comme C' est isométrique, il suit de (5.6) que
CH=CKoC (nH*(Dr) @ m.H?(Dr+)) = K © (nH*(Dr) & 7. H? (Dr+)) = H.

Par conséquent, la restriction €' de C' & H est une conjugaison sur H. Puisque C'
laisse H et son orthogonal invariant, nous avons C|H = PCP|H et PC(Ix —P) = 0.
D’ou

T =PZH=PCZ'C|H=PCPZ*PCPH = C'T*C".

Donc T est C’-symétrique. Comme T est completement non-unitaire, 7" est unitaire-
ment équivalent a T et donc est aussi complexe symétrique.
Maintenant soit 7' € L(H) une contraction arbitraire satisfaisant la condition (ii)
du théoreme. Si I'on décompose T' = Ty b T, avec Ty c.n.u. et T, unitaire, alors T
satisfait aussi (ii), et donc elle est complexe symétrique par les arguments précédents.
Puisque T, est unitaire, elle est aussi complexe symétrique. Par conséquent, en ap-
pliquant la proposition 5.2.1, T" est aussi complexe symétrique

2) = 3) Supposons que Op(z) = JOp(z)*J, et soit C’ une conjugaison sur Dy. Alors
U = JC": Dy — Dp« est unitaire et C' = U*J. Si © : D — L(Dr) est définie par
O(z) = U*Op(z), alors :

O(2) =U"JOr(2)"J =U*J(UO7(2))*U*J = C'O(2)*C".

3)=2) SiU : E — Dy, et U, : E — Dy« sont des opérateurs unitaires vérifiant
Or(z) = U,0(z)U* pour tout z € D, alors d’apres la proposition 5.2.1, J = U, J'U*

est une conjugaison qui symétrise Or.
0

Corollaire 5.3.2 Une contraction T dont les indices de défaut vérifient Op = O~ = 1 est
complexe symétrique.

Preuve : Si Or = 00~ = 1, alors on peut identifier Dy et Dy~ a C et O s’identifie

alors & une fonction a valeur scalaire. La conjugaison J sur C définie par J(z) = Z satisfait

alors la condition 3) du théoréeme 5.3.1 et on en conclut que 7" est complexe symétrique.

O

Pour le cas ou T € Cy, le corollaire 5.3.2 est prouvé dans [16, 15|, ou d’autres

conséquences sont développées. On trouve également dans [16] le résultat suivant, pour
lequel nous proposons une preuve différente.

Corollaire 5.3.3 Tout opérateur défini sur un espace de dimension 2 est complexe
symeétrique.

Preuve : La notion d’opérateur complexe symétrique est préservée par multiplication
par un scalaire non nul, donc quitte a multiplier 7" par une constante, on peut supposer
que || T|| = 1. Un raisonnement élémentaire permet alors de montrer que dr,dr- < 1. Si
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Or = 0 ou si Op- = 0, alors T est unitaire et la proposition 5.2.1 implique alors que T est
complexe symétrique. Si Or = Op« = 1, alors on peut appliquer le corollaire 5.3.2.
O
Une autre conséquence du théoreme 5.3.1 est que si une contraction 7' est complexe
symétrique, alors Op = Or-. Un résultat plus général de [16] affirme qu'un opérateur T
complexe symétrique (non nécessairement contractif) vérifie dimker 7" = dim ker 7.

5.4 Exemple des fonctions intérieures 2 x 2

5.4.1 Fonctions caractéristiques symétrisables

Le corollaire 5.3.2 affirme que les contractions, dont les indices de défaut valent 1, sont
toujours complexes symétriques. Pour illustrer le théoreme 5.3.1, nous allons discuter du
cas ou Or = Op« = 2. Nous supposons de plus que O est intérieure, ce qui revient a
supposer que T € Cyg.

Définition 5.4.1 Soit © € H*(E — E.) contractive. On dit que O est symétrisable s’il
existe une base orthonormale de E et une base orthonormale de E, indépendantes de z
pour lesquelles la matrice de ©(z) est symétrique pour tout z € D.

D’apres le théoreme 5.3.1 et le lemme 5.2.1, une contraction est complexe symétrique
si et seulement si sa fonction caractéristique est symétrisable. Nous nous intéressons dans
cette section aux fonctions caractéristiques a valeur dans les matrices 2 x 2. Le corol-
laire 5.3.3 implique que pour tout z € D, il existe Uj(z) et Us(z) unitaires telles que
Uy (2)O(2)Us(2) soit symérique. Mais pour trouver des fonctions symétrisables, les matrices
U; et Uy ne doivent plus dépendre de z.

Rappelons le résultat de S. R. Garcia [14] qui fournit une paramétrisation des fonctions
intérieures de H>*(C?* — C?).

Proposition 5.4.1 Soit ¢ une fonction intérieure non constante de H*, a,b,c,d € H*®

: (=) —b(2)
a(z) —b(z
o= (1) W5
Alors © est une fonction intérieure et dét © = ¢ si et seulement si
1. les fonctions a,b,c,d sont dans H(zp) = H> © 2pH?,
2. d=C(a) et c=C(b),
3. lal? + |b]*> = 1 presque partout sur T.
Ici C est la conjugaison naturelle de H(zy) définie par :

C(fy=1fe  (f€Hzp)). (5.9)

Le théoréme suivant donne une caractérisation des fonctions intérieures © € H*(C? —
C?) symétrisables :
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Théoreme 5.4.2 Soit » )
o0 — [ o= —b(z )

=i cwiy

une fonction intérieure, p = dét © et C définit par (5.9).

Alors © est symétrisable si et seulement s’il existe (v,0) # (0,0) telles que ya + 0b est
un point fize de C.

Preuve :  Supposons qu'il existe (v, ) # (0,0) tel que C(ya+60b) = ya+6b; En divisant
par \/|v|2 + |0]2, on peut supposer que |y|?+ |0|*> = 1. Soit U la matrice unitaire suivante :

=)

- (- Oa(z) —7b(2) —ya(z) — 0b(z)
oy (90(6>(z)+70(a)(z) —7C(b)(z) +06’(a)(z)>’

et comme 0C(b)(2) +7C(a)(z) = C(ya + 6b)(z), on a :

—i 0 AU — —i(Aa(z) —7b(2)) i(va(z) + 0b(z))
(0 Z) oEY ( i(ya(z) +6b(z)) (=~ C(0)(2) + GC(G)(Z))) ’

ce qui prouve que © est symétrisable.

Réciproquement, supposons que O soit symétrisable.

Si a et b sont linéairement dépendants, il existe (7, 8) # (0,0) tels que ya + 0b = 0, et
comme 0 est un point fixe de C, le résultat est démontré.

Supposons donc que {a,b} soit un systeme linéairement indépendant. Par définition,
il existe deux matrices unitaires U; et U, telles que U10(z)Us, soit symétrique pour tout

zeD.
(p = (0 7
U1—<)\ E) et U2_(’y 9>7

Ecrivons :
avec |u|* + |A\*> = 1 et |8]> + |7]|*> = 1. Un calcul simple montre que :

On obtient :

*

UM (2)Uy = (; X) ,

avec X = —pu(Ja + 0b) — X\O(—~b+0a) et Y = \(fa — vb) + uC(0b + Fa). La symétrie de
la matrice équivaut a :

—(u7 + M)a — (u0 — Ay)b = C ((17 + A0)a + (1 — Ay)b) .

Si 'on note u := (7 + A0)a + (1 — Ay)b, alors on a C(u) = —u, donc C(iu) = iu et iu
est un point fixe pour C. Ainsi,

iu € Lin{a,b} NFix C.
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Il ne reste plus qu’a montrer que u # 0. Raisonnons par ’absurde en supposant que u = 0.
Alors comme le couple {a, b} est linéairement indépendant, on obtient :

Py + M0 = — Ny =0,

ce qui peut s’écrire :

En multipliant la premiere équation par 6 et la seconde par 7, on obtient en soustrayant
la seconde ligne a la premiere :

MO + [y ?) = 0.

Or |0)>+|v|* = 1 et donc A = 0. Comme |u|*+|A|? = 1, on obtient |u| = 1. Mais le systeme
précédent implique alors v = 6 = 0, ce qui est exclu. Finalement, u # 0, ce qui acheve la
preuve.

g

Remarque 5.4.1 Les points fizes d’une conjugaison C' peuvent étre décrits en utilisant le
Lemme 5.2.1. Ils forment [’espace vectoriel réel constitué des élements dont les coefficients
de Fourier (relativement a une C-base réelle orthonormale) sont réels.

Remarque 5.4.2 Une question tres proche de notre probleme serait de décrire toutes les
fonctions intérieures ©(z), a valeur dans les matrices symétriques 2 x 2. Cela peut étre
réalisé en suivant la méthode proposée dans [16, section 5] pour résoudre le probléme de
synthese de Darlington. Tout d’abord, on fize dét ©, qui va étre une fonction intérieure
scalaire, non constante, p € H*®. On considére alors une fonction b € H(zyp) telle que
Cb="b (C la conjugaison f s of sur H(zp)). Sib est intérieure, alors b* = ¢ et donc

o= (aly ")

convient. Si b n’est pas intérieure, alors on peut prendre a € H(zyp), telle que |al*+|b)* = 1
p.p. sur T (une telle fonction a existe d’apres [14, Proposition 5.2]). Alors

_ (alz)  ib(z)
CRI PRIPEATA
convient.
Dans [16, section 8.2/, on approfondit la question de la paramétrisation des solutions ra-

tionnelles du probleme de synthése de Darlington. Nous proposons une discussion analogue
de notre probleme dans la section suivante.
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5.5 Exemples

5.5.1 Le cas rationnel
N
. . z— A ;.
On se donne un produit de Blaschke fini ¢(z) = H S et on veut décrire les
k=1 "kF
fonctions intérieures O, a valeur matricielle 2 x 2, symétrisables et telles que det © = .
Soit © une fonction analytique, contractive dans D et telle que la matrice de © dans

une base orthonormale fixée s’écrive :

D’apres la proposition 5.4.1, on sait que O est intérieure et dét © = ¢ si et seulement
si
(i) a,b,c,d appartiennent & H(zp) ;
(ii) d=C(a) et c=C(b);
(iii) |a|?> 4+ ]0]* =1 p.p. sur T.

Ici C' désigne, comme précédemment, la conjugaison naturelle sur H(zp) définie par

C(f)=Te,  (f€Hzp).

Dans le cas ou ¢ est un produit de Blaschke de degré N, on peut préciser davantage ce
résultat. Commencgons par un lemme élémentaire.

Z—)\k
1—)\_kz

N
Lemme 5.5.1 Soit p(z) = H un produit de Blaschke fini. Alors

k=1

1 P
H(zp) = span (1, T 1<EkEL N) = {E . P polynome de degré au plus N} ,

— )\kZ
avec R(z) = [T, (1 — Ae2).

Preuve : La deuxieme égalité est triviale. Pour la premiere, rappelons que pour A € D,

désigne le noyau reproduisant de H?, autrement dit, on a

f)=(f k), (feH

Si h € H?, on a donc
<Z§0h7k)\> =0
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pour A € {0, A\ : 1 < k < N}, ce qui prouve que

1
span (1,1 — :1§k§N>CH(zgo).

— )\kz

Maintenant soit f L span <1, 1_1\72 1<k < N). Cela signifie que f(0) =0et f(A\x) =0
(1 < k < N). On sait alors qu'il existe f; € H? telle que f = zpf;. Autrement dit,
f L H(zp), ce qui acheve la preuve.

]

Si P est un polynome de degré au plus N, on notera P son polynome conjugué défini

par -
P(z) =P (%)

N
(1-
k=1

Z—>\k
1—)\_kz

un produit de Blaschke fini, soit R(2)

N
Corollaire 5.5.1 Soit p(z) = H
k=1

_ (a(z) —b(z)
R s
une fonction analytique, contractive sur D. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) O(z) est intérieure et dét © = p;

(ii) a = S/R, b = P/R, ¢ = ﬁ/R, d = §/R avec P et S deux polynomes de degré
inférieur ou égal a N satisfaisant

Arz) et soit

PP+ SS =RR.

Preuve :  Soit g € H(zp). D’apres le lemme 5.5.1, il existe un polynéme P de degré au
plus N tel que g = %. Pour tout z € T, on a alors
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(i) = (ii) En utilisant la proposition 5.4.1 et le calcul précédent, il est clair que
a=S/R,b=P/R, ¢=P/R, d=5/R avec P et S deux polynomes de degré inférieur ou
égal a N. D’autre part, comme ¢ = det © = ad + bc, et p = R/R on obtient

i3 ep
R R R?’
ce qui donne PP+ SS = RR.
(ii) = (i) : Réciproquement, il est clair avec les remarques préliminaires que a, b, ¢, d

appartiennent a H(z¢) et que d = C(a) et ¢ = C(b). D’apres la proposition 5.4.1, la seule
chose & montrer est finalement que |a|? + |[b|*> = 1 sur T. Remarquons d’abord que

dét © =ad + bec = f{f + Zf
-7
R
=5 =@

D’oti, avec la définition de C, on obtient
¢ = ad + bc = aC(a) + bC(b) = |a|*p + |b]*p,

et comme ¢ est non nul presque partout sur T, on en déduit que |a|? + [b|> = 1 sur T.
O
Dans le cas d'un produit de Blaschke fini, on peut aussi décrire explicitement les points
fixes de la conjugaison C' sur H(zyp).

Lemme 5.5.2 Soit P un polynome de degré au plus N et soit g = P/R € H(zy). Alors g
est un point fize de C' si et seulement si P satisfait

Preuve : Rappelons que

et donc il est clair que
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alors
N
P(z) =Y ay—z",
k=1
et donc B
P=P<a,=an_—, 0<k<N.

Le théoreme 5.4.2 donne alors dans le cas rationnel le résultat suivant

N
—\ —
Corollaire 5.5.2 Soit ¢(z) = H 1Z )\_k et R(z) = [Ir_ (1 — M\p2). Alors la matrice
k=1 kF

est intérieure, dét © = ¢ et © est symétrisable si et seulement si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) a = S/R, b= P/R, ¢ = P/R, d = S/R avec P et S deuz polynomes de degré
inférieur ou égal a N ;
(i) PP+ SS = RR;
(ili) 4l existe (A, p) # (0,0) tel que )\Jg—\l—/,uS = AP +puS.

Preuve : 1l suffit d’appliquer le théoreme 5.4.2, le lemme 5.5.2 et le corollaire 5.5.1.
O

5.5.2 Un autre exemple

Considérons u,v € H* deux fonctions intérieures et T,, T, les opérateurs modeles
correspondants. Etant intérieures, les espaces modeles associés sont H, = H? © uH? et
H, = H>0vH?. Les opérateurs T, et T, sont des contractions complétement non unitaires
et leurs fonctions caractéristiques sont respectivement u et v. Les espaces de défaut sont
de dimension 1 et d’apres le corollaire 5.3.2, ils sont complexes symétriques. Nous allons
discuter des contractions de la forme :

T, X
T = (o Tv) (5.10)
avec T € L(H) , H=H, ® H,.

Pour préciser les propriétés de cet opérateur, nous avons besoin du résultat suivant.

Théoréme 5.5.3 ([1]) Soit H = H1 ® Hse et H' = H} & H), deux espaces de Hilbert. Soit
A € L(Hy, Hz) une contraction. Alors

= %)
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est une contraction de L(H,H') si et seulement si
B =DuYr, C=YsDy, et X = =Y2A7Y1 + Dy;Y Dy,
ot Y1 € L(Da, Hy) Yo € L(Ha, Da-) et Y € L(Dy,, Dy;) sont des contractions.

Le lemme suivant précise les propriétés élémentaires de I'opérateur T

Lemme 5.5.3 Supposons que T' € L(H, ® H,) donné par (5.10) soit une contraction.
Alors :

1. X = DY Dy, avec Y : Dy, — Dyx une contraction ;
2. si ||[Y|| =1 alors Oy = Op« =1 et sinon Op = Op- = 2;
3. T € Cy.

Remarquons que dim Dy = dim Dy: = 1, et donc toute contraction Y : Dy, — Dy
s'identifie a un nombre complexe de module plus petit que 1.

Preuve :

Quitte a échanger les blocs, on peut considérer le théoreme 5.5.3 avec A =0, B = T,
et C'=T,. Les opérateurs D4 et D4+ coincident avec I'identité sur leurs espaces respectifs.
On a alors X = Dy:Y Dy, pour une contraction Y, ce qui montre le premier point.

Comme Dy s’identifie a Dy: @ Dy et Dy« a Dy, @ Dy, on a le second point.

Enfin, le dernier point se déduit d’un fait plus général :

. T X . .
silT = 01 T ) est une contraction, alors T; de classe Cy. entraine 1" de classe Cy..
2

En effet, soit € > 0, et x = 21 @ x5 un vecteur de ‘H; & Hsy, prenons k£ un entier tel que
| T¥xs|| < €. Si TF(0@xs) = o, @ Ty, il suffit de prendre &’ tel que ||TF (2 + TFxy)|| < e.
On a alors :

||Tk+k’|| — ||Tk+k,(x1 D O) + Tk:+k’<0 D 152)H

(7Y™ 21 @ 0) + T (21 @ T3 (2 & Tyws)|
(T (T + 2| + [T (0 ® T3y

€+ €.

VAVANI

Dans notre cas, 71 = T, et T, = T, sont tous les deux de classe Cy, et donc ceci acheve
la preuve.

O
Le théoreme suivant détermine quand 7" est complexe symétrique.

Théoreme 5.5.4 Soit T une contraction de la forme
T, X
o (BN,

Awvec les notations du lemme 5.5.3, il est complexe symétrique si et seulement s’il vérifie
l'une des trois conditions suivantes :
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1LY=0;
2 Yl =1,
3.0 <|IY|l <1, etil existe A\ € D et p €T telles que v = pby(u), ou by désigne le
Blaschke élémentaire défini par :
A—z

balz) = 1— Az

Preuve : SiY =0, alors T'= T, & T, et il est complexe symétrique comme somme
directe de deux opérateurs complexes symétriques. Si ||Y|| = 1, alors d’apres le lemme
5.5.3, les indices de défaut de T valent 1. D’apres le corollaire 5.3.2, T" est donc complexe
symétrique.

Nous pouvons donc supposer pour la suite que 0 < ||Y]| < 1 et que 9y = dp+ = 2.

Nous allons commencer par déterminer la fonction caractéristique de T pour pouvoir
appliquer le théoreme 5.3.1. Cette fonction caractéristique peut étre calculée directement
mais pour éviter des calculs pénibles, nous allons utiliser les liens entre la théorie des sous-
espaces invariants des contractions et la factorisation des fonctions caractéristiques, comme
développé dans [11, Chapter VII|

Tout d’abord, remarquons que T' € Cyy implique que O est intérieure. Comme H,, est
un sous-espace invariant pour 7', d’apres le théoreme VII.1.1 et la Proposition VII.2.1 de
[11], on peut factoriser

O7(z) = O2(2)01(2) (5.11)

en deux fonctions intérieures et la fonction caractéristique de T, (resp. de T,), & savoir u
(resp. v) est égale a la partie pure de © (resp. ©y). De plus, ©1 et O étant intérieures,
les dimensions de leur espace image doivent étre égales toutes les deux a la dimension de
I’espace image de Or.

On en déduit que ©1(z) et ©y(z) doivent étre des fonctions intérieures a valeur dans
les matrices 2 x 2 dont les parties pures sont u et v respectivement. Elles coincident donc

avec
1 0 ¢ 10
0 u © 0 v

respectivement. D’apres (5.11), il existe Uy, U, V1, Vo des matrices unitaires 2 x 2 telles

que :
10 10

= )

avec «, 3 nombres complexes satisfaisant |«|? + [3|> = 1, on peut affirmer que O coincide
avec la fonction intérieure

0-( 06 DEY-Gadi) o

Si 'on écrit :
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Notons que la condition 0 < ||Y|| < 1 implique que les nombres « et [ sont différents
de 0.

On applique alors le théoréme 5.4.2 pour savoir si ©, donnée par (5.12), est symétrisable
ou non. Comme dét® = uw, ceci arrive si et seulement s’il existe une combinaison linéaire de
a et de (u, dont les coefficients ne sont pas simultanément nuls, et qui est dans I’ensemble
des points fixes de la conjugaison naturelle C' sur H(zuwv) définie par :

\V/f € quv, C(f) = U’Uf_.

Dans ce cas, écrivons cette combinaison linéaire g = s + tu, (s,t) € C*\ {0,0}, g # 0. On

a alors
s+ tu

Su+t
On doit avoir ¢t # 0, sinon uwv serait constant, ce qui n’est pas possible. On peut donc
écrire :

Clg)=g9g<=v(su+t)=s+tu<=v= (5.13)

t3+u
V== —.
1+ 2u
Mais si |s| = |t|, alors v = £, ce qui est impossible. Si [s| > [t|, alors on voit que v est en
meéme temps analytique et coanalytique, ce qui implique v constante, d’ou une nouvelle
contradiction. La seule possiblité est que |s| < [t|. Posons A = —% et = —% et on obtient
la conclusion désirée :
A—u ba (1)
v = — = u).
Ml e O
Réciproquement, supposons que v = uby(u) avec p € T et A € D. 1l existe ¢ non nul
tel que pu = —%, on a alors :
Cu— AQ
V= ———,
¢ —CAu

et en posant s := —A( et t := (,
v(5u+1) = v(=Cu+ () = (u — A\ = s + tu,

ce qui implique d’apres 1’équation (5.13) que C(g) = g pour g := s+ tu. Comme t # 0, on
peut appliquer le théoreme 5.4.2 . Ainsi, © est symétrisable.

On a montré que dans le cas 0 < ||Y|| < 1, O est symétrisable si et seulement si
v = puby(u) avec A € D et p € T. Une application du théoreme 5.3.1 conclut alors la preuve
du théoreme.

O

Le théoreme 5.5.4 permet de construire différents exemples d’opérateurs complexes

symétriques ou non dont les indices de défaut sont 2.



Annexe A

Définition et propriétés du calcul
tensoriel

Nous allons rappeler la définition et les propriétés élémentaires du produit tensoriel.

Définition A.0.1 Soient H un espace de Hilbert séparable, a,b € H \ {0} alors on définit
lopérateur borné de rang 1 a ® b par :

(a®b): H — H
r — (x,b)a.

L’image de a ® b est le sous-espace de dimension 1 Ca. Il est clair que tout opérateur T’
de rang 1 peut s’écrire comme produit tensoriel a ® b. Comme I'mT est de dimension 1,
pour a € I'mT non nul, ImT = Ca. Pour tout x € H, il existe ¢, € C tel que Tz = c,a et
la forme linéaire x € H +— ¢, est continue, par continuité de a ® b. Le Théoreme de Riesz
assure 'existence de b € H tel que ¢, = (z,b), et alors pour x € H, Tx = (z,b)a = a®b.

Proposition A.0.5 On a les propriétés suivantes : pour tout a,b,a’, b’ € H éventuellement
non nuls et T € L(H),

1. T(a®b)=(Ta)®@b et (a@b)T =a® (T*),
(a®Db)(d @)= (d,b)(a®l),
(a+d)@b=a®b+d @b,

Ker a@b= (Cb)*t et Im a ® b= Ca,
(a®b)*=b®a

a®b=a®V avec a,b,a’,b" tous non nuls, si et seulement si il existe o, 3 € C tels
que a =aa’, b= PV et af =1,

7. a®a=bRb < Ja, |a| <1 tel que b = aa,
8. a®a<b®b<= 3Ja, |a| <1 tel que b = aa,
9. a®a > 0.

S G A Lo e
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Preuve :
1. Pour tout z € H, T(a ® b)(z) = (x,b) Ta = (Ta ® b)(x) et

(a®b)(Tz) = (Tx,b)a= (x, T*b)ya =a® (T*b)(x).
2. Pour tout x € H,

(a@b)(d @V)(z) =a®@b(x,b)d = (z,V) (d,b)a
= (a',b) (a®1).

3. Par linéarité du produit scalaire.

4. Nous avons déja vu la seconde affirmation. Pour la seconde :

Ker(a®b) ={zx € Hla® b(x) =0}
= {z € H|(z,b) = 0} = (Cb)™.

5. Soient z,y € H.

((a@b)"(z),y) = (r,a @ bly)) = (b;y) (v, )
= ((z,a) b, y) = (b@a(z),y) .

6. Sia®b=ad ®1 alors ils ont mémes images. Or I'ma ® b = Ca et Ima’ @ i/ = Cd/
donc il existe & € C non nul tel que a = «aa’. En considérant les adjoints de ces
opérateurs, I’assertion précédente affirme que b®a = b'®a’. Le raisonnement similaire
au précédent affirme qu'il existe 3 € C tel que b = Bb'. Ainsi, ad’ @ V' = a' @b’ ce
qui implique a8 = 1. La réciproque se vérifie trivialement.

7. Ce point est un cas particulier du précédent.

8. Ce point est aussi un cas particulier de 6.

9. D’apres 5, 'opérateur a ® a est autoadjoint. Comme I'm a ® a = Ca, le vecteur a st
un propre pour la valeur propre A\. A\a = a ® a(a) = {(a,a) a, donc A = ||a||? > 0.

O



Annexe B

Généralités sur les bases de noyaux
reproduisants de H?

B.0.3 Généralités sur les bases de noyaux reproduisants dans
H*(D)

Nous allons introduire la notion de base de Riesz et rappeler les résultats classiques
caractérisant les bases de noyaux reproduisants de H?(ID). De nombreux compléments se
trouvent dans [27], Chapitre 3. Soient X un espace de Banach complexe, de dimension
infinie et (z,),>1 une suite de vecteurs non nuls de X.

Définition B.0.2 La suite x := (x,),>1 est dite
1. compléte dans X si span(x, :n>1)=X;
2. minimale si pour tout n > 1, x, &€ span(xy : k#n);

3. uniformément minimale si

Ln

5 (x) == inf dist <— span (zy : k 7An)> > 0.

n21 [zl

La constante 6 (x) est appelée constante d’uniforme minimalité de la suite (,)n>1.
Si X" = (2})n>1 est une suite du dual de X, on dit que x* est une suite biorthogonale
associée G (Tp)n>1 S
2 (T7,) = O k-

Le lemme suivant établit le lien entre la minimalité, 'uniforme minimalité et ’existence
de biorthogonale.

Lemme B.0.4 Soient X un espace de Banach et (x,),>1 une suite de vecteurs de X.

1. (y)n>1 est minimale si et seulement si (z,,)n>1 admet une suite biorthogonale. Cette
derniére est déterminée de facon unique si et seulement si (x,)n,>1 est compléte dans
X.

93
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2. (Tn)n>1 est uniformément minimale si et seulement si (z,),>1 admet une suite bi-
orthogonale (7),>1 telle que

sup [z | [l || < +o0.
n>1

Dans le cadre des espaces de Hilbert, la notion de base dont on dispose est celle de base
orthonormale. Nous allons a présent définir les bases de Riesz :

Définition B.0.3 Soit H un espace de Hilbert, et (z,),>1 une suite de H. On dit que
(n)n>1 est une base de Riesz de H s’il existe un isomorphisme U de H sur lui méme tel que
(Uzy)pn>1 forme une base orthogonale de H. L opérateur U est appelé un orthonormalisateur

d€ (xn)nZI .

Dans le cas particulier on H = H?(D), la proposition suivante fournit une caractéri-
sation pour qu'une suite de noyaux reproduisants (ky, ),>1 soit minimale dans H*(D) et
précise le sous-espace vectoriel fermé engendré par (ky, )n>1-

Proposition B.0.6 Soit (\,),>1 une suite de points distincts de D.

1. Si (Ap)n>1 n'est pas une suite de Blaschke, alors (ky, )n>1 est compléte dans H?*(D)et
n’est pas minimale.

2. Si (An)n>1 est une suite de Blaschke, et si B désigne le produit de Blaschke associé,
alors (ky, )n>1 est minimale dans H*(D) et

spanHz(D)(k)\n - n Z 1) = KB
ot Kp == H*(D) & BH2(D).

Preuve :

1. Soit f € H?*(D) telle que f(\,) = 0, quelque soit n > 1. Si ()\,), n’est pas une
suite de Blaschke, nécessairement f est la fonction constante nulle, donc la famille
des (ky, )n est complete. Supposons maintenant qu’elle soit minimale, alors il existe

f € H? telle que f(A\) =1et f(\,) =0,n>2. Comme f#0,on a

ST = ) < o,

n>2

ce qui est exclu, la suite (\,), n’étant pas de Blaschke.
2. Si la suite (), est de Blaschke, notons

. A
By, := by, o0 by(2) := X

On a alors B,, € H? vérifiant :
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ce qui montre que (%)nzl est une biorthogonale de (k, )n>1, et donc (ky,, )n>1 est
minimale.

Montrons qu’elle est complete dans K. Soit ¢ € H*(D), on a :

et donc BH2(D) C span (ky,,n > 1)".
Réciproquement, soit f € H?(D) telle que (f,k,,) =0, Vn > 1. On a f(\,) = 0 et
donc f peut s’écrire f = Bg, d’ou span (ky,,n > 1)L C BH?*(D), ce qui acheve cette
démonstration.

Ul

Quitte a renormaliser, la démonstration précédente fournit I’expression de la biortho-
gonale (y,)n>1, unique, associée a la suite (ky, )n>1 :

o (1 _ |)‘n|2) Bn
Yn = Ba(M\n) 1=z

Nous pouvons énoncer le théoreme et la définition suivante :

Définition B.0.4 Une suite de Blaschke (\,)n>1 de points distincts de D satisfait la condi-
tion de Carleson si
d ((An)nz>1) == }gf; |Bn(An)] > 0. (C)

On appellera une telle suite une suite de Carleson, et la constante d ((An)n>1) la constante
assossiée a (Ap)n>1-

Théoréme B.0.7 Soit (\,),>1 une suite de Blaschke de points distincts de D, et B le
produit de Blaschke associé aux (Ap)n>1. La suite (ky,)n>1 est uniformément minimale
dans H?*(D) si et seulement si (A\,)n>1 est une suite de Carleson.

Preuve : Les expressions de k), et de y, impliquent que ||y, ||2||kx, | = m. 11 suffit
alors d’appliquer le lemme B.0.4.
Ul
Pour clore ce complément sur les bases de noyaux reproduisants, énoncons le théoreme
de Carleson—Shapiro—Shields, dont on trouvera la démonstration dans [27], page 177.

Théoreme B.0.8 Soit (\,)n>1 une suite deBlaschke de points distincts de . Notons

T, = Hk)\)\—n”2 la normalisation du noyau reproduisant. Alors, les assertions suivantes sont
n
équivalentes :

1. la suite (x,,),>1 est une base de Riesz de Kp ;
2. la suite (x,)n>1 est uniformément minimale ;

3. la suite (A\,)n>1 est de Carleson.
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B.0.4 Généralités sur les bases de noyaux reproduisants dans
H?(D, E) et H(D)

Nous avions vu section 4.2.2 que pour A € DD, et e € E,, la forme linéaire définie par

Evie : f = (f(A),e)p

est bornée sur H*(E,) et que le noyau reproduisant kye : z — =€ de H?(E,) représente
cette forme linéaire.

Soit b € H®(E — E.), ||b|lec < 1. Comme H(b) est contenu dans H?*(E,) contrac-
tivement, la restriction & H(b) de la forme linéaire évaluation Ev(ye)|n@) est continue
relativement au produit scalaire de H(b). Il existe donc k%e dans H(b) vérifiant :

*

VA ED,Vf € HY(E.), (f,Ke), = (f(\),e)p, -

*

Considérons f = (Id —T,T;)"/? fi avec fi € (Ker (Id —TbTb*)l/2)L. On obtient

(f. (Id =TyTy ) ke), = (fr. Td =TyTy) Phye), = (f, kxe)y = (f(N), €)p.

et donc
ke = (Id —T,T; )kye.

Comme T kye = b(A)*kye, on en déduit 'expression suivante :

_ 1d=bEb)

VzeD, (ke)(2) = (B.1)
1— Az
Quelques calculs simples montrent que
o lell? b 2 el = () ell?
||k>\eH2 - 1 — |)\|2 et ||k/\eHb - 1— |A|2 )

ce qui permet de donner I'expression de zye (resp. x4e) noyaux renormalisés sur H?(E,)

(resp sur H(b)) :

(o)) = VI AP 1

llel| 1— Xz

VI=DP_ Id=b(z)b()

Ve =2 1=z

e et (2%e)(2)

Voici les résultats connus sur les familles de noyaux reproduisants dans H?(FE,) :

Théoréme B.0.9 (c.f. [2]) Soit (A\,)n>1 une suite de D et (e,),>1 une suite de E,. Sup-
posons que N := dim E, < 4o00.

1. La suite (xy,en)n>1 est minimale si et seulement si la suite (N\,)n>1 satisfait la condi-
tion de Blaschke.

2. Si la suite (xy,en)n>1 €st une base de Riesz, alors la suite (N\,),>1 est lunion d’au
plus N suites de Carleson.
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Le premier point est prouvé dans [2] et le second point est dit & V. Vasyunin. Ce résultat
ne peut étre vrai en dimension infinie car on pourrait prendre une suite de vecteurs (e, ),
de E, et, sans restriction sur la suite (A,),, la famille (z,, e, ), serait une base orthogonale
de son enveloppe linéaire.

Le résultat de Treil [42] généralise les propriétés des noyaux reproduisants au cadre
vectoriel :

Théoréme B.0.10 Soit (e,),>1 une suite relativement compacte de E,. Alors (xy,€n)n>1
est une base de Riesz de son enveloppe linéaire si et seulement si elle est uniformément
minimale.

Concluons cette partie sur les propriétés des familles de noyaux reproduisants de H*(FE, )
par la caractérisation géométrique suivante des bases de Riesz, due a Ivanov [2].
Rappelons que la distance hyperbolique est définie par : :

r—Yy
1—xy

Vr,y € D, d(a,b) = [ba(y)| =

Notons A := (A,)n>1 une suite d’éléments de D et pour A € D et » > 0, on définit
Q(\, 1), la boule centrée en A de rayon r pour la distance hyperbolique
z—A

QA r):={z€D : |br(2)] <r}, ouby(z) = T

ainsi que

G(Ar) =],

n>1

Alors, pour m > 1, on note G,,(A,r) la composante connexe de l'ensemble G(A,r) et

En(r)y:={n>1: X\, €Gy,(A 1)}

Théoreme B.0.11 ([2], page 73) Soit (A\,)n>1 une suite de D et (e,),>1 une suite de
E.. Supposons que N := dim E, < +o00. Alors (z),en)n>1 est une base de Riesz de son
enveloppe linéaire si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) la suite (\,)n>1 est U'union d’au plus N suites de Carleson ;

(ii) 4l existe r > 0 tel que :

inf  min «a(e,, span(e, :p € En(r),p#mn)) >0
m2>1 neEny(r)

ot a(u, P) représente l'angle entre le vecteur u et le sous-espace P.
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Résumé

Sarason a décrit les sous-espaces fermés réduisants (invariants par S, opérateur de
multiplication par z, et par S*) et doublement-invariants (invariants par S et S~1) de
I'espace de Hardy H?(A) ou A est un anneau. Nous établissons les versions vectorielles.

Nous donnons aussi la version vectorielle d'un résultat de Hitt portant sur les sous-
espaces S*—faiblement invariants via I’étude des contractions perturbées par des opérateurs
de rang fini.

Dans la seconde partie, nous étudions les bases de noyaux reproduisants sur les espaces
de De Branges-Rovnyak, au moyen du modele de Sz-nagy—Foias.

Le dernier probleme présenté est de caractériser les opérateurs 7" € L(H) complexes
symétriques. Nous en donnons des classes d’exemples.



