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Remerciements
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Introduction

Le but de cette thèse est d’étudier diverses notions de positivité, dans le cadre de la géométrie
algébrique et de la géométrie d’Arakelov, pour un fibré vectoriel sur une variété algébrique pro-
jective, et de développer des applications à l’étude de l’algébricité des sous-schémas formels des
variétés algébriques et du comportement asymptotique des polygones de Harder-Narasimhan.

Hartshorne [52] a démontré que, si X est un schéma formel propre et régulier sur un corps

k et si Y est un sous-schéma de définition de V̂ qui est de dimension ≥ 1, connexe, localement
une intersection complète dans V̂ , et dont le fibré normal dans V̂ est ample, alors le degré de
transcendence de k(V̂ )/k est inférieur ou égal à la dimension de V̂ . Il en déduit que si Y est

une sous-variété fermée d’une variété algébrique X et si V̂ est un sous-schéma formel fermé
de X̂Y , alors V̂ est algébrique. La condition d’amplitude de NY V̂ peut être affaiblie dans le
contexte de la géométrie analytique complexe par la condition de 1-positivité. Dans cette thèse,
on introduit une condition de positivité, appelée P3, plus faible que l’amplitude, et on montre
que le résultat d’algébricité de Hartshorne reste vrai lorsque l’on suppose que NY V̂ satisfasse
P3. Dans le cadre de la géométrie algébrique complexe, cette condition est aussi plus faible
que la 1-positivité. La démonstration s’inspire des techniques de “polynômes auxilliaires” de
l’approximation diophantienne, sous la forme de la méthode de pentes due à J.-B. Bost. En
outre, on développe un critère numérique de la condition P3 qui est la négativité de la limite
d’une suite de pentes maximales, qui définit la pente maximale asymptotique du dual du fibré
normal NY V̂ . La démonstration de l’existence de cette limite de pentes maximales repose sur
des variantes du lemme de Fekete sur les suites sous-additives.

Il s’avère que le même type d’argument, combiné avec des techniques combinatoires, permet
d’établir, dans le cadre de la géométrie algébrique et dans le cadre de la géométie d’Arakelov,
la convergence des polygones de Harder-Narasimhan (normalisés) d’une algèbre graduée en
fibrés vectoriels sur une courbe projective lisse, ou en fibré vectoriels hermitiens sur le spectre
d’un anneaux des entiers algébriques. La limite des polygones est une courbe concave sur [0,1]
qui est en général non-triviale. La démonstration de la partie arithmétique utilise une nouvelle
majoration de la pente maximale du produit tensoriel de plusieurs fibrés vectoriels hermitiens
établie dans cette thèse.

L’organisation de cette thèse est la suivante :

Dans le premier chapitre, on rappelle diverses conventions et définitions, et des résultats
classiques qui seront utilisés par la suite.

On introduit dans le deuxième chapitre la condition appelée P3 pour un couple (X,E) formé
d’une variété projective X de dimension ≥ 1 sur un corps k, et d’un OX -module localement
libre de rang fini E: on dit que la condition P3(X,E) est vérifiée, si pour tout OX-module
inversible L sur X , ou de façon équivalente pour un OX -module inversible ample L sur X , il
existe λ > 0 tel que, pour tout entier d > λ et tout entier i > λd, l’espace H0(X,Si(E∨)⊗L⊗d)
est réduit à 0. Par la dualité de Serre, si X est une courbe algébrique lisse et si le corps k
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iv Introduction

est de caractéristique 0, alors la condition P3 est équivalente à l’amplitude de E sur X . En
appuyant sur un résultat dû à Hartshorne, qui affirme l’équivalence de l’amplitude et la p-
amplitude d’un fibré vectoriel sur une courbe projective lisse, on démontre que, dans le cas
où X est une courbe projective lisse sur un corps de caractéristique positive, l’amplitude de
E implique la condition P3(X,E). Dans le cas où X est de dimension > 1, en coupant X par
des hyperplanes génériques, on montre que l’amplitude de E sur X implique celle de E sur
une courbe générique dans X et donc la condition P3(X,E). En donnant un contre exemple,
qui consiste d’un produit de deux variétés projectives et d’un fibré inversible produit tensoriel
externe, on montre que la condition P3 est strictement plus faible que l’amplitude. D’autre
part, dans le cadre de la géométrie algébrique complexe, on montre que la condition P3 est
plus faible que la 1-positivité.

Dans la deuxième partie du chapitre, on cherche à étudier la condition de positivité d’un
fibré vectoriel E sur une variété projective X de dimension ≥ 1 dans la situation relative où est
donné un morphisme projectif et surjectif π deX vers une courbe projective lisse C. En utilisant
une généralisation du lemme de Fekete sur les suites sous-additives, on démontre que, si L est

un fibré inversible sur X ample relativement à π, alors la suite
(µmax(π∗(L

⊗n))

n

)
n≥1

admet

une limite dans R que l’on note µπmax(L) et que l’on appelle la pente maximale asymptotique de
L (relativement à π). La sur-additivité de µπmax(L) par rapport à L (pour le produit tensoriel)
nous permet d’étendre la notion de la pente maximale asymptotique pour un fibré inversible
quelconque sur X . Cette pente maximale asymptotique est liée à la positivité de L: on a

µπmax(L) > 0 =⇒ µπmax(L
∨) < 0 =⇒ P3(X,L).

C’est un critère numérique assurant la condition P3. On donne un exemple du calcul de la
pente maximale asymptotique µπmax(L) en étudiant le cas où X est un schéma abélien sur C.
Par passage au fibré inversible canonique sur le fibré projectif, on étend la définition de la
pente maximale asymptotique à un fibré vectoriel sur X et on démontre l’analogue du critère
numérique ci-dessus pour la condition P3.

La dernière partie du chapitre est consacrée aux applications des résultats précédents aux
problèmes d’algébricité. On établit l’énoncé suivant:

Soient X une variété projective sur un corps k et Y une sous-variété fermée lisse de X.
Soit V̂ un sous-schéma formel lisse du complété formel X̂Y de X le long de Y , admettant Y
comme schéma de définition. Si le fibré normal NY V̂ à Y dans V̂ satisfait à la condition P3,
alors V̂ est algébrique.

Ce critère d’algébrisation, combiné aux divers critères assurant la condition P3, permet
d’améliorer des résultats sur l’étude de la relation entre équivalence formelle et équivalence
étale des germes de plongement de variétés projectives. Plus précisément, si Y est une variété
projective lisse sur un corps k plongée dans deux variétés lisses X1 et X2 qui admet des
voisinages formels X̂1Y et X̂2Y dans X1 et X2 isomorphes de sorte que NY X̂1Y satisfasse à la
condition P3, alors il existe des voisinage étales de Y dans X1 et X2 isomorphes. Ceci renforce
un résultat de Gieseker (valable sous une hypothèse d’amplitude sur le fibré normal), et établit
des versions algébriques du théorème de Commichau-Grauert et Hirschowitz (démontrés dans
un cadre analytique).

Le troisième chapitre est consacré à l’analogue dans le cadre de la géométrie d’Arakelov,
des définitions et des résultats établis dans le deuxième chapitre. On montre d’abord que, si
π : X → SpecOK est une variété arithmétique et si L est un fibré inversible hermitien sur X

tel que LK soit ample sur XK , alors la suite
( µ̂max(π∗(L

⊗n
))

n

)
n≥1

admet une limite µ̂πmax(L )
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dans R. On appelle cette limite la pente maximale asymptotique arithmétique du fibré inversible
hermitien L . L’application L 7→ µ̂πmax(L ) est aussi sur-additive par rapport à L (pour le
produit tensoriel), donc se prolonge sur l’ensemble des fibrés inversibles hermitiens généraux
sur X . Par passage au fibré inversible canonique (muni de la métrique de Fubini-Study) on
peut définir la pente maximale asymptotique arithmétique d’un fibré vectoriel hermitien sur
X .

On propose comme analogue de P3 la condition suivante: on dit qu’un fibré vectoriel her-
mitien E sur X est faiblement positif si pour tout fibré inversible hermitien L sur X (ou de
façon équivalent, pour un fibré inversible hermitien L arithmétiquement ample sur X ) il existe
λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd, la norme de la plus petite section

non-nulle de SnE
∨ ⊗ L⊗d crôıt exponentiellement par rapport à n. Cette condition est plus

faible que l’amplitude arithmétique de E sur X , et on a aussi un critère numérique comme
ci-dessous:

si µ̂πmax(E
∨
) < 0, alors E est faiblement positif.

Dans la dernière partie du chapitre on propose un critère d’algèbricité des sous-schémas
formels et on en profite pour démontrer une généralisation d’un théorème de Borel sur la
rationnalité d’une série formelle:

Soit ϕ un élément dans Z[[T1, · · · ,Tn]] qui définit une fonction méromorphe sur un voisinage
de la boule fermée B(0,R) de Cn. Si R >

√
n, alors ϕ est rationnel.

Après avoir terminé la rédaction de ce travail et l’avoir soumis comme thèse, l’auteur a appris
que ce résultat avait été établi antérieurement par Y. André, sous une forme plus générale qui
généralise le théorème de Borel-Dwork, dans son ouvrage [3], Chapter VIII.

Le quatrième chapitre peut être considéré comme un préliminaire à la seconde moitié de
la thèse. La notion de la filtration de Harder-Narasimhan, ou de la filtration canonique d’un
fibré vectoriel sur une courbe projective lisse remonte à l’article [50] de Harder et Narasimhan.
Son avatar en géométrie d’Arakelov est introduit par Stuhler [84] et Grayson [41] pour un fibré
vectoriel hermitien sur le spectre d’un anneau des entiers algébriques. Cette filtration, sous sa
forme classique, est indexée par un ensemble fini ordonné, donc est en fait un drapeau du fibré
vectoriel (hermitien) en question. Apparamment cette construction n’a aucune fonctorialité
par rapport au fibré vectoriel (hermitien) considéré, mais on montre dans ce chapitre que,
si on munit les sous-fibrés vectoriels dans ce drapeau des poids convenables, on obtient une
filtration indexée par R des sous-fibrés vectoriels du fibré vectoriel en question, et cette nouvelle
construction est fonctorielle. D’autre part, le foncteur, de la catégorie des fibrés vectoriels
(hermitiens), vers la catégorie des espaces vectoriels sur le corps des fonctions rationnelles sur
le schéma de base, défini par la restriction sur le point générique, préserve le rang. Donc la
filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel (hermitien) induit par ce foncteur une
R-filtration sur sa fibre générique. On peut donc ramener l’étude des filtrations de Harder-
Narasimhan des fibrés vectoriels (hermitiens) en celle des R-filtrations des espaces vectoriels.

On introduit dans le premier paragraphe la théorie générale des filtrations dans une catégorie
quelconque. On se concentre dans le deuxième paragraphe à l’étude des filtrations des espaces
vectoriels sur un corps. La mesure de probabilité et le polygone associés à une R-filtration
sont aussi discutés dans ce paragraphe. Dans le troisième paragraphe, on propose des axiomes
sur une catégorie exacte pour que le formalisme de filtration de Harder-Narasimhan puisse
s’établir. Enfin dans le dernier paragraphe on donne quelques exemples.

Le cinquième chapitre est consacré à la majoration de la pente maximale d’un produit
tensoriel de fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK que l’on utilisera dans le dernier chapitre
de la thèse.
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Soit (Ei)1≤i≤n une famille finie de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur SpecOK . Si
on note E = E1 ⊗ · · · ⊗En alors

µ̂max(E) ≤
n∑

i=1

(
µ̂max(Ei) + log rg(Ei)

)
. (1)

La démonstration repose sur la théorie des invariants. On cherche à majorer le degré d’Ara-
kelov d’un sous-fibré M inversible hermitien de E. Si MK est semi-stable pour l’action du
groupe algébrique SL(E1,K) × · · · × SL(En,K), alors la théorie classique des invariants four-
nit une section de E∨K dont la norme est connue; sinon le critère de Hilbert-Mumford et les
résultats de Kempf [60] reformulés par Ramanan-Ramanathan [76] dans la théorie géométrique
des invariants nous ramènent au cas précédent.

C’est dans le dernier chapitre de la thèse qu’est démontrée la convergence des polygones
de Harder-Narasimhan. Comme remarqué dans le quatrième chapitre, si B =

⊕
n Bn est une

algèbre graduée en fibrés vectoriels (resp. fibré vectoriels hermitiens) sur une courbe projec-
tive lisse C (resp. le spectre d’un anneau OK des entiers algébriques) de corps des fonctions
rationnelles K, alors la filtration de Harder-Narasimhan de chaque Bn induit une R-filtration
sur Bn := Bn,K . Si B est l’une des algèbres suivantes:

1)
⊕

n≥0 π∗(L
⊗n), où π : X → C est un morphisme projectif et surjectif d’une variété projec-

tive sur C et L est un OX -module inversible ample relativement à π,

2)
⊕

n≥0 π∗(L
⊗n

), où π : X → SpecOK est une variété arithmétique, et L est un fibré
inversible hermitien sur X tel que LK soit ample sur XK ,

alors il existe une fonction f : Z>0 → R≥0 avec lim
n→∞

f(n)/n = 0 telle que B =
⊕

nBn,

munie des filtrations induites comme ci-dessus, soit une K-algèbre graduée f -quasi-filtrée. En
particulier, la démonstration du cas 2) fait appel à l’inégalité (1) démontrée dans le chapitre
précédent.

Le résultat principal du dernier chapitre est la suivante:
Soient f : Z>0 → R≥0 une fonction telle que lim

n→+∞
f(n)/n = 0, K un corps et B =

⊕
n≥0Bn une K-algèbre graduée f -quasi-filtrée, intègre, de type fini sur K. Si Bn et non-nul

pour n suffisamment grand et si lim sup
n→+∞

µmax(Bn)

n
< +∞, alors les polygones normalisés des

Bn convergent uniformément vers une courbe concave sur [0,1].
En appuyant sur la normalisation de Noether, on se ramène au cas où B est une algèbre

symétrique d’un espace vectoriel de rang fini surK. Ensuit, la construction de mesures discrètes
sur des produits d’ensembles de points à coordonnées entières dans des simplexes dont les mar-
ginales par les projections et l’addition sont équidistribuées nous permet d’obtenir la presque
sur-additivité (par rapport à n) des mesures associées (normalisées) aux Bn. Enfin, une variante
du lemme de Fekete que l’on a utilisée dans le troisième chapitre pour démontrer l’existence de
la pente maximale asymptotique permet d’obtenir la convergence vague des mesures associées
aux Bn et donc la convergence uniforme des polygones associés aux Bn.

Des contre-exemples montrent l’impossibilité de généraliser le résultat ci-dessus au cas où
B n’est pas intègre, ou au cas d’un module gradué quasi-filtré.

Dans le dernier paragraphe, on redémontre le théorème de convergence pour un module bi-
gradué, en utilisant la méthode de “séries de Poincaré en deux variables” inspirée par Faltings-
Wüstholz [29]. Bien que cette méthode ne soit valable que pour un cas très restrictif (bigradué),
elle nous permet de calculer explicitement la limite des polygones. En particulier, lorsque
B = K[X,Y ] est l’algèbre des polynômes en deux variables, où X est Y sont de bidegré (1,λ)
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et (1,µ), respectivement, avec λ ≤ µ, alors la courbe limite est µx − µ−λ
2 x2. Cela montre que

la limite des polygones est en général non-triviale.
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Chapitre 1

Notations et préliminaires

1.1 Notations

Dans cette thèse, sauf mention au contraire, tous les anneaux sont supposés être commutatifs
et unifères.

Soit k un corps. On appelle variété algébrique sur k tout schéma intègre et de type fini
sur Spec k (donc quasi-compact et quasi-séparé sur Spec k). On appelle courbe algébrique sur
k toute variété algébrique sur k qui est de dimension 1.

Si U est une partie ouverte de Rd, on désigne par Odiff
U le faisceau des germes de fonctions

lisses à valeurs réelles sur U . C’est une algèbre sur le faisceau constant R sur U .

On appelle variété lisse (réelle) tout espace anneléX = (|X |,Odiff
X ) dont l’espace topologique

sous-jacent |X | est paracompact (cf. [38] II.3.2) et qui est localement isomorphe à un espace
annelé (appelé une carte locale) de la forme (U,Odiff

U ), où U est une partie ouverte non-vide d’un
espace affine Rd (on dit que cette carte locale a pour dimension d). On appelle la dimension de
X la borne supérieure des dimensions des cartes locales de X , notée dimX . Si |X | est connexe,
alors toutes les cartes locales de X ont la même dimension. On dit queX est équidimensionnelle
si toutes les composantes connexes de X ont la même dimension.

Si V est une partie ouverte de Cd, on désigne par Oan
V le faisceau des germes de fonctions

analytiques complexes sur V ; c’est une algèbre sur C. Si on considère V comme une partie
ouverte de R2d, on peut aussi considérer la R-algèbre Odiff

V sur V .

On appelle variété analytique complexe tout espace annelé X = (|X |,Oan
X ) dont l’espace

topologique sous-jacent |X | est paracompact et qui est localement isomorphe à un espace annelé
(appelé une carte locale) de la forme (V,Oan

V ) où V est une partie ouverte non-vide d’un espace
affine Cd (on dit que cette carte locale a pour dimension complexe d). On appelle la dimension
complexe de X la borne supérieure des dimensions des cartes locales de X , notée dimC X . Si
|X | est connexe, alors toutes les cartes locales de X ont la même dimension complexe. On dit
que X est équidimensionnelle si toutes les composantes connexes de X ont la même dimension.

Si X est une variété analytique complexe, en recollant les faisceaux d’anneaux Odiff
V , où

V parcourt les cartes locales de X , on obtient un faisceau d’anneaux Odiff
X sur |X |, appelé le

faisceau des germes de fonctions lisses sur X . Les sections de Odiff
X sont appelées des fonctions

lisses. C’est une R-algèbre. L’espace annelé XR = (|X |,Odiff
X ) est une variété lisse réelle. On

désigne par dimR X sa dimension. On a la relation dimR X = 2 dimC X . D’autre part, on a un
homomorphisme naturel de C-algèbres de Oan

X vers Odiff
X,C.

On appelle schéma formel (noethérien et adique) tout espace topologiquement annelé X =
(|X|,OX) dont l’espace topologique sous-jacent |X| est quasi-compact et qui est localement
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isomorphe au spectre formel d’un anneau noethérien adique (cf. [49] I.10). Le faisceau d’anneaux
topologiquesOX admet un plus grand idéal de définition IX; c’est le seul idéal de définition I tel
que le schéma (usuel) (|X|,OX/I) soit réduit. Le schéma X0 = (|X|,OX/IX) est appelé le schéma
de définition du schéma formel X. Le faisceau d’anneaux sous-jacent à OX est isomorphe à la
limite projective lim←−nOX/I

n
X. Pour tout entier n ≥ 1, Xn = (|X|,OX/I

n+1
X ) est un schéma,

appelé le nième voisinage infinitésimal de X0 dans X. L’espace localement annelé sous-jacent à
X est isomorphe à la limite inductive lim−→n

Xn dans la catégorie des espaces localement annelés.

Si X est un schéma noethérien et si Y est un sous-schéma fermé réduit de X défini par
l’idéal cohérent I, on appelle le complété formel de X le long de Y le schéma formel (noethérien

et adique) (|Y |, lim←−
n

(OX/In)|Y ), noté X̂Y . Le schéma formel X̂Y a pour schéma de définition

Y . Pour tout entier n ≥ 1, le nième voisinage infinitésimal de Y dans X̂Y est le sous-schéma
fermé de X défini par l’idéal cohérent In+1.

Soient X un schéma formel noethérien et J un idéal cohérent de OX. Si on désigne par |Y|
le support du faisceau d’anneaux OX/(IX +J) (c’est un sous-espace topologique fermé de |X|),
l’espace topologiquement annelé Y = (|Y|,(OX/J)||Y|) est un schéma formel noethérien, appelé
un sous-schéma formel (fermé) de X. On remarque que Y a pour schéma de définition |X| si
et seulement si J est contenu dans le plus grand idéal de définition IX de X.

Si p est un nombre premier strictement positif, pour toute algèbre A sur Fp on désigne
par FA : A → A l’endomorphisme de Frobenius qui envoie x en xp. Si X : AlgFp

→ Ens
est un foncteur de la catégorie des Fp-algèbres vers la catégorie des ensembles, on désigne par
FX : X → X la transformation naturelle de X vers lui-même qui associe à toute Fp-algèbre A
l’application

X(FA) : X(A) −→ X(A),

où FA : A→ A est l’endomorphisme de Frobenius. On appelle FX le morphisme de Frobenius
absolu de X . Si B est une algèbre sur Fp et si X = SpecB est le schéma affine défini par B,
alors FX = SpecFB. Il n’est généralement pas vrai que le morphisme de Frobenius absolu FX
soit fini, mais lorsque X est un schéma localement de type fini sur un corps parfait k (à savoir,
l’endomorphisme de Frobenius Fk : k → k est un automorphisme), le morphisme FX est fini
et surjectif.

Soit k une extension de Fp. Si X : AlgFp
→ Ens est un foncteur, et si ϕ : X → Spec k est

un morphisme de fonteurs, on désigne par X(p) le produit fibré (dans la catégorie des foncteurs
covariants de AlgFp

vers Ens qui s’identifie à la catégorie des préfaisceaux sur SchAffFp
— la

catégorie des Fp-schémas affines)

X(p)
π //

ϕ(p)

��
�

X

ϕ

��
Spec k

SpecFk

// Spec k

Comme SpecFk ◦ ϕ = ϕ ◦ FX , il existe un unique morphisme Fr de X vers X(p) tel que le
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diagramme

X
FX

((
ϕ

��

Fr

""
X(p)

π //

��
�

X

ϕ

��
Spec k

SpecFk

// Spec k

soit commutatif. Le morphisme Fr est appelé le morphisme de Frobenius relatif. Lorsque k est
un corps parfait, le morphisme π : X(p) → X est un isomorphisme de foncteurs sur AlgFp

(attention: ce n’est pas un isomorphisme de k-foncteurs si k 6= Fp et si X est non-vide car dans
ce cas-là le morphisme ϕ(p) : X(p) → Spec k ne satisfait pas ϕ(p) = ϕ ◦ π).

1.2 Rappels sur les faisceaux de modules

1.2.1 Torsion dans un module sur un anneau, modules sans torsion

On rappelle dans ce sous-paragraphe quelques notations et résultats concernant les modules
sans torsion sur un anneau commutatif unifère. La référence est [63].

Définition 1.2.1 Soient A un anneau etK son anneau total des fractions (à savoirK = S−1A,
où S est la partie multiplicative des non-diviseurs de zéro de A). Pour tout A-module M , on
désigne parMtor le noyau de l’homomorphisme canoniqueM → K⊗AM , appelé le sous-module
de torsion de M . On dit qu’un A-module M est sans torsion si Mtor = 0, i.e., l’homomorphisme
canonique M → K ⊗AM est injectif.

Lemme 1.2.2 Soient A un anneau réduit et a ∈ A. Si pour tout idéal premier minimal p de
A, l’image canonique de a dans Ap est non-nulle, alors a est un non-diviseur de zéro dans A.
La réciproque est vraie lorsque A n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux.

Démonstration. L’anneau A étant réduit, pour tout idéal premier minimal p, Ap est un corps.
Par conséquent, pour tout élément x dans A, l’image canonique de x dans Ap est nulle si et
seulement si x ∈ p.

“=⇒”: Si b ∈ A est tel que ab = 0, alors pour tout idéal premier minimal p de A, on a b ∈ p

puisque a 6∈ p. Par conséquent, on a b = 0 car A est réduit.
“⇐=” Soient (pi)1≤i≤n les idéaux premiers minimaux de A. S’il existe i ∈ {1, · · · ,n} tel

que a ∈ pi, en choissisant b ∈
(⋂

j 6=i

pj

)
\ pi, on a ab ∈

n⋂

j=1

pj = {0}. Cela est absurde car a est

un non-diviseur de zéro. 2

Lemme 1.2.3 Soit A un anneau de dimension ≤ 0 — c’est-à-dire, un anneau dont tout idéal
premier est un idéal maximal. On suppose que l’anneau A n’admette qu’un nombre fini d’idéaux
maximaux (mi)1≤i≤n. Alors A s’identifie canoniquement à l’anneau produit Am1 × · · · ×Amn

.

Démonstration. En effet, on a un homomorphisme canonique ϕ de A versB = Am1×· · ·×Amn
.

En tant que A-module, B s’identifie canoniquement à Am1 ⊕ · · · ⊕Amn
. Comme A est un an-

neau de dimension 0 on sait que (Ami
)mj

= 0 pour i 6= j. En effet, Ami
est un anneau local
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de dimension 0, donc son idéal maximal est nilpotent. Si mj est un idéal maximal autre que
mi, alors A \ mj contient un élément dans mi. Donc (Ami

)mj
= 0. Par conséquent, pour tout

1 ≤ i ≤ n, ϕmi
est un isomorphisme, i.e., ϕ est un isomorphisme de A-modules, et donc un

isomorphisme de A-algèbres. 2

Proposition 1.2.4 Soit A un anneau réduit. On suppose que l’anneau A n’admette qu’un
nombre fini d’idéaux premiers minimaux (pi)1≤i≤n. Alors l’anneau total des fractions de A
s’identifie canoniquement à Ap1 × · · · ×Apn

.

Démonstration. Soit S l’ensemble des non-diviseurs de zéros de A. Comme A est réduit
et n’admet qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux, il n’a pas d’idéal associé im-
mergé (cf. [18] chap. IV, §2 n◦3, Remarque) compte tenu du lemme 1.2.2. Par conséquent,
S = A\ (p1∪· · ·∪pn). Donc S−1A est un anneau de dimension ≤ 0 dont l’ensemble des idéaux
maximaux est {S−1p1, · · · ,S−1pn}. Le lemme 1.2.3 montre que S−1A ∼= Ap1 × · · · ×Apn

. 2

Proposition 1.2.5 Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A. Si on désigne
par K (resp. L) l’anneau total des fraction de A (resp. de S−1A), on a un homomorphisme
canonique injectif de S−1K dans L. Cet homomorphisme devient un isomorphisme lorsque A
et réduit et n’admet qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux.

Démonstration. Soient T la partie multiplicative des non-diviseurs de zéro dans A, U la partie
multiplicative des non-diviseurs de zéro de S−1A. Si a est un élément dans T , alor a/1 est dans
U . En effet, si b/s ∈ S est tel que ab/s = 0, alors il existe t ∈ S tel que abt = 0. Comme
a est un non-diviseur de zéro on a bt = 0, i.e., b/s = 0 ans S−1A. Par conséquent, on a un
homomorphisme de S−1T−1A = T−1S−1A vers U−1S−1A puisque l’image canonique de T
dans S−1A est contenue dans U . De plus, cet homomorphisme est injectif car U consiste en
des non-diviseurs de zéro de S−1A.

Si A est réduit et n’admet qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux p1, · · · ,pn. Alors
K est isomorphe à Ap1 × · · · × Apn

. Si on suppose que (pi)1≤i≤k soient les idéaux premiers
minimaux de A ne rencontrant pas S, alors S−1K est isomorphe à Ap1 × · · · × Apk

. D’autre
part, L est isomorphe à (S−1A)S−1p1

× · · · × (S−1A)S−1pk
qui est naturellement isomorphe à

Ap1 × · · · ×Apk
. 2

Proposition 1.2.6 Soient A un anneau réduit qui n’admet qu’un nombre fini d’idéaux pre-
miers minimaux, M un A-module. Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

1) M est un A-module sans torsion;

2) pour tout idéal premier p de A, Mp est un Ap-module sans torsion;

3) pour tout idéal maximal m de A, Mm est un Am-module sans torsion.

Démonstration. Soit K l’anneau total des fractions de A. Pour tout idéal premier p de A, Kp

est l’anneau total des fractions de Ap, et on a (K⊗AM)p
∼= Kp⊗Ap

Mp. La proposition résulte
donc du [18] chap. II §3 n◦3 Théorème 1. 2

Proposition 1.2.7 Si A est un anneau et u : N →M est un homomorphisme de A-modules,
alors u envoie Ntor dans Mtor. En particulier, si M est un A-module sans torsion et si N est
un sous-A-module de M , alors N est aussi sans torsion.
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Démonstration. Soit K l’anneau total des fractions de A. On a un diagramme commutatif

N
u //

ϕ

��

M

ψ

��
K ⊗A N // K ⊗AM

où ϕ : N → K⊗N et ψ : M → K⊗M sont des homomorphismes canoniques. Par conséquent,
l’homomorphisme u envoie donc Ntor = Kerϕ dans Mtor = Kerψ. 2

Proposition 1.2.8 Soient A un anneau, K l’anneau total des fractions de A et M un A-
module. L’homomorphisme canonique

K ⊗AM −→ K ⊗A (M/Mtor)

est un isomorphisme. Le A-module M/Mtor est sans torsion.

Démonstration. On a une suite exacte à gauche

0 // Mtor
// M // K ⊗AM . (1.1)

Comme K est un A-module plat, on a la suite exacte

0 // K ⊗AMtor
// K ⊗AM // K ⊗AM .

Donc K ⊗AMtor = 0. Par conséquent,

K ⊗A (M/Mtor) ∼= (K ⊗AM)
/
(K ⊗AMtor) = K ⊗AM.

Enfin, la suite exacte (1.1) montre que l’homomorphisme canonique

M/Mtor −→ K ⊗AM ∼= K ⊗A (M/Mtor)

est injectif, i.e., M/Mtor est un A-module sans torsion. 2

Définition 1.2.9 Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-A-module de M . On
appelle saturation de N dans M le noyau de l’homomorphisme composé

M // M/N // (M/N)
/
(M/N)tor ,

noté Nsat. Si N = Nsat, on dit que N est un sous-A-module saturé de F .

Proposition 1.2.10 Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-A-module de M . Le
A-module M/Nsat est sans torsion. En outre, si N ′ est un sous-A-module de M tel que N ⊂ N ′
et que M/N ′ soit sans torsion, alors Nsat ⊂ N ′. Ainsi Nsat est le plus petit sous-A-module N ′

de M tel que N ⊂ N ′ et que M/N ′ soit sans torsion.

Démonstration. Par définition M/Nsat = (M/N)
/
(M/N)tor est sans torsion d’après la pro-

position 1.2.8.
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Si N ′ est un sous-A-module contenant N , le morphisme M/N → M/N ′ envoie (M/N)tor
dans (M/N ′)tor. En particulier, si M/N ′ est sans torsion, il se factorise en un homomor-
phisme (M/N)

/
(M/N)tor → M/N ′. Par conséquent, le noyau N ′ de l’homomorphisme quo-

tient M →M/N ′ contient le noyau Nsat de l’homomorphisme M → (M/N)
/
(M/N)tor 2

Lemme 1.2.11 (cf. [18] chap. 6 §3 n◦6) Soit A un anneau de valuation. Tout A-module
sans torsion est plat, tout A-module sans torsion de type fini est libre.

Définition 1.2.12 Soient A un anneau et M un A-module. On appelle dual de M le A-module
M∨ = HomA(M,A). On a un homomorphisme canonique fonctoriel θM : M → M∨∨ donné
par θM (x) : f 7→ f(x).

Proposition 1.2.13 Soient A un anneau et M un A-module. Si θM est injectif, alors M est
sans torsion.

Démonstration. Si M n’est pas sans torsion, il existe un élément non-nul x de M tel que
ann(x) contienne un non-diviseur de zéro r de A. Comme θM est injectif, θM (x) 6= 0. Donc il
existe f ∈ HomA(M,A) tel que f(x) 6= 0. Mais rf(x) = f(rx) = 0. Cela est absurde car r n’est
pas un diviseur de zéro de A. 2

Proposition 1.2.14 Si A est un anneau intègre dont le corps des fractions est K, M est un
A-module de type fini et sans torsion, alors θM est injectif.

Démonstration. S’il existe un élément non-nul x de M tel que θM (x) = 0, alors pour tout
homomorphsime g : M → A on a g(x) = 0. L’homomorphisme canonique i : M → K ⊗A M
est injectif. On choisit un homomorphisme surjectif K-linéaire ϕ : K ⊗A M → K tel que
ϕi(x) 6= 0. Comme M est de type fini, il existe a ∈ A, a 6= 0 tel que aϕ(M) ⊂ A. On a
f = aϕi ∈ HomA(M,A) et f(x) 6= 0. Cela est absurde. 2

1.2.2 Torsion dans un faisceau de modules

Dans ce sous-paragraphe on discutera le sous-module de torsion d’un faisceau de modules
sur un espace annelé. Les résultats rappelés ici sont dans [49] I.8.4 et [48] IV.20 (où il y a
quelques erreurs corrigées par Kleiman dans [62]).

Soient (X,OX) un espace annelé, S un sous-faisceau de monöıdes du faisceau de monöıdes
(multiplicatifs) sous-jacent à OX . Alors

U 7−→ Γ(U,S)−1Γ(U,OX)

est un préfaisceau d’anneaux dont le faisceau d’anneaux associé est appelé le faisceau d’anneaux
de fractions de OX à dénominateurs dans S, noté S−1OX . Pour tout point x ∈ X on a un
isomorphisme d’anneaux (S−1OX)x ∼= S−1

x OX,x. Donc S−1OX est un OX -module plat (c’est-
à-dire IdX -plat suivant la terminologie de [49] 0.5.7.1). Si F est un OX -module, on désigne par
S−1F le S−1OX -module S−1OX ⊗OX

F . On a pour tout point x ∈ X , (S−1F)x ∼= S−1
x Fx.

Exemple 1.2.15 Si (X,OX) est un espace annelé, alors

SX : U 7−→ {s ∈ Γ(U,OX) | l’homothétie hs : OU → OU est injective}
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est un sous-faisceau de monöıdes multiplicatifs de OX . Le faisceau d’anneaux de fractions
KX := S−1

X OX est appelé le faisceau des germes de fonctions méromorphes sur X . Si F est un
OX -module, alors KX(F) := S−1

X F est appelé le faisceau des germes de sections méromorphes
de F . Si U est une partie ouverte de X , les éléments dans Γ(U,KX) (resp. Γ(U,KX(F))) sont
appelés les fonctions méromorphes (resp. sections méromorphes de F) sur U .

Remarque 1.2.16 Soit (X,OX) un espace annelé. Si U est un ouvert de X , Γ(U,SX) est
contenu dans l’ensemble des non-diviseurs de zéro de Γ(U,OX). Pour tout x ∈ X , SX,x =
lim
−−→
U3x

Γ(U,SX) est contenu dans le monöıde des éléments réguliers de OX,x. Par conséquent,

KX,x est un sous-anneau de l’anneau total des fractions de OX,x et l’homomorphisme canonique
OX → KX est injectif. En outre, KX est un OX -module plat.

Remarque 1.2.17 Si X = SpecA est un schéma affine, alors Γ(X,SX) est l’ensemble des non-
diviseurs de zéro de A. En effet, si a ∈ A est tel que pour tout idéal premier p, l’homothétie de
Ap définie par a soit injective, alors a est un non-diviseur de zéro. Par conséquent, Γ(X,SX)
contient (donc est égal à) l’ensemble des non-diviseurs de zéro de A.

Proposition 1.2.18 Soit (X,OX) un espace annelé. On suppose que l’une des conditions sui-
vantes soit vérifiée:

1) OX est un OX-module cohérent,

2) (X,OX) est un schéma réduit dont l’ensemble des composantes irréductibles est localement
fini.

Alors pour tout x ∈ X, SX,x cöıncide avec le monöıde des éléments réguliers de OX,x et KX,x
est l’anneau total des fractions de OX,x. De plus, si la condition 2) est vérifiée, le faisceau KX
est une OX-algèbre quasi-cohérente.

Démonstration. 1) On suppose que s soit une section dans Γ(U,OX) telle que sx soit un
élément régulier de OX,x. Considérons l’homothétie s : OU → OU définie par s. Comme OX
est un OX -module cohérent, le noyau N de l’homothétie s est cohérent (cf. [49] 0.5.3.4), donc
de type fini. Si sx est injectif, alorsNx = 0. Par conséquent, il existe un voisinage ouvert V ⊂ U
de x tel que N|V = 0 (cf. [49] 0.5.2.2), i.e., s|V ∈ Γ(V,SX).

2) La question étant locale, on se ramène au cas où X = SpecA, avec A un anneau réduit
et à un nombre fini d’idéaux premiers minimaux. D’après la remarque 1.2.17, Γ(X,SX) est
l’ensemble des non-diviseurs de zéro de A. En outre, pour tout élément f ∈ A, Γ(Xf ,SX) est
l’ensemble des non-diviseurs de zéro de Af . D’après la proposition 1.2.5, on a

Γ(Xf ,SX)−1Γ(Xf ,OX) = (Γ(X,SX)−1Γ(X,OX))f .

Ceci montre que le préfaisceau U 7→ Γ(U,SX)−1Γ(U,OX) est isomorphe à K̃, où K est l’anneau

total des fractions de A. Par conséquent, KX = K̃ est quasi-cohérent (cf. [49] I.1.4.1), et pour
tout idéal premier p de A, KX,p = Kp est l’anneau total des fractions de OX,p. 2

Remarque 1.2.19 Si (X,OX) est un schéma intègre de point générique η, alors KX est
isomorphe au faisceau constant défini par le corps OX,η. En effet, pour tout ouvert affine
U = SpecA de X , l’anneau total des fractions de A s’identifie à OX,η.

Définition 1.2.20 Soit (X,OX) un espace annelé. Si F est un OX -module, on désigne par Ftor

le noyau de l’homomorphisme canonique F → KX(F), appelé le sous-OX-module de torsion
de F . On dit que F est sans torsion si Ftor = 0, autrement dit, si l’homomorphisme canonique
F → KX(F) est injectif.



8 Notations et préliminaires

Proposition 1.2.21 Soit (X,OX) un espace annelé tel que OX soit un OX-module cohérent
ou un schéma réduit dont l’ensemble des composantes irréductibles est localement fini. Soit F
un OX-module. Le OX-module F est sans torsion si et seulement si pour tout point x ∈ X,
Fx est un OX,x-module sans torsion.

Démonstration. En effet, l’homomorphisme canonique F → KX(F) est injectif si et seule-
ment si pour tout point x ∈ X , l’homomorphisme canonique Fx → (KX(F))x ∼= KX,x⊗Fx est
injectif, i.e., si et seulement si Fx est un OX,x-module sans torsion puisque KX,x est l’anneau
total des fractions de OX,x (cf. la proposition 1.2.18). 2

L’énoncé suivant découle aussitôt des définitions:

Proposition 1.2.22 Si (X,OX) est un espace annelé et u : F1 → F2 un homomorphisme de
OX-modules, alors u envoie F1, tor dans F2, tor. En particulier, si F2 est un OX-module sans
torsion et si F1 est un sous-OX-module de F2, alors F1 est sans torsion.

Proposition 1.2.23 Si (X,OX) est un espace annelé, F est un OX-module, alors F/Ftor est
un OX-module sans torsion, et on a

KX ⊗OX
F ∼= KX ⊗OX

(F/Ftor).

Démonstration. On a la suite exacte

0 // Ftor
// F // KX ⊗OX

F . (1.2)

Comme KX est un OX -module plat, la suite

0 // KX ⊗OX
Ftor

// KX ⊗OX
F Id // KX ⊗OX

F

est exacte, i.e., KX ⊗OX
Ftor = 0. Par conséquent,

KX ⊗OX
(F/Ftor) ∼= (KX ⊗OX

F)
/
(KX ⊗OX

Ftor) = KX ⊗OX
F .

Enfin, la suite exacte (1.2) montre que l’homomorphisme

F/Ftor −→ KX ⊗OX
F ∼= KX ⊗OX

(F/Ftor)

est injectif, i.e., F/Ftor est sans torsion. 2

Définition 1.2.24 Soient (X,OX) un espace annelé, F un OX -module et E un sous-OX-
module de F . On appelle saturation de E dans F l’image inverse de p−1(F/E)tor de (F/E)tor
par l’application quotient p : F → F/E , noté Esat. On dit que E est un sous-OX-module saturé
de M lorsque E = Esat, ou encore, de façon équivalente, lorsque F/E est sans torsion.

Proposition 1.2.25 Soient (X,OX) un espace annelé, F un OX -module et E un sous-OX-
de F . Le OX-module F/Esat est sans torsion. En outre, si E ′ est un sous-OX-module de F
tel que E ⊂ E ′ et que F/E ′ soit sans torsion, alors Esat ⊂ E ′. Ainsi Esat est le plus petit
sous-OX-module E ′ de F tel que E ⊂ E ′ et que F/E ′ soit sans torsion.
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Démonstration. Par définition F/Esat = (F/E)
/
(F/E)tor est sans torsion d’après la proposi-

tion 1.2.23.
Si E ′ est un sous-OX-module de F contenant E , le morphisme F/E → F/E ′ envoie (F/E)tor

dans (F/E ′)tor. En particulier, si F/E ′ est sans torsion, il se factorise en un homomorphisme
(F/E)

/
(F/E)tor → F/E ′. Par conséquent le noyau E ′ de l’homomorphisme quotient F → F/E ′

contient le noyau Esat de l’homomorphisme F → (F/E)
/
(F/E)tor. 2

Proposition 1.2.26 Soient X un schéma réduit dont l’ensemble des composantes irréductibles
est localement fini et F un OX-module quasi-cohérent. Le OX-module Ftor est quasi-cohérent,
la saturation de tout sous-OX-module quasi-cohérent de F est quasi-cohérente.

Démonstration. Comme KX est quasi-cohérent, on sait que KX ⊗OX
F est quasi-cohérent.

Le OX -module Ftor est donc quasi-cohérent car il est le noyau d’un homomorphisme de OX -
modules quasi-cohérents. Si E est un sous-OX-module quasi-cohérent de F , alors F/E est
quasi-cohérent. Par conséquent, (F/E)tor est quasi-cohérent. Enfin, Esat = Ker(F → F/E →
(F/E)

/
(F/E)tor) est quasi-cohérent. 2

Proposition 1.2.27 Soit X un schéma intègre de point générique η. Pour qu’un OX-module
quasi-cohérent F soit sans torsion, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe à un sous-OX-module

G d’une somme directe K(I)
X . En outre, on peut choisir G et I de telle sorte que G engendre

K(I)
X comme KX -module (donc le cardinal de I est égal au rang de Fη sur OX,η).

Démonstration. Suffisance: On a KX(KX) = KX , donc KX est un OX -module sans torsion.
Tout sous-OX-module d’une somme directe de KX est sans torsion (cf. la proposition 1.2.22).

Nécessité: Soit K = OX,η. On suppose que U = SpecA soit un ouvert affine non-vide de

X , et que F|U s’écrive sous la forme M̃ , où M est un A-module. Comme KX |U = K̃ (cf. la
proposition 1.2.18) on obtient KX(F)|U = (K ⊗AM)∼. Donc Γ(U,KX(F)) = K ⊗AM = Fη.
Cela montre que KX(F) est le faisceau constant défini par Fη, donc est un KX -module libre.
D’autre part, si F est sans torsion, l’homomorphisme canonique de F vers KX(F) est injectif,

i.e., F est un sous-OX-module d’une somme directe K(I)
X avec card I = rgK Fη, et KX(F) est

engendré comme KX -module par F . 2

Corollaire 1.2.28 Soit X un schéma intègre. Tout OX-module sans torsion de rang zéro est
nul.

Démonstration. D’après la proposition 1.2.27, si F est un OX -module sans torsion, il est un

sous-OX-module de K⊕ rg(F)
X . Donc F = 0 s’il est de rang zéro. 2

Corollaire 1.2.29 Soient X et Y deux schémas intègres, f : X → Y un morphisme dominant.
Pour tout OX-module quasi-cohérent sans torsion F , f∗F est un OY -module sans torsion.

Démonstration. Comme le foncteur f∗ est exact à gauche, on se ramène au cas où F = KX .
Soient x (resp. y) le point générique de X (resp. Y ), K = OY,y et L = OX,x. Comme f est
dominant, L est une extension de K. Le faisceau f∗KX est constant défini par L, donc est une
somme directe de KY = K. Par conséquent, f∗F est un OY -module sans torsion en vertu de
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la proposition 1.2.27. 2

Proposition 1.2.30 Soit X un schéma intègre, localement noethérien, régulier et de dimen-
sion 1.

1) Tout OX-module de type fini et sans torsion est localement libre de rang fini.

2) Tout sous-OX-module quasi-cohérent d’un OX-module localement libre de rang fini est aussi
un OX -module localement libre de rang fini.

3) Soit f : L → F un homomorphisme de OX-modules sans torsion. Si L est de rang 1 et si
f est non-nul, alors f est injectif.

Démonstration. 1) Soit F un OX -module de type fini et sans torsion. Pour tout point x ∈ X ,
OX,x est un anneau régulier de dimension ≤ 1. Donc OX,x est soit un corps, soit un anneau de
valuation discrète ([46] 0IV.17.1.4). Comme Fx est un OX,x-module sans torsion et de type fini,
on obtient que Fx est un OX,x-module libre compte tenu du lemme 1.2.11. D’autre part, comme
X est localement noethérien, F est de présentation finie (cf. [49] I.2.7.1). Par conséquent, F
est un OX -module localement libre (cf. [49] 0.5.4.1). Enfin, F est de rang fini car il est de type
fini.

2) Soit E un OX -module localement libre de rang fini. Comme X est localement noethérien,
le OX -module E est cohérent, et tout sous-OX-module quasi-cohérent F de E est cohérent (cf.
[49] I.2.7.1), donc de présentation finie. D’autre part, F est sans torsion (cf. la proposition
1.2.22), donc est localement libre de rang fini.

3) Soit E le noyau de f . L’image de f est un sous OX -module de F , donc sans torsion. Si f
est non-nul, Im f est au moins de rang 1. Comme L est de rang 1, E est de rang zéro. Comme
E est un sous-OX-module de L, il est sans torsion, donc nul. Par conséquent, f est injectif. 2

Définition 1.2.31 Soient X un espace annelé et F un OX -module. On appelle dual de F le
OX -module F∨ = HomOX

(F ,OX). On a un homomorphisme canonique fonctoriel

θF : F −→ F∨∨.

défini de façon suivante: pour tout ouvert U de X , à toute section a ∈ Γ(U,F), on fait corres-
pondre l’élément θF(a) ∈ HomOX |U (F∨|U ,OX |U ) qui envoie

f ∈ Γ(V,F∨) = HomOX |V (F|V ,OX |V )

en f(a|V ) ∈ Γ(V,OX).

Proposition 1.2.32 Soient X un schéma intègre localement noethérien et F un OX-module
cohérent. Si F est sans torsion, alors θF est injectif.

Démonstration. Comme X est localement noethérien, on obtient que F∨ est cohérent (cf. [43]
I.9.1.1). Comme les OX -modules cohérents sont de présentation finie (cf. [43] 0I.5.3.2), on a
(θF)x = θFx

pour tout x ∈ X (cf. [43] 0I.5.2.6). Si F est sans torsion, pour tout x ∈ X , Fx
est un OX,x-module sans torsion (cf. la proposition 1.2.21). Comme X est un schéma intègre,
OX,x est un anneau intègre, donc (θF )x est injectif (cf. la proposition 1.2.14). 2
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1.2.3 Faisceaux amples

Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit qu’un OX -module inversible L est
ample (cf. [44] II.4.5.5 et [46] IV.1.7.14) si pour tout OX -module quasi-cohérent et de type fini
F , il existe un entier n0 > 0 tel que pour tout entier n ≥ n0, F ⊗ L⊗n soit engendré par ses
sections globales (autrement dit, il existe un entier a > 0 ainsi qu’un homomorphisme surjectif
de O⊕aX vers F ⊗ L⊗n).

Soit f un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-séparé X vers un
schéma Y . On dit qu’unOX -module inversible L est ample relativement à f (cf. [44] II.4.6.1) s’il
existe un recouvrement (Uα) de Y par des ouverts affines tel que L|Uα

soit ample sur f−1(Uα)
pour tout α. Ceci revient à dire que pour tout OX -module quasi-cohérent et de type fini F , il
existe un entier n0 > 0 tel que pour tout entier n ≥ n0, l’homomorphisme canonique

f∗(f∗(F ⊗ L⊗n)) −→ F ⊗ L⊗n

soit surjectif (cf. [44] II.4.6.8 et [46] IV.1.7.15). Si Y est affine, cela est équivalent à l’amplitude
de L sur X . Lorsque Y est noethérien et f est propre, l’amplitude de L relative à f (ou Y ) est
aussi équivalente au fait que pour tout OX -module cohérent F , il existe un entier n0 > 0 tel
que pour tout entier n ≥ n0 et tout entier q > 0 on ait Rqf∗(F ⊗ L⊗n) = 0 (cf. [45] III.2.6.1).

Dans [51] (voir aussi [53]) Hartshorne a étendu la notion d’amplitude aux faisceaux locale-
ment libre de rang fini.

Définition 1.2.33 Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit qu’un OX -module
localement libre de rang fini E est ample si pour tout OX -module quasi-cohérent de type fini F ,
il existe un entier n0 > 0 tel que pour tout entier n ≥ n0, le faisceau SnE⊗F soit engendré par
ses sections au-dessus de X , c’est-à-dire, soit un quotient d’un OX -module libre de rang fini,
où SnE est la nième puissance symétrique de E. On voit aussitôt que tout quotient localement
libre non-nul d’un OX -module localement libre de rang fini ample est encore ample.

Voici quelques propriétés classiques de l’amplitude des faisceaux localement libres de rang
fini, pour les démonstrations desquelles nous renvoyons à [51] et [6].

Soient X un schéma noethérien et E un OX -module localement de rang fini. Alors E est
ample si et seulement si le faisceau inversible canonique OE(1) sur P(E) est ample (cf. [51]
Proposition 3.2).

Soit f : X → Y un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-séparé
vers un schéma. On dit qu’un OX -module localement libre de rang fini E est ample relativement
à f (ou Y ) s’il existe un recouvrement de Y par des ouverts affines (Uα) de telle sorte que
E|Uα

soit ample sur f−1(Uα) pour tout α. Tout quotient localement libre d’un OX -module
localement libre de rang fini ample relativement à Y est ample relativement à Y . Lorsque Y
est localement noethérien et f est de type fini, l’amplitude de E relativement à Y est équivalente
à l’amplitude de OE(1) relativement à Y . Lorsque Y est localement noethérien et f est propre,
ceci revient à dire que pour tout OX -module cohérent F il existe un entier n0 > 0 tel que pour
tout entier n ≥ n0 et tout entier q > 0, on ait Rqf∗(S

nE ⊗ F) = 0. En particulier, si X est
un schéma propre sur un schéma affine noethérien, alors un OX -module localement libre de
rang fini E est ample sur X si et seulement si E est ample relativement à Y , ou encore si et
seulement si pour tout OX -module cohérent F , il existe un entier n0 > 0 tel que pour tout
entier n ≥ n0 et tout entier q > 0, on ait Hq(X,SnE ⊗F) = 0.

Soient Z un schéma noethérien, g : Y → Z un morphisme propre, f : X → Y un morphisme
fini et surjectif. Par passage au faisceau canonique du fibré projectif, on voit qu’un OY -module
localement libre de rang fini E est ample relativement à g si et seulement si f∗E est ample
relativement à gf .
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Si X est un schéma de type fini sur un corps de caractéristique 0 ou un schéma propre
sur un corps de caractéristique > 0, tout faisceau tensoriel positif d’un OX -module localement
libre de rang fini ample est ample. En particulier, le produit tensoriel de deux OX -modules
localement libres de rang fini amples est ample (cf. [51] Theorem 5.2 et [6] Theorem 3.3).

Pour le cas oùX est un schéma séparé et de type fini sur un corps parfait k de caractéristique
p > 0. Hartshorne a introduit la notion de p-amplitude pour les faisceaux localement libres de
rang fini sur X .

Définition 1.2.34 Soient X un schéma séparé et de type fini sur un corps parfait k de ca-
ractéristique p > 0 et FX : X → X le morphisme de Frobenius absolu de X . On dit qu’un
OX -module localement libre de rang fini E est p-ample si pour tout OX -module cohérent F il
existe un entier n0 > 0 tel que pour tout entier n ≥ n0, le faisceau (F ∗X)nE ⊗F soit engendré
par ses sections au-dessus de X .

Soient X un schéma projectif sur k et L un OX -module inversible ample. Si E est un OX -
module localement libre p-ample, alors il existe deux entiers strictement positifs n et a tels
que (F ∗X)nE ⊗ L∨ soit un quotient de O⊗aX , autrement dit, (F ∗X)nE soit un quotient de L⊕a.
Par conséquent, (F ∗X)nE est ample. Comme le morphisme de Frobenius absolu FX est fini et
surjectif, on obtient que E est ample. La réciproque n’est généralement pas vraie (voir [33]
pour un exemple d’un faisceau localement libre de rang 2 ample sur P2 qui n’est pas p-ample).
C’est le cas lorsque X est une courbe non-singulière projective sur k (cf. [51] Proposition 7.3).

1.3 Modules localement libres sur une courbe projective

régulière, semi-stabilité

Dans ce paragraphe, on fixe un schéma régulier intègre C de dimension 1 qui est projectif
sur le spectre d’un corps k. On désigne par K le corps de fonctions méromorphes sur C,
η : SpecK → C le point générique, et g le genre de C. Harder et Narasimhan [50] furent les
premiers qui ont démontré que pour tout faisceau localement libre de rang fini et non-nul E
sur C, si E n’est pas semi-stable au sens de Mumford (voir la définition 1.3.10), alors il existe
un plus grand sous-OC-module de E qui le déstabilise. On rappellera leur résultat dans ce
paragraphe.

1.3.1 Degré d’un faisceau localement libre, pente

Comme C est irréductible, il est connexe. Par conséquent, pour tout OC -module localement
libre de rang fini E, le rang de Ex sur OC,x est constant pour x ∈ C (cf. [49] 0.5.4.1). On désigne
par rgE cette constante, appelée le rang de E. Les référence de ce sous-paragrphe sont [57] et
[66].

Les OC -modules localement libres de rang fini sont invariants par plusieures constructions
tensorielles. Par exemple, si E est un OC -module localement libre de rang fini, il en est de même
de son dual E∨ := Hom(E,OC). De plus, pour tout entier n ≥ 0, le nième produit symétrique
SnE et le nième produit extérieur ΛnE de E sont aussi localement libres de rang fini. On a

rg(SnE) =

(
rgE + n− 1

n

)
si E 6= 0, rg(ΛnE) =

(
rgE

n

)
si 0 ≤ n ≤ rgE.

En particulier, ΛrgEE est localement libre de rang 1. Le OC -module inversible ainsi défini est
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appelé le déterminant de E, noté détE.

Définition 1.3.1 Si E est un OC -module localement libre de rang fini, on appelle degré de E
l’entier deg(c1(E) ∩ [C]), noté degE (cf. [31] 3.2).

On résume ci-dessous des propriété des fonctions deg et rg (voir [31] pour les démonstrations).

Proposition 1.3.2

1) Si 0 // E′ // E // E′′ // 0 est une suite exacte de OC-modules localement
libres de rang fini, alors

deg(E) = deg(E′) + deg(E′′), rg(E) = rg(E′) + rg(E′′).

2) Si E est un OC-module localement libre de rang fini, on a

deg(E) = deg(détE).

3) Si E est un OC-module localement libre de rang fini, on a deg(E∨) = − deg(E).

4) Si L est un OC-module inversible, s est une section méromorphe non-nulle de L, on a

deg(L) = deg(div(s)).

En particulier deg(OC) = 0, et si Hom(OC ,L) = Γ(C,L) est non-nul, alors deg(L) ≥ 0.

5) Si E et F sont deux OC-modules localement libres de rang fini, on a

deg(E ⊗ F ) = deg(E) rg(F ) + rg(E) deg(F ).

Proposition 1.3.3 Si E est un OC-module localement libre de rang fini et F est un sous-OC-
module localement libre de E de même rang, alors deg(F ) ≤ deg(E).

Démonstration. Soit r = rgE = rgF . La proposition est triviale pour r = 0. Si r = 1, E et F
sont des OC -modules inversibles. L’homomorphisme d’inclusion de F vers E induit un homo-
morphisme non-nul de OC vers F∨⊗E. Par conséquent, deg(F∨⊗E) = deg(E)−deg(F ) ≥ 0.
Pour le cas où r > 1, l’homomorphisme d’inclusion F → E induit un homomorphisme injectif
détF → détE. On se ramène ainsi au cas où r = 1. 2

Proposition 1.3.4 Soient E un OC-module localement libre de rang fini et F un sous-OC-
module quasi-cohérent de E. Alors rgFsat = rgF et deg(Fsat) ≥ deg(F ).

Démonstration. Compte tenu de la proposition 1.2.23, on obtient

(KX ⊗ E)/(KX ⊗ F ) ∼= KX ⊗ (E/F ) = KX ⊗ (E/Fsat).

Par conséquent, on a rg(E/Fsat) = rg(E) − rg(F ), et donc rg(Fsat) = rg(F ). Enfin, comme
F est un sous-OC-module quasi-cohérent de Fsat, on a deg(F ) ≤ deg(Fsat) compte tenu de la
proposition 1.3.3. 2

Lemme 1.3.5 Soient X un schéma intègre noethérien, L un OX-module inversible ample,
F un OX-module cohérent sans torsion. Alors il existe deux entiers a,m > 0 ainsi qu’un
homomorphisme injectif de F dans (L⊗m)⊕a.
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Démonstration. Comme F est sans torsion, l’homomorphisme canonique

θF : F −→ F∨∨

est injectif. Puisque L est ample, il existe un entier m > 0 tel que L⊗m⊗F∨ soit engendré par
ses sections au-dessus de X , i.e., il existe un entier a et un homomorphisme surjectif

ϕ : O⊕aX −→ L⊗m ⊗F∨.

Par dualité on obtient un homomorphisme injectif

L⊗(−m) ⊗F �

1⊗θF // L⊗(−m) ⊗F∨∨ �

ϕ∨

// O⊕aX

qui induit un homomorphisme injectif F → (L⊗m)⊕a. 2

Proposition 1.3.6 Soit E un OC-module localement libre de rang fini. L’ensemble

{deg(F ) | F est un sous-OC-module quasi-cohérent de E} ⊂ Z

est borné supérieurement.

Démonstration. 1) On suppose d’abord que E soit libre, i.e., E ∼= O⊕nC (n ∈ N). Si F est
un sous-OC-module quasi-cohérent de E, il est localement libre de rang fini (cf. la proposition
1.2.30). Soit r le rang de F . On a un homomorphisme injectif de OC -modules ϕ : détF → ΛrE
induit par l’homomorphisme d’inclusion de F dans E. Le faisceau ΛrE est un OC -module libre,
i.e., il existe un entier N ∈ N tel que ΛrE ∼= O⊕NC . Soient πi : ΛrE → OC (1 ≤ i ≤ N) les
N projections canoniques. Comme ϕ est non-nul, il existe un entier i ∈ {1, · · · ,N} tel que
πiϕ 6= 0. Par conséquent, deg(F ) = deg(détF ) ≤ deg(OC) = 0.

2) Soit L un OC-module inversible. On traite le cas où E est de la forme L⊕n (n ∈ N). Si
F est un sous-OC-module de E, on a un homomorphisme injectif de F ⊗ L∨ vers O⊕nC . Par
l’étape 1) on obtient deg(F ⊗ L∨) = deg(F )− deg(L) ≤ 0, i.e., deg(F ) ≤ deg(L).

3) On traite enfin le cas général. Soit L un OC -module inversible ample. D’après le lemme
1.3.5, il existe deux entiers a,m > 0 et un homomorphisme injectif de E vers (L ⊗m)⊕a. Tout
sous-OC-module F de E peut être considéré comme un sous-OC-module de (L ⊗m)⊕a. Par
l’étape 2), on a deg(F ) ≤ deg(L ⊗m) = m deg(L ). 2

Définition 1.3.7 Soit E un OC -module localement libre de rang fini et non-nul. On appelle
pente de E le nombre rationnel µ(E) := deg(E)/ rg(E).

On déduit des propriétés de degrés (cf. la proposition 1.3.2) les propriétés suivantes de
pentes:

Proposition 1.3.8

1) Si 0 // E′ // E // E′′ // 0 est une suite exacte de OC-modules localement
libres de rang fini et non-nuls, alors

µ(E) =
rg(E′)

rg(E)
µ(E′) +

rg(E′′)

rg(E)
µ(E′′).
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2) Si E est un OC-module localement libre de rang fini et non-nul, on a µ(E∨) = −µ(E).

3) Si L est un OC-module inversible, on a µ(L) = deg(L).

4) Si E et F sont deux OC-modules localement libres de rang fini et non-nuls, on a

µ(E ⊗ F ) = µ(E) + µ(F ).

1.3.2 Pente maximale, semi-stabilité, pente minimale

Proposition 1.3.9 Soit E un OC-module localement libre de rang fini et non-nul.

1) L’ensemble

HE = {µ(F ) | F est un sous-OC-module quasi-cohérent non-nul de E}

est borné supérieurement.

2) Il existe un sous-OC-module quasi-cohérent et non-nul Fdes de E tel que µ(Fdes) = supHE

et tel que pour tout sous-OC-module quasi-cohérent et non-nul F de E avec µ(F ) = supHE,
on ait F ⊂ Fdes.

Démonstration. 1) D’après la proposition 1.3.6, il existe une constante α > 0 telle que pour
tout sous-OC-module quasi-cohérent F de E, on ait deg(F ) ≤ α. Par conséquent, si F est
non-nul, on a µ(F ) ≤ α.

2) Les nombres dans HE sont des nombres rationnels de la forme d/r, où 1 ≤ r ≤ rgE.
Par conséquent, HE est un sous-ensemble discret de R. Donc supHE ∈ HE . Autrement dit,
l’ensemble UE = {F ⊂ E | F 6= 0, µ(F ) = supHE} est non-vide. Si F1 et F2 sont deux
éléments dans UE, on a une suite exacte

0 // F1 ∩ F2
// F1 ⊕ F2

// F1 + F2
// 0 .

On note σ = supHE . Si F1 ∩F2 = 0, on a F1 +F2
∼= F1⊕F2, et µ(F1 +F2) = µ(F1⊕F2) = σ,

sinon on a

µ(F1 + F2) =
µ(F1 ⊕ F2) rg(F1 ⊕ F2)− µ(F1 ∩ F2) rg(F1 ∩ F2)

rg(F1 + F2)

≥ σ
(
rg(F1 ⊕ F2)− rg(F1 ∩ F2)

)

rg(F1 + F2)
= σ.

Par conséquent, on a toujours F1 + F2 ∈ UE. Comme C est noethérien, l’ensemble UE admet
un élément maximal. 2

Définition 1.3.10 Avec les notations de la proposition 1.3.9, le nombre supHE est appelé la
pente maximale de E, noté µmax(E). Evidemment on a µmax(E) ≥ µ(E). Si µmax(E) = µ(E),
on dit que E est semi-stable. Par convention un OC -module nul est semi-stable. Si E n’est pas
semi-stable, on a Edes ( E, et on dit que Edes est le sous-OC-module de E qui déstabilise E.

Proposition 1.3.11 Si E est un OC-module localement libre de rang fini et non-nul, alors
Edes est un sous-OC-module saturé de E. De plus, Edes est semi-stable de pente µmax(E).

Démonstration. Soit E′ la saturation de Edes dans E. Comme deg(Edes) ≤ deg(E′) et comme
rg(Edes) = rg(E′) (cf. la proposition 1.3.4), on a µ(Edes) ≤ µ(E′) et donc µ(Edes) = µ(E′). Or
Edes est maximale. Donc Edes = E′, i.e., Edes est saturé.
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Par définition µ(Edes) = µmax(E). D’autre part, tout sous-OC-module quasi-cohérent F de
Edes est un sous-OC-module quasi-cohérent de E. Si F est non-nul, on a µ(F ) ≤ µmax(E) =
µ(Edes). Donc Edes est semi-stable. 2

Proposition 1.3.12 Soient E un OC-module localement libre de rang fini et non-nul, L un
OC-module inversible. On a µmax(E ⊗ L) = µmax(E) + deg(L).

Démonstration. Comme Edes ⊗ L est un sous-OC-module quasi-cohérent de E ⊗ L, on a

µ(Edes ⊗ L) = µ(Edes) + deg(L) = µmax(E) + degL ≤ µmax(E ⊗ L). (1.3)

Si on applique l’inégalité (1.3) à E ⊗ L et à L∨, on obtient

µmax(E ⊗ L) + deg(L∨) ≤ µmax(E ⊗ L⊗ L∨) = µmax(E).

Par conséquent, on a µmax(E ⊗ L) = µmax(E) + degL. 2

Lemme 1.3.13 Soit E un OC-module localement libre de rang fini et non-nul. Si H0(C,E)
est nul, alors µmax(E) ≤ g − 1.

Démonstration. Comme H0(C,E) = 0, pour tout sous-OC-module quasi-cohérent F de E on
a H0(C,F ) = 0. D’après le théorème de Riemann-Roch, on a

dimkH
0(C,F ) − dimkH

1(C,F ) = deg(F ) + rg(F )(g − 1).

Si H0(C,F ) = 0, alors deg(F ) + rg(F )(1− g) ≤ 0, i.e. µ(F ) ≤ g − 1. 2

Définition 1.3.14 Soit

b(C) = min{deg(H) | H ∈ Pic(C), H est ample}.
C’est un entier strictement positif, et l’ensemble des valeurs de deg(H) lorsque H décrit Pic(C)
est exactement b(C)Z. Soit en outre a(C) = b(C) + g − 1.

Proposition 1.3.15 Pour tout OC-module localement libre de rang fini et non-nul E, il existe
un sous-OC-module inversible L tel que deg(L) ≥ µmax(E)− a(C).

Démonstration. SoitM unOC -module inversible de degré b(C). On note r = d(g−µmax(E))/b(C)e.
Ainsi

g − µmax(E)

b(C)
≤ r ≤ g − µmax(E) + b(C)− 1

b(C)
.

Alors
µmax(E ⊗M⊗r) = µmax(E) + rb(C) ≥ g.

D’après le lemme 1.3.13 on obtient H0(C,E ⊗M⊗r) 6= 0. Donc il existe un homomorphisme
injectif de OC vers E ⊗M⊗r. Soit L = M∨⊗r. Il existe alors un homomorphisme injectif de L
vers E. En outre, on a

deg(L) = −r deg(M) = −rb(C) ≥ µmax(E) − g − b(C) + 1.

Comme a(C) = b(C) + g − 1, on obtient deg(L) ≥ µmax(E)− a(C). 2

Remarque 1.3.16 Si la courbe C admet un k-point rationnel ou si k est un corps fini, b(C) =
1. On a alors a(C) = g.
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Proposition 1.3.17 Soit E un OC-module localement libre de rang fini et non-nul. Alors
l’ensemble

BE = {µ(G) | G 6= 0 est un quotient sans torsion de E}
est borné inférieurement, et il existe un quotient localement libre G0 de E tel que µ(G0) =
inf BE.

Démonstration. Soit π : E → G un homomorphisme surjectif, où G est un OC -module loca-
lement libre et non-nul. Soit F le noyau de π. Si F = 0, alors G ∼= E, et µ(G) = µ(E), sinon
on a

µ(G) =
deg(E)− µ(F ) rg(F )

rg(G)
≥ deg(E)− µmax(E) rg(F )

rg(G)
.

Comme rg(G) = rg(E) − rg(F ) ne prend qu’un nombre fini de valeurs possibles, on obtient
que BE est borné inférieurement. Enfin, l’ensemble BE ⊂ R est discret, donc inf BE ∈ BE . 2

Définition 1.3.18 Avec les notations de la proposition 1.3.17, la valeur inf BE est appelée la
pente minimale de E, notée µmin(E). Evidemment on a µmin(E) ≤ µ(E).

Proposition 1.3.19 Si E est un OC-module localement libre de rang fini et non-nul, on a
µmin(E) = −µmax(E

∨).

Démonstration. On montre d’abord que pour tout OC -module localement libre et non-nul E,
on a

µmin(E) ≥ −µmax(E
∨) et µmax(E) ≤ −µmin(E

∨).

En effet, si G est un OC -module localement libre de rang fini et non-nul, et si E → G est
un homomorphisme surjectif, on a par dualité un homomorphisme injectif de G∨ vers E∨.
Par conséquent, −µ(G) = µ(G∨) ≤ µmax(E

∨). Comme G est arbitraire on a µmin(E) ≥
−µmax(E

∨).
On considère la suite exacte

0 // Edes
// E // E/Edes

// 0 . (1.4)

Comme Edes est saturé, E/Edes est sans torsion, donc localement libre. La suite exacte (1.4)
est alors localement scindée. Par conséquent, on a une suite exacte

0 // (E/Edes)
∨ // E∨ // E∨des

// 0 .

Donc
−µmax(E) = −µ(Edes) = µ(E∨des) ≥ µmin(E∨).

Enfin, en utilisant les inégalités obtenues, on a

µmin(E) ≥ −µmax(E
∨) ≥ −(−µmin(E

∨∨)) = µmin(E),

d’où l’égalité. 2

Proposition 1.3.20 Soit E un OC-module localement libre de rang fini et non-nul. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

1) E est semi-stable;



18 Notations et préliminaires

2) µmin(E) = µ(E);

3) E∨ est semi-stable.

Démonstration. “1)=⇒2)”: On suppose que G soit un OC -module localement libre de rang
fini et non-nul et que π : E → G soit un homomorphisme surjectif. Si le noyau F de π est
non-nul, on a

µ(G) =
rg(E)µ(E) − rg(F )µ(F )

rg(G)
.

Comme E est semi-stable, µ(F ) ≤ µ(E), donc

µ(G) ≥ (rg(E)− rg(F ))µ(E)

rg(G)
= µ(E).

Par conséquent, on a µmin(E) = µ(E).
“2)=⇒3)”: D’après la proposition 1.3.19, on a

µmax(E
∨) = −µmin(E) = −µ(E) = µ(E∨),

donc E∨ est semi-stable.
“3)=⇒1)”: Comme E∨ est semi-stable, on obtient µmin(E

∨) = µ(E∨). Par conséquent,

µmax(E) = −µmin(E
∨) = µ(E).

2

Proposition 1.3.21 Soient E1 et E2 deux OC-modules localement libres de rang fini et non-
nul. Si ϕ : E1 → E2 est un homomorphisme non-nul, alors µmin(E1) ≤ µmax(E2).

Démonstration. On désigne par F l’image de ϕ. Comme ϕ est non-nul, F est un sous-OC-
module non-nul de E2. Par conséquent, µmin(E1) ≤ µ(F ) ≤ µmax(E2). 2

Proposition 1.3.22 Si E1 et E2 sont deux OC-modules localement libres de rang fini et non-
nuls. On a

1) µmax(E1 ⊗ E2) < µmax(E1) + µmax(E2) + a(C) + 1;

2) µmin(E1 ⊗ E2) > µmin(E1) + µmin(E2)− a(C)− 1.

Démonstration. 1) Montrons d’abord que, si µmax(E1)+µmax(E2) < 0, alors µmax(E1⊗E2) <
g. En effet, si µmax(E1⊗E2) ≥ g, alorsH0(C,E1⊗E2) 6= 0 (cf. le lemme 1.3.13). Par conséquent,
il existe un homomorphisme non-nul de E∨1 vers E2. D’après la proposition 1.3.21, cela implique
que

µmax(E2) ≥ µmin(E
∨
1 ) = −µmax(E1),

i.e., µmax(E1) + µmax(E2) ≥ 0. Pour démontrer 1), on prend un OC -module inversible L tel
que −b(C) ≤ µmax(E1) +µmax(E2) + deg(L) < 0. On a alors µmax(E1 ⊗L)+ µmax(E2) < 0, et
donc, d’après le résultat déjà établi, µmax(E1 ⊗ L⊗ E2) < g. Par conséquent,

µmax(E1⊗E2) < g−deg(L) ≤ µmax(E1)+µmax(E2)+g+b(C) = µmax(E1)+µmax(E2)+a(C)+1.

2) En effet,

µmin(E1 ⊗ E2) = −µmax((E1 ⊗ E2)
∨) = −µmax(E

∨
1 ⊗ E∨2 )

> −
(
µmax(E

∨
1 ) + µmax(E

∨
2 ) + a(C) + 1

)
= µmin(E1) + µmin(E2)− a(C)− 1.
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2

Remarque 1.3.23 Une conséquence classique des travaux de Narasimhan-Seshadri [72] sur
les fibrés vectoriels stables sur les courbes complexes est que, si la caractéristique de k est nulle,
alors

µmax(E1 ⊗ E2) = µmax(E1) + µmax(E2), µmin(E1 ⊗ E2) = µmin(E1) + µmin(E2)

(voir aussi [76] et [65] 6.4.B). En revanche, ces égalités ne sont pas vraies en général si k est de
caractéristique > 0 (cf. [34])

1.4 Schémas de drapeaux

1.4.1 Quelques foncteurs représentables sur la catégorie des schémas

Dans ce sous-paragraphe, on fixe S un schéma et on désigne par SchS la catégorie des
S-schémas.

On rappelle qu’un foncteur F : Schop
S → Ens est représentable si et seulement s’il existe

un S-schéma X et un isomorphisme naturel de F vers Hom(−,X). D’après le théorème de
Yoneda, si G : Schop

S → Ens est un autre foncteur, alors il y a une bijection αG de Hom(F,G)
à G(X), où Hom(F,G) est l’ensemble des transformations naturelles de F à G. En particulier
Hom(F,F ) = Hom(X,X) est en bijection avec F (X). L’élément dans F (X) correspondant à
IdX est appelé l’élément universel. Si G : Schop

S → Ens est un foncteur et si f : F → G est
une transformation naturelle, alors αG envoie f en l’image de l’élément universel dans G(X)
par f .

On rappelle les définitions de quelques foncteurs représentables dans la suite de ce sous-
paragraphe (sans démonstration). La référence est [49] chap. I, §9.

Fibrés vectoriels sur un schéma

Soit E un OS-module quasi-cohérent, le foncteur

Schop
S −→ Ens

(ϕ : X → S) 7−→ HomOX
(ϕ∗E ,OX)

est représentable par le S-schéma V(E) = Spec(Sym(E)) qui est affine sur S, appelé le fibré
vectoriel sur S défini par E , où Sym(E) est la OS-algèbre symétrique engendrée par E . Si
π : V(E) → S est le morphisme canonique, on désigne par suniv : π∗E → OV(E) l’élément
universel. On pourrait le considérer comme une section de (π∗E)∨ sur V(E), et on l’appelle
aussi la section universelle.

On suppose que E soit un OS-module localement libre de rang fini. Si f : X → S est un
schéma sur S, tout S-morphisme de schéma ϕ : X → V(E) correspond à une section de f∗(E∨)
sur X qui n’est rien d’autre que ϕ∗(suniv).

Si F est un OS-module quasi-cohérent et E est un OS-module localement libre de rang fini,
on définit Hom(F ,E) comme le schéma V(E∨ ⊗F). Il représente le foncteur

(ϕ : X → S) 7−→ HomOX
(ϕ∗F ,ϕ∗E) = Γ(X,ϕ∗(E∨ ⊗F)).

En particulier Hom(E,E) est noté End(E). On désigne par GL(E) le sous-schéma ouvert de
End(E) qui représente le sous-foncteur

(ϕ : X → S) 7−→ AutOX
(ϕ∗E).
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Ce foncteur se relève, par définition même, en un foncteur à valeurs dans la catégorie des
groupes. En conséquence, GL(E) est un S-schéma en groupes, appelé le groupe linéaire général
relativement à E. On a une action de GL(E) à gauche sur V(E∨) qui associe pour tout mor-
phisme ϕ : X → S à chaque couple

(f,u) ∈ AutOX
(ϕ∗E)× Γ(X,ϕ∗E)

l’élément f(u) ∈ Γ(X,ϕ∗E).

Si G est un S-schéma en groupes, on appelle une représentation de G dans E tout homo-
morphisme de S-schéma en groupes de G vers GL(E). On a alors une action de G sur V(E∨)
induit par celle de GL(E).

Grassmanniennes

Si E est un OS-module quasi-cohérent, le foncteur

grassn(E) : Schop
S −→ Ens

(ϕ : X → S) 7−→ {quotients localement libres de rang n de ϕ∗E}

est représenté par un S-schéma Grassn(E), appelé la grassmannienne d’indice n de E . En
particulier si n = 1, Grass1(E) est appelé le fibré projectif de E , noté P(E). Le schéma Grassn(E)
est séparé sur S. Si E est un OS-module de type fini (resp. de présentation finie), Grassn(E)
est un S-schéma de type fini (resp. de présentation finie). Tout homomorphisme surjectif de
OS-modules quasi-cohérents g : E → E ′ induit une immersion fermée

Grassn(g) : Grassn(E ′) −→ Grassn(E).

Soit π : Grassn(E)→ S le morphisme canonique. L’élément universel du foncteur grassn(E)
est un quotient de rang n de π∗E , appelé le module universel. Soit ϕ : X → S un morphisme
de schéma. Tout S-morphisme f de X vers Grassn(E) correspond par le théorème de Yoneda
à un épimorphisme de ϕ∗E vers f∗Funiv, où Funiv est un module universel sur Grassn(E).

Si E est un OS-module quasi-cohérent et si f : E → F est un épimorphisme, où F est un
OS-module localement libre de rang n, on a un épimorphisme

Λnf : ΛnE −→ ΛnF

de OS-modules. Cette construction est fonctorielle au sens suivant: si ϕ : T → S est un
morphisme de schémas, alors Λnϕ∗E = ϕ∗(ΛnE), Λnϕ∗F = ϕ∗(ΛnF ), et Λn(ϕ∗f) = ϕ∗(Λnf).
On obtient ainsi une transformation naturelle de grassn(E) vers grass1(Λ

nE) qui induit un
morphisme de schémas $E : Grassn(E)→ P(ΛnE), appelé le morphisme de Plücker. En fait, le
morphisme de Plücker est une immersion fermée. Par conséquent, si E est un OS-module de
type fini, Grassn(E) est un S-schéma projectif sur S (cf. [44] II.5.5.2).

Schémas de drapeaux

Soit E un OS-module quasi-cohérent, m = (mi)1≤i≤p une suite strictement croissante d’en-
tiers positifs ou nuls. On appelle drapeau de type m de E toute suite (Ei)1≤i≤p telle que

1) pour tout entier 1 ≤ i ≤ p, Ei soit un quotient localement libre de rang mi de E ;
2) pour tout entier 1 ≤ i < p, la projection canonique de E vers Ei se factorise par Ei+1 (de

façon unique puisque l’homomorphisme canonique E → Ei+1 est un épimorphisme).
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Si ϕ : X → S est un morphisme de schéma et si D = (Ei)1≤i≤p est un drapeau de type m de

E , alors ϕ∗D
def
= (ϕ∗Ei)1≤i≤p est un drapeau de type m de ϕ∗E , appelé l’image réciproque de

D par ϕ.
On désigne par Drapm(E) l’ensemble des drapeaux de type m du OS-module quasi-cohérent

E . Le foncteur
drapm(E) : Schop

S −→ Ens
(ϕ : X → S) 7−→ Drapm(ϕ∗E)

est représenté par un S-schéma, noté Drap
m

(E), appelé le schéma de drapeaux de type m de E .

On a une transformation naturelle canonique de drap
m

(E) vers

p∏

i=1

grassmi
(E) qui induit une

immersion fermée
imE : Drapm(E) −→

∏
S

m∈m

Grassm(E). (1.5)

Par conséquent, si E est un OS-module quasi-cohérent et de type fini, alors Drapm(E) est un
S-schéma projectif (cf. [44] II.5.5.5).

Si π : E → E ′ est un épimorphisme de OS-modules quasi-cohérents, alors on a une trans-
formation naturelle canonique de drapm(E ′) vers drapm(E) qui induit une immersion fermée

Drapm(π) : Drapm(E ′) −→ Drapm(E).

Si m′ est une sous-suite de m, on a une transformation naturelle de drapm(E) vers drapm′(E)
qui associe pour tout morphisme de schémas ϕ : X → S à tout drapeau (Ei)1≤i≤p de ϕ∗E
la sous-suite de (Ei)1≤i≤p des quotients correspondant aux indices dans m. Cela induit un
morphisme de schémas

pm,m′

E : Drapm(E) −→ Drapm′(E),
appelé le morphisme de restriction. Si on désigne par

πm,m′

E :
∏

S
m∈m

Grassm(E) −→
∏

S
m′∈m′

Grassm′(E)

la projection canonique, on a

πm,m′

E ◦ imE = im
′

E ◦ pm,m′

E .

Si on désigne par π le morphisme canonique de Drapm(E) vers S. L’élément universel
du foncteur représentable drap

m
(E) est alors un drapeau de type m de π∗E , noté Duniv. Si

ϕ : X → S est un morphisme de schémas, alors tout S-morphisme f de X vers Drapm(E)
correspond par le théorème de Yoneda au drapeau f∗Duniv.

Si ϕ : X → S est un morphisme de schémas et si σ est un automorphisme de ϕ∗E , alors σ
induit une application de l’ensemble Drap

m
(ϕ∗E) vers lui-même. On obtient ainsi une action

de Aut(ϕ∗E) sur Drapm(ϕ∗E). Cette action est fonctorielle par rapport à ϕ. On a donc une
action du schéma en groupes GL(E) sur Drap

m
(E).

1.4.2 Faisceaux inversibles sur les schémas de drapeaux

Soient S un schéma, E est un OS-module localement libre de rang fini. Si on désigne par

π : P(E)→ S le morphisme canonique, alors
⊕

n≥0

π∗O(n) s’identifie à l’algèbre symétrique S(E)

de E. De plus, E 7−→ S(E) est un foncteur de la catégorie des OS-modules quasi-cohérents vers
la catégorie des OS-algèbres quasi-cohérente. Le S-schéma P(E) peut être considéré comme le
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schéma des drapeaux de type (1) de E. Il est donc naturel de proposer les autres liens entre
des foncteurs de la catégorie des OS-modules quasi-cohérents vers la catégorie des OS-algèbres
quasi-cohérentes et des images directes de certaines algèbres sur des schémas de drapeaux. En
effet, dans [86] et [87], Towber a défini l’algèbre des formes d’un R-module E, où R est un
anneau commutatif unifère. Il a expliqué que c’est un foncteur de la catégorie des R-modules
vers celle des R-algèbres. D’autre part, ce foncteur commute aux localisations, donc induit un
foncteur de OS-modules vers OS-algèbres. Enfin, si R est un corps et si E est de type fini,
alors cette “algèbre des formes” est en fait l’algèbre des coordonnées de la variété des drapeaux
complets de E. On résumera dans ce sous-paragraphe les résultats de Towber. Le livre de
Fulton et de Harris [32] (Lecture 6) est aussi une bonne référence.

Symétrie de Young et algèbre des formes

Soient R un anneau et E un R-module. On désigne par Λ
+R
E l’algèbre commutative unifère

(dont l’opérateur de la multiplication est notée ∗) sur R librement engendrée par Λ+
RE =⊕

n≥1

ΛnRE, modulo la relation suivante (appelée la symétrie de Young):

pour tous entiers p ≥ q ≥ r > 0, si (x1, · · · ,xp) et (y1, · · · ,yq) sont deux collections
d’éléments dans E, alors

(x1 ∧ · · · ∧ xp) ∗ (y1 ∧ · · · ∧ yq)
=

∑

1≤i1<···<ir≤q

(x1 ∧ · · · ∧ xi1−1 ∧ y1 ∧ xi1+1 ∧ · · · ∧ xir−1 ∧ · · · ∧ yr ∧ xir+1 ∧ · · · ∧ xp)

∗ (xi1 ∧ · · · ∧ xir ∧ yr+1 ∧ · · · ∧ yq).

L’algèbre Λ
+R
E est appelée l’algèbre des formes de E. Le module Λ+

RE est une somme

directe des R-modules ΛnRE (n ∈ Z>0), on a naturellement une N⊕Z>0-graduation sur l’algèbre
R[Λ+

RE], où N⊕Z>0 est le sous-ensemble de NZ>0 des suites nulles presque partout. Comme la
symétrie de Young dans R[Λ+

RE] est homogènes pour cette graduation, on sait que l’algèbre
des formes Λ

+R
E est canoniquement munie d’une N⊕Z>0-graduation 1. Si α est un élément dans

N⊕N, on désigne par SαRE la composante d’indice α de Λ
+R
E. En particulier si E est projectif

de rang r, alors ΛnE = 0 pour tout n > r, on obtient donc une Nr graduation sur Λ
+R
E. On a

par exemple S
(n,0,··· ,0)
R E = SnE et S

(1,··· ,1)
R E = détE.

Comme les foncteurs de localisation sont exacts, et commutent aux produits symétriques
et produits extérieurs, on obtient que pour tout α ∈ N⊕Z>0 , le foncteur Sα commute aux
localisations. Par conséquent, si X est un schéma et si α ∈ N⊕Z>0 , alors on peut définir un
foncteur Sα de la catégorie des OX -modules quasi-cohérents dans elle-même.

Faisceaux inversibles sur les schémas de drapeaux

Soient S un schéma et E un OS-module localement libre de rang r. Soit m = (mi)1≤i≤n
une suite strictement croissante d’entiers positifs. Dans ce sous-paragraphe on désigne par D
le schéma des drapeaux de type m de E. On désigne par π : D → S le morphisme canonique.
Sur le schéma D on a un drapeau universel de π∗E:

π∗E = En+1
fn+1 // En

fn // En−1
// · · · f3 // E2

f2 // E1
f1 // 0 .

1. La graduation que l’on considère ici est la même chose que celle dans [86] ou celle dans [32], mais le choix
de l’ensemble des indices est différent.
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Pour tout entier 1 ≤ i ≤ n + 1, on désigne par Li le faisceau inversible Li = dét (Ker fi). En
combinant les S-morphismes (1.5) et le produit fibré des morphismes de Plücker, on obtient
une immersion fermée f de D dans P := P(Λm1E) × · · · × P(ΛmnE). Pour tout 1 ≤ i ≤ n
on note Pi = P(ΛmiE) et gi : P → Pi la projection. Si (ai)1≤i≤n est une famille de nombres
strictement positifs, alors le faisceau inversible (g1f)∗OP1(a1)⊗ · · ·⊗ (gnf)∗OPn

(an) est ample
relativement à π. D’autre part, on a L1 = (g1f)∗OP1(1) et pour tout entier 2 ≤ i ≤ n on a la
relation Li = (gif)∗OPi

(1)⊗(gi−1f)∗OPi−1(−1). Enfin, on a L1⊗L2⊗· · ·⊗Ln+1 = π∗(dét (E)).
Par conséquent, si pour toute suite d’entiers a = (ai)1≤i≤n+1 on désigne par La le faisceau

(L⊗a1
1 ⊗· · ·⊗L⊗an+1

n+1 )∨, alors La est ample relativement à π lorsque a est une suite strictement
croissante.

D’après [26] III §4 n◦7, lorsque S est le spectre d’un corps, alors le groupe Pic(D) est
librement engendré par L1, · · · ,Ln.

Images directes de faisceaux inversibles sur les schémas de drapeaux complets

Soient X un schéma et E un OX -module de rang fini. On désigne par r le rang de E. Soit
π : D → X le schéma des drapeaux complets (à savoir, les drapeaux de type (1, · · · ,r)). Pour
tout entier 1 ≤ i ≤ r on désigne par Pi le X-schéma P(ΛiE). Soit f : D→ P := P1×X · · ·×XPr
l’immersion fermée canonique. Pour tout entier 1 ≤ i ≤ r soit gi : P → Pi la projection
canonique et soit Hi le faisceau inversible f∗g∗iOPi

(1). Attention: le schéma Pr est isomorphe
à X et OPr

(1) = ΛrE. On a donc une OD-algèbre quasi-cohérente définie par

A =
⊕

n=(ni)1≤i≤r∈Nr

H⊗n1

1 ⊗ · · ·H⊗nr
r

qui est munie d’une Nr-graduation. L’image directe de A par π s’identifie à l’algèbre des formes
de E.

1.5 Suites presque sous-additives

On rappel dans ce paragraphe quelques généralisations du lemme de Fekete (voir [30] page
233 pour un cas particulier) affirmant que pour toute suite sous-additive (an)n≥1 de nombres
réels (à savoir, an+m ≤ an + am pour tout (m,n) ∈ Z2

>0), la limite lim
n→+∞

an/n existe dans

R ∪ {−∞}.

Proposition 1.5.1 Soient (an)n≥1 une suite dans R≥0 et f : Z>0 → R une application telle
que

lim
n→∞

f(n)

n
= 0.

S’il existe un entier n0 > 0 tel que pour toute suite finie n1, · · · ,nl d’entiers supérieurs ou
égaux à n0, on ait

an1+···+nl
≤ an1 + · · ·+ anl

− f(n1)− · · · − f(nl),

alors la suite (an/n)n≥1 admet une limite dans R≥0.

Démonstration. Si n, p et n ≤ l < 2n sont trois entiers supérieurs ou égaux à n0, on a

apn+l

pn+ l
≤ pan + al

pn+ l
− pf(n) + f(l)

pn+ l
≤ an

n
+
al
pn
− pf(n) + f(l)

pn+ l

≤ an
n

+
al
pn

+
|f(n)|
n

+
|f(l)|
pn

.
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Comme

lim
p→∞

max
n≤i<2n

ai

pn
+

max
n≤i<2n

|f(i)|

pn
= 0,

on obtient que pour tout entier n > 0,

lim sup
m→∞

am
m
≤ an

n
+
|f(n)|
n

, (1.6)

d’où

lim sup
m→∞

am
m
≤ lim inf

n→∞

(
an
n

+
|f(n)|
n

)
≤ lim inf

n→∞

an
n

+ lim sup
n→∞

|f(n)|
n

= lim inf
n→∞

an
n
.

Par conséquent, la suite (an/n)n≥1 a une limite, qui est clairement ≥ 0, et finie d’après (1.6).
2

Corollaire 1.5.2 Soient (an)n≥1 une suite de nombres réels et f : Z>0 → R une application

telle que lim
n→∞

f(n)

n
= 0. Si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

1) il existe un entier n0 > 0 tel que, pour toute suite n1, · · · ,nl d’entiers supérieurs ou égaux
à n0, on ait

an1+···+nl
≥ an1 + · · ·+ anl

+ f(n1) + · · ·+ f(nl),

2) il existe une constante α > 0 telle que pour tout entier n ≥ 1 on ait an ≤ αn,
alors la suite (an/n)n≥1 admet une limite dans R.

Démonstration. Considérons la suite bn = αn − an. C’est une suite de nombres positifs. Si
n1, · · · ,nl sont des entiers supérieurs ou égaux à n0, n = n1 + · · ·+ nl, alors

bn = αn− an = α

k∑

i=1

ni − an ≤ α
l∑

i=1

ni −
l∑

i=1

(
ani

+ f(ni)
)

=

l∑

i=1

(
αni − ani

− f(ni)
)

= bn1 + · · ·+ bnl
− f(n1)− · · · − f(nl).

D’après la Proposition 1.5.1, la suite (bn/n)n≥1 admet une limite dans R. Comme

bn
n

= α− an
n
,

la suite (an/n)n≥1 a aussi une limite dans R. 2

Corollaire 1.5.3 Soient (an)n≥1 une suite de nombres réels et c1,c2 deux constantes positives
telles que

1) pour tout couple (m,n) d’entiers suffisamment grands, on ait am + an ≤ am+n + c1,

2) pour tout entier n ≥ 1, an ≤ c2n,
alors la suite (an/n)n≥1 admet une limite dans R.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire 1.5.2 à la fonction constante f ≡ −c1. 2

Lemme 1.5.4 Si f : Z>0 → R≥0 est une application croissante telle que
∑

α≥1

f(2α)/2α < +∞,

alors

lim
α→+∞

2−α
α∑

i=0

f(2i) = 0.

Démonstration. Pour tout entier α ≥ 0 soit Sα =
∑

i≥α

f(2i)/2i. Par la sommation d’Abel, on

a
α∑

i=0

f(2i) =
α∑

i=0

(Si − Si+1)2
i = S0 − Sα+12

α +
α∑

i=1

Si2
i−1.

Comme lim
α→+∞

Sα = 0, 2−α
α∑

i=1

Si2
i−1 converge vers 0 lorsque α → +∞. Cela montre que

lim
α→+∞

2−α
α∑

i=0

f(2i) = 0. 2

Proposition 1.5.5 Soient (bn)n≥1 une suite de nombres positifs et f : Z>0 → R≥0 une appli-

cation croissante telle que
∑

α≥1

f(2α)/2α < +∞. S’il existe un entier n0 > 0 tel que pour tout

couple (m,n) d’entiers ≥ n0 on ait bn+m ≤ bm + bn + f(m) + f(n), alors la suite (bn/n)n≥1

admet une limite dans R≥0.

Démonstration. Traitons d’abord le cas où n0 = 1. Comme f est une fonction croissante on
obtient que pour tout (m,n) ∈ Z2

>0,

bm+n ≤ bn + bm + 2f(m+ n). (1.7)

Pour tout entier α ≥ 0 soit Sα =
∑

i≥α

f(2i)/2i. D’après l’hypothèse on a lim
α→+∞

Sα = 0. Si

2β ≤ n < 2β+1 est un entier, pour tout α ∈ N on a

b2αn ≤ 2αbn +

α∑

i=1

2α+1−if(2i−1n)

≤ 2αbn +

α∑

i=1

2α+1−if(2β+i).

(1.8)

Si p =

k∑

i=0

εi2
i, où εi ∈ {0,1} pour 0 ≤ i < k et εk = 1 et si 0 ≤ r < n est un autre entier, on a

d’après (1.7) l’inégalité suivante:

bnp+r ≤ bnp + br + 2f(np+ r) ≤
k∑

i=0

εib2in + br + 2

k∑

i=0

εif
( i∑

j=0

εj2
jn
)

+ 2f(np+ r) (1.9)
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Compte tenu de l’inégalité (1.8), on a

bnp+r ≤
k∑

i=0

εi2
ibn + br +

k∑

i=1

εi

i∑

j=1

2i+1−jf(2β+j) + 2
k∑

i=0

εif(2i+β+2) + 2f(2k+β+2). (1.10)

Par conséquent, on a

bnp+r
np+ r

≤ pbn
np+ r

+
br

np+ r
+ 2−k−β

k∑

i=1

i∑

j=1

2i+1−jf(2β+j)

+ 2−k−β+1
k∑

i=0

f(2i+β+2) + 2−k−β+1f(2k+β+2).

Comme

2−k−β
k∑

i=1

i∑

j=1

2i+1−jf(2β+j) = 2−k−β
k∑

j=1

k∑

i=j

f(2β+j)2i+1−j ≤
k∑

j=1

f(2β+j)22−j−β = 4Sβ+1,

on obtient que

bnp+r
np+ r

≤ pbn
np+ r

+
br

np+ r
+ 4Sβ+1 + 2−k−β+1

k+β+3∑

i=0

f(2i).

D’après le lemme 1.5.4, on a

lim sup
m→+∞

bm
m
≤ lim inf

n→+∞

(bn
n

+ 4Sblog2 nc+1

)
= lim inf

n→+∞

bn
n
.

Donc la suite (bn/n)n≥1 est convergente.
Pour le cas général, en appliquant le résultat obtenu sur la sous-suite (bn0k)k≥1 et la fonction

g(k) = f(n0k), on obtient que la suite (bn0k/k)k≥1 a une limite dans R≥0. D’autre part, si
n0 ≤ l < 2n0 est un entier, alors pour tout entier k ≥ 1, on a l’encadrement

bn0(k+2) − b2n0−l + f(n0k + l) + f(2n0 − l) ≤ bn0k+l ≤ bn0k + bl + f(n0k) + f(l). (1.11)

Si on divise (1.11) par n0k + l, par passage à la limite k → +∞, on obtient

lim
k→+∞

bn0k+l

n0k + l
= lim

k→+∞

bn0k

n0k
.

Comme l est arbitraire, on en déduit la proposition. 2

Corollaire 1.5.6 Soient (an)n≥1 une suite de nombres réels, f : Z>0 → R≥0 une application
croissante et c > 0 une constante. On suppose que

1) pour tous entiers n,m assez grands, on a an+m ≥ an + am − f(n)− f(m),

2) an ≤ cn pour tout entier n ≥ 1,

3)
∑

α≥0

f(2α)

2α
< +∞.

Alors la suite (an/n)n≥1 admet une limite dans R.
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Démonstration. On considère la suite bn = cn− an. C’est une suite de nombres réels positifs.
Si n et m sont deux entiers assez grands, on a

bn+m = c(n+m)− an+m ≤ cn+ cm− an − am + f(n) + f(m) = bn + bm + f(n) + f(m).

D’après la proposition 1.5.5, la suite (bn/n)n≥1 admet une limite dans R Comme an/n =
c− bn/n, la suite (an/n)n≥1 admet aussi une limite dans R. 2

1.6 Fibrés vectoriels hermitiens sur les variétés analy-
tiques complexes

1.6.1 Structure complexe, orientation

Soit E un espace vectoriel de rang fini sur R. On appelle structure complexe tout endomor-
phisme J : E → E de E tel que J2 = − Id.

Si J est une structure complexe sur E, alors J induit une représentation φ de la R-algèbre C
dans E en associant à i l’endomorphisme J . L’ensemble E admet donc une structure d’espace
vectoriel sur C. Cela implique que le rang de E sur R est pair. Inversement si E est un espace
vectoriel sur R et si φ : C→ EndR(E) est un homomorphisme de R-algèbres, alors l’action de
φ(i) est une structure complexe sur E. En particulier, si E est un espace vectoriel sur R muni
d’une structure complexe, l’isomorphisme naturel EndR(E) ∼= EndR(E∨) induit une structure
complexe sur E∨.

Si E est un espace vectoriel muni d’une structure complexe J , alors −J est aussi une
structure complexe sur E. On désigne par Ec l’espace vectoriel E muni de la structure complexe
−J , appelé le conjugé complexe de E.

On suppose que E soit un espace vectoriel de rang 2d sur R muni d’une structure complexe
J . L’endomorphisme J n’est pas diagonalisable sur E, mais si on tensorise E par C, l’endomor-
phisme de EC induit par J (noté encore J) est diagonalisable. On désigne par E1,0 (resp. E0,1)
l’espace propre de J associé à la valeur propre i (resp. −i). Les sous-espaces E1,0 et E0,1 de
EC sont tous les deux de rang d sur C. D’autre part, les deux projections π(1,0) : E → E(1,0) et
π(0,1) : E → E(0,1) sont des isomorphismes d’espaces vectoriels sur R. La conjugaison complexe
sur C se prolonge en une application R-linéaire C sur EC, appelé la conjugaison complexe. Si
(p,q) est un élément dans N2, on désigne par Ep,q l’espace ΛpCE

1,0 ⊗C ΛqCE
0,1. Les vecteurs

dans Ep,q sont appelés des (p,q)-formes de E. Pour tout entier r ≥ 0 on a la relation

ΛrCEC =
⊕

p+q=r

Ep,q.

L’application R-linéaire C induit naturellement une application R-linéaire sur ΛrCEC, noté
encore C. L’application C envoie Ep,q en Eq,p. Dans toute la suite, si ω est une r-forme, on
désigne par ω la r-forme C(ω). On dit qu’une r-forme ω dans ΛrCEC est réelle si ω = ω. L’espace
vectoriel sur R des r-formes réelles s’identifie canoniquement à ΛrRE.

Si E est un espace vectoriel sur R muni d’une structure complexe, on a (E∨)(p,q) =
HomC(E(p,q),C). D’autre part, si on munit E(1,0) et E(0,1) des structures complexes qui pro-
viennent de l’unité imaginaire i dans C, alors on a un diagramme commutatif d’homomor-
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phismes d’espaces vectoriels sur R qui commutent aux structures complexes

E

π(1,0)

||yy
yy

yyy
y

π(0,1)

##G
GG

GG
GG

GG

E(1,0)
C

// E(0,1),c

(1.12)

Proposition 1.6.1 Si α est une d-forme dans Ed,0, alors ωα = id
2

α ∧ α est une forme réelle
non-nulle. De plus, le demi-espace R+ωα dans Λ2d

R E ne dépend pas du choix de α.

Démonstration. En effet,

ωα = (−1)d
2

id
2

α ∧ α = (−1)did
2

α ∧ α = idα ∧ α = ωα,

donc ω est une forme réelle. D’autre part, si u est un nombre complexe non-nul, alors

ωuα = uuωα = |u|2ωα.

Donc R+ωuα = R+ωα. 2

D’après la proposition précédente, la structure complexe J sur E détermine une orientation
de E qui est le demi-espace ouvert R≥0(ωα) dans Λ2d

R E, où α est une forme non-nulle quelconque
dans Ed,0. Les (d,d)-formes dans ce demi-espace sont dites fortement positives.

Plus généralement, si 0 ≤ p ≤ d est un entier et si α est une p-forme dans Ep,0, alors
ip

2

α ∧ α est une (p,p)-forme réelle. On dit qu’une (p,p)-forme est fortement positive si elle est

combinaison linéaire à coefficients positifs des formes de type ip
2

α ∧ α, où α est une (p,0)-
forme qui peut s’écrire comme produit extérieur de p (1,0)-formes (une telle forme est dite
décomposable). On dit qu’une (p,p)-forme est strictement positive si elle est fortement positive
et non-nulle. On dit qu’une (p,p)-forme β est positive si pour toute (d−p,d−p)-forme fortement
positive γ, β ∧ γ est dans l’orientation définie par J (ou également, fortement positive). On
remarque que une (p,p)-forme fortement positive est toujours positive. En effet, si α est un
(p,0)-forme décomposable et si β est un (q,0)-forme décomposable, on a

(
ip

2

α ∧ α
)
∧
(
iq

2

β ∧ β
)

= i(p+q)
2
(
α ∧ β

)
∧
(
α ∧ β

)
.

Définition 1.6.2 Soit E un espace vectoriel sur R muni d’une structure complexe. On appelle
forme hermitienne sur E toute application C-linéaire de 2 E⊗CE

c vers C telle que H(x⊗ y) =
H(y ⊗ x) (ceci est équivalent au fait que H(x,x) ∈ R pour tout x ∈ E). On dit qu’une forme
hermitienne H sur E est semi-positive (resp. définie positive) si pour tout élément non-nul x
de E on a H(x,x) ≥ 0 (resp. H(x,x) > 0).

Remarque 1.6.3 Grâce à (1.12), il y a une bijection naturelle entre l’ensemble des formes
hermitiennes sur E et celui des (1,1)-formes réelles sur E∨.

1.6.2 Espaces vectoriels hermitiens

On rappelle (sans démonstration) dans ce sous-paragraphe la notion d’espace vectoriel
hermitien et les constructions dont on se servira dans les sous-paragraphes suivants. La référence
est [16].

2. On confond ici un espace vectoriel muni d’une structure complexe et la représentation de C associée.
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Espaces vectoriels hermitiens, sous-espaces, espaces quotients et espaces duals

Définition 1.6.4 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur C. On appelle produit hermitien
sur E toute application 〈 , 〉 : E × E → C tel que pour tous x1, x2, x, y dans E et tous λ ∈ C,

1) 〈y,x〉 = 〈x,y〉,
2) 〈x1 + x2,y〉 = 〈x1,y〉+ 〈x2,y〉,
3) 〈λx,y〉 = λ 〈x,y〉,
4) 〈x,x〉 ≥ 0, et l’inégalité est stricte lorsque x est non-nul.

On appelle espace vectoriel hermitien tout espace vectoriel E de rang fini sur C, muni d’un
produit hermitien.

On remarque qu’un produit hermitien sur E n’est rien d’autre qu’une forme hermitienne
définie positive sur E.

Si (E, 〈 , 〉E) est un espace vectoriel hermitien, ϕ : F → E un homomorphisme injectif
de C-module, alors l’application 〈 , 〉F : F × F → C, 〈x,y〉F := 〈ϕ(x),ϕ(y)〉E est un produit
hermitien sur F , appelé le produit hermitien induit.

Soient (E, 〈 , 〉E) un espace vectoriel hermitien et π : E → G est un homomorphisme surjectif
de C-modules. Si on désigne par F le noyau de π, alors on a un isomomorphisme canonique
de F⊥ vers G. On obtient donc un produit hermitien sur G qui provient du produit hermitien
induit sur F⊥, appelé le produit hermitien quotient sur G.

Si (E, 〈 , 〉E) est un espace vectoriel hermitien, alors on a un isomorphisme canonique de E
vers son dual E∨ qui envoie x ∈ E en forme linéaire x∨ = 〈x,·〉. Evidemment 〈x∨,y∨〉E∨ :=
〈x,y〉E est un produit hermitien sur E∨, appelé le produit hermitien dual sur E∨.

Somme directe orthogonale, produits tensoriel, produit symétrique et produit
extérieur

Si (E1, 〈 , 〉1) et (E2, 〈 , 〉2) sont deux espaces vectoriels hermitiens, alors

〈(x1,x2),(y1,y2)〉E1⊕E2
:= 〈x1,y1〉1 + 〈x2,y2〉2

est un produit hermitien sur E1 ⊕ E2, appelé la somme directe orthogonale de 〈 , 〉1 et 〈 , 〉2.
Si (E1, 〈 , 〉1) et (E2, 〈 , 〉2) sont deux espaces vectoriels hermitiens, alors il existe un unique

produit hermitien 〈 , 〉E1⊗E2
sur E1 ⊗ E2 tel que pour tous x1,y1 ∈ E1 et tous x2,y2 ∈ E2 on

ait 〈x1 ⊗ x2,y1 ⊗ y2〉E1⊗E2
= 〈x1,y1〉1 〈x2,y2〉2, appelé le produit tensoriel de 〈 , 〉1 et de 〈 , 〉2.

Si (E, 〈 , 〉E) est un espace vectoriel hermitien, n ≥ 1 est une entier alors SnE (resp. ΛnE)
est canoniquement muni d’un produit vectoriel hermitien 〈 , 〉SnE (resp. 〈 , 〉ΛnE) tel que pour
tout x1, · · · ,xn,y1, · · · yn ∈ E,

〈x1 · · ·xn,y1 · · · yn〉SnE =
1

n!

∑

σ∈Sn

n∏

i=1

〈
xi,yσ(i)

〉
E
,

(
resp. 〈x1 ∧ · · · ∧ xn,y1 ∧ · · · ∧ yn〉ΛnE = dét (〈xi,yj〉E)

)
,

appelé la nièmepuissance symétrique (resp. puissance extérieure) de 〈 , 〉E .

Si E est un espace vectoriel de rang 0 < r < +∞ sur C, alors pour tout entier 0 < n ≤ r,

Λn(E∨)× ΛnE −→ C
(f1 ∧ · · · ∧ fn,x1 ∧ · · · ∧ xn) 7−→ dét (fi(xj))
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est un accouplement parfait. Cela induit un isomorphisme I de Λn(E∨) vers Λn(E)∨. Si de plus
E est muni d’un produit hermitien, alors l’isomorphisme I est une isométrie pour les produits
hermitiens canoniques.

Remarque 1.6.5 Si E est un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur C, alors pour tout
entier n ≥ 1, on a aussi un accouplement parfait

Sn(E∨)× SnE −→ C

(f1 · · · fn,x1 · · ·xn) 7−→ 1

n!

∑

σ∈Sn

fi(xσ(i))

qui induit un isomorphisme de Sn(E∨) vers (SnE)∨. Mais si E est muni d’un produit hermitien,
cet isomorphisme n’est pas une isométrie pour les produits hermitiens canoniques dès que n > 1.

Applications linéaires

Soient E et F deux espaces linéaires de rang fini sur C. L’espace HomC(E,F ) est canoni-
quement isomorphe à E∨⊗F . Si E et F sont munis des produits hermitiens, il en est de même
de HomC(E,F ). On remarque que pour toutes applications linéaires ϕ et ψ dans HomC(E,F ),
le produit hermitien de ϕ et ψ est donné par la formule 〈ϕ,ψ〉 = Tr(ψ∨ϕ). On désigne par
‖ · ‖h la norme associée au produit hermitien. D’autre part, sur HomC(E,F ) on a la norme de
l’application linéaire ‖ · ‖ définie par

‖ϕ‖ = max
x∈E\{0}

‖ϕ(x)‖F
‖x‖E

(lorsque E = 0, ‖0‖ = 0 par convention). On a l’encadrement suivant: pour tout homomor-
phisme ϕ ∈ Hom(E,F ),

‖ϕ‖ ≤ ‖ϕ‖h ≤
√

rg(E)‖ϕ‖.

1.6.3 Structure hermitienne sur un fibré vectoriel holomorphe

Les références sont [25] et [88].
On appelle fibré vectoriel holomorphe sur (X,Oan

X ) toutOan
X -module localement libre de rang

fini. On appelle fibré inversible holomorphe sur (X,Oan
X ) tout Oan

X -module localement libre de
rang 1.

Soient X une variété analytique compacte et E un fibré vectoriel holomorphe sur X . On
appelle structure hermitienne (ou métrique hermitienne) sur E tout homomorphisme ponctuel 3

de faisceaux d’ensembles sous-jacents h : (Odiff
X,C ⊗ E)× (Odiff

X,C ⊗ E)→ Odiff
X,C de telle sorte que

pour tout x ∈ X , l’homomorphisme induit hx : Ex × Ex → C soit un produit hermitien.
Lorsque h en est ainsi, on dit que le couple E = (E,h) est un fibré vectoriel hermitien sur X .
Les constructions algébriques sur les produits hermitiens introduits dans le sous-paragraphe
précédent se généralisent naturellement aux structures hermitiennes. On peut donc construire
par exemple la somme directe ou le produit tensoriel de fibrés vectoriels hermitiens etc.

On appelle mesure de Lebesgue toute mesure borélienne λ sur X telle que, pour toute
carte locale V de X , la mesure induite sur V soit équivalente à la mesure de Lebesgue, et sa
dérivée de Radon-Nikodym par rapport à la mesure de Lebesgue soit une fonction lisse. Grâce

3. à savoir, si (s,t) et (s′,t′) sont deux sections de (Odiff
X,C

⊗ E)× (Odiff
X,C

⊗ E) dont les restrictions sur la fibre

au-dessus de x se cöıncident, alors h(s,t)x = h(s′,t′)x sur la fibre (Odiff
X,C

)x
∼= C. Attention: ici le mot “fibre sur

x” représente l’image réciproque par l’application d’inclusion ({x},C) → (X,Odiff
X,C

).
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à la décomposition de l’unité en somme localement finie de fonctions lisses on sait qu’il existe
toujours une mesure de Lebesgue sur X . De plus, si X est compacte, toute mesure de Lebesgue
est de masse totale finie. On appelle mesure de probabililté de Lebesgue sur X toute mesure de
Lebesgue sur X qui a pour masse totale 1.

Soient X une variété analytique compacte et E un fibré vectoriel holomorphe sur X . L’en-
semble Γ(X,E) des sections holomorphes de E au-dessus de X est un espace de dimension finie
sur C. Si on choisit une structure hermitienne h sur E et une probabilité de Lebesgue sur X ,
on obtient une famille de normes sur Γ(X,E), notamment:

1) pour tout 1 ≤ p < +∞ et toute section s ∈ Γ(X,E),

‖s‖h,λ,Lp =

(∫

X

〈sx,sx〉
p
2

h dλ(x)

) 1
p

;

2) pour toute section s ∈ Γ(X,E),

‖s‖h, sup = sup
x∈X
〈sx,sx〉

1
2

h .

Cette dernière ne dépend pas du choix de la probabilité de Lebesgue λ. D’autre part, ‖ · ‖h,λ,L2

correspond à un produit hermitien sur Γ(X,E). Par conséquent, l’espace Γ(X,E), muni de ce
produit hermitien, est un espace hermitien. Comme λ est une mesure de probabilité, l’inégalité
de Hölder montre que pour tous les 1 ≤ p < p′ < +∞ et toute section s ∈ Γ(X,E),

‖s‖h,λ,Lp ≤ ‖s‖h,λ,Lp′ ≤ ‖s‖h, sup.

Si aucune ambigüıté ne se produit sur la structure hermitienne et sur la probabilité de Lebesgue,
on note ‖ · ‖Lp (resp. ‖ · ‖sup) au lieu de ‖ · ‖h,λ,Lp (resp. ‖ · ‖h, sup) pour simplifier les notations.

On rappelle ici une inégalité due à Gromov qui compare la norme ‖ · ‖sup et la norme ‖ · ‖L2

(cf. [37] lemma 30 ou [83] VIII.2.5 lemma 2)

Théorème 1.6.6 (Gromov) Soient X une variété analytique complexe compacte, E un fibré
vectoriel hermitien sur X, L un fibré inversible hermitien sur X, et λ une probabilité de Le-
besgue sur X. Alors il existe une constante postive C > 0 qui dépend de X, λ, E et L telle
que, pour tout entier D > 0 et toute section s ∈ Γ(X,E ⊗ L⊗D), on ait

‖s‖sup ≤ CDd‖s‖L2,

où d est la dimension complexe de X.

Démonstration. Comme X est compacte, elle n’a qu’un nombre fini de composantes connexes
(Xi)1≤i≤r. De plus, on a

Γ(X,E ⊗ L⊗D) =

r⊕

i=1

Γ(Xi,E ⊗ L⊗D),

et c’est une somme directe orthogonale par rapport à la norme L2. On est ramené donc au cas
où X est connexe. Toutes les cartes de X ont donc pour dimension complexe d.

Soit (Uα)α∈I un recouvrement fini 4 de X par les ouverts non-vides satisfaisant aux condi-
tions suivantes:

1) pour tout α ∈ I il existe une application biholomorphe ϕα de Uα vers la boule

B3 = {z ∈ Cd | |z| < 3}
de Cd,

4. Cela est toujours possible car X est compacte.
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2) pour tout α ∈ I les restrictions de E et de L sur Uα sont libres.

3) si on désigne par

B1 = {z ∈ B | |z| < 1} ⊂ B3

la boule unité ouverte, les ouverts ϕ−1
α (B1) recouvrent X .

Pour tout α ∈ I on désigne par gα la dérivée de Radon-Nikodym

gα =
dϕα∗(λ|Uα

)

dη
,

où η est la mesure de Lebesgue sur B3. C’est une fonction lisse sur B3. D’autre part, si on
désigne par Eα (resp. Lα) le fibré vectoriel sur B3 l’image direct de E|Uα

(resp. L|Uα
) par ϕα,

alors la structure hermitienne de E (resp. L) induit (par ϕα) une structure hermitienne 〈 , 〉
sur Eα (resp. Lα). Si s est une section de E ⊗ L⊗D au-dessus X , alors

‖s‖2L2 =

∫

X

‖sx‖2dλ(x) ≥
∫

Uα

‖sx‖dλ(x) =

∫

B3

‖(ϕα∗s|Uα
)z‖gα(z)dη(z).

Comme Eα est libre sur B3, en identifiant Eα à (Oan
B3

)⊕ rgE par une trivialisation choisie on
obtient une autre structure hermitienne 〈 , 〉α sur Eα. Comme toutes les normes sur un espace
vectoriel de rang fini sont équivalentes, il existe deux nombres positifs C1,C2 > 0 tels que pour
tout z ∈ B2 = {z ∈ B | |z| < 2} et toute section lisse u de Odiff

B3,C
⊗Eα au-dessus de B3, on ait

C1‖uz‖α ≤ ‖uz‖ ≤ C2‖uz‖α.

D’autre part, en choisissant une trivialisation, Lα s’identifie à Oan
B3

. On obtient donc une struc-
ture hermitienne 〈 , 〉α sur Lα via la trivialisation. Il existe alors une fonction lisse strictement
positive p sur B3 telle que pour toute section v de Lα au-dessus de B3 et tout z ∈ B3

‖vz‖ = p(z)‖vz‖α.

Si D ≥ 0 est un entier, alors Eα ⊗ L⊗Dα = ϕα∗(E|Uα
⊗ L|⊗DUα

) est isomorphe à (Oan
B3

)⊕ rgE

via le produit tensoriel des trivialisations de E et de L comme ci-dessus. On obtient donc une
structure hermitienne 〈 , 〉α au-dessus qui provient de cette trivialisation produit tensoriel. En
effet, pour toute section lisse t de Eα ⊗ L⊗Dα au-dessus de B3 et tout point z ∈ B2, on a la
comparaison suivante:

C1‖tz‖αp(z)D ≤ ‖tz‖ ≤ C2‖tz‖αp(z)D.
Soit (e1, · · · ,er) une base de Γ(B3,Eα ⊗ L⊗Dα ) correspondant à la trivialisation. Si s est une
section dans Γ(X,E ⊗ L⊗D), alors ϕα∗(s|Uα

) s’écrit sous la forme

ϕα∗(s|Uα
) = f1e1 + · · ·+ frer,

où f1, · · · ,fr sont des fonctions holomorphes sur B3. D’autre part, on a

‖(ϕα∗s|Uα
)z‖2α = |f1(z)|2 + · · ·+ |fr(z)|2.

Comme gα est une fonction continue et strictement positive sur B3, il existe une constante
C3 > 0 telle que gα(z) ≥ C3 pour tout z ∈ B2. Comme p est une fonction continue sur B3, la
fonction

Tp : (z,w) 7−→ p(w)2 − p(z)2
|w − z|
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est alors défini et continue sur B3 × B3 privé le diagonale. De plus, comme p est de type C1,
Tp admet un unique prolongement continu sur B3 × B3. Donc il existe une constante C4 > 0
telle que pour tout (z,w) ∈ B2 ×B2 on ait

Tp(z,w) ≤ C4.

D’autre part, p est strictement positive sur B3, donc il existe C5 ∈]0,C4[ tel que p(w)2 ≥ C5

pour tout w ∈ B2. On a donc pour tout (z,w) ∈ B2 ×B2,

p(z)2 ≥ p(w)2 (1− C6|w − z|) ,

où C6 = C4/C5. Par conséquent, on a pour tout w ∈ B1,

‖s‖2L2 ≥
∫

|z−w|≤1

‖(ϕα∗s|Uα
)z‖2gα(z)dη(z)

≥
∫

|z−w|≤1/C6

C2
1‖(ϕα∗s|Uα

)z‖2αp(z)2Dgα(z)dη(z)

≥ C1C3p(w)2D
∫

|z−w|≤1/C6

(1− C6|z − w|)D
r∑

i=1

|fi(z)|2dη(z).

Comme fi est holomorphique sur B3, |fi|2 est une fonction sous-harmonique. Par conséquent,
pour tout 0 < a ≤ 1, si on désigne par σ la mesure de Lebesgue sur {z ∈ B3 | |z −w| = a}, on
a ∫

|z−w|=a

|fi(z)|2dσ(z) ≥ 2dπda2d−1

Γ(d+ 1)
|fi(w)|2,

d’où

‖s‖2L2 ≥ C2
1C3p(w)2D

2dπd

Γ(d+ 1)

(
r∑

i=1

|fi(w)|2
)∫ 1/C6

0

(1 − C6a)
Da2d−1da

≥ C2
1C3

C2
2

2dπd

Γ(d+ 1)
‖sϕ−1

α (w)‖2
∫ 1/C6

0

(1− C6a)
Da2d−1da

=
C2

1C3

C2
2C

2d
6

2dπd

Γ(d+ 1)
‖sϕ−1

α (w)‖2
∫ 1

0

(1 − a)Da2d−1da

=
C2

1C3

C2
2C

2d
6

2dπd

Γ(d+ 1)
‖sϕ−1

α (w)‖2(2d)−1

(
D + 2d

2d

)−1

.

Par conséquent, il existe une constante Cα > 0 telle que pour tout x ∈ ϕ−1
α (B1) et toute section

s ∈ Γ(X,E ⊗ L⊗D),
‖s‖2L2 ≥ C−2

α D−2d‖sx‖.
Enfin on prend C = max

α∈I
Cα, comme X est recouvert par les ϕ−1

α (B1),

‖s‖L2 ≥ C−1D−d‖s‖sup,

d’où
‖s‖sup ≤ CDd‖s‖L2.

2
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1.6.4 Connexions et courbures de Chern

Dans ce sous-paragraphe on fixe une variété analytique complexe X . On suppose que X
soit équidimensionnelle et de dimension complexe n.

Connexions et courbures des fibrés holomorphes

Définition 1.6.7 Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X , on appelle connexion sur E
tout homomorphisme de C-modules D : Odiff

X,C ⊗ E → Ω1
X ⊗ E tel que

D(fs) = df ⊗ s+ fDs (1.13)

pour tout f ∈ A0(U) et tout s ∈ A0(U,E). Comme Ω1
X = Ω1,0

X ⊕ Ω0,1
X , on désigne par D1,0 :

Odiff
X,C ⊗ E → Ω1,0

X ⊗ E et D0,1 : Odiff
X,C ⊗ E → Ω0,1

X ⊗ E les deux projections de D.

Remarque 1.6.8 L’égalité (1.13) implique deux “formules de Leibniz” pour D1,0 et D1,0,
respectivement: pour tout f ∈ A0(U) et tout s ∈ A0(U,E),

D1,0(fs) = ∂f ⊗ s+ fD1,0(s), (1.14)

D0,1(fs) = ∂f ⊗ s+ fD0,1(s). (1.15)

Remarque 1.6.9 Soient E un fibré vectoriel holomorphe sur X , D une connexion sur E,
alors D definit un opérateur D : ΩqX,C ⊗E −→ Ωq+1

X,C ⊗E tel que pour tout α ∈ Aq(U) et tout

s ∈ A0(U,E), on ait D(α ∧ s) = dα ∧ s+ (−1)qα ∧Ds. De même, les opérateurs D1,0 et D0,1

se prolongent en des opérateurs sur ΛΩX,C ⊗ E de bidegrés (1,0) et (0,1) respectivement. On
a encore la relation D = D1,0 +D0,1 pour les oprérateurs prolongés. Enfin, les opérateurs D2,
(D1,0)2 et (D0,1)2 sont ΛΩX,C-linéaires.

Définition 1.6.10 Soient E un fibré vectoriel holomorphe sur X , ∇ une connexion sur E, on

définit sa courbure comme ∇2, et l’on pose Θ(∇) =
i

2π
∇2. Comme ∇2 est ΛΩX,C-linéaire, la

courbure et Θ(∇) sont des éléments dans A2(EndE).

Connexion de Chern d’un fibré holomorphe hermitien

Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X , alors on a un opérateur de bidegré (0,1)

D′′ = ∂ ⊗ Id : ΛΩX,C ⊗ E −→ ΛΩX,C ⊗ E.

Cet opérateur est bien défini car ∂ est Oan
X -linéaire. On a aussi une “formule de Leibniz” pour

D′′: si U est un ouvert de X et si α ∈ Ap,q(U) et s ∈ A0(U,E), on a

D′′(α ∧ s) = ∂α ∧ s+ (−1)p+qα ∧D′′(s).

Par conséquent, D′′ est un opérateur local, mais il n’est pas une connexion.
Si h est une structure hermitienne sur E, h se prolonge en un homomorphisme de faisceaux

d’ensembles
〈·,·〉h : (ΩpX,C ⊗ E)× (ΩqX,C ⊗ E) −→ Ωp+qX,C ⊗ E

tel que pour tous u ∈ Ap(U), v ∈ Aq(U) et tous s,t ∈ A0(U,E), on ait

〈u ∧ s,v ∧ t〉h = 〈s,t〉h u ∧ v.



Fibrés vectoriels hermitiens sur les variétés analytiques complexes 35

Définition 1.6.11 Si (E,h) est un fibré vectoriel hermitien. On dit qu’une connexion ∇ sur
E est hermitienne si pour tous s,s′ ∈ A0(U,E) on a

d 〈s,s′〉h = 〈∇s,s′〉h + 〈s,∇s′〉h .

Remarque 1.6.12 Si (E,h) est un fibré vectoriel hermitien, et si ∇ est une connexion hermi-
tienne sur E, alors pour tout x ∈ Ap(U,E) et tout y ∈ Aq(U,E), on a

d 〈x,y〉h = 〈∇x,y〉h + (−1)p 〈x,∇y〉h .

Définition 1.6.13 Si (E,h) est un fibré vectoriel hermitien sur X , alors il existe une unique
connexion hermitienne ∇ sur E telle que ∇0,1 = D′′. Cette connexion est appelée la connexion
de Chern de (E,h), noté ∇(E,h). Sa courbure est appelée la courbure de Chern de (E,h). Enfin,
on note Θ(E,h) la forme Θ(∇(E,h)). On vérifie facilement que la courbure de Chern et Θ(E,h)
sont des formes dans A1,1(End(E)).

On rappelle ci-dessous le théorème de Lelong-Poincaré, la démonstration se trouve dans
[25] chap. V §13.

Théorème 1.6.14 (Lelong-Poincaré) Soient X une variété analytique complexe, (L,h) un
fibré inversible hermitien, s une section méromorphe de L au-dessus de X. Alors la fonction
log ‖s‖2h est localement intégrable et on a 5

ddc[log ‖s‖2h] = [div(s)]− [Θ(L,h)].

Corollaire 1.6.15 Si (L,h) est un fibré inversible hermitien sur X, alors pour tout x ∈ X,
Θ(L,h)x est une forme hermitienne sur TXx (muni de la structure complexe Jx).

Démonstration. D’après la formule de Lelong-Poincaré, Θ(L,h) est une (1,1)-forme réelle,
donc Θ(L,h)x est une forme hermitienne sur TXx, comme remarqué dans 1.6.3. 2

Proposition 1.6.16 On suppose que X soit une variété analytique complexe compacte. Soit
(L,h) un fibré inversible hermitien sur X. Si L a une section holomorphe non identiquement
nulle sur X, alors il existe un point x ∈ X tel que la forme hermitienne Θ(L,h)x est semi-
positive.

Démonstration. Soit e une section holomorphe non identiquement nulle sur X . Soit x0 un
point de X où ‖e‖ atteint son maximum. Grâce à la compacité de X on sait l’existence d’un
tel point x0. D’après le théorème de Lelong-Poincaré, sur un voisinage ouvert de x0 on a
Θ(L,h) = − i

2π∂∂ log ‖e‖2. On désigne par j : U → X une courbe complexe passant par x0 telle
que L se trivialise par e le long de j(U). On a alors

j∗Θ(L,h) = − i

2π
∂∂ log ‖e ◦ i‖2 = − 1

4π

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
log ‖e ◦ i‖2dx ∧ dy.

Comme j est arbitraire, Θ(L,h)x0 est une forme hermitienne semi-positive. 2

5. On définit dc = 1
4πi

(∂ − ∂), d’où ddc = i
2π

∂∂.
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1.6.5 Métriques de Fubini-Study

Si E est un espace vectoriel de rang 0 < r < +∞ sur C, alors l’ensemble des points de P =
P(E) à valeurs dans C (muni de la topologie analytique) est une variété analytique complexe.
Si on désigne par π : P(E)→ Spec C le morphisme canonique, on a l’homomorphisme universel
f : π∗E → OE(1). On suppose maintenant que E soit muni d’une métrique hermitienne ‖ · ‖.
Alors la métrique hermitienne sur π∗E induit naturellement une métrique quotient sur OE(1),
appelée la métrique de Fubini-Study, noté ‖ · ‖FS. Si s est un élément de norme 1 dans E et si
H = (Cs)⊥, alors Ps s’identifie à A(H), le faisceau OE(1) se trivialise (par s) sur Ps. D’autre
part, pour tout point complexe z de Ps = A(H) (autrement dit, pour tout point z ∈ H), la
norme carrée de sz est (1 + |z|2)−1. Par conséquent, sur Ps, la courbure de la métrique de
Fubini-Study sur OP (1) est ddc[log(1+ |z|2)]. Comme log(1+ |z|2) est une fonction strictement
plurisousharmonique (cf. [25] I.5.12), on sait que Θ(OP (1)) est fortement positive en tout point
de Ps (cf. [25] III.1.18). Comme s est arbitraire, Θ(OP (1)) est fortement positive en tout point
complexe de P . La forme λ = ΛrΘ(OP (1)) est une (r,r)-forme fortement positive en tout point
complexe de P qui détermine une mesure de Lebesgue sur P (C). En fait, c’est même une
mesure de probabilité (cf. [25] V.15.10 6).

Soit n ≥ 1 un entier, on sait que sur Ps, le faisceau inversible OE(n) se trivialise par s⊗n.
Par cette trivialisation, l’espace Γ(P,OE(n)) ∼= C[E]n s’identifie à C[H ]≤n. Si u = fs⊗n est
une section dans Γ(P,OE(n)), où f ∈ C[H ]≤n, on a pour tout z ∈ H ,

|f(z)| = ‖uz‖
‖sz‖n

=
‖uz‖

(1 + |z|2)−n
2
.

Par conséquent, si W est une partie compacte de H alors

sup
z∈W
|f(z)| ≤ CW sup

z∈W
‖uz‖ ≤ CW ‖u‖sup,

où CW = sup
z∈W

(1 + |z|)n
2 .

Si n ≥ 1 est un entier, la métrique de Fubini-Study induit par produit tensoriel une métrique
sur OP (n), notée encore ‖ · ‖FS. On s’intéresse à comparer les métriques ‖ · ‖FS,λ,L2 et ‖ · ‖ sur
SnE. D’après [12] lemme 4.3.6, on a la relation suivante:

‖ · ‖2 =

(
n+ r − 1

n

)
‖ · ‖2FS,λ,L2 . (1.16)

1.7 Fibrés vectoriels hermitiens sur les variétés arithmétiques

On rappelle dans ce paragraphe les définitions et les résultats élémentaires de géométrie
d’Arakelov que l’on utilisera dans la suite. Les références sont [8], [9], [20], [77], [10] et [13].

On fixe pour ce paragraphe un corps de nombre K de discriminant ∆K et on désigne
par OK la fermeture intégrale de Z dans K. Soient Σf l’ensemble des places finie de K (il
s’identifie canoniquement à l’ensemble des points fermés de SpecOK), et Σ∞ l’ensemble des
plongements de K dans C. L’ensemble Σ∞ a pour cardinal [K : Q]. Pour tout p ∈ Σf on
désigne par vp : K× → Z la valuation discrète sur K définie par p. On rappelle que vp envoie
un élément non-nul a de OK en la longueur de l’anneau local artinien OK,p/aOK,p. Soient
Fp := OK,p/pOK,p le corps résiduel en p, et Np son cardinal. On désine par | · |p : K → R la

valeur absolue telle que |x|p = N
−vp(x)
p pour tout x ∈ K×. Pour tout plongement σ de K dans

6. Attention: dans cette thèse, la définition du symbole Θ diffère de celle de [25] par une constante i/2π.
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C, on désigne par | · |σ : K → R la valeur absolue archimédienne qui envoie x ∈ K en |σ(x)|. La
conjugaison complexe sur C induit une involution σ → σ sur Σ∞. On a la proposition suivante
qui est connue comme la “formule du produit”:

Proposition 1.7.1 Si x est un élément non-nul de K, alors pour toute sauf un nombre fini
de places finies p, |x|p = 1, de plus, on a

∏

p∈Σf

|x|p
∏

σ∈Σ∞

|x|σ = 1.

1.7.1 Fibré vectoriel hermitien, degré d’Arakelov et pente arithmétique

Définitions et préliminaires

Si X est un schéma propre et plat sur SpecOK tel que XK soit lisse, alors l’ensemble
des points de X , vu comme Z-schéma, à valeurs dans C, est une variété analytique complexe
compacte. De plus, cette variété a une décomposition X (C) = q

σ∈Σ∞

Xσ(C). La conjugaison

complexe induit une involution F∞ : X (C)→X (C) qui envoie Xσ(C) sur Xσ(C).

Définition 1.7.2 Soit X un schéma propre et plat sur SpecOK tel que XK soit lisse. On
appelle fibré vectoriel hermitien sur X tout couple E = (E,h) consistitué d’un OX -module
localement libre de rang fini et d’une structure hermitienne sur E(C) qui est invariante par
F∞. On appelle rang de E le rang du OX -module localement libre sous-jacent E. On appelle
fibré inversible hermitien tout fibré vectoriel hermitien de rang 1.

Si E est un fibré vectoriel hermitien, la structure hermitienne sur E(C) induite des struc-
tures hermitiennes sur E(C)∨ = E∨(C), SnE(C) = (SnE)(C) et ΛnE(C) = (ΛnE)(C) qui sont

invariante par l’action de F∞. On note E
∨
, SnE et ΛnE les fibrés vectoriels hermitiens corres-

pondants. Si E et F sont deux fibrés vectoriels hermitiens, alors (E⊕F )(C) = E(C)⊕F (C) et
(E⊗F )(C) = E(C)⊗F (C) sont canoniquement munis des structures hermitiennes induites de
celles de E(C) et F (C). On note E⊕F et E⊗F les fibrés vectoriels hermitiens corrspondants.

Attention: Λn(E
∨
) est naturellement isomorphe à (ΛnE)∨, mais Sn(E

∨
) et (SnE)∨ ne sont en

général pas isomorphes comme fibrés vectoriels hermitiens.
Soient E un fibré vectoriel hermitien sur X et f : F → E un homomorphisme injectif d’un

OX -module localement libre de rang fini vers E. Si on munit F (C) de la structure hermitienne
induite (fibre par fibre) de celle de E(C), on obtient un fibré vectoriel hermitien F , appelé un
sous-fibré vectoriel hermitien de E. Si p : E → G est un homomorphisme surjectif de E vers un
OX -module localement libre de rang fini, et si on munit le fibré vectoriel G(C) de la métrique
quotient, G devient un fibré vectoriel hermitien sur X , appelé un fibré vectoriel hermitien
quotient de E. Si F est le noyau de p, on note G = E/F .

Exemple 1.7.3 Un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK n’est rien d’autre que la donnée d’un
OK-module projectif de type fini E et, pour tout plongement σ de K dans C, d’un produit
scalaire hermitien 〈 , 〉σ sur E ⊗OK ,σ C telle que 〈x⊗ z,y ⊗ w〉σ = 〈x⊗ z,y ⊗ w〉σ.

Définition 1.7.4 Soit L = (L,(‖ · ‖σ)σ:K→C) un fibré inversible hermitien sur SpecOK . On
appelle degré d’Arakelov (normalisé) de L la valeur

d̂egn(L) =
1

[K : Q]

(
log #(L/OKs)−

∑

σ∈Σ∞

log ‖s‖σ
)
, (1.17)
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où s est un élément non-nul dans L. On remarque que la valeur (1.17) ne dépend pas du choix
de s grâce à la formule du produit. Si E est un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , on appelle

degré d’Arakelov et on désigne par d̂egn(E) la valeur d̂egn(Λ
rgEE).

Proposition 1.7.5 Soit E un fibré vectoriel hermtien de rang r sur SpecOK . Si (s1, · · · ,sr) ∈
Er est une base de EK sur K, alors

d̂egnE =
1

[K : Q]

(
log #(E/OKs1 + · · ·+OKsr)−

1

2

∑

σ∈Σ∞

log dét (〈si,sj〉σ)
)
.

Démonstration. Comme (si)1≤i≤r est une base de EK sur K, x = s1 ∧ · · · ∧ sr est non-nul
dans ΛrE. De plus, on a

#(OK/OKx) = #(E/OKs1 + · · ·+OKsr), ‖x‖2σ = dét (〈si,sj〉σ).

2

Proposition 1.7.6 Soient E1, E2 et E trois fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK et F un
sous-fibré vectoriel hermitien de E tel que F soit saturé dans E. On a

1) d̂egnE
∨

= −d̂egnE,

2) d̂egnF + d̂egn(E/F ) = d̂egnE,

3) d̂egn(E1 ⊗ E2) = rg(E1)d̂egnE2 + rg(E2)d̂egnE1.

Définition 1.7.7 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK . Si E est non-nul, on appelle

pente arithmétique de E et on note µ̂(E) la valeur d̂egn(E)/ rgE, on appelle pente maximale
arithmétique (resp. pente minimale arithmétique) la borne supérieure (resp. inférieure) des
pentes des sous-fibrés vectoriels hermitiens non-nuls (resp. fibrés vectoriels hermitiens quotients
non-nuls) de E, noté µ̂max(E) (resp. µ̂min(E)).

Remarque 1.7.8 Soit E 6= 0 un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK . L’existence de maxi-
male et du plus grand sous-fibré vectoriel hermitien ayant la pente maximale de E et même
plus généralement celle du polygône canonique associé au fibré vectoriel hermitien E (cf. le
sous-paragraphe 4.4.2 infra) ont été démontrées, comme mentioné dans l’appendice de l’exposé
[8], par Stuhler et Grayson (cf. [84][41]).

Inégalités de pentes

Définition 1.7.9 Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK . Si ϕ : EK →
FK est un homomorphisme non-nul et si σ ∈ Σf ∪ Σ∞, on désigne par ‖ϕ‖σ la norme de
l’application Kσ-linéaire ϕKσ

: EKσ
→ FKσ

, où Kσ est le complété de K par rapport à la
norme ‖ · ‖σ. On définit la hauteur de ϕ comme la valeur

h(ϕ) =
1

[K : Q]


∑

p∈Σf

log ‖ϕ‖p +
∑

σ∈Σ∞

log ‖ϕ‖σ


 .

Lemme 1.7.10 Soient A un anneau, M un A-module.

1) si N est un sous-A-module de M tel que M/N soit engendré par q éléments, alors pour
tout entier n ≥ q, ΛnM = Nn−q ∧ (ΛqM).
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2) Si
M = M1 ⊃M2 ⊃ · · · ⊃Mi ⊃Mi+1 ⊃ · · ·

est une une suite décroissante de sous-A-modules de M telle que, pour tout i ≥ 1, Mi/Mi+1

soit isomorphe à un idéal principal de A, alors pour tout entier q ≥ 1

ΛqM = M1 ∧M2 ∧ · · · ∧Mq.

Démonstration. D’abord 2) est une conséquence de 1). Pour démontrer 1), en utilisant la
méthode de récurrence en n il suffit de le démontrer pour le cas où n = q + 1. Comme M/N
est engendré par q éléments, on a Λq+1(M/N) = 0 (cf. [15] chap. III, §7 n◦3 proposition 3).
Comme le noyau de l’homomorphisme canonique

ΛM −→ Λ(M/N)

est l’idéal engendré par N (loc. cit.), on obtient

Λq+1(M) ⊂ N ∧ (ΛqM).

2

Proposition 1.7.11 Soient k un corps muni d’une valeur absolue | · | qui est localement com-
pact, E et F deux espace vectoriel de rang fini sur k, ϕ : E → F un homomorphisme. Pour
tout entier 1 ≤ i ≤ rgk E, soit

λi = inf
V⊂E

codimV=i−1

‖ϕ|V ‖ .

Soit λi = 0 pour tout i > dimk E. Alors pour tout entier q > 0, on a

‖Λqϕ‖ ≤
q∏

i=1

λi.

Démonstration. Soit m le rang de E sur k. D’après le lemme précédent, il suffit de montrer
qu’il existe une suite décroissante de sous-espaces de E:

E = E1 ) E2 ) · · · ) Em (1.18)

telle que ‖ϕ|Ei
‖ = λi. Comme k est localement compact, la sphère unité de E est compacte,

donc il existe un vecteur xm de norme 1 tel que

‖ϕ(xm)‖ = λm.

Supposons que Ei+1 ) · · · ) Em aient été choisis de sorte que

‖ϕ|Ej
‖ = λj

pour tout i + 1 ≤ j ≤ m. Encore par la compacité locale de k, il existe un vecteur xi ∈ E
de norme 1 tel que ‖ϕ(xi)‖ = λi. Comme tous ces vecteurs ne sont pas contenus dans Ei+1

(d’après la définition de λi), on obtient l’existence de Ei. Par récurrence on démontre l’exis-
tence de la suite (1.18) et donc la proposition. 2
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Corollaire 1.7.12 Soient k un corps muni d’une valeur absolue |·| qui est localement compact,
E et F deux espaces vectoriels de rang fini sur k, ϕ : E → F un homomorphisme,

E = E0 ⊃ E1 ⊃ · · · ⊃ En ⊃ En+1 ⊃ · · ·

une suite décroissante de sous-espaces de E. Pour tout entier n ≥ 0 soit 7 λn = ‖ϕ|En
‖, alors 8

log ‖ΛrgEϕ‖ ≤
∑

n≥1

rg(En/En+1) log(λn).

En particulier
log ‖ΛrgEϕ‖ ≤ rgE log ‖ϕ‖.

Proposition 1.7.13 Avec les notations ci-dessus, si ϕ est injectif, alors

µ̂max(E) ≤ µ̂max(F ) + h(ϕ).

Démonstration. En remplaçant E par son plus grand sous-fibré vectoriel hermitien ayant
la pente maximale, on peux supposer que µ̂(E) = µ̂max(E). Soit G un sous-OK-module de
F tel que GK s’identifie à l’image de EK dans FK par ϕ. On désigne par r le rang de E.
L’isomorhpisme ϕ : EK → GK induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de rang 1 sur K:

Λrϕ : ΛrEK −→ ΛrGK .

Soit L = (ΛrE)∨ ⊗ ΛrG. L’application Λrϕ peut être considérée comme un élément dans LK .
D’après la définition de degrés d’Arakelov, on a l’égalité

d̂egn(G)− d̂egn(E) = d̂egnL = −h(Λrϕ) ≥ −rh(ϕ),

où la dernière inégalité provient du corollaire 1.7.12. Par conséquent, on a

µ̂(E) ≤ µ̂(G) + h(ϕ) ≤ µ̂max(F ) + h(ϕ).

2

Plus petite norme d’une section non-nulle

Soient E un OK-fibré vectoriel hermitien, W (E) l’espace vectoriel sur C somme directe
orthogonale des Eσ. Le OK-module E peut être considéré comme un réseau dans W (E) par
l’inclusion

E −→
⊕

σ∈Σ∞

E ⊗OK,σ C.

Si on désigne par π : SpecOK → Spec Z le morphisme structural, alors π∗E est le Z-module
associé au OX -module E. Il est canoniquement muni d’une structure hermitienne, compatible
à la conjugaison complexe, en identifiant E ⊗Z C à W (E). On note π∗E le Z-fibré vectoriel
hermitien le Z-module π∗E muni de la structure hermitienne comme ci-dessus.

Définition 1.7.14 On note ε(E) = min{‖e‖ | e ∈ π∗E \ {0}}. Si E est nul, on définit ε(E) =
+∞.

7. Si En = 0, alors ‖ϕ|En‖ = 0.
8. Par convention log 0 = −∞ et 0 · (−∞) = 0.
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Proposition 1.7.15 (cf. [13]) Si E est un fibré vectoriel hermitien non-nul sur SpecOK ,
alors

d̂egπ∗E = d̂egE − rgOK
E

2
log |∆K |.

Soient E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur SpecOK , e un vecteur dans E tel que

‖e‖ = ε(E).

Soit F le sous-OK-module engendré par e, muni de la structure hermitienne induite. On a

d̂egF = d̂egπ∗F +
1

2
log |∆K | = − log ε(E) +

1

2
log |∆K |.

Donc on a l’inégalité suivante:

µ̂max(E) ≥ 1

2
log[K : Q]− log ε(E). (1.19)

Proposition 1.7.16 (cf. [13]) On a l’inégalité suivante:

µ̂max(E) ≤ − log ε(E) +
1

2
log(rgZ(E)) +

log |∆K |
2[K : Q]

. (1.20)

Métriques sur l’espace des sections globales, comparaison des métriques

Soit X un schéma propre et plat sur SpecOK tel que XK soit lisse sur SpecK et équidimensionnel
de dimension d. Si E est un fibré vectoriel hermitien sur X , alors E = H0(X ,E ) est un
OK-module projectif de rang fini (autrement dit, un fibré vectoriel sur SpecOK). Pour tout
plongement σ : K → C on choisit une forme volume de type C∞, partout strictement positive,
définissant une mesure de probabilité λσ sur Xσ(C). On suppose que la donnée (λσ)σ∈Σ∞

soit
invariante par l’action de F∞. On peut donc définir une famille de normes ‖·‖σ,Lp (1 ≤ p < +∞)
et ‖ · ‖σ, sup sur Eσ := E ⊗OK,σ C telles que pour tout e ∈ Eσ ∼= H0(Xσ(C),Eσ),

‖e‖σ,Lp =

(∫

Xσ(C)

‖ex‖pσdλσ(x)
) 1

p

pour 1 ≤ p < +∞,

‖e‖σ, sup = sup
x∈Xσ(C)

‖ex‖σ.

Pour abréger on note ‖ · ‖σ = ‖ · ‖σ,L2. On désigne par ‖ · ‖ la norme hermitienne sur W (E).
Pour tout s ∈ EK , on a

‖s‖2 =
∑

σ∈Σ∞

‖s‖2σ.

La proposition suivant est une conséquence immédiate du théorème 1.6.6.

Proposition 1.7.17 Pour tout fibré vectoriel hermitien E et tout fibré inversible hermitien
L sur X , il existe une constante positive C > 0 (qui dépend de X , (λσ)σ∈Σ∞

, E et L ) telle
que pour toute section s ∈ H0(X ,E ⊗L⊗D)K et tout plongement σ : K → C,

‖s‖σ, sup ≤ CDd‖s‖σ,

où d est la dimension de XK .
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Corollaire 1.7.18 Soient L1 et L2 deux fibrés inversibles hermitiens sur X , E un fibré
vectoriel hermitien sur X . Pour tous entiers D1,D2 ≥ 1, on note ED1 = H0(X ,L⊗D1

1 ),
FD2 = H0(X ,L⊗D2

2 ⊗E ) et GD1,D2 = H0(X ,L⊗D1
1 ⊗L⊗D2

2 ⊗E ). Si on munit ces OK-modules
de la métrique L2, alors il existe une constante C tel que pour tout (D1,D2) ∈ Z2

>0,

ε(GD1,D2) ≤ C2Dd
1D

d
2ε(ED1)ε(FD2).

Démonstration. D’après la proposition 1.7.17, il existe une constant C telle que pour tout
plongement σ : K → C, tout entier D ≥ 1 et tout élément s ∈ ED ∪ FD on ait ‖s‖σ, sup ≤
CDd‖s‖σ. Par conséquent, pour tout (s1,s2) ∈ ED1 × FD2 ,

‖s1 ⊗ s2‖σ ≤ ‖s1 ⊗ s2‖σ, sup ≤ ‖s1‖σ, sup‖s2‖σ, sup ≤ C2Dd
1D

d
2‖s1‖σ‖s2‖σ.

Donc on a

‖s1 ⊗ s2‖2 =
∑

σ∈Σ∞

‖s1 ⊗ s2‖2σ ≤
∑

σ∈Σ∞

C4D2d
1 D2d

2 ‖s1‖2σ‖s2‖2σ ≤ C4D2d
1 D2d

2 ‖s1‖2‖s2‖2,

i.e. ‖s1 ⊗ s2‖ ≤ C2Dd
1D

d
2‖s1‖ · ‖s2‖. Ceci implique la proposition. 2

Lemme 1.7.19 Soit L un fibré inversible hermitien sur X et soit C > 0 vérifiant la conclu-
sion de la proposition 1.7.17 avec E = OX . Pour tout entier D ≥ 1 soit ED = H0(X ,L ), muni
de la métrique L2. Soient D1, · · · ,Dn des entiers strictement poisitifs. Si D = D1 + · · ·+Dn,
alors

ε(ED) ≤ Cn(D1 · · ·Dn)
dε(ED1) · · · ε(EDn

). (1.21)

Démonstration. Si pour tout 1 ≤ i ≤ n, si est une section dans H0(X ,L⊗Di), alors pour
tout σ ∈ Σ∞,

‖s1 ⊗ · · · ⊗ sn‖σ ≤ ‖s1 ⊗ · · · ⊗ sn‖σ, sup

≤ ‖s1‖σ, sup · · · ‖sn‖σ, sup ≤ Cn(D1 · · ·Dn)
d‖s1‖σ · · · ‖sn‖σ.

(1.22)

‖s1 ⊗ · · · ⊗ sn‖2 =
∑

σ∈Σ∞

‖s1 ⊗ · · · ⊗ sn‖2σ

≤
∑

σ∈Σ∞

C2n(D1 · · ·Dn)
2d‖s1‖2σ · · · ‖sn‖2σ

≤ C2n(D1 · · ·Dn)
2d

n∏

i=1

( ∑

σ∈Σ∞

‖si‖2σ

)
.

Par conséquent, on a

ε(ED) ≤ Cn(D1 · · ·Dn)
dε(ED1) · · · ε(EDn

).

2

Corollaire 1.7.20 Soit L un fibré inversible hermitien sur X . Pour tout entier D ≥ 1 soit
ED = H0(X ,L ⊗D), muni de la métrique L2. Soient n = (ni)1≤i≤r une famille d’entiers
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positifs, N = n1 + · · · + nr. On désigne par ϕ l’homomorphisme naturel de En1 ⊗ · · · ⊗ Enr

vers EN qui envoie s1 ⊗ · · · ⊗ sr en s1 · · · sr. Alors on a l’inégalité

h(ϕK) ≤ r logC +

r∑

i=1

(
d logni +

1

2
log(rgEni

)
)
, (1.23)

où C est la constante (qui ne dépend que de X , (λσ)σ∈Σ∞
et L ) dont l’existence est assurée

par la proposition 1.7.17 en prenant E = OX trivial.

Démonstration. Comme ϕK provient d’un homomorphisme de OK-modules, on a ‖ϕK‖p ≤ 1
pour toute place finie p. Soit σ : K → C un plongement. Si

(si)1≤i≤r ∈ En1,σ × · · · ×Enr,σ,

alors
‖s1 · · · sr‖σ,L2 ≤ ‖s1 · · · sr‖σ, sup ≤ ‖s1‖σ, sup · · · ‖sr‖σ, sup.

D’après la proposition 1.7.17, on obtient que pour tout 1 ≤ i ≤ r, ‖si‖σ, sup ≤ Cndi ‖si‖σ,L2.
Donc

‖s1 · · · sr‖σ,L2 ≤ Crnd1 · · ·ndr‖s1‖σ,L2 · · · ‖sr‖σ,L2 = Crnd1 · · ·ndr‖s1 ⊗ · · · ⊗ sr‖σ,L2 .

Comme En1,σ ⊗ · · · ⊗ Enr ,σ admet une base orthogonale constituée de rg(En1) · · · · · rg(Enr
)

éléments de la forme s1 ⊗ · · · ⊗ sr, on déduit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que

‖ϕK‖σ ≤ Crnd1 · · ·ndr
√

rg(En1) · · · rg(Enr
).

Par conséquent,

h(ϕK) ≤ r logC +

r∑

i=1

(
d logni +

1

2
log(rgEni

)
)
.

2

1.7.2 Fibrés inversibles hermitiens arithmétiquement amples

Soit X un schéma propre et plat sur SpecOK tel que XK soit lisse sur SpecK. On suppose
choisie pour tout plongement σ de K dans C une probabilité de Lebesgue λσ de telle sorte que
la donnée (λσ)σ∈Σ∞

soit invariante par l’action de F∞.

Définition 1.7.21 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . On dit qu’une section s ∈
H0(X ,E) est effective (resp. strictement effective) si max

σ∈Σ∞

‖s‖σ, sup ≤ 1 (resp. max
σ∈Σ∞

‖s‖σ, sup <

1).

Remarque 1.7.22 Soient E un fibré vectoriel hermitien sur X , s une section dans H0(X ,E)
et ϕ : OX → E l’homomorphisme induit par s. Si on munit OX de la métrique hermitienne
canonique, alors s est effective (resp. strictement effective) si et seulement si max

σ∈Σ∞

‖ϕK‖σ, sup ≤
1 (resp. max

σ∈Σ∞

‖ϕK‖σ, sup < 1).

Définition 1.7.23 (cf. [90], voir aussi [83]) Soit L un fibré inversible hermitien sur X .
On dit que L est (arithmétiquement) ample si pour tout fibré vectoriel hermitien E sur X il
existe un entier n0 > 0 tel que pour tout entier n ≥ n0, il existe un entier a(n) > 0 et un

homomorphisme surjectif de O⊕a(n)
X

vers E ⊗ L⊗n qui est induit par des sections strictement
effectives.
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Remarque 1.7.24 Soit L un fibré inversible hermitien sur X . Si L est arithmétiquement
ample, alors L est un OX -module inversible ample. D’après [12] proposition 3.2.4, si une
puissance tensorielle de L est engendrée par ses sections globales effectives et si c1(L) est

strictement positive, alors pour tout cycle effectif Z ∈ Zq(X ), hL(Z)
def
= d̂eg(ĉ1(L)qZ) ≥ 0.

Zhang [90] a démontré que pour que L soit arithmétiquement ample, il suffit que (en considérant
X comme un schéma sur Z)

1) LQ est ample et L est relativement semipositif,

2) pour tout sous-schéma fermé irréductible Y de X qui est plat sur Spec Z, la hauteur
ĉ1(L|Y )dim Y est strictement positive.

En particulier, si L est ample, si c1(L) est strictement positive et s’il existe une puissance L⊗n

de L qui est engendrée par ses sections effectives sur X , alors L est arithmétiquement ample.

1.8 Morphismes d’évaluation et algébricité des sous-schémas
formels

Dans ce paragraphe, on étend les critères d’algébricité de sous-schémas formels des variétés
projectives développée par J.-B. Bost dans [9] et [10], voir aussi [11].

1.8.1 Un critère numérique d’algébricité

Soient K un corps, q : X → SpecK une variété algébrique projective sur K, L un OX -
module inversible ample, Y un sous-schéma fermé intègre de X et V̂ un sous-schéma formel
fermé du complété formel X̂Y de X le long de Y dont Y est un schéma de définition. Si on
désigne par Vi le iième voisinage infinisémal de Y dans V̂ , alors on a des immersions fermées
successives:

Y = V0 ⊂ V1 ⊂ V2 · · · .
L’espace localement annelé sous-jacent à V̂ s’identifie à lim−→Vi. On désigne par ϕi : Vi → X

l’immersion fermée canonique, et par ϕ : V̂ → X le morphisme d’espaces localement annelés
induit par les ϕi.

Pour tout entier D > 0, on définit un espace vectoriel sur K

ED := q∗L
⊗D = H0(X,L⊗D)

qui est de dimension finie puisque X est propre sur K. Observons que l’espace topologique
sous-jacent à V̂ et aux Vi est |Y |, et l’application continue d’espaces topologiques sous-jacente
à ϕi et à ϕ est l’inclusion canonique |ϕ| : |Y | → |X |.

On a des homomorphismes canoniques

ηiD : ED = q∗L
⊗D −→ q∗ϕi∗ϕ

∗
iL
⊗D = H0(|Y |,ϕ∗iL⊗D),

ηD : ED = q∗L
⊗D −→ q∗ϕ∗ϕ

∗L⊗D = H0(|Y |,ϕ∗L⊗D).

Le faisceau d’anneaux sous-jacent à ObV est la limite projective des faisceaux OVi
. Comme le

système projectif (OVi
)i≥0 de faisceaux d’anneaux satisfait à la condition de Mittag-Leffler (cf.

[45] 0III.13), on a ϕ∗L⊗D ∼= lim←−ϕ
∗
iL
⊗D. En particulier on a

H0(|Y |,ϕ∗L⊗D) = lim←−H
0(|Y |,ϕ∗iL⊗D),

et ηD = lim←− η
i
D.
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Pour tout i ∈ N, soit Ii+1 l’idéal de OX définissant le sous-schéma Vi. Soit I le noyau
de l’homomorphisme canonique ObV → OY . C’est un idéal cohérent de ObV qui s’identifie
canoniquement à ϕ∗I1. De plus, le noyau de l’homomorphisme canonique ObV → OVi

est par
définition Ii+1, qui s’identifie canoniquement à (cf. [27] théorème 7.1) ϕ∗Ii+1.

Lemme 1.8.1 Soient W une variété algébrique projective sur SpecK et (Li)1≤i≤n une fa-
mille de OW -modules inversibles. Alors il existe une constante c > 0 telle que pour tout
(D1, · · · ,Dn) ∈ Nn, on ait

rgK H
0(W,L⊗D1

1 ⊗ · · · ⊗ L⊗Dn
n ) ≤ c(D1 + · · ·+Dn)

dimW .

Démonstration. Soit L un OW -module inversible ample. Il exists un entier strictement positif
a tel que, pour tout entier 1 ≤ i ≤ n, le OW -module Li est isomorphe à un sous-OW -module
de L⊗a. Par conséquent, pour tout (D1, · · · ,Dn) ∈ Nn, on a un homomorphisme injectif de
L⊗D1

1 ⊗· · ·⊗L⊗Dn
n vers L⊗a(D1+···+Dn). La proposition découle alors de la théorie du polynôme

de Hilbert. 2

Dans la suite du paragraphe, on suppose que Y soit régulièrement immergé dans V̂ , c’est-
à-dire que l’idéal cohérent I de ObV soit localement engendré par une suite régulière. Dans ce

cas-là le fibré normal N(= NY V̂ ) := (I/I2)∨ est un OY -module localement libre de rang fini,
et l’homomorphisme canonique de OY -algèbres

⊕

i≥0

SiN∨ −→
⊕

i≥0

Ii/Ii+1

est un isomorphisme (cf. [46] 0IV.15.1.9).
Si on désigne par EiD le noyau de ηi−1

D , alors on a une suite décroissante d’espaces vectoriels
sur K (en posant E0

D = ED)

ED = E0
D ⊃ E1

D ⊃ E2
D ⊃ · · ·EiD ⊃ · · · ⊃ Ei+1

D ⊃ · · · .

Soit p : P(N∨)→ Y le morphisme canonique, alors

H0(Y,L|⊗DY ⊗ SiN∨) = H0(Y,L|⊗DY ⊗ p∗OP(N∨)(i))

= H0(Y,p∗(p
∗L|⊗DY ⊗OP(N∨)(i))) ∼= H0(P(N∨),p∗L|⊗DY ⊗OP(N∨)(i)).

Soit d la dimension de V̂ . Appliqué à W = P(N∨), qui est de dimension d − 1, le lemme
précédent montre qu’il existe une constante c > 0 tel que

rgK H
0(P(N∨),p∗L|⊗DY ⊗OP(N∨)(i)) ≤ c(i+D)d−1, (1.24)

Donc on a la majoration
rgK(EiD/E

i+1
D ) ≤ c(i+D)d−1.

Soit Z la fermeture Zariski de V̂ dans X , c’est-à-dire le plus petit sous-schéma fermé de X
contenant tous les Vi. Le sous-schéma fermé Z de X est alors défini par l’idéal J = lim←− In. On a

dimZ ≥ dim V̂ car la completion Ẑ de Z le long de Y contient V̂ . On dit que V̂ est algébrique
si on a l’égalité des dimensions dimZ = dim V̂ .

Le noyau de ηD est égal à

⋂

i≥0

EiD =
⋂

i≥0

H0(X,Ii+1 ⊗ L⊗D) = H0(X,J ⊗ L⊗D).
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On a une suite exacte

0 // H0(X,J ⊗ L⊗D) // H0(X,L⊗D) // H0(X,(OX/J)⊗ L⊗D) // H1(X,J ⊗ L⊗D) .

Comme L est un OX -module inversible ample, H1(X,J ⊗ L⊗D) = 0 pour D suffisamment
grand. Donc il existe D0 > 0 tel que, pour tout D ≥ D0, on ait

ED

/⋂

i≥0

EiD = H0(X,(OX/J)⊗ L⊗D) = H0(Z,ψ∗L⊗D),

où ψ : Z → X est l’immersion fermée canonique. Son rang est donc équivalent à

degL Z

dimZ!
DdimZ

lorsque D → +∞.
Comme Ii+1 est le noyau de ObV → OVi

, on a un isomorphisme canonique

ϕ∗iL
⊗D ∼= (ϕ∗L⊗D)⊗O bV

(ObV /I
i+1).

Par conséquent, on a une suite exacte

0 // ϕ∗L⊗D ⊗O bV
(Ii/Ii+1) // ϕ∗iL

⊗D // ϕ∗i−1L
⊗D // 0

qui induit en identifiant ϕ∗L⊗D⊗O bV
SiN∨ à L|⊗DY ⊗OY

SiN∨ un diagramme commutatif dont
la première ligne est exacte:

0 // H0(|Y |,L|⊗DY ⊗ SiN∨) // H0(|Y |,ϕ∗iL⊗D) // H0(|Y |,ϕ∗i−1L
⊗D)

ED

ηi
D

OO

ηi−1
D

55kkkkkkkkkkkkkkkk

Si s est une section de L⊗D sur X , alors s appartient à EiD = Ker ηi−1
D si et seulement si ηiD

envoie s dans (l’image de) H0(|Y |,ϕ∗L⊗D ⊗ SiN∨). Donc ηiD induit un homomorphisme

ηiD|Ei
D

: EiD −→ H0(|Y |,ϕ∗L⊗D ⊗O bV
SiN∨)

dont le noyau est Ei+1
D , puis un homomorphisme injectif d’espaces vectoriels sur K

γiD : EiD/E
i+1
D −→ H0(|Y |,L|⊗DY ⊗ SiN∨).

Le critère d’algébricité ci-dessous étend celui établi par J.-B. Bost (cf. [10] Lemma 2.4)
lorsque dimY = 0.

Proposition 1.8.2 Si

lim inf
D→∞

∑
i≥0(i/D) rgK(EiD/E

i+1
D )

∑
i≥0 rgK(EiD/E

i+1
D )

< +∞, (1.25)

alors V̂ est algébrique.
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Démonstration. Soit λ > 0 un entier, On a

∑

i≥0

i

D
rgK(EiD/E

i+1
D )

≥
∑

i≥λD

i

D
rgK(EiD/E

i+1
D ) ≥ λ

∑

i≥λD

rgK(EiD/E
i+1
D )

= λ


∑

i≥0

rgK(EiD/E
i+1
D )−

∑

0≤i<λD

rgK(EiD/E
i+1
D )




≥ λ
∑

i≥0

rgK(EiD/E
i+1
D )− cλ

∑

0≤i<λD

(i+D)d−1

≥ λ
∑

i≥0

rgK(EiD/E
i+1
D )− cλ2(λ + 1)d−1Dd.

Comme

∑

i≥0

rgK(EiD/E
i+1
D ) = rgK

(
ED

/⋂

i≥0

EiD

)
∼ degL Z

dimZ!
DdimZ (Z → +∞),

on obtient que

lim inf
D→∞

∑
i≥0(i/D) rgK(EiD/E

i+1
D )

∑
i≥0 rgK(EiD/E

i+1
D )

≥ λ− lim sup
D→∞

dimZ!cλ2(λ+ 1)d−1Dd

degL ZD
dimZ

.

Supposons que V̂ ne soit pas algébrique. Alors dimZ > d, donc

lim sup
D→∞

dimZ!cλ2(λ + 1)d−1Dd

degL ZD
dimZ

= 0.

Par conséquent,

lim inf
D→∞

∑
i≥0(i/D) rgK(EiD/E

i+1
D )

∑
i≥0 rgK(EiD/E

i+1
D )

≥ λ.

Comme λ est arbitraire, on en déduit que

lim inf
D→∞

∑
i≥0(i/D) rgK(EiD/E

i+1
D )

∑
i≥0 rgK(EiD/E

i+1
D )

= +∞.

2

La condition (1.25) est non seulement suffisante, mais encore “quasiment necessaire” pour

l’algébricité de V̂ . En effet, on peut démontrer que, si V̂ peut s’écrire comme le complété formel
le long de Y d’une sous-variété algébrique de X contenant Y , alors EiD/E

i+1
D = 0 lorsque i/D

est suffisamment grand.

Lemme 1.8.3 Soient X une variété algébrique projective sur un corps k, L un OX-module
inversible ample, Y une sous-variété de X, π : X̃ → X l’éclatement de X le long de Y et E
le diviseur exceptionnel. Alors il existe un entier N > 0 tel que, pour tout entier n > N , le
O eX-module inversible π∗L⊗n ⊗O(−E) soit ample.
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Démonstration. Soit I l’idéal de Y dans X . Comme L est ample, il existe N ∈ N tel que
L⊗N ⊗ I soit engendré par ses sections au-dessus de X . Soit

O⊕aX −→ L⊗N ⊗ I

un homomorphisme surjectif. Il induit pour tout n > N un homomorphisme surjectif de OX -
modules

Fn := (L⊗(n−N))⊕a → L⊗n ⊗ I.

On obtient alors un homomorphisme surjectif de OX -algèbres quasi-cohérentes graduées

⊕

m≥0

Sm(Fn) −→
⊕

m≥0

L⊗nm ⊗ Im.

Par la construction ProjX , cela induit une immersion fermée i de X̃ dans P(Fn) compatible
avec jection sur X et telle que i∗(OFn

(1)) = π∗L⊗n ⊗ O(−E). Comme n > N , Fn est un
OX -module inversible ample. Par conséquent, OFn

(1) est aussi ample. Enfin, π∗L⊗n⊗O(−E)
est ample car une immersion fermée est un morphisme affine. 2

Proposition 1.8.4 On suppose que Y soit régulièrement immergé dans V̂ et qu’il existe une
sous-variété algébrique Z de X contenant Y telle que V̂ = ẐY (la variété Z est donc égale à la

fermeture Zariski de V̂ dans X). Alors il existe un nombre réel λ > 0 tel que pour tout entier
D > λ et tout entier i > λD on ait EiD/E

i+1
D = 0.

Démonstration. Soient Z̃ l’éclatement de Z le long de Y , v : Z̃ → Z le morphisme canonique,
et E le diviseur exceptionnel. Soit d la dimension de Z. On note L = v∗(L|Z). Soit ε(L,Y ) la
constante

sup{q ∈ Q | L ⊗ O(−qE) est ample}.

Cette constante est strictement positive grâce au lemme 1.8.3. Pour toute section s ∈ EiD non

identiquement nulle sur Z, le diviseur de Cartier sur Z̃

v∗ div(s|Z)− iE

est effectif. Sa classe dans CHd−1(Z̃) est

(Dc1(L) − ic1(O(E))) ∩ [Z̃].

Pour tout q ∈ Q tel que v∗L|Z ⊗ O(−qE) soit ample et tout entier 0 ≤ a < d, le degré de
l’élément

v∗(c1(L)ac1(L ⊗O(−qE))d−a−1 ∩ [v∗ div(s|Z)− iE])
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de CH0(Z) est positif ou nul. Par ailleurs, on a

v∗(c1(L)ac1(L ⊗O(−qE))d−a−1 ∩ [v∗ div(s|Z)− iE])

=
d−a−1∑

j=0

(−q)j
(
d− a− 1

j

)
v∗(c1(L)d−1−jc1(O(E))j(Dc1(L)− ic1(O(E))) ∩ [Z̃])

=

d−a−1∑

j=0

(−q)jD
(
d− a− 1

j

)
v∗(c1(L)d−jc1(O(E))j ∩ [Z̃])

−
d−a∑

j=1

(−q)j−1i

(
d− a− 1

j − 1

)
v∗(c1(L)d−jc1(O(E))j ∩ [Z̃])

= D degL(Z)− (−q)d−a−1iv∗(c1(L)ac1(O(E))d−a ∩ [Z̃])−
d−a−1∑

j=1

(−q)j−1

[
qD

(
d− a− 1

j

)
+ i

(
d− a− 1

j − 1

)]
v∗(c1(L)d−jc1(O(E))j ∩ [Z̃]).

(1.26)

Notons que l’on a

v∗(c1(O(E))j ∩ [Z̃]) = (−1)j−1sj′ (N) ∩ [Z] =

{
0, si j < d− dimY,

(−1)j−1[Y ], si j = d− dimY,

où j′ = j − d+ dimY , N = NY Z et sj′(N) est la j′
ième

classe de Segre de N (cf. [31] Chap. 3
§1). La positivité de (1.26) devient

D degL(Z)− (−q)d−a−1i deg
(
v∗(c1(L)ac1(O(E))d−a ∩ [Z̃])

)
−

d−a−1∑

j=d−dimY

(−q)j−1

[
qD

(
d− a− 1

j

)
+ i

(
d− a− 1

j − 1

)]
deg

(
v∗(c1(L)d−jc1(O(E))j ∩ [Z̃])

)
≥ 0

En particulier, si on prend a = dimY , alors on a

D degL(Z)− iqd−dimY−1 degL(Y ) ≥ 0.

On a montré que, si EiD/E
i+1
D 6= 0, alors

i ≤ D degL Z

ε(L,Y )d−dimY−1 degL Y
.

2

1.8.2 Modèles des applications d’évaluation sur une base régulière de
dimension 1

On garde les notations du sous-paragraphe 1.8.1. Soient Λ un schéma intègre régulier de
dimension 1, a le point générique de Λ. On suppose dans ce sous-paragraphe que K soit le
corps des fonctions rationnelles sur Λ.

Soit π : X → Λ un morphisme projectif et plat tel queX ∼= Xa. On désigne par u : X →X
le morphisme composé de cet isomorphisme et du morphisme “d’inclusion” Xa →X . Soit Z
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(resp. Y , Vi) l’adhérence schématique de Z (resp. Y , Vi) dans X ; c’est un sous-schéma fermé
de X dont l’idéal est noté J (resp. I , Ii+1). En fait, on a V0 = Y , et les schémas Vi
admettent le même espace topologique sous-jacent |Y |. Observons que Y est plat sur Λ.

Par définition, Ii+1 (resp,. J ) est le noyau de l’homomorphisme de OX -modules

OX
// u∗u∗OX

// u∗(OX/Ii+1)

(resp. OX
// u∗u∗OX

// u∗(OX/J) ).

On a donc des inclusions d’idéaux de OX

J ⊂ · · · ⊂ Ii+1 ⊂ Ii ⊂ · · · ⊂ I2 ⊂ I1.

Par conséquent, on a les immersions fermées

Y = V0
// V1

// · · · // Vi−1
// Vi // · · · // Z // X .

D’autre part, on a IiIj ⊂ Ii+j puisque IiIj ⊂ Ii+j Notamment on a I1Ii−1 ⊂ Ii pour tout
entier i > 1. Donc Ii/Ii+1 peut être considéré comme un OX /I1-module et (Ii/Ii+1)|Y est
canoniquement isomorphe à Ii/Ii+1

∼= Si(N∨). On désigne par ϕ̄i l’immersion fermée canonique
de Vi dans X . On a ϕi = ϕ̄i,K .

Supposons que L soit un OX -module inversible ample relativement à π tel que LK
∼= L.

Posons ED = π∗L ⊗D, d’où ED = ED,K . Pour tout i ∈ N on a un homomorphisme canonique

η̄iD : π∗L
⊗D −→ π∗ϕ̄i∗ϕ̄

∗
iL
⊗D.

On a ηiD = η̄iD,K . Soit E iD le noyau de l’homomorphisme η̄i−1
D . Comme

ϕ̄∗iL
⊗D = (L ⊗D ⊗ (OX /IVi

))|Y ,

on a une suite exacte

0 // (L ⊗D ⊗ (Ii/Ii+1))|Y // ϕ̄∗iL
⊗D // ϕ̄∗i−1L

⊗D // 0

qui induit une suite exacte

0 // π∗ϕ̄0∗(L |⊗DY ⊗ (Ii/Ii+1)|Y ) // π∗ϕ̄i∗ϕ̄∗iL
⊗D // π∗ϕ̄i−1,∗ϕ̄

∗
i−1L

⊗D

ED

η̄i
D

OO

η̄i−1
D

55lllllllllllllll

Donc on obtient un homomorphisme injectif

γ̄iD : E i
D/E

i+1
D −→ π∗ϕ̄0∗(L |⊗DY

⊗ (Ii/Ii+1)|Y ). (1.27)

On remarque que γiD = γ̄iD,K .

Pour tout entier i ≥ 1, (Ii/Ii+1)|Y est un OY -module sans torsion. Donc π∗ϕ̄0∗(L |⊗DY
⊗

(Ii/Ii+1)|Y ) est un OΛ-module localement libre de rang fini.

Si V̂ se prolonge en un sous-schéma formel V̂ du complété formel X̂Y tel que Y soit
régulièrement immergé dans V̂ , alors (Ii/Ii+1)|Y est isomorphe à Si(N ∨), où N = NY V̂ =
(I /I 2)|∨

Y
.
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Chapitre 2

Positivité faible des fibrés
vectoriels et algébrisation I: cas
géométrique

2.1 Conditions de positivité géométriques

Dans ce paragraphe, on fixe un corps k.

2.1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1 Soient X un schéma projectif de dimension ≥ 1 sur k et E un OX -module
localement libre de rang fini et non-nul. On considère les propriétés suivantes du couple (X,E):

P1(X,E) : E est ample sur X .

P2(X,E) : Il existe une variété projective Y de dimension ≥ 1 sur un corps K extension
(éventuellement transcendante) de k, et un k-morphisme dominant h : Y → X tels
que h∗E soit ample sur Y .

P3(X,E) : Pour tout OX -module inversible L, il existe λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et
tout entier n > λd on ait

H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗d) = 0.

L’énoncé suivant regroupe des propriétés classiques de l’amplitude des fibrés vectoriels.

Proposition 2.1.2

1) Soient X un schéma projectif de dimension ≥ 1 sur un corps k et E un OX-module locale-
ment libre de rang fini et non-nul. On a

P1(X,E)⇐⇒ P1(P(E),OE(1)).

2) Si f : Y → X est un morphisme fini et surjectif de schémas projectifs de dimension ≥ 1 et
si E est un OX-module localement libre de rang fini et non-nul, alors

P1(X,E)⇐⇒ P1(Y,f
∗E).
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3) Si X est un schéma projectif de dimension ≥ 1 sur un corps k et si E est un OX-module
localement libre de rang fini et non-nul, alors

P1(X,E)⇐⇒ P1(Xred,Ered),

où Ered est la restriction de E à Xred.

Proposition 2.1.3 Si f : Y → X est un morphisme surjectif de variétés algébriques projec-
tives de dimension ≥ 1 sur k et si E est un OX-module localement libre de rang fini et non-nul,
alors

P2(Y,f
∗E) =⇒ P2(X,E).

Si en outre f est fini, alors

P2(X,E) =⇒ P2(Y,f
∗E).

Démonstration. “P2(Y,f
∗E) =⇒ P2(X,E)”: Soient Z une variété projective de dimension ≥ 1

sur une extension K de k et h : Z → Y un k-morphisme dominant tels que h∗(f∗(E)) soit
ample. Alors fh : Z → X est un k-morphisme dominant et (fh)∗E = h∗(f∗E) est ample.

“P2(X,E) =⇒ P2(Y,f
∗E)”: Soient Z une variété projective de dimension ≥ 1 sur une

extension de k et h : Z → X un k-morphisme dominant tel que h∗E soit ample. Soient
Z ′ = Z ×X Y et p : Z ′ → Y , q : Z ′ → Z les deux projections.

Z ′
q //

p

��
�

Z

h

��
Y

f
// X

Comme f est surjectif, il en est de même de q (cf. [49] I.3.6.1), donc fp = hq est dominant
puisque h est dominant. Si on désigne par x0 (resp. y0) le point générique de X (resp. Y ), alors
f(y0) = x0 car f est surjectif. D’autre part, on a dimX = dimY car f est fini et surjectif
(cf. [47] IV.5.4.1). Si y est un point de Y tel que f(y) = x0, alors la restriction f1 de f à
Y1 = {y} est finie puisque l’inclusion de Y1 dans Y est une immersion fermée, donc fini (cf.
[44] II.6.1.5). Par conséquent, f1 est un morphisme fermé (cf. [44] II.6.1.10), et donc f1 est
surjectif. On a alors dim Y1 = dimX = dimY . Comme Y est irréductible, Y1 = Y et y = y0.
On a donc démontré que f−1({x0}) = {y0}. Comme fp est dominant, x0 est dans l’image
de fp. Par conséquent, y0 est dans l’image de p, i.e., p est un morphisme dominant. Le fibré
vectoriel p∗(f∗E) = q∗(h∗E) est ample sur Z ′ car q est un morphisme fini. Si z0 ∈ p−1(y0), le

sous-schéma réduit {y0} =: Z̃ de Z est projectif sur K, q|eZ : Z̃ → Y est dominant et q|∗eZ(h∗E)
est ample. 2

Soient n un entier strictement positif et M un espace vectoriel de dimension n + 1 sur k.
Après avoir choisi une base dans M , le schéma P = Pnk peut être considéré comme le fibré
projectif P(M) de M sur Spec k, ou bien comme P(M∨) de M∨ en considérant la base duale.

Lemme 2.1.4 Soient f : X → Y un morphisme quasi-compact de schémas, g : Y ′ → Y un
morphisme d’un schéma affine Y ′ vers Y , X ′ = X ×Y Y ′, π : X ′ → X la première projection
et E un fibré vectoriel sur X. Si X est quasi-compact et quasi-séparé et si E est ample, alors
E′ = π∗(E) est ample sur X ′.
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Démonstration. Compte tenu de [51] 3.2, il suffit de vérifier que le faisceau tautologique sur
P(E′) est ample. D’après [44] II.4.1.3, on a le diagramme commutatif suivant dont les carrés
sont cartésiens

P(E′) //

�p

��

X ′

�π

��

// Y ′

g

��
P(E) // X

f
// Y

où p : P(E′) → P(E) est la projection canonique. De plus, on a OE′(1) ∼= p∗(OE(1)). Comme
E est ample sur X , OE(1) est ample sur P(E), donc Y -ample. D’après [44] II.4.6.13, OE′(1)
est Y ′-ample. Comme Y ′ est un schéma affine, OE′(1) est ample compte tenu de [44] II.4.6.6.
2

Remarque 2.1.5 En particulier si X est une variété algébrique projective de dimension ≥ 1
sur un corps k, E un OX -module localement libre de rang fini et non-nul, et K une extension
de k, alors

P1(X,E) =⇒ P1(XK ,EK).

En outre, d’après le critère cohomologique de l’amplitude et la formule de changement de base
pour les groupes de cohomologie, on a

P1(XK ,EK) =⇒ P1(X,E).

Lemme 2.1.6 Soit X une variété algébrique projective de dimension n ≥ 1 sur k. Pour tout
entier m < n, il existe une extension purement transcendante K de k, une variété algébrique
projective Y de dimension m sur K, et un K-morphisme h : Y → XK qui ne se factorise
pas par un sous-schéma de XK de la forme FK , où F est un sous-schéma fermé propre de X
(autrement dit, le k-morphisme de Y vers X est dominant), tels que pour tout fibré vectoriel
ample E sur X, h∗(EK) soit ample sur Y .

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur la dimension de X , il suffit de démontrer
le lemme pour m = n− 1. D’après la normalisation de Noether, il existe un morphisme g fini
et surjectif de X vers P = Pnk . Soit Z la sous-variété d’incidence de P ×k P , c’est-à-dire la
sous-variété fermée de P ×k P vu comme P(M) ×k P(M∨) définie par la relation f(x) = 0
(f ∈M∨, x ∈M). C’est une sous-variété de codimension 1 de P ×k P . Posons T = X ×P Z et
considérons le diagramme commutatif suivant:

T

�

��

�

j //� X ×k P
�

π //

gP

��

X

g

��
Z

�

i
//� P ×k P

�

pr1 //

pr2

��

P

��
P // Spec k

où pr1 : P ×k P → P est la première projection, pr2 est la deuxième et π : X ×k P → X est la
première projection, i : Z → P×kP et j : T → X×kP sont les immersions fermées canoniques.
Soit K le corps des fonctions rationnelles de P . C’est une extension purement transcendante
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de k, de degré de transcendance n. On note PK := P ×k SpecK et XK := X ×k SpecK, et on
définit TK par le carré cartésien

TK

��

// T

pr2 ◦j

��
SpecK // P

On a le diagramme commutatif suivant:

TK
u //

�

jK

��
� �

T
�

j

��
�

XK

gK

��

//

�

X ×k P π //

gP

��
�

X

g

��
PK //

��
�

P ×k P pr1 //

pr2

��
�

P

��
SpecK // P // Spec k

Les schémasXK et TK sont projectifs sur SpecK. De plus, comme un corps est universellement
caténaire (d’après [27] corollaire 13.5), on a

dimTK = dim T − dimP = dimZ − dimP = 2n− 1− n = n− 1.

Comme pr1 i : Z → P est surjectif, il en est de même de πj : T → X . D’autre part,
pr1 ◦i : Z → P est localement pour la topologie de Zariski un fibré en Pn−1, et par changement
de base, il en va donc de même de pr1 ◦j : T → X . Cela montre que T est un schéma intègre.
La projection canonique u de TK vers T est donc dominant. Par conséquent, le morphisme
πju : TK → X est dominant. Si E est un fibré vectoriel ample sur X , alors EK est ample sur
XK d’après le lemme 2.1.4. Comme jK est une immersion fermée, j∗K(EK) est ample sur TK .
Enfin, en prennant une composante irréductible de (TK)red on obtient une variété algébrique
Y de dimension n−1 sur K ainsi qu’un morphisme h : Y → XK qui est le composé de jK avec
l’immersion fermée canonique de Y dans TK de telle sorte que le morphisme canonique de Y
dans X soit dominant et que pour tout fibré vectoriel ample E sur X , h∗(EK) soit ample sur
Y . 2

Remarque 2.1.7 La démonstration ci-dessus montre que l’on peut construire K de degré de
transcendance sur k égal à

∑

m<i≤n

i =
1

2
(n2 + n−m2 −m).

Remarque 2.1.8 Dans le lemme 2.1.6, si on suppose que X soit géométriquement réduit
(c’est-à-dire que le corps des fonctions rationnelles sur X soit une extension séparable sur k, cf.
[47] IV.4.6.1), alors on peut choisir Y géométriquement réduit. Cela repose sur une variante de
la normalisation de Noether (cf. [27] Corollaire 16.18) qui nous permet de trouver un morphisme
fini surjectif et séparable de X sur un espace projectif.
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Remarque 2.1.9 Soient X une variété projective de dimension ≥ 1 et E un OX -module
localement libre de rang fini et non-nul. D’après le lemme 2.1.6, la condition P2(X,E) est
équivalente à la condition suivante:
P ′2(X,E): Il existe une courbe projective C sur une extension de k et un k-morphisme dominant
h : C → X tels que h∗E soit ample sur C.

Proposition 2.1.10 Soient X un schéma projectif de dimension ≥ 1 et E un OX-module
localement libre de rang fini. La condition P3(X,E) est équivalente à chacune des conditions
suivantes:

1) Pour tout OX-module inversible L et tout OX-module cohérent sans torsion F , il existe
λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd on ait

H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗d ⊗F) = 0.

2) Il existe un OX-module inversible ample L tel que pour tout OX-module cohérent sans
torsion F il existe λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd on ait

H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗d ⊗F) = 0.

3) Il existe un OX-module inversible ample L et un nombre λ > 0 tels que pour tout entier
d > λ et tout entier n > λd on ait

H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗d) = 0.

Démonstration. “1)=⇒2)=⇒3)” est trivial.
“P3(X,E) =⇒1)”: Soit L1 un OX -module inversible ample tel que L2 = L1 ⊗ L∨ soit très

ample. D’après le lemme 1.3.5 il existe deux entiers m et a ainsi qu’un homomorphisme injectif
de F dans (L⊗m1 )⊕a. Il induit un homomorphisme injectif

SnE∨ ⊗ L⊗d ⊗F −→ SnE∨ ⊗ (L
⊗(d+m)
1 )⊕a ⊗ L∨⊗d2 .

Comme L⊗d2 est très ample, il est effectif, donc il existe un homomorphisme injectif de L∨⊗d2

dans OX . Par conséquent, on obtient un homomorphisme injectif

SnE∨ ⊗ (L
⊗(d+m)
1 )⊕a ⊗ L∨⊗d2 −→ (SnE∨ ⊗ L⊗(d+m)

1 )⊕a

Si (X,E) vérifie la condition P3, il existe λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier

n > λd, H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗(d+m)
1 ) = 0. Sous ces hypothèses, H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗d ⊗ F) = 0 car

c’est un sous-groupe du groupe H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗(d+m)
1 )⊕a = 0.

“3)=⇒ P3(X,E)”: Soit L′ un OX -module inversible. Alors il existe un entier m tel que
L⊗m⊗L′∨ soit très ample. Par conséquent, il existe un homomorphisme injectif OX → L⊗m⊗
L′
∨

qui induit un homomorphisme injectif L′ → L⊗m. Par conséquent, pour tout entier n > 0
et tout entier d > 0 on a un homomorphisme injectif SnE∨ ⊗ L′⊗d −→ SnE∨ ⊗ L⊗md. On a
donc un homomorphisme injectif des groupe de sections globales:

H0(X,SnE∨ ⊗ L′⊗d) −→ H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗md).

2

Lemme 2.1.11 Soit h : X → Y un morphisme dominant de schémas intègres. Si F est un
OY -module localement libre de rang fini tel que H0(X,h∗(F )) = 0, alors H0(Y,F ) = 0.
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Démonstration. Soit x (resp. y) le point générique de X (resp. Y ). Comme h est dominant on
a h(x) = y. Si s ∈ H0(Y,F ) 6= 0, alors s(y) 6= 0, donc son image canonique dans H0(X,h∗(F ))
est non-nulle puisque l’homomorphisme canonique Fy −→ h∗(F )x est injectif. 2

Proposition 2.1.12 Soit h : X → Y un morphisme dominant de variétés algébriques et E un
OY -module localement libre de rang fini et non-nul. Alors

P3(X,h
∗E) =⇒ P3(Y,E)

Démonstration. Si L est un OY -module inversible, alors h∗L est un OX -module inversible.
Donc il existe λ > 0 tel que pour tout d > λ et tout n > λd on ait

H0(X,Sn(h∗E)∨ ⊗ (h∗L)⊗d) = H0(X,h∗(Sn(E∨)⊗ L⊗d)) = 0.

Par conséquent, on a H0(X,Sn(E∨)⊗ L⊗d) = 0 compte tenu du lemme 2.1.11. 2

Remarque 2.1.13 Dans la proposition 2.1.12, il suffit de supposer que X soit un schéma
projectif sur k qui est réduit. En effet, dans ce cas-là, toute composante irréductible de X est
intègre. En appliquant la proposition 2.1.12 sur une des composantes irréductibles de X qui
domine Y on obtient le résultat.

Remarque 2.1.14 Soient X un schéma projectif sur k et E un OX -module localement libre
de rang fini et non-nul. Si K est une extension de k, alors

P3(XK ,EK)⇐⇒ P3(X,E).

En effet, pour tout OX -module quasi-cohérent F , on a

H0(XK ,FK) ∼= H0(X,F)⊗k K

compte tenu du [45] III.1.4.15 (voir [46] IV.1.7.21), et si L est un OX -module inversible ample
sur X , alors LK est ample sur XK .

Lemme 2.1.15 Soient π : X → Y un morphisme surjectif de schémas projectifs sur k. Si L
est un OX -module inversible ample relativement à π, alors il existe un OY -module inversible
ample M tel que L⊗ π∗M soit ample.

Démonstration. Comme L est ample relativement à π, il existe un entier n > 0, unOY -module
localement libre de rang fini et non-nul E et une immersion f : X → P(E) compatible à π tels
que L⊗n ∼= f∗(OE(1)). On désigne par p : P(E) → X la projection canonique. On a ainsi un
diagramme commutatif:

X
f //

π

��

P(E)

p
}}zz

zz
zz

zz

Y

Comme π est propre, le morphisme f est une immersion fermée. Comme Y est projective,
il existe un OY -module inversible ample M tel que E ⊗M⊗n soit encore ample. On a alors
P(E) ∼= P(E ⊗M⊗n), et

OE⊗M⊗n(1) ∼= OE(1)⊗ p∗M⊗n.



Conditions de positivité géométriques 57

Comme f est une immersion fermée,

(L ⊗ π∗M)⊗n = f∗(OE(1))⊗ f∗(p∗M)⊗n = f∗(OE(1)⊗ p∗M⊗n) ∼= f∗(OE⊗M⊗n(1))

est ample puisque E ⊗M⊗n est ample. 2

Proposition 2.1.16 Soient π : X → Y un morphisme surjectif de schémas projectifs sur k.
Si F est un OX-module localement libre de rang fini et non-nul, ample relativement à π, alors
il existe un OY -module inversible ample M tel que F ⊗ π∗M soit ample.

Démonstration. Soient q : P(F ) → X le morphisme canonique, L = OP(F )(1). Comme F est
ample relativement à π, L est ample relativement à f = πq. Si on applique le lemme 2.1.15
à f et à L, on obtient qu’il existe un OY -module inversible ample M tel que L ⊗ f∗M soit
ample. Comme L⊗ f∗M = L⊗ q∗(π∗M) est isomorphe à OP(F⊗π∗M)(1), le faisceau F ⊗ π∗M
est ample. 2

Proposition 2.1.17 Soient X un schéma projectif de dimension ≥ 1 sur k et E un OX-module
localement libre de rang fini et non-nul. Alors on a

P3(P(E∨),OE∨(−1))⇐⇒ P3(X,E).

Démonstration. Dans la démonstration, on désigne par π : P(E∨) → X le morphisme cano-
nique.

“=⇒”: Soit L un OX -module inversible. Comme (P(E∨),OE∨(−1)) vérifie la condition P3,
il existe λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd on ait

H0(P(E∨),OE∨(n)⊗ π∗L⊗d) = 0.

Comme on a un isomorphisme canonique

π∗(OE∨(n)⊗ π∗L⊗d) ∼= π∗(OE∨(n))⊗ L⊗d ∼= SnE∨ ⊗ L⊗d,

on en déduit que, si n > λd,

H0(X,SnE∨ ⊗ L⊗d) = H0(P(E∨),O(n) ⊗ π∗L⊗d) = 0.

“⇐=”: D’après le lemme 2.1.15, il existe un OX -module inversible ample M tel que L =
π∗M ⊗OE∨(1) soit ample sur P(E∨). Comme la condition P3(X,E) est satisfaite, il existe une
constante λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd, on ait H0(X,SnE∨ ⊗
M⊗d) = 0. On en déduit que

H0(P(E∨),OE∨(n)⊗ L⊗d) ∼= H0(P(E∨),OE∨(n+ d)⊗ π∗M⊗d) ∼= H0(X,Sn+dE∨ ⊗M⊗d)

est nul si n > (λ − 1)d. Comme L est ample sur P(E∨), cela montre que (P(E∨),OE∨(−1))
satisfait à la condition P3. 2
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2.1.2 Un théorème de Hartshorne

Cette section est une “relecture” dans notre cadre des résultats établis par Hartshorne dans
[52].

Définition 2.1.18 Si X est un schéma et si E est un OX -module cohérent localement libre,
on définit

Γn(E) = Sn(E∨)∨.

Si n! est inversible sur X , alors Γn(E) est (canoniquement) isomorphe à SnE. Il n’en va pas
ainsi en général.

Proposition 2.1.19 Soient X un schéma et ϕ : E → F un homomorphisme surjectif de
OX-modules localement libres de rang fini. Alors pour tout entier n ≥ 1, ϕ induit un homo-
morphisme injectif

Sn(ϕ∨) : Sn(F∨) −→ Sn(E∨)

et un homomorphisme surjectif

Γn(ϕ) : Γn(E) −→ Γn(F ).

Démonstration. On note H = Kerϕ. Comme F est localement libre, la suite exacte

0 // H // E
ϕ // F // 0

est localement scindable. Donc H est aussi localement libre, et on a une suite exacte localement
scindable de fibrés vectoriels

0 // F∨
ϕ∨

// E∨ // H∨ // 0 .

Par conséquent, on a pour tout x ∈ X

Sn(E∨)x ∼=
n⊕

k=0

Sk(F∨)x ⊗ Sn−k(H∨)x. (2.1)

Cela signifie que Sn(F∨) est localement une composante directe de Sn(E∨), i.e., l’homomo-
phisme

Sn(ϕ∨) : Sn(F∨) −→ Sn(E∨)

est injectif. Par passage au dual, (2.1) donne

Sn(E∨)∨x
∼=

n⊕

k=0

Sk(F∨)∨x ⊗ Sn−k(H∨)∨x .

Donc Γn(F ) est localement une composante directe de Γn(E). Par conséquent, l’homomor-
phisme canonique Γn(ϕ) : Γn(E)→ Γn(F ) est surjectif. 2

Lemme 2.1.20 Soient X un schéma projectif sur k, E et F deux OX-modules localement
libres de rang fini. Si E est ample, alors il existe un entier n0 > 0 tel que pour tout entier
n ≥ n0, S

n(E)⊗ F soit ample.
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Démonstration. En effet, il existe un entier m0 > 0 tel que Sm0(E) ⊗ F soit engendré par
ses sections au-dessus de X . On suppose que ϕ : O⊕aX → Sm0(E)⊗ F soit un homomorphisme
surjectif. D’autre part, il existe un entier d0 > 0 tel que pour tout d ≥ d0, S

d(E) soit un
faisceau localement libre de rang fini ample (cf. [51] et [6]). Enfin, pour tout entier d ≥ d0, on
a un homorphisme surjectif

Sd(E)⊕a −→ Sd(E)⊗ Sm0(E)⊗ F.

Mais comme il existe un homomorphisme surjectif canonique de Sd(E)⊗Sm0(E) vers Sd+m0(E),
on voit que Sd+m0(E)⊗F est un quotient d’un fibré vectoriel ample, donc est aussi ample. 2

Lemme 2.1.21 Soit X une courbe algébrique sur k. Si ϕ : F → G est un homomorphisme
surjectif de OX-modules cohérents, alors ϕ induit un homomorphisme surjectif de cohomologies
de faisceaux

H1(X,F) −→ H1(X,G).

Démonstration. La suite exacte de faisceaux

0 // Kerϕ // F
ϕ // G // 0

induit une suite exacte de cohomologies

· · · // H1(X,F) // H1(X,G) // H2(X,Kerϕ) // 0 .

Comme X est une courbe, H2(X,Kerϕ) = 0. Donc l’homomorphisme H1(X,F) → H1(X,G)
est surjectif. 2

Remarque 2.1.22 Le lemme 2.1.21 reste vrai lorsque ϕ est supposé surjectif seulement au
point générique. En effet, si on désinge par H l’image de F dans G et par K le conoyau de ϕ,
alors on a une suite exacte

0 // H // G // K // 0 .

Comme ϕ est surjectif au point générique, le support de K ne contient qu’un nombre fini
de point, donc on a H1(X,K) = 0. Par conséquent, on a un homomorphisme surjectif de
H1(X,H) dans H1(X,G). Enfin, comme on a un homomorphisme canonique surjectif de F vers
H, l’annulation de H1(X,F) implique celle de H1(X,H) compte tenu du lemme 2.1.21. Cela
conduit à l’annulation de H1(X,G) d’après la surjectivité de H1(X,H)→ H1(X,G).

Lemme 2.1.23 Soient X une courbe projective sur k, E un OX -module localement libre de
rang fini et non-nul sur X et L un OX-module inversible ample. Si E est ample, alors il existe
un entier λ tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd, on ait

H1(X,Sn(E)⊗ L⊗−d) = 0.

Démonstration. Comme E est ample, il existe n0 > 0 tel que L∨ ⊗ Sn0(E) soit ample. Par
conséquent, E⊕Sn0(E)⊗L∨ est aussi ample. Donc il existe m0 > 0 tel que pour tout m ≥ m0,

H1(X,Sm(E ⊕ Sn0(E)⊗ L∨)) = 0.
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Notons que

Sm(E ⊕ Sn0(E)⊗ L∨) =
⊕

p+q=m

Sp(E)⊗ Sq(Sn0(E)⊗ L∨)

et que Sp+qn0(E)⊗L⊗−q est un quotient de Sp(E)⊗Sq(Sn0(E)⊗L∨), donc, d’après le lemme
2.1.21 on a

H1(X,Sp+qn0(E)⊗ L⊗−q) = 0

pour tout p,q ≥ 0 et p+ q ≥ m0. 2

Lemme 2.1.24 Soient X un schéma projectif de dimension ≤ 1 sur k, E un OX-module
localement libre de rang fini et non-nul sur X, L un OX-module inversible ample, et F un
OX-module cohérent. S’il existe λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd on
ait

H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d) = 0,

alors il existe un λ′ > 0 tel que pour tout entier d > λ′ et tout entier n > λ′d on ait

H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d ⊗F) = 0.

Démonstration. Comme L est ample, il existe un entier d0 > 0 tel que L⊗d0⊗F soit engendré
par ses sections au-dessus de X , i.e., il existe un homomorphisme surjectif (OX)⊕a → L⊗d0⊗F
qui induit un homomorphisme surjectif (L⊗−d0)⊕a → F . Pour tout (n,d) ∈ N2 on obtient donc
un homomorphisme surjectif de faisceaux

ϕ : (Γn(E)⊗ L⊗−(d+d0))⊕a −→ Γn(E)⊗ L⊗−d ⊗F .
Comme X est de dimension ≤ 1, ϕ induit un homomorphisme surjectif

H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−(d+d0))⊕a −→ H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d ⊗F)

compte tenu du lemme 2.1.21. Notons qu’il existe un entier λ > d0 tel que, pour tout entier
d > λ− d0 et tout entier n > λ(d+ d0), on ait

H1(X,Γn(E) ⊗ L⊗−(d+d0)) = 0.

Par conséquent, pour tout tel (n,d), on a H1(X,Γn(E) ⊗ L⊗−d ⊗ F) = 0. Enfin, si on prend
λ′ > 2λ, alors pour tout entier d > λ′ et tout entier n > λ′d on a d > 2λ > λ − d0 et
n > λ′d > 2λd > λd+ d0λ. Donc on a H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d ⊗ F ) = 0. 2

Lemme 2.1.25 Soit f : X ′ → X un morphisme fini et surjectif de schéma noethériens
intègres. Si F est un OX-module cohérent, alors il existe un OX′-module cohérent G ainsi
qu’un homomorphisme α : f∗G → F qui est surjectif au point générique.

Démonstration. Soit G′ = HomOX
(f∗OX′ ,F). Comme G′ est un f∗OX′-module, il existe un

OX′-module cohérent G tel que f∗G = G′ (cf. [49] I.9.2.1 et I.9.2.6). Soit α : G′ → F l’homo-
morphisme d’évaluation en la section unité. Comme f est surjectif, f∗OX′ est de rang > 0 au
point générique. Par conséquent, α est surjectif au point générique. 2

Lemme 2.1.26 Soient X une courbe algébrique projective et lisse sur un corps k, E un OX-
module localement libre de rang fini et non-nul, L un OX-module inversible ample. Si E est
ample, alors il existe un entier λ tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd on ait

H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d) = 0.
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Démonstration. En remplaçant k par sa clôture algébrique, on peut supposer que k soit un
corps parfait. Si la caractéristique de k est nulle, on a Sn(E) ∼= Γn(E). Le lemme résulte alors
du lemme 2.1.23. Si la caractéristique de k est p > 0, comme E est ample et X est une courbe,
E est p-ample (cf. [51] 7.3). Donc il existe un entier b > 0 tel que (F ∗X)bE ⊗ L∨ soit engendré
par ses sections au-dessus de X , i.e., il existe un entier a ≥ 1 et un homomorphisme surjectif

O⊕aX −→ (F ∗X)bE ⊗ L∨

qui induit un homomorphisme surjectif L⊕a −→ (F ∗X)bE. Pour tout entier n ≥ 0,

Γn(L⊕a) ∼= (L⊗n)⊕(n+a−1
n ) ∼= Sn(L⊕a).

D’après le lemme 2.1.23, il existe un entier λ tel que pour tout entier d > λ et tout entier
n > λd, on ait

H1(X,Γn(L⊕a)⊗ ((F ∗X)bL)⊗−d) = 0.

D’après la proposition 2.1.19, l’homomorphisme surjectif L⊕a → (F ∗X)bE induit pour tout
n ∈ N un homomorphisme surjectif

Γn(L⊕a) −→ Γn((F ∗X )bE),

et donc un homomorphisme surjectif

Γn(L⊕a)⊗ ((F ∗X)bL)⊗−d −→ (F ∗X)b(Γn(E) ⊗ L⊗−d).

Compte tenu du lemme 2.1.21, on a donc pour tout d > λ et tout n > λd

H1(X,(F ∗X)b(Γn(E)⊗ L⊗−d)) = 0.

D’après le lemme 2.1.25, il existe un OX -module cohérent G ainsi qu’un homomorphisme α :
(FX∗)

bG → OX surjectif au point générique. D’après le lemme 2.1.24 appliqué au OX -module
localement libre (F ∗X)bE et au fibré inversible ample (F ∗X)bL(∼= L⊗pb), il existe λ′ > 0 tel que,
pour tout entier d > λ′ et tout entier n > λ′d, on ait

H1(X,G ⊗ (F ∗X)b(Γn(E)⊗ L⊗−d)) = 0. (2.2)

Comme Γn(E)⊗ L⊗−d est localement libre de rang fini, on a l’isomorphisme canonique

(FX∗)
bG ⊗ Γn(E)⊗ L⊗−d ∼−→ (FX∗)

b(G ⊗ (F ∗X)b(Γn(E)⊗ L⊗−d)).

Le morphisme FX : X → X étant fini, on a donc l’égalité de groupes de cohomologie:

H1(X,(FX∗)
b(G ⊗ (F ∗X)b(Γn(E)⊗ L⊗−d))) = H1(X,G ⊗ (F ∗X)b(Γn(E)⊗ L⊗−d)).

Par conséquent, l’annulation du groupe de cohomologie (2.2) montre que

H1(X,(FX∗)
bG ⊗ Γn(E)⊗ L⊗−d) = 0.

Comme on a une surjection au point générique (FX∗)
bG → OX , on en déduit que

H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d) = 0

compte tenu de la remarque 2.1.22. 2
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Théorème 2.1.27 (cf. [52] lemma 6.1) Soient X une courbe algébrique non-singulière pro-
jective sur k, E un fibré vectoriel de rang r > 0 sur X, L un OX-module inversible ample, et
F un OX -module cohérent. Si E est ample, alors il existe un entier λ tel que pour tout entier
d > λ et tout entier n > λd on ait

H1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d ⊗F) = 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.1.24 et du lemme 2.1.26. 2

2.1.3 Comparaison des conditions de positivité

Proposition 2.1.28 Soient X une courbe projective géométriquement réduite sur k et E un
OX-module localement libre de rang fini et non-nul. Alors

P1(X,E) =⇒ P3(X,E)

Démonstration. Soit k̄ la clôture algébrique de k. D’après la proposition 2.1.2 3) et la remarque
2.1.5, on a

P1(X,E)⇐⇒ P1(Xk̄,Ek̄).

D’autre part, on a P3(Xk̄,Ek̄) ⇐⇒ P3(X,E) compte tenu de la remarque 2.1.14. Donc on est
ramené à démontrer

P1((Xk̄)red,(Ek̄)red) =⇒ P3((Xk̄)red,(Ek̄)red).

Comme X est géométriquement réduite, on sait que Xk̄ est réduit, donc est la réunion d’un
nombre fini de courbes algébriques. D’après le remaque 2.1.13, on se ramène au cas où X est
une courbe algébrique projective sur un corps algébriquement clos k.

Soit h : X̃ → X la normalisation de X . C’est un morphisme fini et surjectif, et X̃ est une
courbe projective et lisse sur k. D’après la proposition 2.1.2 on a

P1(X,E)⇐⇒ P1(X̃,h
∗E).

D’autre part, comme h est surjectif, on a

P3(X̃,h
∗E) =⇒ P3(X,E)

compte tenu de la proposition 2.1.12. Par conséquent, il suffit de vérifier que

P1(X̃,h
∗E) =⇒ P3(X̃,h

∗E),

i.e., on peut supposer X lisse car k est algébriquement clos.
Par la dualité de Serre, (X,E) satisfait à la condition P3 si et seulement s’il existe un entier

λ > 0 tel que pour tout d > λ et n > λd on ait

dimH1(X,Γn(E)⊗ L⊗−d ⊗ ωX) = 0,

où ωX est le fibré canonique de X . Donc le théorème 2.1.27 implique que, si E est ample, alors
(X,E) satisfait à la condition P3. 2

Proposition 2.1.29 Soient X un schéma projectif sur k, E un OX -module localement libre
de rang fini, et F un quotient localement libre de E. Alors

P3(X,E) =⇒ P3(X,F ).
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Démonstration. Supposons que ϕ : E → F est un homomorphisme surjectif de fibrés vecto-
riels, alors on a un homomorphisme injectif ϕ∨ : F∨ → E∨ qui induit pour tout OX -module
inversible L et tous entiers n et D un homomorphisme injectif

Sn(F∨)⊗ Ld −→ Sn(E∨)⊗ Ld.

Par conséquent,
H0(Sn(E∨)⊗ Ld) = 0 =⇒ H0(Sn(F∨)⊗ Ld) = 0.

2

Proposition 2.1.30 Soient X une courbe projective lisse sur k et L un OX-module inversible.
Alors

P3(X,L) =⇒ P1(X,L).

Démonstration. Il suffit de montrer que degL > 0. Supposons que L′ soit un OX -module
inversible ample. Alors il existe un entier n > 0 tel que

dimH0(X,L⊗−n ⊗ L′) = 0.

On peut supposer que degL′ > g, où g est le genre deX . D’après le théorème de Riemann-Roch,
on sait que

dimH0(X,L⊗−n ⊗ L′)− dimH0(X,ωX ⊗ L⊗n ⊗ L′∨) = 1− g − n degL+ degL′.

Donc on a
n degL ≥ 1− g + degL′ > 0.

2

Proposition 2.1.31 Soient X une courbe projective lisse sur k et E un OX-module localement
libre de rang fini. On suppose que k soit de caractéristique 0. Alors

P3(X,E) =⇒ P1(X,E).

Démonstration. Pour montrer que E est ample il suffit de vérifier que pour tout OX -module
cohérent F ,

H1(X,SnE ⊗F) = 0

pour n suffisamment grand. Soit L un OX -module inversible ample. Il existe un entier d tel que
L⊗d ⊗F ⊗ω∨X soit engendré par ses sections au-dessus de X . Donc il existe un entier a > 0 et
un homomorphisme surjectif ϕ : (L⊗−d ⊗ ωX)⊕a → F . Comme (X,E) satisfait à la condition
P3, il existe n0 > 0 tel que pour tout n ≥ n0, H

0(X,Sn(E∨) ⊗ L⊗d) = 0. Par la dualité de
Serre, cela revient à dire que

H1(X,Sn(E)⊗ L⊗−d ⊗ ωX) = 0

puisque Sn(E) ∼= Γn(E). Comme dimX = 1, l’homomorphisme de faisceaux ϕ induit un
homomorphisme surjectif

H1(X,(Sn(E) ⊗ L⊗−d ⊗ ωX)⊕a) −→ H1(X,Sn(E)⊗F),
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donc on a H1(X,Sn(E) ⊗F) = 0. 2

Proposition 2.1.32 Soient X une variété projective de dimension ≥ 1 sur k qui est géométriquement
réduite et E un OX-module localement libre de rang fini. Alors

P1(X,E) =⇒ P2(X,E) =⇒ P3(X,E)

Démonstration. “P1(X,E) =⇒ P2(X,E)” est trivial.
“P2(X,E) =⇒ P3(X,E)”: D’après la remarque 2.1.9, il existe une courbe projective C sur

une extension de k et un morphisme dominant h : C → X tel que h∗E soit ample sur C.
D’après le lemme 2.1.28, (C,h∗E) satisfait à la condition P3. Enfin, comme h est dominant, on
en déduit que (X,E) satisfait aussi à la condition P3, compte tenu de la proposition 2.1.12. 2

2.1.4 Remarques sur les conditions de positivité

Il existe un exemple d’un fibré vectoriel E sur une variété algébrique X qui satisfasse à la
condition P2 mais pas à P1. En effet, on a la proposition suivante:

Proposition 2.1.33 Soient X et X ′ deux variétés algébriques de dimension au moins 1 sur
k. Soit E (resp. E′) un OX-module (resp. OX′-module) localement libre de rang fini et non-nul
sur X (resp. X ′). Posons W = X ×k X ′. Soient pr1 : W → X et pr2 : W → X ′ les deux
projections. On note F = pr∗1 E ⊗ pr∗2 E

′. Si l’un des faisceaux E et E′ est ample, alors (W,F )
satisfait à la condition P2.

Démonstration. On peut supposer que E soit ample sur X . Soit K le corps des fonctions
rationnelles sur X ′. Alors on a WK = XK , et FK = EK . Par conséquent, FK est ample sur
WK . 2

Il est possible de comparer la condition P3 aux autres conditions de positivité dans divers
contextes. Par exemple, on a la comparaison suivante dans le cadre de la géométrie complexe:

Proposition 2.1.34 Soient X une variété projective sur C et L un faisceau inversible her-
mitien sur X(C). Si pour tout x ∈ X, sa 2-forme de courbure normalisée Θ(L) n’est pas
semi-négative en x, alors (X,L) satisfait à la condition P3.

Démonstration. On raisonne par l’absurde. On suppose que L
′

soit un faisceau inversible
hermitien sur X et (ni,di)i≥1 une suite dans N2

>0 avec lim
i→+∞

ni/di = +∞ tels que

H0(X,L∨⊗ni ⊗ L′⊗di) 6= 0

pour tout i ≥ 1. D’après la proposition 1.6.16, pour tout entier i ≥ 1, il existe un point

xi ∈ X(C) tel que la forme hermitienne −niΘ(L)xi
+ diΘ(L

′
)xi

soit semi-positive. Autrement

dit, la forme hermitienne Θ(L)xi
− di
ni

Θ(L
′
)xi

est semi-négative. Comme X(C) est compacte

pour la topologie analytique, il existe une sous-suite de (xi)i≥1 qui converge vers un point
x0 ∈ X(C). Comme lim

i→+∞
di/ni = 0, par passage à la limite, on obtient que Θ(L)x0 est semi-

négative. Cela est absurde. 2

Remarque 2.1.35 Dans la proposition précédente, l’hypothèse de “non-semi-négativité” si-

gnifie encore que, pour tout x ∈ X(C), il existe v ∈ TxX = T
(1,0)
x X(C) tel que Θ(L)(v,v) > 0.
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2.2 Pente maximale asymptotique relative et positivité

Dans ce sous-paragraphe, sauf mention explicite du contraire, toutes les variétés algébriques
sont supposées sur Spec k, C désigne une courbe algébrique projective lisse sur k qui est de
genre g et η le point générique de C.

Rappel sur le domaine de définition d’une application rationnelle

Soient S un schéma et X et Y deux S-schémas; on rappelle qu’une S-application rationnelle
de X vers Y est par définition une classe d’équivalence de S-morphismes de sous-schémas
ouverts denses de X vers Y (cf. [49] chap. I §8). Si f est une S-application rationnelle de X
vers Y , on note f : X // Y . Si S est le spectre d’un corps k, si X est intègre et si Y est
localement de type fini sur Spec k, alors les k-morphismes rationnels de X vers Y s’indentifient
aux k-points de Y à valeurs dans k(X).

Soient S un schéma et f : X // Y une S-application rationnelle. On dit que f est définie
au point x ∈ X s’il existe un morphisme g : U → Y dans la classe f tel que x ∈ U . On appelle
domaine de définition de f le sous-ensemble de X des points où f est définie. C’est un ouvert
dense dans X qui peut donc être considéré comme un sous-schéma ouvert de X . Si X est réduit
et si Y est séparé sur S, alors il existe un unique morphisme du domaine de définition de f
vers Y qui est dans la classe f .

D’après [49] I.8.2.12, si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) X est réduit et localement noethérien,

2) l’ensemble N des point x ∈ X où X n’est pas régulier est de codimension ≥ 2 dans X ,

3) le morphisme structural Y → S est séparé et universellement fermé,

alors l’ensemble des points de X où f n’est pas définie est de codimension au moins 2.
En particulier si S est le spectre d’un corps k, siX est une courbe régulière sur une extension

K de k, et si Y est une variété propre sur Spec k, alors tout k-point de Y à valeurs dans K(X)
se prolonge de façon unique en un morphisme de k-schémas de X vers Y .

Pente maximale asymptotique relative d’un module inversible

Lemme 2.2.1 Soit π : X → C un morphisme propre et surjectif d’une variété algébrique X
vers la courbe algébrique C. Alors il existe une extension de type fini et purement transcendante
k′ de k, une courbe algébrique non-singulière C′ sur k′, un morphisme fini p : C′ → Ck′ , et
un k-morphisme dominant f : C′ → X tels que πf = qp, où q : Ck′ → C est la projection
canonique.

C′
f //

p

��

X

π

��
Ck′ q

//

��

C

��
Spec k′ // Spec k

Démonstration. Soient K (resp. K ′) le corps des fonctions méromorphes sur C (resp. X).
Comme π est un morphisme de type fini, K ′ est une extension de type fini de K, donc est une
extension finie d’une extension purement transcendante de K. Soit d de degré de transcendance
de K ′ sur K, et soit k′ une extension purement transcendante de degré d de k. On désigne par
(Ti)1≤i≤d une base de transcendance de k′ sur k. Le corps K ′′ des fonctions rationnelles sur
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Ck′ = C ×k Spec k′ est une extension purement transcendante de degré d de K. On désigne
par q : Ck′ → C la projection canonique. En choisissant une base de transcendance (xi)1≤i≤d
de K ′ sur K on obtient un homomorphisme ϕ de K ′′ dans K ′ qui associe à Ti l’élément xi.
On peut donc considerer K ′ comme une extension finie de K ′′ (via ϕ). Le corps K ′ est une
extension de degré de transcendance 1 sur k′. Soit C′ une courbe projective normale sur k′ de
corps de fonctions méromorphe K ′ (C’est unique à un unique k-isomorphisme près). L’homo-
morphisme ϕ : K ′′ → K ′ définit un point géométrique de Ck′ à valeur dans K ′ au-dessus du
point générique de Ck′ (pour la notation cf. [43] I.3.4.5), donc détermine une k′-application
rationnelle de C′ vers Ck′ (cf. [43] I.7.1.2 et I.7.1.16). Celle-ci prolonge de façon unique en un
k′-morphisme p : C′ → Ck′ . Le morphisme p est fini car K ′ est une extension finie de K ′′.
D’autre part, comme X et C′ ont le même corps des fonctions méromorphes K ′, l’automor-
phisme Id : K ′ → K ′ définit une k-application rationnelle de C′ vers X à valeur dans K ′

au-dessus du point générique du schéma X (cf. [43] I.7.1.16) qui se prolonge de façon unique
en un k-morphisme f de C′ vers X . Le morphisme f est dominant car son image contient le
point générique de X . Enfin, on a πf = qp puisqu’ils correspondent au même k-point de C à
valeurs dans K ′. 2

Remarque 2.2.2 Dans le lemme précédent, Si k(X) est une extension séparable de k(C), on
peut choisir K ′′ tel que ϕ : K ′′ → K ′ soit une extension séparable. La courbe C′, de corps
de fonction K ′, régulière, et finie sur Ck′ , construite dans la démonstration ci-dessus, est alors
génériquement étale sur Ck′ . Si de plus la courbe C sur k est géométriquement réduite, la
courbe C′ sur k′ est aussi géométriquement réduite.

Proposition 2.2.3 Soient π : X → C un k-morphisme propre, surjectif et séparable d’une
variété algébrique projective X sur k vers C, L un OX -module inversible. Si π∗L admet un
sous-OC-module inversible ample M , alors (X,L) satisfait aux conditions P2 et P3.

Démonstration. Avec les notations du lemme 2.2.1, on a un morphisme dominant f d’une
courbe C′ sur une extension purement transcendant de k, vers X , tel que w = πf = qp.

Comme M est un sous-OC-module inversible de π∗L, π∗L ⊗M∨ ∼= π∗(L ⊗ π∗M∨) a une
section non-nulle au-dessus de C. Par conséquent, L⊗π∗M∨ a une section non-nulle au-dessus
de X . Comme f est dominant, on sait que f∗(L ⊗ π∗M∨) = f∗L ⊗ w∗M∨ admet une section
non-nulle au-dessus de C′. Par conséquent, on a

degC′(f∗L⊗ w∗M∨) = degC′(f∗L)− degC′(w∗M) ≥ 0

puisque f∗L est un OC′ -module inversible. Comme M est ample sur C, w∗M est ample sur C′

car q est un changement de base par un morphisme de schémas affines et p est un morphisme
fini. Par conséquent, degC′(w∗M) > 0, et a fortiori degC′(f∗L) > 0. Comme f∗L est de rang
1, il est ample. Donc (X,L) satisfait à la condition P2, et a fortiori la condition P3 (cf. la
proposition 2.1.32). 2

Corollaire 2.2.4 Soient π : X → C un morphisme propre, surjectif et séparable d’une variété
algébrique X vers C et L un OC-module inversible ample. Alors (X,π∗L) satisfait aux condi-
tions P2 et P3.

Démonstration. D’après l’adjonction des foncteurs π∗ et π∗, on a π∗π
∗L = π∗(OX) ⊗ L.

Comme Γ(C,π∗(OX)) = Γ(X,OX) 6= 0, L est un sous-fibré inversible de π∗π
∗L. Cela montre
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que (X,π∗L) satisfait aux conditions P2 et P3 puisque L est ample sur C. 2

Proposition 2.2.5 Soient π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique X vers C, F un OX-module sans torsion et L un OX-module inversible. Alors
il existe une constante e1(F) dans R telle que pour tout tel entier n > 0, on ait µmax(π∗(F ⊗
L⊗n)) ≤ e1(F)n.

Démonstration. La variété X est projective sur k. On choisit un OX -module inversible ample
L sur X . En plongeant F dans une somme directe de faisceaux inversibles, on voit qu’il suffit
d’établir la proposition lorsque F est lui-même inversible, ce que nous supposerons désormais.

Posons d = dimX et K le corps des fonctions rationnelles sur C. Oberservons que l’on a
l’égalité dans le groupe de Chow CH1(C):

π∗(c1(L )d−1) = (degLK
XK)[C].

Supposons que M soit un OC -module inversible et que ϕ : M → π∗(F ⊗ L⊗n) soit un
homomorphisme injectif. On désigne par ϕ̃ : π∗M → F ⊗L⊗n le morphisme de OX -modules
qui correspond à ϕ par adjonction. Ce dernier s’identifie à une section non-identiquement nulle
de π∗M∨ ⊗F ⊗L⊗n, dont le diviseur div ϕ̃ est effectif. On a donc

degX

(
c1(L )d−1[div(ϕ̃)]

)
≥ 0.

Or [div ϕ̃] = −π∗c1(M) + c1(F) + nc1(L) dans CH1(X),

donc

degX

(
c1(L )d−1[div(ϕ̃)]

)

= degX

(
(−π∗c1(M) + c1(F) + nc1(L))c1(L )d−1

)

= − degC

(
c1(M)π∗(c1(L )d−1)

)
+ degX(c1(F)c1(L )d−1) + n degX(c1(L)c1(L )d−1).

Par conséquent,

degC(M) ≤ degX(c1(L)c1(L )d−1)

degLK
XK

+
degX(c1(F)c1(L )d−1)

degLK
XK

.

Enfin, d’après la comparaison que l’on a établi dans la proposition 1.3.15, on déduit la majo-
ration linéaire en n de µmax(π∗(F ⊗L⊗n)) annoncée. 2

Proposition 2.2.6 Soient π : X → C un morphisme surjectif d’une variété algébrique pro-
jective X vers C et E1 et E2 deux OX-modules localement libres de rang fini et non-nuls. Si
π∗(E1) et π∗(E2) sont non-nuls, alors on a

µmax(π∗(E1 ⊗ E2)) ≥ µmax(π∗E1) + µmax(π∗E2)− 2a(C),

où a(C) est la constante dépendant de C dans la proposition 1.3.15.

Démonstration. Comme π∗(E1) et π∗(E2) sont non-nuls, il en est de même de π∗(E1 ⊗ E2).
D’après la proposition 1.3.15, il existe deux OC -modules inversibles M1 et M2 ainsi que deux
homomorphisme injectifs

M1 −→ π∗(E1), M2 −→ π∗(E2)
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tels que
degM1 ≥ µmax(π∗E1)− a(C), degM2 ≥ µmax(π∗E2)− a(C).

Comme M∨1 ⊗ π∗(E1) et M∨2 ⊗ π∗(E2) ont des sections non partout nulles au-dessus de C,
π∗(M1)

∨ ⊗ E1 et π∗(M2)
∨ ⊗ E2 ont des sections non partout nulles au-dessus de X . Par

conséquent,

H0(X,π∗(M1 ⊗M2)
∨ ⊗ (E1 ⊗ E2)) = H0(C,(M1 ⊗M2)

∨ ⊗ π∗(E1 ⊗ E2)) 6= 0.

Donc
0 ≤ µmax((M1 ⊗M2)

∨ ⊗ π∗(E1 ⊗ E2)),

et donc

µmax(π∗(E1 ⊗ E2)) ≥ degM1 + degM2 ≥ µmax(π∗(E1)) + µmax(π∗(E2))− 2a(C).

2

Proposition 2.2.7 Soient π : X → C un morphisme surjectif d’une variété projective X vers
C et L un OX-module inversible ample relativement à π. Alors la suite (µmax(π∗(L

⊗n))/n)n≥1

admet une limite dans R.

Démonstration. On note an = µmax(π∗(L
⊗n)) si π∗(L

⊗n) 6= 0 ce qui a lieu dès que n est
suffisamment grand. D’après la proposition 2.2.5, on sait qu’il existe une constante c > 0 tel
que an ≤ cn pour n suffisamment grand. D’autre part, la proposition 2.2.6 montre que pour
tous entiers m,n suffisamment grands,

am+n ≥ am + an − 2a(C).

D’après le corollaire 1.5.3, la suite (an/n)n≥1 admet une limite dans R. 2

Remarque 2.2.8 La proposition précédente reste vraie si, au lieu de l’amplitude de L rela-
tivement à π, on suppose seulement que Γ(XK ,L

⊗n
K ) est non-réduit à 0 pour n suffisamment

grand.

Définition 2.2.9 Soit π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C. Pour tout OX -module inversible L ample relativement à π, on désigne par µπmax(L)
la limite

µπmax(L) := lim
n→∞

µmax(π∗(L
⊗n))

n
,

appelée la pente maximale asymptotique de L relativement à π.

Proposition 2.2.10 Soit π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C.

1) Si L est un OX-module inversible ample relativement à π, alors pour tout entier n ≥ 1, on
a

µπmax(L
⊗n) = nµπmax(L).

2) Si L est un OX-module inversible ample relativement à π et si M est un OC-module inver-
sible, alors

µπmax(L⊗ π∗M) = degM + µπmax(L).
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3) Si L1 et L2 sont deux OX-modules inversibles amples relativement à π, alors

µπmax(L1 ⊗ L2) ≥ µπmax(L1) + µπmax(L2).

4) Soient L1 et L2 deux OX-modules inversibles amples relativement à π. S’il existe un homo-
morphisme non-nul ϕ : L1 → L2 de OX-modules, alors µπmax(L1) ≤ µπmax(L2).

Démonstration. 1) est immédiat d’après la définition de µπmax.
2) On a pour n� 0,

µmax(π∗(L
⊗n ⊗ π∗M⊗n)) = µmax(π∗(L

⊗n)⊗M⊗n) = µmax(π∗(L
⊗n)) + n degM.

D’où

lim
n→∞

1

n
µmax(π∗(L

⊗n ⊗ π∗M⊗n)) = degM + lim
n→∞

1

n
µmax(π∗(L

⊗n))

3) Pour tout entier n� 0,

µmax(π∗(L
⊗n
1 ⊗ L⊗n2 )) ≥ µmax(π∗(L

⊗n
1 )) + µmax(π∗(L

⊗n
2 )) − 2a(C).

Donc
µmax(π∗(L

⊗n
1 ⊗ L⊗n2 ))

n
≥ µmax(π∗(L

⊗n
1 ))

n
+
µmax(π∗(L

⊗n
2 ))

n
− 2a(C)

n
.

Par passage à la limite on obtient

µπmax(L1 ⊗ L2) ≥ µπmax(L1) + µπmax(L2).

4) Pour tout entier n ≥ 1 on a un homomorphisme injectif ϕ⊗n : L⊗n1 → L⊗n2 . En
prenant l’image directe on obtient un homomorphisme injectif de π∗(L

⊗n
1 ) vers π∗(L

⊗n
2 ).

Par conséquent, on a µmax(π∗(L
⊗n
1 )) ≤ µmax(π∗(L

⊗n
2 )). Par passage à la limite on sait que

µπmax(L1) ≤ µπmax(L2). 2

Définition 2.2.11 Soient π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique vers C, L un OX -module inversible, L un OX -module inversible ample relativement
à π. D’après [44] chap II, 4.6.13, il existe un entier n0(L,L ) > 0 tel que L ⊗L⊗n soit ample
relativement à π pour tout entier n ≥ n0(L,L ). On définit pour tout entier n ≥ n0(L,L )
An(L,L ) = µπmax(L ⊗L⊗n)− nµπmax(L ).

Proposition 2.2.12 Avec les notations de la définition 2.2.11.

1) La suite (An(L,L ))n≥n0(L,L ) est croissante et converge vers une limite dans R.

2) Si M est un OC-module inversible, on a An(L,L ⊗ π∗M) = An(L,L ) pour tout n ≥
n0(L,L ).

3) Si on désigne par Ξ (resp. Ξπ) l’ensemble des OX-modules inversibles amples (resp. amples
relativement à π), alors

inf
L∈Ξ

lim
n→+∞

An(L,L ) = inf
L ′∈Ξπ

lim
n→+∞

An(L,L ′). (2.3)

4) Si L est un OX -module ample relativement à π, alors la valeur (2.3) est égale à µπmax(L).

5) Si L est de la forme π∗M , où M est un OC-module inversible, alors la valeur (2.3) est égale
à degC(M).
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Démonstration. 1) D’après la proposition 2.2.10 3), pour tout entier n ≥ n0(L,L ),

µπmax(L⊗L ⊗(n+1)) ≥ µπmax(L⊗L⊗n) + µπmax(L ).

Donc on a An+1(L,L ) ≥ An(L,L ). D’autre part, comme L est ample relativement à π, il
existe un OC -module inversible M tel que L ⊗ π∗M soit ample (lemme 2.1.15). Donc il existe
un entier m > 0 et un homomorphisme injectif de L vers (L ⊗ π∗M)⊗m. Par conséquent, on a

µπmax(L⊗L⊗n) ≤ µπmax((L ⊗ π∗M)⊗m ⊗L ⊗n) = (m+ n)µπmax(L ) +m deg(M),

i.e., An(L,L ) ≤ m(µπmax(L ) + deg(M)). Par conséquent, la suite An(L,L ))n≥n0(L,L ) est
croissante et bornée supérieurement, donc converge dans R.

2) Si L ⊗ L⊗n est ample relativement à π, il en est de même de L ⊗ (L ⊗ π∗M)⊗n =
L⊗L⊗n ⊗ π∗M⊗n ([44] chap II, 4.6.5), et

µπmax(L⊗ (L ⊗ π∗M)⊗n) = µπmax(L ⊗L⊗n) + n degM.

Par conséquent,

An(L,L ⊗ π∗M) = µπmax(L ⊗L⊗n) + n deg(M)− nµπmax(L ⊗ π∗M) = An(L,L ).

3) L’égalité (2.3) est une conséquence immédiate de 2) et de la proposition 2.1.16.
4) Pour tout OX -module inversible L ample relativement à π, d’après la proposition 2.2.10,

on a

µπmax(L⊗L⊗n)− nµπmax(L ) ≥ µπmax(L) + µπmax(L
⊗n)− nµπmax(L ) = µπmax(L).

Donc on a inf
L∈Ξ

lim
n→+∞

An(L,L ) ≥ µπmax(L). D’autre part, comme L est ample relativement à

π,

inf
L

lim
n→+∞

An(L,L ) ≤ lim
n→+∞

An(L,L) = lim
n→+∞

(
µπmax(L⊗ L⊗n)− nµπmax(L)

)
= µπmax(L).

Donc on a l’égalité.
5) Si L = π∗M , où M est un OC -module inversible, alors pour tout OX -module inversible

ample relativement à π, et tout entier n > 0,

An(L,L ) = µπmax(π
∗M ⊗L⊗n)−nµπmax(L ) = deg(M)+µπmax(L

⊗n)−nµπmax(L ) = deg(M).

2

Définition 2.2.13 Soit π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C. Pour tout OX -module inversible L on définit

µπmax(L) = inf
L

lim
n→+∞

(
µπmax(L⊗L⊗n)− nµπmax(L )

)
, (2.4)

où L parcourt tous les OX -modules inversibles amples relativement à π. C’est un élément de
[−∞,+∞[. Il est fini et cöıncide avec la définition 2.2.9 lorsque L est ample relativement à π
(cf. la proposition 2.2.12 4)).

Proposition 2.2.14 Soit π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C.

1) Pour tous OX-modules inversibles L1 et L2, on a

µπmax(L1 ⊗ L2) ≥ µπmax(L1) + µπmax(L2).
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2) Pour tout OX-module inversible L et tout entier n > 0 on a

µπmax(L
⊗n) = nµπmax(L).

3) Si L1 et L2 sont deux OX-modules inversibles et s’il existe un homomorphisme non-nul de
L1 vers L2, alors µπmax(L1) ≤ µπmax(L2).

4) Pour tout OX-module inversible L et tout OC-module inversible M on a

µπmax(L⊗ π∗M) = µπmax(L) + deg(M).

Démonstration. 1) Pour tout OX -module inversible L ample relativement à π et tout entier
n suffisamment grand,

µπmax(L1 ⊗ L2 ⊗L⊗2n) ≥ µπmax(L1 ⊗L ⊗n) + µπmax(L2 ⊗L⊗n),

d’où A2n(L1⊗L2,L ) ≥ An(L1,L )+An(L2,L ). Par passage à la limite on sait que µπmax(L1⊗
L2) ≥ µπmax(L1) + µπmax(L2).

2) Pour tout OX -module inversible L ample relativement à π et tout entier m assez grand,
on a

µπmax(L
⊗n ⊗L ⊗mn) = nµπmax(L ⊗L⊗m).

Par conséquent, on a Amn(L
⊗n,L ) = nAm(L,L ). Par passage à la limite, on a µπmax(L

⊗n) =
nµπmax(L).

3) Pour tout OX -module inversible L ample relativement à π et tout entier n suffisamment
grand, on a un homomophisme injectif de L1 ⊗ L⊗n vers L2 ⊗ L⊗n. Par conséquent, on a
µπmax(L1⊗L⊗n) ≤ µπmax(L2⊗L⊗n), i.e., An(L1,L ) ≤ An(L2,L ). Par passage à la limite, on
a µπmax(L1) ≤ µπmax(L2).

4) Pour tout OX -module inversible L ample relativement à π et tout entier n suffisamment
grand, on a

An(L ⊗ π∗M,L ) = An(L,L ) + deg(M).

Par passage à la limite on obtient µπmax(L⊗ π∗M) = µπmax(L) + deg(M). 2

Corollaire 2.2.15 Soient π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique X vers C, L un OX-module inversible.

1) Si µπmax(L) > 0, alors µπmax(L
∨) < 0.

2) Si µπmax(L) < 0, alors H0(X,L) = 0.

3) Si L est ample, alors µπmax(L) > 0.

Démonstration. 1) On a µπmax(OX) = µπmax(π
∗OC) = deg(OC) = 0, donc µπmax(L)+µπmax(L

∨) ≤
0.

2) SiH0(X,L) 6= 0, alors il existe un homomorphisme non-nul deOX vers L, d’où µπmax(L) ≥
µπmax(OX) = 0.

3) Soit M un OC -module inversible tel que deg(M) > 0. Comme L est ample, il existe un
entier n ≥ 1 tel que π∗M∨ ⊗ L⊗n ait une section non identiquement nulle au-dessus de X .
D’après 2), on a

µπmax(π
∗M∨ ⊗ L⊗n) = nµπmax(L) + deg(M∨) ≥ 0,

Donc µπmax(L) ≥ deg(M)/n > 0. 2

Théorème 2.2.16 Soient π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique vers C et L un OX-module inversible. Si µπmax(L

∨) < 0, alors (X,L) satisfait à
la condition P3. La réciproque est vraie lorsque L∨ est ample relativement à π.
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Démonstration. “=⇒”: Si µπmax(L
∨) < 0, alors il existe une constante ε > 0 et un OX -module

ample L tels que pour tout entier m suffisamment grand, Am(L∨,L ) ≤ −ε. En prenant
une puissance tensorielle de L , on peut supposer que µπmax(L

∨ ⊗ L ) ≤ µπmax(L ) − ε. Soit
λ > ε−1µπmax(L ) une constante. Pour tout entier d ≥ 1 et tout entier n ≥ λd, on a d’après la
proposition 2.2.14

(n−d)µπmax(L )+µπmax(L
∨⊗n⊗L ⊗d) ≤ µπmax((L

∨⊗L )⊗n) = nµπmax(L
∨⊗L ) ≤ n(µπmax(L )−ε).

Par conséquent, on a

µπmax(L
∨⊗n ⊗L⊗d) ≤ dµπmax(L )− nε < 0.

Donc H0(X,L∨⊗n ⊗L ⊗d) = 0. Ainsi (X,L) satisfait à la condition P3.
“⇐=”: On suppse que L∨ soit ample relativement à π et que la condition P3(X,L) soit

vérifiée. Soit M un OC -module inversible ample. Comme (X,L) satisfait à la condition P3, il
existe λ > 0 tel que pour tout entier d > λ et tout entier n > λd on ait

H0(X,L∨⊗n ⊗ π∗M⊗d) = 0.

D’après le lemme 1.3.13, on a

µmax(π∗(L
∨⊗n ⊗ π∗M⊗d)) = ddegM + µmax(π∗(L

∨⊗n)) ≤ g − 1.

On prend une suite (dn)n≥1 telle que

i) pour tout entier n ≥ 1, dn > λ,

ii) pour n suffisamment grand, dn < n/λ,

iii) lim
n→∞

n

dn
= λ.

Alors pour n suffisamment grand, on a:

deg(M)dn + µmax(π∗(L
∨⊗n)) ≤ g − 1,

c’est-à-dire:

deg(M)
dn
n

+
µmax(π∗(L

∨⊗n))

n
≤ g − 1

n
.

Par passage à la limite, on obtient que µπmax(L
∨) ≤ −λ−1 degM < 0. 2

Corollaire 2.2.17 Soient π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique vers C et L un OX-module inversible. Si µπmax(L) > 0, alors (X,L) satisfait à
la condition P3.

Démonstration. D’après le corollaire 2.2.15, µπmax(L
∨) < 0. Le corollaire résulte donc du

théorème 2.2.16. 2

Pente maximale asymptotique relative d’un module localement libre

Définition 2.2.18 Soit π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C. Si E est un OX -module localement libre de rang fini et non-nul et si p : P(E)→ X
est le morphisme canonique, on définit

µπmax(E) = µπpmax(OP(E)(1)).
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Remarque 2.2.19 Si E est ample relativement à π, alors OP(E)(1) est ample relativement à
πp. Dans ce cas-là on a

µπmax(E) = lim
n→∞

µmax(π∗(S
nE)).

Théorème 2.2.20 Soient π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique X vers C, E un OX-module localement libre de rang fini et non-nul. Si µπmax(E

∨) <
0, alors (X,E) satisfait à la condition P3. La réciproque est vraie lorsque E∨ est ample relati-
vement à π.

Démonstration. “=⇒”: Soient p : P(E∨) → X le morphisme canonique et f = πp. Comme
µfmax(O(1)) = µπmax(E

∨) on a µfmax(O(1)) < 0. Donc on a P3(P(E∨),O(−1)) compte tenu du
théorème 2.2.16. D’après la proposition 2.1.17, on a P3(X,E).

“⇐=”: Si on a P3(X,E), alors P3(P(E∨),O(−1)) est vérifiée d’après la proposition 2.1.17.
Si de plus E∨ est ample relativement à π, alors O(−1) est ample relativement à f . Le théorème
2.2.16 implique que µfmax(O(1)) < 0, i.e., µπmax(E

∨) < 0. 2

Un exemple de calcul des pentes maximales asymptotiques

On désigne par K le corps des fonctions méromorphes sur C.
Soient π : A → C un schéma abélien de dimension relative d, L un faisceau inversible sur

A . On désigne par ε : C → A la section nulle et par Tπ le fibré tangent relatif.

Proposition 2.2.21 Si L est ample relativement à π, on a

µ(π∗L) =
1

d+ 1

deg(π∗(c1(L)d+1 ∩ [A ]))

degLK
(AK)

+
1

2
deg ε∗Tπ;

si de plus L est symétrique, alors

µ(π∗L) =
1

2
deg ε∗Tπ + deg ε∗L.

Démonstration. 1) On a un isomorphisme de OA -modules π∗ε∗Tπ ' Tπ (autrement dit, le
OA -module Tπ “provient de la base”). D’après le théorème de Riemann-Roch-Grothendieck,
on a ch(Rπ∗L) = π∗(ch(L)Td(Tπ)). Comme L est ample relativement à π, on a ch(π∗L) =
π∗(ch(L)Td(Tπ)). Donc

deg(π∗L) = deg π∗(Td(π∗ε∗Tπ) ch(L))

= deg Td(ε∗Tπ)π∗(ch(L)) = deg

((
1 +

1

2
c1(ε

∗Tπ)

)
π∗(ch(L))

)

=
1

(d+ 1)!
deg(π∗(c1(L)d+1 ∩ [A ])) +

1

2d!
degLK

(AK) deg(ε∗Tπ).

D’autre part, on a

rg π∗L = dimH0(AK ,LK) =
1

d!
degLK

AK .

Donc

µ(π∗L) =
1

d+ 1

deg(π∗(c1(L)d+1 ∩ [A ]))

degLK
(AK)

+
1

2
deg ε∗Tπ.
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2) D’après la formule d’adjonction, on a

µ(π∗(L⊗ π∗ε∗L∨)) = µ(π∗(L)⊗ ε∗L∨) = µ(π∗L)− deg ε∗L.

D’autre part, on a

ε∗(L⊗ π∗ε∗L∨) = ε∗L⊗ ε∗L∨ = OA .

Donc on est ramené au cas où ε∗L est trivial. Comme L est symétrique et ε∗L = OA , pour
tout entier n, [n]∗[L] = [L⊗n

2

] dans Pic(A). Par conséquent,

[n]∗(n
2d+2c1(L)d+1 ∩ [A ]) = [n]∗(c1([n]∗L)d+1 ∩ [A ])

= c1(L)d+1 ∩ n∗[A ] = n2dc1(L)d+1 ∩ [A ]

car [n] : A → A est une isogénie de degré n2d. Par conséquent, on a

n2 deg(π∗(c1(L)d+1 ∩ [A ])) = deg(π∗(c1(L)d+1 ∩ [A ])),

i.e., deg(π∗(c1(L)d+1 ∩ [A ])) = 0 si on prend n > 1. 2

Par ailleurs, la “théorie algébrique des fonctions théta” de Mumford [70] — qui décrit
l’espaceH0(AK ,LK) des sections de L sur la fibre générique géométrique de A → C comme une
représentation projective irréductible du sous-groupe H(LK) ⊂ A (K) de Mumford — admet
comme conséquence (cf. [8] pour l’analogue dans la situation arithmétique plus compliquée où
l’on s’intéresse à un fibré inversible hermitien cubiste sur un schéma abélien sur le spectre de
l’anneau des entiers d’un corps de nombres):

Proposition 2.2.22 Si L est ample relativement à π et si k est de caractéristique 0, alors
π∗L est semi-stable, et donc µmax(π∗L) = µ(π∗L).

Corollaire 2.2.23 Si L est ample relativement à π et si k est de caractérsitique 0, on a

µπmax(L) =
1

d+ 1

deg(π∗(c1(L)d+1 ∩ [A ]))

deg(c1(LK)d ∩ [AK ])
;

si de plus L est symétrique,

µπmax(L) = deg(ε∗L).

Si L est un OA -module inversible quelconque et si L est un OA -module inversible ample
relativement à π. On suppose que n est un entier positif tel que L ⊗n ⊗ L soit ample relative-
ment à π. D’après le corollaire 2.2.23, on sait calculer An(L,L ) (cf. la définition 2.2.11). Plus
précisément, on a

µπmax(L⊗L ⊗n) =
1

d+ 1

deg(π∗((c1(L) + nc1(L ))d+1)

deg((c1(LK) + nc1(LK))d)

=
1

d+ 1

deg(π∗(c1(L )d+1)nd+1 + (d+ 1) deg(π∗(c1(L)c1(L )d))nd + o(nd)

deg(c1(LK)d)nd + ddeg(c1(LK)c1(LK)d−1)nd−1 + o(nd−1)
.

(2.5)

D’autre part, on a

µπmax(L ) =
1

d+ 1

deg(π∗(c1(L )d+1))

deg(c1(LK)d)
. (2.6)
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On déduit de (2.5) et (2.6) que

lim
n→+∞

An(L,L ) =
deg(π∗(c1(L)c1(L )d))

deg(c1(LK)d)
− d

d+ 1

deg(c1(LK)c1(LK)d−1) deg(π∗(c1(L )d+1))

deg(c1(LK)d)2
.

(2.7)
Si L et L sont l’un et l’autre symétriques, on a pour tout entier n suffisamment grand

An(L,L ) = deg(ε∗L).

En particulier, si L est symétrique, µπmax(L) ≤ deg(ε∗L).

Proposition 2.2.24 Pour tout OA -module inversible L on a

µπmax(L) = inf
L

[
deg(π∗(c1(L)c1(L )d))

deg(c1(LK)d)
− d

d+ 1

deg(c1(LK)c1(LK)d−1) deg(π∗(c1(L )d+1))

deg(c1(LK)d)2

]
,

(2.8)
où L parcourt tous les OA -module inversible ample relativement à π.

2.3 Condition P3 et algébricité

2.3.1 Un critère d’algébricité

Soit k un corps. Soient X une variété algébrique projective sur k, Y un sous-schéma fermé
intègre de X , V̂ un sous-schéma formel du complété formel de X le long de Y . On suppose que
V̂ a pour schéma de définition Y et que le noyau J de l’homomorphisme canonique ObV → OY
soit localement engendré par une suite régulière. On désigne par N = (J/J2)∨ le fibré normal

de Y dans V̂ . C’est un OY -module localement libre de rang fini.

Proposition 2.3.1 Avec les notations ci-dessus, si dimY > 0 et si (Y,N) satisfait à la condi-

tion P3, alors V̂ est algébrique.

Démonstration. Reprenons les notations du paragraphe 1.8. D’après la définition de la condi-
tion P3, il existe λ > 0 tel que pour tout entier D > λ et tout entier i > λD on ait

H0(Y,L|⊗DY ⊗ SiN∨) = 0.

Comme chaque sous-quotient EiD/E
i+1
D s’injecte, par γiD, dans H0(Y,L|⊗DY ⊗ SiN∨), on en

déduit que pour tout D > λ

∑

i≥0

i

D
rgK(EiD/E

i+1
D ) =

∑

0≤i≤λD

i

D
rgK(EiD/E

i+1
D )

≤ λ
∑

0≤i≤λD

rgK(EiD/E
i+1
D ) ≤ λ

∑

i≥0

rgK(EiD/E
i+1
D ).

La proposition résulte donc de la proposition 1.8.2. 2

Comme la condition P3(Y,N) est plus faible que l’amplitude de N (la proposition 2.1.32),

on en déduit que si N est ample sur Y , alors V̂ est algébrique. On retrouve donc un résultat
de Hartshorne (cf. [52] theórème 6.7), établi sous l’hypothèse supplémentaire de lissité formelle

de V̂ sur k.
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On déduit de la proposition 2.3.1 et du théorème 2.2.20 un critère numérique d’algébricité
de V̂ :

Corollaire 2.3.2 S’il existe une courbe projective lisse C sur Spec k ainsi qu’un k-morphisme
propre et surjectif π de Y vers C tels que µπmax(N

∨) < 0, alors V̂ est algébrique.

Corollaire 2.3.3 On suppose satisfaites les conditions suivantes:

1) il existe une courbe algébrique C projective lisse sur k et un k-morphisme propre et surjectif
π de Y vers C de telle sorte que Y soit un schéma abélien de dimension relative d sur C;

2) N est un OY -module inversible;

3) si on désigne par η le point générique de C, il existe un OY -module inversible L ample
relativement à π tel que le nombre

d

d+ 1

deg(c1(Nη)c1(Lη)
d−1) deg(π∗(c1(L )d+1))

deg(c1(Lη)d)2
− deg(π∗(c1(N)c1(L )d))

deg(c1(Lη)d)

soit négatif.

Alors V̂ est algébrique.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.3.2 et du calcul explicite
(2.8). 2

Remarque 2.3.4 Dans le corollaire 2.3.3, si on suppose que N soit symétrique sur le schéma
abélien Y , on peut remplacer la condition 3) par:

3)’ deg(ε∗N) > 0, où ε : C → Y est la section nulle.

On reprend maintenant les notations du paragraphe 1.8 en supposant que Λ soit une courbe
projective lisse sur un corps k. Les résultats obtenus ci-dessus montre que, si V̂ se prolonge en

un sous-schéma formel V̂ du complété formel X̂Y , alors la condition P3(Y ,NY V̂ ) implique

l’algébricité de V̂ et donc celle de V̂ . Dans la suite du paragraphe, on étudiera le cas général.
D’abord on a l’inégalité

µ(E i
D/E

i+1
D ) ≤ µmax(π∗ϕ̄0∗(L |⊗DY

⊗ (Ii/Ii+1)|Y ))

pour tout (i,D) ∈ N2.

Proposition 2.3.5 On suppose qu’il existe trois nombres a,A,λ dans R>0 tels que les condi-
tions suivantes soient vérifiées:

1) pour tout entier D > λ et tout entier i > λD, on a µ(E i
D/E

i+1
D ) < −ai (ici on utilise la

convention µ(0) = −∞ );

2) pour tout entier D ≥ 0 et tout entier i ≤ λD on a µ(E i
D/E

i+1
D ) ≤ AD.

Alors V̂ est algébrique.

Démonstration. Quitte à remplacer X par Z, on peut supposer que E i
D = 0 pour i suffisam-

ment grand. On a

deg(ED) =
∑

i≥0

deg(E i
D/E

i+1
D )

≤
∑

0≤i≤λD

rg(EiD/E
i+1
D )

(
µ(E i

D/E
i+1
D ) + ai

)
− a

∑

i≥0

i rg(EiD/E
i+1
D ).
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Donc

1

rg(ED)

∑

i≥0

i

D
rg(EiD/E

i+1
D ) ≤ −µ(ED)

aD
+

1

aD

∑

0≤i≤λD

rg(EiD/E
i+1
D )(µ(E i

D/E
i+1
D ) + ai)

≤ −µ(ED)

aD
+

1

aD rg(ED)

∑

0≤i≤λD

rg(EiD/E
i+1
D )(AD + ai)

≤ −µ(ED)

aD
+

1

aD rg(ED)

∑

0≤i≤λD

rg(EiD/E
i+1
D )(AD + aλD)

≤ −µ(ED)

aD
+
A+ aλ

a
.

Comme L est ample relativement à π, on connâıt l’existence de la limite lim
D→+∞

µ(ED)/D.

Donc µ(ED)/D est borné inférieurement (on aurait pu raisonner de façon plus élémentaire en
choisissant L ample sur X et en observant que ED est alors engendré par ses sections globales,
et donc de pente ≥ 0, pour D suffisamment grand). D’après la proposition 1.8.2, on en déduit

que V̂ est algébrique. 2

2.3.2 Une application: comparaison des voisinages formels et étales
des variétés projectives

Définition 2.3.6 On appelle couple de schémas (noethériens) tout couple (X,Y ) constitué
d’un schéma noethérien X et d’un sous-schéma fermé et réduit Y de X . On applle morphisme
de couples de schémas de (X,Y ) vers (X ′,Y ′) un morphisme de type fini de X vers X ′ dont la
restriction à Y donne un morphisme de Y vers Y ′.

Définition 2.3.7 On appelle voisinage étale d’un couple de schémas (X,Y ) la donnée d’un
couple de schémas (W,Y ) et d’un morphisme de couples de schémas f : (W,Y )→ (X,Y ) dont
la restriction à Y est le morphisme identité et qui est étale en tout point y ∈ Y .

Définition 2.3.8 On dit que deux couples de schémas (X,Y ) et (W,Y ) sont équivalents dans

un voisinage formel s’il existe un isomorphisme de schémas formels ϕ : X̂Y → ŴY dont la
restriction à Y est l’identité.

Définition 2.3.9 On dit que deux couples de schémas (X,Y ) et (W,Y ) sont équivalents dans
un voisinage étale s’il existe un couple (U,Y ) et deux morphismes f : (U,Y ) → (X,Y ) et
g : (U,Y ) → (W,Y ) qui font de (U,Y ) un voisinage étale de (X,Y ) et un voisinage étale de
(W,Y ).

Lemme 2.3.10 ([36] 4.5) Soient (X,Y ) et (U,Y ) deux couples de schémas noethériens et
f : (U,Y ) → (X,Y ) un morphisme de couples de schémas dont la restrictions sur Y est le
morphisme d’identité. Alors f définit un voisinage étale de (X,Y ) si et seulement si f induit

un isomorphisme de schémas formels f̂ : ÛY → X̂Y .

Démonstration. Le problème étant local, on est ramené au cas oùX et U sont affines. Soient A
(resp. B) l’anneau de X (resp. U) et I (resp. J) l’idéal de Y dans X (resp. U). Soit ϕ : A→ B
l’homomorphisme correspondant à f . Comme f est un morphisme de couples on sait que
I = ϕ−1(J) et f induit un isomorphisme de A/I vers B/J . D’autre part, pour tout entier
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n ≥ 1, l’homomorphisme ϕ induit un homomorphisme de A/In vers B/Jn. Par passage à

la limite inductive, l’homomorphisme ϕ induit un homomorphisme continu ϕ̂ : ÂI → B̂J .
Autrement dit, f induit un morphisme de schémas formels f̂ : ÛY → X̂Y .

“=⇒”: On suppose que le morphisme f soit étale en tout point de Y . En diminuant
éventuellement U et X on est ramené au cas où f est un morphisme étale. Pour tout en-
tier n ≥ 1 soit Yn (resp. Y ′n) le nième voisinage infinitésimal de Y dans ÛY (resp. X̂Y ). Comme
remarqué ci-dessus, on a un morphisme gn : Yn → Y ′n induit par f qui prolonge IdY . Le
sous-schéma fermé Y de Yn est défini par un idéal nilpotent. Comme f est étale, l’application
canonique

HomX(Y ′n,U) −→ HomX(Y,U)

est bijective. Soit hn : Y ′n → U le morphisme qui prolonge l’immersion fermée de Y dans U .
Alors hngn est l’immersion fermée de Yn dans U puisque l’application canonique

HomX(Yn,U) −→ HomX(Y,U)

est bijective. Cela montre que hn se factorise par Yn, et hngn = IdYn
. Enfin, par construction

gnhn = fhn = IdY ′
n
. Donc gn : Yn → Y ′n est un isomorphisme.

“⇐=”: Si on a ÛY ∼= X̂Y , alors pour tout point y ∈ Y , ÔU,y ∼= ÔX,y. Donc OU,y est une
algèbre étale sur OX,y (cf. [48] IV.17.6.3), i.e., le morphisme f est étale en y. 2

Théorème 2.3.11 Soient (X,Y ) et (W,Y ) deux couples de variétés algébriques projectives sur
un corps k algébriquement clos. On suppose que X et W soient lisses sur k, que Y soit intègre,
de dimension ≥ 1 et localement une intersection complète dans X̂Y et que le fibré normal de Y
dans X̂Y satisfasse à la condition P3. Alors (X,Y ) et (W,Y ) sont équivalents dans un voisinage
formel si et seulement s’ils sont équivanlents dans un voisinage étale.

Démonstration. “⇐=” est vrai d’après le lemme 2.3.10.

“=⇒”: Soit ∆ : Y
(Id , Id)// Y ×k Y // X ×k W la diagonale de Y dans X ×k W . Suppo-

sons que ϕ : X̂Y → ŴY soit un isomorphisme de schémas formels dont la restriction sur Y est
l’identité. Considérons le “graphe formel” de ϕ

Γϕ : X̂Y −→ (X̂ ×k W )∆(Y )

qui fait de X̂Y un sous-schéma formel de (X̂ ×k W )∆(Y ). Comme NY X̂Y satisfait à la condition

P3, Γϕ(X̂Y ) est algébrique dans (X̂ ×k W )∆(Y ), i.e., il existe un sous-schéma fermé intègre Z de

X×kW contenant ∆(Y ) tel que dimZ = dim X̂Y (= dimX = dimW ) et que Ẑ∆(Y ) ⊃ Γϕ(X̂Y ).

Soit v : Z̃ → Z la normalisation de Z. Elle induit un morphisme
̂̃
Zv−1(Y ) → ẐY . Sa restriction

au-dessus de Γϕ(X̂Y ), formellement lisse, est un isomorphisme. On en déduit l’existence d’un

sous-schéma fermé intègre Ỹ dans Z̃ tel que v|eY : Ỹ → Y soit un isomorphisme et que v̂ in-

duise un isomorphisme v̂ :
̂̃
Z eY → Γϕ(X̂Y ). Par conséquent, les morphismes de schémas formels

induits par les morphismes de couples pr1 ◦v : (Z̃,Ỹ ) → (X,Y ) et pr2 ◦v : (Z̃,Ỹ ) → (W,Y )

sont des isomorphismes. D’après le lemme 2.3.10, (Z̃,Ỹ ) définit un voisinage étale commun de
(X,Y ) et (W,Y ). 2

La question de comprendre quand l’équivalence de deux couples dans un voisinage for-
mel implique leur équivalence dans un voisinage étale, ainsi que sa version analytique (où
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on s’intéresse à l’équivalence analytique dans un voisinage analytiques de couples d’espaces
analytiques formellement isomorphes) a donné lieu de nombreux travaux, depuis les premiers
résultats en géométrie complexe établies par Nirenberg et Spencer [73] en 1960 et Griffiths [42].
Nous renvoyons aux commentaires de Grauert dans [40] Vol.I pour une discussion détaillée et
des références. Signalons toutefois que le théorème a été établi par Gieseker [36] lorsque le fibré
normal est ample (condition plus forte que P3) en appuyant sur les travaux de Harshorne sur
les conditions (G1)—(G3) (cf. [36][52]). Le théorème 2.3.11, joint au fait que (P3) est satisfaite
lorsque k = C si Y est lisse et si NXY admet une métrique hermitienne dont la courbure satis-
fait une hypothèse de positivité faible (cf. proposition 2.1.34), fournit une variante algébrique,
valable lorsque k = C, d’un théorème établi par Commichau et Grauert [21] en géométrie
analytique complexe. Enfin, à cause du fait que la 1-positivité implique la condition P3, le
théorème 2.3.11 devient un avatar algébrique, valable sur tout corps algébriquement clos k,
d’un théorème de Hirschowitz [54] qu’il a démontré dans un cadre analytique complexe par des
techniques de déformations.
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Chapitre 3

Positivité faible des fibrés
vectoriels et algébrisation II: cas
arithmétique

Dans ce chapitre, on désigne par K un corps de nombre de discriminant ∆K et par OK
son anneau d’entiers algébriques. On fixe π : X → SpecOK un schéma projectif et plat sur
SpecOK tel que XK soit lisse sur SpecK et équidimensionnel de dimension d. On choisit pour
tout plongement σ : K → C une forme volume de type C∞ qui définit une mesure de probabilité
λσ sur Xσ(C) et on suppose que la collection (λσ)σ:K→C soit invariante par l’action de F∞. Si
E est un fibré vectoriel hermitien sur X , on désigne par π∗E le OK-module H0(X ,E), muni
de la métrique L2. C’est un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK .

3.1 Pente maximale asymptotique arithmétique

3.1.1 Pente maximale asymptotique arithmétique d’un fibré inver-
sible hermitien ample sur la fibre générique

Lemme 3.1.1 Soit L un fibré inversible hermitien sur X tel que LK soit ample. Il existe
une constante C telle que pour tout entier n ≥ 2 et tout élément (Di)1≤i≤n ∈ Zn>0, si on note
D = D1 + · · ·+Dn, on a

µ̂max(π∗(L
⊗D

)) ≥
n∑

i=1

µ̂max(π∗(L
⊗Di

))− 1

2
log(rgQ H

0(XK ,L
⊗Di

K ))

− d
n∑

i=1

log(Di) +
1

2
[K : Q]− n

(
logC +

log |∆K |
[K : Q]

)
.

(3.1)

Démonstration. D’après (1.19), on a

µ̂max(π∗(L
⊗D

)) ≥ 1

2
log[K : Q]− log ε(π∗(L

⊗D
)). (3.2)

D’autre part, compte tenu du lemme 1.7.19, on a

− log ε(π∗(L
⊗D

)) ≥ −n logC − d
n∑

i=1

logDi −
n∑

i=1

log ε(π∗(L
⊗Di

)). (3.3)
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Enfin, la proposition 1.7.16 montre que pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a

− log ε(π∗(L
⊗Di

)) ≥ µ̂max(π∗(L
⊗Di

))− 1

2
log(rgQH

0(XK ,L
⊗Di

K ))− log |∆K |
2[K : Q]

. (3.4)

En combinant (3.2), (3.3) et (3.4) on obtient (3.1). 2

Lemme 3.1.2 Soit L un fibré inversible hermitien sur X tel que LK soit ample. Il existe
une constante C telle que pour tout entier D ≥ 1, on ait

µ̂max(π∗(L
⊗D

)) ≤ CD.

Démonstration. Soit L un fibré inversible hermitien sur X qui est arithmétiquement ample
avec c1(L) > 0. Si s est une section de L⊗D au-dessus de X , alors div s est un diviseur effectif
de X . Par conséquent, on a

hL(div s) = ĉ1(L)d · ĉ1(L
⊗D

) +

∫

X (C)

log ‖s‖c1(L)d ≥ 0.

D’autre part, comme c1(L) > 0, on sait que

∫

X (C)

log ‖s‖c1(L)d ≤ max
σ∈Σ∞

log ‖s‖σ, sup

∫

X (C)

c1(L)d.

On en déduit donc

−max
σ

log ‖s‖σ, sup ≤ Dĉ1(L)d · ĉ1(L )

(∫

X (C)

c1(L)d

)−1

.

D’après la proposition 1.7.17, il existe une constante C0 tel que ‖s‖σ, sup ≤ C0D
d‖s‖σ,L2 pour

tout plongement σ : K → C. Par conséquent,

− log ‖s‖ = −1

2
log
( ∑

σ∈Σ∞

‖s‖2σ,L2

)
≤ −1

2
log
(
C−2

0 D−2d max
σ∈Σ∞

‖s‖2σ, sup

)

≤ logC0 + d logD − max
σ∈Σ∞

log ‖s‖σ, sup ≤ logC0 + d logD + C1D,

où C1 = ĉ1(L)d · ĉ1(L )

(∫

X (C)

c1(L)d

)−1

.

Donc l’inégalité 1.20 montre que

µ̂max(π∗(L
⊗D

)) ≤ logC0 + d logD + C1D +
1

2
log(rgZ(π∗(L

⊗D))) +
log |∆K |
2[K : Q]

= O(D).

2

Proposition 3.1.3 Soit L un fibré inversible hermitien sur X tel que LK soit ample. La

suite ( 1
n µ̂max(π∗(L

⊗n
)))n≥1 admet une limite dans R.
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Démonstration. Pour tout entier n ≥ 1 on note an = µ̂max(π∗(L
⊗n

)). D’après le théorème
de Hilbert-Samuel, il existe une constante C1 > 0 telle que rgQH

0(XK ,L
⊗n
K ) ≤ C1n

d pour
tout entier n ≥ 1. D’après le lemme 3.1.1, il existe deux constantes C2 et C3 telles que pour
tout (ni)1≤i≤r ∈ Zr>0 (r ≥ 1), si n = n1 + · · ·+ nr, on ait

an ≥
r∑

i=1

ani
− C2

r∑

i=1

logni − C3r.

La proposition résulte donc du corollaire 1.5.2 et du lemme 3.1.2. 2

Définition 3.1.4 Soit L un fibré inversible hermitien sur X tel que LK soit ample. On
appelle pente maximale asymptotique arithmétique de L relativement à π et on note µ̂πmax(L )

la limite lim
n→+∞

1

n
µ̂max(π∗(L

⊗n
)).

Proposition 3.1.5 Soient L , L 1 et L 2 trois fibrés inversibles hermitiens sur X dont les
restrictions sur XK sont amples, M un fibré inversible hermitien sur SpecOK .

1) pour tout entier n ≥ 1, µ̂πmax(L
⊗n

) = nµ̂πmax(L );

2) µ̂πmax(L ⊗ π∗M) = d̂eg(M) + µ̂πmax(L );

3) µ̂πmax(L 1 ⊗L 2) ≥ µ̂πmax(L 1) + µ̂πmax(L 2).

Démonstration. 1) est immédiate d’après la définition.

2) En effet, on a π∗((L ⊗ π∗(M))⊗n) = π∗(L
⊗n

)⊗M⊗n. Par conséquent,

µ̂πmax((L ⊗ π∗(M))⊗n) = µ̂πmax(L
⊗n

) + nd̂eg(M).

3) D’après le corollaire 1.7.18, on sait qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
entier n ≥ 1, on ait

µ̂max((π∗(L 1 ⊗L 2))
⊗n) ≥ 1

2
log[K : Q]− log ε(π∗(L

⊗n

1 ⊗L
⊗n

2 ))

≥ 1

2
log[K : Q]− 2 logC − 2d logn− log ε(π∗(L

⊗n
1 ))− log ε(π∗(L

⊗n
))

≥ µ̂max(π∗(L
⊗n
1 )) + µ̂max(π∗(L

⊗n
2 ))− 1

2
log(rgQH

0(XK ,L
⊗n
1,K))

− 1

2
log(rgQH

0(XK ,L
⊗n
2,K))− log |∆K |

[K : Q]
− 2 logC − 2d logn.

(3.5)

Si on divise les deux côtés de (3.5) par n, par passage à la limite, on obtient

µ̂πmax(L 1 ⊗L 2) ≥ µ̂πmax(L 1) + µ̂πmax(L 2).

2

3.1.2 Pente maximale asymptotique arithmétique d’un fibré vectoriel
hermitien

Remarque 3.1.6 Soit η : SpecK → SpecOK le point générique. C’est un morphisme plat.
On désigne par p : XK → SpecK et q : XK → X les morphismes canoniques, qui s’insèrent
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dans un carré cartésien:

XK
q //

p

��
�

X

π

��
SpecK η

// SpecOK .

D’après [45] chap III, 1.4.15, pour tout OX -module quasi-cohérent F , l’homomorphisme
canonique η∗π∗F → p∗q

∗F est un isomorphisme. Par conséquent, on a un isomorphisme
H0(XK ,FK) = H0(X ,F )K . Si E et F sont deux OX -modules localement libres de rang fini,
alors HomOX

(E ,F ) s’identifie aux sections de E ∨ ⊗F au-dessus de X . D’autre part,

HomOXK
(EK ,FK) ∼= H0(XK ,E

∨
K ⊗FK) = H0(X ,E ∨ ⊗F )K .

Par conséquent, pour tout homomorphisme f : EK → FK , il existe un élément non-nul a ∈
OK tel que f se prolonge en un homomorphisme de Ea → Fa, autrement dit, l’image de
l’homomorphisme composé

E
a−→ E −→ q∗EK −→ q∗FK

est dans F . On obtient ainsi un homomorphisme de E vers F . Cet homomorphisme est injectif
lorsque f est injectif.

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur X et f : EK → FK un homomorphisme.
Alors f induit un homomorphisme ϕ : H0(XK ,EK)→ H0(XK ,FK). D’autre part, f peut être
considéré comme une section de E ∨K ⊗FK au-dessus de XK . Soit σ : K → C un élément dans
Σ∞. Pour tout section s ∈ H0(XK ,EK),

‖ϕ(s)‖2σ =

∫

Xσ(C)

‖fx(s(x))‖2σdλσ(x) ≤ ‖f‖2σ, sup

∫

Xσ(C)

‖s(x)‖2σdλσ(x) = ‖f‖2σ, sup‖s‖2σ,

où ‖f‖σ, sup = sup
x∈Xσ(C)

‖fx‖. Par conséquent, on a ‖ϕ‖σ ≤ ‖f‖σ, sup.

Définition 3.1.7 Soient L et L deux fibrés inversibles hermitiens sur X . On suppose que
LK soit ample. Il existe alors un entier n0(L,L ) > 0 tel que LK ⊗L ⊗nK soit ample pour tout
n ≥ n0(L,L ). On définit pour tout entier n ≥ n0(L,L ),

An(L,L ) = µ̂πmax(L⊗L
⊗n

)− nµ̂πmax(L ).

Proposition 3.1.8 Soit Θ l’ensemble des fibrés inversibles hermitiens L sur X tel que LK

soit ample. Soit L un fibré inversible hermitien sur X .

1) Pour tout L ∈ Θ, la suite (An(L,L ))n≥n0(L,L ) est croissante et converge vers une limite.

2) Si M est un fibré inversible hermitien sur SpecOK , L ∈ Θ, alors

An(L,L ⊗ π∗M) = An(L,L )

pour tout n ≥ n0(L,L ).

3) Si LK est ample, alors
µ̂πmax(L) = inf

L∈Θ
lim

n→+∞
An(L,L ).

4) Pour tout fibré inversible hermitien M sur SpecOK , on a

d̂eg(M) = inf
L∈Θ

lim
n→+∞

An(π∗(M),L ).
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Démonstration. 1) D’après la proposition 3.1.5, on a pour tout n ≥ n0(L,L )

µ̂πmax(L ⊗L
⊗(n+1)

) ≥ µ̂πmax(L⊗L
⊗n

) + µ̂πmax(L ).

Donc on a An+1(L,L ) ≥ An(L,L ).
Comme LK est ample, il existe un entier m ≥ 1 et un homomorphisme injectif de LK

vers L⊗mK qui induit un homomorphisme injectif ϕ : L → L⊗m (cf. la remarque 3.1.6). Pour
tout n ≥ n0(L,L ), l’homomorphisme ϕ induit un homomorphisme injectif ϕn : L ⊗L⊗n →
L⊗(m+n). Soit ψn : H0(XK ,LK⊗L ⊗nK )→ H0(XK ,L

⊗(m+n)
K ) l’homomorphisme injectif entre

les espaces de sections globales correspondant. D’après l’inégalité de pentes, pour tout entier
u ≥ 1, on a

µ̂max(π∗(L
⊗u ⊗L

⊗un
)) ≤ µ̂max(π∗(L

⊗u(n+m)
)) + h(ψ⊗un ).

Comme ψ⊗un provient d’un homomorphisme de OX -modules, on sait que ‖ψ⊗un ‖p ≤ 1 pour
tout p ∈ Σf . Si σ : K → C est un plongement, alors

‖ψ⊗un ‖σ ≤ ‖ϕ⊗un,K‖σ, sup = ‖ϕn,K‖uσ, sup = ‖ϕK‖uσ, sup.

Par conséquent,

µ̂max(π∗(L
⊗u ⊗L

⊗un
)) ≤ µ̂max(π∗(L

⊗u(n+m)
)) + u

∑

σ∈Σ∞

log ‖ϕK‖σ, sup.

Par passage à la limite, on obtient que

µ̂πmax(L⊗L
⊗n

) ≤ µ̂πmax(L
⊗(m+n)

) +
∑

σ∈Σ∞

log ‖ϕK‖σ, sup.

Autrement dit,

An(L,L ) ≤ mµ̂πmax(L ) +
∑

σ∈Σ∞

log ‖ϕK‖σ, sup.

Par conséquent, la suite (An(L,L ))n≥n0(L,L ) est bornée supérieurement, donc converge.
2) En effet, pour tout n ≥ n0(L,L ),

An(L,L ⊗ π∗(M)) = µ̂πmax(L⊗L
⊗n ⊗ π∗(M⊗n))− nµ̂πmax(L ⊗ π∗(M)) = An(L,L ).

3) D’après 1), An(L,L) = µ̂πmax(L), donc µ̂πmax(L) ≥ inf
L∈Θ

lim
n→+∞

An(L,L ). D’autre part,

pour tout L ∈ Θ,

An(L,L ) ≥ µ̂πmax(L) + µ̂πmax(L
⊗n

)− nµ̂πmax(L ) = µ̂πmax(L).

4) En effet, pour tout L ∈ Θ,

An(π
∗(M),L ) = µ̂πmax(π

∗(M)⊗L
⊗n

)− nµ̂πmax(L ) = d̂eg(M).

2

Définition 3.1.9 Avec les notations de la proposition 3.1.8, on appelle pente maximale asymp-
totique arithmétique relativement à π de L la valeur

µ̂πmax(L) := inf
L∈Θ

lim
n→+∞

An(L,L ).
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Lemme 3.1.10 Soient L 1 et L 2 deux fibrés inversibles hermitiens sur X dont les restrictions
sur XK sont amples. Si f : L1 → L2 est un homomorphisme non-nul, on a

µ̂max(π∗(L
⊗n
1 )) ≤ µ̂max(π∗(L

⊗n
2 )) +

1

[K : Q]

∑

σ∈Σ∞

log ‖fK‖σ, sup. (3.6)

Démonstration. Pour tout entier n ≥ 1 on désigne par ϕn : H0(XK ,L
⊗n
1,K)→ H0(XK ,L

⊗n
2,K)

l’homomorphisme induit par f⊗n. D’après l’inégalité de pentes, on a

µ̂max(π∗(L
⊗n

1 )) ≤ µ̂max(π∗(L
⊗n

2 )) +
1

[K : Q]

∑

σ∈Σ∞

log ‖ϕn‖σ

≤ µ̂max(π∗(L
⊗n
2 )) +

1

[K : Q]

∑

σ∈Σ∞

n log ‖fK‖σ, sup.

Par passage à la limite on obtient (3.6). 2

Proposition 3.1.11 Soient L, L1 et L2 trois fibrés inversibles hermitiens sur X , M un fibré
inversible hermitien sur SpecOK . On a

1) µ̂πmax(L1 ⊗ L2) ≥ µ̂πmax(L1) + µ̂πmax(L2);

2) µ̂πmax(L
⊗n

) = nµ̂πmax(L) pour tout n ≥ 1;

3) µ̂πmax(L⊗ π∗(M)) = µ̂πmax(L) + d̂eg(M);

4) si f : L1 → L2 est un homomorphisme non-nul, on a

µ̂πmax(L1) ≤ µ̂πmax(L2) +
1

[K : Q]

∑

σ∈Σ∞

log ‖fK‖σ, sup.

Démonstration. Pour tout fibré inversible hermitien L sur X tel que XK soit ample, et tout
entier m suffisamment grand, on a

A2m(L1 ⊗ L2,L ) ≥ Am(L1,L ) +Am(L2,L ),

Amn(L
⊗n
,L ) = nAm(L,L ),

Am(L ⊗ π∗(M),L ) = Am(L,L ) + d̂eg(M),

Am(L1,L ) ≤ Am(L2,L ) +
1

[K : Q]

∑

σ∈Σ∞

log ‖fK‖σ, sup.

Par passage à la limite, on obtient les (in)égalités annoncées. 2

Définition 3.1.12 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . On appelle pente maximale
asymptotique arithmétique relativement à π de E la valeur

µ̂πmax(E) := µ̂πpmax(OP(E)(1)),

où p : P(E) → X est le morphisme canonique et où la métrique sur OP(E)(1) est la métrique
de Fubini-Study.
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Proposition 3.1.13 Avec les notations de la définition 3.1.12, si EK est ample, alors

µ̂πmax(E) = lim
n→+∞

1

n
µ̂max(π∗(S

nE)).

Démonstration. Soit r le rang de E Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par ‖ · ‖FS (resp. ‖ · ‖)
la métrique L2 sur π∗(S

nE) = (πp)∗(O(n)) par rapport à la métrique de Fubini-Study sur
OP(E)(1) (resp. la métrique produit symétrique sur SnE). D’après (1.16), on a la relation

‖f‖2 =

(
n+ r − 1

n

)
‖f‖2FS

pour tout f ∈ π∗(S
nE). La proposition 1.7.5 montre que pour tout sous-OK-module F de

π∗(S
nE),

µ̂(F,‖ · ‖) = µ̂(F,‖ · ‖FS)−
1

2[K : Q]
log

(
n+ r − 1

n

)
.

Par conséquent, on a

µ̂max(π∗(S
nE),‖ · ‖) = µ̂max(π∗(S

nE),‖ · ‖FS)−
1

2[K : Q]
log

(
n+ r − 1

n

)
.

Par passage à la limite on obtient

µ̂πmax(E) = lim
n→+∞

1

n
µ̂max(π∗(S

nE)).

2

3.2 Pente maximale asymptotique arithmétique et condi-
tions de positivité

Proposition 3.2.1 Soit L un fibré inversible hermitien sur X .

1) si µ̂πmax(L) > 0, alors µ̂πmax(L
∨
) < 0;

2) si µ̂πmax(L) < 0 (resp. µ̂πmax(L) ≤ 0), alors L n’a pas de section effective (resp. strictement
effective);

3) si L est arithmétiquement ample, alors µ̂πmax(L) > 0.

Démonstration. 1) Comme µ̂πmax(OX ) = 0, on a

µ̂πmax(L) + µ̂πmax(L
∨
) ≤ 0.

Donc µ̂πmax(L) > 0 implique µ̂πmax(L
∨
) < 0.

2) D’après la remarque 1.7.22, L a une section effective (resp. strictement effective) si et
seulement s’il existe un homomorphisme non-nul f : OX → L tel que max

σ∈Σ∞

‖fK‖σ, sup ≤ 1

(resp. max
σ∈Σ∞

‖fK‖σ, sup < 1). D’après la proposition 3.1.11 4), on obtient que µ̂πmax(L) ≥ 0

(resp. µ̂πmax(L) > 0).

3) Soit M un fibré inversible hermitien sur SpecOK tel que d̂eg(M) > 0. Comme L est
arithmétiquement ample, il existe n ≥ 1 tel que π∗(M∨) ⊗ L⊗n ait une section effectif. Cela
implique que

µ̂πmax(π
∗(M

∨
)⊗ L⊗n) = nµ̂πmax(L)− d̂eg(M) ≥ 0.
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Donc µ̂πmax(L) > 0. 2

Lemme 3.2.2 Soient L un fibré inversible hermitien sur X qui est arithmétiquement ample
et L un fibré inversible hermitien quelconque sur X . Pour tout ε > 0, il existe un entier n ≥ 1
et un homomorphisme injectif ϕ : L→ L⊗n tel que max

σ∈Σ∞

‖ϕK‖σ, sup < ε.

Démonstration. On démontre d’abord le cas où L = OX . Comme L est arithmétiquement
ample, il existe un entier m ≥ 1 tel que L ⊗m a une section strictement effective. Soit
ψ : OX → L⊗m l’homomorphisme correspondant à la section. D’après la remarque 1.7.22,
max
σ∈Σ∞

‖ψK‖σ, sup < 1. Par conséquent, il existe un entier p ≥ 1 tel que max
σ∈Σ∞

‖ψ⊗pK ‖σ, sup < ε.

Autrement dit, ϕ = ψ⊗p : OX → L ⊗mp vérifie la condition. Pour le cas général, comme L
est ample, il existe un entier q ≥ 1 et un homomorphisme injectif η de L vers L⊗q. Soit α =
max
σ∈Σ∞

‖ηK‖σ, sup. Soient φ : OX → L ⊗r un homomorphisme injectif tel que max
σ∈Σ∞

‖φK‖σ, sup <

ε/α et ϕ = η ⊗ φ. On a pour tout σ ∈ Σ∞, ‖ϕK‖σ, sup ≤ ‖η‖σ, sup‖φ‖σ, sup < ε. 2

Lemme 3.2.3 Soient L un fibré inversible hermitien arithmétiquement ample sur X et E
un fibré vectoriel hermitien sur X . Pour tout nombre ε > 0 il existe deux entiers m,n ≥ 1 et
un homomorphisme injectif ϕ : E → (L ⊗n)⊕m tel que max

σ∈Σ∞

‖ϕK‖σ, sup < ε.

Démonstration. Comme L est arithmétiquement ample, il existe deux entiers p,m ≥ 1 et un
homomorphisme injectif ψ : E → (L⊗p)⊕m. Soient α = max

σ∈Σ∞

‖ψK‖σ, sup et η : OX → L ⊗q un

homomorphisme injectif tels que max
σ∈Σ∞

‖ηK‖σ, sup < ε/α, et que ϕ = ψ⊗η : E → (L ⊗(p+q))⊕m.

On a pour tout σ ∈ Σ∞, ‖ϕK‖σ, sup < ε. 2

Remarque 3.2.4 Si on combine le lemme 3.2.3 et le lemme 3.1.2, on obtient que pour tout
fibré inversible hermitien L sur X et tout fibré vectoriel E sur X , il existe une constante C

telle que pour tout entier D ≥ 1 on ait µ̂max(π∗(E ⊗ L
⊗D

)) ≤ CD. C’est un analogue de la
proposition 2.2.5.

Définition 3.2.5 Soit E un fibré inversible hermitien sur X . On dit que E est faiblement
positif si pour tout fibré inversible hermitien L sur X , il existe λ > 0 tel que pour tout entier

D > λ et tout entier n > λD on ait ε(π∗(E
∨⊗n ⊗ L⊗D)) > 1, où ε est la plus petite norme

d’un vecteur non-nul (cf. définition 1.7.14).

Proposition 3.2.6 Soit E un fibré inversible hermitien sur X . Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel hermitien F sur X , il existe
λ > 0 tel que pour tout entier D > λ et tout entier n > λD, on ait

ε(π∗(E
∨⊗n ⊗ L⊗D ⊗ F )) > 1;

2) E est faiblement positif;

3) il existe un fibré inversible hermitien L arithmétiquement ample sur X , un nombre λ > 0
tel que pour tout entier D > λ et tout entier n > λD on ait

ε(π∗(E
∨⊗n ⊗L

⊗D
)) > 1.
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Démonstration. “1)=⇒2)=⇒3)” sont triviaux.
“3)=⇒1)”: D’après les lemmes 3.2.2 et 3.2.3, il existe trois entiers p,q,r ≥ 1 ainsi que deux

homomorphismes injectifs ϕ : F → (L ⊗p)⊕r et ψ : L→ L ⊗q tels que max
σ∈Σ∞

‖ϕK‖σ, sup < 1 et

max
σ∈Σ∞

‖ψK‖σ, sup < 1. Pour tout entier D ≥ 1 on a un homomorphisme injectif φD = ψ⊗D ⊗ ϕ
de L⊗D ⊗ F vers (L ⊗(Dq+p))⊕r tel que max

σ∈Σ∞

‖φD,K‖σ, sup < 1. D’après 3) il existe λ > 0 tel

que pour tout entier D > λ et tout entier n > λD on ait ε(π∗(E
∨⊗n ⊗L

⊗(Dq+p)
)) > 1. Par

conséquent, on a ε(π∗(E
∨⊗n ⊗L

⊗(Dq+p)
)⊕r) > 1. Comme max

σ∈Σ∞

‖φD,K‖σ, sup < 1, on sait que

ε(π∗(E
∨⊗n ⊗ L⊗D ⊗ F )) > 1. 2

Théorème 3.2.7 Soit L un OX -module inversible hermitien. Si µ̂πmax(L
∨
) < 0, alors L est

faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque L∨K est ample.

Démonstration. “Nécessité”: Comme µ̂πmax(L
∨
) < 0, il existe une constante ε > 0 et un fibré

inversible hermitien L sur X qui est arithmétiquement ample tels que Am(L
∨
,L ) ≤ −ε pour

tout entier m suffisamment grand. En remplacant L par une puissance convenable on peut

supposer que µ̂πmax(L
∨ ⊗L ) ≤ µ̂πmax(L )− ε. Soit λ > ε−1µ̂πmax(L ) une constante. Pour tout

entier D ≥ 1 et tout entier n ≥ λD, on a d’après la proposition 3.1.11,

(n−D)µ̂πmax(L ) + µ̂πmax(L
∨⊗n ⊗L

⊗D
) ≤ µ̂πmax((L

∨ ⊗L )⊗n) ≤ n(µ̂πmax(L)− ε).

Par conséquent,

µ̂πmax(L
⊗n ⊗L

⊗D
) ≤ Dµ̂πmax(L )− nε < 0.

Donc L
∨⊗n ⊗L

⊗D
n’a pas de section effective.

“Suffisance”: Soit M un fibré inversible hermitien sur SpecOK tel que d̂eg(M) > 0. Il existe
une constante λ > 0 tel que pour tout entier D > λ et tout entier n > λD on ait

ε(π∗(L
∨⊗n

)⊗ π∗(M⊗D)) > 1,

µ̂max(π∗(L
∨⊗n⊗π∗(M⊗D))) = µ̂max(π∗(L

∨⊗n
))+Dd̂eg(M) ≤ 1

2
log(rgZ(π∗(L

∨⊗n)))+
log |∆K |
2[K : Q]

.

Soit (Dn)n≥1 une suite telle que

i) Dn > λ pour tout entier n ≥ 1;

ii) Dn < n/λ pour n suffisamment grand;

iii) lim
n→+∞

n

Dn
= λ.

On a
1

n
µ̂max(π∗(L

∨⊗n
)) +

Dn

n
d̂eg(M) ≤ 1

2n
log(rgZ(π∗(L

∨⊗n))) +
log |∆K |
2n[K : Q]

.

Par passage à la limite on obtient

µ̂πmax(L
∨
) ≤ −λ−1d̂eg(M) < 0.

2
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Remarque 3.2.8 Si on utilise la convention ε(0) = +∞ et µ̂max(0) = −∞, alors les résultats
de 3.1.1 à 3.1.3 sont encore valables pour un fibré inversible hermitien L quelconque. On en

déduit donc l’existence d’une limite dans [−∞,+∞[ de la suite ( 1
n µ̂max(π∗(L

⊗n
)))n≥1. Lorsque

LK n’est pas ample, on sait seulement que cette limite est inférieure ou égale à µ̂πmax(L ). De
plus, la partie “suffisance” de la démonstration du théorème 3.2.7 montre aussitôt que la

positivité faible de L
∨

implique la négativité de cette limite.

Proposition 3.2.9 Soient L et L deux fibrés inversibles hermitiens sur X . Si L est faible-
ment positif, alors il existe deux nombres réels a,λ′ > 0 tels que pour tout entier D > λ′ et tout

entier n > λ′D, on ait ε(π∗(L
∨⊗n ⊗L

⊗D
)) ≥ ean.

Démonstration. D’après le lemme 3.2.2 il suffit de démontrer la proposition pour le cas où L
et L ⊗L admettent au moins une section effective. Soit M un fibré inversible hermitien sur
SpecOK tel que d̂eg(M) > 0. Comme L est faiblement positif, il existe λ > 0 tel que pour tout
entier D > λ et tout entier n > λD, on ait

ε(π∗(L
∨⊗n ⊗L

⊗D ⊗ π∗(M)⊗D)) > 1.

On fixe maitenant deux entiers D0 > λ et n0 > λD0. Pour tout entier n > 0 on observe que

ε(π∗(L
∨⊗nn0 ⊗L

⊗nD0 ⊗ π∗(M)⊗nD0)) > 1.

On en déduit

µ̂max(π∗(L
∨⊗nn0 ⊗L

⊗nD0
))

= µ̂max(π∗(L
∨⊗nn0 ⊗L

⊗nD0 ⊗ π∗(M)⊗nD0))− nD0d̂eg(M)

≤ −nD0d̂eg(M) +
1

2
log(rgZ(π∗(L

∨⊗nn0 ⊗L
⊗nD0

))) +
log |∆K |
2[K : Q]

.

Par passage à la limite on obtient

lim
n→+∞

1

n
µ̂max(π∗(L

∨nn0 ⊗L
⊗nD0

)) = − lim
n→+∞

1

n
log ε(π∗(L

∨nn0 ⊗L
⊗nD0

)) ≤ −D0d̂eg(M).

Par conséquent, il existe un nombre réel a > 0 et un entier n1 ≥ 1 tels que

ε(π∗(L
∨nn0 ⊗L

⊗nD0
)) ≥ ean

pour tout n ≥ n1. Comme L a une section effective, et comme il existe un homomorphisme φ

de L
∨

vers L tel que max
σ∈Σ∞

‖φK‖σ, sup ≤ 1, on obtient

ε(π∗(L
∨⊗(nn0+l) ⊗L

⊗D
)) ≥ ean

pour tout entier D0 ≤ D ≤ nD0 et tout entier 0 ≤ l ≤ nD0 −D. On note

λ0 = max
(
n0,

n0n1

D0
,
n2

0

D2
0

+
2n0

D0

)

Pour tout entier D ≥ D0 et tout entier m > λ0D, on a ε(π∗(L
∨⊗m ⊗ L

⊗D
)) ≥ eam/(n0+1)

puisque dans ce cas-là, il existe deux entiers n ≥ n1 et 0 ≤ l < nD0 −D tels que m = nn0 + l.
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2

Définition 3.2.10 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . On dit que E est faiblement
positif si pour tout fibré inversible hermitien L sur X , il existe deux nombres réels a,λ > 0 tel

que pour tout entier D > λ et tout entier n ≥ λD on ait ε(π∗(S
nE
∨ ⊗ L⊗D)) > ean.

Proposition 3.2.11 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel hermitien F sur X il existe
deux nombres réels a,λ > 0 tel que pour tout entier D > λ et tout entier n ≥ λD on ait

ε(π∗(S
nE
∨ ⊗ L⊗D ⊗ F )) > ean;

2) E est faiblement positif;

3) il existe un fibré inversible hermitien L arithmétiquement ample sur X , deux nombres
a,λ > 0 tels que pour tout entier D > λ et tout entier n ≥ λD on ait

ε(π∗(S
nE
∨ ⊗L

⊗D
)) > ean.

Démonstration. “1)=⇒2)=⇒3)” sont triviaux.
“3)=⇒1)”: D’après les lemmes 3.2.2 et 3.2.3, il existe trois entiers p,q,r ≥ 1 ainsi que deux

homomorphismes injectifs ϕ : F → (L ⊗p)⊕r et ψ : L→ L ⊗q tels que max
σ∈Σ∞

‖ϕK‖σ, sup < 1 et

max
σ∈Σ∞

‖ψK‖σ, sup < 1. Pour tout entier D ≥ 1 on a un homomorphisme injectif φD = ψ⊗D ⊗ ϕ
de L⊗D ⊗ F vers (L ⊗(Dq+p))⊕r tel que max

σ∈Σ∞

‖φD,K‖σ, sup < 1. D’après 3) il existe a,λ > 0

tels que pour tout entier D > λ et tout entier n > λD on ait ε(π∗(S
nE
∨⊗L

⊗(Dq+p)
)) > ean.

Par conséquent, on a ε(π∗(S
nE
∨ ⊗L

⊗(Dq+p)
)⊕r) > ean. Comme max

σ∈Σ∞

‖φD,K‖σ, sup < 1, on

sait que ε(π∗(S
nE
∨ ⊗ L⊗D ⊗ F )) > ean. 2

Lemme 3.2.12 Soit p : Y → X un schéma projectif et plat sur X tel que YK soit lisse sur
SpecK et équidimensionnel de dimension d. Soit de plus L un fibré inversible hermitien sur Y
tel que L soit ample relativement à p et tel que pour chaque point y ∈X (C), c1(L|p−1(y)) soit

strictement positive. Alors il existe un fibré inversible hermitien M sur X tel que L ⊗ p∗(M)
soit arithmétiquement ample.

Démonstration. Comme X est projectif sur SpecOK , il existe un fibré inversible hermitien
M1 tel que M1 soit ample et tel que c1(M1) soit strictement positive. Après torsion de L par
une puissance tensorielle de p∗M1 on peut supposer que L soit ample et que c1(L) soit stric-
tement positive. Comme L est ample, il existe une puissance L⊗n de L qui est engendrée par

ses sections au-dessus de Y . Plus précisément, il existe m sections (si)1≤i≤m de L
⊗n

sur Y tel
que l’homomorphisme (si)1≤i≤m : O⊕m

Y
−→ L⊗n soit surjectif. On désigne par h la métrique

hermitienne sur L⊗n qui provient de la métrique de L. Si a > 0 est un nombre réel, on désigne
par ha la métrique hermitienne sur L⊗n qui provient de la métrique de L⊗ p∗(OX ,‖ · ‖a), où
‖1x‖a = a pour tout x ∈ X (C). On a la relation ‖sx‖ha

= an‖sx‖h pour tout section s de
L⊗n. En choisissant un a assez petit, on a ‖si‖sup ,ha

< 1 pour tout 1 ≤ i ≤ m. Cela montre
que (L ⊗ p∗(OX ,‖ · ‖a))⊗n est engendré par des sections strictement effectives. La remarque
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1.7.24 montre que le fibré vectoriel hermitien L ⊗ p∗(OX ,‖ · ‖a) est arithmétiquement ample.
2

Remarque 3.2.13 Le lemme 3.2.12 montre en particulier que sur X il existe un fibré inver-
sible arithmétiquement ample. En effet, comme le morphisme π : X → SpecOK est projectif, il
existe un faisceau inversible ample L sur X . Par conséquent, pour tout plongement σ deK dans
C, Lσ est un faisceau inversible ample sur Xσ(C). En remplaçant L par l’une de ses puissances
tensorielles on peut supposer que L soit très ample. On choisit un produit hermitien quelconque
sur E = H0(Xσ(C),Lσ). L’image réciproque de la métrique de Fubini-Study sur P(E) par le
plongement canonique de Xσ(C) dans P(E) donne une métrique hermitienne strictement po-
sitive sur Lσ. Enfin, si on applique le lemme 3.2.12 au morphisme π : X → SpecOK , on sait
qu’il existe un fibré inversible hermitien M sur SpecOK tel que π∗M⊗L soit arithmétiquement
ample.

Proposition 3.2.14 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . On désigne par L le fibré
inversible OP(E∨)(−1) muni de la métrique duale de la métrique de Fubini-Study sur OP(E∨)(1).

Alors E est faiblement positif sur X si et seulement si L est faiblement positif sur P(E∨).

Démonstration. On désigne par p : P := P(E∨) → X le morphisme canonique et par r le
rang de E.

“⇐=”: On suppose que M est un OX -module inversible hermitien. Comme L est faiblement
positif, il existe deux nombres a,λ > 0 tels que pour tout entier D > λ et tout entier n > λD
on ait

ε((πp)∗(L
∨⊗n ⊗ p∗(M)⊗D) > ean.

Par conséquent

ε(π∗(S
nE
∨ ⊗M⊗D)) =

(
n+ r − 1

n

) 1
2

ε((πp)∗(L
∨⊗n ⊗ p∗(M)⊗D) > ean.

“=⇒”: Le faisceau L∨ = OP(1) est ample relativement à p. De plus, la métrique de Fubini-
Study sur L∨ est strictement positive sur les fibres. Par conséquent, il existe un fibré vectoriel

hermitien M sur X tel que L := L
∨ ⊗ p∗(M) soit arithmétiquement ample (cf. le lemme

3.2.12).
Comme E est faiblement positif, il existe deux nombre réels a,λ > 0 tels que pour tout

entier D > λ et tout entier n > λD on ait

ε(π∗(S
nE
∨ ⊗M⊗D)) > ean.

Autrement dit,

ε((πp)∗(L
∨⊗n ⊗ p∗(M)⊗D)) = ε((πp)∗(L

∨⊗(n−D) ⊗L
⊗D

)) > ean
(
n+ r − 1

n

)− 1
2

.

Soit n0 ∈ N tel que pour tout n > n0 on ait

ean
(
n+ r − 1

n

)− 1
2

> 1.

Soit λ′ = max(n0,λ), alors pour tout entier D > λ′ et n > λ′D on a

ε((πp)∗(L
∨⊗n ⊗L

⊗D
)) > 1.
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Donc L est faiblement positif. 2

Théorème 3.2.15 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . Si µ̂πmax(E
∨
) < 0, alors E est

faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque E∨K est ample.

Démonstration. Soient p : P(E∨) → X le morphisme canonique et L le fibré inversible
OP(E∨)(−1) muni de la métrique duale de celle de Fubini-Study sur OP(E∨)(−1).

“=⇒”: Comme µ̂πmax(E
∨
) = µ̂πpmax(L

∨
) < 0 on sait que L est faiblement positif, donc il en

est de même de E.
“⇐=”: Si E est faiblement positif, il en est de même de L. D’autre part, si E∨K est ample,

alors L∨K est aussi ample. D’après le théorème 3.2.7 on sait que µ̂πmax(E
∨
) = µ̂πpmax(L

∨
) < 0. 2

3.3 Étude du problème d’algébricité via les modèles sur
les entiers

On reprend les notations du paragraphe §1.8 en supposant les conditions suivantes:

1) K est un corps de nombres;

2) Λ est le spectre de l’anneau des entiers algébrique OK ;

3) XK et YK sont des schémas intègres et lisses sur SpecK, et X (C) et Y (C) sont munis de
formes volumes positives invariantes par conjugaison;

4) L et N sont munis de métriques hermitiennes;

5) les espaces vectorielsED,σ sont munis de métriques hermitiennes, qui induisent des métriques
“sous-quotient” sur (EiD/E

i+1
D )σ.

On obtient donc des fibrés vectoriels hermitiens E i
D/E

i+1
D sur SpecOK .

Proposition 3.3.1 S’il existe trois nombres λ,a, et A dans R>0 tels que les conditions sui-
vantes soient vérifiées:

1) pour tout entier D > λ et tout entier i > λD on a µ̂(E i
D/E

i+1
D ) < −ai,

2) pour tout entier D > 0 et tout entier i ≤ λD on a µ̂(E i
D/E

i+1
D ) ≤ AD,

alors V̂ est algébrique.

Démonstration. La démonstration est la même que celle de la proposition 2.3.5. 2

Remarque 3.3.2 Sur l’espace ED on a une métrique hermitienne “canonique” — celle de
L2, mais rien ne nous empêche d’obtenir la proposition 3.3.1 si nous prenons une métrique
hermitienne générale sur ED.

Grâce à l’inégalité de pentes on peut ramener la vérification des conditions dans la pro-
position 3.3.1 à l’étude de la “négativité” des fibrés vectoriels hermitiens (Ii/Ii+1)|Y , où les
structures hermitiennes proviennent de celles de L et de N . Une difficulté nouvelle par rapport
au cas géométrique est que la hauteur de l’homomorphisme d’évaluation γiD intervient dans la
majoration. Plus précisément, on a l’inégalité pour tout (i,D) ∈ N,

µ̂(E i
D/E

i+1
D ) ≤ µmax((πϕ̄0)∗(L |⊗DY

⊗ (Ii/Ii+1)|Y )) + h(γiD). (3.7)
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Proposition 3.3.3 On suppose que les ED soient munis de métriques hermitiennes de L2. Si,
pour un plongement σ ∈ Σ∞, le sous-schéma formel V̂σ de X̂σYσ

est défini par un germe de
sous-variétés analytiques (lisses) autour de Yσ(C) dans Xσ(C), alors il existe des réels α et β
tels que, pour tout couple d’entiers naturels (i,D), on ait

log ‖γiD‖σ ≤ αD + βi.

Démonstration. Soient d la dimension de XK et d0 la codimension de YK dans XK . Soit
σ : K → C un plongement. Pour tout point y ∈ Yσ(C) soit ΓiD,y l’homomorphisme canonique

de EiD vers L⊗Dy ⊗ SiN∨y . Ce dernier est muni de la métrique hermitienne qui provient des
structures hermitiennnes de L et de N . Soit ϕ : D(0;R′y)→X (C) une carte locale qui envoie

0 en y, où D(0;R′y) = B(0;R′y)
d ⊂ Cd est le produit direct de disques ouverts de rayon R′y. Soit

0 < Ry < R′y un nombre réel. On désigne par z1, · · · ,zd les coordonnées de cette carte locale
et on suppose que dans la carte locale ϕ, la sous-variété Y (C) est déterminée par l’annulation
des premières d0 coordonnées. On suppose de plus que dans cette carte locale, le fibré L se
trivialise via la section s0. Localement une section s dans ED,C s’écrit de la forme fs⊗D0 , où
f est une fonction analytique sur D(0;Ry). D’autre part, si la section s est dans EiD,C, alors

localement l’homomomrphisme ΓiD,y envoie fs⊗D0 en

∑

I=(aj)∈Nd0 ,
|I|=i

[
∂i

∂za1
1 · · · ∂z

ad0

d0

f(0)

]
za1
1

a1!
· · ·

z
ad0

d0

ad0 !
⊗ s⊗D0,y .

Grâce à l’inégalité de Cauchy, il est possible d’estimer la norme de l’application ΓiD,y (cf.
[9] [20]). En effet, d’après la formule de Cauchy (cf [25] chap. I (3.8)), on a pour tout I =
(aj)1≤j≤d0 ∈ Nd0

I!−1 ∂i

∂za1
1 · · · ∂z

ad0

d0

f(0,w) =
1

(2π
√
−1)n

∫

D(0,Ry)

f(z1, · · · ,zd0,w)

za1+1
1 · · · zad0

+1

d0

dz1 · · · dzd0 ,

où par définition I! = a1! · · ·ad0 !. D’où

I!−1|∂If(0)| ≤ 1

Riy
sup

∀1≤j≤d0,
|zj |≤Ry

|f(z1, · · · ,zd0 ,0)| ≤ 1

Riy
sup

z∈D(0;Ry)

|f(z)|.

Si on note αy = sup
1≤j≤d0

‖zj‖N∨
y
, alors

‖ΓiD,y(f ⊗ s⊗D0 )‖ ≤ ‖s0,y‖DLy

(
αy
Ry

)i
sup

z∈D(0;Ry)

|f(z)|

≤


 ‖s0,y‖Ly

inf
z∈D(0;Ry)

‖s0,ϕ(z)‖Lϕ(z)



D (

αy
Ry

)i
‖s‖σ, sup.

Comme Yσ(C) est compact, on sait qu’il existe deux constantes A1 et B1 telles que pour toute
section s ∈ EiD et tout plongement σ : K → C, on a

‖γiD(s)‖σ, sup ≤ AD1 Bi1‖s‖σ, sup.
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D’après la comparaison de la norme ‖ · ‖sup et la norme L2 (la proposition 1.7.17), il existe
deux constantes α,β > 0 telles que

log ‖γiD‖σ ≤ αD + βi. (3.8)

2

Proposition 3.3.4 On suppose que pour tout plongement σ de K dans C, le sous-schéma
formel V̂σ de X̂σYσ

soit défini par un germe de sous-variétés analytiques lisses autours de

Yσ(C) dans Xσ(C). Si de plus V̂ se prolonge en un sous-schéma formel V̂ du complété formel

X̂Y tel que Y soit régulièrement immergé dans V̂ , alors la condition 2) de la proposition 3.3.1
est satisfaite.

Démonstration. Soit N = NY V̂ . D’après l’hypothèse on sait que (Ii/Ii+1)|Y = SiN
∨
.

Donc pour tout place finie p et tout paire d’entiers naturels (i,D), on a ‖γiD‖p ≤ 1. Soit
P = P(N ∨) et M le fibré inversible canonique sur P, muni de la métrique de Fubini-Study.
On désigne par p : P → Y le morphisme canonique. Il existe une constante b > 0 tel que pour
tout (i,D) ∈ N2

µ̂max((π|Y p)∗(p∗L |⊗DY
⊗M

⊗i
)) ≤ b(i+D). (3.9)

En effet, on peut plonger de façon effective les fibrés inversibles hermitiens p∗L |Y et M dans
le même fibré inversible hermitien arithmétiquement ample. L’inégalité (3.9) résulte donc du
lemme 3.1.2.

La comparaison de la métrique de Fubini-Study et la métrique produit symétrique (1.16)
montre que

µ̂max((π|Y )∗(L |⊗DY
⊗ SiN ∨

) ≤ b(i+D) + log

(
i+ d0 − 1

i

)
.

Par conséquent, on sait qu’il existe une constante A > 0 tel que pour tout entier D > 0 et tout
entier i ≤ λD on ait

µ̂max((π|Y )∗(L |⊗DY
⊗ SiN ∨

) ≤ AD.
La condition 2) de la Proposition 3.3.1 résulte donc de la majoration (3.7) et (3.8). 2

Lemme 3.3.5 Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage de B(0,R) ⊂ Cn qui admet

comme développement de Taylor à l’origine f(z) =
∑

I

aIz
I. Si la fonction f s’annule d’ordre

au moins i en 0, alors

1

λ(B(0,R))

∫

B(0,R)

|f(z)|2dz ≥ n

2i+ n
R2i‖jif‖2FS, (3.10)

log sup
z∈B(0,R)

|f(z)| ≥ i logR+
1

2
log

n

2i+ n
+ log ‖jif‖2FS. (3.11)

Démonstration. Pour tout nombre complexe t tel que |t| ≤ 1 soit ft(z) =
∑

I

aIt
|I|−izI . Alors

l’intégrale ∫

B(0,R)

|ft(z)|2dλ(z)
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est sous-harmonique sur {t ∈ C
∣∣ |t| < 1}. Comme f1 = f et f0 = jif , on déduit que

1

λ(B(0,R))

∫

B(0,R)

|f(z)|2dλ(z) ≥ 1

λ(B(0,R))

∫

B(0,R)

|jif(z)|2dλ(z).

Pour tout nombre réel 0 < r ≤ R, soit σr la mesure de Lebesgue sur ∂B(0,r). On a dσr =
rn−1dσ1 et dσ1 = σ1(∂B(0,1))dσ, où σ est la mesure de probabilité Un-invariante sur le cercle
unité ∂B(0,1). On a

1

λ(B(0,R))

∫

B(0,R)

|jif(z)|2dλ(z) =
( ∫ R

0

dr

∫

∂B(0,r)

dσr

)−1( ∫ R

0

dr

∫

∂B(0,r)

|jif(z)|2dσr
)

=
( ∫ R

0

rn−1σ1(∂B(0,1))dr
)−1( ∫ R

0

dr

∫

∂B(0,1)

r2i|jif(z)|2rn−1σ1(∂B(0,1))dσ
)

=
( ∫ R

0

rn−1dr
)−1(∫ R

0

r2i+n−1dr

∫

∂B(0,1)

|jif(z)|2dσ
)

= nR−n‖jif‖2FS

∫ R

0

r2i+n−1dr

=
n

2i+ n
R2i‖jif‖2FS.

On obtient donc (3.10). Enfin, si on compare l’inégalité

1

λ(B(0,R))

∫

B(0,R)

|f(z)|2dλ(z) ≤ sup
z∈B(0,R)

|f(z)|2

et l’inégalité (3.10), on obtient (3.11). 2

Lemme 3.3.6 Soient P (z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n un polynôme sur C et R > 0 un nombre

réel. On a pour tout 1 ≤ i ≤ n
|ai| ≤ sup

|z|≤R
|P (z)| 1

Ri
.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule de Cauchy:

ai =
P (i)(0)

i!
=

1

2πi

∫

|ζ|=R

P (ζ)

ζn+1
dζ.

2

Corollaire 3.3.7 Soit ϕ un élément dans Z[[T1, · · · ,Tn]] qui définit une fonction méromorphe
sur un voisinage de la boule fermée B(0;R) de Cn, où R >

√
n, alors ϕ est rationnel.

Démonstration. Soient X = Pn+1
Q = ProjQ[X0, · · · ,Xn,Z] et P : Spec Q → X un point

rationnel (de coordonnés (1 : 0 : · · · : 0)). Le schéma formel X̂P s’identifie au spectre formel

de l’anneau topologique 1 ÔP ∼= Q[[T1, · · · ,Tn,Y ]]. L’élément ϕ définit un sous-schéma formel

fermé V̂ de X̂P d’idéal (Y −ϕ(T1, · · · ,Tn)). Le schéma formel V̂ , qui est isomorphe à ÂnQ, peut
être considéré comme le “graphe formel” de ϕ.

On prend un modèle entier X = Pn+1
Z de X et on désigne par P : Spec Z→X la section

qui prolonge P . Comme ϕ est à coefficients dans Z, le schéma formel V̂ se prolonge en un

sous-schéma formel V̂ de X̂P qui est isomorphe à ÂnZ.

1. en posant Ti = Xi/X0 pour tout 1 ≤ i ≤ n et Y = Z/X0.



Étude du problème d’algébricité via les modèles sur les entiers 97

Soient L le faisceau inversible canonique sur X = Pn+1
Z et L = LQ. On suppose que LC

soit muni de la métrique de Fubini-Study. Soient N = NP V̂ et N = NQ = NP V̂ . D’après la
définition, N∨ est un espace vectoriel de rang n sur Q, engendré par T1, · · · ,Tn. On munit NC

de la métrique hermitien de sorte que T1, · · · ,Tn forment une base orthonormée.
Pour tout entier D ≥ 1 soit

ED = π∗(L
⊗D) = Z[X0, · · · ,Xn,Z]D ∼= Z[T1, · · · ,Tn,Y ]≤D

et soit ED = ED,Q. On utilisera les notations du paragraph §1.8. L’espace EiD s’identifie au
sous-espace de Q[T1, · · · ,Tn,Y ]≤D des polynômes Ψ tels que

Ψ(T1, · · · ,Tn,ϕ(T1, · · · ,Tn))

s’annule en (0, · · · ,0) à l’ordre au moins i. Soit Ψ un élément dans EiD,C. L’homomorphisme

γiD,C envoie Ψ en le jet d’ordre i de Ψ(T1, · · · ,Tn,ϕ(T1, · · · ,Tn)) en (0, · · · ,0). Comme ϕ définit

une fonction méromorphe sur un voisinage du boule fermée B(0;R), elle sécrit de la forme φ/θ,
où φ et θ sont des fonction holomorphe sur un voisinage de B(0;R) et θ(0, · · · ,0) = 1. En effet,
cela résulte de la résolubilité du deuxième problème (ou problème multiplicatif) de Cousin sur
le domaine B(0,R+ ε). Grosso modo, si Ω est un ouvert d’une variété analytique complexe, on
dit que le deuxième problème de Cousin est résoluble pour Ω si l’application canonique

Γ(Ω,M×)→ Γ(Ω,M×/O×)

est surjectif, où M (resp. O) est le faisceau d’anneaux des germes de fonctions méromorphes
(resp. holomorphes). Il est connu que lorsque le deuxième problème de Cousin est résoluble
pour Ω, alors le problème de Poincaré est aussi résoluble, i.e., toute fonction méromorphe sur Ω
peut s’écrire comme le quotient de deux fonctions holomorphes. Comme on a des suite exactes:

1 // O× // M× // M×/O× // 1

0 // Z // O
exp // O× // 1 ,

le deuxième problème de Cousin est résoluble notamment si H1(Ω,O×) = 0 et si H2(Ω,Z) = 0.
On peut consulter [61] pour une présentation plus détaillée.

On suppose que Ψ s’écrit sous la forme

Ψ(T1, · · · ,Tn,Y ) =

D∑

d=0

Ψd(T1, · · · ,Tn)Y d,

où Ψd ∈ C[T1, · · · ,Tn]≤(D−d). Alors

Φ(T1, · · · ,Tn) : = θ(T1, · · · ,Tn)DΨ(T1, · · · ,Tn,ϕ(T1, · · · ,Tn))

=

D∑

d=0

Ψd(T1, · · · ,Tn)φ(T1, · · · ,Tn)dθ(T1, · · · ,Tn)D−d.

est une fonction holomorphe sur un voisinage de B(0;R). Comme θ(0, · · · ,0) = 1 et comme la
fonction Ψ(T1, · · · ,Tn,ϕ(T1, · · · ,Tn)) est d’ordre au moins i en l’origin, on obtient

γiD,C(Ψ) =
1

I!

∑

I=(aj)∈Nn,
|I|=i

[
∂i

∂T a1
1 · · ·∂T an

n
Φ(0, · · · ,0)

]
T a1

1 · · ·T an
n ,
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où I! = a1! · · ·an! pour I = (aj)1≤j≤n ∈ Nn. Autrement dit, γiD,C(Ψ) s’identifie au jet d’ordre
i de la fonction holomorphe Φ. D’après le lemme 3.3.5, on déduit que

log ‖γiD,C(Ψ)‖FS ≤ log sup
z∈B(0,R)

‖Φ(z)‖ − i logR− 1

2

n

2i+ n
.

D’après la comparaison de la métrique produit symétrique et la métrique de Fubini-Study
(1.16),

log ‖γiD,C(Ψ)‖ ≤ log sup
z∈B(0,R)

‖Φ(z)‖ − i logR− 1

2

n

2i+ n
+ log

(
i+ n− 1

i

)
, (3.12)

où la métrique sur SiNC est la métrique produit symétrique. De plus, on a la majoration

sup
z∈B(0;R)

|Φ(z)| ≤ max
(

sup
z∈B(0;R)

|φ(z)|D, sup
z∈B(0;R)

|θ(z)|D
)

sup
z∈B(0;R)
0≤d≤D

‖Ψd(z)‖

≤ CD1 C2‖Ψ‖sup,

(3.13)

où C1 et C2 sont deux constantes positives uniformes pour
√
n < R ≤ √n + 1, ‖Ψ‖sup est la

norme sup pour la métrique de Fubini-Study. En outre, comme ϕ est à coefficients dans Z,
pour toute place finie p, hp(γ

i
D) ≤ 0. D’autre part,

µ̂max(P
∗(L

⊗D
)⊗ SiN ) = Dd̂eg(P∗L ) + µ̂max(S

iN )

≤ Dd̂eg(P∗L ) +
1

2
log

i!

Γ(i/n+ 1)n
� Dd̂eg(P∗L ) + i log

√
n.

(3.14)

D’après l’inégalité des pentes (cf. proposition 1.7.13), combinée avec (3.12), (3.14) et la compa-
raison de la norme sup à la norme L2 (cf. le théorème 1.6.6), on obtient que pour tout nombre
ε > 0, il existe deux nombres réels λ,α > 0 tels que pour tout entier D ≥ λ et tout entier
i > λD, on ait

µ̂(E
i

D/E
i+1

D ) ≤ (log
√
n− logR+ ε)i+ αD.

D’après la proposition 3.3.1 et la proposition 3.3.4, si R >
√
n, ϕ est une fonction algébrique.

Par conséquent, il existe un polynôme Q à coefficient dans Z tel que Qϕ soit holomorphe sur
un voisinage de B(0,R). On est donc ramené au cas où ϕ définit une fonction holomorphe sur
B(0,R). Comme R >

√
n, il existe r > 1 tel que B(0,R) contient le polydisque D(0,r). Si on

suppose que

ϕ(z) =
∑

I

aIz
I ,

alors d’après la formule de Cauchy,

|aI | ≤
1

r|I|
sup

z∈D(0;r)

|ϕ(z)|.

Donc aI s’annule pour |I| suffisamment grand, i.e., ϕ est un polynôme. 2

Remarque 3.3.8 Le corollaire 3.3.7 généralise un résultat de Borel sur la rationalité d’une
série formelle à un indéterminé (voir [2] pour une démonstration classique, voir [20] pour une
présentation panoramique dans un point de vu Arakelovien dont la démonstration du corollaire
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3.3.7 s’inspire). Récemment J.-B. Bost et A. Chambert-Loir ont démontré un théorème fort de
rationnalité (d’une série formelle d’un indéterminé) en proposant une condition sur le domaine
de mémorphicité (complexe ou p-adique) plus faible que le critère de Borel-Dwork qui implique
la rationnalité de la série formelle.

Après avoir terminé la rédaction de ce travail et l’avoir soumis comme thèse, l’auteur a
appris que le corollaire 3.3.7 avait été établi antérieurement par Y. André, sous une forme plus
générale qui généralise le théorème de Borel-Dwork, dans son ouvrage [3], Chapter VIII.

Remarque 3.3.9 Dans le corollaire 3.3.7, la borne
√
n est optimale. En effet, toute série de

la forme
∑

i≥0

εi(T1 · · ·Tn)i (εi ∈ {0,1}) définit une fonction holomorphe sur la boule ouverte

B(0;R). Comme l’ensemble des séries formelles algébriques à coefficients dans Z forment un
ensmble dénombrable (cf. [10] page 410), il existe une suite (εi)i≥0 constituée en des 0 et des

1 telle que la série
∑

i≥0

εi(T1 · · ·Tn)i ne soit pas algébrique.

Remarque 3.3.10 Il est possible d’affaiblir la condition dans le corollaire 3.3.7 en demandant
que la série ϕ définissent une fonction méromorphe sur le polydisque D(0; r), où r > 1. En
effet, pour tout entier i > 0, SiN∨ contient une base de la forme Bi = (Tα1

1 · · ·Tαn
n )(αj)

n
j=1∈Nn

|α|=i

.

Si on choisit la métique hermitien h0 sur SiN∨ de sorte que Bi soit une base orthonormée,
alors µ̂max(S

iN ∨,h0) = 0. D’autre part, l’inégalité (3.12) devient

log ‖γiD,C(Ψ)‖h0 ≤ log sup
z∈D(0;r)

|Φ(z)| − i log r +
1

2
log

(
i+ n− 1

n− 1

)
.

Par conséquent, pour tout ε > 0, il existe deux nombres réels λ, α > 0 tels que pour tout entier
D > λ et tout entier i > λD, on ait

µ̂(E
i

D/E
i+1

D ) ≤ (− log r + ε)i+ αD.

Par conséquent, ϕ est algébrique et donc rationnelle dès que r > 1. Le même contre-exemple
que celui dans la remarque 3.3.9 montre qu’ici la borne 1 est aussi optimale.
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Chapitre 4

Filtrations

4.1 Préliminaires sur les filtrations

4.1.1 Filtrations dans une catégorie

Dans ce sous-paragraphe, on donnera la définition de filtrations des objets dans une catégorie
et on discutera des constructions de nouvelles filtrations à partir d’une filtration donnée.

On fixe dans ce sous-paragraphe un ensemble non-vide totalement ordonné I. Soit I∗ le
prolongement de l’ensemble ordonné I obtenu en rajoutant un élément minimal −∞, à savoir,
I∗ := I t {−∞}, et pour tout i ∈ I, −∞ < i. L’ensemble totalement ordonné I∗ peut être
vu comme une catégorie petite dont la classe d’objets est I∗ et telle que pour tout couple
d’objets (i,j) ∈ (I∗)2, Hom(i,j) soit un singleton (resp. vide) si i ≥ j (resp. si i < j). On notera
uij l’unique élément de Hom(i,j) lorsque i ≥ j. L’ensemble I peut être considéré comme une
sous-catégorie pleine de I∗. L’élément −∞ ∈ I∗ est l’objet terminal dans la catégorie I∗.

Si i ≤ j sont deux élément dans I∗, le symbole [i,j] (resp. ]i,j[, [i,j[, ]i,j]) désigne l’ensemble
{k ∈ I∗ | i ≤ k ≤ j} (resp. {k ∈ I∗ | i < k < j}, {k ∈ I∗ | i ≤ k < j}, {k ∈ I∗ | i < k ≤ j}).

4.1.2 Filtration d’un objet dans une catégorie, catégorie des filtra-
tions

Définition 4.1.1 Soient C une catégorie et X un objet de C. On appelle I-filtration de X dans
C tout foncteur F : I∗ → C tel que F(−∞) = X et que, pour tout morphisme ϕ de I∗, F(ϕ)
soit un monomorphisme.

On dit qu’une filtration F est exhaustive si lim−→F|I existe et si le morphisme lim−→F|I → X

défini par le système (F(ui,−∞) : Xi → X)i∈I est un isomorphisme. On dit que F est séparée
si lim←−F existe et est un objet initial dans C.

Si i est un élément de I, on désigne par I<i (resp. I>i) le sous-ensemble de I des éléments
strictement plus petits (resp. strictement plus grands) que i. On dit que I est dense à gauche
(resp. dense à droite) en i si I<i (resp. I>i) est non-vide et sup I<i = i (resp. inf I>i = i).

Proposition 4.1.2 Soit i un élément de I. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) I est dense à gauche en i;

2) I<i est non-vide et pour tout j < i, l’ensemble ]j,i[ est non-vide;

3) I<i est non-vide et pour tout j < i, l’ensemble ]j,i[ est infini.
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Démonstration. “1)=⇒2)”: S’il existe j < i tel que ]j,i[= ∅, alors pour tout k < i on a k ≤ j.
Autrement, dit j est un majorant de I<i. Comme i = sup I<i, on a j ≥ i, cela est absurde.

“2)=⇒3)”: Soit j < i un élément dans I. Comme ]j,i[6= ∅ on peut choisir j0 ∈]j,i[. Si on a
déja choisi j0 < j1 < · · · < jn−1 dans ]j,i[, comme ]jn−1,i[6= ∅ il existe un jn ∈]jn−1,i[. Par la
méthode de récurrence on peut extraire une suite infinie d’éléments dans ]j,i[. Donc ]j,i[ est un
ensemble infini.

“3)=⇒2)” est trivial.
“2)=⇒1)”: Evidemment i est un majorant de I<i. Si j est un majorant de I<i tel que j < i,

alors on peut trouver un élément k ∈]j,i[. Cela est absurde puisque k ∈ I<i et j est un majo-
rant de I<i. Par conséquent, tout majorant de I<i est supérieur ou égal à i, i.e., i = sup I<i. 2

Par dualité, on en déduit la proposition suivante:

Proposition 4.1.3 Soit i un élément de I. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) I est dense à droite en i;

2) I>i est non-vide et pour tout j > i, l’ensemble ]i,j[ est non-vide;

3) I>i est non-vide et pour tout i > j, l’ensemble ]i,j[ est infini.

On dit que F est continue à gauche (resp. continue à droite) en i ∈ I si I n’est pas dense à
gauche (resp. dense à droite) en i ou si la limite projective (resp. inductive) de la restriction de
F en I<i (resp. I>i) existe et le morphisme F(i)→ lim←−F|I<i

(resp. lim−→F|I>i
→ F(i)) défini par

le système (F(uij) : F(i) → F(j))j<i (resp. (F(uji) : F(j) → F(i))j>i) est un isomorphisme.
On dit qu’une filtration F est continue à gauche (resp. continue à droite) si elle est continue à
gauche (resp. continue à droite) en tout élément i ∈ I.

Soient F et G deux filtrations dans C. On appelle morphisme de filtrations de F vers
G toute transformation naturelle de F vers G. Les filtrations dans C et les morphismes de
filtrations forment une catégorie, notée Fil(C). C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie
des foncteurs de I∗ vers C. On désigne par Filg(C) (resp. Fild(C)) la sous-catégorie pleine de
Fil(C) des filtrations continues à gauche (resp. continues à droite) dans C.

Soient (X,Y ) un couple d’objets de C, F (resp. G) une I-filtration de X (resp. Y ). On dit
qu’un morphisme f : X → Y est compatible aux filtrations (F ,G) s’il existe un morphisme de
filtrations F : F → G tel que F (−∞) = f . Si un tel morphisme F existe, il est unique puisque
les morphismes G(i)→ Y sont des monomorphiques.

Soit X un objet dans C. Les I-filtrations de X et les morphismes de filtrations valant IdX
en −∞ forment une catégorie, notée FilX . On désigne par FilgX (resp. FildX) la sous-catégorie
pleine de FilX des filtrations continues à gauche (resp. à droite). La catégorie FilX admet un
objet terminal CX qui envoie tout i ∈ I∗ vers X et tout morphisme de I∗ vers IdX .

Lemme 4.1.4 Soit C une catégorie et X
f // Y

g // Z deux morphismes dans C. Si gf
est un isomorphisme et si g est monomorphique, alors f et g sont des isomorphismes.

Démonstration. Soit h : Z → X un morphisme dans C tel que hgf = IdX et gfh = IdZ .
Comme gfhg = IdZ g = g = g IdY et comme g est monomorphique on a aussi fhg = IdY . Cela
montre que f et g sont des isomorphismes. 2

Proposition 4.1.5 Soient C une catégorie et F une filtration dans C. S’il existe des éléments
i ≥ j dans I∗ tels que F(uij) soit un isomorphisme, alors pour tout couple d’éléments (i′,j′)
dans I∗ tel que i ≥ i′ ≥ j′ ≥ j, le morphisme F (ui′,j′) est un isomorphisme.
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Démonstration. Comme F (ui,j) = F (ui′,j)F (ui,i′) est un isomorphisme, le morphisme F (ui′,j)
est aussi un isomorphisme compte tenu du lemme 4.1.4. D’autre part, F (ui′,j) = F (uj′,j)F (ui′,j′),
et, encore d’après le lemme 4.1.4, le morphisme F (ui′,j′ ) est un isomorphisme. 2

4.1.3 Filtration continue à gauche (à droite) associée à une filtration

On considère les deux conditions suivantes sur une catégorie C:
(Mon) Tout système totalement ordonné de monomorphismes dans C admet une limite projec-

tive.

(Mon∗) Tout système totalement ordonné ( Xi
αi // X )i∈J de sous-objets d’un objet X admet

une limite inductive. De plus, le morphisme lim−→Xi → X induit par les morphismes
(αi)i∈J est encore un sous-objet de X .

Proposition 4.1.6 Soit C une catégorie. On suppose vérifiée la condition (Mon) pour la
catégorie C. Si X est un objet de C, alors le foncteur d’oubli de FilgX vers FilX admet un
adjoint à gauche F 7→ Fg.

Démonstration. Pour tout i ∈ obj I où I est dense à gauche on désigne par Fg(i) la limite
projective de la restriction de F en I<i. Si I n’est pas dense à gauche en i ∈ obj I, on pose
Fg(i) = F(i). Enfin, soit Fg(−∞) = X . Alors Fg : I∗ → C est un foncteur. On a une trans-
formation naturelle f de F vers Fg donnée par la propriété universelle de la limite projective.
La filtration F est continue à gauche si et seulement si la transformation naturelle f : F → Fg
est un isomorphisme.

Si I n’est pas dense à gauche en i, alors Fg(i) = F(i). Donc le morphisme canonique
Fg(i) → X est monomorphique. D’autre part, si i > j et si I n’est pas dense à gauche en j,
alors Fg(j) = F(j), donc le morphisme Fg(i) → Fg(j) est monomorphique. Si I est dense
à gauche en j, alors il existe l < j. Comme F(i) → F(l) est monomorphique, le morphisme
Fg(i) → Fg(j) = lim

←−−
k<j

F(k) est aussi monomorphique. Si I est dense à gauche en i, pour tout

j < i on désigne par ϕij le morphisme canonique de Fg(i) = lim
←−−
k<i

F(k) vers F(j). Si u,v : Z →
Fg(i) sont deux morphismes tels que ϕiju = ϕijv, alors pour tout k ∈]j,i[, on a ϕiku = ϕikv
puisque F (ujk) est monomorphique. Par conséquent, on a u = v puisque Fg(i) = lim←−

j<k<i

F(k).

Cela montre que le morphisme canonique Fg(i)→ F(j) est monomorphique. Donc Fg(i)→ X
est aussi monomorphique. En outre, si I est dense à gauche en j, alors il existe k < j. Comme
Fg(i)→ F(k) est monomorphique, le morphisme Fg(i)→ Fg(j) est aussi monomorphique; si
I n’est pas dense à gauche en j, alors Fg(j) = F(j), donc Fg(i)→ Fg(j) est monomorphique.
On a donc démontré que Fg est une I-filtration de X .

On a un morphisme canonique de filtrations de F vers Fg. Cette construction est fonctorielle
par rapport à F puisque la limite projective est fonctorielle. Si on répète le procédé ci-dessus en
remplaçant F par Fg on obtient une nouvelle filtration Fgg. Si I n’est pas dense à gauche en i,
alors F(i) = Fg(i) = Fgg(i). Si I est dense à gauche en i, alors pour tout j < i il existe k ∈ I
tel que j < k < i. Le composé du morphisme canonique Fgg(i) → Fg(k) et du morphisme
canonique Fg(k)→ F(j) donne un morphisme de Fgg(i) vers F(j). Ce morphisme ne dépend
pas du choix de k puisque I est totalement ordonné. Les morphismes Fgg(i)→ F(j) induisent
un morphisme

Fgg(i) −→ lim
←−−
j<i

F(j) = Fg(i)
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qui est l’inverse du morphisme canonique Fg(i) → Fgg(i). Par conséquent, la transformation
naturelle canonique Fg → Fgg est un isomorphisme, i.e., Fg est continue à gauche.

Si G est une I-filtration continue à gauche de X et si ϕ : F → G est un morphisme, alors
ϕ induit par fonctorialité une transformation naturelle ϕ̃ de Fg vers Gg. Par l’isomorphisme
G → Gg on obtient une transformation naturelle ϕg : Fg → G telle que le diagramme

F //

ϕ
  B

BB
BB

BB
B Fg

ϕg

��
G

(4.1)

commute. Pour tout i ∈ I où I n’est pas dense à gauche, on a F(i) = Fg(i), donc ϕg(i) = ϕ(i).
Si I est dense à gauche en i, alors Fg(i) = lim

←−−
k<i

F(k). Comme le diagramme (4.1) est commuta-

tif, d’après la propriété universelle de la limite projective, le morphisme ϕg(i) est unique. Par
conséquent, le foncteur F 7→ Fg est adjoint à gauche du foncteur d’oubli de FilgX vers FilX .
2

Proposition 4.1.7 Soit C une catégorie. On suppose la condition (Mon∗) soit vérifiée pour
la catégorie C. Si X est un objet de C, alors le foncteur d’oubli de FildX vers FilX admet un
adjoint à droite.

Démonstration. Si I est dense à droite en i, on note Fd(i) = lim
−−→
j>i

F(j), sinon on note Fd(i) =

F(i). Alors Fd est un foncteur de I vers C, et on a une transformation naturelle canonique de
Fd vers F . La filtration F est continue à droite si et seulement si la transformation naturelle
Fd → F est un isomorphisme.

Montrons que Fd est bien une filtration. D’après l’hypothèse (Mon∗), pour tout élément i ∈
I, le morphisme canonique Fd(i) → F(i) est monomorphique. Par conséquent, le morphisme
Fd(i) → X est monomorphique. En outre, pour tout j < i, le morphisme Fd(i) → F(j) est
aussi monomorphique. Cela implique que le morphisme Fd(i)→ Fd(j) est monomorphique.

Montrons que la filtration Fd est continue à droite. Il suffit de vérifier que Fdd ∼= Fd. Pour
les point i ∈ I où I n’est pas dense à droite, l’égalité est vraie par définition. Si I est dense
à droite en i, alors pour tout j > i il existe k tel que j > k > i. Le composé du morphisme
F(j)→ Fd(k) et du morphisme Fd(k)→ Fdd(i) donne un morphisme de F(j) vers Fdd(i). Ces
morphismes induisent un morphisme Fd(i)→ Fdd(i) qui est l’inverse du morphisme canonique
Fdd(i)→ Fd(i).

Si G est une filtration continue à droite et si G → F est un morphisme, alors pour tout i où
I est dense à droite on a un morphisme canonique de G(i) = lim

−−→
j>i

G(j) vers Fd(i) = lim
−−→
j>i

F(j).

On obtient alors un unique morphisme de G vers F tel que le diagramme

G //

  A
AA

AA
AA

A Fd

��
F

soit commutatif. La proposition est donc démontrée. 2

Corollaire 4.1.8 Soit C une catégorie.

1) Sous la condition (Mon), le foncteur d’oubli de Filg(C) vers Fil(C) admet un adjoint à



Préliminaires sur les filtrations 105

gauche F → Fg;
2) sous la condition (Mon∗), le foncteur d’oubli de Fild(C) vers Fil(C) admet un adjoint à

droite F → Fd.

4.1.4 Constructions de filtrations

On suppose que la catégorie C soit à produits fibrés 1. Si f : X → Y est un morphisme dans
C et si G est une I-filtration de Y , alors le produit fibré dans la catégorie Fil(C)

f∗G := G ×CY
CX

est une I-filtration de X , où CX (resp. CY ) est la filtration triviale de X (resp. Y ) qui envoie
tout i ∈ I∗ en X (resp. Y ) et tout morphisme de I∗ en IdX (resp. IdY ). La filtration f∗G est
appelée l’image réciproque de G par le morphisme f . Comme le produit fibré commute aux
limites projectives, le foncteur image réciproque f∗ : FilY → FilX envoie FilgY en FilgX . La
projection canonique P de f∗G vers G donne un morphisme de filtrations dans Fil(C) tel que
P (−∞) = f . Autrement dit, le morphisme f est compatible aux filtrations (f∗G,G).

Définition 4.1.9 Soit f : X → Y un morphisme de C. On appelle décomposition admissible
de f tout triplet (Z,u,v) de morphismes de C satisfaisant aux conditions suivantes:

1) Z est un objet de C;
2) u est un morphisme de X vers Z;

3) v est un monomorphisme de Z vers Y ;

4) f = vu.

Si (Z,u,v) et (Z ′,u′,v′) sont deux décompositions admissibles de f , on appelle morphisme de
décompositions admissibles de (Z,u,v) vers (Z ′,u′,v′) tout morphisme ϕ de Z vers Z ′ tel que
ϕu = u′ et tel que v = v′ϕ.

Z

ϕ

��

v

  A
AA

AA
AA

A

X

u′

  A
AA

AA
AA

A

u

>>}}}}}}}} f // Y

Z ′
v′

>>}}}}}}}

Les décompositions admissibles et leurs morphismes forment une catégorie, notée Dec(f). Si
la catégorie Dec(f) admet un objet initial (Z0,u0,v0), on dit que f a une image. Le mono-
morphisme v0 : Z0 → Y est appelé une image de f , ou encore l’image de X dans Y par le
morphisme f , notée Im f .

Définition 4.1.10 Soit C une catégorie. On suppose que tout morphisme dans C admette une
image. Si f : X → Y est un morphisme dans C et si F est une filtration de X , on définit une
filtration f[F de Y qui associe à chaque i ∈ I∗ le sous-objet Im(f ◦ F(ui,−∞)) de Y , appelé

1. C’est à dire, tout système de la forme

X

��
Y // Z

dans C admet une limite projective. Dans ce cas-là, pour tout catégorie petite D, la catégorie des foncteurs de
D vers C est aussi à produits fibrés. En particulier, la catégorie Fil(C) est à produit fibré.
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l’image directe faible de F par le morphisme f . Si de plus la condition (Mon) est vérifiée pour
la catégorie C, la filtration f∗F := (f[F)g est appelée l’image directe forte par f .

On remarque que pour toute filtration F deX , le morphisme f est compatible aux filtrations
(F ,f[F) et (F ,f∗F). D’autre part, f[ (resp. f∗) est un foncteur de FilX vers FilY (resp. FilgY ).

Proposition 4.1.11 On suppose que la catégorie C soit à produit fibré et que tout morphisme
dans C admette une image. Si f : X → Y est un morphisme dans C, alors le foncteur f∗ :
FilY → FilX est adjoint à droite du foncteur f[.

Démonstration. Soient F une filtration de Y , G une filtration de X et τ : G → f∗F un
morphisme. Pour tout i ∈ I soient ϕi : F(i)→ Y et ψi : G(i)→ X les morphismes canoniques,
et soit (f[G(i),ui,vi) l’image de G(i) dans Y par le morphisme fψi. Comme le morphisme
ϕi : F(i) → Y est monomorphique, il existe un unique morphisme ηi de f[G(i) vers F(i) tel
que ϕiηi = vi et tel que ηiui = pr1 τ(i).

f∗F(i)
pr1 //

��

F(i)

ϕi

��

G(i)

τ(i)
;;wwwwwwwww

ui

//

ψi $$H
HHHHHHHH

f[G(i)

ηi

;;wwwwwwww

vi

##H
HHHHHHHH

X
f

// Y

On a donc une application bijective fonctorielle

HomFilX (G,f∗F)
∼−→ HomFilY (f[G,F).

2

Corollaire 4.1.12 On suppose que la catégorie C soit à produit fibré et que tout morphisme
dans C admette une image. On suppose de plus que la condition (Mon) soit vérifiée pour la
catégorie C. Si f : X → Y est un morphisme dans C, alors le foncteur f∗ : FilgY → FilX est
adjoint à droite du foncteur f∗.

Démonstration. Pour toute filtration F de X et toute filtration G continue à gauche de Y , on
a les bijections canoniques fonctoriels

HomFilX
(F ,f∗G) ∼−→ HomFilY

(f[F ,G) ∼−→ HomFil
g
Y
(f∗F ,G).

2

4.1.5 Filtration de longueur finie

Définition 4.1.13 Soit C une catégorie. On dit qu’une filtration F de X ∈ obj C est de
longueur finie s’il existe une partie finie I0 de I telle que, pour tout i > j avec I0 ∩ [j,i] = ∅, le
morphisme F(uij) est un isomorphisme. Le sous-ensemble I0 de I est appelé un lieu de sauts
de F .

On a plusieurs choix de lieux de sauts. En effet, si I1 est un sous-ensemble fini quelconque
de I et si I0 est un lieu de sauts de F , alors I0 ∪ I1 est aussi un lieu de saut de F . On désigne
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par FilX,f (resp. FilgX,f , FildX,f , Filf (C), Filgf (C), Fildf (C)) la sous-catégorie pleine de FilX

(resp. FilgX , FildX , Fil(C), Filg(C), Fild(C)) formée des filtrations de longueur finie.

Remarque 4.1.14 On suppose que C soit une catégorie à produits fibrés. Soit f : X → Y un
morphisme dans C. Si G est une filtration de longueur finie de Y , alors f∗G est une filtration
de longueur finie puisque le produit fibré transforme un isomorphisme en un isomorphisme.

Définition 4.1.15 Soient C une catégorie, X un objet de C et F une I-filtration de X . On dit
que la filtration F est localement constante à gauche (resp. à droite) en i ∈ I si I n’est pas dense
à gauche (resp. à droite) en i ou s’il existe j < i (resp. j > i) tel que F(uij) (resp. F(uji)) soit
un isomorphisme, ou, de façon équivalente, tel que F(uik) (resp. F(uki)) soit un isomorphisme
pour tout k ∈ [j,i[ (resp. pour tout k ∈]i,j]). On dit que la filtration F est localement constante
à gauche (resp. à droite) si elle est localement constante à gauche (resp. à droite) en tout i ∈ I.

Proposition 4.1.16 Soient C une catégorie, X un objet dans C, F une filtration de longueur
finie de X, et I0 un lieu de saut de F . Pour tout i ∈ I \ I0, la filtration F est localement
constante à gauche et à droite en i.

Démonstration. Soit i ∈ I \ I0 un élément où I est dense à gauche. Comme I0 est fini, I<i∩I0
est aussi un ensemble fini. Soit j0 = max(I<i ∩ I0). On a j0 < i, donc l’ensemble ]j0,i[ est
non-vide (cf. la proposition 4.1.2). Soit j ∈]j0,i[. Alors [j,i] ∩ I0 = ∅, donc F(ui,j) est un iso-
morphisme. Par conséquent, F est localement constante à gauche en i. La démonstration que
F est localement constante à droite en i est similaire. 2

Proposition 4.1.17 Avec les notations de la definition 4.1.15, si la filtration F est locale-
ment constante à gauche (resp. à droite), alors elle est continue à gauche (resp. à droite). La
réciproque est vraie lorsque la filtration F est de longueur finie.

Démonstration. “=⇒” est triviale.
“⇐=”: On suppose que F soit une filtration de longueur finie et continue à gauche. Soit I0

un lieu de sauts de F . Si I est dense à gauche en i, alors il existe un élément j < i dans I tel
que [j,i[∩I0 = ∅. Comme F est continue à gauche en i, F(i) est la limite projective totalement
ordonnée d’isomorphismes. Par conséquent, F(uij) est un isomorphisme. La démonstration de
l’autre assertion est identique. 2

Corollaire 4.1.18 Soit C une catégorie. On suppose que la condition (Mon) (resp. (Mon∗))
soit vérifiée pour la catégorie C. Si F est une filtration de longueur finie dans C, alors Fg (resp.
Fd) est aussi de longueur finie.

Démonstration. Soit I0 un lieu de sauts. On sait que la filtration F est continue à gauche en
dehors de I0, donc pour tout i ∈ I \ I0 on a Fg(i) = F(i), et si [j,i] est un intervalle de I ne
rencontrant pas I0, alors Fg(uij) = F(uij). Par conséquent, Fg est de longueur finie, et I0 est
un lieu de sauts de Fg. La démonstration de l’autre assertion est similaire. 2

Corollaire 4.1.19 Soit C une catégorie. On suppose que tout morphisme dans C ait une image.
Soit f : X → Y un morphisme dans C. Si F est une filtration de longueur finie de X, alors
f[F est une filtration de longueur finie de Y . Si de plus la condition (Mon) est vérifiée pour
la catégorie C, alors f∗F est aussi une filtration de longueur finie de Y .



108 Filtrations

Remarque 4.1.20 Soient C une catégorie à objet initial et F une I-filtration d’un objet X
de C. On suppose que F soit de longueur finie. Alors

1) la filtration F est séparée si et seulement s’il existe i1 ∈ I tel que F(i) soit un objet initial
pour tout i ≥ i1;

2) la filtration F est exhaustive si et seulement s’il existe i2 ∈ I tel que F(uji) soit un isomor-
phisme pour tous i ≤ j ≤ i2 dans I∗.

Définition 4.1.21 Soient C et D deux catégories et F : C → D un foncteur. Si F envoie tout
monomorphisme de C en un monomorphisme de D, alors F induit un foncteur F̃ : Fil(C) →
Fil(D). Si X est un objet de C et si F est une filtration de X , F̃ (F) est appelée la filtration
de F (X) induite de F par le foncteur F .

Remarque 4.1.22 Avec les notations de la definition 4.1.21.

1) Si F est de longueur finie, alors il en est de même de F̃ (F).

2) Si F est localement constante à gauche (resp. à droite), alors il en est de même de F̃ (F).

3) Si la filtration F est de longueur finie et exhaustive, alors il en est de même de F̃ (F).

4) On suppose que C et D soient à objet initial et que F envoie l’objet initial de C en celui de

D. Si la filtration F est de longueur finie et séparée, alors il en est de même de F̃ (F).

4.2 R-filtrations d’un espace vectoriel

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux propriétés particulières des R-filtrations d’un espace
vectoriel de rang fini sur un corps. Les références sont [28] et [23].

On fixe dans ce sous-paragraphe un corpsK et on désigne par VecK la catégorie des espaces
vectoriels sur K. C’est une catégorie abélienne dont les suites exactes sont scindées. Toutes les
filtrations dans ce sous-paragraphe sont supposées être des R-filtrations. Si E est un espace
vectoriel sur K et si F est une R-filtration de E, dans la suite, on utilisera souvent le symbole
FrE (ou même le symbole Er s’il n’y a aucune ambigüıté) pour le sous-espace F(r) de E, où
r ∈ R. On rappelle que la filtration F est séparée (resp. exhaustive) si et seulement si

E+∞
def
=
⋂

r∈R

Er = {0} (resp. E−∞
def
=
⋃

r∈R

Er = E).

4.2.1 Fonction indice associée à une filtration

Définition 4.2.1 Soient E un espace vectoriel sur K, F une R-filtration sur E. Pour tout
élément x ∈ E on appelle indice de x relativement à F l’élément sup{r ∈ R | x ∈ FrE} dans
R ∪ {±∞}, (où sup ∅ = −∞), noté λF (x) (ou simplement λ(x) s’il n’y a aucune ambigüıté),.
L’application λF : E → R∪ {±∞} est appelée la fonction de l’indice associée à la filtration F .

Remarque 4.2.2 Avec les notations de la définition 4.2.1, l’ensemble {r ∈ R | x ∈ FrE} est
non-vide si et seulement si λ(x) > −∞; il est alors ou bien de la forme ]−∞,λ(x)[, ou bien de
la forme ]−∞,λ(x)]. Les propriétés suivantes de la fonction λ sont immédiates:

1) λ(x) = +∞ si et seulement si x ∈ E+∞;

2) λ(x) = −∞ si et seulement si x ∈ E \ E−∞;

3) λ(x) > r si et seulement si x ∈
⋃

s>r

Es;
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4) λ(x) ≥ r si et seulement si x ∈
⋂

s<r

Es.

Proposition 4.2.3 Avec les notations de la definition 4.2.1,

1) si a ∈ K× et si x ∈ E,

λ(ax) = λ(x);

2) si x et y sont deux éléments de E,

λ(x+ y) ≥ min(λ(x),λ(y));

3) si x et y sont deux éléments de E tels que λ(x) 6= λ(y), alors x+ y 6= 0, et

λ(x+ y) = min(λ(x),λ(y)).

4) si E est de rang fini, l’image de λ est un sous-ensemble fini de R ∪ {±∞} de cardinal
≤ rgK E + 1.

Démonstration. 1) Comme a ∈ K×, x ∈ FrE si et seulement si ax ∈ FrE. Donc

{r ∈ R | x ∈ FrE} = {r ∈ R | ax ∈ FrE}.

Par conséquent, on a λ(x) = λ(ax).

2) En effet, on a

{t | x+ y ∈ FtE} ⊃ {r | x ∈ FrE} ∩ {s | y ∈ FsE}.

D’après la remarque 4.2.2, on a

sup{t | x+ y ∈ FtE} ≥ min(sup{r | x ∈ FrE}, sup{s | y ∈ FsE}),

i.e., λ(x+ y) ≥ min(λ(x),λ(y)).

3) Si x + y = 0, alors x = −y. D’après 1) on a λ(x) = λ(y). Cela est absurde. Donc x + y
est non-nul. On pourra supposer que λ(x) < λ(y). Dans ce cas-là pour tout r ∈]λ(x),λ(y)[ on
a y ∈ FrE mais x 6∈ FrE. Par conséquent x+ y 6∈ FrE, autrement dit λ(x+ y) ≤ r. Comme r
est arbitraire on obtient λ(x + y) ≤ λ(x). D’après 2) on a l’égalité.

4) Supposons que x1, · · · ,xn soient des éléments non-nuls dans E tels que λ(x1) < λ(x2) <
· · · < λ(xn) < +∞. D’après 1) et 3), pour tout (ai)1≤i≤n ∈ Kn \ {0},

λ(a1x1 + · · ·+ anxn) = min{λ(xi) | ai 6= 0} < +∞.

Cela montre que a1x1+· · ·+anxn 6= 0. Par conséquent, x1, · · · ,xn sont linéairement indépendents.
Donc n ≤ rgK E. 2

On donnera à l’aide de la fonction de l’indice λ des critères numériques pour des conditions
sur les filtrations d’espaces vectoriels.

Proposition 4.2.4 Soit E un espace vectoriel sur K muni d’une R-filtration F . Alors la
filtration F est séparée (resp. exhaustive) si et seulement si pour tout x ∈ E \ {0} (resp.
x ∈ E), λ(x) < +∞ (resp. λ(x) > −∞).
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Démonstration. 1) Si la filtration est séparée, alors pour tout élément non-nul x de E, il existe
r ∈ R tel que x 6∈ FrE, donc λ(x) ≤ r. Inversement pour tout élément non-nul x ∈ E tel que
λ(x) < +∞, si λ(x) ∈ R, alors x 6∈ Fλ(x)+1E, sinon λ(x) = −∞ et par définition x 6∈ FrE
pour tout r ∈ R.

2) Si la filtration est exhaustive, alors pour tout élément x de E il existe r ∈ R tel que
x ∈ FrE. Par conséquent, λ(x) ≥ r. Inversement pour tout élément x ∈ E tel que λ(x) > −∞,
ou bien λ(x) ∈ R, et x ∈ Fλ(x)−1E, ou bien λ(x) = +∞ et x ∈ FrE pour tout r ∈ R. 2

Soit E un espace vectoriel sur K. On rappelle qu’une R-filtration F sur E est continue à
gauche si et seulement si pour tout r ∈ R,

FrE = FgrE =
⋂

s<r

FsE.

Proposition 4.2.5 Soit E un espace vectoriel surK muni d’une R-filtration continue à gauche
F . Pour tout élément non-nul x de E et tout r ∈ R, x ∈ FrE si et seulement si λ(x) ≥ r.

Démonstration. Par définition si x ∈ FrE alors r ≤ λ(x). Réciproquement si λ(x) ≥ r, alors
pour tout ε > 0 on a λ(x) > r − ε. Par conséquent x ∈ Fr−εE pour tout ε > 0. Ceci montre
que

x ∈
⋂

ε>0

Fr−εE = FrE.

2

Proposition 4.2.6 Si E est un espace vectoriel sur K est si F est une filtration de E, pour
tout élément x de E, on a

λF (x) = λFg (x).

Démonstration. Comme FrE ⊂ FgrE, on a

λF (x) ≤ λFg (x).

D’autre part, si x ∈ FgrE, alors pour tout s < r on a x ∈ FsE, donc λF (x) ≥ r. D’où

λF (x) ≥ λFg (x).

2

Corollaire 4.2.7 Soient E un espace vectoriel sur K, F une filtration sur E. Si F est séparée
(resp. exhaustive), il en est de même de Fg.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.2.4 et la proposition
4.2.6. 2
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4.2.2 Image réciproque, image directe faible, image directe forte

On rappelle d’abord quelques résultats obtenus dans le sous-paragraphe 4.1.1 dans la si-
tuation considérée ici des R-filtrations d’espaces vectoriels. Soit f : E → F une application
K-linéaire d’espaces vectoriels sur K. Si G est une R-filtration de F , alors l’image réciproque
de G par f est donnée par (f∗G)rE = f−1(GrF ). Si F est une R-filtration de E, on sait que
l’image directe faible et l’image directe forte de F par f existent, et on a (f[F)rF = f(FrE),
f∗F = (f[F)g.

On discutera ensuite quelques propriétés particulières des filtrations images réciproques ou
images directes (faibles ou fortes).

Proposition 4.2.8 Soient E un espace vectoriel sur K, f : E′ → E (resp. π : E → E′′) une
application K-linéaire injective (resp. surjective). On suppose que F soit une R-filtration de
E. Alors

1) si la filtration F est séparée, il en est de même de f∗F ;

2) si la filtration F est séparée et si E est de rang fini, la filtration π[F est aussi séparée;

3) si la filtration F est exhaustive, les filtrations f∗F , π[F et π∗F sont toutes exhaustives.

Démonstration. 1) Si F est séparée, alors
⋂

r∈R

FrE = {0}. Comme f est injectif, on a

⋂

r∈R

(f∗F)rE
′ =

⋂

r∈R

f−1(FrE) = f−1
( ⋂

r∈R

E
)

= f−1({0}) = {0}.

Par conséquent, la filtration f∗F est aussi séparée.

2) Si rgE < +∞, alors λF ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Soit r0 = sup
(
λF (E) \

{±∞}
)
< +∞. Pour tout nombre réel r > r0 et tout x ∈ FrE on a λF (x) ≥ r > r0, donc

λF (x) = +∞, i.e., x = 0 puisque la filtration F est séparée. Par conséquent, FrE = 0 et
(π[F)rE

′′ = π(FrE) = 0.

3) Comme la filtration sur E est exhaustive, on a
⋃

r∈R

FrE = E. Par conséquent,

⋃

r∈R

(f∗F)rE
′ =

⋃

r∈R

(E′ ∩ FrE) = E′ ∩
( ⋃

r∈R

FrE
)

= E′ ∩ E = E′,

⋃

r∈R

(π[F)rE
′′ =

⋃

r∈R

π(FrE) = π
( ⋃

r∈R

FrE
)

= π(E) = E′′.

Donc les filtrations f∗F et π[F sont exhaustives. Enfin, π∗F = (π[F)g est exhaustive d’après
le corollaire 4.2.7. 2

Proposition 4.2.9 Soient E et F deux espaces vectoriels de rang fini sur K, F (resp. G) une
R-filtration de E (resp. F ), ϕ : E → F une application linéaire.

1) On suppose que ϕ soit injectif. Si F = ϕ∗G, alors pour tout x ∈ E, λF (x) = λG(ϕ(x)). La
réciproque est vraie lorsque les filtrations F et G sont toutes deux continues à gauche.

2) On suppose que ϕ soit surjectif. Si G = ϕ∗F , alors pour tout élément y de F ,

λG(y) = sup
x∈ϕ−1(y)

λF (x).

La réciproque est vraie lorsque les filtrations F et G sont toutes deux continues à gauche.
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Démonstration. 1) “=⇒”: Comme F = ϕ∗G, un élément non-nul x ∈ E appartient dans Eλ
si et seulement si ϕ(x) ∈ Fλ, d’où

λ(x) = sup{r ∈ R | x ∈ Fr} = sup{r ∈ R | ϕ(x) ∈ Er} = λ(ϕ(x)).

“⇐=”: Si x ∈ Er , alors λ(ϕ(x)) ≥ λ(x) ≥ r. Donc

ϕ(x) ∈
⋂

s<r

Fs = Fr

puisque la filtration sur F est continue à gauche. Inversement si 0 6= x ∈ ϕ−1(Fr), alors
λ(x) = λ(ϕ(x)) ≥ r, d’où

x ∈
⋂

s<r

Es = Er

puisque la filtration sur E est continue à gauche.
2) “=⇒”: Si x ∈ Er, alors ϕ(x) ∈ Fr, donc λ(ϕ(x)) ≥ λ(x). D’où pour tout y ∈ F \ {0}

λ(y) ≥ sup
x∈ϕ−1(y)

λ(x).

D’autre part, y ∈ Fr implique que Es ∩ ϕ−1(y) 6= ∅ pour tout s < r. Par conséquent,

r ≤ sup
x∈ϕ−1(x)

λ(x),

et donc

λ(y) = sup{r ∈ R | y ∈ Fr} ≤ sup
x∈ϕ−1(y)

λ(x).

“⇐=”: Pour tout élément non-nul y de F , si y ∈ Fr, alors λ(y) ≥ r, donc

sup
x∈ϕ−1(y)

λ(x) ≥ r.

Par conséquent, pour tout s < r il existe x ∈ ϕ−1(y) tel que λ(x) ≥ s. Comme la filtration sur
E est continue à gauche, on a x ∈ Es. Cela implique que

y ∈
⋂

s<r

ϕ(Es).

Inversement si y est un élément non-nul dans ϕ(Es), alors il existe x ∈ Es tel que y = ϕ(x).
Donc λ(y) ≥ λ(x) ≥ s. Cela implique que y ∈ Fs car la filtration sur F est continue à gauche.
Par conséquent, ⋂

s<r

ϕ(Es) ⊂
⋂

s<r

Fs = Fr.

2

4.2.3 Mesure de probabilité associée à une R-filtration

Dans ce sous-paragraphe, K désigne un corps commutatif, toutes les filtrations sont sup-
posées être des R-filtrations d’un espace vectoriel de rang fini sur K (donc de longueur finie).
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Probabilité associée à une filtration pour une base

Définition 4.2.10 Soit E un espace vectoriel de rang 0 < n < +∞ sur K, muni d’une
filtration séparée et exhaustive F . Si e = (ei)1≤i≤n est une base de E, on définit une mesure
de probabilité sur (la tribu borélienne de) R

µF ,e :=
1

n

n∑

i=1

δλ(ei),

appelée la probabilité associée à la filtration F et à la base e. S’il n’y a aucune ambigüıté, on
note aussi µe au lieu de µF ,e pour simplifier les notations.

Remarque 4.2.11 Avec les notations dans la definition 4.2.10, la proposition 4.2.6 montre
que µF ,e = µFg,e.

Définition 4.2.12 Si µ1 et µ2 sont deux mesures boréliennes bornées sur R, on dit que µ1 est
à droite 2 de µ2 si pour toute fonction croissante bornée f on a

∫

R

fdµ1 ≥
∫

R

fdµ2,

noté µ1 � µ2. On dit que µ1 est strictement à droite de µ2 si µ1 � µ2 mais µ2 6� µ1.
Si µ1 est à droite de µ2, on dit aussi que µ2 est à gauche de µ1, noté µ2 � µ1.

Base maximale, mesure associée à une filtration

Définition 4.2.13 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K, muni d’une filtration séparée
et exhaustive F . On dit qu’une base e de E est maximale si pour toute base e′ de E on a
µe � µe′ .

Proposition 4.2.14 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K, muni d’une filtration F qui
est séparée, exhaustive et continue à gauche. Alors une base e = (ei)1≤i≤n de E est maximale
si et seulement si pour tout nombre réel r,

card(e ∩ Er) = rgEr.

Démonstration. “=⇒”: Comme e est une base de E, on a

card(e ∩ Er) ≤ rgEr

pour tout r ∈ R. Supposons qu’il existe un nombre réel r tel que

card(e ∩ Er) < rgEr.

Soit E′r le sous-espace vectoriel de Er engendré par e ∩ Er, on a rgE′r < rgEr. Donc il existe
e′ ∈ Er \ E′r. Comme e est une base de E, il existe (ai)1≤i≤n ∈ Kn tel que

e′ = a1e1 + · · ·+ anen.

2. C’est aussi équivalent à dire que pour tout r ∈ R,
Z

R

11[r,+∞[dµ1 ≥

Z

R

11[r,+∞[dµ2.
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Comme e′ 6∈ E′r, il existe un 1 ≤ i ≤ n tel que ei 6∈ Er et tel que ai 6= 0. Alors

e′ = (e1, · · · ,ei−1,e
′,ei+1, · · · ,en)

est une base de E. De plus, comme ei 6∈ Er, on a λ(ei) < r puisque la filtration est continue à
gauche. D’autre part, comme e′ ∈ Er, on a λ(e′) ≥ r. Soit g une fonction croissante telle que

g(λ(ei)) < g(λ(e′)),

alors ∫

R

gdµe′ −
∫

R

gdµe =
1

n
(g(λ(e′))− g(λ(ei))) > 0.

Cela est absurde car e est maximale.
“⇐=”: Pour tout nombre réel r et toute base e′ de E, on a

card(e′ ∩Er) = n

∫

R

11[r,+∞[dµe′ .

Donc, pour tout nombre réel r, on a
∫

R

11[r,+∞[dµe′ ≤
∫

R

11[r,+∞[dµe.

Soit I = {a0 < a1 < · · · < an} un sous-ensemble fini de R tel que suppµe ∪ suppµe′ ⊂ I. Si g
est une fonction croissante et bornée, soit

g0(x) = 11]−∞,a0[ lim
y→−∞

g(y) +

n∑

i=1

g(ai−1)11[ai−1,ai[ + 11[an,+∞[g(an).

C’est une fonction croissante bornée continue à droite telle que
∫

R

gdµe =

∫
g0dµe,

∫

R

gdµe′ =

∫
g0dµe′ .

Soit ν la mesure de Lebesgue-Stieljes définie par g0, c’est-à-dire la mesure borélienne sur R tel
que pour tout −∞ < a < b < +∞, ν(]a,b]) = g0(b)− g0(a). Alors pour tout r ∈ R,

g0(x) =

∫
11]−∞,x]dν + lim

y→−∞
g(y).

D’après le théorème de Fubini,
∫

R

gdµe =

∫

R

g0(x)dµe = g(a0) +

∫

R

∫

R

11]−∞,x](r)dνdµe(x)

= g(a0) +

∫

R

∫

R

11[r,+∞[(x)dµe(x)dν(r)

≥ g(a0) +

∫

R

∫

R

11[r,+∞[(x)dµe′ (x)dν(r)

= g(a0) +

∫

R

∫

R

11]−∞,x](r)dνdµe′ =

∫

R

g0dµe′ =

∫

R

gdµe′ .

2

Proposition 4.2.15 Soit E un espace vectoriel de rang 0 < n < +∞ sur K, muni d’une
filtration séparée et exhaustive F . Si e = (e1, · · · ,en)T est une base de E, alors il existe
une matrice triangulaire A ∈ Mn×n(K) avec diag(A) = (1, · · · ,1) telle que Ae soit une base
maximale de E.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang n de E. Si n = 1, alors

Er =

{
E, r ≤ λ(e1),
0, r > λ(e1).

Donc on a
card(Er ∩ {e1}) = rgEr.

Autrement dit, e est déjà une base maximale.
Traitons le cas où n > 1. Soit F l’espace quotient E/Ken, muni de la filtration image directe

forte. Alors ẽ = ([e1], · · · ,[en−1])
T est une base de F , où [ei] est l’image canonique de ei dans

F (1 ≤ i ≤ n− 1). D’après l’hypothèse de récurrence on sait qu’il existe Ã ∈M(n−1)×(n−1)(K)

avec diag(Ã) = (1, · · · ,1) telle que

−→α = (α1, · · · ,αn) := Ãẽ

soit maximale.
Soit π : E → F l’application canonique. Pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1, choisissons e′i ∈ E tel que

λ(e′i) = max
x∈π−1(αi)

λ(x).

Cela est toujours possible car la fonction λ ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Soit e′ =
(e′1, · · · ,e′n−1,en)

T . On remarque que e′ s’écrit sous la forme Ae, où

A =

(
Ã ∗
0 1

)

est une matrice triangulaire. Comme −→α est une base maximale, on a

card(Fr ∩ −→α ) = rgFr

pour tout r ∈ R. D’autre part, e′i ∈ Er implique αi = π(e′i) ∈ Fr. D’où

card(e′ ∩Er) ≥
{

rgFr ≥ rg π(Er) = rgEr, en 6∈ Er,
rgFr + 1 ≥ rg π(Er) + 1 = rgEr, en ∈ Er.

Donc on a toujours
card(Er ∩ e′) = rgEr,

i.e., e′ est une base maximale. 2

Remarque 4.2.16 On peut aussi démontrer la proposition 4.2.15 de la manière suivante:
L’ensemble des drapeaux complets X de E est muni d’une action transitive de GLn(K) et
s’identifie à l’espace homogène GLn(K)/B, où B est le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieurement (cf. [19]). La proposition résulte donc de la décomposition de Bruhat 3 d’une
matrice inversible qui peut être considérée comme une version intrinsèque de l’élimination
gaussienne (cf. [15] chap II, §10, n◦13).

3. Si A est une matrice carrée inversible, alors A peut être décomposée en produit de trois matrices carrée
A = PLU , où P est une matrice de permutation, L est une matrice triangulaire inférieure et U est une matrice
triangulaire supérieure.
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Corollaire 4.2.17 Avec les notations de la proposition 4.2.15, il existe toujours une base
maximale de E.

Définition 4.2.18 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K, muni d’une filtration séparée
et exhaustive F . Si E 6= 0, on appelle mesure (de probabilité) associée à F pour E et on note
µF ,E (ou simplement µE s’il n’y a aucune ambigüıté) la mesure de probabilité µF ,e sur R,
où e est une base maximale quelconque de E. Si E est l’espace nul, alors µE est définie par
convention comme la mesure nulle. La proposition 4.2.14 montre que la mesure µF ,E ne dépend
pas du choix de la base maximale e.

Remarque 4.2.19 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K. La donnée d’une R-filtration
continue à gauche F sur E est la même chose que la donnée d’un drapeau

E(0) ( E(2) ( · · · ( E(n)

et une suite strictement décroissante (ai)1≤i≤n de nombres réels qui décrit le lieu de sauts. On
a

FrE =





E(0), si r ∈]a1,+∞[,

E(i) si r ∈]ai+1,ai], 1 ≤ i < n,

E(n), si r ∈]−∞,an].

La filtration F est séparée (resp. exhaustive) si et seulement si E(0) = {0} (resp. E(n) = E).
Lorsque F est séparée et exhaustive, la mesure associée à F pour E est égale à

n∑

i=1

rgE(i) − rgE(i−1)

rgE
δai
.

Remarque 4.2.20 Soit E un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur K, muni d’une R-
filtration séparée, exhaustive et continue à gauche F . Pour tout x ∈ R, on a l’égalité

1− rgEx
rgE

= µE(]−∞,x[).

La fonction de répartition de la distribution µE est donc

F (x) = lim
y→x+

1− rgEy
rgE

.

Proposition 4.2.21 Soit

0 // E′
ϕ // E

ψ // E′′ // 0

une suite exacte courte d’espaces vectoriels de rang finie munis des R-filtrations continues à
gauche. On suppose vérifiées les conditions suivantes:

i) l’espace E est non-nul et la filtration de E est séparée et exhaustive;

ii) la filtration de E′ est l’image réciproque par ϕ de celle de E;

iii) la filtration de E′′ est l’image directe forte par ψ de celle de E.

Alors

1) les filtrations sur E′ et sur E′′ sont séparées et exhaustives;

2) µE =
1

rgE

(
rgE′µE′ + rgE′′µE′′

)
.
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Démonstration. 1) Si G est un espace vectoriel de rang fini muni d’une R-filtration, la filtration
de G est séparée et exhaustive si et seulement si la fonction λ : G \ {0} → R ∪ {±∞} prend
valeurs dans un intervalle borné de R (voir la proposition 4.2.3 4) et la proposition 4.2.4). Ceci
étant, d’après la proposition 4.2.8, si la filtration de E est séparée et exhaustive, alors il en est
de même des filtrations de E′ et E′′.

2) Soit e′ = (e′i)1≤i≤n (resp. e′′ = (e′′j )1≤j≤m) une base maximale de E′ (resp. E′′). Soit

e = (ϕ(e′1), · · · ,ϕ(e′n),en+1, · · · ,en+m)

une base de E telle que 4 pour tout 1 ≤ j ≤ m, ψ(en+j) = e′′j et λ(en+j) = λ(e′′j ). Par définition
on sait que

µe =
1

rgE

(
rgE′µe′ + rgE′′µe′′

)
.

Il suffit donc de vérifier que e est une base maximale.
Soit r un nombre réel. D’abord on a

card({ϕ(e′1), · · ·ϕ(e′n)} ∩Er) = card(e′ ∩ E′r) = rgE′r. (4.2)

D’autre part, si en+j ∈ Er, alors λ(e′′j ) = λ(en+j) ≥ r, donc e′′j ∈ E′′r . Par conséquent

card({en+1, · · · ,en+m} ∩Er) ≥ card(e′′ ∩ E′′r ) = rg(E′′r ) ≥ rg(ψ(Er)). (4.3)

La somme des inégalités (4.2) et (4.3) donne

card(e ∩Er) ≥ rg(E′r) + rg(ψ(Er)) = rgEr,

donc e est bien une base maximale. 2

Espérance, variance et corrélation

Soit V un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur K. Si F est une filtration séparée,
exhaustive et continue à gauche sur V , alors elle détermine une probabilité de Radon sur R.
On désigne par E[F ] (resp. var(F)) l’intégrale

E[F ] =

∫

R

xdµF ,V (resp.

∫

R

(
x− E[F ]

)2
)dµF ,V , (4.4)

appelée l’espérance (resp. la variance) de F .
Soit F = (F (i))1≤i≤n une famille de filtrations séparées, exhaustives et continues à gauche

sur V . On considère la fonction G sur Rn suivante:

G(x1, · · · ,xn) = 1− rg(F (1)
x1 V ∩ · · · ∩ F (n)

xn V )

rgV
.

La fonction G détermine 5 une mesure de probabilité µF,V sur Rn telle que pour toutes familles

de nombres réels (a
(0)
i )1≤i≤n et (a

(1)
i )1≤i≤n telles que a

(0)
i ≥ a

(1)
i pour tout 1 ≤ i ≤ n, on ait

µF,V (]a
(1)
1 ,a

(0)
1 ]× · · ·×]a(1)

n ,a(0)
n ]) =

∑

α:Ξ→{0,1}

(−1)|α|G(a
α(1)
1 , · · · ,aα(n)

n ),

4. Cela est toujours possible grâce à la proposition 4.2.3 4) et la proposition 4.2.9 2)
5. Voir le théorème 2.25 de [59] pour une démonstration. Il faut faire attention que la fonction G ici est

continue à gauche pour chaque variable xi.
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où Ξ = {1, · · · ,n}. Si on désigne par πi : Rn → R les n projections, alors on a πi∗(µF,V ) = µFi,V ,
autrement dit, µFi,V sont les distributions marginales de µF,V . Toutefois, la mesure µF,V est
un invariant plus fin de la famille F = (F (i))1≤i≤n que la famille de mesures (µF(i),V )1≤i≤n qui
décrit les “correlations” entre ces filtrations.

Si on considère la situation de deux filtrations séparés, exhaustives et continues à gauche
F et G sur V , il est naturel de définir leur covariance comme

cov(F ,G) =

∫

R2

(
x− E[F ]

)(
y − E[G]

)
dµ(F ,G),V . (4.5)

On définit le produit scalaire (cf. [85] §6) de F et de G le nombre

〈F ,G〉 :=

∫

R2

xydµ(F ,G),V . (4.6)

On a la relation cov(F ,G) = 〈F ,G〉 − E[F ] E[G].

4.2.4 Polygone associé à une filtration

Définition 4.2.22 Si f : R→ [0,1] est une fonction décroissante et continue à droite telle que

lim
x→−∞

f(x) = 1, lim
x→+∞

f(x) = 0,

on définit le quasi-inverse de f l’application f∗ :]0,1[→ R qui associe à tout t ∈]0,1[ la valeur
sup{x | f(x) > t}.

Proposition 4.2.23 Soit f : R → [0,1] une fonction décroissante et continue à droite telle
que

lim
x→−∞

f(x) = 1, lim
x→+∞

f(x) = 0.

1) pour tout t ∈]0,1[, et tout y ∈ R, f(y) > t si et seulement si y < f∗(t);

2) f∗ est une fonction décroissante, continue à droite;

3) on a 6 sup
t∈]0,1[

f∗(t) = inf{x ∈ R | f(x) = 0} et inf
t∈]0,1[

f∗(t) = sup{x ∈ R | f(x) = 1}.

Démonstration. 1) Si y < f∗(t) = sup{x | f(x) > t}, il existe x ∈ R tel que f(x) > t et
que y < x. Comme la fonction f est décroissante, on a f(y) ≥ f(x) > t. Si y > f∗(t), alors
y 6∈ {x | f(x) > t}, i.e., f(y) ≤ t. Enfin, si y = f∗(t), comme f est une fonction continue à
droite, on a

f(y) = f(f∗(t)) = lim
z→f∗(t)+

f(z) ≤ t.

2) Si s ≥ t, alors {x | f(x) > s} ⊂ {x | f(x) > t}. Par conséquent, on a f∗(t) ≥ f∗(s), i.e.,
f∗ est une fonction décroissante.

Soit t ∈]0,1[. Il existe une suite croissante (xn)n≥1 qui converge vers f∗(t) et telle que
f(xn) > t pour tout n ≥ 1. Soit δn = min((f(xn) − t)/2,1/n), alors f(xn) > t + δn, i.e.,
xn < f∗(t+ δn). Par conséquent,

lim
s→t+

f∗(s) = lim
n→+∞

f∗(t+ δn) ≥ lim
n→+∞

xn = f∗(t).

Comme f∗ est décroissante, cela montre que lim
s→t+

f∗(s) = f∗(t).

6. Par définition inf ∅ = +∞, et sup ∅ = −∞.
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3) En effet

sup
t∈]0,1[

f∗(t) = sup
t∈]0,1[

sup{x ∈ R | f(x) > t} ≤ sup{x | f(x) > 0}.

D’autre part, si f(x) > 0, alors il existe s ∈]0,1[ tel que f(x) > s. Donc x ≤ f∗(s) ≤ sup
t∈]0,1[

f∗(t).

Comme x est arbitraire on en déduit que sup{x ∈ R | f(x) > 0} ≤ sup
t∈]0,1[

f∗(t). Enfin, comme

f est décroissante et prend valeur dans [0,1], on obtient sup{x | f(x) > 0} = inf{x | f(x) = 0}.
Pour la deuxième , on a

inf
t∈]0,1[

f∗(t) = inf
t∈]0,1[

sup{x | f(x) > t} ≥ sup{x | f(x) = 1}.

D’autre part, sup{x | f(x) = 1} = inf{x | f(x) < 1}. Si f(x) < 1, alors il existe s ∈]0,1[ tel que
f(x) < s. Par conséquent, x ≥ f∗(s) ≥ inf

t∈]0,1[
f∗(t). Donc

sup{x | f(x) = 1} = inf{x | f(x) < 1} ≥ inf
t∈]0,1[

f∗(t).

2

Définition 4.2.24 On appelle polygone toute fonction continue, concave et linéaire par mor-
ceaux à valeurs dans R sur [0,1] qui vaut 0 au point 0.

Proposition 4.2.25 Soit µ une mesure de probabilité sur R qui est une combinaison linéaire
finie de mesures de Dirac. Si on désigne par f : R→ [0,1] la fonction f(x) = µ(]x,+∞[), alors
la fonction sur [0,1] définie par

P (µ)(t):=

∫ t

0

f∗(s)ds

est un polygone.

Démonstration. Comme µ est une probabilité combinaison linéaire de mesures de Dirac, la
fonction f est décroissante, continue à droite, et constante par morceaux; de plus, f(x) = 0
(resp. f(x)=1) lorsque x est suffisamment grand (resp. petit). Par conséquent, f∗ est décroissante,
continue à droite, constante par morceaux et bornée. Comme P (µ) est la fonction primitive de
f∗ qui vaut 0 en point 0, on sait que P (µ) est un polygone. 2

Remarque 4.2.26 En fait, si f : R→ [0,1] est une fonction décroissante, continue à droite et

telle que lim
x→−∞

f(x) = 1 et lim
x→+∞

f(x) = 0, alors la fonction t 7→
∫ t
0 f
∗(s)ds sur [0,1] n’est rien

d’autre la transformation de Legendre de la fonction concave x 7→
∫ x
0 f(y)dy (cf. [56] chap. II

§2.2).

Définition 4.2.27 Avec les notations de la proposition 4.2.25, P (µ) est appelé le polygone
associé à la mesure de probabilité µ.

Définition 4.2.28 Soit E un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur K, F une filtration
séparée et exhaustive de E. On appelle polygone associé à la filtration F pour E le polygone
P (µF ,E), noté PF ,E (ou simplement PE s’il n’y a aucune ambigüıté).
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Remarque 4.2.29 Si E est un espace vectoriel de rang fini sur K et si F est une R-filtration
séparée, exhaustive et continue à gauche correspondant au drapeau

E(0) ( E(1) ( · · · ( E(n)

et à la suite strictement décroissante (ai)1≤i≤n (cf. la remarque 4.2.19), alors on a

PF ,E(t) =

j−1∑

i=1

ai

( rgE(i)

rgE
− rgE(i−1)

rgE

)
+ aj

(
t− rgE(j)

rgE

)

pour tout t ∈
[

rgE(j)

rgE , rgE
(j+1)

rgE

]
.

4.3 Filtration de Harder-Narasimhan

4.3.1 Catégorie de Harder-Narasimhan

On rappelle d’abord quelques notions concernant les catégories exactes (au sens de Quillen).
La référence est [75].

Soient C une catégorie additive essentiellement petite (i.e., équivalente à une catégorie
petite) et E une classe de diagrammes de la forme

0 // X ′ // X // X ′′ // 0

dans C. On dit qu’un morphisme f : X → Y dans C est un monomorphisme admissible (resp.
épimorphisme admissible) 7 pour E s’il existe une suite de la forme

0 // X
f // Y // Z // 0

(resp. 0 // Z // X
f // Y // 0 )

dans E . On utilisera le symbole “ // // ” (resp. “ // // ”) pour représenter un monomor-
phisme admissible (resp. épimorphisme admissible). SiF : 0 // X ′ // X // X ′′ // 0

et G : 0 // Y ′ // Y // Y ′′ // 0 sont deux suites dans E , on appelle morphisme
de F vers G tout digramme commutatif

(Φ) : 0 // X ′ //

ϕ′

��

X //

ϕ

��

X ′′ //

ϕ′′

��

0

0 // Y ′ // Y // Y ′′ // 0

On dit que (Φ) est un isomorphisme si ϕ′, ϕ et ϕ′′ sont tous des isomorphismes dans C.

Définition 4.3.1 On dit que (C,E) est une catégorie exacte si les axiomes suivants sont vérifiés:

(Ex1) Pour toute suite

0 // X ′
ϕ // X

ψ // X ′′ // 0

dans E , ϕ est le noyau de ψ et ψ est le conoyau de ϕ.

7. Quand C muni de la classe E forme une catégorie exacte, au sens de la définition 4.3.1 ci-dessous, un mono-
morphisme admissible (resp. épimorphisme admissible) est ipso facto un monomorphisme (resp. épimorphisme)
d’après l’axiome (Ex1).
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(Ex2) Si X et Y sont deux objets dans C, alors la suite

0 // X
(Id ,0) // X q Y

pr2 // Y // 0

est dans E .
(Ex3) Toute suite isomorphe à une suite dans E est aussi dans E .
(Ex4) Si f : X → Y et g : Y → Z sont deux monomorphismes admissibles (resp. épimorphismes

admissibles) pour E , alors gf est un monomorphisme admissible (resp. épimorphisme
admissible) pour E .

(Ex5) Pour tout monomorphisme admissible f : X ′ � X et tout morphisme u : X ′ → Y dans
C, le coproduit de f et u existe. De plus, si le diagramme

X ′ //
f //

u

��

X

v

��
Y g

// Z

est cocartésien, alors g est un monomorphisme admissible.

(Ex6) Pour tout épimorphisme admissible f : X � X ′′ et tout morphisme u : Y → X ′′ dans
C, le produit fibré de f et u existe. De plus, si le carré

Z
g //

v

��

Y

u

��
X

f
// // X ′′

est cartésien, alors g est un épimorphisme admissible.

(Ex7) Pour tout morphisme f : X → Y admettant un noyau (resp. conoyau) dans C, s’il existe
un morphisme g : Z → X (resp. g : Y → Z) tel que fg (resp. gf) soit un épimorphisme
admissible (resp. monomorphisme admissible), alors f est un épimorphisme admissible
(resp. monomorphisme admissible).

Si f : X → Y est un monomorphisme admissible, d’après l’axiome (Ex1), le morphisme f
admet un conoyau, noté Y/X . Le couple (X,f) est appelé un sous-objet admissible de Y .

Exemple 4.3.2 Soient A une catégorie abélienne et C une sous-catégorie pleine additive de
A. Si E est la classe de suites exactes

0 // X ′ // X // X ′′ // 0

dans A telles que X ′, X et X ′′ soient tous des objets dans C, alors (C,E) est une catégorie
exacte. Grâce au foncteur de Yoneda (dans sa version additive à valeurs dans la catégorie des
groupes abéliens), toute catégorie exacte peut se réaliser comme une sous-catégorie additive
pleine d’une catégorie abélienne (cf. [75]).

Soit (C,E) une catégorie exacte. On désigne parK0(C,E) le groupe commutatif libre engendré
par les classes d’isomorphisme d’objets de C, modulo le sous-groupe engendré par les éléments
de la forme [X ]− [X ′]− [X ′′], où

0 // X ′ // X // X ′′ // 0
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est une suite dans E . Le groupe K0(C,E) est appelé le groupe de Grothendieck de la catégorie
exacte (C,E).

Définition 4.3.3 Soient deg : K0(C,E) → R et rg : K0(C,E)→ Z deux homomorphismes. On
suppose que rg([X ]) > 0 pour tout objet non-nul X de C. Si X est un objet de C, deg([X ])
(resp. rg([X ])) est appelé le degré (resp. rang) de X , noté aussi deg(X) (resp. rg(X)), si de
plus X est non-nul, le quotient µ(X) = deg(X)/ rg(X) est appelé la pente de l’objet X . On dit
qu’un objet non-nul X de C est semi-stable si pour tout monomorphisme admissible non-nul
f : X ′ → X , on a µ(X ′) ≤ µ(X).

Remarque 4.3.4 Avec les notations de la définition 4.3.3, si X est de rang 1, alors il est semi-
stable. En effet, si Y est un sous-objet admissible de X , alors on a rg(X) = rg(Y )+rg(X/Y ) =
1. Par conséquent, ou bien on a rg(Y ) = 0, ou bien rg(X/Y ) = 0, autrement dit, on a Y = 0,
ou Y = X . Donc X est automatiquement semi-stable.

Proposition 4.3.5 Soit X un objet non-nul de C. L’objet X est semi-stable si et seulement
si pour tout épimorphisme admissible non-nul g : X → X ′′ on a µ(X ′′) ≥ µ(X).

Démonstration. Soit

0 // X ′ // X
g // X ′′ // 0

une suite dans E . Si X ′ est nulle, alors deg(X) = deg(X ′′) et rg(X) = rg(X ′′), donc µ(X) =
µ(X ′′). Si X ′ est non-nul, on a

µ(X) =
rg(X ′)

rg(X)
µ(X ′) +

rg(X ′′)

rg(X)
µ(X ′′),

donc µ(X ′) ≤ µ(X)⇐⇒ µ(X ′′) ≥ µ(X). 2

Définition 4.3.6 Soient (C,E) une catégorie exacte, deg : K0(C,E) → R et rg : K0(C,E) → Z
deux homomorphismes. On suppose que rg(X) > 0 pour tout objet non-nul X de C. On dit
que (C,E , deg , rg) est une catégorie de Harder-Narasimhan si les axiomes suivants sont vérifiés:

(HN1) Pour tout objet non-nul X , il existe un sous-objet admissible non-nul Xdes tel que

µ(Xdes) = sup{µ(Y ) | il existe un monomorphisme admissible de Y vers X},

et tel que tout monomorphisme admissible Z → X avec µ(Z) = µ(Xdes) se factorise
par Xdes.

(HN2) Si X et Y sont des objets semi-stables tels que µ(X) > µ(Y ), alors Hom(X,Y ) = {0}
La pente de Xdes est appelée la pente maximale de X , notée µmax(X).

Remarque 4.3.7 Avec les notations de la définition 4.3.6, si X est un objet non-nul de C,
alorsXdes est semi-stable. En effet, tout sous-objet admissible Y de Xdes est aussi un sous-objet
admissible de X . Par la définition de Xdes, on a µ(Y ) ≤ µ(Xdes). Par conséquent, X = Xdes

si et seulement si X est semi-stable. Si X n’est pas semi-stable, on dit que Xdes est l’objet qui
déstabilise X .

Théorème 4.3.8 Soit (C,E , deg , rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C, il existe une suite de monomorphismes admissibles dans C

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X , (4.7)
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unique à un unique isomorphisme près, telle que

i) pour tout entier 0 ≤ i < n, Xi+1/Xi est semi-stable;

ii) µ(X1/X0) > µ(X2/X1) > · · · > µ(Xn/Xn−1).

Démonstration. On démontre d’abord l’existence d’une telle suite par récurrence sur le rang
r de X . Le cas où X est semi-stable est trivial, il suffit de prendre 0→ X . Donc le cas où r = 1
est démontré (cf. la remarque 4.3.4). Pour le cas général, on prend X1 = Xdes. Alors X1 est
un objet semi-stable de pente µmax(X). Soit X ′ = X/X1. On a rg(X ′) < r. Si X ′ = 0, alors
X = X1 est semi-stable, et on tombe dans le cas précédent, sinon on peut appliquer l’hypothèse
de récurrence sur X ′ pour obtenir une suite de monomorphismes admissibles:

0 = X ′1
f ′
1 // X ′2 // · · · // X ′n−1

f ′
n−1 // X ′n = X ′

de X ′ vérifiant les conditions. Comme l’homomorphisme canonique de X vers X ′ est un
épimorphisme admissible, pour tout 1 ≤ i ≤ n, si on pose Xi = X ×X′ X ′i, la projection
πi : Xi → X ′i est un épimorphisme admissible (l’axiome Ex6). Pour tout entier 1 ≤ i < n, on
a un morphisme canonique de Xi vers Xi+1 et le carré

Xi
fi //

πi

����

Xi+1

πi+1

����
X ′i

f ′
i

// X ′i+1

(4.8)

est cartésien. Comme le morphisme f ′i est monomorphique, il en est de même de fi (cf. [67] V.
7). D’autre part, comme le carré (4.8) est cartésien, fi est le noyau du morphisme composé

Xi+1
πi+1 // // X ′i+1

pi // // X ′i+1/X
′
i ,

où pi est le morphisme canonique. Comme πi+1 et pi sont des épimorphismes admissibles, il en
est de même de piπi+1 (l’axiom Ex4). Par conséquent, fi est un monomorphisme admissible.
De plus, pour tout entier 1 ≤ i < n, Xi+1/Xi

∼= X ′i+1/X
′
i est semi-stable, et on a

µ(X2/X1) > µ(X3/X2) > · · · > µ(Xn/Xn−1).

Enfin,

µ(X2/X1) =
rg(X2)µ(X2)− rg(X1)µ(X1)

rg(X2)− rg(X1)
< µ(X1)

puisque X1 = Xdes, et donc µ(X2) > µ(X1). Par conséquent, la suite

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X

satisfait aux conditions i) et ii).
On démontre ensuite l’unicité de la suite (4.7). Par récurrence (sur le rang de X), il suffit

de montrer que X1 est isomorphe à Xdes comme sous-objet de X . Soit i ∈ {0, · · · ,n − 1} le
premier indice tel que le morphisme canonique Xdes → X se factorise par Xi+1. Le morphisme
composé Xdes → Xi+1 → Xi+1/Xi est non-nul. Comme Xdes et Xi+1/Xi sont semi-stables on
a µ(Xdes) ≤ µ(Xi+1/Xi). Si i > 0, cela implique que µ(Xdes) < µ(X1), ce qui est absurde.
On a alors i = 0, µ(Xdes) = µ(X1), et donc X1 → X se factorise par Xdes puisque Xdes est
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maximal. Cela implique que Xdes
∼= X1. 2

Remarque 4.3.9 D’après la démonstration du théorème 4.3.8, l’axiome (HN1) suffit pour
l’existence de la suite de Harder-Narasimhan. Mais pour avoir l’unicité, l’axiome (HN2) est
essentiel.

Corollaire 4.3.10 Soit (C,E , deg , rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C et si Y est un sous-objet non-nul de X, alors µmax(Y ) ≤ µmax(X).

Démonstration. Comme Ydes est un sous-objet non-nul de X on se ramène au cas où Y est
semi-stable. D’après le théorème 4.3.8 il existe une suite de monomorphisme admissibles

0 = X0 −→ X1 −→ · · · → Xn−1 −→ Xn = X,

qui vérifie les deux conditions du théorème 4.3.8. Soit i le premier indice tel que le morphisme
canonique Y → X se factorise par Xi+1, alors le morphisme composé Y → Xi+1 → Xi+1/Xi

est non-nul. Par conséquent

µ(Y ) ≤ µ(Xi+1/Xi) ≤ µ(X1) = µmax(X).

2

Définition 4.3.11 Soit (C,E , deg , rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C, on appelle la suite (4.7) dans le théorème 4.3.8 la suite de Harder-Narasimhan de
l’objet X . La pente de Xn/Xn−1 est appelée la pente minimale de l’objet X , notée µmin(X).

Remarque 4.3.12 Soit (C,E , deg , rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C et si

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X

est la suite de Harder-Narasimhan de X , alors pour tout entier 1 ≤ i ≤ n,

0 = X0
// X1

// · · · // Xi−1
// Xi

est la suite de Harder-Narasimhan de Xi. Par conséquent, on a µmin(Xi) = µ(Xi/Xi−1)

Corollaire 4.3.13 Soit (C,E , deg , rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X et Y sont
deux objets non-nuls de C et si f : X → Y est un épimorphisme, alors µmin(Y ) ≥ µmin(X)

Démonstration. En prenant un quotient semi-stable de pente µmin(Y ) de Y on peut supposer
que Y soit semi-stable. Soit

0 = X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xn−1 −→ Xn = X

la suite de Harder-Narasimhan de X . Soit i le plus petit indice tel que le morphisme composé

Xi+1 → X
f→ Y soit non-nul. Comme le morphisme composé Xi → X

f→ Y est nul on ob-
tient un morphisme non-nul de Xi+1/Xi vers Y , d’où µ(Y ) ≥ µ(Xi+1/Xi) ≥ µmin(X) d’après
l’axiom (HN2). 2

Corollaire 4.3.14 Soit (C,E , deg , rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C, alors

µmin(X) ≤ µ(X) ≤ µmax(X).
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Démonstration. Soit

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X

la suite de Harder-Narasimhan de X . On a degX =

n∑

i=1

deg(Xi/Xi−1), d’où

µ(X) =
n∑

i=1

rg(Xi/Xi−1)

rg(X)
µ(Xi/Xi−1) ∈ [µmin(X),µmax(X)].

2

Corollaire 4.3.15 Soit (C,E , deg , rg) une catégorie de Harder-Narasimhan, si f : X → Y est
un morphisme non-nul dans C, alors µmin(X) ≤ µmax(Y ).

Démonstration. Soit

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X

la suite de Harder-Narasimhan de X . Pour tout entier 0 ≤ i ≤ n soit hi : Xi → X le
monomorphisme canonique. Soit 1 ≤ j ≤ n le premier indice tel que fhj soit non-nul. Comme
fhj−1 = 0 on obtient que fhj se factorise par Xj/Xj−1, d’où on a un morphisme non-nul g de
Xj/Xj−1 ver Y . Soit

0 = Y0
// Y1

// · · · // Ym−1
// Ym

la suite de Harder-Narasimhan de Y . Soit 1 ≤ k ≤ n le dernier indice tel que g se factorise
par Yk. Si π : Yk → Yk/Yk−1 est le morphisme canonique, alors πg est non-nul puisque g ne se
factorise pas par Yk−1. Par conséquent, on a

µmin(X) ≤ µ(Xj/Xj−1) ≤ µ(Yk/Yk−1) ≤ µmax(Y ).

2

4.3.2 Filtration et polygone de Harder-Narasimhan

Dans ce sous-paragraphe, on fixe une catégorie de Harder-Narasimhan (C,E , deg , rg).

Filtration de Harder-Narasimhan

Proposition 4.3.16 Soient X un objet non-nul de C et

0 = XHN
0

// XHN
1

// · · · // XHN
n−1

// XHN
n = X

sa suite de Harder-Narasimhan. Si, pour tout λ ∈ R, on note (avec par convention max ∅ = 0)

iX(λ) = max{1 ≤ i ≤ n | µ(XHN
i /XHN

i−1) ≥ λ}

et Xλ = XHN
iX (λ), alors (Xλ)λ∈R est une R-filtration continue à gauche de l’objet X. De plus,

cette filtration est séparée, exhaustive et de longueur finie.



126 Filtrations

Démonstration. Si λ > λ′, on a iX(λ) ≤ iX(λ′), donc (Xλ)λ∈R est bien une R-filtration de X .
D’autre part, pour tout λ ∈ R, Xλ ∈ {XHN

0 , · · · ,XHN
n }, donc cette filtration est de longueur

finie. Quand λ > µmax(X), iX(λ) = 0, donc Xλ = XHN
0 = 0 est l’objet nul, donc la filtration

est séparée. Lorsque λ < µmin(X), iX(λ) = n, donc Xλ = X ; ainsi la filtration est exhaustive.
Enfin, pour démontrer la continuité à gauche de cette filtration, il suffit de vérifier que la fonc-
tion λ 7→ iX(λ) est continue à gauche. En effet, cette fonction est même localement constante
à gauche: si iX(λ) = 0, alors pour tout entier 1 ≤ i ≤ n on a µ(XHN

i /XHN
i−1) < λ, donc il existe

ε0 > 0 tel que pour tout 0 ≤ ε < ε0 on ait µ(XHN
i /XHN

i−1) < λ − ε, i.e., iX(λ − ε) = 0; si
iX(λ) = n, alors pour tout entier 1 ≤ i ≤ n et tout ε ≥ 0 on a µ(XHN

i /XHN
i−1) ≥ λ ≥ λ − ε,

d’où iX(λ − ε) = n; enfin si 1 ≤ iX(λ) ≤ n − 1, alors on a µ(XHN
iX (λ)/X

HN
iX(λ)−1) ≥ λ

et µ(XHN
iX (λ)+1/X

HN
iX(λ)) < λ, donc il existe ε0 > 0 tel que pour tout 0 ≤ ε < ε0 on ait

µ(XHN
iX (λ)/X

HN
iX (λ)−1) ≥ λ− ε et µ(XHN

iX (λ)+1/X
HN
iX(λ)) < λ− ε, i.e., iX(λ− ε) = iX(λ). 2

Définition 4.3.17 Avec les notations de la proposition 4.3.16, la filtration (Xλ)λ∈R est appelée
la filtration de Harder-Narasimhan de X . La filtration de Harder-Narasimhan de l’objet nul est
par définition le foncteur constant qui associe à chaque λ ∈ R l’objet nul.

Remarque 4.3.18 On garde les notations de la proposition 4.3.16. Soit X un objet non-nul.
Si (Xλ)λ∈R est la filtration de Harder-Narasimhan de X , alors pour tous nombres réels a > b,
le monomorphisme canonique de Xa vers Xb est admissible. En effet, les morphismes dans la
suite de Harder-Narasimhan de X sont tous des monomorphismes admissibles.

Proposition 4.3.19 Avec les notations de la proposition 4.3.16, tout morphisme dans C est
compatible avec les filtrations de Harder-Narasimhan de sa source et de son but.

Démonstration. Soit f : X → Y un morphisme dans C. Le cas où X ou Y est nul est trivial.
On supposera X et Y non-nuls. Soient

0 = XHN
0

// XHN
1

// · · · // XHN
n−1

// XHN
n = X

la suite de Harder-Narasimhan de X et

0 = Y HN
0

// Y HN
1

// · · · // Y HN
m−1

// Y HN
m = Y

celle de Y . Pour tous les entiers 0 ≤ i < j ≤ m, soit Pj,i le morphisme canonique de Y HN
j vers

Y HN
j /Y HN

i . Pour tout entier 0 ≤ i ≤ n soit Ui le monomorphisme canonique de XHN
i vers X .

Soit λ un nombre réel. Si iX(λ) = 0 ou si iY (λ) = 0 on définit Fλ comme le morphisme nul
de Xλ vers Yλ; si iY (λ) = m on a Yλ = Y et on définit Fλ comme le composé fUiX(λ); sinon
on a µ(XHN

iX (λ)/X
HN
iX (λ)−1) ≥ λ et µ(Y HN

iY (λ)/Y
HN
iY (λ)−1) ≥ λ, mais µ(Y HN

j /Y HN
j−1) < λ pour tout

j > iY (λ).
Montrons par récurrence que le morphisme fUiX(λ) se factorise par Y HN

iY (λ). D’abord le

morphisme fUiX(λ) se factorise trivialement par Y HN
m = Y . S’il se factorise par ϕj : XHN

iX (λ) →
Y HN
j , où j > iY (λ), alors le morphisme composé Pj,j−1ϕj est forcément nul car (cf. le corollaire

4.3.15)

µmax(Y
HN
j /Y HN

j−1) < λ ≤ µ(XHN
iX (λ)/X

HN
iX(λ)−1) = µmin(X

HN
iX (λ)).

Donc le morphisme fUiX(λ) se factorise par Y HN
j−1. Par récurrence, on obtient que fUiX(λ) se fac-

torise (de façon unique) par Fλ : XiX (λ) → YiY (λ). Ainsi, la famille de morphismes F = (Fλ)λ∈R
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est un morphisme de foncteurs tel que (F,f) soit un morphisme de filtrations. 2

Remarque 4.3.20 Avec les notations de la proposition 4.3.16, on a un foncteur HN de la
catégorie C vers la catégorie Filgf (C) qui envoie chaque objet X de C vers sa filtration de
Harder-Narasimhan, que l’on appellera foncteur de Harder-Narasimhan de C. On remarque
que pour tout objet X de C, HN(X) est une filtration séparée, exhaustive, continue à gauche et
de longueur finie de X . De plus, si f : X → Y est un morphisme dans C, alors HN(f)(−∞) = f .

Polygone de Harder-Narasimhan

Soient X un objet non-nul de C et

0 = XHN
0

// XHN
1

// · · · // XHN
n−1

// XHN
n = X

sa suite de Harder-Narasimhan. Pour tout 0 ≤ i ≤ n on note ti = rgXHN
i / rgX . Pour tout

0 ≤ i ≤ n− 1, on note λi = µ(XHN
i+1/X

HN
i ). Les relations

degXHN
i

rgX
+ λi(ti+1 − ti) =

degXHN
i+1

rgX

et λi ≥ λi+1 montrent que la fonction

PX(t) =
n−1∑

i=0

(
degXHN

i

rgX
+ λi(t− ti)

)
11[ti,ti+1](t).

est un polygone, appelé le polygone de Harder-Narasimhan de X .
On désigne par νX la mesure de Radon sur R définie par la formule

νX =

n∑

i=1

rg(XHN
i /XHN

i−1)

rg(X)
δλi
,

appelée la mesure de Harder-Narasimhan de X . C’est une mesure de probabilité. La mesure
de Harder-Narasimhan de l’objet nul est par définition la mesure nulle.

Si F : C → VecK est un foncteur exact, alors il induit un homomorphisme de groupes:
K0(F ) : K0(C,E)→ K0(VecK). D’autre part, F induit un foncteur F̃ : Filgf (C)→ Filgf (VecK).

Si X est un objet de C, alors F̃ ◦HN est une R-filtration de l’espace vectoriel F (X).

Proposition 4.3.21 On suppose que F préserve l’homomorphisme de rang, i.e., rg
VecK

◦K0(F ) =

rgC, alors pour tout objet non-nul X de C, le polygone associé à la filtration F̃ ◦HN(X) est égal
au polygone de Harder-Narasimhan de X, et la mesure de probabilité associée à la filtration
F̃ ◦HN(X) s’identifie à la mesure de Harder-Narasimhan de X.

Démonstration. Soit

0 = XHN
0

// XHN
1

// · · · // XHN
n−1

// XHN
n = X

la suite de Harder-Narasimhan de X . La dérivée de la fonction PX(t) existe presque partout.
Si on note ti = rgXHN

i / rgX pour 0 ≤ i ≤ n et λi = µ(XHN
i+1/X

HN
i ) pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1,

alors on a

P ′X(t) =

n−1∑

i=0

λi11[ti,ti+1[(t).
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Soit ν la mesure de probabilité associée à la filtration F̃ ◦HN(X). On a

ν =

n−1∑

i=0

(ti+1 − ti)δλi
.

Si on définit

f(x) = ν(]x,+∞[) =

n−1∑

i=0

11[λi+1,λi[(x)ti+1,

où par convention λn = +∞. On trouve immédiatement f∗ = P ′X . Par conséquent, le polygone

associé à la filtration F̃ ◦HN(X) s’identifie à PX . 2

4.3.3 Catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique, filtrations et
polygones

Catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique

Proposition 4.3.22 Soient (C,E) une catégorie exacte et f : X → Y un morphisme dans C.
1) la suite

0 // X
(IdX ,f)// X q Y

f◦pr1− pr2 // Y // 0

est dans E;
2) le morphisme f se factorise en f = pr2 ◦(IdX ,f), où pr2 : XqY → Y est un épimorphisme

admissible et (IdX ,f) : X → X q Y est un monomorphisme admissible.

Démonstration. Soit Z = X q Y . Considérons les morphismes u = (IdX ,f) : X → Z et
v = pr2 : Z → Y . Evidemment on a vu = f . D’autre part, d’après l’axiome (Ex2), v est un
épimorphisme admissible. Il suffit donc de vérifier que u est un monomorphisme admissible.
On considère le morphisme w = f ◦ pr1− pr2 : Z → Y . Montrons que w est un conoyau
de u. D’abord on a wu = 0. D’autre part, tout morphisme α : Z → S s’écrit sous la forme
α = α1 ◦ pr1−α2 ◦ pr2 : Z → S, où α1 ∈ Hom(X,S) et α2 ∈ Hom(Y,S). Si αu = 0, on a
α2f = α1, i.e., le diagramme

X
u // X q Y w //

α
##G

GG
GG

GG
GG

Y

α2

��
S

est commutatif. Enfin, si β : Y → S est tel que βw = βf − β = α, on a forcément β = α2. On
a montré donc que le morphisme u a un conoyau.

Comme le morphisme composé X
u // Z

pr1 // X est le morphisme IdX , qui est un mo-
nomorphisme admissible, on obtient que u est aussi un monomorphisme admissible compte
tenu de l’axiome (Ex7). 2

Définition 4.3.23 Soit (C,E) une catégorie exacte. On appelle structure arithmétique sur (C,E)
les données suivantes:

1) une application A de obj C vers la classe des ensembles;

2) pour tout monomorphisme admissible f : X → Y de C, une application f∗ : A(Y )→ A(X);



Filtration de Harder-Narasimhan 129

3) pour tout épimorphisme admissible g : X → Y de C, une application g∗ : A(X)→ A(Y );

assujetties aux conditions suivantes:

(A1) A(0) est un ensemble à un élément;

(A2) si X // i // Y // j // Z sont des monomorphismes admissibles, on a (ji)∗ = i∗j∗;

(A3) si X
p // // Y

q // // Z sont des épimorphismes admissibles, on a (qp)∗ = q∗p∗;

(A4) si f : X → Y est un isomorphisme, on a f∗f∗ = IdA(X) et f∗f
∗ = IdA(Y );

(A5) pour tout carré cartésien ou cocartésien

X // i //

p
����

Y

q
����

Z //
j

// W

dans C, où i et j (resp. p et q) sont des monomorphismes (resp. épimorphismes) admis-
sibles, on a j∗q∗ = p∗i

∗;

(A6) si S : 0 // X ′
i // X

p // X ′′ // 0 est une suite dans E , l’application (i∗,p∗) :
A(X)→ A(X ′)×A(X ′′) est surjective;

(A7) si X
u // // Y // v // Z est un diagramme de morphismes dans C où u (resp. v) est un

épimorphisme admissible (resp. monomorphisme admissible) et si (hX ,hZ) ∈ A(X) ×
A(Z) est tel que u∗(hX) = v∗(hZ), alors il existe h ∈ A(XqZ) tel que (Id ,vu)∗(h) = hX
et que pr2∗(h) = hZ .

Pour tout objet X de C (qui est une catégorie exacte munie d’une structure arithmétique), on
appelle structure arithmétique sur X la donnée d’un élément h dans A(X). Le couple (X,h)
est alors appelé un objet arithmétique Si p : X → Z (resp. i : Y → X) est un épimorphisme
(resp. monomorphisme) admissible et si h est une structure arithmétique sur X , p∗(h) (resp.
i∗h) est appelée la structure arithmétique quotient (resp. induite) sur Z (resp. Y ). Le triplet
(C,E ,A) est appelé une catégorie exacte arithmétique.

Exemple 4.3.24 Soit (C,E) une catégorie exacte. Si pour tout objet X de E on désigne par
A(X) l’ensemble à un élément, alors (C,E ,A) est une catégorie exacte arithmétique.

Définition 4.3.25 Soient (X ′,h′) et (X,h) deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte
arithmétique. On dit qu’un morphisme f : X ′ → X est compatible aux structures arithmétiques
de ces objets s’il existe

1) une décomposition

Y1

v1

    A
AA

AA
AA

A
Y2

v2

    A
AA

AA
AA

A
· · ·· · ·

vn−1

    A
AA

AA
AA

AA Yn
vn

## ##H
HH

HH
HH

HH
H

X ′ = Z0

;;

u1

;;vvvvvvvvv

Z1

>>

u2

>>}}}}}}}
Z2

@@

u3

@@��������
Zn−1

<<

un

<<yyyyyyyy
Zn = X

de f telle que les ui (1 ≤ i ≤ n) soient des monomorphismes admissibles et que les vi
(1 ≤ i ≤ n) soient des épimorphismes admissibles.

2) pour chaque 1 ≤ i ≤ n, une structure arithmétique hi sur Yi telle que u∗1h1 = h′, que
vn∗hn = h et que pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1, vi∗hi = u∗i+1hi+1.
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Remarque 4.3.26 On déduit aussitôt de la définition des morphismes compatibles aux struc-
tures les assertions suivantes:

1) Si (X1,h1) et (X2,h2) sont deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte arithmétique
et si f : X1 → X2 est un monomorphisme admissible (resp. épimorphisme admissible) tel
que f∗h2 = h1 (resp. f∗h1 = h2), alors f est compatible aux structures arithmétiques.

2) Si (X1,h1) et (X2,h2) sont deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte arithmétique
et si f : X1 → X2 est un morphisme nul, alors f est compatible aux structures arithmétiques.

3) Le composé de deux morphismes compatibles aux structures arithmétiques est compa-
tible aux structures arithmétiques. Par conséquent, si (C,E ,A) est une catégorie exacte
arithmétique, alors les objets arithmétiques de (C,E) et les morphismes compatibles aux
structures arithmétiques forment une catégorie.

4) Par le raisonnement par récurrence, l’axiome (A7) implique aussitôt que si (X,hX) et
(Y,hY ) sont deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte arithmétique et si f :
X → Y est un morphisme qui est compatible aux structures arithmétiques, alors il existe
un objet arithmétique (Z,hZ) de la catégorie exacte arithmétique considérée ainsi qu’un

décomposition X // u // Z
v // // Y de f en le composé d’un épimorphisme et d’un mono-

morphisme tel que hX = u∗(hZ) et que hY = v∗(hZ).

Définition 4.3.27 Soit (C,E ,A) une catégorie exacte arithmétique. On désigne par CA la
catégorie des objets arithmétiques et des morphismes compatibles aux structures arithmétiques.
Dans la suite, pour simplifier les notations, on utilise le symbole X pour désigner un ob-
jet arithmétique (X,h) s’il n’y a aucune ambigüıté sur la structure arithmétique que l’on
considère. Si X et Y sont deux objets arithmétiques, alors HomCA

(X,Y ) est le sous-ensemble
de HomC(X,Y ) des morphismes compatibles aux structures arithmétiques.

Par abus de notation, on désigne par CA la classe des couples (X,h), où X est un objet de
C et h est une structure arithmétique sur X . Un tel couple est appelé un objet arithmétique de
(C,E ,A). On dit qu’un objet arithmétique (X,h) est non-nul si X est non-nul dans C. On dit
que deux objets arithmétiques (X,h) et (X ′,h′) sont isomorphes et on note (X,h) ∼= (X ′,h′)
s’il existe un isomorphisme f : X → X ′ tel que h′ = f∗(h) (et donc h = f∗(h′)). Comme C est
essentiellement petite, la classe CA/ ∼= est en fait un ensemble.

On désigne par EA la classe des suites de la forme

0 // (X ′,h′)
i // (X,h)

p // (X ′′,h′′) // 0

où (X ′,h′), (X,h) et (X ′′,h′′) sont des objets arithmétiques et où

0 // X ′
i // X

p // X ′′ // 0

est une suite dans E tel que h′ = i∗(h) et que h′′ = p∗(h). On dit que (X ′,h′) (resp. (X ′′,h′′))
est un sous-objet arithmétique admissible (resp quotient arithmétique admissible) de (X,h).

On désigne par K0(C,E ,A) le groupe commutatif libre engendré par CA/ ∼=, modulo le
sous-groupe engendré par les éléments de la forme [(X,h)]− [(X ′,h′)]− [(X ′′,h′′)], où

0 // (X ′,h′)
i // (X,h)

p // (X ′′,h′′) // 0

est une suite dans EA. Le groupe K0(C,E ,A) est appelé le groupe de Grothendieck de la catégorie
exacte arithmétique (C,E ,A). On a un homomorphisme “d’oubli” du groupe K0(C,E ,A) vers
K0(C,E), qui envoie [(X,h)] vers [X ].
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Soient d̂eg : K0(C,E ,A) → R et rg : K0(C,E) → Z deux homomorphismes de groupes. On
suppose que rg([X ]) > 0 pour tout X non-nul. Pour tout objet arithmétique (X,h) dans (C,E)
on note d̂eg(X,h) (resp. rg(X)) pour d̂eg([(X,h)]) (resp. rg([X ])), appelé le degré arithmétique

(resp. rang) de (X,h). Si (X,h) est non-nul, le quotient µ̂(X,h) = d̂eg(X,h)/ rg(X) est appelé la
pente arithmétique de (X,h). On dit qu’un objet arithmétique non-nul (X,h) est semi-stable si
pour tout sous-objet arithmétique admissible non-nul (X ′,h′) de (X,h) on a µ̂(X ′,h′) ≤ µ̂(X,h).

Proposition 4.3.28 Avec les notations comme ci-dessus.

1) Si 0 // (X ′,h′) // (X,h) // (X ′′,h′′) // 0 est une suite dans EA, alors on a

d̂eg(X,h) = d̂eg(X ′,h′) + d̂eg(X ′′,h′′).

2) Si (X,h) est un objet arithmétique de rang 1, alors il est semi-stable.

3) Si (X,h) est un objet arithmétique non-nul, alors il est semi-stable si et seulement si pour
tout quotient arithmétique admissible (X ′′,h′′) non-trivial (à savoir X ′′ 6= X et X ′′ 6= 0),
on a µ̂(X,h) ≤ µ̂(X ′′,h′′).

Démonstration. Comme d̂eg est un homomorphisme de K0(C,E ,A) vers R, 1) est claire.
2) Si (X ′,h′) est un sous-objet admissible non-nul de (X,h), on a une suite dans CA:

0 // (X ′,h′)
f // (X,h) // (X ′′,h′′) // 0 .

Comme X ′ est non-nul, rg(X ′) ≥ 1. Donc rg(X ′′) = 0 et X ′′ = 0. Autrement dit, f est un
isomorphisme. Donc on a µ̂(X ′,h′) = µ̂(X,h).

3) Pour toute suite

0 // (X ′,h′) // (X,h) // (X ′′,h′′) // 0

dans EA, (X ′′,h′′) est non-trivial si et seulement si (X ′,h′) est non-trivial. De plus si (X ′,h′) et
(X ′′,h′′) sont non-triviaux, on a

µ̂(X,h) =
rg(X ′)

rg(X)
µ̂(X ′,h′) +

rg(X ′′)

rg(X)
µ̂(X ′′,h′′).

Donc on a µ̂(X ′,h′) ≤ µ̂(X,h)⇐⇒ µ̂(X ′′,h′′) ≥ µ̂(X,h). 2

Définition 4.3.29 Soient (C,E ,A) une catégorie exacte arithmétique, d̂eg : K0(C,E ,A)→ R et
rg : K0(C,E)→ Z deux homomorphismes tels que rg(X) > 0 pour tout X non-nul. On dit que

(C,E ,A,d̂eg, rg) est une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique si les axiomes suivants
sont vérifiés:

(HNA1) Pour tout objet non-nul X de C et toute structure arithmétique h sur X , il existe
un sous-objet arithmétique admissible (Xdes,hdes) de (X,h) tel que

µ̂(Xdes,hdes) = sup{µ̂(X ′,h′) | (X ′,h′) est un sous-objet arithmétique admissible de (X,h)}.
De plus, pour tout sous-objet arithmétique (X0,h0) tel que µ̂(X0,h0) = µ̂(Xdes,hdes),
il existe un monomorphisme admissible f : X0 → Xdes qui rend le diagramme

X0
f //

j ""E
EE

EE
EE

E
Xdes

i

��
X
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commutatif, où i et j sont des monomorphismes admissibles canoniques, et tel que
f∗(hdes) = h0.

(HNA2) Si (X1,h1) et (X2,h2) sont deux objets arithmétiques semi-stables tels que µ̂(X1,h1) >
µ̂(X2,h2), alors il n’y a pas de morphisme non-nul de X1 vers X2 qui soit compatible
aux structures arithmétiques.

Remarque 4.3.30 Avec les notations de la definition 4.3.29, si X est un objet non-nul de C et
h est une structure arithmétique sur X , alors (Xdes,hdes) est un objet arithmétique semi-stable.
Si (X,h) n’est pas semi-stable, on dit que (Xdes,hdes) est le sous-objet arithmétique admissible
qui déstablise (X,h).

Théorème 4.3.31 Soit (C,E ,A,d̂eg, rg) une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique. Si
(X,h) est un objet arithmétique non-nul, alors il existe une suite de monomorphismes admis-
sibles dans C,

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X , (4.9)

unique à un isomorphisme unique près, telle que, si on désigne par hi la structure arithmétique
sur Xi induite par h (0 ≤ h ≤ n) et si on munit Xj/Xj−1 de la structure arithmétique quotient
de hj (1 ≤ j ≤ n), alors

1) l’objet arithmétique Xj/Xj−1 ainsi défini est semi-stable pour tout 1 ≤ j ≤ n;
2) µ̂(X1/X0) > µ̂(X2/X1) > · · · > µ̂(Xn/Xn−1).

Démonstration. On montre d’abord l’existence par récurrence sur le rang r de X . Le cas où
(X,h) est semi-stable est trivial, et a fortiori l’existence est vraie pour r = 1. Pour le cas où
(X,h) n’est pas semi-stable on prend (X1,h1) = (Xdes,hdes). C’est un objet semi-stable. De
plus X ′ = X/X1 est non-nul. Le rang de X ′ est strictement plus petit que r, on peut donc
appliquer l’hypothèse de récurrence sur (X ′,h′), où h′ est la structure arithmétique quotient et
on obtient ainsi une suite de monomorphismes admissibles

0 = X ′1
// X ′2 // · · · // X ′n−1

// X ′n = X ′

vérifiant les conditions. D’après un procédé de relèvement analogue à celui de la démonstration
du théorème 4.3.8, on obtient un diagramme commutatif

0 = X0
// X1

//

π1

��

X2
//

π2

��

· · · // Xn−1
//

πn−1

��

Xn = X

π

��
0 = X ′1

// X ′2 // · · · // X ′n−1
// X ′n = X ′

où les lignes sont des monomorphismes admissibles et le flèches verticales sont des épimorphismes
admissibles. De plus, pour tout entier 1 ≤ i ≤ n − 1, on a un isomorphisme naturel ϕi de
Xi+1/Xi vers X ′i+1/X

′
i. On désigne par fi (resp. f ′i) le morphisme canonique de Xi (resp.

X ′i) vers X (resp. X ′). On désigne par hi (resp. h′i) la structure arithmétique induite sur Xi

(resp. X ′i). On a d’après l’axiome (A5) πi∗(hi) = πi∗f
∗
i (h) = f ′∗i π∗(h) = h′i. Par conséquent,

ϕi∗ envoie la structure arithmétique quotient sur Xi+1/Xi vers celle sur X ′i+1/X
′
i. L’objet

arithmétique Xi+1/Xi est donc semi-stable et on a l’égalité µ̂(Xi+1/Xi) = µ̂(X ′i+1/X
′
i). Enfin,

on a

µ̂(X2/X1) =
rg(X2)µ̂(X2)− rg(X1)µ̂(X1)

rg(X2)− rg(X1)
< µ̂(X1)
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puisque X1 = Xdes. Par conséquent, la suite

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X

satisfait aux conditions.
On démontre ensuite l’unicité de la suite (4.9). Par récurrence, il suffit de montrer que

X1
∼= Xdes. Soit i le premier indice tel que le morphisme canonique Xdes → X se factorise par

Xi+1. Le morphisme composé Xdes→Xi+1→Xi+1/Xi est non-nul. Comme Xdes et Xi+1/Xi

sont semi-stables on a µ̂(Xdes) ≤ µ̂(Xi+1/Xi). Cela montre que i = 0 et µ̂(Xdes) = µ̂(X1).
Donc le morphisme X1 → X se factorise par Xdes. Par conséquent, Xdes

∼= X1. 2

Définition 4.3.32 Avec les notations du théorème 4.3.31, la suite (4.9) est appelée la suite
de Harder-Narasimhan de l’objet arithmétique (X,h). On la note parfois

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X

pour souligner les structures arithmétiques. La valeur µ̂(X1) (resp. µ̂(X/Xn−1)) est appelée la
pente maximale (resp. pente minimale) de X, notée µ̂max(X) (resp. µ̂min(X)).

Proposition 4.3.33 On suppose que dans la catégorie exacte (C,E), tout épimorphisme ad-
mette un noyau dans C. Soient (X,hX) et (Z,hZ) deux objets arithmétiques, (Y,hY ) un quo-
tient arithmétique admissible de (X,hX), et f : Y → Z un morphisme dans C. Soit π :
X → Y l’épimorphisme admissible canonique. Le morphisme f est compatible aux structures
arithmétiques si et seulement si fπ l’est.

Démonstration. Comme π est compatible aux structures arithmétiques on obtient que si f est
compatible aux structures arithmétiques, il en est de même de fπ. Il suffit donc démontrer que
la compatibilité aux structures arithmétiques de fπ entrâıne celle de f . D’après la remarque

4.3.26 4), il existe un objet arithmétique (W,hW ) et une décomposition X // i // W
p // // Z

de πh tels que i∗hW = hX et que p∗hW = hZ . Soit T le produit cofibré de i et π et soient
j : Y → T et q : W → T les morphismes canoniques. D’après l’axiome (Ex5), j est un
monomorphisme admissible. Soit τ : U � X le noyau de π, on a q = Coker(iτ). En effet, on a
qiτ = jπτ = 0. D’autre part, si α : W → V est un morphisme dans C tel que αiτ = 0, alors
il existe un unique morphisme β : Y → V tel que βπ = αi puisque π est le conoyau de τ . Par
conséquent, il existe un unique morphisme γ : T → V tel que γq = α. Par conséquent, q est le
conoyau de iτ , donc est un épimorphisme admissible. Les morphismes p : W � Z et f : Y → Z
induissent un morphisme g : T → Z:

U
��

τ

��
X // i //

π
����

W

q
����

p

    A
AA

AA
AA

A

Y //
j

// T g
// Z

Comme g est un épimorphisme, par l’hypothèse il a un noyau dans C. Donc c’est un épimorphisme
admissible d’après l’axiome (Ex7). Enfin, si on désigne par hT la structure arithmétique q∗hW
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sur T , on a g∗(hT ) = p∗(hW ) = hZ et j∗(hT ) = π∗(i
∗hW ) = π∗(hX) = hY . 2

Corollaire 4.3.34 Soit (C,E ,A,d̂eg, rg) une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique. On
suppose que tout épimorphisme dans C admette un noyau dans C. Si X et Y sont deux ob-
jets arithmétiques et si f : X → Y est un morphisme non-nul compatible aux structures
arithmétiques, alors µ̂min(X) ≤ µ̂max(Y ).

Démonstration. Soit

0 = X0
// X1

// · · · // Xn−1
// Xn = X

la suite de Harder-Narasimhan de X. Pour tout entier 0 ≤ i ≤ n soit hi : X i → X le
monomorphisme canonique. Soit 1 ≤ j ≤ n le premier indice tel que fhj soit non-nul. Comme
fhj−1 = 0, le morphisme fhj se factorise par Xj/Xj−1, d’où on a un morphisme non-nul g de
Xj/Xj−1 vers Y . D’après la proposition 4.3.33, g est compatible aux structures arithmétiques.
Soit

0 = Y 0
// Y 1

// · · · // Y m−1
// Y m

la suite de Harder-Narasimhan de Y . Soit 1 ≤ k ≤ n le premier indice tel que g se factorise
par Yk. Si π : Yk → Yk/Yk−1 est le morphisme canonique, alors πg est non-nul puisque g ne se
factorise pas par Yk−1. De plus, il est compatible aux structure arithmétiques. Par conséquent,
on a

µ̂min(X) ≤ µ̂(Xj/Xj−1) ≤ µ̂(Y k/Y k−1) ≤ µ̂max(Y ).

2

Filtration et polygone de Harder-Narasimhan

On fixe dans toute la suite du sous-paragraphe une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique

(C,E ,A,d̂eg, rg).

Proposition 4.3.35 Soient X un objet arithmétique non-nul et

0 = X
HN

0
// X

HN

1
// · · · // X

HN

n−1
// X

HN

n = X

sa suite de Harder-Narasimhan. Si pour tout λ ∈ R on pose (avec max ∅ = 0 par convention)

iX(λ) = max{1 ≤ i ≤ n | µ̂(X
HN

i /X
HN

i−1) ≥ λ}

et Xλ = X
HN

iX (λ), alors (Xλ)λ∈R est une R-filtration continue à gauche de l’objet X dans CA.
De plus, cette filtration est séparée, exhaustive et de longueur finie.

Démonstration. Si λ > λ′, on a iX(λ) ≤ iX(λ′), donc (Xλ)λ∈R est bien une R-filtration de X .

D’autre part, pour tout λ ∈ R, Xλ ∈ {XHN

0 , · · · ,XHN

n }, donc cette filtration est de longueur

finie. Quand λ > µ̂max(X), iX(λ) = 0, donc Xλ = X
HN

0 = 0 est l’objet nul, donc la filtration
est séparée. Lorsque λ < µ̂min(X), iX(λ) = n, donc Xλ = X, i.e., la filtration est exhaustive.
Enfin, pour démontrer la continuité à gauche de cette filtration il suffit de vérifier que la fonc-
tion λ 7→ iX(λ) est continue à gauche. En fait, cette fonction est même localement constante à
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gauche: si iX(λ) = 0, alors pour tout entier 1 ≤ i ≤ n on a µ̂(X
HN

i /X
HN

i−1) < λ, donc il existe

ε0 > 0 tel que pour tout 0 ≤ ε < ε0 on ait µ̂(X
HN

i /X
HN

i−1) < λ − ε, i.e., iX(λ − ε) = 0; si

iX(λ) = n, alors pour tout entier 1 ≤ i ≤ n et tout ε ≥ 0 on a µ̂(X
HN

i /X
HN

i−1) ≥ λ ≥ λ − ε,
d’où iX(λ − ε) = n; enfin si 1 ≤ iX(λ) ≤ n − 1, alors on a µ̂(X

HN

iX (λ)/X
HN

iX (λ)−1) ≥ λ

et µ̂(X
HN

iX (λ)+1/X
HN

iX (λ)) < λ, donc il existe ε0 > 0 tel que pour tout 0 ≤ ε < ε0 on ait

µ̂(X
HN

iX (λ)/X
HN

iX (λ)−1) ≥ λ− ε et µ̂(X
HN

iX (λ)+1/X
HN

iX (λ)) < λ− ε, i.e., iX(λ− ε) = iX(λ). 2

Définition 4.3.36 Avec les notations de la proposition 4.3.35, la filtration (Xλ)λ∈R est appelée
la filtration de Harder-Narasimhan de X . La filtration de Harder-Narasimhan de l’objet nul est
par définition le foncteur constant qui associe à chaque λ ∈ R l’objet nul.

Proposition 4.3.37 Avec les notations de la proposition 4.3.35, tout morphisme dans CA est
compatible avec les filtrations de Harder-Narasimhan de sa source et de son but.

Démonstration. Soit f : X → Y un morphisme compatible aux structures arithmétiques. Le
cas où X ou Y est nul est trivial. On supposera X et Y non-nuls. Soient

0 = X
HN

0
// X

HN

1
// · · · // X

HN

n−1
// X

HN

n = X

la suite de Harder-Narasimhan de X et

0 = Y
HN

0
// Y

HN

1
// · · · // Y

HN

m−1
// Y

HN

m = Y

celle de Y . Pour tous entiers 0 ≤ i < j ≤ m soit Pj,i le morphisme canonique de Y HN
j vers

Y HN
j /Y HN

i . Pour tout entier 0 ≤ i ≤ n soit Ui le monomorphisme canonique de XHN
i vers

X . Soit λ un nombre réel. Si iX(λ) = 0 ou si iY (λ) = 0 on définit Fλ comme le morphisme
nul de Xλ vers Yλ; si iY (λ) = m on a Y λ = Y et on définit Fλ comme le composé fUiX(λ);

sinon on a µ̂(X
HN

iX (λ)/X
HN

iX (λ)−1) ≥ λ et µ̂(Y
HN

iY (λ)/Y
HN

iY (λ)−1) ≥ λ, mais µ̂(Y
HN

j /Y
HN

j−1) < λ pour

tout j > iY (λ). On démontre par récurrence que le morphisme fUiX(λ) se factorise par Y HN
iY (λ).

D’abord le morphisme fUiX(λ) se factorise certainement par Y HN
m = Y . S’il se factorise par

ϕj : XHN
iX (λ) → Y HN

j , où j > iY (λ), alors le morphisme composé Pj,j−1ϕj est forcément nul car

(cf le corollaire 4.3.34)

µ̂max(Y
HN

j /Y
HN

j−1) < λ ≤ µ̂(X
HN

iX (λ)/X
HN

iX (λ)−1) = µ̂min(X
HN

iX (λ)).

Donc le morphisme fUiX(λ) se factorise par Y HN
j−1. Par la méthode de récurrence on obtient que

fUiX(λ) se factorise (de façon unique) par Fλ : XiX (λ) → YiY (λ). Enfin, la famille de morphismes
F = (Fλ)λ∈R est un morphisme de foncteurs tel que (F,f) soit un morphisme de filtrations. 2

Remarque 4.3.38 Avec les notations de la proposition 4.3.35, on a un foncteur HN de la
catégorie CA vers la catégorie Filgf (CA) qui envoie chaque objet arithmétique X de C vers sa
filtration de Harder-Narasimhan, appelé le foncteur de Harder-Narasimhan de CA. On remarque
que pour tout objet arithmétiqueX de C, HN(X) est une filtration séparée, exhaustive, continue
à gauche et de longueur finie de X . De plus, si f : X → Y est un morphisme compatible aux
structures arithmétiques, alors HN(f)(−∞) = f .
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Proposition 4.3.39 Soient X un objet arithmétique non-nul, Y un sous-objet arithmétique
admissible de X, et λ un nombre réel. Si µ̂min(Y ) ≤ λ, alors le monomorphisme canonique
f : Y � X se factorise par Xλ.

Démonstration. Comme f est compatible aux structures arithmétiques, la restriction de f sur
Yλ se factorise par Xλ. Comme µ̂min(Y ) ≤ λ, on a Yλ = Y , donc f se factorise par Xλ. 2

Soient X un objet arithmétique non-nul dans CA et

0 = X
HN

0
// X

HN

1
// · · · // X

HN

n−1
// X

HN

n = X

sa suite de Harder-Narasimhan. Pour tout 0 ≤ i ≤ n on note ti = rgXHN
i / rgX . Pour tout

0 ≤ i ≤ n− 1, on note λ̂i = µ̂(XHN
i+1/X

HN
i ). Alors la fonction

PX(t) =
n−1∑

i=0

(
d̂egX

HN

i

rgX
+ λ̂i(t− ti)

)
11[ti,ti+1](t).

est un polygone, appelé le polygone de Harder-Narasimhan de X .
La mesure de probabilté

νX :=

n∑

i=1

rg(XHN
i )− rg(XHN

i−1)

rgX
δbλi

est appelée la mesure de Harder-Narasimhan de X. On définit la mesure de Harder-Narasimhan
d’un objet arithmétique nul comme la mesure nulle sur R.

Si F : C → VecK est un foncteur exact, alors il induit un homomorphisme de groupes:
K̂0(F ) : K̂0(C,E ,A) → K0(VecK) et un foncteur F̂ : CA → VecK qui envoie un objet

arithmétique X en F (X). Le foncteur F̂ induit un foncteur F̃ : Filgf (CA) → Filgf (VecK).

Si X est un objet arithmétique dans CA, alors F̃ ◦ HN(X) est une R-filtration de l’espace
vectoriel F (X).

Proposition 4.3.40 On suppose que F respecte l’homomorphisme de rang, à savoir

rgVecK
◦K0(F ) = rgC .

Alors pour tout objet arithmétique non-nul X dans CA, le polygone associé à la filtration F̃ ◦
HN(X) est égale au polygone de Harder-Narasimhan de X, la mesure de probabilité associée à

F̃ ◦HN(X) s’identifie à la mesure de Harder-Narasimhan de X.

Démonstration. Soit

0 = X
HN

0
// X

HN

1
// · · · // X

HN

n−1
// X

HN

n = X

la suite de Harder-Narasimhan de X. La dérivée de la fonction PX(t) existe presque partout.

Si on note ti = rgXHN
i / rgX pour 0 ≤ i ≤ n et λ̂i = µ̂(X

HN

i+1/X
HN

i ) pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1,
alors on a

P ′
X

(t) =

n−1∑

i=0

λ̂i11[ti,ti+1[(t).



Quelques exemples de catégories de Harder-Narasimhan ordinaires ou arithmétiques 137

Soit ν la mesure de probabilité associée à la filtration F̃ ◦HN(X). On a

ν =
n−1∑

i=0

(ti+1 − ti)δbλi
= νX .

Si on définit

f(x) = ν(]x, +∞[) =

n−1∑

i=0

11[bλi+1,bλi[
(x)ti+1,

où par convention λ̂n = +∞. On trouve immédiatement f∗ = P ′X . Par conséquent, le polygone

associé à la filtration F̃ ◦HN(X) s’identifie à PX . 2

4.4 Quelques exemples de catégories de Harder-Narasimhan
ordinaires ou arithmétiques

4.4.1 Exemples de catégories de Harder-Narasimhan

La catégorie des faisceaux localement libres sur une courbe non-singulière

Soient k un corps, C une courbe projective non-singulière sur k, η le point générique de
C et K le corps des fonctions méromorphes sur C. On désigne par Coh(C) (resp. Vec(C)) la
catégorie des OC -modules cohérents (resp. localement libres de rang fini). La catégorie Coh(C)
est abélienne. D’après [75], on sait que Vec(C) est une sous-catégorie exacte de Coh(C). Dans
la section 1.3 on a associé à chaque OC -module localement libre de rang fini E deux entiers
deg(E) et rg(E). La proposition 1.3.2 1) montre que, si on désigne par E la classe des suites
exactes dans Vec(C), alors deg et rg induisent des homomorphisme de K0(Vec(C),E) vers Z.
D’autre part, pour tout OC -module localement libre E, rgE ≥ 0. La proposition 1.3.6 implique
que l’axiom (HN1) est vérifié. Enfin, si E et F sont deux OC -modules localement libres semi-
stables et si ϕ : E → F est un homomorphisme, alors l’image G de ϕ dans F est un OC -module
localement libre, et

µ(E) = µmin(E) ≤ µ(G) ≤ µmax(F ) = µ(F ).

Donc l’axiome (HN2) est aussi vérifié. Par conséquent, (Vec(C),E , deg , rg) est une catégorie
de Harder-Narasimhan. Enfin on remarque que le foncteur E 7→ EK est un foncteur de Vec(C)
vers la catégorie des espaces vectoriels sur K qui préserve rg.

La catégorie des faisceaux sans torsion sur une variété polarizée

Soient X un schéma projectif et géométriquement normal sur le spectre d’un corps K et L
un OX -module inversible ample. Soit d la dimension de X . On suppose que d ≥ 1. On désigne
par FST(X) la catégorie des OX -modules cohérents sans torsion. Si

0 // E′ // E // E′′ // 0

est une suite exacte de OX -modules cohérents et si E′ et E′′ sont sans torsion, alors il en est de
même de E. Par conséquent, FST(X) est une sous-catégorie exacte de Coh(X) — la catégorie
abélienne des OX -modules cohérents. Si E est un OX -module sans torsion, le degré de E est
par définition le nombre d’intersection degE := c1(L)d−1c1(E). Si E est non-nul, on désigne
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par µ(E) le quotient degE/ rgE. D’après [68] (voir aussi [82]), si on désigne par E la classe
des suites exactes

0 // E′ // E // E′′ // 0

dans Coh(X) telles que E′, E et E′′ sont tous sans torsion, alors (FST(X),E , deg , rg) est une
catégorie de Harder-Narasimhan.

4.4.2 Exemples de catégories de Harder-Narasimhan arithmétiques

La catégorie des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK
Proposition 4.4.1 Soit ϕ : E → F une application linéaire d’espaces vectoriels hermitiens.
Si ‖ϕ‖ ≤ 1, alors il existe une structure hermitienne sur E⊕F telle que dans la décomposition

E
(Id ,ϕ) // E ⊕ F

pr2 // F de ϕ, (Id ,ϕ) soit une inclusion 8 et pr2 soit une projection orthogo-
nale.

Démonstration. Comme ‖ϕ‖ ≤ 1, on obtient ‖ϕ∗‖ ≤ 1. Par conséquent, on a ‖ϕ∗ϕ‖ ≤ 1
et ‖ϕϕ∗‖ ≤ 1. Donc IdE −ϕ∗ϕ et IdF −ϕϕ∗ sont des matrices hermitiennes à valeurs propres
positives. Par conséquent, il existe deux endomorphismes hermitiens à valeurs propres positives
P et Q de E et F respectivement tels que P 2 = IdE −ϕ∗ϕ et Q2 = IdF −ϕϕ∗.

Si x est un vecteur propre de ϕϕ∗ de valeur propre λ, alors ϕ∗x est un vecteur propre
de ϕ∗ϕ de même valeur propre. Par conséquent, ϕ∗Qx =

√
1− λϕ∗x = Pϕ∗x. Comme F est

engendré par les vecteurs propres de ϕϕ∗, on a ϕ∗Q = Pϕ∗. D’après la même raison on a

Qϕ = ϕP . Soit R =

(
P ϕ∗

ϕ −Q

)
. Alors R est hermitienne, et

R2 =

(
P 2 + ϕ∗ϕ Pϕ∗ − ϕ∗Q
ϕP −Qϕ ϕϕ∗ +Q2

)
= IdE⊕F .

Par conséquent, R est une isométrie. Soit i : E → E ⊕ F l’application d’inclusion qui envoie x

en

(
x
0

)
. Le diagramme

E
ϕ //

i

��

F

E ⊕ F
R

// E ⊕ F

pr2

OO

est commutatif. Comme ϕ∗ϕ est auto-adjointe, il existe une base orthonormée (xi)1≤i≤n de
E telle que ϕ∗ϕxi = λixi. On suppose que 0 ≤ λj < 1 pour tout 1 ≤ j ≤ k et λj = 1 pour
tout k < j ≤ n. Soit B : E → E l’application C-linéaire telle que B(xi) =

√
1− λixi pour

1 ≤ i ≤ k et telle que B(xj) = xj pour j > k et soit S =

(
B ϕ∗

0 IdF

)
: E⊕F → E⊕F . Comme

Ri =

(
P
ϕ

)
et comme

(BP + ϕ∗ϕ)(xi) =
√

1− λiBxi + λixi =

{
(1− λi)xi + λixi = xi, 1 ≤ i ≤ k,
0Bxi + xi = xi, i > k,

8. à savoir, l’image réciproque de la structure hermitienne sur E ⊕ F par (Id ,ϕ) et la structure hermitienne
sur E cöıncident.
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on a un diagramme commutatif

E ⊕ F

S

��

pr2

))SSSSSSSS

E

Ri 55kkkkkkkk

τ ))SSSSSSSS F

E ⊕ F
pr2

55kkkkkkkk

où τ =

(
IdE
ϕ

)
. On munit E⊕F du produit hermitien 〈·,·〉0 tel que pour tout (x,y) ∈ (E⊕F )2

on ait
〈x,y〉0 =

〈
S−1x,S−1y

〉
,

où 〈·,·〉 est le produit hermitien la somme directe orthogonale. Alors pour tout (u,v) ∈ E ×E,

〈τ(u),τ(v)〉0 = 〈SRi(u),SRi(v)〉0 = 〈Ri(u),Ri(v)〉 = 〈i(u),i(v)〉 = 〈u,v〉 .

Enfin, le noyau de pr2 est stable par S, donc les images directes de 〈·,·〉0 et de 〈·,·〉 par pr2 sont
les mêmes. 2

Soit K un corps de nombres. On désigne par Vec(OK) la catégorie des OK-module locale-
ment libre de rang fini. Si on désigne par E la classe des suites exactes courtes de OK-modules
dans Vec(OK), alors (Vec(OK),E) est une catégorie exacte. Pour tout OK-module localement
libre de rang fini E, on désigne par A(E) l’ensemble des métriques hermitiennes sur E(C). Si
i : F → E est un sous-OX-module saturé de E on a une application i∗ : A(E) → A(F ) qui
envoie une métrique hermitienne h sur E(C) vers la restriction de h sur F (C). Si π : E → G
est un homomorphisme surjectif de OK-modules localement libres, on a une application π∗ :
A(E) → A(G) qui envoie une métrique hermitienne h sur E(C) vers la métrique quotient de
h sur G(C). Le triplet (Vec(OK),E ,A) satisfait aux axiomes dans la définition 4.3.23, donc
est une catégorie exacte arithmétique. Les objets arithmétiques dans cette catégorie exacte
arithmétique sont les fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK .

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens. Si ϕ : E → F est un homomorphisme de
OK-module compatible aux structures arithmétiques, alors pour tout plongement σ : K → C
on a ‖ϕ‖σ ≤ 1. Réciproquement soit ϕ : E → F un homomorphisme de OK-modules tel que
pour tout plongement σ : K → C on ait ‖ϕ‖σ ≤ 1. Soient j = (Id ,ϕ) : E → E ⊕ F et
π : E ⊕ F → F la deuxième projection. D’après la proposition 4.4.1, pour tout plongement
σ : K → C, il existe un produit scalaire hermitien sur (E ⊕ F )σ tel que jσ : Eσ → (E ⊕ F )σ
soit un sous-espace hermitien et tel que πσ : (E ⊕ F )σ → Fσ soit un quotient hermitien. Cette
construction est stable par la conjugaison complexe car les métriques hermitiennes sur E(C)
et sur F (C) le sont. On a donc trouvé une métrique hermitienne h sur (E ⊕ F )(C) telle que
(E ⊕ F,h) soit un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK de telle sorte que j : E → (E ⊕ F,h)
soit un sous-fibré vectoriel hermtien et que π : (E ⊕ F,h)→ F soit un fibré vectoriel hermitien
quotient. Par conséquent, ϕ est compatible aux structures arithmétiques.

Si E et F sont deux fibrés vectoriels hermtiens sur SpecOK , ϕ : E → F un homomorphisme
non-nul compatible aux structures arithmétiques. D’après l’inégalité de pentes, on a

µ̂min(E) ≤ µ̂max(F ) +
1

[K : Q]

∑

p∈Σf

log ‖ϕ‖p +
1

[K : Q]

∑

σ∈Σ∞

log ‖ϕ‖σ ≤ µ̂max(F ).

En particulier, si E et F sont semi-stables et si µ̂(E) > µ̂(F ), il n’y a pas d’homomorphisme
non-nul de E vers F qui soit compatible aux structures arithmétiques. Ainsi on a construit
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une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique (Vec(OK),E ,A,d̂eg, rg). D’autre part, on a
un foncteur de Vec(OK) vers la catégorie des espace vectoriel de rang fini sur K qui envoie E
en EK . De plus, ce foncteur préserve la fonction de rang.

Si E est un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , on sait définir le polygone de Harder-
Narasimhan de E (cf. le sous-paragraphe 4.3.3).

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK , ϕ : EK → FK un homomor-
phisme non-nul d’espaces vectoriels sur K. On rappelle que la hauteur de ϕ est par définition
la valeur

h(ϕ) =
1

[K : Q]

∑

p∈Σf

log ‖ϕ‖p +
1

[K : Q]

∑

σ∈Σ∞

log ‖ϕ‖σ.

Le lemme du produit montre que, si a ∈ K est un élément non-nul, alors h(ϕ) = h(aϕ). En
fait, il existe un élément non-nul a ∈ OK tel que aϕ admette un relèvement Φ : E → F . Soit
(Eλ)λ∈R (resp. (Fλ)λ∈R) la filtration de Harder-Narasimhan de E (resp. F ). Soit E′λ l’image

de Eλ dans F par Φ. D’après l’inégalité de pentes on a µ̂min(Eλ) ≤ µ̂min(E
′
λ) + h(ϕ). Par

conséquent, on a µ̂min(E′λ) ≥ λ − h(ϕ), et donc la restriction de ϕ sur Eλ,K se factorise par
Fλ−h(ϕ),K .
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Chapitre 5

Pente maximale du produit
tensoriel de fibrés vectoriels
hermitiens

5.1 Énoncé du théorème principal

Soient K un corps de nombres et OK son anneau des entiers. Si (Ei)1≤i≤n est une famille
de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur SpecOK , alors on a

µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗En) ≥
n∑

i=1

µ̂max(Ei) (5.1)

En effet, pour chaque entier 1 ≤ i ≤ n, il existe un sous-OK-module Fi de Ei tel que µ̂(F i) =
µ̂max(Ei). D’autre part, F1 ⊗ · · · ⊗ Fn est un sous-OK-module de E1 ⊗ · · · ⊗En. On a donc la
comparaison

n∑

i=1

µ̂max(Ei) =

n∑

i=1

µ̂(F i) = µ̂(F 1 ⊗ · · · ⊗ Fn) ≤ µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗En). (5.2)

J.-B. Bost a conjecturé que l’on a l’égalité (cf. [24])

µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗En) =

n∑

i=1

µ̂max(Ei).

Ceci est aussi équivalent à dire que le produit tensoriel d’un nombre fini de fibrés vectoriels
hermitiens semi-stables est encore semi-stable. D’après (5.2), il suffit de démontrer l’inégalité
inverse qui reste encore ouverte. Certains cas particuliers ont été démontrés, et des résultats
sont connus pour l’inégalité inverse de (5.2) à des termes d’erreurs (qui dépendent des rgEi)
près. Notamment:

1) De Shalit et Parzan [24] ont démontré récemment que si E et F sont deux fibrés vectoriels
hermitiens semi-stables sur Spec Z, et si rgE+rgF ≤ 5, alors E⊗F est encore semi-stable.

2) Dans [8] (voir aussi [39]), en utilisant la comparaison d’un fibré vectoriel hermitien à la
somme directe de fibrés inversibles hermitiens, J.-B. Bost a démontré que

µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗En) ≤
n∑

i=1

(
µ̂max(Ei) + 3 rgEi log(rgEi)

)
.
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3) Dans le cas où il ne s’agit que le produit tensoriel de deux fibrés vectoriels non-nuls sur
SpecOK , Bost et Künnemann [13] ont démontré que

µ̂max(E ⊗ F ) ≤ µ̂max(E) + µ̂max(F ) +
1

2
(log rgE + log rgF ) +

log |∆K |
2[K : Q]

, (5.3)

où ∆K est le discriminant de K.

Remarque 5.1.1 L’inégalité (5.3) entrâıne par récurrence que si (Ei)1≤i≤n sont des fibrés
vectoriels hermitiens non-nuls sur SpecOK , alors

µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗En) ≤
n∑

i=1

(
µ̂(Ei) +

dlog2 ne
2

log(rgEi)
)

+ 2dlog2 ne
log |∆K |
2[K : Q]

. (5.4)

On énonce ici le théorème principal du chapitre:

Théorème 5.1.2 Soient E1, · · · ,En une famille finie de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls
sur SpecOK , alors

µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗En) ≤
n∑

i=1

(
µ̂max(Ei) + log(rgEi)

)
. (5.5)

On résume d’ici les étapes principaux de la démonstration:

1) Majoration du degré d’Arakelov d’un sous-fibré inversible sous des hypothèses de semi-
stabilité (au sens de la théorie geométrique des invariants). L’idée remonte à un article de
J.-B. Bost [7], inspiré par Bogomolov [79], Gieseker [35] et Cornalba-Harris [22]. On utilisera
la théorie des invariants “classique” qui fournit des polynômes invariants définis sur Z et de
normes archimédiennes contrôlées.

2) La technique de Ramanan-Ramanathan [76] (reformulée par Totaro [85]), qui est une va-
riante de la construction de Kempf [60], permet d’enlever l’hypothèse de semi-stabilité dans
l’étape 1).

3) La comparaison de la pente maximale et du plus grand degré de sous-fibré inversible deve-
loppée dans [13] implique une inégalité qui est un peu plus faible que (5.5).

4) Enfin, un astuce de “passage à la limite” permet de conclure.

Remarque 5.1.3 Dans le cas où il ne s’agit que le produit tensoriel de deux fibrés vectoriels
hermitiens et où K = Q, l’inégalité (5.3) est plus forte que (5.5).

Si on applique le théorème 5.1.2 à (E
∨
i )1≤i≤n on obtient le corollaire suivant:

Corollaire 5.1.4 Soit (Ei)1≤i≤n une collection de fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK .
Si on note E = E1 ⊗ · · · ⊗En, alors

µ̂min(E) ≥
n∑

i=1

(
µ̂min(Ei)− log(rg(Ei))

)
.

5.2 Rappels sur la théorie des invariants

5.2.1 Rappels sur la théorie géométrique des invariants

Dans ce sous-paragraphe, on rappelle quelques résultats dans la théorie géométrique des
invariants. Les références sont [71] et [76].
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Modules inversibles G-linéaires, sous-groupes à un paramètre, et invariants de
Mumford

Soient K un corps, G un groupe algébrique réductif sur SpecK et X un schéma sur SpecK.
On suppose que G agisse à gauche sur X et on désigne par σ : G ×K X → X l’action du
groupe. On désigne par m : G ×K G → G la loi du groupe. Soit L un OX -module inversible.
On rappelle qu’une G-linéarisation de L est par définition un isomorphisme φ : σ∗L → pr∗2 L
tel que le diagramme

[pr2 ◦(IdG×σ)]∗L [σ ◦ pr23]
∗L

pr∗23 φ

��
[σ ◦ (IdG×σ)]∗L

(IdG ×σ)∗φ

OO

[pr2 ◦ pr23]
∗L

[σ ◦ (m× IdX)]∗L
(m×IdX)∗φ

// [pr2 ◦(m× IdX)]∗L

commute, où l’on a désigné par pr2 et pr23 les projections sur les derniers facteurs:

pr2 : G×K X −→ X, et pr23 : G×K G×K X −→ G×K X.

Le couple (L,φ) est appelé un OX -module inversible G-linéaire. Si φ est une G-linéarisation
de L, alors φ∨ : σ∗L∨ → pr∗2 L

∨ est une G-linéarisation de L∨. Si (L1,φ1) et (L2,φ2) sont
deux OX -modules inversibles G-linéaires, alors φ1 ⊗ φ2 est une G-linéarisation de L1 ⊗ L2.
Par conséquent, les classes d’isomorphismes de OX -modules inversibles G-linéaires forment un
groupe, noté PicG(X).

On appelle sous-groupe à un paramètre de G tout morphisme de K-schémas en groupes de
Gm,K vers G. Soit h : Gm,K → G un sous-groupe à un paramètre de G. Si j : x → X est un
point rationnel de X , alors h et x induisent un morphisme de Gm,K vers X :

Gm,K
h // G

∼ // G×K x
Id×j // G×K X

σ // X.

D’après [49] I.8.2.12 (qui est essentiellement une conséquence du critère valuatif de propreté),
si X est propre sur K, ce morphisme se prolonge en un morphisme fh,x de A1

K vers X . Le point
fh,x(0) est un point rationnel de X et est invariant par l’action du groupe Gm,K (via λ). Par
conséquent, si L est un OX -module inversible G-linéaire, l’action de Gm,K sur L|fh,x(0) définit

un caractère de la forme t 7→ tµ(x,h,L) de Gm,K , où µ(x,h,L) ∈ Z. De plus, si on fixe x et h,

alors µ(x,h,·) : PicG(X)→ Z est un homomorphisme de groupes.
Si Gm,K agit (à gauche) sur un espace vectoriel V de rang fini sur K (i.e., si l’on se donne

un morphisme de groupes algébriques sur K de Gm,K vers GLK(V )), on a une décomposition
de V en somme directe de sous-espaces stables par l’action de Gm,K

V =
⊕

i∈Z

V (i),

où l’action de Gm,K sur V (i) est

Gm,K ×K V (i)
(t7→ti)×Id // Gm,K ×K V (i) // V (i) ,
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la seconde flèche étant l’action naturelle par multiplication. Cette décomposition induit une
R-filtration décroissante continue à gauche sur V :

Vλ :=
⊕

i≥λ

V (i) pour tout λ ∈ R.

Clairement, Fh peut être aussi considérée comme une Z-filtration.

En particulier, si G est un groupe algébrique agissant à gauche sur V , tout sous-groupe à
un paramètre h : Gm,K → G définit une telle filtration, noté Fh. Si l’action de G se factorise
par SLK(V ), alors E[Fh] = 0 (voir (4.4) pour la notation).

On suppose que V soit un espace vectoriel de rang fini sur K. Soient m = (mi)1≤i≤d+1 une
suite strictement croissante d’entiers positifs telle que m1 = 0 et md+1 = rgK(V ), X le fibré de
drapeaux de V ∨ de type m. Soient π : X → SpecK le morphisme canonique et (Ei)1≤i≤d+1

le drapeau universel. C’est un drapeau de type m de E := π∗(V ∨). Par définition Ei est un
quotient de rang mi de E et pour tout entier 1 ≤ i ≤ d, l’homomorphisme canonique E → Ei
se factorise par Ei+1. Pour tout entier 1 ≤ i ≤ d on note

Li = dét [Ker(Ei+1 → Ei)].

Le groupe de Picard Pic(X) est engendré par les [Li], et on a un isomorphisme de faiseaux
inversibles G-linéaires sur X :

L1 ⊗ · · · ⊗ Ld ∼= π∗(détV )∨.

On notera que ce faisceau inversible est isomorphe à OX comme OX -module, mais pas comme
faisceau inversible G-linéaire sur X si l’action de G sur V ne se factorise pas par SLK(V ).

Si a = (ai)1≤i≤d est un élément dans Zd, on note La = (L⊗a1
1 ⊗ · · · ⊗ L⊗ad

d )∨. Alors La est
ample lorsque a est une suite strictement croissante.

Si x est un point rationnel de X , il détermine une châıne décroissante de sous-espaces de
V :

V = V1 ) V2 ) · · · ) Vd+1 = 0.

Pour toute suite strictement croissante a = (ai)1≤i≤d, on définit une R-filtration décroissante
et continue à gauche Fa,x sur V telle que

Fa,x
λ V =

⋃

λ≤ai

Vi.

Théorème 5.2.1 (Mumford, voir [23] et [85]) Avec les notation ci-dessus, si G est un
groupe réductif qui agit linéairement sur V , alors l’action de G sur V induit une action de
G sur X. D’autre part, pour tout a ∈ Zd, on a une G-linéarisation naturelle sur La. Si de plus
La est ample, alors pour tout sous-groupe à un paramètre h de G et tout point x ∈ X(K), on
a 1

µ(x,h,La) =
〈
Fh,Fa,x

〉
.

En particulier, si l’action de G sur V se factorise par SLK(V ), on a

µ(x,h,La) = cov(Fh,Fa,x).

1. Voir (4.5) et (4.6) pour les définitions de 〈 , 〉 et de cov( , ).
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Semi-stabilité au sens de la théorie géométrique des invariants

SoientK un corps et π : X → K unK-schéma projectif. Soit (L,φ) unOX -module inversible
G-linéaire. On dit qu’un point rationnel x de X est semi-stable pour l’action de G relativement
à (L,φ) s’il existe un entier n ∈ N et une section s ∈ H0(X,L⊗n) qui est invariant par l’action
de G tels que x ∈ Xs, où Xs est le sous-schéma ouvert de X des points y tels que s(y) 6= 0.
D’après la définition on sait immédiatement que pour tout entier strictement positif n, x est
semi-stable pour l’action de G relativement à (L,φ) si et seulement s’il est semi-stable pour
l’action de G relativement à la puissance tensorielle (L⊗n,φ⊗n). Cette remarque nous permet
d’utiliser les puissances tensorielles rationnelles lorsqu’on étudie la semi-stabilité d’un point
rationnel.

Par exemple, si X est de la forme P(V ∨), où V est un espace vectoriel de rang 0 < d < +∞
sur K, alors GLK(V ) et SLK(V ) opèrent naturellement sur X . Soit M un sous-espace de
rang 1 de V , c’est un point rationnel dans X . Le faisceau inversible OV ∨(1) sur P(V ∨) admet
une GLK(V )-linéairisation définie par “transport de structure”. Cette GLK(V )-linéairisation
détermine par restriction une SLK(V )-linéarisation sur OV ∨(1). D’autre part, il y a des actions
non-triviales de GLK(V ) sur le faisceau trivial de P(V ∨). Ce sont des images réciproques d’un
espace vectoriel de rang 1 sur K où l’action de GLK(V ) est donnée par un caractère (à savoir,
un K-morphisme de K-schéma en groupes de GLK(V ) vers Gm,K). On rappelle que les seuls
caractères de GLK(V ) sont des puissances tensorielles du déterminant. Si χ est un caractère
de GLK(V ), on désigne par Oχ le faisceau trivial sur P(V ∨) où la GLK(V )-linéarisation est
induite par le caractère χ.

Résultats de Kempf et de Ramanan-Ramanathan

Le théorème suivant dû à Hilbert et Mumford donne un critère numérique pour la semi-
stabilité d’un point rationnel x (cf. [71] Theorem 2.1).

Théorème 5.2.2 (Hilbert-Mumford) Soient G un groupe réductif qui agit sur un schéma
X qui est propre sur le spectre d’un corps K de caractéristique 0, L ∈ PicG(X) dont le OX-
module inversible sous-jacent est ample et x ∈ X(K). Alors x est semi-stable relativement à L
si et seulement si µ(x,h,L) ≥ 0 pour tout sous-groupe à un paramètre de G.

D’après le théorème de Hilbert-Mumford, on obtient que si x ∈ X(K) n’est pas semi-
stable relativement à L, alors il existe au moins un sous-groupe à un paramètre de G tel que
µ(x,h,L) < 0. Kempf [60] et Rousseau [80] ont généralisé indépendamment le théorème de
Hilbert-Mumford en les variétés propres sur le spectre d’un corps parfait, en démontrant que
lorsque x n’est pas semi-stable, alors il existe un (presque unique) sous-groupe à un paramètre
h0 de G (dit de Kempf) qui minimise certaine fonction. Le théorème a été d’abord démontré
pour le cas où K est algébriquement clos. Le cas général résulte de l’unicité du sous-groupe à
un paramètre de Kempf par la technique de descente. En s’appuyant sur les résultats de Kempf,
Ramanan et Ramanathan ont démontré dans [76] que dans le cas où K est de caractéristique 0,
tout fibré associé à un fibré principal semi-stable est encore semi-stable. En particulier, si C est
une courbe projective non-singulière sur un corps caractéristique 0, alors le produit tensoriel
de deux fibrés semi-stables sur C est encore semi-stable.

En utilisant les résultats de Kempf et de Ramanan-Ramanathan (reformulés en language
des filtrations), Totaro [85] a proposé une nouvelle démonstration d’une conjecture de Fontaine
qui a été d’abord démontrée par Faltings [28] que le produit tensoriel de deux isocristaux filtrés
faiblement admissibles semi-stables est encore semi-stable (voir aussi le note de de Shalit [23]).

Les résultats de Kempf et de Ramanan-Ramanathan peuvent aussi être utilisés dans l’étude
de la pente maximale arithmétique du produit tensoriel de fibrés vectoriels hermitiens. On
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résume leur résultats dans la suite:

Soit V un espace vectoriel de rang fini sur un corps K qui est de caractéristique 0. On
suppose que G soit un groupe réductif qui agit linéairement (à gauche) sur V (donc on a une
G-linéarisation naturelle sur OV (1)). D’après Kempf, on sait associer à chaque groupe à un
paramètre h de G un nombre ‖h‖ > 0 (cf. [76] §1). Si x ∈ P(V )(K) est un point qui n’est
pas semi-stable pour l’action de G relativement à O(1), alors il existe un sous-groupe à un
paramètre (dit de Kempf) hx qui minimise la fonction

h 7−→ µ(x,h,O(1))

‖h‖ . (5.6)

La valeur minimale est strictement négative. D’autre part, à chaque sous-groupe à un pa-
ramètre h on peut associer un sous-groupe parabolique P (h) de G qui est engendré par un
tore maximal contenant h et les groupes de racines Uα correspondant aux racines α telle que
α(h) ≥ 0. Le radical nilpotent U(h) de P (h) est donc engendré par les Uα avec α(h) > 0. On
considère Fhx comme une Z-filtration. Le groupe réductif P (hx)/U(hx) agit naturellement sur⊕

q∈Z

Fhx
q V/Fhx

q+1V .

Théorème 5.2.3 ([76] Proposition 1.12) Avec les notations ci-dessus, si on désigne par j
le plus grand indice tel que x ∈ Fhx

j V , alors il existe un entier positif r et un caractère χ sur

P (hx) tels que l’image canonique de x dans Fhx

j V/Fhx

j+1V = P(Fhx

j V/Fhx

j+1V )(K) soit semi-
stable pour l’action de P (hx)/U(hx) relativement à O(r)⊗Oχ−1 , où Oχ−1 est le faisceau trivial
dont la P (hx)/U(hx)-linéarisation est induite par le caractère χ−1.

5.2.2 Le théorème du bicommutant

On rappelle dans ce sous-paragraphe le théorème du bicommutant. Les références sont [74],
[64] et [58].

Soit R un anneau commutatif et unifère. Contrairement à la convention générale, les R-
algèbres dans ce sous-paragraphe peuvent être non-commutatives (mais associatives et unifères
quand même).

Soit A une R-algèbre. On dit qu’un A-module à gauche (resp. à droite) M est simple si M
est non-nul et si les seuls sous-A-modules de M sont 0 et M . On dit qu’un A-module à gauche
(resp. à droite) est semi-simple s’il est une somme directe de A-modules simples. Cette propriété
est satisfaite si et seulement si, pour tout sous-module N de M , il existe un sous-module N ′

tel que M = N ⊕N ′.
On dit que A est une algèbre semi-simple si elle est semi-simple comme module à gauche

sur A.

Remarque 5.2.4 Soit A une R-algèbre. Clairement, il existe une version “à droite” de la semi-
simplicité de A. Toutefois, elle cöıncide avec la précédente: d’après le théorème de Wedderburn
(cf. [74] 3.5), la semi-simplicité de A est équivalente au fait que A est semi-simple comme
module à droite sur A. En outre, si A est semi-simple, alors tous les A-modules (à gauche ou
à droite) sont semi-simples.

Exemple 5.2.5 On suppose que R soit un corps. Si G est un groupe fini de cardinal n, alors
R[G] est une algèbre de rang fini sur R. D’après le théorème de Maschke (cf. [74] 3.6 ou [64]
XVIII §1 Theorem 1.2), si n est inversible dans R, alors R[G] est une R-algèbre semi-simple.
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Soit A une algèbre sur R. On dit que A est simple si les seuls idéaux bilatères de A sont
0 et A. Il n’est généralement pas vrai que la simplicité de A implique la semi-simplicité de A.
C’est le cas lorsque A est artinien à gauche (cette condition est aussi nécessaire pour qu’une
R-algèbre simple soit semi-simple). En particulier, si R est un corps et si A est une R-algèbre
simple qui est de rang fini sur R, alors elle est semi-simple.

Exemple 5.2.6 On suppose que R soit un corps. Si E est un espace vectoriel de rang fini
sur R, alors A = EndR(E) est une R-algèbre simple. De plus, l’espace vectoriel E est simple
comme A-module (cf. [64] XVII §5 Theorem 5.5).

Soient A une R-algèbre et X un sous-ensemble de A. On appelle commutant de X la sous-
R-algèbre

X ′ = {a ∈ A | ∀x ∈ X, ax = xa}

de A. La sous-R-algèbre X ′′ de A est appelée le bicommutant de X . On appelle centre de A la
sous-R-algèbre A′ de A. On dit que la R-algèbre A est centrale si A′ = R. Il est clair que pour
tout sous-ensemble X de A on a X ⊂ X ′′, donc X ′′ contient la sous-R-algèbre de A engendrée
par X . Dans l’autre côté on a le théorème suivant (voir [58] 4.10 pour la démonstration):

Théorème 5.2.7 On suppose que R soit un corps et que A soit une algèbre centrale et simple
qui est de rang fini sur R. Si B est une sous-algèbre semi-simple de A, alors B′′ = B.

5.2.3 Rappels sur la théorie classique des invariants

On rappelle dans ce sous-paragraphe le “premier théorème principal” de la théorie classique
des invariants due à Weyl ([89] Chapter III, voir aussi [4] Appendix 1). Dans ce sous-paragraphe
K désigne un corps de caractéristique 0.

Le cas d’un seul espace vectoriel

Pour tout espace vectoriel de rang fini V sur K et tout entier strictement positif n on dispose
d’une appilication K-linéaire Ψ de EndK(V )⊗n → EndK(V ⊗n) qui associe au produit tensoriel
T1⊗· · ·⊗Tn de n éléments de EndK(V ) leur produit tensoriel comme endomorphisme de V ⊗n.
C’est un isomorphisme de K-algèbres. En effet, il est clair que cette application K-linéaire
est un homomorphisme de K-algèbres. En tant qu’homomorphisme d’espaces vectoriels sur K,
cette application se décompose en des isomorphismes naturels,

EndK(V )⊗n // (V ∨ ⊗ V )⊗n // (V ∨)⊗n ⊗ V ⊗n // (V ⊗n)∨ ⊗ V ⊗n // EndK(V ⊗n) ,

donc est elle-même un isomorphisme. En outre, on a une action naturelle du groupe symétrique
Sn sur V ⊗n par permutation des facteurs. Cette représentation de Sn définit un homomor-
phisme de l’algèbre de groupes R[Sn] dans EndK(V ⊗n). Les éléments dans Sn agissent par
conjugaison sur EndK(V ⊗n). Si on identifie EndK(V ⊗n) à EndK(V )⊗n par l’isomorphisme Ψ,
alors l’action de Sn correspondant est la permutation des facteurs dans le produit tensoriel.
Enfin, le groupe GLK(V ) agit naturellement sur V ⊗n.

Lemme 5.2.8 Si on désigne par π : GLK(V ) → EndK(V ⊗n) la représentation naturelle de
GLK(V ) sur V ⊗n, alors EndK(V ⊗n)Sn s’identifie à la sous-algèbre de EndK(V ⊗n) engendrée
par l’image de π.
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Démonstration. Il est clair que EndK(V ⊗n)Sn est une sous-algèbre de EndK(V ⊗n). D’autre
part, l’action d’un élément arbitraire dans Sn par premutation sur V ⊗n et l’action via π
d’un élément quelconque dans GLK(V ) sur V ⊗n commutent. Par conséquent EndK(V ⊗n)Sn

contient la sous-algèbre de EndK(V ⊗n) engendrée par l’image de π. Il suffit donc de démontrer
l’inclusion inverse. Comme K est de caractéristique 0, EndK(V ⊗n)Sn ∼= (EndK(V )⊗n)Sn ∼=
Sn EndK(V ). Comme Sn EndK(V ) est engendré comme K-espace vectoriel par les éléments
de la forme g⊗n où g ∈ EndK(V ), il est aussi engendré comme K-espace vectoriel par les g⊗n

où g ∈ GLK(V ), car GLK(V ) est Zariski dense dans EndK(V ) (K est de caractéristique 0). 2

On rappelle maintenant le “premier théorème principal” de la théorie classique des inva-
riants:

Théorème 5.2.9 Soient V un espace vectoriel de rang fini sur K et n,m ≥ 1 deux entiers.
Si T est un élément non-nul dans V ⊗n ⊗ V ∨⊗m qui est invariant pour l’action de GLK(V ),
alors n = m, et T est une combinaison linéaire de permutations (ici on identifie V ⊗n ⊗ V ∨⊗n
à End(V ⊗n)).

Démonstration. Soient a ∈ K× un élément qui n’est pas racine de l’unité (cela est toujours
possible car K est de caractéristique 0) et g = a IdV ∈ GLK(V ). L’action de g sur V ⊗n⊗V ∨⊗m
est an−m Id. S’il existe un vecteur non-nul dans V ⊗n⊗V ∨⊗m invariant par l’action de GLK(V ),
alors an−m = 1. Par conséquent, on a n = m puisque a n’est pas racine de l’unité.

Soient A = EndK(V ⊗n) et B la sous-K-algèbre de A image de K[Sn] dans A par la
représentation des permutations. La K-algèbre A est simple, centrale et de rang fini sur K.
La sous-K-algèbre B est semi-stable. D’après le lemme 5.2.8, B′ = EndK(V ⊗n)Sn est la sous-
algèbre de A engendrée par l’image de la représentation π : GLK(V )→ EndK(V ⊗n). Compte
tenu du théorème 5.2.7, on a B′′ = B. Donc les endomorphismes de V ⊗n invariants par l’action
de GLK(V ) appartiennent à B, c’est-à-dire, sont des combinaisons linéaires des permutations.
2

Le cas de plusieurs espaces vectoriels

Soient (Vi)1≤i≤r une collection d’espaces vectoriels de rang fini et non-nuls sur K et
n = (ni)1≤i≤r une famille d’entiers strictement positifs. On désigne par G le groupe GLK(V1)×
· · ·×GLK(Vr), et par Sn le groupe Sn1 ×· · ·×Snr

. L’algèbre de groupe K[Sn] est isomorphe
à K[Sn1 ] ⊗K · · · ⊗K K[Snr

]. D’autre part, on a un isomorphisme naturel de K-algèbres de
EndK(V ⊗n1

1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr
r ) vers EndK(V1)

⊗n1 ⊗ · · · ⊗ EndK(Vr)
⊗nr . Le groupe G agit na-

turellement sur V ⊗n1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr

r . On désigne par π : G → EndK(V ⊗n1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr

r ) la
représentation correspondante. Enfin, le groupe Sn agit sur V ⊗n1

1 ⊗· · ·⊗V ⊗nr
r par permutation

des facteurs dans le produit tensoriel, comme dans le cas où il s’agit d’un seul espace vectoriel.

Lemme 5.2.10 L’algèbre EndK(V ⊗n1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr

r )Sn est engendrée par l’image de π.

Démonstration. Pour tout entier 1 ≤ i ≤ r on désigne par Ci l’image canonique de K[Sni
]

dans EndK(V ⊗ni

i ). L’algèbre EndK(V ⊗n1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr

r )Sn est le commutant de l’image ca-
nonique de K[Sn] dans EndK(V ⊗n1

1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr
r ) ∼= EndK(V ⊗n1

1 ) ⊗ · · · ⊗ EndK(V ⊗nr
r ) qui

s’identifie à C1 ⊗ · · · ⊗ Cr. Comme le commutant du produit tensoriel est égal au produit
tensoriel des commutants, on a

EndK(V ⊗n1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr

r )Sn ∼= C′1 ⊗ · · · ⊗ C′r.
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D’après le lemme 5.2.8, la sous-K-algèbre C′i de EndK(V ⊗ni

i ) est engendrée par l’image de
GLK(V ⊗ni

i ). Par conséquent, C′1 ⊗ · · · ⊗ C′r est engendrée par l’image de G. 2

On propose ci-dessous une généralisation du “premier théorème principal” de la théorie
classique des invariants:

Théorème 5.2.11 Avec les notations ci-dessus, si m = (mi)1≤i≤r est une famille de nombres
strictement positifs et si T est un élément non-nul dans W = V ⊗n1

1 ⊗ V ∨⊗m1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr

r ⊗
V ∨⊗nr
r qui est invariant pour l’action de G, alors n = m, et T est une combinaison linéaire

d’éléments dans Sn.

Démonstration. Soit a ∈ K× un élément qui n’est pas racine de l’unité. Pour tout entier
1 ≤ i ≤ r, l’action de Ui,a = IdV1 × · · · × IdVi−1 ×a IdVi

× IdVi+1 × · · · × IdVr
sur W est l’ho-

mothétie par ani−mi . Comme W a un vecteur invariant par G, on a ani−mi = 1 et donc
mi = ni. On peut alors identifier l’espace vectoriel W à l’espace vectoriel sous-jacent à l’algèbre
A = EndK(V ⊗n1

1 ⊗ · · ·V ⊗nr
r ). Soit B la sous-K-algèbre de A image canonique de K[Sn] par

la représentation des permutations. L’algèbre A est simple, centrale, et de rang fini sur K.
La sous-algèbre B de A est semi-simple puisqu’elle est quotient de l’algèbre d’un groupe fini.
D’après le théorème du bicommutant (le théorème 5.2.7), on a B′′ = B. Par conséquent, les
endomorphismes de V ⊗n1

1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗nr
r invariants par l’action de G appartiennent à B, donc

sont des combinaisons linéaires des éléments dans Sn. 2

5.3 Majoration du degré d’Arakelov d’une droite semi-

stable

5.3.1 Application de la théorie classique des invariants dans l’étude
de la semi-stabilité (au sens de la théorie géométrique des in-
variants)

Dans ce sous-paragraphe, le symbole K désigne un corps de caractéristique 0.

Proposition 5.3.1 Soit V un espace vectoriel de rang 0 < d < +∞ sur K.

1) Pour que P(V ∨) ait un point rationnel semi-stable pour l’action de GLK(V ) relativement à
O(D)⊗ π∗(détV )⊗n, il faut que D = dn.

2) Si M est un point rationnel de P(V ∨) qui est semi-stable pour l’action de GLK(V ) relative-
ment à O(d) ⊗ π∗(détV ), alors il existe un entier n ≥ 1 et une permutation σ ∈ Snd telle
que l’homomorphisme composé

M⊗nd ⊗ détV ∨⊗n // V ⊗nd ⊗ détV ∨⊗n

σ⊗Id

��
V ⊗nd ⊗ détV ∨⊗n

dét⊗n⊗Id // détV ⊗n ⊗ détV ∨⊗n ∼= K

soit non-nul.

3) Un point rationnel M de P(V ∨) est semi-stable pour l’action de SLK(V ) relativement à
OV ∨(1) si et seulement s’il est semi-stable pour l’action de GLK(V ) relativement à O(d)⊗
π∗(détV )∨.
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Démonstration. 1) On suppose que M soit un point rationnel de P(V ∨) semi-stable pour
l’action de GLK(V ) relativement à O(D) ⊗ π∗(détV )∨⊗n, alors il existe un entier m > 0 et
une section non-nulle s dans

H0(P(V ∨),O(mD) ⊗ π∗(détV )⊗nm) = SmD(V ∨)⊗ (détV )⊗nm

qui est invariante par GLK(V ) et telle que M ∈ P(V ∨)s. En tant que GLK(V )-module, SmDV ∨

(resp. ΛdV ) est un facteur direct de V ∨⊗md (resp. V ⊗d) (cf. [32] Lecture 6). Par conséquent,
il existe un relèvement s̃ de s dans V ∨⊗mD ⊗V ⊗nmd qui est invariant par GLK(V ). D’après le
théorème 5.2.11 on a mD = nmd, donc D = nd.

2) D’après l’argument dans la démonstration de 1) on obtient que siM est un point rationnel
(considéré comme sous-espace de rang 1 de V ) de P(V ∨) qui est semi-stable pour l’action
de GLK(V ) relativement à O(d) ⊗ π∗(détV ), alors il existe un entier n ≥ 1 et un élément
s ∈ SndV ∨ ⊗ détV ⊗n qui est invariant par l’action de GLK(V ) et tel que l’homomorphisme
composé

M⊗nd ⊗ détV ∨⊗n // ΓndV ⊗ détV ∨⊗n
s // K

soit non-nul. D’autre part, s se relève en un élément s̃ ∈ V ∨⊗nd ⊗ V ⊗nd qui est aussi invariant
par l’action de GL(V ). D’après le théorème 5.2.9, l’élément s̃ est une combinaison linéaire de
permutations. Par conséquent, il existe une permutation σ ∈ Snd telle que l’homomorphisme
composé

M⊗nd ⊗ détV ∨⊗n // V ⊗nd ⊗ détV ∨⊗n

σ⊗Id

��
V ⊗nd ⊗ détV ∨⊗n

dét⊗n⊗Id // détV ⊗n ⊗ détV ∨⊗n ∼= K

soit non-nul.
3) On suppose que n ≥ 1 soit un entier. Si un élément s ∈ V ∨⊗n est invariant par l’action

de SLK(V ), alors le sous-espace M engendré par s est invariant par l’action de GLK(V ). L’ac-
tion de GLK(V ) sur M est un caractère, i.e., une puissance tensorielle du déterminant. Par
conséquent, il existe un entier m tel que, si on désigne par x un générateur de (dét V )⊗m, alors
l’élément s⊗ x ∈ V ∨⊗n ⊗ (détV )⊗m soit invariant par l’action de GLK(V ). On a donc d|n et
m = n/d. Réciproquement si un élément dans V ∨⊗n ⊗ (détV )⊗m est invariant par l’action de
GLK(V ), alors il est invariant par l’action de SLK(V ) si on le considère comme un élément
de V ∨⊗n (l’action de SLK(V ) sur détV est trivial, donc détV ∼= K comme SLK(V )-module).
L’assertion 3) s’en déduit immédiatement. 2

En utilisant la notion de puissance tensorielle rationnelle on peut aussi dire que M ∈ X(K)

est semi-stable pour l’action de SLK(V ) relativement à O(1) si et seulement si M⊗(détV ∨)⊗
1
d

(vu comme point rationnel de P(V ∨ ⊗ (détV )⊗
1
d )) est semi-stable pour l’action de GLK(V ).

Il est possible de généraliser la proposition 5.3.1 au cas d’un produit tensoriel de plusieurs
espaces vectoriels de rang fini. Notamment on a la proposition suivante:

Proposition 5.3.2 Soit (Vi)1≤i≤r une famille d’espaces vectoriels de rang fini et non-nuls sur
K et (ai)1≤i≤r une famille d’entiers strictement positifs. Pour tout entier 1 ≤ i ≤ r on désigne
par di le rang de Vi sur K. Soient W = V ⊗a1

1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗ar
r , X = P(W∨) et π : X → SpecK

le morphisme canonique. Soit G = GL(V1)×K · · · ×K GL(Vr).

1) Soit χ un caractère de G. Pour que X ait un point rationnel semi-stable pour l’action de G
relativement à OX(D)⊗Oχ, il faut que Oχ soit de la forme

π∗((détV1)
⊗n1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)

⊗nr),
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où nidi = Dai pour tout 1 ≤ i ≤ r;
2) Si M est un point rationnel de X qui est semi-stable pour l’action de G relativement à
OX(D)⊗ π∗((détV1)

⊗n1 ⊗ · · · ⊗ (dét Vr)
⊗nr ), il existe un entier m ≥ 1 et une permutation

σ ∈ SmDa1 × · · · ×SmDar
tels que l’homomorphisme composé

M⊗m ⊗ L∨⊗m // W⊗mD ⊗ L∨⊗m σ⊗Id // W⊗mD ⊗ L∨⊗m

détV1

⊗mn1⊗···⊗détVr

⊗mnr⊗Id

��
L⊗m ⊗ L∨⊗m ∼= K

(5.7)

soit non-nul, où L = (détV1)
⊗n1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)

⊗nr .

3) Un point rationnel M de X est semi-stable pour l’action de SL(V1) × · · · × SL(Vr) rela-
tivement à OX(1) si et seulement s’il est semi-stable pour l’action de G relativement à

OX(1)⊗ π∗(dét V
⊗

a1
d1

1 ⊗ · · · ⊗ détV
⊗ ar

dr
r ).

Démonstration. 1) Comme G est le produit des schémas en groupes GLK(Vi) (i = 1, · · · ,r),
tout caractère de G est un produit tensoriel de caractères de GLK(Vi). Donc Oχ est de la forme
π∗((détV1)

⊗n1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)
⊗nr ).

On suppose que M soit un point rationnel de X qui est semi-stable pour l’action de G
relativement à OX(D)⊗L, où L = π∗((détV1)

⊗n1 ⊗ · · ·⊗ (détVr)
⊗nr). Il existe alors un entier

m > 0 et une section non-nulle s de

H0(X,OX(mD)⊗ L⊗m) = SmD(V ∨⊗a1
1 ⊗ · · · ⊗ V ∨⊗ar

r )⊗ (détV1)
⊗mn1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)

⊗mnr

invariante par l’action de G(K) tels que M ∈ Xs. D’après la semi-simplicité de l’algèbre de
groupe K[G(K)], il existe un relèvement s̃ de s dans

V ∨⊗mDa1
1 ⊗ · · · ⊗ V ∨⊗mDar

r ⊗ V ⊗mn1d1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗mnrdr

r

qui est invariant par l’action de G(K). D’après le théorème 5.2.11 on a mDai = mnidi (i.e.,
Dai = nidi) pour tout 1 ≤ i ≤ r.

2) Si M ∈ X(K) est un point rationnel (considéré comme un sous-espace de rang 1 de
W ) qui est semi-stable pour l’action de G relativement à OX(D) ⊗ π∗L, alors il existe un
entier m > 0 et un élément s ∈ Sm(W∨) ⊗ L⊗m invariant par l’action de G(K) tels que
l’homomorphisme composé

M⊗mD ⊗ L∨⊗m // Γm(W )⊗ L∨⊗m s // K

soit non-nul. D’autre part, on a Dai = nidi pour tout 1 ≤ i ≤ r. L’élément s admet un
relèvement dans

V ⊗mDa1
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗mDar

r ⊗ V ∨⊗mDa1
1 ⊗ · · · ⊗ V ∨⊗mDar

r

qui est invariant par l’action de G(K). D’après le théorème 5.2.11, s̃ est une combinaison
linéaire de permutations dans SmDa1 × · · · × SmDar

. Par conséquent, il existe un élément
σ ∈ SmDa1 × · · · ×SmDar

tel que l’homomorphisme composé (5.7) soit non-nul.
3) Si D ≥ 1 est un entier, et si un élément s ∈ W∨⊗D est invariant par l’action de

SLK(V1) × · · · × SLK(Vr), alors le sous-espace M engendré par s est invariant par G(K).
L’action de G(K) sur M est un caratère de G(K). Par conséquent, il existe une famille d’en-
tiers (ni)1≤i≤r telle que, si on désigne par x un générateur de (dét V1)

⊗n1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)
⊗nr ,
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alors s ⊗ x ∈ W∨⊗D ⊗ (détV1)
⊗n1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)

⊗nr soit invariant par l’action de G(K).
D’après 1) on a Dai = nidi pour tout 1 ≤ i ≤ n. Réciproquement si un élément dans

W∨D ⊗ (détV1)
Da1
d1 ⊗ · · · ⊗ (dét Vr)

Dar
dr est invariant par l’action de G(K), alors il est in-

variant par l’action de SLK(V1) × · · · × SLK(Vr) si on le considère comme un élément dans

W∨D: (détV1)
Da1
d1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)

Dar
dr est trivial comme module sur SLK(V1)× · · · × SLK(Vr).

2

Proposition 5.3.3 Soient (Vi)1≤i≤r une famille d’espaces vectoriels de rang fini et non-nuls
sur K, Ξ une famille finie d’applications de {1, · · · ,r} vers Z>0 et (bi)1≤i≤r une famille de
nombres rationnels strictement positifs. On désigne par

i) W l’espace
⊕

α∈Ξ

r⊗

i=1

V
⊗α(i)
i ,

ii) G le groupe algébrique GLK(V1)×K · · · ×K GLK(Vr) qui agit naturellement sur W ,

iii) L le G(K)-module (détV1)
⊗b1 ⊗ · · · ⊗ (détVr)

⊗br ,

iv) pour tout entier D ≥ 1 et tout α = (αj)1≤j≤D ∈ ΞD,

prα : W⊗D → V
⊗(α1(1)+···+αD(1))
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗(α1(r)+···+αD(r))

r

la projection canonique,

v) pour tout entier 1 ≤ i ≤ r, di le rang de Vi sur K.

Si M est un sous-espace de rang 1 de W (vu comme point rationnel de P(W∨)) qui est semi-
stable pour l’action de G relativement à OW∨(1) ⊗ π∗L, où π : P(W∨) → SpecK est le
morphisme canonique, alors il existe un entier D ≥ 1, et une famille α = (αj)1≤j≤D d’éléments
dans Ξ tels que, si on note a = α1 + · · ·+αD, alors a(i) = Dbidi. De plus, il existe un élément
σ ∈ Sa(1) × · · · ×Sa(r) tel que l’homomorphisme composé

M⊗D ⊗ L∨⊗D // W⊗D ⊗ L∨⊗D
prα⊗ Id// V

⊗a(1)
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗a(r)r ⊗ L∨⊗D

σ⊗Id

��

V
⊗a(1)
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗a(r)r ⊗ L∨⊗D

détV1

⊗Db1⊗···⊗détVr

⊗Dbr⊗Id

��
L⊗D ⊗ L∨⊗D ∼= K

soit non-nul, où la première flèche est induite par l’inclusion canonique de M⊗D dans W⊗D.

Démonstration. Comme M est semi-stable pour l’action de G relativement à OW∨(1)⊗ π∗L,
il existe un entier D ≥ 1 et un élément non-nul s ∈ SD(W∨) ⊗ L⊗D invariant par l’action de
G(K) tels que l’homomorphisme composé

M⊗D ⊗ L∨⊗D // ΓD(W )⊗ L∨⊗D s // K

soit non-nul. Soit s′ un relèvement de s dans W⊗D ⊗ L∨⊗D qui est invariant par l’action de
G(K). Il existe donc α = (αj)1≤j≤D ∈ ΞD tel que l’homomorphisme composé

M⊗D ⊗ L∨⊗D // W⊗D ⊗ L∨⊗D
prα⊗ Id// V

⊗a(1)
1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗a(r)r ⊗ L∨⊗D

s′α // K
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soit non-nul, où a = α1 + · · · + αD, et s′α est la composante d’indice α de s′. Soit sα un

relèvement de s′α dans V
⊗a(1)
1 ⊗· · ·⊗V ⊗a(r)r ⊗V ∨⊗Db1d11 ⊗· · ·⊗V ∨⊗Dbrdr

r invariant par G(K).
D’après le théorème 5.2.11 on obtient que a(i) = Dbidi, et que sα est une combinaison linéaire
de permutations. La proposition est donc démontrée. 2

5.3.2 La majoration

Dans ce sous-paragraphe, on fixe un corps de nombre K. Soient (Ei)1≤i≤r une famille de
fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK , Ξ une famille finie d’applications de {1, · · · ,r} dans
Z>0 et

E =
⊕

α∈Ξ

E
⊗α(1)

1 ⊗ · · · ⊗E⊗α(n)

n .

Pour tout entier 1 ≤ i ≤ r soient di le rang de Ei et Li le fibré inversible hermitien ΛdiEi. On
suppose que (bi)1≤i≤r soit une famille d’entiers strictement positifs telle que di divise bi pour

tout 1 ≤ i ≤ r. Soit L = L
⊗b1/d1
1 ⊗ · · · ⊗ L⊗br/dr

r .

Lemme 5.3.4 Soit V un espace vectoriel hermitien de rang r > 0. La norme de l’application
linéaire dét : V ⊗r → ΛrV est égale à

√
r!.

Démonstration. En effet, dét peut s’écrire comme r! vecteurs orthogonaux et de norme 1 dans
V ∨⊗r. Par conséquent, la norme de dét est

√
r!. 2

Théorème 5.3.5 Avec les notations ci-dessus, on désigne par π : P(E∨K) → SpecK le mor-
phisme canonique. Si n ≥ 1 est un entier et si M est un sous-OK-module inversible de E tels
que MK (vu comme point rationnel de P(E∨K)) soit semi-stable pour l’action de GL(E1,K)×K
· · · ×K GL(Er,K) relativement à OE∨

K
(n)⊗ π∗L, alors

d̂eg(M) ≤ 1

n
d̂eg(L) +

1

2n

r∑

i=1

bi log(rgEi) =

r∑

i=1

bi
n

(
µ̂(Ei) +

1

2
log(rgEi)

)
.

Démonstration. D’après la proposition 5.3.3, il existe un entier D ≥ 1, une famille α =
(αj)1≤j≤nD ∈ ΞnD et un élément σ ∈ Sa(1) × · · · × Sa(r) (où a = α1 + · · · + αnD) tels que
a(i) = Dbidi, et que l’homomorphisme composé

M⊗nDK ⊗ L∨⊗DK
// E⊗nDK ⊗ L∨⊗DK

prα⊗ Id// E
⊗a(1)
1,K ⊗ · · · ⊗E⊗a(r)r,K ⊗ L∨⊗DK

σ⊗Id

��

E
⊗a(1)
1,K ⊗ · · · ⊗E⊗a(r)r,K ⊗ L∨⊗DK

détE1,K

⊗a(1)⊗···⊗détEr,K

⊗a(r)⊗Id

��
L⊗DK ⊗ L∨⊗DK

∼= K

soit non-nul. D’après l’inégalité de pente, ainsi que le lemme 5.3.4, on obtient que

nDd̂eg(M)−Dd̂eg(L) = nDd̂eg(M)−
r∑

i=1

Dbiµ(Ei) ≤
r∑

i=1

a(i)
1

2
log(di!) =

r∑

i=1

D
bi
di

log(di!)

2
.
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Par conséquent,

d̂eg(M) ≤ 1

n
d̂eg(L) +

r∑

i=1

bi log(di!)

2ndi
=

r∑

i=1

bi
n

(
µ̂(Ei) +

log(di!)

2di

)
.

Comme pour tout entier m ≥ 1 on a log(m!) ≤ log(mm) = m logm, on obtient que

d̂eg(M) ≤ 1

n
d̂eg(L) +

1

2n

r∑

i=1

bi log(di) =

r∑

i=1

bi
n

(
µ̂(Ei) +

log(di)

2

)

2

5.4 La démonstration du théorème principal

5.4.1 Un critère de semi-stabilité

Dans ce sous-paragraphe, on rappelle un critère de semi-stabilité (de fibrés vectoriels her-
mitiens) dû à Bogomolov dans le cas géométrique. (voir [79]).

Soient K un corps de nombres, E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur SpecOK , et
V = EK . On désigne par G le groupe GLK(V ). On rappelle que tout sous-groupe parabolique
P de G correspond à une châıne décroissante

V = V0 ) V1 ) · · · ) Vd = 0,

qui induit une châıne décroissante de sous-OK-modules localement libres saturés

D : E = E0 ) E1 ) · · · ) Ed = 0

de E. Pour tout entier 1 ≤ i ≤ d soient F i = Ei ⊗ (ΛrE
∨
)⊗

1
r et L i,D = dét (F i−1/F i)

∨. Si

a = (ai)1≤i≤d est un élément dans Zd, on note L
a

D =
( d⊗

i=1

L
⊗ai

i,D

)
. La fibre générique L a

D,K

est ample lorsque a = (ai)1≤i≤d est une suite strictement croissante.

Proposition 5.4.1 Le fibré vectoriel hermitien E est semi-stable (resp. stable) si et seulement
si pour tout entier d ≥ 1, toute châıne décroissante D de longeur d de sous-OK-modules saturés

de E, et toute suite strictement croissante a = (ai)1≤i≤d d’entiers, on a d̂eg(L
a

D) ≥ 0 (resp.

d̂eg(L
a

D) > 0).

Démonstration. “=⇒”: En effet, on a

d̂eg(L
a

D) =
d∑

i=1

aid̂eg(L i,D)

= −
d∑

i=1

ai

[
− rg(Ei−1)− rg(Ei)

r
d̂eg(E) + d̂eg(Ei−1)− d̂eg(Ei)

]

= −
d∑

i=1

ai

[
rg(Ei−1)(µ̂(Ei−1)− µ̂(E))− rg(Ei)(µ̂(Ei)− µ̂(E))

]

= −
d−1∑

i=1

(ai+1 − ai) rg(Ei)(µ̂(Ei)− µ̂(E)).
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Si E est semi-stable (resp. stable), alors pour tout 1 ≤ i < d, on a µ̂(Ei) ≤ µ̂(E) (resp.

µ̂(Ei) < µ̂(E)). Par conséquent, on a d̂eg(L
a

D) ≥ 0 (resp. d̂eg(L
a

D) > 0).
“⇐=”: Soit E1 un sous-OK-module saturé de E. On considère la suite D : E = E0 ) E1 )

E2 = 0 et la suite d’entiers a = (0,1). On a

d̂eg(L
a

D) = rg(E1)(µ̂(E)− µ̂(E1)) ≥ 0 (resp. d̂eg(L
a

D) = rg(E1)(µ̂(E)− µ̂(E1)) > 0),

donc µ̂(E1) ≤ µ̂(E) (resp. µ̂(Ei) < µ̂(E)). Comme E1 est arbitraire, le fibré vectoriel hermitien
E est semi-stable (resp. stable). 2

5.4.2 Majoration du degré d’Arakelov d’une droite dans un produit
tensoriel

Soit (E
(j)

)1≤j≤n une collection de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur SpecOK . Pour

tout entier 1 ≤ j ≤ n soit r(j) le rang de E(j). On note V = E
(1)
K ⊗· · ·⊗E

(n)
K . Soient G le groupe

algébrique GL(E
(1)
K )×· · ·×GL(E

(n)
K ), H le sous-groupe algébrique SL(E

(1)
K )×· · ·×SL(E

(n)
K ) de

G. Soit M un sous-fibré inversible de E
(1)⊗· · ·⊗E(n)

, muni de la métrique hermitienne induite.
On a une action canonique de G (ou H) sur P(V ∨). Soit π : P(V ∨) → SpecK le morphisme
canonique. On considère MK comme un point rationnel de P(V ∨). D’après la proposition 5.3.2
3), le point MK ∈ P(V ∨)(K) est semi-stable pour l’action de H relativement à O(1) si et
seulement s’il est semi-stalbe pour l’action de G relativement à

O(1)⊗
n⊗

j=1

π∗(Λr
(j)

E
(j)
K )
∨⊗ 1

r(j) .

Si on note L =

n⊗

j=1

(Λr
(j)

E
(j)

)
⊗ 1

r(j) , ceci est aussi équivalent à dire que MK ⊗ L∨K , vu comme

point rationnel de P(V ∨ ⊗ LK), est semi-stable pour l’action de G relativement à O(1). Dans
ce cas-là, on a, d’après le théorème 5.3.5,

d̂eg(M) ≤
n∑

j=1

(
µ̂(E

(j)
) +

1

2
log(r(j))

)
. (5.8)

Si MK n’est pas stable pour l’action de H , d’après un résultat de Kempf [60], reformulé par
Ramanan et Ramanathan ([76] Proposition 1.12), il existe deux entiers strictement positifs α,
u et pour tout 1 ≤ j ≤ n

i) une suite décroissantes de sous-OK-modules saturés de E(j):

D(j) : E(j) = E
(j)
0 ) E

(j)
1 ) · · · ) E

(j)

d(j)
= 0,

ii) une suite strictement croissante d’entiers a(j) = (a
(j)
i )1≤i≤d(i) ,

iii) une suite strictement décroissante d’entiers λ(j) = (λ
(j)
i )0≤i<d(i)

tels que

1) l’homomorphisme d’inclusion de M vers E(1) ⊗ · · · ⊗E(n) se factorise par

∑

λ
(1)
i1

+···+λ
(n)
in
≥α

E
(1)
i1
⊗ · · · ⊗E(n)

in
,
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2) l’image canonique de MK ⊗ L∨K dans

∑

λ
(1)
i1

+···+λ
(n)
in
≥α

(E
(1)
i1,K
⊗ · · ·E(n)

in,K
)⊗ L∨K

/ ∑

λ
(1)
i1

+···+λ
(n)
in
>α

(E
(1)
i1,K
⊗ · · · ⊗E(n)

in,K
)⊗ L∨K

∼=
( ⊕

λ
(1)
i1

+···+λ
(n)
in

=α

n⊗

j=1

(E
(j)
ij ,K

/E
(j)
ij+1,K)

)
⊗ L∨K =: WK ⊗ L∨K

est semi-stable pour l’action du groupe

G̃ =

n∏

j=1

d(j)∏

i=1

GL(E
(j)
i−1,K/E

(j)
i,K)

relativement à OW∨⊗LK
(1) ⊗⊗n

j=1(π
∗L a

(j)

D(j),K
)∨⊗

1
u , où π : P(W∨ ⊗ LK) → SpecK est le

morphisme canonique et l’action de G̃ sur LK est donnée par l’isomorphisme canonique

LK ∼=
n⊗

j=1

d(j)⊗

i=1

dét (E
(j)
i−1,K/E

(j)
i,K)

⊗ 1

r(j) .

On peut aussi dire que l’image de MK dans

WK =
⊕

λ
(1)
i1

+···+λ
(n)
in

=α

n⊗

j=1

(E
(j)
ij ,K

/E
(j)
ij+1,K)

est semi-stable pour l’action de G̃ relativement à OW∨(1) ⊗ π∗LK ⊗
⊗n

j=1(π
∗L a

(j)

D(j),K
)∨⊗

1
u .

Pour tout 1 ≤ j ≤ n et tout 1 ≤ i ≤ d(j) on note r
(j)
i = rg(E

(j)
i−1/E

(j)
i ). Par définition on

obtient que

LK ⊗
n⊗

j=1

(L a
(j)

D(j),K)∨⊗
1
u ∼=

n⊗

j=1

d(j)⊗

i=1

dét (E
(j)
i−1,K/E

(j)
i,K)

⊗
s
(j)
i

r
(j)
i ,

où s
(j)
i =

r
(j)
i

r(j)
− r

(j)
i

ur(j)

d(j)∑

k=1

a
(j)
k r

(j)
k +

a
(j)
i r

(j)
i

u
≥ 0.

On a pour tout entier 1 ≤ j ≤ n,
d(j)∑

i=1

s
(j)
i = 1. D’après le théorème 5.3.5, on a

d̂eg(M) ≤ d̂eg(L)−
n∑

j=1

1

u
d̂eg(L

a
(j)

D(j)) +
1

2

n∑

j=1

d(j)∑

i=1

s
(j)
i log(r

(j)
i )

≤ d̂eg(L)−
n∑

j=1

1

u
d̂eg(L

a
(j)

D(j)) +
1

2

n∑

j=1

d(j)∑

i=1

s
(j)
i log(r(j))

= d̂eg(L)−
n∑

j=1

1

u
d̂eg(L

a
(j)

D(j)) +
1

2

n∑

j=1

log(r(j))

=

n∑

j=1

(
µ̂(E

(j)
) +

1

2
log(r(j))− 1

u
d̂eg(L

a
(j)

D(j))
)
.

(5.9)
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Si on suppose de plus que les fibrés vectoriels hermitiensE
(j)

soient semi-stables, alors d̂eg(L
a
(j)

D(j)) ≥
0 pour tout 1 ≤ j ≤ n (cf. la proposition 5.4.1). L’inégalité (5.9) implique que

d̂eg(M) ≤
n∑

j=1

(
µ̂(E

(j)
) +

1

2
log(r(j))

)
. (5.10)

Ceci nous permet donc de démontrer la proposition suivante:

Proposition 5.4.2 Soit (E
(j)

)1≤j≤n une collection de fibrés vectoriels hermitiens semi-stables

sur SpecOK . Si on note E = E
(1) ⊗ · · · ⊗E(n)

, alors

µ̂max(E) ≤
n∑

j=1

(
µ̂(E

(j)
) + log(rg(E(j)))

)
+

log |∆K |
2[K : Q]

.

Démonstration. On désigne par ud̂eg(E) le plus grand degré de sous-OK-module inversible
de E (muni de la métrique induite). Les discussions ci-dessus montrent que

ud̂eg(E) ≤
n∑

j=1

µ̂(E
(j)

) +
1

2

n∑

j=1

log(rg(E(j))).

D’après [13], on a

µ̂max(E) ≤ ud̂eg(E) +
1

2
log(rg(E)) +

log |∆K |
2[K : Q]

≤
n∑

j=1

µ̂(E
(j)

) +
n∑

j=1

log(rg(E(j))) +
log |∆K |
2[K : Q]

2

Corollaire 5.4.3 Soit (E
(j)

)1≤j≤n une collection de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur

SpecOK . Si on note E = E
(1) ⊗ · · · ⊗E(n)

, alors

µ̂max(E) ≤
n∑

j=1

µ̂max(E
(j)

) +
n∑

j=1

log(rg(E(j))) +
log |∆K |
2[K : Q]

. (5.11)

Démonstration. SoitM un sous-OK-module deE. En prenant les suites de Harder-Narasimhan

des E
(j)

on obtient qu’il existe pour tout 1 ≤ j ≤ n un sous-quotient semi-stable F
(j)
/G

(j)
de

E
(j)

tel que

1) µ̂(F
(j)
/G

(j)
) ≤ µ̂max(E

(j)
),

2) l’homomorphisme d’inclusion de M vers E se factorise par F (1) ⊗ · · · ⊗ F (n),

3) l’image canonique de M dans (F (1)/G(1))⊗ · · · ⊗ (F (n)/G(n)) est non-nulle.

En combinant le théorème précédent et l’inégalité de pentes on obtient que

µ̂(M) ≤
m∑

j=1

(
µ̂(E

(j)
) + log(rg(F (j)/G(j)))

)
+

log |∆K |
2[K : Q]

≤
m∑

j=1

(
µ̂(E

(j)
) + log(rg(E(j)))

)
+

log |∆K |
2[K : Q]

.
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Comme M est arbitraire on sait que

µ̂max(E) ≤
m∑

j=1

µ̂max(E
(j)

) +

n∑

j=1

log(rg(E(j))) +
log |∆K |
2[K : Q]

.

2

5.4.3 Fin de la démonstration

Soient (Ei)1≤i≤n une collection de fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK et E = E1 ⊗
· · · ⊗En. Si N ≥ 1 est un entier, d’après le corollaire 5.4.3 on a

µ̂max(E
⊗N

) ≤
n∑

i=1

N
(
µ̂max(Ei) + log(rgEi)

)
+

log |∆K |
2[K : Q]

.

D’autre part, on a d’après (5.1)

µ̂max(E
⊗N

) ≥ Nµ̂max(E).

Par conséquent, on a

µ̂max(E) ≤
n∑

i=1

(
µ̂max(Ei) + log(rgEi)

)
+

log |∆K |
2N [K : Q]

.

Comme N est arbitraire, par passage à la limite, on obtient

µ̂max(E) ≤
n∑

i=1

(
µ̂max(Ei) + log(rgEi)

)
.

Le théorème 5.1.2 est donc démontré.
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Chapitre 6

Polygones de
Harder-Narasimhan
asymptotiques

6.1 Algèbres graduées quasi-filtrées

Dans ce paragraphe, on fixe un corps commutatif K. On rappelle qu’une K-algèbre Z≥0-
graduée est une somme directe B =

⊕
n≥0Bn d’espaces vectoriels sur K indexés par Z≥0 munie

d’une structure d’anneau unifère (compatible 1 à sa structure d’espace vectoriel sur K) telle que
BnBm ⊂ Bn+m pour tout (m,n) ∈ Z2

≥0. On appelle élément homogène de degré n tout élément
de Bn. Il est clair que l’élément unité de B est homogène de degré 0. Dans toute la suite du
paragraphe, l’expression “K-algèbre graduée” désignera une K-algèbre Z≥0-graduée. Si B est
une K-algèbre graduée, on appelle B-module gradué tout B-module M avec une décomposition
M =

⊕
n∈Z Mn de M en somme directe d’espaces vectoriels sur K tels que BnMm ⊂ Mn+m

pour tout (n,m) ∈ Z≥0 × Z. Les éléments dans Mm sont appelés les éléments homogènes de
degré m de M .

6.1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 6.1.1 Soient B =
⊕

n≥0Bn une K-algèbre graduée et f : Z≥0 → R≥0 une ap-
plication. On dit que la K-algèbre B est graduée f -quasi-filtrée si chaque Bn est muni d’une
R-filtration décroissante (Bn,s)s∈R telle qu’il existe un entier n0 ≥ 0 qui satisfait à la condition
suivante: pour tout entier r > 0, tout (ni)1≤i≤r ∈ Zr≥n0

et tout (si)1≤i≤r ∈ Rr,

r∏

i=1

Bni,si
⊂ BN,S, où N =

r∑

i=1

ni, S =

r∑

i=1

(
si − f(ni)

)
.

Si B est une K-algèbre graduée f -quasi-filtrée. On dit qu’un B-module gradué M =⊕
n∈Z Mn est gradué f -quasi-filtré si pour tout entier n, Mn est muni d’une R-filtration

décroissante telle qu’il existe un entier n0 ≥ 0 qui satisfait à la condition suivante: pour tout

1. i.e., pour tout couple (x,y) d’éléments dans B et tout élément a ∈ K, on a a(xy) = (ax)y = x(ay).
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(ni)1≤i≤r+1 ∈ Zr+1
≥n0

et tout (si)1≤i≤r+1 ∈ Rr+1, en posant

N =

r+1∑

i=1

ni, S =

r+1∑

i=1

(
si − f(ni)),

on a
( r∏

i=1

Bni,si

)
Mnr+1,sr+1 ⊂MN,S.

Si f ≡ 0 est la fonction identiquement nulle, une K-algèbre graduée 0-quasi-filtrée A est
appelée une K-algèbre graduée filtrée; un A-module gradué 0-quasi-filtrée est appelé un module
gradué filtré.

Remarque 6.1.2 Soient B une K-algèbre Z≥0-graduée, M un B-module Z-gradué. On sup-
pose que pour tout entier n ≥ 0, Bn (resp. Mn) soit muni d’une R-filtration décroissante. Soient
f et g deux fonctions sur Z≥0 à valeurs dans R≥0 telles que f(n) ≤ g(n) pour tout n ∈ Z≥0.
Si B (resp. M) est graduée f -quasi-filtrée (resp. gradué f -quasi-filtré), alors B (resp. M) est
graduée g-quasi-filtrée (resp. gradué g-quasi-filtré).

Proposition 6.1.3 Soient B une K-algèbre Z≥0-graduée et f : Z≥0 → R≥0 une fonction.
On suppose que pour chaque n ∈ Z≥0, Bn soit muni d’une R-filtration exhaustive et continue
à gauche et on note λ : Bn →] − ∞, +∞] la fonction indice associée. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

1) l’algèbre B est graduée f -quasi-filtrée,

2) il existe un entier n0 > 0 tel que pour tous éléments homogènes a1, · · · ,ar de degré ≥ n0 de

B, si on note a =

r∏

i=1

ai, on ait

λ(a) ≥
r∑

i=1

(
λ(ai)− f(deg(ai))

)
. (6.1)

Démonstration. Les filtrations étant exhaustives, la somme à droite de l’égalité (6.1) est bien
définie et prend ses valeurs dans R ∪ {+∞}.

“1)=⇒2)”: Comme les filtrations sont continues à gauche, on a ai ∈ Fλ(ai)Bdeg(ai). Soient

d =

r∑

i=1

deg(ai), η =

r∑

i=1

(
λ(ai)− f(deg(ai))

)
.

Comme B est graduée f -quasi-filtrée, on obtient que a ∈ FηBd, d’où λ(a) ≥ η.
“2)=⇒1)”: Supposons que a1, · · · ,ar soient des éléments homogènes de degré ≥ n0 de B.

Pour tout entier 1 ≤ i ≤ r soit di = deg(ai). Soit a =

r∏

i=1

ai. Si pour tout 1 ≤ i ≤ r on a

ai ∈ FtiBdi
, alors on a λ(ai) ≥ ti. Par conséquent,

λ(a) ≥
r∑

i=1

(
ti − f(di)

)
.

Donc a ∈ Ft1+···+tr−f(d1)−···−f(dr)Bd1+···+dr
. 2
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Corollaire 6.1.4 Soient f : Z≥0 → R≥0 une fonction et B une K-algèbre graduée f -quasi-
filtrée. On suppose que pour chaque n ∈ Z≥0, la filtration sur Bn soit exhaustive et continue à
gauche.

1) Soit A une sous-K-algèbre de B engendrée par des éléments homogènes, munie de la gradua-
tion induite. Si pour chaque n ∈ Z≥0, l’espace An est muni de la filtration image réciproque,
alors A est une K-algèbre graduée f -quasi-filtrée.

2) Soient I un idéal homogène de B et C = B/I, muni de la graduation quotient. Si pour
chaque n ∈ Z≥0, Cn est muni de la filtration image directe forte, alors C est une K-algèbre
graduée f -quasi-filtrée.

Démonstration. 1) D’après la proposition 4.2.8, la filtration sur A est exhaustive. Si a est un
élément homogène de A, alors degA(a) = degB(a). D’autre part, comme les filtrations sur les
An sont des images réciproques, on sait que λA(a) = λB(a). Donc pour toute famille (ai)1≤i≤r

d’éléments homogènes de degré ≥ n0 dans A avec a =

r∏

i=1

ai, on a

λA(a) = λB(a) ≥
r∑

i=1

(
λB(ai)− f(degB(ai))

)
=

r∑

i=1

(
λA(ai)− f(degA(ai))

)
.

Donc l’algèbre A est graduée f -quasi-filtrée.
2) D’après la proposition 4.2.8, la filtration sur C est exhaustive. Soit π : B → C l’ho-

momorphisme canonique. Supposons que (ai)1≤i≤r soit une famille d’éléments homogènes de
degré ≥ n0 dans C. Pour tout 1 ≤ i ≤ r soit di = deg(ai) et ti = λC(ai). D’après la proposition

4.2.9 2), pour tout 1 ≤ i ≤ r il existe une suite (α
(i)
j )j≥1 dans Bdi

telle que π(α
(i)
j ) = ai pour

tout j ≥ 1 et telle que la suite (λB(α
(i)
j ))j≥1 soit croissante et converge vers ti. Soit a =

r∏

i=1

ai

et pour tout j ≥ 1 soit αj =

r∏

i=1

α
(i)
j . On a évidemment a = π(αj) pour tout j ≥ 1. Par

conséquent, λC(a) ≥ λB(αj). D’autre part,

λB(αj) ≥
r∑

i=1

(
λB(α

(i)
j )− f(di)

)
.

Donc

λC(a) ≥
r∑

i=1

(
λB(α

(i)
j )− f(di)

)
.

Par passage à la limite en prenant j → +∞ on obtient que

λC(a) ≥
r∑

i=1

(ti − f(di)).

2

Proposition 6.1.5 Soient f : Z>0 → R≥0 une application, B une K-algèbre graduée f -quasi-
filtrée, M un B-module gradué. On suppose que pour tout entier n, Mn soit muni d’une R-
filtration exhaustive et continue à gauche. On suppose que pour tout entier n ≥ 0, la filtration
sur Bn soit exhaustive et continue à gauche. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

1) le B-module gradué M est gradué f -quasi-filtré;
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2) il existe un entier n0 ≥ 0 tel que pour toute famille (ai)1≤i≤r d’éléments homogènes de degré
≥ n0 de B et tout élément homogène x de degré ≥ n0 de M , si on note y = (a1 · · · ar)x,
alors

λ(y) ≥
r∑

i=1

(
λ(ai)− f(deg(ai))

)
+ λ(x) − f(deg(x)).

Démonstration. “=⇒”: On note di = deg(ai), d = deg(x), si = λ(ai), s = λ(x),

m = d+

r∑

i=1

di, η = s− f(d) +

r∑

i=1

(
si − f(di)

)
.

Comme les filtrations sont continues à gauche on a

ai ∈ Fsi
Bdi

, x ∈ Fs(Md).

Pusique M est gradué f -quasi-filtré, on a y ∈ FηMm, donc λ(y) ≥ η.
“⇐=”: Soient (ai)1≤i≤r une famille d’éléments homogènes de degré > 0 de B, x un élément

homogène de degré > 0 de M . Pour tout 1 ≤ i ≤ r soit di = deg(ai). Soit d = deg(x).
Supposons que ai ∈ FtiBdi

pour tout 1 ≤ i ≤ r et a ∈ FtMd. On a alors que λ(ai) ≥ ti pour
tout 1 ≤ i ≤ r et que λ(a) ≥ t. Soient

m = d+

r∑

i=1

di, η = t− f(d) +

r∑

i=1

(
ti − f(di)

)
, y =

( r∏

i=1

ai

)
x.

On a λ(y) ≥ η par hypothèse, donc y ∈ FηMm puisque la filtration est continue à gauche. 2

Corollaire 6.1.6 Soient f : Z>0 → R≥0 une application, B une K-algèbre graduée f -quasi-
filtrée et M un B-module gradué f -quasi-filtré. On suppose que pour tout entier n ≥ 0, la
filtration sur Bn (resp. Mn) soit exhaustive et continue à gauche.

1) Soit M ′ un sous-B-module gradué. Si chaque M ′n est muni de la filtration image réciproque,
alors M ′ est un B-module gradué f -quasi-filtré.

2) Soient M ′ un sous-B-module homogène de M et M ′′ = M/M ′. Si chaque M ′′n est muni de
la filtration image directe forte, alors M ′′ est un B-module gradué f -quasi-filtré.

Démonstration. 1) D’abord pour tout entier n, la filtration image réciproque sur Mn est
exhaustive et continue à gauche. Si x est un élément homogène de degré > 0 dans M ′, on a
degM ′ (x) = degM (x) et λM ′ (x) = λM (x). Si (ai)1≤i≤r est une famille d’éléments homogènes

de degré > 0 dans B et si y =
( r∏

i=1

ai

)
x, alors

λM ′(y) = λM (y) ≥ λM (x) − f(degM (x)) +
r∑

i=1

(
λ(ai)− f(deg(ai))

)

= λM ′ (x)− f(degM ′(x)) +

r∑

i=1

(
λ(ai)− f(deg(ai))

)
.

2) D’abord pour tout entier n, la filtration sur M ′′n est exhaustive. Soit π : M → M ′′

l’application canonique. Supposons que x soit un élément homogène de degré > 0 de M ′′ et
que (ai)1≤i≤r soit une famille d’éléments homogène de degré > 0 de B. Soient d = deg(x) et
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t = λ(x). Pour tout entier 1 ≤ i ≤ r soient di = deg(ai) et ti = λ(ai). D’après la proposition
4.2.9 2), il exite une suite (xj)j≥1 d’éléments dans Md telle que π(xj) = x pour tout j ≥ 1 et

que la suite (λM (xj))j≥1 soit croissante et converge vers λM ′′ (x). Soit a =

r∏

i=1

ai et pour tout

entier j ≥ 1 soit yj = axj . Puisque E est gradué filtré on a

λM (yj) ≥ λM (xj)− f(d) +

r∑

i=1

(
ti − f(di)

)
.

Comme π(yj) = π(axj) = aπ(xj) = ax, on obtient que

λM ′′ (ax) ≥ λM (xj)− f(d) +

r∑

i=1

(
ti − f(di)

)
.

Par passage à la limite on en déduit que

λM ′′ (ax) ≥ t− f(d) +

r∑

i=1

(
ti − f(di)

)
.

2

Par un raisonnement analogue, on démontre aussi:

Corollaire 6.1.7 Soient f : Z>0 → R≥0 une fonction, B une K-algèbre graduée f -quasi-
filtrée, et M un B-module gradué f -quasi-filtré. On suppose que pour tout entier positif (resp.
tout entier) n, la filtration sur Bn (resp. Mn) soit exhaustive et continue à gauche.

1) Soit A une sous-K-algèbre de B engendrée par des éléments homogène, munie de la gra-
duation induite. Si chaque espace vectoriel An est muni de la filtration image réciproque,
alors M est un A-module gradué f -quasi-filtré.

2) Soient I un idéal homogène de B contenu dans ann(M), C = B/I, muni de la graduation
quotient. Si chaque Cn est muni de la filtration image directe forte, alors M est un C-module
gradué f -quasi-filtré.

6.1.2 Filtrations sur l’algèbre symétrique d’un espace vectoriel de
rang fini

Pour tout couple d’entiers (n,d) tel que n ≥ 0 et d ≥ 1 soit ∆
(d)
n le sous-ensemble de Zd≥0

formé des décompositions de n en somme de d entiers positifs ou nuls. On introduit la relation

d’ordre lexicographique sur ∆
(d)
n :

(a1, · · · ,ad) ≥ (b1, · · · ,bd)

si et seulement s’il existe 1 ≤ i ≤ d tel que aj = bj pour tout 1 ≤ j ≤ i et ai+1 > bi+1 si

i < d. L’ensemble ∆
(d)
n est totalement ordonné par cette relation d’ordre. D’autre part, pour

tout n = (ni)1≤i≤n ∈ Zr≥0, on a une application de ∆
(d)
n1 ×· · ·×∆

(d)
nr vers ∆

(d)
n1+···+nr

. qui envoie

(αi)1≤i≤r vers α1 + · · ·+αr (l’addition étant celle de Zd). Cette application n’est généralement
pas injective mais est toujours surjective. En outre, si (αi)1≤i≤r et (βi)1≤i≤r sont deux éléments

de ∆
(d)
n1 × · · ·∆(d)

nr tels que αi ≥ βi pour tout 1 ≤ i ≤ r, alors

α1 + · · ·+ αr ≥ β1 + · · ·+ βr.
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Pour tout n ∈ Z≥0 on désigne par Γ
(d)
n le sous-ensemble de Zd−1

≥0 formé des éléments

(ai)1≤i≤d−1 tels que 0 ≤ a1 + · · ·+ ad−1 ≤ n. On a une application naturelle p
(d)
n : ∆

(d)
n → Γ

(d)
n

définie par la projection sur les d − 1 premiers facteurs. L’application p
(d)
n est en fait une

bijection; son inverse est l’application qui envoie (ai)1≤i≤d−1 en

(a1, · · · ,ad−1,n− a1 − · · · − ad−1).

Pour tout n = (ni)1≤i≤r ∈ Zr≥0, on a le diagramme commutatif suivant

∆
(d)
n1 × · · · ×∆

(d)
nr

p(d)
n1
×···×p(d)

nr

��

+ // ∆(d)
|n|

p
(d)
N

��

Γ
(d)
n1 × · · · × Γ

(d)
nr +

// Γ(d)
|n|

(6.2)

où |n| = n1 + · · ·+nr et où les applications “+” sont définies par l’addition dans les monöıdes
Zd≥0 et Zd−1

≥0 , respectivement.

Théorème 6.1.8 Soient r ≥ 0 et d ≥ 1 deux entiers. Pour tout n = (ni)1≤i≤r ∈ Zr≥0, il existe

une mesure de probabilité νn sur ∆
(d)
n1 × · · · ×∆

(d)
nr telle que l’image directe de νn par chacune

des r projections sur ∆
(d)
n1 , · · · ,∆(d)

nr soit une mesure équiprobable, ainsi que son image directe

par l’application “+” à valeurs dans ∆
(d)
|n| .

Démonstration. Le théorème est trivial lorsque d = 1 car alors, pour tout k ∈ Z≥0, ∆
(d)
k est

le singleton {k}. Dans la suite de la démonstration, on suppose d ≥ 2. D’après (6.2) il suffit de

construire une mesure de probabilité µn sur Γ
(d)
n1 ×· · ·×Γ

(d)
nr telle que l’image directe de µn par

chacune des r projections sur Γ
(d)
n1 , · · · ,Γdnr

soit une mesure équiprobable, ainsi que son image

directe par l’application “+” à valeurs dans Γ
(d)
|n| .

Pour tout α = (ai)1≤i≤d−1 ∈ Zd−1
≥0 , on définit |α| = a1 + · · ·+ ad−1. L’ensemble Γ

(d)
n s’écrit

sous la forme Γ
(d)
n = {α ∈ Zd−1

≥0 | |α| ≤ n}. Si α = (ai)1≤i≤d−1 est un élément de Zd−1
≥0 , on note

α! = a1!× · · · × ad−1!.

On considère l’anneau des séries formelles de rd variables R = Z[[t,X]], où t = (t1, · · · ,tr),
X = (Xi,j) 1≤i≤r,

1≤j≤d−1
. Si α = (a1, · · · ,ad−1) ∈ Zd−1

≥0 et si 1 ≤ i ≤ r, on désigne par Xα
i le produit

Xa1

i,1 × · · · × X
ad−1

i,d−1. Si n = (ni)1≤i≤r est un élément de Zr≥0, on désigne par tn le produit
tn1
1 × · · · × tnr

r . Soit H(t,X) la série formelle à coefficients entiers positifs

∑

n=(ni)∈Zr
≥0

tn
∑

(αi)∈(Zd−1
≥0

)r

|αi|≤ni

(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!
(n1 + · · ·+ nr − |α1 + · · ·+ αr|)!

(n1 − |α1|)! · · · (nr − |αr|)!

r∏

j=1

X
αj

j .

En faisant le changement d’indices mi = ni − |αi| et en permutant les sommations, puis en
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posant (β1, · · · ,βd−1) = α1 + · · ·+ αr et m = m1 + · · ·+mr, on obtient l’égalité dans Z[[t,X]]:

H(t,X) =
∑

(αi)∈(Zd−1
≥0

)r

(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!

r∏

j=1

t
|αj |
j X

αj

j

∑

m=(mi)∈Zr
≥0

(m1 + · · ·+mr)!

m1! · · ·mr!
tm

=
∑

(βi)∈Z
d−1
≥0

d−1∏

i=1

(t1X1,i + · · ·+ trXr,i)
βi

∑

m∈Z≥0

(t1 + · · ·+ tr)
m

= (1− (t1 + · · ·+ tr))
−1

d−1∏

i=1

(1 − (t1X1,i + · · ·+ trXr,i))
−1.

Ce calcul montre aussi (cf. [55] chap. II §2.4) que le domaine de convergence absolue de Rein-
hardt de H(t,X) dans Crd est défini par les conditions

r∑

j=1

|tj | < 1 et

r∑

j=1

|tj ||Xj,i| < 1.

Cette observation nous autorise à substituer le vecteur 11 = ( 1, · · · ,1︸ ︷︷ ︸
d−1 copies

) à certaines des variables

Xi sans avoir à examiner de questions de convergence (qui en fait sont anodines).

On effectue le changement de variables mi = ni − |αi| pour 2 ≤ i ≤ r, et on obtient

H(t,X)|X2=···=Xr=11

=
∑

n1≥0

tn1
1

∑

|α1|≤n1

Xα1
1

∑

(αi)
r
i=2∈(Zd−1

≥0
)r−1

(mi)
r
i=2∈Z

r−1
≥0

(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!
(n1 +m2 + · · ·+mr − |α1|)!

(n1 − |α1|)!m2! · · ·mr!

r∏

j=2

t
mj+|αj |
j

=
∑

n1≥0

tn1
1

∑

|α1|≤n1

Xα1
1

∑

(αi)r
i=2∈(Zd−1

≥0
)r−1

(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!

r∏

j=2

t
|αj |
j

∑

(mi)r
i=2∈Z

r−1
≥0

(n1 +m2 + · · ·+mr − |α1|)!
(n1 − |α1|)!m2! · · ·mr!

r∏

j=2

t
mj

j .

Pour tout a ∈ Z≥0, on a

∑

b≥0

(a+ b)!

a!b!
tb = (1 − t)−a−1,
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on en déduit donc

∑

(αi)r
i=2∈(Zd−1

≥0
)r−1

(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!
r∏

j=2

t
|αj |
j

=
∑

(αi)r
i=2∈(Zd−1

≥0
)r−1

(α1 + · · ·+ αr)!

α1!(α2 + · · ·+ αr!)

(α2 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!
r∏

j=2

t
|αj |
j

=
∑

α∈Z
d−1
≥0

(α1 + α)!

α1!α!

∑

(αi)
r
i=2∈(Zd−1

≥0
)r−1

α2+···+αr=α

(α2 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!

r∏

j=2

t
|αj |
j

=
∑

α∈Z
d−1
≥0

(α1 + α)!

α1!α!
(t2 + · · ·+ tr)

|α| = (1 − (t2 + · · ·+ tr))
−|α1|−d+1,

et

∑

(mi)r
i=2∈Z

r−1
≥0

(n1 +m2 + · · ·+mr − |α1|)!
(n1 − |α1|)!m2! · · ·mr!

r∏

j=2

t
mj

j

=
∑

(mi)r
i=2∈Z

r−1
≥0

(n1 +m2 + · · ·+mr − |α1|)!
(n1 − |α1|)!(m2 + · · ·+mr)!

(m2 + · · ·+mr)!

m2! · · ·mr!

r∏

j=2

t
mj

j

=
∑

M≥0

(n1 − |α1|+M)!

(n1 − |α1|)!M !

∑

(mi)
r
i=2∈Z

r−1
≥0

m2+···+mr=M

(m2 + · · ·+mr)!

m2! · · ·mr!

r∏

j=2

t
mj

j

=
∑

M≥0

(n1 − |α1|+M)!

(n1 − |α1|)!M !
(t2 + · · ·+ tr)

M = (1− (t2 + · · ·+ tr))
−n1+|α1|−1.

Par conséquent,

H(t,X)|X2=···=Xr=11 =
∑

n1≥0

tn1
1 (1− (t2 + · · ·+ tr))

−n1−d
∑

|α1|≤n1

Xα1
1

=
∑

n=(ni)∈Zr
≥0

tn
(n1 + · · ·+ nr + d− 1)!

(n1 + d− 1)!n2! · · ·nr!
∑

|α1|≤n1

Xα1
1 .

(6.3)

De même, pour tout 1 ≤ j ≤ r, on a

H(t,X)|X1=···=Xj−1=Xj+1=···=Xr=11

=
∑

n=(ni)∈Zr
≥0

tn
(n1 + · · ·+ nr + d− 1)!

n1! · · ·nj−1!(nj + d− 1)!nj+1! · · ·nr!
∑

|αj|≤nj

X
αj

j . (6.4)

D’autre part,

H(t,X)|X1=···=Xr=Y

=
∑

n=(ni)∈Zr
≥0

tn
∑

(αi)∈(Zd−1
≥0

)r

|αi|≤ni

(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!
(n1 + · · ·+ nr − |α1 + · · ·+ αr|)!

(n1 − |α1|)! · · · (nr − |αr|)!
Y α1+···+αr .
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En faisant le changement d’indexation mi = ni − |αi| pour tout 1 ≤ i ≤ r, on obtient

H(t,X)|X1=···=Xr=Y

=
∑

(αi)∈(Zd−1
≥0

)r

(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!
r∏

j=1

t
|αj |
j Y α1+···+αr

∑

m=(mi)∈Zr
≥0

(m1 + · · ·+mr)!

m1! · · ·mr!
tm

=
∑

N≥0

(t1 + · · ·+ tr)
N

∑

γ∈Z
d−1
≥0

Y γ(t1 + · · ·+ tr)
|γ| =

∑

M≥0

(t1 + · · ·+ tr)
M
∑

|γ|≤M

Y γ ,

où on a utilisé le changement d’indexationM = N+|γ| dans la dernière égalité. Par conséquent,
on a

H(t,X)|X1=···=Xr=Y =
∑

n=(ni)∈Zr
≥0

(n1 + · · ·+ nr)!

n1! · · ·nr!
tn1
1 · · · tnr

r

∑

|γ|≤n1+···+nr

Y γ . (6.5)

Enfin,

H(t,(11, · · · 11)) = (1− (t1 + · · ·+ tr))
−d

=
∑

N≥0

(N + d− 1)!

N !(d− 1)!

∑

n=(ni)∈Zr
≥0

n1+···+nr=N

N !

n1! · · ·nr!
tn

=
∑

n=(ni)∈Zr
≥0

(n1 + · · ·+ nr + d− 1)!

n1! · · ·nr!(d− 1)!
tn.

(6.6)

Pour tout n = (ni) ∈ Zr≥0, posons

µn =
(d− 1)!n1! · · ·nr!

(n1 + · · ·+ nr + d− 1)!

∑

(αi)∈(Zd−1
≥0

)r

|αi|≤ni

(
(α1 + · · ·+ αr)!

α1! · · ·αr!
(n1 + · · ·+ nr − |α1 + · · ·+ αr|)!

(n1 − |α1|)! · · · (nr − |αr|)!

)
δ(α1,··· ,αr).

La définition de H(t,X) et les égalités (6.4), (6.5) et (6.6) montrent que µn vérifie les conditions
requises. 2

Soit E un espace vectoriel de dimension d sur un corps K. Pour tout entier n ≥ 0 soit Bn =

SymnE. Choisissons une base e = (ei)1≤i≤d de E. On a alors une application ϕn : ∆
(d)
n → Bn

qui envoie α = (α1, · · · ,αd) en
eα := eα1

1 · · · eαd

d .

L’image de ∆
(d)
n par ϕn est une base de Bn. Si pour chaque n ∈ N, Bn est muni d’une R-

filtration séparée, exhaustive et continue à gauche, alors (cf. la proposition 4.2.15) il existe
pour chaque n ∈ N une base maximale u(n) = (uα)

α∈∆
(d)
n

de Bn pour cette filtration telle que

uα ∈ eα +
∑

β<α

Keβ. (6.7)

Si n = (ni)1≤i≤r ∈ Zr≥0 et N = n1 + · · ·+ nr, pour tout γ ∈ ∆
(d)
N soit u

(n)
γ un élément dans

{
r∏

i=1

uαi

∣∣∣∣∣ αi ∈ ∆(d)
ni
,

r∑

i=1

αi = γ

}
.
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tel que
λ(u(n)

γ ) = max
αi∈∆(d)

ni
α1+···+αr=γ

λ(uα1 · · · · · uαr
).

De (6.7), on déduit

u(n)
γ ∈ eγ +

∑

δ<γ

Keδ.

Donc u(n) := (u
(n)
γ )

γ∈∆
(d)
N

est une base de BN .

Définition 6.1.9 On désigne par Cc(R) l’espace des fonctions continues à support compact
sur R. On rappelle qu’une mesure de Radon n’est rien d’autre qu’un forme linéaire positive
sur Cc(R). On désigne par M+ le cône convexe des mesures de Radon sur R. On désigne par
M1 l’ensemble des mesures de probabilité sur la tribu borélienne de R. Par le théorème de
représentation de Riesz, M1 s’indentifie à l’ensemble des éléments λ de M+ tel que ‖λ‖ :=
sup{λ(f) |‖f ∈ Cc(R) et ‖f‖sup = 1} = 1. C’est une partie convexe de M+.

Si c est un nombre réel, on désigne par ϕc : R → R l’application qui envoie x en x + c.
Elle induit un automorphisme de cône convexe τc : M+ →M+ qui envoie µ ∈M+ en l’image
directe de µ par ϕc. On définit ainsi une action de R sur M+ qui laisse M1 invariant, et qui
préserve la realtion “être à droite” � entre les mesures (cf. la définition 4.2.12).

Si ε est un nombre réel strictement postif, on désigne par γε : R→ R l’application qui envoie
x ∈ R en εx. Cette application induit un automorphisme de cône convexe Tε : M+ →M+ qui
laisse M1 invariant, et qui préserve la relation “être à droite” �.

Proposition 6.1.10 Soient f : Z≥0 → R≥0 une application et E un espace vectoriel de di-
mension 0 < d < +∞ sur K et, pour tout entier n ≥ 0, soit Bn = SymnE. Soient c un
nombre réel positif et g : R → R une fonction croissante concave c-lipschitzienne. On suppose
que chaque espace vectoriel Bn soit muni d’une R-filtration décroissante séparée exhaustive et
continue à gauche telle que B =

⊕
n≥0Bn soit une algèbre graduée f -quasi-filtrée.

Si pour tout entier n ≥ 0 on pose

In =

∫

R

gd
(
T 1

n
µBn

)
,

alors on a pour tout entier r ≥ 2 et tout n = (ni) ∈ Zr≥n0
avec N = n1 + · · ·+ nr,

NIN ≥
r∑

i=1

(
niIni

− cf(ni)
)
.

Démonstration. Pour tout entier n ≥ 0 on désigne par ξn la mesure équiprobable sur ∆
(d)
n ,

par νn une mesure sur ∆
(d)
n1 × · · · ×∆

(d)
nr satisfaisant aux conditions du théorème 6.1.8, et par

u(n) une base de BN construite comme ci-dessus. On a alors (cf. la définition 4.2.18)

IN ≥
∫

R

gd
(
T 1

N
µu(n)

)
=

∫

∆
(d)
N

g

(
1

N
λ(u(n)

γ )

)
dξN (γ)

=

∫

∆
(d)
n1
×···×∆

(d)
nr

g

(
1

N
λ(u

(n)
α1+···+αr

)

)
dνn(α1, · · · ,αr).

Comme g est une fonction croissante, d’après la définition de u
(n)
γ , on a

IN ≥
∫

∆
(d)
n1
×···×∆

(d)
nr

g

(
1

N
λ(u(n1)

α1
· · ·u(nr)

αr
)

)
dνn(α1, · · · ,αn).
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Comme l’algèbre B est graduée f -quasi-filtrée et comme g est croissante, on en déduit

IN ≥
∫

∆
(d)
n1
×···×∆

(d)
nr

g

(
1

N

r∑

i=1

(
λ(u(ni)

αi
)− f(ni)

))
dνn(α1, · · · ,αr).

Car la fonction g est c-lipschitzienne, on a l’inégalité

IN ≥
∫

∆
(d)
n1
×···×∆

(d)
nr

[
g

(
1

N

r∑

i=1

λ(u(ni)
αi

)

)
− c

N

r∑

i=1

f(ni)

]
dνn(α1, · · · ,αr).

Ensuite, la concavité de g implique que

IN ≥
∫

∆
(d)
n1
×···×∆

(d)
nr

[
r∑

i=1

ni
N
g

(
λ(u

(ni)
αi )

ni

)]
dνn(α1, · · · ,αr)−

c

N

r∑

i=1

f(ni)

Enfin, comme les images directes de νn par les r projections sont des mesures équiprobables,
on obtient que

IN ≥
r∑

i=1

ni
N
Ini
− c

N

r∑

i=1

f(ni).

2

Corollaire 6.1.11 Avec les notations de la proposition 6.1.10, si la suite (In)n≥0 est bornée
supérieurement (par exemple si g est bornée supérieurement, ou s’il existe a ∈ R tel que
suppµBn

⊂]−∞,na] pour tout entier n suffisamment grand) et si lim
n→+∞

f(n)/n = 0, alors la

suite (In)n≥0 admet une limite lorsque n→ +∞.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.1.10 et du corollaire
1.5.2. 2

6.1.3 Convergence de polygones d’une algèbre graduée quasi-filtrée

Terme principal de la fonction de Hilbert-Samuel d’un module gradué

Soient A un anneau artinien, B une A-algèbre Z≥0-graduée de type fini et engendrée par
B1, et M un B-module gradué de type fini et non-nul. Pour tout n ∈ Z, Mn est un A-module
de type fini, donc de longueur finie. On désigne par HM la série de Poincaré (cf. [17] chap. VIII
§4 n◦2) associée à M , i.e., HM (X) =

∑
n∈Z longA(Mn)Xn ∈ Z[[X ]]. La théorie classique des

séries de Poincaré affirme qu’il existe un entier r ≥ 0 tel que HM (X) s’écrive sous la forme

HM (X) = ar(X)(1−X)−r + ar−1(X)(1−X)−r+1 + · · ·+ a0(X), (6.8)

où a0, · · · ,ar sont des éléments dans Z[X,X−1], ar est à coefficients positifs et non-nul si M est
non-nul. D’autre part, les valeurs de r et de ar(1) ne dépendant pas du choix de (a0, · · · ,ar).
En effet, r s’identifie à la dimension de M . On note c(M) = ar(1). Evidemment on a

longA(Mn) =
c(M)

(r − 1)!
nr−1 + o(nr−1)



170 Polygones de Harder-Narasimhan asymptotiques

lorsque n → +∞, et il existe un polynôme QM à coefficients dans Q tel que QM (n) =
longA(Mn) pour n assez grand. Si M est un B-module nul, par convention on note dim(M) =
−∞ et c(M) = 0.

Si

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

est une suite exacte courte de B-module gradué de type fini, on a HM = HM ′ + HM ′′ . Par
conséquent, dimM = max(dimM ′, dimM ′′), et

c(M) = c(M ′)11dimM ′≥dimM ′′ + c(M ′′)11dimM ′′≥dimM ′ . (6.9)

Quelques résultats de la théorie des mesures

Lemme 6.1.12 Pour toute fonction f ∈ Cc(R),

lim
ε→0
‖f ◦ γ1+ε − f‖sup = 0, lim

ε→0
‖f ◦ ϕε − f‖sup = 0.

Démonstration. On suppose que supp(f) ⊂ [−K,K] (K > 0). Pour tout nombre −1/2 < ε <
1/2,

‖f ◦ γ1+ε − f‖sup = sup
−2K≤x≤2K

|f(x+ εx)− f(x)|.

Comme f est uniformément continue,

lim
ε→0

sup
−2K≤x≤2K

|f(x+ εx)− f(x)| = 0,

donc on a
lim
ε→0
‖f ◦ γ1+ε − f‖sup = 0.

L’autre identité n’est rien d’autre que la définition de la continuité uniforme de f . 2

Définition 6.1.13 Si (µn)n≥1 est une suite de mesures de Radon sur R et si µ est une mesure
de Radon sur R, on dit que la suite (µn)n≥1 converge vaguement ver µ (cf. [14] chap. III, §1
n◦9) si pour toute fonction f ∈ Cc(R), la suite de nombres (

∫
R
fdµn)n≥1 converge vers

∫
R
fdµ.

Lemme 6.1.14 Soient (µn)n≥1 une suite de mesures de Radon sur R de masse uniformément
bornée, µ une mesure de Radon sur R, et (an)n≥1 une suite de nombres réels dans ]− 1,+∞[
qui converge vers 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1) la suite (µn)n≥1 converge vaguement vers µ;

2) la suite (T1+an
µn)n≥1 converge vaguement vers µ;

3) la suite (τan
µn)n≥1 converge vaguement vers µ.

Démonstration. Comme τ−1
an

= τ−an
et T−1

1+an
= T(1+an)−1 = T1− an

1+an
, il suffit de vérifier

“1)=⇒ 2)” et “1)=⇒3)”. Pour tout entier n ≥ 1 on note µ′n = T1+an
µn et µ′′n = τan

µn. On
suppose que sup

n≥1
‖µn‖ ≤M . Si f est une fonction continue à support compact sur R, alors

∣∣∣∣
∫

R

fdµ′n −
∫

R

fdµn

∣∣∣∣ ≤
∫

R

|f ◦ γ1+an
− f |dµn ≤M ‖f ◦ γ1+an

− f‖sup .

∣∣∣∣
∫

R

fdµ′′n −
∫

R

fdµn

∣∣∣∣ ≤
∫

R

|f ◦ ϕan
− f |dµn ≤M ‖f ◦ ϕan

− f‖sup .
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Le lemme 6.1.12 montre que

lim
n→+∞

∣∣∣∣
∫

R

fdµ′n −
∫

R

fdµn

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣
∫

R

fdµ′′n −
∫

R

fdµn

∣∣∣∣ = 0.

Si les µn convergent vaguement vers µ, alors

lim
n→+∞

∫

R

fdµn =

∫

R

fdµ,

donc

lim
n→+∞

∫

R

fdµ′n = lim
n→+∞

∫

R

fdµ′′n =

∫

R

fdµ.

2

Lemme 6.1.15 Soit (µn)n≥1 une suite de mesures de probabilité boréliennes sur R qui converge
vaguement vers une mesure µ. Si les supports de µn sont uniformément bornés, alors µ est aussi
une mesure de probabilité.

Démonstration. Supposons
⋃

n≥1

supp(µn) ⊂ [m,M ]. Si ϕ est une fonction continue à support

compact qui prend ses valeurs dans [0,1] et telle que ϕ|[m,M ] = 1. On a

∫

R

ϕdµ = lim
n→∞

∫

R

ϕdµn = 1.

Comme ϕ est arbitraire, on voit que µ(R) = 1 d’après le théorème de convergence dominée. 2

Convergence vague des mesures associées à une algèbre graduée quasi-filtrée

Définition 6.1.16 Soient B une K-algèbre Z≥0-graduée de type fini, engendrée par B1, M
un B-module Z-gradué de type fini de dimension d > 0. On suppose que pour chaque entier
n ≥ 0, Mn soit muni d’une R-filtration séparée, exhaustive et continue à gauche. On dit que M
satisfait à la condition de convergence vague et on note CV(M) si la suite de mesures de Radon
(T 1

n
µMn

)n≥1 converge vaguement. Enfin, si N est un B-module gradué qui est de dimension 0

ou qui est nulle, alors par convention N satisfait à la condition de convergence vague 2.

Proposition 6.1.17 Soient f : Z≥0 → R≥0 une application telle que lim
n→+∞

f(n)/n = 0 et

E un espace vectoriel de dimension 0 < d < +∞ sur K. Pour tout entier n ≥ 0 soit Bn =
SymnE. On suppose que chaque Bn est muni d’une R-filtration décroissante séparée exhaustive
et continue à gauche de telle sorte que B =

⊕
n≥0Bn soit une algèbre graduée f -quasi-filtrée.

Alors B satisfait à la condition de convergence vague.

Démonstration. Soit G l’ensemble des fonctions boréliennes g sur R telle que pour tout n ∈
Z≥0, g soit intégrable par rapport à µn et telle que (Eµn

(g))n≥0 soit une suite convergente. Le
corollaire 6.1.11 montre que G contient toutes les fonctions croissantes concaves lipschitziennes
et bornées supérieurement. Evidemment G est un espace vectoriel sur R. Supposons que f soit
une fonction dans C∞0 (R). Soit I = [a,b] un intervalle qui contient le support de f . Notons que

2. En fait, on a alors pour tout entier n suffisamment grand, Nn = 0, donc T 1
n

µNn est la mesure nulle.



172 Polygones de Harder-Narasimhan asymptotiques

f ′ et f ′′ sont aussi des fonctions lisses et le support de f ′ (resp. f ′′) est contenu dans I. Par
conséquent, f ′ et f ′′ sont des fonctions bornées. Soient C = ‖f ′‖sup et C′ = ‖f ′′‖sup/2. Soit h
la fonction

h(x) =





C′(b− a)(2x− a− b) + C(x− b), x ≤ a,
−C′(b − x)2 + C(x − b), a < x ≤ b,
0, x > b.

C’est une fonction croissante concave (2C′(b − a) + C)-lipschitzienne, bornée supérieurement
par 0. Donc h ∈ G. D’autre part, h+ f est aussi une fonction croissante concave car, sur [a,b],
h′ ≥ C et h′′ = −2C′. Elle est de plus (2C′(b−a)+2C)-lipschitienne et bornée supérieurement
par ‖f‖sup. Par conséquent, on a h + f ∈ G. On en déduit que f ∈ G. Enfin, comme C∞0 (R)
est dense dans l’espace normé (Cc(R),‖ · ‖sup), on a Cc(R) ⊂ G.

Soit S : Cc(R) → R l’opérateur qui associe à chaque fonction continue à support compact
g la limite de la suite (Eµn

(g))n≥1. C’est un opérateur linéaire. De plus, si g est une fonction
positive, alors Eµn

(g) ≥ 0 quel que soit n ∈ Z≥0. Par conséquent, on a S(g) ≥ 0. D’après le
théorème de représentation de Riesz, il existe une unique mesure de Radon µ sur R (muni de
la tribu borélienne) telle que S(g) =

∫
R
gdµ. Par défintion la suite de mesure (µn)n≥1 converge

vaguement vers µ. 2

Lemme 6.1.18 Soit B une K-algèbre graduée de type fini, engendrée par B1, et soient

0 // M ′
φ // M

π // M ′′ // 0

une suite exacte courte de B-modules gradués de type fini et f : Z≥0 → R≥0 une application
telle que lim

n→+∞
f(n)/n = 0. On note

d′ = dimM ′, d = dimM, d′′ = dimM ′′,

et on suppose que pour chaque entier n ≥ 0, Bn (resp. Mn) soit muni d’une R-filtration séparée,
exhaustive et continue à gauche de sorte que B soit une K-algèbre graduée f -quasi-filtrée et que
M soit un B-module gradué f -quasi-filtré. On suppose de plus que pour chaque entier n ≥ 0,
M ′n (resp. M ′′n) soit muni de la filtration image réciproque (resp. image directe forte), alors

1) si d′ > d′′, CV(M ′)⇐⇒ CV(M);

2) si d′′ > d′, CV(M ′′)⇐⇒ CV(M);

3) si d′ = d′′, CV(M ′) et CV(M ′′) =⇒ CV(M).

Démonstration. Soient

α′ = c(M ′), α = c(M), α′′ = c(M ′′).

Si dimM ′ = 0, alors pour n assez grand, on a Mn = M ′′n , donc CV(M ′′)⇐⇒ CV(M). Donc
la proposition est vraie lorsque dimM ′ = 0. De même elle est vraie lorsque dimM ′′ = 0. Dans
toute la suite de la démonstration, on supposera min(d′,d′′) ≥ 1. On a d = max(d′,d′′). Pour
tout entier n ≥ 0 soient

µ′n = T 1
n
µM ′

n
, µn = T 1

n
µMn

, µ′′n = T 1
n
µM ′′

n

r′n = rgM ′n, rn = rgMn, r′′n = rgM ′′n .
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Pour n suffisamment grand, r′n, rn et r′′n sont strictement positifs, et

µn =
r′n
rn
µ′n +

r′′n
rn
µ′′n.

(cf. la proposition 4.2.21). Les mesures µ′n, µn et µ′′n sont de masses uniformément bornées.
Notons que

r′n =
α′

(d′ − 1)!
nd

′−1 + o(nd
′−1), r′′n =

α′′

(d′′ − 1)!
nd

′′−1 + o(nd
′′−1), rn = r′n + r′′n.

1) Si d′ > d′′, alors

lim
n→+∞

r′n
rn

= 1, lim
n→+∞

r′′n
rn

= 0,

donc (µn)n≥1 converge vaguement si et seulement si (µ′n)n≥1 converge vaguement, et si c’est
le cas, elles ont la même limite.

2) Si d′′ > d′, alors

lim
n→+∞

r′n
rn

= 0, lim
n→+∞

r′′n
rn

= 1,

donc (µn)n≥1 converge vaguement si et seulement si (µ′′n)≥1 converge vaguement, et si c’est le
cas, elles ont la même limite.

3) Si d′′ = d′, alors α = α′ + α′′, et

lim
n→+∞

r′n
rn

=
α′

α′ + α′′
, lim

n→+∞

r′′n
rn

=
α′′

α′ + α′′
,

Si (µ′n)n≥1 converge vaguement vers µ′ et si (µ′′n)n≥1 converge vaguement vers µ′′, alors (µn)n≥1

converge vaguement vers
α′

α′ + α′′
µ′ +

α′′

α′ + α′′
µ′′. 2

Lemme 6.1.19 Soient E et E′ deux espaces vectoriels de rang fini sur K, munis de filtrations
séparées et exhaustives, ϕ : E → E′ un isomorphisme de K-espaces vectoriels et c un nombre
réel. Si, pour tout élément x ∈ E, on a λ(x) ≤ λ(ϕ(x)) + c, alors µE � τcµE′ .

Démonstration. Soit e = (ei)1≤i≤n une base maximale de E. Alors e′ = (ϕ(ei))1≤i≤n est un
base de E′. On a

τcµE′ � τcµe′ =
1

n

n∑

i=1

δλ(ϕ(ei))+c �
1

n

n∑

i=1

δλ(ei) = µE .

2

Théorème 6.1.20 Soient f : Z≥0 → R≥0 une fonction telle que lim
n→+∞

f(n)/n = 0, B une K-

algèbre graduée, intègre et de type fini sur K, engendrée par B1 comme K-algèbre. On suppose
que

i) d = dimB est strictement positif,

ii) pour tout entier positif n, l’espace vectoriel Bn soit muni d’une R-filtration séparée, ex-
haustive et continue à gauche F de sorte que B soit une K-algèbre graduée f -quasi-filtrée,

iii) lim sup
n→+∞

sup
06=a∈Bn

λ(a)

n
< +∞.
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Si pour tout entier n > 0 on note µn = T 1
n
µBn

, alors les supports des µn (n ≥ 1) sont

uniformément bornés et la suite de mesures (µn)≥1 converge vaguement vers une mesure de
probabilité borélienne sur R.

Démonstration. Pour tout entier n ≥ 1 soient

λmax
n = sup

06=a∈Bn

λ(a), λmin
n = min

a∈Bn

λ(a).

Le support de µn est contenu dans [λmin
n /n,λmax

n /n]. Comme 0 < d < +∞, pour tout entier
n > 0, Bn est un espace de dimension finie et non-nul, donc λmin

n ∈ R puisque la filtration sur
Bn est exhaustive. D’autre part, il existe un élément an dans Bn tel que λmin

n = λ(an). Soit

Wn = {b1 · · · · · bn | bi ∈ B1 pour tout 1 ≤ i ≤ n}.

Puisque B est engendrée par B1, Bn est engendré comme espace vectoriel sur K (même comme
groupe commutatif) par Wn. D’après la proposition 4.2.3 2) on peut supposer que an ∈ Wn.
Evidemment an est non-nul pour tout entier n > 1. Si n = (ni)1≤i≤r est un multi-indice dans
Zr>0 et si N = n1 + · · ·+ nr, on peut écrire aN comme la produit de r éléments c1, · · · ,cr, où
ci ∈ Bni

\ {0}. Par conséquent,

λmin
N = λ(aN ) ≥

r∑

i=1

(
λ(ci)− f(ni)

)
≥

r∑

i=1

(
λmin
ni
− f(ni)

)
. (6.10)

La condition iii) implique que lim sup
n→+∞

λmin
n /n < +∞, donc la suite (λmin

n /n)n≥1 admet une

limite dans R (cf. le corollaire 1.5.2), donc est bornée inférieurement. D’autre part, la condition
iii) montre que la suite (λmax

n /n)n≥1 est bornée supérieurement. Par conséquent, les supports
des mesures µn (n ≥ 1) sont uniformément bornés.

Pour la deuxième assertion du théorème, d’après le lemme 6.1.15, il suffit de vérifier CV(B).
On la démontrera en trois étapes:

Étape 1: quelque réductions.
D’abord, par extension des scalaires, en introduisant une extension infinie de K on peut

supposer que K soit un corps infini.
Si c est une constante réelle, on peut considérer la filtration Fc sur B telle que FctBn =

Ft−cnBn. Autrement dit, pour tout élément a ∈ Bn on a la relation λFc(a) = λF (a) + cn. Si
(ni)1≤i≤r ∈ Zr>0 est un multi-indice et si pour tout i, ai est un élément dans Bni

, en posant
N = n1 + · · ·+ nr, a = a1 · · · · · ar, on a

λFc(a) = λF (a) + cN ≥
r∑

i=1

(
λF (ai)− f(ni)

)
+

r∑

i=1

cni =

r∑

i=1

(
λFc(ai)− f(ni)

)
,

autrement dit, B est graduée f -quasi-filtrée pour la filtration Fc. D’autre part, si on désigne
par µcBn

la probabilité associée à Bn pour la filtration Fc, on a µcBn
= τcnµBn

. Par conséquent,
on a T 1

n
µcBn

= T 1
n
τcnµBn

= τcT 1
n
µBn

. Autrement dit, B satisfait à la condition de convergence
vague pour la filtration F si et seulement si c’est le cas pour la filtration Fc. D’après la
démonstration de la première assertion on obtient que λmin

n = O(n). Comme f(n) = o(n)
on obtient que λmin

n − f(n) = O(n). En remplaçant la filtration F par Fc où c ∈ R>0 est
suffisamment grand, on est ramené au cas où λmin

n − f(n) ≥ 0 pour tout n ≥ 1. En particulier,
pour tout élément homogène a de degré n de B, on a λ(a) − f(n) ≥ 0.
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Étape 2: Comme K est un corps infini, par la normalisation de Noether (cf. [27] Théorème
13.3), il existe d éléments x1, · · · ,xd dans B1 tels que

1) l’homomorphisme de l’algèbre de polynômes K[T1, · · · ,Td] vers B qui envoie Ti en xi, soit
un isomorphisme de K-algèbres graduées de K[T1, · · · ,Td] sur son image.

2) Si on désigne parA cette image, c’est-à-dire la sous-K-algèbre deB engendrée par x1, · · · ,xd,
alors B est un A-module gradué de type fini.

L’algèbre A, munie de la filtration image réciproque de celle de B, est une K-algèbre graduée
f -quasi-filtrée. D’autre part, B est un A-module gradué f -quasi-filtré. La proposition 6.1.17
montre que l’on a CV(A).

Soit a un élément homogène de A. On munit Aa de la filtration image réciproque. Comme
dimA/Aa < dimA, on a CV(Aa) compte tenu du lemme 6.1.18. De plus, les suites de mesures
de probabilité sur R (T 1

n
µAn

)n≥1 et (T 1
n
µ(Aa)n

)n≥1 convergent vaguement vers la même mesure
de probabilité sur R.

Si x est un élément homogène de degré m > 0 dans B, alors il existe un polynôme unitaire
P ∈ A[X ] de degré p ≥ 1 tel que P (x) = 0. On suppose que P soit de degré minimal et s’écrive
sous la forme

P (X) = Xp + ap−1X
p−1 + · · ·+ a0.

Comme P est minimal et comme B est un anneau intègre, a0 est non-nul. Pour tout entier
0 ≤ i < p soit ãi la composante de degré (p− i)m de ai. Si on note

P̃ (X) = Xp + ãp−1X
p−1 + · · ·+ ã0,

alors on a P̃ (x) = 0 puisque x est homogène de degré m. On peut donc supposer que pour
tout 0 ≤ i < p, ai soit homogène de degré (p − i)m. Soit y = xp−1 + ap−1x

p−2 + · · · + a1. Il
est homogène de degré (p− 1)m. En outre on a xy + a0 = 0. Si u est un élément homogène de
degré n de A, alors

λ(ua0) = λ(uxy) ≥ λ(ux)− f(n+m) + λ(y)− f((p− 1)m) ≥ λ(ux)− f(n+m). (6.11)

On en déduit λ(ux) ≤ λ(ua0) + f(n+m). D’autre part,

λ(ux) ≥ λ(u) + λ(x) − f(m)− f(n) ≥ λ(u)− f(n). (6.12)

Soient M = Aa0, M
′ = Ax. L’algèbre B étant intègre, pour tout entier n ≥ 1, l’application

ux 7→ ua0 (u ∈ An) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels de M ′n+m vers Mn+mp.
D’après (6.11) et le lemme 6.1.19, on a µM ′

n+m
� τf(n+m)µMn+mp

. D’autre part, l’application

u 7→ ux (u ∈ An) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels de An vers M ′n+m. D’après
(6.12) et le lemme 6.1.19, on obtient que µAn

� τf(n)µM ′
n+m

, ou encore τ−f(n)µAn
� µM ′

n+m
.

On a donc l’encadrement

τ−f(n)µAn
� µM ′

n+m
� τf(n+m)µMn+mp

,

et donc
T 1

n+m
τ−f(n)µAn

� T 1
n+m

µM ′
n+m
� T 1

n+m
τf(n+m)µMn+mp

,

ou encore

τ−f(n)/(n+m)T n
n+m

T 1
n
µAn

� T 1
n+m

µM ′
n+m
� τf(n+m)/(n+m)Tn+mp

n+m
T 1

n+mp
µMn+mp

. (6.13)

Comme observé plus haut, les suites (T 1
n
µAn

)n≥1 et (T 1
n
µMn

)n≥1 convergent vaguement vers

une même limite µ. D’après le lemme 6.1.14 et l’encadrement (6.13), on conclut que la suite
(T 1

n
µM ′

n
)n≥1 converge vaguement vers µ.
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Étape 3: Comme B est une algèbre finie sur A, l’algèbre L ⊗A B est de rang fini sur L, où L
est le corps des fractions de A. Le A-module B est engendré par les éléments homogènes, il
existe donc des éléments homogènes x1, · · · ,xs de B qui forment une base de L⊗AB sur L. Si
on note H = Ax1 + · · ·+ Axs, alors H est un sous-A-module libre de base (x1, · · · ,xs) de B.
Soit H ′ = B/H ; on a une suite exacte:

0 // H
ψ // B

π // H ′ // 0 .

Comme 1 ⊗ ψ : L ⊗A H → L ⊗A B est un isomorphisme, on a L ⊗A H ′ = 0, donc H ′ est un
A-module de torsion. On a alors dimAH

′ < dimA = dimAH = dimAB. D’après l’étape 2
on a CV(Axi) pour tout 1 ≤ i ≤ s. D’après le lemme 6.1.18, on a CV(H) et puis CV(B). 2

Remarque 6.1.21 Dans le théorème 6.1.20, si on suppose que l’espace vectoriel Bn soit non-
nul pour n suffisamment grand 3, alors la condition que B soit engendrée par B1 n’est pas
nécessaire. En effet, d’après [44] chap II, 2.1.6, il existe un entier d > 0 tel que B(d) =

⊕
n≥0Bnd

soit une B0-algèbre engendrée par B
(d)
1 = Bd. D’autre part, si on désigne par g : Z≥0 → R≥0

l’application telle que g(n) = f(nd), alors B(d) est une K-algèbre graduée g-quasi-filtrée.
D’après le théorème 6.1.20, l’algèbreB(d) satisfait à la condition de convergence vague. Ensuite,
d’après un argument semblable à l’étape 2 de la démonstration du théorème 6.1.20, pour tout
élément homogène non-nul x de B, B(d)x satisfait à la condition de convergence vague, et
la suite de probabilité associée à B(d)x converge vers la limite de celle associée à B(d). On
suppose que Bn 6= 0 pour tout n ≥ m0. Alors pour tout entier m0 ≤ k < m0 + d, le B(d)-
module B(d,k) =

⊕
n≥0Bnd+k est non-nul. D’après un arguement semblable à l’étape 3 de

la démonstration du théorème 6.1.20, en utilisant le fait que B(d) est un anneau intègre, on
conclut que B(d,k) satisfait à la condition de convergence vague, et que la limite de la suite de
probabilités associée à B(d,k) cöıncide avec celle de la suite de probabilités associée à B(d). Enfin,
en combinant ces suites de probabilités, le lemme 6.1.14 montre que la suite de probabilités
associée à B converge vaguement.

Remarque 6.1.22 1) L’assertion du théorème 6.1.20 n’est généralement pas vraie pour un
module gradué (quasi-)filtré. En effet, soit B l’algèbre K[X ] des polynômes à une variable
munie de la graduation usuelle et de la filtration F telle que

FtBn =

{
Bn, t ≤ 0,

0, t > 0.

Evidemment B est une K-algèbre graduée filtrée. Soit M le B-module gradué B. Si ϕ :
Z≥0 → R est une fonction croissante, on peut définir une filtration Fϕ sur M telle que

Fϕt Mn =

{
Mn, t ≤ ϕ(n),

0, t > ϕ(n).

Alors M est un B-module gradué filtré et, pour tout entier n ≥ 0, µMn
= δϕ(n). Notons

que la condition CV(M) est équivalente au fait que lim
n→+∞

ϕ(n)

n
existe dans R ∪ {+∞}.

Si ϕ : Z≥0 → R est une fonction croissante telle que la suite (ϕ(n)/n)n≥1 ait plusieurs
points adhérents — par exemple, ϕ(n) = 2blog2 nc, CV(M) n’est plus satisfaite. Ce contre-
exemple montre l’impossibilité de démontrer le théorème 6.1.20 par la version classique de
la technique de dévissage.

3. Cette condition est vérifiée notamment lorsque B1 6= 0.
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2) L’assertion du théorème 6.1.20 n’est généralement pas vraie pour une algèbre graduée quasi-
filtrée non-intègre. En effet, si B est une algèbre graduée quasi-filtrée sur K et si M est un
B-module gradué quasi-filtré. On suppose que la condition CV(B) soit vérifiée et que la
condition CV(M) ne soit pas satisfaite (cela est possible grâce à 1)). Si on désigne par C
l’extension nilpotente de B par M (cf. [69] chap. 9 §25), alors C est une algèbre graduée
quasi-filtrée sur K, mais la condition CV(C) n’est pas vraie.

Convergence uniforme des polygones d’une algèbre graduée quasi-fitrée

Proposition 6.1.23 Soit (µn)n≥1 une suite de mesures de probabilité boréliennes sur R qui
converge vaguement vers une mesure µ. On suppose que les supports des µn soient uniformément
bornés. Pour tout entier n ≥ 1, soit Fn : x 7→ µn(] −∞,x]) la fonction de répartition de µn.
Soit F : x 7→ µ(] − ∞,x]) la fonction de répartition de µ. Alors il existe un sous-ensemble
dénombrable Z de R tel que pour tout point x ∈ R \Z, la suite (Fn(x))n≥1 converge vers F (x).

Démonstration. Soit Z l’ensemble des x ∈ R tel que µ({x}) = 0. Comme µ est une mesure
finie, l’ensemble Z est dénombrable. Si r est un point dans R \ Z, l’ensemble des points de
discontinuité de la fonction 11]−∞,r](x) est {r} qui est µ-négligeable. D’après [14] §5, n◦12 Pro-
position 22, la suite (Fn(x))n≥1 converge vers F (x). 2

Proposition 6.1.24 Soit (fn)n≥1 une suite de fonctions décroissantes continues à droite qui
prennent valeurs dans [0,1] telle que

i) sup
n≥1

inf{x ∈ R | fn(x) = 0} < +∞, inf
n≥1

sup{x ∈ R | fn(x) = 1} > −∞;

ii) il existe une partie dénombrable Z de R telle que pour tout x ∈ R \Z, la suite (fn(x))n≥1

est convergente.

Si f : R → [0,1] est une fonction continue à droite telle que pour tout x ∈ R \ Z on ait
f(x) = lim

n→+∞
fn(x), alors

1) la fonction f est décroissante;

2) si on note A := lim inf
n→+∞

inf{x ∈ R | fn(x) = 0}, B := lim sup
n→+∞

sup{x ∈ R | fn(x) = 1}, alors

f |]A,+∞[ ≡ 0, f |]−∞,B[ ≡ 1;

3) il existe une partie dénombrable Z ′ de ]0,1[ telle que f∗n(t) (voir la défintion 4.2.22 pour les
notations) converge vers f∗(t) pour tout t ∈]0,1[\Z ′;

4) la suite de fonction (
∫ t
0
f∗n(s)ds)n≥0 converge uniformément vers la fonction

∫ t
0
f∗(s)ds.

Démonstration. 1) Si x < y sont deux nombres réels, il existe deux suites (xm)m≥1 ⊂ R \ Z
et (ym)m≥1 ⊂ R \ Z telles que x < xm < y < ym pour tout entier n ≥ 1 et telles que

lim
m→+∞

xm = x, lim
m→+∞

ym = y. Pour tout (n,m) ∈ Z2
>0 on a fn(xm) ≥ fn(ym) puisque la

fonction fn est décroissante. Par passage à la limite on obtient que f(xm) ≥ f(ym). Enfin,
comme f est continue à droite, on a f(x) = lim

m→+∞
f(xm) ≥ lim

m→+∞
f(ym) = f(y).

2) Si y > A (resp. y < B), alors il existe un nombre infini d’entiers n ≥ 1 tel que y >
inf{x | fn(x) = 0} (resp. y < sup{x | fn(x) = 1}), donc fn(y) = 0 (resp. fn(y) = 1). Par
conséquent, pour tout y ∈]A, +∞[\Z (resp. y ∈] −∞,B[), f(y) = 0 (resp. f(y) = 1). Enfin,
comme f est continue à droite et comme ]A,+∞[\Z (resp. ]−∞,B[\Z) est dense dans ]A,+∞[
(resp. ]−∞,B[), on obtient que f |]A,+∞[ ≡ 0 (resp. f |]−∞,B[ ≡ 1).

3) D’après la condition i), la fonction f∗n est bien définie pour tout n ≥ 1. D’après 2), la
fonction f∗ est bien définie. Si t est un nombre dans ]0,1[ et si y = f∗(t), alors il existe une suite
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strictement croissante (xm)m≥1 ⊂ R \ Z qui converge vers y. Comme xm < y on a f(xm) > t.
Puisque xm ∈ R \ Z, il existe N(m) ∈ Z≥0 tel que fn(xm) > t (i.e., xm < f∗n(t)) pour tout
n > N(m). Cela implique que lim inf

n→+∞
f∗n(t) ≥ f∗(t).

Pour tout entier n ≥ 1 soit Z ′n l’ensemble des t ∈]0,1[ tels que f−1
n ({t}) ait un point

intérieur. Evidemment Z ′n est un ensemble dénombrable. Soit Z ′′ l’ensemble des t ∈]0,1[ tels
que f−1({t}) ait un point intérieur. Soit Z ′ l’union des Z ′n et de Z ′′. C’est aussi une partie
dénombrable de ]0,1[. Si t est un point dans ]0,1[\Z ′, soit y = f∗(t). On prend une suite
strictement décroissante (xm)m≥1 ⊂ R \ Z qui converge vers y. Comme y 6∈ Z ′′ on sait que
f(xm) < t. Par conséquent, il existe N(m) ∈ Z>0 tel que pour tout n > N(m), fn(xm) < t et
a fortiori xm ≥ f∗n(t). On a alors lim sup

n→+∞
f∗n(t) = f∗(t).

4) D’après la proposition 4.2.23 3), la condition i) implique que les fonctions f∗n sont uni-
formément bornées. D’autre part f∗n−f converge vers la fonction nulle presque partout. D’après
le théorème de convergence dominée on obtient que

∣∣∣∣
∫ t

0

f∗n(s)ds−
∫ t

0

f∗(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

|f∗n(s)− f∗(s)|ds

converge vers 0 lorsque n→ +∞. 2

Corollaire 6.1.25 Avec les notations du théorème 6.1.20, si pour tout n ∈ N on désigne
par Pn le polygone associé à la probabilité µn, alors la suite de polygones (Pn)n≥1 converge
uniformément vers une fonction concave sur [0,1]. Lorsque Bn 6= 0 pour n suffisamment grand,
le même résultat restera vrai si on enlève la condition que B soit engendrée comme K-algèbre
par B1.

6.1.4 Algèbre graduée pseudo-filtrée

Dans ce paragraphe on propose une autre généralisation de la notion d’algèbre graduée
filtrée qui est plus faible que celle d’algèbre graduée f -quasi-filtrée. En imposant une condition
sur f qui est plus forte que lim

n→+∞
f(n)/n = 0 on obtient aussi la convergence vague des mesures

associées aux filtrations et puis la convergence uniforme des polygones. On fixe un corps K
dans ce paragraphe. Tout les espaces vectoriels sont supposés sur K.

Définition 6.1.26 Soient B =
⊕

n≥0Bn une K-algèbre graduée et f : Z>0 → R≥0 une
application. On dit que B est un K-algèbre graduée f -pseudo-filtrée si chaque Bn est muni
d’une R-filtration décroissante telle que pour tous entiers n,m assez grands, on ait

Bn,sBm,t ⊂ Bn+m,s+t−f(n)−f(m).

Si B est uneK-algèbre graduée f -pseudo-filtrée, on dit qu’un B-module graduéM =
⊕

n∈Z Mn

est gradué f -pseudo-filtré si pour tout entier n, Mn est muni d’une R-filtration décroissante
telle que pour tous entiers n,m assez grands on ait

Bn,sMm,t ⊂Mn+m,s+t−f(n)−f(m).

Remarque 6.1.27 Avec les notations de la défition 6.1.26, B est un B-module gradué f -
pseudo-filtré. Si f ≡ 0, alors B est une K-algèbre graduée filtrée et M est un B-module gradué
filtré. Si g est une autre fonction dominant f , alorsB est uneK-algèbre graduée g-pseudo-filtrée
et M est un B-module gradué g-pseudo-filtré.
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Les résultats dans §6.1.1 sont vérifiés sans difficulté pour les algèbres graduées pseudo-
filtrées ou pour les modules gradués pseudo-filtrées. Notamment les corollaires 6.1.4, 6.1.6 et
6.1.7. Il suffit simplement de remplacer les mots “quasi-filtré(e)” par “pseudo-filtré(e)” dans
les énoncés des résultats.

Soient f : Z≥0 → R≥0 une fonction croissante, E un espace vectoriel de dimension 0 <
d < +∞ sur K, et B l’algèbre symétrique engendrée par E, munie de la graduation usuelle.
On suppose que pour tout n, Bn soit muni d’une R-filtration séparée, exhaustive et continue à
gauche telle que B soit une K-algèbre graduée f -pseudo-filtrée. Soit g une fonction croissante,
concave et c-lipschitienne. Pour tout entier n ≥ 0 soit In =

∫
R
gdT 1

n
µBn

. Alors pour tous les
entiers m,n assez grands, on a

Im+n ≥
∫

R

gd
(
T 1

m+n
µu(m,n)

)
=

∫

∆
(d)
m+n

g

(
1

m+ n
λ(u(m,n)

γ )

)
dξm+n(γ)

=

∫

∆
(d)
m ×∆

(d)
n

g

(
1

m+ n
λ(u

(m,n)
α+β )

)
dν(m,n)(α,β)

≥
∫

∆
(d)
m ×∆

(d)
n

g

(
1

m+ n
λ(u(n)

α u
(m)
β )

)
dν(m,n)(α,β)

≥
∫

∆
(d)
m ×∆

(d)
n

g

(
λ(u

(n)
α ) + λ(u

(m)
β )− f(n)− f(m)

m+ n

)
dν(m,n)(α,β)

≥
∫

∆
(d)
m ×∆

(d)
n

[
g

(
λ(u

(n)
α ) + λ(u

(m)
β )

m+ n

)
− c(f(n) + f(m))

m+ n

]
dν(m,n)(α,β)

≥
∫

∆
(d)
m ×∆

(d)
n

n

m+ n

[
g

(
λ(u

(n)
α )

n

)
+

m

n+m
g

(
λ(u

(m)
β )

m

)]
dν(m,n)(α,β) − c(f(n) + f(m))

m+ n

=
n

n+m
In +

m

n+m
Im − c

f(n) + f(m)

m+ n
.

(6.14)

Si la suite (In)n≥0 est bornée supérieurement et si
∑

α≥1

f(2α)/2α < +∞, alors la suite

(In)n≥0 est convergente (cf. le corollaire 1.5.6). Par conséquent, si
∑

α≥1

f(2α)/2α < +∞, la

suite de mesures (T 1
n
µBn

)n≥1 converge vaguement. Autrement dit, B satisfait à la condition
de convergence vague.

Théorème 6.1.28 Soient f : Z≥0 → R≥0 une fonction croissante telle que
∑

α≥0

f(2α)

2α
< +∞,

B une K-algèbre graduée intègre, de type fini sur K, et engendrée par B1. On suppose que

i) d = dimB soit strictement positif,

ii) pour tout entier positif n, Bn soit muni d’une R-filtration séparée, exhaustive et continue
à gauche F de sorte que B soit une K-algèbre graduée f -pseudo-filtrée,

iii) lim sup
n→+∞

sup
06=a∈Bn

λ(a)

n
< +∞.

Si pour tout entier n > 0 on note µn = T 1
n
µBn

, alors les supports des µn (n ≥ 1) sont

uniformément bornés et la suite de mesures (µn)≥1 converge vaguement vers une probabilité de
Radon sur R.
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Démonstration. On reprend la démonstration du théorème 6.1.20 en précisant quelques mo-
difications. D’abord on remplace l’inégalité (6.10) par

λmin
m+n = λmin

n + λmin
m − f(n)− f(m)

pour m,n assez grands. D’après le corollaire 1.5.6, la suite (λmin
n /n)n≥1 est convergente, donc

est bornée inférieurement.
Pour l’étape 1, comme

∑

α≥0

f(2α)/2α < +∞, on a lim
α→+∞

f(2α)/2α = 0. Comme f est une

fonction croissante, on a lim
n→+∞

f(n)/n = 0. Par conséquent, l’étape 1 de la démonstration du

théorème 6.1.20 reste valable. En outre, l’étape 3 est un argument formel de la condition de
convergence vague, donc peut être utilisé sans souci. Il reste à vérifier que pour tout élément
homogène x de B, le A-module gradué Ax, muni de la filtration image réciproque, satisfait à la
condition de convergence vague. Cela correspond à l’étape 2 de la démonstration du théorème
6.1.20. Enfin, aucun changement de l’étape 2 est nécessaire car dans les inégalités (6.11) et
(6.12) il ne s’agit que de la fonction λ du produit de deux éléments homogènes dans B. 2

Corollaire 6.1.29 Avec les notations du théorème 6.1.28, les polygones associés aux probabi-
lités µn converge uniformément vers une fonction concave sur [0,1].

Remarque 6.1.30 Au lieu de supposer que B soit engendré par B1, si on suppose que Bn soit
non-nul pour n assez grand, le théorème 6.1.28 reste vrai. On a aussi la convergence uniforme
des polygones.

6.2 Convergence des polygones de Harder-Narasimhan

6.2.1 Cas géométrique

Soient k un corps, C une courbe projective non-singulière de genre g sur k, η le point
générique de C et K le corps des fonctions rationnelles sur C. On désigne par Vec(C) la
catégorie des OC -modules localement libres de rang fini sur C. C’est une sous-catégorie exacte
de la catégorie Coh(C) des OC -modules cohérents. D’après les arguments dans le chapitre 1,
notamment la proposition 1.3.9 et la proposition 1.3.11, la catégorie Vec(C) est une catégorie
de Harder-Narasimhan. On désigne par F : Vec(C) → VecK le foncteur qui envoie un OC -
module localement libre E en sa fibre générique EK . On rappelle que dans le sous-paragraphe
4.3.1, on a démontré que le foncteur F induit un foncteur des catégories de filtrations (de

longueur finie) F̃ : Filgf (Vec(C)) → Filgf (VecK). De plus, pour tout OC -module localement

libre de rang fini E, le composé du foncteur de Harder-Narasimhan et du foncteur F̃ donne une
filtration sur EK dont le polygone associé cöıncide avec le polygone de Harder-Narasimhan de
E. Dans toute la suite, si E est un OC -module localement libre de rang fini, on suppose que
EK soit muni de la filtration F̃ (HN(E)).

Proposition 6.2.1 Soit f : Z≥0 → R≥0 la fonction constante qui envoie tout n ∈ Z≥0 en
a(C) + 1. Soit B =

⊕
n≥0 Bn une OC-algèbre graduée quasi-cohérente. On suppose que pour

tout entier n ≥ 0, Bn soit un OC-module localement libre de rang fini. Alors B = BK est une
K-algèbre graduée f -quasi-filtrée.

Démonstration. On désigne par F les filtrations de Harder-Narasimahan sur les Bn. Comme
B est une OC -algèbre, pour tout entier r ≥ 2 et tout (ni)1≤i≤r ∈ Zr≥0, on a un homomorphisme
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ϕ de Bn1 ⊗ · · · ⊗Bnr
vers BN , où N = n1 + · · ·+ nr. Si (ti)1≤i≤r est une famille de nombres

réels, l’homomorphisme ϕ induit par restriction un homomorphisme ψ de Ft1Bn1⊗· · ·⊗FtrBnr

vers BN . Par définition de la filtration de Harder-Narasimhan on obtient que si les FtiBni

sont non-nuls, on a µmin(FtiBni
) ≥ ti pour tout i. Compte tenu de la proposition 1.3.22, on a

µmin(Ft1Bn1 ⊗ · · · ⊗ FtrBnr
) ≥ t1 + · · ·+ tr − (r − 1)(a(C) + 1).

D’après la proposition 4.3.19, ψ est compatible aux filtrations de Harder-Narasimhan, donc
ψ se factorise par Ft1+···+tr−(r−1)(a(C)+1)BN . Par conséquent, B est une K-algèbre graduée
quasi-filtrée. 2

Théorème 6.2.2 Soit B =
⊕

n≥0 Bn une OC-algèbre graduée quasi-cohérente et de type fini.
On suppose vérifiées les conditions suivantes:

i) pour tout entier n, Bn est un OC-module localement libre de rang fini;

ii) il existe une constante C > 0 tel que µmax(Bn) ≤ Cn pour tout entier n ≥ 1.

iii) BK est un anneau intègre et Bn est non-nul pour n suffisamment grand;

Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par Pn le polygone de Harder-Narasimhan de Bn. Alors la
suite (Pn)n≥1 converge uniformément sur [0,1].

Démonstration. Soit f la fonction constante sur Z≥0 avec valeur a(C) + 1. D’après la propo-
sition 6.2.1, on sait que BK est une K-algèbre graduée quasi-filtrée. Le théorème résulte donc
du corollaire 6.1.25. 2

Corollaire 6.2.3 Soient π : X → C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C et L un OX-module inversible tel que LK soit ample. Pour tout entier n ≥ 1 soit Pn
le polygone de Harder-Narasimhan de π∗(L

⊗n). Alors la suite de polygones (Pn)n≥1 converge
uniformément.

6.2.2 Cas arithmétique

Raisonnement à travers une algèbre graduée quasi-filtrée

Soit K un corps de nombre, (Bn)n≥0 une collection de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls
sur SpecOK . On suppose que B =

⊕
n≥0 Bn,K soit muni d’une structure d’algèbre commuta-

tive Z≥0-graduée surK. Pour tout n ∈ Z≥0 on désigne par F la filtration de Harder-Narasimhan
de Bn. Cette filtration induit une filtration sur Bn := Bn,K , notée encore F . Pour tout élément
n = (ni)1≤i≤r ∈ Nr on a un homomorphisme ϕn de Bn1 ⊗ · · · ⊗ Bnr

vers B|n| défini par la
structure d’algèbre. Si (si)1≤i≤r est un élément dans Rr, on a

µ̂min(Bn1,s1 ⊗ · · · ⊗Bnr,sr
) ≥

r∑

i=1

µ̂min(Bni,si
)−

r∑

i=1

log(rg(Bni,si
))

≥
r∑

i=1

(
si − log(rg(Bni

))
)
.

Si E est un sous-fibré vectoriel hermitien de B|n| tel que EK cöıncide avec l’image de Bn1,s1 ⊗
· · · ⊗Bnr ,sr

dans B|n|, d’après l’inégalité de pentes, on a

µ̂min(E) ≥ µ̂min(Bn1,s1 ⊗ · · · ⊗Bnr ,sr
)− h(ϕn)

≥
r∑

i=1

(
si − log(rg(Bni

))
)
− h(ϕn).
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On suppose que g : Z≥0 → R≥0 soit une fonction telle que h(ϕn) ≤ g(n1) + · · · + g(nr).
Pour tout entier n ≥ 1 soit f(n) = g(n) + log(rg(Bn)). Alors B est une K-algèbre graduée
f -quasi-filtrée.

Théorème 6.2.4 On prend les notations comme ci-dessus. Pour tout entier n ≥ 0 on désigne
par Pn le polygone de Harder-Narasimhan de Bn. On suppose que lim

n→+∞
f(n)/n = 0 et que la

suite (µ̂max(Bn)/n)n≥1 soit bornée. Si B est une K-algèbre intègre de type fini et si Bn 6= 0
pour n suffisamment grand, alors la suite de fonctions (Pn/n)n≥1 converge uniformément.

Démonstration. D’après la proposition 4.3.40, Pn s’identifie au polygone associé à l’espace
filtré Bn. Le théorème résulte donc du théorème 6.1.20. 2

Corollaire 6.2.5 Soient π : X → SpecOK un schéma de type fini et plat sur SpecOK tel que
XK soit propre, lisse sur SpecK et équidimensionnelle de dimension d. On fixe une mesure de
probabilité sur X (C). Soit L un fibré inversible hermitien sur X tel que LK soit ample. Pour
tout entier D ≥ 0 soient ED le OK -module projectif π∗(L ⊗D), muni de la métrique L2 et PD
le polygone de Harder-Narasimhan de ED. Alors la suite de polygones (PD/D)D≥1 converge
uniformément vers une fonction concave sur [0,1].

Démonstration. D’après le corollaire 1.7.20, on a pour tout n = (ni)1≤i≤r ∈ Zr≥1,

h(ϕn) ≤ g(n1) + · · ·+ g(nr),

où g(n) = logC + d log n+ log(rg(En)). Si on note

f(n) = g(n) + log(rg(En)) = logC + d logn+ 2 log(rg(En)),

on vérifie facilement lim
n→+∞

f(n)/n = 0 puisque rg(En) est polynomial par rapport à n. D’autre

part, la suite (µ̂max(π∗(L
⊗n

))/n)n≥1 est bornée (elle a même une limite). Donc on est dans
la situation du théorème 6.2.4. Par conséquent, la suite de polygones (PD/D)D≥1 converge
uniformément vers une fonction concave sur [0,1]. 2

Corollaire 6.2.6 Avec les notations du corollaire 6.2.5, la suite

( µ̂(π∗(L
⊗D

))

D

)
D≥1

admet une limite.

Remarque 6.2.7 Le corollaire 6.2.6 est une version inexplicite du théorème de Hilbert-Samuel
arithmétique dont la version explicite a été démontrée, sous diverses hypothèses par Gillet-Soulé
[37], Abbes-Bouche [1], Zhang [90], Randriambololona [78] et par Rumely-Lau-Varley [81] dans
un cadre plus général.
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Variante pseudo-filtrée

Pour tout (m,n) ∈ N2 on désigne par ϕm,n : Bm⊗Bn → Bm+n l’homomorphisme canonique.
Si s et t sont deux nombres réels, (m,n) ∈ N2, d’après [13], on a

µ̂min(Bm,s ⊗Bn,t) ≥ µ̂min(Bm,s) + µ̂min(Bn,t)−
1

2
log(rg(Bm,s) rg(Bn,t))−

log |∆K |
2[K : Q]

≥ s+ t− 1

2
log(rg(Bm))− 1

2
log(rg(Bn))− log |∆K |

2[K : Q]
.

Si E est un sous-fibré vectoriel hermitien de Bm+n tel que EK cöıncide avec l’image de Bm,s⊗
Bn,t dans Bm+n, d’après l’inégalité de pentes, on a

µ̂min(E) ≥ µ̂min(Bm,s ⊗Bn,t)− h(ϕm,n)

≥ s+ t− 1

2
log(rg(Bm))− 1

2
log(rg(Bn))− log |∆K |

2[K : Q]
− h(ϕm,n).

On suppose que g : Z>0 → R≥0 soit une fonction telle que h(ϕm,n) ≤ g(m) + g(n). Pour tout
entier n ≥ 1 soit

f(n) = g(n) +
1

2
log(rg(Bn)) +

log |∆K |
4[K : Q]

.

Alors B est une K-algèbre graduée f -pseudo-filtrée.

Théorème 6.2.8 Pour tout entier n ≥ 0 on désigne par Pn le polygone de Harder-Narasimhan
de Bn. On suppose que

∑
α≥0 f(2α)/2α < +∞. Si B est une K-algèbre intègre de type fini et

si Bn 6= 0 pour n suffisamment grand, alors la suite (Pn)n≥1 converge uniformément.

6.3 Convergence des polygones d’un module bigradué

On présente dans ce paragraphe un calcul explicite de la limite des polygones lorsque
l’algègre bigraduée associée à l’algèbre graduée quasi-filtrée est de type fini. La méthode que
l’on utilisera dans ce paragraphe est inspirée par un travail de Faltings et Wüstholz [29].

6.3.1 Algèbres bigraduées et module bigradués

Dans ce sous-paragraphe A désigne un anneau commutatif et unifère. Les références sont
[15] chap. II §11 et [17] chap. VIII §4.

Définition 6.3.1 On appelle A-algèbre bigraduée toute A-algèbre commutative N2-graduée.
Si B est une A-algèbre bigraduée, on appelle B-module bigradué tout B-module M muni d’une
Z2-graduation en A-modules tel que, pour tout (n,d) ∈ N2 et tout (n′,d′) ∈ Z2, on ait

Bn,dMn′,d′ ⊂Mn+n′,d+d′ ,

on appelle sous-B-module homogène de M tout sous B-module M ′ de M tel que

M ′ =
⊕

(n,d)∈Z2

M ′ ∩Mn,d;

M ′ est donc canoniquement muni d’une structure de B-module gradué. En particulier, si B
est une A-algèbre bigraduée, alors B est canoniquement munie d’une structure de B-module
bigradué. Les sous-B-modules homogènes de B sont appelés des idéaux homogènes de B.
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Si B est une A-algèbre bigraduée et M est un B-module bigradué, pour tout (n,d) ∈ Z2,
on désigne par M(n,d) le B-module bigradué tel que, pour tout (n′,d′) ∈ Z2, on ait

M(n,d)n′,d′ = Mn+n′,d+d′.

Remarque 6.3.2 Si B est une A-algèbre bigraduée, alors

B+ :=
⊕

n>0,d>0

Bn,d

est un idéal homogène.

Exemple 6.3.3 Soit f une application de {1, · · · ,n} vers N2. L’anneau de polynômesA[T1, · · · ,Tn]
est canoniquement muni d’une N2-graduation telle que Ti soit de bidegré f(i) et qui est com-
patible avec la structure d’anneaux. On obtient donc une A-algèbre bigraduée, notée A[f ].

Remarque 6.3.4 Si B est une A-algèbre bigraduée de type fini, alors B est engendrée par un
nombre fini d’éléments homogènes x1, · · · ,xm. On suppose que xi soit de bidegré (ni,di). Soit
f : {1, · · · ,m} → N2 la fonction qui envoie i en (ni,di). Alors l’homomorphisme surjectif de A-
algèbres de A[f ] ∼= A[T1, · · · ,Tm] vers B qui envoie Ti en xi est compatible aux N2-graduations.
C’est donc un homomorphisme d’algèbres bigraduées. Dans ce cas-là, tout B-module bigradué
M peut être considéré comme un A[f ]-module bigradué, qui est de type fini si M est un
B-module de type fini.

Définition 6.3.5 Soit f = (f1,f2) une application de {1, · · · ,m} vers N2, M un A[f ]-module
bigradué de type fini dont toutes les composantes homogènes sont des A-modules de longueur
finie. On appelle série de Poincaré de M l’élément

PM ∈ Z[[X,Y ]][X−1,Y −1]

défini par la formule

PM =
∑

(n,d)∈Z2

longA(Mn,d)X
nY d.

On note

QM = PM

m∏

i=1

(1−Xf1(i)Y f2(i)).

Proposition 6.3.6 Avec les notations de la définition 6.3.5, on a

QM ∈ Z[X,Y,X−1,Y −1].

Démonstration. Quitte à quotienter A par annA(M) on se ramène au cas où annA(M) = 0.
Comme M est un A[f ]-module de type fini, il existe des entiers a < b tels que M soit engendré
comme A[f ]-module par

M ′ =
⊕

(n,d)∈[a,b]2∩Z2

Mn,d.

Comme M ′ est un A-module de longueur finie, et comme annA(M ′) = annA(M) = 0, l’anneau
A est artinien, donc est noethérien.
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On raisonne par récurrence en m. Si m = 0, alors A[f ] = A. Comme M est un A-module de
type fini, on a PM ∈ Z[X,Y,X−1,Y −1]. Supposons que la proposition ait été démontrée pour
m− 1. Soit f ′ la restriction de f à {1, · · · ,m− 1}. On note (nm,dm) = f(m). L’application

Tm : M(−nm,− dm) −→M

est un homomorphisme de A[f ]-modules bigradués. Soit N son noyau (vu comme sous-A[f ]-
module bigradué de M). On a une suite exacte

0 // N(−nm,− dm) // M(−nm,− dm) // M // M/TmM // 0 .

Par conséquent, on a

PM −XnmY dmPM = PM/TmM −XnmY dmPN .

Comme M/TmM et N sont des A[f ′] = A[f ]/(Tm)-modules de type fini, d’après l’hypothèse
de récurrence, on a

QM = QM/TmM −XnmY dmQN ∈ Z[X,Y,X−1,Y −1].

2

Remarque 6.3.7 Soient f = (f1,f2) : {1, · · · ,m} → N2 une application telle que f1 ≡ 1 et M
un A[f ]-module bigradué de type fini dont les composantes homogènes sont des A-modules de
longueur finie. L’algèbre A[f ], munie de la première graduation, est l’algèbre de polynômes à
m variables usuellement graduée. On peut également considérer la première graduation de M
pour laquelle la nème composante homogène de M est

⊕

d∈Z

Mn,d.

Cette composante homogène est un A-module de longueur finie puisqu’il n’existe qu’un nombre
fini d’entiers d tels que Mn,d 6= 0. Avec cette graduation, M est un module gradué de type fini
sur l’algèbre de polynômes A[T1, · · · ,Tm] (munie de la graduation usuelle). Si on désigne par
HM la série de Poincaré associée à M (pour la première graduation) on a

HM (X) = PM (X,1).

La théorie classique des séries de Poincaré affirme qu’il existe un entier m ≥ r ≥ 0 tel que
HM (X) s’écrive sous la forme

HM (X) = ar(X)(1−X)−r + ar−1(X)(1−X)−r+1 + · · ·+ a0(X),

où a0, · · · ,ar sont des éléments dans Z[X,X−1], ar est à coefficients positifs et il est non-nul
lorsque M est non-nul. D’autre part, les valeurs de r et de ar(1) ne dependent pas du choix
de (a0, · · · ,ar). Si M 6= 0, on appelle dimension de M la valeur de r, notée dimM . On note
c(M) = ar(1). Enfin, on note par convention dim0 = −∞, c(0) = 0.

Théorème 6.3.8 Avec les notations de la remarque 6.3.7, la série PM s’écrit sous la forme

PM (X,Y ) =
h∑

r=0

∑

α⊂{1,··· ,m}
#α=r

Iα(X,Y )
∏

i∈α

(1−XY f2(i))−1,

où

1) Iα ∈ Z[X,Y,X−1,Y −1],
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2) si #α = h, Iα est à coefficients positifs,

3) si M 6= 0, il existe au moins un α ⊂ {1, · · · ,m} de cardinal h tel que Iα 6= 0.

Remarque 6.3.9 Avec les notations du théorème 6.3.8, on a

HM (X) =

h∑

r=0




∑

α⊂{1,··· ,m}
#α=r

Iα(X,1)


 (1−X)−r.

Par conséquent, si M est non-nul, alors dimM = h et

c(M) =
∑

α⊂{1,··· ,m}
#α=h

Iα(1,1).

Pour simplifier la démonstration du théorème 6.3.8, on introduit la notation suivante:
Si M est un A[f ]-module bigradué satisfaisant à l’assertion du théorème 6.3.8, on dit que

M vérifie la condition P, noté P(M). L’assertion du théorème 6.3.8 devient alors:

Pour tout A[f ]-module M, on a P(M).

Définition 6.3.10 Pour tout entier m > 0, soit Θm l’ensemble

{(i,j) ∈ Z | 0 ≤ i ≤ m, j > 0} ∪ {(−∞,0)}.

On le munit de la relation lexicographique “≤” comme ci-dessous:

(i,j) ≤ (i′,j′) si et seulement si i < i′ ou si i = i′, j ≤ j′.

On vérifie facilement que c’est une relation d’ordre sur Θm et que l’ensemble Θm est totalement
ordonné pour cette relation. On utilisera l’expression “(i,j) < (i′,j′)” pour désigner la condition

(i,j) ≤ (i′,j′) mais (i,j) 6= (i′,j′).

Lemme 6.3.11 Soit

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

une suite exacte courte de A[f ]-modules bigradués. Si pour tout (n,d) ∈ Z2, M ′n,d et M ′′n,d sont
des A-modules de longueur finie, alors il en est de même de M . De plus, on a

1) dimM = max(dimM ′, dimM ′′),

2)

c(M) =





c(M ′) + c(M ′′), dimM ′ = dimM ′′,

c(M ′), dimM ′ > dimM ′′,

c(M ′′), dimM ′′ > dimM ′.

3) P(M ′) et P(M ′′) =⇒ P(M).

Démonstration. En effet, on a PM = PM ′ +PM ′′ et HM = HM ′ +HM ′′ . Par définition on sait
que 1) et 2) sont vrais. Enfin, 3) est une conséquence du 1) et du fait que PM = PM ′+PM ′′ . 2

Démonstration du théorème 6.3.8. D’après le même raisonnement que celle de la démonstration
de la proposition 6.3.6, on peut supposer que A soit un anneau artinien. On raisonne par
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récurrence en m. Montrons d’abord que le théorème est vrai pour le cas où dimM ≤ 0. Si M
est de dimension ≤ 0, alors la série de Poincaré de M , i.e., HM (X) = PM (X,1) est un élément
de Z[X,X−1], et PM ∈ Z[X,Y,X−1,Y −1]. Donc on a P(M). Comme dimM ≤ m, le théorème
est vrai lorsque m = 0. Supposons que le théorème soit vrai pour les modules bigradués sur les
A-algèbres de polynômes à au plus m−1 variables (m ≥ 1). Soit f = (f1,f2) : {1, · · · ,m} → N2

une application telle que f1 ≡ 1 et soit M un A[f ] = A[T1, · · · ,Tm]-module bigradué de type
fini tel que M(n,d) soit de longueur finie sur A pour tout (n,d) ∈ Z2. On suppose que f2(m) = d.

On commence un autre procédé de récurrence en (dimM,c(M)). On a déjà démontré P(M)
pour dimM ≤ 0. Supposons que l’on a prouvé P(M) pour (dimM,c(M)) < (r,s), où 0 < r ≤ m,
s > 0. Dans la suite, on démontre P(M) pour le cas où (dimM,c(M)) = (r,s). On considère
l’homothétie

Tm : M(−1,− d) −→M,

qui est un homomorphisme de A[f ]-modules bigradués. On désigne par f ′ la restriction de f
à {1, · · · ,m − 1}. Soit N1 le noyau de Tm (vu comme un sous-A[f ]-module bigradué). C’est
un A[f ′]-module bigradué de type fini. D’après l’hypothèse de récurrence on a P(N1). Soit
M1 = M/N1. D’après le lemme 6.3.11 3), pour démontrer P(M), il suffit de démontrer P(M1).
Si dimN1 = dimN , alors ou bien dimM1 < dimM , ou bien dimM1 = dimM et

c(M1) = c(M)− c(N1) < c(M).

Donc on a toujours (dimM1,c(M1)) < (dimM,c(M)). D’après l’hypothèse de récurrence on
a P(M1). Sinon on a dimN1 < dimN et (dimM1,c(M1)) = (dimM,c(M)). Si P(M) n’était
pas vrai, en itérant le procédé ci-dessus on obtiendrait une suite croissante de sous-modules
homogènes

N1 ⊂ N2 ⊂ · · ·Nj ⊂ Nj+1 ⊂ · · · (6.15)

de M telle que (on définit M0 = M)

i) Nj = KerT jm,

ii) dimNj < dimM ,

iii) Mj := M/Nj ne satisfait pas à la condition P, et

(dimMj ,c(Mj)) = (dimM,c(M)).

Comme A[f ] est un anneau noethérien, la suite (6.15) est stationnaire. Autrement dit, il existe
j ∈ N tel que Mj = Mj+1. Comme Mj+1 s’identifie canoniquement à l’image de Mj par
l’homothétie Tm, on a la suite exacte

0 // Mj(−1,− d) Tm // Mj // Mj/TmMj
// 0

On note N ′ = Mj/TmMj . C’est en fait un A[f ′]-module de type fini. D’après l’hypothèse de
récurrence on a P(N ′). Enfin, comme

(1−XY d)PMj
(X,Y ) = PN ′(X,Y ),

on a P(Mj). Cela est absurde. Donc on a forcément P(M).
�

Définition 6.3.12 Soit P une série formelle dans Z[[X,Y ]][X−1,Y −1] à coefficients positifs.
Alors P s’écrit sous la forme

P (X,Y ) =
∑

(n,d)∈Z2

an,d(P )XnY d.
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On note pour tout n ∈ N

Sn(P ) =
∑

d∈Z

an,d(P ),

et λn,P la mesure borélienne sur R définie par

λn,P =
∑

d∈Z

an,d(P )

Sn(P )
δd/n.

Si Sn(P ) = 0, alors λn,P est par convention la mesure nulle.

Remarque 6.3.13 On garde les notations du théorème 6.3.8 en supposant que A soit un
corps. Si on munit pour tout entier n l’espace vectoriel

Mn,• :=
⊕

d∈Z

Mn,d

de la R-filtration F définie par

FλMn,• =
⊕

d≥λ

Mn,d,

alors la mesure λn,P s’identifie à T 1
n
µMn,•

Proposition 6.3.14 Si P est une série dans Z[[X,Y ]] de la forme

P (X,Y ) =

m∏

i=1

(1 −XY di)−1,

alors

1) les mesures de Radon λn,P convergent vaguement vers une mesure de Radon λP lorsque
n→ +∞,

2) la suite de fonctions (
Fn,P : x 7−→ 1−

∫

R

11]−∞,x]dλn,P

)

n≥1

converge simplement vers

FP : x 7−→ 1−
∫

R

11]−∞,x]dλP .

Démonstration. 1) On a

P (X,Y ) =
m∏

i=1


∑

n≥0

XnY ndi




=
∑

(n,d)∈N×Z




∑

(u1,··· ,um)∈Nm

u1+···+um=n,
u1d1+···+umdm=d

1



XnY d

= 1 +
∑

(n,d)∈Z2

n>0




∑

(µ1,··· ,µm)∈ 1
n

Nm

µ1+···+µm=1,
µ1d1+···+µmdm=d/n

1



XnY d.
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D’autre part,

Sn(P ) =
∑

(µ1,··· ,µm)∈ 1
n

Nm

µ1+···+µm=1

1.

Soient ∆m le simplexe

∆m = {(µ1, · · · ,µm) ∈ Rm+ | µ1 + · · ·+ µm = 1},

ϕ : ∆m → R l’application qui envoie (µ1, · · · ,µm) en µ1d1 + · · ·+µmdm. Pour tout entier n > 0
soit ηn,P la mesure sur ∆m définie par

ηn,P =
∑

µ∈ 1
n

Nm∩∆m

1

Sn(P )
δµ.

On observe que λn,P est l’image directe de ηn,P par ϕ. Par conséquent, λn,P est à support
dans ϕ(∆m). Donc pour toute fonction continue f : R → R, f est intégrable pour la mesure
λn,P . D’après la formule du changement de variables, on a

∫

R

fdλn,P =

∫

∆m

f ◦ ϕdηn,P

qui est la nième somme de Riemann de la fonction f ◦ ϕ : ∆m → R. Donc la suite

∫

R

fdλn,P

converge vers ∫

∆m

f ◦ ϕdη =

∫

R

fdϕ∗η,

où η est la mesure de Lebesgue sur ∆m. On en déduit alors que les mesure λn,P converge
vaguement vers la mesure λP = ϕ∗η.

2) L’application ϕ peut être prolongée à une application affine Φ de

{(µ1, · · · ,µm) ∈ Rm | µ1 + · · ·+ µm = 1}

vers R en posant simplement

Φ(µ1, · · · ,µm) = µ1d1 + · · ·µmdm.

Si d1 = d2 = · · · = dm = d, alors P (X,Y ) = (1 −XY d)−m. Par conséquent, pour tout n ≥ 1,
λn,P = λP = δd. L’assertion est donc évidente. Sinon l’image de Φ est l’ensemble R tout entier.
Ceci étant, pour tout point x ∈ R, ϕ−1(x) (et Φ−1(x)) est un sous-ensemble de mesure nulle
de ∆m pour la mesure de Lebesgue. Par conséquent, l’ensemble ponctuel {x} est négligeable
pour la mesure λP . D’après [14] chap. IV §5, n◦12 Proposition 22, comme x est le seul point
de discontinuité de la fonction 11]−∞,x], on obtient que

la suite

(∫

R

11]−∞,x]dλn,P

)

n≥1

converge vers

∫

R

11]−∞,x]dλP .

2
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Corollaire 6.3.15 Si Q est une série non-nulle dans Z[X,Y,X−1,Y −1] à coefficients positifs,
et si P ∈ Z[[X,Y ]][X−1,Y −1] est de la forme

P (X,Y ) =

m∏

i=1

(1−XY di)−1Q(X,Y ),

alors

1) les mesures de Radon λn,P convergent vaguement vers une mesure de Radon λP lorsque
n→ +∞;

2) on définit des fonctions

(
Fn,P : x 7−→ 1−

∫

R

11]−∞,x]dλn,P

)

n≥1

,

FP : x 7−→ 1−
∫

R

11]−∞,x]dλP ,

i) si d1 = · · · = dn = d, alors pour tout x 6= d/n, la suite (Fn,P (x))n≥1 converge vers
FP (x),

ii) si les di ne sont pas identiques, alors la suite de fonctions (Fn,P )n≥1 converge simple-
ment vers FP .

De plus, si on désigne par P ′ la série

P ′(X,Y ) =

m∏

i=1

(1−XY di)−1,

alors on a λP = λP ′ , et donc FP = FP ′ .

Démonstration. 1) Supposons que Q soit de la forme

Q(X,Y ) =

f∑

n=e

s∑

d=r

cn,dX
nY d,

où cn,d ≥ 0. Comme P = P ′Q, on obtient que

an,d(P ) =

f∑

n′=e

s∑

d′=r

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′),

et

Sn(P ) =
∑

d∈Z

an,d(P ) =
∑

d∈Z

f∑

n′=e

s∑

d′=r

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′)

=

f∑

n′=e

s∑

d′=r

∑

d∈R

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′) =

f∑

n′=e

s∑

d′=r

cn′,d′Sn−n′(P ′).

Si on note

Cn =
∑

d∈Z

cn,d =

s∑

d=r

cn,d,
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alors on a

Sn(P ) =

f∑

n′=e

Cn′Sn−n′(P ′).

Si g : R→ R est une fonction continue à support compact, alors

∫

R

gdλn,P =
∑

d∈Z

an,d(P )

Sn(P )
g(d/n)

=
1

Sn(P )

∑

d∈Z

f∑

n′=e

s∑

d′=r

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′)g(d/n).

Notons que

1

Sn(P )

f∑

n′=e

s∑

d′=r

∑

d∈Z

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′)g

(
d− d′
n− n′

)

=
1

Sn(P )

f∑

n′=e

s∑

d′=r

cn′,d′Sn−n′(P ′)

∫

R

gdλn−n′,P ′

=
1

Sn(P )

f∑

n′=e

Cn′Sn−n′(P ′)

∫

R

gdλn−n′,P ′

converge vers
∫

R
gdλP ′ puisque λn,P ′ converge vaguement vers λP ′ lorsque n → ∞. Enfin, la

fonction g est uniformément continue sur R. Pour tout nombre δ > 0, il existe un nombre ε > 0
de telle sorte que pour tous x,y ∈ R tels que |x− y| < ε on ait |g(x)− g(y)| < δ. D’autre part,
pour tous les entiers d,n tels que 4

|d| > max
1≤i≤m

|di|(|n|+ max{|e|,|f |}) + max{|r|,|s|},

on a an−n′,d−d′(P
′) = 0 pour tout n′ ∈ {e,e + 1, · · · ,f} et tout d′ ∈ {r,r + 1, · · · ,s}. Par

conséquent, pour tous les entiers n > max{|e|,|f |}, d ∈ Z, n′ ∈ {e,e + 1, · · · ,f} et d′ ∈
{r,r + 1, · · · ,s} tels que an−n′,d−d′(P

′) 6= 0, on a forcément

∣∣∣∣
d

n
− d− d′
n− n′

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
d′n− dn′
n(n− n′)

∣∣∣∣

≤ max{|r|,|s|}
n− n′ + max{|e|,|f |}max |di|(n+ max{|e|,|f |}) + max{|r|,|s|}

n(n− n′) .

Par conséquent, il existe un entier N > 0 tel que pour tous entiers n > N , d ∈ Z, n′ ∈
{e,e+ 1, · · · ,f} et d′ ∈ {r,r + 1, · · · ,s}, on a ou bien an−n′,d−d′(P

′) = 0, ou bien

∣∣∣∣
d

n
− d− d′
n− n′

∣∣∣∣ < ε.

4. Comme

P ′ =
m

Y

i=1

(1 − XY di )−1,

on a an,d(P ′) = 0 si |d| > |n| max
1≤i≤m

|di|.
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Donc on a
∣∣∣∣∣

∫

R

gdλn,P −
1

Sn(P )

f∑

n′=e

s∑

d′=r

∑

d∈Z

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′)g

(
d− d′
n− n′

)∣∣∣∣∣

≤ 1

Sn(P )

f∑

n′=e

s∑

d′=r

∑

d∈Z

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′)

∣∣∣∣g
(
d

n

)
− g

(
d− d′
n− n′

)∣∣∣∣

≤ δ

Sn(P )

f∑

n′=e

s∑

d′=r

∑

d∈Z

cn′,d′an−n′,d−d′(P
′)

= δ.

On en déduit la convergence vague des λn,P vers λP ′ .
2) Si d1 = · · · = dm = d, alors λn,P = δd/n, donc pour tout x 6= d/n, l’ensemble des points

de discontinuité de 11]−∞,x], i.e., {x}, est négligeable pour la mesure λn,P . Donc
∫

R
11]−∞,x]dλn,P

converge vers
∫

R
11]−∞,x]dλn,P . Si les di ne sont pas identiques, alors tout sous-ensemble discret

de R est négligeable pour la mesure λP , donc la suite de fonction (Fn,P )n≥1 converge simple-
ment vers la fonction FP . 2

Définition 6.3.16 Avec les notations du corollaire 6.3.15, on perçoit que la mesure limite
λP ne dépend que du vecteur (d1, · · · ,dm) ∈ Nm (ou même de la classe d’équivalence de
(d1, · · · ,dm) dans Nm/Sm). Dans toute la suite, on désigne par λ(d1,··· ,dm) cette mesure. En
fait, c’est une mesure de probabilité lorsque m > 0. Pour m = 0, λ∅ est la mesure nulle.

Le théorème suivant est une conséquence immédiate du corollaire 6.3.15.

Théorème 6.3.17 Soient (d1, · · · ,dm) ∈ Zm+ et

P (X,Y ) =

h∑

r=0

∑

α⊂{1,··· ,m}
cardα=r

Iα(X,Y )
∏

i∈α

(1 −XY di)−1

une série dans Z[[X,Y ]][X−1,Y −1] où

a) P est à coefficients positifs,

b) Iα ∈ Z[X,Y,X−1,Y −1],

c) pour tout α ⊂ {1, · · · ,m} de cardinal h, Iα est à coefficients positifs,

d) il existe au moins un α ⊂ {1, · · · ,m} de cardinal h tel que Iα 6= 0.

Alors,

1) les mesures de Radon λn,P converge vaguement vers une mesure de Radon λP lorsque
n→ +∞,

2) il existe un sous-ensemble fini Ω de R tel que la suite de fonctions

(
Fn,P : x 7−→ 1−

∫

R

11]−∞,x]dλn,P

)

n≥1

converge ponctuellement sur R \ Ω vers la fonction

FP : x 7−→ 1−
∫

R

11]−∞,x]dλP .
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De plus, si pour tout α = {i1 < · · · < ih} on note dα = (di1 , · · · ,dih), alors la mesure limite
λP est égale à ∑

α⊂{1,··· ,m}
cardα=h

Iα(1,1)

S
λdα

,

où
S =

∑

α⊂{1,··· ,m}
cardα=h

Iα(1,1).

Donc λP est une mesure de probabilité lorsque h > 0. Si h = 0, alors λP est la mesure nulle.

6.3.2 Convergence des polygones

Soient A un anneau. On désigne par C la catégorie des A-modules Z-gradués qui sont de
longueur fini sur A et par E la classe des suites exactes de A-modules Z-gradués dans C. Le
couple (C,E) est une sous-catégorie exacte de la catégorie des A-modules gradués. On a deux
homomorphismes de K0(C) vers Z:

1) l’homomorphisme long qui envoie [M ] vers la longueur de M sur A;

2) l’homomorphisme deg qui envoie [M ] vers

deg(M) :=
∑

n∈Z

n long(Mn).

Si M est un A-module non-nul dans C, alors la longueur de M sur A est non-nulle. On désigne
par µ(M) le quotient deg(M)/ long(M), appelé la pente de M . Evidemment un élément M
dans C est semi-stable pour la fonction µ si et seulement s’il existe n tel que M = Mn. On
vérifie donc que (C,E , long , deg) est en fait une catégorie de Harder-Narasimhan. Si M est un
A-module dans C, la filtration de Harder-Narasimhan est simplement donnée par la formule

FHN
λ M =

⊕

n≥λ

Mn.

Si M est non-nul, alors la mesure de probabilité associée est

νM =
∑

n∈Z

long(Mn)

long(M)
δn.

Les résultats que l’on a obtenus dans le sous-paragraphe, notamment le théorème 6.3.8 et le
théorème 6.3.17, montrent aussitôt le théorème suivant:

Théorème 6.3.18 Soient f : {1, · · · ,m} → N2 une application telle que f1 ≡ 1 et M un
A[f ]-module bigradué dont les composantes homogènes sont des A-modules de longueur finie.
Si pour tout entier n ≥ 1 on désigne par νn la mesure de Harder-Narasimhan du A-module
gradué

Mn,• :=
⊕

d≥1

Mn,d

alors la suite de mesures de Radon T 1
n
νn converge vaguement vers une mesure de Randon ν

sur R. Si de plus Mn,• est non-nul pour n suffisamment grand, la mesure limite ν est une
mesure de probabilité, et les polygones associés aux T 1

n
νn convergent uniformément vers une

courbe concave définie sur [0,1].
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Remarque 6.3.19 Soient K un corps et B une K-algèbre graduée et N-filtrée (c’est-à-dire
que le lieu de saut de la filtration est contenu dans N) qui est de type fini sur K et engendrée

comme K-algèbre par B1. On peut fabriquer une K-algèbre bigraduée B̃ en posant

B̃n,d = FdBn/Fd+1Bn.

On remarque que B̃n,• et Bn ont le même polygone de Harder-Narasimhan. Par conséquent,

si B̃ est une algèbre de type fini sur B et engendrée par B̃1,•, alors le théorème précédent
montre que les polygones de Harder-Narasimhan normalisés des Bn convergent uniformément.
Mais cette condition n’est généralement pas vraie, on peut par exemple considérer l’algèbre de
polynômes B = K[X ] muni de la graduation usuelle et la filtration telle que λ(Xn) = n − 1
pour tout n ≥ 1. Alors B est une algèbre graduée filtrée puisque

λ(Xn+m) = n+m− 1 > n− 1 +m− 1 = λ(Xn) + λ(Xm).

Par ailleurs, l’algèbre bigraduée B̃ s’identifie à l’algèbre K[T1, · · · ,Tn, · · · ], où le bidegré de Tn
est (n,n − 1), modulo l’idéal homogène engendré par les éléments de la forme TnTm. Ce n’est
pas une algèbre de type fini sur K.

6.3.3 Un calcul de la limite des polygones de Harder-Narasimhan

Dans ce sous-paragraphe, On désigne par k un corps, et par C une courbe algébrique lisse
sur k. Soit K le corps des fonctions rationnelles sur C. Soit (Ei)1≤i≤m une famille finie de
OC -modules localement libres de rang fini semi-stables. On suppose de plus que pour toute
famille (ni)1≤i≤m d’entiers positifs, le OC -module

Sn1E1 ⊗ · · · ⊗ SnmEm

soit semi-stable. Cette condition est satisfaite notamment si l’une des conditions suivantes est
vérifiée:

1) les OC -modules E1, · · · ,Em sont tous de rang 1;

2) C est un espace projectif P1;

3) C est une courbe elliptique sur k (cf. [5]);

4) k est un corps de caractéristique 0.

Soit E le OC -module somme directe E = E1 ⊕ · · · ⊕ Em. Soit B la OC -algèbre graduée
l’algèbre symétrique de E. Pour tout entier n ≥ 1, on a

Bn = SnE =
⊕

(di)1≤i≤m∈Nm

d1+···+dm=n

(
Sd1E1 ⊗ · · · ⊗ SdmEm

)⊕ n!
d1!···dm!

.

On désigne par B l’algèbre graduée sur K telle que Bn = Bn,K . Pour tout entier 1 ≤ i ≤ m
on désigne par ri le rang de Ei et par λi sa pente, et on prend une base ui = (ui,j)1≤i≤rj

de
Ei,K . On note u = u1q· · ·qum et r = r1 + · · ·+ rm le rang de E. L’algèbre B s’identifie donc
à l’algèbre des polynômes K[u]. Si α : u→ R est une application, on désigne par |α| la somme

m∑

i=1

ri∑

j=1

α(uij).

Pour tout entier n ≥ 1 on désigne par µn la mesure de Harder-Narasimhan de Bn et on note
νn = T 1

n
µn.
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On a

µn =
∑

(di)1≤i≤m∈Nm

d1+···+dm=n

n!

d1! · · ·dm!

rg(Sd1E1 ⊗ · · · ⊗ SdmEm)

rg(SnE)
δd1λ1+···+dmλm

=
∑

α:u→N
|α|=n

1

rg(SnE)
δP

m
i=1 λi

Pri
j=1 α(uij).

Par conséquent,

νn =
∑

β:u→ 1
n

N

|β|=1

1

rg(SnE)
δP

m
i=1 λi

Pri
j=1 β(uij).

On désigne par ∆ le simplexe de dimension r − 1 dans Rr (considéré comme l’espace des
fonctions de u dans R) défini par la relation

∆ := {x : u→ R≥0 | |x| = 1}.

et par Φ : ∆→ R l’application qui envoie (x : u→ R) ∈ Rr en

m∑

i=1

λi

ri∑

j=1

x(uij).

C’est une application continue. Pour tout entier n ≥ 1 soit ∆(n) le sous-ensemble de ∆ des
fonctions à valeurs dans n−1N. Alors νn est l’image directe par Φ|∆(n) de la mesure équiprobable
wn sur ∆(n). Par abus de langage on utilise encore l’expression wn pour désigner l’image directe
de wn par l’application d’inclusion de ∆(n) dans ∆. On a alors νn = Φ∗(wn). Comme la suite
de mesures (wn)n≥1 converge vaguement vers la mesure uniforme sur ∆, la limite vague ν de
la suite de mesures (νn)n≥1 existe et est égale à l’image directe de la mesure uniforme sur ∆
par l’application Φ. Ainsi la limite uniforme des polygones associés aux νn existe et est égale
au “polygone” (c’est en fait une courbe concave) associé à la mesure limite ν.

Exemple 6.3.20 On suppose que E soit la somme directe de deux faisceaux inversiblex L1

et L2. On note λ1 = deg(L1) et λ2 = deg(L2) et on suppose que λ1 < λ2. Dans ce cas-là,
∆ = {(x,1 − x) | 0 ≤ x ≤ 1} ⊂ R2 est paramétré par [0,1]. L’application Φ : ∆ → R envoie
(x,1 − x) en λ1x + λ2(1 − x). Par conséquent, la mesure limite ν est la mesure équiprobable
sur [λ1,λ2]. Soit f la fonction définie par f(t) = Eν [11{x>t}]. Alors on a

f(x) =
1

λ2 − λ1

(
(λ2 − x)+ − (λ1 − x)+

)
.

La quasi-inverse de f est donc
f∗(t) = λ1t+ λ2(1− t).

Enfin, la limite des polygones de Harder-Narasimhan (normalisés) des SnE est donnée par la
courbe quadratique

λ2x−
λ2 − λ1

2
x2.
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[29] Gerd Faltings et Gisbert Wüstholz. �Diophantine approximations on projective spaces
�. Inventiones Mathematicae, 116(1-3):109–138, 1994.
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[54] André Hirschowitz. �On the convergence of formal equivalence between embeddings �.
Ann. of Math. (2), 113(3):501–514, 1981.
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à droite, strictement, 113
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7
— inversible G-linéaire, 143
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— continue à gauche, 102
— de longueur finie, 106
— exhaustive, 101
— localement constante, 107
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—, 2
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sous-objet admissible, 121
sous-objet arithmétique admissible, 130
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2.3 Condition P3 et algébricité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



208 Table des matières
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5.2.3 Rappels sur la théorie classique des invariants . . . . . . . . . . . . . . . 147
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stabilité (au sens de la théorie géométrique des invariants) . . . . . . . . 149

5.3.2 La majoration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
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