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Preface

0.1 Generalités et motivations

Les objets étudiés dans cette thése sont des varigtesholiques de dimensidh quotients de I'es-
pace hyperboliquél® par un groupe discret sans torsion d’isométries. D'afgéhéoréme de rigidité
de Mostow [Mo, BCG], deux variétés hyperboliques de disi@m3 (ou plus) et de volume fini sont
homéomorphes si et seulement si elles sont isométrigiis&agit donc d’'objets tres rigides, et tout in-
variant métrique est automatiquement promu invariarmltapque. Malgré cela, 'ensemble des variétés
hyperboliques est d’'une richesse considérable ; la cand’hyperbolisation de Thurston [T2] (que les
arguments de Perelman démontrent vraisemblablemengieaiméme que toute variété de dimension
admet une métrique hyperbolique, sauf obstruction tapgie “evidente” (en un sens approprié).

Par exemple, Thurston a montré [T3] que beaucoup de filorésrfaces sur le cercle sont hyperbo-
liques. SoitS une surface connexe compacte orientable, de ggra@ composantes de bord, telle que
39 +n > 3. Soity : S — S un homéomorphisme tel qu’aucun ités& ne préserve une classe d’isoto-
pie de courbes simples fermées (hormis peut—étre le®eslibrement homotopes aux composantes de
bord, et celles qui se contractent en un point) : on dit quéalsse d’isotopie de estpseudo—Anosov
On définit le tore d’application

Vo = (5 x[0,1])/ ~

ou la relation d’équivalence , est engendrée pafz,0) ~, (¢(z),1) pour tout pointz de S (notons
qu'a homéomorphisme preg,, ne dépend que de la classe d’isotopieygeAlors l'intérieur deV,
admet une métrique hyperbolique compléte, de volume fini.

La demonstration (voir par exemple [Ot]), qui fait appetié profonds résultats de topologie et
d’analyse complexe, est difficile et non—explicite. Pamegke, elle ne renseigne guére sur les differents
invariants métriques d&, (volume, spectre des longueurs...). Plus généralemesgque tout résultat
explicite en géométrie hyperbolique requiert un enca@nbattirail de techniques et de formules (ha-
bituellement hérissées de fonctionssh, sinh, voire de polylogarithmes...). Méme calculer le volume
d’'un simple tétraedre est un probleme difficile. Au deé&s propriétés de la trigonométrie hyperbolique
élementaire (plane), I'un des rares énoncés exacta fsmule de Schifli [Mi2] :

Proposition 0.1.1. Soit {Q; };cr une famille diferentiable de podres compacts d&? (au sens a
les sommets suivent des trajectoiresédéhtiables et disjointes dari$?, et ai les sommets d’'une face
donree restent coplanaires). Soientt, . . ., e, les ates d&y; : on note/,;(e;) la longueur de; dans le
polyedre;, eté,(e;) 'angle dieédre inerieur de@; ene;. SiV(t) est le volume d€),, alors

av(t) 1 d
7 = —5 ;Et(el) aﬂt(el).
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La proposition s’étend naturellement au cas ou certanmsets des); sont idéaux (situés dans le
bord & l'infini 0, H? ~ S? de H?), pour peu qu’on définisse Iég(e;) en tronquant les sommets idéaux
par des horoboules arbitraires.

Décomposer une variété hyperbolique en polyedresrestidee bien naturelle, déja exploitée par
Thurston dans sa construction inaugurale du complémerdai nceud de huit [T1], et qui a été portée
avec succes dans de nombreuses directions [Gr, NZ]. Alsaies année80, Rivin et Casson ont
suggéré une nouvelle méthode pour prouver qu’une téadi@nnéd’” est hyperbolique. On peut resumer
cette méthode en trois points :

— Triangulation : choisir une décompositidn de la variétél en un nombre fini de tétraédres,

éventuellement épointés en certains sommets.

— Munir les tétraedres d’angles diedres strictemenittifsatisfaisant certaines équations linéaires

de compatibilité.

— Dans I'espacéV des combinaisons d’angles diedres qui satisfont ces tonslj trouver un point

critique p de la fonctionnelle volum® : W — R,
(Pour le dernier point, notons qu’un tétraedre hypeth@iest déterminé a isométrie pres par ses angles
diedres ; en fait les exemples traités dans ce mémoirem@teront que des tétraedidéaux dont tous
les sommets sont a l'infini — c’est-a-dire épointés).

Théoreme 0.1.2(Rivin, [R1]). Si le point critiquep existe, le recollement’ des &tragdres d’'angles
donrés parp est une va@te hyperbolique compte.

(La réciproque du théoreme est vraie : les angles d'uargulation (géodésique) d’'une variété hy-
perbolique compléte définissent un point critique de fecfmnnelle volume associée a la triangulation.
La démonstration, dans les deux sens, est essentiellemertpplication de la formule de Schlafli).

Uninconvénient de cette méthode est que chacune degtapies nécessite la connaissance explicite
d’une triangulatiorD : mener a bien ce programme pour toutes les variétés bglisables semble donc
tout a fait chimérique. Cetinconvénient est aussi umtage : en plus de montrer queest hyperbolique,
on vient d’exhiber une triangulation géométriqede V' (ce qui peut nous renseigner, par exemple, sur
le volume hyperbolique d¥).

Soit V' une variété hyperbolique a une pointe, de volume finiré\io possede une décomposition
géonetriquement canoniquB“c°™ en polyedres hyperboliques idéaux convexes : il s’agiaai&com-
position de Delaunay, duale du domaine de Voronoi relatfant idéal (le point idéal est situé a distance
infinie dans la pointe : dans ce contexte, le domaine de Vomestgarfois appelé “domaine de Ford”).
Pour construire la décomposition de Delaunay, choisssanvoisinage horoboulique simplé de la
pointe deV” (par exemple, on peut définif comme la composante non compacte dedgie finedeV,
qui est la partie d& ou le rayon d’injectivité est inférieur a une constadé&eMargoulis=s > 0 ; voir par
exemple [MT]). Lelieu (geométriquelle coupureX est I'ensemble des poinisde V' tels qu'il existe au
moins deux plus courts segmentsada H. Cet X est une union de polygones totalement géodésiques
qui constitue un rétract par déformation forteldeCette décomposition en polygones XMeléfinit une
structure cellulaire dont le dual combinatoire est, pdiniteon, la decomposition de Delaungy“co™
deV. (Intuitivement, cette notion de dual combinatoire est@mae de celle qui existe dans un complexe
cellulaire : nous donnerons dans un instant une définitafdo™ qui, au prix d’étre moins intuitive,
permet de voir immédiatement q@&“°°™ est bien définie en tant que décomposition en polyedres a
faces totalement géodésiques).

Supposons que I'on devine la nature combinatoiré>d€°™, et qu'il s’agisse d’une triangulation.
On est alors certain en principe de pouvoir mener a bierdgremme de Casson—Rivin : mieux, on peut
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espéreprouverqu’on a deviné juste et que la triangulation utilisée ésh®“°™, Par le theoréme de
rigidité de Mostow, on détient alors @°°™ un invariant topologique complet deé.

But : le propos des chapitres 1 a 3 de cette thése sera de meeeréelsuper programme de Casson—
Rivin” pour quelques exemples simples de variétes

Epstein et Penner [EP] ont donné B&°°™ une reformulation en termes d’enveloppe convexe dans
I'espace de MinkowskR?3*!. En fait, leur construction est une facon fort simple destaer que“eom
est bien définie. Par la représentation d’holonomie dérlectsire hyperbolique, le groupe fondamental
I' de V agit linéairement sur I'espace de Minkowgki+! (qui contient le modéle demi—hyperboloide
deH?), etT préserve le cone des vecteurs isotropeRtie!, que nous appellerons vecteurs lumiére. Si
I'on se fixe un revétement universéf — V, le voisinage horoboulique choi&l de la pointe définit
une famille d’horoboules d&? qui définissent a leur tour en ulie-orbite (discréte) de vecteurs lumiére
deR3*!. SoitC'  R3**! I'enveloppe convexe de cetfe-orbite : la decomposition cellulaire du bord du
polyedreC se projette alors (depuis I'origine) sur le demi—hyperindd?, puis deH? a la variétél’
pour redonner exactemeRt*™. Pour énoncer nos résultats a la partie 0.2, il impoqerala définition
utilisée soit celle d’Epstein—Penner (en particuliergliencas de variétés de volume infini).

Avant le sommaire des résultats du mémoire, rappelores/dment les principales propriétés de
la compactification de Thurston de I'espace de Teichmilled’'une surfaceS (on définitZg comme
I'espace des classes d’isotopie de métriques hyperledidiaire finie sur I'intérieur d). Les propriétés
qui suivent ne seront pas utilisées directement dans faaginé, mais permettent de brosser dans cette
introduction un contexte éclairant.

Soit PML 'ensemble desaminations mesues projectivesur l'intérieur deS (classes, pour une
relation d’équivalence legérement plus grossiére lgsetopie, de feuilletages singuliers munis d'une
mesure transverse, et dont les singularités et le comperteprés déS vérifient certaines propriétés).
Alors PML est une variété PL munie d’'une action du grodpees classes de diffeomorphismesde
préservant I'orientation (un éléementde GG agit par I'opération “pousser en avant pdr notéeg, ; on
dit queg et ¢’ appartiennent a la méme classe si on peut passer de l'anteelpar une isotopie qui fixe
le bord deS globalement). Par ailleurs; agit sur7s. NotonsB? la boule unité ouverte d&"v, etSV—1
son bord. Il existe un entieN et des homéomorphismes (identificatios)= BY et PML = SN-1
tels que I'action de7 induite sur la boule unité fermé&g de RY soit continue. Sip € G est pseudo—
Anosov, alorsy possede exactement deux points fixes, attractif et riépdéns B, et ils appartiennent
adB ~ PML. Tous ces résultats sont montrés dans [FLP]. L'existelecees laminations invariantes
est a l'origine de la terminologipseudo—Anosoven dimension quelconque, un diffeomorphisme d’'une
varieté compactg¢ : M — M est ditd’Anosov(voir par exemple [KH]) quand le fibré tangehf\/ est
somme directe de deux sous-fibi#s$, E~ normés non nuls, stables pArtels qu'il existed < A < 1
vérifiant SL]:4p||Df‘3;§ = O(A") (en dimensior2, on obtient des feuilletages non singuliers en

S

x || n—-4o0o
integrantE ™ et £7).

Le point de départ pour faire fonctionner le programme des@Ga—Rivin est le choix d’'une “bonne”
triangulation déel/. Casson lui-méme a proposé une stratégie pour triangualéore d’applicatiorl/ =
(S x1[0,1]) / ~4, 00 : S= S estun diffeomorphisme de classe pseudo—Anosov. On seedam
triangulationr de S, ainsi que son image.(7) : supposons, pour simplifier, que ces deux triangulations
aient les mémes sommets, mais n'aient aucune aréte coenfdenx arétes sont considérées identiques
si elles sont isotopes a extrémités fixées). Un chemieohianges de diagona@ntrer et . (1) est par
définition une suitdT = 79,71, ..., Tm—1,Tm = @«(7)) telle quer;, 7,11 Ne sont séparés que par un
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échange de diagonale dans un quadrilatére (la figure feprésente un tel échange, ou les sommets
ont la particularité d’étre des pointdéauy. Si I'on interprete chaque échange de diagonale comme
un tétraedre (c’'est la I'observation de Casson), ce ahel@finit alors une triangulatio®® de V. Pour
obtenir une triangulation intéressante, il est toutef@sessaire de choisiret les; d’'une maniere qui
soit “compatible” avecy : sans entrer dans les détails, disons qu’en associarg &iangulation de5

la region de I'espace de Teichmill@g de S ou toutes les arétes apparaissent “courtes”, on s’attend
a ce que pour un “bon” chemin, la suite des régions asse@éxr; dans7g ne s’écarte pas trop de
I'axe dey (cet axe est une géodésique@equi relie les deux points invariants g pour une métrique
G—invariante appropriée dg&). C’est la une philosophie générale plutdt qu’'un &@®mathématique a
part entiére. Il faut donc choisir les avec soin, mais aucun candidat unigue ne saute aux yeux.

0.2 Resultats

Le but de cette thése est de mener a bien le programme derc&sein a divers degrés pour diverses
familles de variétés, et de récolter au passage degmafitwns géomeétriques telles que la combinatoire
de D™ Les variétés étudiées seront assez simples (et lgarbglicité, connue depuis longtemps) :

— Au chapitre 1, les tores d'application sur le tore péfcéa plus petite surface “intéressante” de ce
point de vue.

— Au chapitre 2, des complémentaires d’entrelacs a denssmansS? (1a encore, une des familles
d’entrelacs les plus simples), ainsi que certains comgléaires d’entrelacarborescentgune
classe plus large).

— Au chapitre 3, des groupes quasi—fuchsiens du tore percé.

— Au chapitre 4 (collaboration avec David Futer), nous tomsvtous les complémentaires d’entre-
lacs arborescents hyperboliques (nous ne réaliserora fdalité du programme de Casson—Rivin
dans ce cas, mais seulement les deux premieres étapgmrdaithéoreme d’hyperbolisation de
Thurston [T2] suffisent pour conclure a I'hyperbolicité)

— Enfin le chapitre 5, indépendant des autres, est deatilg¥er le mystéere qui plane sur une
démonstration clé, un peu “magique”, du chapitre 3 (psitmmn 3.7.6).

Résultats de canonicié geométrique

Dans le cas présenté au chapitre 1, les choix probleoegtimhérents a la stratégie de triangulation
de Casson disparaissent : étant donné un homéomaorphisriie™ T du tore percé, la suite de triangu-
lations7; deT estcanoniqueen un sens combinatoire (cela vient du fait que le grapher@degtilations
idéales, dont les arétes correspondent aux échangemgtmele, est un arbre). On obtient donc une
triangulationcombinatoirement canoniquB“°™ de V. De fait (theéoréme 1.1.1), on peut entierement
mener a bien poub“°™ |e programme de Casson—Rivin. Aux chapitre 2 et 3, les ttitigns sous-
jacentes seront essentiellement des variante®@d&*, et jouiront donc encore de cette “canonicité
combinatoire”.

Notre premiére série de résultats peut s’énoncer cosuite

Théoréme 0.2.1.Dans tous les cas psengs aux chapitres 1 et R estégalea DE°™ ou (excep-
tionnellementh un raffinement d@%eom,
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En d’autres termes, la géométrie hyperboliqué/d&hoisit” la combinatoire la plus simple, ou en
tout cas celle a laquelle la méthode de Casson aboutiuke maturellement (voir les théoremes 1.1.2,
2.1.2,2.2.11 et 2.3.1). Pour ces exemples, le résubiitt@innu des spécialistes, mais reposait sur des
techniques hétéroclites et parfois difficiles [Ak, ASWNX2]. Pour les variétés du chapitre 2, le résultat
n'est gu'annoncé dans [ASWY3].

En revanche, le chapitre 3 démontre un résultat de la fabhe™ = D™ dans un contexte
radicalement nouveau.

La définition d’Epstein—Penner de“¢™, tout comme la définition métrique d’origine (le dual du
domaine de Ford-Voronoi), a encore un sens pour une &arigte volume infini (geométriquement
finie, pour fixer les idées). Cependant, les deux défirstiom coincident plus dans ce cas. La construc-
tion d’Epstein—Penner (que nous adoptons désormais catanda définition deD“°°™) définit une
décomposition déint érieur du coeur convexe dé Le dual du domaine de Ford-Voronoai, lui, ne com-
prend plus qu’une partie des cellules B : plus exactement, il comprend les cellules qui pro-
viennent de faces de type espace dA#S' (faces sur lesquelles la restriction du produit lorentzien
R3*! est définie positive).

Cette généralisation de la construction d’Epstein—Bean cas de volume infini est due a Akiyoshi
et Sakuma [AS]. Avec Wada et Yamashita [ASWY?2], ils ont pspone séduisante description conjec-
turale de la combinatoire d@“¢°™ dans le cas olr = H?/T" avecI un groupe quasi—fuchsien du tore
percé (sous-groupe discret et geométriquement finiateigH?) librement engendré par deux éléments
dont le commutateur est parabolique).

Rappelons [S4] que le bord du cceur convexd/dest muni de deux laminations mesurées de plis-
sage, dont les classes projectives définissent des oliitgini de I'espace de Teichmillef; ~ H?
deT'. Ces deux points remplacent les points fixes de 'homéohiemme pseudo-Anosoy : T — T
du chapitre 1, et dés lors on construit une triangulationltioatoireD“ " selon le méme procédé (de
Casson). La triangulatio®“°™" est canonique en un sens combinatoire, par rapport aux adonis
de plissage du bord du cceur convexe. Peut-on ra@lfi#"® pour en faire une triangulation totalement
géodésique de l'intérieur du cceur convexe (sans reewvkosientation d’aucun tétraedre) ? Le théoreme
principal du chapitre 3 donne une réponse affirmative :

Théoreme 3.1.1 Si V est l'intérieur du cceur convexe d’'un groupe quasi—fuchsien du toreepéa
triangulation iceale D™ de V n’est autre que la version totalemeréaresique deDomb,

Ce résultat, qui s'accompagne de la preuve de plusieuieatares faites dans [ASWY2], est nou-
veau : c’est apparemment la premiere description connuPd€” pour une variétd” a bord, dont
le bord est une surface plissée de plissage irrationneis Ba casP“c°™ est infinie, mais de volume
fini. Les tétraédres d®Geom qui sont en nombre infini, deviennent donc infiniment platenéni-
ment étirés, et leurs volumes infiniment petits : il eskeadsappant qu'on puisse néanmoins “deviner”,
synthétiquement, la nature @& com = pComb,

Théoreme des laminations de plissage

Divers auteurs [Jg, MSW] avaient déja noté que I'espae® gtoupes quasi—fuchsiens se laisse
décrire en bien plus grand détail lorsque la surface gmente est le tore peré® — comme le com-
plexe des courbes simples ferméegdest dual d'un arbre planaire, une approche combinatoinepdit e
cite est possible. Comme les groupes quasi—fuchsiener(dafions de groupes fuchsiens de surfaces)
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constituent eux—mémes une famille fondamentale d’exesnghé groupes kleiniens de volume infini, les
groupes du tore percé sont ainsi devenus un “terrain dargment” fort apprécié pour des travaux a la
visée ultime plus large : on pense par exemple au travail idskyl [Min] sur les invariants de bouts, qui
put déboucher sur la preuve [BCM] de la Conjecture des latiuins de bout de Thurston. De méme,
Caroline Series [S4] a pu démontrer la Conjecture des latioims de plissage de Thurston dans le cas
du tore percé :

Théoreme 0.2.2Series) Un groupe quasi—fuchsien du tore perest uniguement et confiment @ter-
ming, & conjugaison p&s, par les laminations meses de plissage de son cosur convexe.

Le cas général, ou le tore percéest remplacé par une surface quelconque, semble posesirttegr
difficultés techniques. Les questions d’unicité et detioniité sont étroitement liées : le cas général est
équivalent a I'enoncé suivant, a la simplicité tregnpe.

Conjecture 0.2.3(Thurston) Soit Q.F I'espace des groupes quasi—fuchsiens sur une surfacetéshn
(de caracéristique d’Euler @gative), et soitM L I'espace des laminations megas surS. L'applica-
tion de plissagef : QF — ML x ML (qu'on sait continue) admet en tout point une section lacale

Ici ML admet une structure de variété PL (définie par exempleenes de réseaux ferroviaires
sur.S, voir [PH]). Bonahon et Otal [BO] ont décrit 'image dg& et montré qu’un couple de laminations
rationnellesa bien un seul antécédent (au plus) par

Dans le chapitre 3, nous montrons que l'intérieur du ccenvexae d’un groupe quasi—fuchsien du
tore percé admet toujours une triangulation idéale (o&1 décomposition legéerement plus grossiere)
pComb — pGeom qj refléte aussi bien lgéonétrie intrinséque du ceeur convexe quetambinatoirede
ses plissages de bord, chacune d’une maniére aussi sitrfipiele qu'il est permis d’espére la clef,
on obtient un contrdle géométrique suffisamment époiir redémontrer le theoreme 0.2.2 (corollaire
3.9.9).

0.3 Esquisse des@monstrations et commentaires

Vari étés de volume fini

SoitT := (R?\.Z?)/Z? le tore percé muni de sa structure différentielle et dedittation induite par
R2. Alors 77 est identifié au plan hyperboliqu&® muni de I'action deii ~ SLo(Z) par isométries, et
PML s'identifie a0H? ~ PR en associant a tout feuilletage du tore percpesate(tout relevé d'une
feuille aRR? . Z? est une courbe infinie qui reste a distance bornée d’unguaniroite vectorielle de
R? : c’est la pente de cette droite qu'on associe au feuilldta@emarquons que dans le casTela
compactification de Thurstai2 = H2 U P'R de I'espace de Teichmiiller est une variété differdagia
(et pas seulement PL) a bord.

Considérons un diffeomorphisme : T — T qui préserve l'orientation : on assimile la classe
d’isotopie dey a un éléement d&'Lo(Z) (qui agit par I'action linéaire quotient sur). On voit alors
facilement que I'applicatiop est pseudo—Anosov, pour la définition du 0.1, si et seulésides valeurs
propres dep sont réelles et distinctes. Au chapitre 1 nous montrersuisant le programme de Casson—
Rivin exposé au 0.1, le résultat que voici.
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Théoreme 1.1.1[Thurston].Sip a deux valeurs propreseelles distinctes, alors le fibren tores peies
V., admet une i@trique hyperbolique comgle de volume fini.

Comme a la partie 0.1, la triangulati@f°"* que nous choisirons pou, proviendra d’un chemin
en triangulations d€", plus exactement une géodésique dans l'aibrées triangulations (en effét
sera naturellement plongé dafis = H?, et la géodésique reliera les points a I'infini fixés par De
fagon équivalenteD ™’ sera dictée par une certaine “forme normale” de I'éléngede S Ly (Z) (cette
forme normale reflete I'unicité des chemins dans 'arbije Nous donnerons alors une démonstration
spécifique @™ du théoréme 0.1.2 de Rivin. Pour montrer que le théor&applique, il nous restera
alors a rechercher un point critique du volume : nous nome@atrerons sur le maximum absolu (la
fonctionnelle volume se trouve étre concave), et il suffieamontrer qu'il s’agit d’un point intérieur —
c’est-a-dire que tous les tétraedres sont “non dégeri’(n’ont aucun angle diedre nul). Il s’agit, mora-
lement, de prouver un certain nombre d'inégalités (&sic Exclure les dégénérescences les plus faciles
nous permettra d’avoir une métrique hyperbolique au m&insine partie de la variéig, : puis nous rai-
sonnerons sur cette métrique pour prouver des inégdtités fines et exclure d’autres degénérescences,
et ainsi de suite.

Une foisDC°™" réalisée géomeétriquement, nous pourrons montrer le

Théoreme 1.11.JAkiyoshi, Lackenby].Pour V,,, on aDC°mb = pGeom,

Nous verrons a la partie 1.11 que cet énoncé se rameénsiinple calcul (une fois quUP“eo™ a été
devinée!). Soien\ = a6 et A’ = vde deux tétraedres idéaux @& (donnés par leurs sommets
a,...,e € PIC), ayant une face commuri®/§ et se projetant sur deux tétraédres adjacentg dgour
un revétement universel fix@® — V.,). Fixons un voisinage horoboulique simple de la pointé/de
Alors «, . .., e déterminent naturellement (voir I'introduction du 1.1dBs vecteurs lumiére, . .. ,e du
cone isotrope de I'espace de MinkowsKi+!. Pour montrer la propriété de convexité d&is !, il suffit
de s’assurer que vus depuis l'origine, les tétraedreseadibed et bede forment un angle diedre saillant.
En d’autres termes, il faut montrer quellglan affinell passant pab, c, d (vu depuis I'origine) masque
la droite passant par, e : Soit, en termes algébriques, que

Pb+ Qc+ Rd=Xa+ (1 —X)e entraineP +Q + R > 1

(noter que I'équation de gauche admet toujours une uniqligian, pour laquelldd < A < 1 : en
effet 'nyperplan vectoriel d®3*! contenanil sépare: dee, parce que le plan hyperbolique contenant
8,7, 6 separex dee). Voir la figure 0.3.1. La triangulatio®“ ™ de V., se releve alors a un complexe
localement convexde I'espace de Minkowski (la propriété ci-dessus eséglité de convexité) ; il suffit
alors de vérifier qu’on retrouve bien la la définition ddEgin—Penner de la décomposition de Delaunay
DGeom.

A nouveau, montre® + Q + R > 1 relévera d’un raisonnement géometrique BYr d’ailleurs
essentiellement le méme que dans la preuve du théordmig(femme 1.8.2 et proposition 1.11.4 — une
propriété qui avait intrigué Jgrgensen).

Au chapitre 2, nous étudierons les entrelacs a deux pamstel entrelacs s’obtient a partir d'une
tresse al brins en connectant deux par deux les extrémités ingjamsi que les extrémités finales, des
brins (figure 0.3.2 — le lien entre fibrés en tores percésédilen sphéres a quatre trous, et tresses a
quatre brins sera détaille a la partie 2.0.1). Les ficéors des noeuds ont observe, a la suite de Schubert
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Fic. 0.3.1 — Propriété de convexité dans I'espace de MinkoR$*! (vue schématique).

[S3, Con, Mu], que les entrelacs a deux ponts ont une steictombinatoire particulierement simple
(notamment, deux tels entrelacs sont homéomorphes suksnsent si les tresses sous-jacentes sont
identiques, a des transformations “évidentes” preg)[I3e fait, le complémentaire d'un entrelacs a
deux ponts dan§® admet une décomposition en tétragdres ideRGL™ trés semblable a celle du
chapitre 1, pour laquelle nous ménerons a bien le progemenCasson—Rivin et montrerons que, la
encore DComb — pGeom

P000550) PO C

J

Nceud a deux ponts Nceud a deux ponts augmenté

FiG. 0.3.2 — Noter les disques a deux trous dans le compléimeniianceud aumenté.

Une variante supplémentaire consiste a ajouter autolmmet/ou I'autre des extrémités de I'entre-
lacs a deux ponts une composante non nouéegcditgposante d’augmentatigfigure 0.3.2 — on par-
lera d’entrelacs a deux porasigmeris. L& encore, nous trouverons une triangulation natufefie”?,
menerons & bien le programme de Casson—Rivin et mongrepeeD¢ " = D™ De plus, chaque
composante d’augmentation définit un disque a deux ffbftspologiquement, une sphére a trois trous),
gui doit automatiquement &tre totalement géodésique lpanétrique hyperbolique. Nous pouvons cou-
per les complémentaires de plusieurs entrelacs a deus pogmentés le long de ces spheres a trois
trous, ..., X%, etles recoller isométriquement deux par deux comme bos semnble : nous verrons
(theoreme 2.3.1) que la variété obtendeest automatiquement munie, par cette construction, diimne t
angulation idéale noteéB{?™?, et queD{™" est (un raffinement de) la decomposition géométriquémen
canoniqueD§Fom.

La classe des varietéd que I'on peut obtenir de cette maniere comprend en pasdictdus les
complémentaires dhtrelacs arborescents totalement augragniine certaine sous—famille des entre-
lacs arborescents étudiés au chapitre 4 (voir la rematu8). Cette famille a notamment la propriété
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gue tout complémentaire d’entrelacs arborescent stabpiar remplissage de Dehn entier a partir d'un
complémentaire d’entrelacs arborescent totalement anggnNous pouvons résumer les résultats du
chapitre 2 (pour I'essentiel) comme suit :

Théoreme. Si M est un com@mentaire d’entrelacs arborescent totalement augidanss? et D{
la triangulation iceale ckcrite ci-dessus, alor®{™" est un raffinement dB§co™.

Groupes quasi—fuchsiens du tore pere

Les auteurs de [AS] ont montré que pour une variété hypiepe M/ = H?/T" géométriquement
finie mais de volume infinip©c°™ est susceptible de comportements étranges : voici uesdfigils ont
dressée des bizarreries possibles.

i — Certaines face$’ dansR3*! peuvent &tre de type lumiére ou de type temps (la resmiétiF’ du
produit lorentzien n’est pas définie positive) : les celtutorrespondantes dams n'ont pas de
contrepartie duale dans le domaine de Ford—Vorondilde

i — La décompositiorD“°™ pourrait étre localement infinie (on ignore si cela arrigellement, mais
les auteurs de [AS] utilisent une définition spéciale dese$F C R3*! pour ménager cette
possibilite).

iii — Lintérieur de certaines cellules d2“¢°™ peut avoir un groupe fondamental non trivial.

iv — L'union des cellules d®%°™ dansM n’est qu’un sous—ensemble dense du cceur convexé,de
et contient 'intérieur’/ de ce coeur convexe.

v — Lenveloppe affine de certaines facEsC R3T! peut contenii0 : dans ce cas la projection de
F a M a pour dimension diff’) — 1 et se trouve contenue dans le bord du coeur convexe de
M. Au chapitre 3 nous ignorerons délibérément de tellesdaditesnvisibles et considérerons
simplementD“¢™ comme une décomposition de l'intérieldrdu coeur convexe df .

SiT est un groupe quasi—fuchsien du tore percé, les faceshiagssont exactement décrites dans
[AS], auquel nous renvoyons pour plus de détails. L'un déaréts de la description complete@&geo™
gue nous obtenons est de montrer que la bizariiemie se produit pas. Il serait extréemement intéressant
d’étendre ce résultat a tous les groupes kleiniens.

Formulons par avance quelques remarques quant a lagserdtdémonstration des théoremes 3.1.1

et 0.2.2 cités plus haut :

— Il s’agit d’appliquer le programme de Casson—Rivin & uiaulation infinieDc°m?,

— Comme au chapitre 1, le chemin);cz en triangulations d& sous-jacent D" (défini cette
fois en termes de laminations de plissage) permet de défigrfamille de tores percés plissés
{T;}icz dans la variétd : la surfaceT; est plissée selon les arétesrleLesT; seront plongées,
ce qui est relativement inhabituel dans les demonstrafimisant appel a des surfaces plissées.

— Afin d’appliquer le théoréme 0.1.2, nous chercheronsaintgui soit critique pour la fonction-
nelle volume au sens suivant : pour toute déformatierportant que sur un nombre fini d’angles
diedres le volume ne change pas a l'ordre

— Il existera des combinaisons d’angles dont le volume éisii in- chercher comme point critiqgue
le maximum absolu serait donc absurde. Pour remédier ataetle fait, nous rechercherons le
maximum absolu sur un domaine restreint.
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— La restriction refleterdlintensité des plissages d@V’ : comme les angles diedres des tétraédres
de D™ determineront des mesures de plissag@our les surface§; (ici, \; est définie par
exemple sur I'ensemble des courbes simples fermées dansfée intrinsequé’;, et prend ses
valeurs dan®), nous imposerons

AT <\ < AT

pour touti € Z, ouA~, At (supposées données) sont les mesures de plissageya@gabositive,
des deux composantes du bordide

— Montrer la conjecture 0.2.3 dans le cas particulier du pareé (et donc le theoreme 0.2.2) re-

vient a montrer que le groupe que nous construisons dépentihliment des laminations de
plissageA™, \~. Cette propriété découlera du principe heuristiquevasii : quand les\* va-
rient continment, le domaine sur lequel on maximise lacfionnelle volume varie lui aussi
continment. La position du maximum (qui détermine langée de la variété) varie donc, elle
aussi, continment. Bien sir, la triangulation elleaneg objet discret, varie de fagcon violemment
discontinue : il faut donc travailler un peu pour donner umssarécis a ce principe heuristique !

Enfin, nous étendrons partiellement le théoreme 3.1xZgeaupes du tore percé non quasi—fuchsiens
(géométriguement infinis), en interprétant les lamora de bout comme des laminations de plissage
irrationnelles d’intensité infinie. L'extension ne seraegpartielle a cause de la difficulté de montrer
I'unicité d’'un groupe de laminations de plissage donnéesme dans la conjecture 0.2.3.

Le long projet de monographie [ASWY3] étudie les groupeasifuchsiens du tore percé sous
I'angle de leur domaine de Ford—\Voron®i en classifiant les manieres dont la combinatoireFdeeut
changer lorsque le groupe quasi—fuchsien varie continfingoulignons le caractere radicalement op-
posé de I'approche présentée ici : nous commenconsepalier des tétraedres idéaux hyperboliques
satisfaisant certaines contraintes (refletant le plssagis montrons que leur unioll” est l'intérieur du
coeur convexe d'un groude etenfinquel’ dépend continliment des contraintes d’origine.

Entrelacs arborescents

Le chapitre 4, article rédigé en langue anglaise en cotktion avec David Futer, est une applica-
tion partielle du programme de Casson—Rivin aux compléanes d’'entrelacs arborescents. Au lieu de
montrer que I'espacB” des combinaisons d’angles dieédres contient un pointjaetide la fonctionnelle
volume, on se contente de montrer difeest non vide. Par une légére généralisation (théerdr.1)
d’'un théoreme de Lackenby [L1, partie 4], cela suffit powryver que la variété est hyperbolique — en
utilisant bien sar le theoreme d’hyperbolisation de fEbon.

Plus exactement, pour appliquer le théoreme d’hypesatdin, il faut montrer qu'il n'y a pas de
surfaces essentielles de caractéristique d’Euler pegitns la variété : a cette fin, nous développons une
théorie des surfacasormales par rapporf une certaine @composition de la vaié. Les pieces de la
décomposition qu’on se donne peuvent étre toutes sinquidses compliquées, ce qui rend la théorie
assez souple : étant donné un entrelacs arborescenpoumns décomposer son complémentaire d’'une
maniere adéquate et détecter la présence (ou I'absdacrfaces essentielles.

L'énoncé exact que nous montrerons (théoreme 4.1t5)rescaractérisation, explicite et algorith-
mique, des entrelacs hyperboliques au sein de la famillenieslacs arborescents (nous renvoyons au
texte [définition 4.1.4] pour la terminologie). Ce réatilést connu, mais la démonstration pré—existante
s'étend sur plusieurs articles et/ou références nofigas[BS, Oe, W4, Me]. Bonahon et Siebenmann
ont obtenu a la fin des anné&d un théoreme plus fort (classification compléte des éadsearbores-
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cents), et leur projet de monographie sur le sujet [BS¢argormellement diffusé et cité a de nombreuses
reprises.

Le chapitre 5 est logiquement indépendant du reste du rinén®n y définit une famille de po-
lyndmes de Laurent indexée ddh's) qui généralise les nombres de Markoff et se trouve lievariété
des caracteres du tore percé. Nous décrirons exactaquels mondmes apparaissent dans chaque po-
lyndme et montrerons que tous les coefficients sont desrerdtirictement positifs, propriété dont un cas
particulier est utilisé au chapitre 3 (proposition 3.7.6)

En particulier, on obtient une famille de cartes globalesaefpace de TeichmulleF; du tore percé,
pour laquelle les changements de carte sont des polynéeresudent a coefficients positifs. Ces résultats
peuvent étre rapprochés de I'esprit, sinon des méthded&Z], ainsi que des travaux qui tournent autour
de [FG].

Dans tout ce mémoire, le symbole-™ est précédé (respectivement, suivi) de deux points (esp.
=:) quand I'égalité sert de définition au membre de gaucksp(rde droite).
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Chapitre 1

Triangulations canoniques des fibes en
tores perees

1.1 Introduction

Soit T := (R? \ Z?)/7? le tore percé muni de sa structure différentielle et d’orientation. Le
groupeG des classes d'isotopie de diffeomorphismes orieptes” — T' (ou groupe des classes de
difftomorphismes d&’) est identifie & ~ SLy(Z), donc toute classky] € G admet un couple bien
défini de valeurs propres dafis Définissons Idibré en tores peies

V, =T x[0,1]/ ~

ou ~ identifie (x,0) a (¢(x),1) pour toutz deT'. Alors V,, est une variété differentielle orientée de
dimensiors, bien définie a diffeomorphisme pres. Le théoremepérbolisation de Thurston [Ot] admet
comme cas tres particulier le

Théoreme 1.1.1.Si ¢ a deux valeurs propreseelles distinctes, le fibren tores pefesV,, admet une
métrique hyperbolique comgle de volume fini.

Dans ce chapitre nous demontrerons le theoreme 1.1.dgsaméthodes élémentaires et, dans une
certaine mesure, constructives. La stratégie consistéhdoer une triangulation totalement géodésique
DComb  canonique en un sens combinatoire, qui decomppsn tétraedres idéaux (tétraedres hyperbo-
liques dont les sommets sont & 'infini). Nous montrerorsuéa queD“°™ posséde une remarquable
propriété géométrigue :

Théoreme 1.1.ZAkiyoshi). La triangulationD¢°™® est geonétriquement canonique, c'eatdire duale
du domaine de Ford—VoroindeV,.

D’un point de vue combinatoireD¢°™ (appelée parfois la triangulation de Floyd-Hatcher ou de
monodromie — voir [FH]) est construite en exprimant un dartonjugué dety comme un produit
de matrices de transvection positivéﬂant donnée une triangulation combinatoire de cettee stat
probleme consistant a la rendre hyperbolique se gresso moda deux approches. La premiére reléve
de I'analyse complexe, est explicite et “locale” : calcudshdrapports, d'isométries hyperboliques parti-
culieres, etc (voir par exemple [NZ]). La seconde, deatiabord par Rivin, Casson, et Colin de Verdiere
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[R1, Col], est “globale” et releve de I'analyse réelle upoendre la métrique compléte, on tue son holo-
nomie en maximisant le volume hyperbolique total (mais iltpeavoir des obstructions combinatoires).
Dans le cas dé&,, la combinatoire deomb est suffisamment simple pour nous permettre de faire in-
teragir explicitement les deux approches, débouchant’stifes résultats a “moyenne portée” (partie
1.8). Le principe qui sous-tend de tels résultats est qle structure de plus grand volume n’est pas
complete, elle doit neanmoins étre complete en émplolpart des endroits, ce qui nous autorise a faire
sur elle des raisonnements métriques pour prouver lemlités nécessaires et lever les “obstructions
combinatoires”.

En combinant les méthodes de [ASWY1] et de [Min], profonésuttats sur la frontiére de I'es-
pace des groupes quasi—fuchsiens, Akiyoshi a demontin@deéme 1.1.2 dans [AK]. Lackenby [L2], en
supposant I'existence de la métrique hyperbolique (dertbéoreme de Thurston), a retrouvé le méme
résultat par la théorie des surfaces normales. La dé&mnabios proposée ici ne fait en revanche appel a
aucun résultat extérieur. Parmi les autres réfereatreiiement liees a ce sujet, signalons le joli article
[ASWY?2], qui expose et développe le travail de Jargenseleseexemples compilés dans [AH], [He] et
[Ko].

Laréciproque du théoreme 1.1.1 est vraie. Si la trade I'application de monodromig appartient
a{—1,0,1}, alors[yp] est d’ordre fini e/, est un fibré de Seifert. $i= +2, alorsy préserve une courbe
simple ferméey (parallele a un vecteur propre rationnelgledans le tore percé, etdéfinit un tore (ou
une bouteille de Klein) incompressible da¥is. Dans chacun de ces cas on obtient une obstruction a
I'existence de la métrique hyperbolique.

Notre démonstration du theoreme 1.1.1 traitera pradeiment du cas ou les valeurs propresdent
positives. Le cas négatif n’est qu’une variante mineurep@rticulier,V_, peut s’obtenir en décollant
les tetraedres métriques tig et en les recollant d’'une maniere legerement diffaent

La partie 1.2 est standard et rappelle la classification Beses de conjugaison &d.»(Z) afin de
définir la triangulationD®°™*. Cette derniére est étudiée en détail dans les partBest1l.4. On munit
Db d'angles diedres strictement positifs (c’est-a-dirard “structure hyperbolique linéaire”) a la
partie 1.5. La partie 1.6 explique quel réle joue la maxaticm du volume (elle redemontre donc dans
ce cas particulier le theoreme 0.1.2), ce qui permet dietrias cas faciles a la partie 1.7. La partie 1.8
présente le lemme géométrique essentiel pour I'asszalt fnené a bien a la partie 1.9. La partie 1.10,
logiqguement indépendante du reste du chapitre, est c@esaain exemple numérique. Un simple calcul
permet, a la partie 1.11, d’aboutir au theoreme 1.1.2usnerrons que l'inégalité clé est de nouveau
donnée par le lemme géomeétrique de la partie 1.8.

1.2 Classes de conjugaison darsl.»(Z) et triangulation de Farey

Proposition 1.2.1. Soity unéléement de5Ly(Z) qui pos&de deux valeurs propres distinctes datis.
La classe de conjugaison gedansS Ly (Z) contient urélément de la forme

1 (1 a 10 1 a 10 1 ap 1 0
Apd _<0 1)\ 1) \o 1)\ 1) N0 1)\b, 1
oun > 0 etallesa;, b; sont des entiers strictement positifs. De plus, le membuwdralee est unique

0 1/)\b
tels facteurs est ualement de5'L,(Z) avec deux valeurs propres distinctes da&is. O

a permutation cyclique @s des facteur{ ! ai) ( ! [1)> Réciproquement, tout produit non vide de
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Nous esquissons une preuve de ce fait populaire, prinaigaleafin d’introduire lanot cycliques?
associé g. Cette esquisse, ainsi que le contenu des parties 1.3 eli hdus définirons la triangulation
DComb de V., rejoint I'exposition originale de Floyd et Hatcher [FHpjicgtudient les surfaces normales
de D™ pour classifier les surfaces incompressibled/de

L'implication réciproque est facile a voir (vérifier splement que la trace est strictement supérieure
a2); nous nous concentrons donc sur I'implication directe.

Considérons le modele du demi-plan supérieur pour éesphyperboliquél?, muni de la triangula-
tion de FareyF (le triangle idéab1co et toutes ses images par réflexions successives par rappest
cotés). Nous identifion®S Ly (R) au groupe des isométries HE par 'intermédiaire de I'isomorphisme

U défini par
a b dz +c
W( Q-ZHW-

(Avec cette convention legerement inhabituelle, lesg®des vecteurs propres dlesont les points fixes
de W (M), plutdt que leurs inverses). On sait que le groupe desdsees orientées d&? qui préservent
F est alors identifié &5 Ly (Z).

Soit A la droite hyperbolique orientée qui va du point fixe réguds ¢ au point fixe attractif. Alors
A traverse une infinité de trianglés. . t_1, to, t1, t2, ... ) de F, ou “triangles de Farey”. On peut formel-
lement écrire un mot bi-infini
Q=...LRRRLLR...

ou lak-eme lettre esi? (resp.L) si et seulement si la droit& ressort de;, par le coté situé a droite
(resp. a gauche) du coté ou elle entre. On dira fjueurne a droite (resp.tournea gauché ent,. Le
mot {2 contient au moins u et un L, parce que les extrémités desont distinctes. L'image dg par
© est un certaint,,, (m > 1), etQ est périodique de période.

A présent, définissons les matrices de transvection atend

() o=(1Y).

Ces matrices définissent des transfomations parabolid@®8 qui fixent respectivement les poiniis
et co. Soit M n’'importe quel sous-mot d@ de longueurn : nous regardond/ comme un produit de
matrices de transvection standard, et donc comme un étéuees Lo (Z). En étudiant I'action de? et
de L sur F', on voit alors facilement que et M sont conjuguées darf3SLs(Z), et donc dans’ Lo (Z)
puisque toutes deux sont de trace strictement positivgidtence desa;, b;) est demontrée.

On vérifie I'unicité de la maniére suivante : d’'une partpst ¢’ sont conjugués, il y a un élément
de PSL4(Z) (respectanf’) qui envoie I'axe dep sur I'axe dey’, doncy ety’ définissent le méme mot
Q) a translation prés. D’autre part, en considérant kactie R et deL surH?, on voit qu’un produit de
matrices de transvection standard (comme dans I'énoadé proposition 1.2.1 définit toujours le mot
Q= RuLb R LP répété indéfiniment.

Dans le langage de la proposition 1.2.1, on peut montrer @aite(ay, b1, ..., a,,by,) est (une
puissance de) la période de la decomposition en fractatirue de la pente du vecteur propre dilatant
dey. Le mot() sera vu tantdt comme étant infini et périodique, tantdhime étant fini et cyclique, selon
le contexte.



1.3 Latriangulation canonique

1.3.1 Echanges de diagonale

Il existe une autre interprétation bien connue de la tiigatgpn de Farey” du plan hyperboliquél?.
Par I'identification canoniquél,(T,Z) ~ 72, ouT est le tore percé défini dans I'introduction, chage
nombre rationnel dans le bofl = R U {oo} de H? peut étre vu comme ungente c’est-a-dire une
classe d'isotopie de droites proprement plongées @amdlant du trou au trou. L'action d&L,(Z) sur
@ caoincide avec 'action du groupe des classes de diffeomorphismesideur les pentes rationnelles.
Deux rationnels sont reliés par une aréte de la trianignlate FareyF' si et seulement si les courbes
correspondantes dafis sont homotopiquement disjointes. Les facesFequi possedent trois arétes,
correspondent exactement aux classes d’isotopieiategulations ickalesde T : toute triangulation de
cette sorte possede un sommet (le trod Yigrois arétes, et deux triangles (adjacents le long dewia
des arétes). Lorsqu’on passe d’'une faceFda une de ses voisines, exactement un sommet de Farey
est remplacé par un autre, ce qui dans les triangulatioffsagsociées signifie gu’exactement une aréte
est remplacée. On voit que la triangulation subit alor€dnange de diagonaleeffacer une aréte,
de maniere a libérer un quadrilatégedont e était une diagonale, puis insérer dap$autre diagonale
(figure 1.3.1).

FiG. 1.3.1 —A gauche : un échange de diagonale dange trou deT est dans led coins), associé
aux triangles de Farey adjacentdoc0 et 1000. A droite : interprétation de cet échange de diagonales
comme un tétraedre idéal, dont on a ici tronqué les sainfgese).

1.3.2 Tetraédres

Comme auparavant, sgitun élément de&f L, (Z) qui admet deux valeurs propres distinctes dahs
Dans I'esquisse de preuve de la proposition 1.2.1, noussantroduit les triangles de Farey, t1, . . .
traversés par I'axd dey. Au vu de ce qui précede, cette suite de triangles défimidhemin en triangu-
lations du tore perc& séparées par des échanges de diagonales (sans retauriee), partant d’'une
triangulation (associéetg) pour parvenir a son image pax (associée &,,).

Plus précisément, lorsque la droite orientedraverse une aréte de la triangulation de Farey,
recoit naturellement une orientation transverse. Nous/guas donc définir la triangulatiosugerieure
(resp.inférieure 7 (e) (resp.7—(e)) du tore percé&’ comme étant celle associée au triangle de Farey
traversé juste apres (resp. juste avant) I'atétdn échange de diagonale sépare les triangulatiofs)
et7,(e). Un tétraédre idéal est par définition un espace diffégphe a un tétraédre idéal hyperbolique
(topologiquement c’est un tétraédre compact auquel @@ a€s sommets). Nous pouvons immerger un
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tel tétraeédreA(e) dansT' x R : le bord de I'image immergée d&(e) est constitué de deusurfaces
plissees(supérieure et inférieure) homotopes a la fibret triangulées selon, (e) etr_(e), respective-
ment (figures 1.3.1 et 1.3.2). Limmersion est un plongensemnt’intérieur deA(e), mais deux paires
d’arétes opposées d&(e) subissent des identifications.

Q-

FIG. 1.3.2 — Quatre copies du tétraedx¢e) dans le revetemeriR? \ Z?) x R deT x R.

A présent, siA traverse les arétes de Fargye; 1, ..., nous pouvons recoller la surface supérieure
du tétraedre\; := A(e;) ala surface inférieure d&, ; dansT" x R, parce que (e;) = 7—(e;j+1). Nous
obtenons de la sorte un empilement bi-infini de tétraedfesg;,. Pour toutN > 0 I'espacelUy :=
UiN: _n Aj est un rétract par déformation forte @ex R. Pour N assez grand,/y est homéomorphe
aT x [0,1] : il n’en saurait étre autrement que si tous Iespour —N < i < N ont une aréte en
commun; or toute aréte de tout tétraedre n'est partagée que par un nombre fini d’autres tétraedres
A; (consécutifs), parce que pour tout sommet de Fareseules un nombre fini d’arétes de Fargy
bordent des triangles ayantcomme sommet (et ces sont consécutives). Par conséquent, I'espace
U = U;ez Ai €st homéomorpheE x R. Sim est la période du mde, il existe un homéomorphisme
orienté® deU, agissant palp] sur le facteurl’, qui envoieA; sur A, pour touti. Le quotient//®
est une variété (homéomorpheld), naturellement triangulée en tétraedres idéaux.

La figure 1.3.3 illustre aussi une fagon d'interpréter egtrices de transvection standaidet L
directement comme des ajouts de nouveaux tétraedresifpammeédiaire d’échanges de diagonale sur
les faces supérieures).

—\1 1

— .
1 1
(o 1)

FiG. 1.3.3 — Ajout d'un tétraédre, vu dans le reveten@m . Z?) x R.




1.4 Combinatoire du torea l'infini

La variétéV,, est naturellement homéomorphe a l'intérieur d’uneatarcompacte a bord, notég
et définie comme un fibré sur le cercle dont la fibreZést §, oué est un voisinage régulier du trou de
T.

Le tore a l'infini de la variétéV,, est par définition le bord d&,, a savoir un tore topologique.
Les liens des sommets des tétraediedournissent une triangulatiod du tore a I'infini en un certain
nombre de triangles topologiques. Dans cette partie ningsols la combinatoire dd.

Chaque sommet de correspond a une aréte d commune a un certain nombre de tétraedres
consécutifsA;. Cette aréte, par sa pente dans le tore p&icéorrespond a son tour a un sommet de
Farey commun a un certain nombre de triangles de Fareyecotifs. L'union de tous les triangles de
Farey adjacents a un sommet donnfdrme unéventail Siv apparait comme un sommet de triangles
visités par la droite\, I'une des deux choses suivantes doit se produire imne@deit apres qua
pénetre I'eventail : ou bier tourne une fois a droite, puis un certain nombre de foigifayellement
nul) & gauche, puis a droite pour sortir de I'éventail bien la méme chose est vraie en échangeant les
mots droite et gauche.

Par conséquent, les sommetsAleorrespondent exactement aux sous-motQ de la formeRL*R
ou LR*L (ou* > 0). Chaque sous-mot de cette forme correspond en fait a deomsts de4, parce
gue les arétes des téetraedresont deux extrémités.

/Z\ apex

¢ A B C D A

FIG. 1.4.1 — Le lien de la pointe.

De plus, chaque tétraedre;, possédant quatre sommets, verse une contribution deegtiangles
a.A. En regardant un sommet (c’est-a-dire un trou) du revéte(R? \ Z2) x R deT x R avec I'image
immergée de\;, on vérifie (Figure 1.4.1) que chacun des quatre trianglesgrle exactement un sommet
gui n'est commun a aucun des trois autres : ce sommet slagpbexdu triangle, et le cdté opposé
s’appelle labase Les quatre bases forment une ligne brisée de quatre seggrest un lacet faisant
le tour du trou, et les quatre apex pointent alternativerders le haut et vers le bas dans le fact&ute
T x R. Ces chaines de quatre triangles doivent &tre empiéiesres sur les autres tout en respectant
la combinatoire décrite préecédemment au niveau des stsaie résultat est montré sur la figure 1.4.2,
ol le mot sous-jacer? est... R*L*R*L* ... (alire de bas en haut). C’est le moment de faire quelques
remarques.

Premiere remargue : nous avons margué;, z; les secteurs angulaires des triangles correspondant a
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FIG. 1.4.2 — La triangulatiotd du tore a I'infini.

(sur la figure 1.4.2, l'indicé est remplacé par un numéro au centre du triangle, omésdesl premiers
niveaux). Chaque secteur angulaire correspond a un amggieed(topologique) de\;. Deux angles
diedres opposés sont toujours égaux dans un tétraggerbolique : c’est pourquoi trois symboles par
niveau suffisent, au lieu de six (le nombre d’arétes d'traé&re).

Deuxieme remarque : sur la figure 1.4.2, I'aspect “étld#&s sommets de la triangulation du tore a
l'infini sert a souligner la structure nivelée du dessin fiveau par tétraédrd;).

Troisieme remarque : montrer le theoreme 1.1.1 (pardthode proposée) revient a réaliser la figure
1.4.2 geométriquement dans le plan par des trianglegi@nd, de maniere que les angles marqués de la
méme lettre a I'intérieur d’'un niveau donné soientwegée lemme 1.6.2 rendra cette idée plus précise).

Quatrieme remarque : par convention, la paire d'arétgesges deé\; qui ne subit pas d'identification
est marquée;. De facon équivalente, si un tétraedre est vu commecharige de diagonale; est la
lettre associée a I'aréte qui disparait et a celle gpiaaait. C'est donc I'apex qui porte la lettre Les
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autres paires d'arétes de sont marquées; ety; de telle maniére que dans chaque triangle, les lettres
x,y, z apparaissent dans le sens des aiguilles d’'une montre. Rs&aqueent, si; est une aréte de Farey
et sip (resp.q) est son extrémité droite (resp. gauche) pour I'oriéomatransverse, I'angle dieédre du
tetraedre); a I'aréte de pentg (resp.q) estz; (resp.y;).

Cinquieme remarque : les tétraédeks sont naturellement indexés dahgmZ. Les lettresR et L de
Q habitent naturellement sur les surfaces plissées, a‘éate entre les tétraedreg\,;. Dans la figure
1.4.2 et dorénavant, leéme niveau est coloré en gris si et seulement si les dgiite avant et juste
apresA; sont differentes (ici = 2,6, ...). De tels indices sont appelés indicesharniere, parce qu'ils
se trouvent a la charniére entre deux sous-mots non Vidlest L9. Les tétraedres charniere (Iés
associés) joueront un rble important par la suite.

Sixieme remarque : alors que le domaine fondamental de U&efif).4.2 est censé avoir une longueur
horizontale de quatre triangles (voir la figure 1.4.1), otenane période horizontale de longueur
seulement. Ce phénomene provient de I'involution “hefigatique” du tore percé (rotation des0°
autour du trou, centrale dans le groupk,(Z) et par conséquent bien définie 3(y). Cette particularité
simplifiera certains de nos calculs.

Septieme remarque : la valence d’'un sommee A correspondant au sous-mBtL"R ou LR"L de

Q (oun > 0) est2n + 4. Il en est ainsi parce qu’exactement}- 2 triangles de Farey sont adjacents
au rationnel correspondant ; chacun de ces triangles de Farey définit une surface tri@agavec une
aréte de pente;), et chacune de ces surfaces définit exactement deux stgisgrs de dansA.

1.5 Recherche d’angles strictement positifs

Les tétraedred; et A;, 1 ont en commun deux faces triangulaires dont I'union forméona per@
plis 3 proprement isotope & x {x} dansT’ x R. De plus,X recoit une orientation transverse induite
par le facteuiR. Supposons que tous les téetraeddesoient munis d’angles diedres. Seitine aréte de
3} : si la somme de tous les angles diedres e dessusle Y vautm + «, nous appelona I'angle de
plissagede: ene.

Dans cette partie nous trouvons des angles diedres sigatepositifs pour les tétraedres idéalx
Plus exactement, nous décrivons I'espace contéxkes combinaisons d'angles, y;, z; pour lesA;
telles que :

i— Pour touti dansZ/mZ on aitx; + y; + z; = m;
ii— Les angles diedres autour de chaque aréte aient poums@r ;
iii— Pour touti deZ/mZ, les trois angles de plissage de la surface
plissé entre); et A, aient pour somme.

(1.1)

La condition (1.1-ii) est nécessaire, bien qu'insuffisaour avoir une métrique hyperbolique au voisi-
nage de l'aréte ; la condition (1.1-iii) est nécessairenlgu’insuffisante, pour que I'holonomie du lacet
autour du trou dg” soit une isométrie parabolique B (voir le sous—lemme 1.6.4). La condition d’ho-
lonomie “globale” (1.1-iii) restreint 'espace des sotuts (ou structures d’angles), mais va rendre cet
espace un peu plus facile a décrire.

Rappelons la droite orientéequi va du point fixe répulsi§— dey au point fixe attractif;™ a travers
la triangulation de Farey. Si le tétraedde, correspondant a I'aréte de Fargy réalise un échange de
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diagonale au cours duquel on supprime une argteur la remplacer par, nous notons; I'angle diedre
intérieur deA; enc et ene’ (quatrieme remarque sur la figure 1.4.2). Notons que laepeed (resp.c’)
est le rationnel situé a I'opposé dedans le diagramme de Farey, du cotgdgresp.q~). Définissons
'angle de plissageu; par la relation & — w; = z;.

Ainsi, pour que (1.1-ii) et (1.1-iii) soient satisfaitesslangles de plissage du tore percé plisséué
entreA,;_; etA; doivent valoir
wi—1 , —w; et w; —w;_1 . (12)

(Notons bien les signes : par notre définition, les anglésajllent vers le haut, comme la “nouvelle”
aréte deA\;_1, sont des plissages positifs, tandis que les angles glgrgaiers le bas, comme “I'ancien-
ne” aréte de\;, sont négatifs). Nous pouvons écrire les nombres (112 e coins du triangle de Farey
correspondant (Figure 1.5.1 — haut), en distinguant leg dasl et R, et répéter 'opération pour tous
les indices.

FIG. 1.5.1 — Bas ¢; est I'aréte horizontale €, b, ¢) = (w;—1, w;, wi11).

En fait, les valeursy; vont aussi déterminer les et lesy;. Pour voir cela, écrivons les angles de
plissage deleuxsurfaces plissées, situées au destas dessous du tétraédde. Pour plus de confort,
notons

(wi—1, wi, wiy1) =: (a,b,c).

Par la quatrieme remarque sur la figure 1.4.2, la quadititéresp.2y;) est la difference entre les nombres
inscrits juste au dessous et juste au dessus de I'exg@htte (resp. gauche) dg dans la figure 1.5.1
(le facteur2 provient du fait que deux arétes de d’'anglex; [resp.y;] sont identifiees). En calculant les
differences entre les angles de plissage donnés a lafigbrl (bas), on obtient les formules suivantes
pourz;, y;, z; (selon la nature des lettrél et 2, égales chacune & ou aL, rencontrées juste avant
et juste apres l'indice) :



07 QF L L R R L R R L

105"

T F(a+c) $(—a+2b—c)| Ya+b—c) |3(-a+b+c)

1

2 (1.3)
Yi s(—a+2b—c) F(a+c) F(—a+b+c)| a+b—c)

Zi T —b T —b T—>b T—>b

(2.3), la condition pour que tous les anglgsy;, z; soient strictement positifs est que :

i— Pour tout; on ait0 < w; < .
ii— Siin'est pas charniere (deux premiers cas); > w;+1 + w;_1. (1.4)
iil— Si i est charniere (deux derniers cd);+1 — w;—1| < w;.

Nous appellerons (1.4-i) la condition d@maine (1.4-ii) la condition deconcavig, et (1.4-iii) la
condition decharniere L'espaceP des suitegw;);cz,/mz qui satisfont a (1.4), homéomorphe a I'espace
IT des solutions de (1.1), est clairement un polyedre ougenyexe et d'adhérence compacte dafis
De plus,P est non vide : pour fabriquer une sufte;) dansP, il suffit de posemw; = /2 quand; est
charniere, et de remplir I'intervalle entre deux chamegconsécutiveg < k& au moyen d’'une sous-suite
strictement concave a valeurs dang2, ), par exemplev; = 7/2 + % pourj < i < k (dans
cette formule des indices sont bien slr vus comme deseltsnae?Z). La figure 1.5.2 montre le graphe
typique d’'une suitgw;) qui satisfait a toutes les conditions de (1.4). Enfin, nstqoe les formules
de (1.3) sont encore valables lorsdueest réduit aRL ou LR (les lettresa et ¢ sont alors deux noms

différents pour le méme paramétre).

R RRLILLITLILTLTLTLTLTURGRRTRERTLTL L ¢

FIG. 1.5.2 — Une suit€w; );cz,/m,mz CONCave par morceaux.

1.6 Volume hyperbolique

Dans la suite de ce chapitre, notre but est de trouver un poijtde P ou les tétraedres s’as-
semblent géométriqguement de maniere a définir uneiquethyperbolique complete siif,. Cette par-
tie est consacrée a montrer que cela revient a trouvey Blam point critique du volume hyperbolique
total, approche découverte par Rivin [R1]. Quelques faticernant le volume d’un tétraedre idéal nous
seront nécessaires.
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1.6.1 Volume d’'un tetraédre idéal

Le volume d’'un tétraedre hyperbolique idéal d'anglesddesz, i, = > 0 est
x Yy z
V(z,y,z) = —/ log (2sinu) du — / log (2sin u) du — / log (2sinu) du (1.5)
0 0 0

(Nous renvoyons a [Mil] pour la démonstration). Comfﬁdog (2sinu) du = 0, 'équation (1.5) donne
aisement

Proposition 1.6.1. La fonction) se prolonge par continuéta tous les triplets deéels positifs ou nuls
(z,y,2) telsquer+y+2z = 7 : lavaleur deV au bord de ce domaine &&tSi %(mt, yt,zt) = (X,Y, 2)
alors

—2d
exp <WV(xt, Yt, zt)> = sin®* z; sin?Y y; sin?? z. (1.6)
Démonstration.Immédiat. Nous appliquerons toujours cette formule sadsrime donnée ici, car c’est
pour cette forme que le membre de droite apparaitra le physes. O

1.6.2 Volume critique et holonomie triviale

Lemme 1.6.2(Rivin, Chan—Hodgson)Dans le polgdre ouvert affiné” des suitegw;) qui satisfont
(1.4), cefinissons la fonctionnelle volumecomme la somme des volumes hyperboliquesétiegtres
A; ayant pour angles @dresz;, y;, z;, donrés par le tableau 1.3. Alor&w;) est un point critique d&’
dansP si et seulement si le recollement dédedresA; définit une nétrique hyperbolique comgle,
de volume fini, sur le fiéren tores pegsV.,.

Démonstration.Ce lemme, devenu standard, est valable pour n'importeeytrelhgulation idéale d’'une
varieté (voir par exemple [CH, R1]). Neanmoins, la prewuivante est délibérement spécifiqgue a
I'exemple considéré. Cela nous permettra d’introdunelques objets et relations qui seront utiles par
la suite ¢).

Commencons par supposer gug) est un point critique. SoiB le tore a I'infini deV;, auquel on a
oOté les sommets de la triangulatich Si o est l'involution hyperelliptique dé&, (agissant comme une
translation horizontale sus), définissonsB’ := B/o et A’ := A/o. Soientt, un triangle ded’, ¢y un
cOté orienté de, et py un point intérieur de,. Le groupe des similitudes orientées du plan euclidien
estC* x C.

Définition 1.6.3. Etant donngw;) dansP, lafonction d’holonomieest la représentation
p:m(B' py) — C"xC

définie comme suitEtant donné un élement de m1 (B, po), regardonsy comme une suite cyclique
de trianglesty, t1,...,ts = to de A, tels que deux; consécutifs partagent toujours une aréte. Alors,
dessinons une copie orientegdet, dans le plarC, avec les angles définis paw;), en faisant coincider
'image de l'aréte orientée, avec]0, 1[. Dessinons une copig det;, adjacente (le long d’'un coté) a

'Réciproquement, l'idée principale de la preuve préseriti — associer explicitement & chaque arételgeune
déformation des angles diédres — peut s’étendre poutnerde théoreme de Rivin dans toute sa généralité.
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70, €galement avec les angles définis fay). Puis dessinons une copig det, adjacente &;, et ainsi
de suite. Par définitiom(a) est la similitude orientée qui envoie la copie de l'arétemtéec, dansm
sur la copie de( dansr;. La fonction d’holonomie &duitev) : 7 (B’, py) — C* est définie comme la
projection dep sur le premier facteur.

C’est un simple exercice de vérifier guest bien définie, et constitue une représentation (le g
concaténation est ques dénote le lacet suivi du lacet3). Notons que), dont 'image est commutative,
induit une représentation : H,(B’,Z) — C*.

Sous-lemme 1.6.4Soitc unélement deH (B’, Z) représengé par un lacet autour d’'un sommet de degr
4 de A’, et soit3 un élement repeseng par une courbe qui suit un niveau “gris” (chasmme) dansA’
(figure 1.6.1). S{w;) est critique pour la fonctionnelle volumg alors ¢ («) = (5) = 1.

Y2 2
e}
€2 22 m T —
—I1 Y1 20 Zo
R
o

FIG. 1.6.1 — Courbes dans la triangulation de poifnehaque courbey, 3 est associé un calcul d’holo-
nomie.

Démonstration.On sait déja que)(«), () appartiennent &? , a cause des conditions d’angle (1.1)
qui définissent” et imposent le parallélisme (orienté). Il reste a maniree | (a)| = |¢(5)] = 1.

En un point critique, la dérivée partielle depar rapport a n'importe quelle variable; doit étre
nulle. Entre deux lettres identiques (et a I'entour), peeneple R et R, d'apres le tableau (1.3), les
angles doivent revétir la forme

Q R R

i 0 1 2

w; a b c

zi| 3= j(-a+2-c)  F(-b+¢)
vi | 5(n+0) s(a+o) 1o +7)
Z T—a T—0b T—c

('expression exacte dg &', n, ' dépend des lettres situées avant et afrBsmais seule la contribution
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deb nous intéresse ici). En vertu de la proposition 1.6.1, ilicefité de) implique

—20V  sinyo sin? x; sin o

L= exp ob sin zg sin? 21 sin xs
Comme les longueurs des cétés d’'un triangle sont praporélles aux sinus des angles opposés, on en
déduit que les longueurs des cdtés dans la figure 1.@duehe) autour du sommet central s'assemblent
correctement. Don@)(a)| = 1. Le cas d’'un sous-maLL est traité de la méme maniére, ce qui nous
débarrasse d®usles sommets de deg#éde la triangulationA’.

Au voisinage d’une charniére entre deux lettres diffe@snpar exempld. suivi de R, les angles
revétent la forme

Q L R

] 0 1 2

w; a b c

zi | 2(E+D) Ha+b—c) L(-b+¢)
yi | 5(n—=b)  3(-a+b+c) 3(b+7)
Z T—a T—2b T—c

Cette fois, la criticalité donne

—20Y  sinxgsiny sinxq sinys

1=ex
P ob sin yo sin? z; sin o

Comme on le voit sur la figure 1.6.1 (a droite) et par le méngeraent trigonomeétrique, cela signifie
que le premier et le dernier coté traversésfpant la méme longueur. Dong(5) = 1. (Si€2 est réduit
a LR, le calcul est formellement le méme, en identifiant lesdadi et2). Le cas d'un sous-maRL est
semblable. Le sous-lemme 1.6.4 est démontré. O

Soit a présentv un élement der (B’, pg) qui est conjugué a un lacet simple autour d’'un sommet de
degré4 de A’. Par le sous-lemme 1.6.4 (et un facile argument de conjoigiis(«) est une translation.
De plus,p(«) fixe le sommet dond fait le tour, doncp(a) = 1, l'identité du plan euclidien.

Sous-lemme 1.6.5SoitU le quotient du torea I'infini de V, par l'involution hyperelliptique, de sorte
que B’ C U. Supposons quwv;) est un point critique d& . Alors la repiesentatiorp : m (B, pg) —
C* x C descenda une repésentationpy; : 71 (U, pg) — C* x C dont la premére projectionyy :
m1(U, po) — C* est triviale.

Démonstration.Pour voir quepy est bien définie, il suffit de vérifier que, siest (conjugué a) un lacet
qui fait le tour d’'un sommet de A’, alorsp(y) = 1. Siv a pour degrét, c’est déja fait. Sinon, par
'argument qui précede le sous-lemme 1.6.5, il suffit dentres que([y]) = 1, ou [y] est la classe
d’homologie dey. Mais dansH;(B’,Z), I'element[y] est une somme de lacets autour de sommets de
degré4 et de courbes qui suivent les niveaux-charniere “grisir(lofigure 1.6.2 : les arétes verticales
de B’ des deux cotés de I'image sont identifiées, et les couwjbegaversent ces arétes subissent une
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FiG. 1.6.2 — Un sommet de degré élevé dans la triangulatiqrodee.

opération de “dessoudage-ressoudage” pour dopiné&onc par le sous-lemme 1.64([y]) = 1 : par
conséquenpy est bien défini. De plus, gl est une courbe qui suit un niveau “gris” (charniéere), lessou
lemme 1.6.4 dit quey (5) = p(B) est unetranslation euclidienne (differente de l'identité). La valeur
prise parpy en un autre générateur ae(U) (qui est commutatif) doit commuter aveg (3), et donc
étre une translation elle aussi. On en déduit que I'image dest contenue daffd } x C etyyy = 1:le
sous-lemme 1.6.5 est démontré. O

Si I'on confere une longueur de par exemple, a I'arétey de A’, un point critique(w;) de la
fonctionnelle volume permet ainsi de définir les longuelgsoutes les autres arétesdfed’'une maniére
cohérente. On obtient une meétrique euclidienne coraplétur U. Un revétement universél de U
se plonge donc dar§ (ce plongement, appelé I'application développante dstriacture localement
euclidienne, est bien injectif puisque gagéodésique reliant deux points distinctsidest envoyée sur
un segment d€); il y a donc une isométri&/ ~ C. La métriqueyg se releve dé/ au tore & I'infini de
V., et a sa triangulation4, ce qui fournit une réalisation géométrique deet de la figure 1.4.2, dans
C (pavage euclidien). Au dessus de chaque triangle du meedteuniversel ded on peut construire un
tetraedre idéal avec un sommet a l'infini : le tétraedst I'enveloppe convexe hyperbolique du point
et des sommets du triangle. Notons que ces tétragdredissemH? entierement & partir d’une certaine
hauteur.

Pour s’assurer que la métrique obtenue par recollemeriiusion V' = V,, de tous les tétraedres
idéaux est bien compléte, on suppose qu’une géodésiguelansy” part & I'infini en tempd” < oco. Si
K C V est compact, c’est-a-dire possede une intersection acm@vec chaque tétraedhg, alors~y
finit par quitter K (sinon, lesy(7T — 1/n) s’accumuleraient en un certain pot’un certain tétraedre,
mais il y a une petite boule hyperbolique plongée dartke centre : absurde). Donc pourassez proche
deT, il existe un relevé de(t) a une hauteur euclidienne arbitrairement grande au detslastrian-
gulation A (plongée dan§& dans le modéle du demi espace supérieur). Mais aux hawgafiisamment
grandes, les tétragdres au dessusldemplisseni® complétement, donc les géodésiques sont définies
pour des temps longs (par exemple des temps plus grandg goentradiction. L'implication directe du
lemme 1.6.2 est montrée.
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Pour I'implication réciproge, il suffit de montrer que sirecollement des tétraedres définit une
meétrique hyperbolique complete, alors le recollemerledes liens sommitaux (triangles euclidiens) est
une réalisation géomeétrique dg c'est-a-dire de la figure 1.4.2 (vérifiéd/0w; = 0 revient alors a
répéter les deux calculs du sous-lemme 1.6.4, en distimggelon queé est un indice charniere ou non).
Or c’est bien le cas : étant donnée une métrique hypep®lcompléte, considérons un revétement uni-
versel trianguléd® — V., et envoyons un relevé de la pointe en l'infini, dans le medki demi-espace
supérieur. C’est une propriété classique que les wamsitions dél® qui commutent avec I'application
de revétement et laissent fixe le poixt sont toutes paraboliques, de sorte que le lien de I'infinietdm
deux périodes de translation et constitue une réalis&tiwlidienne ded (et de la figure 1.4.2). O

1.6.3 Comportement de la fonctionnelle volume

Par suite du lemme 1.6.2, pour montrer le théoreme 1.1sffit de trouver un point critique de
la fonctionnelle volumé’ dans le polyedre ouvert des suites cyclique&u; );cz/,z qui satisfont aux
conditions (1.4). Nous allons faire appel a quelques fifgplémentaires concernant le volume d’un
tetraedre idéal.

Par la proposition 1.6.1, la fonctionnelle volures’étend continment a I'adhérence (compacte)
P du polyedreP (I'espaceP est défini en remplacant les conditions (1.4) par desailiég larges, ou
encore en prenant les limites daki& de suites dé?). Par conséquent; admet des extrema bien définis
sur P, qui sont automatiquement critiques pour peu qu'ils ajgranent aP. A cause de la proposition
suivante, tout point critique doit &tre un maximum absolu.

Proposition 1.6.6. Le volume d’'unétraedre ickal est une fonction concave de ses anglesirgis. La
concavié est stricte sur I'espace desttagédres d’angles strictement positifs.

Démonstration.Cela découle de la proposition 1.6.1, dont nous emplogonsuveau les notations :
Z¢, Yt, ¢ Sont les angles diedres ; supposons guey;, z; > 0 sont des fonctions affines dede co-
efficients dominantsX, Y, Z non tous nuls. La proposition 1.6.1 impliquel)V/dt = X logsinxz; +
Y log siny; + Z log sin z;, et en dérivant cela :

—d2V/dt|2t:0 = XZ2cotxzg+ Y?cotyy+ Z2cot z
91 — cot zg cot yo

= XZ2cot Y2 cot X+Y
cot zg+ Y cotyg + (X +Y) pr———

(X +Y)2+ (Xcotwg—Yeotyg)? D
n cot xg + cot Yo T

On abD > 0 parce queot xg + cot yg = % > 0 (noter que I'annulation du numérateur e

entraineraitot xy + cot yg = 0, d’'ou zo = 0). Le prolongement par continuité déest concave aussi,
mais au sens large seulement. O

Par conséquent, la fonctionnelle voluest également concave st le théoréme 1.1.1 sera vrai
si le maximum dé’ est intérieur. Analysons donc le comportemenddarés du bord de°.

Proposition 1.6.7. (Dégénérescence simple§i (Q¢):>0 est une famille diffrentiable de étragdres

Iy ' . d v
idéaux d’anglest,, y, 2 tels quezrg, yo € (0,7); z0 =0 et%u:o > 0, alors @ =0 = 00
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Démonstration.ll suffit de vérifier que le membre de droite de (1.6) tend Wergiandt tend vers0.
Nous appelons cette situation udegerérescence simplgarce que le triangle “limite” n’a qu’un seul
angle nulz (deux de ses sommets sont donc confondus). O

Proposition 1.6.8. (Dégénérescence double&ji (Q;):>0 est une famille diéfrentiable de &traédres
idéaux qui satisfontxo, o, z0) = (0,0, 7) et%u:o(xt’yt’zt) =1+XN1-X-2)0u\€]—1,1],

A
—dy _ 1-22 (142
alorsexp —3 =0 = 1 (1_)\) .

Démonstration.Quandt tend vers), on asinz; ~ (1 + A)t etsiny; ~ (1 — A)t alors quesin z; ~ 2t.
Le membre de droite de (1.6) est donc équivalent a

NS D CAVA TS R
[(1+ N = )22 = 7 <m> .

Nous appelons cette situation utepgrérescence doublearce que le triangle limite a deux angles nuls
(ses sommets sont distincts, mais alignés). O

1.7 Quelgues @genérescences qui n'ont certainement pas lieu

Dorénavant, nous fixonsv; );cz,/mz dans le polyedre compagt a la valeur qui maximise le volume
hyperbolique total de tous les tétraédres. Pour montrer(q@; ) est critique pour le volum#, il suffit
de s’assurer quéw;) appartient a l'intérieut” de P, c'est-a-dire que tous les;, y;, z; appartiennent a
Iintervalle |0, r].

Proposition 1.7.1.Si pour quelque indicé I'un des nombres;, y;, z; est nul, alors deux de ces nombres
sont nuls et le troigime vautr. En d’'autres termes, il N’y a pas dé&gerérescences simples, seulement
des @gererescences doubles.

Démonstration.S'il en est autrement, considérons un segment affine allaritv;) & n'importe quel
point intérieur deP. Par la proposition 1.6.7, la dérivée partielle)en (w;) le long de ce segment est
+o00, doncV ne pouvait pas étre maximal éw; ). O

Un tétraedre); tel que(x;, y;, z;) possede un, et donc deux termes nuls, estpléti; un tétraédre aplati
est caractérisé par le fait que vaut soit0 soit .

Proposition 1.7.2. (Effet domino).Si deux &traédres conscutifsA; 1, A; sont aplatis, alorsA; ;1 et
A;_- sont aplatis eux aussi.

DémonstrationNous nous préoccupons seulementXe 1, et utilisons uniquement le tableau (1.3) et
sa conséquence (1.4). Il y a plusieurs cas a considérer :
— Sii n'est pas une charniere, I'aplatissementemplique w;_; + w;+1 € {0, 27}. Par la condi-
tion de domain® < w < m, cela entrainev;;; € {0, 7}, doncA;;; est aplati.
— Sii est un indice charniére @t; = m, on doit avoir|jw;_1 — w;+1| = 7, donc par la condition de
domainew; 1 vautO our, etA;, est aplati.
— Sii est unindice charniére et; = 0, on doit avoir|w;+1 — w;—1| < 0 donCcw;+1 = w;—1 : Mais
A;_1 est aplati par hypothese, dorg ; I'est aussi. Notons que I'hypothése d’aplatissement de
A;_1 n'est utilisée que dans ce cas. O
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Proposition 1.7.3. Si A; est aplati, alorsi est un indice charmire etw; = 0.

Démonstration.Dans tous les autres cas, la demonstration de la propoditib2 obligeA;,; & étre
aplati, ce qui déclenche I'effet domino : tous I&s sont aplatis, et le volume vat— qui n’est certai-
nement pas le maximum. O

Fait elementaire 1.7.4.Si ABC est un triangle euclidien d’angles strictement positifatdes cotés ont
pour longueurs:, b, ¢, alors

a=b <= A=DB <= sinA=sinB
a<b <— A<B <+= sindA<sinB. O

Le volumeV est toujours supposé maximal, et nous supposons quensaiétiaedred\; sont aplatis,
c’est-a-dire que certains parametres charnigrsont nuls. Les endroits ou un parameirgs’'annule
seront signalés par une barre verticale.:LL|RR ... Par la proposition 1.7.2, deux barres verticales
consécutives sont toujours séparées par au moins diesle

Les motifsRL|RL et LR|L R n’ont jamais lieu, parce qu'il suffirait de porterdg incriminé & > 0
pour faire augmenter le volume (notons que; = w;+1 =: A par la condition de charniere 1.4-iii) :

Q L R | L R
w; | u A 0+e¢ A v
x| - S(u+A—c¢) 3e e+A—v)
vi | - F(—u+A+e) 3e F(—e+A+v)
zZi | . T—A T—c T—A
entraine
—20V 1 sin(A —u)sin(A — v)
exp =—- <1,

Oz |e=0 4 sin(A +u)sin(A +v)
ou I'on a utilisé le fait éléementaire 1.7.4, la propasit 1.6.1 et la proposition 1.6.8 (avac= 0).

Toute barre verticale est donc adjacente a au moins demgsatonsécutives identiques (d'un coté
de la barre au moins). Toutefois, les motifsL. L| R et L| RR|L ne peuvent pas non plus apparaitre, par
la proposition 1.7.3, puisque le tétraedre central (rfuarmiere) aurait alors un angle nul{ ¢ = 0 en
utilisant la notation du tableau 1.3).

1.8 Unlemme g@ometrique

Définition 1.8.1. Dans le revétement universel de la triangulatibdu tore a I'infini deV, (figure 1.4.2),
unéventaildésigne une suite d’au moins trois niveaux consécuéfs que le premier et le dernier niveau
sont grisés (charniere) et tous les niveaux interméziasont blancs. Les éventails sont en bijection avec
les sous-mots d@ de la formeRL*R ou LR* L tels quek > 2 (voir les remarques au sujet de la figure
1.4.2 ala partie 1.4).

Lemme 1.8.2. Supposonsu, = 0, de sorte que? contient un sous-makt|R¥L aveck > 2, ou bien
L|R*|L aveck > 3 (dans ce dernier cas, la seconde barre verticale indiquewue’annule au réme
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titre quewy). L' éventail correspondant admet une structure euclidienmepitea bord (avec les angles
prescrits par lesv;). De plus, soienf), F, G les longueurs des segments de la ligneéeisorrespondant
ala premere lettreR, dans I'ordre indiq sur la figure 1.8.1K, G sont les étés adjacents I'apex dans
un triangle aplati [charnére] pointant vers le haut, au sens de la figure 1.4.1 pagel6jsA&) < F'+ G.

FiG. 1.8.1 — Cette situation, o} > F + G, est impossible.

Démonstration.Commencons par restreindre notre attention auldd®*L, & > 2. Les sommets
intérieurs de I'éventail (topologique) correspondenk andices: situés entre dewf, c'est-a-dire
1 < i < k —1, au sens ou I'holonomie autour deeme sommet:; (figure 1.8.1) est contrblée par
dV /0w, (sous-lemme 1.6.4). Quartd< ¢ < k — 1, aucun des triangles adjacents,;an’est aplati,
doncw; peut varier dans un petit intervalle sans faire sortinkeipletw du domaineP ; par conséquent,
la valeur dew; dans cet intervalle est critique, ce qui par le calcul du demsne 1.6.4 entraine que
I'holonomie autour du sommet associgest triviale. Pous = 1, le sommet correspondant est adja-
cent a un angle platy = = (figure 1.8.1) donc son holonomie n’est pas imposée pawldguand un
triangle posséde un angte les deux autres angles sont toujo0tandis que les cdtés adjacents peuvent
valoir n’importe quoi). Le cas d&|R*|L est semblable : aux indice< i < k — 2 le sous-lemme 1.6.4
s’applique, tandis qu'en= 1 et eni = k& — 1 I’holonomie n’est pas imposée par les. (Nous cessons
maintenant de distinguer les cAgR*L et L|R¥|L).

Par conséquent nous pouvons immerger I'éventail dassus forme d’'une chaine infinie de poly-
gones triangulés. Nous plagons deweudonsécutifs aux points1 et1 (unnceudest par définition un
relevé du sommet dd de degré&k + 4 associé au sous-matR* L). Nous notons encore; < C I'affixe
du relevé dey; situé entre les nceudsl et1 (I'indice ¢ varie en fait de-1 ak + 1; voir la figure 1.8.1).
Nous disposons la figure de sorte dugug) < 0 etu; appartienne au segment ouvies, 1. La condi-
tion (1.1-iii) entraine que I'image du plongement de &atail dansC est invariante par une translation
horizontale de longuew. En particulier, bien qu'dter un nceud (commé ou 1) disconnecte I'éventail,
le lien géométrique de chaque nceud est completemestnci@€e. Pour prouver l'inégalité du lemme, il
suffit de montrer qu&e(up) < 0. Supposons donRe(ug) > 0.
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La propriété de similitude des triangles de somniets;, u;+1 et —1, u;, u;—1 €st exprimée par la

relation “=1 = “i=1t1 "q'qy par recurrence

wi—1 = u;+1 !

(ui+1 — 1)(uz + 1) = (ul - 1)(’&@'_1 + 1) === (u1 — 1)(u0 + 1) = K.

Commeu, appartient au segmeft, uy[, le nombreu; — 1 est un multiple positif (réel) du nombre
up — 1, donc K est un multiple positif ded — 1, ce qui entrainédm(K) < 0. Soit D la droite passant
par0 et par les points-v/K : ou bienD est verticale, ou bied visite les quadrants supérieur gauche et
inférieur droit (ouverts). SoiD’ la parallele &D passant pat, et définissons:; := 2 + u,; pour touti.
Par définition def(, les demi-droitegl, u;+1) et[1, ;) sont symétriques par rapportZ¥. De plus, les
demi-droites passant pag, wi, . . ., Ug, g1, Uy, Uy,_q, - - -, U, U_q, ug €t issues dd (dans cet ordre
cyclique) subdivisent en des secteurs angulaires de sommejui réalisent le lien géomeétrique d'un
nceud de I'éventall, tel qu’il est spécifié par les anglgsg;, z; > 0. Enfin, comme tous ces angles sont
positifs ou nuls, la symétrie axiale du lien par rappoi?’aentraine que pour tout1 < ¢ < k, le point
u, (resp.u;+1) est a droite (resp. a gauche) Bé

Rappelons quén(ug) < 0. Supposondm(u,;) < 0 pour quelque) < i < k. Alors Im(u}) < 0. Vu
la direction deD’ et la symétrie par rapport®’, cela entrainém(u;.1) < 0. Par recurrence immédiate,

le secteur angulaire;, 1 1u). (juste au dessus dg est plus grand que. Mais c’est un angle du lien du
noeudl (a savoir,z,11). Absurde. O

Bien entendu, un énoncé semblable au lemme 1.8.2 estleglabr les sous-mots de la forme
LR*|L, etaussi pouR|L*R , R|L*|R, RLF|R.

1.9 lIn'y a pas de cegenérescences

Proposition 1.9.1. Les angles degtraédresA; sont tous strictement positifs.

Fait élémentaire 1.9.2.SiU etV sont des constantes strictement positives, la fonctiéinid&asur]—1, 1|

par f(A) = =202 1)) prend quelque part la valeW. C’est en fait le minimum
absolu : en effet{log f)'(\) = log[%v’], doncf est minimale quand le crochet vaytd'ou le résultat
par un calcul direct. O

Nous sommes enfin en mesure de montrer que la configuratioRR|L... (et de méme
...LL|R...) n'a jamais lieu, ce qui entrainera la proposition 1.9.1heoreme 1.1.1. La stratégie
consiste a supposer | L se produit, c’est-a-dire que; = 0 pour un certairy (pour plus de confort
nous supposerons = 2). Puis, on remplaces, pare etw; parw; + Ae, pour un judicieusement
choisi. Alors le volumé’ augmente. (La valeur dg qu'il est inutile de calculer explicitement, maximi-
serad)V/de, ete=20V/% sera la valeur d¢ mentionnée au fait éléementaire 1.9.2. Nous précisesmm
temps utile ce que sont les paramefed’). Les calculs de volume découlent de la proposition 1.€n8 (
l'indice i = 2) et de la proposition 1.6.1 (autres indices).

1.9.1 Casl:RR|LR

D’apres le tableau (1.3), les angles sont comme suit (pagner un peu de place, nous tabulons
2x;,2y;, 22; au lieu dex;, y;, z;). Noter la relationw; = ws =: A, une conséquence de la relation de
charniére (1.4-iii).
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Q R R | L R

1 0 1 2 3 4
w; U A+ de 0+e A v
20 | E— A= Xe —u+2A+42X\e —¢ (I1—=XNe e+A—v

2u; | n+ A+ Xe u+e (I+XNe —e+A+v

2z; 21 — 2u 2 — 2A — 2)e 21 — 2¢ 2 — 2A

On au = wy > 0 parce queL|RR|LR est exclu (par la discussion qui suit le fait élémentaifé4).
Donc A n'est pas aplati : si-1 < A < 1, alorse peut prendre de petites valeurs positives sans rendre
négatif aucun des;, y;, z;. Avec le bon choix de\, on en déduit

U A
—20V 1 — A2 sin(A —wv) siny; | 1+ X sinygsin®
ex =
P 5e le=0 4 sin(A+wv) sinz | 1— X sinzgsin? 2
<1 Q/F F/G=V
Q/F 1 Q

1

S 0+ FO0+G/F) 1+F/GF+G -

par le lemme 1.8.2 (voir la figure 1.9.1, a gauche — a nouviearelation de proportionnalité entre les
cotés et les sinus dans un triangle euclidien a été migmofit pour calcule)/F et F/G). Si Q) est
réduit aRR|L, les colonned) et 3 du tableau ci-dessus coincident, mais les termes petifsriea <
s’additionnent et le calcul est le méme.

L 23 Xrq
0 2
F Q y4
0 s Y3
Y1 x1
D
< Yo
R z1 G Y1 Z To
Cas1l
Cas 2 N\ ;,
Yo

FiG. 1.9.1 — Le calcul final. On a dessiné et legendé la trikiigun de pointe prés d’une charniere.
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1.9.2 Cas?2:RR|LL

Les angles sont comme sulit.

Q R R | L L

1 0 1 2 3 4
w; U A+ de 0+¢ A v
2z, | E—A—Xe  —u+24+2 e—¢ (1 Ne e+ A+¢
2u; | n+ A+ e u+e (1+XNe —e+24—v —A+7
27 21 — 2u 2 — 2A — 2)e 21 — 2¢ 2 — 2A 21 — 2v

Considérons d'abord la valeur d& Comme il n'y a pas de barre verticale juste avant ni justésapr
RR|LL (en effet RR|LL|R est impossible par la discussion qui suit le fait élemieata.7.4), les
tetraedres)\y, A1, A3, Ay n'ont que des angles strictement positifs. Donc le pareengtqui n’a d'in-
fluence sur les angles d’aucun autre tétraedre, peut Viliement dans un petit intervalle quand-= 0.
Donc A est critique :
—20V sin yo sin? ;1 sin® y3 sin x4
1 =exp A =

le=0  sinzgsin® z; sin? 23 sin Y4

F/G F/G!

d'ou F/G = G'/F'. Par conséquent, avec le bon choixde

A
U
g . . 9
—20V 1— X siny; sinxzz | 14+ A sinygsin®x;
ex =
P O |e=0 4  sinxy sinys | 1 — X\ sinzgsin® 2;
—— —— N—_——
Q/F Q'/F’ F/G=G'/F'=V
Q/F - QIF Q @

1+G/F)1+GJF) F+G F +&

par le lemme 1.8.2 (figure 1.9.1, a droite). Biest réduit aRR|LL, les colonned) et 4 du tableau
ci-dessus coincident, mais les termes perturbatifs gladdent et le calcul est le méme.

Deux remarques pour conclure. Premieérement, quitte @lee@ar la monodromie par ¢? (ce qui
double la périoden de 2), on peut toujours supposer gepossede au moinglettres : ainsi, toutes
les colonnes des tableaux ci-dessus sont bien distindtgmue retrouver la variété d'origin&,, on
se contente de quotienter par la symétrie additionnele (g maximum volumiquéw;);cz 7z doit
respecter, par concavité de la fonctionnelle voluf)eQue I'on compare cela a la remarque qui clot
la partie 1.5. Deuxiemement, le choix de<] — 1, 1[, qui peut sembler “magique” & premiere vue, est
essentiellement notre seul degré de liberté dans leepdr9.1-1.9.2 : le volume est dé&ja critique par
rapport a la plupart des parametres (y comptjda valeur commune de; et ws); par conséquent,
seules les déformations suf, w9, w3 sont susceptibles de changer le volume au premier ordre, et s
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Pon suppose?%2 = 1, alors seule compte la valeur de la differedég — 24s ¢ —1,1].
Le théoreme 1.1.1 est demontré.

1.10 Exemple nunérique : RN LY

Dans cette partie nous fixons deux entiers suffisamment grdndt A/ et étudions comment se
comportent les angles pofr= RY LM : aux indices charniére, les angles qui par les calculsgoiénts
doivent &tre positifs s’avéreront trés petits. Nousradldirectement construire une réalisation euclidienne
de la figure 1.4.2, automatiquement unique a similitudspC€ommeV et M sont grands, il existe de
petits nombres complexesa’, b, V' tels que

. _ . / — _
{sma = dtanbcosb § {b = (m—2a)/N (1.7)

sina’ = —itanbd cosb vV = (m—2d)/M.

Une fagon de calculen,a’ consiste & posetiy = aj, = 0 et a définir par récurrence,y; =
arcsin(i tan 722 cos ”_]\jag), et une expression analogue (au signe pres) pouy. Les suitesu, a/,
convergent a une vitesse exponentielle vers’. Les constantes, a’ deviennent arbitrairement pe-
tites quandN, M sont assez grands, d'du ~ 7/N , v/ ~ 7w/M et, par insertion dans (1.7),
a ~ ir/N , ' ~ —iw/M. En utilisant le symbole de Landa(A, B) au sens d&(max{A, B}),

cela entraine

b= F-% +O0Gps) a= F+iE +0(xs 3p) (1.8)
V= F+3 +0(F 58 o= FF+3 +O0(5 1m) -

(Enfaita,a’, b, b sont des fonctions analytiques de -, par le theoreme des fonctions implicites).

Proposition 1.10.1. L’ éventail assoéa R" peutétre plong dansC avec pour nceuds les points d’af-
fixes+ cot b et pour sommets intei@diaires les pointgot(a + sb) o —1 < s < N + 1; de néme,

Iéventail assoé a L se plonge dan€ avec pour nceuds: cot b’ et pour sommets inter@diaires
cot(a’ + sb')ou—1 < s < M + 1 (voir la figure 1.10.1).

Démonstration.ll y a plusieurs choses a vérifier. D’abord, la similitudesgaires de triangles au sein
de chaque éventail découle de I'egalité de rapportspbexas suivante :

cot(As +b) —cotb  cot(A; —b) +coth  sin® Ay (1.9)
cot(As +b) —cot A, cot(As —b) —cot Ay sin?b '

ou A, = a + sb pour toutd < s < NV, et une relation semblable concernahty’.

Ensuite, si I'on supprime deux des quatre triangles limasa{gris), chaque éventail devient un pa-
rallelogramme. Cela découle det(a+ Nb) = cot(m—a) = — cot a, et de méme pour’. En particulier,
chaque éventail admet un centre de symeétrie.

De plus, ces deux parallélogrammes sont superposablasléPeoir, notonse, o/, 3, 3’ les cotan-
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FiG. 1.10.1 — Deux éventails métriques.

gentes careesdea, a’, b, b’. En €élevant (1.7) a la puissanee, on obtient

{1+a = —B(1+p47YH : a BB+ B

dou —

L+ao = —F(1+p7 o BB B

ce qui entraTnéC% — +0ta o signe approprié étant un “moins” en vertu de I'estiora(1.8).

cot b’

Mieux, les triangles liminaires (gris) sont semblablesndaventail a l'autre : par (1.9) leurs pa-

N 2 2 ., N 2
rametres complexes soBt;2 et S22 tous deux égaux par (1.7)-3250.

si

Enfin, tous les triangles sont correctement orientéstdeﬁrelm(%) > 0 pour tout0 < s <

7
T , , L. i2 2
N. On verifie d'abord cela ea= 0 (le cass = IV en découlera par symétrie) : ortgy = —‘;%SSQIZ =
a2 - . , A .
—% Dans cette derniere expression, le numérateur et lerdisteur sont tous deux 1, mais

leurs parties imaginaires sont de I'ordre dér?/M? et 472 /N3 respectivement , par (1.8). Donc le
parametre complexe du triangle grisé (figure 1.10.1) digwé bien au demi-plan supérieur, et les deux
petits angles de ce triangle sont de I'ordre de

23 (N3 + M73)

radians. Petits, mais pas aplatis !

Pour vérifier qu&rg(i?—f;) appartient a0, 7/2) pour tous les autre8 < s < N, tracons les
courbes de niveau de— arg(sin z) dansC. C'est la figure 1.10.2, pour < Re(z) < 7 : les courbes
appartiennent a quatre familles symétriques (“quadtamti se rencontrent en/2 € C), et on vérifie
aisément que les deux familles au dessus (resp. au deskoliake réel sont constituées de courbes
convexes (resp. concaves). La région permiseAux a + sb est en gris (avec un étroit goulet prés de
m/2); les régions interdites sont laissées en blanc. Le segiAg A | reste clairement dans la région
grise, ce qui entraine le résultat.

Par un argument semblable, les triangles de I'éventadcissiL” sont correctement orientés eux
aussi. Par conséquent on peut paver le plan euclidien a&parallelogrammes (ou éventails) sem-
blables a ceux de la figure 1.10.1 afin d’obtenir une réadisauclidienne de la figure 1.4.2. O

Pour conclure, notons que le groupe kleinien associé axgploent de I'éventail de gauche de la
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.a+sb

/AN

FIG. 1.10.2 — Courbes de niveau de— arg(sin z).

figure 1.10.1 contient la transformation de Mobius— 2&=P—sinb (celle-ci envoie chague tétraedre
habitant au dessus d’un triangle de la moitié gauche dedi&@il sur un tétraeédre habitant au dessus du
triangle semblable situé dans la moitié droite). Par equent,2:b (et de méme-2:b’) est la longueur

complexe d’une tres courte géodésique fermée de lateanyperboliqué/,,.

1.11 Canonicié geométrique

Rappelons brievement la correspondance entre les hdesbale H? et les vecteurs du cone
isotrope (ou cone lumiere) de I'espace de MinkowBKi!. MunissonsR* du produit lorentzien
((myy, 2, 0)|(2, 9, 2/, 1)) := xa! + yy' + 22" — tt’. Définissons

X :={v={(z,y,21) ER” t>0et(vjv) =—-1}.

Alors {(.|.) définit une métrique riemannienne sur, il y a une isométrieX ~ H?, et Isom"(X) est une
composante d80s 1 (R). Cette isométrieX ~ H? envoie tout plan hyperbolique @ sur l'intersection
de X avec un hyperplan (linéaire). Nous identifierons le pginty, z,t) de X avec le point situé a
hauteur euclidienngi—z au dessus du nombre comple@%g dans le modele du demi-espace de Poincaré.
Avec cette convention, I'horoboule fermég; - de diametre euclidied centrée eq = ¢ +in € C dans
le modele demi-espace est identifiee a I'ensenibles X | (v|vg¢) > —1}, olivge = £(2€,2n,1 —
I¢|?,1+]¢|?). Nous identifions donél, ¢ et le pointv, - du cdne lumiere. De méme, I'horoboule fermée
H)j, ~ formée des points a hauteur euclidienneu plus dans le modele demi-espace correspond a
{ve X | (v|vhoo) > —1} OOV, = (0,0, —h, h), donc nous identifion#l}, ., etvy, .

Considérons les objets suivants : une variété hypeybelcomplétd” de dimensiors, a une pointe,
de volume fini; un voisinage horobouliqué de la pointe ; un revétement universel: H? — V,
et le groupel’ C Isom"(H?) des transformations-équivariantes. Alorg? se releve a une famille
d’horoboules(H;);cz dansH?, correspondant & une famille de vecteurs lumigrg;cz dans I'espace
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de Minkowski. L'enveloppe convexe (fermée, lineaitg)de {v; };c7 estl-invariante, et son bordC

est muni d’'une décomposition naturefle en facettespolyédrales. Epstein et Penner ont montré [EP]
que D définit une decompositio®“c™ de V', indépendante dé&, en polyédres hyperboliques idéaux
convexes.

Théoreme 1.11.1(Akiyoshi, Lackenby) Supposons qu& = V,, est un tore d’application sur le tore
percé. Alors la d&dcompositiorD%¢°™ de V' est, combinatoirement, la triangulatiom\; };cz,/mz définie
a la partie 1.3.

Démonstration.(ll s’agit d'une reformulation du théoreme 1.1.2). Laywe d’Akiyoshi consiste a ma-
rier 'analyse des groupes quasifuchsiens du tore penc8grgensen [Jg, ASWY3], et les résultats de
Minsky concernant les bouts infinis [Min], deux théorieSiidies. La preuve de Lackenby [L2] est topo-
logique : il montre par la théorie des surfaces normalespgueni une certaine classe de triangulations,
seule la triangulation de la partie 3.2 est invariante pbovdlution hyper—elliptique (propriété dont
DEeom jouit automatiquement si 'on admet quig est bien hyperbolique). La démonstration proposée
ici, qui ne fait pas usage du théoreme d’hyperbolisatieiT durston, est purement métrique.

Le revétement universel : V ~ H3 — V détermine une triangulation idéale He Etant donné un
voisinage horobouliquél de la pointe dé/, considérons ses relevésl;);cr dansH?® et les vecteurs
lumiére associégy;);czr dans I'espace de Minkowsk3*!. Alors chaque tétraedra deV a ses som-
mets aux centres de quatre horoboulBs. .., H, : considérons I'enveloppe convexg dews, ..., vy,
et définissond := |J, 7a C R3*1. La projection centrale vers I'hyperboloiid€ par rapport a I'ori-
gine envoierp homéomorphiguement sur le relevé dea X, de sorte que les intérieurs des sont
deux a deux disjoints. De plus, chaque est naturellement muni d’une orientation transversédont
on dira qu’elle pointe “vers le haut”), donnée par n'imgoquel vecteur allant de I'origine a un point de
7A. Le theoreme affirme exactement gleC 9C' en tant que complexes polyédraux (I'inclusion se doit
d'étre stricte, cabC' contient par exemple tous lés; pourt > 1 : ces effets pervers sont analysés en
détail dans [AS], y compris dans le cas de variétés denvelinfini).

Supposons que le complexe c R* de codimension est localement convexe, avet pointant en-
dedans et des angles diedres non nuls aux jonctignsa.. Montrons qu’alors, on a bie® c 9C. Pour
toute partieY” d’'un espace vectoriel réel, posofs := {ty [t > 1,y € Y'}. Alors I D est un ensemble
convexe (pour tous points,y C ID non colinéaires, le quadrant bidimensiond&l= Rtz + Rty
rencontre I'hyperboloideX le long d’'un segment hyperbolique du revétement univdrseivexe !]17
deV, et P N ID est convexe par locale convexité de: donc le segmenir, y| est dans/ D). De
plus, ID contient tous les vecteurs lumiéfe; };cz, donc son adhérenceD contient leur enveloppe
convexeC'. Réciproquement) est bien sir contenu daiset on vérifie aisement queC' C C' (parce
queI{v;} C C pour touti, voir [AS]). DoncID C C et, par fermeture]D = C. On a clairement
D c 01D car deux points d& ne sont jamais colinéaires. Dés ldisc dC' en tant qu'ensembles, et
donc en tant que complexes polyédraux puisque les angldeedideD sont non nuls. Il nous suffit donc
de montrer

Lemme 1.11.2.Le complexe simpliciaD c R* de codimension est localement convexea:(pointant
en dedans), et ses anglegdies sont non nuls.

Démonstration —Considérons deux tétragdres idéaux adjacentd’ dansH? ~ V, relevés de
deux tétraédred\,_;, A; de la variétéV. Il s'agit de montrer que I'angle dieédre daR$ entrera et
Tas pointevers le basNous pouvons supposer que la lettre entrel et: est unL appartenant a une
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syllabe RL™R du mot2. Dans le revetement universel du lien de la pointe, la sarfdisséel; entre
A;_1 et A; admet pour lien une ligne briséede C qui comprend —1, ¢, (', 1) et se trouve invariante
par les translations — u + 2, comme dans la figure 1.11.1 (nous supposons que les sommetsl
appartiennent tous deux aux segments de base des triangleiems situés juste au dessus et juste au
dessous de la ligne briség au sens de la figure 1.4.1). Baptisons comme suit les affe@segments
orientés de7 :

(+1 = T =aqaeV 14
¢—¢ = b=beVP
1-¢ = 7 =ceV 10

(pour le moment4, B, C ne sont définis que moduldr). A la verticale de la ligne brise& dans le
demi-espace de Poincaré se trouve un relevé de la strfagei contient notamment les triangles ideaux
(—1,¢,00) et(¢, 00, () aisi que(co, ¢, 1), et qui admet comme transformation équivariante

€+ —1)

: 1
fru—1+ u+1

parce quef envoie le premier de ces trois triangles idéaux sur le derf@n respectant I'ordre des
sommets). Par conséqueit,y o) = H¢c1jjc—1,1 = Hae,1- NOtons quen et c sont les longueurs
des segments dé adjacents au sommet De méme, les horoboules suivantes appartiennent tauges °
méme orbite pour I'action du groupe= 7 (T) :

Hl,oo; Hac,—l ; Hab,(§ Hbc,(’ ; Hac,l .

Si¢ =&+ nv—1etd’ = ¢ +n'v/—1, les vecteurs lumiére correspondants dans I'espace deoliski
sont respectivement

Voo (0, O —1, )
v = = (=2, 0, 0, 2 )
ve = % (26 2 1-[¢P 1+[¢? ) (1.10)
vo = g (28, 20, 1| 1+ ()P )
voo= 5 (20, 0, 2 ).

Notons que I'hyperplan vectoriel passant parv., v, Séparev; dev_y, parce que le plan hyperbo-
lique passant par les points idéafixX’, oo € P'C sépare les points idéauxet —1. De plus, les parties
imaginairesy, ' de ¢, ' satisfontp > 7’ parce que les triangles euclidierd (’¢ et 1{¢’ sont orientés
dans le sens direct.

A la face v vgvs, (de codimensior2 dansR3+!), pour montrer que I'angle diedre daR$*" est
convexe, il suffit de montrer que Blve + Que + Ruse = Avi + (1 — A)v_; (pour quelque) < A < 1)
alorsP + @ + R > 1 (de plus, un tel résultat suffira a traiterutesles faces de codimensiahdu
complexe simplicialD). On trouve aisément 'unique solution

Q= g M=) — (= (¢
’ ac(n — 1)




Fic. 1.11.1 — Tétraédres adjacer{s i, A; (vus depuis la pointe).

d’ou

X .
P+Q+R=1+— ol X = ben — aby’ +n(1—[¢'[*) =0/ (1 = [¢]?) + ac(n’ —n).

(n—n')

Il suffit maintenant de montrer qué > 0. MunissonsC ~ R? du produit scalaire usues” et observons
2 = 7, = /12 — T\ L= P
quel —[(|*=a e (b + ¢)etl —|{'|*=(a + b)e c.Onen déduit

X = n(bc+?O?)—n/(ab+?oz>)+(77/—77)(ac—307)
/ o
= abe Z(l—I—COS(B—C’))—%(1—I—COS(A—B))—I—n—bn(l—cos(A—C’))

= abc[sin A(1 + cos(B—C)) +sin C(1 4 cos(A—B)) + sin B(1 — cos(A—C))]
A+C A-B B-C

= 4abc sin 5 cos 5 cos 5

par les formules trigonométriques usuelles. Cette dezngxpression est une fonction bien définie de
A,B,C € R/27Z (bien que chaque facteur ne soit défini qu'au signe présanioins, nous allons
commencer par soigneusement choisir des représentardtsifle”’ dansR.

Observation 1.11.3.11 existe un unique triplet de représentatts B, C) € R3 tel que{A4, B,C} Cc J
ou J est un intervalle ouvert de longueur inférieure at contenan®. (En effet, la ligne briseée&/ n'a
pas d’auto-intersection, et cette propriété équialiexistence d’'un demi-plan ouveH contenant les

vecteursa’, b, ¢ : I'observation en découle puisqig + b + ¢ = 2 appartient &).

Nous choisissons les représentadtsB, C' € R donnés par I'observation 1.11.3, et répétons un
choix analogue pour la ligne bris& correspondant a chaque surfae= A; N A;_1, ou i décrit
Z/mZ (chaqueZ;, incluse dans une bande horizontale infinie, peut étreeligment orientée deco a
+00, de sorte que chaque arétdu lien de la pointe recgoit une orientation, comme dans ladid.11.1 :
nous notonsz = d. eV~ 1D< I'affixe de cette aréte). Par l'observation 1.11.3, tous les arguments
complexesD, sont dang — 7, w[. Mais comme) < w < T, I'existence de l'intervalleJ implique aussi
(en utilisant les notations de la figure 1.11.1) :

A=B+w,_1 et C=B+w;
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d'ou B = inf J et B €] — w,0[. On en déduit qué3 + z; €] — m,n[, d’ou (en notank = [(,1] et
¢ = [—1,('] comme dans la figure 1.11.1) :

D.=B+ax; etdeméme D, =B+ x;_1.

En d'autres termes (par transitivité, et par le tableay, Jp8ur n'importe quelle paire d'arétes, e
du lien de la pointe, la difference d’argumerds, — D., € R peut étre lue “naivement” comme une
combinaison linéaire dew; }icz/mz, Sans ajouter aucun multiple de.

A présent que tous les arguments sont fixés dans I'infervakl| — 7, [, nous pouvons écrire
cos 452 = cos(w;_1/2) > 0 etcos 25¢ = cos(w;/2) > 0. Pour montrer queX > 0 il reste & voir
qued < A + C < 2r. Cette inégalité est une variante du lemme 1.8.2, que nous attachons a
prouver maintenant (elle implique une observation emp&ide Jgrgensen qui devint la conjecture 8.6

de [ASWY2]).

Proposition 1.11.4. Avec les notations piedentes, on a0 < A + C < 2.

\wn—l—l

<n+1

FiG. 1.11.2 — Vue de la pointe : une syllaRd.” R, bordée par deux indices charniéretn (en gris).

Considérons la syllabe complefel.” R, telle que la ligne briseé—1,¢,(’, 1) corresponde a 'un
desL. Il existe une suite de point€o, (1, ...,¢,) dansC telle que la ligne brisée correspondant & la
j-eme lettreL est(—1,(j,(j—1,1), et ce pour chaqué < j < n. Laligne brisée correspondant &u
initial (resp. final) est—1, ¢y, (-1, 1) pour un certairf_; (resp.(—1, ,+1,¢n, 1) pour un certairg,, +1).

Il existel < k < ntel que(¢, ') = (¢, Cr—1)-

Posonsw; := (; + 2 pour tout;j. Par construction, les demi-droites issues ldpassant par
¢ 1,605+, Cn1, Gy Wit 1, Wn,s - - -, w1, wo, (1 (dans cet ordre cyclique rétrograde) partagéen sec-
teurs angulaires de mesure strictement inférieureebde sommer (ces2n + 4 demi-droites réalisent
le lien du sommet dans la triangulation de la pointe, voir la figure 1.11.2).d@mparant les angles
aupres dd et de—1, et en désignant chague segmenu lien de la pointe par ses extremités (et son
argument complexe pdp,), on voit de suite qué _1¢, ., — D_1¢, = D¢,_,1 — D¢, 1. Par conséquent,

A+ C=Doag + D¢ 1= Dorgey + Dga = - = Do+ Dg (1.11)
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(pour toutd < j < n + 1). Comme les triangle$y(_11 etwy1{_; sont orientés dans le sens direct (et
quewy = (o + 2), on alm(¢_1) < Im(1) c’est-a-direlm({_1) < 0. De méme(, 1w, 11 etw,wy+11
sont orientés dans le sens direct, dbmnw,, 1) > 0. Il existe dond < j < n+1tel quelm({;j—1) <0
etlm(¢;) > 0. Ilen découleD_;¢; € [0, 7[ et D, 1 €]0,n[. Par (1.11), cela impliqud + C €]0, 2~[.
Le théoreme 1.11.1 est prouveé. O

Remarque : pour démontrer le theoreme 1.11.1, nous msapas utilisé le fait que les facettes dans
R3*! données par la construction de I'enveloppe convexe ddiipsPenner sont de type espace. Plus
loin, nous transposerons littéralement cette démaimira un contexte ou certaines facettes sont de
type lumiére ou de type temps (théoremes 3.8.4 et 3.8@dnsidérons le tétraedre idéalde sommets
(—1,¢,{’, o) (avec les notations de la figure 1.11.1) : c’est un simpleagsede montrer que le releve
de A aR3*t! est de type espace si et seulement si

— —
(@l -+l lla+ bl 1<l

|
2 .
1@+ b 1<l @+ b

Cette inégalité est donc vraie en particulier pour chdigme briséeZ;, ce qui permet potentiellement
de calculer certaines estimées géométriques dansiééar
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Chapitre 2

Decompositions canoniques de
complementaires d’entrelacs

Le but de ce chapitre est de donner les décompositions &&goement canoniques de certains
complémentaires d’entrelacs, suivant les techniquesdpite 1.

Dans la partie 2.1, nous rappelons comment David Futeraxmtyé sur le lien intime entre tore a un
trou et sphére a quatre trous pour étendre le théoréing (et sa démonstration) aux complémentaires
d’entrelacs a deux ponts. Nous omettons certaines desrd#rations, qui figurent toutes dans [GF,
appendice], mais en détaillons brievement certaineegytour introduire des objets qui nous seront
utiles. Puis nous étendons a notre tour le résultat derFutxentrelacsa deux ponts augmerg (partie
2.2) et a la classe des variétés obtenues par recolledeecdmplémentaires d’entrelacs a deux ponts
augmentés, découpés le long de sphergdraus (partie 2.3). Chacun de ces cas est une variante plus
ou moins élaborée de I'argument du chapitre 1, en utilisexe triangulation idéale appropriée. Nous
montrerons en outre que toutes ces triangulations, ckomer leur “canonicité” combinatoire, sont
encore canoniques au sens geométrigue.

2.0.1 Tores perés et spleresa 4 trous

Le théoréme 1.1.1 demeure vrai si nous remplacons lepere27" par la sphere & trous S, et
'application o : T — T par un diffeomorphisme orientgs : S — S (il nous faut bien sir préciser
comment les “valeurs propres” gdg; sont définies). En fait, les tétraedres de la varieterleV,,, et de
V., sont métriquement identiques ; seule la combinatoire werkeollement est legerement differente.

Définissonsk := R2\Z? et les applicationsf, 9,0 : R — R données paf(z) = = + (1,0);
g(x) = z+ (0,1); o(zr) = —x. Se produisent alors les identifications naturelles= R/(f,g) et
S = R/(f?% g% o). Soitaussil” := R/(f?,¢?) (notons quel” est un tore & quatre trous).

On peut montrer (voir par exemple [Mu]) qu'a isotopie présut diffeomorphismeps de S
préservant I'orientation se releve en une applicatign : R — R donnée parpr(z) = Mz + v
pour quelqueM € SLo(Z) etv € Z2 De plus,(£M) et (v mod2Z?) sont uniques. On peut donc
définir les valeurs propres dg; (& un signe pres) comme étant celles\deRemarquons finalement que
g induit des diffeomorphismes orientés: 77 — T et : T — T.

On a des revétements évidefits— T etT” — S, de degréd et2 respectivementtant donnée une
triangulation idéale deT (correspondant a un triangle de Farey comme a la partjedneut relever
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71 a une triangulation ideale’ deT”. Observons que agit sur7” comme une involution proprement
discontinue qui fixer’, donc 7’ définit une triangulatiornrs de S. On voit aisement ques obéit a la
combinatoire d’un tétraédre faces 6 arétes4 sommets idéaux). Sir etr. sont separés par un échange
de diagonale (voir la partie 1.3.1 pour une définition)rstg et la triangulationrg correspondante sont
séparées par deux échanges de diagonale agissant quaitend’arétes opposéddutatis mutandisla
construction de la partie 1.3 fournit des triangulationsaids (topologiques) d&’ x R et deS x R,
ainsi que de leurs quotients, etV . Il y a des revétements,, — VetV — V. (de degrég et

4 respectivement), et toutes ces variétés sont hypetssiquand> possede des valeurs propres réelles
distinctes. Toutes les triangulations de pointe ont le méaétement universel, un pavageRfepar des
triangles euclidiens (figure 1.4.2). Notons que pour chagtraedreA; deV,,,, il y a deux tétragdres
A;, A, isométriques &\; dansV/,.

2.1 Entrelacsa deux ponts

Définition 2.1.1. Soit B? la boule standard fermée @. Fixons une fois pour toutes des orientations
surB? et9B3. On dit d’'un arc deB? qu'il est proprement plongé s'il rencontéd? exactement en ses
deux extrémités. Un are C B3 proprement plongé est dienowe s'il existe un aray’ C 0B, de mémes
extrémités quey, tel quea U o’ est le bord d’un disque plong® c B?. Deux arcs dénoués disjoints
a, 3 forment untangle trivial si les disques associés,, D (fermés) peuvent &tre choisis disjoints. Voir
la figure 2.2.1 page 38 (volet gauche).

Soit B = (B?, «, ) un tangle trivial. Alors le bord d&2 \. (o U 3) est une sphére a quatre trous
S. Si B’ est un autre tangle trivial, définissant lui aussi une sphé&quatre trous’, on peut choisir un
homéomorphisme renversant I'orientation pour recdllérS’ : 'union des deux copies d* est alors
homéomorphe &3, et 'union des quatre arcs dénoués formentrelacsa deux pontslansS?. Le choix
de 'homéomorphisme de recollement peut étre arbitmaémre “compliqué” dans le groupe des classes
d’homéomorphismes d€, mais n’a d'importance qu’a isotopie prés pour la défnitde I'entrelacs.

Les complémentaires d’entrelacs a deux ponts (ou ncedésiaponts s'ils n'ont qu’'une compo-
sante) sont donc, combinatoirement et géométriqguendestpbjets assez voisins des fibrés en spheres a
quatre trous. De fait, Makoto Sakuma et Jeffrey Weeks [SWi2pécrit une triangulation idéale (com-
binatoire) des complémentaires d’entrelacs a deux pwmdoriques, trés proche de la triangulation de
la partie 1.3 (et donc de la partie 2.0.1). David Futer adiidas méthodes du chapitre 1 pour montrer
que la triangulation de Sakuma—Weeks peut &tre renduernwtat geéodésique. Dans cette partie, nous
résumons lI'argument de Futer [GF, appendice], puis nougn@mns le théoreme suivant.

Théoreme 2.1.2.Le compémentaire d’'un entrelaca deux ponts non torique admet unétnigque hy-
perbolique, pour laquelle la triangulation de Sakuma—Veeest @onétriguement canonique.

2.1.1 Diagramme de Farey revisi

Tout d’abord, nous donnons une description legeremdiéreinte (mais équivalente) des entrelacs a
deux ponts. Sois = (R?~\.Z2)/(f?, g%, o) la sphere & trous de la partie 2.0.1, of(z, y) = (z+1,y);
g(z,y) = (z,y + 1) eto(x,y) = (—z,—y). Toute droite d&R? de pente rationnelle, manquant?,
définit par projection une courbe simple ferméeXjalont on dit gu’elle a pour penig Il est en outre
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bien connu [Mu] que toute courbe simple ferméeSdgui ne borde pas un disque Seest isotope a une
courbe obtenue de cette maniere.

Choisissons deux rationnelsq’ € P'Q = Q U {co} (éventuellement égaux). Attachons ube
poignée (disque épaissi)® x [0, 1] le long d’'une courbe simple fermée de penptdanssS x {0} :
I'intérieur de la variété obtenue est homéomorpheradtieur deB? privé des arcs d’un tangle trivial.
Ensuite, attachons urZepoignée le long d’une courbe de peptelansS x {1}. SoitV l'intérieur de la
variété obtenue apres ces recollements.

Observation 2.1.3.La variétel” est homéomorphe au complémentaire d’un entrelacs aptts dans
S3.

L'entrelacs a deux ponts est déterminé par les deuxmagisg, ¢/, et quitte a changer le marquage de
S (c’est-a-dire la base du rése@d dansR?), on peut toujours supposer= oo : alors, seul le rationnel
g détermine I'entrelacs, une observation due, sous cattesfoa Conway [Con] (voir aussi [S3]).

Considérons les sommets;’ du diagramme de Farey décrit a la partie 1.2;,3f ne sont pas égaux
ni voisins de Farey, la droite (hyperbolique) orienteee ¢ a ¢’ traverse une famille d’arétes de Farey
€0,€1 - -+, €m, 0UmM > 0. Pour toutd < ¢ < m, la droite A effectue un virage a droiteR) ou & gauche
(L) a travers le triangle de Farey situé entreet ;1. (Au triangle initial [resp. final], comprenant
[resp.q’] comme sommet, aucune lettre {l&, L} n'est associée). Finalemenk,définit un mot den
lettresQ2 = LRR...L (éventuellement vide). Noter que possede un début et une fin, au lieu d'étre
cycligue comme dans le chapitre 1.

Dorénavant, nous supposerons queomprend au moins uf et un L (de fagon équivalente;
et ¢’ n'ont aucun voisin de Farey en commun). On peut vérifier @gealitres cas correspondent a des
entrelacs toriques, donc non hyperboliques.

2.1.2 Triangulation idéale

La triangulation idéale d& se construit essentiellement comme a la partie 1.3, adaqt cas des
sphéres al trous comme a la partie 2.0.1, a laquelle nous renvoyorecteur. La seule difference
importante est dans la maniére de recoller les “premidriE'se'derniers” tétraedres, opération que nous
décrivons a présent.

Atout 0 < i < m sont associés une aréte de Fargyun tétraédre ideah, (plus exactement, une
paire de tétraédres idéauy;, A; comme & la partie 2.0.1, mais en I'absence de risque de sionfie
symboleA; désignera indifferemment chacun des deux), et un paramg € [0,7]|. Aux arétes de
Fareye ete,,, bases de triangles de Farey de sommedsq’, aucun tétraedre n’est associé. Dans la
suite, nous poserons cependapt= w,, = w. Pour expliquer le sens de cette convention, il nous faut
décrire la triangulation de Sakuma-Weeks [SW2].

En nous plagant au début du niot supposons que = % queey a pour extremitég, 1 et que le
triangle de Farey entrg) ete; estloo0. Toute facef de la surfaces (sphére at trous plissée) associée
a ce triangle de Farey possede une unique arélie penteoo, qu'elle partage avec une unique autre
face f' : nous identifions simplemerta f/, par un homéomorphisme qui respectdinsi, S se trouve
repliée sur elle-méme le long des deux arétes de pent®n vérifie facilement (figure 2.1.1) que la
courbe simple fermée de de pente; = % devient homotopiquement triviale, et que I'espace obtenu e
épaississan§ est homéomorphea® privée des deux arcs d’un tangle trivial.
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FIG. 2.1.1 — Repliement de la surface plisseeOn a indiqué les pentes de certaines arétes.

Remarque 2.1.4.Les arétes d& dont les pentes sont voisines de Farey;dsoit 0 et 1 dans la figure
2.1.1) sont identifiees a une seule aréte lors du recel¢nin revanche, aucun point des deux autres
arétes de5' (de pentexc) n’est identifié & un autre point.

Dans cette constructiorfy possede un angle de plissage égal @ I'aréte de pentec), et c’est
exactement le sens de la conventiof = 7. On répéte la construction pres de la fin du foet on
pose de méma,, = . Voir [GF] pour plus de détails. Comme a la partie 1.5, enifié que cette
construction donne une triangulation idé&l€°™" de la variété)/, et on a bien

Proposition 2.1.5. Les systmes d’angles strictement positifs pddf ™ vérifiant (1.1), et tels que les
deux étraédresA;, A; soient isorétriques pour tout, sont don@svia le tableau (1.3) par les suites
(m = wo, w1, ..., wn_1,w, = 7) satisfaisant les conditions de domaine, de conéagitde charrére
(1.4) pour tout indice) < i < m. O

Pour décrire la triangulation de la pointe, il suffit de nfami la figure 1.4.2 (et les remarques
afferentes) au voisinage du début et de la fin du fadqgui se lit toujours de bas en haut). Comme
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Virage en épingle a cheveux

(@) (b)

FiG. 2.1.2 — Repliement de la surface plissgeru de la pointe.

la surfaceS est repliée sur elle-méme, la ligne brisée que déterifiidans le lien de la pointe admet un
“virage en épingle a cheveux” (dont le sommet est le li&galdie I'aréte de pents) : la figure 2.1.2—(a)
représente la partie correspondante de la triangulagopoihte. De plusS est recollée a elle-méme :
une seconde copie de la figure 2.1.2—(a) est donc adjacdmfgrémiere, et la seule possibilité est que
ces deux copies soient images I'une de l'autre par une siauentrale (figure 2.1.2—(b)).

2.1.3 Maximisation du volume

On suppose dorénavant qie = wy, wi, ... ,w,, = m) maximise le volume hyperbolique, défini
comme la somme des volumes d&s(par convention, on ne compte qu’un seul tétraedre pacend
a proprement parlel} désigne donc ldemivolume hyperbolique). Les propositions 1.7.1 et 1.7.2 sont
encore vraies, et on a la version suivante de la propositios 1

Lemme 2.1.6.Au point(m = wo, ..., w,, = ),
i — SiA; est aplati, alorsi est un indice charire qui ne vaut ni nim — 1, et on aw; = 0.
ii— SiA; est aplati, alors est adjacent au moins deux lettres caesutives identiques.

iii — Si les deux couches chaémé aux extemies d'une syllabe?” ou L* sont aplaties, alorg > 3.

Démonstration.Presque tous ces résultats sont prouvés a la partie i gatéculier, “I'effet domino”
de la proposition 1.7.2 s’applique dans les deux sens : si tenmes consécutifs d@auy, . .., w,)
appartenaient 40, 7}, tous lesA; seraient aplatis, ce qui contredirait la maximalité duuved). II
reste simplement a montrer gug et A,,_; ne peuvent s’aplatir : commey = w,, = w, c'est une
conséquence de ce méme effet domino. O

Le lemme 1.8.2 est encore vrai lui aussi : pour un éventtitieur (ne correpondant ni a la premiere,
ni a la derniere syllabe de), la démonstration est strictement la méme. Pour I'&ikmitial, la preuve
n'est que plus facile : si 'on & = RF|L... (la barre verticale marque I'aplatissement du premier
tetraedre charnierd},), I'eventail prend I'aspect d’un triangle (figure 2.1.Bn définissant les longueurs
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FiG. 2.1.3 — Dans le tout premier éventail @eon a@ < I + G.

Q, F,G comme au lemme 1.8.2, on trouve gyest le cdté du triangle opposé a l'anglet - - - + x5 _1,
tandis queF’ + G est le cdté opposéa + (r1 + - -+ xp_1)  ainsi,Q < F + G.

(Avec les notations du lemme 1.8.2, le sommet du virage @rgkpa cheveux esi;. Notons que
la complétude de la métrique euclidienne en ce pejntiécoule de I’identit(’:-%’1 = 0:C'estle méme

calcul qu'au sous-lemme 1.6.4, en supprimant le facté@%g‘" [il N’y a pas de tétraédre)g]; cette
suppression correspond a la disparition du secteur angul@ remplacé par le virage en épingle a
cheveux qui constitue un secteur angulaire nul).

Armé de cette version étendue du lemme 1.8.2, on montreneoenla partie 1.9 qu’au maximum
(r = wp,wy,...,w, = 7) du volume, aucun tétraedre n’est aplati. Les calculs Emmémes, a
la disparition prés des facteurs correspondant aux iediee 0 eti = m quandA, ou A,,,_» S'aplatit
(comme au paragraphe précédent). L’expressicmqie%) enfonction d&), Q’, F, F', G, G’ estdonc
la méme qu’'a la partie 1.9, et le théoreme 2.1.2 est f@olor s'achéve notre résumé du travail de D.
Futer : nous renvoyons a [GF] pour plus de détails.

2.1.4 Canonicieé geométrique

Nous étendons a présent les arguments de la partie 1xltomplémentaires d’entrelacs a deux
ponts.

Théoreme 2.1.7.SoitV le compémentaire d’un entrelacs deux ponts dar$®. La triangulation ickale
de Sakuma—Weeks tle(décrite a la partie 2.1.2) estgonetriquement canonique.

Démonstration.Remarque : pour une variété hyperbolique a pointe(s)tiene fini, la decomposition
géomeétriquement canonique n’est autre que le dual catdiie du domaine de Ford—\Vorondi S'il
y a plus d’'une pointe, définiF suppose le choix d’un voisinage horoboulique de chaquete@@pius
exactement, des tailles relatives de ces voisinages).ndapg un entrelacs a deux ponts qui a deux
composantes admet une symeétrie qui échange ces dernierefait donc le choix canonique de deux
voisinages horobouliques de méme volume.

La démonstration est une simple extension de la partie Cahmencgons par remonter la triangula-
tion idéale dé/ a une triangulation idéal& de son revétment universdF, et munissons chaque sommet
idéalp de7 d’'une horobouled,, qui se projette sur le voisinage horoboulique de la poirtecise dans
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V. Remontons ensuité/,, a un vecteur lumiere (ou vecteur isotropg)dans I'espace de Minkowski
R3+1 - il nous faut prouver que pour toute paire de tétraédrgscadtsA = a3y et A’ = Byde de T
(donnés par leurs sommetsg3, v, 6, ¢ € P'C), I'équation

Pvg + Quy + Rvs = Avg + (1 — N)ve entraineP +Q + R > 1. (2.1)

(Notons que I'équation possede une unique solutiBn®, R, \), qui satisfait0 < A < 1 puisque
I'hyperplan passant pdl, vs, v, vs Separev, de v, dansR3*1). Sauf mention explicite du contraire,
nous nous placons dorénavant dans le modele du deméeesdpaPoincaré, bordé par le plan

A nouveau, il suffit de montrer (2.1) quanti= o etv,§ € C sont les extrémités d’une aréfe
de la triangulation (euclidienne) de pointe, plongée danBe plus rappelons quE est décomposée
en paires de tétraédres isométriqyés, A;} pour0 < i < m, et que les quatre triangles ideaux de la
sphéere al trous
S; = (Az U Az) N (Ai—l N Ai—l)

(ou1 < ¢ < m) sont transitivement permutés par des symétries glstdda variéetd’. Enfin, .S; définit
une ligne brisée dans la triangulation de pointe : comnaepaitie 1.11, il suffit de traiter une seule aréte
E de cette ligne brisée pour montrer (2.1) en chaque fadede S;. Nous pouvons donc recopier mot a
mot I'argument de la partie 1.11.

Le seul cas restant est celui ol une paire de tétraddres\;} est recollee non a la paire adjacente,
mais a elle-méme : cela se produites 1 et eni = m — 1, dans la région des “ponts” de I'entrelacs a
deux ponts (collage représenté a la figure 2.1.1 pageN®is nous concentrerons seulementisarl.

La sphere & trousS; représentée a la figure 2.1.1 (page 34) définit une ligiséd dans la triangulation
de pointe, mais cette ligne bris&econtient un “virage en épingle a cheveux” (figure 2.1.2nssperte
de généralité, les sommets desont

(ooy-1,¢—-2,-1,1,¢,1,...),

ou le (k + 3)-eme sommet est I'image di-eéme par une translation horizontale de longu@ur
Intéressons—nous au triangle idéal~,d) = (oo, 1,-1). Comme a la partie 1.11, le diamétre eucli-
dien de I'horoboule centrée en un sommet de la ligne biisést égal au produit des longueurs des deux
segments adjacents dadstandis que I'horoboule centrée en contient tous les points dont la hauteur
euclidienne au dessus @eest supérieure ou égald a

De plus, nous avons vu a la partie 2.1.2 que cette ligned#isse recolle tout contre une autre ligne
brisée(...,-1,-¢,-1,1,2 — ¢, 1,...), image deZ par la symétrie de centi@ Donc les deux derniers
sommetsy, e impliqués dans (2.1) soat = ¢ ete = —(. Suivant la partie 1.11, et en notant: £ + in
etd := |¢ — 1], nous pouvons & présent écrire

v o= o ( 2, 0, 0, 2)
v o= o (-2, 0, 0, 2)
Voo = ( o0, 0, -1, 1)
v = # (2, 2, 1-8—n, 1++0)
v_e = 3 (=2, -2y, 1--n*, 1++7?)

L'équation (2.1) devienPuvy, + Qui + Rv_1 = Ave + (1 — A)v_¢ : commen # 0 (tous les angles des
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triangles sont strictement positifs), on trouve I'uniquéusion

1 24921

1
5 7 etQ_R_a

d'ol P+ Q+ R =1+ 7 ol

X = €49 —1+2-d
C17 = (1¢ =11 = 1)°
= (ISl +1—1¢—1)(I¢] =1+ [¢ —1)).

Les deux facteurs de cette derniére expression sontestrixtt positifs, par les inégalités triangulaires
dans le triangl€0, 1, ¢). Donc X > 0 et (2.1) est vraie. Le théoreme 2.1.7 est prouvé. O

2.2 Entrelacsa deux ponts augmengs

Au début de la partie 2.1, nous avons défini un entrelaeua donts comme étant un recollement de
deux tangles triviaux. Un tangle triviaugmen est par définition un tangle trivid3?, o, 3) (ol «, 8
sont deux arcs) auquel on a ajouté une composanteS!, non nouée, enserrantet 3 (figure 2.2.1).
Notons qu’une chirurgie de Dehn entiére (de parame}rsur v redonne un tangle trivial, dans lequel
a, 3 sont entortilleLn fois.

Définition 2.2.1. La composante s’appellecomposante d’augmentation

Tangle non augmenté Tangle augmenté

FiG. 2.2.1 — Les deux sortes de tangles.

Un entrelacs a deux pon&igment est un recollement de tangles triviaux dont I'un et/ou Faut
peuvent étre augmentés. Le recollement se fait le long dptére & trous.S. Désormais et jusqua la
partie 2.2.4 incluse, nous supposons que seul le premigletécorrespondant au “début” du i} est
augmente.

38



2.2.1 Diagramme de Farey, revisia nouveau

Comme a la partie 2.1.1, nous allons associer a chacunaiestdngles un@entedansP'Q (le
marquage dé& étant choisi une fois pour toutes).

Définition 2.2.2. Comme a la partie 2.1.1 (observation 2.1.3), la pejitassociée au tangle non-
augmenté”’ est la pente de la courbe simple ferné&e, ot le disque D, 9D) plongé dangB?, 0B?)
sépare les deux arcs @é (ce disqueD est unique a homotopie pres).

En revanche, dans le tangle augmenté, la définition eshésbement differente :

Définition 2.2.3. La pentey associée au tangle augmefit@st la pente de I'unique courbe simple fermée
deS = 0B? \ a . (3 qui est isotope a la composante d’augmentation

) o

FiG. 2.2.2 — Entrelacs a deux ponts augmentés non hyperkeslinag gauche; = ¢'. A droite, g et ¢/
sont voisins de Farey.

Supposons dorénavant que ces deux pantgsne sont ni égales, ni adjacentes dans le graphe de
Farey (on vérifie facilement que le complémentaire detitdacs dan$? admettrait une sphére essen-
tielle dans le premier cas, et un anneau ou ruban de Mobashtsl dans le second, et n'aurait donc
pas de meétrique hyperbolique : voir la figure 2.2.2). LatéroirientéeA qui va deq a ¢’ a travers la
triangulation de Farey détermine un nfden les lettre§ R, L}, comme a la partie 2.1.1. Le m@tpeut
étre vide (par exemple gi= oo etq’ = %) : 'entrelacs correspondant est I'entrelacs de Whitehdadt
la géométrie est bien connue — voir par exemple [SW2] oJ.[Nbus traiterons brievement I'entrelacs
de Whitehead a la partie 2.2.6 ; d’ici l1a, nous supposeques) possede au moins une lettre. Pres de la
fin de(?, on triangule comme a la partie 2.1.2. Nous décrivons taaant la triangulation prés du début
de .

Convention importante. Le triangle de Farey admettanty pour sommet et traversé par la droite
orientéeA détermine une triangulation idéale de la sphetdrausS. On suppose cette fois que I'indice
1 associé a l'aréte d¢ opposée @ esti = 1 (et noni = 0 comme & la partie 2.1.2). A priori, aucune
lettre (R ou L) n'est associée A Cependant, afin d’harmoniser les notations, nous alldific@ilement
associer une lettre A: arbitrairement, faisons ce choix de telle maniére Qussmmence par une lettre
repétée RR ou LL). Ainsi, f se trouve entre deux arétes de Faegyet une autre aréte) dontg est une
extremité.

On associe un parametre régj aeg : les angles de plissage desont

wo , —wy et wy —wy
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comme en (1.2). (Choisir d’associer une lettre differeatg aurait pour seul effet d'échangar, et

w1 — wg). Le vecteur “de contrdle” permettant de paramétrer tessangles de toutes les surfaces
plissées est don@ug, w1, ..., w, = m) oum > 2 (car{2 compte au moins deux lettres). Par la suite
nous verrons que ces angles suffisent bien a donner une paramétrisation de I'espasesyiemes
d’angles sur le complémentaire de I'entrelacs (pour uaedulation qui, pres du début du n1of reste

a décrire).

2.2.2 Triangulation idéale

Décrivons a présent la triangulation ideale d'un tenglivial augmenté. SoitABB”A” un
parallelogramme deC < OH® (dans le modele du demi—espace de Poincaré); sai€nt
le milieu de AA” et B’ le milieu de BB”, et considérons les quatre triangles semblables
ABA', BA'B", AAB’A" , B’A”B”, qui triangulent le parallelogramm&BB” A” (figure 2.2.4, volet
gauche). Batissons un tétraédre idéal de sommati dessus_dt)a chacun de ces triangles, et identifions les
faces de ces tétraedres par les translations de vetgat AA” : I'espace obtenlX est homéomorphe
a un tore plein privé de son ame et de deux points de son(figuide 2.2.3— gauche). Identifions en outre
les droites hyperboliques orienteéd$A et A’A” au moyen d’une isomeétrie parabolique fixatit: ces
droites reliaient les points manquants (sommets idéagi¥)X; I'espace qui résulte de cette identifica-
tion, toujours notéX (figure 2.2.3— milieu) est donc un rétractde= B3\ («UBU~), ot (B3, o, 3,7)
est un tangle trivial augmenté (figure 2.2.3— droite). RixectementX s’obtient a partir d&” en iden-
tifiant certains points : §0,1] x [0,1] ~ Q C B3 \ v est tel que{0} x [0,1] = a, {1} x [0,1] = B et
quel0,1] x {0,1} c OB comprend deux arcs de méme pente g€’ est-a-dire disjoints de la courbe
simple fermée de pentg, alors on identifie chaque segmdrt x [0, 1] de@ a un seul point.

. X Y\/

FiG. 2.2.3 — Réalisation polyédrale d’'un tangle trivial awté.

La triangulation du parallelogramme d’originéBB” A” induit une triangulation idéale deXx,
faisant de9X une sphére & trous triangulée dont deux arétes opposées ont étgifides. A une
réflexion présy est donc un tangle trivial augmenté “modele” qui se recptrfaitement a la sphere
a quatre trousS (toujours munie de la triangulation idéale associée iangie de Farey situé entre les
arétes de Farey ete;) pour donner le complémentaire d’un entrelacs a deuxspamgmenté.

Remarque 2.2.4.Au lieu deY’, c’est X que nous recollerons &. La variété obtenue est la méme a
homéomorphisme pres : par la remarque 2.1.4, il est fdeileoir que le quadrilater@ qu'on a effondré
sur un segment pour obtenir I'aréte “pincée” Heestplonge dans le complémentaire de I'entrelacs ; en
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effet les arétes de pengene sont pas identifiees a d’autres arétes dans la triatiglpres de la fin du
mot (2, parce que etq’ ne sont pas voisins de Farey.

Remarque 2.2.5.Nous avons mentionné le fait qu'il peut étre nécessatreéfléchirX (ouY) dans
un miroir avant de le recoller §. Cela vient du fait que nous n’avons pas précisé I'origotadu
parallelogrammed BB"” A” dans le plarC. Voir aussi le paragraphe intitule “Demi—chirurgies” dda
partie 2.2.6.

Enfin, déterminons quels doivent étre les angles du titand A’ (ainsi que ses copies isomeétriques
BA'B', A'B'A”, B’ A" B"”) pour que les angles de plissageXieorrespondent a ceux d& Le lien de
la pointe intérieure (ou d’augmentation) deest, par construction, le tore euclidien (triangulé) abte
en identifiant les cotés opposés du paralléologrammBds” A”. Chaque sommet de ce lien est commun
a6 triangles isomeétriques, rangés dans un ordre cycliqadieh deX en I'un quelconque des sommets
restants est un hexagor& obtenu en renversant 'ordre de de#riangles (et en appliquant & chacun
une homothétie convenable), comme sur la figure 2.2.4.nd¢agoe le centre d& se trouve sur la bis-
sectrice de chacun des anglesiel’identification des arétesl’ A et A’A” de X par un parabolique
se traduit comme l'identification d’une paire de sommetsosgp deff par une translation euclidienne.
Cette translation euclidienne coincidera avec la peribdrizontale” du lien d’une des pointe de I'entre-
lacs (autre que la pointe d’augmentation, associée antgposante d’augmentation d€). Sur la figure
2.2.4 (volet droit), on identifie donc les extrémités dardetre horizontal dé&/. Nous appellerongl un
hexagone d’augmentation

B B’ B

A} N

FiG. 2.2.4 —A gauche : triangulation de la pointe d’augmentation, aeegdrallélogrammel BB A" .
A droite : Uhexagone d’augmentatiof, lien du sommet idéal’.

Lafigure 2.2.5 montre le lien de la (ou des) pointe(s) priale(s) (celle(s) qui ne sont pas d’augmen-
tation) : les triangles délimités par des traits poiasillsont définis par les tétraédresXi¢on reconnait
les hexagones d’augmentatiéhdans la partie inférieure du dessin), tandis que les atrteagles sont
définis par le{A;}i>1, d’'angles donnés par le tableau 1.3. L'aréte née denitifieation dansX des
deux arétes idéales de pentéle rationnel associé au tangle augmeitea pour liens sommitaux les
point de contact entre hexagones d’augmentation — cedte ast la seule aréte dg qui n'appartienne
gu’a la surface plissée inférieure dg (correspondant au premier triangle de Farey, de somjnet
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FiG. 2.2.5 — Triangulation de la pointe principale. Noter lesdgones d’augmentation (pointilles).

On lit en particulier sur la figure 2.2.5 que les angles démééres deX doivent étre ceux des
triangles formant les hexagones d’augmentation, soit

T—wy TT—wW+wy W
2 ’ 2 T2

(2.2)

pour s’adapter aux angles de plissageSdeAux tétraedres\;, Ao, ... d’'angles donnés par le tableau
1.3 (deux par indice) s’ajoutent donc quatre tétraédres dont les angles samiplet ci-dessus. Nous
désignerons ces quatre tétraedres par le symhyglgquand il n’est pas nécessaire de les distinguer les
uns des autres.

2.2.3 Maximisation du volume

o
Définition 2.2.6. Soit W I'espace des points = (wq, w1, ..., w,, = 7) tels que les angles de tous les
tetraédresA;)o<i<m SONt strictement positifs, et tels que

0 <wy < wy (2.3)

(cette derniére condition revient a demander que lesardg), soient aigus).
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[} .
On voit aisement quéV est non vide : prendre par exemple = ™7, puis perturber les

2m

{w; }o<i<m QUi ne sont pas charniére pour rendre la suitgoncave par morceaux, comme dans (1.4).

Définition 2.2.7. Soit W I'adhérence déV’.

La contrainte additionnelle (2.3) sera utile dans la prdjors suivante, ainsi qu'a la partie 2.2.4
pour montrer la canonicité géométrique de la triangahatContinuons de dénoter par: W — R™ la
fonctionnelle volume, définie comme la somme des volumeg dg};~;, plus le double du volume de
Ag (répétons qu'il N’y a pas deux, mais quatre tétraedsgs

Proposition 2.2.8. Supposons que = (wg, w1, ..., w, = ) € W réalise le maximum dg sur V.

Alorsw € W. Par congquent, la triangulation de la partie 2.2.2 eéalisee gonétriquement par des
tétragdres ickaux @finissant une atrique hyperbolique comgte.

Démonstration.La proposition 1.7.1 est encore vraie Zsj a un angle nul, alors ses angles sortt, 7

(et on dit queA; estaplati) — sinon, une déformation infinitésimale en directionrdfoint intérieur de
W ferait augmenter le volume. Comme a la partie 1.7, on emitléal résultat suivant, analogue de la
proposition 1.7.3.

Sous-lemme 2.2.9Si I'un desA; est aplati poul) < i < m, alorsi > 2 eti est un indice charre tel
quew; = 0.

Démonstration.Premieérement]\( n'est pas aplati puisque tous ses angles, par (2.3), sotragus a
étre aigus (et ne peuvent donc pas prendre la valpBupposons qud; est aplati pour un certain> 1
tel que: n'est pas charniéreu w; = 7, et cherchons une contradiction. Comme aux propositiong 1.
et 1.7.3, les tétraedres,, ..., A,,_1 sont tous aplatis (effet domino). Donc seé\} est de volume non
nul, et par (2.2) 'un de ses angles diedresstc {0, 5}. Mais commemn > 2 on peut trouver une
suite

(wh, Wy, wl, =m) = (n/3,2m/3,...,m) €W,

m

pour laquelleA, est un tétraedre idéal regulier (d’angles diedfe§, 7). Or le tétraedre idéal regulier
est l'unique tétraédre idéal de plus grand volume : onaudV(w’) > V(w), contradiction. Le sous—
lemme 2.2.9 est demontré. O

Le lemme 1.8.2 reste vrai : pour un éventail qui n'est ni lenpier ni le dernier du mof, nous
renvoyons a la démonstration d’origine page 17. Pour leiee éventail, nous renvoyons a la partie
2.1.3 (en particulier la figure 2.1.3). Pour le premier &ainil suffit de procéder de maniére analogue
a la demonstration d’origine ; la seule modification aapgr intervient dans la toute derniere ligne de
'argument (lemme 1.8.2, page 17) : dans le lien du ndsuithngle au dessous du nceud n’est plus
Zp+1 < m, maisT — w; + wo < w (comparer les figures 1.8.1 et 2.2.6).

Sous-lemme 2.2.100n suppose toujours que € W réalise le maximum de la fonctionneliesur .
Si est un indice charmire, alorsw; > 0.

Démonstration.On se contente de recopier mot a mot la partie 1.9 (et lagparti.3 pour le dernier
éventail). O
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FIG. 2.2.6 — Pointe principale : comme au lemme 1.8.2, 6h & F + G. Attention : I'orientation est
celle de la figure 2.2.5 et non de la figure 1.8.1.

Pour montrer quev est un point intérieur dé&/, il reste a vérifier que les inégalit®s< wy < w;
sont bien strictes (par les sous—lemmes 2.2.9-2.2.1@d¢ed autres inégalités (1.4) servant a définir
sont strictes).

Montrons quew, < w;. SUpposonsyy = wy et cherchons une contradiction. On peut supposer que
2 commence par les lettrd3R (le casL L est analogue). De plu§), n'est pas réduit &R : si c’était le
cas, commevs = 7 0N aurait par concavité de la suitela relationw, = wy; = wy = m, exclu. Suivant
(1.3) et (2.2), rappelons donc les angles des tétragifed, A, :

Q R R

1 0 1 2

T %(W—w1+w0) %(2w1—w0—w2) %(g—wl)
Yi 5(m — wo) 5 (wo + wy) 5(n+w)
% Ty T — wy T — W

(Comme a l'ordinaire, I'expressions exacte{detn dépend de la lettre qui suR R, mais seules les
contributions dewg, wy nous préoccupent ici). On a donc, d’apres la propositiénl]
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2
—20V (sin S —wy + w0)> sin 1 (wo + ws)

eXp - -
Owy sin %(77 — wp) sin %(2101 — wp — wa)
1 sin £ (wy + ws)
= T 1 carwg = wy
cos? swo sin 5 (wy — wa)
> 1 par le fait élémentaire 1.7.4.

(Dans le premier facteur de la premiere ligne, I'expogavient du fait gu’il y a quatre tétraédres, au
lieu de deux). On en déduit q%"—o < 0: en faisant décroitre un tout petit pey, on fait augmenter le
volume. Absurde.

Montrons quewy > 0. Supposonsyy, = 0 et cherchons une contradiction. Notons que

—20V _ sin” gwy sin® § (2w — wo — wy) sin §(n + wy)

ow,  sin? +(m — wy + w) sin?(m — wy) sin (¢ — wy)

1 =exp

est le facteur réel de I'holonomie (similitude plane) &$se au lacetv représenté sur la figure 2.2.5. De
méme,

(2.4)

1 <exp

2
—20V [ sin $(m — wy + wo) sin £ (wp + wo)
8w0 N

sin 1 (7 — wy) sin 2 (2w — wp — wo)

est le rapports;,, /¢ini; €ntre les longueurs des arétes initiale et finale reneestpar I'args (figures
2.2.5et2.2.7), si I'on suppose que les longueurs des cf#é triangles traversés gacoincident.

Par les calculs d’holonomie du sous—-lemme 1.6.4, la streiata similitude définie par le point
sur le lien de la pointe est donc compléte (euclidienne)asinage de chaque sommsguf au point
marquéP sur les figures 2.2.5 et 2.2.7. Plus exactement, la figuré 22.une version métrique exacte
de la figure 2.2.5 dans le cag = 0 : on a di couper le long d’'une aréte issueRlpour obtenir une
structure euclidienne bien définie.

Notons que les triangles (rectangles) issus des tégaédyrs’assemblent par groupes de trois pour
former des triangles isoceles (en pointillés sur la figu&7) ; chacun de ces triangles isoceles forme la
moitié d’'un hexagone d’augmentation. Notons aussi tjal&ée () > F' + G forcée par la relation (2.4).
Ici Q, F, G jouent le méme role que dans le lemme 1.8.2 (vis-a-vis&emtail initial, correspondant
a la premiere syllabe du méil) : par le lemme 1.8.2, on devrait ava@l) < F' + G. Contradiction. La
proposition 2.2.8 est demontrée. O

2.2.4 Canonicieé geometrique

La triangulation canonique d’une variété hyperboligupointe(s) dépend d’'un choix de voisinages
horobouliques particuliers des pointes, ou plus exactenaes tailles relatives de ces voisinages. Or
il y a une pointe par composante de I'entrelacs (ici, une aixdmmposantes principales, plus une
composante d’augmentation) : il nous faut donc faire unxch@omme a la partie 2.1.4, nous pouvons
faire jouer les symétries de la variété dans le capaintes (le groupe de Kleil; agit sur les entrelacs
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FiG. 2.2.7 — Triangulation de la pointe principale quangl= 0 (voir la figure 2.2.5). La structure est
incomplete au poinP : ¢’est pourgquoi on a coupé le long de l'ar&pe

a deux ponts, augmentés ou non) pour prendre des voisimagebouliques de méme volume aux deux
pointes “principales”. Reste la pointe “d’augmentation”.

Dans un tangle trivial augment®?, o, 3, ) (ou~ est la composante d’augmentation) vit une sphére
a trois trous (ou disque a deux trous), proprement plerggnsB? < a ~ 5 . v et unique a isotopie
prés : c’est le disque bordé paret percé en deux points paret 3. Or toute sphére & trous dans une
variété hyperbolique est totalement géodésique petétrique a la sphere3trous standard. De fait, le
lien sommital de la sphére a trois trous issue du tanglenaatg7 est la droite pointillee horizontale
(subdivisée en segments de long&lgui traverse les hexagones d’augmentation dans le tiggsanr
de la figure 2.2.5. Notons la sphere a trois trous totalement géodésique conteang la varietéy est
union de certaines faces des tétraedxgks On a représentE a la figure 0.3.2 page xviii.

Soite > 0 un petit réel. Choisissons pour chaque pointe de la atiatvoisinage horoboulique
simple tel que les trois composantes de l'intersectiol @gec ces voisinages aient chacune pouraire
La triangulation geomeétriquement canonique assdbfé&™ est indépendante de

Théoréme 2.2.11.La decomposition gonétriqguement canoniqu®°™ du compémentairel” d’un
entrelacs arborescent augmeérgst la triangulatiorétudiee aux parties 2.2.4 2.2.3.

Démonstration.Comme toujours, on se ramene a montrer pour chaque teigegl- de la triangulation
une inégalité de convexité dans I'espace de MinkowsKi'. Si aucun des deux tétragdres adjacents a
n'est unAy, nous renvoyons aux parties 1.11 et 2.1.4.

Supposons que sépare un tétraedm®, d’'un tétraedred;. Ces triangles idéaux sont au nombre
de4 dansV/, mais par action du groupe de Kléif, il suffit de traiter un seul d’entre eux. Soit

Z:=(...,-2,¢-2,-CY,0,¢,2-¢1,2,24¢, ...)

la ligne briségu — u + 2)—invariante définie dans le lien euclidien de la pointe pasghére & trous
située a l'interface dé\y et A;. Si les centres des hexagones d’augmentation (marquétepguoints
gras dans les figures 2.2.5 et 2.2.6) sont aux affixesl, 3,... dansC, alors les sommets d& sont
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bien de la forme donnée ci-dessus, parce que les triangles

(C707 1) ; (47172_4_1); (17272_4_1)

sont semblables (en respectant I'ordre des sommets) :avbigure 2.2.8.

(=2 ¢

FiG. 2.2.8 — La ligne brisé#.

Nous prendrons commele triangle idéal de sommefs(, co. Comme a la partie 1.11, I'horoboule
centrée en un sommet dea pour diamedre euclidien le produit des segmentg ddjacents : en notant
H, I'horoboule centrée en, on trouve que :

le diametre defj est|¢|-| — (7! =1;

le diameétre deH, est|¢| - |2 — ¢ — (| = |1 — ¢[*;

le diameétre del_—1 est| — (7! [¢ =2+ ¢ =1 — (12

I’horoboule H,, centrée enc est tangente &,.

Enfin, le diametre de I’horoboulé&; centrée en (correspondant a la pointe d’augmentation) est le
méme que celui dé&l, par le choix qui précéde le theoréme 2.2.11. NotonsHgeH |, H., sont deux
a deux tangentes. Si nous notans: ¢ + ny/—1, les vecteurs—lumiére associés se calculent comme a la
partie 1.11 :

v = (o0, o0, 1, 1)
o = e (2, 2, 1-€ -2, 14€+0P)
Voo = ( O7 O, _17 1)
I (2, 0, 0, 2)
V_¢g-1 = (5—1)+2+772 (=26, 2n, E€+n*—1, 1+&&+9?)

L'équation Pvg + Quoe + Rue = Av_¢—1 + (1 — A)v; admet pour unique solution

p_1t2A-&-n 0= “14+26 48+, 1-2+8+9
1_|_£2+772 ’ 1_1_62_1_772 ’ 1_|_£2_|_772

douP+Q+ R =1+ ﬁ > 1 (puisque les angles du triang(e, 1, ) sont tous, par (2.3),
strictement aigus).

Remarque 2.2.12.Soit > 1. Notons qued < A < 1. Si nous remplagons; par pv; et notons
(P',Q’', R', ) la solution du nouveau systeme, il est facile de voir e Q’, R') = A++;*(P’ Q,R).
m

a7



CommeMr%l;A > 1, on aencore” + Q' + R > 1. En d'autres termes, la relation de convexitée dans

'espace de Minkowski est encore vraie si nous remplac¢tisdboule H; (correspondant a la pointe
d’augmentation) par une horoboule plus petite.

Reste a vérifier le cas ou le triangle idéaépare deux tétraedrés). Dans ce cas, plutdt que le lien
d’'une des pointes principales, nous choisissons de ragariien de la pointe d’augmentation, qui est un
pavage d&€ par des triangleaigusdeux a deux isométriques dont les sommets forment uauéséne :
sans perte de généralitea pour sommetso et les extremités, —1 d’une aréte de ce pavage. Les deux
tetraédres adjacentsraont pour quatrieme sommeétet —( respectiveemnt, oti = ¢ +nv/—1 € C
veérifie |¢| > 1 (car I’angle—/l\ﬂ est aigu). Les horospheres centréesténet +( ont toutes le méme
diameétre (qu’on peut choisir égally, d’ou

nw o= (2, o0, 0, 2)
2)_1 - ( _27 07 07 2)
UC = ( 257 2777 1_52_7727 1+£2+772)
’U_C = ( _257 _2777 1_52_7727 1+§2+T]2)
Voo = ( 07 07 —K, K’)

pour un certains > 0 qui dépend du choix de I'horoboule dans la pointe d’augatent, et que nous
ne calculerons pas. L'équatidtv; + Qu_1 + Rvs = Ave + (1 — A)v_¢ admet pour unique solution
P=Q=A=3etR= Mj‘l d'ou P+ Q@+ R > 1car|¢| > 1. Le théoreme 2.2.11 est démontré.

Nous terminons par deux remarques : premiérement, lel@pitan vient de faire revient simplement
a s’assurer que le pavage @eonsidéré est la triangulation de Delaunay associeéésmau affine formé
par les sommets (pour la métrique euclidienneCder R?). Cette simplification a lieu parce que les
horoboules centrées aux points du réseau ont toutesrteerdametre : le lieu géométrique des points de
H? équidistants de deux quelconques d’entre elles est doptanrhyperbolique qui passe par l'infini,
et a pour bord la droite médiatrice (da@i¥ des centres des deux horoboules ; la recherche du domaine
de Voronoi dandl?® se raméne donc a celle des domaines de Voronoi assapiémmets du réseau
dans le plan euclidieR?.

Deuxiemement, le nombre est sans importance, ce qui signifie que la relation de cda@vdans
'espace de Minkowski® + @ + R > 1) persiste si nous changeons la taille de I'horobaldlg. En
rapprochant cette remarque de la remarque 2.2.12, nousooistée

Corollaire 2.2.13. Si les voisinages horobouliques des pointes sdfind comme au &oreme
2.2.11, puis gu’on &duise le voisinage horoboulique de la pointe d’augmemmatia triangulation
géonetriquement canoniquB“c™ reste inchange.

O

2.2.5 Entrelacsa deux ponts doublement augmerés

Le recollement de deux tangles triviaux augmernfed’ (définis au début de la partie 2.2) est un
entrelacsa deux ponts doublement augnterita composante d’augmentationdans? est homotope
a une unique courbe simple fermée de pente P!Q dans la sphere atrousS = 97 = 97'. De
méme, 7" définit une pente/ € P'Q (définition 2.2.3). On vérifie facilement que gi= ¢/, alors le
complémentaire de I'entrelacs posséde un anneau ou débddbius irréductible. Sj # ¢/, on peut
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tracer la droiteA de ¢ & ¢’ a travers la triangulation de Farey ddii$, et construire le mof) associé
(enles lettresk et L). Le cas oly, ¢’ sont adjacents dans le graphe de Farey est particuliertrdlans
correspondant est donné par les anneaux borroméens ®ientnaiterons a la partie 2.2.6, en méme
temps que I'entrelacs de Whitehead déja évoqué au.Z2dL ¢’ ne sont ni égaux, ni voisins dans le
graphe de Farey, il suffit d'appliquer la méthode des pai€.1 a 2.2.4, en traitant la fin du nfotde
la méme maniere que son début. L'analogue du théoreth&12et du corollaire 2.2.13 est vérifié.
Notons que la méthode s’applique bel et bien au(gag') = (oo, %), bien que le mof2 défini a
priori par ce couple soit vidéA la fin de la partie 2.2.1, nous avons en effet ajouté uneelgitefixe
“arbitraire” au début du ma®, de telle facon qué€ commence par un doublon (par exemis). Ici,
il faut faire de méme a la fin du mét (car nous augmentons les deux bouts) : il suffit donc d’ajoatte
mot vide un préfixeR et un suffixeR pour que le mof2 obtenu commence (et finisse) effectivement par
un doublonRR. On trouve du restéuwo, wi, wa) = (5, %’r, %), de sorte que la variété est un recollement
de6 tétraedres idéaux dont tous les angles diedres vl¢iigure 2.2.9).

FIG. 2.2.9 — Triangulation de pointe principale d'un entreldcsiblement augmenté quaig ¢') =
(00, %). Tous les triangles sont équilatéraux.

2.2.6 Exceptions : entrelacs de Whitehead, entrelacs bomeéen, et demi—chirurgies

Les cas exceptionnels signalés aux parties 2.2.1 et DAtEe8ux ou tous les tétraédres proviennent
des tangles augmentés. Ces entrelacs ont été déearidadbittérature (voir par exemple [T1] ou [SW2])
et leur géométrie est bien comprise. Nous nous bornemrss signaler en quoi les affirmations des
parties 2.1.3 a 2.2.4 deviennent des “cas limites”.

Entrelacs de Whitehead

Parmi les entrelacs a deux ponts augmentés a une etéréenilement, le cas limite est celui ou les
rationnels associés aux deux tangles sanét 3, et ol le mot2 est donc vide. On a alors = 1 et
(wo,w1) = (5, ). Lentrelacs associé est I'entrelacs de Whitehead. Ladig.2.10 (a) et (c) montre
les triangulations de pointe (la pointe principale et lang®id’augmentation : dans chaque cas on a
représenté une maille compléete, en utilisant pour laatgoprincipale la convention habituelle consis-
tant a séparer les lignes brisées ; les hexagones d’anigtiom deviennent des carrés). Un calcul facile
révele que l'inégalité de convexité dans I'espace dekigwski n'est pas stricte en certaines arétes : la
décompositiorD“e™ est faite de deux pyramides idéales carrées, et les lepidte deD%c" sont

49



indiqués sur la figure 2.2.10 (b) et (d) — on a représerg@némes portions qu’en (a—c). Comme au co-
rollaire 2.2.13,D%¢°™ est inchangée si I'on diminue la taille de I'horoboule dé&rénce dans la pointe
d’augmentation.

J1
I
N
7

(d)
b

FiG. 2.2.10 — Entrelacs de Whitehead. (a)—(b) : pointe prireipg)—(d) : pointe d’augmentation.

Entrelacs borroméen

Parmi les entrelacs a deux ponts doublement augmentésslémite est celui ou les rationnels
associés aux deux tangl&s 7’ sontoo et0 (voisins de Farey) : le mdt n’est alors pas méme défini! On
peut néanmoins choisir une troisieme peftey —1) pour définir une triangulation de la sphéré thous
de recollemen? N7, et de la, une triangulation idéale de la variété, quiseve étre le complémentaire
de I'entrelacs borroméen. Une maille de chacune des trlatigns de pointe est montrée a la figure
2.2.11 (on s’est contenté de représenter 'une des deimxasod’augmentation)@\ nouveau, certaines
inégalites de convexité dans I'espace de Minkowski m& pas strictes : les liens de pointe Bé&eo™
dont indiqués en (b—d), %< est une décomposition en deux octaédres idéaux regu{idotons
gu'il ne s'agit pas de la decomposition standard propgseexemple dans [T1] : la pointe principale
contient8 carrés [sommets d’octaedres], les pointes d’augmentatien contiennent qu2 chacune.
Dans la décomposition standard, chaque pointe codieairrés. Bien strf + 4 +4 = 8 + 2 + 2).
Enfin, diminuer I'horoboule de réféerence d'une des pard@augmentation (ou des deux) a pour effet
de briser chague octaedre en deux pyramides idéaleseacha®e : c’est la troisieme version (b’) de
la triangulation de la pointe principale dans la figure 2Llés deux pointes d’augmentation (d) sont
inchangées).

Demi—chirurgies

Considérons un entrelacs a deux ponts augnéntg 7', ou7”’ est un tangle trivial e un tangle
trivial augmenté (et la sphére & trous de recollement). La pente dasigliéfinie par7’ est considérée
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% "y

(d)

(b) ()

FiG. 2.2.11 — Entrelacs borroméen. (a)—(b)—(b’) : pointegpale ; (c)—(d) : une pointe d’augmentation.

comme fixée, par exemple a la valeur. Alors la pente dan§' définie par la composante d’augmen-
tation~ de 7 n’est en fait pas suffisante pour déterminer I'entrelacs peut entortiller les deux brins
qui passent a traverg un nombre arbitrairéV de fois, pour obtenir uné—famille d’entrelacsk . A
homéomorphisme pres, le complémentairdde dansS? depend uniquement de la parité de: il y a
donc deux variétés differentes (ou quatre, dans le aasahtrelacs a deux ponts doublement augmenté)
auxquelles on peut appliquer la méthode des parties 2.2.2.6. Ces variétés sont distinguées par des
demi—chirurgies de Dehndécouper le long de la spher8 &ous. (totalement géodésique) bordée par
~, puis recollerx en échangeant deux de ses pointes (celles qui ne sont pag)daa réseau euclidien
associé a la pointe d’augmentation n'a plus pour domainedmental le parallelogramméB B” A”
(figure 2.2.4, volet gauche), mais le parallelogramai& B” A", ou A" est le symétrique del’ par
rapport aA”. Voir aussi la remarque 2.2.5. Notons qu’une demi—chieudg Dehn peut fort bien chan-
ger le nombre de composantes connexes de I'entrelacs. Atelams exceptionnels (borroméen et de
Whitehead) des deux précédents paragraphes s’ajouteai@lirs freres obtenus par demi—chirurgie sur
une ou deux composantes d’augmentation. Le frere du aomgitaire de I'entrelacs de Whitehead se
trouve &étre le complémentaire de I'entrelacs de Whitdhmani de I'orientation opposée, et le lecteur
intéressé pourra déterminer les freres de I'entrdi@ceoméen.

Nous appelleron& unespherea 3 trous d’augmentation

2.3 Recollements et entrelacs arborescents augmest

Considérons des variétés hyperboliques, . .., M,,, ou chaqueM; est le complémentaire d’'un
entrelacs a deux ponts augmenté une ou deux fois. Dénsugtaquel/; le long de sa ou de ses spheres
a 3 trous d’augmentation. Notond/; la variété a bord totalement géodésique obtenue, endeisa
décomposition ideal®. ™ induite par la decompositioP“<>™ de M;. Nous pouvons alors recoller
les sphéres 3 trous desdM; deux par deux d’une fagon complétement arbitraire, pduierdr une
varieté M sans bord, que nous supposerons connexe.

Théoreme 2.3.1.Le recollement de@feom est un raffinement de laédompoaosition gonetriguement
canoniqueD“e°™ de M.
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Remarque a la fin de la démonstration, nous aurons de plus clagedieas ou ce raffinement est
strict.

Déemonstration.Notons que dans ce théoreme, a la difference du camIaR.13, les voisinages ho-
robouliques des pointes sont fixés une fois pour toutes fppase que les composantes d’intersection
d’'une sphere & trousY. avec les horoboules des trois pointes associées ont tautesme aire hyper-
bolique).

Dans une triangulation de pointe d’'un complémentaire tdatscs a deux ponts augmenté, appelons
droite de é@surele lien de pointe d'une sphere a trois trous d’augmematipar exemple, la droite
pointillee horizontaleC' qui traverse le bas de la figure 2.2.5 est une droite de céBares une pointe
d’augmentation, les arétes sont rangées elasses (selon leur direction) et I'union des arétes deel’'u
de ces classes forme exactement les droites de césureleBdigsires 2.2.10 et 2.2.11, toutes des droites
de césure sont horizontales (et en pointilles dans laggnncipale).

Les triangulations de pointe déd; s’obtiennent & partir des triangulations de pointe 8igsen
découpant le long des droites de césure. Les triangnkatie pointe dé/ s’obtiennent par recollement
le long de ces mémes droites de césure. Il suffit donc déerdiinégalité de convexité habituelle dans
I'espace de Minkowski pour un tel recollement.

FiG. 2.3.1 — Quelques recollements possibles le long d'unéedde césure. Les triangles définis par une
pointe d’augmentation sont dessinés au trait fin, les suatuetrait gras (continu ou pointillé).

Faisons coincider avéR C C la droite de césure le long de laquelle on entend recollep&t sup-
poser que les téetraedres a recoller définissent (pgggtimn verticale dans le modele du demi—espace de
Poincaré) les triangle&), 1,¢) et (0,1, ), ou, ¢’ appartiennent a la band@, 1] + /R (rappelons que
par (2.3) tous les angles sont aigus) et{{in< 0 < Im (¢’). La figure 2.3.1 montre quelques—unes des
possibilités, en fonction de la nature (principale ou dimentation) des deux pointes que I'on recolle.
Les horoboules centrées @t 1 ont pour dianmetre euclidiehet sont tangentes a I'horoboule centrée
en l'infini. En revanche, le diameétre de I'horoboule cesteén( est ou bienl (pour une pointe d’aug-
mentation), ou bien¢ — 1|, ou bien|¢?| (ces deux derniers cas correspondant a une pointe pri@cipa
d’un M;, comme a la partie 2.2.4). 8i= ¢ + in et(’ = & + in/, on a donc les vecteurs—lumiére
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vy = ( 0, 0, 1, 1)
U1 = ( 2, 0, 0, 2)
Voo = ( 0, 0, -1, 1)
v = p (2, 2, 1-8-9, 1+&+1%)
v = lu’, ( 26,7 277,7 1_5/2 _77/27 1+£/2+77/2)

¢[*71¢—1]? [SIERRISET

ol € {1, - — } ety € {1, 1 ! 2}. On résoutPvy + Qui + Ruse = Ave + (1 — Mg,
et on trouve

/ 2 2 1 ! 2 12 1
N(=8+&+n" =) —n(l =&+ +17 =)
P+Q+R=1+u o —.
nmp —np
Commen < 0 < 7/, il suffit de montrer queX := 1 — £ + €2 +n? — % > 0 (etde mémd — &' 4 ¢ +
n'? — % > 0). Notons queX ne dépend que du tétraedre idéab1( (et des horoboules placées a ses
sommets), pas du tétraedre voisiX :est fonction duilt défini par Sakuma et Weeks dans [SW1]. On a
bien

>3
+ = max{l, |C|2> |1 - <|2}

4
1
_Zagal_g}

- e}

Ce dernier nombre est positif parce que tous les anglesahgte(0, 1, () sont aigus. Le theoreme 2.3.1
est demontré. De plus, classifier les cas d’égalité tianalcul ci-dessus, et donc les cas@iico™ est

—Geom

strictement plus grossiéere que le recollementﬁpso , est aisé en utilisant la partie 2.2.6 : parmi tous
les entrelacs a deux ponts augmentés une ou deux foissudsssdroites de césure (et donc les seules
sphéres & trois trous d’augmentation) qui n’apparatssas dansD<" sont celles de I'entrelacs de
Whitehead (les arétes horizontales de la figure 2.2.1Gs€0) absentes de 2.2.10-(d)). C’est donc le
seul cas oUX = 0, et les seules spheres a trois trous de recollementNfgsjui n’apparaissent pas
danst@fom sont celles qui séparent denX; définis par des entrelacs de Whitehead. Par exemple, la
figure 2.3.2 montre un entrelacs dont le complémentairbtigiot en découpant et recollant plusieurs
complémentaires d’entrelacs de Whitehead. O

1
x s fe- ]

La classe des varietéd/ auxquelles s’applique le théoréme 2.3.1 contient notamimnies
compkementaires d’entrelacs arborescents totalement augesegénéralisations de I'exemple de la fi-
gure 2.3.2. Nous renvoyons au chapitre 4 pour les défisitiennotamment a la remarque 4.5.8 pour la
caractérisation exacte de ces entrelacs.
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FiG. 2.3.2 — Pour obtenir cette variété on a découpé, puilés copies du complémentaire de I'entre-
lacs de Whitehead (vu comme un nceud a deux ponts augmendgl de leur sphere &trous d’aug-
mentation. Les pointes d’augmentation ont été reunies former la composante grasse de I'entrelacs.
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Chapitre 3

Caeurs convexes des groupes
guasi—fuchsiens du tore perée

3.1 Introduction

Considérons un groupg C Isom' (H?) librement engendré par deux éléments de commutateur
parabolique. On dit quUE est ungroupe quasifuchsien du tore pérsi I' est discret, sans torsion, avec
M = H3/T" une variété géométriquement finie. Le coeur convexg/dadmet alors deux composantes
de bord, qui sont desurfaces plisseshoméomorphes au tore perté

Dans ce chapitre, nous étudions les groupes quasi—funstisiu tore percé en étendant les méthodes
du chapitre 1 : exhiber une triangulation totalement gsaglie de I'intérieur du cceur convexe e
En particulier, la combinatoire de la triangulation uékssera étroitement calquée sur celle du chapitre
1 : la droite—maitressd qui traverse le graphe de Farey aura pour extrémités, henlgs pentes des
laminations stables et instables d’'un homéomorphismadawseAnosov du tore percé, mais les pentes
des laminations de plissage du cceur convexB 8", qu'on suppose donnée$.(En particulier, nous
montrerons qué' est une fonction continue des laminations de plissage, icengainera le

Corollaire 3.9.9(C. Series)_es laminations de plissage forment un éyst de coordorées continu de
I'ensemble des groupes quasifuchsiens non fuchsiens epéo@, vusa conjugaison pes.

La conjecture des laminations de plissage affirme que cdtaégeste vrai lorsqu’on remplace le tore
percé par une surface quelconque. Le principal obstaol&, |p démontrer, est d’obtenir 'unicité d’'un
groupe de plissages donnés.

Décrivons a présent le principal résultat de ce chep®oit)/ = H?/T" une variété hyperbolique
complete a une pointe. Akiyoshi et Sakuma [AS] ont ételadtonstruction d’Epstein—Penner [EP] dans
I'espace de MinkowskR3*! pour montrer que l'intérieu?” du coeur convexe d&/ admet une (unique)
décompositiorD&e™  canonique en un sens purement geomeétrique. Comme &ilnpa1,D%" est
définie en considérant I'enveloppe convexe- R3*! de lal'-orbite (discréte) d’un quelconque vecteur

'Rappelons que dans la compactification de Thurston, le bertedpace de TeichmilleF est 'ensembleP ML des
laminations mesurées projectives : ifi est identifie 3> (’'espace sous-jacent de la triangulation de Farey), saopaP M L
est identifiee & 'ensemble des perfe® = OH>
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isotrope représentant la pointe &i&: la décomposition cellulaire du bord du polyédrese projette dans
M pour donneD&e°™  En fait, la projection d€' & M contient non seulemefif, mais aussi une partie
dubord du coeur convexe d&f, qui est précisement caractérisée (en dimension goele) dans [AS].

Ici nous nous intéresserons seulemeht @i-méme.

Cette decompositio®“c°™ deV est plutdt mystérieuse en général. Par exemple, omégi® o™
est toujours localement finie. Toutefois, les cellule¥&*™ de dimension maximale qui se relévent &
des faces de type espace@esont des polyedres idéaux contractiles dont I'union astamplexe dual
du domaine de Ford—Voronoi dé. Les autres cellules d2“¢°" de dimension maximale peuvent &tre
non contractiles, sont invisibles dans le domaine de Faytboi deM, et s'accumulent en général pres
dedV.

Dans le cas d'un groupe quasi—fuchsien du tore percé, kesimude [ASWY2] ont proposé une
séduisante description conjecturale de la combinat@f®@d°™. Le complexe des triangulations idéales
du tore percé est un arbdé, et les classes projectives des deux plissages du boiid definissent
deux points a I'infini deY” : comme a la partie 1.3, 'unique géodésiqueYdeeliant ces deux points
permet de définir une triangulation idéale (combina)o®é ™ de V (plus de détails dans la partie
3.2). La triangulationD®°™ est canonique en un sens combinatoire, par rapport aux adons de
plissage du bord d&. Peut-on raidifD“°™" pour en faire une triangulation totalement géodésiqu¥ de
(sans renverser l'orientation d’aucun tétraedre) ? Eeitbme principal de ce chapitre donne une réponse
affirmative :

Théoreme 3.1.1.Si V est l'intérieur du caeur convexe d'un groupe quasi—fuchsien du toreepéa
triangulation iceale D°°™ de V' n’est autre que la version totalemeréagesique deD¢om?,

Comme a la partie 1.11, une fois qu’on a deviné la natur®@d&™ (en I'espece D), montrer
la canonicité geéométrique est un simple calcul (véarifiee relation de convexité dans I'espace de Min-
kowski). HormisDC et les decompositions plus grossiéres dbAt™ est un raffinement, nous ne
connaissons en fait aucune décompositiorvden cellules idéales qui respecte I'involution hyperellip
tique (propriété donD“e°™ jouit automatiquement par symeétrie).

Thurston et Bonahon [B1] ont montré comment associelaméation de boufclasse projective de
laminations mesurées) a un bout infini d'une variétégnpplique. Le Théoréme des laminations de bout
[BCM] affirme, en gros, que la géométrie asymptotique dutlme dépend que de la lamination associée.
En vue d’'une généralisation du theoreme 3.1.1 a taugreupes du tore percg, il est raisonnable de voir
les laminations de bout comme des plissages d’intendit@an(voir la partie 3.9.4), et de conjecturer
gue le groupe est déterminé a conjugaison prés parmm@sdaons de plissage et/ou de bouts (cet énoncé
engloberait le Théoreme des laminations de bout et lagétunje 0.2.3 des laminations de plissage de
Thurston comme cas particuliers). De fait, notre méthoglengt de construire des groupes kleiniens
du tore percé pour toute donnée admissible de laminatienglissage et/ou de bouts, et ces groupes
satisfont a un analogue du théoreme 3.1.1 : I'énomeecel, qui comprend une description compléte de
DGeom (en particulier dans le cas de laminations rationnellest)lesthéoréme 3.9.1. Quand exactement
un des bouts est géométriquement infini, prouver l'uaiditin tel groupe demeure un probleme ouvert.

Légalite DEeom™ = pComb —. D du theoréme 3.1.1 (et I'existence d’'une réalisatiode€™? par
des polyedres idéaux bien orientés) était la Conjec8u? de [ASWY2], également appeléenjecture
EPH (pour elliptigue—parabolique—hyperbolique, les troigety de faces dans I'espace de Minkowski :
nous parlerons plutdt de faces de type espace, de typererei'de type temps). Dans [Ak], Akiyoshi
a établi cette égalité dans le cas de deux bouts infings Bun bout fini, les tétraedres d&s’apla-
tissent extremement vite : le plus petit des angles d&dre-eme tétraédre est une fonction deui,
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génériquement, tend vedplus vite que n'importe quelle suite geométriqué);>o. En un sens, la dif-
ficulté est de montrer que ces trés petits angles restammoins positifs dans la métrique hyperbolique.
La réalisation geométrique d@“°™ (en d’autres termes, la construction des angles dieédres me
tionnés ci-dessus) sera raisonnablement explicite lléisp apparaitra comme le maximum d’une fonc-
tionnelle “volume”Y concave, explicite, sur un domaine convexe explicitemeéfind Le domaine est
de dimension infinie, mais on borne explicitement la contrdn des coordonnées de “queue” dahse
gui suggere la possibilite d’'une implémentation nuuée. De plus, cette particularité nous permet de
montrer que le groupe kleinien est continlment déteenpiar’ les laminations de plissage : c’est I'étape
clé pour demontrer le Théoréme des laminations deggsgpartie 3.9.5).

3.2 Stratégie

La triangulationDE°°™ peut &tre vue (a titre dual) comme un raffinement du domdaé&ord—
Voronoi du groupe quasi—fuchsien sous-jacent. Ce domai@té décrit en tres grand détail dans
[Ja, ASWY1, ASWY2] et [ASWY3] : cette approche, qui fourniampdualité une description d’'une
sous-famille finie des téetraédres B&°°™, repose sur un argument de “continuité geomeétriquer ssr
pace (connexe) des groupes quasi—fuchsiens. Afin d'ettalisles tétraédres dBEc°™ simultanément,

y compris ceux que le domaine de Ford—Voronoi ne voit pasx(cgli ne sont pas de type espace),
le présent travail adopte une approche diamétralemearas@e : nous décrivons d’'abord la forme que
doivent posséder les tétraeédres de la triangulatiodidate D, puis nous travaillons & prouver que
leur recollement définit un groupe quasi—fuchsien (plecement, I'intérieur du coeur convexe d'un tel
groupe). Le calcul du 1.11 dans I'espace de Minkowski imiglors, par-dessus le marchég, le théoreme
3.1.1 Q)Comb — DGeom).

Par rapport aux résultats antérieurs de canoniciteng@éique ([Ak, L2, ASWY3]) qu'on trouve
dans la littérature, la nouveauté du présent travaitlest de permettre le traitement de laminations de
plissage, c’est-a-dire de groupes kleiniens dont I'eferimite est plus petit quB'C. Nous utiliserons
les résultats (et les notations) du chapitre 1, mais régmpels toutes les définitions nécessaires.

3.2.1 Position pEcise du probEme

Soit T := (R? \ Z?)/Z* le tore percé en un point, muni de sa structure differbfgiaSoitC
I'ensemble des classes d'isotopie de courbes simplesstsrdansd’ qui ne séparent pds (le bord
d’un voisinage régulier du trou dg est ainsi exclu d€). Soit aussC’ 'ensemble des classes d'isotopie
d’arcs proprement plongés dafgallant du trou au trou) qui ne séparent fgas

Considérons le revetement abélien maximalR? \. Z? — T, et deux entierg,n premiers entre
eux. Si¢ est une droite de pentg/¢ dansR? qui rencontre (respectivement, ne rencontre @as)plors
7(¢ ~ Z?) définit une classe’ € C’ (resp.y € C). On appellen/¢ € P'Q la pentede’ (resp.y). Il est
notoire queC aussi bien qué’ sont paramétrés p&'Q = Q U {oo}, viala pente : on a des bijections

s:C —=PQ ; s =PQ.

S'il 'y a pas de risque de confusion, nous omettrons pasfeisidentifierons simplemeiitaP' Q.
Soient(a™, 1) et(a—, 57) des élements d&*? tels qued* /ot et 3~ /a~ soient deux irrationnels
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distincts ¢). Définissons leglissages\* : P1Q — R* par

A le) =

St e e -]

B~ m
o |l (3.1)
ou les doubles barres dénotent la valeur absolue durdigi@nt (etr/¢ est une fraction irréductible).
Multiplier un couple(a®, 3%) par (—1) ne change pas®. Notons que\~ < 0 < AT (en tant que
fonctions suP' Q).

Remarque 3.2.1.La mesure de plissaged’une surface plissée (d'aire finie) est défiamipriori sur tout
arc transverse a la lamination de plissage (voir la par8el3our une définition). Cependant, quelques
parametres réels suffisent a détermihepar exemple, on connalttout entiere des lors qu’on se donne
les poids (pour\) des arcs d'un réseau ferroviaire qui supporte la lanonatie plissage [PH]. Dans ce
chapitre, nous nous contenterons presque toujours dedéoesia restriction d’'une mesure de plissage
surT al'ensembleC des courbes (géodésique intrinseques) simples fexrmée

Dans le plan hyperboliqu&l?> muni de sa frontieréH? = P!R, considérons la triangulation de
Farey : celle-ci s'obtient par réflexions successivesidngle idéall oo0 par rapport a ses cotés (voir par
exemple la seconde partie de [Min]). Les irrationngls/a™ et 3~ /a~ appartiennent &H?, et la droite
(géodésique) orienték de 3~ /a~ aBt /a™ traverse une infinite d'arétes de Fakey);cz (le choix de
ep est arbitraire)A toute paire d’entiers consécutifs — 1,4) est associée une lettrB,ou L, selon que
les arétes; 1, ¢; partagent leur extrémité droite ou gauche (on dira gfeit un virage a droite, ou a
gauche, au triangle de Farey situé entre ete;). Nous obtenons un mot bi-infini. RLLLRR... dont
tout préfixe et tout suffixe contiennent une infinité glecomme del..

Deux rationnels d®'Q sont voisins dans le graphe de Farey si et seulement sdeséts associés
de(’ (arcs proprement plongés dafssont homotopiquement disjoints. Ainsi, chaque triangé-drey
7 définit unetriangulation iceale du tore percé : en effet, les sommets desont les pentes de trois
arcs disjoints (proprement plongés)@edont I'union partagd” en deuxriangles iceaux De plus, deux
triangulations d€” correspondant a des triangles de Farey qui partagent ateerar different que par un
échange de diagonalgigure 1.3.1). Un tel échange doit étre vu comme un ¢etra idéal (topologique)
dansT x R emplissant I'espace contenu entre deux surfaces pliggmsiogiques), plissées selon les
deux triangulations idéales (les diagonales de I'échamt deux arétes opposées du tétraedre).

Comme au chapitre 1, notre stratégie sera de considéeesunface triangulé&; (homéomorphe
au tore percél’) correspondant au triangle de Farey situé entrg et e;, et ce pour tout dansZ;
puis d'interpoler ces surfaces par des tétraedres idéapologiques)A; correspondant aux échanges
de diagonale (c’est-a-dire aux arétes de Far@lles-mémes), et de munir tous ces objets de parameétres
géomeétriques (angles diedres) en utilisant le prindipgolume maximal di a Rivin (voir [R1]). Notons
que\™ code toute la combinatoire du recollement des tétragtifeBe plus, chaqué; c T x R, étant
homotope a une fibr& x {x}, est naturellement muni d’'umarquagel; ~ T (défini & isotopie pres).

Théoreme 3.2.2.11 existe une vaite hyperbolique non comgte V, a une pointe, hodomorphea
T x R, telle que

2Nous nous concentrons en premier lieu sur des laminatioqsisiage irrationnelles — quant aux rationnelles, voir la
partie 3.9.

58



i — Le compéte netriqueV deV est homdomorphed T x [0,1] = V U T oo U Ty o0, OU T o6, T oo
sont des surfaces plisss dont les mesures de plissage, restreiat€ésnsembleC des courbes
simples ferraes, cincident respectivement avac o s et A* o s, ol s est la fonction pente ;

ii — Les réalisations gonetriques desétragdres{A; };cz dansV définissent une triangulation &hle
totalement gocesiqueD™® de V.

Les parties 3.3 a 3.8 sont consacrées a la constructioredelleV. On exige que le trou d& cor-
responde a une pointe &g de sorte qué” sera isométrique au coeur convexe d’une variété hypqcieol
H3/T", ouT est un groupe quasi—fuchsien du tore percé (on dira singsiequel” a pour plissage\™).

Par [S4], ou par le corollaire 3.9.9 ci-dessous, le grollpest déterminé a conjugaison pres dans
Isom(H?) par lesA*. Ainsi, notre construction fournit une décompositibnde l'intérieur V du coeur
convexe den'importe quelgroupe quasi—fuchsien du tore pefcélont les laminations de plissage sont
irrationnelles. Le revetement universel Weest représenté a la figusede [T3].

Dans toute la démonstration, nous aurons affaire a undldainfinie de tétraedregA,;);cz, separés
par des tores percés plissgh );cz. Par un choix arbitraire, nous avons résolu quesera la surface
A; N A;_1 — ou, ce qui revient au méme, que le bord du tétragdrseral; U T;. 1. C'est toutefois la
numeérotation des tétraedrds qu’on devra voir comme la plus essentielle au probleme f@iamment
plus loin la définition 3.3.1).

3.2.2 Plan de la @monstration

Dans la partie 3.3, aprés avoir rappelé la paramétisdtiue au 1.5) de I'espace des combinaisons
d’angles diedres;, y;, z; pour les tétragdrefA; };cz, nous intégrons la donnée A& sous forme d’une
famille de contraintes supplémentaires suraggy;, z;. Dans la partie 3.4, nous menons a bien la maxi-
misation du volume (sous ces contraintes). D’importantepnietés asymptotiques de la solution sont
analysées a la partie 3.5. Dans la partie 3.6 (a rapprat#hé.4), nous décrivons la triangulation eucli-
dienne de la pointe. Dans les parties 3.7 et 3.8, nous mantyam les surfaces plissEBEsconvergent en
un sens suffisamment fort pour que leur limite (quaitehd verstoo) coincide avec le bord (plissé) du
complété métrique d& = (J;c, As. A ce moment, nous aurons construit le coeur convexe d'un group
guasi—fuchsien. Le theoreme 3.1.1, pour ce groupe paeicdécoule alors simplement du calcul déja
exposé a la partie 1.11. Dans la partie 3.9, nous donnomgamstruction analogue de groupes du tore
percé admettant des pentes de plissaggn™ rationnelles et/ou des bouts infinis, et nous redémontrons
que le couplg A*, A~) forme un systéme de coordonnées continues pour I'espegrdupes quasi—
fuchsiens (non fuchsiens) : c’est le theoreme des lamimatde plissage ; voir [S4]. Tous les groupes
guasi—fuchsiens du tore percé s’obtiennent donc par notrstruction, et le théoreme 3.1.1 est démontré.

3.3 Lespace des dformations

3.3.1 Angles dédres

Dans ce paragraphe (simple rappel du 1.5), nous munissanglds diedres les téetraedres ideaux
A;. Plus précisément, nous décrivons I'espace con¥kestes combinaisons d’'angles positifs pourAes
telles que

— les trois angles dieédres a chaque sommet idéah dent pour sommer (cela est vrai pour tout

tetraedre idéal dE®);
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— les angles diedres au voisinage d'une aréte/’de= (J,., A; ont pour sommer (cela est
nécessaire, bien gu'insuffisant, pour avoir une strudiyperbolique au voisinage de I'aréte) ;

— les trois angles de plissage de chaque tore percé filise@ angles diedres extérieurs signés, ont
pour sommé) (cela est nécessaire, bien qu’insuffisant, pour faire aluyirde 7" une pointe dé/,
c'est-a-dire faire de I'nolonomie du lacet autour;gdene isométrie parabolique @&).

Les trois conditions ci-dessus ne font que reformuler (lalpremiere condition implique que deux
arétes opposeées dg recoivent toujours le méme angle diedre). Par la suitesiappliquerons le principe
du volume maximal de Rivin sur un certain sous-ensembleeande (I'adhérence de).

Comme au 1.5, les solutions du probleme linéaire ci-desent données par les suites )<y, telles

que

Pour touti € Z on a0 < w; < .
Sii sépare des lettres identiques (deux premiers 2as)> w;+1 + w;—_1. (3.2)
Sii sépare des lettres differentes (deux derniers ¢as); — w;_1| < w;.

Plus précisément, en notant; 1, w;, w;+1) = (a,b, c), 'expression des angles diedresy;, z; de
A; en fonction des lettres{ou L) de2 situées de part et d’autre de I'indi¢€ou de l'aréte de Farey;)
est donnée par le tableau suivant (rappel du tableau 1.3).

L L R R L R R L
x; a+c) H(—a+2b—c)| ta+b—c) |3(-a+b+c)
Yi | 2(—a+2b—c) a+c) H(—a+b+c)| ta+b—0c)

Z T—2b T—2b T—2b T—2b

(3.3)

Supposons qu@w; );cz, satisfait (3.2). On rappelle quelques conventions utilestthpitre 1 :
— Aux arétes dont la pente est I'extrémité droite (resualpe) de;, 'angle deA; vautx; (resp.y;).
— Le facteurR de T x R permet de munir chaque surface plis§éal’'une orientation transverse,

dont on dit qu’elle pointerers le haut
— Soite une aréte df; : si les angles diedres adjacents situésau dessusle T; ont pour somme

m + 6, on appell& 'angle de plissage dé; ene.

— Une aréte qui saille vers le haut a donc un plissage positila concorde avec la convention
A” <0 < AT de (3.1), puisque I'on entend faire #fle= | J,.,, A; un espace convexe.

— Les angles de plissage @gsont donnés a la figure 1.5.1 (haut) en fonctionw@gsdans le coirp
du triangle de Farey associé g figure I'angle de plissage dgE en I'aréte de pentg. Rappelons
les valeurs (1.2) des angles de plissag&de

Wi—1 5 —Wi 35 W — Wi—1 - (3-4)

Notons dorénavarit I'espace (convexe, non vide) des solutidng);cz, de (3.2).

3.3.2 Une contrainte naturelle sur le plissage d&;

Nous décrivons a présent un certain sous-ensemble x@ma.. Ce sous-ensemble sera défini
par des conditions de décroissance pour la quitg;c7z au voisinage detco. Ces conditions, dont la
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vocation est de refléter lest, s’obtiennent comme suit. Considérons le tore perc&@lis séparant
les tetraedrel\; et A;_;. Soienteq, €9, €3 les arétes df; et 41, 09, 03 les angles de plissage associés
(comptés positivement pour une aréte qui saille vers &, ftmmme dans (3.4) ci-dessus). On rappelle
'ensembleC des (classes d'isotopie de) courbes simples fermées eamelperc&’, non homotopes a
un point ou au lacet autour du trou. Définissons la mesurdiskage)\; : C — R™ deT; par

Ai(y) = 611 (y) + dava(y) + d3v3(v), (3.5

ouv,(vy) € N est le nombre d'intersection deavec I'aréte:,,. Notonsz,, € C la courbe simple fermée
qui a la méme pente qug. Nous posons comme condition

A (g5) < Ni(es) < AT (es)

pour touts € {1,2, 3}, et de méme pour tout tore percé pligsaans laz-famille ).

Autrement dit, notong /¢ la pente (rationnelle) de,. Observons que;(c,) = 7 + d,n = —6, OU
{o,0',0"} ={1,2,3}, car les pentes dg, c5, 3 sont des voisins de Farey. Ainsi, par (3.1), la condition
posée est que pour togy défini comme ci-dessus,

2 gllen<lz 2l

Afin d’exprimer (3.6) en termes des;, il nous faut définir quelques notations (l&ssont fonction
desuw; via (3.4) ci-dessus). Pour chaque aréte de Fasesoitq;” (resp.g;’) le rationnel situé a 'opposé
dee;, du méme coté de; que le point3™ /at (resp.3~ /a~). Pour un quelconque rationngl= 7/¢,
introduisons la notation leégérement abusitle (

3 ‘ B on ‘
a

—Ap:= (valeur absolue du déterminant) 3.7)

(07

Alors, sil, r sont les rationnels situés aux extrémités gauche eteddei I'aréte de Farey;, on a

+ + + _ - - -
A+ (B nr)y =2 ngr s (EAD+(EEAr) =5 agf. (3.8)
En effet, la notation\ est invariante sous I'action du grougeSL,(Z) (agissant sufH?, 0H?) par
isomeétries et sur les coupleg«, 3) comme groupe de matrices). Comiig Lo (Z) agit transitivement
sur les arétes de Farey orientées, on est ramené gl eag ,q; ) = (00,0,1,—1) oU 3~ /a~ <0 <
BT /a™, qui est immédiat.
Traduisons maintenant I'équation (3.6) en termes dgsSoiente; 1,¢; deux arétes de Farey
consécutives p et p’ sont les extrémités de_; ; p etp” sont les extrémitées de. On ag;”, = p”
etqg; = p’. Auvu de (3.4) et de la figure 1.5.1 (haut), I'equation (3iéYient

%Il s’ensuit en fait une inégalite semblable pour toutesdeurbes simples ferméesde C (voir le lemme 3.3.5 plus bas),
c'est-a-dire\™ < A\; < A1 entant que fonctions s@r. Forcer cette inégalité “naturelle” est la raison—gkéte notre contrainte.

“Abusive en ce quelle depend du coupte 3) et non du seul rée@-.
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—(g—i Np') < Wi—1 < Ay
+

—(§—+ /\p/) < —w; <
aF NP w; —wi—1 <

Comme lesw; sont strictement positifs (3.2), cela équivaut a

+
(ﬁ Ng ) < —wj;

+ —
(§+ p) < wi—wi—1 < g—,/\p.

. + + _ -
Enfin, observong— Ap = (25 A g ) — (25 A g;) tandis quel= A p = (5= Agf) — (E= A gt ),
par I'équation (3.8). Ainsi, si I'on introduit
+ —
st =Tng et oy =gt (3.9)
alors I'equation (3.6) devient
w; < min{g],¢;} .
6T —d < wia—wi < éF,— g7 Vi e Z. (3.10)

3.3.3 Etude degt et

Définition 3.3.1. En 3.2.1, nous avons associé a chafjgeZ une aréte de Farey, située entre deux
lettres a valeurs dar{sk, L}. Nous appelleronsunindice charnére, etA; untetragdre charnére, quand
les deux lettres sont distincteR [ ou L R). L'adjectif non-charnére se rapporte &R ou L L.
Lemme 3.3.2.Les suites)™, ¢~ : Z — R*,_ satisfont les propétes suivantes.

i — Premirementg— est strictement croissante @t strictement @croissante.

i — Pour touti, onal < ¢, ,/¢; <2etl < ¢, /¢ <2.

iii — Sii € Z n'est pas charréire, alorsg;” | + ¢, = 20, eto;_ | + ¢, = 2¢; .

iv— Sii € Z est charnére, alorsg, , = ¢; + ¢;_, ete; | = ¢ + ¢4

v — Les suites™ sont convexes2¢: < ¢ | + ¢7- ;.

Vi — Sii < j sont deux charm@ires congcutives, alord + % < { Zi # } <1l4j—1i.
vii— On alim ot = lim o~ =0 etlim ¢T =1lim ¢~ = +oo.
—+00 — — —+o0
viii — On ahm (o, — o) = hm (hiq — b7 ) = +o0.

Remarque 3.3.3.Les pointsiii etiv sont simplement des cas limites des inégalités (3.2)siguifient
la positivité des angles;, y;, z;.

62



Démonstration.Nous traitons seulement™ : les arguments pouﬁ sont analogues. Soienat
pri—1 ete; = pr; deux arétes de Farey consécutives. (aﬁa: AT et | = fﬁ Ari—1+ 5+ Ap
par I'équation (3.8), d’'olL

Pourii, il suffit de montrer la borne supérieure. Observerazuq (a+ AT+ g—i ADp)+ ﬁ—i ADp
tandis quep;” = a—+ Ari+ % A p.

Pouriii, supposong;,; = pr;+1 de sorte quaﬁkF = fl—i Ap+ g—i A rp quand|i — k| < 1. Pour
k € {i,i + 1} le membre de droite egé Arg_1,donc(¢; | — o) = a—i A p, ce qui suffit.

Pouriv, supposons;;; = p'r;. En utilisant les notations de la formule (3.9), nous avgns = p et
q; = Ti—1, extréemités de;_;. Vu I'équation (3.8), cela donne le résultat. Le pairgst une conséquence
deiv etii aux indices charnieres, et dieaux autres indices. Pout, observer que;” = ¢+ (j — )¢,

pariii-iv, et conclure en utilisarit Le pointvii est une conséquence deet de la présence d’une infinité
de charnieres au voisinage @ec et de—oo. Le pointviii découle devii, v, etiv. O

3.3.4 Comportement des plissages : C — R

Pour toute suite réella ¢ R%, définissons la suit& v par (Vu); = u;_1 — u;. Résumons les
conditions imposéesa : Z — R’ (équations 3.2 et 3.10 ci-dessus) :

0 < w; < min{¢],¢; , 7}
Vo, < Vuw; < Vor pour touti € Z; (3.11)
lwit1 — wi—1| < w; si¢ est charniere ; '
Wit1 +wi—p < 2wy sinon.

Verifions quew; = f(¢;)f(¢; ), par exemple, satisfait ce systeme, foast n'importe quelle fonction
strictement concave, monotone,®e dans|0, 1], satisfaisanf (x) < x. Les deux premieres lignes sont
immeédiates. Pour la troisieme, observons que

FofD)f(bi) = F@o ) (6 + i) < F(of) [f(67) + Floiy)]
< fON)F(07) + f(7 1) f(di_1)

et de mémef(¢7,)f(¢iy) < f(67)F(67) + F(6{1)f(67,,). Pour la quatrieme, notorfst, a) =
(f(gbj_l), f(¢l+1)) et(b B) = (f(¢;_1), f(¢l+1)) de sorte qued > a etb < B. On a alors bien

A+a b+ B Ab—l—aB+ (A—a)(B—b) - Ab +aB

JENI6T) > S5 7 = 25 ; :

Définition 3.3.4. Si (3.11") dénote le systeme (3.11) dans lequel toutesniegalités strictes ont été
remplacées par des inégalités larges, Boit R” I'espace des solutions de (3.11)).

Supposongw; );cz € W et rappelons (3.5) la mesure de plissage C — R associée &3, le tore
plissé percé situé entre les tetraedigeet A;_.

Lemme 3.3.5. Pour toute courbey € C, la suite(\;(v))icz est croissante, avec

A" () < lim N(y) < lim N(y) < AT(9).

1——00 i——+00
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Démonstration.Tout d’abord, observons que les triplets d’angles de @ssieT;, T;,1 sont toujours
de la forme(A, B, —z; — v;); (A — 2x;, B — 2y;,x; + y;) donnée dans la figure 3.3.1, au (resp.
y;) est positif, égal a I'angle diedre du tétraédxgaux cdtés horizontaux (resp. verticaux) du domaine
fondamental (carré) de la surfa€ela courbe fermée deT traverse ce domaine fondamental un certain
nombre de fois, verticalement, horizontalement, ou enatiatg (découpant I'un des quatre coins du
domaine). Alors\;(~y) s’obtient en sommant les angles de plissage rencontréslpes de ces differents
passages (¢ etU’ sont les angles de plissage rencontrésypat'entrée et a la sortie du domaine Jét
la somme des angles rencontrés a l'intérieur du domaieiee]l somme a un terme au plus!], on compte
un plissage dé§ +V+ % pour le passage considéré).

De \; a\;11, le plissage total le long deaugmente de :

A2 4 (2 4 y;) + A‘%} — [4 — (2; +yi) + 4] = 2y, par passage vertical ;

B2y (2 4 y;) + —3_22%} — [Z — (2 + vi) + £] = 2z, par passage horizontal ;

Adei | B‘%] —[4 — (2 + ) + 8] = 0 par passage selon la diagonale montante ;

A2 4 (2 + i) + B_%] — [4 + £] = 0 par passage selon la diagonale descendante,

d’ou la monotonicité annoncée. (Cet argument, ou uneanta, fonctionne encore pour des surfaces
de genre quelconque et des courbes fermées non-simplesoment que les angles du tétraedre sont
positifs).

A—QIEZ'

B—Qyi

FiG. 3.3.1 — Plissages des surfadg®tT;. 1 bordantA,.

Pour I'encadrement, nous nous préoccupons seulemeitédeX*. Considérons la pente = g €

P!Q de~ (une fraction réduite) ; rappelons la définitiat (o) = ||f; g|| posée en (3.1). Considérons un
indice 7 suffisamment élevé pour que I'aréte de Fargy sépares de 57 /at. Considérons les points
p,p,p" € PQ tels que(e;_1,e;) = (pp',pp”) : les points(o, p, g—i,p”,p/,a) sont rangés dans cet
ordre (cyclique) le long d®'R. La notationA de (3.7), appliquée a un couple de rationnels, n'est autre

gue le nombre d’intersection (géométrique) des courbeespondantes. Par conséquent, en utilisant les
angles donnés dans la figure 1.5.1 (haut), on trouve
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Ai(y) = (pAo)(wi—wim1) — (P Ao)wi + (p" A o)wi
= wi(pAo)+ Vuw;(p) No) carp’ N\o=pAo +p No
< qbf(p/\a) +V¢;r(p’ Ao)

(5—1 Ap’) (pAo)+ (5—1 Ap) ' ANo) ()

(3.12)

par définition (3.9) de)*. Cette derniere quantité egﬁ A o (d’ou la borne supérieure) : p&fLo-
invariance de la notation, il suffit de le vérifier poup = oo etp’ = 0 — dans ce ca(jﬂ eto = g sont

gt ]

de signes opposés, (e) devient effectivement3*¢| + atn| = || . gH

3.4 Volume hyperbolique

La topologie produit suR? induit une topologie naturelle sur 'espaié de la définition 3.3.4 : de
toute évidencelV est non-vide, convexe et compact.

Si (x,y, z) est un triplet positif tel que + y + z = , soitV(z,y, z) le volume hyperbolique d'un
tetraedre idéal d'angles diédres intérieurg, z. Nous souhaitons calculer le volume hyperbolique total
de tous les tétraédres quamd= W, c’est-a-dire

V(w) =3 V(i i, 2)

1E€EL

ou z;,y;, z; sont définis en fonction des; via le tableau (3.3). Il nous faut bien slr commencer par
veérifier que cette somme converge. Estimdnda formule bien connue (1.5) (tirée de [Mil]) donne

T Y z
V(z,y,2) = —/0 logZSin—/O logZSin—/O log 2 sin

= / log MdT (car [, log 2sin = 0)
0

sinT
< / log = Y4 (par concavité dein) (3.13)
0 T
= :Elogm—i_y +ylogx+y
X
< (z+y)log2 (concavité déog).

Lemme 3.4.1.1l existe une constante universelié > 0 telle que la somme des volumes desabdres
Ajpourj >i(resp.j < i) estau pIuqus;r (resp.K¢; ).

Démonstration.Nous nous concentrons uniquement sur le gdté Par le calcul ci-dessus, le volume
du tétraedre); est au plusw;log2 < ¢; log 2 (voir le tableau 3.3). En vertu du lemme 3.3i2<ela
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implique que le volume total de tous les tétraédriearniere au dela de I'indice est au plusse; log 2.
Pour la méme raison, il suffit de montrer

Sous-lemme 3.4.2ll existe une constante universelle> 0 telle que sD et N € N sont deux chargres
congcutives, la somme des volumes é@aédresAq, As, ..., An_1 eSstau pIungbj{.

Démonstration.Par homogeénéité dans I'estimation (3.13), on peut ssgpg = 1 et remplacer le
volume par son estimation. Aussi, séit; )<<y uUne suite strictement concave ddfsl]| : d’'apres le
tableau (3.3), il nous faut trouver une borne supérieureeuselle L (indépendante d&) pour
Z_: Wit1 + wi—1 o 2w; 2w; — Wiy — Wi log 2w; ‘
2 Wit1 + Wi—1 2 2w; — Wig1 — wi—1

i=1

Si A < B sont des entiers strictement positifs, notdiﬁ la somme ci-dessus, restreinte aux indices
A < i < B. Le terme général dEf{ est au plue~! < 1, parce ques log% < e~! pour toutr > 0
(et quew; < 1). Pour un contrdle plus fin, nous majorons la premiére igndit terme général def par

Wi1+wWi—1 2w; 52 iAtE i H
( 5 )(wi+l+wi—l — 1), et la seconde moitié, par les propriétés de concaeteg Il vient

B-1
w8 < Z 2w — Wi — Wwi—1 o Wil + w1
eyt 2 Wit1 + Wi—1

B ow; —w w B-lw

i — Wit] — Wi—1 i=A Wi

+ Z 2 log B—1 2wi—wit1—wi—1
i=A i=A 2

B—-1
i=A Wi N w4y —wWA-1 +WB-1 —WR
= olog—=—==2—, olUo= 5 .

Soit M € [0, N] une valeur de l'indice pour laquellew; est maximal. SU < B < M, on a

wpa —WA—
OSUSMS

1
— <1
2 2A —

(la troisieme inégalité se déduit de la concavitédentre0 et A). Notons quef : 7 — 7 log £ est crois-
sante suf0, 1]. Nous appliquons ces faits4 = 2¥~! et B = min{2*, M} : la majoration précédente
de X% peut étre récrite sous la forme

i

< flo)+olog (LF w)

< f@F) 42 Flog2k Tt =271 4 (2k — 1)log 2].

Cette quantité (quankldécritN*) est le terme d’'une série absolument convergente de sathrietoc.

Aprés un argument semblable pour les indigés< i < N, nous pouvons prendie = 2¢~! +2L/. [
Enfin, nous pouvons prendé€ = 3L + 3log 2. Le lemme 3.4.1 est demontré. O

Corollaire 3.4.3. La fonctionnelle volum®& : W — R est bien @finie, continue, et concave.

Démonstration.Le caractére bien défini était I'objet du lemme 3.4£fant donné > 0, seuls un nombre
fini d’indices i satisfontmin{¢;", ¢; } > /K, et les autres contribuent au volume a hauteuzadau
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plus : d’ou la continuité dans la topologie produit. La cavité se déduit de la concavité du volume d’'un
(seul) tetraedre, en fonction de ses angles diédreslé/proposition 1.6.6). O

Par compacité, il existe au moins une suitg);cz € W qui maximise le volume hyperbolique.
Désormaisiw dénotera un point d& réalisant ce maximum.

Proposition 3.4.4. Pour toutj € Z, siz;y;z; = 0 alors max{z;, y;, 2} = 7.

Démonstration.On procede comme a la proposition 1.7.1, a ceci présejuellime est maintenant une
somme infinie : supposons que le tétraedreait exactement un angle nul, et cherchons une contra-
diction. SiV(A?) est le volume d'un tétraedra® d'anglesz?,y!, (1 — 2! — ') ol (2%, y')i>0 est
differentiable,2’ = 0 < 3 < 7 etda'/dt;;—o > 0, alorsdV(A")/dt;,—y = +oo (par la formule
(3.13) ci-dessus).

Soit (w});ez une suite satisfaisant toutes les inégalités (stricddes(3.11) ; définissons’ := w +
t(w’ —w) pour toutd < ¢ < 1. Alorsw' € W, par convexité déV. SoitA! le i-eme tétraédre déterminé
via (3.3) par(w!);cz : alors les angles dA§ satisfont les hypothéses du paragraphe précédent, et

V(') = V(A + | V(@A)
i#]
admet+oco comme dérivée a droite gn= 0 (le second terme de 'addition est concave et continu, et
admet donc une dérivée a droite d&ns {+oo} en0). Par conséqueny, n’était pas maximal ew. O

Dans la partie 3.9, nous ferons appel a la conséquencanseide la proposition 3.4.4 :
Proposition 3.4.5.Sij € Z etx;y,z; = 0, alors j est une charrire etw; = 0.

C’est exactement la proposition 1.7.3. Mais on peut en fegtlgien plus :
Proposition 3.4.6. Toutes les iagalites (strictes) de (3.11) sont vraies @n

Démonstration.Soitd; := ¢; — w;. D’aprés la seconde condition de (3.11), la sG#e;cz est positive,
décroissante, et (par le lemme 3.3ii2iv) vérifie

di—1 > 0 + it si¢ est charniere ;
6; < Sim1 +oin sinon.
2
Ces inégalitées a priori sont larges, par la définition8®& 1.

Siw; = ¢; pour quelque indice, par décroissance d@;), on aw; = ¢, pour toutj > i. Si
Vw; = Vqﬁj, alorsd;_1 = 9;,d'oud; = 0;4+1 = --- = d; OUk est le plus petit indice charniére supérieur
ou égal &. On a alorsy,; = 0, doncw; = gzb;' pour toutj > k. Par conséquent, si quelque inégalité de
(3.11) contenanp™ est en butée, alors = ¢ dans un voisinage deoc.

Par le tableau 3.3 (et le lemme 3.3iRiv), on voit que tous les tétraedrés pour: assez grand ont
un angle nul, et un angle égala— ¢ €]0, 7| : doncw n'était pas un maximum, par la proposition
3.4.4. Aussi, toutes les inégalités de (3.11) impligught(ou, pareillementy—) sont strictes emw. |l
reste a montrer que les inégalités 3.2 sont strictegpalaps qu'il s’agit des inégalités 1.4 du chapitre 1.
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Tous les résultats des parties 1.7 a 1.9 sont vrais darentexte (les démonstrations sont rigoureu-
sement identiques, a la seule difféerence que les theaésont indexés dadset non plus dan& /mZ).
Par la proposition 1.9.1putesles inégalités (3.11) sont strictes enfaisant dew un point critiquede
la fonctionnelle volumé/. O

Corollaire 3.4.7. Le maximumw de la fonctionnelle) : W — R est unique.

Démonstration.En effet, le volume d’un tétraédre idéal est une fonctbictementconcave des angles
diedres lorsque ceux-ci sont strictement positifs (psim 1.6.6). O

La proposition 3.4.6 implique que la représentation dhoimie est triviale, c’est-a-dire que le re-
collement de n'importe quelle famille finie de tétraedcessécutifsA;, d’angles spécifiés par le maxi-
mixateurw du volume, définit une variété complete a bord polgé@esA,; “s’assemblent correctement”
autour de chaque aréte intérieure) : voir [R1], [CH] oudmine 1.6.2. Par conséquent, les liens sommi-
taux des tétraedres idéaux (ces liens sont des triaegleigliens) forment une triangulation du lien de
la pointe deV' =  J,., A;. Le lien de cette pointe regoit une structure euclidierd@ilgie a similitude
pres) et on peut dessiner son revétement universel daari€figure 3.4.1 — les propriétés combina-
toires de cette triangulation sont analysées en détad dapartie 3.6 ; voir aussi la partie 1.4). Notdhs
l'image de la représentation d’holonomie associee,r;(T") — Isom" (H?).

Dorénavant, nous considéreroris= | J,., A; comme un espace métriqgue (homéomorplie>aR)
muni d'une structure hyperbolique non compléte. Sauf mergxpresse du contrairé); (muni des
angles définis paw) désignera une partie de cet espéce

3.5 Comportement de(w;)

Nous souhaitons prouver que les plissaggsoir la partie 3.3) des tores percés plisgesonvergent
(pour la topologie faible-, c’est-a-dire sur n'importe quelle courbe test C) vers les plissages™ au
voisinage de I'infini.A cet effet, il nous faut étudier la suitev;);cz, et en particulier, montrer que les
bornes imposées part dans I'equation 3.11 se voient presque (mais pas touttaddeintes. Nous
utiliserons la notatio’’y comme dans la partie 3.3.4.

Lemme 3.5.1.Rappelons qu&¥ ¢~ < 0 < Vo' (lemme 3.3.2). On a

max hm hmv — max Hﬂ MJ =1
R ol 2o Ve T

Démonstration.Nous nous concentrons uniquement &Ur; la preuve est analogue po#r. Comme
% <1, supposetim(;’i <1 impliquesupd%+ < 1, etde méme pou% (voir 'équation 3.11). Aussi,
supposonsup -= aF < 1 — ¢ etsup = V¢>+ < 1 — e pour quelque > 0, et recherchons une contradiction.

Rappelons le couplén™, 1) qui a servi a définiky™. Pour touty > 0, définissonga*, *) =
(uat, pB1). Ce nouveau couple détermine une nouvelle fonction deggis\* = pA™ : C — R, un
nouveaup” = u¢™ et un nouveau domairid’# par (3.11) (les nombres™ et 3~ sont inchangés). Par
définition, W = W' etW# c W si et seulement gi < 1. Soitw” = (wt")iez 'unique point qui
réalise le maximum de la fonctionnelle volundesur W*. Par hypothése, ona! € W'=¢ ¢ W', donc

wh = w!~E,
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FIG. 3.4.1 — La triangulation de la pointe est dessinée, pacipation, avec I'ensemble limit€ ¢ P'C

du groupe quasi—fuchsieln (une courbe de Jordan compliquée). Le dessin se prolongeépadicité
horizontale. Chaque ligne brisée est un revétement dulida pointe (trou) d’une surface plissEe les
sommets (dessinés de maniere a séparer artificiellde®n;) sont tous des points fixes paraboliques de
I', enlesquels 'ensemble limigest “pincé”. Une infinité de triangles extrémement dplgtaccumulent

le long des horizontales supérieure et inférieure duide&ette image a été produite avec l'aide du
logiciel Opti [W1] de Masaaki Wada.

NotonsV (i) = V(w*), de sorte qué/ (1) = V(1 — ¢). Il est aisé de vérifier que pour totite
[0,1], ona(t - w* + (1 —t) - w"') € Wt(=D4 Comme le volume de tout tétraédre idéal est une
fonction concave de ses angles diedres, on en déduit/qu&® ™ — R™ est concave (au sens large).
Par inclusionV est aussi croissante. En fdif, est strictement croissante (ce qui produira avét) =
V(1 — ¢) la contradiction souhaitée) : pour voir cela, comieest concave, il suffit d’exhiber des
valeurs arbitrairement grandes du voluMeesn des points* € W*#, quitte a prendre, assez grand.
Nous pouvons supposer (au prix éventuel d’'une translatioices, voir le lemme 3.3.2/ii — viii)
que¢, > met—V¢, > m. Alors, définissons! = min{¢!, ¢, 7/2}, de sorte que* = w/2 sur
[0, N] ou N peut étre rendu aussi grand qu’on voudra. Deés lors, patitdicecharniére0 < i < N,
le tétraedreA; a pour anglesr/2, /4,7 /4 (voir le tableau 3.3). Comme il y a une infinité d’'indices
chaniére au voisinage deoo, le volume prend des valeurs arbitrairement grandes : lenlei®.5.1 est
démontré. O
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Corollaire 3.5.2. En fait,
—_— . w; VU)Z —_— . W;—1 —VU)Z‘
lim min <o F = lim min — — > =1
i—+00 (bz V(Zﬁl i——00 (bi—l —V(Zﬁz

Démonstration.De nouveau, nous ne traitons qgpie. Par le lemme 3.5.1, il y aune SOUS-SUitg, ;) )ien
telle quew, ;) ~ ot o) OU Vw, ;) ~ VoT o(0) . Supposons que la seconde de ces propriétés soit gérifie

Pour un entiet fixé, soitn le plus petit indice charniére supérieur ou égald : notons quezzsngrl =
Vor Vqﬁ* par le lemme 3.3-i-iv, tandis quew,+1 > Vw, > Vw, par les conditions de

positivité (3. 11) Aussﬂ(’;”“ > ;}V‘ - donc quitte a redéfinir on peut supposer simplement, ;) ~
n+1 v(i)
_l’_
Ouii)’

Soite €]0, . Choisissons tel que
Wy (i) = (1- E)¢j(i)' (3.14)
Soitn le plus petit indice charniere strictement supérieu(@. Sin = v(i) + 1 alors
Wy > w1 = Voy > (1=2)of | — ol =br —eof > (1—2)ey ;
Vwn = wp—1 —wp > (L—e)di_y — ¢y = ¢y — ey > (L—4de)pl, = (1 —4e)Ve,
ou le lemme 3.3.2 a été utilisé a plusieurs reprisesc®aséquentnin {Z—g, %}f} >1—4e.

Sin > v(i) + 2, il existe un indicek tel que 8 € [3,2]. Nous allons montrer que

min { Y gg’k } > 1 — 8¢, ce qui terminera la demonstration.
k

e Par positivite dev et par concavité de entre les pointgy (i), k,n) on awy, > $w, ;. Par conséquent,

1 3e
+
¢ —wg < ¢,,(Z —wWy() < <1 - 1> Wy(i) S 7 Wk
(ici la premiére inégalité est vraie parce e — w) est décroissante par la conditidhw < Vo™ de
(3.11), et la seconde provient de I'hypothése (3.14) ssds). Aussi,

e Notons que
(1 9)6 ) < wyy < wi+ (b — () Vuy < 6 + (k- v(i) Vg
ou la seconde inégalité provient de la concavitéwdentre les point$v (i), k — 1, k). Il s’ensuit que
(k= v())Vuwg > ¢f ) — 6f — o, = (k—v(i)) Vo — o),
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(la derniere égalité vient du lemme 3.3iB-d’ou

2e +

+ + +
Vur 2 Voy = 7= m b = Vo~ Tom S

€
—v(i)

Comme le lemme 3.3.24ii-iv donneg ™ )= on +(n - v(i))o) ., < 2(n —v(i))e;), on en déduit

v(i
Vw, > Vo — e > Vo — 847 1 = (1—8)Vey
carVo; = Vo, = ¢}, (lemme 3.3.24-iv). O

Corollaire 3.5.3. Rappelons le plissag®; : C — R de la surface plisseT;, ou C est I'ensemble des
courbes simples fer@es. Pour touélementy deC on a_ hin Ai(y) = AT (y) et Lim N\(y) = A (7).

Démonstration.D’apres le corollaire 3.5.2, le rapport des membres dédjalité (3.12) peut étre rendu
aussi proche qu’on voudra de O

3.6 Lelien de la pointe

Nous souhaitons maintenant étudier le comportement dfses plissées; lorsquei tend verstoo
— ou, plus précisement, trouver deux surfaces plissaeges 7., . ayant pour plissaga® telles que le
complétée métriqué” deV = J,., A; s'écriveV =V U T U T, posséde un bord . U T
localement convexe, et qu'il y ait un homéomorphisitie V)= (T x [0, 1], T'x]0, 1]). La partie difficile
est de montrer que les modules intrinsequesi¢giesnvergent dans I'espace de Teichmdller du tore percé
T (pour le marquage défini avant le théoreme 3.2.2). Cetéstipn sera traitée a la partie 3.8. Pour le
moment, nous nous contentons de décrire le lien de la paifitéroduire certaines notations et de
prouver quelques inégalités. (Le contenu de la partie et.hdotamment la série de remarques faites a
propos de la figure 1.4.2, s’applique ici).

Comme toujours, nous travaillons principalement dans usinage de+oo. DéfinissonsV =
Uiez Ai, I'union de tous les tétraedres idéaux. Nous commesgpar orienter toutes les arétes
(intérieures) dé/ d’'une maniére qui sera cohérente avec les coufplés 3*) définissant le plissage
dans (3.1). Plus précisement, s6it- P'Q la collection de toutes les extrémités de toutes lesarde
Farey(e;);cz. Pouro € &, soitQ,, I'aréte deV’ de penter. Rappelons que le tore percé est défini comme
(R% \ Z?)/Z2. Orienter@, revient donc a orienter la droite vectorielle, de penter dansR2. Nous
décidons que la moitipositivede F,, sera du méme coté de la droikéa—, 57) que le point(a™, 31),
et orientongy),, en conséquence.

Décrivons maintenant le lien euclidien de la pointe, cartgiulation de pointe : il s’agit du bord d’'un
voisinage horoboulique simple de la pointeldgtriangulé par les liens idéaux (triangles euclidieresy d
tetraédres);. Ce lien de pointe est une variété euclidienne de dimarifla métrique est définie a
une constante multiplicative pres, qui dépend du chdioboule), et il est homéomorphe a un anneau
S' x R : nous appellerons ici “verticale” la direction du factéRy. Chaque tétragdrd; apporte une
contribution de quatre triangles euclidiens, semblabideeux, au lien de la pointe, correspondant aux
quatre sommets d4;. Les bases de ces quatre triangles forment une courbe hpenacfacteus’ qui
est une ligne brisée de quatre segments, et les triangletepbalternativement vers le haut et vers le
bas a partir de cette ligne brisée (voir la figure 3.6.1sieer perfectionnée de la figure 1.4.1 page 6). Les
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deux triangles pointe en haut (resp. pointe en bas) ont faertéille pour la métrique euclidienne, par
effet de I'involution hyperelliptique (rotation del80° autour du trou d€") qui agit de fagon isométrique
surV (en renversant les orientations de toutes les arétesy étgpeslation horizontale sur le lien de la
pointe. Notons que, dont la définition est purement combinatoire, respedetmuettest;, y;, z; des
angles diedres : par unicité du maximurmde la fonctionnelle volume, est donc bien une involution
métrique.

@ : depuis(3)
O :vers(k)

FiG. 3.6.1 —A gauche %) marque la pointeA droite, la pointe est a I'infini.

Définition 3.6.1. Si le lacet autour du trou dE définit une géodésique fermée de longueur euclidienne
4 dans le lien de pointe, sdit (resp.b;) la longueur de la base d’'un triangle pointe en bas (resptgoi
en haut) défini par le tétraedrs;, et soity; = b /b; (voir par exemple la figure 3.6.3).

La figure 3.6.1 montre aussi plusieurs informations atixéi& en supposaert = Ooco eta™, 37 > 0
(d'ou 5~ /a~ < 0). En particulier, les surfaces pliss€Es ; etT; (au dessus et au dessousAlg sont
plissées le long des droité€¥), Q, Q1 etQo, Q, Q_1 respectivement, et les orientations dgssont
indiquées dans le volet gauche de la figure 3.6.1 (I'ori@miade la droite()_; n’est pas déterminée;
elle dépend de la position d& /o~ par rapport &-1). Les orientations des droites quittant le trou ou
pointant vers le trou sont aussi montrées dans le voletalgeedaux sommets, a I'aide d’un code coloré.
De plus, chaque segmentde la ligne brisée supérieure dans le volet de droite spamd a un coin
d’'une facef deT; ., dans le volet de gauche, doacecoit I'orientation du cdté d¢ opposé a ce coin.
Si 7 est I'un des triangles pointe en haut dessinés dans le(plaolet droit), considérons le tétraédre
hyperbolique idéalA (dans le modele du demi—espace supérieur) dont les sasDeto et ceux de
T : toutes les arétes d&, sauf une, recoivent une orientations induite par la cangbn précédente, et
A est isométrique (en respectant ces orientatiomns). &nfin, notons I'étiquetage déscoins de chaque
triangle dans le volet de droite : le coin du sommet libreaflex” du triangle, en haut ou en bas) porte
I'étiquette z (I'angle en ce sommet du triangle egj; les autres coins portent, de méme, les étiquettes
x ety. Les symboles:-y-z apparaissent dans le sens des aiguilles d’'une montre ang deichaque
triangle. Notons que deux triangles consécutifs sonbtagj semblables, avec pour centre de similitude
leur sommet commun.
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La contribution du tétraedré; ; a la triangulation de la pointe est, elle aussi, I'union datce
triangles, bordée par deux lignes brisées. De plus, fellyyisée supérieure issue de ;| est la ligne
brisée inférieure issue d&;, et les orientations des droites pointant vers (ou depeigpint a l'infini
doivent coincider. Un bref examen montre qu'il n'y a que>dgassibilités, correspondant aux deux
valeurs  ou L) que peut prendre la lettre associée a la surfgcepour R, les deux quadruplets de
triangles ont en commun deux sommeétsC” ou toutes les étiquettes valent pour L, la méme chose
est vraie en remplacantpary (figure 3.6.2).

@ : depuisco
O :versoo
Cl

C/

FiG. 3.6.2 — Transitiong. et R. Comparer au volet droit de la figure 3.6.1.

Définition 3.6.2. Dans un triangle pointe en bas défini @ay, les longueurs des cotés santla base
de la définition 3.6.1)h;_1, et un troisieme nombre que nous appelen®ans chacun des volets de la
figure 3.6.2, onadonk = b; ; ¢ = ¢; et BC' = b;_1, ou le tetraédre\; définit le quadruplet supérieur
de triangles.

Propri été 3.6.3. Pour touti assez grand(b;) est croissante gt}) est cecroissante.

Démonstration.Soit 7; (resp.7/) un triangle pointe en bas (resp. pointe en haut) définip#&traedre
A;. Quandi est assez grand omza=m —w; > 7 — q&j > 7/2, doncb; est le plus long coté de, etb,
est le plus long coté deg. Commeb; _; est un coté de; etb;, , est un coté de; (figure 3.6.2 ou 3.6.3),
on obtient le résultat. O

Propriété 3.6.4.0n alim;_. . o, x; = 0 (voir la définition 3.6.1).

Démonstration.On sait déja quéy;) = (b;/b;) est décroissante au voisinage-deo. Il suffit donc de

montrer quey;+1/xi—1 < 1/2 pour tout indice charniere suffisamment élév&€onsidérons la figure
3.6.3, ou les angles étiquetéssont obtus (d’une fagon générale, nous dessinons e@ Igsstriangles
venant deA; chaque fois que est un indice charniere). On vérifie alors que

Xitl biibir Db _ sina;siny; - sin?(w;/2) 1
= = P p <3

Xi—1 b by v, b sin“z;  — sin“wy

(les deux derniéres inégalités résultent d'une singlele de la fonctiorin, en utilisantx; + y; =

T — 2z = w; < 7/2). Par conséquent, on trouve immédiatemiémt, ., b, = 0 etlim ., b; = 2 (en

normalisant comme & la définition 3.6.1, les nomigs, b, sont les cdtés d’un triangle euclidien). De

mémelim_., b, = 2 etlim_., b; = 0 — ce dont on peut par ailleurs se convaincre sur la figure 3.4.1
]

Définition 3.6.5. Soit J C Z I'ensemble des entierstels que; — 1 est une charniere.
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i—1

FiG. 3.6.3 — L'indice: est une charniére ; la nature de 1 est indéterminée.

Proposition 3.6.6.Sij < [ sont dewélements corécutifs de/ suffisamment grands, kin’est pas dans
J, alors
Ck C
— = Xk-1 € — < xj-2.
Cl—1 Cj

Démonstration.Commek — 1 n’est pas une charniere, le segment, partage la méme extrémité avec
b, et avech,_o (voir la figure 3.6.4, volet gauche) donc la relation de stodle des trianglesy, 7;,
entrainecy, /c—1 = b}, /bk—1 = X1

Comme; est toujours un coté de_,, on ac; < b)_, (pourl assez grand), d’ou

=N

/ / /
c b b . -
_l < -1 < — J 1 S J

J— J—2

<
¢

2

= Xj-2 (3.15)

O
|
)
|
O
S
[N}
S

ou I'égalité centrale traduit simplement le fait que tBangles “charni(‘are”rj_l,TJ’-_1 sont semblables
(grisés dans la figure 3.6.4, volet droit). O

FIG. 3.6.4 —A gauche % — 1 n’est pas charniérd droite : j — 1 est charniére.

Corollaire 3.6.7. Pour touty > 0, la serie de terme gréral cg‘ est sommable.

Démonstration.Cela découle de la proposition 3.6.6 : comfwg) tend vers), pouri assez grand, on
peut borner les’ par une suite géométrique décroissante de raigdrsur chaque intervalle de la forme
[j,1 — 1] ouj < I sont deux élements consécutifs de 'ensemblet avoire)” < ¢ /2. O
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3.7 Convergence intringque des surface§;

3.7.1 Epaisseur des étraédres

Considérons un tétraede®; bordé par les surfaces plisséEset 7; 1. SoitQ (resp.Q’) I'aréte de
plissage d&l; (resp.T;.1) qui n'est pas dan%; N T;.. Soits; le plus court segment reliad a Q’, a
traversA;.

Définition 3.7.1. Rappelons l'orientation des arétesde= | J,., A;. Soit/; la longueur complexe de
la loxodromie hyperbolique le long de qui envoie sur@’, en respectant les orientations@e?’ (on
prend—7 < Im/{; < ).

Proposition 3.7.2. La srie de terme gréral (¢;)cz est absolument convergente.

Démonstration.Considérons un triangle pointe en badéfini parA;. BaptisonsA, B, C' les sommets
der, de telle maniere qudC = b;, BC' = b;_1 et AB = ¢; (voir la figure 3.6.2). Soit;; la loxodromie
hyperbolique de longueur complekgle long de la perpendiculaire communé3ac et AC, qui envoie
B, oo surA, C (dans cet ordre).

Sous-lemme 3.7.3Soit¢ = ¢; = p + 6/—1 la longueur complexe dg;, avecé €] — «,«|. Alors

max{p, |0|} < m\/ci/b;.

Démonstration.Au prix d'une similitude plane, nous pouvons suppadet 1 etC' = —1. Pour plus de
confort, notons, b, ¢ les longueurs des cotés du triangl®BC'. Soit L la droite fixée pary;. Lisométrie
hyperbolique définie pat — f(z) = % intervertit les droites orientées$C' et Boo, et renverse
donc l'orientation del en fixant le centre du tétraedeBCoco. On en déduit que; est donnée par
vi(z) = 2B — f(z) (en effet,z — 2B — z fixe L également). Si/ est une matrice de;, on a
tr’M  cosh/+1 2B+1 -1
.Avec M = (

) on trouveB = cosh ¢. Calculons

4det M 2 1 1
atc  |B+1]+|B—1]
b 2
1 1
= |cosh? 5‘ + |sinh? 5‘
l N A
= cosh 3 cosh 3 =+ sinh 3 sinh 3
(7
= h .
COS B
Commecosh(if) = cosf on obtlentcosh( ) = 4k etcos(f) = %<. Les estimations Argcogh) <
24/ 4= L et Arccogy) < m/ pwsque “ic | < ¢ (inégalité triangulaire), donnent enfin<
2\/c b /bet|d] < my\/c/b,d'ou Ie sous- Iemme 3.7.3. O

Comme la suitgb;) tend vers2, la proposition 3.7.2 sera vraie du moment que la série,gdgs
converge : c’'est le cas, par le corollaire 3.6.7 O
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Proposition 3.7.4.Le lien de pointe est de largeur finie : il est isetriquea I'espace euclidie! x]0, L]
pour un certain, > 0. Les triangles i@aux dont les sommets sentet les extemiés deh; s'accumulent
sur un certain triangle iéal deH?® quandi tend vers+oo ; les itérés de ce triangle igal par le relee

z — z + 2 de l'involution hyperelliptique sont joints bom bord et leur union contient un demi-plan
vertical (interrompua hauteurl au dessus d€).

Démonstration.La premiére propriété découle encore du corollaire73.6aire d'un triangle euclidien
pointe en bas défini par le tétraédre id@alest de I'ordre de; quand: tend vers+oo; ces aires sont
donc de somme finie, et les triangles pointe en bas s’accuinsig un segmerit du bord du lien de
pointe. Le reste de la proposition s’en déduit immédiaenparce qué est horizontal, de longuer

Renvoyons de nouveau a la figure 3.4.1. O

3.7.2 Cartes de Teichriller

Soit 77 I'espace de Teichmdller du tore percé : pour chafjue Z, nous notong:(T;) € 77 le
module intrinseque de la surface marquédpour le marquagd; ~ T défini juste avant le théoreme
3.2.2). Afin de montrer que lgs(T;) convergent danz, il nous faut introduire des cartes appropriées
de7r.

Considérons une triangulation idéale (topologiqéedu tore percél’, avec des arétes marquées
€1, €2, €3. Alors E définit un homéomorphisme

hi : PPRY = (Ri)leveaesd /R == 77,

Plus précisément, étant donnée une métrique hypgqueol sur T', pour calculerh];1 (g), il suffit de
raidir £ de maniere a en faire une triangulation totalement géiogie pouy;, puis de renvoyer le triplet
projectif des longueurs euclidiennes (positivés)s, /3 définies, dans le lien de la pointe, par les sec-
teurs opposeés &, e, e3. (Il s’agit desshearing coordinatesléfinies par Thurston et Bonahoiog ﬁ—;

est la distance hyperbolique [signée] qui sépare le lang; des pieds des hauteurs des deux triangles
ideaux adjacents &). Nous considérondz comme une carte globale dg-. MunissongP’z]Ri’jr de la

distanced donnée par
Définissons ausdiy : P2C* — Tr parhg([a: b: c]) := hg([|a| : 0] : |c|]).

En particulier, si le tore percé plissg ., plissé selon la triangulation idéalg; . ;, admet pour
(demi)-lien dans le lien de la pointe une ligne brisée déerdont les segments ont pour affixes les
nombres complexe@, b, c), alors

Ab
3

A
log log —,C
c

) )

d(la:b:c,[a : 0 : ) := I)I\1>il(r]1max{

Aa
log —
a

:“’(Ti—i-l) = EEi+1([a b C])

De plus, la figure 3.7.1 montdeuxlignes brisées correspondant respectivemént aet a la surface
plissée précédent;. Comme les triangles (liens des sommetsAde sont semblables, les affixes des
segments de la ligne brisée inférieure peuvent étriegséen fonction dga, b, ¢), comme indiqué. Par
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a+bc

FiG. 3.7.1 — Les triplets projectifs complexes associé&5.§ et T;. Les orientations des segmems
coincident pasavec celles des figures 3.6.1 et 3.6.2.

conséquent, si nous définissons le “changement de vesiabl

U(la:b:c) = <[a+b : aibc : aibCD

(un automorphisme birationnel @C qui définit un homéomorphisme [ordinaire] E%R’jr), alors
m(T;)

Enfin, si nous regardons I'échange de diagonale entreigagtriationsE; et F; ., comme un tétraedre
aplati (tout comme dans la figure 1.3.1), nous voyons VI(HQR: permet de passer de la carte associée a
E; 11 acelle associée B; : en effet un tore percé hyperbolique (totalement gégde$ n’est rien d’autre
gu’un tore de plissage angulaire nul, dont le (demi)-lierpdimte est donné par un triplet projectif de
R% . Plus exactement, on a

#(Ti1) = hi ([al = 0] = [el]) = g (U ([lal - [0] = [e]])-

La restrictiony de ¥ z‘;\]P’?}R’jr (il faut restreindre aussi 'ensemble image!) est donc Engement de
cartehg,,, — hg,, c'est-a-dire que le diagramme

he,(¥(la:b:d)).

i+1

P2R: <L PR

hEi \4 / hEi+1
Ir

commute. S’il N’y a pas de charniere entre les indicets + & (bornes incluses), on voit immédiatement
que le changement de caftg, , — hg, estun conjugué de la fonctiaf® par une certaine permutation
des coordonnées projectives.

la| + [b]
la + b

Propriéte 3.7.5.0n ad (hyu(Ty), hig! p(Tis1) ) = log

Démonstration.Le second membre est

b a
(o fd o

o 1l D
, |lal +16] : cl: c ,
} [" s o
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ce qui donne le résultat. O
On voit facilement que) : ]P’2}R*+ — ]P’2}R*+ est3-lipschitzienne poud. En fait,
Proposition 3.7.6. Il existe K > 0 tel que len-eéme iéré )" est K n-bilipschitzien pour tout, > 0.

Démonstration.Comme

a

Y(a:b:d) = [M : b:a} ety Ha:b:¢]) = [c:b: M} (3.16)

pour tousz, b, ¢ > 0, on peut remplacer “bilipschitzien” par “lipschitzien”ofonsA := /a; C := \/c ;

Antl J n—=1\ 42%-n—1,m—2j
= - —4J > -
P, o +§ <i_1> (j—z‘)A C pour toutn > —1

(le terme général est nul & moins que< i < j < n), ce qui donne en particuliey = A, P_; =
C,P = %. Nous prétendons que™fa : 1 : ¢] = [P?: 1: P2 |] pour toutn > 0. Cela se voit

%ﬂ. Tout d’abord, on
n—1

vérifie sans mal qué,, .1+ P,_1 = (% + % + %)Pn (en appliguant par deux fois la relation de Pascal).
Donc, pour tout, > 1,0n a

par récurrence sut : la seule difficulté est la relation de récurreneg, ; =

(Pas1Po-1 — P2) — (PyPo—a — P2y)
Po1(Pot1+ Poo1) — Po(Py + Po—2)
= (Pn—lpn_PnPn—l)(é +%+%) =0

Par conséquen®, 1P, — P2 = PLP_; — P? = 1, ce qui prouve la récurrence. Comnfg est un
polyndme de Laurent en les variabldsC' dont les degrés partiels sont Gr{n) et dont les coefficients
sont positifs, on voit quéog P, est Ln-bilipschitzienne enog a,log ¢ pour un certainl. universel. La
proposition s’en déduit. O

Cette démonstration de la proposition 3.7.6 peut semktegraementd hocet frustrante. Toutefois,
la proposition 3.7.6 n’est qu’un cas cas particulier d’'uempdmene plus général concernantNégrkoff
mapsdéfinies par Brian Bowditch dans [Bo], et que nous décsaren détail dans la partie 5.

3.7.3 Convergence des modules

Proposition 3.7.7. Les module$u(T})); .+ convergent dans I'espace de Teidhirer 77.

Démonstration.Pour montrer I'énoncé relatif &oco, fixons une grande valeur de I'indiéget montrons
gue la série de terme énéral

n;=d (h;;ilu(Tj), hEilﬂ(TjH)) ;

définie pour; > i, est convergente.
Etant donng& > i, considérons dans le lien de la pointe un triangle pointbasmr défini parA ;,
avec ses cotés de longuetrsb;_; etc; (définition 3.6.2). Les angles deaux extrémités dé; sontx;
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ety;. En vertu de la propriété 3.7.5, orde(h,g}u(Tj), hE}N(TjH)) log CJ+bJ L Calculons
log cj +bj_1 < G +bj_1—0b; smx] + siny; — sin z; _ 2sin % 5 . sin yQJ
b; - b; sin z; cos %

sinz;siny; . cibi_q .

< nyg sin? zj = LQI sin? w;j

sin” z; bj

Ci .2
S+

< o

(linégalité au début de la seconde ligne vaut pour lesdes valeurs dgparce quer;+y; = 2w; — 0).
Définissons); = bJ ¢+2 et soit)/; la meilleure constante bilipschitzienne pour le changerdercarte
hg, — hg,. Notons quey; < M;o;.

Soientj < [ deux éléments consécutifs de(définition 3.6.5), et soik ¢ J un entier. Nous allons
majorer lesM,,d,, par des suites géométriques sur les intervalles de laefgynd — 1], en utilisant la
proposition 3.6.6 tout comme dans le preuve de la proposii6.7. Comme) est3-bilipschitzienne, on
a de toute évidenca{, < 3M;_,. Par la proposition 3.6.6,

M0y,
My, 101 Ok—1 Ck—1

= 3Xk-1

car(¢;) et(1/b;) sont décroissantes. Le membre de droite tend ¥ersandk tend vers+oo.
Par la proposition 3.7.6)/; < (I — j)L - M; pour un certainL universel, et par le lemme 3.3.2
(iHiii-iv), ¢ = ¢;", + (1 — 5 — 1)¢;” > (I — j)¢;". En vertu de la proposition 3.6.6, on en déduit

Ml5l <Z51 Lxj—2
<(l—-3j < == < Ly;_o.

Le second membre tend vergjuand; tend vers I'infini, d’ou la proposition 3.7.7. O

3.8 Convergence extrinéque des surfaceg;

3.8.1 Surfaces plisses

Les propositions 3.7.2 et 3.7.7, avec le corollaire 3.58f s principaux ingrédients pour montrer
que le complétée métrique dé = | J,., A; possede deux composantes de bord, etT_ ., et se plonge
isométriguement dans une variété hyperboligéiele dimensior (sans bord) dans laquellé ., 7.
sont des tores percés plissés de mesures de plissage A\~. Une surface plissée dans une variété
hyperboliqueM de dimensior8 est, par définition, une fonction continge: > — M (ou X est une
surface hyperbolique) qui envoie tout arc rectifiable suatmrectifiable de méme longueur, et telle
que tout pointp de X appartienne a un segment ouvegtsur lequel la restriction de est totalement
géodésique. On sait (voir [CEG], 5.1.4) que la directiensglest unique si et seulementzsappartient
a une certaindamination gocesiqueA (union fermée de géodésiques disjointes)Xjeet quey est
totalement géodésique sur le complémentaird dgi o est unemmersion topologiquéune application
localement conjuguée a l'inclusion canonigiié — R?2, par un homéomorphisme & la source et un
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homéomorphisme a I'image), nous parleronsndhersion plisee

Pour parler efficacement de surfaces plissées, nouseuilis le fait que sp est une immersion
(topologique) localement convexe et/siest de mesure de Lebesgue nulle, albrest naturellement
munie d'une mesure (de plissage) transversePlus précisement;, peut étre définie sur tout segment
orientés, transverse a et suffisamment court, de la maniéere suivante (voir lesgsmit a 9 de [B2]).
Tout d’abord, on peut supposer (quitte & passer a deterag@ts universels) que = H? et M = H>.
Immergeonsy(H?) dans le modele du demi-espace supérieur de Poincargu€ltamposante connexe
de H? \ A traversée pas s'étend & une partiel de H? bordée seulement par (une ou) deux droites
de A traversées pas. Munissonss d’'une orientation transverse arbitraire, et fixons unetifleation
OH? ~ P'C = Cu{oo}. La composante de bord a I'infini deédansdH? située (mettons) du coté positif
pour l'orientation transverse dedéfinit un arc de cercle (ou segment de droite) oriente C U {oo},
d'anglef € (—2m,2n) (l'orientation decy vient de celle [non transverse] deet on peut supposer
oo ¢ cy, pour toutes les régiond traversées pa¢ simultanément). Si4 est un segment de droite ou
se trouve réduit & un point, nous posahs = 0. L'adhérence de 'union de tous leg forme un arc
rectifiablec = ¢(s) C C, de longueur}  , longueur(cy4). L'arc ¢ possede uneourbure eguliere bien
définie, RC(c), égale & la somme (absolument convergehie)d 4. Mais ¢ possede aussi umeurbure
totale T'C(c), définie (& un multiple d@r prés, not&k7) comme la difference entre les arguments
complexes des vecteurs tangents initial et final&'entier k& peut &tre déterminé en fermant I'pplongé
c par une ligne brisée, de maniere a inclurgans une courbe de Jordan dont par définition la courbure
totale doit étrer : il ne reste alors qu’a retrancher la somme des anglesnedeale la ligne brisée pour
obtenirT’C(c)). Alors, v (s) est défini comme étant ourbure singukre SC(c) = TC(c) — RC(c).
Si s est un segment arbitrairement longldétransverse &, nous pouvons définirs (s) en subdivisant
s en sous-segments suffisamment co(sts. . ., s,) et en posanbC(c(s)) = va(s) = > i va(Si).

Réciproquement, s : H? — H3 est une immersion plissée et$’(c(s)) est positif et bien défini
pour tout segment transversgalorsy est localement convexe avec mesure de plissageomme ci-
dessus. Nous renvoyons a [B2] pour plus de détails.

Enfin, nous utiliserons la définition suivante.

Définition 3.8.1. DansR?, soit A 'union des droites d’équation + y = n (pour n décrivantZ),
soit B l'union des droitest = n, et soitC' I'union des droitesy = n. Une suite(Xy,...,X,,) &
valeurs dans un ensemble a trois élemédntd, c} est appelésturmiennes’il existe une bijectiony :
{a,b,c}={A, B,C} etun segment deRR? \ Z? tels queo rencontre d'abord (X ), puisy(Xz), puis
¥(X3), etc.

Il existe une constante universelg®! telle que si( Xy, ..., X, ) est sturmienne €t < k < n, alors

8 < K9 (3.17)

k
i < k| X;=a}l == |{i <n| X, =a}[+3 o

3.8.2 Position du probEme

Définissons le tore percé hyperboligue marqué,, muni (proposition 3.7.7) de la métrique hy-
perboliquelim;_, ., £(T;). Il existe une unique lamination géodésique compactede pentes™/a™
surT, . (par définition, A} est la limite topologique de n’importe quelle suite de g&siques simples
fermées dont les pentes tendent v@rs/a™ : voir par exemple [B1]). Exactement deux géodésiques
¢, ¢ issues du trou dé&’, .. manquent de rencontrér! : soit AT = Al L /U ¢ Alors T est I'union
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disjointe deA™ et des intérieurs de deux triangles idéatix4’. L'union A U A’ U ¢ U ¢ est un bigone
idéal percé (voir par exemple [AS]).

Rappelons les tétraedres hyperboliques idéayx’espaceV = | J,;., A; et l'involution hyperellip-
tique. : V. — V qui renverse l'orientation de toutes les aréted/dées pentes des droites de plissage
(orientées) de la surfacE (située entre\,_; et A;) sont des élements d&'Q qui se projettent sur
0,1,00 dansP!(Z/2Z) : nous baptisons donc ces droites de plissédgg, >°. Pourx € {0,1,00},
notonsw; l'unique point del; fixé par linvolution (ou isométrie) hyperelliptique @te isométrie est
intrinséquement définie sur la surface hyperbolidieet lesw; sont appelépoints de Weierstrags
Soit s7 le segment relianb; aw;, ; (a travers le tetraedrd; si w; # w;, ) : chaques; est contenu
dans une droite géodésiq¥ de V fixée (point par point) par I'involution hyperelliptiquélotons que
O NT; = {w}}, parce que 'isométrie hyperelliptique dese restreint a I'(unique) isométrie hyperel-
liptique deT;.

Fixons la valeur de I'exposant(bientot il sera omis). Fixons un poiatde H? et une droite orientée
[ passant paw. Pour chaque surfacgE (orientée), considérons le revétement universel (poiorienté)
w0 (H2,w,0) — (T;,w}, 1) = (Ti,w;,l;). Choisissons dans un revétement univeféede V des
relevésw,; desw; reliés entre eux par des releves des segments s; (c’est bien le méme; qu'a la
partie 3.7.1), et fixons une application développahteV’ — H3. Il existe une unique applicatioh
telle que

(H2,w,0) & (V&) — mS
il i (3.18)
1; — V

commute. Nous allons montrer que les immersions plisséag(oppantes)
o =®oh; :H> - H3 (3.19)

convergent en tant qu’applications plissées vers une isioreplisséep, .

3.8.3 Convergence deg;

Deux loxodromies qui fixent la méme droite B commutent. Par la proposition 3.7.2, comme
les segments} = s; appartiennent tous a une méme droite fixe de l'involutigpenelliptique, il est
clair que la restriction de»; al converge vers un plongement totalement géodésique deite ddans
H? (la convergence est uniforme sur tout compact)dPar le théoréme d’Ascoli, comme les sont1-
lipschitziennes, il existe une suite strictement croitsartelle que lesp,, ;) convergent vers une certaine
applicationy_, ., uniformément sur tout compact @&. Dans la partie 3.8.5 ci-dessous, on montrera
quey ., est en fait indépendante de la suitepar anticipation, nous convenons d’ores et déja de noter
(abusivement; a la place dep,, ;).

Nous allons travailler dans le fibré projectif tangént= PTH?, un fibré en cercles au dessuslie
dans lequel les laminations géodésiques se plongemntetiataent (elles y sont fermées) : a un point
d’'une lamination, le plongement associe le couple formé déde la direction de la lamination en.

Les mesures d’angles et de longueurs définissent (caremigut) une métrique riemannienne complete
sur&. Pour K C H? compact etd, B C &£ fermés, soitk¢ c & I'image réciproque dés par la
projection canoniqué — H?, et définissons

di(A,B) :=inf {§ >0| ANK® C N3(B), BNK® C N3(A)}
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ou N;(X) dénote I'ensemble des points a distance au flde X . Alors inf {1, dx } est une pseudo-
meétrique, et I'ensemble des fermés&lest compact pour la métriqgue de Hausdorff

dy =Y 2 "inf{1,dg,}

n>0
ou lesK,, sont des boules concentriques de rayon

Notons quel’, ., possede aussi des points de Weierstiasg, appartenant aux feuilles . de
la lamination géodésiqua™. En fixant la valeur de- comme plus haut, notons, o, : (H?,w,l) —
(Tyoo, Wi o0, 17 o) UN revétement universel orienté.

La proposition 3.7.7 a pour conséquence que les rele\i”esefmi‘l(l? U I} U 12°) convergent pour
dy vers le releve de L (A™). Nous savons quE = 7. (To ~ A™) C H? est une union disjointe de
triangles idéaux (ouverts), de mesure de Lebesgue plaimettf. Si X C U est un compact connexe, on
aK N7 (19Ul uie) = 0 pouri assez éleve, de sorte que., est totalement géodésique diir Par
conséquenty ., est totalement géodésique sur chaque composarite @emmey_, ., est clairement
1-lipschitzienne, nous pouvons approcher tout segmefif’de U par des segments d&pour montrer
que ., ., est totalement géodésique sur chaque feuill&lde. U. Par le lemme 5.2.8 de [CEGH,
envoie tout arc rectifiable sur un arc rectifiable de mémgudeanr, et se trouve donc &tre une application
plissée.

3.8.4 Lapplication ¢, est une immersion topologique

DéfinissongP := 7T_T_C1>O(A+), qui contient le lieu de plissage ¢de .. Pour montrer que ., est une
immersion (topologique, adjectif que nous omettrons dead), il suffit de trouver un court segment
géodésiquen deH?, passant par le point basegtransverse ®, et de montrer que._., est une immer-
sion sur I'unionY de toutes les strates (droites et triangles idéaux congaigaires) déP traversées par
m (en effet,m 1 (T) = T ). Il est clair quep o, est déja une immersion au voisinage de tout point de
H? <. P. Aux autres points, la clé sera une propriété “d’édgtidtution” des trois droites de plissage de
la surfaceT;, quandi tend vers+oo. Dans le paragraphe suivant, nous rendrons cette ides@réune
géodésique simple fermée (intrinséque) de pente fixdansT; rencontrera les droites de plissagelde
dans un ordre parfaitement équilibré, ou sturmien, coraa@edéfinition 3.8.1.

Choisissons un petji; > 0, et un entietk € Z assez grand pour quzgj < p1. Soitq le rationnel
situé a I'opposé de l'aréte de Farey, du méme coté qué/a~, de sorte qua™(q) = ¢; par (3.9).
Soit m§ la géodésique fermée simple de pegtdansT; (muni de la métrique intrinséque) : pour un
certain exposant indépendant dé le point de Weierstrass; = w; appartient an¢ (il suffit en fait de
choisir x distinct du projeté dg € P'Q aP! Z/27Z; nous faisons ce choix une fois pour toutes). Par la
proposition 3.7.7 et par convergence au sens de la métdigdausdorff, il existg, > 0 tel que pour
tout: > k, I'angle entremic et la droite de plissagg de T; au pointw; est au moing., et il existe
ps > 0 tel que le segment:; dem¢ de longueups, centré env;, est plongé dars;. Les extrémités de
m; sont a distance au moir%spgug de la droite de plissage deT;. Notons que la courbe simple fermée
mZC rencontre les droites de plissageldelans un ordre sturmien : aussi, la somme algébrique dessang|
de plissage rencontrés par n'importe quel sous-segment; te peut excédely; si k est assez grand,
par (3.17). Enfin, soik; un sous-segment de la droite de plissggeentré env;, de longueur : si 3
est assez petit, toute droite de plissdgeencontrée pam,; forme un angle d'au moin%m avecm;, et
passe a distance au pldg; de chaque extrémité de pour la métrique intrinseque de.
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Pour évaluer les plissages des nous poursuivons selon la méthode décrite a la padid 3Dis-
posons l'image de I'application développarite: V — H3 dans le modele du demi-espace supérieur
de telle maniére que lefSp;(w)}iez soient sur la droité)co, & des hauteurs euclidiennes inférieures a
1, et quey, (1) soit la droite orientée de-1 a 1. Considérons les relevés des aresa H? passant
par lesy;(w), et appelons ces relevés,;. Par la construction précédente (en considérant deséel
des segments;), si les “u” sont assez petits, toute droite de plissagesg@l?) rencontrée parn;

a ses extrémités a distance euclidienne au pj2zsde 1 et de—1 dansC (rappelons quep; est1-
lipschitzienne). Suivant la partie 3.8.1, sqﬁl (resp.ci‘l) I'arc de C differentiable par morceaux défini
par le segment transverse de ; (H?) pres del (resp.—1).

Soito C H? un sous-segment maximal @ qui traverse seulement un triangle idéalgéH?).
Soite’ C C I'arc de cercle (non réduit a un point) défini padan5cf1. Par la construction précédente,
pour un certaink; > 0 universel,

longueur euclidienne de K
longueur hyperbolique de —

En particulier,cfEl est de longueur au pl@ds; u3. Mais les rayons de courbure réguliérea@\‘é sont au
moins% (les cercles osculateurs passent pres$ dede—1), donc la courbure totale d@“ est au plus
4K 3. Par la construction précédente, la courbure singulifer n'importe quel sous-arc dﬁl est au
plus2u,. Siles “u” sont assez petits, il s’ensuit que tous les vecteurs tae@mjtl ont pour argument
complexe un réel de l'intervallgr/4, 37 /4]. Par conséquent, sidécrit I'ensemble des triangles idéaux
de p;(H?) traversés pafn;, et sip : H® — C est la projection verticale, les differentér) ne se
rencontrent que le long de leur bord : aigsi( . 7) est une surface plongée (que I'on peut voir, par
exemple, comme le graphe d’une fonction d'un ouver€diansR ™). De plus, définissons largeur de
p(7) comme la longueur du segmerit-) N /—1R (inclus dans I'axe des imaginaires purs), et rappelons
que l'arcm; forme un angle d’au moin§;¢2 avec chacune des droites de plissage qu'il rencontre. Alors

pour un certainiks > 0 universel,

largeur dep(7) )
longueur hyperbolique denm; — Ky’

Pour conclure que. ., est bien une immersion topologique, définissons un retevgassant par
w € H? de la géodésique fermée simple de pgndansT’, ., et un sous-segment demC, de longueur
2u3, centré enu. L'angle entrem et n'importe quelle droite de plissage de qu'il rencontre est au
moins%m. Soit I la collection (infinie) de tous les triangles id'eauxmj@o(TJroo ~ AT) traversés par
m. Pourr € I, notons|r| la longueur den N 7. Par convergence au sens de la métrique de Hausdorff,
©100(T) C H? est approché par des triangles des surfagéd?) c H?, dont les projections verticales
parp : H? — C sont de largeur au moir@%2 :doncp(p4o (7)) est de largeur non nulle. Linjectivité

de ¢y S'en déduit : siv,z’ € (J,; 7 nappartiennent pas a la méme strate de la lamingfos:
w;io(AJf), on trouve unr qui séparer de =’ pour montrer quer; () # pioo(2'). Par projection
verticale surC, on voit quey ., .. (H?) est topologiquement immergé das.
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3.8.5 Mesure de plissage de_ .

Ces arguments s’étendent pour montrer que la mesure dagdisler, ., définie comme au 3.8.1,
est la limite des mesures de plissage @desles courbes rectifiablezs;tr})o C C définies pres de-1 par
©400 SONt de longueur®?, et pour touts > 0, il existe une union finie disjointe d’arcs de cerele
danSC+1 dont les Iongueurs ont pour somme au mdins — ¢ (de plus la direction du vecteur tanget a
cﬂo ou encore a ! est en tout point a/4, au plus, de la verticale). Leg peuvent étre approchés par
des arcs (ou des unions d’ arcs)ajiér et la part de courbure réguliere 0%1 qui ne provientpasdes
~, est au plusde, parce que les rayons de courbure sont minorés. On entdfdule plissage de .
est la limite des plissages des (sur tout arc transverse, et donc sur toute courbe simpheéiy : ce
plissage est simplement (un relevé dé) par le corollaire 3.5.3. En vertu du theoreme D de [B2] s
est entierement déterminé par son plissageet par la métrique intrinséque d@ ... En particulier,
P00 = lim g, (;) estindépendant de la sous-suiteriginalement choisie, et lgs; convergent vers une

application plissée dont le plissage est donné\garquandi tend verstoo.

3.8.6 Compktude

La construction du 3.8.4 dari$® nous permet en outre de plonger le revétement univérseé
V' = U,z A dans une variété (topologique) a bdrg, comme suit. Pour tout € H?, considérons
un voisinagelU, de x tel que ., soit un plongement sut,.. Alors ¢ (U,), qui est muni d'une
orientation transverse bien définie (dont on dira qu'etlafe “vers I'extérieur”), partage un petite boule
B, centrée erp o (x) en deux hémisphéres solides (topologiques) que nouspswappeler “intérieur”
et “extérieur”, par référence a l'orientation transe Les hémispheres intérieuis, quandz décritH?,
peuvent étre recollés pour obtenir une variété a dér@&ans perte de généralité, les boulzspeuvent
étre choisies assez petites pour que, par la constructidh84, chaquéd, ~\ ¢~ (U,) soit identifié
a une partie de/, plongée danﬁ-]l?’ Alors, on peut encore recolldi a V. Comme chaquéd, est
homéomorphe R? x R*, I espaceVa = V U H est une variété topologique a bord (éventuellement non
complete).

Placons un relevé de la pointe Yeen +occ. En prenant pout: € H? le relevé (patr, ) d’un point
proche de la pointe dg, ., on voit que les triangles idéaux limite mentionnés artgppsition 3.7.4 font
partie du bord dé/y.

Proposition 3.8.2. L’action du groupe fondamentdl du tore peré 7' sur V s'étend en une action
proprement discontinue sij.

Démonstration.Considérons la représentatign : I' — Isom"(H?) donnée par I'application
développante® du diagramme (3.18), et les représentatipns: I' — Isom™(H?) qui satisfont
©n o pn(g) = p(g) o ¢, pour toutg € T'. Par le lemme 3.7.7, lgs, convergent vers un certajn .. La
convergence deg,, implique immédiatemenp., ., o p1o0(9) = p(9) © v+. Par conséquent, on peut
choisir les hémisphered,, de maniere équivariante, et I'action HesurV; est bien définie. Cette action
est déja proprement discontinue en tout peide V' (quandg décritl’, lesgx ne s’accumulent pas et).
Mais siT" agit sans point fixe et par isométries sur un espace méthagalement compact, I'ensemble
desz € X tels que I'action est proprement discontinuexesst ouvert (de toute évidence) et fermé : en
effet, par la contraposée, gix — x pour quelque suitég,,) del’ \ {1} etU est un voisinage compact
dez, alorsU contient une boule de rayancentrée en, et des quel(z,z’) < /2, lesg, 2’ doivent
s’accumuler en quelque point d& donc I'action n’est pas totalement discontinuerér_a proposition
s’ensuit, par connexité de;. O
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En conséquence, I'espakp := Va/F est une variétée (topologique) a bord, conteriant | J;., A;;
et 9V consiste en deux tores percés plissés (intrinsequeisemétriques d', . et une autre surface
T_o), de plissages™ et \~.

Proposition 3.8.3. La variét a bord V; est compite.

Démonstration.Considérons le complété métriqie > Vj, supposons que linclusion soit stricte et
cherchons une contradiction. Définissons une fonctiotimoa f : Vs — R>? par f(z) = d(z, V~\Vj).
Par hypothese, inf = 0.

Considérons I'immersion dg; dans le modéle du demi-espace supérietiitiebtenue en envoyant
un relevé de la pointe (c’est-a-dire n'importe quel sorhdgen’importe quel tétraédre idéal;) a I'infini
(figures 3.4.1 et 3.6.1-3.6.2 par exemple). L’imageﬁﬁ’g contient, en particulier, des demi-plans verti-
caux (dont le bord est a une certaine hauteur au desgtisidelus dans des plans totalement géodésiques
deH?. Ces demi-plans sont au dessus des bords supérieurratimfée la figure 3.4.1, contenus dans les
triangles ideaux limite mentionnés a la proposition.&8.Par conséquent, toute geodésiquéd/glelont
le point initial est & une hauteur suffisante au dessus dst définie a tout temps< 1 (a moins qu’elle
rencontredVy en ces demi-plans). Donc, 8f C Vj dénote un voisinage horoboulique suffisamment
petit de la pointe, on @ > 1 surH.

Pour touti € Z, considérons le compadt; := T; ~ H de Vj (ou T; est toujours le-eme tore
percé plissé). Par convergence des modulesTgetans I'espace de Teichmiller, il existe une boule
B de H? centrée au point base, dont le rayon est indépendant detelle quek; C w;(B) : par
convergence dép;), lesm;(B) convergent métriquement vers un compactde 9V, sur lequelf est
strictement positive. Par conséquehgst minorée (par une constante strictement positivetesieih sur
un voisinagel/ de K’ dansVj, et K; C U pouri assez grand. Dong est minorée sulJ,.,, K;, donc
surlJ;ez T

Toutefois, soity(¢) un arc rectifiablel-lipschitzien deV, défini pourt < M, qui n'ait pas de
limite en M € R%. Pour touts > 0, la restrictiony;y;_. s rencontreVy ~ 9V (parce que le bord
OVy = T oo UT- estintrinsequement une surface hyperbolique complétajs alorsy|;s,_. 5, doit
rencontrerA; pour une famille infinie d’indiceg (toute union finie de tétraédres est compléete). Donc
on peut trouvet,, — M telle quey(t,) € J;cz 13- Clairement,f(vy(t,)) < M — t, qui tend vers) :
contradiction. Dond’, est compléte. O

3.8.7 Un groupe quasi—fuchsien du tore pei

Nous concluons I'argument de fagon fort classique : rappela varieté complete a bord locale-
ment convexeva, qui est un revétement universel tlie= V. Etant donnés deux pomtzax € Va,
considérons un plus court cheminde z a z’. Si un point intérieur dey appartient 20V, par lo-
cale convexité du plissage (paragraphe 3.8.5), ¢ estfyqt:[eava, ety est un segment géodésique de
V. Sinon, l'intérieur dey est un segment dé. Dans tous les cas, I'application développante étendue
o . Va — H3 est un plongement (elle envoiesur un segment d’extrémités distinctes) et possede
une image convexe ferm&g, munie d’'une action proprement discontinue du groupe foredaall” de
T (proposition 3.8.2). L'action s'étend proprement disieiment aH? (on peut le voir en projetant
chaque point dé® sur C). La varieteH?/T" contientV ~ C/T, qui admet les plissages de bord sou-
haites\*. Comme I'union des relevés des tétragdigsa H? est dense danS, c’est queC est le plus
petit ensemble fermé et convexe contenant tous les pokets fiaraboliques dé; par conséquerit’ est
le cceur convexe, @t est quasi—fuchsien, avec pour plissages de hotd_e théoréme 3.2.2 est prouve.
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3.8.8 Canonicie geométrique

Comme a la partie 1.11, fixons une variété hyperboliquapete M/ de dimensior8 a une pointe,
dont le volume peut cette fois étre infini. Considérons aisimage horobouliquéd de la pointe, un
revétement universet : H> — M, et le groupd’ C Isom™ (H?) des transformations-équivariantes.
Alors H se reléve a une famille d’horobouléH;);cz dansH?, correspondant a une famille de vecteurs
lumiére (v;);e7 dans I'espace de Minkowski**1. L'enveloppe convexe (fermée, linéai€)de {v; }ic7
estI'-invariante, et son bor8C' est muni d’'une décomposition naturefbenfacettespolyédrales. Soit
Vs lintérieur du coeur convexe déf .

Dans [AS], Akiyoshi et Sakuma généralisent la constarctile I'enveloppe convexe d’Epstein—
Penner pour montrer qlfé définit une décompositio®“¢°™ de V,,, indépendante d&, en polyedres
hyperboliques idéaux (génériquement des tétragdeesautorisant quelques types de dégénérescences
soigneusement définies. Dans [ASWY 2], avec Wada et Yart@aslsi conjecturaient

Théoréme 3.8.4.Si M = H3/T', ou I est le groupe quasi—fuchsien cormigla la partie 3.8.7, alors la
decompositiorD“e™ de V3, = V est, combinatoirement, la triangulatio; };cz définiea la partie
3.2.

Démonstration.On se contente de recopier mot a mot la démonstrationehréime 1.11.1, a ceci prés
que le revétement universkl de V est maintenant un convexe strictement inclus dangbien sir, les
tetraedres\; ne sont plus indexés dafigmZ, mais dan<.). Notons que les “effets perversD(# 0C)
mentionnés au terme du second paragraphe de la demmmsulatthéoreme 1.11.1 prennent une plus
grande ampleur ici 9C contient des faces de dimensidmui se projettent tout entiéres sur le bord du
coeur convexe, et n'appartiennent donc pés &oir [AS] pour plus de détails. O

3.9 Generalisations

Dans cette partie, nous généralisons tous les réspliatédents aux groupes du tore percé possédant
des plissages rationnels et/ou des bouts infinis. Par uneddon admissible\, nous entendons I'un
guelconque des objets suivants :

— Un couple (défini au signe prés)= +(a, 3) € R*?/+ tel queS/a soit irrationnel ;

— Un coupleX = £(0«, 03) ol a, 5 € Z sont premiers entre eux @t< # < = (nous appelon§ le

poidsde A et notons | = 6);
— Un couple\ = +(ra, 73) ou, 8 € Z sont premiers entre eux est lepoidsde A et nous notons
Al =m);

— Une classe projective réelle= {(ua, uf) | p # 0} ou 3/« estirrationnel.

La pentede la lamination admissible est le nomBfe\) = 3/a € P'R. La variété quotient d’'un groupe
du tore percé admet deux bouts géométriques (définismlas bouts topologiques du complémentaire
d’'un voisinage régulier de la pointe) : voir [MinA chaque bout géomeétrique, on peut associer une
unique lamination admissible (de plissage ou de bout) :Ues$rg cas ci-dessus correspondent, respecti-
vement, au cas ou est

— Fini, avec une lamination daissageirrationnelle ;

— Fini, avec une lamination daissagerationnelle et un angle de plissage

— Fini, avec une lamination deoutrationnelle (une pointe accidentelle) ;

— Infini, avec une lamination dbout irrationnelle (voir [B1] et la section 3 de [Min] pour une

définition précise).
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Théoreme 3.9.1.SoientA™, A\~ des laminations admissibles de pentes distinctes. Ileexistgroupe
du tore peréI" avec pour laminations de plissage et/ou de bouts et I'intérieur V du cceur convexe
deH?/T" admet une écomposition idaleD = D™ en cellules polgdrales (de volume strictement
positif) dont la combinatoire est dis¢ parA*, au sens suivant : sk est la droite @ocesique orieréte
des(\7) as(At) atravers le diagramme de Farey dafg, alors

i— Sis(A\T) ets(A\) sont irrationnelles,D est compose de &traédres idaux(A;);cz en bijection
naturelle avec les d@tes de Farey traveees parA, comme la partie 3.2.

i — Si seules(\™) est rationnelle efA\*| < , alors D pos®de un étraédre pour chaque éte de
Farey que traverseé\, et une celluleP dont l'intérieur est non-contractile et hadgomorphea un
tore plein : 9, = 9P N OV est un tore pere plis€ le long d’'une gocesique simple ferée de
pentes(AT), etd, = OP . OV est un tore pere plis€ le long de la triangulation idale asso&e
a 'unique triangle de Farey traveéspar A qui ait s(A\™) pour sommet. Enfing; N d, est une
géocksique qui va de la point& la pointe et a pour pentgA™*). Voir le volet gauche de la figure
3.9.1.

iii — Siseules(\) est rationnelle et\™| = m, toutes les propétes du cas greedent s’appliquent, au
détail suivant pés :9; = 9P N 9V devient une spire a trois trous (la courbe simple fer@e de
pentes(\T) a éte “pincée”, ce qui fait d’elle une nouvelle pointe) : voir le volebitrde la figure
3.9.1.

iv— Si seules(\™) est rationnelle, la situation est semblable aux deux césgufents, eechangeant
AT et\T.

v — Sis(AT),s(A\7) sont des rationnels qui ne sont pas &slipar une aéte de Farey, la situation est
a nouveau semblable, avec deugqgs torique$™, P~ au lieu d’une.

vi— Sis(AT), s(A7) sont reliés par une a&te de FareyD est compose seulement de deux tores pleins
P* et P~ comme ci-avant, recdb le long d'un tore peieT pliss le long de seulemeleux
droites allant de la point@ la pointe : les pentes de ces droites seft™) ets(\™).

De surcrdt, D caincide avec la @composition gonétriqguement canoniqu®“e™ de V' donrée par la
construction de I'enveloppe convexe d’Epstein et Penner.

Notons que la combinatoire 8% ne dépend pas de la nature (finie ou infinie) des bouts de
H3/T". Au stade actuel, nous avons traité le cas de deux lamitsatie plissage irrationnelles (bouts
finis). Attachons-nous a montrer les cas restants du éné®3.9.1.

3.9.1 Un seul plissage rationnel

Etudions le cas de deux bouts finis, quand $5ula™ est rationnel. Nous pouvons choisir de termi-
ner le motQ € {R, L}” par un suffixe infiniLRR...R... (ou RLL...L... : c’est |a un choix arbitraire)
et reprendre I'argument a partir de la partie 3.2. Nous ss@mns queé = 0 est le plus grand indice
charniére. Les parties 3.3 a 3.3.2 sont inchangées lsingmt, la suitgw;) est concave (donc crois-
sante et convergente) SNt A la partie 3.3.3, on trouve que la su(t@j) est constante s, égale a un
certain réel positif. Par (3.9), ce réel coincide avepdilsf de la lamination rationnell&@™, donc nous
supposond < . La partie 3.4 est essentiellement inchangée : par le lodlcsous-lemme 3.4.2 (et en
usant de la méme notation), la somme des volumes de toutiasdres\; pouri > 2" est majorée par

0> %2, <03 27F[1+ (26— 1)log 2 = O(27"/?).

k>n k>n
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FiG. 3.9.1 — Piéces toriques : 'angle diedre extérigast le poid$\*|. Les faces grisées sont identifiees,
ainsi que les paires d'arétes décorées de flechesddesti

Par conséquent la fonctionnelle voludest bornée, continue pour la topologie produit, et concave
peut trouver le maximisateus deV, et il satisfait toujours les propositions 3.4.4 et 3.4.6 particulier,
tous les tétraédred; pouri > 0 n'ont que des angles strictement positifs. Nous fixons cenmaateur
w (et donc les angles des;).

Il faut faire quelque chose de neuf a la partie 3.5 : montuerlim; . o w; = 6. Les{w;};>2 n'ont
d'influence que sur les angles dé4;};>1, qui sont tous strictement positifs : donc le voluieest
critique par rapport a chacun des pour: > 2. Par le sous-lemme 1.6.4, on en déduit que les liens
(triangles euclidiens) de§A,};>; s'assemblent correctement pour former une triangulatios lapn
peut dessiner dans le plan euclidiEnPlus précisement, comn§e se termine paRRRR.. ., il existe
une suite de nombres complexes);> telle que pour tout > 1, les triangles provenant d¥; ont leurs
sommets eri—1, (;, (1) et en(1,¢;, ¢i+1) (figure 3.9.2, volet gauche). Ces triangles étant semésabl

(ils proviennent tous deux d&;), on a(¢; +1)(Gis1 —1) = (G + (G —1) = ... = (G +1)(G - 1),
d’ou
Git1 = Zif =: ¢(Gi)

pour un certain nombre complexe # 1 indépendant dé. Notons que la longueur complexede
l'isométrie hyperbolique (définie pap) satisfaitcosh ¢ = ﬁ—g A terme, sera I'holonomie d’un lacet
qui suit la courbe simple fermée le long de laquelle le barda@kur convexe est plissé.

Proposition 3.9.2. Le nombrex appartienta l'intervalle réel 0, 1], et les¢; appartiennent tous: un
méme cercle.

Démonstration.Soit Z; la ligne brisée(u — u + 2)-invariante de sommets..,—1,¢-1,¢,1,...)
définie par (le lien de) la surface plissEe En vertu de (3.4), les angles externes (signésj,det pour
valeurs :

w;_1 au point¢; ; —w; au pointd;_1 ; w; — w;_1 au pointl.

D’abord, x est réel : s'il en était autrement, I€sauraient une limite dang ~. R (une racine carrée de
k), doncw; — w;—1 (I'angle externe d&/; en1) ne saurait tendre vefs Six < 0, alorsy est une pure
rotation : les(; appartiennent tous a un cercle du demi-plan inférieuvéay, ce qui contredit également
w; —w;—1 — 0. Sik > 1, alorsy est une symétrie axiale glissée Hé : les ¢; tendent versty/x et
on trouve|w; — w;_1| — m, impossible. Sk = 0, alorsy est une transformation parabolique qui fixe
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0 : les¢; tendent ver® le long d’'un cercle tangentg, et on trouve que I'angle;; = © — (i/giJr\ll tend
verst > lim, o, ¢ = 6. La seule possibilité restante est que]0, 1[, auquel casg est une translation
hyperbolique pure. L'unique groupe a un parametre réeltranslations hyperboliques pures auquel
appartienty a pour orbites danB'C les arcs de cercl€) d’extrémitésl et —1 (ainsi que les singletons
{1},{—1}) : les¢; appartiennent a un tel arc de cercle. O

Ainsi, les(; appartiennent a un arc de cercledu demi-espace inférieur qui rencontre I'axe réel aux
points++/k, etlim o, (; = /x. Notons#* I'angle entreC' et le segment—+/x, /] (plus exactement,
I'angle entre leurs demi-tangentes ¢r). Commew; = 7 — (;(;+11, on voit facilement que

0" = lim wj
1——+00

(voir la figure 3.9.2). Par conséquet, < 6.

—1 —/K VE 1

FiG. 3.9.2 — Tous les angles marqués (gris) vatent 0, et(;j1 = ¢((;) = %i’f

Proposition 3.9.3.0n af* = 6.

Démonstration.Tout d’'abord, on s’assure aisément que toute dorthée wy < w; < 6* < 7

détermine, de fagon continue et différentiable, wmque couple de nombres complexé$, () tels
que :

i— Laligne briseez; = (..., —1,¢o,(1,1,...) apour angles externésay, —w;, w; — wp) comme
dans (3.4) plus haut;
ii — Le nombres = 1 — (¢ + 1)(1 — 1) tel que¢, = £+ appartient 40, 1[;
il — Le cercleC passant paf, et(; centré sur I'axe imaginaire forme un anglfeavec 'axe réel.

Parii, (o+1 et1—(; sont d’arguments opposés ; pawvn peut se contenter de chercligsur la demi-

droite—1+ ¢V 12 "R+t et(; surl —eV~—17= "RT. Ces demi—droites se rencontrent sous l'axe réel
en un pointp de I'axe imaginaire : toujours parl’argument dei; — ¢, et le rapportg‘;jg ne dépendent

pas deg*. Dans le cas “limite” oW(; = 1, 'angle entre le cercl€’ etR vautm — (-1/51) = w; : de la,

il est facile de voir que cet angle déchit;, 7| quand(; séloigne de dans la direction dg (le cercleC
subit alors une homothétie de cenge

Sau sens conforme : un arc de cercle est I'image d’un segmeningaransformation de Mbius
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I'angle w; = lg‘/jJ:gj < 6 (croissance dev) et construire le tétraedre idéal assotié Dans ce qui
suit, nous étudions quelle forme a I'espdc¢e= Uj>1 A, dont le bord (le tore percé;) admet pour
angles de plissagevg, —w1, w1 — wg) (voir I'équation (3.4) ci-dessus).

Définissonsf(¢) := % de maniere qué¢(¢(¢)) = pf(¢) oup = % L'enveloppe convexe
hyperbolique dgoo, 1, {;, (j+1) est isomeétrique au téetraedre; : en appliquantf, nous obtenons un
tetraédreA’;, isomeétrique a7 ;, de sommets1, p, p7 £(Co), PP (o)) (figure 3.9.2, volet droit). De
plus, tous lesf(¢;) = p’ f((o) appartiennent & la demi-droité™ %" )R+ (en effet, f envoieC NR =
{Vk,—+v/k} sur{0,o00}). SoitIl le plan hyperbolique appuyé sur la droite passantipdf() : la
loxodromie® : u — pu admet un domaine fondamental bordé paet ¢ (IT). En raisonnant dans ce
domaine fondamental, on voit alors facilement gueossede le méme volume qie:= D; U D5, ou
Dy, Dy sont des tétraedres idéaux de somniets f((1), 1, p) et (oo, f(¢1),1, f({p)) respectivement.
De plus,® identifie les face$oo, 1, f(p)) et (oo, p, f(¢1)) de D, de sorte que (le complétée dB)/ P est
une variété a bord polyédral, d'intérieur homéonta & un tore plein, et d'angles diedres intérieurs

Ces(p, ¢1 définissent a leur tour tous I€g; };>2 via (j+1 = ©((;) et nous pouvons lire

<7T—w1, T+ wo , W1 %o , W1 %o , 7T—9*>.
2 2

L'aréte deD/® ou I'angle diedre vaut — 6* est une courbe simple fermée de longueugrp, le long de

laquelle D1, D, s’enroulent a l'infini. (Les autres angles, indépendal@s8*, sont ceux du quadrilatere

de sommets, —1, {y, ¢1). On obtient une image d/® en remplacant parf* dans le volet de gauche

de la figure 3.9.1 (et en omettant d’'identifier 'aréte m&ey N 0, a I'aréte opposée).

Fixonswg, w; et observons qu® dépend de maniere differentiable éfe La formule de Schlafli
donne alor)V(D/®)/90* = 3logp > 0 : donc le volume dB/® (et par la-méme dé&) est une
fonction strictement croissante d@é (& wo,w; fixés). Considérons legw,} ;<1 comme fixés, et les
{w;};>2 comme des inconnues qui déterminent les volumea\deN,, ... : alors (ws, ws,...) est
clairement la solution du probléme de maximisation du n@upourU = Uj>1 A; (avec angles de
plissage fixés sur le bord;). Par conséquent, les; choisissent la plus grande limite possilfieen

400, a savoird* = 0. O

La démonstration précédente fait bien plus que déteenlim ., w; : comme dans les parties 3.5
a 3.8, elle fournit une description compléte de= Uj>1 A; et de son bord (dont le plissage du coté
extérieur s’avere égal &"). Voici, toutefois, une observation fort importante :

Observation 3.9.4. La proposition 1.11.4,4 + C' > 0", n’est pas valable pour la famille de surfaces

N _— E—
plisseeqT;);>o. A la place, on a4 + C = 0. Cela signifie simplement quel, (; et¢;;, 1 forment des
angles opposés avec l'axe réel. Eten effet+ 1)(1 — (1) = 1 — k est bien un réel positif.

De méme, on a l'analogue suivant du lemme 1.8.2.

Observation 3.9.5.Siwy = 0, I'éventail infini correspondant aux tétraédfes; );~( admet une structure
euclidienne a bord. Si les longueups F, G sont définies comme au lemme 1.8.2, algrs- F' + G.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir

Proposition 3.9.6. Toutes les iagalites (strictes) de (3.11) sont vraies.
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Démonstration.ll s’agit de la proposition 3.4.6 (dans ce nouveau contextegdd/a™ est rationnel).
La déemonstration est identique, en prenant toutefoisegaudfait suivant : afin d’éliminer la possibilité
w; = 0 pour une charnierg, on fait appel au chapitre 1 (en particulier le lemme 1.8.2aegument de

la partie 1.9). La stratégie est de supposer= 0, puis de perturbew en le remplagant par un certain
we® de telle sorte que le volume augment@®)/ds > 0. Cette derniere inégalité a lieu, essentiellement,
a cause de l'inégalité du lemme 1.8.2)(< F' + G”), vérifiee aussi bien dans la syllali&' qui précede

j que dans la syllab&™ qui suitj. Plus précisemen§)V/de est strictement positif des lors que I'une
au moins des deux inégalite®“< F + G” est stricte. Or cette inégalité est toujours strictejfstans

un unique cas (le suffixe infili RR...R...) : nous pouvons donc conclure. O

Par conséquent, tous les tetraedtesn’'ont que des angles strictement positifs et s’assemblant ¢
rectement : les parties 3.5 a 3.8 se répetent sans enequobr le bout associé &, et J,., A; est
l'intérieur du cceur convexe d’'un groupe quasi—fuchsiemotde percé admettant les plissages souhaités,
AE,

Les résultats de la partie 1.11 se généralisent imnédient : la seule modification est que les
tetraédres(A;);>o se relevent en une famille de cellulesplanairesdans I'espace de Minkowski,
parce que l'inégalité clé de la proposition 1.11.4 estedele une égalité. Donc la décomposition
géomeétriquement canonique de l'intérieur du cceur cans®mprend la cellule non-contractile/®
(figure 3.9.1, volet gauche).

3.9.2 Deux plissages rationnels

Quandg*/at et 3~ /a~ sont rationnels tous deux, le mot asso@iéc {R, L} peut &tre choisi
avec un préfixe infini..R...RRL et un suffixe infiniLRR...R... Nous appliquons I'argument ci-dessus
aux deux bouts simultanémer.nouveau, la proposition 3.9.6 est vraie car aucun indiGardbre j
n'appartient a la fois au préfixe et au suffixe.

Si les pentes des deux plissages rationnels ne sont pa®@iginaans le graphe de Farey, nous
pouvons remplacer le préfixe parL LR et/ou le suffixe paRRLL..., et obtenir par la des triangulations
differentes de l'intérieur du cceur convexe du méme geagymsfuchsien.

Si, par contres(A1) ets(\™) sont adjacents dans le graphe de Farey, &bots... RRLRR... (ob-
servons que le préfixe et le suffixe ont une intersection maL", de sorte que I'opération consistant a
changer le préfixe et I'opération consistant a changsutfixe ne commutent pas). Si les indigestués
juste avant et juste apres Iecentral sont) et 1, on obtientw, = w; en appliquant I'observation 3.9.4
au préfixe et au suffixe. En d'autres termes, les painksc dans la figure 3.9.3 (gauche) sont alignés. |l
est donc possible de retrianguler le méme cceur convexe selmot() = ...LLLRRR..., a condition
d’'autoriser le tétraédre charniefs, a s'aplatir (en noir dans la figure 3.9.3, volet droit). Damss les
cas, la suitéw; );cz maximise le volume total.

..RRLRR... ...LLLRRR...

FiG. 3.9.3 — Deux triangulations superposées au méme ensdimite.
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3.9.3 Pincement

Le cas ol I'un des plissages™ (ou les deux) a pour poids est un cas limite aisé des parties 3.9.1
et 3.9.2 (le terme de “pincement” fait référence au fai: ¢picourbe de plissage devient de plus en plus
courte, pour finalement se transformer en une pointe al@$'augle de plissage atteint la valeriy.

SupposonsA™| = 7 (notons que les conditions de (3.11) ou figyre deviennent triviales, parce
que¢™ > 7). Les résultats de la partie 3.9.1 se généralisent aoitéis= 7 et = 0. L'arc de cercle
C de la figure 3.9.2 devient un cercle complet, tangent a liég¢R en0. L'analyse de la proposition
3.9.3 (existence et unicité dg, (; € C) s'étend de fagon continue et differentiable au €as= w. On
trouve que le tétraedre de sommeds, 1, (;, (j+1) est envoyé paf : u — 1/u surun tétraédreé&; de
H?3, isométrique &\ ;, de sommet$0, 1,7 + j,7 + j + 1) pour un certain- € C indépendant dg (dans
le volet droit de la figure 3.9.2, les deux demi-droites liaiias grises sont remplacées par deux droites
paralléles). On vérifie sans mal qUJ%>1 A; est le tore plein représenté sur la figure 3.9.1 (a droéte)
la formule de Schlafli implique de nouveau (ife= = réalise le volume maximal.

Apres la proposition 3.9.3, le raisonnement est le méme.

3.9.4 Bouts infinis

Par [Min], lI'espace des groupes quasi—fuchsiens est demss tlensemble de toutes les
représentations discretes, fideles, sans torsionecespt les paraboliques, deg(7) dans Isont (H?).

De fait, tout bout géométriguement infini de la variétéotient d’'une telle représentation est naturelle-
ment muni d’'undamination de boyta savoir une classe projective de laminations mesun@®nnelles
gue I'on se propose ici de voir comme un plissage “infinimetgnse”. Dans cette partie, nous suppo-
sons quedt /aT ¢ P'Q et considérons’, la solution du probléme de maximisation du volume pour
(¢, K¢T), o0uK > 0 (plus exactementy est soumis aux conditions (3.11), &y remplacep™ ; et

le tableau (3.3) continue d’exprimey, y;, z;).

Etant donnée une représentation d’'un groupe de surféaaéte, respectant les paraboliques), toute
lamination mesurée compackesur la surface admet uhengueur que I'on peut calculer en mesurant
les longueurs (pondérées) d’'une suite de courbes peesl@onvergeant vers Martin Bridgeman a
montré [Br] que les longueurs des laminations de plissage groupe quasi—fuchsien sont majorées
par une constante qui ne dépend que de la surface sousejdi®ite tore percé). Par le théoreme de la
limite double de Thurston (théoremes 4.1 et 6.3 de [T3]r, &assi [Ot]), 'espace des représentations
discretes, respectant les paraboliques, pour lesquedies laminations mesurées fixes (dont I'union
remplit la surface) sont de longueur au pitigune constante donnée), est compact. Donc, quitte arpasse
a une sous-suite, la suite des group&scorrespondant @ converge algébriquement vers un cerf@jn
quandk tend verstoo. Par le theoréme A de [MinJi?/T" est homéomorphe & x R et doit posséder
un bout infini (sans qual’ serait quasi—fuchsien et les volumes seraient bornésuyiceogtredirait la
preuve du lemme 3.5.1).

Proposition 3.9.7. Le bout deH® /T" assoce & A~ est fini, avec pour lamination de plissage. L’autre
bout est infini, et sa lamination de bout est la classe projeade)™.

Démonstration.Par [B2] (théoreme D), I'espace des représentationsrolupg abstraif’ qui respectent
les paraboliques est paramétré de facon continue (Erh@omorphe) par la donnge, w) d’'un point
7 de I'espace de TeichmulléF, et d’'uncocycle transverse a valeurs dan®R /277 par rapport a une
lamination topologique fixég (une mesure de plissage, en particulier, est un tel cocyce grojette
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ses valeurs suR/27Z). En prenant le support d&~ commey, on en déduit immédiatement que le
module intrinséque du bord du cceur convexdldgl'® associé &~ converge dan§r, quandk tend
vers linfini. Par conséquentl®/T" contient une surface plisséé¢ de plissage\~ < 0 (donc locale-
ment convexe), qui est nécessairement une composantedidwoceur convexe (le bord du revétement
universel deH contient tous les points fixes paraboliques).

Le bout deH?/T" associé a\* est donc infini. Les points fixes paraboliques du groupe dirfit
définissent les sommets d’une version de la figure 3.4.ligfeduclidien de la pointe), et donc une
famille d’angles positifs ou nuls pour les tétraeédfeson peut donc définir, a rebours; = 7 — z;). Par
convergence algébrique, leg¢ convergent versy dans la topologie produit. Pour tous< j, le volume
total deA;_1,A;, ..., Aj, A4 est maximal par rapport aux parametigs. . . ,w; : en particulier, les
propositions 3.4.4 et 3.4.5 sont encore vraies. On peéteepargument du chapitre 1 (lemme 1.8.2 et
partie 1.9) : par la proposition 1.9.1, tous l&sn’ont que des angles strictement positifs. La proposition
1.11.4 (et, partant, le lemme 1.11.2), sont encore Vrgds; };c7 est la décomposition géométriquement
canonique dél*/T. En particulier, la famille composée de toutes les ard¢gsus les tetraedrée\; };>o
forme une suite de laminations qui s’échappe de tout cotjs? /T", et tend vers la classe projective
[AT] (par des valeurs rationnelles, qui sont les extremitésadetes de Farey traversées par la géodésique

joignantg—: ag—i). Par conséquenf\t] est I'invariant de bout. O

Le cas de deux bouts infinis a été traité dans [AK]. Le tham 3.9.1 est démontré.

3.9.5 Le theoreme des laminations de plissage pour les groupes du tore pérc

Proposition 3.9.8. Le groupeI’ construit a la fin de la partie 3.4 estontinOmentdétermiré par
(AT, 7).

Démonstration.Commengons par observer quesi/a™ est rationnel, le choix initial d'un suffixe
infini dans la partie 3.9.1 n'a pas d'incidence sur le groupal&ément construil’ : ce choix détermine
simplement deux triangulations differentes de la méngeeitorique (représentée figure 3.9.1), dont
I'espace des déformations est inchangeé.

Définissons I'ouvert

U:=R>< J [ +oo[-{(m,n)}
m,ne”
(notons que) ¢ U{). Une lamination de plissage admissibleoeut &tre identifiee a un poiat(«, )
deld/+. Soienta™, BF, ¢*, W, w définis comme dans les parties 3.2.1 & 1.6 (a ceci pré%uéé
peuvent &tre rationnels).

Supposonsga;t, 5F) — (o, 87) et(a,,, 5,) — (o, 7) dans/, et définissons la droite orientee
A, des; /o, a3t /o)t atravers le diagramme de Farey. Définissons aussi leidos@ssocieeg®"
comme en (3.9), les domain&8™ comme dans la définition 3.3.4, et les soluti¢ng ),z du probleme
de maximisation du volume sliv™. Si 31 /a™ est rationnel, on peut supposer (quitte a se restreindre a
deux sous-suites) que la suite;’, 3;") tend vers(a™, 37) dans le sens direct pour une orientation de
réference d@'R. On fait une supposition semblable quanta/a~.

A priori, les suites(w!");cz ne sont définies que modulo une translation de I'indicdéanmoins,
nous pouvons choisir ces translations d’'une fagon coltérel existe une aréte de Fareyraversée par
toutes les droited,, pourn assez grand ; on décide donc pour teufuew; est le parametre associe a
(a savoirel = ¢). Par compacité di, 7]Z, une certaine sous-suite ¢ie"),,cy converge vers un certain
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w*, pour la topologie produit. Il suffit de montrer qué = w : en effet, le group&' est compléetement
(et continlment) déterminé par les formes d’un nombrigdfrtétraédres consécutifs;.

L'observation principale est que les md® < {R, L}” convergent simplement vef3, et que
ot — ¢t (simplement dan®?), par définition (3.9). On en déduit que’ appartient & I'espac’,
d’ou l'inégalité de volumed’(w*) < V(w). Commemaxy VV n'est atteint qu’en un point (le volume
est une fonctionnelle strictement concave), il sufit de meoritinégalité réciproque. Procédons par I'ab-
surde.

Supposon®’(w*) < V(w). Il existe des entiersm < 0 < M tels que les tétraédrgs\; }r<ic s
définis parw ont un volume total strictement supérieurVdw*). Si nous parvenons a prolonger
(wi)m<i<m pour en faire une suitév;);cz de I'espacéV™ pourn assez grand, nous aurons la contra-
diction souhaitée.

Par le corollaire 3.5.2, on peut suppoéé} > ;‘;’"*1 et Z;M L < ZM (si BT /a™ est rationnel,
m+1 M-1 M

le corollaire 3.5.2 est superflu, car est monotone ep™ est constante, dans un voisinage geo).
Commeuw satisfait (3.11) (inégalités strictes), pauassez grand, la sous-suite,,, . . . ,wys) satisfait
les inégalités correspondantes servant & défifiiy par convergence des . Choisissons un tel assez
grand et définissons

o7 " L sii<m;

bm
v = w; sim<i1<M;
g SiM <.
¢JM

Sin est assez grand, on vérifie sans mal qué& 7 appartient 31" La seule difficulté est de s’assurer
que le triplet(vas—1, var, var+1) (et de méméuv,,_1, vy, v+1)) Verifie les inégalités de concavité ou de
charniere de (3.2 — 3.11) (selon g€ est charniere ou non) : observer que quaridnd vers l'infini,

d)M 17¢ 7¢M+1 ¢M 1’¢ 7¢M
deux autres ; et utiliser la remarque 3.3.3. O

(“M L ta il ) tend vers le triplef(wM 1 By “’M> dont le premier terme est plus petit que les

Corollaire 3.9.9. (C. Series)Un groupe quasi—fuchsien du tore pei est determirg, & conjugaison
prés dans Isoiff®), par ses mesures de plissayé.

Démonstration.L'espaceQ.F des groupes quasi—fuchsiens mais non fuchsiens (du tocé)pest une
variété réelle connexe de dimensibr— par exemple a cause du théoréme d’Ahlfors—Bers [ABb-Ra
pelons I'ouvert/ rencontré dans la preuve de la proposition 3.9.8, et cérmig I'application

f-UxU— QF

définie par la construction du groufe(fin de la partie 3.4). On sait qugest bien définie et injective
(théoreme 3.2.2), et continue (proposition 3.9.8). Ca@wh est de dimensiod, le theoréme de l'in-
variance du domaine permet d’affirmer que I'imagg fiest ouverte. Reste a montrer que( finest
fermée.

Considérons des couplés;, ;) tels que les groupes correspondalits= f (A7, A, ) convergent
vers un certaii’ dansQF. La fonction qui a un groupe associe ses plissages eshoenfyoir [KS]),
donc les\F convergent vers® dansl/. La proposition 3.9.8 implique alors qlie= f(A\T,A7). O
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A cause du corollaire 3.9.9, le theoréme 3.9.1 couvremuotant tous les groupes quasi—fuchsiens
du tore percé. Le théoreme 3.1.1 devient une conségquiinthéoreme 3.9.1.
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Chapitre 4

Characterization of hyperbolic links
among arborescent ones

4.1 Introduction

In the 1990s, Andrew Casson introduced a powerful techniqueonstructing and studying cus-
ped hyperbolic 3—manifolds. His idea was to subdivide a folthiM into angled ideal tetrahedra
that is, tetrahedra whose vertices are removed and whoss edgy prescribed dihedral angles. When
the dihedral angles of the tetrahedra add up#tcaround each edge df/, the triangulation is called
anangled triangulation Casson proved that every orientable cusped 3—manifotcatiraits an angled
triangulation must also admit a hyperbolic metric, andinatl a possible way to find the hyperbolic
metric by studying the volumes of angled tetrahedra — anafladeveloped by Rivin [R1]. The power
of Casson’s approach lies in the fact that the defining egusidf an angled triangulation are both linear
and local, making angled triangulations relatively easyirtd and deform (much easier than to study
an actual hyperbolic triangulation, as in [NZ, SW2] or in soaspects of Thurston’s seminal approach
[T1]).

Our goal in this chapter is to extend this approach to largdrraore complicated building blocks.
These blocks can be ideal polyhedra instead of tetrahediréhdy may also have non-trivial topology. In
general, arangled blockwill be a 3—dimensional manifold manifold whose boundary is subdiithto
faces looking locally like the faces of an ideal polyhedriona sense to be defined. The edges between
adjacent faces carry prescribed dihedral angles. In Setiy we will describe the precise combinatorial
conditions that the dihedral angles must satisfy. Thesditions will imply the following generalization
of a result by Lackenby [L1, Corollary 4.6].

Theorem 4.1.1.Let (M, M) be an orientable 3—manifold, subdivided into finitely manglad blocks
in such a way that the dihedral angles at each edg&/o$um to27. ThendM consists of tori, and the
interior of M admits a complete hyperbolic metric.

One can prove that a particular manifold with boundary iséngplic in a spectrum of practical
ways, ranging from local to global. In some cases, a combiiztdescription ofA/ naturally guides a
way to subdivide it into tetrahedra (see for example Chaptef and [GF], or [W3]). In these cases,
angled triangulations are highly useful. On the other em&reone can study the global topology /af
and prove that it contains no essential spheres, disksptannuli ; Thurston’s hyperbolization theorem
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then implies thatV/ ~.0M is hyperbolic [T2]. Theorem 4.1.1 provides a medium—rangat®n (still
relying on Thurston’s theorem) for situations wheve naturally decomposes into pieces that retain
some topological complexity.

We will apply Theorem 4.1.1 to the complements of arboreslieks, which are defined in terms of
bracelets We choose an orientation §f, to remain fixed throughout the chapter.

Definition 4.1.2. An unknotted bandd c S? is an annulus or Mobius band, whose core cuivis an
unknotted circle. Such as has a natural structure as arbundle ovelC, and we will refer to the fiber
over a point ofC' as acrossing segmerf the unknotted band.

Consider the manifold/,; obtained by removing fror? the open regular neighborhoods ilis-
joint crossing segments of an unknotted bahdnd letK; = 04 N M,. Then ad—braceletB,; is the
pair (Mg, K4), as in Figure 4.1.1. We say thais thedegreeof the bracelet.

Note that whend > 0, B, is determined up to homeomorphism (of pairs) by the intebdfor
example, whenl = 2, B, is homeomorphic to the pais®x I, {4 points xI). Whend = 1, M; is a
3-ball andK; is a pair of simultaneously boundary—parallel arcs ; a leddedt B, is commonly called
atrivial tangle. Whend = 0, By is determined by theumber of half-twistsn the band : namely, the
linking number ofC' with 0 A.

d=1

d

FiG. 4.1.1 — Examples af—bracelets. The twb—-bracelets with different numbers of half-twists in their
bands are homeomorphic.

Let B4, and By, be two bracelets withd; > 0, and choose a boundary sphéfeof eachB,,. TheS;
have natural orientations induced by the orientatioS“%fand we can glué; to S, by any orientation—
reversing homeomorphism sending the unorderagple of pointsS; N K to thed-tuple Sy N K5. The
union of theK,, then defines a collection of arcs in a larger subset®ofMore generally, if bracelets
By, ..., Bg, are glued to forn§? (some of thel; being1), the arcs in these bracelets combine to form
alink K in S3, as in Figure 4.1.2.
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FIG. 4.1.2 — A generalized arborescent knot, obtained by gls@wgral bracelets.

Definition 4.1.3. A link K C S? is calledprimeif, for every 2—sphere5 meetingK in two points, at
least one of the two balls cut off by intersectsk in a single boundary—parallel arc. & is not prime,
it is calledcompositeNote that with this convention, every split link (apartritdhe split link consisting
of two unknots) is automatically composite.

Definition 4.1.4. A knot or link K = (J' ; K4, obtained when several bracelets are glued together
to form S3, is called ageneralized arborescent linkf, in addition, & is prime, we say that it is an
arborescent link

The pattern of gluing bracelets to form a link can be repriegseby a tre€l’, in which ad—valent
vertex corresponds toca-bracelet and an edge corresponds to a gluing map of twolnaigly bracelets.
The termarborescentfrom the Latin wordarbor (tree), refers to this correspondence. Special cases of
arborescent links includsvo—bridge linkswhich can be constructed by gluing tiebracelets (already
studied in Section 2.1), arfdontesinos linkswhich can be constructed by gluing a sindlebracelet to
d different 1-bracelets. Montesinos links are also knowrs@s links because the corresponding tree is
a star.

Arborescent links are a class of links with rich combinatsribecause the topology of the link
tends to “remember” the bracelet decomposition. For examphbai gave an effective algorithm to
compute the genus of such a link in terms of the bracelets. j@&prescent links were also extensively
studied, indeed classified, by Bonahon and Siebenmann. €meeajric consequence of their work is the
following result. (By definition, a link is called hyperbolif its complement irS? admits a complete
hyperbolic metric.)

Theorem 4.1.5(Bonahon-Siebenmann)he following three families, shown in Figure 4.1.3, form a
complete list of non-hyperbolic arborescent links :
I. K is the boundary of a single unknotted band,

Il. K has two isotopic components, each of which bounds a 2—pexlctlisk properly embedded in
S? K,

ll. K or its reflection is the pretzel linR(p, ¢, 7,-1), wherep, ¢, > 2and ;. + £ + 5 > 1.

Furthermore, an effective algorithm decides whether amigeneralized arborescent link is prime,
and whether it lies in one of the exceptional families.
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FIG. 4.1.3 — The three exceptional families of non-hyperbalmeescent links. For family Iy, ¢, r > 2
and% + % +1>1

Bonahon and Siebenmann’s original proof of this theoremersdicbng use of the double branched
covers of links. A possible characterization of arborestiaks is that these covers are gllaph mani-
folds obtained by gluing Seifert fibered manifolds along incoesgible tori — and these tori project to
gluing spheres ofi—bracelets. Their results and ideas were heavily quotédjrifartunately the mono-
graph containing the proof [BS] has never been finished. Gmaioprimary motivations in this work
was to write down a version of the proof.

In the years since Bonahon and Siebenmann’s monographasewthors have re-proved parts of
the theorem. Menasco [Me] proved that a two—bridge link @ngenerally, a prime alternating link) is
hyperbolic whenever it is not in family I. Oertel [Oe] provétht the complement of a Montesinos link
contains an incompressible torus if and only if the link igamily 111, with % + % + % = 1. Finally, it
follows from Wu'’s work on Dehn surgery [W4] that all non-M@sinos arborescekhotsare hyperbolic.

It is fairly straightforward to check that the links listed Theorem 4.1.5 are indeed non-hyperbolic.
For families | and Il, Figure 4.1.3 reveals an obvious ans@uMobius band that forms an obstruction to
the existence of a hyperbolic structure. Meanwhile, thézpidinks in family 11l contain (less obvious)
incompressible tori Whe% + % + % = 1 (by Oertel's work [O€]) and are Seifert fibered by Sakuma’s

work [S1] whens + £ + & > 1 (in fact, such links are torus links unlegs, ¢, ) is a permutation of
(2,2,n)). In particular, all of these well-studied links are knovenbie prime. Thus we will focus our
attention on proving that all the remaining arborescerksliare indeed hyperbolic.

The proof is organized as follows. In Section 4.2, we will defangled blocks and prove Theorem
4.1.1. In Section 4.3, we will perform a detailed study of hévbracelets can be glued along 4—punctured
spheres. This will enable us to simplify the bracelet pregen of any particular link and decide whether
it is an exception. In Section 4.4, we will use the braceletcstire to subdivide the link complement into
tetrahedra and solid tori. The subdivision will work for allborescent links except families | and II.
Finally, in Section 4.5, we will assign dihedral angles tgeslon the boundary of the tetrahedra and
solid tori. For links that are not in family Ill, these anglesll satisfy the criteria of angled blocks,
implying by Theorem 4.1.1 that the link complement is hypdd

4.2 Angled blocks

In this section, we develop a theory of angled blocks thatigdes a practical way of proving that a
given manifold is hyperbolic (Theorem 4.1.1). We lay out tleeessary definitions in Section 4.2.1. In
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Section 4.2.2, we study the intersections between blocisariaces in a manifold, and prove that any
surface can be placed into a sufficiently nimemal form The angle structures on the blocks allow us to
define a natural measure of complexity for the surfacesedathmbinatorial areawhich behaves like
hyperbolic area. In Section 4.2.3, we will use combinat@iaa considerations to show thiat cannot
contain any essential surface of non-negative Euler ctarsiic ;. so by Thurston’s hyperbolization
theorem,M must admit a hyperbolic structure.

Our proof of Theorem 4.1.1 follows the same outline as Cdsgwaof that manifolds with an angled
triangulation are hyperbolic, written down by Lackenby irl| Section 4]. The credit for developing
these ideas goes mainly to Casson and Lackenby.

4.2.1 From polyhedra to blocks

In studying a 3—manifold/, it is frequently useful to decompogé into pieces that are not contrac-
tible. This idea has been recently studied by other authAgol has described a way to cut a manifold
into non-contractiblenanotubegAg], while Martelli and Petronio have cut a manifold inboicks [MP].
Rieck and Sedgwick, among others, have investigated howdateous added during Dehn surgery can
intersect a Heegaard surface [RS]. Focusing on the individieces of the decomposition, Schlenker
has studied manifolds with polyhedral boundary [S2]. Owled blocks fit into this theme.

Definition 4.2.1. Let S be a closed oriented surface, andllet S be an embedded graph each of whose
vertices has degree at lea&stWe say that fills S if every component ob~\.I" is an open disk, whose
boundary consists of at leastedges ofl". Given a graph" that fills a surface, we can constructiaal
graphI™ c S, well-defined up to isotopy, in the following fashion. Eveligk of S\.I" defines a vertex
of I'*. Every edges C I" separates two faces Sf\.I" ; we connect the corresponding verticed 6fby a
dual edge=*. Finally, S ~. I'* is a union of disks, or faces, each corresponding to a veftéx o

Note that this construction still makes sense if the surfabas several components. In this situation,
bothT" andI™* will have as many components &8s

Definition 4.2.2. Let P be a compact, oriented, irreducible, atoroidal 3—manifaitth boundary. Lel”
be a graph that fill§P, whose edges arg, ..., e,. To every edge; C I" we assign ainternal angle
a; and anexternal angles; = m — ;. By duality, an edge; C I'* receives the same angle as its dual
edgee; C T
We say thatP is anangled blockf this assignment of angles satisfies the following prapert

i—0<q; <mforalli,
ii— > 5pei = 2w for every faceD of 9P~.I'*, and

i — ZV g; > 27 for every simple closed curve C T'* that bounds a disk if? but is not the boundary
of a face ofoP~.T".

Finally, we remove fron all the vertices ofl", making them intddeal vertices We will refer to the
edges ofl" as theedges ofP, and to the faces a¥P~.I" as thefaces ofP. Removing the vertices df
makes the faces @? into ideal polygons.

Propertyi says thatP is locally convex at every edge. Propeiitysays that the link of every ideal
vertex of P has the angles of a convex Euclidean polygon. Property motivated by the following
theorem of Rivin [R2].
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Theorem 4.2.3(Rivin). LetP be an angled polyhedron — that is, a contractible angled blathenP
can be realized as a convex ideal polyhedrofihwith the prescribed dihedral angles, uniquely up to
isometry. Conversely, the dihedral angles of every cordeal ipolyhedron ifl? satisfyi—iii.

Such characterizations of polyhedralii# by their dihedral angles were first studied by Andreev
[An]. We conjecture that an analogous result holds for nomtt@ctible blocks as well :

Conjecture 4.2.4. Let P be an angled block. Then its universal cof2can be realized as a (possibly
infinite) ideal polyhedron ifil®, with dihedral angles specified 5, uniquely up to isometry.

WhenP is contractible, this conjecture is exactly Rivin's theoreschlenker [S2, Theorem 8.15] has
treated the case whef® has incompressible boundary. We also note that the congtasement (that
the ideal polyhedrorP must satisfyi—iii) is a fairly straightforward consequence of the Gauss—Bbnn
theorem.

Our primary interest is in the manifolds that one may comsthy gluing together angled blocks.
To build a manifold with boundary, we first truncate all theadl vertices of the blocks. As a result, a
truncated block, still denote®, has two kinds of facesinterior facesthat are truncated copies of the
original faces, antboundary faceshat come from the truncated vertices. Similafi/has two kinds of
edges interior edgeghat are truncated edgeslofandboundary edgealong the boundary faces.

Definition 4.2.5. Let (M, M) be a compact—manifold with boundary. Aangled decomposition 6
is a subdivision of\/ into truncated angled blocks, glued along their intericefa such tha} | «; = 27
around each interior edge of . As a consequence, the boundary faces of the blocks fit tegtitile
oM.

Theorem 4.1.1 says that the interior of every orientableifolawith an angled decomposition must
admit a hyperbolic structure. However, this is purely ars&xice result. An angled decomposition of a
manifold is considerably weaker and more general than arbgfie structure, for two reasons. First, we
do not know whether the blocks are actually geometric pieedhis is the content of Conjecture 4.2.4.
Second, even when the blocks are known to be geometric, agigoafly consistent gluing must respect
more than the dihedral angles. To obtain a complete hygerbtlcture, the truncated vertices of the
blocks must fit together to tile a horospherical torus, meginat these Euclidean polygons must have
consistent sidelengths as well as consistent angles.

There is an interesting contrast between the rigidity of pehlgolic structure and the flexibility
of angle structures. By Definitions 4.2.2 and 4.2.5, an asglecture on a block decomposition is a
solution to a system of linear equations and (strict) lineagualities. The solution set to this system,
if non-empty, is an open convex polytope, so for every anglecbmposition there is a continuum of
deformations.

In fact, geometric angled blocks — for example, angled petlyh — can serve as a stepping stone on
the way to finding a complete hyperbolic structure. Everyleshgolyhedron has a well-defined volume
determined by its dihedral angles, by Theorem 4.2.3. If iierde of an angled decomposition is critical
in the polytope of deformations, we can exploit Schlaflésniula as in Theorem 0.1.2 by Rivin [R1]
and show that the polyhedra glue up to give a hyperbolic methis is carried out for some examples
in Chapters 1 and 2 (where all blocks are tetrahedra), arekdance, in Sections 3.9.1-3.9.2 (with one
or two exceptional blocks). However, depending on the caatbrics of the decomposition, a critical
point may or may not occur. In fact, numerical experimenigehsown that some of the decompositions
that we will define for arborescent link complements in Setd.4 admit angle structures, but have no
critical point.
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4.2.2 Normal surface theory in angled blocks

To prove Theorem 4.1.1, we study the intersections betweglea blocks and essential surfaces.
We choose to work in the PL category.

Definition 4.2.6. A surface(S,0S) C (M,0M) is calledessentialif S is incompressible, boundary—
incompressible, and not boundary—parallel, of is a sphere that does not bound a ball.

Our goal is to move any essential surface into a form wherei&sections with the individual
blocks are particularly nice :

Definition 4.2.7. Let P be a truncated block, and Ie$,0S) C (P,9P) be a surface. We say thétis
normalif it satisfies the following properties :

i — every closed component 6fis essential irP,
il — S andds are transverse to all faces and edge® pf
il — no component 0f)S lies entirely in a face odP,
iv — no arc ofdS in a face ofP runs from an edge dP back to the same edge,
v — no arc ofdS in an interior face ofP runs from a boundary edge to an adjacent interior edge.

Given a decomposition a¥/ into blocks, a surfacésS, dS) C (M,0M) is callednormalif for every
block P, the intersectiort N P is a normal surface if®.

Proposition 4.2.8. Let (M, 0M ) be a manifold with an angled block decomposition.
(a) If M is reducible, then\/ contains a normal 2—sphere.
(b) If M is irreducible andoM is compressible, thef/ contains a normal disk.
(c) If M isirreducible and) M is incompressible, then any essential surface can be mgrvisdtopy
into normal form.

Proof. The following argument is the standard procedure for ptasunfaces in normal form with respect
to a triangulation or a polyhedral decomposition [Ha]. Asdaas all faces of all blocks are disks, the
topology of the blocks never becomes an issue. We will hapalte(c) first, followed by (b) and (a).

For (c), assume thal/ is irreducible and M is incompressible. LetS, 95) be an essential surface
in (M,0M). To moveS into normal form, we need to check the conditions of Definit#2.7. Sinces
is essential inV/, it automatically satisfies Furthermore, a small isotopy Sfensures the transversality
conditions ofii.

Consider the intersections betwegrand the open faces of the blocks, andldie one component
of intersection. Note that by Definition 4.2.1, the fa€econtaining~y is contractible. We want to make
sure thaty satisfiedii, iv, andv.

iii — Suppose that is a closed curve, violatingi. By a minimality argument, we may assume that
is innermaost on the facg. Then~ bounds a diskD C F, whose interior is disjoint front. But
sinceS is incompressibley also bounds a disk’ ¢ S. Furthermore, since we have assumed that
M is irreducible, the spher® U., D" must bound a ball. Thus we may isotafiehrough this ball,
moving D’ pastD. This isotopy removes the curgefrom the intersection betweehand F'.
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Fic. 4.2.1 — When a surface violates conditionof normality, then an isotopy in the direction of the
arrow removes intersections betwegand the faces af/.

iv — Suppose that runs from an edge back toe, violatingiv. Thenv ande co-bound a diskD C F,
and we can assumgis innermost (i.eS does not meeD again). Ife is an interior edge, we can
use this diskD to guide an isotopy of past the edge, as in the left panel of Figure 4.2.1. This
isotopy removes from the intersection betweefhand F' (some intersection components between
S and the interiors of faces other thahmay merge, but their total number never increases).

If v lies in a boundary face, then the situation is very similahprevious paragraph. This time,
the diskD guides an isotopy of alongo M, simplifying the intersection betweehand the faces
of the blocks.

Finally, if e is a boundary edge and is an interior face, the® is a boundary compression disk
for S. SinceS is boundary—incompressible, must also cut off a disld’ C S, as in the right panel
of Figure 4.2.1. Sincé/ is irreducible and ) is incompressible, it follows that the digkU., D’

is boundary—parallel DU D’ UA bounds a balB, for some diskA ¢ 9M. We must ask on which
side of D U,, D' the ball B lies : if a neighborhood of the argin the surfaces meets the interior
of B, thenS is a disk of B and is boundary—parallel (recall théitdoes not meeb again, because
~ is innermost among the arcs running frerback toe). SoS does not meet the interior @. In
particular,D’ is isotopic toD by an isotopy sweeping ol and missingS ~. D’. This defines an
isotopy of S which can be extended slightly to mo¥# pastD, thus removing the curve from
the intersection betweetiand .

b

FIG. 4.2.2 — When a surface violates conditioof normality, a0 M—preserving isotopy af along the
disk D, in the direction of the arrow, removes intersections betwgand the faces af/.

v — Suppose that runs from a boundary edge to an adjacent interior edge,tirigla. Then~ once
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again cuts off a diskD of a faceF'. By isotopingS along this disk, as in Figure 4.2.2, we remove
~ from the intersection of and F'.

It is immediate to check that each of the last three movesesitne number of components$ifi 7,
whereZ is the union of the interiors of the faces f. Thus, after a finite number of isotopy movés,
becomes normal.

For part (b), assume thaf is irreducible and M is compressible. Let be an essential disk if/ ;
under our assumptions, must be a compression disk f@d/. To moveS into normal form, we follow
a very similar procedure to the one in part (c). In particutanditioni of Definition 4.2.7 is vacuous
because has no closed components. Furthermore, a small isotofyeofsures the transversality condi-
tions ofii. Focusing our attention on conditioiis-v, lety be one component of intersection betwetn
and a face” of a block.

If v is a simple closed curve, violating, the argument is exactly the same as above. We find that
~ bounds a diskD C F and an isotopic diskD’ C S, because the disK is incompressible and/ is
irreducible. Thus we may isotopgepastD.

If v runs from an edge back toe, violating iv, the argument is mostly the same as above.i¢fan
interior edge, ory lies in a boundary face, then the exact isotopies describedri (a)+v will guide S
paste. If e is a boundary edge anglies in an interior faceF, then~ ande co-bound a diskD C F';
up to replacingy with an outermost arc ab N S on F', we may assum® N S = ~ so that the diskD
realizes a boundary compression%fThe situation is similar to the right panel of Figure 4.24¢ept
now v splits S into disks Dy and D, (sinces itself is a disk). At least oné); U, D must be essential
in M, because if they were both boundary—paraltelyould be boundary—parallel also. If I$ywe now
denote this essential digk; U., D, thenS can be pushed away from the fake

Finally, if v runs from a boundary edge to an adjacent interior edgelatingv, an isotopy ofS as
in Figure 4.2.2 will removey from the intersections betweéhand the faces of the blocks. Each of the
last three moves simplifies the intersections betwgand the faces, so a repeated application will place
S in normal form.

For part (a), assume that the manifdiflis reducible, and le$' C M be a sphere that doesn’t bound
a ball. We will moveS into normal form by checking the conditions of Definition #2Note that by
Definition 4.2.2, an essential sphere can never be containgdingle block, so conditionis vacuous.
A small isotopy ofS ensures the transversality conditionsioNote as well that conditiow is vacuous,
because is closed. To satisfy conditionié andiv, let~ be one arc of intersection betwe&rand a face
F of a block.

If v is a simple closed curve, violatiri, we may assume as before thails innermost inF'. Thus
~ bounds a diskD C F whose interior is disjoint front. BecauseS is a sphere, we may writd =
D, U, D, for disks D; and D». Suppose that eadh; U., D bounds a balB;. Because the boundaries of
By and B, intersect exactly along a single digk either one ball contains the other or they have disjoint
interiors. In either scenario, it follows th&t = D; U Dy must bound a ball — a contradiction. Thus,
since at least on®; U, D must fail to bound a ball, we can replaéeby one of theD;. The resulting
sphere, which we continue to c&ll can be pushed away from the faEe

If v runs from an edge back toe, violating iv, then~ ande co-bound a diskD. As before, we can
useD to guide an isotopy ob paste. (See Figure 4.2.1, left.) Note that sin§as closed;y must be an
interior edge.

By repeating these moves, we eventually obtain a spherermaidorm. O
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4.2.3 Combinatorial area

So far, we have not used the dihedral angles of the blocksr Tlke comes in estimating the com-
plexity of normal surfaces.

Definition 4.2.9. Let P be an angled block, and denote &ythe exterior dihedral angle at the edfe
Truncate the ideal vertices @f, and label every boundary edgevith a dihedral angle ofs = 7. LetS
be a normal surface iR, and letéy, ..., J,, be the edges of the truncated bldekmet byo.S (each edge
may be counted several times). We definedbmbinatorial areeof S to be

a(8) =Y es, — 2mx(9).
=1
For the sake of brevity, we will refer to the above sum of diaédngles a$_, ¢; (to be read as one

symbol, as soon aS ande are defined).

Note that by the Gauss—Bonnet theorem, the right-hand sifest the area of a hyperbolic surface
with piecewise geodesic boundary, with exterior anglealong the boundary and Euler characteristic

x(S5).

Fic. 4.2.3 — Left : in any block, aertex linkis parallel to a boundary face, and is thus a Euclidean
polygon with combinatorial are& Right : aboundary bigorparallel to an interior edge also has combi-
natorial ared.

Lemma 4.2.10.LetS be a normal surface in a truncated angled bl@kThena(S) > 0. Furthermore,

if a(S) = 0, then every component 6f is a vertex link (boundary of a regular neighborhood of a
boundary face) or a boundary bigon (boundary of a regularghbiorhood of an interior edge), as in
Figure 4.2.3.

Proof. Because combinatorial area is additive over multiple camepts ofS, it suffices to consider the
case wherb' is connected. Furthermore, whegits) < 0, a(S) > 0, so it suffices to consider the case
whenx(S) > 0. By Definition 4.2.2,P is irreducible and atoroidal, s& cannot be a sphere or torus. If
Sis an annulusg(S) = > ,55e; > 0, becauséS must intersect some edges and the dihedral angle on
each edge is positive. Thus the only remaining case is whisra disk.

For the rest of the proof, leb C P be a normal disk. We consider three cases, conditioned on the
numbern of intersection components betweBnand the union of all boundary faces.

Case 0 :n = 0. Recall, from Definitions 4.2.1 and 4.2.2, that every intefawe of P corresponds to
a complementary region of the graphand to a vertex of the dual grafhi. ThusdD defines a closed
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path~ through the edges af* ; this is a non-backtracking path because no a@ofruns from an edge
back to itself. The patlh may pass through an edge multiple times, but it contains plsiniosed curve
in I'*. Thus, by Definition 4.2.2)",,&; > 2=. Equality can happen only whehD encircles an ideal

vertex, in other words whep is a vertex link.
/ boundary face

FIG. 4.2.4 — We may isotop@D off a boundary face oP, producing a normal disk’ with a(D’) <
a(D).

Case 1 n = 1. The two boundary edges crossed & contributer to the external angle sum
of D. Thus we may isotop@&D off the boundary face without increasing the angle sum,esing
Definition 4.2.2 the interior edges meeting this face hawtal aingle o2r. Let D’ be the resulting disk,
anday, ..., a; be the sequentially ordered intersection point8 bf with the interior edges of the block
near the old boundary face (in Figure 4.24+ 2).

We claim thatD’ is normal, and is not a vertex link. Singe= 1, the only way thatD’ can fail
Definition 4.2.7 is if an arc 0bD’ violates conditioriv and runs from an interior edgeback to itself.
This cannot happen betweepanda, 1, otherwise the block would have a monogon face, in contradic
tion with Definitions 4.2.1 — 4.2.2. So conditiiwis violated by an arc starting fromy in the direction
oppositeas to end on the interior edge(or by an analogous arc fromy),). But then the corresponding
arc of D must connect to an adjacent boundary edge, contradicting condiio8imilarly, the only
way to create a vertex link by pulling an arc @D off a boundary face is if all oD is parallel to that
boundary face — but the» once again violates condition Thus, by Case @;(D) > a(D’) > 0.

F/

oD’

FIG. 4.2.5 - Whem = 2 anda(D) = 0, we have a contradiction fap’ normal (left), as well as foD’
non-normal (right), unlesk =1 = 1.

Case 2 :n > 2. SincedD crosses at least 4 boundary edgdd)) > 0, with equality only ifn = 2
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and oD is disjoint from the interior edges. We restrict our attentto this case, and claim that is a
boundary bigon.

PushoD off the two boundary faces; and F5, in a way that minimizes the angle sum of the new
disk D’. Denote bya,...,a; (resp.by,...,b) the points wheré D’ crosses interior edges neAt
(resp.F3). Orient the edges containing theandb; away from the face$ andF». If A (resp.B) is the
sum of the angles ab’ at thea; (resp.b;), thenA, B < .

SupposeD’ is normal. Since we know (D’) < a(D) = 0, it follows by Case 0 thaD’ must be
the vertex link associated to a boundary fdce Moreover, we haved = B = m, hencek,l > 2.
Let us isotopeD’ into 9P while keeping its boundary fixed, so that after the isotdpy,contains the
boundary facel” as well as initial segments of all interior edges startingat these initial segments
end ataq,...,ax, b1,...,0;, in that cyclic order around”’. Suppose the orientations on the interior
edges through the; are inward forD’ (in particular, this will happen whenevét, # F’). Then, since
k > 2, it follows thatoP contains an ideal bigon, which is impossible. Thereforedtentations point
outward, which implies notably; = F”. Similarly, F, = F’. As a result, the boundary of the original
disk D violated conditioniv, e.g. at the boundary edge situated betweeandb, (Figure 4.2.5, left).
Contradiction.

ThereforeD’ is not normal : define a disk := D’ (we are going to modifyA). Then the loop A
must violateiv, running in a U—turn from an interior edgeback toe : we can isotope the disk so
as to erase this U-turn. Because dihedral angles are godhie angle sum of\ decreases to a value
less tharm, SOA is even less normal now (by Case 0)0IA still crosses any (interior) edges, we can
repeat the operation, undlA violatesiii, and A can be isotoped into an interior face (recall the block
P is irreducible). Thereforéd’ can be isotoped, with fixed boundary, to a disk in the unionldbaen)
interior faces and interior edges. Interior edges must ecnacross)’ the pointsay, ..., ax, by, ..., b
of D', which are still cyclically ordered (Figure 4.2.5, rightf some edge goes from; to a; (where
i < j) then there must be an edge framto a1 for somei < s < j, and thereforé&P contains an
ideal monogon : impossible. So every edge aci@$suns from aru; to ab;, in fact tob,;_,; (and we
havek = I). If k£ > 2, thendP contains an ideal bigon. Therefoke= 1, so D’ is traversed by a single
edgee, and the original diskD was the boundary bigon associated to O

For an essential surfag¢®, 0S) C (M,0M), we can define the combinatorial areg) by adding
up the areas of its intersections with the blocks. This dafimiof combinatorial area was designed to
satisfy a Gauss—Bonnet relationship.

Proposition 4.2.11.Let(S,05) C (M,0M) be a surface in normal form. Then
a(S) = —2mx(S).

Proof. Consider the decomposition Sfinto its components of intersectidh, . . . , S,, with the various
blocks. LetS” = S;, U---U S;, be a (possibly disconnected) union of sofjeglued along some (not
necessarily all) of their common edges$’:is a manifold with polygonal boundary. Define the interior
angle ofS’ at a boundary vertex to be the sum of the interior angles cadlj@cents;_, and the exterior
angle as the complement toof the interior angle. It is enough to prove that

k
> alSi) =D e —2mx(5) (4.1)

a=1 oS’
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where thez; are the exterior angles & : the result will follow by takingS” = S (the union of allS;
glued along all their edges), becausesalare then equal ta — (5 + 5) = 0. SinceM is orientable,
up to replacingS with the boundary of its tubular neighborhood, we can reista the case wher§ is
orientable.

We prove (4.1) by induction on the number of gluing edges,revtiiee set of involved components
S;., Is chosen once and for all. When no edges are glued, (4.bywelfirom Definition 4.2.9. It remains to
check that the right hand side of (4.1) is unchanged when tlge®are glued together. In what follows,

— v is the number of boundary vertices 8f,
— @ isthe sum of alinterior angles along@s’, and
—  x isthe Euler characteristic ¢f.

Thus the right hand side of (4.1)18r — 6§ — 2.

If we glue edgesb andcd, wherea, b, ¢, d are distinct vertices af’, thend is unchanged, but goes
down by2 andy goes down byl : (4.1) is preserved.

If we glue edgesib and be by identifying ¢ and ¢, wherea, b, ¢ are distinct vertices, thef goes
down by27, becausé becomes an interior vertex, whilegoes down by2 andy is unchanged : (4.1) is
preserved.

If we glue two different edges of the forab, closing off a bigon boundary component$f thend
goes down bylr because both andb become interior vertices. Sincegoes down by2, andy goes up
by 1, again (4.1) is preserved.

If we glue an edgeb to a monogon boundary componeit wherea, b, ¢ are distinct vertices, then
# is unchanged, while goes down by andy goes down byi. If we glue two boundary monogons:
andbb together (where # b), thend goes down byr, while v goes down by andy(.S’) is unchanged.
In all cases, (4.1) is preserved. O

We are now ready to complete the proof of Theorem 4.1.1.

Theorem 4.1.1. Let (M,0M) be an orientable3—manifold with an angled decomposition. Theh/
consists of tori, and the interior ¥/ is hyperbolic.

Proof.Each component @i M is tiled by boundary faces of the blocks. Just inside eacindiary face, a
block has a normal disk of aréaThese vertex links glue up to form a closed, boundary—{gabrmal
surfaceS of area0. By Proposition 4.2.11y(S) = 0, and sinceM (hence als@M) is orientable, the
boundary—parallel surfacg& must be a torus. ThugM consists of tori.

By Thurston’s hyperbolization theorem [T2], the interidr &/ carries a complete finite—volume
hyperbolic metric if and only if\/ contains no essential spheres, disks, annuli, or tori. Byp@sition
4.2.8, if M has such an essential surface, then it has one in normal fomormal sphere or disk has
positive Euler characteristic, hence negative area. Ttreannot occur.

A normal torusI” ¢ M has ared and thus, by Lemma 4.2.10, must be composed of normal disks
of areal. SinceT” has no boundary, these must all be vertex links, which gludprm a boundary—
parallel torus. Similarly, a normal annulus C M must be composed entirely of bigons, since a bigon
cannot be glued to a vertex link. But a chain of bigons formatsetaround an edge @/, which is
certainly not essential. Thus we can conclude fiais hyperbolic. O
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4.3 A simplification algorithm for arborescent links

Recall, from the introduction, that a generalized arbamstink is constructed by gluing together a
number ofd—bracelets, for somés. In this section, we describe an algorithm that takes aquéar link
and simplifies its bracelet presentation into a reduced fais algorithm, directly inspired by Bonahon
and Siebenmann’s work [BS], has several uses. Firstly, if@nggeneralized arborescent link is compo-
site, the algorithm will decompose it into its prime arbam# pieces. Secondly, the simplified bracelet
description will allow us to rapidly identify the non-hypeelic arborescent links listed in Theorem 4.1.5.
In particular, the algorithm recognizes the unknot from amthe family of generalized arborescent
links. Finally, the simplified bracelet form of an arboresicknk turns out to be the right description for
the block decomposition of the link complement that we utader in Section 4.4.

4.3.1 Slopes on a Conway sphere

Whenever two bracelets are glued together, they are joilved) @ 2—sphere that intersects the link
K in 4 points. This type of sphere, calledConway spheredefines a 4—punctured sphere in the link
complement. Our simplification algorithm is guided by theyvila which gluing maps act on arcs in
Conway spheres.

Definition 4.3.1. Let S be a 4—punctured sphere. Aarc pair v C S consists of two disjoint, properly
embedded arcs; and~,, such thaty; connects two punctures 6fand-~s connects the remaining two
punctures ofS. A slopeon S is an isotopy class of arc pairs, and is determined by any btfeedwo
arcs.

6\
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FiG. 4.3.1 — Arcs of slop@, 1, andco give an ideal triangulation of &punctured spher§.

To visualize slopes, it helps to pictuftas a pillowcase iiR? surrounding the unit square &f,
with punctures at the corners. (See Figure 4.3.1.) Any aropahe pillowcase can then be straightened
so that its intersections with the front of the pillow have @llvdefined Euclidean slope. marking of
S (that is, a fixed homeomorphism betwegrand the pillowcase of Figure 4.3.1) induces a bijection
between slopes ofl and elements df) = Q U {co}.

Slopes on 4—punctured spheres can be neatly representid Egréy complexF, shown in Figure
4.3.2. Vertices ofF correspond to slopes, edges/to disjoint slopes, and triangles to triples of disjoint
slopes. Observe that a choice of three disjoint arc pairdffefrent slopes gives an ideal triangulation of
S. Figure 4.3.2 also illustrates that up to a homeomorphigmean be identified with the Poincaré disk
and endowed with a hyperbolic metric, making the triangleg anto straight ideal triangles. The dual
of F is an infinite trivalent planar tree.
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FIG. 4.3.2 — The Farey complek of a 4—punctured sphere (graphic by Allen Hatcher)

Definition 4.3.2. Let S be a boundary sphere ofda-bracelet. This Conway sphere will be assigned a
preferred slopeas follows. Whend > 1, pick a crossing segment on each sideSofsee Definition
4.1.2). If we isotope these two segments iftonve get an arc pair whose slope is the preferred slope of
S. Whend = 1, K; consists of two arcs that can be isotoped ifitptheir slope is then the preferred
slope ofS. Note that the two definitions (faf = 1 andd > 1) are truly different. The casé = 0 is
empty (a0—bracelet has no boundary spheres).

4.3.2 The algorithm

We will perform the following sequence of steps to simplifie toracelet presentation of a generalized
arborescent link.

i — Remove all—braceletsAs Figure 4.1.1 illustrates, the two boundary components2fracelet
By are isotopic, and moreoves, is homeomorphic to the pa{S? x I, {4 points x I). Thus
whenever —bracelet sits between two other bracelets, those otheeleta can be glued directly
to one another, with the gluing map adjusted accordingly.

il — Remove needledsbraceletsSuppose that &-braceletB; is glued to ai-braceletB,; (with d >
1), and that their preferred slopes at the common boundingrepdre Farey neighbors. Then the
two arcs ofK; can be isotoped to lie on the Conway sphef, without intersecting the crossing
segments of3,. As a result, the arc&’; U K; combine to form the band of @ — 1)-bracelet,
as in Figure 4.3.3. Thus we may remake and replaceB, by a braceletB,_1, with one fewer
boundary component.

il — Undo connected sumSuppose that &braceletB; is glued to ai—braceletB,; (with 4 > 1), and
that their preferred slopes are equal. Then there are $alifeaent 2—spheres that pass through
the trivial tangle of By and intersectx in a pair of points connected by a crossing segment. In
this situation, we cufl along the crossing segmentsBf, decomposing it as a (possibly trivial)
connected sum af — 1 other links, as in Figure 4.3.4. On the level of braceletshga@ece of K

111



4 N

o -
\ y

FIG. 4.3.3 — Removing a needlessbracelet.

that was glued to a Conway sphereR) will instead be glued to its owi+bracelet, whose slope
on the gluing sphere is given by the crossing segmentis;of

) (

(

FiG. 4.3.4 — Special—bracelets decompose a link as a connected sum.

000

After this cutting operation, we will work separately withah of thed — 1 new links. That is : we
will apply the reduction algorithm to simplify the bracef@esentation of each of these links. The
algorithm may reveal that one or more of the new links is digtilae unknot (see Theorem 4.3.8),
and thus that we have undone a trivial connected sum. Indisis,ave may simply throw away the
trivial pieces, having still gained the benefit of a simpleadelet presentation df .

iv — Repeat stepks-ii, as necessaryNote that removing a needlegsbracelet can create a neiw
bracelet (as in Figure 4.3.3), and removin@-ébracelet can change the gluing map of-a
bracelet. However, since each of the above steps reducdstienumber of Conway spheres
in the construction of<, eventually we reach a point where none of these reductmpsssible
(in any connected-sum component).

Definition 4.3.3. Let A C S3 be an unknotted band, and define the open solid tbrus S*\ A. Let L,,
be a link consisting of. parallel, unlinked copies of the core bf

Recall from Definition 4.1.2 that é&-braceletB,; is the pair(M,, K,), whereM, is the complement
of a regular neighborhood af disjoint crossing segments of, and K; = My N 0A. We define an
n—augmented—braceletto be B, ,, = (M, K4 U Ly,). Thus a traditionali—braceletB, corresponds to
takingn = 0. Whenn > 1, for all positived (includingd = 1), thepreferred slopef B, ,, at a boundary
(Conway) sphere is the slope of the crossing segmentisatfthis sphere.

Augmented bracelets naturally arise from certain configuma of d—bracelets. We continue our
algorithm as follows.
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v — Create augmented braceletset B; be a3—bracelet glued té—bracelets3; and B’. Suppose that
there is a marking of the boundary spheresBgfsuch that the preferred slope Bf; is oo and
the preferred slopes d; and B} are inZ + 1/2. (More intrinsically : the slopes aB3; and B;
(resp.Bj) are not Farey neighbors, but they share exactly two comnaoeyFeighbors.) In this
situation, we will replaceB; U B; U B} by a once-augmented 1-bracel#t;, as in Figure 4.3.5.
Note that the closed loop i ; can be isotoped to lie on the boundary sphgréJp to isotopy,
there is exactly one arc pair ghthat is disjoint from this loop ; its slope is the preferredps of
B 1 (distinct from the preferred slope on the outer Conway spbéthe originalBs).

Al

- B

72

FiGg. 4.3.5 — Creation of an augmentédbracelet. The arc paiy; U+, defines the preferred slope of
B 1. Note : if we change the slope in one of the trivial tangles byraeger (e.g. by inverting the two
crossings in the left trivial tangle, which will turn its gle—1/2 into +1/2 : a change oft1), then the
3-dimensional picture is the same up to a homeomorphism {aicerumber of half—twists in the “main”
band of the braceleBs).

Remark :If Bsis glued to three different—bracelets, each with slopgl /2 (so the link contains
no other bracelets than these four), we break the symmetehdgsing two of thd—bracelets for
augmentation.

Definition 4.3.4. A (possibly augmented) bracel8y; ,, is largeif d > 3 orn > 1.

vi— Combine large bracelets when possib&uppose that large bracelef; , and By, are glued
together along a Conway sphere, with their preferred slegesl. Then we will combine them
into a single(d+d’ —2)-bracelet, augmentdad +n') times. Note that at the beginning of this step,
the only augmented bracelets are of the fdsin,, created in step. However, under certain gluing
maps, several bracelets of this form may combine with otigel bracelets to form—augmented
d—bracelets, withl andn arbitrarily large.

vii — Form O0-bracelets and augment@dbracelets.Consider al—braceletB,, with preferred slops.
For any arc paity C 0B; whose slope is a Farey neighbor 9fwe can construct a rectangular
strip in By with boundaryK; U . Therefore, when bracelef3; and B] are glued together and
their preferred slopes share a common neighbdF ifi.e. are at distance or less), we can glue
these two rectangular strips to form an annulus or Mobiusihahose boundary i&; U K. In
this situation, we replac®; U B by a singleD-bracelet.
In a similar fashion, an augmentédbraceletB; ,, contains a rectangular strip whose intersection
with the boundary sphere defines the preferred slopg,of. Therefore, wher; ,, is glued to a
1-braceletB; and their preferred slopes are Farey neighbors, we onca hgeée an annulus or
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Mabius band. In this situation (similar to stép we replaceB; U By, by a single augmented
braceletB ,,, as in Figure 4.3.6.

0o 58 - (Cgp2)

FIG. 4.3.6 — Creating an augmentedbracelet.

The following result summarizes the output of the simplifima algorithm.

Proposition 4.3.5. For every generalized arborescent link given as input, tlgergthm above produces

several “output links”, of which the input was a connecteansiLet X' be such an output link. Theld

is expressed as a gluing of (possibly augmented) bracatetghich all 2—bracelets are augmented.
Furthermore, suppose that braceldisand B’ are glued along a Conway sphere. Any path through

the 1-skeleton of the Farey complex connecting the preferrqueshbB to the preferred slope dB’ must

contain at least the following number of edges :

By, | By, large
Bio| 3 2
By large | 2 1

4.3.3 Analyzing the output

We are now ready to recognize the non-hyperbolic arboredicdss listed in Theorem 4.1.5. After
the simplification algorithm, they can appear in one of foays/:

(1) Bracelets augmented more than ongdaraceletB,,,, wheren > 2, will contain two isotopic link
components, as in Figure 4.3.6. Each of these parallel coamgs bounds a disk that is punctured
twice by the strands oK ;. Thus any link containing such a bracelet falls in excegtidamily II.

(2) 0-braceletsBy Definition 4.1.2, the link contained in(a-bracelet is the boundary of an unknotted
band. These links fall in exceptional family I.

(3) Once-augmente@-braceletsLet K be the link contained in an augment@ebracelet with- half-
twists. By reflectingk if necessary, we may assume that 0. Now, we consider three cases :
(@) r=0. ThenK is the link depicted in Figure 4.3.7(a). We note tlkais composite, and thus
not arborescent by Definition 4.1.4.
In fact, we claim that the reduction algorithm will have duistlink into its prime components
(two copies of the Hopf link). The augment®ebracelet was created in step from a 1—-
braceletB; and an augmented bracelgf ;, which in turn was created from3a-braceletBs; in
stepv. However,Bs must have been glued #, with their preferred slopes equal, so in stiép
the algorithm will have recognizel” as a connected sum.
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(b) » = 1. Then, as Figure 4.3.7(b) shows, is the boundary of an unknotted band with 4 half-
twists, which falls in exceptional family .

(c) r > 2. Then, as Figure 4.3.7(c) shows, is the pretzel linkP(r,2,2,-1). Because: > 2 and
43+ 1> 1, K falls in exceptional family II.

=3
o

FIG. 4.3.7 — Augmente@-bracelets form exceptional links in three different ways.

(4) Exceptional Montesinos linksRecall, from the introduction, that a Montesinos link can be
constructed by gluing a bracelBY; to d different1-bracelets. Consider such a liak with d > 3.
By Proposition 4.3.5, we may assume that the preferred sdge; is not a Farey neighbor of
the preferred slope of any of thie-bracelets. Thus there is a marking of each Conway sphere,
in which the preferred slope dB; is oo and the preferred slope of thHe-bracelet glued to that
Conway sphere is not iA.
Once the markings are chosen, there is a unique unknottetideasisting of the arcs df; and
arcs of slopé along the Conway spheres. We definerthenber of half-twistin the band ofB, to
be the number of half-twists in this band. If we modify the kiag on some sphere bly/2 Dehn
twists about the preferred slope Bf;, the slope of thd—bracelet glued to that sphere goes up by
k, while the number of half-twists in the band goes dowrkbyhus, by employing Dehn twists of
this sort, we can choose markings in which the preferredestdiB;; is still co and the preferred
slope of eachi—bracelet is in the intervgD, 1).
We perform two final normalizations. The edge pairs of slapds oo decompose each Conway
sphere into four triangles. The orientation of the bracélgtinduces an orientation for each of
thed Conway spheres afB,. We stipulate that the edges of any triangle of any Conwagrgph
S have slopé), 1, oo, in that clockwise orderfor the induced orientation of. (*) This can be
assumed, up to changing the marking of some of the Conwayephg an orientation—reversing
homeomorphism, exchanging the slofie$ and fixing co. Finally, up to reflecting the linky,
we can ensure that at least one of théracelet slopes falls in the intervdl, 1/2]. Now, we can
recognize the exceptional links :

"We recommend that the reader disregard all orientatiomssatia first reading.
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(@) Ifd = 4, and the slope of everly-bracelet id /2, and there are half-twists in the band 0By,
then K is the pretzel linkP(2,-2,2,-2), as in Figure 4.3.8. Thu&  falls in exceptional family
Il.

(b) If d = 3, and the slope of everi~bracelet is of the formi /n, and there id half-twist in the
band of By, then K is the pretzel linkP(p, g, r,-1). If £ + 1 4+ 1 > 1, K falls in exceptional
family IIl.

FIG. 4.3.8 — The pretzel link(2,-2, 2, -2) falls in exceptional family II.

Definition 4.3.6. An arborescent link is called acandidate linkif it can be constructed from (possibly
augmented) bracelets in the following fashion :
— K is not a0-bracelet or augmented-bracelet.
— All bracelets are either unaugmented or augmented once.
— All 2—bracelets are augmented once.
— The gluing maps of bracelets along Conway spheres satisfyninimum—distance table of Pro-
position 4.3.5.
— If K has exactly one large bracel8f; o, the normalization process of (4a-b) above does not reveal
K as an exceptional Montesinos link.

So far, we have proved that every lifk contained in the output of the algorithm (and thus, in
particular, every arborescent link) either falls into orfeth® three exceptional families, or else is a
candidate link. To complete the proof of Theorem 4.1.5,ma@s to show the following.

Theorem 4.3.7.Let K be a candidate link. The§?~ K admits a decomposition into angled blocks.
Thus, by Theorem 4.1.1, every candidate link is hyperbolic.

The proof of Theorem 4.3.7 occupies Sections 4.4 and 4.5elmeantime, we record the following
consequence of Theorem 4.3.7, which shows that our reduatgorithm does more than merely sort
generalized arborescent links into hyperbolic and norehyglic bins.

Theorem 4.3.8.Let K be a generalized arborescent link, given in any presenta®a union of unaug-
mented bracelets. If we apply the simplification algoritlondst, it will output several links, ..., K,
with the following properties :

(1) K = K1#...#K,, aconnected sum of the output links,
(2) everyK; is prime, and
(3) if someK; is the unknot, it appears asa-bracelet witht-1 half-twist.
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Therefore, this algorithm recognizes the unknot and factolink into its prime summands.

Proof. To prove(1), observe that the reduction algorithm only changes theldgjzal type of K in step
iii, where it cutsK into (possibly trivial) connected summands. Thus the dulipks do in fact sum to
K.

To prove(2), let K; be a link produced in the output of the algorithm. By Proposit4.3.5 and
the discussion that follows iti(; is either a candidate link or a known exception. By Theore&74.
(which we have yet to prove), the candidate links are hypirkand thus prime. As we mentioned in the
introduction, the exceptional links in families | and llleaalso prime. Wheti; is in exceptional family
I, we can identify every group of isotopic components torayk circle, producing a new link/ that is
either hyperbolic or in families | or Ill. By the cases alrgatiscussedK; is prime, and thuss; is prime
also.

To prove(3), suppose thak; is the unknot. Again, it is easy to check that apart from(thleracelet
with 4+1 half-twist, all the exceptional knots discussed above ametrivial. By Theorem 4.3.7, the
candidate links are hyperbolic — hence also non-trivialsthe unknots; can in fact be recognized
as a0—bracelet witht1 half-twist. O

Remark 4.3.9. To solve the general link isotopy problem for arborescearmikdj Bonahon and Sieben-
mann [BS] developed a special type of calculus on weighteéstrepresenting links. Our algorithm
for simplifying bracelet presentations is directly inguirby their algorithm for simplifying trees (the
latter only keeps more careful track of the order of Conwayesgs along each band). The main re-
sult of [BS], which uses the machinery of double brancheckemand equivariant JSJ decompositions,
can be paraphrased as follows : for every generalized atene link (with a handful of exceptions),
any two bracelet presentations produce the same output timel@lgorithm above, up to the number
of trivial components in the connected sum. The few exceptioclude for instance the pretzel link
P(2,-2,2,-2) depicted in Figure 4.3.8, which can appear either in prdtreh (as ad—bracelet glued
to four 1-bracelets), or as a twice—augmentedbracelet (in two different ways). Thus, by the results of
[BS], the algorithm can be said to essentially classify ddbaescent links.

4.4 Block decomposition of the link complement

In this section, we consider a candidate liik (see Definition 4.3.6) and devise a block decom-
position of S? \. K (note that the algorithm of Section 4.3 provides a bracalesgntation ofK™ that
satisfies the conditions of Definition 4.3.6). Typically, wél use one “large” block for each large bra-
celetB,, (d > 3 orn = 1). The Farey combinatorics involved in gluing these blockerte another and
to 1-bracelets will be encoded in a certain number of ideallietlea in the decomposition.

Consider a largé—braceletB, ,, (wheren = 0 or 1), and recall that its underlying spadé; is S*
minusd open balls. Denote by, ,, the tangle (union of arcs) contained &y, ,,. Between any pair of
consecutive Conway spherel; contains a rectangular strip consisting of crossing setgnewe call
this strip acrossing rectangleThe boundary of each crossing rectangle consists of twoafr& ; and
two arcs on Conway spheres, which define the preferred stifghese two Conway spheres.

The large blockP,,, corresponding to the large bracelgj ,, will be constructed in Section 4.4.3 :
Pan Will be a solid torus whose boundary is decomposed into ideblgons, and some pairs of edges
(or even faces) oP,,, will be identified in the block decomposition §f \. K (in addition, the core curve
of the solid torusP,,, will be removed ifn. = 1). More precisely, each crossing rectangleSin~. K
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will eventually be collapsed to a crossing edge, which wél riealized as an ideal edge Bf;,, (in
fact, as a pair of identified edges Bf;,, — see Figure 4.4.2 for a preview). Because of this collapsing
operation, we need to be very careful that we do not changaahae of the manifol$? < K up

to homeomorphism. This will be proved in due course (Sectidn2) before actually constructing, ,
(Section 4.4.3). Meanwhile, we simply insist that the aiicgaf preferred slope (defined e.g. by crossing
rectangles) in a Conway sphere of a large bracelet will bizezhas ideal edges of the corresponding
large blocks. This fact motivates the whole constructioBection 4.4.1, where we describe all the small
blocks (ideal tetrahedra).

4.4.1 Gluings through tetrahedra

In this section, we use the Farey complgxn order to encode the gluing homeomorphisms between
the boundary spheres of two bracelets into sequences g)aykideal tetrahedra, glued at the interface
between large bracelets. This essentially follows SedtidnWe also realize trivial tangles as gluings of
ideal tetrahedra, following the ideas of Sections 2.1.1.-Zand [GF, Appendix].

Gluing of two large bracelets

Consider two large bracelefs; ,, and By, glued to one another along a Conway spherées jf,
denotes the union of arcs containeddn,,, defineC := My~ K, andC’ := M/~ Ky ,,. For the later
purpose of realizing (a retract af)as a polyhedral block, we assume that all the arc pairs oépeaf
slope are marked on the Conway sphered®tand similarly forC’). We will now enhance these graphs
on dC, dC’ to filling graphs (Definition 4.2.1), then glu&to C’ via a union of ideal tetrahedra attached
to the Conway spheres 6f C’ (thus realizing the gluing homeomorphism betwé#n, and B /).

Let s ands’ be the preferred slopes 6fand(’, respectively (see Definition 4.3.2). By Proposition
4.3.5, we know that # s’. The obstruction to gluing to C’ directly is that arcs of slopesands’ may
have high intersection number. We regard’ € P'Q as vertices in the Farey diagram.

Consider the simplest case, wherands’ are Farey neighbors. Then the four arcs of slepad s’
define a subdivision of a Conway sphereddfinto two ideal squares. Similarly the arcs of slopend
s subdivide a Conway sphere @€’ into two ideal squares. In this special case, we may glidirectly
to dC’" along these two squares.

If s,s" are not Farey neighbors, we need to consider the sequenaef ffiangleg 7y, ..., T,,)
crossed by the geodesic line fronto s’ (wherem > 1, ands [resp.s’] is a vertex ofTy [resp.T;,]).

For each) < i < m, the vertices ofl; define3 slopes, and the corresponding arc pairs provide an ideal
triangulationr; of the Conway spher§. Moreover, ifz, y are the ends of the Farey edfjen T} 1, the
two arc pairs whose slopes ar@andy define a subdivision of the4—punctured spher§ into two ideal
squares : both triangulations andr;+, are refinements af. In fact, ;11 is obtained fromr; by a pair

of diagonal exchangesremove two opposite edges of (thus liberating two square cells, the cells of
o, of which the removed edges were diagonals) ; then insek thecother diagonals. Each of these two
diagonal exchanges defines (up to isotopy) a topologd=dl tetrahedronin S x I : more precisely,
the union of these two ideal tetrahedra is bounded bypleated surfaces);, S; 1 isotopic toS x {x}

in S x I, which are pleated along the edgesrpandr;, 1, and intersect each other precisely along the
edges ofr (see Figure 4.4.1). Doing the same construction foball i < m, we thus obtain an ideal
triangulation of a strong deformation retract®# I, whose bottom (resp. top) is pleated along an ideal
triangulation ofS containing the arc pair of slope(resp.s’).
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FIG. 4.4.1 - Alayer of two tetrahedra, caught between two ptestiefacess;, S, 1. Edges with identical
arrows are identified.

Finally, the remaining two pairs of edges in the triangolaty, (in addition to the pair of slope)
define a subdivision of the boundary of the spéc&he same occurs fa'. We have completed our aim
of gluing C to C’, with boundaries suitably triangulated, using a sequen¢gairs of) ideal tetrahedra as
an interface. Note that the choice of “suitable” boundaigngulations ofC,C’ is forced by the gluing
homeomorphism itself.

Definition 4.4.1. The family of ideal tetrahedra betwe€rand(’ is called aproduct region The same
term also refers to the union of that family. Topologicatlye product region is a deformation retract of
Sx1I; whens ands’ have no common Farey neighbors, the product region is horoeptric toS x 1.

Gluing a large bracelet to a trivial tangle

Consider a gluing of a large bracelgy;,, to a trivial tangleB; o along a Conway sphere. As before,
defineC := M, \ Kq,,. andC’ := M; \ K 9. We will triangulate the Conway sphefseof C and attach
ideal tetrahedra t® to realize a space homeomorphicGalg C’. (Note : we will not need to attach a
copy of(’ itself, only ideal tetrahedra.)

Let s ands’ be the preferred slopes 6fandC’, respectively. By the minimum-—distance table of Pro-
position 4.3.5, we know thatands’ are not equal and are not Farey neighbors. We can thus cotiside
sequence of Farey trianglé€®y, . .., T,,) from s to s’, wherem > 1. We perform the same construction
as in 4.4.1 above, using pleated surfaégs. . ., S,,_1 whose triangulations are given @y, ..., T,, 1
(note the omission df},,). To realize the trivial tangle complemetit, we will now glue the faces of the
pleated surfacé,, ; together in pairs, following Sakuma and Weeks’ construrctio[SW2].

Without loss of generality, we may assume that the verti¢€g,0 1 and7,, are0, 1,00 and0, 1, %
respectively. Each face (ideal trianglebf S,,,—1 has exactly one edgeof slopecco, shared with another
face f’. We simply identify f and f’ by a homeomorphism respectiagThe result is shown in Figure
2.1.1 page 34 : it is straightforward to check that the singhtsed curve inS,,_; of slopes’ = %

becomes contractible. The gluing thus realizéslaracelet of slope’ = %

Remark 4.4.2. If m = 1, note that the Conway sphere ©f made of four ideal triangless S,,—; and

has been directly collapsed to two ideal triangles, wittghuing any tetrahedra. More generally, for any
m, all 4 edges whose slopes are Farey neighbors afe collapsed to just one edge (the horizontal edge
in the last panel of Figure 2.1.1) : though none of these fdges can have slopg(becauss, s’ are not
Farey neighbors), some of them may belong to the Conway sphéC. In spite of these collapsings,
for any candidate linki(, we can realize the spa&@ <. K with a well-definedmanifold structure by
gluings of the type above, because the Conway sphereésud pairwise disjoint.

119



Gluing two trivial tangles together

Finally, when two trivial tangles are glued to one another,obtain &2—-bridge link A. The strands
in each bracelet can be isotoped to proper pairs of arcs iGdmevay sphere, of slopesands’. If s, s’
are sufficiently far apart in the Farey diagram, we can perftire gluing operation above both near
and neacr’’. The resulting decomposition into tetrahedra was cont&dusy Sakuma and Weeks [SW2],
and also described in the Appendix to [GF] (see Section Zdr.2 summary). For completeness, we
include

Proposition 4.4.3. If s, s’ have no common Farey neighbors (i.e. satisfy the minimwstestie table
of Proposition 4.3.5), the union of the tetrahedra definedh®y construction above is a triangulated
manifold homeomorphic t§> < K, whereK is a2-bridge link.

Proof. First, the path of Farey triangléqy, ..., T,,) from s to s’ satisfiesm > 3 : indeed, ifm = 2,
then two vertices of}; are Farey neighbors af and two are Farey neighbors gf— so s ands’ have
a common neighbor. Therefore the first and last pleated ®sfsy and S,,_; are distinct, and there
is at least one layer of tetrahedra. Consider the union aéatthedrebeforefolding S; and.S,,_; onto
themselves. Denote hy, y the ends of the Farey ed@enT5, and thicken the corresponding tetrahedron
layer betweerd; andSs by replacing each edge whose slope @& y with a bigon. The resulting space is
homeomorphic t&; x [0, 1] : therefore, after folding; andS,,,_1, we do obtain the manifol§® \ K. It
remains to collapse the four bigons back to ordinary edgiisout turning the space into a non-manifold.
Recall (Remark 4.4.2) that the folding §f (resp.S,,—1) identified all4 edges whose slopes are ends
of Ty N'T1 (resp.T,, NT,,_1) to one edge, and caused no other edge identifications. Atonesofz, y
belongs to the Farey edde N1} ; at most one ok, y belongs tdl’},, N 7},_1 ; and none ofc, y belongs
to both Farey edges simultaneousty { have no common neighbors). So under the folding'ofind
Sm—1, the two bigons of slope may become glued along one edge ; the two bigons of sjopmy
become glued along one edge, and no further identificatioosrdetween points of thebigons. When
two bigons are identified along one edge, consider theirrua® just one bigon. All (closed) bigons
are now disjointly embedded &° . K, so we can collapse each of them to an ideal segment without
changing the spac®® \. K up to homeomorphism. O

Thus, by the results of Chapter 2.1 (Theorem 2.1.2), we@dyrkaow that2—bridge links admit angle
structures (and are hyperbolic) if and only if they are cdati# links.

4.4.2 Collapsing

At the beginning of Section 4.4, we defined tt@ssing rectangles a large braceleB3;,, hasd
crossing rectangle® ~ [0, 1] x [0,1], such that two opposite sidg®,1} x [0,1] of R define the
preferred slopes in two consecutive Conway spheres, artdithether side$0, 1] x {0, 1} belong to the
tangle (union of arcs) contained iy ,.

In a candidate linkK containing at least one large bracelet, we collapse eadsiog rectangle
R ~[0,1] x [0, 1] as above to a segmefit} x [0, 1].

Proposition 4.4.4. The space obtained after collapsing the crossing rectanglesegments is still ho-
meomorphic to the manifolsf < K.

Proof. As in Proposition 4.4.3, itis enough to check that the clasedsing rectangles, before collapsing,
are disjointly embedded. First, consider a gluing betweenlarge bracelets : since the two preferred
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slopes are distinct (by the minimum-—distance table of Psitiom 4.3.5), no points of the adjacent cros-
sing rectangles get identified. Then, consider a gluing betwa large bracelet (with preferred slope
s) and a trivial tangle (with preferred slopé) : in Remark 4.4.2, we observed that none of the edges
which undergo identifications have slopebecauses, s' are not Farey neighbors. Therefore, no points
of any crossing rectangles are identified. Since the (cjosexbsing rectangles are disjointly embed-
ded inS? \. K, we can collapse each of them to a segment without changagpaceS® <. K up to
homeomorphism. O

4.4.3 Blocks associated to large bracelets

In this section, we construct the blocks associated to largeelets. We begin by considering a
largenon-augmentethraceletB,; (whered > 3) and set out to construct an ideal polyhedron version of
the space”, now defined as\/; . K, with crossing rectangles collapsed to (ideal) segmentswille
constructC as a polyhedral solid torus (or blocR) with some edge identifications.

Consider a (closed) solid tora with a preferred, core—parallel, simple closed cuiven 9P. We
endow bothP and# with orientations that will remain fixed throughout the cteapDrawd disjoint
oriented curvesj, ..., 4, isotopic to# in &P, so thatdP is the union ofd annuli U;, each bounded
by two curves;; and?;+1 (indices are taken moduld). For matters of orientation, we assume that the
orientation acros#/; (from a point of%;), followed by the orientation of;, is equal to the orientation
on &P induced by the orientation & (Figure 4.4.2, left). Next, remove one point in eaghWe still
denote byP the solid torus with thesé points removed, and b¥; the annuli with two boundary points
removed. Each curvg is now replaced by an ideal (oriented) arc, also dendjepbining a puncture to
itself.

To construct an ideal cellulation &P, we must decompose each annuigsnto contractible ideal
polygons. There are two options for doing so :

(1) Choose an ideal arc acroBs, connecting the puncture ot to the puncture ofy;,, (for each,
there is @—worth of possible choices for such an arc). Tlgns an ideal square cell with a pair
of opposite sides identified.

(2) Choose two disjoint, non-isotopic ideal arcs acrbssdecomposind’; into two ideal triangles.
There is again @—worth of possible choices.

Finally, consider the two-fold cyclic coveP of P. Each#; lifts to two arcs¥; and#; in P with the
same pair of (distinct) punctures as end points. We now iiefif with 4;, by an orientation—reversing
homeomorphism. The resulting arc is caltlgdand the quotient gP under this identification is homeo-
morphic toC, as defined at the beginning of this section. Eachyars a crossing segment, not endowed
with any orientation. See Figure 4.4.2.

Under the identification, each baid (the lift of U; in ) becomes d@—punctured sphere included
in the boundary of. Any decomposition ofJ;, as in the dichotomy above, defines a decomposition
of U; into two ideal squares or four ideal triangles. The two caddbe dichotomy correspond, as in
Section 4.4.1, to the neighboring bracelet eittier being glued directly t&, using a very “simple”
homeomorphism, of2) needing an interface of ideal tetrahedra or being in fattlaracelet (trivial
tangle).

Recall that in each case of the dichotomy, the involved d@winZ are forced by the gluing ho-
meomorphisms (see Section 4.4.1), and essentially refeatumber of half-twists in the band of the
bracelet(M,, K,) that defined’ (and the blockP).
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FiG. 4.4.2 — Block associated to a large (non—augmented) letactldegrees. The solid toruspP is
shown before and after the identificatiofis~ ;. In the right panelP is the spaceutsidethe grey
“ring”.

Augmented polyhedrald—bracelets ¢ > 1)

Topologically, the construction above is valid for dll> 1, not justd > 3; and an augmented-
block (associated to an augmentéebracelet) is obtained by drilling out the core of the sotidus P.
If we denote byP,,, the result of the drill-out, then any decompositiondd® into ideal triangles and
squares (as in the dichotomy above) induces, by coningaadgcomposition of,,, into contractible
ideal polyhedra (tetrahedra and square—based pyramiolsjh& purpose of finding angle structures, it
will be convenient to regar®,,, as such a union of ideal polyhedra, rather than an elemehtack
per se

An essential feature of our polyhedral realizationg-ablocks and augmentet-blocks is that cros-
sing segments always arise as edges, thus defining a pcesbope on each Conway sphere of the block.
If the block comes from an augmented bracelet, this slopéscsthe one defined by the “extra” link
component living inside the augmented bracelet.

4.5 Angle structures for the link complement

In this section, we find dihedral angles for the blocks andlidetrahedra constructed in Section
4.4. The key property will be an explicit description (Senti4.5.2) of the space of angle structures
associated to a sequence of tetrahedra forming a produochrégee Definition 4.4.1) or &bracelet
(trivial tangle). This description (in large part borrowffdm Sections 1.5 and 2.1 — see also [GF])
is sufficiently tractable that we can say exactly when theletdra admit dihedral angles that match a
given system of angles for the solid tori (Propositions¥5and 4.5.11). As a result, we can show that
all candidate links (see Definition 4.3.6) admit angle dtrres. We will treat the easier case of non-
Montesinos links in Section 4.5.3 and the trickier case ohidsinos links in Section 4.5.4. Montesinos
links are tricky because they include the third family of exttons to Theorem 4.1.5.

The strategy is as follows : in Section 4.5.1, we choose soimeddal angles to parametrize the
deformation space of solid tori. We show (Propositions3}.8.5.6, 4.5.7) that these dihedral angles
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define valid angle structures whenever they are, in someoppgate sense, small enough. On the other
hand, the same parameters need to be large enough (Propashill) for the trivial tangles to admit
angle structures. The conflict that arises can be managedihatidate links, but causes the exceptional
Montesinos links (ruled out in Definition 4.3.6) to have ngkenstructures.

4.5.1 Angle structures for a non-augmented large block

We consider a solid toru® of degreed whose boundary is subdivided into ideal triangles and
gquadrilaterals, as in Section 4.4.3. In this section, weysthie space of angle structures forWe restrict
attention to those angle structures which are invarianeutite natural fixed-point-free involution @t
(recall thatP was defined as 2fold covering in Section 4.4.3).

Recall the preferred direction ofP, defined by the crossing arcs of the corresponding bradedet.
parameters, we will use the (exterior) dihedral angleslahate edges afP which arenot along the
preferred direction. The angles at the edges along therpedfdirection can then be recovered from the
requirement that the angles around any vertex addto

For simplicity, assume thalP is decomposed into ideal triangles only. Recall from Sectia!.3
that the preferred direction came with an orientation, Whiee call “upwards”. Thus, each of thé
bandsUy,...,U; in OP is traversed by twascendingand twodescendingedges. By the normalization
of markings that precedes Definition 4.3.6, the slopes ofdiémscending edges in the corresponding
Conway spheres af® while the slopes of the ascending edgeslarand the slopes associated to the
edges along the preferred direction ace

For eachl < i < d, we denote by:; € [0, 7) the (exterior) dihedral angle at the ascending pair of
edges, and; < [0, 7) the angle at the descending pair. (We can recover the cage Whis subdivided
into two squares by allowing; = 0 or b; = 0). If the index: is read modulai, the exterior dihedral
angle at an edge (in the preferred direction)pf U, 1 is

ai + ait1+ b + by

Ciigl =T — 5 (4.2)
To make all angles non-negative, we require
O<ag<mand0<p<mand0<a; +b <. (4.3)

The particular choice of strong and weak inequalities hagies
Lemma 4.5.1. Any triangular face ofP has at most one edge with dihedral angle 0.

Proof. The dihedral angles of a triangular face ayeb;, c; i+1 Or a;, b;, ci—1,;. If a; = 0 one easily checks
thatb;, c; ;+1,ci—1,; are all positive (becausg + b; = b; < ). If b; = 0 the argument is the same. If
¢ii+1 = 0thena;, a;41,b;, bi1 are all positive (because their suntis). O

Thus, a blockP with only triangular faces andon-negativalihedral angles satisfying (4.3) uniquely
defines an block witlpositivedihedral angles and, possibly, some quadrilateral facedefault, we will
usually consider that a blo¢R has only triangular faces and look for angle systems saiigfigd.3).

From Definition 4.2.2, recall that aangle structureon P requires every normal simple closed curve
~ in 0P that bounds a disk if? to have total bending number larger thzn (the total bending number
is the sum of the exterior dihedral angles at the edges etam@ahbyy, counted with multiplicity). Such
a curvey can be defined as a non-backtracking closed path in the dajaihgr
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FIG. 4.5.1 — The coveR? \ Z? of 9P, with a closed curvé.

Identify OP with (R? < Z2)/(f, g) wheref (z,y) = (x,y + 2) andg(z,y) = (z + d,y + k), where
d > 3is the degree oP andk € Z is an integer such that amgyinvariant straight line ifR? <. Z? projects
in 9P to the boundary of a compression diskf (In other wordsk reflects the number of half-twists
in the band of the bracelet associated™) The bandd/; c 9P lift to a subdivision ofR? \. Z? into
“vertical” bands(ﬁi)iez, wherel; = (i, + 1) x R (see Figure 4.5.1). Consider a normal simple closed
curve in 9P bounding a disk if?, and lifty to a curvey in R? . Z2.

Eithery(1) = 5(0) (i.e.7 is a closed curve), 6j(1) = g (7(0)).

Lemma 4.5.2.1f 7(1) = 7(0), the total bending numbe¥., of v is more tharr, unlessy is just a loop
around a puncture odP.

Proof. If 7 visits exactly the vertical band$;, Uy 1, . .., U;_1, Uj, itis easy to see by counting the edges
met by~ that
Jj—1 Jj—1
Ny > (ai+b)+ (a5 +b;) +2 Y minfag, b} +2 ) crpit
k=it1 k=i
i1
= 2r+2 Z m — max{ay, by} ,
k=it1

using (4.2). This quantity is larger th@a, unlessj = i + 1 and7 is (homotopic to) the boundary of a
regular neighborhood of the union otonsecutive vertical edges (along the preferred directionthe
latter case however,

ny = (7' + 1)((Iz + bz) + (T‘ + 1)(&2‘4_1 + bi+1) + 262‘,2‘4_1
= 27 +7(a; +b; + a1 +biy1)
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is larger thar2m, unlessr = 0 and+y is just a loop around a puncture @P. O

There remains the case whéid) = ¢g*'(7(0)), i.e.y bounds a compression disk of the solid torus
P. Then, the conditionV,, > 2 (in terms of theu;, b;) is in general non-vacuous, and the conjunction
of all these conditions (for all normal curveg has no nice closed-form expression in terms of the
a;, b;. However, the following three Propositions give varioufisient conditions for/V, > 2 to hold,
independently ofy.

Proposition 4.5.3. If the blockP is of degreel > 3 and

d
(d—2)7 > Y max{a;,b;} (girth condition) (4.4)
i=1

thenN, > 27 for all v, i.e. the angles;, b;, ¢; ;+1 define an angle structure fgp.

Proof. If v bounds a compression disk then~ crosses all the bandg. Therefore,

d d d
N, > Z min{a;, b;} + Z Ciit1 = dm — Z max{a;, b;} ,
i=1 i=1 i=1

using (4.2). The conclusion follows. O

Consider a normal curve C 0P bounding a disk irfP. Let A (resp.B) be the union of all the
ascending arcs (resp. descending arcs) across the dnnali 9P, each oriented frond/; _; to U, 1.
The torusT := R?/(f, g) naturally contain®P as a subset, and the closufleof A (resp.B of B) in T
defines a union of oriented, parallel simple closed curvés(see Figure 4.5.1).

Definition 4.5.4. We denote by 4 (resp.ng) the absolute value of the (algebraic) intersection number
of v with A (resp.B) in T. This definition clearly does not depend on the choice of-Uisknding curve

Y.
Remark 4.5.5. In the special case of Montesinos links, we defined an intedep to sign), called the
number of half-twists in the main band, in the normalizatioat precedes Definition 4.3.6. Since each

descending arc has slopén the corresponding Conway sphere, the definition mfiplies thatn| = ng
for Montesinos links.

Proposition 4.5.6. If n4 > 3 and (a;)1<i<d, (8i)1<i<a are positive numbers such that > ;, then
setting

(ai, bi) = (1 — eay,e3)
defines an angle structure for the blgBkfor all sufficiently smalk.

Proof. First, thea;, b;, ¢; i+1 Clearly satisfy Condition (4.3) above. Any curyebounding a compression
disk in’? meets at least 4 > 3 ascending edges, whose pleating angles are all clasettus N, > 27
for some small enough (independent ofy). A similar proposition holds wheng > 3. O

Proposition 4.5.7. Suppose the blocR has degreel = 3 and (n.4,n5) = (2, 1). Pick positive numbers
(cvi)1<i<ds (Bi)1<i<d SuUch thato; > ;. Setting(a;, b;) = (7 — ea;, €3;) defines an angle structure on
‘P (for smalle) if and only if

a; > Biv1+ Bi-1
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for eachi € {1, 2, 3} (taking indices modul@).

Proof. Again, Condition (4.3) is clearly satisfied.dfis small enough, as in Proposition 4.5.6 it is enough
to checkV, > 27 for those disk-bounding curveswhich crossA exactly twice. There are only three
such curves : each of them crosses two ascending and onendiegredge, hence for some< i < 3

we have

3
Ny =aj—1 +b; +a;11 + Zci,i-i-l =21+ a; — (Big1 + Bi—1).
i—1

The conclusion follows. A similar proposition holds wheny, nz) = (1, 2). O

Angle structures on augmented blocks

Finally, we note that aaugmentedlock with prescribed non-negative dihedral angle®; (where
(4.3) holds) can always be realized as a union of tetrahedhapesitive angles : the space obtained by
coning off the bandJ; to the extra component (as in Section 4.4.3) is a uniot isbmetric tetrahedra
of interior dihedral angles

T—a; 7w—0b; a;+b;
2 2 7 2
all positive by (4.3). The exterior dihedral angles of thegrmented block are recovered as—
(ﬂ—_ai + W_Taz) = a; , Similarlyw — (%bz + %bl> =b; ,andr — ai;bi + ai+1—2’_bi+1 = Cjj+1-

(4.5)

2
In fact, if all large blocks are augmented (the candidatk i is calledtotally augmenteq this

decomposition falls exactly into the class studied in $&c8.3. More precisely, the augmentation com-
ponent of each augmentetblock boundsd disjoint, homotopically distinct, twice—punctured disks
cutting open along all these disks (which must be totallydgsa for the hyperbolic metric) produces
the manifolds)/; of Section 2.3.

Remark 4.5.8. Thus, we have already done much more than finding angle stasctor totally augmen-
ted arborescent link& : by Theorem 2.3.1, we know the geometrically canonical dgmusition for the
hyperbolic structure o83 ~. K. Note that two—bridge links, having no large blocks at al, mstances
of totally augmented arborescent links.

4.5.2 Angle structures for product regions and trivial tandes

In this section, we investigate the space of angle strustfoethe ideal tetrahedra constructed in
Section 4.4.1. Tetrahedra live either at the interface rgfeldblocksP, P/, or near trivial tangles. While
the space of angle structures for a tetrahedron is easy twilokega triple of positive angles summing
to ), the difficulty is to deal with many tetrahedra simultanglguHowever, this section again closely
tracks Sections 1.5 and 2.1.2, and is to a large extent a dem{see also [GF]).

We begin by focusing on two large blocks P’ separated by a product region (these come from large
bracelets, in the sense of Definition 4.3.4). Recall frontieet.4.1 the pleated—punctured spheres;
betweenP and?’ : we can endows; with a transverse “upward” orientation, frof to P’. Suppose
that wehavesolved the problem of finding an angle structure, i.e. thattétrahedra and solid tori are
assigned dihedral angles that add u@#oaround each edge. Then we can definepleating angleof
the surfaceS; at any edge C S; : namely, if the sum of all dihedral anglesea&bove (resp. belowy;
isT + «a (resp.m — a), we say thatS; has pleating angle ate.
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It will turn out that pleating angles of thg; are very convenient parameters for the space of angle
structures : thus, when no angle structure has been defihedeyill typically look for angle structures
realizing a given set of pleating angles of thig and express the dihedral angles of the blgek®’ and
ideal tetrahedra in terms of these pleating angles.

We arbitrarily require thahe pleating angles of; at the3 edges adjacent to any puncture$fadd
up to0 (note that this property would hold in a true hyperbolic negtwhere the holonomy of the loop
around any puncture is a parabolic element of I$&). This property easily implies that the pleating
angles ofS; at opposite edges are equal. Restricting to such a subspackitions might (in principle)
hamper our goal of finding angle structures ; however, itéhmécally very convenient, for reasons we
are about to outline now.

Consider thet—punctured spher§(®) defined by the vertical bantl; ¢ 9P (by identifying the
edges indU; to create the crossing arcs, as in Section 4.4.3). The ptpatigles ofS(), in the above
convention, arey;, b; and —a; — b;, the latter being the angle at the crossing arcs. Similénky,4—
punctured spher§(t1) defined by the ban®;,; has pleating angles;_ 1, b1, —ait1 — bis1. Lete
be the crossing edgg&(® N S(+1) : recall thate is obtained by identification of two edges of the solid
torusP, both carrying an interior dihedral angleof- ¢; ;.. If the dihedral angles ataboveS( (resp.
S(+1)) for the transverse orientation add uprto- (a; + b;) (resp.m — (a;+1 + bi+1)), the sum of all
dihedral angles at will be

(7 — (@i + b;)] + [7 — (@it1 + bit1)] + 2[7 — ¢ i1] = 27 .

Therefore the linear gluing equationawill automatically be satisfied.

Recall the Farey vertices # s’ from Section 4.4.1 associated to the crossing arcs (or rpegfe
slopes) of P andP'. If s, s’ are Farey neighbors? and P’ are glued directly to one another along a
4—punctured spher# : the edge pairs of slopass’ subdividesS into two ideal squares, and the bands in
OP, 0P’ are traversed by edges exactly as in the first member of theticy of Section 4.4.3 (up to a
degree2 covering).

Proposition 4.5.9. At the two parallel edges traversing the bandod?, we put an (exterior) dihedral
angles > 0. We put the same angteat the edges traversing the bandf. Then, the pleating angles
of S at the edge pairs of slope s’ are —¢, ¢ respectively. O

The previous proposition is obvious. Moreover, observewacan artificially select a pair of diago-
nals inS and define the third pleating angle to bethen (4.3) is satisfied because the exterior dihedral
anglesu;, b; of P (resp.P’) at the gluing Conway sphere d@r@nde, though not necessarily in that order.

We now consider the case wheres’ are not Farey neighbors. The bands)@f, 9P’ are now sub-
divided into 4 triangles each (as in the second member of itt@tbmy of Section 4.4.3), defining a
pair of ascending and a pair of descending edges in each ¢fithbands. Denote byl € P'Q (resp.

B € P'Q) the slope of the ascending (resp. descending) edge ph wetnd 0B P, and denote similarly

by A’, B’ € P'Q the slopes of the edges #’. We make no assumption on the ordernfA’, B, B’

in P'Q, i.e. we favor no convention as to which pair is ascendingwihith is descending. Denote by

a, b the exterior dihedral angles of the blogkat the ascending and descending edges respectively, and
defined’, v’ in a similar way (relative té®’).

Proposition 4.5.10.For any smalle > 0, if a = o’ = b = V/ = ¢, the tetrahedra betweeR and P’
admit positive dihedral angles satisfying the linear gluggquations (at all interior edges).
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Proof. Recall the Farey triangle$y, ..., T, separatings from s’ (here,m > 1). By definition (see
Section 4.4.1), we havé, = sAB andT,, = s'A’B’. Recall also the pleated surfa¢e associated
to 7; : under our convention (transverse orientation $gy, the pleating angles of, at the edge pairs
of slopesA, B, s area, b, —a — b respectively. Similarly, the pleating angles®f, at the edge pairs of
slopesd’, B, s’ are—a’, —b', a’ +1'. We write these numbers in the corresponding cornei$ ehd7;,
(Figure 4.5.2).

For each) < i < m, the oriented line\ from s to s’ entersT; across some Farey edge= T;NT;_1,
and exits through another edgg 1, either to the left or to the right : we say thaimakes a Lefor makes
a Rightat7;, and encode the combinatoricsointo a word2 = RLL...R of lengthm — 1.

No letter (R or L) is associated priori to the Farey triangle$, andT,,,. However, we will posit that
the path enter§} through the Farey edgg := sB, and exitsT}, through the edge,,., := s’B’, and
associate the relevant lette® or L) to 7y and to7,,. Hence (2 becomes a word of lengtte + 1. This
convention is totally artificial, but it will allow us to staenline the notation in our argument.

A

_w4

Ws5-W4 Wy

Ws

FiG. 4.5.2 — The pleating angles written in the corners of theyaianglesT; associated to the pleated
surfacess;.

Forl < i < m, we denote by\; and A; the two ideal tetrahedra separating the pleated surfaces
S; and S;_1 : note that{AZ-,Ai} is naturally associated to the Farey edge= T; N T;_;. Our goal
is to define dihedral angles fak; and A; such that the linear gluing conditions around all edges are
satisfied. We will in fact restrict to solutions invariantder the Klein grouply, i.e. such thatA; and
A, are isometric for alk (this implies in particular that the angles Afl andA; at any shared edge are
equal). In what followsA; refers to any one of the ideal tetrahedxa A,.

Denote byr — w; the dihedral angle of\; at the pair of opposite edges that is notSiy .S; 1 (i.e.
the pair of edges involved in the diagonal exchange fhatepresents). Thef; has one pleating angle
equal tow; while S;_; has one pleating angle equal-+tav;. By translating indices, we find that for all
1 <7 < m — 1the pleating angles &f; must be

—wiy1 ,  w; and  wip —w;

(the value of the third pleating angle is forced upon us bycthraition that the pleating angles add up to
0). Further, we can write these three pleating angles in theecs of the Farey triangl&; associated to
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S; (this was partially done in Figure 4.5.2). In Figure 1.5.3@® (top), denoting by; the Farey edge
T; N T;_, associated to the tetrahedfa;, A;}, we see thaty; is in the corner ofl; oppositee;, and
—wj+1 IS in the corner ofl; oppositee; ;1.

We repeat the same procedure for all indites i < m — 1. It also extends naturally to= 0 and
i = m if we just set(wg, w1) = (a,a+b) and(wy,, wn+1) = (¢’ +¥',a’) : we then recover the pleating
angles ofSy and.S,,, defined previously.

The bottom part of Figure 1.5.1 page 9 shows the result ofaheling for two consecutive Farey
trianglesT;_, andT;, whose corresponding pleated surfaégs,; and S; bound the pair of isometric
tetrahedra{Ai, Ai} (wherel < i < m). There are four possible cases, depending on the leffeos [,
living on the Farey triangle$;_, and7;. In order forA; to have positive angles, assumidgc w < 7,
it is necessary and sufficient that each pleating angleenritist below the horizontal edge be larger
than the pleating angle written just above, in Figure 1.battom) : namely, the difference between these
two pleating angles (of; and.S; 1) is twice a dihedral angle of;.

Suppose€w;_1,w;, wi+1) = (u,w,v). Denoting byz; (resp.y;) the angle ofA; at the edge whose
slope is given by the right (resp. left) end @fin Figure 1.5.1 (bottom), we thus find the following
formulas forz;, y;, z; (the following is just a reminder of Table 1.3) :

Q0 I L R R L R R L

x; $(u+v) s(—ut2w—0) | Futw—v) | §(—utw+o) (4.6)
Yi | 3(—u+2w —v) 5(u+v) s(cutwto) | s(utw—v)

2 T —w T—w Tow Tow

Define ahinge indexi as an index such that the Farey triangles adjacent to the Edgee; carry
different letters R and L). From (4.6), we see thad\; has positive angles if and only if

e 0O<w; <mwforalll <i<m (range condition);
e w1+ w1 < 2w; if iis not a hinge index (concavity condition) ; 4.7)
e |w;+1 — wi—1| < w; if iis ahinge index (hinge condition).

(see Figure 1.5.2 page 10). Recall that> 1. It is clear that there exist sequendesy, . . ., Wy, +1)
satisfying the above conditions such thaty, wi, wy,, w,+1) = (,2¢,2¢,¢) : for example, set all
(wi)1<i<m €qual to2e, then perturb the non-hinge parameters amfng <<, to obtain strong (pie-
cewise) concavity. O

Trivial tangles

As in Section 2.1.2 (summarizing [GF, Appendix]), this nuethof constructing angle structures
extends to the case whénis glued to a trivial tanglelfbracelet) of slope’, realized by tetrahedra.
Then, Figure 2.1.1 on page 34 shows the surfige associated to the next-to-last Farey triangle
Tyn—1. As in Figure 2.1.1, we assume (up to changing the markingei-tpunctured Conway sphere)
thats’ = % andT,,_1 = 1o00. Gluing the faces of,,_1 in pairs amounts to requiring that,,_; have
pleating angle—= at the edges of slopso : in other words, thatv,,, = «. Thus, if we putw,, = 7
(the Farey edge associatechty, is e, = T,, N T;,,_1), Table (4.6) still allows us to derive the angles
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of the tetrahedrd\q, ..., A,,_1, and the positivity conditions are still given by (4.7). {hat case, there
is no “artificial” letter living onT,,, and no “artificial” parametew,, ;. See also Section 2.1.2.) Angle
structures are thus given by sequences

(w(),'ll)l,'l,UQ, cee 7wm—17wm) - (CL,CL + b7w27 o 7wm—17ﬂ-) (48)

which satisfy (4.7) fol0 < ¢ < m. To describe for which pairé, b) such a sequence exists, we need
some notation.

Given two rationalg; = y/z andq’ = %' /2’ in reduced form irfP'Q, define
y/
/

Y
T x

o]

(absolute value of the determinant). We will use the follayvkey property : ifpgr is a Farey triangle
andu, p,r, q are cyclically ordered i?'Q, thenu Ar = (uAp)+ (uAq). The property is easily checked
in the casgp, q) = (0,00) (Whereu, r have opposite signs), and the general case follows bechese t
A-notation is invariant undeP S Ly (Z), which acts transitively on oriented Farey edges

Proposition 4.5.11. Suppose a trivial tangle complement is glued to a large blBcthat has non-
negative pleating angles, b at the edge pairs of slopd, B ¢ P'Q, satisfying (4.3). Suppose that
s,s' € P'Q are the preferred slopes @ and of the trivial tangle, respectively. Thed B is the Farey
triangle Tj ; the pointss, A, s, B are cyclically ordered inP'Q, and the tetrahedraA,...,A,,_1
(realizing the trivial tangle complement) admit positivegées if and only if

- sANs =2anda+b=rm;or

- sANs >2anda(BAs)+b(ANS)>m>a+Db.

Proof. The statements about the relative positions,of, B, s’ are true by construction and were proved
in Section 4.4.1. The case\ s’ = 2 corresponds ten = 1, with the4—punctured spher§,,, 1 = Sy C
0P being glued directly to itself (as in Figure 2.1.1 page 3#)c&m = 1, a sequence (4.8) exists if and
only if a + b = 7. We now assume A s’ > 2, and consider the sequence of Farey triangles. ., T),
from s to s’ (wherem > 2). The inequalityr > a + b must clearly be true in (4.8), so we focus on the
other inequality (which says that b arenot too smal).

For eachd < i < m, defineq; to be the vertex of; not belonging to the edge (whereey = sB
ande; = T; N T;_, otherwise). In particulag, = A. If

ai:A/\qi and 52':B/\qi s

it is easy to check that botla;) and(/3;) make the concavity and hinge conditions of (&)ical in the
following sense : for each < i < m,

— If 7 is not a hinge index, them, 1 + o;—1 = 2a; andF; 1 + Bi—1 = 206 ;

—Ifiisa hinge index, theﬂi_H =; + a1 andﬁiﬂ = 0B; + Bi_1.
(In the first case, observe that, | —o; = AAp = o; —a;—1, Wherep is the common vertex of the Farey
edgese; 1,€;,¢;11. In the second case, observe thatq;q;11 is a Farey triangle and, ¢;, ¢;11, i1
are cyclically ordered if?'Q. Compare with Lemma 3.3.2 in Chapter 3.)

Clearly, any linear combination of the sequen¢es) and(j3;) also makes the concavity and hinge
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conditions of (4.7) critical. Define
v; = af; + ba; = a(B A qi) + b(A VAN qi) ,

so that(vg,v1) = (a,a + b).
Note thatg,, = s, sOv,, = a(B A s') + b(A A §') is the left member of the inequality of the
Proposition.

Claim : If v" is another sequence which satisfies the closure of (4.7)@pa}) = (vo, v1), thenv, < v;
andv, —v,_; <wv;—wv;—y forall 1 <i<m.

The claim is true fori = 1, and follows in general by induction an if i is not a hinge index, we
have
vi + (Vi —vi—1) = Vg1

Vi — Vi—1 = Vit1 — U

! / ! /
viy < (vf —viy)
/ / / /
Vig1 — v = Vi TV

VANRVAN

(in each line, the first inequality is true by (4.7), and theosal one by induction). Similarly, if is a
hinge index, then

/ / / .
Vit1 < v; + U1 Vi + V-1 = Vit1;

<

Vi~V < vy < v = U v
Thus, ifv,, < 7, then no sequence = v’ satisfies both (4.7) and (4.8), so there can be no positive

dihedral angle assignment for the tetrahedvq ..., A,,_;. Conversely, ifv,, > m, we can define

w; := f(v;) forall 1 < i < n, wheref : [v1,v,,] — R is increasing, strictly concavé;-Lipschitz and

satisfiesf(v1) = v1 = a + bandf(v,,) = 7 (see Figure 4.5.3) ; it is then straightforward to check that

(a = wo, w1, ..., w, = ) satisfies (4.7) — except of course the range conditian,at= . O

FIG. 4.5.3 — The sequences= (v;)o<i<m andw = f owv.

2-bridge links

When two trivial tangles are glued together, we obtailaidge link. The construction preceding
Proposition 4.5.11 can be performed both neand nears’, and we refer to Chapter 2 or [GF] for a
much more complete treatment. In the remainder of this enape assume that the candidate likikis
not a2-bridge link, i.e. contains at least one large bracelet.
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4.5.3 Non (strongly) Montesinos links

Observe that the condition in each of the Propositions 4426, 4.5.7 requires that the angles
a;, b; be, in a loose senssmall enoughwhile Proposition 4.5.11 requires them tolaege enoughThe
conflict that arises causes some arborescent link comptsni@iave no angle structures (essentially,
the third family of exceptions in Theorem 4.1.5).

Definition 4.5.12. A strongly Montesino$ink is an arborescent link which, after the reduction oftiec
4.3, consists of one non-augmentéebracelet { > 3) attached tal trivial tangles.

Note that some very simple Montesinos links are not strodMyytesinos : for example, links with
tangle slopeg+1, i%, ) were reduced in steypof the algorithm of Section 4.3. Such links consist of
an augmented-bracelet glued to a non-augmente¢bracelet, and may or may not be candidate links,
depending on whether the preferred slopes of the two brigceddisfy the minimum—distance table of
Proposition 4.3.5.

Proposition 4.5.13. If the candidate linkK is not strongly Montesinos, we can endow all blocks with
non-negative dihedral angles satisfying (4.3) such that girth condition (4.4) holds for all non-
augmented blocks, and the condition of Proposition 4.5dltishat each trivial tangle. As a result, the
ideal decomposition of the link complement admits anglectires, and the link is hyperbolic.

Proof. Consider a non-augmented blogk since the link is not Montesino#, is separated by a product
region from some other large block (augmented or not). Thedtal angles,, b, of P at the boundary
of that product region can be taken smaller than or equalfteamalle, > 0, and the product region will
still admit positive angle structures, by Propositions%-8.5.10. (More precisely, we takg = b, = &g
[Prop. 4.5.10] except in the special case where the two blac& glued directly to one another : then,
we use the observation that follows Proposition 4.5.9 akd tq, b, equal tosy and0, though not
necessarily in that order.)

We must now find dihedral angles @ such that the girth condition (4.4) holds. Consider a ttivia
tangle attached t®, along the band/;. Note that

ANsS +BAs = sAs > 2,

where the inequality follows from the table of minimal Fadigtances in Proposition 4.3.5. Therefore,
by Proposition 4.5.11, the tetrahedra in the trivial tarwgiéadmit positive structures as soon as

T if s A s =2,
a; = b; = 2 i (4.9)
E+s/\s’ if sAs > 2,
for a smalle > 0. Since maXa,bx} = eo, under this choice of values, the right member

S>% max{a;, b;} of the girth condition (4.4) is thus at most
s

Eo+(d—1)2

If d > 4, this quantity is already less than the left membér 2)7 of (4.4). If d = 3, recall from
Section 4.3 thaP is not attached to two trivial tangles of slopg2 (otherwise, we would have replaced
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the 3—bracelet associated @ by an augmented—bracelet in step of the algorithm). Thus, the above
upper bound can be further improvedsip+ (7/2) + (¢ + 7/3) < (d — 2)7 = 7, so the girth condition
(4.4) is satisfied.

As for augmented bracelets, there is nothing to check : as astheu;, b; for an augmented block
P satisfy (4.3) and (near trivial tangles) the condition obprsition 4.5.117P is realized by a union of
tetrahedra with positive angles, by Equation (4.5) above. O

4.5.4 Strongly Montesinos links

Suppose the candidate linK is strongly Montesinos, and recall the non-negative inege, ni
from Section 4.5.1.

Proposition 4.5.14.1f n4 > 3 or ng > 3, the block decomposition admits angle structures.

Proof. Assumen 4 > 3 (it is enough to treat this case). Itis straightforward td frpair(«, ) satisfying
the condition of Proposition 4.5.6, such tliatb) = (7 — ae, (¢) satisfies the condition of Proposition
4.5.11 for smalk. For example, tak@ = «a if s A s’ =2, andg = %a if sns >3 (recall(ANs')+
(BAS')=sAS). O

The next two Propositions deal exactly with the remainingrsily Montesinos links, where
max{n 4,ng} = 2. In each Proposition, we find a few non-hyperbolic links :

— In Proposition 4.5.15, it is the link already mentioned igufe 4.3.8 and Remark 4.3.9, which

falls into the second class of exceptions of Theorem 4.1.5.
— In Proposition 4.5.16, it is exactly the strongly Montesirinks among the third class of excep-
tions of Theorem 4.1.5.

Recall from Remark 4.5.5 thatg is the number of twists in the “main band” of these Montesinos
links, as defined prior to Definition 4.3.6 : thus, it is a gjtdforward exercise to translate the current
block presentations back into planar link diagrams. Rezslivell that we have chosen markings for
the Conway spheres dt, in which the large bracelet has preferred slepeand the trivial tangles
have preferred slopes in the interyal 1). All the exceptions arising in Propositions 4.5.15—4.5xe
preemptively ruled out by the last condition in the defimitih3.6 of candidate links.

Proposition 4.5.15.1f d = 4 andn 4 = ng = 2, the block decomposition admits angle structures, unless
all the trivial tangles have slopé/2.

Proof. The quadruplgs, A, B, s") associated to a trivial tangle of slogeis by definition(co, 1,0, £) :
therefore, the key condition(s’ A B) + b(s’ A A) > = from Proposition 4.5.11 becomes

a(y) +blx —y) > m. (4.10)

Moreover, the denominatar of the slopeZ of the trivial tangle is the integexo A £ = s A 5. If at least
one of these denominators is larger ttkarwe can set;, b; as in (4.9) above, and immediately obtain
the girth condition (4.4) becausg+ 5 + 5 + (¢ + §) < 2. If all denominators are, the link is not
hyperbolic (Figure 4.3.8) and not candidate ; it belongshtogecond family of exceptions of Theorem
4.1.5. O
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Proposition 4.5.16.1f d = 3 and (n4,n3) = (2,1), assume the trivial tangles have slopés £2 % ¢

17 x2’ T3

(0,1) : the block decomposition admits angle structures, unlesstasy; = y» = y3 = 1 and xll +
1 1
-+ = >1.

z2 r3 —

Proof. Again, if > ml < 1, we can seti;, b; as in (4.9) to obtain the girth condition (4.4). Thus, assume
> xl > 1 and (up to a permutation); > 2. This entails in particular that; > 3.

We will set(a;, b;) = (7 — «y, ;) for well-chosersmallpositive numbersy;, 3;. As in (4.10) above,
the key condition from Proposition 4.5.11 is stilly; + b;(z; — y;) > =. If y; > 1, this condition is
vacuous for smally;, 5;. If y; = 1, it can be written(z; — 1)3; > «;. Thus, the full set of conditions to
be satisfied is :

— If x; = 2thena; = B; > 0 (see Proposition 4.5.11) ;

— If x; > 2thena; > 3; > 0 (see Proposition 4.5.11) ;

— If x; > 2 andy; = 1 then(z; — 1)5; > «; (see Proposition 4.5.11) ;

— Forall: € {1,2, 3}, we haven; > (3,41 + 3;—1, taking indices modul8 (see Proposition 4.5.7).
(The first three conditions ensure the existence of angletstres for the trivial tangles ; the last one, for
the solid torus).

If 1 =29 = 23 = 3, we take

(B, B2, B3) = ( £, £, ue)
(an, az, az) = ( 2—pe, 2—pe, Me) ;

the conditions above are clearly satisfied if the positivepetersu, M verify p < % andM > 2. For
example(u, M) = (3,3).

Finally, if x1 = 2, thenzy > 3 : otherwise, th&—bracelet associated to the blgBkwvould have been
replaced by an augmentéaebracelet in step of the algorithm of Section 4.3 (so the link would not be

strongly Montesinos). We thus set

(B, B2, B3) = ( (I1+me, £, pe)
(an, ag, az) = ( (I1+m)e, (zo—1—p)e, Me) ;

the conditions above are clearly satisfied if the positivepeeters:, m, M satisfyy < m and2u+m <
1andM > 2+ m. For instance(u, m, M) = (1,1,3). O

Thus, all candidate links are hyperbolic. We have provedtdma 4.3.7, hence Theorem 4.1.5.
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Chapitre 5

Les polynomes de Markoff sont totalement
positifs

5.1 Introduction

Le phénongne de Laurengst la propriété qu’ont certaines suites de fractionematlles, définies
par récurrence, de prendre obstinément pour valeurs agsdmes de Laurent. Fomin et Zelevinsky,
qui ont baptisé le phénomene, ont expliqué sa surptendmnquité au moyen d'un petit lemme d’algébre
commutative, le “lemme de la chenille” [FZ]. En outre, daes hombreux exemples qu’étudie leur
article, ils notent qu’étonnamment les coefficients delgnibnes obtenus semblent &tre tous positifs,
et conjecturent qu'il en est bien ainsi en général. On nei@at a le montrer que dans quelques cas
simples, par exemple en donnant une interprétation caattdine des coefficients (dans les exemples de
Propp [Pr], les coefficients comptent une classe paréoelde coloriages d'un certain graphe). Il est
probable que de profonds résultats algébriques se cadbaitre la conjecture générale.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a un cas dompbéa de Laurent qui figure parmi les
plus simples possibles — et se trouve inclus, en particuli@ns [Pr]. La seule nouveauté du résultat,
outre sa méthode “pédestre”, est de révéler exactequezis mondmes apparaissent dans le polyndme
de Laurent. Rappelons le changement de cartes de Teigrmull

Y i PRY — P2RY
[a:b:c] [@:b:a]

utilisé a la partie 3.7 pour exprimer le passage entre gawameétrisations (pd#2R* ) de I'espace de
TeichmullerZr du tore percé’, associees a deux triangulationsleéeparées par un échange de dia-
gonale. Le passage entre deux triangulations quelcondgigeime par la compositiony de fonctions

Y™ (oun € Z) et de permutations des coordonnées. Le théoreme 5-4léssous affirme en substance
quezZ est un polyndme de Laurent a coefficients positifs, etidgaels sont les coefficients non nuls
(ce qui fournit une généralisation de la proposition 8.d.tous les changements de carte7ge. Si-
gnalons le long travail [FG] ou sont également constsuites cartes positives d’espaces de Teichmuller
(généralisés) de surfaces de genre quelconque.
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Applications de Markoff

Dans [Bo], Bowditch définit les applications de Markof4drkoff map$, un outil élégant pour
analyser le spectre des longueurs de I'enserGhiies géodésiques simples fermées sur un tore percé
T ~ (R? \ Z?)/Z* muni d'une métrique hyperbolique compléte. Coménest naturellement en bijec-
tion avecP'!Q = QU {oc} par l'intermédiaire de la fonctiopente

o:C =PQ,

Bowditch associe (bijectivement) a toutec C une régionR. du complémentaire d’'un arbre infini
trivalent 7 proprement plongé dans le plan. Cet arfreest le dual de la triangulation de Farey du
plan hyperboliqueH? (voir la partie 5.2 pour les définitions) : plus précis@éme?,. est la région du
complémentaire d& dont I'adhérence dans le disqii& U P'R contient le point idéab(c). Si R est
I'ensemble de toutes les régioRs, I'application de Markoff

d:R—R

associe aRk. la trace de n'importe quel élément dd.5(R) représentant: (on choisit une fois pour
toutes un relevé &L, (R) de la représentation d’holonomig(7') — PSLy(R) : c’est possible puisque
m1(T) est libre). La définition d& se généralise aux représentations kleiniennes; (7') — SLz(C),

et Bowditch étudie en particulier la relation entre la gulashsianité dep et la propreté d@ (ici, R

est muni de la topologie discrete). Les applications dekisfafournissent aussi de nouvelles preuves, et
des généralisations, de l'identité de McShane [Bo, AMS]eurs curieuses propriétés analytiques n'ont
pas encore été épuisées.

Bien entendu, une application de Markéffest un objet fort redondant. Il suffit de connaifréR,.)
pour trois régions R.” deux a deux adjacentes pour reconstrdirentierement. Par exemple, notaRs
la régionR, -1 pours € P'Q, et considérons

B(Ro) = X ; ®(Reo) =Y ; B(R_1) = Z. (5.1)

Alors, n'importe quekb(R,) est donné par une formule explicife( X, Y, Z). En fait, il y a une relation
algébrique non triviale entre les variabl&sY, Z, de sorte qu'un grand nombre de formules pgur
coexistentA la proposition 3.7.6, dans un contexte different, nousnavété amené a rechercher une
expression d¢; comme polyndme de Laurent de degrén X, Y, 7 :

Yl+ayl1+8
fo= > Fy(e ) imars € Z[X*F,v*, z+] . (5.2)
o,BEL

Dans la partie 5.2, nous montrons qu’une telle expressi@stegxour touts € P'Q, et que de plus
I'entier Fs(«, 3) est nul sauf si le coupley, 3) satisfait une condition de parité naturelle. Notre ppati
théoreme est :

Théoreme 5.1.1.Le polyrdome de Laurenf, n'a que des coefficients positifs. De plus, tous lesdnws
dans le polygone de Newton diequi satisfonta la condition de pari¢ ont des coefficients non nuls.

(Rappelons que le polygone de Newton d’'un polyndme de lmute= 3" a,, ., X" ... X" enn
variables est I'enveloppe convexe d&isdes pointyvy,...,v,) € Z" pour lesquels,, ,, # 0.) En
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fait, nous décrirons completement le polygone de Newtyi @voir (5.6) ci-apres). Quelques exemples
sont montrés sur la figure 5.4.1 page 146. Les nomlfifés 1, 1) sont les entiers de Markoff usuels
rencontrés en théorie de I'approximation diophantiej@e.

La positivité des coefficients;(«, 3) est déja un énoncé non trivial méme quarest un rationnel
assez simple dB'Q, par exemple un entier (ce cas était utilisé dans la parfigproposition 3.7.6, pour
établir une certaine propriété de convergence dangd@sde Teichmiller du tore percé).

5.2 Les fonctionsf, sont des polyromes de Laurent

SoientT = (R? \ Z?)/Z? le tore percé et : R? \ Z? — T la projection naturelle. Notor& I'en-
semble des classes d'isotopie de courbes simples ferna@sg djui ne sont pas librement homotopes
a un poit ou a un lacet autour du trou.;5i sont des entiers premiers entre eux étest une droite de
R? de pentes = ¢/p qui ne rencontre pa&?, alorsx(¢) définit un élement deC (indépendant dé).
Nous appelons € P'Q la pentedec, et notonss(c) = s. Il est bien connu que établit une bijection
C=P'Q. La courbe de penteest notée:.

Considérons le plan hyperboliqi# muni de son bord naturélH?> = P'R. Chaque fois que deux
courbes:, ¢’ € C ont pour nombre d’intersection (minimdl) relions les rationnels(c) eto(c¢’) par une
géodesique dE. Le résultat est l&riangulation de Fareyde H? en une infinité deriangles (iceaux) de
Farey. On sait que trois rationnels sont les sommets d’'un triadglEarey si et seulement s'ils s’écrivent

==

<Q_0 9 +q 2) oil ‘QO Q1
po po+p1 P Po M

(par conventioro = %). Géométriqguement, la triangulation de Farey s’obtéepartir du triangle idéal
1000, par réflexions itérées par rapport aux ca@tésl oo, etoo0.

Choisissons un point bagec T'. Soit T I'opérateur trace suf L. (RR), et fixons une représentation
p:m(T,p) — SL2(R) telle que siy € 1 (7, p) appartient a la classe de conjugaison du lacet autour
du trou, alorsr o p(y) = —2 (on dit quep respecte les paraboliques

Proposition 5.2.1. La tracer induit une fonctionggalement né@er, surC ~ P'Q. Sis, sg, s1, s’ sont
desélements déP'Q tels quesgsis et sgs1s’ sont des triangles de Farey, alorgs) et 7(s’) sont les
racines du polydmeX? — 7(so)7(s1)X + 7(s0)? + 7(s1)2.

Démonstration.Définir 7 surC est aisé, puisque chaque courb&dietermine une classe de conjugaison
(ainsi que son inverse) dans l'image deet que tout élément d8L»(C) a la méme trace que son
inverse). Nous allons en outre omettre la bijection “penrte”’ C — P'Q et simplement considérer
comme étant définie sit' Q.

Le groupe modulairé Lo (Z) agit naturellement sur le tore perééen préservant la classe d’isotopie
du lacet autour du trou. L'action induite sticoincide (par I'intermédiaire de) avec I'action de Modbius
surP'Q c 9H?, laquelle s’étend en une action sur la triangulation deydeH? qui est transitive sur
I'ensemble de toutes les arétes de Faigy .

Munissons les deux courbes , c;, € C d’orientations arbitraires et disposotig etc,, dansT’ de
telle maniere qu’elles ne se rencontrent qu’au point pasel’. Alors c,,, ¢s, définissent des éléments

9s01 9s1 deﬂ-l (T7 p)
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Observation: [gs,, gs,] détermine un lacet autour du trou, et a donc pour tra2eles courbes:;
et cy déterminent les classes de conjugaisorygles, et gs, gs_ll (pas forcément dans cet ordre : cela
dépend des orientations choisies).

Cette observation se vérifie aisement quasgd s1) = (0,00) (d'ou {s,s’'} = {1,—1}). Le cas
général s’en déduit puisque les courbeCdgui ont pour nombre d'intersectioh avecc, et (simul-
tanémenty,, sont toujours exactemeni etcy, et I'action deS Lo (Z) (transitive sur les arétes de Farey
sps1) préserve les nombres d'intersection et le lacet autouraiu

Les “relations de traces” suivantes sont veérifiees pas aobl € SLa(R) :

7(ab) + 7(ab™t) = 7(a)7(b)
r(ab)r(ab™1) = 7%(a) + 72(b) — 2 — 7([a, b]).

En posant = g5, , b = gs,, On obtient la proposition. O

En utilisant les notations précédentes, définissonsiter@ntfs := 7(s). Le dual de la triangulation
de Farey est un arbre trivalent infini dafi$ dont les composante?, du complémentaire sont en bijec-
tion avec les sommets de Farey P'Q. Lapplication de Markoff® est donc définie pab(R;) = fs.
Par la proposition 5.2.1, les variables

(X7Y7 Z) - (f07f007f—1)
de (5.1) satisfont &équation de Markoff
X24Y2 4+ 722 =XYZ. (5.3)

(Cette équation définit la variété des caracteres,ani@tée des représentations qui respectent les parabo-
liques [Bo].) De plus, la proposition 5.2.1 dit que(st, B,C, D) = (fs, fso; fs1, fs) €t A, B,C sont
connus (par exemple en fonction de Y, 7), alors on peut toujours retrouvér par I'une quelconque
des formules

() D=BC-A ou i D= (B?+C?)/A. (5.4)

En fait, ces relations nous permettent de déffijiet donc®) par récurrence pour tout € P'Q, en
fonction deX, Y, Z. Notons que sia, b, c,d) = (A%, B2,C?, D?), la seconde des deux formules (5.4)
donned = 9 - on reconnait bien la formule (3.16).

a

_ Choix. Nous souhaitons faire de chaqfie= ®(Rs) unpolyrome de Laurende degréd en X, Y, Z.
A cette fin, nous utilisons une version modifiee de la preenite ces deux formules de récurrence :

X2+Y2+Z2_

fs:fsof31 XY Z

fs’ (5-5)
ou s, sg, s1, s sont comme dans la proposition 5.2.1. La valeur de la fraii bien sGt sur la variété
des caracteres.

Par exemplef; = % Notons que (5.5) et (5.4-ii) définissent formellementrié&mnesfonc-
tions rationnellesf, : en effet, les deux définitions coincident (par constomt sur la variété des
caracteres définie par (5.3), et sont homogenes de degir pour tout(X,Y,Z) € C*3, le point

2 2 2 . N s . N
XL A2 (XY, Z) appartient & la variété des caracteres.
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Pour touts € P1Q, désignons pajs] I'unique élement dg0, —1,00} tel ques et [s] se projettent
sur le méme point dB'(Z/27Z). En particulier,f,) est toujours I'une des variablés, Y, Z.

Proposition 5.2.2. Si f, est cfini par recurrence pour tout € P'Q au moyen de (5.5) (ou de (5.4—ii)),
alors f, est un polypme de Laurent ek, Y, Z. De plus il existe une foncticasupport finif : Z> — Z
telle que

Xltaylts 42 42 42
Js = Z Fs(ayﬁ)m Gf[s}'Z[X Y2752
o,BEL

Démonstration.Par (5.5), et par récurrencg, est un polyndbme de Laurent. L'affirmation concer-
nant la parité des degrés est aussi (par récurrence) ansgguence de (5.5), c@f (s, fis,]> fis)} =
{X,Y,Z} = {fiso)s fls1)> f1s)} €St toujours vrai quand, sp,s1, s’ sont comme dans la proposition
5.2.1. ]

Dans la partie 5.3 nous montrons le théoreme 5.1.1 pouarlesurationnels > 0. Les cas restants
(s < —let—1 < s < 0) s’en déduisent par un argument de symétrie (voir la @&#). La partie
5.5 expose une généralisation de notre opération de ifioaiibn” (5.5) sur les relations de récurrence
(5.4), et une conjecture qui généraliserait le the@&nmi..1. Les résultats et conjectures de la partie 5.5
se trouvent déja, comme cas particuliers, dans [FZ].
5.3 Une famille de domaines et de fonctions

DéfinissonsQ := Q=% U {oc}. Tout points de Q s’écrit de maniére unique

s=2 o p,q € N sont premiers entre eux
p

(par conventionpo = %). Pour un tel € Q, définissons

a=q; f=p [2

._ 9|l > —q; B> —p
Jo:={ (a,) €Z W <pia_n (° (5.6)
pa+qB >0

Le support deF; s'avérera étre exactemerit. Notons queJy = {(0,—1)} et Jo = {(—1,0)} et
Ji ={(-1,1);(1,-1)}. De plus, définissons

- Zs = (q,p) + 272 de sorte que/, C Z;

— P? = (q+2i,—p) € Zs pour touti € Z;

- Q= (—q,p+2j) € Z; pourtoutj € Z;

- ps(a, B) = pa+qp;

- A= {(07O)§ (07 2)§ (27 0)} :

—nA=A+---+A={(2i,25) € 2N?|i + j < n} pour toutn € N;

— SiU est une partie d&;, alors(U) désigne l'intersection aveg; de I'enveloppe convexe dé

dansR?2.
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Dans tout l'article, nous utiliserons le symbole™pour désigner la somme ensembliste de deux parties
d’un espace vectoriel.

Fait elementaire 5.3.1.Toute partie finie d’'un espace vectoriel contient les poasémaux de son
enveloppe convexe. Si, B sont deux convexes compacts d’'un espace vectoriel, toot erirémal du
convexe compactl + B est somme d’un point extrémal deet d’'un point extrémal dé3.

Qi1 =(~¢,p+2¢—2)

F§=(¢,-p) Pi_1=02p+q—2,-p)

FiG. 5.3.1 — Le domaind.

Lemme 5.3.2. Pour touts dansQ, onarl,;_;,Q;_; € J, et

Jo=({P10<i<pyU{Q0< < ab),.

Démonstration.On vérifie les deux cas = 0, co séparément (I'une des famillg¢s>’ }, {Qj} est alors
vide, ce qui fait que la premiere affirmation ne découle giesctement de la seconde). Notons dtje
(resp.Q;) appartient &/, si et seulement si = £ # : (resp.? # 9). Supposons maintenaptq > 1 et
concentrons—nous sur la seconde affirmation. Notonsitjue, Iy, QF, @;_; sont (dans cet ordre) les
points extrémaux d'un quadrilatére convexe (ou d’'umgla, voire d’'un segment, gi= 1 et/ouq = 1),
comme dans la figure 5.3.1 (gauche). Les cotés de ce cutadeilcorrespondent aux quatre inégalités
qui définissent/,, d’ou le résultat. O

Corollaire 5.3.3. Pour touts dansQ et toutn dansN, on a

Js+nh = ({P0<i<p+njU{Q;|0<j<q+n}),
Js+A D [FF+pAlUQf + gAl.

Démonstration.De nouveau, on vérifie les cas= 0, oo séparément. $i, ¢ > 1, la premiére affirmation
est une conséquence immédiate du lemme 5.3.2 (qui teatadn = 0), et la seconde se déduit de la
premiere (dans laquelle on aura fixé= 1) en observant qué&j + pA et Qf + ¢A sont les enveloppes

140



convexes de points d& + A : par exemple,

5. ps. 1 T P04
- <{P°;P”; a+p S/,

A présent, nous allons redéfinir les fonctions “coeffit$érF (-, -) de la proposition 5.2.2 d’un point
de vue legerement different. Sditle Z—module des fonctionB' : Z? — Z a support fini. On peut définir
une loi de convolution suf en posantt’ * G(u) = >, ., _, F(z)G(y), de sorte que supfF’ + G) C
supp(F') + supp(G). De plus, en notant;; la fonction caractéristique d’un ensembledéfinissons les
éléments suivants dg :

O

Fy, =1, pours € {0,1,00} .

On vérifie sans mal que I'égalité de la proposition 5.2.kea pours € {0,1,00}. Enfin, pour
s € @~ {0,1,00}, nous allons définif par récurrence. Darid? muni de la triangulation de Farey,
considérons la droité , qui joint as le point\/—1 de la droite0co. Notonssy, s; les extrémités de la
premiere aréte de Farey rencontrée palau plus pres de). Nous appelons, et s; les parentsde s.
Quitte a échanger les indices, on peut supposersgaemet pour parents, et un autre point’ € Q
(par convention, les parents tlesont0 et oo). Voir la figure 5.3.2. En particulier, on a

— /
(1,0765) = (thh)-l-(po,%) OU(s,s’,so,sl): <g7 Q_/’ CJ_()’ q_1> . (5.7)
@.d) = @i,a)— (po,q) p P po p1

Définition 5.3.4. Pour toute configuration du type ci-dessus, on pose
Fy:= (Fs, % Fg, x1p) — Fy ouA = {(0,0);(0,2);(2,0)}. (5.8)

Comme le dual de la triangulation de Farey est un arbre (graphs cycles), cette définition n’est
pas contradictoire. Par réecurrend&,appartient & . On vérifie sans peine que (5.8) n’est qu’une refor-
mulation de (5.5), de sorte que (5.8) coincide avec noamjare définition (prop. 5.2.2) d&,. Les trois
lemmes qui suivent (numérotés 5.3.5 — 5.3.6 — 5.3.7) out pot de montrer qué’s a pour support/,
et queF,(J,) c Z>°, pour touts € Q. Le lecteur est invité a lire d’'ores et déja les troimiees (les
trois démonstrations pourraient étre rédigées sofmhae d’'une unique récurrence syrportant sur la
conjonction des trois énonces).

Lemme 5.3.5. Pour toute configuration du type ci-dessussoc Q ~\ {0, 1, 00}, 'ensemble/y \ Js est
réduita un unique point (exémal)z, de Jy, etJs, + Js, + A = Js U {zs}.

Remarque si s € Q ~\ {0,000}, suivant le lemme 5.3.2, nous appelons “extrémaux” lesitpoi
Py, P5_1,Q4,Q,_, deJs (cette liste peut comporter des répétitions)s 8i {0, oo}, alors.J; est réduit
a un point (extremalp;_; = Q;_;.

Démonstration.Soit («, 5) un élément de/.. Par (5.7) on &, = Z; donc(«, ) satisfait aux condi-
tions de congruence de (5.6). Toujours en vertu de (5.7),0n<ap etq’ < ¢ donc les trois premieres
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inégalités de (5.6) sont aussi satisfaites(ens). Pour la quatrieme inégalité, considérons la forme
linéaire ps(a, B) = pa + ¢f. Clairementyps(Zs) C 2Z. De plus, observons que

es(P7) = pd —aqp’ +2ip
es(QF) = qr' —pd +2jq
pd —qp' = 2(poq1 —p1go) = £2 (so,s1 voisins dans le graphe de Farey).

Ainsi, sip’ = 0 (resp.¢’ = 0), en prenant pou;, 'unique pointQg (resp.F;’) de .J,/, on obtient
¢s(rs) = —2. Sip'q’ > 0, on trouve qu'exactement un point parmi{ P, Q3 } satisfaity(zs) = —2
tandis queps(z) > 0 pour tout autre point extrémal de J,. Par conséquent, suly ~ {zs} on a
s > —2 c'est-a-direp; > 0. D’ou la premiére affirmation.

Montrons a présent la seconde affirmation. Rofiry}, \) € Js, x Jg, x A, il est a nouveau immédiat
de vérifier qud«, 8) = y,+y}+ satisfait aux conditions de congruence et aux trois prexsi@égalités
de (5.6). Pour la quatrieme, calculons

0s(P°) = pigo — poq1 + 2ip  ps(P7) = poq1 — p1qo + 2ip
es(Q7°) =poq1 —p1go + 2jq  ¢s(QF') = p1go — poq1 + 24g.

A nouveau, observons qugq; — p1go = 1. Un argument semblable au précédent (portant cette fois
sur les points extrémaux dg&,, Js, et non deJy) montre quep, prend la valeur-1 en exactement un
pointyy € {F°, Q" } (resp.yr € {F5*, Qg }) et quep, > 1 alieu sury, ~ {yo} (resp.Js, ~ {y1}).

De plus,y;, appartient &/, pourk € {0, 1} (c’est une conséquence immédiate du lemme 5.3.2, @ moins
queprqr = 0, auquel cas la vérification est aisée). Le tableau suiemume les deux cas possibles pour
les pointsyg, y1, Ts-

‘pom—pl% H Yo ‘ Y1 ‘ Ts

Casl —1 sl ps| Py (5.9)
Cas2 1 P QY| QF
Casl Cas2
0 s s1 8 S0 0 S0 s s s’

FiG. 5.3.2 — Deux cas de figure dans le diagramme de Farey.

En utilisant les relations (5.7) et la définition dk¢ et de@?, on vérifie immédiatement qug +
11 = xs dans les deux cas. Commsg est linéaire, on peut enfin en déduire gtieest le seul point de
Jso +Js, + A enlequelps < 0. Cela donne une inclusion de I'égalité a demontrer.

Pour l'inclusion réciproque/s U {z,} C J, + Js, + A, nous nous contenterons de traiter le tas
ci-dessus (le ca® est semblable). Par le tableau (5.9), con@je et P;* appartiennent d,, et.J,, , on
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aqo,p1 > 0. Auvu du corollaire 5.3.3, il suffit de montrer que
Js U{as} C (Jsg + B3t +p1A) U (Js, + Qg + qol). (5.10)

Toujours en vertu du corollaire 5.3.3, comrﬁ@1 +Zs, = Zs,0na

T+ P 4pA = (B4 ({PP0<i <po+ P} ULQPI0< ) < a0 +p1}))
S

= (R0 <i < phULQP + B Q1+ BY).
<{})zs|0 <i< p} U {$S7TO}>S
(

ouTy = (¢—2q0,p+2(qo—1)).

(Pour écrire la seconde ligne, on a remplacé la Iiste@ijéspar ses termes extrémaux : cela est justifié
parce quey + p1 > 0). De méme, pour I'autre terme du membre de droite de 5.1, on

J51 + ng + qu = <{Q§’O S] < Q} U {w87T1}>S
ouTy = (¢+2(p1—1),p—2p1).

D’apres les deux calculs ci-dessus, Igset Q; qui selon le lemme 5.3.2 définissent (figure 5.3.1, a
droite) appartiennent tous.&, + Js, + A. Notons en outre qué, (resp.77) possede la méme abscisse
(resp. ordonnée) que, = (¢, —p’). Par conséquent, les poirds_,, 7o, 11, P,_, apparaissent dans cet
ordre sur le cot&” = Q,_, P,_, de J;. Enfin, le coteFj Qg de J; (défini par ps = 07) séparez; de

E : I'union des enveloppes convexes &y, Py, zs, T} et de{Qg, Q;_1, s, 71} contient donc celle
de{F;, P;_1,Qp,Q; 1} (figure 5.3.1, a droite). On a donc bien (5.10). O

Lemme 5.3.6. Pour touts € Q, la fonction F; a pour support une partie dé,, et sic est un point
extremal deJs, alors Fy(c) = 1.

Démonstration.Nous montrons les deux affirmations par récurrence simedtaElles sont vraies pour
s € {0,1,00} ; admettons—les donc powus, s1, s’ et montrons—les pour. Par (5.8),F; a pour support
une partie de.J;, + Js, + A) U Jy = Jg U {z,}, oz, est défini comme au lemme 5.3.5. Rappelons
la forme linéairep, de la démonstration du lemme 5.3.5: duyr, Js,, A, la formeyp; atteint ses minima
respectifs uniquement aux points extrémauixy;, 0 ; par conséquent, est réalisé dang,, + J;, + A
uniguement comme la sommg + y; + (0,0). De 1a, par récurrencey, * Fy, * Ix(zs) = 1. Maisz
est aussi un point extrémal deg, donc (5.8) donné’;(x,) = 0 : la fonction F; a pour support une partie
de J,.

A présent, observons que le point extremigl ; de J; maximise la premiere coordonnée (une affir-
mation analogue vaut pouk,, Js, , J¢). CommeP;_; = P>° |, + P>l | + (2,0), on a par récurrence
Fs, x Fs; x 15(P7_;) = 1. De plus,P,_, nappartient pas d,, parce que touta, 3) de Jy satisfait
a+f <p+q¢—-2<p+q-—2 Par(58), on trouve(P; ;) = 1. De mémeFy(Q; ;) = 1.
Considérons I'un des points extrémaux restants dél en reste au plus deux), par exemgtg. Sans
perte de généralite, ona > 2 (autrement, le point aurait déja éteé traité en tant ije;). On ne
saurait avoir{pg,p1} = {0,p} a moins quepoqi — p1qo| > p > 1 (rappelons queg,s; sont voi-
sins dans le graphe de Farey). Par conséqugnt; > 1. Notons que les point®;, P;°, P;* sont
les minimisateurs respectifs suy, Js,, Js, de la forme(a, ) — 3 + ea, oue est trés petit. Comme
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Py = Pj*+P5*+(0,0), ontrouvel « F,, « 15 (P§) = 1. Enfin, P; ne peut pas appartenit a cause
de sa seconde coordonnéey < —p'. Par (5.8), on en déduf;(P;) = 1. De mémeF(Q5) =1. O

Lemme 5.3.7.Pour touts € Q, on aFy(Js) C Z>°. Sis ¢ {0, 00} alors

:[LI H{PSO}*Fsl 5 H{Pgl}*FSO 5

E]

<F,.

- sup
Liguoy * Far o Mygary * Fio

Remarque 5.3.8.Par le corollaire 5.3.3 et le lemme 5.3.5, chaque fonctidmérieur des accolades

a pour support une partie dg U {x,} (puisque, par exemplé}® € J,, + A). En d’autres termes, on

peut remplacetl,;, parl, i, sans changer la force de I'eénoncé.

Démonstration.A nouveau, les deux affirmations se demontrent par réccersimultanée. Elles valent
pours € {0,1,00}; supposons—les pou, s1,s’, et montrons—les pour. Rappelons la convention
prise : les parents dg sontsg ets’ (donc en particuliers; # 0, 00). On a vu en démontrant le lemme
5.3.5 quer, est ou bienP;” + Q' = Qf oubienQg’ + Fy' = F'. De mémey,, est ou bienPy° + Qg
ou bienQy’ + Py . En fait, en utilisant (5.7) et la caractérisation gémée ¢, (z,) = —2, on vérifie
facilement que

T =P+ Qf = qp —pod =—-1 = z,=0Q;

S0 s/ ! / s’ (511)
zs, = Qy + B < poq —qp =1 < wx;=F .

Définissons, en générak, = F;*1,. Le lemme 5.3.6 implique immédiateme® (FJ) = G, (QF) =
1 pour touto € Q (& nouveau, il faut vérifier cela séparément pout 0, cc). En vertu du lemme 5.3.5
et de I'hypothése de récurrence, of'g * Fy, = 15 > 0 sur.J,. De plus, par (5.8),

Fs+Fy = Fs % Fs x 1y
== Z Gso(/\) . ﬂ{A} * Fsl
AE(Jsg+A)
= |:<II.{P(-)SO} + ]I{QSO}) * F51:| + Z GSO()\) . :[I.{A} * F81 .
Ae(Jsy+A)
)‘7éP§O’QSO
Ainsi, si nous parvenons a montrer
Iiproy * Fs,(x) > Fy(x) ; Loy * Fsy (x) > Fy(z) pourtoutr # z; , (5.12)

alors nous aurons d’'une paft > 0 surJ, (en effet,(F, + Fy)(J;) C Z>° par le lemme 5.3.5, et
Fs+ Fy > 2Fy > 0surJy ~\ {z4}), et d’autre parf; > sup {]I{PSO} « F,, H{ng} * Fsl} sur.J,. Ce
serait déja la moitié du lemme 5.3.7.

En utilisant la relationP;® = —Q¢° et les égalitedl ¢y * 1,y = Ngeyyy €ty * f(z + &) = f(2),
I'équation (5.12) équivaut a

o3
S
v

Iy guoy * Fy(y) si y#zs+Qp (5.13)
]l{Pgo} « Fo(y) si y#xs+ P (5.14)

o3
S
v
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Poury # x4, ces deux inégalités sont déja vraies par recurrenge’(sont les parents de ). Pour
y = xs,, auvu de (5.11), il y a deux cas possibles :
- Siz, = B alorsz,, = z, + Q5 donc (5.13) est vraie, et (5.14) n'a plus qu'a &tre véeifén
y=1xs.0naF (zs,) =0et

Loy * Fy(2,) = Fy(ws, — P5°) = Fo (B +2Q).

Toutefois, (5.7) donne (P’ + 2Q5°) = 2(pod’ — qop') = —2; par conséquent, le poifiPs’ +
2Q¢°) n'appartient pas d, et II{POSO} * Fy(xs,) = 0.

— De méme, sicy; = Qg' alors (5.14) est vrai, et pour (5.13) on n'a plus qu'a vériﬂl{ng} *
Fu(zs)) = Fy(QF 4 2P5°) = 0 parce quepy (QF + 2P°) = —2 < 0.
Il reste a montrer qué’y, > sup {H{Pgl} x Fy,, H{le} * FSO} sur J,. Par les minorations dé
gu’on vient d’établir, il suffit de s’assurer que

H{Pgl} * FSO < ﬂ{Pgo} * F31 ; H{le} * Fso < H{QSO} * Fsl surZs {l‘s} (515)

Concentrons notre attention sur la premiere inegdkté&séconde se traite de méme). Elle équivaut, par
la méme méthode que précédemment, a :

1y * Fuo(y) < Foly) siy # 2o+ QF

(on a utilisePy’ = Pit 4+ Qy’, une conséquence de (5.7)). Mais cette inégalité e ypar récurrence)
du moment queg # x,. A nouveau, au vu de (5.11), il reste deux cas possibles at pein;, :
— Siz, = Py alorsz,, = x5 + QX etil n'y arien & montrer ;
— Siz, = Qf, il suffit de montrer I'inégalité ci-dessus gn= z,,. D’une part,Fy, (z,,) = 0;
d’'autre part,
Il{POS’} * Foo(1sy) = FSO(xa - P(ig/) = FSO(PSO + QQSI)
mais, par (5.7)s, (P + 2Q5) = 2(qop’ — pod’) = —2 < 0 donc le point(P° + 2Q¢)
n‘appartient pas d;, et Ly pery % Fig (xs,) = 0.
Le théoreme 5.1.1 est demontré pour togt O. O

5.4 Lapplication de Markoff formelle

Lafigure 5.4.1 montre le domaink et les valeurs de la fonctioR, pour quelques-uns des rationnels
s € Q les plus simples. On a disposé les domaidgslans les régiong:; du complémentaire d’'un
arbre planaire trivalent. Dans chaque cas, les paints réseau affingZ, ont été identifies (par une
transformation affine) aux cellules hexagonales d’'un nabélilles, décorées avec les nombfgér).
Les cellules vides contiennent I'enti@r par convention. Les coordonnées ont été pivotéeslidestate
que le cotéPjQ§ du quadrilatere/, est toujours le coté supérieur, plutdt que le cotérieur gauche
comme dans la figure 5.3.1. Apres pivotement, le cotélgade.J, est constitué de cellules (lesP;?);
le coté droit, dey cellules (les??). Les cellules solitaires, marquékssituées au dessous a gauche et au
dessous a droite de la “racine” de I'arbre (gros point s@hborrespondent aux cas exceptionnels 0
ets = oo. La cellule solitaire au dessus de la racine correspone-a-1 ; nous allons bientdt souligner
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FIG. 5.4.1 — L'application de Markoff universelle (formellé)a somme des entieis; (-, -) dans chaque
“sac” est un nombre de Markoff.

a nouveau le sens de cette convention (déja évoqués'daroduction du chapitre). Notons léssitués
aux coins de chaqué,, tout comme dans le lemme 5.3.6. Il est facile de montrergranrence (exercice
laissé au lecteur) que les cotés inférieur, droit, eicha de chaqué, contiennent toujours des lignes du
triangle de Pascal : si= (2, —2) alors

e = ("7 ) @)= (1) m@g e = (PR,

Notons la disposition des differentd dans le complémentair€ d’'un arbre planaire trivalent :
cet arbre doit &tre vu comme le dual de la triangulation deydeH?, de sorte que chaque com-
posante connex&, de U correspond a une horoboule centrée au point ratioan€haque configu-
ration s, sg, s1, s’ (du type étudié a la section précédente) corresponthie un couple de compo-
santesR,,, R;, contigués deJ (partageant une aréte), avec leurs deux voisines commines,,.
Comme la formule (5.8) est symétrique &', on peut I'appliquer a rebours afin de défihiy pour
tout s deP'Q (et pas seulement dg). On a (trés) partiellement fait cela sur la figure 5.4.1 emtrant
J_1 = {(—1,-1)} juste au dessus de la racine. Toutefois, le dessin com@septerait une symeétrie

146



diédrale d’ordres autour de la racine (cette symétrie correspond aux petiongades variableX', Y, 7

de (5.1)), et on a donc choisi de n'explorer qu’'un sixiemd'aldre sur la figure 5.4.1. Cette symétrie
d’'ordre6 est aussi la raison pour laquelle on a préféré des nideedles & une autre forme géomeétrique
(carrée par exemple) pour les cellules des domaihed titre d’exercice, le lecteur peut s'amuser a
prouver par récurrence sur l'arbre, en utilisant (5.78,ftemules suivantes (vraies pour teut P'Q)
qui expriment deux involutions engendrant le groupe deetgimisomorphe &5 :

F%(Oé,ﬁ) :Fs(ﬁva) ; F—l—s(a>ﬁ) :FS(_2_a_ﬁ7ﬁ)

(La transformation de Mobius agissant sur I'indiegoermute les rationnels-1,0, co tandis que les
transformations affines agissant sur 'argumént3) permutent les singletons associés,, Jy, Jo,
ainsi que les points de A).

5.5 Geéneéralisation conjecturale

Le polyndme de Markoff\/ = X? + Y2 + Z% — XY Z rencontré a la partie 5.2 est de degrén
chaque variable. C’est pour cette raison que toute soldtiart, Z) de I'équationM = 0 en définit
beaucoup d’autres : en regardddtcomme un polyndme de degeé&n, mettons, la variabl&’, on peut
toujours remplaceX par la racine conjuguée. Ainsi, le produit libée de trois copies dé€./27 agit
naturellement sur la variete/ = 0 par isomorphismes. Une propriété analogue est encore siraous
remplacons\ parn'importe quelpolyndbme de degré en chacune de ses variables (en autorisant des
mondmes tels qu&2Y2ZT), et que nous admettions des actions par isomorphismeibirals.

Dans cette partie, nous conjecturons une généralisdtidghéoreme 5.1.1 a tous les polyndniés
enN variables qui sontinitaires de dege 2en chaque variable. Plus exactement, nous montrons que cer-
taines expressions pour I'action desont des polyndmes de Laurent (comme dans la propositR)5.
et conjecturons que les coefficients sont positifs (on oandans [FZ] une conjecture plus générale).
Les coefficients dé// seront eux-mémes regardés comme des variables (citdeasteesd ). Nous
nous placons sur le corps compleXe

Soit N > 2 un entier, et notonfN] I'ensemble des entiegd, 2, ..., N'}. Pour tout/ C [N], fixons
un parametre formel; : soit K un corps algébriquement clos qui contiéhtet les A;. Considérons
I'equation de type Markoff eV variablesX; ..., Xy surK:

N
doXP+ > A[xi=0. (5.16)
i=1 IC[N] i€l

Soit V. ¢ K¥ le sous—ensemble algébrique affine défini par (5.16). Rourk € [N] et tout point
(z1,...,zy) deV NEK*Y, définissons

Ek(xl,...,xN) = (ml,...,xk_l,x_k,wkﬂ,...,xn)
(5.17)
ou Ty = me—i— Z A[Hwi /xk
i#£k IC[N]~{k} i€l
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Alors Ej. définit une action birationnelle d&/27Z surV : en effet,z;zz est le produit des racines de
(5.16), vu comme polyndme de deg@rén lak-éme variable. En faisant décrif&’| park, nous obtenons
une action birationnelle sir par le produit libreG de N copies deZ/27.

Notons que la variablely) est absente de la définition (5.17) de chaque générdigur par

conséquent( agit sur chaque “variété de niveau” He' définie par

N
B(zy,...,zN Zx + Z AIH% Hml = constante (5.18)
IC[N] i€l i=1
(en effet, B(z1,...,zy) n'est autre que la valeur déyy) pour laquelle un point donngry, ..., xN)
satisfait (5.16), lorsque tous Ie{s4[}lc[[Nﬂ sont donnés). En particulieB(z1,...,zy) est invariant

sous l'action deF), sur K" : par conséquent, I'expression donnée en (5.17) ;Ews étend en une
involution birationnelle d&” qui respect&3. Dorénavant, nous considérofiscomme agissant sit’"
par isomorphismes birationnels.

Proposition 5.5.1. Pour toutg dansG et toutz = (z1, ..., zx) danskK”, les coordonges dg; - = sont
des poly@dmes en les variable{s%ﬂ}iew] et{Ar}cyny a coefficients dang& dependant seulement de

g.

Remarqgue 5.5.2.Nous conjecturons que ces coefficients entiers sont m)suéfthéoréme 5.1.1 corres-
pond au casV = 3 sous la spécialisatiod; = 0 : par exempleF, (z,y, z) = (£ 2422 Yy 2).

Démonstration.Nous raisonnons par récurrence &yren utilisant les générateurs;. Si g est I'identité
de G, il n'y a rien a montrer. Supposons la proposition vraiepgude sorte que - (z1,...,xx) =
(y1,...,yn) OU chaquey; est un polyndme en Ie&f}iewﬂ etles{As};cpn, a coefficients entiers. |l
s’agit de montrer que les coordonnées de

Ek(y17"'7yN) = (ylv"'vy_kv"'>yN)

sont également des polyndmes, mluiest donné comme en (5.17). Nous avons dit que le membre de
gaucheB(x1,...,zy) de (5.18) est (formellemenfj-invariant pour chaqué € [N] ; par conséquent
on a nécessairemef(z1,...,zy) = B(y1,...,yn). En utilisant (5.17), notons que

o= | >+ Y, A /yk

i#k IC[N]~{k} i€l

_ < Y1y - YN Hyz>—yk—ZA1Hyz /yk

IC[N] el
kel

= B(z1,...,2n) I vi|l-w-> 4 [] w
i€ [N]~{k} ICIN]  iel~{k}
kel

En insérant la formule (5.18) podt(x1, ...,z ), cette derniere expression est clairement un polyndme
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enles variable$zf1}i€[m et{As};cn & coefficients entiers. C'est la un analogue direct de(5.5]
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Résune — Nous étudions certaines décompositionsidesn polyedres idéaux, ol est une variété
hyperbolique a pointe(s), de dimensi8n Par un théoreme d’Epstein et Penner, il existe une telle
décomposition, dite “de Delaunay”, canonique en un seasngtrique.

Au chapitre 1 nous trouvons la décomposition de Delaunandu/ fibre sur le cercle avec pour
fibre un tore percé. La méthode consiste a “deviner” lalmoatoire de la décomposition, puis a trouver
des angles diedres positifs pour ses polyedres comlnieatoun theoreme de Rivin dit que tout point
critique de la fonctionelle volume dans I'espace de dé&diom des angles diedres fournit la métrique
hyperbolique. Les inégalités établies pour montredi$&nce d’'un tel point critique permettent alors de
vérifier que la décomposition est bien de Delaunay.

Au chapitre 2 nous étendons la méthode a certains congplaires d’entrelacs (entrelacs a 2 ponts
notamment). Au chapitre 3 nous I'étendons aux cceurs s@svee groupes quasi—fuchsiens du tore
percé (la decomposition est alors infinie, et certainésqs ne sont pas des polyedres). Nous obtenons
ainsi une nouvelle preuve du theoreme des laminationfisiage pour le tore percé. Au chapitre 4, nous
etendons partiellement la méthode aux complémentdiezgrelacs arborescents : sans trouver de point
critique, nous caractérisons les entrelacs arboresbgperboliques.

Au chapitre 5, qui éclaire un passage du chapitre 3, noustror@que certains polyndémes de
Laurent, qui généralisent les nombres de Markoff, n'aré des coefficients positifs.

Abstract — We study certain decompositions &f into ideal polyhedra, wher&/ is a cusped hyperbo-
lic 3—-manifold. A result of Epstein and Penner states that su@tandposition exists : in particular, the
so—called Delaunay decomposition, which is canonical in@gtric sense.

In Chapter 1, we find the Delaunay decomposition féra punctured—torus bundle over the circle.
The method is to “guess” the combinatorics of the decomioosithen find positive dihedral angles for
its combinatorial polyhedra : by a theorem of Rivin, anyical point of the volume functional in the
deformation space of dihedral angles gives the hyperbadditrioa The inequalities involved in showing
that such a critical point exists also imply that the decositpm is indeed Delaunay.

In Chapter 2, we extend the method to certain link complemémitably,2—bridge links). In Chap-
ter 3 we extend it to convex cores of quasifuchsian punctdoeds groups (here the decomposition
is infinite, and has some non—polyhedral pieces). As a @plive reprove the Pleating Lamination
Theorem for punctured—torus groups. In Chapter 4, we flgréatend the method to arborescent link
complements : without finding critical points, we charaizehyperbolic arborescent links.

In Chapter 5, extending a proposition of Chapter 3, we shaivdértain Laurent polynomials, which
generalize the Markoff numbers, have only positive coedfits.

Mots-cles — Geéomeétrie hyperbolique, Triangulations idéales, Wodu hyperbolique, Tore percé,
Groupes quasi—fuchsiens, Laminations de plissage, Bosra@lrborescents.
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