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POUR L’OBTENTION DU GRADE

DE DOCTEURÈS SCIENCES
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la question d’une cotutelle a été soulevée, est mon professeur depuis l’an 2000 : il m’a offert l’exemple
d’une rigueur et d’une puissance de travail peu communes. Sice mémoire est lisible, une bonne part
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2.2.4 Canonicité géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 45
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3.2.1 Position précise du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 57
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5.2 Les fonctionsfs sont des polynômes de Laurent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
5.3 Une famille de domaines et de fonctions . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 139
5.4 L’application de Markoff formelle . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 145
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Préface

0.1 Généralit és et motivations

Les objets étudiés dans cette thèse sont des variétés hyperboliques de dimension3, quotients de l’es-
pace hyperboliqueH3 par un groupe discret sans torsion d’isométries. D’aprèsle théorème de rigidité
de Mostow [Mo, BCG], deux variétés hyperboliques de dimension 3 (ou plus) et de volume fini sont
homéomorphes si et seulement si elles sont isométriques :il s’agit donc d’objets très rigides, et tout in-
variant métrique est automatiquement promu invariant topologique. Malgré cela, l’ensemble des variétés
hyperboliques est d’une richesse considérable ; la conjecture d’hyperbolisation de Thurston [T2] (que les
arguments de Perelman démontrent vraisemblablement) entraı̂ne même que toute variété de dimension3
admet une métrique hyperbolique, sauf obstruction topologique “évidente” (en un sens approprié).

Par exemple, Thurston a montré [T3] que beaucoup de fibrés en surfaces sur le cercle sont hyperbo-
liques. SoitS une surface connexe compacte orientable, de genreg, àn composantes de bord, telle que
3g + n > 3. Soitϕ : S → S un homéomorphisme tel qu’aucun itéréϕn ne préserve une classe d’isoto-
pie de courbes simples fermées (hormis peut–être les courbes librement homotopes aux composantes de
bord, et celles qui se contractent en un point) : on dit que la classe d’isotopie deϕ estpseudo–Anosov.
On définit le tore d’application

Vϕ := (S × [0, 1])/ ∼ϕ
où la relation d’équivalence∼ϕ est engendrée par :(x, 0) ∼ϕ (ϕ(x), 1) pour tout pointx deS (notons
qu’à homéomorphisme près,Vϕ ne dépend que de la classe d’isotopie deϕ). Alors l’intérieur deVϕ
admet une métrique hyperbolique complète, de volume fini.

La démonstration (voir par exemple [Ot]), qui fait appel àde profonds résultats de topologie et
d’analyse complexe, est difficile et non–explicite. Par exemple, elle ne renseigne guère sur les différents
invariants métriques deVϕ (volume, spectre des longueurs...). Plus généralement,presque tout résultat
explicite en géométrie hyperbolique requiert un encombrant attirail de techniques et de formules (ha-
bituellement hérissées de fonctionscosh, sinh, voire de polylogarithmes...). Même calculer le volume
d’un simple tétraèdre est un problème difficile. Au delàdes propriétés de la trigonométrie hyperbolique
élémentaire (plane), l’un des rares énoncés exacts estla formule de Schläfli [Mi2] :

Proposition 0.1.1. Soit {Qt}t∈R une famille diff́erentiable de polỳedres compacts deH3 (au sens òu
les sommets suivent des trajectoires différentiables et disjointes dansH3, et òu les sommets d’une face
donńee restent coplanaires). Soiente1, . . . , en les ar̂etes deQt : on noteℓt(ei) la longueur deei dans le
polyèdreQt, etθt(ei) l’angle dièdre int́erieur deQt enei. SiV(t) est le volume deQt, alors

dV(t)

dt
= −1

2

n∑

i=1

ℓt(ei)
d

dt
θt(ei).
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La proposition s’étend naturellement au cas où certains sommets desQt sont idéaux (situés dans le
bord à l’infini ∂∞H3 ≃ S2 deH3), pour peu qu’on définisse lesℓt(ei) en tronquant les sommets idéaux
par des horoboules arbitraires.

Décomposer une variété hyperbolique en polyèdres est une idée bien naturelle, déjà exploitée par
Thurston dans sa construction inaugurale du complémentaire du nœud de huit [T1], et qui a été portée
avec succès dans de nombreuses directions [Gr, NZ]. Au cours des années90, Rivin et Casson ont
suggéré une nouvelle méthode pour prouver qu’une variété donnéeV est hyperbolique. On peut résumer
cette méthode en trois points :

– Triangulation : choisir une décompositionD de la variétéV en un nombre fini de tétraèdres,
éventuellement épointés en certains sommets.

– Munir les tétraèdres d’angles dièdres strictement positifs satisfaisant certaines équations linéaires
de compatibilité.

– Dans l’espaceW des combinaisons d’angles dièdres qui satisfont ces conditions, trouver un point
critiquep de la fonctionnelle volumeV : W → R+.

(Pour le dernier point, notons qu’un tétraèdre hyperbolique est déterminé à isométrie près par ses angles
dièdres ; en fait les exemples traités dans ce mémoire ne compteront que des tétraèdresidéaux, dont tous
les sommets sont à l’infini — c’est-à-dire épointés).

Théorème 0.1.2(Rivin, [R1]). Si le point critiquep existe, le recollementV des t́etraèdres d’angles
donńes parp est une varíet́e hyperbolique complète.

(La réciproque du théorème est vraie : les angles d’une triangulation (géodésique) d’une variété hy-
perbolique complète définissent un point critique de la fonctionnelle volume associée à la triangulation.
La démonstration, dans les deux sens, est essentiellementune application de la formule de Schläfli).

Un inconvénient de cette méthode est que chacune des troisétapes nécessite la connaissance explicite
d’une triangulationD : mener à bien ce programme pour toutes les variétés hyperbolisables semble donc
tout à fait chimérique. Cet inconvénient est aussi un avantage : en plus de montrer queV est hyperbolique,
on vient d’exhiber une triangulation géométriqueD deV (ce qui peut nous renseigner, par exemple, sur
le volume hyperbolique deV ).

Soit V une variété hyperbolique à une pointe, de volume fini. Alors V possède une décomposition
géoḿetriquement canoniqueDGeom en polyèdres hyperboliques idéaux convexes : il s’agit dela décom-
position de Delaunay, duale du domaine de Voronoı̈ relatif au point idéal (le point idéal est situé à distance
infinie dans la pointe : dans ce contexte, le domaine de Voronoı̈ est parfois appelé “domaine de Ford”).
Pour construire la décomposition de Delaunay, choisissons un voisinage horoboulique simpleH de la
pointe deV (par exemple, on peut définirH comme la composante non compacte de lapartie finedeV ,
qui est la partie deV où le rayon d’injectivité est inférieur à une constantede Margoulisε > 0 ; voir par
exemple [MT]). Lelieu (géométrique)de coupureX est l’ensemble des pointsx deV tels qu’il existe au
moins deux plus courts segments dex àH. CetX est une union de polygones totalement géodésiques
qui constitue un rétract par déformation forte deV . Cette décomposition en polygones deX définit une
structure cellulaire dont le dual combinatoire est, par définition, la décomposition de DelaunayDGeom
deV . (Intuitivement, cette notion de dual combinatoire est analogue de celle qui existe dans un complexe
cellulaire : nous donnerons dans un instant une définition deDGeom qui, au prix d’être moins intuitive,
permet de voir immédiatement queDGeom est bien définie en tant que décomposition en polyèdres à
faces totalement géodésiques).

Supposons que l’on devine la nature combinatoire deDGeom, et qu’il s’agisse d’une triangulation.
On est alors certain en principe de pouvoir mener à bien le programme de Casson–Rivin : mieux, on peut
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espérerprouverqu’on a deviné juste et que la triangulation utilisée est bienDGeom. Par le théorème de
rigidité de Mostow, on détient alors enDGeom un invariant topologique complet deV .

But : le propos des chapitres 1 à 3 de cette thèse sera de mener à bien ce “super programme de Casson–
Rivin” pour quelques exemples simples de variétésV .

Epstein et Penner [EP] ont donné deDGeom une reformulation en termes d’enveloppe convexe dans
l’espace de MinkowskiR3+1. En fait, leur construction est une façon fort simple de s’assurer queDGeom
est bien définie. Par la représentation d’holonomie de la structure hyperbolique, le groupe fondamental
Γ deV agit linéairement sur l’espace de MinkowskiR3+1 (qui contient le modèle demi–hyperboloı̈de
deH3), etΓ préserve le cône des vecteurs isotropes deR3+1, que nous appellerons vecteurs lumière. Si
l’on se fixe un revêtement universelH3 → V , le voisinage horoboulique choisiH de la pointe définit
une famille d’horoboules deH3 qui définissent à leur tour en uneΓ–orbite (discrète) de vecteurs lumière
deR3+1. SoitC ⊂ R3+1 l’enveloppe convexe de cetteΓ–orbite : la décomposition cellulaire du bord du
polyèdreC se projette alors (depuis l’origine) sur le demi–hyperboloı̈de H3, puis deH3 à la variétéV
pour redonner exactementDGeom. Pour énoncer nos résultats à la partie 0.2, il importeraque la définition
utilisée soit celle d’Epstein–Penner (en particulier dans le cas de variétés de volume infini).

Avant le sommaire des résultats du mémoire, rappelons brièvement les principales propriétés de
la compactification de Thurston de l’espace de TeichmüllerTS d’une surfaceS (on définitTS comme
l’espace des classes d’isotopie de métriques hyperboliques d’aire finie sur l’intérieur deS). Les propriétés
qui suivent ne seront pas utilisées directement dans le mémoire, mais permettent de brosser dans cette
introduction un contexte éclairant.

SoitPML l’ensemble deslaminations mesurées projectivessur l’intérieur deS (classes, pour une
relation d’équivalence légèrement plus grossière quel’isotopie, de feuilletages singuliers munis d’une
mesure transverse, et dont les singularités et le comportement près de∂S vérifient certaines propriétés).
Alors PML est une variété PL munie d’une action du groupeG des classes de difféomorphismes deS
préservant l’orientation (un élémentg deG agit par l’opération “pousser en avant parg”, notéeg∗ ; on
dit queg etg′ appartiennent à la même classe si on peut passer de l’un à l’autre par une isotopie qui fixe
le bord deS globalement). Par ailleurs,G agit surTS. NotonsBN la boule unité ouverte deRN , etSN−1

son bord. Il existe un entierN et des homéomorphismes (identifications)TS →̃BN et PML→̃SN−1

tels que l’action deG induite sur la boule unité ferméeB de RN soit continue. Siϕ ∈ G est pseudo–
Anosov, alorsϕ possède exactement deux points fixes, attractif et répulsif, dansB, et ils appartiennent
à ∂B ≃ PML. Tous ces résultats sont montrés dans [FLP]. L’existencede ces laminations invariantes
est à l’origine de la terminologiepseudo–Anosov: en dimension quelconque, un difféomorphisme d’une
variété compactef : M → M est ditd’Anosov(voir par exemple [KH]) quand le fibré tangentTM est
somme directe de deux sous-fibrésE+, E− normés non nuls, stables parf , tels qu’il existe0 < λ < 1
vérifiant sup

x∈M
||Df±n|E±

x
|| =

n→+∞
O(λn) (en dimension2, on obtient des feuilletages non singuliers en

intégrantE+ etE−).
Le point de départ pour faire fonctionner le programme de Casson–Rivin est le choix d’une “bonne”

triangulation deV . Casson lui-même a proposé une stratégie pour trianguler un tore d’applicationV =
(S × [0, 1]) / ∼ϕ, oùϕ : S →̃S est un difféomorphisme de classe pseudo–Anosov. On se donne une
triangulationτ deS, ainsi que son imageϕ∗(τ) : supposons, pour simplifier, que ces deux triangulations
aient les mêmes sommets, mais n’aient aucune arête commune (deux arêtes sont considérées identiques
si elles sont isotopes à extrémités fixées). Un chemin enéchanges de diagonaleentreτ etϕ∗(τ) est par
définition une suite(τ = τ0, τ1, . . . , τm−1, τm = ϕ∗(τ)) telle queτi, τi+1 ne sont séparés que par un
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échange de diagonale dans un quadrilatère (la figure 1.3.1représente un tel échange, où les sommets
ont la particularité d’être des pointsidéaux). Si l’on interprète chaque échange de diagonale comme
un tétraèdre (c’est là l’observation de Casson), ce chemin définit alors une triangulationD deV . Pour
obtenir une triangulation intéressante, il est toutefoisnécessaire de choisirτ et lesτi d’une manière qui
soit “compatible” avecϕ : sans entrer dans les détails, disons qu’en associant à une triangulation deS
la région de l’espace de TeichmüllerTS de S où toutes les arêtes apparaissent “courtes”, on s’attend
à ce que pour un “bon” chemin, la suite des régions associées auxτi dansTS ne s’écarte pas trop de
l’axe deϕ (cet axe est une géodésique deTS qui relie les deux points invariants deϕ, pour une métrique
G–invariante appropriée deTS). C’est là une philosophie générale plutôt qu’un énoncé mathématique à
part entière. Il faut donc choisir lesτi avec soin, mais aucun candidat unique ne saute aux yeux.

0.2 Résultats

Le but de cette thèse est de mener à bien le programme de Casson–Rivin à divers degrés pour diverses
familles de variétés, et de récolter au passage des informations géométriques telles que la combinatoire
deDGeom. Les variétés étudiées seront assez simples (et leur hyperbolicité, connue depuis longtemps) :

– Au chapitre 1, les tores d’application sur le tore percéT , la plus petite surface “intéressante” de ce
point de vue.

– Au chapitre 2, des complémentaires d’entrelacs à deux ponts dansS3 (là encore, une des familles
d’entrelacs les plus simples), ainsi que certains complémentaires d’entrelacsarborescents(une
classe plus large).

– Au chapitre 3, des groupes quasi–fuchsiens du tore percé.
– Au chapitre 4 (collaboration avec David Futer), nous trouvons tous les complémentaires d’entre-

lacs arborescents hyperboliques (nous ne réaliserons pasla totalité du programme de Casson–Rivin
dans ce cas, mais seulement les deux premières étapes, quipar le théorème d’hyperbolisation de
Thurston [T2] suffisent pour conclure à l’hyperbolicité).

– Enfin le chapitre 5, indépendant des autres, est destiné `a lever le mystère qui plane sur une
démonstration clé, un peu “magique”, du chapitre 3 (proposition 3.7.6).

Résultats de canonicit́e ǵeométrique

Dans le cas présenté au chapitre 1, les choix problématiques inhérents à la stratégie de triangulation
de Casson disparaissent : étant donné un homéomorphismeϕ : T →̃T du tore percé, la suite de triangu-
lationsτi deT estcanoniqueen un sens combinatoire (cela vient du fait que le graphe des triangulations
idéales, dont les arêtes correspondent aux échanges de diagonale, est un arbre). On obtient donc une
triangulationcombinatoirement canoniqueDComb deV . De fait (théorème 1.1.1), on peut entièrement
mener à bien pourDComb le programme de Casson–Rivin. Aux chapitre 2 et 3, les triangulations sous-
jacentes seront essentiellement des variantes deDComb, et jouiront donc encore de cette “canonicité
combinatoire”.

Notre première série de résultats peut s’énoncer commesuit :

Théorème 0.2.1.Dans tous les cas présent́es aux chapitres 1 et 2,DComb estégaleàDGeom ou (excep-
tionnellement)̀a un raffinement deDGeom.
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En d’autres termes, la géométrie hyperbolique deV “choisit” la combinatoire la plus simple, ou en
tout cas celle à laquelle la méthode de Casson aboutit le plus naturellement (voir les théorèmes 1.1.2,
2.1.2, 2.2.11 et 2.3.1). Pour ces exemples, le résultat était connu des spécialistes, mais reposait sur des
techniques hétéroclites et parfois difficiles [Ak, ASWY3, L2]. Pour les variétés du chapitre 2, le résultat
n’est qu’annoncé dans [ASWY3].

En revanche, le chapitre 3 démontre un résultat de la formeDGeom = DComb dans un contexte
radicalement nouveau.

La définition d’Epstein–Penner deDGeom, tout comme la définition métrique d’origine (le dual du
domaine de Ford–Voronoı̈), a encore un sens pour une variété V de volume infini (géométriquement
finie, pour fixer les idées). Cependant, les deux définitions ne coı̈ncident plus dans ce cas. La construc-
tion d’Epstein–Penner (que nous adoptons désormais commeétantla définition deDGeom) définit une
décomposition del’int érieur du cœur convexe deV . Le dual du domaine de Ford–Voronoı̈, lui, ne com-
prend plus qu’une partie des cellules deDGeom : plus exactement, il comprend les cellules qui pro-
viennent de faces de type espace dansR3+1 (faces sur lesquelles la restriction du produit lorentziende
R3+1 est définie positive).

Cette généralisation de la construction d’Epstein–Penner au cas de volume infini est due à Akiyoshi
et Sakuma [AS]. Avec Wada et Yamashita [ASWY2], ils ont proposé une séduisante description conjec-
turale de la combinatoire deDGeom dans le cas oùV = H3/Γ avecΓ un groupe quasi–fuchsien du tore
percé (sous-groupe discret et géométriquement fini de Isom+(H3) librement engendré par deux éléments
dont le commutateur est parabolique).

Rappelons [S4] que le bord du cœur convexe deV est muni de deux laminations mesurées de plis-
sage, dont les classes projectives définissent des points `a l’infini de l’espace de TeichmüllerTT ≃ H2

deT . Ces deux points remplacent les points fixes de l’homéomorphisme pseudo–Anosovϕ : T → T
du chapitre 1, et dès lors on construit une triangulation combinatoireDComb selon le même procédé (de
Casson). La triangulationDComb est canonique en un sens combinatoire, par rapport aux laminations
de plissage du bord du cœur convexe. Peut-on raidirDComb pour en faire une triangulation totalement
géodésique de l’intérieur du cœur convexe (sans renverser l’orientation d’aucun tétraèdre) ? Le théorème
principal du chapitre 3 donne une réponse affirmative :

Théorème 3.1.1 Si V est l’intérieur du cœur convexe d’un groupe quasi–fuchsien du tore percé, la
triangulation id́ealeDGeom deV n’est autre que la version totalement géod́esique deDComb.

Ce résultat, qui s’accompagne de la preuve de plusieurs conjectures faites dans [ASWY2], est nou-
veau : c’est apparemment la première description connue deDGeom pour une variétéV à bord, dont
le bord est une surface plissée de plissage irrationnel. Dans ce cas,DGeom est infinie, mais de volume
fini. Les tétraèdres deDGeom, qui sont en nombre infini, deviennent donc infiniment plats et infini-
ment étirés, et leurs volumes infiniment petits : il est assez frappant qu’on puisse néanmoins “deviner”,
synthétiquement, la nature deDGeom = DComb.

Théorème des laminations de plissage

Divers auteurs [Jø, MSW] avaient déjà noté que l’espace des groupes quasi–fuchsiens se laisse
décrire en bien plus grand détail lorsque la surface sous-jacente est le tore percéT — comme le com-
plexe des courbes simples fermées deT est dual d’un arbre planaire, une approche combinatoire et expli-
cite est possible. Comme les groupes quasi–fuchsiens (déformations de groupes fuchsiens de surfaces)
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constituent eux–mêmes une famille fondamentale d’exemples de groupes kleiniens de volume infini, les
groupes du tore percé sont ainsi devenus un “terrain d’entraı̂nement” fort apprécié pour des travaux à la
visée ultime plus large : on pense par exemple au travail de Minsky [Min] sur les invariants de bouts, qui
put déboucher sur la preuve [BCM] de la Conjecture des laminations de bout de Thurston. De même,
Caroline Series [S4] a pu démontrer la Conjecture des laminations de plissage de Thurston dans le cas
du tore percé :

Théorème 0.2.2(Series). Un groupe quasi–fuchsien du tore percé est uniquement et continûment d́eter-
miné, à conjugaison pr̀es, par les laminations mesurées de plissage de son cœur convexe.

Le cas général, où le tore percéT est remplacé par une surface quelconque, semble poser de grandes
difficultés techniques. Les questions d’unicité et de continuité sont étroitement liées : le cas général est
équivalent à l’énoncé suivant, à la simplicité trompeuse.

Conjecture 0.2.3(Thurston). SoitQF l’espace des groupes quasi–fuchsiens sur une surface donnéeS
(de caract́eristique d’Euler ńegative), et soitML l’espace des laminations mesurées surS. L’applica-
tion de plissagef : QF → ML ×ML (qu’on sait continue) admet en tout point une section locale.

Ici ML admet une structure de variété PL (définie par exemple en termes de réseaux ferroviaires
surS, voir [PH]). Bonahon et Otal [BO] ont décrit l’image def , et montré qu’un couple de laminations
rationnellesa bien un seul antécédent (au plus) parf .

Dans le chapitre 3, nous montrons que l’intérieur du cœur convexe d’un groupe quasi–fuchsien du
tore percé admet toujours une triangulation idéale (ou une décomposition légèrement plus grossière)
DComb = DGeom qui reflète aussi bien lagéoḿetrie intrinsèque du cœur convexe que lacombinatoirede
ses plissages de bord, chacune d’une manière aussi simple et fidèle qu’il est permis d’espérer.̀A la clef,
on obtient un contrôle géométrique suffisamment étroitpour redémontrer le théorème 0.2.2 (corollaire
3.9.9).

0.3 Esquisse des d́emonstrations et commentaires

Vari étés de volume fini

SoitT := (R2rZ2)/Z2 le tore percé muni de sa structure différentielle et de l’orientation induite par
R2. Alors TT est identifié au plan hyperboliqueH2 muni de l’action deG ≃ SL2(Z) par isométries, et
PML s’identifie à∂H2 ≃ P1R en associant à tout feuilletage du tore percé sapente(tout relevé d’une
feuille à R2 r Z2 est une courbe infinie qui reste à distance bornée d’une unique droite vectorielle de
R2 : c’est la pente de cette droite qu’on associe au feuilletage). Remarquons que dans le cas deT , la
compactification de ThurstonH2 = H2 ∪ P1R de l’espace de Teichmüller est une variété différentiable
(et pas seulement PL) à bord.

Considérons un difféomorphismeϕ : T → T qui préserve l’orientation : on assimile la classe
d’isotopie deϕ à un élément deSL2(Z) (qui agit par l’action linéaire quotient surT ). On voit alors
facilement que l’applicationϕ est pseudo–Anosov, pour la définition du 0.1, si et seulement si les valeurs
propres deϕ sont réelles et distinctes. Au chapitre 1 nous montrerons,suivant le programme de Casson–
Rivin exposé au 0.1, le résultat que voici.
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Théorème 1.1.1[Thurston].Siϕ a deux valeurs propres réelles distinctes, alors le fibré en tores perćes
Vϕ admet une ḿetrique hyperbolique complète de volume fini.

Comme à la partie 0.1, la triangulationDComb que nous choisirons pourVϕ proviendra d’un chemin
en triangulations deT , plus exactement une géodésique dans l’arbreY des triangulations (en effetY
sera naturellement plongé dansTT = H2, et la géodésique reliera les points à l’infini fixés parϕ). De
façon équivalente,DComb sera dictée par une certaine “forme normale” de l’élément ϕ deSL2(Z) (cette
forme normale reflète l’unicité des chemins dans l’arbreY ). Nous donnerons alors une démonstration
spécifique àDComb du théorème 0.1.2 de Rivin. Pour montrer que le théorèmes’applique, il nous restera
alors à rechercher un point critique du volume : nous nous concentrerons sur le maximum absolu (la
fonctionnelle volume se trouve être concave), et il suffirade montrer qu’il s’agit d’un point intérieur —
c’est-à-dire que tous les tétraèdres sont “non dégén´erés” (n’ont aucun angle dièdre nul). Il s’agit, mora-
lement, de prouver un certain nombre d’inégalités (strictes). Exclure les dégénérescences les plus faciles
nous permettra d’avoir une métrique hyperbolique au moinssur une partie de la variétéVϕ : puis nous rai-
sonnerons sur cette métrique pour prouver des inégalités plus fines et exclure d’autres dégénérescences,
et ainsi de suite.

Une foisDComb réalisée géométriquement, nous pourrons montrer le

Théorème 1.11.1[Akiyoshi, Lackenby].PourVϕ, on aDComb = DGeom.

Nous verrons à la partie 1.11 que cet énoncé se ramène à un simple calcul (une fois queDGeom a été
devinée !). Soient∆ = αβγδ et ∆′ = βγδǫ deux tétraèdres idéaux deH3 (donnés par leurs sommets
α, . . . , ǫ ∈ P1C), ayant une face communeβγδ et se projetant sur deux tétraèdres adjacents deVϕ (pour
un revêtement universel fixéH3 → Vϕ). Fixons un voisinage horoboulique simple de la pointe deVϕ.
Alors α, . . . , ǫ déterminent naturellement (voir l’introduction du 1.11)des vecteurs lumièrea, . . . , e du
cône isotrope de l’espace de MinkowskiR3+1. Pour montrer la propriété de convexité dansR3+1, il suffit
de s’assurer que vus depuis l’origine, les tétraèdres affinesabcd et bcde forment un angle dièdre saillant.
En d’autres termes, il faut montrer que le2-plan affineΠ passant parb, c, d (vu depuis l’origine) masque
la droite passant para, e : soit, en termes algébriques, que

Pb+Qc+Rd = λa+ (1− λ)e entraı̂neP +Q+R > 1

(noter que l’équation de gauche admet toujours une unique solution, pour laquelle0 < λ < 1 : en
effet l’hyperplan vectoriel deR3+1 contenantΠ séparea dee, parce que le plan hyperbolique contenant
β, γ, δ sépareα deǫ). Voir la figure 0.3.1. La triangulationDComb deVϕ se relève alors à un complexe
localement convexede l’espace de Minkowski (la propriété ci-dessus est l’inégalité de convexité) ; il suffit
alors de vérifier qu’on retrouve bien là la définition d’Epstein–Penner de la décomposition de Delaunay
DGeom.

À nouveau, montrerP + Q + R > 1 relèvera d’un raisonnement géométrique surVϕ, d’ailleurs
essentiellement le même que dans la preuve du théorème 1.1.1 (lemme 1.8.2 et proposition 1.11.4 — une
propriété qui avait intrigué Jørgensen).

Au chapitre 2, nous étudierons les entrelacs à deux ponts :un tel entrelacs s’obtient à partir d’une
tresse à4 brins en connectant deux par deux les extrémités initiales, ainsi que les extrémités finales, des
brins (figure 0.3.2 — le lien entre fibrés en tores percés, fibrés en sphères à quatre trous, et tresses à
quatre brins sera détaillé à la partie 2.0.1). Les théoriciens des nœuds ont observé, à la suite de Schubert
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H3

Le cône lumière

FIG. 0.3.1 – Propriété de convexité dans l’espace de Minkowski R3+1 (vue schématique).

[S3, Con, Mu], que les entrelacs à deux ponts ont une structure combinatoire particulièrement simple
(notamment, deux tels entrelacs sont homéomorphes si et seulement si les tresses sous-jacentes sont
identiques, à des transformations “évidentes” près [S3]). De fait, le complémentaire d’un entrelacs à
deux ponts dansS3 admet une décomposition en tétraèdres idéauxDComb très semblable à celle du
chapitre 1, pour laquelle nous mènerons à bien le programme de Casson–Rivin et montrerons que, là
encore,DComb = DGeom.

Nœud à deux ponts Nœud à deux ponts augmenté

FIG. 0.3.2 – Noter les disques à deux trous dans le complémentaire du nœud aumenté.

Une variante supplémentaire consiste à ajouter autour del’une et/ou l’autre des extrémités de l’entre-
lacs à deux ponts une composante non nouée, ditecomposante d’augmentation(figure 0.3.2 — on par-
lera d’entrelacs à deux pontsaugment́es). Là encore, nous trouverons une triangulation naturelleDComb,
mènerons à bien le programme de Casson–Rivin et montrerons queDComb = DGeom. De plus, chaque
composante d’augmentation définit un disque à deux trousΣ (topologiquement, une sphère à trois trous),
qui doit automatiquement être totalement géodésique pour la métrique hyperbolique. Nous pouvons cou-
per les complémentaires de plusieurs entrelacs à deux ponts augmentés le long de ces sphères à trois
trousΣ1, . . . ,Σn et les recoller isométriquement deux par deux comme bon nous semble : nous verrons
(théorème 2.3.1) que la variété obtenueM est automatiquement munie, par cette construction, d’une tri-
angulation idéale notéeDCombM , et queDCombM est (un raffinement de) la décomposition géométriquement
canoniqueDGeomM .

La classe des variétésM que l’on peut obtenir de cette manière comprend en particulier tous les
complémentaires d’entrelacs arborescents totalement augmentés, une certaine sous–famille des entre-
lacs arborescents étudiés au chapitre 4 (voir la remarque4.5.8). Cette famille a notamment la propriété
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que tout complémentaire d’entrelacs arborescent s’obtient par remplissage de Dehn entier à partir d’un
complémentaire d’entrelacs arborescent totalement augmenté. Nous pouvons résumer les résultats du
chapitre 2 (pour l’essentiel) comme suit :

Théorème. SiM est un compĺementaire d’entrelacs arborescent totalement augmenté dansS3 etDCombM

la triangulation id́eale d́ecrite ci-dessus, alorsDCombM est un raffinement deDGeomM .

Groupes quasi–fuchsiens du tore perće

Les auteurs de [AS] ont montré que pour une variété hyperboliqueM = H3/Γ géométriquement
finie mais de volume infini,DGeom est susceptible de comportements étranges : voici une liste qu’ils ont
dressée des bizarreries possibles.

i – Certaines facesF dansR3+1 peuvent être de type lumière ou de type temps (la restriction àF du
produit lorentzien n’est pas définie positive) : les cellules correspondantes dansM n’ont pas de
contrepartie duale dans le domaine de Ford–Voronoı̈ deM .

ii – La décompositionDComb pourrait être localement infinie (on ignore si cela arrive réellement, mais
les auteurs de [AS] utilisent une définition spéciale des facesF ⊂ R3+1 pour ménager cette
possibilité).

iii – L’intérieur de certaines cellules deDGeom peut avoir un groupe fondamental non trivial.

iv – L’union des cellules deDGeom dansM n’est qu’un sous–ensemble dense du cœur convexe deM ,
et contient l’intérieurV de ce cœur convexe.

v – L’enveloppe affine de certaines facesF ⊂ R3+1 peut contenir0 : dans ce cas la projection de
F à M a pour dimension dim(F ) − 1 et se trouve contenue dans le bord du cœur convexe de
M . Au chapitre 3 nous ignorerons délibérément de telles faces, ditesinvisibles, et considérerons
simplementDGeom comme une décomposition de l’intérieurV du cœur convexe deM .

Si Γ est un groupe quasi–fuchsien du tore percé, les faces invisibles sont exactement décrites dans
[AS], auquel nous renvoyons pour plus de détails. L’un des intérêts de la description complète deDGeom
que nous obtenons est de montrer que la bizarrerieii ne se produit pas. Il serait extrêmement intéressant
d’étendre ce résultat à tous les groupes kleiniens.

Formulons par avance quelques remarques quant à la stratégie de démonstration des théorèmes 3.1.1
et 0.2.2 cités plus haut :

– Il s’agit d’appliquer le programme de Casson–Rivin à une triangulation infinieDComb.
– Comme au chapitre 1, le chemin(τi)i∈Z en triangulations deT sous-jacent àDComb (défini cette

fois en termes de laminations de plissage) permet de définirune famille de tores percés plissés
{Ti}i∈Z dans la variétéV : la surfaceTi est plissée selon les arêtes deτi. LesTi seront plongées,
ce qui est relativement inhabituel dans les démonstrations faisant appel à des surfaces plissées.

– Afin d’appliquer le théorème 0.1.2, nous chercherons un point qui soit critique pour la fonction-
nelle volume au sens suivant : pour toute déformationne portant que sur un nombre fini d’angles
dièdres, le volume ne change pas à l’ordre1.

– Il existera des combinaisons d’angles dont le volume est infini — chercher comme point critique
le maximum absolu serait donc absurde. Pour remédier à cetétat de fait, nous rechercherons le
maximum absolu sur un domaine restreint.
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– La restriction reflèteral’intensité des plissages de∂V : comme les angles dièdres des tétraèdres
deDComb détermineront des mesures de plissageλi pour les surfacesTi (ici, λi est définie par
exemple sur l’ensemble des courbes simples fermées dans lasurface intrinsèqueTi, et prend ses
valeurs dansR), nous imposerons

λ− < λi < λ+

pour touti ∈ Z, oùλ−, λ+ (supposées données) sont les mesures de plissage, négative et positive,
des deux composantes du bord deV .

– Montrer la conjecture 0.2.3 dans le cas particulier du torepercé (et donc le théorème 0.2.2) re-
vient à montrer que le groupe que nous construisons dépendcontinûment des laminations de
plissageλ+, λ−. Cette propriété découlera du principe heuristique suivant : quand lesλ± va-
rient continûment, le domaine sur lequel on maximise la fonctionnelle volume varie lui aussi
continûment. La position du maximum (qui détermine la métrique de la variété) varie donc, elle
aussi, continûment. Bien sûr, la triangulation elle-même, objet discret, varie de façon violemment
discontinue : il faut donc travailler un peu pour donner un sens précis à ce principe heuristique !

Enfin, nous étendrons partiellement le théorème 3.1.1 aux groupes du tore percé non quasi–fuchsiens
(géométriquement infinis), en interprétant les laminations de bout comme des laminations de plissage
irrationnelles d’intensité infinie. L’extension ne sera que partielle à cause de la difficulté de montrer
l’unicité d’un groupe de laminations de plissage données, comme dans la conjecture 0.2.3.

Le long projet de monographie [ASWY3] étudie les groupes quasifuchsiens du tore percé sous
l’angle de leur domaine de Ford–Voronoı̈F , en classifiant les manières dont la combinatoire deF peut
changer lorsque le groupe quasi–fuchsien varie continûment. Soulignons le caractère radicalement op-
posé de l’approche présentée ici : nous commençons par recoller des tétraèdres idéaux hyperboliques
satisfaisant certaines contraintes (reflétant le plissage), puismontrons que leur unionV est l’intérieur du
cœur convexe d’un groupeΓ, etenfinqueΓ dépend continûment des contraintes d’origine.

Entrelacs arborescents

Le chapitre 4, article rédigé en langue anglaise en collaboration avec David Futer, est une applica-
tion partielle du programme de Casson–Rivin aux complémentaires d’entrelacs arborescents. Au lieu de
montrer que l’espaceW des combinaisons d’angles dièdres contient un point critique de la fonctionnelle
volume, on se contente de montrer queW est non vide. Par une légère généralisation (théorème 4.1.1)
d’un théorème de Lackenby [L1, partie 4], cela suffit pour prouver que la variété est hyperbolique — en
utilisant bien sûr le théorème d’hyperbolisation de Thurston.

Plus exactement, pour appliquer le théorème d’hyperbolisation, il faut montrer qu’il n’y a pas de
surfaces essentielles de caractéristique d’Euler positive dans la variété : à cette fin, nous développons une
théorie des surfacesnormales par rapport̀a une certaine d́ecomposition de la variét́e. Les pièces de la
décomposition qu’on se donne peuvent être toutes simplesou très compliquées, ce qui rend la théorie
assez souple : étant donné un entrelacs arborescent, nouspouvons décomposer son complémentaire d’une
manière adéquate et détecter la présence (ou l’absence) de surfaces essentielles.

L’énoncé exact que nous montrerons (théorème 4.1.5) est une caractérisation, explicite et algorith-
mique, des entrelacs hyperboliques au sein de la famille desentrelacs arborescents (nous renvoyons au
texte [définition 4.1.4] pour la terminologie). Ce résultat est connu, mais la démonstration pré–existante
s’étend sur plusieurs articles et/ou références non publiées [BS, Oe, W4, Me]. Bonahon et Siebenmann
ont obtenu à la fin des années70 un théorème plus fort (classification complète des entrelacs arbores-
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cents), et leur projet de monographie sur le sujet [BS] a ét´e informellement diffusé et cité à de nombreuses
reprises.

Le chapitre 5 est logiquement indépendant du reste du mémoire. On y définit une famille de po-
lynômes de Laurent indexée dansP1Q qui généralise les nombres de Markoff et se trouve liée àla variété
des caractères du tore percé. Nous décrirons exactementquels monômes apparaissent dans chaque po-
lynôme et montrerons que tous les coefficients sont des entiers strictement positifs, propriété dont un cas
particulier est utilisé au chapitre 3 (proposition 3.7.6).

En particulier, on obtient une famille de cartes globales del’espace de TeichmüllerTT du tore percé,
pour laquelle les changements de carte sont des polynômes de Laurent à coefficients positifs. Ces résultats
peuvent être rapprochés de l’esprit, sinon des méthodes, de [FZ], ainsi que des travaux qui tournent autour
de [FG].

Dans tout ce mémoire, le symbole “=” est précédé (respectivement, suivi) de deux points (:=, resp.
=:) quand l’égalité sert de définition au membre de gauche (resp. de droite).
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– Triangulated cores of punctured-torus groups, arXiv :math.GT/0605481, 2006, soumis pour pu-
blication. Extrait des chapitres 1 et 3 de cette thèse.
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Chapitre 1

Triangulations canoniques des fibŕes en
tores perćes

1.1 Introduction

Soit T := (R2 r Z2)/Z2 le tore percé muni de sa structure différentielle et d’uneorientation. Le
groupeG des classes d’isotopie de difféomorphismes orientésϕ : T → T (ou groupe des classes de
difféomorphismes deT ) est identifié àG ≃ SL2(Z), donc toute classe[ϕ] ∈ G admet un couple bien
défini de valeurs propres dansC. Définissons lefibré en tores perćes

Vϕ := T × [0, 1]/ ∼

où ∼ identifie (x, 0) à (ϕ(x), 1) pour toutx de T . Alors Vϕ est une variété différentielle orientée de
dimension3, bien définie à difféomorphisme près. Le théorème d’hyperbolisation de Thurston [Ot] admet
comme cas très particulier le

Théorème 1.1.1.Si ϕ a deux valeurs propres réelles distinctes, le fibré en tores perćesVϕ admet une
métrique hyperbolique complète de volume fini.

Dans ce chapitre nous démontrerons le théorème 1.1.1 pardes méthodes élémentaires et, dans une
certaine mesure, constructives. La stratégie consiste àexhiber une triangulation totalement géodésique
DComb, canonique en un sens combinatoire, qui décomposeVϕ en tétraèdres idéaux (tétraèdres hyperbo-
liques dont les sommets sont à l’infini). Nous montrerons ensuite queDComb possède une remarquable
propriété géométrique :

Théorème 1.1.2(Akiyoshi). La triangulationDComb est ǵeoḿetriquement canonique, c’est-à-dire duale
du domaine de Ford–Voronoı̈ deVϕ.

D’un point de vue combinatoire,DComb (appelée parfois la triangulation de Floyd-Hatcher ou de
monodromie — voir [FH]) est construite en exprimant un certain conjugué de±ϕ comme un produit
de matrices de transvection positives.Étant donnée une triangulation combinatoire de cette sorte, le
problème consistant à la rendre hyperbolique se prêtegrosso modòa deux approches. La première relève
de l’analyse complexe, est explicite et “locale” : calculs de birapports, d’isométries hyperboliques parti-
culières, etc (voir par exemple [NZ]). La seconde, décrite d’abord par Rivin, Casson, et Colin de Verdière
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[R1, Col], est “globale” et relève de l’analyse réelle : pour rendre la métrique complète, on tue son holo-
nomie en maximisant le volume hyperbolique total (mais il peut y avoir des obstructions combinatoires).
Dans le cas deVϕ, la combinatoire deDComb est suffisamment simple pour nous permettre de faire in-
teragir explicitement les deux approches, débouchant surd’utiles résultats à “moyenne portée” (partie
1.8). Le principe qui sous-tend de tels résultats est que sila structure de plus grand volume n’est pas
complète, elle doit néanmoins être complète en émphlaplupart des endroits, ce qui nous autorise à faire
sur elle des raisonnements métriques pour prouver les inégalités nécessaires et lever les “obstructions
combinatoires”.

En combinant les méthodes de [ASWY1] et de [Min], profonds résultats sur la frontière de l’es-
pace des groupes quasi–fuchsiens, Akiyoshi a démontré lethéorème 1.1.2 dans [Ak]. Lackenby [L2], en
supposant l’existence de la métrique hyperbolique (donc le théorème de Thurston), a retrouvé le même
résultat par la théorie des surfaces normales. La démonstration proposée ici ne fait en revanche appel à
aucun résultat extérieur. Parmi les autres référencesétroitement liées à ce sujet, signalons le joli article
[ASWY2], qui expose et développe le travail de Jørgensen, et les exemples compilés dans [AH], [He] et
[Ko].

La réciproque du théorème 1.1.1 est vraie. Si la traceτ de l’application de monodromieϕ appartient
à{−1, 0, 1}, alors[ϕ] est d’ordre fini etVϕ est un fibré de Seifert. Siτ = ±2, alorsϕ préserve une courbe
simple ferméeγ (parallèle à un vecteur propre rationnel deϕ) dans le tore percé, etγ définit un tore (ou
une bouteille de Klein) incompressible dansVϕ. Dans chacun de ces cas on obtient une obstruction à
l’existence de la métrique hyperbolique.

Notre démonstration du théorème 1.1.1 traitera principalement du cas où les valeurs propres deϕ sont
positives. Le cas négatif n’est qu’une variante mineure (en particulier,V−ϕ peut s’obtenir en décollant
les tétraèdres métriques deVϕ et en les recollant d’une manière légèrement différente).

La partie 1.2 est standard et rappelle la classification des classes de conjugaison deSL2(Z) afin de
définir la triangulationDComb. Cette dernière est étudiée en détail dans les parties 1.3 et 1.4. On munit
DComb d’angles dièdres strictement positifs (c’est-à-dire d’une “structure hyperbolique linéaire”) à la
partie 1.5. La partie 1.6 explique quel rôle joue la maximisation du volume (elle redémontre donc dans
ce cas particulier le théorème 0.1.2), ce qui permet de traiter les cas faciles à la partie 1.7. La partie 1.8
présente le lemme géométrique essentiel pour l’assaut final, mené à bien à la partie 1.9. La partie 1.10,
logiquement indépendante du reste du chapitre, est consacrée à un exemple numérique. Un simple calcul
permet, à la partie 1.11, d’aboutir au théorème 1.1.2 : nous verrons que l’inégalité clé est de nouveau
donnée par le lemme géométrique de la partie 1.8.

1.2 Classes de conjugaison dansSL2(Z) et triangulation de Farey

Proposition 1.2.1. Soitϕ un élément deSL2(Z) qui poss̀ede deux valeurs propres distinctes dansR∗
+.

La classe de conjugaison deϕ dansSL2(Z) contient uńelément de la forme

AϕA−1 =

(
1 a1

0 1

)(
1 0
b1 1

) (
1 a2

0 1

)(
1 0
b2 1

)
. . .

(
1 an
0 1

)(
1 0
bn 1

)

où n > 0 et òu lesai, bi sont des entiers strictement positifs. De plus, le membre dedroite est unique

à permutation cyclique près des facteurs

(
1 ai
0 1

)(
1 0
bi 1

)
. Réciproquement, tout produit non vide de

tels facteurs est uńelément deSL2(Z) avec deux valeurs propres distinctes dansR∗
+.
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Nous esquissons une preuve de ce fait populaire, principalement afin d’introduire lemot cycliqueΩ
associé àϕ. Cette esquisse, ainsi que le contenu des parties 1.3 et 1.4 où nous définirons la triangulation
DComb deVϕ, rejoint l’exposition originale de Floyd et Hatcher [FH], qui étudient les surfaces normales
deDComb pour classifier les surfaces incompressibles deVϕ.

L’implication réciproque est facile à voir (vérifier simplement que la trace est strictement supérieure
à2) ; nous nous concentrons donc sur l’implication directe.

Considérons le modèle du demi-plan supérieur pour l’espace hyperboliqueH2, muni de la triangula-
tion de FareyF (le triangle idéal01∞ et toutes ses images par réflexions successives par rapportà ses
côtés). Nous identifionsPSL2(R) au groupe des isométries deH2 par l’intermédiaire de l’isomorphisme
Ψ défini par

Ψ

(
a b
c d

)
: z 7→ dz + c

bz + a
.

(Avec cette convention légèrement inhabituelle, les pentes des vecteurs propres deM sont les points fixes
deΨ(M), plutôt que leurs inverses). On sait que le groupe des isom´etries orientées deH2 qui préservent
F est alors identifié àPSL2(Z).

SoitΛ la droite hyperbolique orientée qui va du point fixe répulsif de ϕ au point fixe attractif. Alors
Λ traverse une infinité de triangles(. . . t−1, t0, t1, t2, . . . ) deF , ou “triangles de Farey”. On peut formel-
lement écrire un mot bi-infini

Ω = . . . LRRRLLR . . .

où la k-ème lettre estR (resp.L) si et seulement si la droiteΛ ressort detk par le côté situé à droite
(resp. à gauche) du côté où elle entre. On dira queΛ tourneà droite (resp.tourneà gauche) en tk. Le
mot Ω contient au moins unR et unL, parce que les extrémités deΛ sont distinctes. L’image det0 par
ϕ est un certaintm (m > 1), etΩ est périodique de périodem.

À présent, définissons les matrices de transvection standard

R :=

(
1 1
0 1

)
; L :=

(
1 0
1 1

)
.

Ces matrices définissent des transfomations paraboliquesde H2 qui fixent respectivement les points0
et∞. SoitM n’importe quel sous-mot deΩ de longueurm : nous regardonsM comme un produit de
matrices de transvection standard, et donc comme un élément deSL2(Z). En étudiant l’action deR et
deL surF , on voit alors facilement queϕ etM sont conjuguées dansPSL2(Z), et donc dansSL2(Z)
puisque toutes deux sont de trace strictement positive. L’existence des(ai, bi) est démontrée.

On vérifie l’unicité de la manière suivante : d’une part, si ϕ etϕ′ sont conjugués, il y a un élément
dePSL2(Z) (respectantF ) qui envoie l’axe deϕ sur l’axe deϕ′, doncϕ etϕ′ définissent le même mot
Ω à translation près. D’autre part, en considérant l’action deR et deL surH2, on voit qu’un produit de
matrices de transvection standard (comme dans l’énoncé de la proposition 1.2.1 définit toujours le mot
Ω = Ra1Lb1 . . . RanLbn , répété indéfiniment.

Dans le langage de la proposition 1.2.1, on peut montrer que la suite(a1, b1, . . . , an, bn) est (une
puissance de) la période de la décomposition en fraction continue de la pente du vecteur propre dilatant
deϕ. Le motΩ sera vu tantôt comme étant infini et périodique, tantôt comme étant fini et cyclique, selon
le contexte.
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1.3 La triangulation canonique

1.3.1 Échanges de diagonale

Il existe une autre interprétation bien connue de la triangulation de FareyF du plan hyperboliqueH2.
Par l’identification canoniqueH1(T,Z) ≃ Z2, oùT est le tore percé défini dans l’introduction, chaqe
nombre rationnel dans le bord̂R = R ∪ {∞} de H2 peut être vu comme unepente, c’est-à-dire une
classe d’isotopie de droites proprement plongées dansT , allant du trou au trou. L’action deSL2(Z) sur
Q̂ coı̈ncide avec l’action du groupeG des classes de difféomorphismes deT sur les pentes rationnelles.
Deux rationnels sont reliés par une arête de la triangulation de FareyF si et seulement si les courbes
correspondantes dansT sont homotopiquement disjointes. Les faces deF , qui possèdent trois arêtes,
correspondent exactement aux classes d’isotopie detriangulations id́ealesdeT : toute triangulation de
cette sorte possède un sommet (le trou deT ), trois arêtes, et deux triangles (adjacents le long de chacune
des arêtes). Lorsqu’on passe d’une face deF à une de ses voisines, exactement un sommet de Farey
est remplacé par un autre, ce qui dans les triangulations deT associées signifie qu’exactement une arête
est remplacée. On voit que la triangulation subit alors unéchange de diagonale: effacer une arêtee,
de manière à libérer un quadrilatèreQ donte était une diagonale, puis insérer dansQ l’autre diagonale
(figure 1.3.1).

FIG. 1.3.1 –À gauche : un échange de diagonale dansT (le trou deT est dans les4 coins), associé
aux triangles de Farey adjacents−1∞0 et 1∞0. À droite : interprétation de cet échange de diagonales
comme un tétraèdre idéal, dont on a ici tronqué les sommets (grisé).

1.3.2 T́etraèdres

Comme auparavant, soitϕ un élément deSL2(Z) qui admet deux valeurs propres distinctes dansR∗
+.

Dans l’esquisse de preuve de la proposition 1.2.1, nous avons introduit les triangles de Fareyt0, t1, . . .
traversés par l’axeΛ deϕ. Au vu de ce qui précède, cette suite de triangles définit un chemin en triangu-
lations du tore percéT séparées par des échanges de diagonales (sans retours enarrière), partant d’une
triangulation (associée àt0) pour parvenir à son image parϕ∗ (associée àtm).

Plus précisément, lorsque la droite orientéeΛ traverse une arêtee de la triangulation de Farey,e
reçoit naturellement une orientation transverse. Nous pouvons donc définir la triangulationsuṕerieure
(resp.inférieure) τ+(e) (resp.τ−(e)) du tore percéT comme étant celle associée au triangle de Farey
traversé juste après (resp. juste avant) l’arêtee. Un échange de diagonale sépare les triangulationsτ−(e)
et τ+(e). Un tétraèdre idéal est par définition un espace difféomorphe à un tétraèdre idéal hyperbolique
(topologiquement c’est un tétraèdre compact auquel on a ˆoté ses sommets). Nous pouvons immerger un
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tel tétraèdre∆(e) dansT × R : le bord de l’image immergée de∆(e) est constitué de deuxsurfaces
plisśees(supérieure et inférieure) homotopes à la fibreT et triangulées selonτ+(e) et τ−(e), respective-
ment (figures 1.3.1 et 1.3.2). L’immersion est un plongementsur l’intérieur de∆(e), mais deux paires
d’arêtes opposées de∆(e) subissent des identifications.

FIG. 1.3.2 – Quatre copies du tétraèdre∆(e) dans le revêtement(R2 r Z2)× R deT × R.

À présent, siΛ traverse les arêtes de Fareyei, ei+1, . . . , nous pouvons recoller la surface supérieure
du tétraèdre∆i := ∆(ei) à la surface inférieure de∆i+1 dansT×R, parce queτ+(ei) = τ−(ei+1). Nous
obtenons de la sorte un empilement bi-infini de tétraèdres(∆i)i∈Z. Pour toutN ≥ 0 l’espaceUN :=⋃N
i=−N ∆i est un rétract par déformation forte deT × R. PourN assez grand,UN est homéomorphe

à T × [0, 1] : il n’en saurait être autrement que si tous les∆i pour−N ≤ i ≤ N ont une arête en
commun ; or toute arête de tout tétraèdre∆j n’est partagée que par un nombre fini d’autres tétraèdres
∆i (consécutifs), parce que pour tout sommet de Fareyv, seules un nombre fini d’arêtes de Fareyei
bordent des triangles ayantv comme sommet (et cesei sont consécutives). Par conséquent, l’espace
U =

⋃
i∈Z ∆i est homéomorphe àT × R. Sim est la période du motΩ, il existe un homéomorphisme

orientéΦ deU , agissant par[ϕ] sur le facteurT , qui envoie∆i sur∆i+m pour touti. Le quotientU/Φ
est une variété (homéomorphe à)Vϕ, naturellement triangulée enm tétraèdres idéaux.

La figure 1.3.3 illustre aussi une façon d’interpréter lesmatrices de transvection standardR et L
directement comme des ajouts de nouveaux tétraèdres (parl’intermédiaire d’échanges de diagonale sur
les faces supérieures).

R =

(
1 1
0 1

)

L =

(
1 0
1 1

)

FIG. 1.3.3 – Ajout d’un tétraèdre, vu dans le revêtement(R2 r Z2)× R.
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1.4 Combinatoire du toreà l’infini

La variétéVϕ est naturellement homéomorphe à l’intérieur d’une variété compacte à bord, notéeVϕ
et définie comme un fibré sur le cercle dont la fibre estT − δ, où δ est un voisinage régulier du trou de
T .

Le tore à l’infini de la variétéVϕ est par définition le bord deVϕ, à savoir un tore topologique.
Les liens des sommets des tétraèdres∆i fournissent une triangulationA du tore à l’infini en un certain
nombre de triangles topologiques. Dans cette partie nous étudions la combinatoire deA.

Chaque sommet deA correspond à une arête deVϕ commune à un certain nombre de tétraèdres
consécutifs∆i. Cette arête, par sa pente dans le tore percéT , correspond à son tour à un sommet de
Farey commun à un certain nombre de triangles de Farey cons´ecutifs. L’union de tous les triangles de
Farey adjacents à un sommet donnév forme unéventail. Si v apparaı̂t comme un sommet de triangles
visités par la droiteΛ, l’une des deux choses suivantes doit se produire immédiatement après queΛ
pénètre l’éventail : ou bienΛ tourne une fois à droite, puis un certain nombre de fois (éventuellement
nul) à gauche, puis à droite pour sortir de l’éventail, oubien la même chose est vraie en échangeant les
mots droite et gauche.

Par conséquent, les sommets deA correspondent exactement aux sous-mots deΩ de la formeRL∗R
ouLR∗L (où ∗ ≥ 0). Chaque sous-mot de cette forme correspond en fait à deux sommets deA, parce
que les arêtes des tétraèdres∆i ont deux extrémités.

apex

base

ADCBA

D

C

B

A

FIG. 1.4.1 – Le lien de la pointe.

De plus, chaque tétraèdre∆i, possédant quatre sommets, verse une contribution de quatre triangles
àA. En regardant un sommet (c’est-à-dire un trou) du revêtement(R2 r Z2)×R deT ×R avec l’image
immergée de∆i, on vérifie (Figure 1.4.1) que chacun des quatre triangles possède exactement un sommet
qui n’est commun à aucun des trois autres : ce sommet s’appelle l’apexdu triangle, et le côté opposé
s’appelle labase. Les quatre bases forment une ligne brisée de quatre segments qui est un lacet faisant
le tour du trou, et les quatre apex pointent alternativementvers le haut et vers le bas dans le facteurR de
T × R. Ces chaı̂nes de quatre triangles doivent être empilées les unes sur les autres tout en respectant
la combinatoire décrite précédemment au niveau des sommets. Le résultat est montré sur la figure 1.4.2,
où le mot sous-jacentΩ est. . . R4L4R4L4 . . . (à lire de bas en haut). C’est le moment de faire quelques
remarques.

Première remarque : nous avons marquéxi, yi, zi les secteurs angulaires des triangles correspondant à∆i
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FIG. 1.4.2 – La triangulationA du tore à l’infini.

(sur la figure 1.4.2, l’indicei est remplacé par un numéro au centre du triangle, omis apr`es les4 premiers
niveaux). Chaque secteur angulaire correspond à un angle dièdre (topologique) de∆i. Deux angles
dièdres opposés sont toujours égaux dans un tétraèdrehyperbolique : c’est pourquoi trois symboles par
niveau suffisent, au lieu de six (le nombre d’arêtes d’un tétraèdre).

Deuxième remarque : sur la figure 1.4.2, l’aspect “éclaté” des sommets de la triangulation du tore à
l’infini sert à souligner la structure nivelée du dessin (un niveau par tétraèdre∆i).

Troisième remarque : montrer le théorème 1.1.1 (par la m´ethode proposée) revient à réaliser la figure
1.4.2 géométriquement dans le plan par des triangles euclidiens, de manière que les angles marqués de la
même lettre à l’intérieur d’un niveau donné soient égaux (le lemme 1.6.2 rendra cette idée plus précise).

Quatrième remarque : par convention, la paire d’arêtes opposées de∆i qui ne subit pas d’identification
est marquéezi. De façon équivalente, si un tétraèdre est vu comme un échange de diagonale,zi est la
lettre associée à l’arête qui disparaı̂t et à celle qui apparaı̂t. C’est donc l’apex qui porte la lettrezi. Les
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autres paires d’arêtes de∆i sont marquéesxi et yi de telle manière que dans chaque triangle, les lettres
x, y, z apparaissent dans le sens des aiguilles d’une montre. Par conséquent, siei est une arête de Farey
et si p (resp.q) est son extrémité droite (resp. gauche) pour l’orientation transverse, l’angle dièdre du
tétraèdre∆i à l’arête de pentep (resp.q) estxi (resp.yi).

Cinquième remarque : les tétraèdres∆i sont naturellement indexés dansZ/mZ. Les lettresR etL de
Ω habitent naturellement sur les surfaces plissées, c’est-à-dire entre les tétraèdres∆i. Dans la figure
1.4.2 et dorénavant, lei-ème niveau est coloré en gris si et seulement si les lettres juste avant et juste
après∆i sont différentes (icii = 2, 6, . . . ). De tels indicesi sont appelés indicescharnìere, parce qu’ils
se trouvent à la charnière entre deux sous-mots non videsRp et Lq. Les tétraèdres charnière (les∆i

associés) joueront un rôle important par la suite.

Sixième remarque : alors que le domaine fondamental de la figure 1.4.2 est censé avoir une longueur
horizontale de quatre triangles (voir la figure 1.4.1), on note une période horizontale de longueur2
seulement. Ce phénomène provient de l’involution “hyperelliptique” du tore percé (rotation de180◦

autour du trou, centrale dans le groupeSL2(Z) et par conséquent bien définie surVϕ). Cette particularité
simplifiera certains de nos calculs.

Septième remarque : la valence d’un sommets deA correspondant au sous-motRLnR ou LRnL de
Ω (où n ≥ 0) est2n + 4. Il en est ainsi parce qu’exactementn + 2 triangles de Farey sont adjacents
au rationnel correspondantvs ; chacun de ces triangles de Farey définit une surface triangulée (avec une
arête de pentevs), et chacune de ces surfaces définit exactement deux segments issus des dansA.

1.5 Recherche d’angles strictement positifs

Les tétraèdres∆i et∆i+1 ont en commun deux faces triangulaires dont l’union forme untore perće
plisśe Σ proprement isotope àT × {∗} dansT ×R. De plus,Σ reçoit une orientation transverse induite
par le facteurR. Supposons que tous les tétraèdres∆i soient munis d’angles dièdres. Soite une arête de
Σ : si la somme de tous les angles dièdres ene au dessusdeΣ vautπ + α, nous appelonsα l’ angle de
plissagedeΣ ene.

Dans cette partie nous trouvons des angles dièdres strictement positifs pour les tétraèdres idéaux∆i.
Plus exactement, nous décrivons l’espace convexeΠ des combinaisons d’anglesxi, yi, zi pour les∆i

telles que :





i — Pour touti dansZ/mZ on aitxi + yi + zi = π ;
ii — Les angles dièdres autour de chaque arête aient pour somme2π ;
iii — Pour touti deZ/mZ, les trois angles de plissage de la surface

plissé entre∆i et∆i+1 aient pour somme0.

(1.1)

La condition (1.1-ii) est nécessaire, bien qu’insuffisante, pour avoir une métrique hyperbolique au voisi-
nage de l’arête ; la condition (1.1-iii) est nécessaire, bien qu’insuffisante, pour que l’holonomie du lacet
autour du trou deT soit une isométrie parabolique deH3 (voir le sous–lemme 1.6.4). La condition d’ho-
lonomie “globale” (1.1-iii) restreint l’espace des solutions (ou structures d’angles), mais va rendre cet
espace un peu plus facile à décrire.

Rappelons la droite orientéeΛ qui va du point fixe répulsifq− deϕ au point fixe attractifq+ à travers
la triangulation de Farey. Si le tétraèdre∆i, correspondant à l’arête de Fareyei, réalise un échange de
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diagonale au cours duquel on supprime une arêteε′ pour la remplacer parε, nous notonszi l’angle dièdre
intérieur de∆i enε et enε′ (quatrième remarque sur la figure 1.4.2). Notons que la pente deε (resp.ε′)
est le rationnel situé à l’opposé deei dans le diagramme de Farey, du côté deq+ (resp.q−). Définissons
l’angle de plissagewi par la relation :π − wi = zi.

Ainsi, pour que (1.1-ii) et (1.1-iii) soient satisfaites, les angles de plissage du tore percé plisséΣ situé
entre∆i−1 et∆i doivent valoir

wi−1 , −wi et wi − wi−1 . (1.2)

(Notons bien les signes : par notre définition, les angles qui saillent vers le haut, comme la “nouvelle”
arête de∆i−1, sont des plissages positifs, tandis que les angles qui saillent vers le bas, comme “l’ancien-
ne” arête de∆i, sont négatifs). Nous pouvons écrire les nombres (1.2) dans les coins du triangle de Farey
correspondant (Figure 1.5.1 — haut), en distinguant les deux casL etR, et répéter l’opération pour tous
les indicesi.

−wi−wi

wi−1wi−1

wi−wi−1wi−wi−1

eiei

ei−1ei−1

L

L

LL

L

R

R R

RR
aaaa

−b−b−b−b

bbbb

−c−c−c−c c−bc−bc−bc−b
b−ab−ab−ab−a

pp

p′p′

p′′p′′

FIG. 1.5.1 – Bas :ei est l’arête horizontale et(a, b, c) = (wi−1, wi, wi+1).

En fait, les valeurswi vont aussi déterminer lesxi et lesyi. Pour voir cela, écrivons les angles de
plissage dedeuxsurfaces plissées, situées au dessuset au dessous du tétraèdre∆i. Pour plus de confort,
notons

(wi−1, wi, wi+1) =: (a, b, c).

Par la quatrième remarque sur la figure 1.4.2, la quantité2xi (resp.2yi) est la différence entre les nombres
inscrits juste au dessous et juste au dessus de l’extrémit´e droite (resp. gauche) deei dans la figure 1.5.1
(le facteur2 provient du fait que deux arêtes de∆i d’anglexi [resp.yi] sont identifiées). En calculant les
différences entre les angles de plissage donnés à la figure 1.5.1 (bas), on obtient les formules suivantes
pourxi, yi, zi (selon la nature des lettresΩ−

i et Ω+
i , égales chacune àR ou àL, rencontrées juste avant

et juste après l’indicei) :
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Ω−
i ,Ω

+
i L L R R L R R L

xi
1
2(a+ c) 1

2(−a+ 2b− c) 1
2(a+ b− c) 1

2(−a+ b+ c)

yi
1
2(−a+ 2b− c) 1

2(a+ c) 1
2 (−a+ b+ c) 1

2(a+ b− c)
zi π − b π − b π − b π − b

(1.3)

La condition (1.1-i) se vérifie immédiatement, tandis que(1.1-ii-iii) sont vraies par construction. Par
(1.3), la condition pour que tous les anglesxi, yi, zi soient strictement positifs est que :





i — Pour touti on ait0 < wi < π.
ii — Si i n’est pas charnière (deux premiers cas),2wi > wi+1 + wi−1.
iii — Si i est charnière (deux derniers cas),|wi+1 − wi−1| < wi.

(1.4)

Nous appellerons (1.4-i) la condition dedomaine, (1.4-ii) la condition deconcavit́e, et (1.4-iii) la
condition decharnìere. L’espaceP des suites(wi)i∈Z/mZ qui satisfont à (1.4), homéomorphe à l’espace
Π des solutions de (1.1), est clairement un polyèdre ouvert,convexe et d’adhérence compacte dansRm.
De plus,P est non vide : pour fabriquer une suite(wi) dansP , il suffit de poserwj = π/2 quandj est
charnière, et de remplir l’intervalle entre deux charnières consécutivesj < k au moyen d’une sous-suite
strictement concave à valeurs dans[π/2, π), par exemplewi = π/2 + (i−j)(k−i)

(k−j)2 pour j ≤ i ≤ k (dans
cette formule des indices sont bien sûr vus comme des éléments deZ). La figure 1.5.2 montre le graphe
typique d’une suite(wi) qui satisfait à toutes les conditions de (1.4). Enfin, notons que les formules
de (1.3) sont encore valables lorsqueΩ est réduit àRL ouLR (les lettresa et c sont alors deux noms
différents pour le même paramètre).

LLRRR

wi

L

π

0 iLLLRRRRLLLL

FIG. 1.5.2 – Une suite(wi)i∈Z/mZ concave par morceaux.

1.6 Volume hyperbolique

Dans la suite de ce chapitre, notre but est de trouver un point(wi) de P où les tétraèdres s’as-
semblent géométriquement de manière à définir une métrique hyperbolique complète surVϕ. Cette par-
tie est consacrée à montrer que cela revient à trouver dansP un point critique du volume hyperbolique
total, approche découverte par Rivin [R1]. Quelques faitsconcernant le volume d’un tétraèdre idéal nous
seront nécessaires.
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1.6.1 Volume d’un t́etraèdre idéal

Le volume d’un tétraèdre hyperbolique idéal d’angles dièdresx, y, z > 0 est

V(x, y, z) = −
∫ x

0
log (2 sin u) du−

∫ y

0
log (2 sin u) du−

∫ z

0
log (2 sin u) du (1.5)

(Nous renvoyons à [Mi1] pour la démonstration). Comme
∫ π
0 log (2 sin u) du = 0, l’équation (1.5) donne

aisément

Proposition 1.6.1. La fonctionV se prolonge par continuité à tous les triplets de réels positifs ou nuls
(x, y, z) tels quex+y+z = π : la valeur deV au bord de ce domaine est0. Si ddt(xt, yt, zt) = (X,Y,Z)
alors

exp

(−2d

dt
V(xt, yt, zt)

)
= sin2X xt sin

2Y yt sin
2Z zt. (1.6)

Démonstration.Immédiat. Nous appliquerons toujours cette formule sous la forme donnée ici, car c’est
pour cette forme que le membre de droite apparaı̂tra le plus simple.

1.6.2 Volume critique et holonomie triviale

Lemme 1.6.2(Rivin, Chan–Hodgson). Dans le polỳedre ouvert affineP des suites(wi) qui satisfont
(1.4), d́efinissons la fonctionnelle volumeV comme la somme des volumes hyperboliques des tétraèdres
∆i ayant pour angles dièdresxi, yi, zi, donńes par le tableau 1.3. Alors(wi) est un point critique deV
dansP si et seulement si le recollement des tétraèdres∆i définit une ḿetrique hyperbolique complète,
de volume fini, sur le fibré en tores perćesVϕ.

Démonstration.Ce lemme, devenu standard, est valable pour n’importe quelle triangulation idéale d’une
variété (voir par exemple [CH, R1]). Néanmoins, la preuve suivante est délibérément spécifique à
l’exemple considéré. Cela nous permettra d’introduire quelques objets et relations qui seront utiles par
la suite (1).

Commençons par supposer que(wi) est un point critique. SoitB le tore à l’infini deVϕ auquel on a
ôté les sommets de la triangulationA. Si σ est l’involution hyperelliptique deVϕ (agissant comme une
translation horizontale surB), définissonsB′ := B/σ etA′ := A/σ. Soientt0 un triangle deA′, ǫ0 un
côté orienté det0 et p0 un point intérieur det0. Le groupe des similitudes orientées du plan euclidienC
estC∗ ⋉ C.

Définition 1.6.3. Étant donné(wi) dansP , la fonction d’holonomieest la représentation

ρ : π1(B
′, p0)→ C∗ ⋉ C

définie comme suit.́Etant donné un élémentα de π1(B
′, p0), regardonsα comme une suite cyclique

de trianglest0, t1, . . . , ts = t0 deA′, tels que deuxti consécutifs partagent toujours une arête. Alors,
dessinons une copie orientéeτ0 det0 dans le planC, avec les angles définis par(wi), en faisant coı̈ncider
l’image de l’arête orientéeǫ0 avec]0, 1[. Dessinons une copieτ1 de t1, adjacente (le long d’un côté) à

1Réciproquement, l’idée principale de la preuve présentée ici — associer explicitement à chaque arête deVϕ une
déformation des angles dièdres — peut s’étendre pour montrer le théorème de Rivin dans toute sa généralité.
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τ0, également avec les angles définis par(wi). Puis dessinons une copieτ2 de t2 adjacente àτ1, et ainsi
de suite. Par définition,ρ(α) est la similitude orientée qui envoie la copie de l’arête orientéeǫ0 dansτ0
sur la copie deǫ0 dansτs. La fonction d’holonomie ŕeduiteψ : π1(B

′, p0) → C∗ est définie comme la
projection deρ sur le premier facteur.

C’est un simple exercice de vérifier queρ est bien définie, et constitue une représentation (la règle de
concaténation est queαβ dénote le lacetα suivi du lacetβ). Notons queψ, dont l’image est commutative,
induit une représentationψ : H1(B

′,Z)→ C∗.

Sous-lemme 1.6.4.Soitα unélément deH1(B
′,Z) représent́e par un lacet autour d’un sommet de degré

4 deA′, et soitβ un élément repŕesent́e par une courbe qui suit un niveau “gris” (charnière) dansA′

(figure 1.6.1). Si(wi) est critique pour la fonctionnelle volumeV, alorsψ(α) = ψ(β) = 1.

y2

y1

β

R

R

R

L

y2

x2

x1

z1

y1
z0

x1

z1 y0

α

y1
z2

x0

x1

y0

z0

x0

z1 x1

z1
y1z2

x2

FIG. 1.6.1 – Courbes dans la triangulation de pointe.À chaque courbeα, β est associé un calcul d’holo-
nomie.

Démonstration.On sait déjà queψ(α), ψ(β) appartiennent àR∗
+, à cause des conditions d’angle (1.1)

qui définissentP et imposent le parallélisme (orienté). Il reste à montrer que|ψ(α)| = |ψ(β)| = 1.
En un point critique, la dérivée partielle deV par rapport à n’importe quelle variablewi doit être

nulle. Entre deux lettres identiques (et à l’entour), par exempleR et R, d’après le tableau (1.3), les
angles doivent revêtir la forme

Ω R R

i 0 1 2

wi a b c

xi
1
2(ξ − b) 1

2(−a+ 2b− c) 1
2(−b+ ξ′)

yi
1
2(η + b) 1

2 (a+ c) 1
2(b+ η′)

zi π − a π − b π − c

(l’expression exacte deξ, ξ′, η, η′ dépend des lettres situées avant et aprèsRR, mais seule la contribution
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deb nous intéresse ici). En vertu de la proposition 1.6.1, la criticalité deV implique

1 = exp
−2∂V
∂b

=
sin y0 sin2 x1 sin y2

sinx0 sin2 z1 sinx2
.

Comme les longueurs des côtés d’un triangle sont proportionnelles aux sinus des angles opposés, on en
déduit que les longueurs des côtés dans la figure 1.6.1 (àgauche) autour du sommet central s’assemblent
correctement. Donc|ψ(α)| = 1. Le cas d’un sous-motLL est traité de la même manière, ce qui nous
débarrasse detousles sommets de degré4 de la triangulationA′.

Au voisinage d’une charnière entre deux lettres différentes, par exempleL suivi deR, les angles
revêtent la forme

Ω L R

i 0 1 2

wi a b c

xi
1
2(ξ + b) 1

2(a+ b− c) 1
2 (−b+ ξ′)

yi
1
2(η − b) 1

2 (−a+ b+ c) 1
2 (b+ η′)

zi π − a π − b π − c

Cette fois, la criticalité donne

1 = exp
−2∂V
∂b

=
sinx0 sin y1 sinx1 sin y2

sin y0 sin2 z1 sinx2
.

Comme on le voit sur la figure 1.6.1 (à droite) et par le même argument trigonométrique, cela signifie
que le premier et le dernier côté traversés parβ ont la même longueur. Doncψ(β) = 1. (Si Ω est réduit
àLR, le calcul est formellement le même, en identifiant les indices0 et2). Le cas d’un sous-motRL est
semblable. Le sous-lemme 1.6.4 est démontré.

Soit à présentα un élément deπ1(B
′, p0) qui est conjugué à un lacet simple autour d’un sommet de

degré4 deA′. Par le sous-lemme 1.6.4 (et un facile argument de conjugaison), ρ(α) est une translation.
De plus,ρ(α) fixe le sommet dontα fait le tour, doncρ(α) = 1, l’identité du plan euclidien.

Sous-lemme 1.6.5.SoitU le quotient du torèa l’infini de Vϕ par l’involution hyperelliptique, de sorte
queB′ ⊂ U . Supposons que(wi) est un point critique deV. Alors la repŕesentationρ : π1(B

′, p0) →
C∗ ⋉ C descend̀a une repŕesentationρU : π1(U, p0) → C∗ ⋉ C dont la premìere projectionψU :
π1(U, p0)→ C∗ est triviale.

Démonstration.Pour voir queρU est bien définie, il suffit de vérifier que, siγ est (conjugué à) un lacet
qui fait le tour d’un sommetv deA′, alorsρ(γ) = 1. Si v a pour degré4, c’est déjà fait. Sinon, par
l’argument qui précède le sous-lemme 1.6.5, il suffit de montrer queψ([γ]) = 1, où [γ] est la classe
d’homologie deγ. Mais dansH1(B

′,Z), l’élément[γ] est une somme de lacets autour de sommets de
degré4 et de courbes qui suivent les niveaux-charnière “gris” (voir la figure 1.6.2 : les arêtes verticales
deB′ des deux côtés de l’image sont identifiées, et les courbesqui traversent ces arêtes subissent une
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γ

FIG. 1.6.2 – Un sommet de degré élevé dans la triangulation depointe.

opération de “dessoudage-ressoudage” pour donnerγ). Donc par le sous-lemme 1.6.4,ψ([γ]) = 1 : par
conséquentρU est bien défini. De plus, siβ est une courbe qui suit un niveau “gris” (charnière), le sous-
lemme 1.6.4 dit queρU (β) = ρ(β) est unetranslationeuclidienne (différente de l’identité). La valeur
prise parρU en un autre générateur deπ1(U) (qui est commutatif) doit commuter avecρU (β), et donc
être une translation elle aussi. On en déduit que l’image deρU est contenue dans{1}⋉ C etψU = 1 : le
sous-lemme 1.6.5 est démontré.

Si l’on confère une longueur de1, par exemple, à l’arêteǫ0 deA′, un point critique(wi) de la
fonctionnelle volume permet ainsi de définir les longueursde toutes les autres arêtes deA′ d’une manière
cohérente. On obtient une métrique euclidienne complète g sur U . Un revêtement universel̃U de U
se plonge donc dansC (ce plongement, appelé l’application développante de lastructure localement
euclidienne, est bien injectif puisque lag̃-géodésique reliant deux points distincts deŨ est envoyée sur
un segment deC) ; il y a donc une isométriẽU ≃ C. La métriqueg se relève deU au tore à l’infini de
Vϕ et à sa triangulationA, ce qui fournit une réalisation géométrique deA, et de la figure 1.4.2, dans
C (pavage euclidien). Au dessus de chaque triangle du revêtement universel deA on peut construire un
tétraèdre idéal avec un sommet à l’infini : le tétraèdre est l’enveloppe convexe hyperbolique du point∞
et des sommets du triangle. Notons que ces tétraèdres remplissentH3 entièrement à partir d’une certaine
hauteur.

Pour s’assurer que la métrique obtenue par recollement surl’union V = Vϕ de tous les tétraèdres
idéaux est bien complète, on suppose qu’une géodésiqueγ(t) dansV part à l’infini en tempsT <∞. Si
K ⊂ V est compact, c’est-à-dire possède une intersection compacte avec chaque tétraèdre∆i, alorsγ
finit par quitterK (sinon, lesγ(T − 1/n) s’accumuleraient en un certain pointp d’un certain tétraèdre,
mais il y a une petite boule hyperbolique plongée dansV de centrep : absurde). Donc pourt assez proche
deT , il existe un relevé deγ(t) à une hauteur euclidienne arbitrairement grande au dessusde la trian-
gulationA (plongée dansC dans le modèle du demi espace supérieur). Mais aux hauteurs suffisamment
grandes, les tétraèdres au dessus deA remplissentH3 complètement, donc les géodésiques sont définies
pour des temps longs (par exemple des temps plus grands que1) : contradiction. L’implication directe du
lemme 1.6.2 est montrée.
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Pour l’implication réciproqe, il suffit de montrer que si lerecollement des tétraèdres définit une
métrique hyperbolique complète, alors le recollement deleurs liens sommitaux (triangles euclidiens) est
une réalisation géométrique deA, c’est-à-dire de la figure 1.4.2 (vérifier∂V/∂wi = 0 revient alors à
répéter les deux calculs du sous-lemme 1.6.4, en distinguant selon quei est un indice charnière ou non).
Or c’est bien le cas : étant donnée une métrique hyperbolique complète, considérons un revêtement uni-
versel trianguléH3 → Vϕ et envoyons un relevé de la pointe en l’infini, dans le modèle du demi-espace
supérieur. C’est une propriété classique que les transformations deH3 qui commutent avec l’application
de revêtement et laissent fixe le point∞ sont toutes paraboliques, de sorte que le lien de l’infini admet
deux périodes de translation et constitue une réalisation euclidienne deA (et de la figure 1.4.2).

1.6.3 Comportement de la fonctionnelle volume

Par suite du lemme 1.6.2, pour montrer le théorème 1.1.1 ilsuffit de trouver un point critique de
la fonctionnelle volumeV dans le polyèdre ouvertP des suites cycliques(wi)i∈Z/mZ qui satisfont aux
conditions (1.4). Nous allons faire appel à quelques faitssupplémentaires concernant le volume d’un
tétraèdre idéal.

Par la proposition 1.6.1, la fonctionnelle volumeV s’étend continûment à l’adhérence (compacte)
P du polyèdreP (l’espaceP est défini en remplaçant les conditions (1.4) par des inégalités larges, ou
encore en prenant les limites dansRm de suites deP ). Par conséquent,V admet des extrema bien définis
surP , qui sont automatiquement critiques pour peu qu’ils appartiennent àP . À cause de la proposition
suivante, tout point critique doit être un maximum absolu.

Proposition 1.6.6. Le volume d’un t́etraèdre id́eal est une fonction concave de ses angles dièdres. La
concavit́e est stricte sur l’espace des tétraèdres d’angles strictement positifs.

Démonstration.Cela découle de la proposition 1.6.1, dont nous employons `a nouveau les notations :
xt, yt, zt sont les angles dièdres ; supposons quext, yt, zt > 0 sont des fonctions affines det de co-
efficients dominantsX,Y,Z non tous nuls. La proposition 1.6.1 implique−dV/dt = X log sinxt +
Y log sin yt + Z log sin zt, et en dérivant cela :

−d2V/dt2|t=0 = X2 cot x0 + Y 2 cot y0 + Z2 cot z0

= X2 cot x0 + Y 2 cot y0 + (X + Y )2
1− cot x0 cot y0

cot x0 + cot y0

=
(X + Y )2 + (X cot x0 − Y cot y0)

2

cot x0 + cot y0
=: D.

On aD > 0 parce quecot x0 + cot y0 = sin z0
sinx0 sin y0

> 0 (noter que l’annulation du numérateur deD
entraı̂neraitcot x0 + cot y0 = 0, d’où z0 = 0). Le prolongement par continuité deV est concave aussi,
mais au sens large seulement.

Par conséquent, la fonctionnelle volumeV est également concave surP et le théorème 1.1.1 sera vrai
si le maximum deV est intérieur. Analysons donc le comportement deV près du bord deP .

Proposition 1.6.7. (Dégénérescence simple).Si (Qt)t≥0 est une famille diff́erentiable de t́etraèdres
idéaux d’anglesxt, yt, zt tels quex0, y0 ∈ (0, π) ; z0 = 0 et dzt

dt |t=0
> 0, alors dV

dt |t=0
= +∞.
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Démonstration.Il suffit de vérifier que le membre de droite de (1.6) tend vers0 quandt tend vers0.
Nous appelons cette situation unedéǵeńerescence simpleparce que le triangle “limite” n’a qu’un seul
angle nulz0 (deux de ses sommets sont donc confondus).

Proposition 1.6.8. (Dégénérescence double).Si (Qt)t≥0 est une famille diff́erentiable de t́etraèdres
idéaux qui satisfont(x0, y0, z0) = (0, 0, π) et d

dt |t=0
(xt, yt, zt) = (1 + λ, 1 − λ,−2) où λ ∈] − 1, 1[,

alors exp −dV
dt |t=0

= 1−λ2

4

(
1+λ
1−λ

)λ
.

Démonstration.Quandt tend vers0, on asinxt ∼ (1 + λ)t et sin yt ∼ (1 − λ)t alors quesin zt ∼ 2t.
Le membre de droite de (1.6) est donc équivalent à

[(1 + λ)t]1+λ[(1 − λ)t]1−λ(2t)−2 =
1− λ2

4

(
1 + λ

1− λ

)λ
.

Nous appelons cette situation unedéǵeńerescence doubleparce que le triangle limite a deux angles nuls
(ses sommets sont distincts, mais alignés).

1.7 Quelques d́eǵenérescences qui n’ont certainement pas lieu

Dorénavant, nous fixons(wi)i∈Z/mZ dans le polyèdre compactP à la valeur qui maximise le volume
hyperbolique total de tous les tétraèdres. Pour montrer que (wi) est critique pour le volumeV, il suffit
de s’assurer que(wi) appartient à l’intérieurP deP , c’est-à-dire que tous lesxi, yi, zi appartiennent à
l’intervalle ]0, π[.

Proposition 1.7.1.Si pour quelque indicei, l’un des nombresxi, yi, zi est nul, alors deux de ces nombres
sont nuls et le troisìeme vautπ. En d’autres termes, il n’y a pas de déǵeńerescences simples, seulement
des d́eǵeńerescences doubles.

Démonstration.S’il en est autrement, considérons un segment affine allantde (wi) à n’importe quel
point intérieur deP . Par la proposition 1.6.7, la dérivée partielle deV en(wi) le long de ce segment est
+∞, doncV ne pouvait pas être maximal en(wi).

Un tétraèdre∆i tel que(xi, yi, zi) possède un, et donc deux termes nuls, est ditaplati ; un tétraèdre aplati
est caractérisé par le fait quewi vaut soit0 soitπ.

Proposition 1.7.2. (Effet domino).Si deux t́etraèdres conśecutifs∆i−1,∆i sont aplatis, alors∆i+1 et
∆i−2 sont aplatis eux aussi.

Démonstration.Nous nous préoccupons seulement de∆i+1, et utilisons uniquement le tableau (1.3) et
sa conséquence (1.4). Il y a plusieurs cas à considérer :

– Si i n’est pas une charnière, l’aplatissement de∆i impliquewi−1 +wi+1 ∈ {0, 2π}. Par la condi-
tion de domaine0 ≤ w ≤ π, cela entraı̂newi+1 ∈ {0, π}, donc∆i+1 est aplati.

– Si i est un indice charnière etwi = π, on doit avoir|wi−1 − wi+1| = π, donc par la condition de
domaine,wi+1 vaut0 ouπ, et∆i+1 est aplati.

– Si i est un indice charnière etwi = 0, on doit avoir|wi+1 − wi−1| ≤ 0 doncwi+1 = wi−1 : mais
∆i−1 est aplati par hypothèse, donc∆i+1 l’est aussi. Notons que l’hypothèse d’aplatissement de
∆i−1 n’est utilisée que dans ce cas.
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Proposition 1.7.3. Si∆i est aplati, alorsi est un indice charnière etwi = 0.

Démonstration.Dans tous les autres cas, la démonstration de la proposition 1.7.2 oblige∆i+1 à être
aplati, ce qui déclenche l’effet domino : tous les∆j sont aplatis, et le volume vaut0 — qui n’est certai-
nement pas le maximum.

Fait élémentaire 1.7.4.SiABC est un triangle euclidien d’angles strictement positifs dont les côtés ont
pour longueursa, b, c, alors

a = b ⇐⇒ Â = B̂ ⇐⇒ sin Â = sin B̂

a < b ⇐⇒ Â < B̂ ⇐⇒ sin Â < sin B̂ .

Le volumeV est toujours supposé maximal, et nous supposons que certains tétraèdres∆i sont aplatis,
c’est-à-dire que certains paramètres charnièrewi sont nuls. Les endroits où un paramètrewi s’annule
seront signalés par une barre verticale :. . . LL|RR . . . Par la proposition 1.7.2, deux barres verticales
consécutives sont toujours séparées par au moins deux lettres.

Les motifsRL|RL etLR|LR n’ont jamais lieu, parce qu’il suffirait de porter lewi incriminé àε > 0
pour faire augmenter le volume (notons quewi−1 = wi+1 =: A par la condition de charnière 1.4-iii) :

Ω L R | L R

wi u A 0 + ε A v

xi . 1
2(u+A− ε) 1

2ε
1
2(ε+A− v) .

yi . 1
2(−u+A+ ε) 1

2ε
1
2(−ε+A+ v) .

zi . π −A π − ε π −A .

entraı̂ne

exp
−2∂V
∂ε |ε=0

=
1

4
· sin(A− u)
sin(A+ u)

sin(A− v)
sin(A+ v)

< 1 ,

où l’on a utilisé le fait élémentaire 1.7.4, la proposition 1.6.1 et la proposition 1.6.8 (avecλ = 0).
Toute barre verticale est donc adjacente à au moins deux lettres consécutives identiques (d’un côté

de la barre au moins). Toutefois, les motifsR|LL|R etL|RR|L ne peuvent pas non plus apparaı̂tre, par
la proposition 1.7.3, puisque le tétraèdre central (non charnière) aurait alors un angle nul (a + c = 0 en
utilisant la notation du tableau 1.3).

1.8 Un lemme ǵeométrique

Définition 1.8.1. Dans le revêtement universel de la triangulationA du tore à l’infini deVϕ (figure 1.4.2),
un éventaildésigne une suite d’au moins trois niveaux consécutifs, tels que le premier et le dernier niveau
sont grisés (charnière) et tous les niveaux intermédiaires sont blancs. Les éventails sont en bijection avec
les sous-mots deΩ de la formeRLkR ouLRkL tels quek ≥ 2 (voir les remarques au sujet de la figure
1.4.2 à la partie 1.4).

Lemme 1.8.2. Supposonsw0 = 0, de sorte queΩ contient un sous-motL|RkL aveck ≥ 2, ou bien
L|Rk|L aveck ≥ 3 (dans ce dernier cas, la seconde barre verticale indique quewk s’annule au m̂eme
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titre quew0). L’éventail correspondant admet une structure euclidienne compl̀eteà bord (avec les angles
prescrits par leswi). De plus, soientQ,F,G les longueurs des segments de la ligne brisée correspondant
à la premìere lettreR, dans l’ordre indiqúe sur la figure 1.8.1 (F,G sont les ĉotés adjacents̀a l’apex dans
un triangle aplati [charnìere] pointant vers le haut, au sens de la figure 1.4.1 page 6). AlorsQ < F +G.

u′1

u′2u2

u′k−2

u′
−1

F

uk+1

u−1

uk

u1Q

u′k−1

u′0

G

uk−1

uk−2

−1

1

0

u′k

u0
D′

FIG. 1.8.1 – Cette situation, oùQ ≥ F +G, est impossible.

Démonstration.Commençons par restreindre notre attention au casL|RkL, k ≥ 2. Les sommets
intérieurs de l’éventail (topologique) correspondent aux indices i situés entre deuxR, c’est-à-dire
1 ≤ i ≤ k − 1, au sens où l’holonomie autour dui-ème sommetui (figure 1.8.1) est contrôlée par
∂V/∂wi (sous-lemme 1.6.4). Quand2 ≤ i ≤ k − 1, aucun des triangles adjacents àui n’est aplati,
doncwi peut varier dans un petit intervalle sans faire sortir lem-upletw du domaineP ; par conséquent,
la valeur dewi dans cet intervalle est critique, ce qui par le calcul du sous-lemme 1.6.4 entraı̂ne que
l’holonomie autour du sommet associéui est triviale. Pouri = 1, le sommet correspondantu1 est adja-
cent à un angle platz0 = π (figure 1.8.1) donc son holonomie n’est pas imposée par leswi (quand un
triangle possède un angleπ, les deux autres angles sont toujours0 tandis que les côtés adjacents peuvent
valoir n’importe quoi). Le cas deL|Rk|L est semblable : aux indice2 ≤ i ≤ k − 2 le sous-lemme 1.6.4
s’applique, tandis qu’eni = 1 et eni = k − 1 l’holonomie n’est pas imposée par leswi. (Nous cessons
maintenant de distinguer les casL|RkL etL|Rk|L).

Par conséquent nous pouvons immerger l’éventail dansC sous forme d’une chaı̂ne infinie de poly-
gones triangulés. Nous plaçons deuxnœudsconsécutifs aux points−1 et1 (unnœudest par définition un
relevé du sommet deA de degré2k+4 associé au sous-motLRkL). Nous notons encoreui ∈ C l’affixe
du relevé deui situé entre les nœuds−1 et1 (l’indice i varie en fait de−1 àk + 1 ; voir la figure 1.8.1).
Nous disposons la figure de sorte queIm(u0) < 0 etu1 appartienne au segment ouvert]u0, 1[. La condi-
tion (1.1-iii) entraı̂ne que l’image du plongement de l’éventail dansC est invariante par une translation
horizontale de longueur2. En particulier, bien qu’ôter un nœud (comme−1 ou1) disconnecte l’éventail,
le lien géométrique de chaque nœud est complètement déterminé. Pour prouver l’inégalité du lemme, il
suffit de montrer queRe(u0) < 0. Supposons doncRe(u0) ≥ 0.
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La propriété de similitude des triangles de sommets1, ui, ui+1 et−1, ui, ui−1 est exprimée par la
relation ui+1−1

ui−1 = ui−1+1
ui+1 , d’où par récurrence

(ui+1 − 1)(ui + 1) = (ui − 1)(ui−1 + 1) = · · · = (u1 − 1)(u0 + 1) =: K .

Commeu1 appartient au segment]1, u0[, le nombreu1 − 1 est un multiple positif (réel) du nombre
u0 − 1, doncK est un multiple positif deu2

0 − 1, ce qui entraı̂neIm(K) ≤ 0. SoitD la droite passant
par0 et par les points±

√
K : ou bienD est verticale, ou bienD visite les quadrants supérieur gauche et

inférieur droit (ouverts). SoitD′ la parallèle àD passant par1, et définissonsu′i := 2 + ui pour touti.
Par définition deK, les demi-droites[1, ui+1) et [1, u′i) sont symétriques par rapport àD′. De plus, les
demi-droites passant paru0, u1, . . . , uk, uk+1, u

′
k, u

′
k−1, . . . , u

′
0, u

′
−1, u0 et issues de1 (dans cet ordre

cyclique) subdivisentC en des secteurs angulaires de somme2π qui réalisent le lien géométrique d’un
nœud de l’éventail, tel qu’il est spécifié par les anglesxi, yi, zi ≥ 0. Enfin, comme tous ces angles sont
positifs ou nuls, la symétrie axiale du lien par rapport àD′ entraı̂ne que pour tout−1 ≤ i ≤ k, le point
u′i (resp.ui+1) est à droite (resp. à gauche) deD′.

Rappelons queIm(u0) < 0. SupposonsIm(ui) < 0 pour quelque0 ≤ i ≤ k. Alors Im(u′i) < 0. Vu
la direction deD′ et la symétrie par rapport àD′, cela entraı̂neIm(ui+1) < 0. Par récurrence immédiate,

le secteur angulairêuk+11u
′
k (juste au dessus de1) est plus grand queπ. Mais c’est un angle du lien du

nœud1 (à savoir,zk+1). Absurde.

Bien entendu, un énoncé semblable au lemme 1.8.2 est valable pour les sous-mots de la forme
LRk|L, et aussi pourR|LkR , R|Lk|R , RLk|R.

1.9 Il n’y a pas de d́eǵenérescences

Proposition 1.9.1. Les angles des tétraèdres∆i sont tous strictement positifs.

Fait élémentaire 1.9.2.SiU etV sont des constantes strictement positives, la fonction définie sur]−1, 1[

par f(λ) := 1−λ2

4 U(1+λ
1−λV )λ prend quelque part la valeur U

(1+V )(1+V −1) . C’est en fait le minimum

absolu : en effet,(log f)′(λ) = log[1+λ1−λV ], doncf est minimale quand le crochet vaut1, d’où le résultat
par un calcul direct.

Nous sommes enfin en mesure de montrer que la configuration. . . RR|L . . . (et de même
. . . LL|R . . . ) n’a jamais lieu, ce qui entraı̂nera la proposition 1.9.1 lethéorème 1.1.1. La stratégie
consiste à supposer queRR|L se produit, c’est-à-dire quewj = 0 pour un certainj (pour plus de confort
nous supposeronsj = 2). Puis, on remplacew2 par ε et w1 parw1 + λε, pour unλ judicieusement
choisi. Alors le volumeV augmente. (La valeur deλ, qu’il est inutile de calculer explicitement, maximi-
sera∂V/∂ε, et e−2∂V/∂ε sera la valeur def mentionnée au fait élémentaire 1.9.2. Nous préciserons en
temps utile ce que sont les paramètresU, V ). Les calculs de volume découlent de la proposition 1.6.8 (en
l’indice i = 2) et de la proposition 1.6.1 (autres indices).

1.9.1 Cas 1 :RR|LR

D’après le tableau (1.3), les angles sont comme suit (pour gagner un peu de place, nous tabulons
2xi, 2yi, 2zi au lieu dexi, yi, zi). Noter la relationw1 = w3 =: A, une conséquence de la relation de
charnière (1.4-iii).
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Ω R R | L R

i 0 1 2 3 4

wi u A+ λε 0 + ε A v

2xi ξ −A− λε −u+ 2A+ 2λε− ε (1− λ)ε ε+A− v .

2yi η +A+ λε u+ ε (1 + λ)ε −ε+A+ v .

2zi 2π − 2u 2π − 2A− 2λε 2π − 2ε 2π − 2A .

On au = w0 > 0 parce queL|RR|LR est exclu (par la discussion qui suit le fait élémentaire 1.7.4).
Donc∆0 n’est pas aplati : si−1 < λ < 1, alorsε peut prendre de petites valeurs positives sans rendre
négatif aucun desxi, yi, zi. Avec le bon choix deλ, on en déduit

exp
−2∂V
∂ε |ε=0

=
1− λ2

4

U︷ ︸︸ ︷
sin(A− v)
sin(A+ v)︸ ︷︷ ︸

≤1

sin y1

sinx1︸ ︷︷ ︸
Q/F




1 + λ

1− λ
sin y0 sin2 x1

sinx0 sin2 z1︸ ︷︷ ︸
F/G=:V




λ

≤ Q/F

(1 + F/G)(1 +G/F )
=

1

1 + F/G

Q

F +G
< 1

par le lemme 1.8.2 (voir la figure 1.9.1, à gauche — à nouveau, la relation de proportionnalité entre les
côtés et les sinus dans un triangle euclidien a été mise `a profit pour calculerQ/F et F/G). Si Ω est
réduit àRR|L, les colonnes0 et 3 du tableau ci-dessus coı̈ncident, mais les termes perturbatifs en ε
s’additionnent et le calcul est le même.

Cas 2
Cas 1

0

x1y1

L

R

R

z3

L
π

Q

x1

x1
z1

y1G

z1

π0

F

y0

z0 x0
x1

Q

R

R

F ′

L

y4

x4

x3

y3 x3

y1

Q′

G′

0

y1

z1

π0

z3

y3

0

0

z1

F

G

y0

x0z0

z4

FIG. 1.9.1 – Le calcul final. On a dessiné et légendé la triangulation de pointe près d’une charnière.

20



1.9.2 Cas 2 :RR|LL

Les angles sont comme suit.

Ω R R | L L

i 0 1 2 3 4

wi u A+ λε 0 + ε A v

2xi ξ −A− λε −u+ 2A+ 2λε− ε (1− λ)ε ε+ v A+ ξ′

2yi η +A+ λε u+ ε (1 + λ)ε −ε+ 2A− v −A+ η′

2zi 2π − 2u 2π − 2A− 2λε 2π − 2ε 2π − 2A 2π − 2v

Considérons d’abord la valeur deA. Comme il n’y a pas de barre verticale juste avant ni juste après
RR|LL (en effetRR|LL|R est impossible par la discussion qui suit le fait élémentaire 1.7.4), les
tétraèdres∆0,∆1,∆3,∆4 n’ont que des angles strictement positifs. Donc le paramètreA, qui n’a d’in-
fluence sur les angles d’aucun autre tétraèdre, peut varier librement dans un petit intervalle quandε = 0.
DoncA est critique :

1 = exp
−2∂V
∂A |ε=0

=
sin y0 sin2 x1

sinx0 sin2 z1︸ ︷︷ ︸
F/G

sin2 y3 sinx4

sin2 z3 sin y4︸ ︷︷ ︸
F ′/G′

d’où F/G = G′/F ′. Par conséquent, avec le bon choix deλ,

exp
−2∂V
∂ε |ε=0

=
1− λ2

4

U︷ ︸︸ ︷
sin y1

sinx1︸ ︷︷ ︸
Q/F

sinx3

sin y3︸ ︷︷ ︸
Q′/F ′




1 + λ

1− λ
sin y0 sin2 x1

sinx0 sin2 z1︸ ︷︷ ︸
F/G=G′/F ′=:V




λ

=
Q/F · Q′/F ′

(1 +G/F )(1 +G′/F ′)
=

Q

F +G

Q′

F ′ +G′ < 1

par le lemme 1.8.2 (figure 1.9.1, à droite). SiΩ est réduit àRR|LL, les colonnes0 et 4 du tableau
ci-dessus coı̈ncident, mais les termes perturbatifs s’additionnent et le calcul est le même.

Deux remarques pour conclure. Premièrement, quitte à remplacer la monodromieϕ parϕ2 (ce qui
double la périodem deΩ), on peut toujours supposer queΩ possède au moins6 lettres : ainsi, toutes
les colonnes des tableaux ci-dessus sont bien distinctes, et pour retrouver la variété d’origineVϕ on
se contente de quotienter par la symétrie additionnelle (que le maximum volumique(wi)i∈Z/mZ doit
respecter, par concavité de la fonctionnelle volumeV). Que l’on compare cela à la remarque qui clôt
la partie 1.5. Deuxièmement, le choix deλ ∈] − 1, 1[, qui peut sembler “magique” à première vue, est
essentiellement notre seul degré de liberté dans les parties 1.9.1–1.9.2 : le volume est déjà critique par
rapport à la plupart des paramètres (y comprisA, la valeur commune dew1 et w3) ; par conséquent,
seules les déformations surw1, w2, w3 sont susceptibles de changer le volume au premier ordre, et si
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l’on suppose∂w2
∂ε = 1, alors seule compte la valeur de la différence∂w1

∂ε − ∂w3
∂ε ∈ ]− 1, 1[.

Le théorème 1.1.1 est démontré.

1.10 Exemple nuḿerique : RNLM

Dans cette partie nous fixons deux entiers suffisamment grands N et M et étudions comment se
comportent les angles pourΩ = RNLM : aux indices charnière, les angles qui par les calculs précédents
doivent être positifs s’avéreront très petits. Nous allons directement construire une réalisation euclidienne
de la figure 1.4.2, automatiquement unique à similitude pr`es. CommeN etM sont grands, il existe de
petits nombres complexesa, a′, b, b′ tels que

{
sin a = i tan b cos b′

sin a′ = −i tan b′ cos b où

{
b = (π − 2a)/N
b′ = (π − 2a′)/M .

(1.7)

Une façon de calculera, a′ consiste à posera0 = a′0 = 0 et à définir par récurrenceas+1 =

arcsin(i tan π−2as

N cos π−2a′s
M ), et une expression analogue (au signe près) poura′s+1. Les suitesas, a′s

convergent à une vitesse exponentielle versa, a′. Les constantesa, a′ deviennent arbitrairement pe-
tites quandN,M sont assez grands, d’oùb ∼ π/N , b′ ∼ π/M et, par insertion dans (1.7),
a ∼ iπ/N , a′ ∼ −iπ/M . En utilisant le symbole de LandauO(A,B) au sens deO(max{A,B}),
cela entraı̂ne

b = π
N − 2iπ

N2 +O( 1
N3 ,

1
M3 )

b′ = π
M + 2iπ

M2 +O( 1
N3 ,

1
M3 )

a = iπ
N + 2π

N2 +O( 1
N3 ,

1
M3 )

a′ = −iπ
M + 2π

M2 +O( 1
N3 ,

1
M3 ) .

(1.8)

(En faita, a′, b, b′ sont des fonctions analytiques de1N ,
1
M , par le théorème des fonctions implicites).

Proposition 1.10.1.L’ éventail associé àRN peutêtre plonǵe dansC avec pour nœuds les points d’af-
fixes± cot b et pour sommets interḿediaires les pointscot(a + sb) où −1 ≤ s ≤ N + 1 ; de m̂eme,
l’ éventail associé à LM se plonge dansC avec pour nœuds± cot b′ et pour sommets interḿediaires
cot(a′ + sb′) où−1 ≤ s ≤M + 1 (voir la figure 1.10.1).

Démonstration.Il y a plusieurs choses à vérifier. D’abord, la similitude des paires de triangles au sein
de chaque éventail découle de l’égalité de rapports complexes suivante :

cot(As + b)− cot b

cot(As + b)− cotAs
=

cot(As − b) + cot b

cot(As − b)− cotAs
=

sin2As

sin2 b
(1.9)

oùAs = a+ sb pour tout0 ≤ s ≤ N , et une relation semblable concernanta′, b′.
Ensuite, si l’on supprime deux des quatre triangles liminaires (gris), chaque éventail devient un pa-

rallélogramme. Cela découle decot(a+Nb) = cot(π−a) = − cot a, et de même poura′. En particulier,
chaque éventail admet un centre de symétrie.

De plus, ces deux parallélogrammes sont superposables. Pour le voir, notonsα,α′, β, β′ les cotan-
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− cot b′

cotAN

cot b

cotA′
1

− cot b

cotA−1

As := a+ sb

cotA′
M−1

cotA′
2

cotA′
M+1

cotAN−1

A′

s := a′ + sb′

cotA′
0

cotA1

cotA2

cotAN+1

cot b′

cotA′
−1

cotA′
M

cotA0

FIG. 1.10.1 – Deux éventails métriques.

gentes carŕeesdea, a′, b, b′. En élevant (1.7) à la puissance−2, on obtient

{
1 + α = −β(1 + β′−1)
1 + α′ = −β′(1 + β−1)

d’où
α

α′ =
β + β/β′ + 1

β′ + β′/β + 1
=
β

β′

ce qui entraı̂necot acot b = ± cot a′

cot b′ , le signe approprié étant un “moins” en vertu de l’estimation (1.8).
Mieux, les triangles liminaires (gris) sont semblables d’un éventail à l’autre : par (1.9) leurs pa-

ramètres complexes sontsin2 a
sin2 b

et sin2 b′

sin2 a′
, tous deux égaux par (1.7) à− cos2 b′

cos2 b
.

Enfin, tous les triangles sont correctement orientés, c’est-à-direIm( sin2As

sin2 b
) > 0 pour tout0 ≤ s ≤

N . On vérifie d’abord cela ens = 0 (le cass = N en découlera par symétrie) : on asin2 a
sin2 b

= − cos2 b′

cos2 b
=

−1−sin2 b′

1−sin2 b
. Dans cette dernière expression, le numérateur et le dénominateur sont tous deux∼ 1, mais

leurs parties imaginaires sont de l’ordre de−4π2/M3 et 4π2/N3 respectivement , par (1.8). Donc le
paramètre complexe du triangle grisé (figure 1.10.1) appartient bien au demi-plan supérieur, et les deux
petits angles de ce triangle sont de l’ordre de

2π2(N−3 +M−3)

radians. Petits, mais pas aplatis !
Pour vérifier quearg( sinAs

sin b ) appartient à(0, π/2) pour tous les autres0 ≤ s ≤ N , traçons les
courbes de niveau dez 7→ arg(sin z) dansC. C’est la figure 1.10.2, pour0 ≤ Re(z) ≤ π : les courbes
appartiennent à quatre familles symétriques (“quadrants” qui se rencontrent enπ/2 ∈ C), et on vérifie
aisément que les deux familles au dessus (resp. au dessous)de l’axe réel sont constituées de courbes
convexes (resp. concaves). La région permise auxAs = a+ sb est en gris (avec un étroit goulet près de
π/2) ; les régions interdites sont laissées en blanc. Le segment [A0AN ] reste clairement dans la région
grise, ce qui entraı̂ne le résultat.

Par un argument semblable, les triangles de l’éventail associé àLM sont correctement orientés eux
aussi. Par conséquent on peut paver le plan euclidien avec des parallélogrammes (ou éventails) sem-
blables à ceux de la figure 1.10.1 afin d’obtenir une réalisation euclidienne de la figure 1.4.2.

Pour conclure, notons que le groupe kleinien associé au plongement de l’éventail de gauche de la

23



AN

a+ sb
0

a

π

FIG. 1.10.2 – Courbes de niveau dez 7→ arg(sin z).

figure 1.10.1 contient la transformation de Möbiusz 7→ z cos b−sin b
z sin b+cos b (celle-ci envoie chaque tétraèdre

habitant au dessus d’un triangle de la moitié gauche de l’éventail sur un tétraèdre habitant au dessus du
triangle semblable situé dans la moitié droite). Par conséquent,2ib (et de même−2ib′) est la longueur
complexe d’une très courte géodésique fermée de la variété hyperboliqueVϕ.

1.11 Canonicit́e ǵeométrique

Rappelons brièvement la correspondance entre les horoboules de H3 et les vecteurs du cône
isotrope (ou cône lumière) de l’espace de MinkowskiR3+1. MunissonsR4 du produit lorentzien
〈(x, y, z, t)|(x′, y′, z′, t′)〉 := xx′ + yy′ + zz′ − tt′. Définissons

X :=
{
v = (x, y, z, t) ∈ R4

∣∣ t > 0 et 〈v|v〉 = −1
}
.

Alors 〈.|.〉 définit une métrique riemannienne surX ; il y a une isométrieX ≃ H3, et Isom+(X) est une
composante deSO3,1(R). Cette isométrieX ≃ H3 envoie tout plan hyperbolique deH3 sur l’intersection
deX avec un hyperplan (linéaire). Nous identifierons le point(x, y, z, t) deX avec le point situé à
hauteur euclidienne1

t+z au dessus du nombre complexex+iyt+z dans le modèle du demi-espace de Poincaré.
Avec cette convention, l’horoboule ferméeHd,ζ de diamètre euclidiend centrée enζ = ξ+ iη ∈ C dans
le modèle demi-espace est identifiée à l’ensemble{v ∈ X | 〈v|vd,ζ〉 ≥ −1}, où vd,ζ = 1

d(2ξ, 2η, 1 −
|ζ|2, 1+ |ζ|2). Nous identifions doncHd,ζ et le pointvd,ζ du cône lumière. De même, l’horoboule fermée
Hh,∞ formée des points à hauteur euclidienneh ou plus dans le modèle demi-espace correspond à
{v ∈ X | 〈v|vh,∞〉 ≥ −1} où vh,∞ = (0, 0,−h, h), donc nous identifionsHh,∞ etvh,∞.

Considérons les objets suivants : une variété hyperbolique complèteV de dimension3, à une pointe,
de volume fini ; un voisinage horobouliqueH de la pointe ; un revêtement universelπ : H3 → V ,
et le groupeΓ ⊂ Isom+(H3) des transformationsπ-équivariantes. AlorsH se relève à une famille
d’horoboules(Hi)i∈I dansH3, correspondant à une famille de vecteurs lumière(vi)i∈I dans l’espace

24



de Minkowski. L’enveloppe convexe (fermée, linéaire)C de {vi}i∈I estΓ-invariante, et son bord∂C
est muni d’une décomposition naturellẽD en facettespolyédrales. Epstein et Penner ont montré [EP]
queD̃ définit une décompositionDGeom deV , indépendante deH, en polyèdres hyperboliques idéaux
convexes.

Théorème 1.11.1(Akiyoshi, Lackenby). Supposons queV = Vϕ est un tore d’application sur le tore
perće. Alors la d́ecompositionDGeom deV est, combinatoirement, la triangulation{∆i}i∈Z/mZ définie
à la partie 1.3.

Démonstration.(Il s’agit d’une reformulation du théorème 1.1.2). La preuve d’Akiyoshi consiste à ma-
rier l’analyse des groupes quasifuchsiens du tore percé par Jørgensen [Jø, ASWY3], et les résultats de
Minsky concernant les bouts infinis [Min], deux théories difficiles. La preuve de Lackenby [L2] est topo-
logique : il montre par la théorie des surfaces normales queparmi une certaine classe de triangulations,
seule la triangulation de la partie 3.2 est invariante pour l’involution hyper–elliptique (propriété dont
DGeom jouit automatiquement si l’on admet queVϕ est bien hyperbolique). La démonstration proposée
ici, qui ne fait pas usage du théorème d’hyperbolisation de Thurston, est purement métrique.

Le revêtement universelπ : Ṽ ≃ H3 → V détermine une triangulation idéale deṼ . Étant donné un
voisinage horobouliqueH de la pointe deV , considérons ses relevés(Hi)i∈I dansH3 et les vecteurs
lumière associés(vi)i∈I dans l’espace de MinkowskiR3+1. Alors chaque tétraèdre∆ de Ṽ a ses som-
mets aux centres de quatre horoboulesH1, . . . ,H4 : considérons l’enveloppe convexeτ∆ dev1, . . . , v4,
et définissonsD :=

⋃
∆ τ∆ ⊂ R3+1. La projection centrale vers l’hyperboloïıdeX par rapport à l’ori-

gine envoieτ∆ homéomorphiquement sur le relevé de∆ àX, de sorte que les intérieurs desτ∆ sont
deux à deux disjoints. De plus, chaqueτ∆ est naturellement muni d’une orientation transverse−→u (dont
on dira qu’elle pointe “vers le haut”), donnée par n’importe quel vecteur allant de l’origine à un point de
τ∆. Le théorème affirme exactement queD ⊂ ∂C en tant que complexes polyédraux (l’inclusion se doit
d’être stricte, car∂C contient par exemple tous lestvi pour t ≥ 1 : ces effets pervers sont analysés en
détail dans [AS], y compris dans le cas de variétés de volume infini).

Supposons que le complexeD ⊂ R4 de codimension1 est localement convexe, avec−→u pointant en-
dedans et des angles dièdres non nuls aux jonctionsτ∆∩τ∆′ . Montrons qu’alors, on a bienD ⊂ ∂C. Pour
toute partieY d’un espace vectoriel réel, posonsIY := {ty |t ≥ 1, y ∈ Y }. Alors ID est un ensemble
convexe (pour tous pointsx, y ⊂ ID non colinéaires, le quadrant bidimensionnelP = R+x + R+y
rencontre l’hyperboloı̈deX le long d’un segment hyperbolique du revêtement universel[convexe !] Ṽ
de V , et P ∩ ID est convexe par locale convexité deD : donc le segment[x, y] est dansID). De
plus, ID contient tous les vecteurs lumière{vi}i∈I , donc son adhérenceID contient leur enveloppe
convexeC. Réciproquement,D est bien sûr contenu dansC et on vérifie aisément queIC ⊂ C (parce
queI{vi} ⊂ C pour touti, voir [AS]). Donc ID ⊂ C et, par fermeture,ID = C. On a clairement
D ⊂ ∂ID car deux points deD ne sont jamais colinéaires. Dès lorsD ⊂ ∂C en tant qu’ensembles, et
donc en tant que complexes polyédraux puisque les angles dièdres deD sont non nuls. Il nous suffit donc
de montrer

Lemme 1.11.2.Le complexe simplicialD ⊂ R4 de codimension1 est localement convexe (−→u pointant
en dedans), et ses angles dièdres sont non nuls.

Démonstration —Considérons deux tétraèdres idéaux adjacents∆,∆′ dansH3 ≃ Ṽ , relevés de
deux tétraèdres∆i−1,∆i de la variétéV . Il s’agit de montrer que l’angle dièdre dansR4 entreτ∆ et
τ∆′ pointevers le bas. Nous pouvons supposer que la lettre entrei − 1 et i est unL appartenant à une
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syllabeRLnR du motΩ. Dans le revêtement universel du lien de la pointe, la surface plisséeTi entre
∆i−1 et ∆i admet pour lien une ligne briséeZ deC qui comprend(−1, ζ, ζ ′, 1) et se trouve invariante
par les translationsu 7→ u ± 2, comme dans la figure 1.11.1 (nous supposons que les sommets−1 et 1
appartiennent tous deux aux segments de base des triangles euclidiens situés juste au dessus et juste au
dessous de la ligne briséeZ, au sens de la figure 1.4.1). Baptisons comme suit les affixes des segments
orientés deZ :

ζ + 1 = −→a = a e
√
−1A

ζ ′ − ζ =
−→
b = b e

√
−1B

1− ζ ′ = −→c = c e
√
−1C

(pour le momentA,B,C ne sont définis que modulo2π). À la verticale de la ligne briséeZ dans le
demi-espace de Poincaré se trouve un relevé de la surfaceTi, qui contient notamment les triangles idéaux
(−1, ζ,∞) et (ζ,∞, ζ ′) aisi que(∞, ζ ′, 1), et qui admet comme transformation équivariante

f : u 7→ 1 +
(ζ + 1)(ζ ′ − 1)

u+ 1
,

parce quef envoie le premier de ces trois triangles idéaux sur le dernier (en respectant l’ordre des
sommets). Par conséquent,f(H1,∞) = H|ζ+1||ζ′−1|,1 = Hac,1. Notons quea et c sont les longueurs
des segments deZ adjacents au sommet1. De même, les horoboules suivantes appartiennent toutes `a la
même orbite pour l’action du groupeΓ = π1(T ) :

H1,∞ ; Hac,−1 ; Hab,ζ ; Hbc,ζ′ ; Hac,1 .

Si ζ = ξ+ η
√
−1 etζ ′ = ξ′ + η′

√
−1, les vecteurs lumière correspondants dans l’espace de Minkowski

sont respectivement

v∞ = ( 0, 0, −1, 1 )

v−1 = 1
ac ( −2, 0, 0, 2 )

vζ = 1
ab ( 2ξ, 2η, 1− |ζ|2, 1 + |ζ|2 )

vζ′ = 1
bc ( 2ξ′, 2η′, 1− |ζ ′|2, 1 + |ζ ′|2 )

v1 = 1
ac ( 2, 0, 0, 2 ).

(1.10)

Notons que l’hyperplan vectoriel passant parvζ , vζ′ , v∞ séparev1 dev−1, parce que le plan hyperbo-
lique passant par les points idéauxζ, ζ ′,∞ ∈ P1C sépare les points idéaux1 et−1. De plus, les parties
imaginairesη, η′ deζ, ζ ′ satisfontη > η′ parce que les triangles euclidiens−1ζ ′ζ et 1ζζ ′ sont orientés
dans le sens direct.

À la facevζvζ′v∞ (de codimension2 dansR3+1), pour montrer que l’angle dièdre dansR3+1 est
convexe, il suffit de montrer que siPvζ +Qvζ′ +Rv∞ = λv1 + (1− λ)v−1 (pour quelque0 < λ < 1)
alorsP + Q + R > 1 (de plus, un tel résultat suffira à traitertoutesles faces de codimension2 du
complexe simplicialD). On trouve aisément l’unique solution

P =
−bη′

c(η − η′) ; Q =
bη

a(η − η′) ; R =
η(1− |ζ ′|2)− η′(1− |ζ|2)

ac(η − η′)
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(−1)
(1)

(ζ)

(ζ ′)

−→a
−→
b

−→c

−→
dǫ

−→
dǫ′

xi

yi

π−wixi−1

yi−1

π−wi−1

FIG. 1.11.1 – Tétraèdres adjacents∆i−1,∆i (vus depuis la pointe).

d’où

P +Q+R = 1 +
X

ac(η − η′) où X = bcη − abη′ + η(1− |ζ ′|2)− η′(1− |ζ|2) + ac(η′ − η).

Il suffit maintenant de montrer queX > 0. MunissonsC ≃ R2 du produit scalaire usuel “•” et observons
que1− |ζ|2 = −→a • (

−→
b +−→c ) et1− |ζ ′|2 = (−→a +

−→
b ) • −→c . On en déduit

X = η(bc+
−→
b • −→c )− η′(ab+−→a • −→b ) + (η′ − η)(ac−−→a • −→c )

= abc

[
η

a
(1 + cos(B − C))− η′

c
(1 + cos(A−B)) +

η′ − η
b

(1− cos(A− C))

]

= abc[sinA(1 + cos(B−C)) + sinC(1 + cos(A−B)) + sinB(1− cos(A−C))]

= 4abc sin
A+ C

2
cos

A−B
2

cos
B − C

2
.

par les formules trigonométriques usuelles. Cette derni`ere expression est une fonction bien définie de
A,B,C ∈ R/2πZ (bien que chaque facteur ne soit défini qu’au signe près). Néanmoins, nous allons
commencer par soigneusement choisir des représentants deA,B,C dansR.

Observation 1.11.3.Il existe un unique triplet de représentants(A,B,C) ∈ R3 tel que{A,B,C} ⊂ J
où J est un intervalle ouvert de longueur inférieure àπ et contenant0. (En effet, la ligne briséeZ n’a
pas d’auto-intersection, et cette propriété équivaut `a l’existence d’un demi-plan ouvertH contenant les
vecteurs−→a ,−→b ,−→c : l’observation en découle puisque−→a +

−→
b +−→c = 2 appartient àH).

Nous choisissons les représentantsA,B,C ∈ R donnés par l’observation 1.11.3, et répétons un
choix analogue pour la ligne briséeZi correspondant à chaque surfaceTi = ∆i ∩ ∆i−1, où i décrit
Z/mZ (chaqueZi, incluse dans une bande horizontale infinie, peut être naturellement orientée de−∞ à
+∞, de sorte que chaque arêteǫ du lien de la pointe reçoit une orientation, comme dans la figure 1.11.1 :
nous notons

−→
dǫ = dǫ e

√
−1Dǫ l’affixe de cette arêteǫ). Par l’observation 1.11.3, tous les arguments

complexesDǫ sont dans]− π, π[. Mais comme0 ≤ w ≤ π, l’existence de l’intervalleJ implique aussi
(en utilisant les notations de la figure 1.11.1) :

A = B + wi−1 et C = B + wi
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d’où B = inf J et B ∈] − π, 0[. On en déduit queB + xi ∈] − π, π[, d’où (en notantǫ = [ζ, 1] et
ǫ′ = [−1, ζ ′] comme dans la figure 1.11.1) :

Dǫ = B + xi et de même Dǫ′ = B + xi−1.

En d’autres termes (par transitivité, et par le tableau 1.3), pour n’importe quelle paire d’arêtesǫ1, ǫ2
du lien de la pointe, la différence d’argumentsDǫ1 − Dǫ2 ∈ R peut être lue “naı̈vement” comme une
combinaison linéaire des{wi}i∈Z/mZ, sans ajouter aucun multiple de2π.

À présent que tous les arguments sont fixés dans l’intervalle réel ] − π, π[, nous pouvons écrire
cos A−B2 = cos(wi−1/2) > 0 et cos B−C

2 = cos(wi/2) > 0. Pour montrer queX > 0 il reste à voir
que 0 < A + C < 2π. Cette inégalité est une variante du lemme 1.8.2, que nousnous attachons à
prouver maintenant (elle implique une observation empirique de Jørgensen qui devint la conjecture 8.6
de [ASWY2]).

Proposition 1.11.4.Avec les notations préćedentes, on a :0 < A+ C < 2π.

−→a −→c

(−→a = a eiA
−→c = c eiC

)

−1 1

ζ−1

ζ0

ζ1

ζn−1

ζn

ζn+1

ω0

ωn

ωn+1

FIG. 1.11.2 – Vue de la pointe : une syllabeRLnR, bordée par deux indices charnière0 etn (en gris).

Considérons la syllabe complèteRLnR, telle que la ligne brisée(−1, ζ, ζ ′, 1) corresponde à l’un
desL. Il existe une suite de points(ζ0, ζ1, . . . , ζn) dansC telle que la ligne brisée correspondant à la
j-ème lettreL est(−1, ζj , ζj−1, 1), et ce pour chaque1 ≤ j ≤ n. La ligne brisée correspondant auR
initial (resp. final) est(−1, ζ0, ζ−1, 1) pour un certainζ−1 (resp.(−1, ζn+1, ζn, 1) pour un certainζn+1).
Il existe1 ≤ k ≤ n tel que(ζ, ζ ′) = (ζk, ζk−1).

Posonsωj := ζj + 2 pour tout j. Par construction, les demi-droites issues de1 passant par
ζ−1, ζ0, . . . , ζn−1, ζn, ωn+1, ωn, . . . , ω1, ω0, ζ−1 (dans cet ordre cyclique rétrograde) partagentC en sec-
teurs angulaires de mesure strictement inférieure àπ et de somme2π (ces2n+ 4 demi-droites réalisent
le lien du sommet1 dans la triangulation de la pointe, voir la figure 1.11.2). Encomparant les angles
auprès de1 et de−1, et en désignant chaque segmentǫ du lien de la pointe par ses extrémités (et son
argument complexe parDǫ), on voit de suite queD−1ζk+1

−D−1ζk = Dζk−11 −Dζk1. Par conséquent,

A+ C = D−1ζk +Dζk−11 = D−1ζk+1
+Dζk1 = · · · = D−1ζj +Dζj−11 (1.11)
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(pour tout0 ≤ j ≤ n + 1). Comme les trianglesζ0ζ−11 etω01ζ−1 sont orientés dans le sens direct (et
queω0 = ζ0 + 2), on aIm(ζ−1) < Im(1) c’est-à-direIm(ζ−1) < 0. De même,ζn1ωn+1 et ωnωn+11
sont orientés dans le sens direct, doncIm(ωn+1) > 0. Il existe donc0 ≤ j ≤ n+1 tel queIm(ζj−1) < 0
et Im(ζj) ≥ 0. Il en découleD−1ζj ∈ [0, π[ etDζj−11 ∈]0, π[. Par (1.11), cela impliqueA+C ∈]0, 2π[.
Le théorème 1.11.1 est prouvé.

Remarque : pour démontrer le théorème 1.11.1, nous n’avons pas utilisé le fait que les facettes dans
R3+1 données par la construction de l’enveloppe convexe d’Epstein–Penner sont de type espace. Plus
loin, nous transposerons littéralement cette démonstration à un contexte où certaines facettes sont de
type lumière ou de type temps (théorèmes 3.8.4 et 3.9.1).Considérons le tétraèdre idéal∆ de sommets
(−1, ζ, ζ ′,∞) (avec les notations de la figure 1.11.1) : c’est un simple exercice de montrer que le relevé
de∆ àR3+1 est de type espace si et seulement si

2
||−→a ||+ ||−→b ||
||−→a +

−→
b ||

>
||−→a +

−→
b ||

||−→c || +
||−→c ||

||−→a +
−→
b ||

.

Cette inégalité est donc vraie en particulier pour chaqueligne briséeZi, ce qui permet potentiellement
de calculer certaines estimées géométriques dans la variété.
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Chapitre 2

Décompositions canoniques de
complémentaires d’entrelacs

Le but de ce chapitre est de donner les décompositions géométriquement canoniques de certains
complémentaires d’entrelacs, suivant les techniques du chapitre 1.

Dans la partie 2.1, nous rappelons comment David Futer s’estappuyé sur le lien intime entre tore à un
trou et sphère à quatre trous pour étendre le théorème 1.1.1 (et sa démonstration) aux complémentaires
d’entrelacs à deux ponts. Nous omettons certaines des démonstrations, qui figurent toutes dans [GF,
appendice], mais en détaillons brièvement certaines autres pour introduire des objets qui nous seront
utiles. Puis nous étendons à notre tour le résultat de Futer auxentrelacsà deux ponts augmentés(partie
2.2) et à la classe des variétés obtenues par recollementde complémentaires d’entrelacs à deux ponts
augmentés, découpés le long de sphères à3 trous (partie 2.3). Chacun de ces cas est une variante plus
ou moins élaborée de l’argument du chapitre 1, en utilisant une triangulation idéale appropriée. Nous
montrerons en outre que toutes ces triangulations, choisies pour leur “canonicité” combinatoire, sont
encore canoniques au sens géométrique.

2.0.1 Tores perćes et sph̀eresà 4 trous

Le théorème 1.1.1 demeure vrai si nous remplaçons le torepercéT par la sphère à4 trousS, et
l’applicationϕ : T → T par un difféomorphisme orientéϕS : S → S (il nous faut bien sûr préciser
comment les “valeurs propres” deϕS sont définies). En fait, les tétraèdres de la variété obtenueVϕS

et de
Vϕ sont métriquement identiques ; seule la combinatoire de leur recollement est légèrement différente.

DéfinissonsR := R2rZ2 et les applicationsf, g, σ : R → R données parf(x) = x + (1, 0) ;
g(x) = x + (0, 1) ; σ(x) = −x. Se produisent alors les identifications naturellesT = R/〈f, g〉 et
S = R/〈f2, g2, σ〉. Soit aussiT ′ := R/〈f2, g2〉 (notons queT ′ est un tore à quatre trous).

On peut montrer (voir par exemple [Mu]) qu’à isotopie près, tout difféomorphismeϕS de S
préservant l’orientation se relève en une applicationϕR : R → R donnée parϕR(x) = Mx + v
pour quelqueM ∈ SL2(Z) et v ∈ Z2. De plus,(±M) et (v mod2Z2) sont uniques. On peut donc
définir les valeurs propres deϕS (à un signe près) comme étant celles deM . Remarquons finalement que
ϕR induit des difféomorphismes orientésϕ′ : T ′ → T ′ etϕT : T → T .

On a des revêtements évidentsT ′ → T etT ′ → S, de degrés4 et2 respectivement.́Etant donnée une
triangulation idéaleτT deT (correspondant à un triangle de Farey comme à la partie 1.3), on peut relever
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τT à une triangulation idéaleτ ′ deT ′. Observons queσ agit surT ′ comme une involution proprement
discontinue qui fixeτ ′, doncτ ′ définit une triangulationτS deS. On voit aisément queτS obéit à la
combinatoire d’un tétraèdre (4 faces,6 arêtes,4 sommets idéaux). SiτT etτ1

T sont séparés par un échange
de diagonale (voir la partie 1.3.1 pour une définition), alors τS et la triangulationτ1

S correspondante sont
séparées par deux échanges de diagonale agissant sur unepaire d’arêtes opposées.Mutatis mutandis, la
construction de la partie 1.3 fournit des triangulations idéales (topologiques) deT ′ × R et deS × R,
ainsi que de leurs quotientsVϕ′ etVϕS

. Il y a des revêtementsVϕ′ → VϕS
etVϕ′ → VϕT

(de degrés2 et
4 respectivement), et toutes ces variétés sont hyperboliques quandϕ possède des valeurs propres réelles
distinctes. Toutes les triangulations de pointe ont le même revêtement universel, un pavage deR2 par des
triangles euclidiens (figure 1.4.2). Notons que pour chaquetétraèdre∆i deVϕT

, il y a deux tétraèdres
∆̇i, ∆̈i isométriques à∆i dansVϕS

.

2.1 Entrelacsà deux ponts

Définition 2.1.1. Soit B3 la boule standard fermée deR3. Fixons une fois pour toutes des orientations
surB3 et ∂B3. On dit d’un arc deB3 qu’il est proprement plongé s’il rencontre∂B3 exactement en ses
deux extrémités. Un arcα ⊂ B3 proprement plongé est ditdénoúes’il existe un arcα′ ⊂ ∂B3, de mêmes
extrémités queα, tel queα ∪ α′ est le bord d’un disque plongéD ⊂ B3. Deux arcs dénoués disjoints
α, β forment untangle trivialsi les disques associésDα,Dβ (fermés) peuvent être choisis disjoints. Voir
la figure 2.2.1 page 38 (volet gauche).

SoitB = (B3, α, β) un tangle trivial. Alors le bord deB3 r (α ∪ β) est une sphère à quatre trous
S. SiB′ est un autre tangle trivial, définissant lui aussi une sphère à quatre trousS′, on peut choisir un
homéomorphisme renversant l’orientation pour recollerS àS′ : l’union des deux copies deB3 est alors
homéomorphe àS3, et l’union des quatre arcs dénoués forme unentrelacsà deux pontsdansS3. Le choix
de l’homéomorphisme de recollement peut être arbitrairement “compliqué” dans le groupe des classes
d’homéomorphismes deS, mais n’a d’importance qu’à isotopie près pour la définition de l’entrelacs.

Les complémentaires d’entrelacs à deux ponts (ou nœuds àdeux ponts s’ils n’ont qu’une compo-
sante) sont donc, combinatoirement et géométriquement,des objets assez voisins des fibrés en sphères à
quatre trous. De fait, Makoto Sakuma et Jeffrey Weeks [SW2] ont décrit une triangulation idéale (com-
binatoire) des complémentaires d’entrelacs à deux pontsnon toriques, très proche de la triangulation de
la partie 1.3 (et donc de la partie 2.0.1). David Futer a étendu les méthodes du chapitre 1 pour montrer
que la triangulation de Sakuma–Weeks peut être rendue totalement géodésique. Dans cette partie, nous
résumons l’argument de Futer [GF, appendice], puis nous montrerons le théorème suivant.

Théorème 2.1.2.Le compĺementaire d’un entrelacs̀a deux ponts non torique admet une métrique hy-
perbolique, pour laquelle la triangulation de Sakuma–Weeks est ǵeoḿetriquement canonique.

2.1.1 Diagramme de Farey revisit́e

Tout d’abord, nous donnons une description légèrement différente (mais équivalente) des entrelacs à
deux ponts. SoitS = (R2rZ2)/〈f2, g2, σ〉 la sphère à4 trous de la partie 2.0.1, oùf(x, y) = (x+1, y) ;
g(x, y) = (x, y + 1) et σ(x, y) = (−x,−y). Toute droite deR2 de pente rationnelleq, manquantZ2,
définit par projection une courbe simple fermée deS, dont on dit qu’elle a pour penteq. Il est en outre
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bien connu [Mu] que toute courbe simple fermée deS qui ne borde pas un disque deS est isotope à une
courbe obtenue de cette manière.

Choisissons deux rationnelsq, q′ ∈ P1Q = Q ∪ {∞} (éventuellement égaux). Attachons une2-
poignée (disque épaissi) àS × [0, 1] le long d’une courbe simple fermée de penteq dansS × {0} :
l’intérieur de la variété obtenue est homéomorphe à l’intérieur deB3 privé des arcs d’un tangle trivial.
Ensuite, attachons une2-poignée le long d’une courbe de penteq′ dansS × {1}. SoitV l’intérieur de la
variété obtenue après ces recollements.

Observation 2.1.3.La variétéV est homéomorphe au complémentaire d’un entrelacs à deuxponts dans
S3.

L’entrelacs à deux ponts est déterminé par les deux rationnelsq, q′, et quitte à changer le marquage de
S (c’est-à-dire la base du réseauZ2 dansR2), on peut toujours supposerq′ =∞ : alors, seul le rationnel
q détermine l’entrelacs, une observation due, sous cette forme, à Conway [Con] (voir aussi [S3]).

Considérons les sommetsq, q′ du diagramme de Farey décrit à la partie 1.2. Siq, q′ ne sont pas égaux
ni voisins de Farey, la droite (hyperbolique) orientéeΛ de q à q′ traverse une famille d’arêtes de Farey
e0, e1 . . . , em, oùm ≥ 0. Pour tout0 ≤ i < m, la droiteΛ effectue un virage à droite (R) ou à gauche
(L) à travers le triangle de Farey situé entreei et ei+1. (Au triangle initial [resp. final], comprenantq
[resp.q′] comme sommet, aucune lettre de{R,L} n’est associée). Finalement,Λ définit un mot dem
lettresΩ = LRR...L (éventuellement vide). Noter queΩ possède un début et une fin, au lieu d’être
cyclique comme dans le chapitre 1.

Dorénavant, nous supposerons queΩ comprend au moins unR et unL (de façon équivalente,q
et q′ n’ont aucun voisin de Farey en commun). On peut vérifier que les autres cas correspondent à des
entrelacs toriques, donc non hyperboliques.

2.1.2 Triangulation idéale

La triangulation idéale deV se construit essentiellement comme à la partie 1.3, adapt´ee au cas des
sphères à4 trous comme à la partie 2.0.1, à laquelle nous renvoyons lelecteur. La seule différence
importante est dans la manière de recoller les “premiers” et les “derniers” tétraèdres, opération que nous
décrivons à présent.

À tout 0 < i < m sont associés une arête de Fareyei, un tétraèdre idéal∆i (plus exactement, une
paire de tétraèdres idéauẋ∆i, ∆̈i comme à la partie 2.0.1, mais en l’absence de risque de confusion le
symbole∆i désignera indifféremment chacun des deux), et un paramètre wi ∈ [0, π]. Aux arêtes de
Fareye0 et em, bases de triangles de Farey de sommetsq et q′, aucun tétraèdre n’est associé. Dans la
suite, nous poserons cependantw0 = wm = π. Pour expliquer le sens de cette convention, il nous faut
décrire la triangulation de Sakuma-Weeks [SW2].

En nous plaçant au début du motΩ, supposons queq = 1
2 , quee0 a pour extrémités0, 1 et que le

triangle de Farey entree0 et e1 est1∞0. Toute facef de la surfaceS (sphère à4 trous plissée) associée
à ce triangle de Farey possède une unique arêteǫ de pente∞, qu’elle partage avec une unique autre
facef ′ : nous identifions simplementf à f ′, par un homéomorphisme qui respecteǫ. Ainsi, S se trouve
repliée sur elle-même le long des deux arêtes de pente∞. On vérifie facilement (figure 2.1.1) que la
courbe simple fermée deS de penteq = 1

2 devient homotopiquement triviale, et que l’espace obtenu en
épaississantS est homéomorphe àB3 privée des deux arcs d’un tangle trivial.
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0

0

1
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∞∞

∞∞ =⇒
collage

⇓ isotopie

⇐=
collage

FIG. 2.1.1 – Repliement de la surface plisséeS. On a indiqué les pentes de certaines arêtes.

Remarque 2.1.4.Les arêtes deS dont les pentes sont voisines de Farey deq (soit 0 et 1 dans la figure
2.1.1) sont identifiées à une seule arête lors du recollement. En revanche, aucun point des deux autres
arêtes deS (de pente∞) n’est identifié à un autre point.

Dans cette construction,S possède un angle de plissage égal àπ (à l’arête de pente∞), et c’est
exactement le sens de la conventionw0 = π. On répète la construction près de la fin du motΩ et on
pose de mêmewm = π. Voir [GF] pour plus de détails. Comme à la partie 1.5, on v´erifie que cette
construction donne une triangulation idéaleDComb de la variétéV , et on a bien

Proposition 2.1.5. Les syst̀emes d’angles strictement positifs pourDComb vérifiant (1.1), et tels que les
deux t́etraèdres∆̇i, ∆̈i soient isoḿetriques pour touti, sont donńesvia le tableau (1.3) par les suites
(π = w0, w1, . . . , wm−1, wm = π) satisfaisant les conditions de domaine, de concavité et de charnìere
(1.4) pour tout indice0 < i < m.

Pour décrire la triangulation de la pointe, il suffit de modifier la figure 1.4.2 (et les remarques
afférentes) au voisinage du début et de la fin du motΩ (qui se lit toujours de bas en haut). Comme
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(a) (b)

S

Virage en épingle à cheveux

FIG. 2.1.2 – Repliement de la surface plisséeS, vu de la pointe.

la surfaceS est repliée sur elle-même, la ligne brisée que détermineS dans le lien de la pointe admet un
“virage en épingle à cheveux” (dont le sommet est le lien idéal de l’arête de pente∞) : la figure 2.1.2–(a)
représente la partie correspondante de la triangulation de pointe. De plus,S est recollée à elle-même :
une seconde copie de la figure 2.1.2–(a) est donc adjacente àla première, et la seule possibilité est que
ces deux copies soient images l’une de l’autre par une symétrie centrale (figure 2.1.2–(b)).

2.1.3 Maximisation du volume

On suppose dorénavant que(π = w0, w1, . . . , wm = π) maximise le volume hyperboliqueV, défini
comme la somme des volumes des∆i (par convention, on ne compte qu’un seul tétraèdre par indice i :
à proprement parler,V désigne donc ledemivolume hyperbolique). Les propositions 1.7.1 et 1.7.2 sont
encore vraies, et on a la version suivante de la proposition 1.7.3 :

Lemme 2.1.6.Au point(π = w0, . . . , wm = π),

i – Si∆i est aplati, alorsi est un indice charnière qui ne vaut ni1 ni m− 1, et on awi = 0.

ii – Si∆i est aplati, alorsi est adjacent̀a au moins deux lettres consécutives identiques.

iii – Si les deux couches charnière aux extŕemit́es d’une syllabeRk ouLk sont aplaties, alorsk ≥ 3.

Démonstration.Presque tous ces résultats sont prouvés à la partie 1.7 (en particulier, “l’effet domino”
de la proposition 1.7.2 s’applique dans les deux sens : si deux termes consécutifs de(w0, . . . , wm)
appartenaient à{0, π}, tous les∆i seraient aplatis, ce qui contredirait la maximalité du volume). Il
reste simplement à montrer que∆1 et ∆m−1 ne peuvent s’aplatir : commew0 = wm = π, c’est une
conséquence de ce même effet domino.

Le lemme 1.8.2 est encore vrai lui aussi : pour un éventail intérieur (ne correpondant ni à la première,
ni à la dernière syllabe deΩ), la démonstration est strictement la même. Pour l’éventail initial, la preuve
n’est que plus facile : si l’on aΩ = Rk|L... (la barre verticale marque l’aplatissement du premier
tétraèdre charnière∆k), l’éventail prend l’aspect d’un triangle (figure 2.1.3).En définissant les longueurs
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FIG. 2.1.3 – Dans le tout premier éventail deΩ, on aQ < F +G.

Q,F,G comme au lemme 1.8.2, on trouve queQ est le côté du triangle opposé à l’anglex1 + · · ·+xk−1,
tandis queF +G est le côté opposé àz1 + (x1 + · · ·+ xk−1) : ainsi,Q < F +G.

(Avec les notations du lemme 1.8.2, le sommet du virage en épingle à cheveux estu1. Notons que
la complétude de la métrique euclidienne en ce pointu1 découle de l’identité∂V∂w1

= 0 : c’est le même

calcul qu’au sous-lemme 1.6.4, en supprimant le facteur “sin y0
sinx0

” [il n’y a pas de tétraèdre∆0] ; cette
suppression correspond à la disparition du secteur angulaire z0, remplacé par le virage en épingle à
cheveux qui constitue un secteur angulaire nul).

Armé de cette version étendue du lemme 1.8.2, on montre comme à la partie 1.9 qu’au maximum
(π = w0, w1, . . . , wm = π) du volume, aucun tétraèdre n’est aplati. Les calculs sontles mêmes, à
la disparition près des facteurs correspondant aux indices i = 0 et i = m quand∆2 ou ∆m−2 s’aplatit
(comme au paragraphe précédent). L’expression deexp(−∂V∂ε ) en fonction deQ,Q′, F, F ′, G,G′ est donc
la même qu’à la partie 1.9, et le théorème 2.1.2 est prouvé. Ici s’achève notre résumé du travail de D.
Futer : nous renvoyons à [GF] pour plus de détails.

2.1.4 Canonicit́e ǵeométrique

Nous étendons à présent les arguments de la partie 1.11 aux complémentaires d’entrelacs à deux
ponts.

Théorème 2.1.7.SoitV le compĺementaire d’un entrelacs̀a deux ponts dansS3. La triangulation id́eale
de Sakuma–Weeks deV (décrite à la partie 2.1.2) est ǵeoḿetriquement canonique.

Démonstration.Remarque : pour une variété hyperbolique à pointe(s) de volume fini, la décomposition
géométriquement canonique n’est autre que le dual combinatoire du domaine de Ford–Voronoı̈F . S’il
y a plus d’une pointe, définirF suppose le choix d’un voisinage horoboulique de chaque pointe (plus
exactement, des tailles relatives de ces voisinages). Cependant, un entrelacs à deux ponts qui a deux
composantes admet une symétrie qui échange ces dernières : on fait donc le choix canonique de deux
voisinages horobouliques de même volume.

La démonstration est une simple extension de la partie 1.11. Commençons par remonter la triangula-
tion idéale deV à une triangulation idéaleT de son revêtment universelH3, et munissons chaque sommet
idéalp deT d’une horobouleHp qui se projette sur le voisinage horoboulique de la pointe associée dans
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V . Remontons ensuiteHp à un vecteur lumière (ou vecteur isotrope)vp dans l’espace de Minkowski
R3+1 : il nous faut prouver que pour toute paire de tétraèdres adjacents∆ = αβγδ et ∆′ = βγδǫ deT
(donnés par leurs sommetsα, β, γ, δ, ǫ ∈ P1C), l’équation

Pvβ +Qvγ +Rvδ = λvα + (1− λ)vǫ entraı̂neP +Q+R > 1. (2.1)

(Notons que l’équation possède une unique solution(P,Q,R, λ), qui satisfait0 < λ < 1 puisque
l’hyperplan passant par0, vβ , vγ , vδ séparevα de vǫ dansR3+1). Sauf mention explicite du contraire,
nous nous plaçons dorénavant dans le modèle du demi–espace de Poincaré, bordé par le planC.

À nouveau, il suffit de montrer (2.1) quandβ = ∞ et γ, δ ∈ C sont les extrémités d’une arêteE
de la triangulation (euclidienne) de pointe, plongée dansC. De plus rappelons queV est décomposée
en paires de tétraèdres isométriques{∆̇i, ∆̈i} pour0 < i < m, et que les quatre triangles idéaux de la
sphère à4 trous

Si = (∆̇i ∪ ∆̈i) ∩ (∆̇i−1 ∩ ∆̈i−1)

(où1 < i < m) sont transitivement permutés par des symétries globales de la variétéV . Enfin,Si définit
une ligne brisée dans la triangulation de pointe : comme à la partie 1.11, il suffit de traiter une seule arête
E de cette ligne brisée pour montrer (2.1) en chaque faceβγδ deSi. Nous pouvons donc recopier mot à
mot l’argument de la partie 1.11.

Le seul cas restant est celui où une paire de tétraèdres{∆̇i, ∆̈i} est recollée non à la paire adjacente,
mais à elle-même : cela se produit eni = 1 et eni = m− 1, dans la région des “ponts” de l’entrelacs à
deux ponts (collage représenté à la figure 2.1.1 page 34).Nous nous concentrerons seulement suri = 1.
La sphère à4 trousS1 représentée à la figure 2.1.1 (page 34) définit une ligne brisée dans la triangulation
de pointe, mais cette ligne briséeZ contient un “virage en épingle à cheveux” (figure 2.1.2) : sans perte
de généralité, les sommets deZ sont

(. . . , -1 , ζ−2 , -1 , 1 , ζ , 1 , . . . ),

où le (k + 3)-ème sommet est l’image duk-ème par une translation horizontale de longueur2.
Intéressons–nous au triangle idéal(β, γ, δ) = (∞, 1, -1). Comme à la partie 1.11, le diamètre eucli-
dien de l’horoboule centrée en un sommet de la ligne briséeZ est égal au produit des longueurs des deux
segments adjacents dansZ, tandis que l’horoboule centrée en∞ contient tous les points dont la hauteur
euclidienne au dessus deC est supérieure ou égale à1.

De plus, nous avons vu à la partie 2.1.2 que cette ligne bris´eeZ se recolle tout contre une autre ligne
brisée(. . . , -1, -ζ, -1, 1, 2 − ζ, 1, . . . ), image deZ par la symétrie de centre0. Donc les deux derniers
sommetsα, ǫ impliqués dans (2.1) sontα = ζ et ǫ = −ζ. Suivant la partie 1.11, et en notantζ =: ξ + iη
etd := |ζ − 1|, nous pouvons à présent écrire

v1 = 1
2d ( 2 , 0 , 0 , 2 )

v−1 = 1
2d ( −2 , 0 , 0 , 2 )

v∞ = ( 0 , 0 , −1 , 1 )

vζ = 1
d2 ( 2ξ , 2η , 1− ξ2 − η2 , 1 + ξ2 + η2 )

v−ζ = 1
d2

( −2ξ , −2η , 1− ξ2 − η2 , 1 + ξ2 + η2 ) .

L’équation (2.1) devientPv∞ +Qv1 +Rv−1 = λvζ + (1− λ)v−ζ : commeη 6= 0 (tous les angles des
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triangles sont strictement positifs), on trouve l’unique solution

λ =
1

2
; P =

ξ2 + η2 − 1

d2
et Q = R =

1

d

d’où P +Q+R = 1 + X
d2

où

X = ξ2 + η2 − 1 + 2d− d2

= |ζ|2 − (|ζ − 1| − 1)2

= (|ζ|+ 1− |ζ − 1|)(|ζ| − 1 + |ζ − 1|).

Les deux facteurs de cette dernière expression sont strictement positifs, par les inégalités triangulaires
dans le triangle(0, 1, ζ). DoncX > 0 et (2.1) est vraie. Le théorème 2.1.7 est prouvé.

2.2 Entrelacsà deux ponts augment́es

Au début de la partie 2.1, nous avons défini un entrelacs à deux ponts comme étant un recollement de
deux tangles triviaux. Un tangle trivialaugment́e est par définition un tangle trivial(B3, α, β) (oùα, β
sont deux arcs) auquel on a ajouté une composanteγ ≃ S1, non nouée, enserrantα et β (figure 2.2.1).
Notons qu’une chirurgie de Dehn entière (de paramètren) surγ redonne un tangle trivial, dans lequel
α, β sont entortillés2n fois.

Définition 2.2.1. La composanteγ s’appellecomposante d’augmentation.

αα β β

γ

S

S

Tangle non augmenté Tangle augmenté

FIG. 2.2.1 – Les deux sortes de tangles.

Un entrelacs à deux pontsaugment́e est un recollement de tangles triviaux dont l’un et/ou l’autre
peuvent être augmentés. Le recollement se fait le long de la sphère à4 trousS. Désormais et jusquà la
partie 2.2.4 incluse, nous supposons que seul le premier tangle (correspondant au “début” du motΩ) est
augmenté.

38



2.2.1 Diagramme de Farey, revisit́e à nouveau

Comme à la partie 2.1.1, nous allons associer à chacun des deux tangles unepentedansP1Q (le
marquage deS étant choisi une fois pour toutes).

Définition 2.2.2. Comme à la partie 2.1.1 (observation 2.1.3), la penteq′ associée au tangle non-
augmentéT ′ est la pente de la courbe simple fermée∂D, où le disque(D,∂D) plongé dans(B3, ∂B3)
sépare les deux arcs deT ′ (ce disqueD est unique à homotopie près).

En revanche, dans le tangle augmenté, la définition est essentiellement différente :

Définition 2.2.3. La penteq associée au tangle augmentéT est la pente de l’unique courbe simple fermée
deS = ∂B3 r αr β qui est isotope à la composante d’augmentationγ.

S

S

FIG. 2.2.2 – Entrelacs à deux ponts augmentés non hyperboliques : à gauche,q = q′. À droite, q et q′

sont voisins de Farey.

Supposons dorénavant que ces deux pentesq, q′ ne sont ni égales, ni adjacentes dans le graphe de
Farey (on vérifie facilement que le complémentaire de l’entrelacs dansS3 admettrait une sphère essen-
tielle dans le premier cas, et un anneau ou ruban de Möbius essentiel dans le second, et n’aurait donc
pas de métrique hyperbolique : voir la figure 2.2.2). La droite orientéeΛ qui va deq à q′ à travers la
triangulation de Farey détermine un motΩ en les lettres{R,L}, comme à la partie 2.1.1. Le motΩ peut
être vide (par exemple siq =∞ etq′ = 1

2 ) : l’entrelacs correspondant est l’entrelacs de Whitehead, dont
la géométrie est bien connue — voir par exemple [SW2] ou [T1]. Nous traiterons brièvement l’entrelacs
de Whitehead à la partie 2.2.6 ; d’ici là, nous supposeronsqueΩ possède au moins une lettre. Près de la
fin deΩ, on triangule comme à la partie 2.1.2. Nous décrivons maintenant la triangulation près du début
deΩ.

Convention importante. Le triangle de Fareyf admettantq pour sommet et traversé par la droite
orientéeΛ détermine une triangulation idéale de la sphère à4 trousS. On suppose cette fois que l’indice
i associé à l’arête def opposée àq esti = 1 (et noni = 0 comme à la partie 2.1.2). A priori, aucune
lettre (R ouL) n’est associée àf . Cependant, afin d’harmoniser les notations, nous allons artificiellement
associer une lettre àf : arbitrairement, faisons ce choix de telle manière queΩ commence par une lettre
répétée (RR ouLL). Ainsi, f se trouve entre deux arêtes de Farey,e1 et une autre arêtee0 dontq est une
extrémité.

On associe un paramètre réelw0 àe0 : les angles de plissage deS sont

w0 , −w1 et w1 − w0
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comme en (1.2). (Choisir d’associer une lettre différenteà f aurait pour seul effet d’échangerw0 et
w1 − w0). Le vecteur “de contrôle” permettant de paramétrer tousles angles de toutes les surfaces
plissées est donc(w0, w1, . . . , wm = π) oùm ≥ 2 (carΩ compte au moins deux lettres). Par la suite
nous verrons que ces angleswi suffisent bien à donner une paramétrisation de l’espace des systèmes
d’angles sur le complémentaire de l’entrelacs (pour une triangulation qui, près du début du motΩ, reste
à décrire).

2.2.2 Triangulation idéale

Décrivons à présent la triangulation idéale d’un tangle trivial augmenté. SoitABB′′A′′ un
parallélogramme deC ⊂ ∂H3 (dans le modèle du demi–espace de Poincaré) ; soientA′

le milieu de AA′′ et B′ le milieu de BB′′, et considérons les quatre triangles semblables
ABA′ , BA′B′ , A′B′A′′ , B′A′′B′′, qui triangulent le parallélogrammeABB′′A′′ (figure 2.2.4, volet
gauche). Bâtissons un tétraèdre idéal de sommet∞ au dessus de chacun de ces triangles, et identifions les

faces de ces tétraèdres par les translations de vecteur
−−→
AB et

−−→
AA′′ : l’espace obtenuX est homéomorphe

à un tore plein privé de son âme et de deux points de son bord(figure 2.2.3– gauche). Identifions en outre
les droites hyperboliques orientéesA′A etA′A′′ au moyen d’une isométrie parabolique fixantA′ : ces
droites reliaient les points manquants (sommets idéaux) de ∂X ; l’espace qui résulte de cette identifica-
tion, toujours notéX (figure 2.2.3– milieu) est donc un rétract deY = B3 r (α∪β∪γ), où(B3, α, β, γ)
est un tangle trivial augmenté (figure 2.2.3– droite). Plusexactement,X s’obtient à partir deY en iden-
tifiant certains points : si[0, 1] × [0, 1] ≃ Q ⊂ B3 r γ est tel que{0} × [0, 1] = α, {1} × [0, 1] = β et
que[0, 1] × {0, 1} ⊂ ∂B3 comprend deux arcs de même pente queγ (c’est-à-dire disjoints de la courbe
simple fermée de penteq), alors on identifie chaque segment{∗} × [0, 1] deQ à un seul point.

α β

γ

Q

X Y

FIG. 2.2.3 – Réalisation polyédrale d’un tangle trivial augmenté.

La triangulation du parallélogramme d’origineABB′′A′′ induit une triangulation idéale de∂X,
faisant de∂X une sphère à4 trous triangulée dont deux arêtes opposées ont été identifiées. À une
réflexion près,Y est donc un tangle trivial augmenté “modèle” qui se recolle parfaitement à la sphère
à quatre trousS (toujours munie de la triangulation idéale associée au triangle de Farey situé entre les
arêtes de Fareye0 ete1) pour donner le complémentaire d’un entrelacs à deux ponts augmenté.

Remarque 2.2.4.Au lieu deY , c’estX que nous recollerons àS. La variété obtenue est la même à
homéomorphisme près : par la remarque 2.1.4, il est facilede voir que le quadrilatèreQ qu’on a effondré
sur un segment pour obtenir l’arête “pincée” deX estplonǵe dans le complémentaire de l’entrelacs ; en
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effet les arêtes de penteq ne sont pas identifiées à d’autres arêtes dans la triangulation près de la fin du
motΩ, parce queq et q′ ne sont pas voisins de Farey.

Remarque 2.2.5.Nous avons mentionné le fait qu’il peut être nécessaire de réfléchirX (ou Y ) dans
un miroir avant de le recoller àS. Cela vient du fait que nous n’avons pas précisé l’orientation du
parallélogrammeABB′′A′′ dans le planC. Voir aussi le paragraphe intitulé “Demi–chirurgies” dans la
partie 2.2.6.

Enfin, déterminons quels doivent être les angles du triangleABA′ (ainsi que ses copies isométriques
BA′B′, A′B′A′′, B′A′′B′′) pour que les angles de plissage deX correspondent à ceux deS. Le lien de
la pointe intérieure (ou d’augmentation) deX est, par construction, le tore euclidien (triangulé) obtenu
en identifiant les côtés opposés du paralléologrammeABB′′A′′. Chaque sommet de ce lien est commun
à6 triangles isométriques, rangés dans un ordre cyclique. Le lien deX en l’un quelconque des sommets
restants est un hexagoneH obtenu en renversant l’ordre de ces6 triangles (et en appliquant à chacun
une homothétie convenable), comme sur la figure 2.2.4. Notons que le centre deH se trouve sur la bis-
sectrice de chacun des angles deH. L’identification des arêtesA′A etA′A′′ deX par un parabolique
se traduit comme l’identification d’une paire de sommets opposés deH par une translation euclidienne.
Cette translation euclidienne coı̈ncidera avec la période “horizontale” du lien d’une des pointe de l’entre-
lacs (autre que la pointe d’augmentation, associée à la composante d’augmentation deX). Sur la figure
2.2.4 (volet droit), on identifie donc les extrémités du diamètre horizontal deH. Nous appelleronsH un
hexagone d’augmentation.

A
A′ A′′

B B′
B′′

1
1

22

33

4
4

55

66

H

FIG. 2.2.4 –À gauche : triangulation de la pointe d’augmentation, avec le parallélogrammeABB′′A′′.
À droite : L’hexagone d’augmentationH, lien du sommet idéalA′.

La figure 2.2.5 montre le lien de la (ou des) pointe(s) principale(s) (celle(s) qui ne sont pas d’augmen-
tation) : les triangles délimités par des traits pointillés sont définis par les tétraèdres deX (on reconnaı̂t
les hexagones d’augmentationH dans la partie inférieure du dessin), tandis que les autrestriangles sont
définis par les{∆i}i≥1, d’angles donnés par le tableau 1.3. L’arête née de l’identification dansX des
deux arêtes idéales de penteq (le rationnel associé au tangle augmentéT ) a pour liens sommitaux les
point de contact entre hexagones d’augmentation — cette arˆete est la seule arête de∆1 qui n’appartienne
qu’à la surface plissée inférieure de∆1 (correspondant au premier triangle de Farey, de sommetq).
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π−w1π−w1

π−w1

w0+w2
2

w0+w2
22w1−w0−w2

2
2w1−w0−w2

2

2w1−w0−w2
2

π−w2

w1
2w1

2

w1
2

w1
2

π−w1+w0
2

π−w1+w0
2

π−w1+w0
2

π−w1+w0
2

π−w0
2

π−w0
2

π−w0
2

π−w0
2α

β

P P

ξ− w1
2

η+ w1
2

C

FIG. 2.2.5 – Triangulation de la pointe principale. Noter les hexagones d’augmentation (pointillés).

On lit en particulier sur la figure 2.2.5 que les angles des tétraèdres deX doivent être ceux des
triangles formant les hexagones d’augmentation, soit

π − w0

2
,
π − w1 + w0

2
,
w1

2
(2.2)

pour s’adapter aux angles de plissage deS. Aux tétraèdres∆1,∆2, ... d’angles donnés par le tableau
1.3 (deux par indicei) s’ajoutent donc quatre tétraèdres dont les angles sont le triplet ci-dessus. Nous
désignerons ces quatre tétraèdres par le symbole∆0 quand il n’est pas nécessaire de les distinguer les
uns des autres.

2.2.3 Maximisation du volume

Définition 2.2.6. Soit
◦
W l’espace des pointsw = (w0, w1, . . . , wm = π) tels que les angles de tous les

tétraèdres(∆i)0≤i<m sont strictement positifs, et tels que

0 < w0 < w1 (2.3)

(cette dernière condition revient à demander que les angles de∆0 soient aigus).
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On voit aisément que
◦
W est non vide : prendre par exemplewi = i+m

2m π, puis perturber les
{wi}0<i<m qui ne sont pas charnière pour rendre la suitew concave par morceaux, comme dans (1.4).

Définition 2.2.7. SoitW l’adhérence de
◦
W .

La contrainte additionnelle (2.3) sera utile dans la proposition suivante, ainsi qu’à la partie 2.2.4
pour montrer la canonicité géométrique de la triangulation. Continuons de dénoter parV : W → R+ la
fonctionnelle volume, définie comme la somme des volumes des {∆i}i≥1, plus le double du volume de
∆0 (répétons qu’il n’y a pas deux, mais quatre tétraèdres∆0).

Proposition 2.2.8. Supposons quew = (w0, w1, . . . , wm = π) ∈ W réalise le maximum deV surW .

Alorsw ∈
◦
W . Par conśequent, la triangulation de la partie 2.2.2 est réaliśee ǵeoḿetriquement par des

tétraèdres id́eaux d́efinissant une ḿetrique hyperbolique complète.

Démonstration.La proposition 1.7.1 est encore vraie : si∆i a un angle nul, alors ses angles sont0, 0, π
(et on dit que∆i estaplati) — sinon, une déformation infinitésimale en direction d’un point intérieur de
W ferait augmenter le volume. Comme à la partie 1.7, on en déduit le résultat suivant, analogue de la
proposition 1.7.3.

Sous-lemme 2.2.9.Si l’un des∆i est aplati pour0 ≤ i < m, alors i ≥ 2 et i est un indice charnière tel
quewi = 0.

Démonstration.Premièrement,∆0 n’est pas aplati puisque tous ses angles, par (2.3), sont contraints à
être aigus (et ne peuvent donc pas prendre la valeurπ). Supposons que∆i est aplati pour un certaini ≥ 1
tel quei n’est pas charnièreouwi = π, et cherchons une contradiction. Comme aux propositions 1.7.2
et 1.7.3, les tétraèdres∆1, . . . ,∆m−1 sont tous aplatis (effet domino). Donc seul∆0 est de volume non
nul, et par (2.2) l’un de ses angles dièdres estw1

2 ∈ {0, π2 }. Mais commem ≥ 2 on peut trouver une
suite

(w′
0, w

′
1, . . . , w

′
m = π) = (π/3, 2π/3, . . . , π) ∈W ,

pour laquelle∆0 est un tétraèdre idéal régulier (d’angles dièdresπ
3 ,

π
3 ,

π
3 ). Or le tétraèdre idéal régulier

est l’unique tétraèdre idéal de plus grand volume : on en déduitV(w′) > V(w), contradiction. Le sous–
lemme 2.2.9 est démontré.

Le lemme 1.8.2 reste vrai : pour un éventail qui n’est ni le premier ni le dernier du motΩ, nous
renvoyons à la démonstration d’origine page 17. Pour le dernier éventail, nous renvoyons à la partie
2.1.3 (en particulier la figure 2.1.3). Pour le premier éventail, il suffit de procéder de manière analogue
à la démonstration d’origine ; la seule modification à apporter intervient dans la toute dernière ligne de
l’argument (lemme 1.8.2, page 17) : dans le lien du nœud1, l’angle au dessous du nœud n’est plus
zk+1 ≤ π, maisπ − w1 + w0 ≤ π (comparer les figures 1.8.1 et 2.2.6).

Sous-lemme 2.2.10.On suppose toujours quew ∈W réalise le maximum de la fonctionnelleV surW .
Si i est un indice charnière, alorswi > 0.

Démonstration.On se contente de recopier mot à mot la partie 1.9 (et la partie 2.1.3 pour le dernier
éventail).
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QQ
FF

GG

π−w1+w0

π−w0

FIG. 2.2.6 – Pointe principale : comme au lemme 1.8.2, on aQ < F + G. Attention : l’orientation est
celle de la figure 2.2.5 et non de la figure 1.8.1.

Pour montrer quew est un point intérieur deW , il reste à vérifier que les inégalités0 ≤ w0 ≤ w1

sont bien strictes (par les sous–lemmes 2.2.9–2.2.10, toutes les autres inégalités (1.4) servant à définirW
sont strictes).

Montrons quew0 < w1. Supposonsw0 = w1 et cherchons une contradiction. On peut supposer que
Ω commence par les lettresRR (le casLL est analogue). De plus,Ω n’est pas réduit àRR : si c’était le
cas, commew2 = π on aurait par concavité de la suitew la relationw0 = w1 = w2 = π, exclu. Suivant
(1.3) et (2.2), rappelons donc les angles des tétraèdres∆0,∆1,∆2 :

Ω R R

i 0 1 2

xi
1
2(π − w1 + w0)

1
2 (2w1 − w0 − w2)

1
2 (ξ − w1)

yi
1
2(π − w0)

1
2(w0 + w2)

1
2(η + w1)

zi
1
2w1 π − w1 π − w2

(Comme à l’ordinaire, l’expressions exacte deξ etη dépend de la lettre qui suitRR, mais seules les
contributions dew0, w1 nous préoccupent ici). On a donc, d’après la proposition 1.6.1,
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exp
−2∂V
∂w0

=

(
sin 1

2(π − w1 + w0)

sin 1
2(π − w0)

)2
sin 1

2(w0 +w2)

sin 1
2(2w1 − w0 − w2)

=
1

cos2 1
2w0

sin 1
2 (w1 + w2)

sin 1
2 (w1 − w2)

carw0 = w1

> 1 par le fait élémentaire 1.7.4.

(Dans le premier facteur de la première ligne, l’exposant2 vient du fait qu’il y a quatre tétraèdres∆0 au
lieu de deux). On en déduit que∂V∂w0

< 0 : en faisant décroı̂tre un tout petit peuw0, on fait augmenter le
volume. Absurde.

Montrons quew0 > 0. Supposonsw0 = 0 et cherchons une contradiction. Notons que

1 = exp
−2∂V
∂w1

=
sin2 1

2w1

sin2 1
2(π − w1 + w0)

sin2 1
2(2w1 − w0 −w2)

sin2(π − w1)

sin 1
2(η + w1)

sin 1
2 (ξ − w1)

est le facteur réel de l’holonomie (similitude plane) associée au lacetα représenté sur la figure 2.2.5. De
même,

1 ≤ exp
−2∂V
∂w0

=

(
sin 1

2(π − w1 + w0)

sin 1
2(π − w0)

)2
sin 1

2(w0 + w2)

sin 1
2 (2w1 − w0 − w2)

(2.4)

est le rapportℓfin/ℓinit entre les longueurs des arêtes initiale et finale rencontr´ees par l’arcβ (figures
2.2.5 et 2.2.7), si l’on suppose que les longueurs des côtés des triangles traversés parβ coı̈ncident.

Par les calculs d’holonomie du sous–lemme 1.6.4, la structure de similitude définie par le pointw
sur le lien de la pointe est donc complète (euclidienne) au voisinage de chaque sommet,sauf au point
marquéP sur les figures 2.2.5 et 2.2.7. Plus exactement, la figure 2.2.7 est une version métrique exacte
de la figure 2.2.5 dans le casw0 = 0 : on a dû couper le long d’une arête issue deP pour obtenir une
structure euclidienne bien définie.

Notons que les triangles (rectangles) issus des tétraèdres∆0 s’assemblent par groupes de trois pour
former des triangles isocèles (en pointillés sur la figure2.2.7) ; chacun de ces triangles isocèles forme la
moitié d’un hexagone d’augmentation. Notons aussi l’inégalitéQ ≥ F +G forcée par la relation (2.4).
Ici Q,F,G jouent le même rôle que dans le lemme 1.8.2 (vis-à-vis de l’éventail initial, correspondant
à la première syllabe du motΩ) : par le lemme 1.8.2, on devrait avoirQ < F + G. Contradiction. La
proposition 2.2.8 est démontrée.

2.2.4 Canonicit́e ǵeométrique

La triangulation canonique d’une variété hyperbolique `a pointe(s) dépend d’un choix de voisinages
horobouliques particuliers des pointes, ou plus exactement, des tailles relatives de ces voisinages. Or
il y a une pointe par composante de l’entrelacs (ici, une ou deux composantes principales, plus une
composante d’augmentation) : il nous faut donc faire un choix. Comme à la partie 2.1.4, nous pouvons
faire jouer les symétries de la variété dans le cas à3 pointes (le groupe de KleinV4 agit sur les entrelacs
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α

β

Q

F

G

P

P

ℓinit

ℓfin

FIG. 2.2.7 – Triangulation de la pointe principale quandw0 = 0 (voir la figure 2.2.5). La structure est
incomplète au pointP : c’est pourquoi on a coupé le long de l’arêteQ.

à deux ponts, augmentés ou non) pour prendre des voisinages horobouliques de même volume aux deux
pointes “principales”. Reste la pointe “d’augmentation”.

Dans un tangle trivial augmenté(B3, α, β, γ) (oùγ est la composante d’augmentation) vit une sphère
à trois trous (ou disque à deux trous), proprement plongée dansB3 r α r β r γ et unique à isotopie
près : c’est le disque bordé parγ et percé en deux points parα etβ. Or toute sphère à3 trous dans une
variété hyperbolique est totalement géodésique, et isométrique à la sphère à3 trous standard. De fait, le
lien sommital de la sphère à trois trous issue du tangle augmentéT est la droite pointillée horizontaleC
(subdivisée en segments de longeur1) qui traverse les hexagones d’augmentation dans le tiers inférieur
de la figure 2.2.5. NotonsΣ la sphère à trois trous totalement géodésique contenuedans la variété (Σ est
union de certaines faces des tétraèdres∆0). On a représentéΣ à la figure 0.3.2 page xviii.

Soit ε > 0 un petit réel. Choisissons pour chaque pointe de la variété un voisinage horoboulique
simple tel que les trois composantes de l’intersection deΣ avec ces voisinages aient chacune pour aireε.
La triangulation géométriquement canonique associéeDGeom est indépendante deε.

Théorème 2.2.11.La décomposition ǵeoḿetriquement canoniqueDGeom du compĺementaireV d’un
entrelacs arborescent augmenté est la triangulatiońetudíee aux parties 2.2.1̀a 2.2.3.

Démonstration.Comme toujours, on se ramène à montrer pour chaque triangle idéalτ de la triangulation
une inégalité de convexité dans l’espace de MinkowskiR3+1. Si aucun des deux tétraèdres adjacents àτ
n’est un∆0, nous renvoyons aux parties 1.11 et 2.1.4.

Supposons queτ sépare un tétraèdre∆0 d’un tétraèdre∆1. Ces triangles idéauxτ sont au nombre
de4 dansV , mais par action du groupe de KleinV4, il suffit de traiter un seul d’entre eux. Soit

Z := ( . . . , -2 , ζ−2 , -ζ−1 , 0 , ζ , 2−ζ−1 , 2 , 2+ζ , . . . )

la ligne brisée(u 7→ u ± 2)–invariante définie dans le lien euclidien de la pointe par la sphère à4 trous
située à l’interface de∆0 et ∆1. Si les centres des hexagones d’augmentation (marqués pardes points
gras dans les figures 2.2.5 et 2.2.6) sont aux affixes−1, 1, 3, . . . dansC, alors les sommets deZ sont
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bien de la forme donnée ci-dessus, parce que les triangles

(ζ, 0, 1) ; (ζ, 1, 2−ζ−1) ; (1, 2, 2−ζ−1)

sont semblables (en respectant l’ordre des sommets) : voir la figure 2.2.8.

-2 -1 0 1 2

ζ − 2

-ζ−1

ζ

2− ζ−1

Z

FIG. 2.2.8 – La ligne briséeZ.

Nous prendrons commeτ le triangle idéal de sommets0, ζ,∞. Comme à la partie 1.11, l’horoboule
centrée en un sommet deZ a pour diamèdre euclidien le produit des segments deZ adjacents : en notant
Hu l’horoboule centrée enu, on trouve que :

le diamètre deH0 est|ζ| · | − ζ−1| = 1 ;
le diamètre deHζ est|ζ| · |2− ζ−1 − ζ| = |1− ζ|2 ;
le diamètre deH−ζ−1 est| − ζ−1| · |ζ − 2 + ζ−1| = |1− ζ−1|2 ;
l’horobouleH∞ centrée en∞ est tangente àH0.
Enfin, le diamètre de l’horobouleH1 centrée en1 (correspondant à la pointe d’augmentation) est le

même que celui deH0, par le choix qui précède le théorème 2.2.11. Notons queH0,H1,H∞ sont deux
à deux tangentes. Si nous notonsζ = ξ + η

√
−1, les vecteurs–lumière associés se calculent comme à la

partie 1.11 :

v0 = ( 0 , 0 , 1 , 1 )
vζ = 1

(ξ−1)2+η2
( 2ξ , 2η , 1− ξ2 − η2 , 1 + ξ2 + η2 )

v∞ = ( 0 , 0 , −1 , 1 )
v1 = ( 2 , 0 , 0 , 2 )
v−ζ−1 = 1

(ξ−1)2+η2
( −2ξ , 2η , ξ2 + η2 − 1 , 1 + ξ2 + η2 ) .

L’équationPv0 +Qv∞ +Rvζ = λv−ζ−1 + (1− λ)v1 admet pour unique solution

P =
1 + 2ξ − ξ2 − η2

1 + ξ2 + η2
; Q =

−1 + 2ξ + ξ2 + η2

1 + ξ2 + η2
; R =

1− 2ξ + ξ2 + η2

1 + ξ2 + η2
= λ

d’où P + Q + R = 1 + 2ξ
1+ξ2+η2

> 1 (puisque les angles du triangle(0, 1, ζ) sont tous, par (2.3),
strictement aigus).

Remarque 2.2.12.Soit µ ≥ 1. Notons que0 < λ < 1. Si nous remplaçonsv1 par µv1 et notons
(P ′, Q′, R′, λ′) la solution du nouveau système, il est facile de voir que(P ′, Q′, R′) = 1

λ+ 1−λ
µ

(P,Q,R).
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Comme 1
λ+ 1−λ

µ

≥ 1, on a encoreP ′ + Q′ + R′ > 1. En d’autres termes, la relation de convexité dans

l’espace de Minkowski est encore vraie si nous remplaçons l’horobouleH1 (correspondant à la pointe
d’augmentation) par une horoboule plus petite.

Reste à vérifier le cas où le triangle idéalτ sépare deux tétraèdres∆0. Dans ce cas, plutôt que le lien
d’une des pointes principales, nous choisissons de regarder le lien de la pointe d’augmentation, qui est un
pavage deC par des trianglesaigusdeux à deux isométriques dont les sommets forment un réseau affine :
sans perte de généralité,τ a pour sommets∞ et les extrémités1,−1 d’une arête de ce pavage. Les deux
tétraèdres adjacents àτ ont pour quatrième sommetζ et−ζ respectiveemnt, oùζ = ξ + η

√
−1 ∈ C

vérifie |ζ| > 1 (car l’angle−̂1ζ1 est aigu). Les horosphères centrées en±1 et±ζ ont toutes le même
diamètre (qu’on peut choisir égal à1), d’où

v1 = ( 2 , 0 , 0 , 2 )
v−1 = ( −2 , 0 , 0 , 2 )
vζ = ( 2ξ , 2η , 1− ξ2 − η2 , 1 + ξ2 + η2 )
v−ζ = ( −2ξ , −2η , 1− ξ2 − η2 , 1 + ξ2 + η2 )
v∞ = ( 0 , 0 , −κ , κ )

pour un certainκ > 0 qui dépend du choix de l’horoboule dans la pointe d’augmentation, et que nous
ne calculerons pas. L’équationPv1 + Qv−1 + Rv∞ = λvζ + (1 − λ)v−ζ admet pour unique solution

P = Q = λ = 1
2 etR = ξ2+η2−1

κ , d’oùP +Q+R > 1 car|ζ| > 1. Le théorème 2.2.11 est démontré.
Nous terminons par deux remarques : premièrement, le calcul qu’on vient de faire revient simplement

à s’assurer que le pavage deC considéré est la triangulation de Delaunay associée au réseau affine formé
par les sommets (pour la métrique euclidienne deC ≃ R2). Cette simplification a lieu parce que les
horoboules centrées aux points du réseau ont toutes le même diamètre : le lieu géométrique des points de
H3 équidistants de deux quelconques d’entre elles est donc unplan hyperbolique qui passe par l’infini,
et a pour bord la droite médiatrice (dansC) des centres des deux horoboules ; la recherche du domaine
de Voronoı̈ dansH3 se ramène donc à celle des domaines de Voronoı̈ associés aux sommets du réseau
dans le plan euclidienR2.

Deuxièmement, le nombreκ est sans importance, ce qui signifie que la relation de convexité dans
l’espace de Minkowski (P + Q + R > 1) persiste si nous changeons la taille de l’horobouleH∞. En
rapprochant cette remarque de la remarque 2.2.12, nous obtenons le

Corollaire 2.2.13. Si les voisinages horobouliques des pointes sont définis comme au th́eor̀eme
2.2.11, puis qu’on ŕeduise le voisinage horoboulique de la pointe d’augmentation, la triangulation
géoḿetriquement canoniqueDGeom reste inchanǵee.

2.2.5 Entrelacsà deux ponts doublement augment́es

Le recollement de deux tangles triviaux augmentésT ,T ′ (définis au début de la partie 2.2) est un
entrelacsà deux ponts doublement augmenté. La composante d’augmentationγ dansT est homotope
à une unique courbe simple fermée de penteq ∈ P1Q dans la sphère à4 trousS = ∂T = ∂T ′. De
même,T ′ définit une penteq′ ∈ P1Q (définition 2.2.3). On vérifie facilement que siq = q′, alors le
complémentaire de l’entrelacs possède un anneau ou rubande Möbius irréductible. Siq 6= q′, on peut
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tracer la droiteΛ de q à q′ à travers la triangulation de Farey dansH2, et construire le motΩ associé
(en les lettresR etL). Le cas oùq, q′ sont adjacents dans le graphe de Farey est particulier : l’entrelacs
correspondant est donné par les anneaux borroméens et nous le traiterons à la partie 2.2.6, en même
temps que l’entrelacs de Whitehead déjà évoqué au 2.2.1. Si q, q′ ne sont ni égaux, ni voisins dans le
graphe de Farey, il suffit d’appliquer la méthode des parties 2.2.1 à 2.2.4, en traitant la fin du motΩ de
la même manière que son début. L’analogue du théorème 2.2.11 et du corollaire 2.2.13 est vérifié.

Notons que la méthode s’applique bel et bien au cas(q, q′) = (∞, 1
2), bien que le motΩ défini a

priori par ce couple soit vide.̀A la fin de la partie 2.2.1, nous avons en effet ajouté une lettre préfixe
“arbitraire” au début du motΩ, de telle façon queΩ commence par un doublon (par exemple,RR). Ici,
il faut faire de même à la fin du motΩ (car nous augmentons les deux bouts) : il suffit donc d’ajouter au
mot vide un préfixeR et un suffixeR pour que le motΩ obtenu commence (et finisse) effectivement par
un doublonRR. On trouve du reste(w0, w1, w2) = (π3 ,

2π
3 ,

π
3 ), de sorte que la variété est un recollement

de6 tétraèdres idéaux dont tous les angles dièdres valentπ
3 (figure 2.2.9).

FIG. 2.2.9 – Triangulation de pointe principale d’un entrelacsdoublement augmenté quand(q, q′) =
(∞, 1

2 ). Tous les triangles sont équilatéraux.

2.2.6 Exceptions : entrelacs de Whitehead, entrelacs borroméen, et demi–chirurgies

Les cas exceptionnels signalés aux parties 2.2.1 et 2.2.5 sont ceux où tous les tétraèdres proviennent
des tangles augmentés. Ces entrelacs ont été décrits dans la littérature (voir par exemple [T1] ou [SW2])
et leur géométrie est bien comprise. Nous nous bornerons ici à signaler en quoi les affirmations des
parties 2.1.3 à 2.2.4 deviennent des “cas limites”.

Entrelacs de Whitehead

Parmi les entrelacs à deux ponts augmentés à une extrémité seulement, le cas limite est celui où les
rationnels associés aux deux tangles sont∞ et 1

2 , et où le motΩ est donc vide. On a alorsm = 1 et
(w0, w1) = (π2 , π). L’entrelacs associé est l’entrelacs de Whitehead. La figure 2.2.10 (a) et (c) montre
les triangulations de pointe (la pointe principale et la pointe d’augmentation : dans chaque cas on a
représenté une maille complète, en utilisant pour la pointe principale la convention habituelle consis-
tant à séparer les lignes brisées ; les hexagones d’augmentation deviennent des carrés). Un calcul facile
révèle que l’inégalité de convexité dans l’espace de Minkowski n’est pas stricte en certaines arêtes : la
décompositionDGeom est faite de deux pyramides idéales carrées, et les liens de pointe deDGeom sont
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indiqués sur la figure 2.2.10 (b) et (d) — on a représenté les mêmes portions qu’en (a–c). Comme au co-
rollaire 2.2.13,DGeom est inchangée si l’on diminue la taille de l’horoboule de r´eférence dans la pointe
d’augmentation.

(a)
(b)

(c)

(d)

FIG. 2.2.10 – Entrelacs de Whitehead. (a)–(b) : pointe principale ; (c)–(d) : pointe d’augmentation.

Entrelacs borroméen

Parmi les entrelacs à deux ponts doublement augmentés, lecas limite est celui où les rationnels
associés aux deux tanglesT ,T ′ sont∞ et0 (voisins de Farey) : le motΩ n’est alors pas même défini ! On
peut néanmoins choisir une troisième pente (1 ou−1) pour définir une triangulation de la sphère à4 trous
de recollementT ∩T ′, et de là, une triangulation idéale de la variété, qui setrouve être le complémentaire
de l’entrelacs borroméen. Une maille de chacune des triangulations de pointe est montrée à la figure
2.2.11 (on s’est contenté de représenter l’une des deux pointes d’augmentation).̀A nouveau, certaines
inégalités de convexité dans l’espace de Minkowski ne sont pas strictes : les liens de pointe deDGeom
dont indiqués en (b–d), etDGeom est une décomposition en deux octaèdres idéaux réguliers. (Notons
qu’il ne s’agit pas de la décomposition standard proposéepar exemple dans [T1] : la pointe principale
contient8 carrés [sommets d’octaèdres], les pointes d’augmentation n’en contiennent que2 chacune.
Dans la décomposition standard, chaque pointe contient4 carrés. Bien sûr,4 + 4 + 4 = 8 + 2 + 2).
Enfin, diminuer l’horoboule de référence d’une des pointes d’augmentation (ou des deux) a pour effet
de briser chaque octaèdre en deux pyramides idéales à base carrée : c’est la troisième version (b’) de
la triangulation de la pointe principale dans la figure 2.2.11 (les deux pointes d’augmentation (d) sont
inchangées).

Demi–chirurgies

Considérons un entrelacs à deux ponts augmentéT ∪S T ′, oùT ′ est un tangle trivial etT un tangle
trivial augmenté (etS la sphère à4 trous de recollement). La pente dansS définie parT ′ est considérée
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(a) (b) (b’)

(c)

(d)

FIG. 2.2.11 – Entrelacs borroméen. (a)–(b)–(b’) : pointe principale ; (c)–(d) : une pointe d’augmentation.

comme fixée, par exemple à la valeur∞. Alors la pente dansS définie par la composante d’augmen-
tationγ deT n’est en fait pas suffisante pour déterminer l’entrelacs : on peut entortiller les deux brins
qui passent à traversγ un nombre arbitraireN de fois, pour obtenir uneZ–famille d’entrelacsKN . À
homéomorphisme près, le complémentaire deKN dansS3 dépend uniquement de la parité deN : il y a
donc deux variétés différentes (ou quatre, dans le cas d’un entrelacs à deux ponts doublement augmenté)
auxquelles on peut appliquer la méthode des parties 2.2.1 `a 2.2.6. Ces variétés sont distinguées par des
demi–chirurgies de Dehn: découper le long de la sphère à3 trousΣ (totalement géodésique) bordée par
γ, puis recollerΣ en échangeant deux de ses pointes (celles qui ne sont pas dansγ). Le réseau euclidien
associé à la pointe d’augmentation n’a plus pour domaine fondamental le parallélogrammeABB′′A′′

(figure 2.2.4, volet gauche), mais le parallélogrammeA′BB′′A′′′, oùA′′′ est le symétrique deA′ par
rapport àA′′. Voir aussi la remarque 2.2.5. Notons qu’une demi–chirurgie de Dehn peut fort bien chan-
ger le nombre de composantes connexes de l’entrelacs. Aux entrelacs exceptionnels (borroméen et de
Whitehead) des deux précédents paragraphes s’ajoutent donc leurs frères obtenus par demi–chirurgie sur
une ou deux composantes d’augmentation. Le frère du compl´ementaire de l’entrelacs de Whitehead se
trouve être le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead muni de l’orientation opposée, et le lecteur
intéressé pourra déterminer les frères de l’entrelacsborroméen.

Nous appelleronsΣ unesph̀ereà 3 trous d’augmentation.

2.3 Recollements et entrelacs arborescents augmentés

Considérons des variétés hyperboliquesM1, . . . ,Mn, où chaqueMi est le complémentaire d’un
entrelacs à deux ponts augmenté une ou deux fois. Découpons chaqueMi le long de sa ou de ses sphères
à 3 trous d’augmentation. NotonsM i la variété à bord totalement géodésique obtenue, munie de sa

décomposition idéaleDGeomi induite par la décompositionDGeomi deMi. Nous pouvons alors recoller
les sphères à3 trous des∂M i deux par deux d’une façon complètement arbitraire, pour obtenir une
variétéM sans bord, que nous supposerons connexe.

Théorème 2.3.1.Le recollement desDGeomi est un raffinement de la décomposition ǵeoḿetriquement
canoniqueDGeom deM .
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Remarque: à la fin de la démonstration, nous aurons de plus classifiéles cas où ce raffinement est
strict.

Démonstration.Notons que dans ce théorème, à la différence du corollaire 2.2.13, les voisinages ho-
robouliques des pointes sont fixés une fois pour toutes (on suppose que les composantes d’intersection
d’une sphère à3 trousΣ avec les horoboules des trois pointes associées ont toutesla même aire hyper-
bolique).

Dans une triangulation de pointe d’un complémentaire d’entrelacs à deux ponts augmenté, appelons
droite de ćesure le lien de pointe d’une sphère à trois trous d’augmentation : par exemple, la droite
pointillée horizontaleC qui traverse le bas de la figure 2.2.5 est une droite de césure. Dans une pointe
d’augmentation, les arêtes sont rangées en3 classes (selon leur direction) et l’union des arêtes de l’une
de ces classes forme exactement les droites de césure. Dansles figures 2.2.10 et 2.2.11, toutes des droites
de césure sont horizontales (et en pointillés dans la pointe principale).

Les triangulations de pointe desM i s’obtiennent à partir des triangulations de pointe desMi en
découpant le long des droites de césure. Les triangulations de pointe deM s’obtiennent par recollement
le long de ces mêmes droites de césure. Il suffit donc de vérifier l’inégalité de convexité habituelle dans
l’espace de Minkowski pour un tel recollement.

0

0

0

0

1

1

1

1

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ ′

ζ ′

ζ ′

ζ ′

FIG. 2.3.1 – Quelques recollements possibles le long d’une droite de césure. Les triangles définis par une
pointe d’augmentation sont dessinés au trait fin, les autres au trait gras (continu ou pointillé).

Faisons coı̈ncider avecR ⊂ C la droite de césure le long de laquelle on entend recoller. On peut sup-
poser que les tétraèdres à recoller définissent (par projection verticale dans le modèle du demi–espace de
Poincaré) les triangles(0, 1, ζ) et (0, 1, ζ ′), où ζ, ζ ′ appartiennent à la bande[0, 1] + iR (rappelons que
par (2.3) tous les angles sont aigus) et Im(ζ) < 0 < Im (ζ ′). La figure 2.3.1 montre quelques–unes des
possibilités, en fonction de la nature (principale ou d’augmentation) des deux pointes que l’on recolle.
Les horoboules centrées en0 et1 ont pour dianmètre euclidien1 et sont tangentes à l’horoboule centrée
en l’infini. En revanche, le diamètre de l’horoboule centr´ee enζ est ou bien1 (pour une pointe d’aug-
mentation), ou bien|ζ − 1|2, ou bien|ζ2| (ces deux derniers cas correspondant à une pointe principale
d’unM i, comme à la partie 2.2.4). Siζ = ξ + iη et ζ ′ = ξ′ + iη′, on a donc les vecteurs–lumière

52



v0 = ( 0 , 0 , 1 , 1 )
v1 = ( 2 , 0 , 0 , 2 )
v∞ = ( 0 , 0 , −1 , 1 )
vζ = µ ( 2ξ , 2η , 1− ξ2 − η2 , 1 + ξ2 + η2 )
vζ′ = µ′ ( 2ξ′ , 2η′ , 1− ξ′2 − η′2 , 1 + ξ′2 + η′2 )

oùµ ∈
{

1, 1
|ζ|2 ,

1
|ζ−1|2

}
etµ′ ∈

{
1, 1

|ζ′|2 ,
1

|ζ′−1|2
}

. On résoutPv0 +Qv1 + Rv∞ = λvζ + (1 − λ)vζ′ ,
et on trouve

P +Q+R = 1 + µµ′
η′(1− ξ + ξ2 + η2 − 1

µ)− η(1− ξ′ + ξ′2 + η′2 − 1
µ′ )

η′µ′ − ηµ .

Commeη < 0 < η′, il suffit de montrer queX := 1− ξ + ξ2 + η2 − 1
µ ≥ 0 (et de même1− ξ′ + ξ′2 +

η′2 − 1
µ′ ≥ 0). Notons queX ne dépend que du tétraèdre idéal0∞1ζ (et des horoboules placées à ses

sommets), pas du tétraèdre voisin :X est fonction dutilt défini par Sakuma et Weeks dans [SW1]. On a
bien

X ≥
∣∣∣∣ζ −

1

2

∣∣∣∣
2

+
3

4
−max{1, |ζ|2, |1− ζ|2}

= min

{∣∣∣∣ζ −
1

2

∣∣∣∣
2

− 1

4
, ξ , 1− ξ

}
.

Ce dernier nombre est positif parce que tous les angles du triangle(0, 1, ζ) sont aigus. Le théorème 2.3.1
est démontré. De plus, classifier les cas d’égalité dansle calcul ci-dessus, et donc les cas oùDGeom est

strictement plus grossière que le recollement desDGeomi , est aisé en utilisant la partie 2.2.6 : parmi tous
les entrelacs à deux ponts augmentés une ou deux fois, les seules droites de césure (et donc les seules
sphères à trois trous d’augmentation) qui n’apparaissent pas dansDGeom sont celles de l’entrelacs de
Whitehead (les arêtes horizontales de la figure 2.2.10–(c)sont absentes de 2.2.10-(d)). C’est donc le
seul cas oùX = 0, et les seules sphères à trois trous de recollement (desM i) qui n’apparaissent pas
dansDGeomM sont celles qui séparent deuxM i définis par des entrelacs de Whitehead. Par exemple, la
figure 2.3.2 montre un entrelacs dont le complémentaire s’obtient en découpant et recollant plusieurs
complémentaires d’entrelacs de Whitehead.

La classe des variétésM auxquelles s’applique le théorème 2.3.1 contient notamment les
compĺementaires d’entrelacs arborescents totalement augmentés, généralisations de l’exemple de la fi-
gure 2.3.2. Nous renvoyons au chapitre 4 pour les définitions, et notamment à la remarque 4.5.8 pour la
caractérisation exacte de ces entrelacs.
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FIG. 2.3.2 – Pour obtenir cette variété on a découpé, puis recollé5 copies du complémentaire de l’entre-
lacs de Whitehead (vu comme un nœud à deux ponts augmenté) le long de leur sphère à3 trous d’aug-
mentation. Les pointes d’augmentation ont été réunies pour former la composante grasse de l’entrelacs.
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Chapitre 3

Cœurs convexes des groupes
quasi–fuchsiens du tore perće

3.1 Introduction

Considérons un groupeΓ ⊂ Isom+(H3) librement engendré par deux éléments de commutateur
parabolique. On dit queΓ est ungroupe quasifuchsien du tore percé si Γ est discret, sans torsion, avec
M := H3/Γ une variété géométriquement finie. Le cœur convexe deM admet alors deux composantes
de bord, qui sont dessurfaces plisśeeshoméomorphes au tore percéT .

Dans ce chapitre, nous étudions les groupes quasi–fuchsiensΓ du tore percé en étendant les méthodes
du chapitre 1 : exhiber une triangulation totalement géod´esique de l’intérieur du cœur convexe deM .
En particulier, la combinatoire de la triangulation utilisée sera étroitement calquée sur celle du chapitre
1 : la droite–maı̂tresseΛ qui traverse le graphe de Farey aura pour extrémités, non plus les pentes des
laminations stables et instables d’un homéomorphisme pseudo–Anosov du tore percé, mais les pentes
des laminations de plissage du cœur convexe deH3/Γ, qu’on suppose données (1). En particulier, nous
montrerons queΓ est une fonction continue des laminations de plissage, ce qui entraı̂nera le

Corollaire 3.9.9 (C. Series)Les laminations de plissage forment un système de coordonńees continu de
l’ensemble des groupes quasifuchsiens non fuchsiens du tore perće, vusà conjugaison pr̀es.

La conjecture des laminations de plissage affirme que ce résultat reste vrai lorsqu’on remplace le tore
percé par une surface quelconque. Le principal obstacle, pour la démontrer, est d’obtenir l’unicité d’un
groupe de plissages donnés.

Décrivons à présent le principal résultat de ce chapitre. SoitM = H3/Γ une variété hyperbolique
complète à une pointe. Akiyoshi et Sakuma [AS] ont étendula construction d’Epstein–Penner [EP] dans
l’espace de MinkowskiR3+1 pour montrer que l’intérieurV du cœur convexe deM admet une (unique)
décompositionDGeom, canonique en un sens purement géométrique. Comme à la partie 1.11,DGeom est
définie en considérant l’enveloppe convexeC ⊂ R3+1 de laΓ-orbite (discrète) d’un quelconque vecteur

1Rappelons que dans la compactification de Thurston, le bord de l’espace de TeichmüllerT est l’ensemblePML des
laminations mesurées projectives : ici,T est identifié àH2 (l’espace sous-jacent de la triangulation de Farey), tandis quePML

est identifiée à l’ensemble des pentesP1R = ∂H2
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isotrope représentant la pointe deM : la décomposition cellulaire du bord du polyèdreC se projette dans
M pour donnerDGeom. En fait, la projection deC àM contient non seulementV , mais aussi une partie
du bord du cœur convexe deM , qui est précisément caractérisée (en dimension quelconque) dans [AS].
Ici nous nous intéresserons seulement àV lui–même.

Cette décompositionDGeom deV est plutôt mystérieuse en général. Par exemple, on ignore siDGeom
est toujours localement finie. Toutefois, les cellules deDGeom de dimension maximale qui se relèvent à
des faces de type espace deC sont des polyèdres idéaux contractiles dont l’union est un complexe dual
du domaine de Ford–Voronoı̈ deM . Les autres cellules deDGeom de dimension maximale peuvent être
non contractiles, sont invisibles dans le domaine de Ford–Voronoı̈ deM , et s’accumulent en général près
de∂V .

Dans le cas d’un groupe quasi–fuchsien du tore percé, les auteurs de [ASWY2] ont proposé une
séduisante description conjecturale de la combinatoire deDGeom. Le complexe des triangulations idéales
du tore percé est un arbreY , et les classes projectives des deux plissages du bord deV définissent
deux points à l’infini deY : comme à la partie 1.3, l’unique géodésique deY reliant ces deux points
permet de définir une triangulation idéale (combinatoire) DComb de V (plus de détails dans la partie
3.2). La triangulationDComb est canonique en un sens combinatoire, par rapport aux laminations de
plissage du bord deV . Peut-on raidirDComb pour en faire une triangulation totalement géodésique deV
(sans renverser l’orientation d’aucun tétraèdre) ? Le théorème principal de ce chapitre donne une réponse
affirmative :

Théorème 3.1.1.Si V est l’intérieur du cœur convexe d’un groupe quasi–fuchsien du tore percé, la
triangulation id́ealeDGeom deV n’est autre que la version totalement géod́esique deDComb.

Comme à la partie 1.11, une fois qu’on a deviné la nature deDGeom (en l’espèce,DComb), montrer
la canonicité géométrique est un simple calcul (vérifier une relation de convexité dans l’espace de Min-
kowski). HormisDComb et les décompositions plus grossières dontDComb est un raffinement, nous ne
connaissons en fait aucune décomposition deV en cellules idéales qui respecte l’involution hyperellip-
tique (propriété dontDGeom jouit automatiquement par symétrie).

Thurston et Bonahon [B1] ont montré comment associer unelamination de bout(classe projective de
laminations mesurées) à un bout infini d’une variété hyperbolique. Le Théorème des laminations de bout
[BCM] affirme, en gros, que la géométrie asymptotique du bout ne dépend que de la lamination associée.
En vue d’une généralisation du théorème 3.1.1 à tous les groupes du tore percé, il est raisonnable de voir
les laminations de bout comme des plissages d’intensité infinie (voir la partie 3.9.4), et de conjecturer
que le groupe est déterminé à conjugaison près par ses laminations de plissage et/ou de bouts (cet énoncé
engloberait le Théorème des laminations de bout et la Conjecture 0.2.3 des laminations de plissage de
Thurston comme cas particuliers). De fait, notre méthode permet de construire des groupes kleiniens
du tore percé pour toute donnée admissible de laminationsde plissage et/ou de bouts, et ces groupes
satisfont à un analogue du théorème 3.1.1 : l’énoncé g´enéral, qui comprend une description complète de
DGeom (en particulier dans le cas de laminations rationnelles), est le théorème 3.9.1. Quand exactement
un des bouts est géométriquement infini, prouver l’unicité d’un tel groupe demeure un problème ouvert.

L’égalitéDGeom = DComb =: D du théorème 3.1.1 (et l’existence d’une réalisation deDComb par
des polyèdres idéaux bien orientés) était la Conjecture 8.2 de [ASWY2], également appeléeconjecture
EPH (pour elliptique–parabolique–hyperbolique, les trois types de faces dans l’espace de Minkowski :
nous parlerons plutôt de faces de type espace, de type lumi`ere et de type temps). Dans [Ak], Akiyoshi
a établi cette égalité dans le cas de deux bouts infinis. Près d’un bout fini, les tétraèdres deD s’apla-
tissent extrêmement vite : le plus petit des angles dièdres dui-ème tétraèdre est une fonction dei qui,
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génériquement, tend vers0 plus vite que n’importe quelle suite géométrique(αi)i≥0. En un sens, la dif-
ficulté est de montrer que ces très petits angles restent n´eanmoins positifs dans la métrique hyperbolique.

La réalisation géométrique deDComb (en d’autres termes, la construction des angles dièdres men-
tionnés ci-dessus) sera raisonnablement explicite : la solution apparaı̂tra comme le maximum d’une fonc-
tionnelle “volume”V concave, explicite, sur un domaine convexe explicitement défini. Le domaine est
de dimension infinie, mais on borne explicitement la contribution des coordonnées de “queue” dansV, ce
qui suggère la possibilité d’une implémentation numérique. De plus, cette particularité nous permet de
montrer que le groupe kleinien est continûment détermin´e par les laminations de plissage : c’est l’étape
clé pour démontrer le Théorème des laminations de plissage (partie 3.9.5).

3.2 Stratégie

La triangulationDGeom peut être vue (à titre dual) comme un raffinement du domainede Ford–
Voronoı̈ du groupe quasi–fuchsien sous-jacent. Ce domainea été décrit en très grand détail dans
[Jø, ASWY1, ASWY2] et [ASWY3] : cette approche, qui fournit par dualité une description d’une
sous-famille finie des tétraèdres deDGeom, repose sur un argument de “continuité géométrique” surl’es-
pace (connexe) des groupes quasi–fuchsiens. Afin d’étudier tousles tétraèdres deDGeom simultanément,
y compris ceux que le domaine de Ford–Voronoı̈ ne voit pas (ceux qui ne sont pas de type espace),
le présent travail adopte une approche diamétralement opposée : nous décrivons d’abord la forme que
doivent posséder les tétraèdres de la triangulation candidateDComb, puis nous travaillons à prouver que
leur recollement définit un groupe quasi–fuchsien (plus exactement, l’intérieur du cœur convexe d’un tel
groupe). Le calcul du 1.11 dans l’espace de Minkowski implique alors, par-dessus le marché, le théorème
3.1.1 (DComb = DGeom).

Par rapport aux résultats antérieurs de canonicité géométrique ([Ak, L2, ASWY3]) qu’on trouve
dans la littérature, la nouveauté du présent travail estdonc de permettre le traitement de laminations de
plissage, c’est-à-dire de groupes kleiniens dont l’ensemble limite est plus petit queP1C. Nous utiliserons
les résultats (et les notations) du chapitre 1, mais rappellerons toutes les définitions nécessaires.

3.2.1 Position pŕecise du probl̀eme

Soit T := (R2 r Z2)/Z2 le tore percé en un point, muni de sa structure différentiable. SoitC
l’ensemble des classes d’isotopie de courbes simples ferm´ees dansT qui ne séparent pasT (le bord
d’un voisinage régulier du trou deT est ainsi exclu deC). Soit aussiC′ l’ensemble des classes d’isotopie
d’arcs proprement plongés dansT (allant du trou au trou) qui ne séparent pasT .

Considérons le revêtement abélien maximalπ : R2 r Z2 → T , et deux entiersξ, η premiers entre
eux. Siℓ est une droite de penteη/ξ dansR2 qui rencontre (respectivement, ne rencontre pas)Z2, alors
π(ℓr Z2) définit une classeγ′ ∈ C′ (resp.γ ∈ C). On appelleη/ξ ∈ P1Q la pentedeγ′ (resp.γ). Il est
notoire queC aussi bien queC′ sont paramétrés parP1Q = Q ∪ {∞}, via la pente : on a des bijections

s : C −̃→ P1Q ; s′ : C′ −̃→ P1Q .

S’il n’y a pas de risque de confusion, nous omettrons parfoiss et identifierons simplementC àP1Q.
Soient(α+, β+) et(α−, β−) des éléments deR∗2 tels queβ+/α+ etβ−/α− soient deux irrationnels
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distincts (2). Définissons lesplissagesλ± : P1Q→ R± par

λ+(η/ξ) =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
β+ η
α+ ξ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ et λ−(η/ξ) = −

∣∣∣∣
∣∣∣∣
β− η
α− ξ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ , (3.1)

où les doubles barres dénotent la valeur absolue du déterminant (etη/ξ est une fraction irréductible).
Multiplier un couple(α±, β±) par (−1) ne change pasλ±. Notons queλ− < 0 < λ+ (en tant que
fonctions surP1Q).

Remarque 3.2.1.La mesure de plissageλ d’une surface plissée (d’aire finie) est définiea priori sur tout
arc transverse à la lamination de plissage (voir la partie 3.8.1 pour une définition). Cependant, quelques
paramètres réels suffisent à déterminerλ : par exemple, on connaı̂tλ tout entière dès lors qu’on se donne
les poids (pourλ) des arcs d’un réseau ferroviaire qui supporte la lamination de plissage [PH]. Dans ce
chapitre, nous nous contenterons presque toujours de considérer la restriction d’une mesure de plissage
surT à l’ensembleC des courbes (géodésique intrinsèques) simples fermées.

Dans le plan hyperboliqueH2 muni de sa frontière∂H2 = P1R, considérons la triangulation de
Farey : celle-ci s’obtient par réflexions successives du triangle idéal1∞0 par rapport à ses côtés (voir par
exemple la seconde partie de [Min]). Les irrationnelsβ+/α+ etβ−/α− appartiennent à∂H2, et la droite
(géodésique) orientéeΛ deβ−/α− àβ+/α+ traverse une infinité d’arêtes de Farey(ei)i∈Z (le choix de
e0 est arbitraire).À toute paire d’entiers consécutifs(i − 1, i) est associée une lettre,R ouL, selon que
les arêtesei−1, ei partagent leur extrémité droite ou gauche (on dira queΛ fait un virage à droite, ou à
gauche, au triangle de Farey situé entreei−1 et ei). Nous obtenons un mot bi-infini...RLLLRR... dont
tout préfixe et tout suffixe contiennent une infinité deR, comme deL.

Deux rationnels deP1Q sont voisins dans le graphe de Farey si et seulement si les éléments associés
deC′ (arcs proprement plongés dansT ) sont homotopiquement disjoints. Ainsi, chaque triangle de Farey
τ définit unetriangulation id́ealedu tore percéT : en effet, les sommets deτ sont les pentes de trois
arcs disjoints (proprement plongés) deC′ dont l’union partageT en deuxtriangles id́eaux. De plus, deux
triangulations deT correspondant à des triangles de Farey qui partagent une arête ne diffèrent que par un
échange de diagonale(figure 1.3.1). Un tel échange doit être vu comme un tétra`edre idéal (topologique)
dansT × R emplissant l’espace contenu entre deux surfaces plissées(topologiques), plissées selon les
deux triangulations idéales (les diagonales de l’échange sont deux arêtes opposées du tétraèdre).

Comme au chapitre 1, notre stratégie sera de considérer une surface trianguléeTi (homéomorphe
au tore percéT ) correspondant au triangle de Farey situé entreei−1 et ei, et ce pour touti dansZ ;
puis d’interpoler ces surfaces par des tétraèdres idéaux (topologiques)∆i correspondant aux échanges
de diagonale (c’est-à-dire aux arêtes de Fareyei elles-mêmes), et de munir tous ces objets de paramètres
géométriques (angles dièdres) en utilisant le principedu volume maximal dû à Rivin (voir [R1]). Notons
queλ± code toute la combinatoire du recollement des tétraèdres∆i. De plus, chaqueTi ⊂ T ×R, étant
homotope à une fibreT × {∗}, est naturellement muni d’unmarquageTi ≃ T (défini à isotopie près).

Théorème 3.2.2.Il existe une varíet́e hyperbolique non complète V , à une pointe, hoḿeomorpheà
T × R, telle que

2Nous nous concentrons en premier lieu sur des laminations deplissage irrationnelles — quant aux rationnelles, voir la
partie 3.9.
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i – Le compĺet́e ḿetriqueV deV est hoḿeomorphèa T × [0, 1] = V ⊔ T−∞ ⊔ T+∞, où T−∞, T+∞
sont des surfaces plissées dont les mesures de plissage, restreintesà l’ensembleC des courbes
simples ferḿees, cöıncident respectivement avecλ− ◦ s etλ+ ◦ s, où s est la fonction pente ;

ii – Les ŕealisations ǵeoḿetriques des t́etraèdres{∆i}i∈Z dansV définissent une triangulation idéale
totalement ǵeod́esiqueDComb deV .

Les parties 3.3 à 3.8 sont consacrées à la construction d’une telleV . On exige que le trou deT cor-
responde à une pointe deV , de sorte queV sera isométrique au cœur convexe d’une variété hyperbolique
H3/Γ, oùΓ est un groupe quasi–fuchsien du tore percé (on dira simplement queV a pour plissageλ±).

Par [S4], ou par le corollaire 3.9.9 ci-dessous, le groupeΓ est déterminé à conjugaison près dans
Isom(H3) par lesλ±. Ainsi, notre construction fournit une décompositionD de l’intérieurV du cœur
convexe den’importe quelgroupe quasi–fuchsien du tore percéΓ dont les laminations de plissage sont
irrationnelles. Le revêtement universel deV est représenté à la figure3 de [T3].

Dans toute la démonstration, nous aurons affaire à une famille infinie de tétraèdres(∆i)i∈Z, separés
par des tores percés plissés(Ti)i∈Z. Par un choix arbitraire, nous avons résolu queTi sera la surface
∆i ∩∆i−1 — ou, ce qui revient au même, que le bord du tétraèdre∆i seraTi ∪ Ti+1. C’est toutefois la
numérotation des tétraèdres∆i qu’on devra voir comme la plus essentielle au problème (voir notamment
plus loin la définition 3.3.1).

3.2.2 Plan de la d́emonstration

Dans la partie 3.3, après avoir rappelé la paramétrisation (vue au 1.5) de l’espace des combinaisons
d’angles dièdresxi, yi, zi pour les tétraèdres{∆i}i∈Z, nous intégrons la donnée deλ± sous forme d’une
famille de contraintes supplémentaires sur lesxi, yi, zi. Dans la partie 3.4, nous menons à bien la maxi-
misation du volume (sous ces contraintes). D’importantes propriétés asymptotiques de la solution sont
analysées à la partie 3.5. Dans la partie 3.6 (à rapprocher de 1.4), nous décrivons la triangulation eucli-
dienne de la pointe. Dans les parties 3.7 et 3.8, nous montrons que les surfaces plisséesTi convergent en
un sens suffisamment fort pour que leur limite (quandi tend vers±∞) coı̈ncide avec le bord (plissé) du
complété métrique deV =

⋃
i∈Z ∆i. À ce moment, nous aurons construit le cœur convexe d’un groupe

quasi–fuchsien. Le théorème 3.1.1, pour ce groupe particulier, découle alors simplement du calcul déjà
exposé à la partie 1.11. Dans la partie 3.9, nous donnons une construction analogue de groupes du tore
percé admettant des pentes de plissageβ±/α± rationnelles et/ou des bouts infinis, et nous redémontrons
que le couple(λ+, λ−) forme un système de coordonnées continues pour l’espace des groupes quasi–
fuchsiens (non fuchsiens) : c’est le théorème des laminations de plissage ; voir [S4]. Tous les groupes
quasi–fuchsiens du tore percé s’obtiennent donc par notreconstruction, et le théorème 3.1.1 est démontré.

3.3 L’espace des d́eformations

3.3.1 Angles dìedres

Dans ce paragraphe (simple rappel du 1.5), nous munissons d’angles dièdres les tétraèdres idéaux
∆i. Plus précisément, nous décrivons l’espace convexeΣ des combinaisons d’angles positifs pour les∆i

telles que
– les trois angles dièdres à chaque sommet idéal de∆i ont pour sommeπ (cela est vrai pour tout

tétraèdre idéal deH3) ;
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– les angles dièdres au voisinage d’une arête deV =
⋃
i∈Z ∆i ont pour somme2π (cela est

nécessaire, bien qu’insuffisant, pour avoir une structurehyperbolique au voisinage de l’arête) ;
– les trois angles de plissage de chaque tore percé plisséTi, ou angles dièdres extérieurs signés, ont

pour somme0 (cela est nécessaire, bien qu’insuffisant, pour faire du troup deT une pointe deV ,
c’est-à-dire faire de l’holonomie du lacet autour dep une isométrie parabolique deH3).

Les trois conditions ci-dessus ne font que reformuler (1.1)(la première condition implique que deux
arêtes opposées de∆i reçoivent toujours le même angle dièdre). Par la suite nous appliquerons le principe
du volume maximal de Rivin sur un certain sous-ensemble convexe de (l’adhérence de)Σ.

Comme au 1.5, les solutions du problème linéaire ci-dessus sont données par les suites(wi)i∈Z telles
que





Pour touti ∈ Z on a0 < wi < π.
Si i sépare des lettres identiques (deux premiers cas),2wi > wi+1 + wi−1.
Si i sépare des lettres différentes (deux derniers cas),|wi+1 −wi−1| < wi.

(3.2)

Plus précisément, en notant(wi−1, wi, wi+1) = (a, b, c), l’expression des angles dièdresxi, yi, zi de
∆i en fonction des lettres (R ouL) deΩ situées de part et d’autre de l’indicei (ou de l’arête de Fareyei)
est donnée par le tableau suivant (rappel du tableau 1.3).

L L R R L R R L

xi
1
2 (a+ c) 1

2(−a+ 2b− c) 1
2(a+ b− c) 1

2(−a+ b+ c)

yi
1
2(−a+ 2b− c) 1

2(a+ c) 1
2(−a+ b+ c) 1

2 (a+ b− c)
zi π − b π − b π − b π − b

(3.3)

Supposons que(wi)i∈Z satisfait (3.2). On rappelle quelques conventions utiles du chapitre 1 :
– Aux arêtes dont la pente est l’extrémité droite (resp. gauche) deei, l’angle de∆i vautxi (resp.yi).
– Le facteurR deT × R permet de munir chaque surface plisséeTi d’une orientation transverse,

dont on dit qu’elle pointevers le haut.
– Soit ǫ une arête deTi : si les angles dièdres adjacents àǫ situésau dessusdeTi ont pour somme
π + θ, on appelleθ l’angle de plissage deTi enǫ.

– Une arête qui saille vers le haut a donc un plissage positif: cela concorde avec la convention
λ− < 0 < λ+ de (3.1), puisque l’on entend faire deV =

⋃
i∈Z ∆i un espace convexe.

– Les angles de plissage deTi sont donnés à la figure 1.5.1 (haut) en fonction deswi : dans le coinp
du triangle de Farey associé àTi, figure l’angle de plissage deTi en l’arête de pentep. Rappelons
les valeurs (1.2) des angles de plissage deTi :

wi−1 ; −wi ; wi − wi−1 . (3.4)

Notons dorénavantΣ l’espace (convexe, non vide) des solutions(wi)i∈Z de (3.2).

3.3.2 Une contrainte naturelle sur le plissage deTi

Nous décrivons à présent un certain sous-ensemble convexe deΣ. Ce sous-ensemble sera défini
par des conditions de décroissance pour la suite(wi)i∈Z au voisinage de±∞. Ces conditions, dont la
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vocation est de refléter lesλ±, s’obtiennent comme suit. Considérons le tore percé plisséTi séparant
les tétraèdres∆i et ∆i−1. Soientǫ1, ǫ2, ǫ3 les arêtes deTi et δ1, δ2, δ3 les angles de plissage associés
(comptés positivement pour une arête qui saille vers le haut, comme dans (3.4) ci-dessus). On rappelle
l’ensembleC des (classes d’isotopie de) courbes simples fermées dans le tore percéT , non homotopes à
un point ou au lacet autour du trou. Définissons la mesure de plissageλi : C → R+ deTi par

λi(γ) = δ1ν1(γ) + δ2ν2(γ) + δ3ν3(γ), (3.5)

oùνσ(γ) ∈ N est le nombre d’intersection deγ avec l’arêteǫσ. Notonsεσ ∈ C la courbe simple fermée
qui a la même pente queǫσ. Nous posons comme condition

λ−(εσ) < λi(εσ) < λ+(εσ)

pour toutσ ∈ {1, 2, 3}, et de même pour tout tore percé plisséTi dans laZ-famille (3).

Autrement dit, notonsη/ξ la pente (rationnelle) deεσ . Observons queλi(εσ) = δσ′ + δσ′′ = −δσ où
{σ, σ′, σ′′} = {1, 2, 3}, car les pentes deε1, ε2, ε3 sont des voisins de Farey. Ainsi, par (3.1), la condition
posée est que pour toutεσ défini comme ci-dessus,

−
∣∣∣∣
∣∣∣∣
β+ η
α+ ξ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < δσ <

∣∣∣∣
∣∣∣∣
β− η
α− ξ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ . (3.6)

Afin d’exprimer (3.6) en termes deswi, il nous faut définir quelques notations (lesδσ sont fonction
deswi via (3.4) ci-dessus). Pour chaque arête de Fareyei, soitq+i (resp.q−i ) le rationnel situé à l’opposé
deei, du même côté deei que le pointβ+/α+ (resp.β−/α−). Pour un quelconque rationnelp = η/ξ,
introduisons la notation légèrement abusive (4)

β

α
∧ p :=

∣∣∣∣
∣∣∣∣
β η
α ξ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ (valeur absolue du déterminant). (3.7)

Alors, si l, r sont les rationnels situés aux extrémités gauche et droite de l’arête de Fareyei, on a

(β
+

α+ ∧ l) + (β
+

α+ ∧ r) = β+

α+ ∧ q−i ; (β
−

α− ∧ l) + (β
−

α− ∧ r) = β−

α− ∧ q+i . (3.8)

En effet, la notation∧ est invariante sous l’action du groupePSL2(Z) (agissant sur(H2, ∂H2) par
isométries et sur les couples±(α, β) comme groupe de matrices). CommePSL2(Z) agit transitivement
sur les arêtes de Farey orientées, on est ramené au cas(l, r, q+i , q

−
i ) = (∞, 0, 1,−1) oùβ−/α− < 0 <

β+/α+, qui est immédiat.

Traduisons maintenant l’équation (3.6) en termes deswi. Soient ei−1, ei deux arêtes de Farey
consécutives ;p et p′ sont les extrémités deei−1 ; p et p′′ sont les extrémités deei. On aq+i−1 = p′′

et q−i = p′. Au vu de (3.4) et de la figure 1.5.1 (haut), l’équation (3.6)devient

3Il s’ensuit en fait une inégalité semblable pour toutes les courbes simples ferméesγ deC (voir le lemme 3.3.5 plus bas),
c’est-à-direλ− < λi < λ+ en tant que fonctions surC. Forcer cette inégalité “naturelle” est la raison–d’être de notre contrainte.

4Abusive en ce qu’elle dépend du couple(α, β) et non du seul réelβ
α

.
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−(β
+

α+ ∧ p′′) < wi−1 < β−

α− ∧ p′′

−(β
+

α+ ∧ p′) < −wi < β−

α− ∧ p′

−(β
+

α+ ∧ p) < wi − wi−1 < β−

α− ∧ p .

Comme leswi sont strictement positifs (3.2), cela équivaut à





wi−1 < β−

α− ∧ q+i−1

−(β
+

α+ ∧ q−i ) < −wi
−(β

+

α+ ∧ p) < wi − wi−1 < β−

α− ∧ p .

Enfin, observonsβ
+

α+ ∧ p = (β
+

α+ ∧ q−i−1)− (β
+

α+ ∧ q−i ) tandis queβ
−

α− ∧ p = (β
−

α− ∧ q+i )− (β
−

α− ∧ q+i−1),
par l’équation (3.8). Ainsi, si l’on introduit

φ+
i :=

β+

α+
∧ q−i et φ−i :=

β−

α− ∧ q
+
i (3.9)

alors l’équation (3.6) devient

wi < min{φ+
i , φ

−
i }

φ−i−1 − φ−i < wi−1 − wi < φ+
i−1 − φ+

i

}
∀i ∈ Z. (3.10)

3.3.3 Étude deφ+ et φ−

Définition 3.3.1. En 3.2.1, nous avons associé à chaquei ∈ Z une arête de Fareyei, située entre deux
lettres à valeurs dans{R,L}. Nous appelleronsi un indice charnìere, et∆i un tetraèdre charnìere, quand
les deux lettres sont distinctes (RL ouLR). L’adjectif non-charnìerese rapporte àRR ouLL.

Lemme 3.3.2.Les suitesφ+, φ− : Z→ R∗
+ satisfont les propríet́es suivantes.

i – Premìerement,φ− est strictement croissante etφ+ strictement d́ecroissante.

ii – Pour touti, on a1 < φ−i+1/φ
−
i < 2 et1 < φ+

i−1/φ
+
i < 2.

iii – Si i ∈ Z n’est pas charnìere, alorsφ+
i−1 + φ+

i+1 = 2φ+
i etφ−i−1 + φ−i+1 = 2φ−i .

iv – Si i ∈ Z est charnìere, alorsφ−i+1 = φ−i + φ−i−1 etφ+
i−1 = φ+

i + φ+
i+1.

v – Les suitesφ± sont convexes :2φ±i ≤ φ±i−1 + φ±i+1.

vi – Si i < j sont deux charnières conśecutives, alors1 + j−i
2 ≤

{
φ+

i

φ+
j

,
φ−j
φ−i

}
≤ 1 + j − i.

vii – On a lim
+∞

φ+ = lim
−∞

φ− = 0 et lim
−∞

φ+ = lim
+∞

φ− = +∞.

viii – On a lim
−∞

(φ+
i−1 − φ+

i ) = lim
+∞

(φ−i+1 − φ−i ) = +∞.

Remarque 3.3.3.Les pointsiii et iv sont simplement des cas limites des inégalités (3.2), quisignifient
la positivité des anglesxi, yi, zi.
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Démonstration.Nous traitons seulementφ+ : les arguments pourφ− sont analogues. Soientei−1 =

pri−1 etei = pri deux arêtes de Farey consécutives. On aφ+
i = β+

α+ ∧ri−1 etφ+
i−1 = β+

α+ ∧ri−1 + β+

α+ ∧p
par l’équation (3.8), d’oùi.

Pourii, il suffit de montrer la borne supérieure. Observer queφ+
i−1 = (β

+

α+ ∧ ri + β+

α+ ∧ p) + β+

α+ ∧ p
tandis queφ+

i = β+

α+ ∧ ri + β+

α+ ∧ p.
Pour iii, supposonsei+1 = pri+1 de sorte queφ+

k = β+

α+ ∧ p + β+

α+ ∧ rk quand|i − k| ≤ 1. Pour

k ∈ {i, i + 1} le membre de droite estβ
+

α+ ∧ rk−1 , donc(φ+
k−1 − φ+

k ) = β+

α+ ∧ p, ce qui suffit.
Pouriv, supposonsei+1 = p′ri. En utilisant les notations de la formule (3.9), nous avonsq−i+1 = p et

q−i = ri−1, extrémités deei−1. Vu l’équation (3.8), cela donne le résultat. Le pointv est une conséquence
deiv et ii aux indices charnières, et deiii aux autres indices. Pourvi, observer queφ+

i = φ+
j +(j− i)φ+

j+1

par iii-iv, et conclure en utilisantii. Le pointvii est une conséquence devi, et de la présence d’une infinité
de charnières au voisinage de+∞ et de−∞. Le pointviii découle devii, v, et iv.

3.3.4 Comportement des plissagesλi : C → R

Pour toute suite réelleu ∈ RZ, définissons la suite∇u par (∇u)i = ui−1 − ui. Résumons les
conditions imposées àw : Z→ R∗

+ (équations 3.2 et 3.10 ci-dessus) :





0 < wi < min{φ+
i , φ

−
i , π}

∇φ−i < ∇wi < ∇φ+
i pour touti ∈ Z ;

|wi+1 − wi−1| < wi si i est charnière ;
wi+1 + wi−1 < 2wi sinon.

(3.11)

Vérifions quewi = f(φ+
i )f(φ−i ), par exemple, satisfait ce système, oùf est n’importe quelle fonction

strictement concave, monotone, deR+ dans[0, 1[, satisfaisantf(x) ≤ x. Les deux premières lignes sont
immédiates. Pour la troisième, observons que

f(φ+
i+1)f(φ−i+1) = f(φ+

i+1)f(φ−i + φ−i−1) < f(φ+
i+1)

[
f(φ−i ) + f(φ−i−1)

]

< f(φ+
i )f(φ−i ) + f(φ+

i−1)f(φ−i−1)

et de même,f(φ+
i−1)f(φ−i−1) < f(φ+

i )f(φ−i ) + f(φ+
i+1)f(φ−i+1). Pour la quatrième, notons(A, a) =

(f(φ+
i−1), f(φ+

i+1)) et (b,B) = (f(φ−i−1), f(φ−i+1)), de sorte queA > a et b < B. On a alors bien

f(φ+
i )f(φ−i ) >

A+ a

2

b+B

2
=
Ab+ aB

2
+

(A− a)(B − b)
4

>
Ab+ aB

2
.

Définition 3.3.4. Si (3.11’) dénote le système (3.11) dans lequel toutes lesinégalités strictes ont été
remplacées par des inégalités larges, soitW ⊂ RZ l’espace des solutions de (3.11’).

Supposons(wi)i∈Z ∈ W et rappelons (3.5) la mesure de plissageλi : C → R associée àTi, le tore
plissé percé situé entre les tétraèdres∆i et∆i−1.

Lemme 3.3.5.Pour toute courbeγ ∈ C, la suite(λi(γ))i∈Z est croissante, avec

λ−(γ) ≤ lim
i→−∞

λi(γ) ≤ lim
i→+∞

λi(γ) ≤ λ+(γ).
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Démonstration.Tout d’abord, observons que les triplets d’angles de plissage deTi, Ti+1 sont toujours
de la forme(A,B,−xi − yi) ; (A − 2xi, B − 2yi, xi + yi) donnée dans la figure 3.3.1, oùxi (resp.
yi) est positif, égal à l’angle dièdre du tétraèdre∆i aux côtés horizontaux (resp. verticaux) du domaine
fondamental (carré) de la surfaceT . La courbe ferméeγ deT traverse ce domaine fondamental un certain
nombre de fois, verticalement, horizontalement, ou en diagonale (découpant l’un des quatre coins du
domaine). Alorsλi(γ) s’obtient en sommant les angles de plissage rencontrés parγ lors de ces différents
passages (siU etU ′ sont les angles de plissage rencontrés parγ à l’entrée et à la sortie du domaine, etV
la somme des angles rencontrés à l’intérieur du domaine [cette somme a un terme au plus !], on compte
un plissage deU2 + V + U ′

2 pour le passage considéré).

Deλi àλi+1, le plissage total le long deγ augmente de :

[
A−2xi

2 + (xi + yi) + A−2xi

2

]
−
[
A
2 − (xi + yi) + A

2

]
= 2yi par passage vertical ;

[
B−2yi

2 + (xi + yi) + B−2yi

2

]
−
[
B
2 − (xi + yi) + B

2

]
= 2xi par passage horizontal ;

[
A−2xi

2 + B−2yi

2

]
−
[
A
2 − (xi + yi) + B

2

]
= 0 par passage selon la diagonale montante ;

[
A−2xi

2 + (xi + yi) + B−2yi

2

]
−
[
A
2 + B

2

]
= 0 par passage selon la diagonale descendante,

d’où la monotonicité annoncée. (Cet argument, ou une variante, fonctionne encore pour des surfaces
de genre quelconque et des courbes fermées non-simples, dumoment que les angles du tétraèdre sont
positifs).

−xi−yi xi+yi

A

B

A−2xi

B−2yiγ

FIG. 3.3.1 – Plissages des surfacesTi etTi+1 bordant∆i.

Pour l’encadrement, nous nous préoccupons seulement du cˆoté deλ+. Considérons la penteσ = η
ξ ∈

P1Q deγ (une fraction réduite) ; rappelons la définitionλ+(σ) = ||β+

α+
η
ξ || posée en (3.1). Considérons un

indice i suffisamment élevé pour que l’arête de Fareyei−1 sépareσ deβ+/α+. Considérons les points

p, p′, p′′ ∈ P1Q tels que(ei−1, ei) = (pp′, pp′′) : les points(σ, p, β
+

α+ , p
′′, p′, σ) sont rangés dans cet

ordre (cyclique) le long deP1R. La notation∧ de (3.7), appliquée à un couple de rationnels, n’est autre
que le nombre d’intersection (géométrique) des courbes correspondantes. Par conséquent, en utilisant les
angles donnés dans la figure 1.5.1 (haut), on trouve
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λi(γ) = (p ∧ σ)(wi − wi−1)− (p′ ∧ σ)wi + (p′′ ∧ σ)wi−1

= wi(p ∧ σ) +∇wi(p′ ∧ σ) carp′′ ∧ σ = p ∧ σ + p′ ∧ σ
≤ φ+

i (p ∧ σ) +∇φ+
i (p′ ∧ σ)

=
(
β+

α+ ∧ p′
)

(p ∧ σ) +
(
β+

α+ ∧ p
)

(p′ ∧ σ) (∗)

(3.12)

par définition (3.9) deφ+. Cette dernière quantité estβ
+

α+ ∧ σ (d’où la borne supérieure) : parSL2-

invariance de la notation∧, il suffit de le vérifier pourp =∞ etp′ = 0 — dans ce cas,β
+

α+ etσ = η
ξ sont

de signes opposés, et(∗) devient effectivement|β+ξ|+ |α+η| =
∣∣∣
∣∣∣β

+

α+
η
ξ

∣∣∣
∣∣∣.

3.4 Volume hyperbolique

La topologie produit surRZ induit une topologie naturelle sur l’espaceW de la définition 3.3.4 : de
toute évidence,W est non-vide, convexe et compact.

Si (x, y, z) est un triplet positif tel quex+ y + z = π, soitV(x, y, z) le volume hyperbolique d’un
tétraèdre idéal d’angles dièdres intérieursx, y, z. Nous souhaitons calculer le volume hyperbolique total
de tous les tétraèdres quandw ∈W , c’est-à-dire

V(w) :=
∑

i∈Z

V(xi, yi, zi)

où xi, yi, zi sont définis en fonction deswi via le tableau (3.3). Il nous faut bien sûr commencer par
vérifier que cette somme converge. EstimonsV : la formule bien connue (1.5) (tirée de [Mi1]) donne

V(x, y, z) = −
∫ x

0
log 2 sin−

∫ y

0
log 2 sin−

∫ z

0
log 2 sin

=

∫ x

0
log

sin(τ + y)

sin τ
dτ (car

∫ π
0 log 2 sin = 0)

≤
∫ x

0
log

τ + y

τ
dτ (par concavité desin)

= x log
x+ y

x
+ y log

x+ y

y

≤ (x+ y) log 2 (concavité delog).

(3.13)

Lemme 3.4.1. Il existe une constante universelleK > 0 telle que la somme des volumes des tétraèdres
∆j pour j ≥ i (resp.j ≤ i) est au plusKφ+

i (resp.Kφ−i ).

Démonstration.Nous nous concentrons uniquement sur le côtéφ+. Par le calcul ci-dessus, le volume
du tétraèdre∆i est au pluswi log 2 ≤ φ+

i log 2 (voir le tableau 3.3). En vertu du lemme 3.3.2-vi, cela
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implique que le volume total de tous les tétraèdrescharnìereau delà de l’indicei est au plus3φ+
i log 2.

Pour la même raison, il suffit de montrer

Sous-lemme 3.4.2.Il existe une constante universelleL > 0 telle que si0 etN ∈ N sont deux charnières
conśecutives, la somme des volumes des tétraèdres∆1,∆2, . . . ,∆N−1 est au plusLφ+

0 .

Démonstration.Par homogénéité dans l’estimation (3.13), on peut supposerφ+
0 = 1 et remplacer le

volume par son estimation. Aussi, soit(wi)0≤i≤N une suite strictement concave dans[0, 1] : d’après le
tableau (3.3), il nous faut trouver une borne supérieure universelleL (indépendante deN ) pour

N−1∑

i=1

wi+1 + wi−1

2
log

2wi
wi+1 + wi−1

+
2wi − wi+1 − wi−1

2
log

2wi
2wi − wi+1 − wi−1

.

Si A < B sont des entiers strictement positifs, notonsΣB
A la somme ci-dessus, restreinte aux indices

A ≤ i < B. Le terme général deΣB
A est au plus2e−1 < 1, parce queτ2 log 2

τ ≤ e−1 pour toutτ > 0
(et quewi < 1). Pour un contrôle plus fin, nous majorons la première moitié du terme général deΣB

A par
(wi+1+wi−1

2 )( 2wi

wi+1+wi−1
− 1), et la seconde moitié, par les propriétés de concavité de log. Il vient

ΣB
A ≤

B−1∑

i=A

(
2wi − wi+1 − wi−1

2
× wi+1 + wi−1

wi+1 + wi−1

)

+

(
B−1∑

i=A

2wi − wi+1 − wi−1

2

)
log

∑B−1
i=A wi∑B−1

i=A
2wi−wi+1−wi−1

2

= σ log
e
∑B−1

i=A wi
σ

, oùσ =
wA − wA−1 + wB−1 − wB

2
.

SoitM ∈ [[0, N ]] une valeur de l’indicei pour laquellewi est maximal. SiA < B ≤M , on a

0 ≤ σ ≤ wA −wA−1

2
≤ 1

2A
≤ 1

(la troisième inégalité se déduit de la concavité dew entre0 etA). Notons quef : τ 7→ τ log e
τ est crois-

sante sur[0, 1]. Nous appliquons ces faits àA = 2k−1 etB = min{2k,M} : la majoration précédente
deΣB

A peut être récrite sous la forme

ΣB
A ≤ f(σ) + σ log

(∑B−1
i=A wi

)

≤ f(2−k) + 2−k log 2k−1 = 2−k[1 + (2k − 1) log 2].

Cette quantité (quandk décritN∗) est le terme d’une série absolument convergente de sommeL′ < +∞.
Après un argument semblable pour les indicesM < i < N , nous pouvons prendreL = 2e−1 +2L′.

Enfin, nous pouvons prendreK = 3L+ 3 log 2. Le lemme 3.4.1 est démontré.

Corollaire 3.4.3. La fonctionnelle volumeV : W → R+ est bien d́efinie, continue, et concave.

Démonstration.Le caractère bien défini était l’objet du lemme 3.4.1.Étant donnéε > 0, seuls un nombre
fini d’indices i satisfontmin{φ+

i , φ
−
i } > ε/K, et les autres contribuent au volume à hauteur de2ε au
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plus : d’où la continuité dans la topologie produit. La concavité se déduit de la concavité du volume d’un
(seul) tétraèdre, en fonction de ses angles dièdres (voir la proposition 1.6.6).

Par compacité, il existe au moins une suite(wi)i∈Z ∈ W qui maximise le volume hyperboliqueV.
Désormais,w dénotera un point deW réalisant ce maximum.

Proposition 3.4.4. Pour toutj ∈ Z, sixjyjzj = 0 alors max{xj , yj, zj} = π.

Démonstration.On procède comme à la proposition 1.7.1, à ceci près que le volume est maintenant une
somme infinie : supposons que le tétraèdre∆j ait exactement un angle nul, et cherchons une contra-
diction. Si V(∆t) est le volume d’un tétraèdre∆t d’anglesxt, yt, (π − xt − yt) où (xt, yt)t≥0 est
différentiable,x0 = 0 < y0 < π et dxt/dt|t=0 > 0, alorsdV(∆t)/dt|t=0 = +∞ (par la formule
(3.13) ci-dessus).

Soit (w′
i)i∈Z une suite satisfaisant toutes les inégalités (strictes)de (3.11) ; définissonswt := w +

t(w′−w) pour tout0 ≤ t ≤ 1. Alorswt ∈W , par convexité deW . Soit∆t
i le i-ème tétraèdre déterminé

via (3.3) par(wti)i∈Z : alors les angles de∆t
j satisfont les hypothèses du paragraphe précédent, et

V(wt) = V(∆t
j) +


∑

i6=j
V(∆t

i)




admet+∞ comme dérivée à droite ent = 0 (le second terme de l’addition est concave et continu, et
admet donc une dérivée à droite dansR∪{+∞} en0). Par conséquent,V n’était pas maximal enw.

Dans la partie 3.9, nous ferons appel à la conséquence suivante de la proposition 3.4.4 :

Proposition 3.4.5. Si j ∈ Z etxjyjzj = 0, alors j est une charnìere etwj = 0.

C’est exactement la proposition 1.7.3. Mais on peut en fait dire bien plus :

Proposition 3.4.6. Toutes les ińegalit́es (strictes) de (3.11) sont vraies enw.

Démonstration.Soitδi := φ+
i −wi. D’après la seconde condition de (3.11), la suite(δi)i∈Z est positive,

décroissante, et (par le lemme 3.3.2–iii-iv) vérifie

δi−1 ≥ δi + δi+1 si i est charnière ;

δi ≤
δi−1 + δi+1

2
sinon.

Ces inégalités a priori sont larges, par la définition 3.3.4 deW .
Si wi = φ+

i pour quelque indicei, par décroissance de(δi), on awj = φ+
j pour toutj ≥ i. Si

∇wi = ∇φ+
i , alorsδi−1 = δi, d’où δi = δi+1 = · · · = δk oùk est le plus petit indice charnière supérieur

ou égal ài. On a alorsδk+1 = 0, doncwj = φ+
j pour toutj > k. Par conséquent, si quelque inégalité de

(3.11) contenantφ+ est en butée, alorsw = φ+ dans un voisinage de+∞.
Par le tableau 3.3 (et le lemme 3.3.2–iii-iv), on voit que tous les tétraèdres∆i pour i assez grand ont

un angle nul, et un angle égal àπ − φ+
i ∈]0, π[ : doncw n’était pas un maximum, par la proposition

3.4.4. Aussi, toutes les inégalités de (3.11) impliquantφ+ (ou, pareillement,φ−) sont strictes enw. Il
reste à montrer que les inégalités 3.2 sont strictes : rappelons qu’il s’agit des inégalités 1.4 du chapitre 1.

67



Tous les résultats des parties 1.7 à 1.9 sont vrais dans ce contexte (les démonstrations sont rigoureu-
sement identiques, à la seule différence que les tétraèdres sont indexés dansZ et non plus dansZ/mZ).
Par la proposition 1.9.1,toutesles inégalités (3.11) sont strictes enw, faisant dew un point critiquede
la fonctionnelle volumeV.

Corollaire 3.4.7. Le maximumw de la fonctionnelleV : W → R+ est unique.

Démonstration.En effet, le volume d’un tétraèdre idéal est une fonctionstrictementconcave des angles
dièdres lorsque ceux-ci sont strictement positifs (proposition 1.6.6).

La proposition 3.4.6 implique que la représentation d’holonomie est triviale, c’est-à-dire que le re-
collement de n’importe quelle famille finie de tétraèdresconsécutifs∆i, d’angles spécifiés par le maxi-
mixateurw du volume, définit une variété complète à bord polyédral (les∆i “s’assemblent correctement”
autour de chaque arête intérieure) : voir [R1], [CH] ou le lemme 1.6.2. Par conséquent, les liens sommi-
taux des tétraèdres idéaux (ces liens sont des triangleseuclidiens) forment une triangulation du lien de
la pointe deV =

⋃
i∈Z ∆i. Le lien de cette pointe reçoit une structure euclidienne (définie à similitude

près) et on peut dessiner son revêtement universel dans leplan (figure 3.4.1 — les propriétés combina-
toires de cette triangulation sont analysées en détail dans la partie 3.6 ; voir aussi la partie 1.4). NotonsΓ
l’image de la représentation d’holonomie associée,ρ : π1(T )→ Isom+(H3).

Dorénavant, nous considéreronsV =
⋃
i∈Z ∆i comme un espace métrique (homéomorphe àT ×R)

muni d’une structure hyperbolique non complète. Sauf mention expresse du contraire,∆i (muni des
angles définis parw) désignera une partie de cet espaceV .

3.5 Comportement de(wi)

Nous souhaitons prouver que les plissagesλi (voir la partie 3.3) des tores percés plissésTi convergent
(pour la topologie faible-∗, c’est-à-dire sur n’importe quelle courbe testγ ∈ C) vers les plissagesλ± au
voisinage de l’infini.À cet effet, il nous faut étudier la suite(wi)i∈Z, et en particulier, montrer que les
bornes imposées parφ± dans l’équation 3.11 se voient presque (mais pas tout à fait) atteintes. Nous
utiliserons la notation∇ comme dans la partie 3.3.4.

Lemme 3.5.1.Rappelons que∇φ− < 0 < ∇φ+ (lemme 3.3.2). On a

max

{
lim

Z

w

φ+
, lim

Z

∇w
∇φ+

}
= max

{
lim

Z

w

φ−
, lim

Z

−∇w
−∇φ−

}
= 1.

Démonstration.Nous nous concentrons uniquement surφ+ ; la preuve est analogue pourφ−. Comme
w
φ+ < 1, supposerlim w

φ+ < 1 impliquesup w
φ+ < 1, et de même pour∇w∇φ+ (voir l’équation 3.11). Aussi,

supposonssup w
φ+ ≤ 1− ε et sup ∇w

∇φ+ ≤ 1− ε pour quelqueε > 0, et recherchons une contradiction.

Rappelons le couple(α+, β+) qui a servi à définirφ+. Pour toutµ > 0, définissons(αµ, βµ) :=
(µα+, µβ+). Ce nouveau couple détermine une nouvelle fonction de plissageλµ = µλ+ : C → R+, un
nouveauφµ = µφ+ et un nouveau domaineW µ par (3.11) (les nombresα− etβ− sont inchangés). Par
définition,W = W 1 etW µ ⊂ W µ′ si et seulement siµ ≤ µ′. Soitwµ = (wµi )i∈Z l’unique point qui
réalise le maximum de la fonctionnelle volumeV surW µ. Par hypothèse, on aw1 ∈W 1−ε ⊂W 1, donc
w1 = w1−ε.
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L

FIG. 3.4.1 – La triangulation de la pointe est dessinée, par anticipation, avec l’ensemble limiteL ⊂ P1C
du groupe quasi–fuchsienΓ (une courbe de Jordan compliquée). Le dessin se prolonge par périodicité
horizontale. Chaque ligne brisée est un revêtement du lien de la pointe (trou) d’une surface plisséeTi ; les
sommets (dessinés de manière à séparer artificiellement lesTi) sont tous des points fixes paraboliques de
Γ, en lesquels l’ensemble limiteL est “pincé”. Une infinité de triangles extrêmement aplatis s’accumulent
le long des horizontales supérieure et inférieure du dessin. Cette image a été produite avec l’aide du
logiciel Opti [W1] de Masaaki Wada.

NotonsV (µ) = V(wµ), de sorte queV (1) = V (1 − ε). Il est aisé de vérifier que pour toutt ∈
[0, 1], on a(t · wµ + (1 − t) · wµ′) ∈ W tµ+(1−t)µ′ . Comme le volume de tout tétraèdre idéal est une
fonction concave de ses angles dièdres, on en déduit queV : R+ → R+ est concave (au sens large).
Par inclusion,V est aussi croissante. En fait,V est strictement croissante (ce qui produira avecV (1) =
V (1 − ε) la contradiction souhaitée) : pour voir cela, commeV est concave, il suffit d’exhiber des
valeurs arbitrairement grandes du volumeV en des pointsvµ ∈ W µ, quitte à prendreµ assez grand.
Nous pouvons supposer (au prix éventuel d’une translationd’indices, voir le lemme 3.3.2,vii – viii)
queφ−0 > π et−∇φ−0 > π. Alors, définissonsvµi = min{φµi , φ−i , π/2}, de sorte quevµ = π/2 sur
[[0, N ]] oùN peut être rendu aussi grand qu’on voudra. Dès lors, pour tout indicecharnìere0 < i < N ,
le tétraèdre∆i a pour anglesπ/2, π/4, π/4 (voir le tableau 3.3). Comme il y a une infinité d’indices
chanière au voisinage de+∞, le volume prend des valeurs arbitrairement grandes : le lemme 3.5.1 est
démontré.
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Corollaire 3.5.2. En fait,

lim
i→+∞

min

{
wi

φ+
i

,
∇wi
∇φ+

i

}
= lim

i→−∞
min

{
wi−1

φ−i−1

,
−∇wi
−∇φ−i

}
= 1 .

Démonstration.De nouveau, nous ne traitons queφ+. Par le lemme 3.5.1, il y a une sous-suite(wν(i))i∈N

telle quewν(i) ∼ φ+
ν(i) ou∇wν(i) ∼ ∇φ+

ν(i). Supposons que la seconde de ces propriétés soit vérifiée.

Pour un entieri fixé, soitn le plus petit indice charnière supérieur ou égal àν(i) : notons queφ+
n+1 =

∇φ+
n = ∇φ+

ν(i) par le lemme 3.3.2-iii-iv, tandis quewn+1 ≥ ∇wn ≥ ∇wν(i) par les conditions de

positivité (3.11). Aussi,wn+1

φ+
n+1

≥ ∇wν(i)

∇φ+
ν(i)

; donc quitte à redéfinirν on peut supposer simplementwν(i) ∼
φ+
ν(i).

Soitε ∈]0, 1
4 . Choisissonsi tel que

wν(i) ≥ (1− ε)φ+
ν(i). (3.14)

Soitn le plus petit indice charnière strictement supérieur àν(i). Sin = ν(i) + 1 alors

wn ≥ wn−1 −∇φ+
n ≥ (1− ε)φ+

n−1 − φ+
n+1 = φ+

n − εφ+
n−1 ≥ (1− 2ε)φ+

n ;

∇wn = wn−1 − wn ≥ (1− ε)φ+
n−1 − φ+

n = φ+
n+1 − εφ+

n−1 ≥ (1− 4ε)φ+
n+1 = (1− 4ε)∇φ+

n

où le lemme 3.3.2 a été utilisé à plusieurs reprises. Par conséquent,min
{
wn

φ+
n
, ∇wn

∇φ+
n

}
≥ 1− 4ε.

Si n ≥ ν(i) + 2, il existe un indicek tel que k−ν(i)
n−ν(i) ∈ [12 ,

2
3 ]. Nous allons montrer que

min
{
wk

φ+
k

, ∇wk

∇φ+
k

}
≥ 1− 8ε, ce qui terminera la démonstration.

• Par positivité dew et par concavité dew entre les points(ν(i), k, n) on awk ≥ 1
3wν(i). Par conséquent,

φ+
k − wk ≤ φ+

ν(i) − wν(i) ≤
(

1

1− ε − 1

)
wν(i) ≤

3ε

1− εwk

(ici la première inégalité est vraie parce que(φ+ − w) est décroissante par la condition∇w ≤ ∇φ+ de
(3.11), et la seconde provient de l’hypothèse (3.14) ci-dessus). Aussi,

wk

φ+
k

≥ 1− ε
1 + 2ε

≥ 1− 3ε.

• Notons que

(1− ε)φ+
ν(i) ≤ wν(i) ≤ wk + (k − ν(i))∇wk ≤ φ+

k + (k − ν(i))∇wk

où la seconde inégalité provient de la concavité dew entre les points(ν(i), k − 1, k). Il s’ensuit que

(k − ν(i))∇wk ≥ φ+
ν(i) − φ

+
k − εφ+

ν(i) = (k − ν(i))∇φ+
k − εφ+

ν(i)
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(la dernière égalité vient du lemme 3.3.2–iii), d’où

∇wk ≥ ∇φ+
k −

ε

k − ν(i)φ
+
ν(i) ≥ ∇φ

+
k −

2ε

n− ν(i)φ
+
ν(i).

Comme le lemme 3.3.2–i-iii-iv donneφ+
ν(i) = φ+

n + (n− ν(i))φ+
n+1 ≤ 2(n − ν(i))φ+

n , on en déduit

∇wk ≥ ∇φ+
k − 4εφ+

n ≥ ∇φ+
k − 8εφ+

n+1 = (1− 8ε)∇φ+
k

car∇φ+
k = ∇φ+

n = φ+
n+1 (lemme 3.3.2–iii-iv).

Corollaire 3.5.3. Rappelons le plissageλi : C → R de la surface plisśeeTi, où C est l’ensemble des
courbes simples ferḿees. Pour tout́elémentγ deC on a lim

i→+∞
λi(γ) = λ+(γ) et lim

i→−∞
λi(γ) = λ−(γ).

Démonstration.D’après le corollaire 3.5.2, le rapport des membres de l’inégalité (3.12) peut être rendu
aussi proche qu’on voudra de1.

3.6 Le lien de la pointe

Nous souhaitons maintenant étudier le comportement des surfaces plisséesTi lorsquei tend vers±∞
— ou, plus précisément, trouver deux surfaces plissées limitesT±∞ ayant pour plissageλ± telles que le
complété métriqueV deV =

⋃
i∈Z ∆i s’écriveV = V ⊔ T+∞ ⊔ T−∞, possède un bordT+∞ ⊔ T−∞

localement convexe, et qu’il y ait un homéomorphisme(V , V )→̃(T × [0, 1], T×]0, 1[). La partie difficile
est de montrer que les modules intrinsèques desTi convergent dans l’espace de Teichmüller du tore percé
T (pour le marquage défini avant le théorème 3.2.2). Cette question sera traitée à la partie 3.8. Pour le
moment, nous nous contentons de décrire le lien de la pointe, d’introduire certaines notations et de
prouver quelques inégalités. (Le contenu de la partie 1.4, et notamment la série de remarques faites à
propos de la figure 1.4.2, s’applique ici).

Comme toujours, nous travaillons principalement dans un voisinage de+∞. DéfinissonsV =⋃
i∈Z ∆i, l’union de tous les tétraèdres idéaux. Nous commençons par orienter toutes les arêtes

(intérieures) deV d’une manière qui sera cohérente avec les couples(α±, β±) définissant le plissage
dans (3.1). Plus précisément, soitE ⊂ P1Q la collection de toutes les extrémités de toutes les arêtes de
Farey(ei)i∈Z. Pourσ ∈ E , soitQσ l’arête deV de penteσ. Rappelons que le tore percé est défini comme
(R2 r Z2)/Z2. OrienterQσ revient donc à orienter la droite vectorielleFσ de penteσ dansR2. Nous
décidons que la moitiépositivedeFσ sera du même côté de la droiteR(α−, β−) que le point(α+, β+),
et orientonsQσ en conséquence.

Décrivons maintenant le lien euclidien de la pointe, ou triangulation de pointe : il s’agit du bord d’un
voisinage horoboulique simple de la pointe deV , triangulé par les liens idéaux (triangles euclidiens) des
tétraèdres∆i. Ce lien de pointe est une variété euclidienne de dimension 2 (la métrique est définie à
une constante multiplicative près, qui dépend du choix d’horoboule), et il est homéomorphe à un anneau
S1 × R : nous appellerons ici “verticale” la direction du facteurR). Chaque tétraèdre∆i apporte une
contribution de quatre triangles euclidiens, semblables entre eux, au lien de la pointe, correspondant aux
quatre sommets de∆i. Les bases de ces quatre triangles forment une courbe homotope au facteurS1 qui
est une ligne brisée de quatre segments, et les triangles pointent alternativement vers le haut et vers le
bas à partir de cette ligne brisée (voir la figure 3.6.1, version perfectionnée de la figure 1.4.1 page 6). Les
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deux triangles pointe en haut (resp. pointe en bas) ont la même taille pour la métrique euclidienne, par
effet de l’involution hyperelliptiqueι (rotation de180◦ autour du trou deT ) qui agit de façon isométrique
surV (en renversant les orientations de toutes les arêtes) et par translation horizontale sur le lien de la
pointe. Notons queι, dont la définition est purement combinatoire, respecte les étiquettesxi, yi, zi des
angles dièdres : par unicité du maximumw de la fonctionnelle volume,ι est donc bien une involution
métrique.

Q0Q0Q0

Q0Q0
Q1Q1

Q1

Q1

Q∞Q∞
Q∞

Q∞

(⋆)

: vers(⋆)
: depuis(⋆)

x xxx y
yy

y

z

z

z

z

β+

α+

FIG. 3.6.1 –À gauche,(⋆) marque la pointe.̀A droite, la pointe est à l’infini.

Définition 3.6.1. Si le lacet autour du trou deT définit une géodésique fermée de longueur euclidienne
4 dans le lien de pointe, soitbi (resp.b′i) la longueur de la base d’un triangle pointe en bas (resp. pointe
en haut) défini par le tétraèdre∆i, et soitχi = b′i/bi (voir par exemple la figure 3.6.3).

La figure 3.6.1 montre aussi plusieurs informations auxiliaires, en supposantei = 0∞ etα+, β+ > 0
(d’où β−/α− < 0). En particulier, les surfaces plisséesTi+1 etTi (au dessus et au dessous de∆i) sont
plissées le long des droitesQ0, Q∞, Q1 etQ0, Q∞, Q−1 respectivement, et les orientations desQσ sont
indiquées dans le volet gauche de la figure 3.6.1 (l’orientation de la droiteQ−1 n’est pas déterminée ;
elle dépend de la position deβ−/α− par rapport à−1). Les orientations des droites quittant le trou ou
pointant vers le trou sont aussi montrées dans le volet de droite, aux sommets, à l’aide d’un code coloré.
De plus, chaque segmentǫ de la ligne brisée supérieure dans le volet de droite correspond à un coin
d’une facef deTi+1 dans le volet de gauche, doncǫ reçoit l’orientation du côté def opposé à ce coin.
Si τ est l’un des triangles pointe en haut dessinés dans le planC (volet droit), considérons le tétraèdre
hyperbolique idéal∆ (dans le modèle du demi–espace supérieur) dont les sommets sont∞ et ceux de
τ : toutes les arêtes de∆, sauf une, reçoivent une orientations induite par la construction précédente, et
∆ est isométrique (en respectant ces orientations) à∆i. Enfin, notons l’étiquetage des3 coins de chaque
triangle dans le volet de droite : le coin du sommet libre (“l’apex” du triangle, en haut ou en bas) porte
l’étiquettez (l’angle en ce sommet du triangle estzi) ; les autres coins portent, de même, les étiquettes
x et y. Les symbolesx-y-z apparaissent dans le sens des aiguilles d’une montre aux coins de chaque
triangle. Notons que deux triangles consécutifs sont toujours semblables, avec pour centre de similitude
leur sommet commun.
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La contribution du tétraèdre∆i−1 à la triangulation de la pointe est, elle aussi, l’union de quatre
triangles, bordée par deux lignes brisées. De plus, la ligne brisée supérieure issue de∆i−1 est la ligne
brisée inférieure issue de∆i, et les orientations des droites pointant vers (ou depuis) le point à l’infini
doivent coı̈ncider. Un bref examen montre qu’il n’y a que deux possibilités, correspondant aux deux
valeurs (R ou L) que peut prendre la lettre associée à la surfaceTi : pourR, les deux quadruplets de
triangles ont en commun deux sommetsC,C ′ où toutes les étiquettes valentx ; pourL, la même chose
est vraie en remplaçantx pary (figure 3.6.2).

: vers∞
: depuis∞

A A

B B

C CC ′ C ′C ′
b b

c c

(R)(L)

FIG. 3.6.2 – TransitionsL etR. Comparer au volet droit de la figure 3.6.1.

Définition 3.6.2. Dans un triangle pointe en bas défini par∆i, les longueurs des côtés sontbi (la base
de la définition 3.6.1),bi−1, et un troisième nombre que nous appelonsci. Dans chacun des volets de la
figure 3.6.2, on a doncb = bi ; c = ci etBC = bi−1, où le tétraèdre∆i définit le quadruplet supérieur
de triangles.

Propri été 3.6.3.Pour touti assez grand,(bi) est croissante et(b′i) est d́ecroissante.

Démonstration.Soit τi (resp.τ ′i) un triangle pointe en bas (resp. pointe en haut) défini par le tétraèdre
∆i. Quandi est assez grand on azi = π −wi > π − φ+

i > π/2, doncbi est le plus long côté deτi, etb′i
est le plus long côté deτ ′i . Commebi−1 est un côté deτi et b′i+1 est un côté deτ ′i (figure 3.6.2 ou 3.6.3),
on obtient le résultat.

Propri été 3.6.4.On alimi→+∞ χi = 0 (voir la définition 3.6.1).

Démonstration.On sait déjà que(χi) = (b′i/bi) est décroissante au voisinage de+∞. Il suffit donc de
montrer queχi+1/χi−1 ≤ 1/2 pour tout indice charnière suffisamment élevéi. Considérons la figure
3.6.3, où les angles étiquetész sont obtus (d’une façon générale, nous dessinons en grisé les triangles
venant de∆i chaque fois quei est un indice charnière). On vérifie alors que

χi+1

χi−1
=
b′i+1

b′i−1

bi−1

bi+1
<
b′i+1

b′i

bi−1

bi
=

sinxi sin yi

sin2 zi
≤ sin2(wi/2)

sin2 wi
<

1

2

(les deux dernières inégalités résultent d’une simpleétude de la fonctionsin, en utilisantxi + yi =
π − zi = wi < π/2). Par conséquent, on trouve immédiatementlim+∞ b′i = 0 et lim+∞ bi = 2 (en
normalisant comme à la définition 3.6.1, les nombres2, bi, b

′
i sont les côtés d’un triangle euclidien). De

même,lim−∞ b′i = 2 et lim−∞ bi = 0 — ce dont on peut par ailleurs se convaincre sur la figure 3.4.1.

Définition 3.6.5. SoitJ ⊂ Z l’ensemble des entiersj tels quej − 1 est une charnière.
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xi
xi

yi
yi

zi

zi

zi+1
zi−1

bi

bi+1

bi−1

b′i

b′i+1

b′i−1

FIG. 3.6.3 – L’indicei est une charnière ; la nature dei± 1 est indéterminée.

Proposition 3.6.6.Sij < l sont deux́eléments conśecutifs deJ suffisamment grands, etk n’est pas dans
J , alors

ck
ck−1

= χk−1 et
cl
cj
≤ χj−2.

Démonstration.Commek− 1 n’est pas une charnière, le segmentbk−1 partage la même extrémité avec
bk et avecbk−2 (voir la figure 3.6.4, volet gauche) donc la relation de similitude des trianglesτk, τ ′k
entraı̂neck/ck−1 = b′k−1/bk−1 = χk−1.

Commecl est toujours un côté deτ ′l−1, on acl ≤ b′l−1 (pour l assez grand), d’où

cl
cj
≤ b′l−1

cj
≤
b′j
cj

=
cj−1

bj−2
≤
b′j−2

bj−2
= χj−2 (3.15)

où l’égalité centrale traduit simplement le fait que lestriangles “charnière”τj−1, τ
′
j−1 sont semblables

(grisés dans la figure 3.6.4, volet droit).

cjcj

bj
b′j

cj−1

bj−1
b′j−1

bj−2
b′j−2

ck

ck−1

bk−1
b′k−1

bkb′k

bk−2b′k−2

FIG. 3.6.4 –À gauche :k − 1 n’est pas charnière.̀A droite : j − 1 est charnière.

Corollaire 3.6.7. Pour toutµ > 0, la śerie de terme ǵeńeral cµi est sommable.

Démonstration.Cela découle de la proposition 3.6.6 : comme(χi) tend vers0, pour i assez grand, on
peut borner lescµi par une suite géométrique décroissante de raison1/2 sur chaque intervalle de la forme
[[j, l − 1]] où j < l sont deux éléments consécutifs de l’ensembleJ , et avoircµl ≤ c

µ
j /2.
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3.7 Convergence intrins̀eque des surfacesTi

3.7.1 Épaisseur des t́etraèdres

Considérons un tétraèdre∆i bordé par les surfaces plisséesTi et Ti+1. SoitQ (resp.Q′) l’arête de
plissage deTi (resp.Ti+1) qui n’est pas dansTi ∩ Ti+1. Soit si le plus court segment reliantQ àQ′, à
travers∆i.

Définition 3.7.1. Rappelons l’orientation des arêtes deV =
⋃
i∈Z ∆i. Soit ℓi la longueur complexe de

la loxodromie hyperbolique le long desi qui envoieQ surQ′, en respectant les orientations deQ,Q′ (on
prend−π < Im ℓi ≤ π).

Proposition 3.7.2. La śerie de terme ǵeńeral (ℓi)i∈Z est absolument convergente.

Démonstration.Considérons un triangle pointe en basτ défini par∆i. BaptisonsA,B,C les sommets
deτ , de telle manière queAC = bi, BC = bi−1 etAB = ci (voir la figure 3.6.2). Soitγi la loxodromie
hyperbolique de longueur complexeℓi le long de la perpendiculaire commune àB∞ etAC, qui envoie
B,∞ surA,C (dans cet ordre).

Sous-lemme 3.7.3.Soit ℓ = ℓi = ρ + θ
√
−1 la longueur complexe deγi, avecθ ∈] − π, π]. Alors

max{ρ, |θ|} ≤ π
√
ci/bi.

Démonstration.Au prix d’une similitude plane, nous pouvons supposerA = 1 etC = −1. Pour plus de
confort, notonsa, b, c les longueurs des côtés du triangleABC. SoitL la droite fixée parγi. L’isométrie
hyperbolique définie parz 7→ f(z) = 2B+1−z

z+1 intervertit les droites orientéesAC etB∞, et renverse
donc l’orientation deL en fixant le centre du tétraèdreABC∞. On en déduit queγi est donnée par
γi(z) = 2B − f(z) (en effet,z 7→ 2B − z fixe L également). SiM est une matrice deγi, on a

tr2M
4 detM

=
cosh ℓ+ 1

2
. AvecM =

(
2B + 1 −1

1 1

)
on trouveB = cosh ℓ. Calculons

a± c
b

=
|B + 1| ± |B − 1|

2

=

∣∣∣∣cosh
2 ℓ

2

∣∣∣∣±
∣∣∣∣sinh2 ℓ

2

∣∣∣∣

= cosh
ℓ

2
cosh

ℓ

2
± sinh

ℓ

2
sinh

ℓ

2

= cosh
ℓ± ℓ

2
.

Commecosh(iθ) = cos θ on obtientcosh(ρ) = a+c
b et cos(θ) = a−c

b . Les estimations Argcosh(y) ≤
2
√

y−1
2 et Arccos(y) ≤ π

√
1−y
2 , puisque1

2

∣∣a±c
b − 1

∣∣ ≤ c
b (inégalité triangulaire), donnent enfinρ ≤

2
√
c/b et |θ| ≤ π

√
c/b, d’où le sous-lemme 3.7.3.

Comme la suite(bi) tend vers2, la proposition 3.7.2 sera vraie du moment que la série des
√
ci

converge : c’est le cas, par le corollaire 3.6.7
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Proposition 3.7.4.Le lien de pointe est de largeur finie : il est isométriqueà l’espace euclidienS1×]0, L[
pour un certainL > 0. Les triangles id́eaux dont les sommets sont∞ et les extŕemit́es debi s’accumulent
sur un certain triangle id́eal deH3 quandi tend vers+∞ ; les itérés de ce triangle id́eal par le relev́e
z 7→ z + 2 de l’involution hyperelliptique sont joints bord̀a bord et leur union contient un demi-plan
vertical (interrompuà hauteur1 au dessus deC).

Démonstration.La première propriété découle encore du corollaire 3.6.7 : l’aire d’un triangle euclidien
pointe en bas défini par le tétraèdre idéal∆i est de l’ordre deci quandi tend vers+∞ ; ces aires sont
donc de somme finie, et les triangles pointe en bas s’accumulent sur un segmentb du bord du lien de
pointe. Le reste de la proposition s’en déduit immédiatement parce queb est horizontal, de longueur2.

Renvoyons de nouveau à la figure 3.4.1.

3.7.2 Cartes de Teichm̈uller

Soit TT l’espace de Teichmüller du tore percé : pour chaquei ∈ Z, nous notonsµ(Ti) ∈ TT le
module intrinsèque de la surface marquéeTi (pour le marquageTi ≃ T défini juste avant le théorème
3.2.2). Afin de montrer que lesµ(Ti) convergent dansTT , il nous faut introduire des cartes appropriées
deTT .

Considérons une triangulation idéale (topologique)E du tore percéT , avec des arêtes marquées
ǫ1, ǫ2, ǫ3. AlorsE définit un homéomorphisme

hE : P2R∗
+ = (R∗

+){ǫ1,ǫ2,ǫ3}/R∗
+ −̃→ TT .

Plus précisément, étant donnée une métrique hyperbolique g sur T , pour calculerh−1
E (g), il suffit de

raidirE de manière à en faire une triangulation totalement géod´esique pourg, puis de renvoyer le triplet
projectif des longueurs euclidiennes (positives)ℓ1, ℓ2, ℓ3 définies, dans le lien de la pointe, par les sec-
teurs opposés àǫ1, ǫ2, ǫ3. (Il s’agit desshearing coordinatesdéfinies par Thurston et Bonahon :log ℓ1

ℓ2
est la distance hyperbolique [signée] qui sépare le long de ǫ3 les pieds des hauteurs des deux triangles
idéaux adjacents àǫ3). Nous considéronshE comme une carte globale deTT . MunissonsP2R∗

+ de la
distanced donnée par

d([a : b : c], [a′ : b′ : c′]) := min
λ>0

max

{∣∣∣∣log
λa

a′

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣log

λb

b′

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣log

λc

c′

∣∣∣∣
}
.

Définissons aussihE : P2C∗ → TT parhE([a : b : c]) := hE([ |a| : |b| : |c| ]).
En particulier, si le tore percé plisséTi+1, plissé selon la triangulation idéaleEi+1, admet pour

(demi)–lien dans le lien de la pointe une ligne brisée orientée dont les segments ont pour affixes les
nombres complexes(a, b, c), alors

µ(Ti+1) = hEi+1([a : b : c]).

De plus, la figure 3.7.1 montredeuxlignes brisées correspondant respectivement àTi+1 et à la surface
plissée précédenteTi. Comme les triangles (liens des sommets de∆i) sont semblables, les affixes des
segments de la ligne brisée inférieure peuvent être écrits en fonction de(a, b, c), comme indiqué. Par
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a

b

c

a+ b
b

a+ b
c

a

a+ b
c

Ti

Ti+1

FIG. 3.7.1 – Les triplets projectifs complexes associés àTi+1 et Ti. Les orientations des segmentsne
cöıncident pasavec celles des figures 3.6.1 et 3.6.2.

conséquent, si nous définissons le “changement de variables”

Ψ([a : b : c]) :=

([
a+ b :

b

a+ b
c :

a

a+ b
c

])

(un automorphisme birationnel deP2C qui définit un homéomorphisme [ordinaire] deP2R∗
+), alors

µ(Ti) = hEi
(Ψ([a : b : c])).

Enfin, si nous regardons l’échange de diagonale entre les triangulationsEi etEi+1 comme un tétraèdre
aplati (tout comme dans la figure 1.3.1), nous voyons queΨ|P2R∗

+
permet de passer de la carte associée à

Ei+1 à celle associée àEi : en effet un tore percé hyperbolique (totalement géodésique) n’est rien d’autre
qu’un tore de plissage angulaire nul, dont le (demi)–lien depointe est donné par un triplet projectif de
R∗

+. Plus exactement, on a

µ(Ti+1) = hEi+1([ |a| : |b| : |c| ]) = hEi
(Ψ([ |a| : |b| : |c| ])).

La restrictionψ deΨ à P2R∗
+ (il faut restreindre aussi l’ensemble image !) est donc le changement de

cartehEi+1 → hEi
, c’est-à-dire que le diagramme

P2R∗
+

ψ←− P2R∗
+

hEi
ց ւ hEi+1

TT

commute. S’il n’y a pas de charnière entre les indicesi et i+k (bornes incluses), on voit immédiatement
que le changement de cartehEi+k

→ hEi
est un conjugué de la fonctionψk par une certaine permutation

des coordonnées projectives.

Propri été 3.7.5.On ad
(
h−1
Ei
µ(Ti), h

−1
Ei
µ(Ti+1)

)
= log

|a|+ |b|
|a+ b| .

Démonstration.Le second membre est

d

([
|a+ b| :

∣∣∣∣
b

a+ b
c

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣
a

a+ b
c

∣∣∣∣
]
,

[
|a|+ |b| : |b|

|a|+ |b| |c| :
|a|

|a|+ |b| |c|
])

,
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ce qui donne le résultat.

On voit facilement queψ : P2R∗
+ → P2R∗

+ est3-lipschitzienne pourd. En fait,

Proposition 3.7.6. Il existeK > 0 tel que len-ème it́eréψn estKn-bilipschitzien pour toutn > 0.

Démonstration.Comme

ψ([a : b : c]) =

[
(a+ b)2

c
: b : a

]
etψ−1([a : b : c]) =

[
c : b :

(c+ b)2

a

]
(3.16)

pour tousa, b, c > 0, on peut remplacer “bilipschitzien” par “lipschitzien”. PosonsA :=
√
a ; C :=

√
c ;

Pn :=
An+1

Cn
+
∑

i,j∈Z

(
j

i− 1

)(
n− i
j − i

)
A2i−n−1Cn−2j pour toutn ≥ −1

(le terme général est nul à moins que0 < i ≤ j ≤ n), ce qui donne en particulierP0 = A , P−1 =
C , P1 = A2+1

C . Nous prétendons queψn[a : 1 : c] = [P 2
n : 1 : P 2

n−1] pour toutn ≥ 0. Cela se voit

par récurrence surn : la seule difficulté est la relation de récurrenceP 2
n+1 = (P 2

n+1)2

P 2
n−1

. Tout d’abord, on

vérifie sans mal quePn+1+Pn−1 = (AC + C
A + 1

AC )Pn (en appliquant par deux fois la relation de Pascal).
Donc, pour toutn ≥ 1, on a

(Pn+1Pn−1 − P 2
n)− (PnPn−2 − P 2

n−1)

= Pn−1(Pn+1 + Pn−1)− Pn(Pn + Pn−2)

= (Pn−1Pn − PnPn−1)
(
A
C + C

A + 1
AC

)
= 0.

Par conséquentPn+1Pn−1 − P 2
n = P1P−1 − P 2

0 = 1, ce qui prouve la récurrence. CommePn est un
polynôme de Laurent en les variablesA,C dont les degrés partiels sont unO(n) et dont les coefficients
sont positifs, on voit quelog Pn estLn-bilipschitzienne enlog a, log c pour un certainL universel. La
proposition s’en déduit.

Cette démonstration de la proposition 3.7.6 peut sembler extrêmementad hocet frustrante. Toutefois,
la proposition 3.7.6 n’est qu’un cas cas particulier d’un phénomène plus général concernant lesMarkoff
mapsdéfinies par Brian Bowditch dans [Bo], et que nous décrirons en détail dans la partie 5.

3.7.3 Convergence des modules

Proposition 3.7.7. Les modules(µ(Ti))i→±∞ convergent dans l’espace de Teichmüller TT .

Démonstration.Pour montrer l’énoncé relatif à+∞, fixons une grande valeur de l’indicei, et montrons
que la série de terme énéral

ηj := d
(
h−1
Ei
µ(Tj), h

−1
Ei
µ(Tj+1)

)
,

définie pourj > i, est convergente.
Étant donnéj > i, considérons dans le lien de la pointe un triangle pointe enbasτ défini par∆j,

avec ses côtés de longueursbj , bj−1 et cj (définition 3.6.2). Les angles deτ aux extrémités debj sontxj
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etyj. En vertu de la propriété 3.7.5, on ad
(
h−1
Ej
µ(Tj), h

−1
Ej
µ(Tj+1)

)
= log

cj+bj−1

bj
. Calculons

log
cj + bj−1

bj
≤ cj + bj−1 − bj

bj
=

sinxj + sin yj − sin zj
sin zj

=
2 sin

xj

2 sin
yj

2

cos
xj+yj

2

≤ sinxj sin yj

sin2 zj
sin2 zj =

cjbj−1

b2j
sin2wj

≤ cj
bj
φ+
j

2

(l’inégalité au début de la seconde ligne vaut pour les grandes valeurs dej parce quexj+yj = 2wj → 0).

Définissonsδj =
cj
bj
φ+
j

2
, et soitMj la meilleure constante bilipschitzienne pour le changement de carte

hEj
→ hEi

. Notons queηj ≤Mjδj .
Soientj < l deux éléments consécutifs deJ (définition 3.6.5), et soitk /∈ J un entier. Nous allons

majorer lesMnδn par des suites géométriques sur les intervalles de la forme [[j, l − 1]], en utilisant la
proposition 3.6.6 tout comme dans le preuve de la proposition 3.6.7. Commeψ est3-bilipschitzienne, on
a de toute évidenceMk ≤ 3Mk−1. Par la proposition 3.6.6,

Mkδk
Mk−1δk−1

≤ 3
δk
δk−1

≤ 3
ck
ck−1

= 3χk−1

car(φ+
k ) et (1/bk) sont décroissantes. Le membre de droite tend vers0 quandk tend vers+∞.

Par la proposition 3.7.6,Ml ≤ (l − j)L · Mj pour un certainL universel, et par le lemme 3.3.2
(i-iii-iv), φ+

j = φ+
l−1 + (l − j − 1)φ+

l ≥ (l − j)φ+
l . En vertu de la proposition 3.6.6, on en déduit

Mlδl
Mjδj

≤ (l − j)L · cl
cj

(
φ+
l

φ+
j

)2

≤ Lχj−2

l − j ≤ Lχj−2.

Le second membre tend vers0 quandj tend vers l’infini, d’où la proposition 3.7.7.

3.8 Convergence extrins̀eque des surfacesTi

3.8.1 Surfaces plisśees

Les propositions 3.7.2 et 3.7.7, avec le corollaire 3.5.3, sont les principaux ingrédients pour montrer
que le complété métrique deV =

⋃
i∈Z ∆i possède deux composantes de bordT+∞ etT−∞, et se plonge

isométriquement dans une variété hyperboliqueM de dimension3 (sans bord) dans laquelleT+∞, T−∞
sont des tores percés plissés de mesures de plissageλ+ et λ−. Une surface plissée dans une variété
hyperboliqueM de dimension3 est, par définition, une fonction continueϕ : Σ → M (où Σ est une
surface hyperbolique) qui envoie tout arc rectifiable sur unarc rectifiable de même longueur, et telle
que tout pointp de Σ appartienne à un segment ouvertsp sur lequel la restriction deϕ est totalement
géodésique. On sait (voir [CEG], 5.1.4) que la direction de sp est unique si et seulement sip appartient
à une certainelamination ǵeod́esiqueΛ (union fermée de géodésiques disjointes) deΣ, et queϕ est
totalement géodésique sur le complémentaire deΛ. Siϕ est uneimmersion topologique(une application
localement conjuguée à l’inclusion canoniqueR2 → R3, par un homéomorphisme à la source et un
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homéomorphisme à l’image), nous parlerons d’immersion plisśee.
Pour parler efficacement de surfaces plissées, nous utiliserons le fait que siϕ est une immersion

(topologique) localement convexe et siΛ est de mesure de Lebesgue nulle, alorsΛ est naturellement
munie d’une mesure (de plissage) transverseνΛ. Plus précisément,νΛ peut être définie sur tout segment
orientés, transverse àΛ et suffisamment court, de la manière suivante (voir les parties 7 à 9 de [B2]).
Tout d’abord, on peut supposer (quitte à passer à des revêtements universels) queΣ = H2 etM = H3.
Immergeonsϕ(H2) dans le modèle du demi-espace supérieur de Poincaré. Chaque composante connexe
de H2 r Λ traversée pars s’étend à une partieA de H2 bordée seulement par (une ou) deux droites
de Λ traversées pars. Munissonss d’une orientation transverse arbitraire, et fixons une identification
∂H3 ≃ P1C = C∪{∞}. La composante de bord à l’infini deA dans∂H3 située (mettons) du côté positif
pour l’orientation transverse des définit un arc de cercle (ou segment de droite) orientécA ⊂ C ∪ {∞},
d’angleθA ∈ (−2π, 2π) (l’orientation decA vient de celle [non transverse] des, et on peut supposer
∞ /∈ cA, pour toutes les régionsA traversées pars simultanément). SicA est un segment de droite ou
se trouve réduit à un point, nous posonsθA = 0. L’adhérence de l’union de tous lescA forme un arc
rectifiablec = c(s) ⊂ C, de longueur

∑
A longueur(cA). L’arc c possède unecourbure ŕegulìere bien

définie,RC(c), égale à la somme (absolument convergente)
∑

A θA. Maisc possède aussi unecourbure
totale TC(c), définie (à un multiple de2π près, noté2kπ) comme la différence entre les arguments
complexes des vecteurs tangents initial et final àc. (L’entierk peut être déterminé en fermant l’arcplonǵe
c par une ligne brisée, de manière à inclurec dans une courbe de Jordan dont par définition la courbure
totale doit être2π : il ne reste alors qu’à retrancher la somme des angles externes de la ligne brisée pour
obtenirTC(c)). Alors, νΛ(s) est défini comme étant lacourbure singulìereSC(c) = TC(c)− RC(c).
Si s est un segment arbitrairement long deH2 transverse àΛ, nous pouvons définirνΛ(s) en subdivisant
s en sous-segments suffisamment courts(s1, . . . , sn) et en posantSC(c(s)) = νΛ(s) =

∑n
i=1 νΛ(si).

Réciproquement, siϕ : H2 → H3 est une immersion plissée et siSC(c(s)) est positif et bien défini
pour tout segment transverses, alorsϕ est localement convexe avec mesure de plissageνΛ comme ci-
dessus. Nous renvoyons à [B2] pour plus de détails.

Enfin, nous utiliserons la définition suivante.

Définition 3.8.1. DansR2, soit A l’union des droites d’équationx + y = n (pour n décrivantZ),
soit B l’union des droitesx = n, et soitC l’union des droitesy = n. Une suite(X1, . . . ,Xn) à
valeurs dans un ensemble à trois éléments{a, b, c} est appeléesturmiennes’il existe une bijectionψ :
{a, b, c}→̃{A,B,C} et un segmentσ deR2 r Z2 tels queσ rencontre d’abordψ(X1), puisψ(X2), puis
ψ(X3), etc.

Il existe une constante universelleKSt telle que si(X1, . . . ,Xn) est sturmienne et0 ≤ k ≤ n, alors

|{i ≤ k | Xi = a}| = k

n
|{i ≤ n | Xi = a}|+ δ où |δ| ≤ KSt. (3.17)

3.8.2 Position du probl̀eme

Définissons le tore percé hyperbolique marquéT+∞, muni (proposition 3.7.7) de la métrique hy-
perboliquelimi→+∞ µ(Ti). Il existe une unique lamination géodésique compacteΛ+

c de penteβ+/α+

surT+∞ (par définition,Λ+
c est la limite topologique de n’importe quelle suite de géodésiques simples

fermées dont les pentes tendent versβ+/α+ : voir par exemple [B1]). Exactement deux géodésiques
ℓ, ℓ′ issues du trou deT+∞ manquent de rencontrerΛ+

c : soit Λ+ = Λ+
c ⊔ ℓ ⊔ ℓ′. Alors T+∞ est l’union
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disjointe deΛ+ et des intérieurs de deux triangles idéauxA,A′. L’union A ∪ A′ ∪ ℓ ∪ ℓ′ est un bigone
idéal percé (voir par exemple [AS]).

Rappelons les tétraèdres hyperboliques idéaux∆i, l’espaceV =
⋃
i∈Z ∆i et l’involution hyperellip-

tique ι : V → V qui renverse l’orientation de toutes les arêtes deV . Les pentes des droites de plissage
(orientées) de la surfaceTi (située entre∆i−1 et ∆i) sont des éléments deP1Q qui se projettent sur
0, 1,∞ dansP1(Z/2Z) : nous baptisons donc ces droites de plissagel0i , l

1
i , l

∞
i . Pour∗ ∈ {0, 1,∞},

notonsω∗
i l’unique point del∗i fixé par l’involution (ou isométrie) hyperelliptique (cette isométrie est

intrinsèquement définie sur la surface hyperboliqueTi, et lesω∗
i sont appeléspoints de Weierstrass).

Soit s∗i le segment reliantω∗
i à ω∗

i+1 (à travers le tétraèdre∆i si ω∗
i 6= ω∗

i+1) : chaques∗i est contenu
dans une droite géodésiqueΩ∗ deV fixée (point par point) par l’involution hyperelliptique.Notons que
Ω∗ ∩ Ti = {ω∗

i }, parce que l’isométrie hyperelliptique deV se restreint à l’(unique) isométrie hyperel-
liptique deTi.

Fixons la valeur de l’exposant∗ (bientôt il sera omis). Fixons un pointω deH2 et une droite orientée
l passant parω. Pour chaque surfaceTi (orientée), considérons le revêtement universel (pointé, orienté)
πi : (H2, ω, l) → (Ti, ω

∗
i , l

∗
i ) = (Ti, ωi, li). Choisissons dans un revêtement universelṼ de V des

relevésω̃i desωi reliés entre eux par des relevés des segmentss∗i = si (c’est bien le mêmesi qu’à la
partie 3.7.1), et fixons une application développanteΦ : Ṽ → H3. Il existe une unique applicationhi
telle que

(H2, ω, l)
hi−→ (Ṽ , ω̃i)

Φ−→ H3

πi ↓ ↓
Ti −→ V

(3.18)

commute. Nous allons montrer que les immersions plissées (développantes)

ϕi = Φ ◦ hi : H2 → H3 (3.19)

convergent en tant qu’applications plissées vers une immersion plisséeϕ+∞.

3.8.3 Convergence desϕi

Deux loxodromies qui fixent la même droite deH3 commutent. Par la proposition 3.7.2, comme
les segmentss∗i = si appartiennent tous à une même droite fixe de l’involution hyperelliptique, il est
clair que la restriction deϕi à l converge vers un plongement totalement géodésique de la droite l dans
H3 (la convergence est uniforme sur tout compact del). Par le théorème d’Ascoli, comme lesϕi sont1-
lipschitziennes, il existe une suite strictement croissanteν telle que lesϕν(i) convergent vers une certaine
applicationϕ+∞, uniformément sur tout compact deH2. Dans la partie 3.8.5 ci-dessous, on montrera
queϕ+∞ est en fait indépendante de la suiteν : par anticipation, nous convenons d’ores et déjà de noter
(abusivement)ϕi à la place deϕν(i).

Nous allons travailler dans le fibré projectif tangentE = PTH2, un fibré en cercles au dessus deH2

dans lequel les laminations géodésiques se plongent naturellement (elles y sont fermées) : à un pointx
d’une lamination, le plongement associe le couple formé dex et de la direction de la lamination enx).
Les mesures d’angles et de longueurs définissent (canoniquement) une métrique riemannienne complète
sur E . PourK ⊂ H2 compact etA,B ⊂ E fermés, soitKE ⊂ E l’image réciproque deK par la
projection canoniqueE → H2, et définissons

dK(A,B) := inf
{
δ > 0 | A ∩KE ⊂ Nδ(B) , B ∩KE ⊂ Nδ(A)

}
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oùNδ(X) dénote l’ensemble des points à distance au plusδ deX. Alors inf {1, dK} est une pseudo-
métrique, et l’ensemble des fermés deE est compact pour la métrique de Hausdorff

dH =
∑

n>0

2−ninf {1, dKn}

où lesKn sont des boules concentriques de rayonn.

Notons queT+∞ possède aussi des points de Weierstrassω∗
+∞, appartenant aux feuillesl∗+∞ de

la lamination géodésiqueΛ+. En fixant la valeur de∗ comme plus haut, notonsπ+∞ : (H2, ω, l) →
(T+∞, ω∗

+∞, l
∗
+∞) un revêtement universel orienté.

La proposition 3.7.7 a pour conséquence que les relevés àE desπ−1
i (l0i ∪ l1i ∪ l∞i ) convergent pour

dH vers le relevé deπ−1
+∞(Λ+). Nous savons queU = π−1

+∞(T+∞rΛ+) ⊂ H2 est une union disjointe de
triangles idéaux (ouverts), de mesure de Lebesgue pleine dansH2. SiK ⊂ U est un compact connexe, on
aK ∩ π−1

i (l0i ∪ l1i ∪ l∞i ) = ∅ pouri assez élevé, de sorte queϕ+∞ est totalement géodésique surK. Par
conséquent,ϕ+∞ est totalement géodésique sur chaque composante deU . Commeϕ+∞ est clairement
1-lipschitzienne, nous pouvons approcher tout segment deH2 r U par des segments deU pour montrer
queϕ+∞ est totalement géodésique sur chaque feuille deH2 r U . Par le lemme 5.2.8 de [CEG],ϕ+∞
envoie tout arc rectifiable sur un arc rectifiable de même longueur, et se trouve donc être une application
plissée.

3.8.4 L’application ϕ+∞ est une immersion topologique

DéfinissonsP := π−1
+∞(Λ+), qui contient le lieu de plissage deϕ+∞. Pour montrer queϕ+∞ est une

immersion (topologique, adjectif que nous omettrons désormais), il suffit de trouver un court segment
géodésiquem deH2, passant par le point baseω, transverse àP, et de montrer queϕ+∞ est une immer-
sion sur l’unionΥ de toutes les strates (droites et triangles idéaux complémentaires) deP traversées par
m (en effet,π+∞(Υ) = T+∞). Il est clair queϕ+∞ est déjà une immersion au voisinage de tout point de
H2 r P. Aux autres points, la clé sera une propriété “d’équidistribution” des trois droites de plissage de
la surfaceTi, quandi tend vers+∞. Dans le paragraphe suivant, nous rendrons cette idée précise : une
géodésique simple fermée (intrinsèque) de pente fixéeq dansTi rencontrera les droites de plissage deTi
dans un ordre parfaitement équilibré, ou sturmien, commeà la définition 3.8.1.

Choisissons un petitµ1 > 0, et un entierk ∈ Z assez grand pour queφ+
k ≤ µ1. Soit q le rationnel

situé à l’opposé de l’arête de Fareyek, du même côté queβ−/α−, de sorte queλ+(q) = φ+
k par (3.9).

Soit mC
i la géodésique fermée simple de penteq dansTi (muni de la métrique intrinsèque) : pour un

certain exposant∗ indépendant dei, le point de Weierstrassωi = ω∗
i appartient àmC

i (il suffit en fait de
choisir∗ distinct du projeté deq ∈ P1Q à P1 Z/2Z ; nous faisons ce choix une fois pour toutes). Par la
proposition 3.7.7 et par convergence au sens de la métriquede Hausdorff, il existeµ2 > 0 tel que pour
tout i > k, l’angle entremC

i et la droite de plissageli de Ti au pointωi est au moinsµ2, et il existe
µ3 > 0 tel que le segmentmi demC

i de longueur2µ3, centré enωi, est plongé dansTi. Les extrémités de
mi sont à distance au moins12µ2µ3 de la droite de plissageli deTi. Notons que la courbe simple fermée
mC
i rencontre les droites de plissage deTi dans un ordre sturmien : aussi, la somme algébrique des angles

de plissage rencontrés par n’importe quel sous-segment demi ne peut excéder2µ1 si k est assez grand,
par (3.17). Enfin, soitκi un sous-segment de la droite de plissageli, centré enωi, de longueur2 : si µ3

est assez petit, toute droite de plissageL rencontrée parmi forme un angle d’au moins12µ2 avecmi, et
passe à distance au plus3µ3 de chaque extrémité deκi pour la métrique intrinsèque deTi.
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Pour évaluer les plissages desϕi, nous poursuivons selon la méthode décrite à la partie 3.8.1. Dis-
posons l’image de l’application développanteΦ : Ṽ → H3 dans le modèle du demi-espace supérieur
de telle manière que les{ϕi(ω)}i∈Z soient sur la droite0∞, à des hauteurs euclidiennes inférieures à
1, et queϕ+∞(l) soit la droite orientée de−1 à 1. Considérons les relevés des arcsmi à H3 passant
par lesϕi(ω), et appelons ces relevés̃mi. Par la construction précédente (en considérant des relevés
des segmentsκi), si les “µ” sont assez petits, toute droite de plissage deϕi(H

2) rencontrée par̃mi

a ses extrémités à distance euclidienne au plus1/2 de 1 et de−1 dansC (rappelons queϕi est 1-
lipschitzienne). Suivant la partie 3.8.1, soitc+1

i (resp.c−1
i ) l’arc deC différentiable par morceaux défini

par le segment transversẽmi deϕi(H2) près de1 (resp.−1).

Soit σ ⊂ H3 un sous-segment maximal dẽmi qui traverse seulement un triangle idéal deϕi(H2).
Soitσ′ ⊂ C l’arc de cercle (non réduit à un point) défini parσ dansc±1

i . Par la construction précédente,
pour un certainK1 > 0 universel,

longueur euclidienne deσ′

longueur hyperbolique deσ
≤ K1.

En particulier,c±1
i est de longueur au plus2K1µ3. Mais les rayons de courbure régulière dec±1

i sont au
moins 1

2 (les cercles osculateurs passent près de1 et de−1), donc la courbure totale dec±1
i est au plus

4K1µ3. Par la construction précédente, la courbure singulière de n’importe quel sous-arc dec±1
i est au

plus2µ1. Si les “µ” sont assez petits, il s’ensuit que tous les vecteurs tangents àc±1
i ont pour argument

complexe un réel de l’intervalle[π/4, 3π/4]. Par conséquent, siτ décrit l’ensemble des triangles idéaux
de ϕi(H2) traversés par̃mi, et si p : H3 → C est la projection verticale, les différentsp(τ) ne se
rencontrent que le long de leur bord : ainsiϕi(

⋃
τ τ) est une surface plongée (que l’on peut voir, par

exemple, comme le graphe d’une fonction d’un ouvert deC dansR+). De plus, définissons lalargeur de
p(τ) comme la longueur du segmentp(τ)∩

√
−1R (inclus dans l’axe des imaginaires purs), et rappelons

que l’arcm̃i forme un angle d’au moins12µ2 avec chacune des droites de plissage qu’il rencontre. Alors,
pour un certainK2 > 0 universel,

largeur dep(τ)
longueur hyperbolique deτ ∩ m̃i

≥ µ2

K2
.

Pour conclure queϕ+∞ est bien une immersion topologique, définissons un relevémC passant par
ω ∈ H2 de la géodésique fermée simple de penteq dansT+∞, et un sous-segmentm demC , de longueur
2µ3, centré enω. L’angle entrem et n’importe quelle droite de plissage deΛ+ qu’il rencontre est au
moins 1

2µ2. Soit I la collection (infinie) de tous les triangles idéaux deπ−1
+∞(T+∞ r Λ+) traversés par

m. Pourτ ∈ I, notons|τ | la longueur dem ∩ τ . Par convergence au sens de la métrique de Hausdorff,
ϕ+∞(τ) ⊂ H3 est approché par des triangles des surfacesϕi(H

2) ⊂ H3, dont les projections verticales
parp : H3 → C sont de largeur au moins|τ |µ2

2K2
: doncp(ϕ+∞(τ)) est de largeur non nulle. L’injectivité

deϕ+∞ s’en déduit : six, x′ ∈ ⋃τ∈I τ n’appartiennent pas à la même strate de la laminationP =
π−1

+∞(Λ+), on trouve unτ qui séparex de x′ pour montrer queϕ+∞(x) 6= ϕ+∞(x′). Par projection
verticale surC, on voit queϕ+∞(H2) est topologiquement immergé dansH3.
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3.8.5 Mesure de plissage deϕ+∞

Ces arguments s’étendent pour montrer que la mesure de plissage deϕ+∞, définie comme au 3.8.1,
est la limite des mesures de plissage desϕi : les courbes rectifiablesc±1

+∞ ⊂ C définies près de±1 par
ϕ+∞ sont de longueurℓ±1, et pour toutε > 0, il existe une union finie disjointe d’arcs de cercleγι
dansc±1

+∞ dont les longueurs ont pour somme au moinsℓ±1 − ε (de plus la direction du vecteur tanget à
c±1
+∞, ou encore àc±1

i , est en tout point àπ/4, au plus, de la verticale). Lesγι peuvent être approchés par
des arcs (ou des unions d’arcs) dec±1

i , et la part de courbure régulière dec±1
+∞ qui ne provientpasdes

γι est au plus3ε, parce que les rayons de courbure sont minorés. On en déduit que le plissage deϕ+∞
est la limite des plissages desϕi (sur tout arc transverse, et donc sur toute courbe simple fermée) : ce
plissage est simplement (un relevé de)λ+, par le corollaire 3.5.3. En vertu du théorème D de [B2],ϕ+∞
est entièrement déterminé par son plissageλ+ et par la métrique intrinsèque deT+∞. En particulier,
ϕ+∞ = limϕν(i) est indépendant de la sous-suiteν originalement choisie, et lesϕi convergent vers une
application plissée dont le plissage est donné parλ±, quandi tend vers±∞.

3.8.6 Compĺetude

La construction du 3.8.4 dansH3 nous permet en outre de plonger le revêtement universelṼ de
V =

⋃
i∈Z ∆i dans une variété (topologique) à bordṼ∂ , comme suit. Pour toutx ∈ H2, considérons

un voisinageUx de x tel queϕ+∞ soit un plongement surUx. Alors ϕ+∞(Ux), qui est muni d’une
orientation transverse bien définie (dont on dira qu’elle pointe “vers l’extérieur”), partage un petite boule
Bx centrée enϕ+∞(x) en deux hémisphères solides (topologiques) que nous pouvons appeler “intérieur”
et “extérieur”, par référence à l’orientation transverse. Les hémisphères intérieursHx, quandx décritH2,
peuvent être recollés pour obtenir une variété à bordH. Sans perte de généralité, les boulesBx peuvent
être choisies assez petites pour que, par la construction du 3.8.4, chaqueHx r ϕ+∞(Ux) soit identifié
à une partie dẽV , plongée dansH3. Alors, on peut encore recollerH à Ṽ . Comme chaqueHx est
homéomorphe àR2×R+, l’espaceṼ∂ = Ṽ ∪H est une variété topologique à bord (éventuellement non
complète).

Plaçons un relevé de la pointe deV en+∞. En prenant pourx ∈ H2 le relevé (parπ+∞) d’un point
proche de la pointe deT+∞, on voit que les triangles idéaux limite mentionnés à la proposition 3.7.4 font
partie du bord dẽV∂ .

Proposition 3.8.2. L’action du groupe fondamentalΓ du tore perće T sur Ṽ s’étend en une action
proprement discontinue sur̃V∂ .

Démonstration.Considérons la représentationρ : Γ → Isom+(H3) donnée par l’application
développanteΦ du diagramme (3.18), et les représentationsρn : Γ → Isom+(H2) qui satisfont
ϕn ◦ ρn(g) = ρ(g) ◦ ϕn pour toutg ∈ Γ. Par le lemme 3.7.7, lesρn convergent vers un certainρ+∞. La
convergence desϕn implique immédiatementϕ+∞ ◦ ρ+∞(g) = ρ(g) ◦ ϕ+∞. Par conséquent, on peut
choisir les hémisphèresHx de manière équivariante, et l’action deΓ surṼ∂ est bien définie. Cette action
est déjà proprement discontinue en tout pointx deṼ (quandg décritΓ, lesgx ne s’accumulent pas enx).
Mais siΓ agit sans point fixe et par isométries sur un espace métrique localement compactX, l’ensemble
desx ∈ X tels que l’action est proprement discontinue enx est ouvert (de toute évidence) et fermé : en
effet, par la contraposée, signx→ x pour quelque suite(gn) deΓ r {1} etU est un voisinage compact
dex, alorsU contient une boule de rayonε centrée enx, et dès qued(x, x′) ≤ ε/2, lesgnx′ doivent
s’accumuler en quelque point deU , donc l’action n’est pas totalement discontinue enx′. La proposition
s’ensuit, par connexité dẽV∂ .
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En conséquence, l’espaceV∂ := Ṽ∂/Γ est une variété (topologique) à bord, contenantV =
⋃
i∈Z ∆i ;

et ∂V∂ consiste en deux tores percés plissés (intrinsèquementisométriques àT+∞ et une autre surface
T−∞), de plissagesλ+ etλ−.

Proposition 3.8.3. La variét́e à bordV∂ est compl̀ete.

Démonstration.Considérons le complété métriqueV ⊃ V∂ , supposons que l’inclusion soit stricte et
cherchons une contradiction. Définissons une fonction continuef : V∂ → R>0 parf(x) = d(x, V rV∂).
Par hypothèse, inff = 0.

Considérons l’immersion dẽV∂ dans le modèle du demi-espace supérieur deH3 obtenue en envoyant
un relevé de la pointe (c’est-à-dire n’importe quel sommet de n’importe quel tétraèdre idéal∆i) à l’infini
(figures 3.4.1 et 3.6.1-3.6.2 par exemple). L’image de∂Ṽ∂ contient, en particulier, des demi-plans verti-
caux (dont le bord est à une certaine hauteur au dessus deC) inclus dans des plans totalement géodésiques
deH3. Ces demi-plans sont au dessus des bords supérieur et inférieur de la figure 3.4.1, contenus dans les
triangles idéaux limite mentionnés à la proposition 3.7.4. Par conséquent, toute géodésique deṼ∂ dont
le point initial est à une hauteur suffisante au dessus deC est définie à tout tempst ≤ 1 (à moins qu’elle
rencontre∂Ṽ∂ en ces demi-plans). Donc, siH ⊂ V∂ dénote un voisinage horoboulique suffisamment
petit de la pointe, on af ≥ 1 surH.

Pour touti ∈ Z, considérons le compactKi := Ti r H de V∂ (où Ti est toujours lei-ème tore
percé plissé). Par convergence des modules desTi dans l’espace de Teichmüller, il existe une boule
B de H2 centrée au point baseω, dont le rayon est indépendant dei, telle queKi ⊂ πi(B) : par
convergence de(ϕi), lesπi(B) convergent métriquement vers un compactK ′ de∂V∂ , sur lequelf est
strictement positive. Par conséquent,f est minorée (par une constante strictement positive, s’entend) sur
un voisinageU deK ′ dansV∂ , etKi ⊂ U pour i assez grand. Doncf est minorée sur

⋃
i∈ZKi, donc

sur
⋃
i∈Z Ti.

Toutefois, soitγ(t) un arc rectifiable1-lipschitzien deV∂ , défini pourt < M , qui n’ait pas de
limite enM ∈ R∗

+. Pour toutε > 0, la restrictionγ|[M−ε,M [ rencontreV∂ r ∂V∂ (parce que le bord
∂V∂ = T+∞ ⊔ T−∞ est intrinsèquement une surface hyperbolique complète), mais alorsγ|[M−ε,M [ doit
rencontrer∆i pour une famille infinie d’indicesi (toute union finie de tétraèdres est complète). Donc
on peut trouvertn → M telle queγ(tn) ∈

⋃
i∈Z Ti. Clairement,f(γ(tn)) ≤ M − tn qui tend vers0 :

contradiction. DoncV∂ est complète.

3.8.7 Un groupe quasi–fuchsien du tore perće

Nous concluons l’argument de façon fort classique : rappelons la variété complète à bord locale-
ment convexẽV∂ , qui est un revêtement universel deV = V∂ . Étant donnés deux pointsx, x′ ∈ Ṽ∂ ,
considérons un plus court cheminγ de x à x′. Si un point intérieur deγ appartient à∂Ṽ∂ , par lo-
cale convexité du plissage (paragraphe 3.8.5), c’est queγ ⊂ ∂Ṽ∂ , et γ est un segment géodésique de
∂Ṽ∂ . Sinon, l’intérieur deγ est un segment dẽV . Dans tous les cas, l’application développante étendue
Φ : Ṽ∂ → H3 est un plongement (elle envoieγ sur un segment d’extrémités distinctes) et possède
une image convexe ferméeC, munie d’une action proprement discontinue du groupe fondamentalΓ de
T (proposition 3.8.2). L’action s’étend proprement discontinûment àH3 (on peut le voir en projetant
chaque point deH3 surC). La variétéH3/Γ contientV ≃ C/Γ, qui admet les plissages de bord sou-
haitésλ±. Comme l’union des relevés des tétraèdres∆i à H3 est dense dansC, c’est queC est le plus
petit ensemble fermé et convexe contenant tous les points fixes paraboliques deΓ ; par conséquentV est
le cœur convexe, etΓ est quasi–fuchsien, avec pour plissages de bordλ±. Le théorème 3.2.2 est prouvé.
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3.8.8 Canonicit́e ǵeométrique

Comme à la partie 1.11, fixons une variété hyperbolique complèteM de dimension3 à une pointe,
dont le volume peut cette fois être infini. Considérons un voisinage horobouliqueH de la pointe, un
revêtement universelπ : H3 → M , et le groupeΓ ⊂ Isom+(H3) des transformationsπ-équivariantes.
AlorsH se relève à une famille d’horoboules(Hi)i∈I dansH3, correspondant à une famille de vecteurs
lumière(vi)i∈I dans l’espace de MinkowskiR3+1. L’enveloppe convexe (fermée, linéaire)C de{vi}i∈I
estΓ-invariante, et son bord∂C est muni d’une décomposition naturellẽD en facettespolyédrales. Soit
VM l’intérieur du cœur convexe deM .

Dans [AS], Akiyoshi et Sakuma généralisent la construction de l’enveloppe convexe d’Epstein–
Penner pour montrer quẽD définit une décompositionDGeom deVM , indépendante deH, en polyèdres
hyperboliques idéaux (génériquement des tétraèdres), en autorisant quelques types de dégénérescences
soigneusement définies. Dans [ASWY2], avec Wada et Yamashita, ils conjecturaient

Théorème 3.8.4.SiM = H3/Γ, où Γ est le groupe quasi–fuchsien considéré à la partie 3.8.7, alors la
décompositionDGeom deVM = V est, combinatoirement, la triangulation{∆i}i∈Z définieà la partie
3.2.

Démonstration.On se contente de recopier mot à mot la démonstration du th´eorème 1.11.1, à ceci près
que le revêtement universelṼ deV est maintenant un convexe strictement inclus dansH3 (bien sûr, les
tétraèdres∆i ne sont plus indexés dansZ/mZ, mais dansZ). Notons que les “effets pervers” (D 6= ∂C)
mentionnés au terme du second paragraphe de la démonstration du théorème 1.11.1 prennent une plus
grande ampleur ici :∂C contient des faces de dimension3 qui se projettent tout entières sur le bord du
cœur convexe, et n’appartiennent donc pas àD. Voir [AS] pour plus de détails.

3.9 Généralisations

Dans cette partie, nous généralisons tous les résultatsprécédents aux groupes du tore percé possédant
des plissages rationnels et/ou des bouts infinis. Par une lamination admissibleλ, nous entendons l’un
quelconque des objets suivants :

– Un couple (défini au signe près)λ = ±(α, β) ∈ R∗2/± tel queβ/α soit irrationnel ;
– Un coupleλ = ±(θα, θβ) oùα, β ∈ Z sont premiers entre eux et0 < θ < π (nous appelonsθ le

poidsdeλ et notons|λ| = θ) ;
– Un coupleλ = ±(πα, πβ) oùα, β ∈ Z sont premiers entre eux (π est lepoidsdeλ et nous notons
|λ| = π) ;

– Une classe projective réelleλ = {(µα, µβ) | µ 6= 0} oùβ/α est irrationnel.
La pentede la lamination admissible est le nombres(λ) = β/α ∈ P1R. La variété quotient d’un groupe
du tore percé admet deux bouts géométriques (définis comme les bouts topologiques du complémentaire
d’un voisinage régulier de la pointe) : voir [Min].̀A chaque bout géométrique, on peut associer une
unique lamination admissible (de plissage ou de bout) : les quatre cas ci-dessus correspondent, respecti-
vement, au cas oùω est

– Fini, avec une lamination deplissageirrationnelle ;
– Fini, avec une lamination deplissagerationnelle et un angle de plissageθ ;
– Fini, avec une lamination debout rationnelle (une pointe accidentelle) ;
– Infini, avec une lamination debout irrationnelle (voir [B1] et la section 3 de [Min] pour une

définition précise).
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Théorème 3.9.1.Soientλ+, λ− des laminations admissibles de pentes distinctes. Il existe un groupe
du tore perće Γ avec pour laminations de plissage et/ou de boutsλ±, et l’intérieur V du cœur convexe
deH3/Γ admet une d́ecomposition id́ealeD = DComb en cellules polýedrales (de volume strictement
positif) dont la combinatoire est dictée parλ±, au sens suivant : siΛ est la droite ǵeod́esique orient́ee
des(λ−) à s(λ+) à travers le diagramme de Farey dansH2, alors

i – Si s(λ+) et s(λ−) sont irrationnelles,D est compośee de t́etraèdres id́eaux(∆i)i∈Z en bijection
naturelle avec les arêtes de Farey traversées parΛ, commèa la partie 3.2.

ii – Si seules(λ+) est rationnelle et|λ+| < π, alorsD poss̀ede un t́etraèdre pour chaque arête de
Farey que traverseΛ, et une celluleP dont l’intérieur est non-contractile et hoḿeomorphèa un
tore plein : ∂1 = ∂P ∩ ∂V est un tore perće plisśe le long d’une ǵeod́esique simple ferḿee de
pentes(λ+), et∂2 = ∂P r ∂V est un tore perće plisśe le long de la triangulation id́eale assocíee
à l’unique triangle de Farey traversé par Λ qui ait s(λ+) pour sommet. Enfin,∂1 ∩ ∂2 est une
géod́esique qui va de la pointèa la pointe et a pour pentes(λ+). Voir le volet gauche de la figure
3.9.1.

iii – Si seules(λ+) est rationnelle et|λ+| = π, toutes les propríet́es du cas pŕećedent s’appliquent, au
détail suivant pr̀es :∂1 = ∂P ∩ ∂V devient une sph̀ere à trois trous (la courbe simple ferḿee de
pentes(λ+) a ét́e “pincée”, ce qui fait d’elle une nouvelle pointe) : voir le volet droit de la figure
3.9.1.

iv – Si seules(λ−) est rationnelle, la situation est semblable aux deux cas préćedents, eńechangeant
λ− etλ+.

v – Si s(λ+), s(λ−) sont des rationnels qui ne sont pas reliés par une ar̂ete de Farey, la situation est
à nouveau semblable, avec deux pièces toriquesP+,P− au lieu d’une.

vi – Sis(λ+), s(λ−) sont relíes par une ar̂ete de Farey,D est compośee seulement de deux tores pleins
P+ et P− comme ci-avant, recollés le long d’un tore perće T plisśe le long de seulementdeux
droites allant de la pointèa la pointe : les pentes de ces droites sonts(λ+) et s(λ−).

De surcrôıt, D cöıncide avec la d́ecomposition ǵeoḿetriquement canoniqueDGeom deV donńee par la
construction de l’enveloppe convexe d’Epstein et Penner.

Notons que la combinatoire deDGeom ne dépend pas de la nature (finie ou infinie) des bouts de
H3/Γ. Au stade actuel, nous avons traité le cas de deux laminations de plissage irrationnelles (bouts
finis). Attachons-nous à montrer les cas restants du théorème 3.9.1.

3.9.1 Un seul plissage rationnel

Étudions le cas de deux bouts finis, quand seulβ+/α+ est rationnel. Nous pouvons choisir de termi-
ner le motΩ ∈ {R,L}Z par un suffixe infiniLRR...R... (ouRLL...L... : c’est là un choix arbitraire)
et reprendre l’argument à partir de la partie 3.2. Nous supposerons quei = 0 est le plus grand indice
charnière. Les parties 3.3 à 3.3.2 sont inchangées : simplement, la suite(wi) est concave (donc crois-
sante et convergente) surN. À la partie 3.3.3, on trouve que la suite(φ+

i ) est constante surN, égale à un
certain réel positif. Par (3.9), ce réel coı̈ncide avec lepoidsθ de la lamination rationnelleλ+, donc nous
supposonsθ < π. La partie 3.4 est essentiellement inchangée : par le calcul du sous-lemme 3.4.2 (et en
usant de la même notation), la somme des volumes de tous les tétraèdres∆i pouri ≥ 2n est majorée par

θ
∑

k>n

Σ2k

2k−1 ≤ θ
∑

k>n

2−k[1 + (2k − 1) log 2] = O(2−n/2).
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(θ < π) (θ = π)

∂1 ∩ ∂2
∂1 ∩ ∂2

FIG. 3.9.1 – Pièces toriques : l’angle dièdre extérieurθ est le poids|λ±|. Les faces grisées sont identifiées,
ainsi que les paires d’arêtes décorées de flèches identiques.

Par conséquent la fonctionnelle volumeV est bornée, continue pour la topologie produit, et concave. On
peut trouver le maximisateurw deV, et il satisfait toujours les propositions 3.4.4 et 3.4.5 : en particulier,
tous les tétraèdres∆i pouri > 0 n’ont que des angles strictement positifs. Nous fixons ce maximisateur
w (et donc les angles des∆i).

Il faut faire quelque chose de neuf à la partie 3.5 : montrer que limi→+∞wi = θ. Les{wi}i≥2 n’ont
d’influence que sur les angles des{∆i}i≥1, qui sont tous strictement positifs : donc le volumeV est
critique par rapport à chacun deswi pour i ≥ 2. Par le sous-lemme 1.6.4, on en déduit que les liens
(triangles euclidiens) des{∆i}i≥1 s’assemblent correctement pour former une triangulation que l’on
peut dessiner dans le plan euclidienC. Plus précisément, commeΩ se termine parRRR . . . , il existe
une suite de nombres complexes(ζi)i≥0 telle que pour touti ≥ 1, les triangles provenant de∆i ont leurs
sommets en(−1, ζi, ζi−1) et en(1, ζi, ζi+1) (figure 3.9.2, volet gauche). Ces triangles étant semblables
(ils proviennent tous deux de∆i), on a(ζi+1)(ζi+1− 1) = (ζi−1 +1)(ζi− 1) = ... = (ζ0 +1)(ζ1− 1),
d’où

ζi+1 =
ζi + κ

ζi + 1
=: ϕ(ζi)

pour un certain nombre complexeκ 6= 1 indépendant dei. Notons que la longueur complexeℓ de
l’isométrie hyperbolique (définie par)ϕ satisfaitcosh ℓ = 1+κ

1−κ . À terme,ϕ sera l’holonomie d’un lacet
qui suit la courbe simple fermée le long de laquelle le bord du cœur convexe est plissé.

Proposition 3.9.2. Le nombreκ appartient à l’intervalle réel ]0, 1[, et lesζi appartiennent tous̀a un
même cercle.

Démonstration.Soit Zi la ligne brisée(u 7→ u ± 2)-invariante de sommets(. . . ,−1, ζi−1, ζi, 1, . . . )
définie par (le lien de) la surface plisséeTi. En vertu de (3.4), les angles externes (signés) deZi ont pour
valeurs :

wi−1 au pointζi ; −wi au pointζi−1 ; wi − wi−1 au point1.

D’abord,κ est réel : s’il en était autrement, lesζi auraient une limite dansC r R (une racine carrée de
κ), doncwi − wi−1 (l’angle externe deZi en1) ne saurait tendre vers0. Si κ < 0, alorsϕ est une pure
rotation : lesζi appartiennent tous à un cercle du demi-plan inférieur (ouvert), ce qui contredit également
wi − wi−1 → 0. Si κ > 1, alorsϕ est une symétrie axiale glissée deH3 : les ζi tendent vers±√κ et
on trouve|wi − wi−1| → π, impossible. Siκ = 0, alorsϕ est une transformation parabolique qui fixe
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0 : lesζi tendent vers0 le long d’un cercle tangent àR, et on trouve que l’anglewi = π − ζ̂iζi+11 tend
versπ > lim+∞ φ+ = θ. La seule possibilité restante est queκ ∈]0, 1[, auquel casϕ est une translation
hyperbolique pure. L’unique groupe à un paramètre (réel) de translations hyperboliques pures auquel
appartientϕ a pour orbites dansP1C les arcs de cercle (5) d’extrémités1 et−1 (ainsi que les singletons
{1}, {−1}) : lesζi appartiennent à un tel arc de cercle.

Ainsi, lesζi appartiennent à un arc de cercleC du demi-espace inférieur qui rencontre l’axe réel aux
points±√κ, et lim+∞ ζi =

√
κ. Notonsθ∗ l’angle entreC et le segment[−√κ,√κ] (plus exactement,

l’angle entre leurs demi-tangentes en
√
κ). Commewi = π − ζ̂iζi+11, on voit facilement que

θ∗ = lim
i→+∞

wi

(voir la figure 3.9.2). Par conséquent,θ∗ ≤ θ.

−1

1

1−√κ √
κ

C ζ0

ζ1

ζ2

f(ζ0)

f(ζ1)

f(ζ2)

0 ρ

FIG. 3.9.2 – Tous les angles marqués (gris) valentπ − θ∗, etζj+1 = ϕ(ζj) =
ζj+κ
ζj+1 .

Proposition 3.9.3. On aθ∗ = θ.

Démonstration.Tout d’abord, on s’assure aisément que toute donnée0 ≤ w0 < w1 < θ∗ < π
détermine, de façon continue et différentiable, ununiquecouple de nombres complexes(ζ0, ζ1) tels
que :

i – La ligne briséeZ1 = (. . . ,−1, ζ0, ζ1, 1, . . . ) a pour angles externes(w0,−w1, w1 − w0) comme
dans (3.4) plus haut ;

ii – Le nombreκ = 1− (ζ0 + 1)(1 − ζ1) tel queζ1 = ζ0+κ
ζ0+1 appartient à]0, 1[ ;

iii – Le cercleC passant parζ0 et ζ1 centré sur l’axe imaginaire forme un angleθ∗ avec l’axe réel.

Parii, ζ0+1 et1−ζ1 sont d’arguments opposés ; pari, on peut se contenter de chercherζ0 sur la demi-

droite−1+ e
√
−1

w0−w1
2 R+ etζ1 sur1− e

√
−1

w1−w0
2 R+. Ces demi–droites se rencontrent sous l’axe réel

en un pointp de l’axe imaginaire : toujours pari, l’argument deζ1 − ζ0 et le rapportζ0−pζ1−p ne dépendent

pas deθ∗. Dans le cas “limite” oùζ1 = 1, l’angle entre le cercleC et R vautπ − (-̂1ζ01) = w1 : de là,
il est facile de voir que cet angle décrit]w1, π[ quandζ1 séloigne de1 dans la direction dep (le cercleC
subit alors une homothétie de centrep).

5au sens conforme : un arc de cercle est l’image d’un segment par une transformation de Möbius
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Cesζ0, ζ1 définissent à leur tour tous les{ζj}j≥2 via ζj+1 = ϕ(ζj) =
ζj+κ
ζj+1 , et nous pouvons lire

l’angle wj = 1̂ζj+1ζj ≤ θ∗ (croissance dew) et construire le tétraèdre idéal associé∆j. Dans ce qui
suit, nous étudions quelle forme a l’espaceU :=

⋃
j≥1 ∆j, dont le bord (le tore percéT1) admet pour

angles de plissage(w0,−w1, w1 − w0) (voir l’équation (3.4) ci-dessus).

Définissonsf(ζ) := ζ+
√
κ

ζ−√
κ

, de manière quef(ϕ(ζ)) = ρf(ζ) où ρ := 1+
√
κ

1−√
κ
. L’enveloppe convexe

hyperbolique de(∞, 1, ζj , ζj+1) est isométrique au tétraèdre∆j : en appliquantf , nous obtenons un
tétraèdre∆′

j, isométrique à∆j, de sommets(1, ρ, ρjf(ζ0), ρ
j+1f(ζ0)) (figure 3.9.2, volet droit). De

plus, tous lesf(ζj) = ρjf(ζ0) appartiennent à la demi-droiteei(π−θ
∗)R+ (en effet,f envoieC ∩ R =

{√κ,−√κ} sur {0,∞}). Soit Π le plan hyperbolique appuyé sur la droite passant par1, f(ζ0) : la
loxodromieΦ : u 7→ ρu admet un domaine fondamental bordé parΠ et Φ(Π). En raisonnant dans ce
domaine fondamental, on voit alors facilement queU possède le même volume queD := D1 ∪D2, où
D1,D2 sont des tétraèdres idéaux de sommets(∞, f(ζ1), 1, ρ) et (∞, f(ζ1), 1, f(ζ0)) respectivement.
De plus,Φ identifie les faces(∞, 1, f(ζ0)) et (∞, ρ, f(ζ1)) deD, de sorte que (le complété de)D/Φ est
une variété à bord polyédral, d’intérieur homéomorphe à un tore plein, et d’angles dièdres intérieurs

(
π − w1 , π + w0 ,

w1 − w0

2
,
w1 − w0

2
, π − θ∗

)
.

L’arête deD/Φ où l’angle dièdre vautπ− θ∗ est une courbe simple fermée de longueurlog ρ, le long de
laquelleD1,D2 s’enroulent à l’infini. (Les autres angles, indépendantsdeθ∗, sont ceux du quadrilatère
de sommets1,−1, ζ0, ζ1). On obtient une image deD/Φ en remplaçantθ parθ∗ dans le volet de gauche
de la figure 3.9.1 (et en omettant d’identifier l’arête marquée∂1 ∩ ∂2 à l’arête opposée).

Fixonsw0, w1 et observons queD dépend de manière différentiable deθ∗. La formule de Schläfli
donne alors∂V(D/Φ)/∂θ∗ = 1

2 log ρ > 0 : donc le volume deD/Φ (et par là-même deU ) est une
fonction strictement croissante deθ∗ (à w0, w1 fixés). Considérons les{wj}j≤1 comme fixés, et les
{wj}j≥2 comme des inconnues qui déterminent les volumes de∆1,∆2, . . . : alors (w2, w3, . . . ) est
clairement la solution du problème de maximisation du volume pourU =

⋃
j≥1 ∆j (avec angles de

plissage fixés sur le bordT1). Par conséquent, leswi choisissent la plus grande limite possibleθ∗ en
+∞, à savoirθ∗ = θ.

La démonstration précédente fait bien plus que déterminer lim+∞wj : comme dans les parties 3.5
à 3.8, elle fournit une description complète deU =

⋃
j≥1 ∆j et de son bord (dont le plissage du côté

extérieur s’avère égal àλ+). Voici, toutefois, une observation fort importante :

Observation 3.9.4.La proposition 1.11.4, “A + C > 0”, n’est pas valable pour la famille de surfaces
plissées(Ti)i≥0. À la place, on aA+C = 0. Cela signifie simplement que

−−−→−1, ζi et
−−−−→
ζi+1, 1 forment des

angles opposés avec l’axe réel. Et en effet,(ζi + 1)(1 − ζi+1) = 1− κ est bien un réel positif.

De même, on a l’analogue suivant du lemme 1.8.2.

Observation 3.9.5.Siw0 = 0, l’éventail infini correspondant aux tétraèdres(∆i)i≥0 admet une structure
euclidienne à bord. Si les longueursQ,F,G sont définies comme au lemme 1.8.2, alorsQ = F +G.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir

Proposition 3.9.6. Toutes les ińegalit́es (strictes) de (3.11) sont vraies.
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Démonstration.Il s’agit de la proposition 3.4.6 (dans ce nouveau contexte où β+/α+ est rationnel).
La démonstration est identique, en prenant toutefois garde au fait suivant : afin d’éliminer la possibilité
wj = 0 pour une charnièrej, on fait appel au chapitre 1 (en particulier le lemme 1.8.2 etl’argument de
la partie 1.9). La stratégie est de supposerwj = 0, puis de perturberw en le remplaçant par un certain
wε de telle sorte que le volume augmente :∂V/∂ε > 0. Cette dernière inégalité a lieu, essentiellement,
à cause de l’inégalité du lemme 1.8.2 (“Q < F +G”), vérifiée aussi bien dans la syllabeRn qui précède
j que dans la syllabeLm qui suit j. Plus précisément,∂V/∂ε est strictement positif dès lors que l’une
au moins des deux inégalités “Q ≤ F + G” est stricte. Or cette inégalité est toujours stricte, sauf dans
un unique cas (le suffixe infiniLRR...R...) : nous pouvons donc conclure.

Par conséquent, tous les tétraèdres∆i n’ont que des angles strictement positifs et s’assemblent cor-
rectement : les parties 3.5 à 3.8 se répètent sans encombre pour le bout associé àλ−, et

⋃
i∈Z ∆i est

l’intérieur du cœur convexe d’un groupe quasi–fuchsien dutore percé admettant les plissages souhaités,
λ±.

Les résultats de la partie 1.11 se généralisent immédiatement : la seule modification est que les
tétraèdres(∆i)i≥0 se relèvent en une famille de cellulescoplanairesdans l’espace de Minkowski,
parce que l’inégalité clé de la proposition 1.11.4 est devenue une égalité. Donc la décomposition
géométriquement canonique de l’intérieur du cœur convexe comprend la cellule non-contractileD/Φ
(figure 3.9.1, volet gauche).

3.9.2 Deux plissages rationnels

Quandβ+/α+ et β−/α− sont rationnels tous deux, le mot associéΩ ∈ {R,L}Z peut être choisi
avec un préfixe infini...R...RRL et un suffixe infiniLRR...R... Nous appliquons l’argument ci-dessus
aux deux bouts simultanément.À nouveau, la proposition 3.9.6 est vraie car aucun indice charnièrej
n’appartient à la fois au préfixe et au suffixe.

Si les pentes des deux plissages rationnels ne sont pas adjacentes dans le graphe de Farey, nous
pouvons remplacer le préfixe par...LLR et/ou le suffixe parRLL..., et obtenir par là des triangulations
différentes de l’intérieur du cœur convexe du même groupe quasfuchsien.

Si, par contre,s(λ+) et s(λ−) sont adjacents dans le graphe de Farey, alorsΩ = ...RRLRR... (ob-
servons que le préfixe et le suffixe ont une intersection non vide “L”, de sorte que l’opération consistant à
changer le préfixe et l’opération consistant à changer lesuffixe ne commutent pas). Si les indicesi situés
juste avant et juste après leL central sont0 et 1, on obtientw0 = w1 en appliquant l’observation 3.9.4
au préfixe et au suffixe. En d’autres termes, les pointsa, b, c dans la figure 3.9.3 (gauche) sont alignés. Il
est donc possible de retrianguler le même cœur convexe selon un motΩ = ...LLLRRR..., à condition
d’autoriser le tétraèdre charnière∆0 à s’aplatir (en noir dans la figure 3.9.3, volet droit). Danstous les
cas, la suite(wi)i∈Z maximise le volume total.

...RRLRR... ...LLLRRR...

a

b

c

FIG. 3.9.3 – Deux triangulations superposées au même ensemble limite.
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3.9.3 Pincement

Le cas où l’un des plissagesλ± (ou les deux) a pour poidsπ est un cas limite aisé des parties 3.9.1
et 3.9.2 (le terme de “pincement” fait référence au fait que la courbe de plissage devient de plus en plus
courte, pour finalement se transformer en une pointe alors que l’angle de plissage atteint la valeurπ).

Supposons|λ+| = π (notons que les conditions de (3.11) où figureφ+ deviennent triviales, parce
queφ+ ≥ π). Les résultats de la partie 3.9.1 se généralisent au casoù θ = π et κ = 0. L’arc de cercle
C de la figure 3.9.2 devient un cercle complet, tangent à l’axeréelR en0. L’analyse de la proposition
3.9.3 (existence et unicité deζ0, ζ1 ∈ C) s’étend de façon continue et différentiable au casθ∗ = π. On
trouve que le tétraèdre de sommets(∞, 1, ζj , ζj+1) est envoyé parf : u 7→ 1/u sur un tétraèdre∆′

j de
H3, isométrique à∆j, de sommets(0, 1, τ + j, τ + j + 1) pour un certainτ ∈ C indépendant dej (dans
le volet droit de la figure 3.9.2, les deux demi-droites liminaires grises sont remplacées par deux droites
parallèles). On vérifie sans mal que

⋃
j≥1 ∆j est le tore plein représenté sur la figure 3.9.1 (à droite), et

la formule de Schläfli implique de nouveau queθ∗ = π réalise le volume maximal.
Après la proposition 3.9.3, le raisonnement est le même.

3.9.4 Bouts infinis

Par [Min], l’espace des groupes quasi–fuchsiens est dense dans l’ensemble de toutes les
représentations discrètes, fidèles, sans torsion, respectant les paraboliques, deπ1(T ) dans Isom+(H3).
De fait, tout bout géométriquement infini de la variété quotient d’une telle représentation est naturelle-
ment muni d’unelamination de bout, à savoir une classe projective de laminations mesurées irrationnelles
que l’on se propose ici de voir comme un plissage “infiniment intense”. Dans cette partie, nous suppo-
sons queβ+/α+ /∈ P1Q et considéronswK , la solution du problème de maximisation du volume pour
(φ−,Kφ+), oùK > 0 (plus exactement,w est soumis aux conditions (3.11), oùKφ+ remplaceφ+ ; et
le tableau (3.3) continue d’exprimerxi, yi, zi).

Étant donnée une représentation d’un groupe de surface (discrète, respectant les paraboliques), toute
lamination mesurée compacteλ sur la surface admet unelongueur, que l’on peut calculer en mesurant
les longueurs (pondérées) d’une suite de courbes pondérées convergeant versλ. Martin Bridgeman a
montré [Br] que les longueurs des laminations de plissage d’un groupe quasi–fuchsien sont majorées
par une constante qui ne dépend que de la surface sous-jacente (ici le tore percé). Par le théorème de la
limite double de Thurston (théorèmes 4.1 et 6.3 de [T3] ; voir aussi [Ot]), l’espace des représentations
discrètes, respectant les paraboliques, pour lesquellesdeux laminations mesurées fixes (dont l’union
remplit la surface) sont de longueur au plusC (une constante donnée), est compact. Donc, quitte à passer
à une sous-suite, la suite des groupesΓK correspondant àwK converge algébriquement vers un certainΓ,
quandK tend vers+∞. Par le théorème A de [Min],H3/Γ est homéomorphe àT × R et doit posséder
un bout infini (sans quoiΓ serait quasi–fuchsien et les volumes seraient bornés, ce qui contredirait la
preuve du lemme 3.5.1).

Proposition 3.9.7. Le bout deH3/Γ assocíe à λ− est fini, avec pour lamination de plissageλ−. L’autre
bout est infini, et sa lamination de bout est la classe projective deλ+.

Démonstration.Par [B2] (théorème D), l’espace des représentations du groupe abstraitΓ qui respectent
les paraboliques est paramétré de façon continue (en fait, holomorphe) par la donnée(τ, ω) d’un point
τ de l’espace de TeichmüllerTT , et d’uncocycle transverseω à valeurs dansR/2πZ par rapport à une
lamination topologique fixéeµ (une mesure de plissage, en particulier, est un tel cocycle si on projette
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ses valeurs surR/2πZ). En prenant le support deλ− commeµ, on en déduit immédiatement que le
module intrinsèque du bord du cœur convexe deH3/ΓK associé àλ− converge dansTT , quandK tend
vers l’infini. Par conséquent,H3/Γ contient une surface plisséeH de plissageλ− < 0 (donc locale-
ment convexe), qui est nécessairement une composante de bord du cœur convexe (le bord du revêtement
universel deH contient tous les points fixes paraboliques).

Le bout deH3/Γ associé àλ+ est donc infini. Les points fixes paraboliques du groupe limite Γ
définissent les sommets d’une version de la figure 3.4.1 (le lien euclidien de la pointe), et donc une
famille d’angles positifs ou nuls pour les tétraèdres∆i (on peut donc définir, à rebours,wi = π−zi). Par
convergence algébrique, leswK convergent versw dans la topologie produit. Pour tousi ≤ j, le volume
total de∆i−1,∆i, . . . ,∆j ,∆j+1 est maximal par rapport aux paramètreswi, . . . , wj : en particulier, les
propositions 3.4.4 et 3.4.5 sont encore vraies. On peut répéter l’argument du chapitre 1 (lemme 1.8.2 et
partie 1.9) : par la proposition 1.9.1, tous les∆i n’ont que des angles strictement positifs. La proposition
1.11.4 (et, partant, le lemme 1.11.2), sont encore vrais :{∆i}i∈Z est la décomposition géométriquement
canonique deH3/Γ. En particulier, la famille composée de toutes les arêtesde tous les tétraèdres{∆i}i≥0

forme une suite de laminations qui s’échappe de tout compact deH3/Γ, et tend vers la classe projective
[λ+] (par des valeurs rationnelles, qui sont les extrémités des arêtes de Farey traversées par la géodésique

joignant β
−

α− à β+

α+ ). Par conséquent,[λ+] est l’invariant de bout.

Le cas de deux bouts infinis a été traité dans [Ak]. Le théorème 3.9.1 est démontré.

3.9.5 Le th́eorème des laminations de plissage pour les groupes du tore percé

Proposition 3.9.8. Le groupeΓ construit à la fin de la partie 3.4 estcontinûmentdétermińe par
(λ+, λ−).

Démonstration.Commençons par observer que siβ+/α+ est rationnel, le choix initial d’un suffixe
infini dans la partie 3.9.1 n’a pas d’incidence sur le groupe finalement construitΓ : ce choix détermine
simplement deux triangulations différentes de la même pièce torique (représentée figure 3.9.1), dont
l’espace des déformations est inchangé.

Définissons l’ouvert
U := R2 r

⋃

m,n∈Z

[π,+∞[·{(m,n)}

(notons que0 /∈ U). Une lamination de plissage admissibleλ peut être identifiée à un point±(α, β)

deU/±. Soientα±, β±, φ±,W,w définis comme dans les parties 3.2.1 à 1.6 (à ceci près queβ+

α+ ,
β−

α−

peuvent être rationnels).
Supposons(α+

n , β
+
n )→ (α+, β+) et (α−

n , β
−
n )→ (α−, β−) dansU , et définissons la droite orientée

Λn deβ−n /α
−
n àβ+

n /α
+
n à travers le diagramme de Farey. Définissons aussi les fonctions associéesφ±,n

comme en (3.9), les domainesW n comme dans la définition 3.3.4, et les solutions(wni )i∈Z du problème
de maximisation du volume surW n. Si β+/α+ est rationnel, on peut supposer (quitte à se restreindre à
deux sous-suites) que la suite(α+

n , β
+
n ) tend vers(α+, β+) dans le sens direct pour une orientation de

référence deP1R. On fait une supposition semblable quant àβ−/α−.
A priori, les suites(wni )i∈Z ne sont définies que modulo une translation de l’indicei. Néanmoins,

nous pouvons choisir ces translations d’une façon cohérente : il existe une arête de Fareye traversée par
toutes les droitesΛn pourn assez grand ; on décide donc pour toutn quewn0 est le paramètre associé àe
(à savoir,en0 = e). Par compacité de[0, π]Z, une certaine sous-suite de(wn)n∈N converge vers un certain
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w∗, pour la topologie produit. Il suffit de montrer quew∗ = w : en effet, le groupeΓ est complètement
(et continûment) déterminé par les formes d’un nombre fini de tétraèdres consécutifs∆i.

L’observation principale est que les motsΩn ∈ {R,L}Z convergent simplement versΩ, et que
φ±,n → φ± (simplement dansRZ), par définition (3.9). On en déduit quew∗ appartient à l’espaceW ,
d’où l’inégalité de volumesV(w∗) ≤ V(w). CommemaxW V n’est atteint qu’en un point (le volume
est une fonctionnelle strictement concave), il sufit de montrer l’inégalité réciproque. Procédons par l’ab-
surde.

SupposonsV(w∗) < V(w). Il existe des entiersm < 0 < M tels que les tétraèdres{∆i}m<i<M
définis parw ont un volume total strictement supérieur àV(w∗). Si nous parvenons à prolonger
(wi)m≤i≤M pour en faire une suite(vi)i∈Z de l’espaceW n pourn assez grand, nous aurons la contra-
diction souhaitée.

Par le corollaire 3.5.2, on peut supposerwm

φ−m
> wm+1

φ−m+1

et wM−1

φ+
M−1

< wM

φ+
M

(si β+/α+ est rationnel,

le corollaire 3.5.2 est superflu, carw est monotone etφ+ est constante, dans un voisinage de+∞).
Commew satisfait (3.11) (inégalités strictes), pourn assez grand, la sous-suite(wm, . . . , wM ) satisfait
les inégalités correspondantes servant à définirW n, par convergence desφ±,n. Choisissons un teln assez
grand et définissons

vi :=





φ−,ni
wm

φ−,n
m

si i ≤ m ;

wi sim ≤ i ≤M ;

φ+,n
i

wM

φ+,n
M

siM ≤ i .

Sin est assez grand, on vérifie sans mal que(vi)i∈Z appartient àW n. La seule difficulté est de s’assurer
que le triplet(vM−1, vM , vM+1) (et de même(vm−1, vm, vm+1)) vérifie les inégalités de concavité ou de
charnière de (3.2 — 3.11) (selon queM est charnière ou non) : observer que quandn tend vers l’infini,(
vM−1

φ+
M−1

, vM

φ+
M

,
vM+1

φ+
M+1

)
tend vers le triplet

(
wM−1

φ+
M−1

, wM

φ+
M

, wM

φ+
M

)
dont le premier terme est plus petit que les

deux autres ; et utiliser la remarque 3.3.3.

Corollaire 3.9.9. (C. Series)Un groupe quasi–fuchsien du tore percé Γ est d́etermińe, à conjugaison
près dans Isom(H3), par ses mesures de plissageλ±.

Démonstration.L’espaceQF des groupes quasi–fuchsiens mais non fuchsiens (du tore percé) est une
variété réelle connexe de dimension4 — par exemple à cause du théorème d’Ahlfors–Bers [AB]. Rap-
pelons l’ouvertU rencontré dans la preuve de la proposition 3.9.8, et considérons l’application

f : U × U −→ QF

définie par la construction du groupeΓ (fin de la partie 3.4). On sait quef est bien définie et injective
(théorème 3.2.2), et continue (proposition 3.9.8). Comme U2 est de dimension4, le théorème de l’in-
variance du domaine permet d’affirmer que l’image Im(f) est ouverte. Reste à montrer que Im(f) est
fermée.

Considérons des couples(λ+
n , λ

−
n ) tels que les groupes correspondantsΓn = f(λ+

n , λ
−
n ) convergent

vers un certainΓ dansQF . La fonction qui à un groupe associe ses plissages est continue (voir [KS]),
donc lesλ±n convergent versλ± dansU . La proposition 3.9.8 implique alors queΓ = f(λ+, λ−).
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À cause du corollaire 3.9.9, le théorème 3.9.1 couvre notamment tous les groupes quasi–fuchsiens
du tore percé. Le théorème 3.1.1 devient une conséquence du théorème 3.9.1.
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Chapitre 4

Characterization of hyperbolic links
among arborescent ones

4.1 Introduction

In the 1990s, Andrew Casson introduced a powerful techniquefor constructing and studying cus-
ped hyperbolic 3–manifolds. His idea was to subdivide a manifold M into angled ideal tetrahedra:
that is, tetrahedra whose vertices are removed and whose edges carry prescribed dihedral angles. When
the dihedral angles of the tetrahedra add up to2π around each edge ofM , the triangulation is called
anangled triangulation. Casson proved that every orientable cusped 3–manifold that admits an angled
triangulation must also admit a hyperbolic metric, and outlined a possible way to find the hyperbolic
metric by studying the volumes of angled tetrahedra — an ideaalso developed by Rivin [R1]. The power
of Casson’s approach lies in the fact that the defining equations of an angled triangulation are both linear
and local, making angled triangulations relatively easy tofind and deform (much easier than to study
an actual hyperbolic triangulation, as in [NZ, SW2] or in some aspects of Thurston’s seminal approach
[T1]).

Our goal in this chapter is to extend this approach to larger and more complicated building blocks.
These blocks can be ideal polyhedra instead of tetrahedra, but they may also have non-trivial topology. In
general, anangled blockwill be a3–dimensional manifold manifold whose boundary is subdivided into
faces looking locally like the faces of an ideal polyhedron,in a sense to be defined. The edges between
adjacent faces carry prescribed dihedral angles. In Section 4.2, we will describe the precise combinatorial
conditions that the dihedral angles must satisfy. These conditions will imply the following generalization
of a result by Lackenby [L1, Corollary 4.6].

Theorem 4.1.1.Let (M,∂M) be an orientable 3–manifold, subdivided into finitely many angled blocks
in such a way that the dihedral angles at each edge ofM sum to2π. Then∂M consists of tori, and the
interior ofM admits a complete hyperbolic metric.

One can prove that a particular manifold with boundary is hyperbolic in a spectrum of practical
ways, ranging from local to global. In some cases, a combinatorial description ofM naturally guides a
way to subdivide it into tetrahedra (see for example Chapters 1–2 and [GF], or [W3]). In these cases,
angled triangulations are highly useful. On the other extreme, one can study the global topology ofM
and prove that it contains no essential spheres, disks, tori, or annuli ; Thurston’s hyperbolization theorem
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then implies thatMr∂M is hyperbolic [T2]. Theorem 4.1.1 provides a medium–range solution (still
relying on Thurston’s theorem) for situations whereM naturally decomposes into pieces that retain
some topological complexity.

We will apply Theorem 4.1.1 to the complements of arborescent links, which are defined in terms of
bracelets. We choose an orientation ofS3, to remain fixed throughout the chapter.

Definition 4.1.2. An unknotted bandA ⊂ S3 is an annulus or Möbius band, whose core curveC is an
unknotted circle. Such anA has a natural structure as anI–bundle overC, and we will refer to the fiber
over a point ofC as acrossing segmentof the unknotted bandA.

Consider the manifoldMd obtained by removing fromS3 the open regular neighborhoods ofd dis-
joint crossing segments of an unknotted bandA, and letKd = ∂A ∩Md. Then ad–braceletBd is the
pair (Md,Kd), as in Figure 4.1.1. We say thatd is thedegreeof the bracelet.

Note that whend > 0, Bd is determined up to homeomorphism (of pairs) by the integerd. For
example, whend = 2, B2 is homeomorphic to the pair(S2×I, {4 points}×I). Whend = 1, M1 is a
3–ball andK1 is a pair of simultaneously boundary–parallel arcs ; a 1–braceletB1 is commonly called
a trivial tangle. Whend = 0, B0 is determined by thenumber of half-twistsin the band : namely, the
linking number ofC with ∂A.

d = 0 d = 1d = 1

d = 2d = 3

FIG. 4.1.1 – Examples ofd–bracelets. The two1–bracelets with different numbers of half-twists in their
bands are homeomorphic.

LetBd1 andBd2 be two bracelets withdi > 0, and choose a boundary sphereSi of eachBdi
. TheSi

have natural orientations induced by the orientation ofS3, and we can glueS1 to S2 by any orientation–
reversing homeomorphism sending the unordered4-tuple of pointsS1 ∩K1 to the4-tupleS2 ∩K2. The
union of theKdi

then defines a collection of arcs in a larger subset ofS3. More generally, if bracelets
Bd1 , . . . , Bdn

are glued to formS3 (some of thedi being1), the arcs in these bracelets combine to form
a linkK in S3, as in Figure 4.1.2.
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FIG. 4.1.2 – A generalized arborescent knot, obtained by gluingseveral bracelets.

Definition 4.1.3. A link K ⊂ S3 is calledprime if, for every 2–sphereS meetingK in two points, at
least one of the two balls cut off byS intersectsK in a single boundary–parallel arc. IfK is not prime,
it is calledcomposite. Note that with this convention, every split link (apart from the split link consisting
of two unknots) is automatically composite.

Definition 4.1.4. A knot or link K =
⋃n
i=1Kdi

, obtained when several bracelets are glued together
to form S3, is called ageneralized arborescent link. If, in addition,K is prime, we say that it is an
arborescent link.

The pattern of gluing bracelets to form a link can be represented by a treeT , in which ad–valent
vertex corresponds to ad–bracelet and an edge corresponds to a gluing map of two neighboring bracelets.
The termarborescent, from the Latin wordarbor (tree), refers to this correspondence. Special cases of
arborescent links includetwo–bridge links, which can be constructed by gluing two1–bracelets (already
studied in Section 2.1), andMontesinos links, which can be constructed by gluing a singled–bracelet to
d different1–bracelets. Montesinos links are also known asstar links, because the corresponding tree is
a star.

Arborescent links are a class of links with rich combinatorics, because the topology of the link
tends to “remember” the bracelet decomposition. For example, Gabai gave an effective algorithm to
compute the genus of such a link in terms of the bracelets [Ga]. Arborescent links were also extensively
studied, indeed classified, by Bonahon and Siebenmann. One geometric consequence of their work is the
following result. (By definition, a link is called hyperbolic if its complement inS3 admits a complete
hyperbolic metric.)

Theorem 4.1.5(Bonahon–Siebenmann). The following three families, shown in Figure 4.1.3, form a
complete list of non-hyperbolic arborescent links :

I. K is the boundary of a single unknotted band,

II. K has two isotopic components, each of which bounds a 2–punctured disk properly embedded in
S3 rK,

III. K or its reflection is the pretzel linkP (p, q, r, -1), wherep, q, r ≥ 2 and 1
p + 1

q + 1
r ≥ 1.

Furthermore, an effective algorithm decides whether a given generalized arborescent linkK is prime,
and whether it lies in one of the exceptional families.
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p q r

I II III

FIG. 4.1.3 – The three exceptional families of non-hyperbolic arborescent links. For family III,p, q, r ≥ 2
and 1

p + 1
q + 1

r ≥ 1.

Bonahon and Siebenmann’s original proof of this theorem made strong use of the double branched
covers of links. A possible characterization of arborescent links is that these covers are allgraph mani-
folds, obtained by gluing Seifert fibered manifolds along incompressible tori — and these tori project to
gluing spheres ofd–bracelets. Their results and ideas were heavily quoted, but unfortunately the mono-
graph containing the proof [BS] has never been finished. One of our primary motivations in this work
was to write down a version of the proof.

In the years since Bonahon and Siebenmann’s monograph, several authors have re-proved parts of
the theorem. Menasco [Me] proved that a two–bridge link (more generally, a prime alternating link) is
hyperbolic whenever it is not in family I. Oertel [Oe] provedthat the complement of a Montesinos link
contains an incompressible torus if and only if the link is infamily III, with 1

p + 1
q + 1

r = 1. Finally, it
follows from Wu’s work on Dehn surgery [W4] that all non-Montesinos arborescentknotsare hyperbolic.

It is fairly straightforward to check that the links listed in Theorem 4.1.5 are indeed non-hyperbolic.
For families I and II, Figure 4.1.3 reveals an obvious annulus or Möbius band that forms an obstruction to
the existence of a hyperbolic structure. Meanwhile, the pretzel links in family III contain (less obvious)
incompressible tori when1p + 1

q + 1
r = 1 (by Oertel’s work [Oe]) and are Seifert fibered by Sakuma’s

work [S1] when1
p + 1

q + 1
r > 1 (in fact, such links are torus links unless(p, q, r) is a permutation of

(2, 2, n)). In particular, all of these well–studied links are known to be prime. Thus we will focus our
attention on proving that all the remaining arborescent links are indeed hyperbolic.

The proof is organized as follows. In Section 4.2, we will define angled blocks and prove Theorem
4.1.1. In Section 4.3, we will perform a detailed study of howd–bracelets can be glued along 4–punctured
spheres. This will enable us to simplify the bracelet presentation of any particular link and decide whether
it is an exception. In Section 4.4, we will use the bracelet structure to subdivide the link complement into
tetrahedra and solid tori. The subdivision will work for allarborescent links except families I and II.
Finally, in Section 4.5, we will assign dihedral angles to edges on the boundary of the tetrahedra and
solid tori. For links that are not in family III, these angleswill satisfy the criteria of angled blocks,
implying by Theorem 4.1.1 that the link complement is hyperbolic.

4.2 Angled blocks

In this section, we develop a theory of angled blocks that provides a practical way of proving that a
given manifold is hyperbolic (Theorem 4.1.1). We lay out thenecessary definitions in Section 4.2.1. In
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Section 4.2.2, we study the intersections between blocks and surfaces in a manifold, and prove that any
surface can be placed into a sufficiently nicenormal form. The angle structures on the blocks allow us to
define a natural measure of complexity for the surfaces, called combinatorial area, which behaves like
hyperbolic area. In Section 4.2.3, we will use combinatorial area considerations to show thatM cannot
contain any essential surface of non-negative Euler characteristic : so by Thurston’s hyperbolization
theorem,M must admit a hyperbolic structure.

Our proof of Theorem 4.1.1 follows the same outline as Casson’s proof that manifolds with an angled
triangulation are hyperbolic, written down by Lackenby in [L1, Section 4]. The credit for developing
these ideas goes mainly to Casson and Lackenby.

4.2.1 From polyhedra to blocks

In studying a 3–manifoldM , it is frequently useful to decomposeM into pieces that are not contrac-
tible. This idea has been recently studied by other authors :Agol has described a way to cut a manifold
into non-contractiblenanotubes[Ag], while Martelli and Petronio have cut a manifold intobricks [MP].
Rieck and Sedgwick, among others, have investigated how a solid torus added during Dehn surgery can
intersect a Heegaard surface [RS]. Focusing on the individual pieces of the decomposition, Schlenker
has studied manifolds with polyhedral boundary [S2]. Our angled blocks fit into this theme.

Definition 4.2.1. LetS be a closed oriented surface, and letΓ ⊂ S be an embedded graph each of whose
vertices has degree at least3. We say thatΓ fills S if every component ofSrΓ is an open disk, whose
boundary consists of at least3 edges ofΓ. Given a graphΓ that fills a surface, we can construct adual
graphΓ∗ ⊂ S, well-defined up to isotopy, in the following fashion. Everydisk ofSrΓ defines a vertex
of Γ∗. Every edgee ⊂ Γ separates two faces ofSrΓ ; we connect the corresponding vertices ofΓ∗ by a
dual edgee∗. Finally,S r Γ∗ is a union of disks, or faces, each corresponding to a vertex of Γ.

Note that this construction still makes sense if the surfaceS has several components. In this situation,
bothΓ andΓ∗ will have as many components asS.

Definition 4.2.2. Let P be a compact, oriented, irreducible, atoroidal 3–manifoldwith boundary. LetΓ
be a graph that fills∂P, whose edges aree1, . . . , en. To every edgeei ⊂ Γ we assign aninternal angle
αi and anexternal angleεi = π − αi. By duality, an edgee∗i ⊂ Γ∗ receives the same angle as its dual
edgeei ⊂ Γ.

We say thatP is anangled blockif this assignment of angles satisfies the following properties :

i – 0 < αi < π for all i,

ii –
∑

∂D εi = 2π for every faceD of ∂PrΓ∗, and

iii –
∑

γ εi > 2π for every simple closed curveγ ⊂ Γ∗ that bounds a disk inP but is not the boundary
of a face of∂PrΓ∗.

Finally, we remove fromP all the vertices ofΓ, making them intoideal vertices. We will refer to the
edges ofΓ as theedges ofP, and to the faces of∂PrΓ as thefaces ofP. Removing the vertices ofΓ
makes the faces ofP into ideal polygons.

Propertyi says thatP is locally convex at every edge. Propertyii says that the link of every ideal
vertex ofP has the angles of a convex Euclidean polygon. Propertyiii is motivated by the following
theorem of Rivin [R2].
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Theorem 4.2.3(Rivin). LetP be an angled polyhedron — that is, a contractible angled block. ThenP
can be realized as a convex ideal polyhedron inH3 with the prescribed dihedral angles, uniquely up to
isometry. Conversely, the dihedral angles of every convex ideal polyhedron inH3 satisfyi–iii.

Such characterizations of polyhedra inH3 by their dihedral angles were first studied by Andreev
[An]. We conjecture that an analogous result holds for non-contractible blocks as well :

Conjecture 4.2.4. LetP be an angled block. Then its universal coverP̃ can be realized as a (possibly
infinite) ideal polyhedron inH3, with dihedral angles specified byP, uniquely up to isometry.

WhenP is contractible, this conjecture is exactly Rivin’s theorem. Schlenker [S2, Theorem 8.15] has
treated the case whereP has incompressible boundary. We also note that the conversestatement (that
the ideal polyhedroñP must satisfyi–iii) is a fairly straightforward consequence of the Gauss–Bonnet
theorem.

Our primary interest is in the manifolds that one may construct by gluing together angled blocks.
To build a manifold with boundary, we first truncate all the ideal vertices of the blocks. As a result, a
truncated block, still denotedP, has two kinds of faces :interior facesthat are truncated copies of the
original faces, andboundary facesthat come from the truncated vertices. Similarly,P has two kinds of
edges :interior edgesthat are truncated edges ofΓ, andboundary edgesalong the boundary faces.

Definition 4.2.5. Let (M,∂M) be a compact3–manifold with boundary. Anangled decomposition ofM
is a subdivision ofM into truncated angled blocks, glued along their interior faces, such that

∑
αi = 2π

around each interior edge ofM . As a consequence, the boundary faces of the blocks fit together to tile
∂M .

Theorem 4.1.1 says that the interior of every orientable manifold with an angled decomposition must
admit a hyperbolic structure. However, this is purely an existence result. An angled decomposition of a
manifold is considerably weaker and more general than a hyperbolic structure, for two reasons. First, we
do not know whether the blocks are actually geometric pieces— this is the content of Conjecture 4.2.4.
Second, even when the blocks are known to be geometric, a geometrically consistent gluing must respect
more than the dihedral angles. To obtain a complete hyperbolic structure, the truncated vertices of the
blocks must fit together to tile a horospherical torus, meaning that these Euclidean polygons must have
consistent sidelengths as well as consistent angles.

There is an interesting contrast between the rigidity of a hyperbolic structure and the flexibility
of angle structures. By Definitions 4.2.2 and 4.2.5, an anglestructure on a block decomposition is a
solution to a system of linear equations and (strict) linearinequalities. The solution set to this system,
if non-empty, is an open convex polytope, so for every angleddecomposition there is a continuum of
deformations.

In fact, geometric angled blocks — for example, angled polyhedra — can serve as a stepping stone on
the way to finding a complete hyperbolic structure. Every angled polyhedron has a well-defined volume
determined by its dihedral angles, by Theorem 4.2.3. If the volume of an angled decomposition is critical
in the polytope of deformations, we can exploit Schläfli’s formula as in Theorem 0.1.2 by Rivin [R1]
and show that the polyhedra glue up to give a hyperbolic metric : this is carried out for some examples
in Chapters 1 and 2 (where all blocks are tetrahedra), and, inessence, in Sections 3.9.1–3.9.2 (with one
or two exceptional blocks). However, depending on the combinatorics of the decomposition, a critical
point may or may not occur. In fact, numerical experiments have shown that some of the decompositions
that we will define for arborescent link complements in Section 4.4 admit angle structures, but have no
critical point.
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4.2.2 Normal surface theory in angled blocks

To prove Theorem 4.1.1, we study the intersections between angled blocks and essential surfaces.
We choose to work in the PL category.

Definition 4.2.6. A surface(S, ∂S) ⊂ (M,∂M) is calledessentialif S is incompressible, boundary–
incompressible, and not boundary–parallel, or ifS is a sphere that does not bound a ball.

Our goal is to move any essential surface into a form where itsintersections with the individual
blocks are particularly nice :

Definition 4.2.7. Let P be a truncated block, and let(S, ∂S) ⊂ (P, ∂P) be a surface. We say thatS is
normal if it satisfies the following properties :

i – every closed component ofS is essential inP,

ii – S and∂S are transverse to all faces and edges ofP,

iii – no component of∂S lies entirely in a face of∂P,

iv – no arc of∂S in a face ofP runs from an edge ofP back to the same edge,

v – no arc of∂S in an interior face ofP runs from a boundary edge to an adjacent interior edge.

Given a decomposition ofM into blocks, a surface(S, ∂S) ⊂ (M,∂M) is callednormal if for every
blockP, the intersectionS ∩ P is a normal surface inP.

Proposition 4.2.8. Let (M,∂M) be a manifold with an angled block decomposition.
(a) If M is reducible, thenM contains a normal 2–sphere.
(b) If M is irreducible and∂M is compressible, thenM contains a normal disk.
(c) IfM is irreducible and∂M is incompressible, then any essential surface can be moved by isotopy

into normal form.

Proof.The following argument is the standard procedure for placing surfaces in normal form with respect
to a triangulation or a polyhedral decomposition [Ha]. As long as all faces of all blocks are disks, the
topology of the blocks never becomes an issue. We will handlepart (c) first, followed by (b) and (a).

For (c), assume thatM is irreducible and∂M is incompressible. Let(S, ∂S) be an essential surface
in (M,∂M). To moveS into normal form, we need to check the conditions of Definition 4.2.7. SinceS
is essential inM , it automatically satisfiesi. Furthermore, a small isotopy ofS ensures the transversality
conditions ofii.

Consider the intersections betweenS and the open faces of the blocks, and letγ be one component
of intersection. Note that by Definition 4.2.1, the faceF containingγ is contractible. We want to make
sure thatγ satisfiesiii, iv, andv.

iii – Suppose thatγ is a closed curve, violatingiii. By a minimality argument, we may assume thatγ
is innermost on the faceF . Thenγ bounds a diskD ⊂ F , whose interior is disjoint fromS. But
sinceS is incompressible,γ also bounds a diskD′ ⊂ S. Furthermore, since we have assumed that
M is irreducible, the sphereD ∪γ D′ must bound a ball. Thus we may isotopeS through this ball,
movingD′ pastD. This isotopy removes the curveγ from the intersection betweenS andF .
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FIG. 4.2.1 – When a surface violates conditioniv of normality, then an isotopy in the direction of the
arrow removes intersections betweenS and the faces ofM .

iv – Suppose thatγ runs from an edgee back toe, violating iv. Thenγ ande co-bound a diskD ⊂ F ,
and we can assumeγ is innermost (i.e.S does not meetD again). Ife is an interior edge, we can
use this diskD to guide an isotopy ofS past the edgee, as in the left panel of Figure 4.2.1. This
isotopy removesγ from the intersection betweenS andF (some intersection components between
S and the interiors of faces other thanF may merge, but their total number never increases).
If γ lies in a boundary face, then the situation is very similar tothe previous paragraph. This time,
the diskD guides an isotopy ofS along∂M , simplifying the intersection betweenS and the faces
of the blocks.
Finally, if e is a boundary edge andF is an interior face, thenD is a boundary compression disk
for S. SinceS is boundary–incompressible,γ must also cut off a diskD′ ⊂ S, as in the right panel
of Figure 4.2.1. SinceM is irreducible and∂M is incompressible, it follows that the diskD∪γD′

is boundary–parallel :D∪D′∪∆ bounds a ballB, for some disk∆ ⊂ ∂M . We must ask on which
side ofD ∪γ D′ the ballB lies : if a neighborhood of the arcγ in the surfaceS meets the interior
of B, thenS is a disk ofB and is boundary–parallel (recall thatS does not meetD again, because
γ is innermost among the arcs running frome back toe). SoS does not meet the interior ofB. In
particular,D′ is isotopic toD by an isotopy sweeping outB and missingS rD′. This defines an
isotopy ofS which can be extended slightly to moveD′ pastD, thus removing the curveγ from
the intersection betweenS andF .

γ

e

D

S

∂S

∂M

FIG. 4.2.2 – When a surface violates conditionv of normality, a∂M–preserving isotopy ofS along the
diskD, in the direction of the arrow, removes intersections betweenS and the faces ofM .

v – Suppose thatγ runs from a boundary edge to an adjacent interior edge, violating v. Thenγ once
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again cuts off a diskD of a faceF . By isotopingS along this disk, as in Figure 4.2.2, we remove
γ from the intersection ofS andF .

It is immediate to check that each of the last three moves reduces the number of components ofS∩Z,
whereZ is the union of the interiors of the faces ofM . Thus, after a finite number of isotopy moves,S
becomes normal.

For part (b), assume thatM is irreducible and∂M is compressible. LetS be an essential disk inM ;
under our assumptions,S must be a compression disk for∂M . To moveS into normal form, we follow
a very similar procedure to the one in part (c). In particular, condition i of Definition 4.2.7 is vacuous
becauseS has no closed components. Furthermore, a small isotopy ofS ensures the transversality condi-
tions of ii. Focusing our attention on conditionsiii–v, let γ be one component of intersection betweenS
and a faceF of a block.

If γ is a simple closed curve, violatingiii, the argument is exactly the same as above. We find that
γ bounds a diskD ⊂ F and an isotopic diskD′ ⊂ S, because the diskS is incompressible andM is
irreducible. Thus we may isotopeS pastD.

If γ runs from an edgee back toe, violating iv, the argument is mostly the same as above. Ife is an
interior edge, orγ lies in a boundary face, then the exact isotopies described in part (a)–iv will guide S
paste. If e is a boundary edge andγ lies in an interior faceF , thenγ ande co-bound a diskD ⊂ F ;
up to replacingγ with an outermost arc ofD ∩ S onF , we may assumeD ∩ S = γ so that the diskD
realizes a boundary compression ofS. The situation is similar to the right panel of Figure 4.2.1,except
now γ splitsS into disksD1 andD2 (sinceS itself is a disk). At least oneDi ∪γ D must be essential
in M , because if they were both boundary–parallel,S would be boundary–parallel also. If byS we now
denote this essential diskDi ∪γ D, thenS can be pushed away from the faceF .

Finally, if γ runs from a boundary edge to an adjacent interior edgee, violatingv, an isotopy ofS as
in Figure 4.2.2 will removeγ from the intersections betweenS and the faces of the blocks. Each of the
last three moves simplifies the intersections betweenS and the faces, so a repeated application will place
S in normal form.

For part (a), assume that the manifoldM is reducible, and letS ⊂M be a sphere that doesn’t bound
a ball. We will moveS into normal form by checking the conditions of Definition 4.2.7. Note that by
Definition 4.2.2, an essential sphere can never be containedin a single block, so conditioni is vacuous.
A small isotopy ofS ensures the transversality conditions ofii. Note as well that conditionv is vacuous,
becauseS is closed. To satisfy conditionsiii andiv, let γ be one arc of intersection betweenS and a face
F of a block.

If γ is a simple closed curve, violatingiii, we may assume as before thatγ is innermost inF . Thus
γ bounds a diskD ⊂ F whose interior is disjoint fromS. BecauseS is a sphere, we may writeS =
D1 ∪γ D2 for disksD1 andD2. Suppose that eachDi ∪γ D bounds a ballBi. Because the boundaries of
B1 andB2 intersect exactly along a single diskD, either one ball contains the other or they have disjoint
interiors. In either scenario, it follows thatS = D1 ∪ D2 must bound a ball — a contradiction. Thus,
since at least oneDi ∪γ D must fail to bound a ball, we can replaceD by one of theDi. The resulting
sphere, which we continue to callS, can be pushed away from the faceF .

If γ runs from an edgee back toe, violating iv, thenγ ande co-bound a diskD. As before, we can
useD to guide an isotopy ofS paste. (See Figure 4.2.1, left.) Note that sinceS is closed,γ must be an
interior edge.

By repeating these moves, we eventually obtain a sphere in normal form.
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4.2.3 Combinatorial area

So far, we have not used the dihedral angles of the blocks. Their use comes in estimating the com-
plexity of normal surfaces.

Definition 4.2.9. Let P be an angled block, and denote byεδ the exterior dihedral angle at the edgeδ.
Truncate the ideal vertices ofP, and label every boundary edgeδ with a dihedral angle ofεδ = π

2 . LetS
be a normal surface inP, and letδ1, . . . , δn be the edges of the truncated blockP met by∂S (each edge
may be counted several times). We define thecombinatorial areaof S to be

a(S) =

n∑

i=1

εδi − 2πχ(S).

For the sake of brevity, we will refer to the above sum of dihedral angles as
∑

∂S εi (to be read as one
symbol, as soon asS andε are defined).

Note that by the Gauss–Bonnet theorem, the right-hand side is just the area of a hyperbolic surface
with piecewise geodesic boundary, with exterior anglesεi along the boundary and Euler characteristic
χ(S).

FIG. 4.2.3 – Left : in any block, avertex link is parallel to a boundary face, and is thus a Euclidean
polygon with combinatorial area0. Right : aboundary bigonparallel to an interior edge also has combi-
natorial area0.

Lemma 4.2.10.LetS be a normal surface in a truncated angled blockP. Thena(S) ≥ 0. Furthermore,
if a(S) = 0, then every component ofS is a vertex link (boundary of a regular neighborhood of a
boundary face) or a boundary bigon (boundary of a regular neighborhood of an interior edge), as in
Figure 4.2.3.

Proof.Because combinatorial area is additive over multiple components ofS, it suffices to consider the
case whenS is connected. Furthermore, whenχ(S) < 0, a(S) > 0, so it suffices to consider the case
whenχ(S) ≥ 0. By Definition 4.2.2,P is irreducible and atoroidal, soS cannot be a sphere or torus. If
S is an annulus,a(S) =

∑
∂S εi > 0, because∂S must intersect some edges and the dihedral angle on

each edge is positive. Thus the only remaining case is whenS is a disk.
For the rest of the proof, letD ⊂ P be a normal disk. We consider three cases, conditioned on the

numbern of intersection components betweenD and the union of all boundary faces.

Case 0 :n = 0. Recall, from Definitions 4.2.1 and 4.2.2, that every interior face ofP corresponds to
a complementary region of the graphΓ and to a vertex of the dual graphΓ∗. Thus∂D defines a closed
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pathγ through the edges ofΓ∗ ; this is a non-backtracking path because no arc of∂D runs from an edge
back to itself. The pathγ may pass through an edge multiple times, but it contains a simple closed curve
in Γ∗. Thus, by Definition 4.2.2,

∑
∂D εi ≥ 2π. Equality can happen only when∂D encircles an ideal

vertex, in other words whenD is a vertex link.

a1 a2
D

D′

boundary face

FIG. 4.2.4 – We may isotope∂D off a boundary face ofP, producing a normal diskD′ with a(D′) ≤
a(D).

Case 1 :n = 1. The two boundary edges crossed by∂D contributeπ to the external angle sum
of ∂D. Thus we may isotope∂D off the boundary face without increasing the angle sum, since by
Definition 4.2.2 the interior edges meeting this face have a total angle of2π. LetD′ be the resulting disk,
anda1, . . . , ak be the sequentially ordered intersection points of∂D′ with the interior edges of the block
near the old boundary face (in Figure 4.2.4,k = 2).

We claim thatD′ is normal, and is not a vertex link. Sincen = 1, the only way thatD′ can fail
Definition 4.2.7 is if an arc of∂D′ violates conditioniv and runs from an interior edgee back to itself.
This cannot happen betweenai andai+1, otherwise the block would have a monogon face, in contradic-
tion with Definitions 4.2.1 – 4.2.2. So conditioniv is violated by an arc starting froma1 in the direction
oppositea2 to end on the interior edgee (or by an analogous arc fromak). But then the corresponding
arc of∂D must connecte to an adjacent boundary edge, contradicting conditionv. Similarly, the only
way to create a vertex link by pulling an arc of∂D off a boundary face is if all ofD is parallel to that
boundary face — but thenD once again violates conditionv. Thus, by Case 0,a(D) ≥ a(D′) > 0.

a1

a1

a2

ak
ak

b1

b1

bl

bl

∂D

∂D′

D′F ′

. . .

. . .

FIG. 4.2.5 – Whenn = 2 anda(D) = 0, we have a contradiction forD′ normal (left), as well as forD′

non-normal (right), unlessk = l = 1.

Case 2 :n ≥ 2. Since∂D crosses at least 4 boundary edges,a(D) ≥ 0, with equality only ifn = 2
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and∂D is disjoint from the interior edges. We restrict our attention to this case, and claim thatD is a
boundary bigon.

Push∂D off the two boundary facesF1 andF2, in a way that minimizes the angle sum of the new
disk D′. Denote bya1, . . . , ak (resp.b1, . . . , bl) the points where∂D′ crosses interior edges nearF1

(resp.F2). Orient the edges containing theai andbj away from the facesF1 andF2. If A (resp.B) is the
sum of the angles ofD′ at theai (resp.bi), thenA,B ≤ π.

SupposeD′ is normal. Since we knowa(D′) ≤ a(D) = 0, it follows by Case 0 thatD′ must be
the vertex link associated to a boundary faceF ′. Moreover, we haveA = B = π, hencek, l ≥ 2.
Let us isotopeD′ into ∂P while keeping its boundary fixed, so that after the isotopy,D′ contains the
boundary faceF ′ as well as initial segments of all interior edges starting atF ′ : these initial segments
end ata1, . . . , ak, b1, . . . , bl, in that cyclic order aroundF ′. Suppose the orientations on the interior
edges through theai are inward forD′ (in particular, this will happen wheneverF1 6= F ′). Then, since
k ≥ 2, it follows that∂P contains an ideal bigon, which is impossible. Therefore theorientations point
outward, which implies notablyF1 = F ′. Similarly,F2 = F ′. As a result, the boundary of the original
diskD violated conditioniv, e.g. at the boundary edge situated betweenak andb1 (Figure 4.2.5, left).
Contradiction.

ThereforeD′ is not normal : define a disk∆ := D′ (we are going to modify∆). Then the loop∂∆
must violateiv, running in a U–turn from an interior edgee back toe : we can isotope the disk∆ so
as to erase this U–turn. Because dihedral angles are positive, the angle sum of∆ decreases to a value
less than2π, so∆ is even less normal now (by Case 0). If∂∆ still crosses any (interior) edges, we can
repeat the operation, until∂∆ violatesiii, and∆ can be isotoped into an interior face (recall the block
P is irreducible). ThereforeD′ can be isotoped, with fixed boundary, to a disk in the union of all (open)
interior faces and interior edges. Interior edges must connect acrossD′ the pointsa1, . . . , ak, b1, . . . , bl
of ∂D′, which are still cyclically ordered (Figure 4.2.5, right.)If some edge goes fromai to aj (where
i < j) then there must be an edge fromas to as+1 for somei ≤ s < j, and therefore∂P contains an
ideal monogon : impossible. So every edge acrossD′ runs from anai to abj , in fact tobk+1−i (and we
havek = l). If k ≥ 2, then∂P contains an ideal bigon. Thereforek = 1, soD′ is traversed by a single
edgee, and the original diskD was the boundary bigon associated toe.

For an essential surface(S, ∂S) ⊂ (M,∂M), we can define the combinatorial areaa(S) by adding
up the areas of its intersections with the blocks. This definition of combinatorial area was designed to
satisfy a Gauss–Bonnet relationship.

Proposition 4.2.11.Let (S, ∂S) ⊂ (M,∂M) be a surface in normal form. Then

a(S) = −2πχ(S).

Proof.Consider the decomposition ofS into its components of intersectionS1, . . . , Sn with the various
blocks. LetS′ = Si1 ∪ · · · ∪ Sik be a (possibly disconnected) union of someSi glued along some (not
necessarily all) of their common edges :S′ is a manifold with polygonal boundary. Define the interior
angle ofS′ at a boundary vertex to be the sum of the interior angles of theadjacentSiα , and the exterior
angle as the complement toπ of the interior angle. It is enough to prove that

k∑

α=1

a(Siα) =
∑

∂S′

εi − 2πχ(S′) , (4.1)
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where theεi are the exterior angles ofS′ : the result will follow by takingS′ = S (the union of allSi
glued along all their edges), because allεi are then equal toπ − (π2 + π

2 ) = 0. SinceM is orientable,
up to replacingS with the boundary of its tubular neighborhood, we can restrict to the case whereS is
orientable.

We prove (4.1) by induction on the number of gluing edges, where the set of involved components
Siα is chosen once and for all. When no edges are glued, (4.1) follows from Definition 4.2.9. It remains to
check that the right hand side of (4.1) is unchanged when two edges are glued together. In what follows,

– ν is the number of boundary vertices ofS′,
– θ is the sum of allinterior angles along∂S′, and
– χ is the Euler characteristic ofS′.

Thus the right hand side of (4.1) isνπ − θ − 2πχ.

If we glue edgesab andcd, wherea, b, c, d are distinct vertices ofS′, thenθ is unchanged, butν goes
down by2 andχ goes down by1 : (4.1) is preserved.

If we glue edgesab and bc by identifying a and c, wherea, b, c are distinct vertices, thenθ goes
down by2π, becauseb becomes an interior vertex, whileν goes down by2 andχ is unchanged : (4.1) is
preserved.

If we glue two different edges of the formab, closing off a bigon boundary component ofS′, thenθ
goes down by4π because botha andb become interior vertices. Sinceν goes down by2, andχ goes up
by 1, again (4.1) is preserved.

If we glue an edgeab to a monogon boundary componentcc, wherea, b, c are distinct vertices, then
θ is unchanged, whileν goes down by2 andχ goes down by1. If we glue two boundary monogonsaa
andbb together (wherea 6= b), thenθ goes down by2π, whileν goes down by2 andχ(S′) is unchanged.
In all cases, (4.1) is preserved.

We are now ready to complete the proof of Theorem 4.1.1.

Theorem 4.1.1. Let (M,∂M) be an orientable3–manifold with an angled decomposition. Then∂M
consists of tori, and the interior ofM is hyperbolic.

Proof.Each component of∂M is tiled by boundary faces of the blocks. Just inside each boundary face, a
block has a normal disk of area0. These vertex links glue up to form a closed, boundary–parallel normal
surfaceS of area0. By Proposition 4.2.11,χ(S) = 0, and sinceM (hence also∂M ) is orientable, the
boundary–parallel surfaceS must be a torus. Thus∂M consists of tori.

By Thurston’s hyperbolization theorem [T2], the interior of M carries a complete finite–volume
hyperbolic metric if and only ifM contains no essential spheres, disks, annuli, or tori. By Proposition
4.2.8, ifM has such an essential surface, then it has one in normal form.A normal sphere or disk has
positive Euler characteristic, hence negative area. Thus it cannot occur.

A normal torusT ⊂ M has area0 and thus, by Lemma 4.2.10, must be composed of normal disks
of area0. SinceT has no boundary, these must all be vertex links, which glue upto form a boundary–
parallel torus. Similarly, a normal annulusA ⊂ M must be composed entirely of bigons, since a bigon
cannot be glued to a vertex link. But a chain of bigons forms a tube around an edge ofM , which is
certainly not essential. Thus we can conclude thatM is hyperbolic.
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4.3 A simplification algorithm for arborescent links

Recall, from the introduction, that a generalized arborescent link is constructed by gluing together a
number ofd–bracelets, for somed’s. In this section, we describe an algorithm that takes a particular link
and simplifies its bracelet presentation into a reduced form. This algorithm, directly inspired by Bonahon
and Siebenmann’s work [BS], has several uses. Firstly, if a given generalized arborescent link is compo-
site, the algorithm will decompose it into its prime arborescent pieces. Secondly, the simplified bracelet
description will allow us to rapidly identify the non-hyperbolic arborescent links listed in Theorem 4.1.5.
In particular, the algorithm recognizes the unknot from among the family of generalized arborescent
links. Finally, the simplified bracelet form of an arborescent link turns out to be the right description for
the block decomposition of the link complement that we undertake in Section 4.4.

4.3.1 Slopes on a Conway sphere

Whenever two bracelets are glued together, they are joined along a 2–sphere that intersects the link
K in 4 points. This type of sphere, called aConway sphere, defines a 4–punctured sphere in the link
complement. Our simplification algorithm is guided by the way in which gluing maps act on arcs in
Conway spheres.

Definition 4.3.1. Let S be a 4–punctured sphere. Anarc pair γ ⊂ S consists of two disjoint, properly
embedded arcsγ1 andγ2, such thatγ1 connects two punctures ofS andγ2 connects the remaining two
punctures ofS. A slopeon S is an isotopy class of arc pairs, and is determined by any one of the two
arcs.

FIG. 4.3.1 – Arcs of slope0, 1, and∞ give an ideal triangulation of a4-punctured sphereS.

To visualize slopes, it helps to pictureS as a pillowcase inR3 surrounding the unit square ofR2,
with punctures at the corners. (See Figure 4.3.1.) Any arc pair on the pillowcase can then be straightened
so that its intersections with the front of the pillow have a well-defined Euclidean slope. Amarkingof
S (that is, a fixed homeomorphism betweenS and the pillowcase of Figure 4.3.1) induces a bijection
between slopes onS and elements ofQ = Q ∪ {∞}.

Slopes on 4–punctured spheres can be neatly represented by theFarey complexF , shown in Figure
4.3.2. Vertices ofF correspond to slopes, edges ofF to disjoint slopes, and triangles to triples of disjoint
slopes. Observe that a choice of three disjoint arc pairs of different slopes gives an ideal triangulation of
S. Figure 4.3.2 also illustrates that up to a homeomorphism,F can be identified with the Poincaré disk
and endowed with a hyperbolic metric, making the triangles of F into straight ideal triangles. The dual
of F is an infinite trivalent planar tree.
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FIG. 4.3.2 – The Farey complexF of a 4–punctured sphere (graphic by Allen Hatcher)

Definition 4.3.2. Let S be a boundary sphere of ad–bracelet. This Conway sphere will be assigned a
preferred slope, as follows. Whend > 1, pick a crossing segment on each side ofS (see Definition
4.1.2). If we isotope these two segments intoS, we get an arc pair whose slope is the preferred slope of
S. Whend = 1, K1 consists of two arcs that can be isotoped intoS ; their slope is then the preferred
slope ofS. Note that the two definitions (ford = 1 andd > 1) are truly different. The cased = 0 is
empty (a0–bracelet has no boundary spheres).

4.3.2 The algorithm

We will perform the following sequence of steps to simplify the bracelet presentation of a generalized
arborescent link.

i – Remove all2–bracelets.As Figure 4.1.1 illustrates, the two boundary components ofa2–bracelet
B2 are isotopic, and moreoverB2 is homeomorphic to the pair(S2 × I, {4 points} × I). Thus
whenever a2–bracelet sits between two other bracelets, those other bracelets can be glued directly
to one another, with the gluing map adjusted accordingly.

ii – Remove needless1–bracelets.Suppose that a1–braceletB1 is glued to ad–braceletBd (with d >
1), and that their preferred slopes at the common bounding sphere are Farey neighbors. Then the
two arcs ofK1 can be isotoped to lie on the Conway sphere∂B1, without intersecting the crossing
segments ofBd. As a result, the arcsKd ∪ K1 combine to form the band of a(d−1)–bracelet,
as in Figure 4.3.3. Thus we may removeB1 and replaceBd by a braceletBd−1, with one fewer
boundary component.

iii – Undo connected sums.Suppose that a1–braceletB1 is glued to ad–braceletBd (with d > 1), and
that their preferred slopes are equal. Then there are several different 2–spheres that pass through
the trivial tangle ofB1 and intersectK in a pair of points connected by a crossing segment. In
this situation, we cutK along the crossing segments ofBd, decomposing it as a (possibly trivial)
connected sum ofd − 1 other links, as in Figure 4.3.4. On the level of bracelets, each piece ofK
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⇒

FIG. 4.3.3 – Removing a needless1–bracelet.

that was glued to a Conway sphere ofBd will instead be glued to its own1–bracelet, whose slope
on the gluing sphere is given by the crossing segments ofBd.

⇒

A

A

B

B

C

C

FIG. 4.3.4 – Special1–bracelets decompose a link as a connected sum.

After this cutting operation, we will work separately with each of thed− 1 new links. That is : we
will apply the reduction algorithm to simplify the braceletpresentation of each of these links. The
algorithm may reveal that one or more of the new links is actually the unknot (see Theorem 4.3.8),
and thus that we have undone a trivial connected sum. In this case, we may simply throw away the
trivial pieces, having still gained the benefit of a simpler bracelet presentation ofK.

iv – Repeat stepsi–iii, as necessary.Note that removing a needless1–bracelet can create a new2–
bracelet (as in Figure 4.3.3), and removing a2–bracelet can change the gluing map of a1–
bracelet. However, since each of the above steps reduces thetotal number of Conway spheres
in the construction ofK, eventually we reach a point where none of these reductions is possible
(in any connected-sum component).

Definition 4.3.3. LetA ⊂ S3 be an unknotted band, and define the open solid torusT := S3rA. LetLn
be a link consisting ofn parallel, unlinked copies of the core ofT .

Recall from Definition 4.1.2 that ad–braceletBd is the pair(Md,Kd), whereMd is the complement
of a regular neighborhood ofd disjoint crossing segments ofA, andKd = Md ∩ ∂A. We define an
n–augmentedd–braceletto beBd,n = (Md,Kd ∪ Ln). Thus a traditionald–braceletBd corresponds to
takingn = 0. Whenn ≥ 1, for all positived (includingd = 1), thepreferred slopeofBd,n at a boundary
(Conway) sphere is the slope of the crossing segments ofA at this sphere.

Augmented bracelets naturally arise from certain configurations of d–bracelets. We continue our
algorithm as follows.
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v – Create augmented bracelets.LetB3 be a3–bracelet glued to1–braceletsB1 andB′
1. Suppose that

there is a marking of the boundary spheres ofB3 such that the preferred slope ofB3 is∞ and
the preferred slopes ofB1 andB′

1 are inZ + 1/2. (More intrinsically : the slopes ofB3 andB1

(resp.B′
1) are not Farey neighbors, but they share exactly two common Farey neighbors.) In this

situation, we will replaceB3 ∪B1 ∪B′
1 by a once-augmented 1–braceletB1,1, as in Figure 4.3.5.

Note that the closed loop inB1,1 can be isotoped to lie on the boundary sphereS. Up to isotopy,
there is exactly one arc pair onS that is disjoint from this loop ; its slope is the preferred slope of
B1,1 (distinct from the preferred slope on the outer Conway sphere of the originalB3).

⇒

γ1

γ2

FIG. 4.3.5 – Creation of an augmented1–bracelet. The arc pairγ1 ∪ γ2 defines the preferred slope of
B1,1. Note : if we change the slope in one of the trivial tangles by an integer (e.g. by inverting the two
crossings in the left trivial tangle, which will turn its slope−1/2 into +1/2 : a change of+1), then the
3-dimensional picture is the same up to a homeomorphism (a certain number of half–twists in the “main”
band of the braceletB3).

Remark :If B3 is glued to three different1–bracelets, each with slope±1/2 (so the link contains
no other bracelets than these four), we break the symmetry bychoosing two of the1–bracelets for
augmentation.

Definition 4.3.4. A (possibly augmented) braceletBd,n is large if d ≥ 3 or n ≥ 1.

vi – Combine large bracelets when possible.Suppose that large braceletsBd,n andBd′,n′ are glued
together along a Conway sphere, with their preferred slopesequal. Then we will combine them
into a single(d+d′−2)–bracelet, augmented(n+n′) times. Note that at the beginning of this step,
the only augmented bracelets are of the formB1,1, created in stepv. However, under certain gluing
maps, several bracelets of this form may combine with other large bracelets to formn–augmented
d–bracelets, withd andn arbitrarily large.

vii – Form0–bracelets and augmented0–bracelets.Consider a1–braceletB1, with preferred slopes.
For any arc pairγ ⊂ ∂B1 whose slope is a Farey neighbor ofs, we can construct a rectangular
strip inB1 with boundaryK1 ∪ γ. Therefore, when braceletsB1 andB′

1 are glued together and
their preferred slopes share a common neighbor inF (i.e. are at distance2 or less), we can glue
these two rectangular strips to form an annulus or Möbius band whose boundary isK1 ∪ K ′

1. In
this situation, we replaceB1 ∪B′

1 by a single0–bracelet.

In a similar fashion, an augmented1–braceletB1,n contains a rectangular strip whose intersection
with the boundary sphere defines the preferred slope ofB1,n. Therefore, whenB1,n is glued to a
1–braceletB1 and their preferred slopes are Farey neighbors, we once again have an annulus or
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Möbius band. In this situation (similar to stepii), we replaceB1 ∪ B1,n by a single augmented
braceletB0,n, as in Figure 4.3.6.

⇒+

FIG. 4.3.6 – Creating an augmented0–bracelet.

The following result summarizes the output of the simplification algorithm.

Proposition 4.3.5. For every generalized arborescent link given as input, the algorithm above produces
several “output links”, of which the input was a connected sum. LetK be such an output link. ThenK
is expressed as a gluing of (possibly augmented) bracelets,in which all2–bracelets are augmented.

Furthermore, suppose that braceletsB andB′ are glued along a Conway sphere. Any path through
the1–skeleton of the Farey complex connecting the preferred slope ofB to the preferred slope ofB′ must
contain at least the following number of edges :

B′
1,0 B′

d,n large
B1,0 3 2

Bd,n large 2 1

4.3.3 Analyzing the output

We are now ready to recognize the non-hyperbolic arborescent links listed in Theorem 4.1.5. After
the simplification algorithm, they can appear in one of four ways :

(1) Bracelets augmented more than once.A braceletBd,n, wheren ≥ 2, will contain two isotopic link
components, as in Figure 4.3.6. Each of these parallel components bounds a disk that is punctured
twice by the strands ofKd. Thus any link containing such a bracelet falls in exceptional family II.

(2) 0–bracelets.By Definition 4.1.2, the link contained in a0–bracelet is the boundary of an unknotted
band. These links fall in exceptional family I.

(3) Once-augmented0–bracelets.LetK be the link contained in an augmented0–bracelet withr half-
twists. By reflectingK if necessary, we may assume thatr ≥ 0. Now, we consider three cases :

(a) r = 0. ThenK is the link depicted in Figure 4.3.7(a). We note thatK is composite, and thus
not arborescent by Definition 4.1.4.

In fact, we claim that the reduction algorithm will have cut this link into its prime components
(two copies of the Hopf link). The augmented0–bracelet was created in stepvii from a 1–
braceletB1 and an augmented braceletB1,1, which in turn was created from a3–braceletB3 in
stepv. However,B3 must have been glued toB1 with their preferred slopes equal, so in stepiii
the algorithm will have recognizedK as a connected sum.
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(b) r = 1. Then, as Figure 4.3.7(b) shows,K is the boundary of an unknotted band with 4 half-
twists, which falls in exceptional family I.

(c) r ≥ 2. Then, as Figure 4.3.7(c) shows,K is the pretzel linkP (r, 2, 2, -1). Becauser ≥ 2 and
1
2 + 1

2 + 1
r > 1,K falls in exceptional family III.

r r

(a) (b)

(c)

⇒

⇒

FIG. 4.3.7 – Augmented0–bracelets form exceptional links in three different ways.

(4) Exceptional Montesinos links.Recall, from the introduction, that a Montesinos link can be
constructed by gluing a braceletBd to d different1–bracelets. Consider such a linkK, with d ≥ 3.
By Proposition 4.3.5, we may assume that the preferred slopeof Bd is not a Farey neighbor of
the preferred slope of any of the1–bracelets. Thus there is a marking of each Conway sphere,
in which the preferred slope ofBd is∞ and the preferred slope of the1–bracelet glued to that
Conway sphere is not inZ.
Once the markings are chosen, there is a unique unknotted band consisting of the arcs ofKd and
arcs of slope0 along the Conway spheres. We define thenumber of half-twistsin the band ofBd to
be the number of half-twists in this band. If we modify the marking on some sphere byk/2 Dehn
twists about the preferred slope ofBd, the slope of the1–bracelet glued to that sphere goes up by
k, while the number of half-twists in the band goes down byk. Thus, by employing Dehn twists of
this sort, we can choose markings in which the preferred slope ofBd is still∞ and the preferred
slope of each1–bracelet is in the interval(0, 1).
We perform two final normalizations. The edge pairs of slopes0, 1,∞ decompose each Conway
sphere into four triangles. The orientation of the braceletBd induces an orientation for each of
thed Conway spheres of∂Bd. We stipulate that the edges of any triangle of any Conway sphere
S have slope0, 1,∞, in that clockwise order, for the induced orientation ofS. (1) This can be
assumed, up to changing the marking of some of the Conway spheres by an orientation–reversing
homeomorphism, exchanging the slopes0, 1 and fixing∞. Finally, up to reflecting the linkK,
we can ensure that at least one of the1–bracelet slopes falls in the interval(0, 1/2]. Now, we can
recognize the exceptional links :

1We recommend that the reader disregard all orientation issues at a first reading.
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(a) If d = 4, and the slope of every1–bracelet is1/2, and there are2 half-twists in the band ofBd,
thenK is the pretzel linkP (2, -2, 2, -2), as in Figure 4.3.8. ThusK falls in exceptional family
II.

(b) If d = 3, and the slope of every1–bracelet is of the form1/n, and there is1 half-twist in the
band ofBd, thenK is the pretzel linkP (p, q, r, -1). If 1

p + 1
q + 1

r ≥ 1, K falls in exceptional
family III.

⇒

FIG. 4.3.8 – The pretzel linkP (2, -2, 2, -2) falls in exceptional family II.

Definition 4.3.6. An arborescent linkK is called acandidate linkif it can be constructed from (possibly
augmented) bracelets in the following fashion :

– K is not a0–bracelet or augmented0–bracelet.
– All bracelets are either unaugmented or augmented once.
– All 2–bracelets are augmented once.
– The gluing maps of bracelets along Conway spheres satisfy the minimum–distance table of Pro-

position 4.3.5.
– If K has exactly one large braceletBd,0, the normalization process of (4a-b) above does not reveal
K as an exceptional Montesinos link.

So far, we have proved that every linkK contained in the output of the algorithm (and thus, in
particular, every arborescent link) either falls into one of the three exceptional families, or else is a
candidate link. To complete the proof of Theorem 4.1.5, it remains to show the following.

Theorem 4.3.7. Let K be a candidate link. ThenS3rK admits a decomposition into angled blocks.
Thus, by Theorem 4.1.1, every candidate link is hyperbolic.

The proof of Theorem 4.3.7 occupies Sections 4.4 and 4.5. In the meantime, we record the following
consequence of Theorem 4.3.7, which shows that our reduction algorithm does more than merely sort
generalized arborescent links into hyperbolic and non-hyperbolic bins.

Theorem 4.3.8.LetK be a generalized arborescent link, given in any presentation as a union of unaug-
mented bracelets. If we apply the simplification algorithm toK, it will output several linksK1, . . . ,Kn,
with the following properties :

(1) K = K1# . . .#Kn, a connected sum of the output links,

(2) everyKi is prime, and

(3) if someKi is the unknot, it appears as a0–bracelet with±1 half-twist.
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Therefore, this algorithm recognizes the unknot and factors a link into its prime summands.

Proof.To prove(1), observe that the reduction algorithm only changes the topological type ofK in step
iii, where it cutsK into (possibly trivial) connected summands. Thus the output links do in fact sum to
K.

To prove(2), let Ki be a link produced in the output of the algorithm. By Proposition 4.3.5 and
the discussion that follows it,Ki is either a candidate link or a known exception. By Theorem 4.3.7
(which we have yet to prove), the candidate links are hyperbolic, and thus prime. As we mentioned in the
introduction, the exceptional links in families I and III are also prime. WhenKi is in exceptional family
II, we can identify every group of isotopic components to a single circle, producing a new linkK ′

i that is
either hyperbolic or in families I or III. By the cases already discussed,K ′

i is prime, and thusKi is prime
also.

To prove(3), suppose thatKi is the unknot. Again, it is easy to check that apart from the0–bracelet
with ±1 half-twist, all the exceptional knots discussed above are non-trivial. By Theorem 4.3.7, the
candidate links are hyperbolic — hence also non–trivial. Thus the unknotKi can in fact be recognized
as a0–bracelet with±1 half-twist.

Remark 4.3.9. To solve the general link isotopy problem for arborescent links, Bonahon and Sieben-
mann [BS] developed a special type of calculus on weighted trees representing links. Our algorithm
for simplifying bracelet presentations is directly inspired by their algorithm for simplifying trees (the
latter only keeps more careful track of the order of Conway spheres along each band). The main re-
sult of [BS], which uses the machinery of double branched covers and equivariant JSJ decompositions,
can be paraphrased as follows : for every generalized arborescent link (with a handful of exceptions),
any two bracelet presentations produce the same output under the algorithm above, up to the number
of trivial components in the connected sum. The few exceptions include for instance the pretzel link
P (2, -2, 2, -2) depicted in Figure 4.3.8, which can appear either in pretzelform (as a4–bracelet glued
to four 1–bracelets), or as a twice–augmented0–bracelet (in two different ways). Thus, by the results of
[BS], the algorithm can be said to essentially classify all arborescent links.

4.4 Block decomposition of the link complement

In this section, we consider a candidate linkK (see Definition 4.3.6) and devise a block decom-
position ofS3 r K (note that the algorithm of Section 4.3 provides a bracelet presentation ofK that
satisfies the conditions of Definition 4.3.6). Typically, wewill use one “large” block for each large bra-
celetBd,n (d ≥ 3 orn = 1). The Farey combinatorics involved in gluing these blocks to one another and
to 1–bracelets will be encoded in a certain number of ideal tetrahedra in the decomposition.

Consider a larged–braceletBd,n (wheren = 0 or 1), and recall that its underlying spaceMd is S3

minusd open balls. Denote byKd,n the tangle (union of arcs) contained inBd,n. Between any pair of
consecutive Conway spheres,Md contains a rectangular strip consisting of crossing segments ; we call
this strip acrossing rectangle. The boundary of each crossing rectangle consists of two arcs ofKd and
two arcs on Conway spheres, which define the preferred slopesof these two Conway spheres.

The large blockPd,n corresponding to the large braceletBd,n will be constructed in Section 4.4.3 :
Pd,n will be a solid torus whose boundary is decomposed into idealpolygons, and some pairs of edges
(or even faces) ofPd,n will be identified in the block decomposition ofS3rK (in addition, the core curve
of the solid torusPd,n will be removed ifn = 1). More precisely, each crossing rectangle inS3 r K
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will eventually be collapsed to a crossing edge, which will be realized as an ideal edge ofPd,n (in
fact, as a pair of identified edges ofPd,n — see Figure 4.4.2 for a preview). Because of this collapsing
operation, we need to be very careful that we do not change thenature of the manifoldS3 r K up
to homeomorphism. This will be proved in due course (Section4.4.2) before actually constructingPd,n
(Section 4.4.3). Meanwhile, we simply insist that the arc pairs of preferred slope (defined e.g. by crossing
rectangles) in a Conway sphere of a large bracelet will be realized as ideal edges of the corresponding
large blocks. This fact motivates the whole construction ofSection 4.4.1, where we describe all the small
blocks (ideal tetrahedra).

4.4.1 Gluings through tetrahedra

In this section, we use the Farey complexF in order to encode the gluing homeomorphisms between
the boundary spheres of two bracelets into sequences (layers) of ideal tetrahedra, glued at the interface
between large bracelets. This essentially follows Section1.4. We also realize trivial tangles as gluings of
ideal tetrahedra, following the ideas of Sections 2.1.1–2.1.2 and [GF, Appendix].

Gluing of two large bracelets

Consider two large braceletsBd,n andBd′,n′ glued to one another along a Conway sphere. IfKd,n

denotes the union of arcs contained inBd,n, defineC := MdrKd,n andC′ := M ′
drKd′,n′ . For the later

purpose of realizing (a retract of)C as a polyhedral block, we assume that all the arc pairs of preferred
slope are marked on the Conway spheres of∂C (and similarly forC′). We will now enhance these graphs
on ∂C, ∂C′ to filling graphs (Definition 4.2.1), then glueC to C′ via a union of ideal tetrahedra attached
to the Conway spheres ofC, C′ (thus realizing the gluing homeomorphism betweenBd,n andBd′,n′).

Let s ands′ be the preferred slopes ofC andC′, respectively (see Definition 4.3.2). By Proposition
4.3.5, we know thats 6= s′. The obstruction to gluingC to C′ directly is that arcs of slopess ands′ may
have high intersection number. We regards, s′ ∈ P1Q as vertices in the Farey diagram.

Consider the simplest case, wheres ands′ are Farey neighbors. Then the four arcs of slopes ands′

define a subdivision of a Conway sphere of∂C into two ideal squares. Similarly the arcs of slopes′ and
s subdivide a Conway sphere of∂C′ into two ideal squares. In this special case, we may glue∂C directly
to ∂C′ along these two squares.

If s, s′ are not Farey neighbors, we need to consider the sequence of Farey triangles(T0, . . . , Tm)
crossed by the geodesic line froms to s′ (wherem ≥ 1, ands [resp.s′] is a vertex ofT0 [resp.Tm]).
For each0 ≤ i ≤ m, the vertices ofTi define3 slopes, and the corresponding arc pairs provide an ideal
triangulationτi of the Conway sphereS. Moreover, ifx, y are the ends of the Farey edgeTi ∩ Ti+1, the
two arc pairs whose slopes arex andy define a subdivisionσ of the4–punctured sphereS into two ideal
squares : both triangulationsτi andτi+1 are refinements ofσ. In fact,τi+1 is obtained fromτi by a pair
of diagonal exchanges: remove two opposite edges ofτi (thus liberating two square cells, the cells of
σ, of which the removed edges were diagonals) ; then insert back the other diagonals. Each of these two
diagonal exchanges defines (up to isotopy) a topologicalideal tetrahedronin S × I : more precisely,
the union of these two ideal tetrahedra is bounded by twopleated surfacesSi, Si+1 isotopic toS × {∗}
in S × I, which are pleated along the edges ofτi andτi+1, and intersect each other precisely along the
edges ofσ (see Figure 4.4.1). Doing the same construction for all0 ≤ i < m, we thus obtain an ideal
triangulation of a strong deformation retract ofS × I, whose bottom (resp. top) is pleated along an ideal
triangulation ofS containing the arc pair of slopes (resp.s′).
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FIG. 4.4.1 – A layer of two tetrahedra, caught between two pleated surfacesSi, Si+1. Edges with identical
arrows are identified.

Finally, the remaining two pairs of edges in the triangulation τ0 (in addition to the pair of slopes)
define a subdivision of the boundary of the spaceC. The same occurs forC′. We have completed our aim
of gluingC to C′, with boundaries suitably triangulated, using a sequence of (pairs of) ideal tetrahedra as
an interface. Note that the choice of “suitable” boundary triangulations ofC, C′ is forced by the gluing
homeomorphism itself.

Definition 4.4.1. The family of ideal tetrahedra betweenC andC′ is called aproduct region. The same
term also refers to the union of that family. Topologically,the product region is a deformation retract of
S×I ; whens ands′ have no common Farey neighbors, the product region is homeomorphic toS×I.

Gluing a large bracelet to a trivial tangle

Consider a gluing of a large braceletBd,n to a trivial tangleB1,0 along a Conway sphere. As before,
defineC := Md rKd,n. andC′ := M1 rK1,0. We will triangulate the Conway sphereS of C and attach
ideal tetrahedra toS to realize a space homeomorphic toC ∪S C′. (Note : we will not need to attach a
copy ofC′ itself, only ideal tetrahedra.)

Let s ands′ be the preferred slopes ofC andC′, respectively. By the minimum–distance table of Pro-
position 4.3.5, we know thats ands′ are not equal and are not Farey neighbors. We can thus consider the
sequence of Farey triangles(T0, . . . , Tm) from s to s′, wherem ≥ 1. We perform the same construction
as in 4.4.1 above, using pleated surfacesS0, . . . , Sm−1 whose triangulations are given byT0, . . . , Tm−1

(note the omission ofTm). To realize the trivial tangle complementC′, we will now glue the faces of the
pleated surfaceSm−1 together in pairs, following Sakuma and Weeks’ construction in [SW2].

Without loss of generality, we may assume that the vertices of Tm−1 andTm are0, 1,∞ and0, 1, 1
2

respectively. Each face (ideal triangle)f of Sm−1 has exactly one edgee of slope∞, shared with another
facef ′. We simply identifyf andf ′ by a homeomorphism respectinge. The result is shown in Figure
2.1.1 page 34 : it is straightforward to check that the simpleclosed curve inSm−1 of slopes′ = 1

2
becomes contractible. The gluing thus realizes a1–bracelet of slopes′ = 1

2 .

Remark 4.4.2. If m = 1, note that the Conway sphere ofC, made of four ideal triangles,is Sm−1 and
has been directly collapsed to two ideal triangles, withoutgluing any tetrahedra. More generally, for any
m, all 4 edges whose slopes are Farey neighbors ofs′ are collapsed to just one edge (the horizontal edge
in the last panel of Figure 2.1.1) : though none of these four edges can have slopes (becauses, s′ are not
Farey neighbors), some of them may belong to the Conway sphere in ∂C. In spite of these collapsings,
for any candidate linkK, we can realize the spaceS3 r K with a well-definedmanifold structure by
gluings of the type above, because the Conway spheres ofC are pairwise disjoint.
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Gluing two trivial tangles together

Finally, when two trivial tangles are glued to one another, we obtain a2–bridge linkK. The strands
in each bracelet can be isotoped to proper pairs of arcs in theConway sphere, of slopess ands′. If s, s′

are sufficiently far apart in the Farey diagram, we can perform the gluing operation above both nearC
and nearC′. The resulting decomposition into tetrahedra was constructed by Sakuma and Weeks [SW2],
and also described in the Appendix to [GF] (see Section 2.1.2for a summary). For completeness, we
include

Proposition 4.4.3. If s, s′ have no common Farey neighbors (i.e. satisfy the minimum–distance table
of Proposition 4.3.5), the union of the tetrahedra defined bythe construction above is a triangulated
manifoldhomeomorphic toS3 rK, whereK is a2-bridge link.

Proof. First, the path of Farey triangles(T0, . . . , Tm) from s to s′ satisfiesm ≥ 3 : indeed, ifm = 2,
then two vertices ofT1 are Farey neighbors ofs, and two are Farey neighbors ofs′ — sos ands′ have
a common neighbor. Therefore the first and last pleated surfacesS1 andSm−1 are distinct, and there
is at least one layer of tetrahedra. Consider the union of alltetrahedrabeforefolding S1 andSm−1 onto
themselves. Denote byx, y the ends of the Farey edgeT1∩T2, and thicken the corresponding tetrahedron
layer betweenS1 andS2 by replacing each edge whose slope isx or y with a bigon. The resulting space is
homeomorphic toS1× [0, 1] : therefore, after foldingS1 andSm−1, we do obtain the manifoldS3 rK. It
remains to collapse the four bigons back to ordinary edges, without turning the space into a non-manifold.

Recall (Remark 4.4.2) that the folding ofS1 (resp.Sm−1) identified all4 edges whose slopes are ends
of T0 ∩ T1 (resp.Tm ∩ Tm−1) to one edge, and caused no other edge identifications. At most one ofx, y
belongs to the Farey edgeT0 ∩ T1 ; at most one ofx, y belongs toTm ∩ Tm−1 ; and none ofx, y belongs
to both Farey edges simultaneously (s, s′ have no common neighbors). So under the folding ofS1 and
Sm−1, the two bigons of slopex may become glued along one edge ; the two bigons of slopey may
become glued along one edge, and no further identifications occur between points of the4 bigons. When
two bigons are identified along one edge, consider their union as just one bigon. All (closed) bigons
are now disjointly embedded inS3 r K, so we can collapse each of them to an ideal segment without
changing the spaceS3 rK up to homeomorphism.

Thus, by the results of Chapter 2.1 (Theorem 2.1.2), we already know that2–bridge links admit angle
structures (and are hyperbolic) if and only if they are candidate links.

4.4.2 Collapsing

At the beginning of Section 4.4, we defined thecrossing rectangles: a large braceletBd,n hasd
crossing rectanglesR ≃ [0, 1] × [0, 1], such that two opposite sides{0, 1} × [0, 1] of R define the
preferred slopes in two consecutive Conway spheres, and thetwo other sides[0, 1]×{0, 1} belong to the
tangle (union of arcs) contained inBd,n.

In a candidate linkK containing at least one large bracelet, we collapse each crossing rectangle
R ≃ [0, 1] × [0, 1] as above to a segment{∗} × [0, 1].

Proposition 4.4.4. The space obtained after collapsing the crossing rectangles to segments is still ho-
meomorphic to the manifoldS3 rK.

Proof.As in Proposition 4.4.3, it is enough to check that the closedcrossing rectangles, before collapsing,
are disjointly embedded. First, consider a gluing between two large bracelets : since the two preferred
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slopes are distinct (by the minimum–distance table of Proposition 4.3.5), no points of the adjacent cros-
sing rectangles get identified. Then, consider a gluing between a large bracelet (with preferred slope
s) and a trivial tangle (with preferred slopes′) : in Remark 4.4.2, we observed that none of the edges
which undergo identifications have slopes, becauses, s′ are not Farey neighbors. Therefore, no points
of any crossing rectangles are identified. Since the (closed) crossing rectangles are disjointly embed-
ded inS3 r K, we can collapse each of them to a segment without changing the spaceS3 r K up to
homeomorphism.

4.4.3 Blocks associated to large bracelets

In this section, we construct the blocks associated to largebracelets. We begin by considering a
largenon-augmentedbraceletBd (whered ≥ 3) and set out to construct an ideal polyhedron version of
the spaceC, now defined asMd r Kd with crossing rectangles collapsed to (ideal) segments. Wewill
constructC as a polyhedral solid torus (or block)P with some edge identifications.

Consider a (closed) solid toruŝP with a preferred, core–parallel, simple closed curveγ̂ on ∂P̂ . We
endow bothP̂ and γ̂ with orientations that will remain fixed throughout the chapter. Drawd disjoint
oriented curveŝγ1, . . . , γ̂d isotopic toγ̂ in ∂P̂ , so that∂P̂ is the union ofd annuli Ûi, each bounded
by two curves,̂γi andγ̂i+1 (indices are taken modulod). For matters of orientation, we assume that the
orientation acrosŝUi (from a point ofγ̂i), followed by the orientation of̂γi, is equal to the orientation
on ∂P̂ induced by the orientation of̂P (Figure 4.4.2, left). Next, remove one point in eachγ̂i. We still
denote byP̂ the solid torus with thesed points removed, and bŷUi the annuli with two boundary points
removed. Each curvêγi is now replaced by an ideal (oriented) arc, also denotedγ̂i, joining a puncture to
itself.

To construct an ideal cellulation of∂P̂ , we must decompose each annulusÛi into contractible ideal
polygons. There are two options for doing so :

(1) Choose an ideal arc acrosŝUi, connecting the puncture of̂γi to the puncture of̂γi+1 (for eachi,
there is aZ–worth of possible choices for such an arc). ThenÛi is an ideal square cell with a pair
of opposite sides identified.

(2) Choose two disjoint, non-isotopic ideal arcs acrossÛi, decomposinĝUi into two ideal triangles.
There is again aZ–worth of possible choices.

Finally, consider the two-fold cyclic coverP of P̂. Eachγ̂i lifts to two arcsγ̇i and γ̈i in ∂P with the
same pair of (distinct) punctures as end points. We now identify γ̇i with γ̈i, by an orientation–reversing
homeomorphism. The resulting arc is calledγi, and the quotient ofP under this identification is homeo-
morphic toC, as defined at the beginning of this section. Each arcγi is a crossing segment, not endowed
with any orientation. See Figure 4.4.2.

Under the identification, each bandUi (the lift of Ûi in P) becomes a4–punctured sphere included
in the boundary ofC. Any decomposition of̂Ui, as in the dichotomy above, defines a decomposition
of Ui into two ideal squares or four ideal triangles. The two casesof the dichotomy correspond, as in
Section 4.4.1, to the neighboring bracelet either(1) being glued directly toC, using a very “simple”
homeomorphism, or(2) needing an interface of ideal tetrahedra or being in fact a1–bracelet (trivial
tangle).

Recall that in each case of the dichotomy, the involved choices inZ are forced by the gluing ho-
meomorphisms (see Section 4.4.1), and essentially reflect the number of half-twists in the band of the
bracelet(Md,Kd) that definedC (and the blockP).
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γ̇1

γ̈1

γ̇2

γ̈2

γ1

γ2

FIG. 4.4.2 – Block associated to a large (non–augmented) bracelet of degree5. The solid torusP is
shown before and after the identificationsγ̇i ∼ γ̈i. In the right panel,P is the spaceoutsidethe grey
“ring”.

Augmented polyhedrald–bracelets (d ≥ 1)

Topologically, the construction above is valid for alld ≥ 1, not justd ≥ 3 ; and an augmentedd–
block (associated to an augmentedd–bracelet) is obtained by drilling out the core of the solid torusP.
If we denote byPaug the result of the drill-out, then any decomposition of∂P into ideal triangles and
squares (as in the dichotomy above) induces, by coning-off,a decomposition ofPaug into contractible
ideal polyhedra (tetrahedra and square–based pyramids). For the purpose of finding angle structures, it
will be convenient to regardPaug as such a union of ideal polyhedra, rather than an elementaryblock
per se.

An essential feature of our polyhedral realizations ofd–blocks and augmentedd–blocks is that cros-
sing segments always arise as edges, thus defining a preferred slope on each Conway sphere of the block.
If the block comes from an augmented bracelet, this slope is also the one defined by the “extra” link
component living inside the augmented bracelet.

4.5 Angle structures for the link complement

In this section, we find dihedral angles for the blocks and ideal tetrahedra constructed in Section
4.4. The key property will be an explicit description (Section 4.5.2) of the space of angle structures
associated to a sequence of tetrahedra forming a product region (see Definition 4.4.1) or a1–bracelet
(trivial tangle). This description (in large part borrowedfrom Sections 1.5 and 2.1 — see also [GF])
is sufficiently tractable that we can say exactly when the tetrahedra admit dihedral angles that match a
given system of angles for the solid tori (Propositions 4.5.10 and 4.5.11). As a result, we can show that
all candidate links (see Definition 4.3.6) admit angle structures. We will treat the easier case of non-
Montesinos links in Section 4.5.3 and the trickier case of Montesinos links in Section 4.5.4. Montesinos
links are tricky because they include the third family of exceptions to Theorem 4.1.5.

The strategy is as follows : in Section 4.5.1, we choose some dihedral angles to parametrize the
deformation space of solid tori. We show (Propositions 4.5.3, 4.5.6, 4.5.7) that these dihedral angles
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define valid angle structures whenever they are, in some appropriate sense, small enough. On the other
hand, the same parameters need to be large enough (Proposition 4.5.11) for the trivial tangles to admit
angle structures. The conflict that arises can be managed forcandidate links, but causes the exceptional
Montesinos links (ruled out in Definition 4.3.6) to have no angle structures.

4.5.1 Angle structures for a non-augmented large block

We consider a solid torusP of degreed whose boundary is subdivided into ideal triangles and
quadrilaterals, as in Section 4.4.3. In this section, we study the space of angle structures forP. We restrict
attention to those angle structures which are invariant under the natural fixed-point-free involution ofP
(recall thatP was defined as a2-fold covering in Section 4.4.3).

Recall the preferred direction of∂P, defined by the crossing arcs of the corresponding bracelet.As
parameters, we will use the (exterior) dihedral angles at all those edges of∂P which arenot along the
preferred direction. The angles at the edges along the preferred direction can then be recovered from the
requirement that the angles around any vertex add to2π.

For simplicity, assume that∂P is decomposed into ideal triangles only. Recall from Section 4.4.3
that the preferred direction came with an orientation, which we call “upwards”. Thus, each of thed
bandsU1, . . . , Ud in ∂P is traversed by twoascendingand twodescendingedges. By the normalization
of markings that precedes Definition 4.3.6, the slopes of thedescending edges in the corresponding
Conway spheres are0, while the slopes of the ascending edges are1, and the slopes associated to the
edges along the preferred direction are∞.

For each1 ≤ i ≤ d, we denote byai ∈ [0, π) the (exterior) dihedral angle at the ascending pair of
edges, andbi ∈ [0, π) the angle at the descending pair. (We can recover the case whereUi is subdivided
into two squares by allowingai = 0 or bi = 0). If the indexi is read modulod, the exterior dihedral
angle at an edge (in the preferred direction) ofUi ∩ Ui+1 is

ci,i+1 = π − ai + ai+1 + bi + bi+1

2
. (4.2)

To make all angles non-negative, we require

0 ≤ ai < π and 0 ≤ bi < π and 0 < ai + bi ≤ π . (4.3)

The particular choice of strong and weak inequalities here implies

Lemma 4.5.1. Any triangular face ofP has at most one edge with dihedral angle 0.

Proof.The dihedral angles of a triangular face areai, bi, ci,i+1 or ai, bi, ci−1,i. If ai = 0 one easily checks
that bi, ci,i+1, ci−1,i are all positive (becauseai + bi = bi < π). If bi = 0 the argument is the same. If
ci,i+1 = 0 thenai, ai+1, bi, bi+1 are all positive (because their sum is2π).

Thus, a blockP with only triangular faces andnon-negativedihedral angles satisfying (4.3) uniquely
defines an block withpositivedihedral angles and, possibly, some quadrilateral faces. By default, we will
usually consider that a blockP has only triangular faces and look for angle systems satisfying (4.3).

From Definition 4.2.2, recall that anangle structureonP requires every normal simple closed curve
γ in ∂P that bounds a disk inP to have total bending number larger than2π (the total bending number
is the sum of the exterior dihedral angles at the edges encountered byγ, counted with multiplicity). Such
a curveγ can be defined as a non-backtracking closed path in the dual graph.

123



A

B

f

g
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FIG. 4.5.1 – The coverR2 r Z2 of ∂P, with a closed curvẽγ.

Identify ∂P with (R2 r Z2)/〈f, g〉 wheref(x, y) = (x, y + 2) andg(x, y) = (x+ d, y + k), where
d ≥ 3 is the degree ofP andk ∈ Z is an integer such that anyg-invariant straight line inR2rZ2 projects
in ∂P to the boundary of a compression disk ofP. (In other words,k reflects the number of half-twists
in the band of the bracelet associated toP.) The bandsUi ⊂ ∂P lift to a subdivision ofR2 r Z2 into
“vertical” bands(Ũi)i∈Z, whereŨi = (i, i+ 1)×R (see Figure 4.5.1). Consider a normal simple closed
curveγ in ∂P bounding a disk inP, and lift γ to a curvẽγ in R2 r Z2.

Either γ̃(1) = γ̃(0) (i.e. γ̃ is a closed curve), or̃γ(1) = g±1(γ̃(0)).

Lemma 4.5.2. If γ̃(1) = γ̃(0), the total bending numberNγ of γ is more than2π, unlessγ is just a loop
around a puncture of∂P.

Proof. If γ̃ visits exactly the vertical bands̃Ui, Ũi+1, . . . , Ũj−1, Ũj , it is easy to see by counting the edges
met byγ̃ that

Nγ ≥ (ai + bi) + (aj + bj) + 2

j−1∑

k=i+1

min{ak, bk}+ 2

j−1∑

k=i

ck,k+1

= 2π + 2

j−1∑

k=i+1

π −max{ak, bk} ,

using (4.2). This quantity is larger than2π, unlessj = i + 1 andγ̃ is (homotopic to) the boundary of a
regular neighborhood of the union ofr consecutive vertical edges (along the preferred direction) : in the
latter case however,

Nγ = (r + 1)(ai + bi) + (r + 1)(ai+1 + bi+1) + 2ci,i+1

= 2π + r(ai + bi + ai+1 + bi+1)
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is larger than2π, unlessr = 0 andγ is just a loop around a puncture of∂P.

There remains the case whereγ̃(1) = g±1(γ̃(0)), i.e.γ bounds a compression disk of the solid torus
P. Then, the conditionNγ > 2π (in terms of theai, bi) is in general non-vacuous, and the conjunction
of all these conditions (for all normal curvesγ) has no nice closed-form expression in terms of the
ai, bi. However, the following three Propositions give various sufficient conditions forNγ > 2π to hold,
independently ofγ.

Proposition 4.5.3. If the blockP is of degreed ≥ 3 and

(d− 2)π >
d∑

i=1

max{ai, bi} (girth condition) (4.4)

thenNγ > 2π for all γ, i.e. the anglesai, bi, ci,i+1 define an angle structure forP.

Proof. If γ bounds a compression disk inP, thenγ crosses all the bandsUi. Therefore,

Nγ ≥
d∑

i=1

min{ai, bi}+
d∑

i=1

ci,i+1 = dπ −
d∑

i=1

max{ai, bi} ,

using (4.2). The conclusion follows.

Consider a normal curveγ ⊂ ∂P bounding a disk inP. Let A (resp.B) be the union of all the
ascending arcs (resp. descending arcs) across the annuliUi ⊂ ∂P, each oriented fromUi−1 to Ui+1.
The torusT := R2/〈f, g〉 naturally contains∂P as a subset, and the closureA of A (resp.B of B) in T
defines a union of oriented, parallel simple closed curves inT (see Figure 4.5.1).

Definition 4.5.4. We denote bynA (resp.nB) the absolute value of the (algebraic) intersection number
of γ with A (resp.B) in T. This definition clearly does not depend on the choice of disk-bounding curve
γ.

Remark 4.5.5. In the special case of Montesinos links, we defined an integern (up to sign), called the
number of half–twists in the main band, in the normalizationthat precedes Definition 4.3.6. Since each
descending arc has slope0 in the corresponding Conway sphere, the definition ofn implies that|n| = nB
for Montesinos links.

Proposition 4.5.6. If nA ≥ 3 and (αi)1≤i≤d, (βi)1≤i≤d are positive numbers such thatαi ≥ βi, then
setting

(ai, bi) = (π − εαi, εβi)
defines an angle structure for the blockP for all sufficiently smallε.

Proof.First, theai, bi, ci,i+1 clearly satisfy Condition (4.3) above. Any curveγ bounding a compression
disk inP meets at leastnA ≥ 3 ascending edges, whose pleating angles are all close toπ : thusNγ > 2π
for some small enoughε (independent ofγ). A similar proposition holds whennB ≥ 3.

Proposition 4.5.7.Suppose the blockP has degreed = 3 and(nA, nB) = (2, 1). Pick positive numbers
(αi)1≤i≤d, (βi)1≤i≤d such thatαi ≥ βi. Setting(ai, bi) = (π − εαi, εβi) defines an angle structure on
P (for smallε) if and only if

αi > βi+1 + βi−1
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for eachi ∈ {1, 2, 3} (taking indices modulo3).

Proof.Again, Condition (4.3) is clearly satisfied. Ifε is small enough, as in Proposition 4.5.6 it is enough
to checkNγ > 2π for those disk-bounding curvesγ which crossA exactly twice. There are only three
such curves : each of them crosses two ascending and one descending edge, hence for some1 ≤ i ≤ 3
we have

Nγ = ai−1 + bi + ai+1 +

3∑

i=1

ci,i+1 = 2π + αi − (βi+1 + βi−1).

The conclusion follows. A similar proposition holds when(nA, nB) = (1, 2).

Angle structures on augmented blocks

Finally, we note that anaugmentedblock with prescribed non-negative dihedral anglesai, bi (where
(4.3) holds) can always be realized as a union of tetrahedra with positive angles : the space obtained by
coning off the bandUi to the extra component (as in Section 4.4.3) is a union of4 isometric tetrahedra
of interior dihedral angles

π − ai
2

,
π − bi

2
,
ai + bi

2
, (4.5)

all positive by (4.3). The exterior dihedral angles of the augmented block are recovered asπ −(
π−ai

2 + π−ai

2

)
= ai , similarly π −

(
π−bi

2 + π−bi
2

)
= bi , andπ −

(
ai+bi

2 + ai+1+bi+1

2

)
= ci,i+1.

In fact, if all large blocks are augmented (the candidate link K is called totally augmented), this
decomposition falls exactly into the class studied in Section 2.3. More precisely, the augmentation com-
ponent of each augmentedd-block boundsd disjoint, homotopically distinct, twice–punctured disks:
cutting open along all these disks (which must be totally geodesic for the hyperbolic metric) produces
the manifoldsM i of Section 2.3.

Remark 4.5.8. Thus, we have already done much more than finding angle structures for totally augmen-
ted arborescent linksK : by Theorem 2.3.1, we know the geometrically canonical decomposition for the
hyperbolic structure onS3 rK. Note that two–bridge links, having no large blocks at all, are instances
of totally augmented arborescent links.

4.5.2 Angle structures for product regions and trivial tangles

In this section, we investigate the space of angle structures for the ideal tetrahedra constructed in
Section 4.4.1. Tetrahedra live either at the interface of large blocksP,P ′, or near trivial tangles. While
the space of angle structures for a tetrahedron is easy to describe (a triple of positive angles summing
to π), the difficulty is to deal with many tetrahedra simultaneously. However, this section again closely
tracks Sections 1.5 and 2.1.2, and is to a large extent a reminder (see also [GF]).

We begin by focusing on two large blocksP,P ′ separated by a product region (these come from large
bracelets, in the sense of Definition 4.3.4). Recall from Section 4.4.1 the pleated4–punctured spheresSj
betweenP andP ′ : we can endowSj with a transverse “upward” orientation, fromP to P ′. Suppose
that wehavesolved the problem of finding an angle structure, i.e. that the tetrahedra and solid tori are
assigned dihedral angles that add up to2π around each edge. Then we can define thepleating angleof
the surfaceSj at any edgee ⊂ Sj : namely, if the sum of all dihedral angles ate above (resp. below)Sj
is π + α (resp.π − α), we say thatSj has pleating angleα ate.

126



It will turn out that pleating angles of theSj are very convenient parameters for the space of angle
structures : thus, when no angle structure has been defined yet, we will typically look for angle structures
realizing a given set of pleating angles of theSj, and express the dihedral angles of the blocksP,P ′ and
ideal tetrahedra in terms of these pleating angles.

We arbitrarily require thatthe pleating angles ofSj at the3 edges adjacent to any puncture ofSj add
up to0 (note that this property would hold in a true hyperbolic metric, where the holonomy of the loop
around any puncture is a parabolic element of Isom+H3). This property easily implies that the pleating
angles ofSj at opposite edges are equal. Restricting to such a subspace of solutions might (in principle)
hamper our goal of finding angle structures ; however, it is technically very convenient, for reasons we
are about to outline now.

Consider the4–punctured sphereS(i) defined by the vertical bandUi ⊂ ∂P (by identifying the
edges in∂Ui to create the crossing arcs, as in Section 4.4.3). The pleating angles ofS(i), in the above
convention, areai, bi and−ai − bi, the latter being the angle at the crossing arcs. Similarly,the 4–
punctured sphereS(i+1) defined by the bandUi+1 has pleating anglesai+1, bi+1,−ai+1 − bi+1. Let e
be the crossing edgeS(i) ∩ S(i+1) : recall thate is obtained by identification of two edges of the solid
torusP, both carrying an interior dihedral angle ofπ− ci,i+1. If the dihedral angles ate aboveS(i) (resp.
S(i+1)) for the transverse orientation add up toπ − (ai + bi) (resp.π − (ai+1 + bi+1)), the sum of all
dihedral angles ate will be

[π − (ai + bi)] + [π − (ai+1 + bi+1)] + 2[π − ci,i+1] = 2π .

Therefore the linear gluing equation ate will automatically be satisfied.
Recall the Farey verticess 6= s′ from Section 4.4.1 associated to the crossing arcs (or preferred

slopes) ofP andP ′. If s, s′ are Farey neighbors,P andP ′ are glued directly to one another along a
4–punctured sphereS : the edge pairs of slopess, s′ subdivideS into two ideal squares, and the bands in
∂P, ∂P ′ are traversed by edges exactly as in the first member of the dichotomy of Section 4.4.3 (up to a
degree2 covering).

Proposition 4.5.9. At the two parallel edges traversing the band of∂P, we put an (exterior) dihedral
angleε > 0. We put the same angleε at the edges traversing the band ofP ′. Then, the pleating angles
of S at the edge pairs of slopes, s′ are−ε, ε respectively.

The previous proposition is obvious. Moreover, observe that we can artificially select a pair of diago-
nals inS and define the third pleating angle to be0 : then (4.3) is satisfied because the exterior dihedral
anglesai, bi of P (resp.P ′) at the gluing Conway sphere are0 andε, though not necessarily in that order.

We now consider the case wheres, s′ are not Farey neighbors. The bands of∂P, ∂P ′ are now sub-
divided into 4 triangles each (as in the second member of the dichotomy of Section 4.4.3), defining a
pair of ascending and a pair of descending edges in each of thetwo bands. Denote byA ∈ P1Q (resp.
B ∈ P1Q) the slope of the ascending (resp. descending) edge pair in the band of∂P, and denote similarly
by A′, B′ ∈ P1Q the slopes of the edges in∂P ′. We make no assumption on the order ofA,A′, B,B′

in P1Q, i.e. we favor no convention as to which pair is ascending andwhich is descending. Denote by
a, b the exterior dihedral angles of the blockP at the ascending and descending edges respectively, and
definea′, b′ in a similar way (relative toP ′).

Proposition 4.5.10. For any smallε > 0, if a = a′ = b = b′ = ε, the tetrahedra betweenP andP ′

admit positive dihedral angles satisfying the linear gluing equations (at all interior edges).
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Proof. Recall the Farey trianglesT0, . . . , Tm separatings from s′ (here,m ≥ 1). By definition (see
Section 4.4.1), we haveT0 = sAB andTm = s′A′B′. Recall also the pleated surfaceSi associated
to Ti : under our convention (transverse orientation forSi), the pleating angles ofS0 at the edge pairs
of slopesA,B, s area, b,−a − b respectively. Similarly, the pleating angles ofSm at the edge pairs of
slopesA′, B′, s′ are−a′,−b′, a′ + b′. We write these numbers in the corresponding corners ofT0 andTm
(Figure 4.5.2).

For each0 < i < m, the oriented lineΛ from s to s′ entersTi across some Farey edgeei = Ti∩Ti−1,
and exits through another edgeei+1, either to the left or to the right : we say thatΛ makes a Leftor makes
a RightatTi, and encode the combinatorics ofΛ into a wordΩ = RLL...R of lengthm− 1.

No letter (R orL) is associateda priori to the Farey trianglesT0 andTm. However, we will posit that
the path entersT0 through the Farey edgee0 := sB, and exitsTm through the edgeem+1 := s′B′, and
associate the relevant letter (R or L) to T0 and toTm. Hence,Ω becomes a word of lengthm + 1. This
convention is totally artificial, but it will allow us to streamline the notation in our argument.




































a

b

-a-b

-a′

-b′

a′+b′

A

B

A′

B′

s

s′
(w0 = a ; w1 = a+ b)

w4

-w4

w5

-w5

w5-w4

FIG. 4.5.2 – The pleating angles written in the corners of the Farey trianglesTi associated to the pleated
surfacesSi.

For 1 ≤ i ≤ m, we denote by∆̇i and∆̈i the two ideal tetrahedra separating the pleated surfaces
Si andSi−1 : note that{∆̇i, ∆̈i} is naturally associated to the Farey edgeei = Ti ∩ Ti−1. Our goal
is to define dihedral angles foṙ∆i and∆̈i such that the linear gluing conditions around all edges are
satisfied. We will in fact restrict to solutions invariant under the Klein groupV4, i.e. such that∆̇i and
∆̈i are isometric for alli (this implies in particular that the angles of∆̇i and∆̈i at any shared edge are
equal). In what follows,∆i refers to any one of the ideal tetrahedra∆̇i, ∆̈i.

Denote byπ − wi the dihedral angle of∆i at the pair of opposite edges that is not inSi ∩ Si−1 (i.e.
the pair of edges involved in the diagonal exchange that∆i represents). ThenSi has one pleating angle
equal towi while Si−1 has one pleating angle equal to−wi. By translating indices, we find that for all
1 ≤ i ≤ m− 1 the pleating angles ofSi must be

−wi+1 , wi and wi+1 − wi

(the value of the third pleating angle is forced upon us by thecondition that the pleating angles add up to
0). Further, we can write these three pleating angles in the corners of the Farey triangleTi associated to
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Si (this was partially done in Figure 4.5.2). In Figure 1.5.1 page 9 (top), denoting byei the Farey edge
Ti ∩ Ti−1 associated to the tetrahedra{∆̇i, ∆̈i}, we see thatwi is in the corner ofTi oppositeei, and
−wi+1 is in the corner ofTi oppositeei+1.

We repeat the same procedure for all indices1 ≤ i ≤ m− 1. It also extends naturally toi = 0 and
i = m if we just set(w0, w1) = (a, a+ b) and(wm, wm+1) = (a′ + b′, a′) : we then recover the pleating
angles ofS0 andSm defined previously.

The bottom part of Figure 1.5.1 page 9 shows the result of the labeling for two consecutive Farey
trianglesTi−1 andTi, whose corresponding pleated surfacesSi−1 andSi bound the pair of isometric
tetrahedra{∆̇i, ∆̈i} (where1 ≤ i ≤ m). There are four possible cases, depending on the letters (R orL)
living on the Farey trianglesTi−1 andTi. In order for∆i to have positive angles, assuming0 < w < π,
it is necessary and sufficient that each pleating angle written just below the horizontal edgeei be larger
than the pleating angle written just above, in Figure 1.5.1 (bottom) : namely, the difference between these
two pleating angles (ofSi andSi−1) is twice a dihedral angle of∆i.

Suppose(wi−1, wi, wi+1) = (u,w, v). Denoting byxi (resp.yi) the angle of∆i at the edge whose
slope is given by the right (resp. left) end ofei in Figure 1.5.1 (bottom), we thus find the following
formulas forxi, yi, zi (the following is just a reminder of Table 1.3) :

Ω L L R R L R R L

xi
1
2(u+ v) 1

2(−u+ 2w − v) 1
2 (u+ w − v) 1

2(−u+ w + v)

yi
1
2(−u+ 2w − v) 1

2(u+ v) 1
2(−u+w + v) 1

2(u+ w − v)
zi π − w π − w π − w π − w

(4.6)

Define ahinge indexi as an index such that the Farey triangles adjacent to the Farey edgeei carry
different letters (R andL). From (4.6), we see that∆i has positive angles if and only if





• 0 < wi < π for all 1 ≤ i ≤ m (range condition) ;
• wi+1 +wi−1 < 2wi if i is not a hinge index (concavity condition) ;
• |wi+1 − wi−1| < wi if i is a hinge index (hinge condition).

(4.7)

(see Figure 1.5.2 page 10). Recall thatm ≥ 1. It is clear that there exist sequences(w0, . . . , wm+1)
satisfying the above conditions such that(w0, w1, wm, wm+1) = (ε, 2ε, 2ε, ε) : for example, set all
(wi)1≤i≤m equal to2ε, then perturb the non-hinge parameters among{wi}1<i<m to obtain strong (pie-
cewise) concavity.

Trivial tangles

As in Section 2.1.2 (summarizing [GF, Appendix]), this method of constructing angle structures
extends to the case whenP is glued to a trivial tangle (1–bracelet) of slopes′, realized by tetrahedra.
Then, Figure 2.1.1 on page 34 shows the surfaceSm−1 associated to the next-to-last Farey triangle
Tm−1. As in Figure 2.1.1, we assume (up to changing the marking of the4–punctured Conway sphere)
thats′ = 1

2 andTm−1 = 1∞0. Gluing the faces ofSm−1 in pairs amounts to requiring thatSm−1 have
pleating angle−π at the edges of slope∞ : in other words, thatwm = π. Thus, if we putwm = π
(the Farey edge associated towm is em = Tm ∩ Tm−1), Table (4.6) still allows us to derive the angles
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of the tetrahedra∆1, . . . ,∆m−1, and the positivity conditions are still given by (4.7). (Inthat case, there
is no “artificial” letter living onTm and no “artificial” parameterwm+1. See also Section 2.1.2.) Angle
structures are thus given by sequences

(w0, w1, w2, . . . , wm−1, wm) = (a, a + b, w2, . . . , wm−1, π) (4.8)

which satisfy (4.7) for0 < i < m. To describe for which pairs(a, b) such a sequence exists, we need
some notation.

Given two rationalsq = y/x andq′ = y′/x′ in reduced form inP1Q, define

q ∧ q′ :=

∣∣∣∣
∣∣∣∣
y y′

x x′

∣∣∣∣
∣∣∣∣

(absolute value of the determinant). We will use the following key property : ifpqr is a Farey triangle
andu, p, r, q are cyclically ordered inP1Q, thenu∧r = (u∧p)+(u∧q). The property is easily checked
in the case(p, q) = (0,∞) (whereu, r have opposite signs), and the general case follows because the
∧-notation is invariant underPSL2(Z), which acts transitively on oriented Farey edgespq.

Proposition 4.5.11. Suppose a trivial tangle complement is glued to a large blockP that has non-
negative pleating anglesa, b at the edge pairs of slopeA,B ∈ P1Q, satisfying (4.3). Suppose that
s, s′ ∈ P1Q are the preferred slopes ofP and of the trivial tangle, respectively. ThensAB is the Farey
triangle T0 ; the pointss,A, s′, B are cyclically ordered inP1Q, and the tetrahedra∆1, . . . ,∆m−1

(realizing the trivial tangle complement) admit positive angles if and only if

– s ∧ s′ = 2 anda+ b = π ; or
– s ∧ s′ > 2 anda(B ∧ s′) + b(A ∧ s′) > π > a+ b.

Proof.The statements about the relative positions ofs,A,B, s′ are true by construction and were proved
in Section 4.4.1. The cases ∧ s′ = 2 corresponds tom = 1, with the4–punctured sphereSm−1 = S0 ⊂
∂P being glued directly to itself (as in Figure 2.1.1 page 34). Sincem = 1, a sequence (4.8) exists if and
only if a+ b = π. We now assumes ∧ s′ > 2, and consider the sequence of Farey trianglesT0, . . . , Tm
from s to s′ (wherem ≥ 2). The inequalityπ > a + b must clearly be true in (4.8), so we focus on the
other inequality (which says thata, b arenot too small).

For each0 ≤ i ≤ m, defineqi to be the vertex ofTi not belonging to the edgeei (wheree0 = sB
andei = Ti ∩ Ti−1 otherwise). In particular,q0 = A. If

αi = A ∧ qi and βi = B ∧ qi ,

it is easy to check that both(αi) and(βi) make the concavity and hinge conditions of (4.7)critical in the
following sense : for each0 < i < m,

– If i is not a hinge index, thenαi+1 + αi−1 = 2αi andβi+1 + βi−1 = 2βi ;
– If i is a hinge index, thenαi+1 = αi + αi−1 andβi+1 = βi + βi−1.

(In the first case, observe thatαi+1−αi = A∧p = αi−αi−1, wherep is the common vertex of the Farey
edgesei−1, ei, ei+1. In the second case, observe thatqi−1qiqi+1 is a Farey triangle andA, qi, qi+1, qi−1

are cyclically ordered inP1Q. Compare with Lemma 3.3.2 in Chapter 3.)

Clearly, any linear combination of the sequences(αi) and(βi) also makes the concavity and hinge
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conditions of (4.7) critical. Define

vi := aβi + bαi = a(B ∧ qi) + b(A ∧ qi) ,

so that(v0, v1) = (a, a+ b).
Note thatqm = s′, so vm = a(B ∧ s′) + b(A ∧ s′) is the left member of the inequality of the

Proposition.

Claim : If v′ is another sequence which satisfies the closure of (4.7) and(v′0, v
′
1) = (v0, v1), thenv′i ≤ vi

andv′i − v′i−1 ≤ vi − vi−1 for all 1 ≤ i ≤ m.
The claim is true fori = 1, and follows in general by induction oni : if i is not a hinge index, we

have
v′i+1 ≤ v′i + (v′i − v′i−1) ≤ vi + (vi − vi−1) = vi+1 ;

v′i+1 − v′i ≤ v′i − v′i−1 ≤ vi − vi−1 = vi+1 − vi
(in each line, the first inequality is true by (4.7), and the second one by induction). Similarly, ifi is a
hinge index, then

v′i+1 ≤ v′i + v′i−1 ≤ vi + vi−1 = vi+1 ;
v′i+1 − v′i ≤ v′i−1 ≤ vi−1 = vi+1 − vi .

Thus, ifvm ≤ π, then no sequencew = v′ satisfies both (4.7) and (4.8), so there can be no positive
dihedral angle assignment for the tetrahedra∆1, . . . ,∆m−1. Conversely, ifvm > π, we can define
wi := f(vi) for all 1 ≤ i ≤ n, wheref : [v1, vm] → R is increasing, strictly concave,1–Lipschitz and
satisfiesf(v1) = v1 = a + b andf(vm) = π (see Figure 4.5.3) ; it is then straightforward to check that
(a = w0, w1, . . . , wm = π) satisfies (4.7) — except of course the range condition atwm = π.

      









  
RRRR LLLL

π

i

vi

f(vi)
hinge

0 1 m

FIG. 4.5.3 – The sequencesv = (vi)0≤i≤m andw = f ◦ v.

2-bridge links

When two trivial tangles are glued together, we obtain a2-bridge link. The construction preceding
Proposition 4.5.11 can be performed both nears and nears′, and we refer to Chapter 2 or [GF] for a
much more complete treatment. In the remainder of this chapter, we assume that the candidate linkK is
not a2-bridge link, i.e. contains at least one large bracelet.
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4.5.3 Non (strongly) Montesinos links

Observe that the condition in each of the Propositions 4.5.3, 4.5.6, 4.5.7 requires that the angles
ai, bi be, in a loose sense,small enough, while Proposition 4.5.11 requires them to belarge enough. The
conflict that arises causes some arborescent link complements to have no angle structures (essentially,
the third family of exceptions in Theorem 4.1.5).

Definition 4.5.12. A strongly Montesinoslink is an arborescent link which, after the reduction of Section
4.3, consists of one non-augmentedd–bracelet (d ≥ 3) attached tod trivial tangles.

Note that some very simple Montesinos links are not stronglyMontesinos : for example, links with
tangle slopes(±1

2 ,±1
2 ,

y
x) were reduced in stepv of the algorithm of Section 4.3. Such links consist of

an augmented1–bracelet glued to a non-augmented1–bracelet, and may or may not be candidate links,
depending on whether the preferred slopes of the two bracelets satisfy the minimum–distance table of
Proposition 4.3.5.

Proposition 4.5.13. If the candidate linkK is not strongly Montesinos, we can endow all blocks with
non-negative dihedral angles satisfying (4.3) such that the girth condition (4.4) holds for all non-
augmented blocks, and the condition of Proposition 4.5.11 holds at each trivial tangle. As a result, the
ideal decomposition of the link complement admits angle structures, and the link is hyperbolic.

Proof.Consider a non-augmented blockP : since the link is not Montesinos,P is separated by a product
region from some other large block (augmented or not). The dihedral anglesak, bk of P at the boundary
of that product region can be taken smaller than or equal to any smallε0 > 0, and the product region will
still admit positive angle structures, by Propositions 4.5.9–4.5.10. (More precisely, we takeak = bk = ε0
[Prop. 4.5.10] except in the special case where the two blocks are glued directly to one another : then,
we use the observation that follows Proposition 4.5.9 and take ak, bk equal toε0 and 0, though not
necessarily in that order.)

We must now find dihedral angles forP such that the girth condition (4.4) holds. Consider a trivial
tangle attached toP, along the bandUi. Note that

A ∧ s′ +B ∧ s′ = s ∧ s′ ≥ 2,

where the inequality follows from the table of minimal Fareydistances in Proposition 4.3.5. Therefore,
by Proposition 4.5.11, the tetrahedra in the trivial tanglewill admit positive structures as soon as

ai = bi =





π

2
if s ∧ s′ = 2,

ε+
π

s ∧ s′ if s ∧ s′ > 2,

(4.9)

for a small ε > 0. Since max{ak, bk} = ε0, under this choice of values, the right member∑d
i=1 max{ai, bi} of the girth condition (4.4) is thus at most

ε0 + (d− 1)
π

2
.

If d ≥ 4, this quantity is already less than the left member(d − 2)π of (4.4). If d = 3, recall from
Section 4.3 thatP is not attached to two trivial tangles of slope1/2 (otherwise, we would have replaced
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the3–bracelet associated toP by an augmented1–bracelet in stepv of the algorithm). Thus, the above
upper bound can be further improved toε0 + (π/2) + (ε+ π/3) < (d− 2)π = π, so the girth condition
(4.4) is satisfied.

As for augmented bracelets, there is nothing to check : as soon as theai, bi for an augmented block
P satisfy (4.3) and (near trivial tangles) the condition of Proposition 4.5.11,P is realized by a union of
tetrahedra with positive angles, by Equation (4.5) above.

4.5.4 Strongly Montesinos links

Suppose the candidate linkK is strongly Montesinos, and recall the non-negative integers nA, nB
from Section 4.5.1.

Proposition 4.5.14. If nA ≥ 3 or nB ≥ 3, the block decomposition admits angle structures.

Proof.AssumenA ≥ 3 (it is enough to treat this case). It is straightforward to find a pair(α, β) satisfying
the condition of Proposition 4.5.6, such that(a, b) = (π − αε, βε) satisfies the condition of Proposition
4.5.11 for smallε. For example, takeβ = α if s ∧ s′ = 2, andβ = 2

3α if s ∧ s′ ≥ 3 (recall(A ∧ s′) +
(B ∧ s′) = s ∧ s′).

The next two Propositions deal exactly with the remaining strongly Montesinos links, where
max{nA, nB} = 2. In each Proposition, we find a few non-hyperbolic links :

– In Proposition 4.5.15, it is the link already mentioned in Figure 4.3.8 and Remark 4.3.9, which
falls into the second class of exceptions of Theorem 4.1.5.

– In Proposition 4.5.16, it is exactly the strongly Montesinos links among the third class of excep-
tions of Theorem 4.1.5.

Recall from Remark 4.5.5 thatnB is the number of twists in the “main band” of these Montesinos
links, as defined prior to Definition 4.3.6 : thus, it is a straightforward exercise to translate the current
block presentations back into planar link diagrams. Recallas well that we have chosen markings for
the Conway spheres ofK, in which the large bracelet has preferred slope∞ and the trivial tangles
have preferred slopes in the interval(0, 1). All the exceptions arising in Propositions 4.5.15–4.5.16were
preemptively ruled out by the last condition in the definition 4.3.6 of candidate links.

Proposition 4.5.15.If d = 4 andnA = nB = 2, the block decomposition admits angle structures, unless
all the trivial tangles have slope1/2.

Proof.The quadruple(s,A,B, s′) associated to a trivial tangle of slopeyx is by definition(∞, 1, 0, yx) :
therefore, the key conditiona(s′ ∧B) + b(s′ ∧A) > π from Proposition 4.5.11 becomes

a(y) + b(x− y) > π . (4.10)

Moreover, the denominatorx of the slopeyx of the trivial tangle is the integer∞∧ y
x = s ∧ s′. If at least

one of these denominators is larger than2, we can setai, bi as in (4.9) above, and immediately obtain
the girth condition (4.4) becauseπ2 + π

2 + π
2 + (ε + π

3 ) < 2π. If all denominators are2, the link is not
hyperbolic (Figure 4.3.8) and not candidate ; it belongs to the second family of exceptions of Theorem
4.1.5.
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Proposition 4.5.16. If d = 3 and(nA, nB) = (2, 1), assume the trivial tangles have slopesy1
x1
, y2x2

, y3x3
∈

(0, 1) : the block decomposition admits angle structures, unless one hasy1 = y2 = y3 = 1 and 1
x1

+
1
x2

+ 1
x3
≥ 1.

Proof.Again, if
∑ 1

xi
< 1, we can setai, bi as in (4.9) to obtain the girth condition (4.4). Thus, assume∑ 1

xi
≥ 1 and (up to a permutation)y3 ≥ 2. This entails in particular thatx3 ≥ 3.

We will set(ai, bi) = (π−αi, βi) for well-chosensmallpositive numbersαi, βi. As in (4.10) above,
the key condition from Proposition 4.5.11 is stillaiyi + bi(xi − yi) > π. If yi > 1, this condition is
vacuous for smallαi, βi. If yi = 1, it can be written(xi − 1)βi > αi. Thus, the full set of conditions to
be satisfied is :

– If xi = 2 thenαi = βi > 0 (see Proposition 4.5.11) ;
– If xi > 2 thenαi > βi > 0 (see Proposition 4.5.11) ;
– If xi > 2 andyi = 1 then(xi − 1)βi > αi (see Proposition 4.5.11) ;
– For alli ∈ {1, 2, 3}, we haveαi > βi+1 + βi−1, taking indices modulo3 (see Proposition 4.5.7).

(The first three conditions ensure the existence of angle structures for the trivial tangles ; the last one, for
the solid torus).

If x1 = x2 = x3 = 3, we take

( β1 , β2 , β3 ) = ( ε , ε , µε )
( α1 , α2 , α3 ) = ( (2− µ)ε , (2− µ)ε , Mε ) ;

the conditions above are clearly satisfied if the positive parametersµ,M verify µ < 1
2 andM > 2. For

example,(µ,M) = (1
3 , 3).

Finally, if x1 = 2, thenx2 ≥ 3 : otherwise, the3–bracelet associated to the blockP would have been
replaced by an augmented1–bracelet in stepv of the algorithm of Section 4.3 (so the link would not be
strongly Montesinos). We thus set

( β1 , β2 , β3 ) = ( (1 +m)ε , ε , µε )
( α1 , α2 , α3 ) = ( (1 +m)ε , (x2 − 1− µ)ε , Mε ) ;

the conditions above are clearly satisfied if the positive parametersµ,m,M satisfyµ < m and2µ+m <
1 andM > 2 +m. For instance,(µ,m,M) = (1

4 ,
1
3 , 3).

Thus, all candidate links are hyperbolic. We have proved Theorem 4.3.7, hence Theorem 4.1.5.
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Chapitre 5

Les polynômes de Markoff sont totalement
positifs

5.1 Introduction

Le phénom̀ene de Laurentest la propriété qu’ont certaines suites de fractions rationnelles, définies
par récurrence, de prendre obstinément pour valeurs des polynômes de Laurent. Fomin et Zelevinsky,
qui ont baptisé le phénomène, ont expliqué sa surprenante ubiquité au moyen d’un petit lemme d’algèbre
commutative, le “lemme de la chenille” [FZ]. En outre, dans les nombreux exemples qu’étudie leur
article, ils notent qu’étonnamment les coefficients des polynômes obtenus semblent être tous positifs,
et conjecturent qu’il en est bien ainsi en général. On ne parvient à le montrer que dans quelques cas
simples, par exemple en donnant une interprétation combinatoire des coefficients (dans les exemples de
Propp [Pr], les coefficients comptent une classe particuli`ere de coloriages d’un certain graphe). Il est
probable que de profonds résultats algébriques se cachent derrière la conjecture générale.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à un cas du phénomène de Laurent qui figure parmi les
plus simples possibles — et se trouve inclus, en particulier, dans [Pr]. La seule nouveauté du résultat,
outre sa méthode “pédestre”, est de révéler exactementquels monômes apparaissent dans le polynôme
de Laurent. Rappelons le changement de cartes de Teichmüller

ψ : P2R∗
+ → P2R∗

+

[a : b : c] 7→
[

(a+b)2

c : b : a
]

utilisé à la partie 3.7 pour exprimer le passage entre deuxparamétrisations (parP2R∗
+) de l’espace de

TeichmüllerTT du tore percéT , associées à deux triangulations deT séparées par un échange de dia-
gonale. Le passage entre deux triangulations quelconques s’exprime par la composition̂ψ de fonctions
ψn (oùn ∈ Z) et de permutations des coordonnées. Le théorème 5.1.1 ci–dessous affirme en substance
que ψ̂ est un polynôme de Laurent à coefficients positifs, et décrit quels sont les coefficients non nuls
(ce qui fournit une généralisation de la proposition 3.7.6 à tous les changements de carte deTT ). Si-
gnalons le long travail [FG] où sont également construites des cartes positives d’espaces de Teichmüller
(généralisés) de surfaces de genre quelconque.
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Applications de Markoff

Dans [Bo], Bowditch définit les applications de Markoff (Markoff maps), un outil élégant pour
analyser le spectre des longueurs de l’ensembleC des géodésiques simples fermées sur un tore percé
T ≃ (R2 r Z2)/Z2 muni d’une métrique hyperbolique complète. CommeC est naturellement en bijec-
tion avecP1Q = Q ∪ {∞} par l’intermédiaire de la fonctionpente

σ : C −̃→ P1Q ,

Bowditch associe (bijectivement) à toutec ∈ C une régionRc du complémentaire d’un arbre infini
trivalent T proprement plongé dans le plan. Cet arbreT est le dual de la triangulation de Farey du
plan hyperboliqueH2 (voir la partie 5.2 pour les définitions) : plus précisément, Rc est la région du
complémentaire deT dont l’adhérence dans le disqueH2 ∪ P1R contient le point idéalσ(c). SiR est
l’ensemble de toutes les régionsRc, l’application de Markoff

Φ : R −→ R

associe àRc la trace de n’importe quel élément deSL2(R) représentantc (on choisit une fois pour
toutes un relevé àSL2(R) de la représentation d’holonomieπ1(T )→ PSL2(R) : c’est possible puisque
π1(T ) est libre). La définition deΦ se généralise aux représentations kleiniennesρ : π1(T )→ SL2(C),
et Bowditch étudie en particulier la relation entre la quasi–fuchsianité deρ et la propreté deΦ (ici, R
est muni de la topologie discrète). Les applications de Markoff fournissent aussi de nouvelles preuves, et
des généralisations, de l’identité de McShane [Bo, AMS], et leurs curieuses propriétés analytiques n’ont
pas encore été épuisées.

Bien entendu, une application de MarkoffΦ est un objet fort redondant. Il suffit de connaı̂treΦ(Rc)
pour trois régions “Rc” deux à deux adjacentes pour reconstruireΦ entièrement. Par exemple, notonsRs
la régionRσ−1(s) pours ∈ P1Q, et considérons

Φ(R0) = X ; Φ(R∞) = Y ; Φ(R−1) = Z. (5.1)

Alors, n’importe quelΦ(Rs) est donné par une formule explicitefs(X,Y,Z). En fait, il y a une relation
algébrique non triviale entre les variablesX,Y,Z, de sorte qu’un grand nombre de formules pourfs
coexistent.À la proposition 3.7.6, dans un contexte différent, nous avons été amené à rechercher une
expression defs comme polynôme de Laurent de degré1 enX,Y,Z :

fs =
∑

α,β∈Z

Fs(α, β)
X1+α Y 1+β

Z1+α+β
∈ Z

[
X±1, Y ±1, Z±1

]
. (5.2)

Dans la partie 5.2, nous montrons qu’une telle expression existe, pour touts ∈ P1Q, et que de plus
l’entierFs(α, β) est nul sauf si le couple(α, β) satisfait une condition de parité naturelle. Notre principal
théorème est :

Théorème 5.1.1.Le polyn̂ome de Laurentfs n’a que des coefficients positifs. De plus, tous les monômes
dans le polygone de Newton defs qui satisfontà la condition de parit́e ont des coefficients non nuls.

(Rappelons que le polygone de Newton d’un polynôme de Laurent P =
∑
aν1...νnX

ν1
1 . . . Xνn

n enn
variables est l’enveloppe convexe dansRn des points(ν1, . . . , νn) ∈ Zn pour lesquelsaν1...νn 6= 0.) En
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fait, nous décrirons complètement le polygone de Newton defs (voir (5.6) ci-après). Quelques exemples
sont montrés sur la figure 5.4.1 page 146. Les nombresfs(1, 1, 1) sont les entiers de Markoff usuels
rencontrés en théorie de l’approximation diophantienne[Ca].

La positivité des coefficientsFs(α, β) est déjà un énoncé non trivial même quands est un rationnel
assez simple deP1Q, par exemple un entier (ce cas était utilisé dans la partie3.7, proposition 3.7.6, pour
établir une certaine propriété de convergence dans l’espace de Teichmüller du tore percé).

5.2 Les fonctionsfs sont des polyn̂omes de Laurent

SoientT = (R2 r Z2)/Z2 le tore percé etπ : R2 r Z2 → T la projection naturelle. NotonsC l’en-
semble des classes d’isotopie de courbes simples fermées dansT qui ne sont pas librement homotopes
à un poit ou à un lacet autour du trou. Sip, q sont des entiers premiers entre eux et siℓ est une droite de
R2 de pentes = q/p qui ne rencontre pasZ2, alorsπ(ℓ) définit un élémentc deC (indépendant deℓ).
Nous appelonss ∈ P1Q la pentedec, et notonsσ(c) = s. Il est bien connu queσ établit une bijection
C→̃P1Q. La courbe de pentes est notéecs.

Considérons le plan hyperboliqueH2 muni de son bord naturel∂H2 = P1R. Chaque fois que deux
courbesc, c′ ∈ C ont pour nombre d’intersection (minimal)1, relions les rationnelsσ(c) etσ(c′) par une
géodésique deH2. Le résultat est latriangulation de FareydeH2 en une infinité detriangles (id́eaux) de
Farey. On sait que trois rationnels sont les sommets d’un trianglede Farey si et seulement s’ils s’écrivent

(
q0
p0
,
q0 + q1
p0 + p1

,
q1
p1

)
où

∣∣∣∣
q0 q1
p0 p1

∣∣∣∣ = ±1

(par convention∞ = ±1
0 ). Géométriquement, la triangulation de Farey s’obtientà partir du triangle idéal

1∞0, par réflexions itérées par rapport aux côtés01, 1∞, et∞0.
Choisissons un point basep ∈ T . Soit τ l’opérateur trace surSL2(R), et fixons une représentation

ρ : π1(T, p) → SL2(R) telle que siγ ∈ π1(T, p) appartient à la classe de conjugaison du lacet autour
du trou, alorsτ ◦ ρ(γ) = −2 (on dit queρ respecte les paraboliques).

Proposition 5.2.1. La traceτ induit une fonction,́egalement notéeτ , surC ≃ P1Q. Sis, s0, s1, s′ sont
deséléments deP1Q tels ques0s1s et s0s1s′ sont des triangles de Farey, alorsτ(s) et τ(s′) sont les
racines du polyn̂omeX2 − τ(s0)τ(s1)X + τ(s0)

2 + τ(s1)
2.

Démonstration.Définir τ surC est aisé, puisque chaque courbe deC détermine une classe de conjugaison
(ainsi que son inverse) dans l’image deρ (et que tout élément deSL2(C) a la même trace que son
inverse). Nous allons en outre omettre la bijection “pente”σ : C → P1Q et simplement considérerτ
comme étant définie surP1Q.

Le groupe modulaireSL2(Z) agit naturellement sur le tore percéT en préservant la classe d’isotopie
du lacet autour du trou. L’action induite surC coı̈ncide (par l’intermédiaire deσ) avec l’action de Möbius
surP1Q ⊂ ∂H2, laquelle s’étend en une action sur la triangulation de Farey deH2 qui est transitive sur
l’ensemble de toutes les arêtes de Fareys0s1.

Munissons les deux courbescs0 , cs1 ∈ C d’orientations arbitraires et disposonscs0 et cs1 dansT de
telle manière qu’elles ne se rencontrent qu’au point basep ∈ T . Alors cs0 , cs1 définissent des éléments
gs0, gs1 deπ1(T, p).
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Observation: [gs0 , gs1 ] détermine un lacet autour du trou, et a donc pour trace−2. Les courbescs
et cs′ déterminent les classes de conjugaison degs0gs1 et gs0g

−1
s1 (pas forcément dans cet ordre : cela

dépend des orientations choisies).
Cette observation se vérifie aisément quand(s0, s1) = (0,∞) (d’où {s, s′} = {1,−1}). Le cas

général s’en déduit puisque les courbes deC qui ont pour nombre d’intersection1 aveccs0 et (simul-
tanément)cs1 sont toujours exactementcs et cs′ , et l’action deSL2(Z) (transitive sur les arêtes de Farey
s0s1) préserve les nombres d’intersection et le lacet autour dutrou.

Les “relations de traces” suivantes sont vérifiées par tousa, b ∈ SL2(R) :

τ(ab) + τ(ab−1) = τ(a)τ(b)

τ(ab)τ(ab−1) = τ2(a) + τ2(b)− 2− τ([a, b]).

En posanta = gs0 , b = gs1 , on obtient la proposition.

En utilisant les notations précédentes, définissons maintenantfs := τ(s). Le dual de la triangulation
de Farey est un arbre trivalent infini dansH2 dont les composantesRs du complémentaire sont en bijec-
tion avec les sommets de Fareys ∈ P1Q. L’application de MarkoffΦ est donc définie parΦ(Rs) = fs.
Par la proposition 5.2.1, les variables

(X,Y,Z) = (f0, f∞, f−1)

de (5.1) satisfont àl’ équation de Markoff

X2 + Y 2 + Z2 = XY Z. (5.3)

(Cette équation définit la variété des caractères, ou variété des représentations qui respectent les parabo-
liques [Bo].) De plus, la proposition 5.2.1 dit que si(A,B,C,D) = (fs′ , fs0 , fs1, fs) etA,B,C sont
connus (par exemple en fonction deX,Y,Z), alors on peut toujours retrouverD par l’une quelconque
des formules

(i) D = BC −A ou ii D = (B2 + C2)/A. (5.4)

En fait, ces relations nous permettent de définirfs (et doncΦ) par récurrence pour touts ∈ P1Q, en
fonction deX,Y,Z. Notons que si(a, b, c, d) = (A2, B2, C2,D2), la seconde des deux formules (5.4)

donned = (b+c)2

a : on reconnaı̂t bien la formule (3.16).
Choix. Nous souhaitons faire de chaquefs = Φ(Rs) unpolyn̂ome de Laurentde degré1 enX,Y,Z.

À cette fin, nous utilisons une version modifiée de la première de ces deux formules de récurrence :

fs = fs0fs1
X2 + Y 2 + Z2

XY Z
− fs′ (5.5)

où s, s0, s1, s′ sont comme dans la proposition 5.2.1. La valeur de la fraction est bien sûr1 sur la variété
des caractères.

Par exemple,f1 = X2+Y 2

Z . Notons que (5.5) et (5.4–ii) définissent formellement lesmêmesfonc-
tions rationnellesfs : en effet, les deux définitions coı̈ncident (par construction) sur la variété des
caractères définie par (5.3), et sont homogènes de degré1 : or pour tout(X,Y,Z) ∈ C∗3, le point
X2+Y 2+Z2

XY Z (X,Y,Z) appartient à la variété des caractères.
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Pour touts ∈ P1Q, désignons par[s] l’unique élément de{0,−1,∞} tel ques et [s] se projettent
sur le même point deP1(Z/2Z). En particulier,f[s] est toujours l’une des variablesX,Y,Z.

Proposition 5.2.2. Sifs est d́efini par ŕecurrence pour touts ∈ P1Q au moyen de (5.5) (ou de (5.4–ii)),
alorsfs est un polyn̂ome de Laurent enX,Y,Z. De plus il existe une fonctioǹa support finiFs : Z2 → Z
telle que

fs =


 ∑

α,β∈Z

Fs(α, β)
X1+α Y 1+β

Z1+α+β


 ∈ f[s] · Z

[
X±2, Y ±2, Z±2

]
.

Démonstration.Par (5.5), et par récurrence,fs est un polynôme de Laurent. L’affirmation concer-
nant la parité des degrés est aussi (par récurrence) une conséquence de (5.5), car{f[s0], f[s1], f[s]} =
{X,Y,Z} = {f[s0], f[s1], f[s′]} est toujours vrai quands, s0, s1, s′ sont comme dans la proposition
5.2.1.

Dans la partie 5.3 nous montrons le théorème 5.1.1 pour tous les rationnelss > 0. Les cas restants
(s < −1 et−1 < s < 0) s’en déduisent par un argument de symétrie (voir la partie 5.4). La partie
5.5 expose une généralisation de notre opération de “modification” (5.5) sur les relations de récurrence
(5.4), et une conjecture qui généraliserait le théorème 5.1.1. Les résultats et conjectures de la partie 5.5
se trouvent déjà, comme cas particuliers, dans [FZ].

5.3 Une famille de domaines et de fonctions

DéfinissonsQ := Q≥0 ∪ {∞}. Tout points deQ s’écrit de manière unique

s =
q

p
oùp, q ∈ N sont premiers entre eux

(par convention,∞ = 1
0 ). Pour un tels ∈ Q, définissons

Js :=





(α, β) ∈ Z2

∣∣∣∣∣∣∣∣

α ≡ q ; β ≡ p [2]
α ≥ −q ; β ≥ −p
α+ β ≤ p+ q − 2
pα+ qβ ≥ 0




. (5.6)

Le support deFs s’avérera être exactementJs. Notons queJ0 = {(0,−1)} et J∞ = {(−1, 0)} et
J1 = {(−1, 1); (1,−1)}. De plus, définissons

– Zs = (q, p) + 2Z2 de sorte queJs ⊂ Zs ;
– P si = (q + 2i,−p) ∈ Zs pour touti ∈ Z ;
– Qsj = (−q, p+ 2j) ∈ Zs pour toutj ∈ Z ;
– ϕs(α, β) = pα+ qβ ;
– Λ = {(0, 0); (0, 2); (2, 0)} ;
– nΛ = Λ + · · ·+ Λ = {(2i, 2j) ∈ 2N2 | i+ j ≤ n} pour toutn ∈ N ;
– SiU est une partie deZs, alors〈U〉s désigne l’intersection avecZs de l’enveloppe convexe deU

dansR2.
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Dans tout l’article, nous utiliserons le symbole “+” pour désigner la somme ensembliste de deux parties
d’un espace vectoriel.

Fait élémentaire 5.3.1.Toute partie finie d’un espace vectoriel contient les pointsextrémaux de son
enveloppe convexe. SiA,B sont deux convexes compacts d’un espace vectoriel, tout point extrémal du
convexe compactA+B est somme d’un point extrémal deA et d’un point extrémal deB.

Qs
q−1 = (−q, p+ 2q − 2)

Qs
0 = (−q, p)

P s
0 = (q,−p) P s

p−1 = (2p+ q − 2,−p)

β

α T1

T0

xs

Qs
0

Qs
q−1

P s
p−1P s

0

Js

FIG. 5.3.1 – Le domaineJs.

Lemme 5.3.2.Pour touts dansQ, on aP sp−1, Q
s
q−1 ∈ Js et

Js =
〈
{P si | 0 ≤ i < p} ∪ {Qsj | 0 ≤ j < q}

〉
s
.

Démonstration.On vérifie les deux cass = 0,∞ séparément (l’une des familles{P si }, {Qsj} est alors
vide, ce qui fait que la première affirmation ne découle pasdirectement de la seconde). Notons queP s0
(resp.Qs0) appartient àJs si et seulement sis = q

p 6= 1
0 (resp.qp 6= 0

1 ). Supposons maintenantp, q ≥ 1 et
concentrons–nous sur la seconde affirmation. Notons queP sp−1, P

s
0 , Q

s
0, Q

s
q−1 sont (dans cet ordre) les

points extrémaux d’un quadrilatère convexe (ou d’un triangle, voire d’un segment, sip = 1 et/ouq = 1),
comme dans la figure 5.3.1 (gauche). Les côtés de ce quadrilatère correspondent aux quatre inégalités
qui définissentJs, d’où le résultat.

Corollaire 5.3.3. Pour touts dansQ et toutn dansN, on a

Js + nΛ =
〈
{P si | 0 ≤ i < p+ n} ∪ {Qsj | 0 ≤ j < q + n}

〉
s

Js + Λ ⊃ [P s0 + pΛ] ∪ [Qs0 + qΛ].

Démonstration.De nouveau, on vérifie les cass = 0,∞ séparément. Sip, q ≥ 1, la première affirmation
est une conséquence immédiate du lemme 5.3.2 (qui traite le casn = 0), et la seconde se déduit de la
première (dans laquelle on aura fixén = 1) en observant queP s0 + pΛ etQs0 + qΛ sont les enveloppes
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convexes de points deJs + Λ : par exemple,

P s0 + pΛ =
〈{
P s0 ;P sp ; (q, p)

}〉
s

=

〈{
P s0 ;P sp ;

qP sp + pQsq
q + p

}〉

s

.

À présent, nous allons redéfinir les fonctions “coefficients” Fs(·, ·) de la proposition 5.2.2 d’un point
de vue légèrement différent. SoitF leZ–module des fonctionsF : Z2 → Z à support fini. On peut définir
une loi de convolution surF en posantF ∗ G(u) =

∑
x+y=u F (x)G(y), de sorte que supp(F ∗ G) ⊂

supp(F )+ supp(G). De plus, en notant1lU la fonction caractéristique d’un ensembleU , définissons les
éléments suivants deF :

Fs = 1lJs pours ∈ {0, 1,∞} .
On vérifie sans mal que l’égalité de la proposition 5.2.2 alieu pour s ∈ {0, 1,∞}. Enfin, pour

s ∈ Q r {0, 1,∞}, nous allons définirFs par récurrence. DansH2 muni de la triangulation de Farey,
considérons la droiteLs qui joint às le point

√
−1 de la droite0∞. Notonss0, s1 les extrémités de la

première arête de Farey rencontrée parLs (au plus près des). Nous appelonss0 et s1 lesparentsdes.
Quitte à échanger les indices, on peut supposer ques1 admet pour parentss0 et un autre points′ ∈ Q
(par convention, les parents de1 sont0 et∞). Voir la figure 5.3.2. En particulier, on a

(p, q) = (p1, q1) + (p0, q0)

(p′, q′) = (p1, q1)− (p0, q0)

}
où (s, s′, s0, s1) =

(
q

p
,
q′

p′
,
q0
p0
,
q1
p1

)
. (5.7)

Définition 5.3.4. Pour toute configuration du type ci-dessus, on pose

Fs := (Fs0 ∗ Fs1 ∗ 1lΛ)− Fs′ oùΛ = {(0, 0); (0, 2); (2, 0)}. (5.8)

Comme le dual de la triangulation de Farey est un arbre (graphe sans cycles), cette définition n’est
pas contradictoire. Par récurrence,Fs appartient àF . On vérifie sans peine que (5.8) n’est qu’une refor-
mulation de (5.5), de sorte que (5.8) coı̈ncide avec notre première définition (prop. 5.2.2) deFs. Les trois
lemmes qui suivent (numérotés 5.3.5 – 5.3.6 – 5.3.7) ont pour but de montrer queFs a pour supportJs
et queFs(Js) ⊂ Z>0, pour touts ∈ Q. Le lecteur est invité à lire d’ores et déjà les trois énoncés (les
trois démonstrations pourraient être rédigées sous laforme d’une unique récurrence surs, portant sur la
conjonction des trois énoncés).

Lemme 5.3.5.Pour toute configuration du type ci-dessus où s ∈ Qr {0, 1,∞}, l’ensembleJs′ r Js est
réduit à un unique point (extrémal)xs deJs′ , etJs0 + Js1 + Λ = Js ⊔ {xs}.

Remarque :si s ∈ Q r {0,∞}, suivant le lemme 5.3.2, nous appelons “extrémaux” les points
P s0 , P

s
p−1, Q

s
0, Q

s
q−1 deJs (cette liste peut comporter des répétitions). Sis ∈ {0,∞}, alorsJs est réduit

à un point (extrémal)P sp−1 = Qsq−1.

Démonstration.Soit (α, β) un élément deJs′ . Par (5.7) on aZs′ = Zs donc(α, β) satisfait aux condi-
tions de congruence de (5.6). Toujours en vertu de (5.7), on ap′ ≤ p et q′ ≤ q donc les trois premières
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inégalités de (5.6) sont aussi satisfaites en(α, β). Pour la quatrième inégalité, considérons la forme
linéaireϕs(α, β) = pα+ qβ. Clairement,ϕs(Zs) ⊂ 2Z. De plus, observons que

ϕs(P
s′

i ) = pq′ − qp′ + 2ip

ϕs(Q
s′

j ) = qp′ − pq′ + 2jq

pq′ − qp′ = 2(p0q1 − p1q0) = ±2 (s0, s1 voisins dans le graphe de Farey).

Ainsi, si p′ = 0 (resp.q′ = 0), en prenant pourxs l’unique pointQs
′

0 (resp.P s
′

0 ) de Js′ , on obtient
ϕs(xs) = −2. Sip′q′ > 0, on trouve qu’exactement un pointxs parmi{P s′0 , Q

s′
0 } satisfaitϕs(xs) = −2

tandis queϕs(x) ≥ 0 pour tout autre point extrémalx de Js′ . Par conséquent, surJs′ r {xs} on a
ϕs > −2 c’est-à-direϕs ≥ 0. D’où la première affirmation.

Montrons à présent la seconde affirmation. Pour(y′0, y
′
1, λ) ∈ Js0×Js1×Λ, il est à nouveau immédiat

de vérifier que(α, β) = y′0+y
′
1+λ satisfait aux conditions de congruence et aux trois premières inégalités

de (5.6). Pour la quatrième, calculons

ϕs(P
s0
i ) = p1q0 − p0q1 + 2ip ϕs(P

s1
i ) = p0q1 − p1q0 + 2ip

ϕs(Q
s0
j ) = p0q1 − p1q0 + 2jq ϕs(Q

s1
j ) = p1q0 − p0q1 + 2jq.

À nouveau, observons quep0q1 − p1q0 = ±1. Un argument semblable au précédent (portant cette fois
sur les points extrémaux deJs0, Js1 et non deJs′) montre queϕs prend la valeur−1 en exactement un
point y0 ∈ {P s00 , Qs00 } (resp.y1 ∈ {P s10 , Qs10 }) et queϕs ≥ 1 a lieu surJs0 r {y0} (resp.Js1 r {y1}).
De plus,yk appartient àJsk

pourk ∈ {0, 1} (c’est une conséquence immédiate du lemme 5.3.2, à moins
quepkqk = 0, auquel cas la vérification est aisée). Le tableau suivantrésume les deux cas possibles pour
les pointsy0, y1, xs.

p0q1 − p1q0 y0 y1 xs

Cas1 −1 Qs00 P s10 P s
′

0

Cas2 1 P s00 Qs10 Qs
′

0

(5.9)

0 0s0 s0s1 s1s ss′ s′

Cas2Cas1

FIG. 5.3.2 – Deux cas de figure dans le diagramme de Farey.

En utilisant les relations (5.7) et la définition deP si et deQsj, on vérifie immédiatement quey0 +
y1 = xs dans les deux cas. Commeϕs est linéaire, on peut enfin en déduire quexs est le seul point de
Js0 + Js1 + Λ en lequelϕs < 0. Cela donne une inclusion de l’égalité à démontrer.

Pour l’inclusion réciproque,Js ⊔ {xs} ⊂ Js0 + Js1 + Λ, nous nous contenterons de traiter le cas1
ci-dessus (le cas2 est semblable). Par le tableau (5.9), commeQs00 etP s10 appartiennent àJs0 etJs1 , on
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a q0, p1 > 0. Au vu du corollaire 5.3.3, il suffit de montrer que

Js ⊔ {xs} ⊂ (Js0 + P s10 + p1Λ) ∪ (Js1 +Qs00 + q0Λ). (5.10)

Toujours en vertu du corollaire 5.3.3, commeP s10 + Zs0 = Zs, on a

Js0 + P s10 + p1Λ =
〈
P s10 +

(
{P s0i |0 ≤ i < p0 + p1} ∪ {Qs0j |0 ≤ j < q0 + p1}

)〉
s

=
〈
{P si |0 ≤ i < p} ∪ {Qs00 + P s10 , Qs0q0+p1−1 + P s10 }

〉
s

= 〈{P si |0 ≤ i < p} ∪ {xs, T0}〉s
où T0 = (q − 2q0, p + 2(q0 − 1)).

(Pour écrire la seconde ligne, on a remplacé la liste desQs0j par ses termes extrémaux : cela est justifié
parce queq0 + p1 > 0). De même, pour l’autre terme du membre de droite de 5.10, ona

Js1 +Qs00 + q0Λ =
〈
{Qsj |0 ≤ j < q} ∪ {xs, T1}

〉
s

où T1 = (q + 2(p1 − 1), p − 2p1).

D’après les deux calculs ci-dessus, lesP si etQsj qui selon le lemme 5.3.2 définissentJs (figure 5.3.1, à
droite) appartiennent tous àJs0 + Js1 + Λ. Notons en outre queT0 (resp.T1) possède la même abscisse
(resp. ordonnée) quexs = (q′,−p′). Par conséquent, les pointsQsq−1, T0, T1, P

s
p−1 apparaissent dans cet

ordre sur le côtéE = Qsq−1P
s
p−1 deJs. Enfin, le côtéP s0Q

s
0 deJs (défini par “ϕs = 0”) séparexs de

E : l’union des enveloppes convexes de{P s0 , P sp−1, xs, T0} et de{Qs0, Qsq−1, xs, T1} contient donc celle
de{P s0 , P sp−1, Q

s
0, Q

s
q−1} (figure 5.3.1, à droite). On a donc bien (5.10).

Lemme 5.3.6. Pour touts ∈ Q, la fonctionFs a pour support une partie deJs, et si c est un point
extŕemal deJs, alorsFs(c) = 1.

Démonstration.Nous montrons les deux affirmations par récurrence simultanée. Elles sont vraies pour
s ∈ {0, 1,∞} ; admettons–les donc pours0, s1, s′ et montrons–les pours. Par (5.8),Fs a pour support
une partie de(Js0 + Js1 + Λ) ∪ Js′ = Js ∪ {xs}, oùxs est défini comme au lemme 5.3.5. Rappelons
la forme linéaireϕs de la démonstration du lemme 5.3.5 : surJs0 , Js1 ,Λ, la formeϕs atteint ses minima
respectifs uniquement aux points extrémauxy0, y1, 0 ; par conséquentxs est réalisé dansJs0 + Js1 + Λ
uniquement comme la sommey0 + y1 + (0, 0). De là, par récurrence,Fs0 ∗ Fs1 ∗ 1lΛ(xs) = 1. Maisxs
est aussi un point extrémal deJs′ , donc (5.8) donneFs(xs) = 0 : la fonctionFs a pour support une partie
deJs.

À présent, observons que le point extrémalP sp−1 deJs maximise la première coordonnée (une affir-
mation analogue vaut pourJs0, Js1 , Js′). CommeP sp−1 = P s0p0−1 + P s1p1−1 + (2, 0), on a par récurrence
Fs0 ∗ Fs1 ∗ 1lΛ(P sp−1) = 1. De plus,P sp−1 n’appartient pas àJs′ , parce que tout(α, β) deJs′ satisfait
α + β ≤ p′ + q′ − 2 < p + q − 2. Par (5.8), on trouveFs(P sp−1) = 1. De même,Fs(Qsq−1) = 1.
Considérons l’un des points extrémaux restants deJs (il en reste au plus deux), par exempleP s0 . Sans
perte de généralité, on ap ≥ 2 (autrement, le point aurait déjà été traité en tant queP sp−1). On ne
saurait avoir{p0, p1} = {0, p} à moins que|p0q1 − p1q0| ≥ p > 1 (rappelons ques0, s1 sont voi-
sins dans le graphe de Farey). Par conséquentp0, p1 ≥ 1. Notons que les pointsP s0 , P

s0
0 , P s10 sont

les minimisateurs respectifs surJs, Js0 , Js1 de la forme(α, β) 7→ β + εα, où ε est très petit. Comme
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P s0 = P s00 +P s10 +(0, 0), on trouveFs0 ∗Fs1 ∗1lΛ(P s0 ) = 1. Enfin,P s0 ne peut pas appartenir àJs′ à cause
de sa seconde coordonnée,−p < −p′. Par (5.8), on en déduitFs(P s0 ) = 1. De même,Fs(Qs0) = 1.

Lemme 5.3.7.Pour touts ∈ Q, on aFs(Js) ⊂ Z>0. Sis /∈ {0,∞} alors

1lJs · sup





1l{P s0
0 } ∗ Fs1 , 1l{P s1

0 } ∗ Fs0 ,

1l{Qs0
0 } ∗ Fs1 , 1l{Qs1

0 } ∗ Fs0



 ≤ Fs .

Remarque 5.3.8.Par le corollaire 5.3.3 et le lemme 5.3.5, chaque fonction àl’intérieur des accolades
a pour support une partie deJs ⊔ {xs} (puisque, par exemple,P s00 ∈ Js0 + Λ). En d’autres termes, on
peut remplacer1lJs par1lZsr{xs} sans changer la force de l’énoncé.

Démonstration.À nouveau, les deux affirmations se démontrent par récurrence simultanée. Elles valent
pour s ∈ {0, 1,∞} ; supposons–les pours0, s1, s′, et montrons–les pours. Rappelons la convention
prise : les parents des1 sonts0 et s′ (donc en particulier,s1 6= 0,∞). On a vu en démontrant le lemme
5.3.5 quexs est ou bienP s00 +Qs10 = Qs

′

0 ou bienQs00 +P s10 = P s
′

0 . De même,xs1 est ou bienP s00 +Qs
′

0

ou bienQs00 + P s
′

0 . En fait, en utilisant (5.7) et la caractérisation génériqueϕσ(xσ) = −2, on vérifie
facilement que

xs1 = P s00 +Qs
′

0 ⇐⇒ q0p
′ − p0q

′ = −1 ⇐⇒ xs = Qs
′

0 ;

xs1 = Qs00 + P s
′

0 ⇐⇒ p0q
′ − q0p′ = −1 ⇐⇒ xs = P s

′

0 .
(5.11)

Définissons, en général,Gs = Fs∗1lΛ. Le lemme 5.3.6 implique immédiatementGσ(P σ0 ) = Gσ(Q
σ
0 ) =

1 pour toutσ ∈ Q (à nouveau, il faut vérifier cela séparément pourσ = 0,∞). En vertu du lemme 5.3.5
et de l’hypothèse de récurrence, on aFs0 ∗ Fs1 ∗ 1lΛ > 0 surJs. De plus, par (5.8),

Fs + Fs′ = Fs0 ∗ Fs1 ∗ 1lΛ

=
∑

λ∈(Js0+Λ)

Gs0(λ) · 1l{λ} ∗ Fs1

=
[(

1l{P s0
0 } + 1l{Qs0

0 }

)
∗ Fs1

]
+

∑

λ∈(Js0+Λ)

λ6=P s0
0 ,Q

s0
0

Gs0(λ) · 1l{λ} ∗ Fs1 .

Ainsi, si nous parvenons à montrer

1l{P s0
0 } ∗ Fs1(x) ≥ Fs′(x) ; 1l{Qs0

0 } ∗ Fs1(x) ≥ Fs′(x) pour toutx 6= xs , (5.12)

alors nous aurons d’une partFs > 0 sur Js (en effet,(Fs + Fs′)(Js) ⊂ Z>0 par le lemme 5.3.5, et

Fs + Fs′ ≥ 2Fs′ > 0 surJs′ r {xs}), et d’autre partFs ≥ sup
{
1l{P s0

0 } ∗ Fs1 , 1l{Qs0
0 } ∗ Fs1

}
surJs. Ce

serait déjà la moitié du lemme 5.3.7.
En utilisant la relationP s00 = −Qs00 et les égalités1l{ξ} ∗ 1l{η} = 1l{ξ+η} et1l{ξ} ∗ f(x+ ξ) = f(x),

l’équation (5.12) équivaut à

Fs1(y) ≥ 1l{Qs0
0 } ∗ Fs′(y) si y 6= xs +Qs00 (5.13)

Fs1(y) ≥ 1l{P s0
0 } ∗ Fs′(y) si y 6= xs + P s00 . (5.14)
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Poury 6= xs1 , ces deux inégalités sont déjà vraies par récurrence (s0, s
′ sont les parents des1). Pour

y = xs1, au vu de (5.11), il y a deux cas possibles :
– Si xs = P s

′

0 alorsxs1 = xs + Qs00 donc (5.13) est vraie, et (5.14) n’a plus qu’à être vérifi´ee en
y = xs1. On aFs1(xs1) = 0 et

1l{P s0
0 } ∗ Fs′(xs1) = Fs′(xs1 − P s00 ) = Fs′(P

s′

0 + 2Qs00 ).

Toutefois, (5.7) donneϕs′(P s
′

0 + 2Qs00 ) = 2(p0q
′ − q0p′) = −2 ; par conséquent, le point(P s

′

0 +
2Qs00 ) n’appartient pas àJs′ et1l{P s0

0 } ∗ Fs′(xs1) = 0.

– De même, sixs = Qs
′

0 alors (5.14) est vrai, et pour (5.13) on n’a plus qu’à vérifier 1l{Qs0
0 } ∗

Fs′(xs1) = Fs′(Q
s′
0 + 2P s00 ) = 0 parce queϕs′(Qs

′

0 + 2P s00 ) = −2 < 0.

Il reste à montrer queFs ≥ sup
{

1l{P s1
0 } ∗ Fs0 , 1l{Qs1

0 } ∗ Fs0
}

sur Js. Par les minorations deFs
qu’on vient d’établir, il suffit de s’assurer que

1l{P s1
0 } ∗ Fs0 ≤ 1l{P s0

0 } ∗ Fs1 ; 1l{Qs1
0 } ∗ Fs0 ≤ 1l{Qs0

0 } ∗ Fs1 surZs r {xs}. (5.15)

Concentrons notre attention sur la première inégalité (la seconde se traite de même). Elle équivaut, par
la même méthode que précédemment, à :

1l{P s′

0 } ∗ Fs0(y) ≤ Fs1(y) si y 6= xs +Qs00

(on a utiliséP s
′

0 = P s10 +Qs00 , une conséquence de (5.7)). Mais cette inégalité est vraie (par récurrence)
du moment quey 6= xs1. À nouveau, au vu de (5.11), il reste deux cas possibles au point y = xs1 :

– Sixs = P s
′

0 alorsxs1 = xs +Qs00 et il n’y a rien à montrer ;
– Si xs = Qs

′

0 , il suffit de montrer l’inégalité ci-dessus eny = xs1 . D’une part,Fs1(xs1) = 0 ;
d’autre part,

1l{P s′

0 } ∗ Fs0(xs1) = Fs0(xs1 − P s
′

0 ) = Fs0(P
s0
0 + 2Qs

′

0 )

mais, par (5.7),ϕs0(P
s0
0 + 2Qs

′

0 ) = 2(q0p
′ − p0q

′) = −2 < 0 donc le point(P s00 + 2Qs
′

0 )
n’appartient pas àJs0 et1l{P s′

0 } ∗ Fs0(xs1) = 0.

Le théorème 5.1.1 est démontré pour touts ∈ Q.

5.4 L’application de Markoff formelle

La figure 5.4.1 montre le domaineJs et les valeurs de la fonctionFs pour quelques-uns des rationnels
s ∈ Q les plus simples. On a disposé les domainesJs dans les régionsRs du complémentaire d’un
arbre planaire trivalent. Dans chaque cas, les pointsx du réseau affineZs ont été identifiés (par une
transformation affine) aux cellules hexagonales d’un nid d’abeilles, décorées avec les nombresFs(x).
Les cellules vides contiennent l’entier0, par convention. Les coordonnées ont été pivotées de telle sorte
que le côtéP s0Q

s
0 du quadrilatèreJs est toujours le côté supérieur, plutôt que le côté inférieur gauche

comme dans la figure 5.3.1. Après pivotement, le côté gauche deJs est constitué dep cellules (lesP si ) ;
le côté droit, deq cellules (lesQsj). Les cellules solitaires, marquées1, situées au dessous à gauche et au
dessous à droite de la “racine” de l’arbre (gros point sombre) correspondent aux cas exceptionnelss = 0
ets =∞. La cellule solitaire au dessus de la racine correspond às = −1 ; nous allons bientôt souligner
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FIG. 5.4.1 – L’application de Markoff universelle (formelle).La somme des entiersFs(·, ·) dans chaque
“sac” est un nombre de Markoff.

à nouveau le sens de cette convention (déjà évoquée dans l’introduction du chapitre). Notons les1 situés
aux coins de chaqueJs, tout comme dans le lemme 5.3.6. Il est facile de montrer par récurrence (exercice
laissé au lecteur) que les côtés inférieur, droit, et gauche de chaqueJs contiennent toujours des lignes du
triangle de Pascal : siv = (2,−2) alors

Fs(P
s
i ) =

(
p− 1
i

)
; Fs(Q

s
j) =

(
q − 1
j

)
; Fs(Q

s
q−1 + kv) =

(
p+ q − 1

k

)
.

Notons la disposition des différentsJs dans le complémentaireU d’un arbre planaire trivalent :
cet arbre doit être vu comme le dual de la triangulation de Farey deH2, de sorte que chaque com-
posante connexeRs deU correspond à une horoboule centrée au point rationnels. Chaque configu-
ration s, s0, s1, s′ (du type étudié à la section précédente) correspond enfait à un couple de compo-
santesRs0, Rs1 contiguës deU (partageant une arête), avec leurs deux voisines communesRs, Rs′ .
Comme la formule (5.8) est symétrique ens, s′, on peut l’appliquer à rebours afin de définirFs pour
tout s deP1Q (et pas seulement deQ). On a (très) partiellement fait cela sur la figure 5.4.1 en montrant
J−1 = {(−1,−1)} juste au dessus de la racine. Toutefois, le dessin complet présenterait une symétrie
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diédrale d’ordre6 autour de la racine (cette symétrie correspond aux permutations des variablesX,Y,Z
de (5.1)), et on a donc choisi de n’explorer qu’un sixième del’arbre sur la figure 5.4.1. Cette symétrie
d’ordre6 est aussi la raison pour laquelle on a préféré des nids d’abeilles à une autre forme géométrique
(carrée par exemple) pour les cellules des domainesJs. À titre d’exercice, le lecteur peut s’amuser à
prouver par récurrence sur l’arbre, en utilisant (5.7), les formules suivantes (vraies pour touts ∈ P1Q)
qui expriment deux involutions engendrant le groupe de sym´etrie isomorphe àS3 :

F 1
s
(α, β) = Fs(β, α) ; F−1−s(α, β) = Fs(−2− α− β, β)

(La transformation de Möbius agissant sur l’indices permute les rationnels−1, 0,∞ tandis que les
transformations affines agissant sur l’argument(α, β) permutent les singletons associésJ−1, J0, J∞,
ainsi que les points de−Λ).

5.5 Généralisation conjecturale

Le polynôme de MarkoffM = X2 + Y 2 + Z2 −XY Z rencontré à la partie 5.2 est de degré2 en
chaque variable. C’est pour cette raison que toute solution(X,Y,Z) de l’équationM = 0 en définit
beaucoup d’autres : en regardantM comme un polynôme de degré2 en, mettons, la variableX, on peut
toujours remplacerX par la racine conjuguée. Ainsi, le produit libreG de trois copies deZ/2Z agit
naturellement sur la variétéM = 0 par isomorphismes. Une propriété analogue est encore vraie si nous
remplaçonsM parn’importe quelpolynôme de degré2 en chacune de ses variables (en autorisant des
monômes tels queX2Y 2ZT ), et que nous admettions des actions par isomorphismes birationnels.

Dans cette partie, nous conjecturons une généralisationdu théorème 5.1.1 à tous les polynômesM
enN variables qui sontunitaires de degŕe 2en chaque variable. Plus exactement, nous montrons que cer-
taines expressions pour l’action deG sont des polynômes de Laurent (comme dans la proposition 5.2.2),
et conjecturons que les coefficients sont positifs (on trouvera dans [FZ] une conjecture plus générale).
Les coefficients deM seront eux-mêmes regardés comme des variables (ci-dessous notéesAI ). Nous
nous plaçons sur le corps complexeC.

SoitN ≥ 2 un entier, et notons[[N ]] l’ensemble des entiers{1, 2, . . . , N}. Pour toutI ⊂ [[N ]], fixons
un paramètre formelAI : soit K un corps algébriquement clos qui contientC et lesAI . Considérons
l’équation de type Markoff enN variablesX1 . . . ,XN surK :

N∑

i=1

X2
i +

∑

I⊂[[N ]]

AI
∏

i∈I
Xi = 0 . (5.16)

Soit V ⊂ KN le sous–ensemble algébrique affine défini par (5.16). Pourtout k ∈ [[N ]] et tout point
(x1, . . . , xN ) deV ∩K∗N , définissons

Ek(x1, . . . , xN ) := (x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn)

où xk =


∑

i6=k
x2
i +

∑

I⊂[[N ]]r{k}
AI
∏

i∈I
xi



/

xk .
(5.17)
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Alors Ek définit une action birationnelle deZ/2Z surV : en effet,xkxk est le produit des racines de
(5.16), vu comme polynôme de degré2 en lak-ème variable. En faisant décrire[[N ]] park, nous obtenons
une action birationnelle surV par le produit libreG deN copies deZ/2Z.

Notons que la variableA[[N ]] est absente de la définition (5.17) de chaque générateurEk : par
conséquent,G agit sur chaque “variété de niveau” deKN définie par

B(x1, . . . , xN ) :=




N∑

i=1

x2
i +

∑

I([[N ]]

AI
∏

i∈I
xi



/

N∏

i=1

xi = constante (5.18)

(en effet,B(x1, . . . , xN ) n’est autre que la valeur deA[[N ]] pour laquelle un point donné(x1, . . . , xN )
satisfait (5.16), lorsque tous les{AI}I([[N ]] sont donnés). En particulier,B(x1, . . . , xN ) est invariant
sous l’action deEk sur KN : par conséquent, l’expression donnée en (5.17) pourEk s’étend en une
involution birationnelle deKN qui respecteB. Dorénavant, nous considéronsG comme agissant surKN

par isomorphismes birationnels.

Proposition 5.5.1. Pour toutg dansG et toutx = (x1, . . . , xN ) dansKN , les coordonńees deg · x sont
des polyn̂omes en les variables{x±1

i }i∈[[N ]] et{AI}I([[N ]] à coefficients dansZ dépendant seulement de
g.

Remarque 5.5.2.Nous conjecturons que ces coefficients entiers sont positifs. Le théorème 5.1.1 corres-
pond au casN = 3 sous la spécialisationAI ≡ 0 : par exemple,E1(x, y, z) = (y

2+z2

x , y, z).

Démonstration.Nous raisonnons par récurrence surG, en utilisant les générateursEk. Si g est l’identité
deG, il n’y a rien à montrer. Supposons la proposition vraie pour g, de sorte queg · (x1, . . . , xN ) =
(y1, . . . , yN ) où chaqueyj est un polynôme en les{x±i }i∈[[N ]] et les{AI}I([[N ]], à coefficients entiers. Il
s’agit de montrer que les coordonnées de

Ek(y1, . . . , yN ) = (y1, . . . , yk, . . . , yN )

sont également des polynômes, oùyk est donné comme en (5.17). Nous avons dit que le membre de
gaucheB(x1, . . . , xN ) de (5.18) est (formellement)Ek-invariant pour chaquek ∈ [[N ]] ; par conséquent
on a nécessairementB(x1, . . . , xN ) = B(y1, . . . , yN ). En utilisant (5.17), notons que

yk =


∑

i6=k
y2
i +

∑

I⊂[[N ]]r{k}
AI
∏

i∈I
yi



/

yk

=




(
B(y1, . . . , yN )

N∏

i=1

yi

)
− y2

k −
∑

I([[N ]]

k∈I

AI
∏

i∈I
yi




/
yk

= B(x1, . . . , xN )


 ∏

i∈[[N ]]r{k}
yi


− yk −

∑

I([[N ]]

k∈I

AI
∏

i∈Ir{k}
yi .

En insérant la formule (5.18) pourB(x1, . . . , xN ), cette dernière expression est clairement un polynôme
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en les variables{x±1
i }i∈[[N ]] et{AI}I([[N ]] à coefficients entiers. C’est là un analogue direct de (5.5).
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Résuḿe — Nous étudions certaines décompositions deM en polyèdres idéaux, oùM est une variété
hyperbolique à pointe(s), de dimension3. Par un théorème d’Epstein et Penner, il existe une telle
décomposition, dite “de Delaunay”, canonique en un sens g´eométrique.

Au chapitre 1 nous trouvons la décomposition de Delaunay quandM fibre sur le cercle avec pour
fibre un tore percé. La méthode consiste à “deviner” la combinatoire de la décomposition, puis à trouver
des angles dièdres positifs pour ses polyèdres combinatoires : un théorème de Rivin dit que tout point
critique de la fonctionelle volume dans l’espace de déformation des angles dièdres fournit la métrique
hyperbolique. Les inégalités établies pour montrer l’existence d’un tel point critique permettent alors de
vérifier que la décomposition est bien de Delaunay.

Au chapitre 2 nous étendons la méthode à certains complémentaires d’entrelacs (entrelacs à 2 ponts
notamment). Au chapitre 3 nous l’étendons aux coeurs convexes de groupes quasi–fuchsiens du tore
percé (la décomposition est alors infinie, et certaines pièces ne sont pas des polyèdres). Nous obtenons
ainsi une nouvelle preuve du théorème des laminations de plissage pour le tore percé. Au chapitre 4, nous
étendons partiellement la méthode aux complémentairesd’entrelacs arborescents : sans trouver de point
critique, nous caractérisons les entrelacs arborescentshyperboliques.

Au chapitre 5, qui éclaire un passage du chapitre 3, nous montrons que certains polynômes de
Laurent, qui généralisent les nombres de Markoff, n’ont que des coefficients positifs.

Abstract — We study certain decompositions ofM into ideal polyhedra, whereM is a cusped hyperbo-
lic 3–manifold. A result of Epstein and Penner states that such a decomposition exists : in particular, the
so–called Delaunay decomposition, which is canonical in a geometric sense.

In Chapter 1, we find the Delaunay decomposition forM a punctured–torus bundle over the circle.
The method is to “guess” the combinatorics of the decomposition, then find positive dihedral angles for
its combinatorial polyhedra : by a theorem of Rivin, any critical point of the volume functional in the
deformation space of dihedral angles gives the hyperbolic metric. The inequalities involved in showing
that such a critical point exists also imply that the decomposition is indeed Delaunay.

In Chapter 2, we extend the method to certain link complements (notably,2–bridge links). In Chap-
ter 3 we extend it to convex cores of quasifuchsian punctured–torus groups (here the decomposition
is infinite, and has some non–polyhedral pieces). As a corollary, we reprove the Pleating Lamination
Theorem for punctured–torus groups. In Chapter 4, we partially extend the method to arborescent link
complements : without finding critical points, we characterize hyperbolic arborescent links.

In Chapter 5, extending a proposition of Chapter 3, we show that certain Laurent polynomials, which
generalize the Markoff numbers, have only positive coefficients.

Mots-clés — Géométrie hyperbolique, Triangulations idéales, Volume hyperbolique, Tore percé,
Groupes quasi–fuchsiens, Laminations de plissage, Entrelacs arborescents.
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