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Introduction

L’étude des problemes d’interaction fluide-structure revet un intérét croissant
depuis quelques dernieres années. Divers domaines de la recherche sont confrontés a
ces problématiques, que ce soit dans I'aéronautique, le génie civil ou la construction
navale. L’évolution de I'imagerie médicale ainsi que les avancées en biomécanique,
ont ouvert de nouvelles problématiques dont celle du flux artériel qui possede toutes
les caractéristiques d’un probleme d’interaction fluide-structure. Ce probleme est
I'objet de cette these, plus précisément on s’intéresse a l'analyse de 1’écoulement
sanguin dans une artere. Ces travaux s’inserent dans la thématique “fluide struc-
ture” de 'UMR-CNRS 6134 de I'Université de Corse. L’équipe du professeur P.
Orenga a acquis une expérience dans I’étude mathématique des problemes d’interac-
tion fluide-structure. Ces travaux ont été initiés par la these de R. Papi [62] traitant
d’un probleme de plaque couplée a un modele linéaire de fluide, puis par celle de
F. Flori [26] dans laquelle est étudié un modele de fluide compressible dans un do-
maine variable délimité par une plaque mince. Une synthese des différentes avancées
mathématiques réalisées par cette équipe est présentée dans I’habilitation a diriger

les recherches de F. Flori [27].

La modélisation du flux artériel comprend deux types de couplage fluide-structure.
D’une part I’évolution de solides déformables représentant les globules dans le plasma,
d’autre part les déformations de 'artere soumise aux contraintes musculaires ainsi
qu’a la pression du flux sanguin. Pour ce qui suit, seul le deuxiéme phénomene sera
pris en compte, car le comportement des globules sera englobé dans la modélisation
du sang qui sera considéré comme un fluide homogene. Cependant le lecteur peut

notamment se référer aux travaux de C. Grandmont et Y. Maday [38], de M. Bou-
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lakia [8] ou de B. Desjardins et M.J. Esteban [17] pour des résultats d’existence de
solutions aux problemes d’interactions de solides au sein d'un fluide.

En ce qui concerne I'étude des équations de Navier-Stokes incompressibles dans
des domaines délimités par une structure déformable, on peut citer les travaux de
A.Chambolle, B. Desjardins, M.J. Esteban et C. Grandmont [12] qui montrent 1’exis-
tence de solutions faibles pour un fluide couplé a une plaque. Pour un fluide com-
pressible, dans [32] F .Flori et P. Orenga montrent 1'existence de solutions faibles
pour les équations de Navier-Stokes compressibles couplées a un opérateur de plaque.
Enfin, on peut citer H. Beirao da Veiga [15] qui montre 'existence de solutions fortes
locales en temps pour un probleme de flux artériel.

Le premier chapitre est consacré a la modélisation biomécanique du flux artériel.
Nous présentons quelques éléments de biomécanique permettant d’obtenir un modele
de sang incluant les globules et un modele d’artere dérivant d’'un opérateur de coque.
Dans le second chapitre, nous effectuons ’analyse numérique du probleme couplé en
utilisant un modele de sang simplifié. Cette étude a pour but de mettre en évidence
les difficultés numériques liées au couplage. Le troisieme chapitre constitue la partie
centrale de cette these. On y présente un résultat d’existence lorsque le fluide est
modélisé par un modele de Navier-Stokes compressible. Enfin le dernier chapitre est
consacré a la résolution numérique du probleme compressible a frontieres variables

a l'aide d’une formulation A.L.E. couplée a la méthode de Galerkin.
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Chapitre 1

Chapitre 1

Modélisation

Dans ce premier chapitre nous présentons les différents modeles mathématiques
de couplage sang artere étudiés dans le cadre de cette these.

Dans un premier temps, nous donnons quelques notions de biomécanique. En
particulier nous présentons les principes de modélisation du flux sanguin et des
arteres. Nous déterminons dans quel cadre 1’écoulement du sang dans une artere
peut étre associé a la solution des équations de Navier-Stokes couplées a un modele
de coque cylindrique de Donnell.

Ce chapitre n’a pas pour but d’exposer la construction d'un modele biomécanique
des plus réalistes mais simplement de proposer un modele mathématique pouvant
traduire le comportement d’une partie du systeme vasculaire humain. Mathématique-
ment, le modele obtenu contient les difficultés liées a 1’étude des équations de Navier-
Stokes non-linéaires compressibles dans un domaine évoluant au cours du temps. Les
variations du domaine sont liées au couplage entre les solutions du probleme fluide
et celles du probleme de structure. La régularité de la frontiere du domaine fluide
dépend de la solution du probleme couplé puisque la frontiere mobile est décrite par
le déplacement de la structure. Ce lien est la principale difficulté des problemes de

couplage fluide-structure.

1.1 Eléments de Biomécanique - Flux Sanguin

Au cours de ces trente dernieres années, la biomécanique a connu une grande

évolution. Cette discipline est devenue un élément indispensable de la médecine mo-
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Chapitre 1 1.1. Eléments de Biomécanique - Flux Sanguin

derne. Les applications sont multiples et se divisent principalement en deux familles,
d’une part la modélisation biomécanique qui est utilisée pour mieux traiter certaines
pathologies et d’autre part le développement d’outils de prédiction et de diagnos-
tic. Un des éléments importants de la biomécanique est ’étude des écoulements des
biofluides dans les différents systemes circulatoires (vasculaire, pulmonaire ...). La
modélisation de I’écoulement du flux sanguin dans une artere est I'un des problemes
de biofluide les plus étudiés. Les différents travaux réalisés sur ce sujet ont pour prin-
cipal objectif la compréhension de la formation ainsi que I’évolution des sténoses
qui sont la cause de nombreux accidents vasculaires cérébraux ou d’infarctus (de
nombreuses études sont également consacrées au comportement des anévrismes vas-
culaires).

Il est tres difficile de caractériser le comportement du flux sanguin. Les pro-
priétés rhéologiques du sang sont complexes et elles varient en fonction de nom-
breux parametres. Il est notamment important de remarquer que le sang n’est pas
un fluide homogene. Il est principalement composé de plasma dans lequel sont conte-
nues différentes particules (notamment les globules). Sous certaines conditions, le
comportement du sang peut étre assimilé a celui d’'un fluide newtonien. En effet,
lorsque le diametre de 'artere est “ bien plus grand ” que celui des globules, alors le
comportement de ’écoulement est newtonien [34]. En effet, la proportion des consti-
tuants du sang en suspension dans le plasma (qui lui est un fluide newtonien) est
d’environ un globule blanc pour 30 plaquettes et 600 globules rouges [20]. Ainsi, le
comportement des globules rouges, qui constituent ~ 45% du volume sanguin, in-
fluence principalement celui du sang. Plus ’hématocrite (concentration des globules
rouges dans le sang) est élevée, plus la viscosité du sang est grande. A titre indicatif,
on remarque que lorsque le sang possede un comportement newtonien, sa viscosité
est en moyenne trois fois supérieure a celle du plasma, mais ce rapport peut changer
sous l'influence de la déformabilité et de la viscosité interne des hématies qui peuvent

varier notamment sous ’action d’un traitement médical.
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Chapitre 1 1.1. Eléments de Biomécanique - Flux Sanguin

N S
L -
. r Red blood cell

EADAM

Fi1G. 1.1 — Le sang*

De nombreuses études utilisent les équations de Navier-Stokes avec un modele
de fluide newtonien pour simuler le comportement du flux sanguin dans les arteres:
on peut citer par exemple [4, 21, 53, 70, 77]. Pour le comportement non-newtonien,
on peut citer [34, 63] dans lesquels sont présentés différents modeles de viscosité.

En ce qui concerne les arteres, les parois artérielles ont un comportement visco-
élastique [2]. Ainsi dans le cas d’une section rectiligne, il est possible de modéliser
le probleme de couplage sang-artere en utilisant d’une part les équations de Navier-
Stokes pour décrire le comportement du fluide et d’autre part un modele de coque
de Donnell avec un amortissement de Kelvin-Voigt [76] pour la structure. Ce modele
de structure correspond a priori aux besoins de modélisation d’une artere souple
sans bifurcation et ayant un comportement visco-élastique.

En supposant que le déplacement de la paroi est symétrique par rapport a l'axe
de la coque cylindrique, ce modele de structure peut étre simplifié en considérant un
déplacement bi-dimensionnel qui ne dépend que de la position le long de ’axe.

Différents travaux ayant pour objet ce type de probleme ont déja utilisé des
modeles analogues couplant les équations de Navier-Stokes a divers modeles de struc-
ture de type coque cylindrique ou membrane: on peut citer par exemple [43, 15, 33,
52, 54].

Pour une exploration plus approfondie des problemes de modélisation et de
résolution numérique du couplage sang artere et plus géneralement du couplage
entre le flux sanguin et le systeme vasculaire, on peut se réferer aux travaux de A.

Quarteroni M. Tuveri et A. Veneziani [68, 69].

1. source: www.adam.com
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Chapitre 1 1.2. Artére: Une structure visco-élastique

1.2 Artere: Une structure visco-élastique

Nous présentons dans cette section les conditions d’utilisation d’un modele de
coque visco-élastique pour décrire le mouvement d’une artere lorsqu’on ne prend
pas en compte les forces extérieures (pesanteur, contractions musculaires, ...) qui

soumettent 'artere a des effets de translation et de rotation.

1.2.1 Modele de coque cylindrique

On suppose que 'artere est un solide élastique homogene isotrope occupant le
domaine compris entre deux cylindres co-axiaux de longueur L et de rayon R—h/2 et
R-+h/2. On considere 'épaisseur h tres petite devant R et L ce qui, en procédant a un
développement asymptotique (en h), permet de se ramener a un modele de coque
mince cylindrique de type Donnell. Les équations du modele linéaire de Donnell
s’écrivent en coordonnées cylindriques sur le domaine de référence 2, (correspondant

a la position de l'artere au repos) de la maniére suivante :

82 gaf ga: F, T
RQchﬁ fg — EhAS fg = Fg s (11)
& & F.
&a
ou | & représente le déplacement de 'artere par rapport a la configuration de
&r
Amm Am@ A:vr
référence €2, et ou A, = | Agr Ape  Agr | est U'opérateur symétrique d’élasticité
Arx ATG Arr

de composantes

R 9? 1 o2
Axx = + ano | o
(1 —=2v2)022  2R(1+ v.) 00?
Asy = #8_2 + #a_Q
YN RA=12)00° T 2(1+ 1) 022 )
v, 1 0
Aao = Ao = ((1 — 2 * 2(1 +1/c)) 8x8¢9) ’

v 0 1 0
A=A, =(—" = A =Ayg=(—" “
wr T A <R(1—y§)8x)’ br — b <R(1—yg)ae)’
[/ R a4+ 1 a4+22—yc ot . 1
12 \1—=v202z* R3(1—02)00* r1—uv200%0x? R(1—-v,)

Arr =
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Chapitre 1 1.2. Artére: Une structure visco-élastique

Les parametres v, E et o. sont respectivement le coefficient de Poisson, le module

de Young et la masse volumique de I'artere.

Valeurs moyennes
Module de Young 100k Pa
Coeflicient de Poisson 0.27
Masse volumique 1.2g/cm?

TAB. 1.1 — Valeurs moyennes des grandeurs biomécaniques des artéres

Les composantes des forces extérieures F,,Fy et F,. sont exprimées sur la confi-
guration de référence et seront décrites a la section 1.4. On note I'y la déformée de

Q.

On compléte ce modele en introduisant un terme d’amortissement traduisant le
comportement visco-élastique de I'artere. Un des termes les plus utilisés est 'amor-

tissement de Kelvin-Voigt [2, 76]. Le modele de coque viscoélastique s’écrit [71]:

(S) Roch—s | & | —EhAs| & | —CahAss | & | =| F |, (1.2)
57" g?“ 57" F?“

ou Cy > 0 est le coefficient d’amortissement de Kelvin-Voigt.

1.2.2 Modele axisymétrique

En I'absence d’action externe, on fait I’hypothese que les contraintes appliquées
a I'artere sont axisymétriques ce qui permet de supposer que les déformations le sont

aussi.
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Chapitre 1 1.2. Artére: Une structure visco-élastique

o ~13%=0

Fi1G. 1.2 — Plan de coupe

al T e

|

Fi1G. 1.3 — Coupe longitudinale de la coque cylindrique

Il est alors possible de s’affranchir de la dépendance en # et de se ramener a un

modele bidimensionnel dans lequel 'opérateur A, s’écrit :

0? 0
0z e
A, = ) (1.3)
,9  ra
‘Oz 12 0z
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Chapitre 1 1.2. Artére: Une structure visco-élastique

0
On munit l'opérateur A, des conditions aux bords &, = §, = & = 0 surdfl,

ox

(conditions d’encastrement).

Remarque 1.1. Dans le probleme couplé (Cy) (c.f. section 1.5) on applique des

2
conditions différentes §, = g—x = g%’
T z

certaines conditions, une solution analytique du probleme couplé.

= 0 surdf), dans le but d’obtenir, sous

La déformée de la coque cylindrique définit le contour d’un domaine fluide com-
pressible a frontiere libre. Pour pouvoir résoudre les équations du fluide, il est clair
que la frontiere doit avoir suffisamment de régularité. Pour cela, plusieur pistes
peuvent étre explorées. L'une d’entre elles consiste a régulariser I’équation de coque
avec un terme pénalisant. Une autre, que nous utilisons ici, consiste a modéliser le
déplacement par sa projection sur les premiers modes propres élastiques.

Soit

D(A,) = {(gx,gy) € (H'(Q,) x H*()) /& =& = % =0 sur 898} . (1.4)

le domaine de l'opérateur d’élasticité As. En remarquant que pour tout ¢ € D(Ay)

on a:

926, 0 ? 0.\
S (G [ (G e a i [[(5r) a0

on définit sur D(Ay), le produit scalaire suivant :

[ 06,00, 09, 82, B4, 96,
W)= | e ar Vo Ve T X g agr T Ot e tude

Muni de ce produit scalaire, D(Ay) est un espace de Hilbert qui s’injecte de maniere
compacte dans L?(£2,)2. De plus, on montre trivialement que l'opérateur A, est
autoadjoint. On note {\;},., la suite croissante formée par les valeurs propres de
Aj; les vecteurs propres unitaires associés {o;},;., forment une base hilbertienne de
12(9).

Le comportement élastique de la structure est régi par les modes propres de
lopérateur A,. En conséquence, de maniere analogue a B. Desjardins, M.J. Esteban,

C. Grandmont et P. Le Tallec [18], on modélise le déplacement ¢ de la structure, par

18



Chapitre 1 1.3. Modeéle de sang

sa projection sur les N, premiers modes propres de Ay, pour Ny fixé dans (IN*\ +00).

On pose:
Ns

E(te) = Ex(ta) = ) clt)ofz), (1.5)

i=1

olt les {G;};- v sont des fonctions ne dépendant que du temps.
En choisissant cette modélisation de la structure, la régularité de la frontiere
est suffisante et permet en particulier de définir la normale sur la frontiere I',. En
effet, puisque le domaine de référence de la structure 25 est un ouvert C'*°, alors les

vecteurs propres {o;};c v et & sont C°(€).

On définit 'application = suivante:

=: Q, = T
(2y) = (24 &(2)y +§&(x)
s\ o -
On note |J=| =1+ Dr le déterminant de la matrice jacobienne associée a =. Pour
x

que cette transformation ait un sens il faut que | Jz| # 0. On vérifie au chapitre 3 que

cette condition est satisfaite lorsque les données du probleme sont “bien choisies”.

1.3 Modele de sang

Dans cette section nous présentons les équations modélisant le comportement du
sang. On note T la période d’étude du probleme. Quel que soit ¢ € (0,7"), on note €,
le domaine occupé par le fluide et @ = Uy {t} X {2 On décompose la frontiere
de €); de la maniere suivante 0€); = I'y UT'x UT',. Le bord I'y représente la partie
mobile de la frontiere, I'y est la partie fixe a travers laquelle s’écoule le fluide et ',

représente 1'axe de révolution de la coque.
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Chapitre 1 1.3. Modeéle de sang

F
%0

\

Fi1G. 1.4 — Domaine d’étude

On se place dans le cas d’un fluide isentrotique ot 'on suppose que la pression
p ne dépend que de la densité p:
Cp

p=ap’, a>0, :621,

ou C, et (), sont respectivement les capacités calorifiques a pression constante et a
volume constant, v est le coefficient adiabatique.
On considere un modele dérivé des équations de Navier-Stokes compressibles

isentropiques NSCI [48].

88_11%1 + (u-V)u = F —aVp" +vAu+ %quivu dans@, (1.6)
()
% +divpu = 0 dans @,  (1.7)

ou le coeflicient de viscosité vérifie v > 0.

20



Chapitre 1 1.4. Conditions aux limites des problemes fluide

Dans [47], P.L. Lions établit rigoureusement des passages a la limite pour des
modeles de fluides visqueux, compressibles et isentropiques. En particulier en utili-
sant des résultats d’existence et de compacité obtenus dans [45] et [46], il montre

qu’asymptotiquement on peut déduire le systeme linéarisé autour d'un écoulement

constant
0 1
M JAu- ZvVdivu + Vp = 0, (1.8)
(F1) ot 3 5
o4 diva = 0. (1.9)

Sans difficulté, on obtient :

9P _Z AL _pAp—o, (1.10)

qui correspond a ’équation d’onde visqueuse. Lorsque v = 0, ce type de modele est
classiquement utilisé en acoustique et a déja fait I'objet d’une étude par R.Papi dans

le cadre d’'un couplage dynamique avec un opérateur de plaque mince [62].

Remarque 1.2. On verra par la suite (chapitre 3) que lorsque le probleme (F') est
couplé au probleme (9) il est nécessaire de prendre en compte les déformations du
domaine (méme si elles sont petites) pour obtenir la conservation de la masse et
de Iénergie. Lorsqu’on s’intéresse a un modele de type (F) ou (P) couplé a (S), il
n’est pas utile de prendre en compte les variations du domaine et 1’étude peut étre
réalisée sur le domaine fixe (2 = Q (chapitre 2). Toutefois ce type de modele n’est

utilisable que pour de faibles perturbations (comme en acoustique par exemple).

1.4 Conditions aux limites des problemes fluide

Nous décrivons ci-dessous les différentes conditions aux limites, des problemes

F, Fp et P, utilisées par la suite.

21



Chapitre 1 1.4. Conditions aux limites des problemes fluide

1.4.1 Conditions aux limites du probleme (F)

Sur les parties fixes du domaine, on applique la condition :
rotu=0sur (0,7) x (T'+UT,), (1.11)

que 'on complete par une condition sur (u - n).

Pour respecter I’axisymétrie, on applique la condition u-n = 0 sur £, = (0,7 x
r,.

On décompose 'y en deux parties, le sous-domaine I', a travers lequel le flux
est positif u-n > 0 (i.e. fluide sortant) et I'_ ot le flux est négatif u-n < 0 (i.e.
fluide entrant).

Les conditions aux limites traduisant le flux sont les suivantes

u-n= Gi = G+ 2 O, sur 2+ = (O,T) X F+, (112)
un=G=G_<0, sur X_=(0T)xTI_, (1.13)

ou G4 est une fonction définie sur ¥y = (0,7) x 1. Cette fonction représente le
flux a travers les deux sections circulaires de la coque.
Les conditions aux limites pour le flux sont complétées en imposant sur I'_, les

conditions suivantes:

ap’|lr_ =P surX_  siy > 1, (1.14)
(plogp — p)|r_ = PlogP, — P, sur¥_ sivy=1. (1.15)
(1.16)

Les modeles du sang (F') et de lartére (S) sont recouplés en imposant la conti-

nuité des vitesses a 'interface:

u(z) = % dans Qs = (0,7) x € (1.17)

et en modélisant la contrainte du fluide sur la structure par:

F = —on(2)|Jz| dans Qs, (1.18)
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Chapitre 1 1.4. Conditions aux limites des problemes fluide

ol o est le tenseur des contraintes du fluide. Cette condition permet de prendre en
compte le fait que 'action du fluide s’applique sur la structure déformée, mais elle
doit étre exprimée sur €2,. En effet il est nécessaire d’exprimer la contrainte du fluide
sur la configuration de référence de la coque (car le comportement de la structure
est exprimé en Lagrangien, donc par rapport a la configuration initiale). On obtient
en utilisant la condition (1.17), I’égalité suivante :

/SF% - —/QSU(E).n(E)u(E)|j5| - —/ (o.n)u. (1.19)

rs

1.4.2 Conditions aux limites du probleme (F7})

Le probleme (Fp) est utilisé dans le cas de faibles perturbations et dans un
domaine fixe ). La modélisation du couplage est donc différente de celle appliquée
au probleme (F) puisque la frontiere du fluide est constituée de la coque au repos
(Ts = Q).

On impose la condition
rotu=0sur (0,7) x (I, UT'L UQ,). (1.20)

On complete cette condition en imposant la vitesse normale de la maniere suivante:

un=Gy, sur Xy =3, UX_, (1.21)
u-n=0, sur X, (1.22)

0
u-n= 8—§-n, sur - Q. (1.23)

Remarque 1.3. Dans le repére cartésien formé par I'axe (0,z) de la coque et par

I'axe (0,y) qui lui est perpendiculaire (c.f. fig.1.4), la condition (1.23) s’écrit u, =
%y
ot

La condition rotu = 0 sur ()5 permet de justifier la forme de la contrainte o

appliquée par le sang sur €, [30]:

F, = 0, (1.24)
= —a(n)‘n:p—?divu. (1.25)
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1.4.3 Conditions aux limites du probleme (P)

Pour satisfaire la continuité des vitesses normales, on dérive par rapport au temps
I'égalité (1.23), pour obtenir grace a (1.8)
0? 1
8—15 ‘n = (Vp —vAu — gquivu) -n sur Q).
De plus, I'utilisation de (1.9) et (1.20) conduit a la condition :

0? 4 _0
8—t§ ‘n = (gyva—f + Vp) -n sur Q. (1.26)

La continuité des contraines imposée par (1.24-1.25) devient

F, = 0, (1.27)

4v 0
= —a(n)-n:p—ga—]t). (1.28)

1.5 Problemes couplés

Pour conclure ce chapitre de présentation, nous exposons les trois problemes de
couplage que l'on étudie par la suite. Dans le chapitre 2 on présente un résulat

d’existence ainsi qu'une méthode de résolution du probleme suivant :

24



Chapitre 1 1.5. Problémes couplés

1
M Au g/Vdivu + Vp=0, dans Qy.

a—l/
% + divu =0, dans Qy,

%, %, &y , P&, , 0%,
— Byc% — B 920 B Vc&xat =0, dans Q,,
9%, ', 0,
IS g B2 B
oz T Bxgpr + Breg - 1 B
¢ %€ o€ 4

By LS g, O 0% (2

TN e T ez T (p gdiv “) . dans Qs

ot? ox?

e & =6 = 2 =0 sur (0.7) x ({0} ULY)

rotu=0sur (0,t) x (I, UL UTYy),
u-n=_Gg,sur X,

u-n =0 sur X,,

u~n:%surQs,

ot

u(t=0)=uy, p(t=0)=p,sur,

E(t=0)=¢&, %(t:O):&’],surQs,

\

ou Qr = (0,T) x Q, B et B’ sont des constantes de rigidité de la coque.

Dans la deuxieme partie du chapitre 2, nous proposons une méthode de résolution

du probleme couplé en suivant :
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1.5. Problémes couplés

Pp 4  Op
_EA Ay =
52 3y oy p=0 dans @,
% 9*¢ 0/3 P3¢ %
r_pPS p,% Y%  p, O
oL o2 V0 ozt~ Pearar = O dans Qs,
9%, ¢ /3
oS S
oz T Bxgpr B+ B
e 9% o€ 4 dp
B/ Yy BI x B/ Y — _ 4
X T e aea TP (p 3”&); dans Q.

_0g, 0%, PG ¢,
=G T a2~ anot  awor 0 S (01) x 9,

4 _Op 0%,
<§1/Va + Vp) ‘n = BT sur Q,,

4 _0Op
<§1/Va + Vp) -n =0 sur X,

4 _0Jp _0Gy
(gyva + Vp) ‘== sur Y,

p(t=10)=po, u(t

sur €,

0):110,

0
§(t=0) =&, 8§(t:0) =&, sur Q.
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Chapitre 1 1.5. Problémes couplés

Finalement, nous présentons le troisieme probleme qui est étudié au chapitre 3
et pour lequel des méthodes de résolution numérique sont développées au chapitre

4. Ce probleme est le suivant :

1
88_‘; + (- V)u=F — aVp’ +vAu+ vVdiva  dansQ.
% +divpu=0 dansQ,
82§N 82£N 861\’ 83§N
sy B sz B sy _ BI sx
o 072 Y 0w 92201
’ 82£Nsy —_
~Bv— ot = (~on(E )Tz, )), . dans Q..
€y IEx 73
sy B sy B Nsx B N
6551\7 82§ O
! sy / Nsx 1>y = -
B X gy T BV gpar T B o = (FonEm)I Ty ),, dans Qs
03 agNsy

Ens =y = o = 0 sur (07) x ({0} U{L}),

rotu =0 sur (0,t) x (XL UX,),
u-n =Gy, sur Yy,
u-n =0 sur X,,
u(E) = % e @,
ap’lr. = Psur¥_  siy > 1,
(plogp — p)|r_ = PlogP, — Pjsur¥_  siy =1,

+ Conditions initiales.
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Chapitre 2

Chapitre 2

Etude de modéles linéaires

Ce chapitre est consacré a I’étude des modeles linéaires (Cy) et (Cy) (c.f. section
1.5). Bien que ne revétant pas un caractere délicat d’un point de vue mathématique,
ces modeles fournissent dans certaines situations une bonne approximation de la
réalité et permettent le développement de codes numériques peu cotiteux.

Nous donnons un résultat d’existence et nous proposons une méthode de résolution
basée sur une approche itérative pour laquelle nous donnons un critere de conver-

gence. Enfin, nous présentons quelques simulations obtenues avec cette méthode.

2.1 Résultat d’existence

Dans le théoreme suivant, nous donnons des conditions sur les données du proble-
me, permettant d’établir un résultat d’existence pour le probleme (C4) (c.f. section

1.5).

9z
ot

0]
et % sont respectivement bornés dans L*(Q), L*(Q), HY(Qs), HZ(Qs), L*(Qs) et
L2(Q) et si Gy est borné dans L>(0,T; H'?*(Ty)), alors le probleme couplé (C)
admet une solution u € L*(0,T; H*(2))NL>®(0,T; L*(2)), p € L>=(0,T; L*(Q)), &, €

WL (0,T,L2(,)) N HY(0,T, HA (), & € W (0,T,L2(Q)) N HY(0,T,H2()).

Théoréme 2.1. Si les conditions initiales sont telles que g, po, &zos Syo»
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Chapitre 2 2.1. Résultat d’existence

Démonstration On cherche u, p, &, et &, solutions du probleme variationnel :

<;5 / divudiv¢ + v / rot urot ¢ — / pdivu
Q

:/ <—p+ Edivu) p-nVoeW={¢c¢c Hl(Q)/¢~n =0sur 'y}, (2.1)
QU

%¢/+/dwudiv¢' =0, V¢ € L(Q), (2.2)
Q

Py g Padle g /afy

. Of? . O0r Ox
, %, 6‘% 25
B = 820 / o Yapy =0 Vb, € HY(S), (2.3)

82§ 82§ 821/1 0&, , o€,
J e R e ) RCTUR T R A

>PEy 0P 02¢
BI Y Y BI T _ H2Q 94
B[ P Gt =0 e B0, (20

On montre aisément (c.f. Annexe A) que:
¢, est borné dans Wh>(0,T,L*(Qy)) N H'(0,T,H} (),
&, est borné dans WH>(0,T,H} (Qs)) N H(0,T,HZ (),
u est borné dans L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T; W),
p est borné dans L>(0,T; L*(Q)),

et les bornes ne dépendent que des données du probleme.

Cette compacité est suffisante pour passer a la limite dans les équations (qui
sont linéaires). On ne détaille ici que le passage a la limite sur le terme de contrainte

v, N .
<p — Edlv u) . Pour donner un sens a cette contrainte, on commence par poser
r

u=w-+wouw e L®0,T; H¥%(Q)) est la solution du probléme suivant :
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aa—‘;v — VAW — %Vdivv’v =0 dans Qf = (0,T) x €,
rotw = 0 sur (0,T) x T,
0
Won = O D07 H(O) sur Q..
w-n = G € L=(0,T; H/*(T'y)) sur Yy,
w-n =0 SUT Xy,
[ W(t=0) = Wy dans €.

On vérifie sans peine que:
(divw)p € L*(0,T; H¥*(I)). (2.5)
De plus, w = w;+w, ol Wy et Wy sont les uniques fonctions vérifiant div wo = 0,

rotw; =0 et wy -n =0 sur (0,7) x I" [16]. Ainsi, on peut découpler 1'équation des

moments en une équation potentielle et une rotationnelle.

an 4 .

2 \Y (nglVWl —p) = 0 dans @y, (2.6)
6W2
wr + vRot (rot wy) = 0 dans Q. (2.7)

Classiquement on montre que:
wy € L=(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'()).
Par conséquent d’apres 1’égalité (2.6), on obtient :
qu . 1 1
Vip— ?dlvwl € H (0,7, H (). (2.8)
Finalement, avec (2.5) on donne un sens a:

4 4
(p — ?Udiv W1> + <—?Vdivu_)) dans H~'(0,T; H? (")) +L*(0,T; H*(T)). (2.9)
r r

Pn
On définit 0, = | wi,, | une suite vérifiant ’équation (1.9), alors on a:
wlny
divy .y (6,) = rn +divw, =divw, € L*(Qy)
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Chapitre 2 2.1. Résultat d’existence

Donc on obtient
. 2
(Qn ) dlvt,w,y(en)) € (LQ(Qf))
et par conséquent

Qn € HdiV(Qf)'

Grace a la continuité de ’application trace on a:
(6.)r — (O)r  dans H 2((0,T) x T')

et en particulier

(p)r — (p)r  dans H™2((0,T) x I). (2.10)

Avec (2.9) on peut conclure, par unicité de la limite, que

(divwy,)r — (divwy)p dans H*((0,T) x ).

Solutions approchées - Point fixe Nous construisons les solutions approchées
du probleme couplé en utilisant un processus itératif. On ne détaille pas la construc-
tion des solutions approchées du probleme fluide vérifiant les majorations a priori
car ce travail a déja fait I'objet de diverses études et nous renvoyons a ce qui est fait
dans [30]. Pour éviter des difficultés inutiles, on pose G4 = 0.

Les équations du fluide et celles de la structure sont succesivement résolues de
maniere indépendante. Le probleme étant linéaire, on construit des solutions ap-

prochées a l'aide d'un point fixe de Picard. On note &;,, p;, w; les valeurs de ¢,

X 0
p et u a la “"¢ itération. On fixe oy dans £ = L*(0,T; H3(Qs)) et on résout le

ot
probleme fluide :
F: E — HY0,T;L*T)),

0& 4v
8—? — <p1—?d1VU-1)F

On résout ensuite le probleme de coque:

S: HY0,T;L*T)) — FE,

qv . 0&s, -
(pl—gdlvul)F — %

On montre que l'application (S o F') définit une contraction (c.f. Annexe B).
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2.2 Analyse numérique

Cette section est consacrée a la résolution numérique du probleme de couplage
(Cy) (c.f. section 1.5). La partie fluide de ce probléme dérive du probleme Fy, [47] que
I’on formule en pression. Ce modele de couplage a pour vertu d’étre analytiquement
résolvable lorsque le fluide n’est pas visqueux (v = 0).

Pour résoudre ce probleme on utilise une méthode itérative qui découple les
problemes du fluide et de la structure. Le probleme fluide est résolu par la méthode
des éléments finis couplée a un schéma de Newmark pour la résolution temporelle.
Pour la coque, on utilise la méthode de Galerkin avec une base propre associée, elle

aussi, a un schéma de Newmark en temps.

2.2.1 Approche numérique : méthode itérative

L’utilisation d’une méthode itérative découple ’équation du fluide de celle de la

structure.

Le couplage est réalisé en effectuant un -
Conditions initiales

point fixe et se traduit par 'appliqua- T=0t

tion de simples forces. On discrétise tout

[ Condition de couplage approchée

d’abord la période d’étude T en k pas

de temps At = T'/k. On suppose que
le probleme est résolu jusqu’a l'instant

t; = 1At et on raisonne sur l'intervalle

Résolution de I'équation
d'onde visqueuse

Résolution de I'équation
de la coque

de temps [t;,t;11].
On résout tout d’abord le probleme
de la coque en prenant une pression ap-

prochée p; pour le terme de contrainte

<>

Fin

sur la structure (on peut prendre par

Op(t:) ot dpr
t

exemple p; = p(t;)+ At

pti) A p(2 )7 ol p(2 ) st ap-
ot ot ot Fic. 2.1 — Algorithme
proché a I'aide du schéma de Newmark,

pour une bonne approximation). En prenant p; suffisamment réguliere, les équations
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Chapitre 2 2.2. Analyse numérique

de la coque admettent une unique solution &;. Puis on résout le probleme fluide
avec cette solution pour obtenir une solution ps. Cette séquence est réitérée jusqu’a
convergence.

Nous ne rappelons pas les résultats classiques qui permettent de montrer 1’exis-
tence des solutions du probleme fluide (du type équation d’onde visqueuse) et du
probléeme de coque: le lecteur peut notamment se référer a [10, 16].

Afin d’étudier la convergence de la méthode itérative sur chaque pas de temps,
nous comparons l’erreur commise apres n itérations avec celle commise apres n + 1
itérations.

On pose ¢, = p — pp, U, = & — &,, solutions du probléeme suivant :

820 820 8 Y 020
* _B—* - By—* B P “ =0, d 2.11
o2 oxr " or aezor ~ BVegug — 0 dans Qs (21D)
820, s s
g T BT T By = By
v 020 a9 Y
B’ B2+ B =g, — vt d s (212
X oz T e rar T T <q 3" at)ﬂs’ ans Qs (2:12)
Pgnyr 4 Ogn
8t2+1 - gvA 8t+1 — Agpy1 = 0 dans Qy, (2.13)
80,
Upy = Uy = 57 = 0 sur (0,7) x ({0} U{L}), (2.14)
82Q9n 4 8qn+1
ato = <§1/V BT + anH) -n sur Q, (2.15)
n(t =0) = gni1(t = 0) = po, sur €, h(t=0)=0. (2.16)

On établit le résultat suivant:

Lemme 2.2. Pour tout pas de temps suffisamment petit, il existe une constante

(K, < 1) telle que
2 2
[l 0,80 00y < Ko lauliro,a6m @4 -

Démonstration Pour simplifier ’étude nous travaillons sur 'intervalle de temps

(0,At) et nous comparons l’erreur commise a la premiere et a la deuxieme itérations.
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Ce résultat peut facilement étre prolongé a tous les intervalles [kA¢,(k + 1)At] de

la période d’étude. La formulation variationnelle associée a ’équation (2.13) est la

suivante :
0 4 0
/ (% v / VT 4 / VgV = / o, Voe HY(Q). (2.17)
ot 81%2
. g2 . )
En prenant ¢ = o on obtient :
8(12 8%
| IV e suray + |V 2
L (0,A5L2()) L2(0,At;L2(92))

At 2
0% Jqs
=2 . —. (2.18
J G )5 e
En utilisant le théoreme de trace et 'inégalité de Young, pour At suffisamment

petit et v > 0, il vient:
0?9,
ot?

2
gy < K |5 ool

2(0,AL2(05))

ou K est la constante issue de la continuité de 'application trace. Finalement on

. v . . .
obtient, pour 0 < € < —, la majoration suivante:

K
029, ||I?
BIE

2 CeK
lazlrrop < 5 — 5

(2.19)

L2(0,At;L2(25)) .

On utilise I’équation de coque afin de majorer ¥; par ¢;. On multiplie (2.12) par

62
852 puis on integre sur (0,t') x g, avec t' € (0,At), pour obtenir :
‘ro9%0,, 0%, By |8 ? 8
BX // 1y 1y _'_ X 1y (t/) + - 1y (t/)
0 QS Jx? Ot?0x? 2 ||0tox? 20, 2 Il Ot 12(9.)
0?9, oq o4 0%91,\ 0%y
+’ z // <q1+v + B¢y + Bv.—— + B'v, ”*“) L
0 | 200 2200)) . ot Y Ox “oxot ) ot
(2.20)
Ce qui conduit a I'estimation :
1020, | &0 ? B 8
3 | |t +(——@B)y1%w
20 02 2002000y 2 |10tOx 29, \ 2 ot L2(9.)
1 9 o4 %9,
< - , B . x Bl xX
2 (”ql ||H1(07t VLQ(QS)) + H v al‘ + axat L2 Ot/ L2(Q ))
030 o
+ By ' W + BAt(1+ C.,) ‘ 1y . (2.21)
Otda? L2(0,t/;L2(Q)) ot Lo (0,A4L2(Qs))
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!/

ol € < 55 On peut donc écrire 'estimation suivante :
80y, |° B 80y, |°
' - +x(——QBAt)' -
ot L2(0,4;12(Qs)) 2 MOz LOO(O,At;LQ(QS))
B’ 09
+ (_ - B (62 + At(l + Ceg ) H Y < ||Q1 ||?71(0,t’;L2(Qs))
2 Lo (0,A5L2(Q5))
8 01, ||°
+ BrAt H L + By, | === . (2.22)
0T || oo 0, 822(020)) 0t || 120 4,12(00))
en choisissant un pas de temps vérifiant :
B —2Be;, B’
At < Min| ————~,— 2.23
" (ZB(1+C€2) ’43) (223)
De méme, ’équation (2.11) conduit a 'estimation suivante:
1 09 oY
Rl o MRS {
2 Lo (0,ALL2( L2°(0,T5L2(92s))
80 & 820y, |”
+ 2B || =2 < Atv. | B ‘ v e .
dxot L2(0,At; L2(Q ) ot Lo°(0,At;L2(2s)) ot Lo°(0,At;L2(2s))
(2.24)
En choisissant un pas de temps qui vérifie (2.23) et
At < (2v.(B+ B')™", (2.25)
on obtient
Oy, || 0
B Ha 1z + B/ 1$
T || oo 0,132(020)) Dot L2(0,At;L2(9s))
89y, || &0y, |1?
< 2Aty, | B H = + B | == (2.26)
ot L (0,At;L2(92s)) Otox L (0,At;L2(Qs))
Finalement, si At satisfait At < 1 et (2.23,2.25), alors on peut écrire:
V11 | >
— <K', (2.27)
‘ ot? L2(0,At;L2(Qs)) e

ou K’ est une constante définie par la continuité de 'application trace sur €.

Pour conclure, (2.19) et (2.27) permettent d’écrire l'estimation suivante :

2 2
HQ2HH1(Qf) , < K, HQ1HH1(Qf) 5 (2.28)
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) alors

2 2
g2 ”Hl(Qf) , <AtKq|q ”Hl(Qf) ) (2:29)

C.KK'

v—eK

ou K, =

. On montre trivialement que si v > Max (K VK

on peut choisir € tel que K, < 1.

Remarque 2.3. Dans le cas non visqueux ( i.e. v = 0), on obtient

ou K, est une constante ne dépendant que des données. En outre, dans le cas non-
visqueux, il existe une solution analytique au probléme fluide (c.f. section 2.2.3), ce

qui nous permettra de valider nos résultats.

2.2.2 Résolution numérique

Discrétisation en espace.

Pour mettre en ceuvre la méthode présentée dans la section précédente 2.2.1,
on résout 1’équation du fluide en utilisant une discrétisation par éléments finis et le
probleme de la structure est discrétisé par la méthode de Galerkin.

On souhaite approcher la solution du probleme faible suivant :

62§1x 8£1x awm 8519
/QS o2 w”B/QS or Oz +B”C/Qs oz e

! 82§1x awm ’ 2£1y
b /Q 0xot Ox +BVC/Q O Gt% 0 Yy, eW, (2.30)

[ Ty, + By [ P o5 [ s | K m [ B,

& ol 9% 4v Opy
B/ Y Y B/ T — _xopn
" X/QS oot oz e /Q Ozt Y /Q (pl 3 Ot )Qs by VY, €W,

et

d 0 6’2§y
/ﬂ¢+?/V £2V¢+/VPQV¢ / 8t; Vo € HY(Q), (2.32)

ot W, = HE(,) et W, = {1, € H2(Q,)/t, = 2% = 0 sur 99}
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Pour ce faire, on approche respectivement les espaces W,, W, et H'(Q) par
Wie =< Oz15-s00p, >y Wiy =< Gyqsesy). > et Vi =< 91,00 >.

Pour le probleme fluide, les vecteurs de bases ); sont issus de la méthode des
éléments finis. Nous utilisons des éléments de type Hermite sur un maillage raf-
finé pres des frontieres sur lesquelles on applique un gradient de pression ( figure
2.2 - maillage du demi-domaine inférieur en triangle et éléments 2P3D du logi-

ciel ©Modulef'). On approche la solution du probléme variationnel (2.32) par
Pk = Z?:1 a; ;.

MODULEF : Giudicelli - Bernard

Fi1G. 2.2 - Maillage du demi-domaine inférieur

En ce qui concerne la structure, on choisit les bases propres ¢, (z) = /2 cos (krz)

et ¢y, (r) = V2sin (krx). Les solutions de (2.30-2.31) sont approchées par &, =

Zf:o bi cos (imx) et &, = Zle ¢; sin (imx).

1. Logiciel ILN.R.I.A. - Simulog(©)
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Chapitre 2 2.2. Analyse numérique

Les fonctions a;, b; et ¢; ne dépendent que du temps et sont telles que py, &, et

&y, soient solutions des problemes suivants:

o 1 96 o€l
/ £k2¢xl+B 8§xk% +BVC/ yk¢mi

ot? o, Or Ox q, Ox
/ 82 ;k 8¢mz / 62 1
B /QS T —|—BVC/Q 5 at =0 Vie{l,. k}, (2.33)
0%, 62¢ 9,
/Q 8t32/k¢yi+BX/Q or 2 yl +B/ 5y/ﬁbszFB’/C/ kgbyz
82¢ 82 1
B Z Y B/ xk -
R o, Oz 26t D22 Ve | oot i
41/8]?1 .
= _— Y 1,...k 2.34
/S;s<p1 3875)95(;5?;@7 ZE{,,} (3)

et

2¢1

op; 4y op: ) 9%y, ,
, — | V£V, + | VpeVa, = ; 1,.. 2.
/S; 8t ,l/}Z 3 /S; 8t wl /S; pk‘ ,l/}Z /S;S 8t2 wl7 VZ e { J 7k}7 ( 35)

ou l'exposant représente le numéro de l'itération du processus de couplage.

Finalement, on écrit (2.33)(2.34) et (2.35) sous la forme du systeme différentiel

suivant :
LT Bt Bednb+ B 4 B 2 — g (2.36)
c Vel A, Ve c3 = U, .
Lae 3 ot ot
d?b _ _ B
Mcl ﬁ + BXMCQ b -+ BMcl b -+ BVcMcg a
b — Jb — Ja
B MC B]WC — + B'v.M. =7, (2.37
+ B'xM . — T + ey + B'y 5 =7 (2.37)
et
—d’ 4dv=0c =
M—+—K—+Kec=7y 2.3
az 3t TheETr (2.38)
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— 4 -
/2 0 0 % 0 0
o 4
— 0 1/2 ... 0 — 0 167 0
Mcl == . . . . 5 Mc2 == 2 5
0 0 1/2 . . R
I . 5
o . _ _
T v ke
27 2 2 2
- 0 — 0 — 2 kn?
Mc3 - 2 ; Kc = .
h : l{:' 2 k2' 2
0o ... o0 M L A
L 2 | 2 2
Les matrices de masse et de raideur du fluide sont:
Jo@)? o it Jo(V1)? o [ Vi Vi,
=7 Jotatn .o [ty = _ Jo VoV o [ Vi Vi,
Jowtn o fo(¥r)? Jo VRV o [o(Vir)?

Toutes ces matrices ne sont calculées qu’une seule fois, et ne dépendent pas de
I'itération.
Les vecteurs seconds membres 75 et 77 sont respectivement les projections de la

d2b;

trace de Ef:l Ciwi_%y Zf:l %wi sur {; }eq.. et de 2?21 a7 ¢j sur {(Wi)a. tie..m-

Discrétisation temporelle.

Pour résoudre les systemes différentiels (2.36), (2.37) et (2.38), on utilise le
schéma d’ordre deux de Newmark. Le choix de cette technique est conduit par sa sta-
bilité. Cette discrétisation consiste a exprimer les inconnues et les dérivées premieres
de ces dernieres, en fonction de la dérivée seconde. Soit le systeme différentiel d’ordre
deux suivant :

BN G-k (2.39)

=d’n  =dn
ot? ot
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On note "™ = n(t,;1). On considere a et 3 les deux coefficients de Newmark, alors

le schéma numérique est le suivant :

dn™ d2 n+1 1 d2 n

dt d? 2 ) ae
dT}n+1 d77" d277n+1 d2?7n
= — + At 1— At?). 2.41
g~ ar AN egE T me) g ) FOA) (241)
En insérant (2.40) et (2.41) dans (2.39) on obtient :
:d2nn+1
— =F 2.42
ou
— d77" d2?7n+1 — dnn d277n+1
F'=F-B|—+At(l—a)——— | — " At—— 4+ A (1 - f)——
(dt+ ( a)dt2 AN a ( mdt? ’
et

Ay = A+ aALB + BALXC,

Finalement, le systeme différentiel (2.39) est approché par k systemes matriciels
de type (2.42).

Le schéma de Newmark semble donc bien adapté a la résolution des systemes
(2.36-2.37-2.38). De plus, on dispose de résultats classiques sur la stabilté de ce

schéma. En particulier si les coefficients o et § vérifient :

>1 B> +12 (2.43)
a/2, Z | & 5 s .

alors le schéma de Newmark est stable [19].

2.2.3 Solutions analytiques

Dans l'objectif de valider le code de calcul développé a partir de la méthode
précédemment présentée, nous avons déterminé une solution analytique lorsque
la coque a un comportement purement élastique et lorsque le fluide est non vis-
queux. Nous résolvons tout d’abord le probleme en régime harmonique. On fixe
une force d’excitation de la forme Fe(x,t) = (0,f(z)sin(wt)), et nous recher-
chons la solution sous la forme &, (x,t) = ¢, (z)sin(wt), &(v,t) = ¢ (x)sin(wt),

p(z,y,t) = p(x,y)sin(wt).
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Dans le cas particulier d'un fluide non visqueux (v = 0) couplé a une coque
dont le comportement est purement élastique (B’ = 0), on se ramene a ’étude du

probleme stationnaire suivant :

Ap + w’p = 0 dans €2, (2.44)
0
8—]; =0 sur 'y, (2.45)
0
P_y sur [',. (2.46)
Ay
La condition de couplage devient :
0
8—5 = —w?g, sur (. (2.47)
En ce qui concerne le probleme de coque, il s’écrit sous la forme suivante:
% Js
2+ B—=4+Br,—2 = 0 2.48
e T B TP, ’ (2:48)
o' s,
2 y @ _
(B-w )gy+BXw+Buc% = f—p, (2.49)
avec les conditions aux limites
0S,
Sy = Ag, = T 0 surofls. (2.50)

Nous utilisons la base de LZ(€,) composée des X,, = sin(nrz) pour obtenir la

solution du déplacement sous la forme de série. La force appliquée s’écrit

n=0
On recherche les solutions sous la forme:

p= an-Xn(x)-Yn(y)7

sy(z) = Z Syn-Xn(2),

ou Y, (y) = ch(a,(y — R)). Pour le déplacement longitudinal ¢,, nous projetons sur

une base de cosinus afin de vérifier la condition aux limites, soit :
o0
Se(x) = E Sen-COS(NTTX),
n=0

42



Chapitre 2 2.2. Analyse numérique

La recherche de la solution se résume donc a la résolution des systemes suivants :

2,22 2
D*vin*m 9

Dyn*r* 4+ D — an’mn?w? — ch(an R) Syn fn

w? ansh(a,R) | \Pn 0

ou «, = Vn2m? — w2,
Dans le cas ou le déterminant du systeme matriciel précédent n’est pas nul, les

solutions uniques sont
2
W fn

D222 2 ;
w2aysh(a, R) — ch(a, R) (Dxn47r4 + D — an?m?w? — < — mth)

Pn =

_ apsh(an )

w?

Syn = Pn-

Les valeurs de w pour lesquelles le déterminant est nul correspondent aux fréquences
propres du systeme couplé. Ainsi, les fréquences de résonnance sont les solutions de

I’équation suivante

D2V027T2

V7?2 — w? sinh (\/ w2 — sz) am2w® — ——
D272 — mhw?
— w? cosh (\/71’2 — w2R> + V7?2 —w? sinh (\/71’2 — wQR) [Dx7* + D] =0. (2.51)

— mth]

Il est important de déterminer les valeurs de ces fréquences, car elles sont un des
éléments de validation des résultats. De plus, dans le cas d’applications industrielles,

il est important de connaitre ces fréquences afin d’éviter la rupture des systemes.

2.2.4 Résultats

Dans cette section nous présentons différents résultats numériques. Dans un pre-
mier temps on a réalisé une série de tests numériques permettant la comparaison
avec la solution analytique (c.f. section (2.2.3)). Puis nous présentons les résultats
obtenus lorsqu’on impose un flux (G4). Nous avons ensuite élaboré un code de calcul
résolvant le probleme C' afin de comparer les résultats. Finalement, nous présentons

quelques tests réalisés a partir du code résolvant le probleme C;.
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Comparaison analytique-numérique

Lors de la mise en application du code numérique, on procede au calage des
différents parametres. Pour la coque, il faut obtenir la dérivée seconde en temps
avec le minimum d’erreur, car celle-ci constitue le terme d’excitation du fluide. Il y
a une forte influence du choix des coefficients de Newmark sur la qualité de ce terme
source. Ce calage délicat est facilité par 1'utilisation de la solution analytique.

Dans cette section, nous présentons une partie des différents tests effectués. Les
premiers tests sont réalisés sans flux (G+ = 0), en appliquant sur la coque, une force

de type pulsation sinusoidale de la forme
F = sin(mz)sin(wt).

Cette série de tests peut donc étre directement comparée avec les solutions analy-
tiques. On présente les résultats numériques et la solution analytique obtenue pour
différentes fréquences.

Les courbes suivantes représentent 1’évolution au cours du temps, de la pression

en un point central du domaine fluide (z = L/2,y = R/2).

Frequency = 50 Hz Frequency = 200 Hz
8.3x107 r Banaassssnansssosss 1.4x1077 T T

1.0x1077

0.0x10°7 0.0x10°1

Pressure
Pressure

-1.0x107"

B I o e R A ~1.4x1077 b=
0.16 0.7 0.18 0.19 0.2 021 02199 0.08411 0.09 0.1 0.1031
Time Time

F1G. 2.3 — Pression intérieure pour w = 50Hz et w = 200Hz
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, Frequence = 500 Hz ) Frequence = 800 Hz
9.1x10 T LB s ansasassss aasas 1.0x107° T
n " B
I " o
VoL \ \
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&~ i 1 | 1 | I A 0.0x10°] ! ! i \ I 1 H VA
I 1 | 1 h i | ! ' ! | ! '
! { 1 " 1 1 '
1 \ | 1 ! i ! | ! \ ! \ ' !
| \ i I |
, E L , AR R R
! u 1 u ! U ! \ ! 1 ! I ' 1
i \ | \ ! ' vl 1 | ‘
' \ ' \ " \ ' 1 I ' ' | h |
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| 1 ’ N 1 \ I N 1 | 1 \ 1 k 1
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' ' il | 11
I I I ]
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3997 3998 3.999 4 4001 4002 4.003 0.098 0.099 0.1 0.101 0.102
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F1G. 2.4 — Pression intérieure pour w = 500Hz et w = 800Hz

Le tracé continu correspond au résultat obtenu par simulation et la courbe en
pointillés représente la solution analytique. Toujours pour cette série de tests, nous

donnons le déplacement au point (x = L/2) milieu de la coque.

Frequency = 200 Hz
- - 1.2x10

1210
1.0x10~° | 1.0x107
1
.
I
I
£ £
B B
= =
£ £
g g o
. 1
£ o00x10] £ ooxi0
<@ <@
= =
) )
£ £
a a
|
|
|
~1.0x10° | ~1.0x10-4
—1.2x107 Komry . : . ~1.2x10°
0.09 0.1 0.1074
Time

Fia. 2.5 — Déplacement Structure a 200Hz et 500Hz
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Nous remarquons que la solution numérique du déplacement est tres proche de
la solution analytique. Par contre, en ce qui concerne la pression a l'intérieur du
domaine fluide, I'erreur numérique semble plus importante a haute fréquence, pour
devenir instable (voir figure 2.4). Au dela de 500 H z le pas de temps At devient tres
difficile a caler. Le code numérique ne supporte pas des pas de temps trop petits, ce
qui ne permet pas de tester des fréquences supérieures a 1000 H z car il est nécessaire
de discrétiser une période avec suffisamment de pas de temps pour prendre en compte
le comportement du systeme.

Les champs de pression calculés correspondent quantitativement aux champs
théoriques. Dun point de vue qualitatif, le gradient de pression correspond bien a la
physique du probleme. Nous présentons ici les champs de pression et de gradient de
pression obtenus pendant les phases de compression et d’aspiration (i.e. déplacement

positif et négatif).

~6.17e-09 6.43¢-08

~2.47e-08 5.63e-08
—4.32e-08 4.82¢-08

~6.17¢-08. 4.02¢-08

2xR
2xR

~8.02¢-08 321e-08

~9.87e-08 241e-08
~1.17e-07 1.61e-08
~1.36e-07 8.04e-09

~1.54e-07 15le-16

0 1

Fi1G. 2.6 — Champs de pression et gradient de pression - Compression et extension

Afin d’apporter une nouvelle validation de notre code de calcul, nous avons ob-
servé numérigement le comportement du systeme couplé par le biais de ses fréquences
propres. Toujours dans le cas d'une action extérieure sinusoidale, en choisissant des
conditions initiales nulles, on observe une phase transitoire avant ’apparition du

régime stationnaire (figure 2.7).
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5.0x1072

0.00025

4.0x1072

3.0x1074

2.0x1074

1.0x1074

Pressure

0.0001
0.0x10°4

-1.0x107

—2.0x102] — ‘ |

~3.0x1024 q v st - Tobo e 15ho 2000
0 0.01 Time 0.02 0.03
FiG. 2.7 — FEvolution du point Fi1G. 2.8 — Spectre en fréquence
(x = L/2) de la structure du déplacement

L’analyse modale par transformation de Fourier rapide (F.F.T.) de ce signal per-
met d’obtenir le spectre en fréquence figure 2.8. Nous observons distinctement le pic
relatif a la fréquence d’excitation de 200 H z, mais également les deux pics correspon-
dant aux deux premieres fréquences de résonnance. Les fréquences observées corres-
pondent aux fréquences analytiquement obtenues en résolvant (2.51) (la résolution
de (2.51) est effectuée par le biais du logiciel de calcul scientifique Maple(©?). Nous
avons effectué de nombreux tests avec différentes fréquences propres et ils ont tous
été concluants. Nous remarquons cependant qu’étant donné la valeur relativement
importante de ces fréquences, nous ne pouvons observer que les premieres fréquences
propres (le code ne supportant pas les pas de temps trop petits), car le pas de temps

doit étre ajusté afin d’avoir une fréquence d’échantillonage satisfaisante.

Résultats avec un flux imposé

On effectue une série de tests sans forcage sur la coque, mais en imposant une

différence de pression entre les deux sections circulaires (section d’entrée-sortie).

2. Logiciel I.N.R.I.A. - MapleSoft (©
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Comme précédemment, une période transitoire précede un régime stationnaire. La
série de résultats suivants représente I’évolution de la structure a différents instants

de la phase de transition.

t= 1,6E-2

0.0168 T

0.014

xi(x)

—-0.0042 T

=]

t=3,2E-2

0.0168 T

0.014

xi(x)

-0.0042

=]
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t=4,8E-2

0.0168

0.014

xi(x)

—-0.0042

t=6,4E-2

0.0168

0.014

xi ( X)

04

—-0.0042

Ces tests permettent également d’effectuer une série d’analyses modales qui va-
lident elles aussi les résultats en les comparant aux fréquences propres analytiques.
La série suivante présente la reconstitution 3D de la coque pour le méme type

de test (le déplacement y est amplifié et la palette de couleur le représente)
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=S 7 'A‘umgy‘vier 7a)
AN AT
AvAVATATA
P
AT ol
BrarA A

Fi1G. 2.9 — Coque a différents instants de la phase initiale

Ces différentes expérimentations numériques permettent de valider notre méthode
de résolution en comparant les solutions obtenues avec les résultats analytiques (cette
comparaison a notamment permis un calage optimun des parametres numériques du

schéma de Newmark).
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Pour finir, les résultats suivants représentent la coque a différents instants, lorsque
I'on impose une condition aux limites traduisant une pulsation cardiaque (i.e. P =

Ksinwt sur I'})

AT A

AT AVAVRYA
COOANNPBLE,
oo o

| £}
TS

FaVATAT
7l FuPara

A AVl
P i
‘;ﬁg;‘mﬁg{; :
G P W et T
=z

Fic. 2.10 — Coque a différents instants en régime pulsatif
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Il reste a éprouver notre modele afin de déterminer le domaine de validité de
I’approximation fluide irrotationnel. En effet, il faut déterminer dans quels cas le
modele en pression peut étre utilisé pour simuler de maniere acceptable le flux d’un

fluide linéaire.

Comparaison Modele en Pression - Stokes linéaire.

Dans le but de définir un domaine de validité du code de calcul issu du modele
en pression (C3), nous avons développé un
code de simulation basé sur le modele de

Stokes linéaire (C).

Condition de couplage approchée

La méthode utilisée pour résoudre le

probleme fluide est toujours la méthode

Résolution de I'équation
de continuité

Résolution de I'équation
des moments

Fin

des éléments finis couplée a un schéma de

Newmark, mais dans ce cas on effectue un
point fixe entre I’équation des moments et
I’équation de continuité.

Afin de bien comparer les résultats, on
conserve le méme maillage que celui uti-

lisé pour la résolution du modele en pres-

sion.
FiG. 2.11 — Algorithme

Il s’avere que la résolution numérique des deux modeles est tres sensible aux
données du probleme et l'intersection des domaines de stabilité des deux codes est
petite. Les valeurs de la viscosité, la rigidité de la structure et du pas de temps pour
lesquelles les deux codes sont stables ne permettent malheureusement pas d’établir
une série de tests probants.

Les résultats obtenus mettent en évidence la complémentarité des modeles, mais
ne peuvent pas sensiblement étre comparés. Nous présentons cependant le résultat
suivant qui représente les déplacements de la structure obtenus avec les deux codes

de calcul pour des données permettant la stabilité des deux codes.
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Courbe rouge : code Pression, courbe bleu : code Vitesse Pression

Comparaison — Déplacement Structure

0.00332 T T T T T T T T T T T T
0.003 1

0.002- J

0.0019 | f RN

(m)

-0.0014 | | | |1
-0.002+ | B

-0.003 B

=0.003562 e e e
677 678 6.79 6.8 6.81 6.82 6.83
time (s)

Fi1G. 2.12 — Fréquence = 100 Hz

Le code en vitesse pression du modele de Stokes fut éprouvé par la réalisation de
divers tests. Ils ont notamment permis de déterminer le domaine de stabilité. Nous
présentons les résultats obtenus dans le cas ou la structure est soumise a un forcage

sinusoldal et le fluide subit un écoulement forcé.

0.616
0.539
0.462
0.385
0.308
0.231
0.154

0.077

9.55e-09

Fi1Gc. 2.13 — Champ de pression
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Fi1c. 2.14 — Champ de vitesse

Lorsque le fluide est seulement soumis a une action de la coque, on présente
le rotationnel de la vitesse du fluide ainsi que la divergence dans le demi-domaine

inférieur (la coque est située en y = —1.).

Rotationnel

1.24
0.915
0.589
0.264
-0.0618
-0.387
-0.713
-1.04
-1.36

Fi1G. 2.15 — Rotationnel de la vitesse
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Divergence

22.9
19.6
16.2
12.9
9.58
6.25
2.92
-0.407
-3.74

Fi1G. 2.16 — Divergence de la vitesse

En conclusion, les deux modeles sont complémentaires puisqu’ils ne couvrent pas
les mémes plages de valeur des données. Le code en pression semble étre bien adapté
aux simulations de fluide faiblement visqueux et supporte mieux les amplitudes du
déplacement de la structure. Par contre, le code de résolution du modele de Stokes

opere pour des fluides visqueux dans le cas de tres faibles perturbations.
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Chapitre 3

Chapitre 3

Probleme non-linéaire

Prévoir et controler le comportement d’un fluide couplé a une structure élastique
est une question primordiale dans de nombreux domaines: aérodynamique, biomé-
canique, acoustique. La variation du domaine fluide n’étant pas connue a priori, il
s’agit d’'un probleme de frontiere libre dont I’étude génere une littérature mathéma-
tique abondante.

Pour des solides élastiques plongés dans des fluides visqueux incompressibles, il
convient de citer les travaux de B. Desjardins, M.J. Esteban, C. Grandmont et P.
Le Tallec [18] qui montrent un résultat de solutions faibles. Ce travail a été suivi en
dimension deux par un résultat de C. Grandmont, Y. Maday et P. Métier [39] qui
proposent une modélisation plus fine du mouvement du solide.

Enfin, plus récemment, M. Boulakia [6] a complété cette modélisation des déplacements
du solide en proposant un modele valide dans un plus grand nombre de situations
physiques.

Pour des solides élastiques plongés dans un fluide compressible, citons a nouveau
les travaux de M. Boulakia [9] qui donne un résultat d’existence de solutions faibles
en dimension trois.

Pour des fluides visqueux incompressibles couplés a des structures élastiques
minces, citons les travaux de A. Chambolle, B. Desjardins, M.J. Esteban et C.
Grandmont qui donnent un résultat d’existence de solutions faibles dans le cas tridi-
mensionnel lorsque la structure est une plaque mince [12]. Il convient aussi de citer

H. Beirao da Veiga [15] qui montre Iexistence pour des données petites de solutions
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fortes locales en temps pour un probleme de flux artériel.

Enfin, pour des fluides compressibles couplés a des structures élastiques minces,
on citera les travaux de F. Flori et P. Orenga [32] qui donnent un résultat d’existence
pour un modele de fluide compressible tridimensionnel (y = 1) de type Stokes couplé
a une plaque mince. Notons que les auteurs obtiennent aussi I'unicité de la solution
en dimension deux [31].

Ce chapitre, qui a fait 'objet d’une publication [29], est consacré a 1’étude d’un
probleme de couplage entre un modele de fluide compressible bidimensionnel (v > 1)
de type Stokes et un opérateur de coque cylindrique de type Donnell (modele C3).
Nous donnons un résultat d’existence de solutions faibles pour des données petites
et proposons une méthode de construction de solutions approchées basée sur une
discrétisation lagrangienne des équations.

La principale difficulté des probléemes d’interaction fluide-structure faisant inter-
venir des structures élastiques est généralement liée a 1'absence de régularité des
mouvements de la frontiere donnée par les modeles classiques de 'élasticité. Or, si
I'on veut que les modeles étudiés aient un sens, il convient de travailler avec des
déplacements suffisamment réguliers pour éviter d’étre confrontés a trois situations
physiques délicates. La premiere de ces situations concerne exclusivement les solides
élastiques plongés dans des fluides visqueux pour lesquels les résultats d’existence
sont toujours locaux en temps (tant qu’il n’y a pas de chocs). Pour ce type de
probleme, si on ne controle pas la vitesse des déplacements dans L?(0,T ; L>()), il
peut y avoir des chocs instantanés. L’autre situation a éviter est I'interpénétration.
En effet, pour que notre étude ait un sens, il faudra s’assurer de la bijection entre la
configuration de référence et la configuration déformée. La encore, il faudra que les
déplacements soient suffisamment réguliers. En particulier, on devra controler V&
dans L*(Q). Le controle de V¢ sera utile pour éviter la troisieme situation physique
indésirable, la non préservation de l'orientation. En particulier on devra montrer que
le déterminant de la matrice jacobienne vérifie |Jz| > 0.

Pour obtenir cette régularité sur &, deux approches sont généralement utilisées.

La premiere consiste a régulariser les équations de 1’élasticité a I'image de ce qui
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

est fait dans [12], [31], [32], [6] et [9]. Cette approche est justifiée par la théorie des
matériaux multipolaires qui introduit avec une justification physique des tenseurs de
contrainte comprenant des dérivées en espace de la vitesse d’ordre élevé. Une autre
technique consiste a décomposer £ sur les premiers modes élastiques comme dans
[18] et [39]. Dans ce travail, nous penchons pour cette seconde approche qui a nos
yeux est plus réaliste d'un point de vue numérique.

On se propose d’étudier le probleme non linéaire (C3) (c.f. chapitre 1) défini

dans @ = U0t} x

X1

Fi1G. 3.1 — Domaine d’étude

Nous donnons un résultat d’existence pour ce probleme et le chapitre s’articule
autour de la démonstration de ce théoreme. Dans un premier temps, nous présentons
I'obtention des majorations a priori. Puis nous donnons des résultats de compacité
nécessaires au passage a la limite. Finalement, nous proposons une méthode de

construction des solutions approchées basée sur une discrétisation lagrangienne.

3.1 Estimations a priori

Dans cette premiere partie nous montrons comment obtenir des estimations
d’énergie suffisantes pour passer a la limite dans les équations.

On commence par introduire un relevement w traduisant le flux a travers I'; :
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

1
—VvAW; — gVVdiV w;=F; e Wh>(Q) dans Q
R w; =0 sur Xy = U {t} x T,
( f) te(0,7)
wrn =Gy € H9(XL), pe > 5/2, sur Xy = (0,7) x I'y,
L Totwy =0 sur Y.

On vérifie aisément que w vérifie (divwy) € L>(Q) et que %, Awy, (wp-V)wy €
12(Q).

L’utilisation d’un modele de structure régulier, obtenu en projetant le déplacement
de la coque sur les Ny premiers vecteurs de la base propre de 'opérateur de coque
A, permet I'étude du probleme de relevement Ry dans Q.

On effectue le changement de variable v = u — w; pour obtenir le probleme:

0 1 1
8_\; + §VV2 +rotv A(v) —vAv — gVVdiV (v) +aVp?
+ V(vwy) +rotv A (wy) +rotwy A (v) = F(wy), (3.1)
dp .
2 div (p(v +w) =0, (3:2)
\ owy 1 2
ou F(wy) = — 5 QVWf —rotwy A (wy) — Fp € L7(Q).
0
Les conditions aux limites deviennent v-n =rotv = 0 sur ¥, et v(Z) = = sur Q.

ot

Les cas v = 1 et v > 1 nécessitant des conditions différentes sur les données, nous

procédons a une étude séparée de ces deux situations.

3.1.1 Majorations d’énergie lorsque v = 1.

La relation (3.1) conduit a:

1 [fov: 1

Lo 2 2

1
+a | Vpv = —/VQdiVV +/ F(Wf)v+1// (D(v) -n)v
Qt 2 Qt Qt

s

1
+/wadivv — / rot v A (wy)v + §V/ divvn-v, (3.3)
Qt Qt

I
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

avec

ov? +1/ S 1d I ”2
| — += viven=-——|v
2Jq, 0t 2 Jp, 24t " ")

et

1 . c 2
é/szdlvv < 79 ||VHL2(Q) ”V”HI(Q)’

t

ou C la constante de Gagliardo-Nirenberg vérifiant ||V||i4(9t) < Cy|v| L2(0) VI,

En utilisant 1’équation de continuité, on obtient formellement :

0
[ v = [ o5+ [ tostpiivpws + [ plog(orv n,
o I ot Q Ty

t

= 2(plog(p) —-p)+ /

log(p)div pw + / plog(p)v - n,
o, Ot o

Ts

soit :

(plog(p) — p) + /Q pdivw

d
Vpv = —
Q dt Jg,

+ [ (plostp) - G+ [ (Plog(R) = PG+ [ pvon. (3)

I

Puisque G, > 0 alors /

ry

(plog(p) — p)G+ = — / G
r
De plus, si ’

(PlogP; — P;) € (H"(%.))’, (3.5)

alors il existe une constante Cp, ¢_) telle que:
| (PlogPi=P)G- < Cna, (3.6)
r_

Donc on obtient :

1d 9 C 9 1 ) 9
s MEen + (7= EWhmomsnan ) My + g7 kv Vi,

d
+a— [ (plogp—p) <a (C(phg_) —i—/ G, — / pdivwf) +/ (0-m)-v
dt O Iy Q4 I's

_;_/Q F(w;)v —/Q (wedivv —rot v A (wy))v. (3.7)
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

Or, en utilisant 1’équation de conservation de la masse il vient :

_/ pdivw, < HleWfHLOOQ)</ po—/ PG)
Q¢

< CvP ,G+)»
de plus, pour tout € € (0,1)

2 2
/Q Fowiv < eIV + C- IFW )
t

et enfin
/ (i y 10ty A ()Y S 21y WTna
Finalement, I'estimation (3.7) conduit a:
3 VO + (1= 3 Mmoo ) Miorman
+ a/Q p()logp(t) — p(t) < Cy+ a (C(pi7g) + Cp ey +/2 G+>
t +

HCIF g+ [ (oom)-v (39

. 1
ou Cp = B} ”VOHi?(QO) + a/ (pologpo — po)-

Qo
Les données sont choisies pour que

M=v—e—=2|wi|ieiq >0

soit
v
1l () < o (39)
Les équations de la structure conduisent a:
Lo | asw P | By [ 9%,(1)||”
== +B —= 5
2 £2(9) LQ(Q Oxot £2(Qs) 2 or £2(0.)
93 2
/ 5 2 / 85
+B><H B 0, + B | L
0220t || 2,y 27 ) Ot |l 120
2 2
< BVC/ afm% _ %% +B'l/c/ 0 gy agr & 853/
0.\ Ot dx Oz Ot 0. \0zot Ot ~ 9z0t Ot
= = K |
W GRS
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

ol
850 B0 " Bx|P(&)| B
o e N
L2(Q, ) L2(Qs) L2(Q )
En additionant (3.8) et (3.10), on obtient grace a (1.19), 'estimation suivante:
1 C
2 ||V(t)||i2(szt) + (H - ?g ||V||L°°(O,T;L2(Qt))) ”VHiQ(O,T;Hl(Qt))
1] o) | B(1 —v,) ||0&. ()|
va [ (oot - p(0) + 5| 54
Q, 2 ot £2(92) 2 ox £2(92)
0 &)’ P |
+B,X‘ Y _‘ Y +B,(1—VC)
020t || 12,y 2 2% | 12(a.) OOt || 12,
) o, |I? B(1-—
FB(- v | % B e Dl < Dy (310
Ot ll12q.)

ot Dy = Co+ Cy+ alCipo ) + Clpiaay + J, Go) + Ce [F (w72

On suppose que les données initiales vérifient :

II 2
Dy <2+ 12
’ = (Cg) ’ (3 )

alors on obtient (c.f. P. Orenga [58])

oo 72 .
L>(0,T;L2 (%)) Cg

Ces développements montrent le lemme suivant :

Lemme 3.1. Si v = 1, Dy < 2(%)2, I > 0 et siles hypothéses (3.5,9.13)
sont satisfaites, alors plogp € L>¥(0,T; L*(%)), p = 0, v. € L?(0,T; H' (%)) N
L>(0,T; L3 (), & € W (0,T,L*(Q))NHY(0,T; Hy (%)), & € WH=(0,T 5 L*(€2,))N
H' (0,T,H2(Q)).

Remarque 3.2. Comme ¢ est une combinaison linéaire des N premiers modes
propres, il existe une constante C'y, ne dépendant que du nombre de vecteurs propres

sur lesquels le déplacement & est projeté, verifiant I'estimation :
o, ||” ¢, ||°
0T || oo Qs) ox

Si on choisit les données de telle sorte que:

avec (3.11)
< OnDo.

< Ch,

Loo(0,T5L2(2s))

CNSDO <1, (313)

O8s
oz
chapitre 1) et la frontiere I'y sont bien définies [14].

alors, det(J(Z)) =

= (définie au
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

3.1.2 Majorations d’énergie pour v > 1

On conserve la condition aux limites p = P; sur X_, mais on suppose dans ce cas
que P € (H?¢(Q))". Pour obtenir les estimations, on utilise le méme procédé que
dans le cas 7 = 1, seul le terme en Vp? (v > 1) nécessite un traitement différent
pour étre majoré.

En effet,

Vpl-v = —/ p”divqu/ pldivwy +/ p’n-v. (3.14)
of o8 o8 s
Formellement on peut écrire (par une renormalisation analogue a celle effectuée

dans [48]):
op”

1
—pldivu = 1 ( 5 + lepvll) (3.15)

Donc on obtient

Vpl-v = ( /p +/7G++/PG ) /p V- n+/ pldivwy,
Q4 dt Q4 Iy _ o
avec
/ PGy >0, / P'G_ < Cy
I, _

/Q pdivwy < [divw sl o 100D -
t

et

En conséquence, la majoration d’énergie (lorsque v > 1) est:

1 C
3 MOy + (1= 3 Mimrisan, ) T
B(1—v,) |05
L IO, H
Ir @) " LZ(Q 2 O L2()
926, |1? 9?3 o2, () |?
LB |76 N —\ S(1)
Oxot £2(Qs) 0x20t £2(Q.) 2 oz 129
0&, |I” B(l ve)
FB( ) | B 16, 2o, < Dy (3.16)
L2(Qs)
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

ou

a
D6 =Cy+ C(/) + ﬁcl + C. ”F(Wf)”i?(Q) ’

1 9 a 'Y
Co = 5 [volzz(qq) + o— /QO Po
et C| est la méme constante que dans la section précédente.

Les données du relevement (Ry) sont choisies telles que:

a =a ((fy — 1)t = HdiVWfHLl(O,T;LOO(Qt))> > 0. (3.17)
De plus, si:
o <o (Y (3.18)
0 Cg ’ .
on montre que:
211
”V”LOO(O,T:L?(Qt)) < Fg-

Pour que I's soit bien définie, on rajoute la condition suivante (similaire a (3.13)):
Cn.Dl) < 1. (3.19)

Finalement, on obtient le lemme suivant :

Lemme 3.3. Lorsque v > 1, si P, € (HP¢(X_)) et si les hypothéses (3.9, 3.17,
3.18, 3.19) sont satisfaites, alors p € L>=(0,T;L7()), v € L*0,7; H'(4)) N
L>®(0,T; L2(Q)), & € Wh(0,T; L*(Q5))NH (0,7, H} (%)) , &, € WH(0,T,L*(Q))
NHY(0,T,H3(Qs)).

Pour passer a la limite dans le cas v > 1, on a besoin d'un résultat de compacité

complémentaire :

Lemme 3.4. Sous les hypothéses du lemme 3.3, la densité p est bornée dans

L7F9(0,T; L9 (K,)) pour 6 € [1,9] et pour tout compact K; C Q.

Démonstration. Grace au modele de structure utilisé (obtenu par projection modale
sur un nombre fini de modes propres), la régularité du déplacement permet de définir

K C Ui tel que K N, soit compact pout tout ¢. Soit ¢ € C°([0,T]; C°(£))

65



Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

une fonction “cut-oft” définie par p =1 sur K et 0 < ¢ < 1 sur Ute[o 1] Q. Donc,
v vérifie les conditions aux limites rot v = (pv) -n = 0 sur ¥ = ¥4 N X,. En

conséquence, il existe
v, = Vp,p € L=(0,T; H(Q:)) N L*(0,T; H*(€Y))

et
v, = Rot (),q € L=(0.T; HA (%)) 0 L2(0,T; HA(,)
tels que v = v, + v,, Supp(v,) = Supp(v,) = Supp(y) et ou p,q sont les solutions

de

0
—Ap = divpv dans @, avec 8_p = (0 sur X,
n

—Aq =rot v dans @, avec ¢ = 0 sur 2.
En multipliant ’équation des moments par ¢ on obtient :

ot R = R(wy,v,p) est borné dans L*(Q). De plus , v, satisfait:

Opv,,

5~ VAeve) - ngiV pvp +aV(pp?)

=Py (R+p'Vo—p(v-V)-v), (3.21)

olt Py est la projection sur V(H!(€)). Puisque p(u - V)u et p7Vy sont respec-
tivement bornés dans LI(O,T;LTQ_J:?(Qt)) et L>=(0,T; L*(Q)) pour r € [2,00], alors
Go€ L0 H' (), G € L0, WhY(Q)) et ¢ € LY(0,T;Wh2(Q,)). On
déduit de (3.21):

op 4 _
S~ 3 APt ags’ = GG+ G (), (3.22)

ot ((t) = Jo,(p” + G + G+ ¢3) € LY(0,T). On pose p = ¢7 alors en multipliant
(3.22) par (¢p)? au sens des distributions on obtient :

i) d(¢p)’p d(¢p)’
“/Q<¢p>( )__/Q a1 +/Q ar ¥

4 Odiv (v 0 1 9 3 oc. .
+—V/Q<¢p>d (<p)+/Q(<bp)(C+C+C)+/Q(¢p)C (3.23)

3
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

Au moins formellement, on a:

0
86% + div p’v = (1 — 0)p’div v,

ce qui conduit a:

Aep)® [ 0¢° , o L
/Q o P ), o P+/vaV(¢p)+(1—0)/Q(¢p)pdwv.

Alors I'égalité (3.23) devient :

8(¢P)GP 8¢9 9 0 6
alop| ] e o) = —/ + | —r"p +/ p’vV (¢'p)
R N TR AT 0

F(1-) /Q (6p) vy + v /Q (ép)°div (pv)

" /Q (60 (G +Co + Go) + /Q (6p)’C. (3:24)

0
On déduit de p € L>®(0,T; H*(Q)) et (¢p)? € L>=(0,T; L7/9(€)) que <8ai;p9p)

est borné dans L'(Q) et que

/Q ((9p)’p) (1) € L=(0.T).

On a ¢ € L*0,T; HY()), donc (1(¢p)? est borné dans L*(Q). De la méme
maniere,

G € LN0,T; Wha5 () — L'0,T; L ()

pour tout r € [2,00[, donc (3(¢p)? est borné dans L'(Q). De plus, ((t) € L'(0,T)
done C(ép)" € LX(Q).

Les termes restants sont bornés de la maniére suivante:
divv € L*(Q), divev e L*(Q), pe€ L>™(0,T; H (%)),

G € L=(0,T; WHH(€)) — L>®(0,T; L*(Q))
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

et

0 . % 3
(1-10) /Q(¢P) pdivv < () H(¢P) HLJZ?—Q(Q) HPHLm(Q) HdWV”L?(Q) 3

2(y+ 0
< Culolg Yme |20 Do),
3 [onrdiver < Collen], s Wivlig

< Gy ||¢P||Lw+9(Q) 3

| @nre < clon ol < s Woplaney -

Ml )

De plus, p’vV(¢'p) = ¢%p%v - Vp + pPpv - V¢’ est borné dans L'(Q) si p? €
L>(0,T; L°(Q,)), ¢°, Vo € L>(Q), v € L*(0,T; L"™(;)) pour tout m € [1,00),
p € L*(0,T; L°°(%)) et Vp € L*(0,T; H(Q)).

Finalement, (3.24) conduit a:

4
alopll3Yoig) < Crlopl o) + Css

ce qui nous permet de conclure.

Bien que ce résultat local soit suffisant pour passer a la limite dans le terme
Vp7, nous le complétons par un résultat valable jusqu’au bord. La section suivante

présente deux lemmes de compacité, I'un pour v = 1, 'autre pour v > 1.

3.1.3 Résultats de compacité.

On introduit 'opérateur linéaire de Stokes (S)(c.f. [49]) de la manieére suivante:
S(¢) =p, (3.25)
ol p est I'unique solution vérifiant le probleme de Stokes:
—Auy +Vp=¢ et divu, =0 dans €,
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

u, =0 sur 090, / p(x(x0))dxo = 0. (3.26)
Qo
Proposition 3.5. (c.f. [7])
Lopérateur S est continu de L*($Y) dans H' () et de W12(Q,) dans L*().

C’est a dire, il existe une constante C' telle que :
IS0y < Clol2a -

15D 20y < Clldlw 120,

Remarque 3.6. Dans [7], M. Boulakia démontre cette proposition dans le cas d’un
ouvert de classe H® et dans [5], Bello utilise un ouvert de classe W2, Ici encore,
on remarque l'importance du modele de coque régulier utilisé dans le probleme
(C3). En effet, cette modélisation permet d’obtenir un déplacement de la frontiere

suffisamment régulier pour appliquer cette proposition.

Lemme 3.7. (c.f. [7])
Soit ¢ € CH([0,T],L%(%)), alors on a la relation :

i (%) - %;@ o VS(6) - v(x(x0))dxo + 7',

ot p' est la solution du probleme de Stokes suivant :
~Aw+Vp' =0 et divw=0 dans £,

w=(v-V)uy, sur 08, /Q P (x(x0))dxo = 0. (3.27)

Démonstration. Dans [55, 56, J. Simon et F. Murat donne une méthode générale
de différentiation par rapport a un domaine a frontiere variable appliquée aux

équations elliptiques. Nous donnons dans ce qui suit quelques élements de démonstration.

Formellement, on dérive par rapport a t I’équation
—Auy, +VS(¢)=¢

pour obtenir

ou, | 9S(9) _ 00

A ot o ot
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u
De méme pour div (u,) qui donne div (8—:) = 0. En ce qui concerne la condition

sur le bord, on a

<u¢<X<XO)>’¢>D’(8QO),D(8QO) 5 Vgo € D(aQo)7

que l'on dérive par rapport au temps pour obtenir

/QO ((% (v V>“¢)) (x(x0))p =0 Vo € D(3y).

D’ou 'on déduit la condition suivante:

ou
8—: = —(v - V)u, sur 0.

De méme, on dérive par rapport a t la condition sur p et on obtient :

Ip

Sz == [ (Vo) (o))
Qo Q0

Finalement, on a le probleme de Stokes suivant :

duy op 0¢ . [Oug\
5 +v8t_8t’ d1V< =0,

e o (v Vuswon, [ 0 L) == [ (70+v) (el

O

Lemme 3.8. Sous les hypotheses du lemme 3.3, lorsque v > 1 la densité p est bornée
dans L70(Q), VO € [0,y]. En particulier, la densité p est bornée dans L?*(Q).
Démonstration. Pour simplifier I’écriture et pour rendre plus lisible cette démonstr-
ation nous la présentons dans le cas ot le flux est nul G4 =0 (i.e. wy =0). Il est
entendu que cette démonstration peut étre étendue au cas G4 # 0 sans difficulté
majeure.

Soit (v,m) la solution du probleme suivant :
1
—Av, +Vr=—v (AV — gdiv (V)) et divvy, =0 dans £, (3.28)

avec

v, =0 sur 8Qtet/ﬂ:0.
Qy
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L’équation (3.1) s’écrit sous la forme suivante:

—AvVr + V(1 tap’) = -5 =V V(v), (3.29)

en utilisant 'opérateur de Stokes S, on peut écrire:

T+ ap? +]ét Gudiv (v) - apv) _ S <_E s V)v) O (330)

On multiplie (3.30) par p? pour obtenir

freeafp e - for - f(5)0 - [ o wm

De plus, grace au lemme 3.7 (en dimension finie)

/S <g:) P’ = % S(v)pg + H/Qtpediv (v) S(v) + /Qtpep', (3.32)

ot p’ € L2(0,T; L*/+7)(Q,)) Vr € [1,00[ est solution du probleme de Stokes (3.27).
L’égalité (3.31) devient:

/we / ]{)t /Wp ——/ (Vv?) p(’—/QS(l‘OtVOZ(V))PG

dt QtS(v)pe - Q/Qtpediv (v) S(v) — /Q,oep'. (3.33)

Puisque v est borné dans L?(0,7; H'(€;)) N L>(0,T; L*(X)), alors 7 est borné
dans L*(Q), S(v) est borné dans L*(0,7; H*(Q;)) N L*>(0,T; H' () — L*(0,T;
L>(€)) et rot va(v) est borné dans L2(0,T; W=12(€),)). De plus v € L*(Q) ce qui
implique que Vv? est borné dans L*(0,T; W—12(€,)).

U

Dans le cas v = 1 nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.9. (/27]) Lorsque v = 1, la densité p est bornée dans L*(Q).

Démonstration. Nous procédons en deux étapes. On montre tout d’abord (par
analogie avec le lemme 3.4) que p est borné dans L?(0,7; L*(K})) pour tout compact
K; C Q. La deuxiéme étape consite & établir que Vp € H~1(Q) ol V est 'opérateur
gradient de Q).
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3.1. Estimations a priori

On utilise le méme procédé et les mémes notations que dans la démonstration
du lemme 3.4. L’égalité (3.23) s’écrit :

a/@(czﬁp)2 = —/Q%+/Q (gtp)p+§ /(cbp)div (o)

+ /Q (60)(Ci+ G+ Go) + /Q ()T (3.34)

L’équation de continuité induit

/Q@p:/ g‘fper/vav(aﬁp)-

Alors 'égalité (3.34) devient

0 0
alépliag = ‘/Q ?fp+ af p+/pvv(¢p + V/ opdiv (¢v)

n /Q (G + G + Go) + /Q opC, (3.35)

d’ou 'on déduit (en utilisant I'inégalité de Young et les régularités préalablement

démontrées dans les lemmes précédents) que Hqﬁp”ig@ est borné
On pose

0 0
oy 0 adiv (v)  drotv
Wi = —t , Wog = vV, , W3 = —VU a.ﬁU 6.772 ,
O0vy vV, 8d1v (v) Orotv
ot 8902 + 8301
div (pv)
Wy =a 0

0

Ainsi, on peut écrire les équations des moments et de continuité sous la forme
a?p%—wl + Wy + W3 + Wy = 0. (336)
De plus, on a trivialement wy; € H~1(0,T,L%(%)) € H Y(Q), wy € L*3(Q) C

HYQ) et wy € L*0,T,H (%)) € H Q). Puisque plogp € L>*(0,T,L'()),
0
alors p € L*(0,T; H~1(;)) donc div (pv) = P

—a € H™ (Q) d’ou wy € H_1<Q)
Finalement, on a montré que Vp € H~!

(Q). Par conséquent, p est borné dans
L*(Q) puisque p € L, (Q) (c.f. [48)).

O
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

3.1.4 Passage a la limite

Les résultats de compacité obtenus sont suffisants pour passer a la limite dans

les équations.
Cas y=1

Dans le cas v = 1, une des difficultés est de passer a la limite dans le terme pu de
I'équation de continuité. On utilise pour cela les travaux de P. Orenga [58] et F. Flori
P. Orenga [31] dans lesquels il est montré que la régularité plogp € L°°(0,T; L'()),
u € L*(0,T; H'(£)) est suffisante.

Cas 7> 1

Lorsque v > 1, la principale difficulté est le passage a la limite dans le terme
de pression Vp?. Le lemme suivant utilise les résultats de M.Boulakia [7] et utilise
le résultat jusqu’au bord établi dans le lemme 3.8. Dans la remarque qui suit sa
démonstration, on présente une approche différente de ce passage a la limite, en
utilisant le résultat local du lemme 3.4 associé aux développements de P.L. Lions
dans [48].

Lemme 3.10. Lorsque v > 1 et sous les hypotheses du lemme 3.8, p converge

fortement dans L7(Q).
Démonstration. Cette démonstration s’inspire des travaux de M. Boulakia [7].
Pour démonter le lemme 3.10, on établit la convergence de plogp. Pour cela, on
renormalise ’équation de continuité du probleme fluide de Cf.
Remarque 3.11. L’étude du probleme fluide est effectuée pour un déplacement
donné £ € H'(0,TH3(Qy)) — HY0,T; Wh>(€)). Grace a I'utilisation d’un modele
de structure projeté sur un nombre fini de modes, les variations du domaine sont
tres régulieres et permettent de travailler dans le domaine:

Q= |J {&xa.

te[0,7

La notion de renormalisation des solutions fut introduite par Di Perna et P.L.

Lions [64]. En utilisant le cadre défini par E. Feireisl [24], une fonction b est admissible
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

si:
be C(IR)/ V(z)=0 pour tout z assez grand.

Dans ce cas, I’équation de continuité est vérifiée au sens des solutions renormalisées,

soit :

a%_(tp) +div (b(p)u) + (V' (p)p — b(p))div (u) = 0 dans D'(Q). (3.37)

On souhaite obtenir un résultat de convergence forte sur plogp. Puisque la fonc-
tion zlogz n’est pas admissible pour ’équation de conservation de la masse renor-
malisée, on construit une suite de fonctions admissibles.

Soit T" une fonction de troncature concave définie par:

T € C(IR)
z,81 2z <1,
T<z):{ 2,5 2 > 3.

On construit les suites de fonctions T} et L; de la maniére suivante:

Tk:kT(%>, Vk e IN

zlogz, Vz € (0,k],
Li(z) =

T
zlogk + z/ k(T)dT, Vz > k.
k

72

Les fonctions (Lg)ren sont admissibles, de plus on a:
Li(2)z — Li(2) = Ty(2),Vz € RT.

Soit (pn,Un)ken une suite de solutions approchées convergeant vers (p,u) et sa-
tisfaisant les majorations a priori établies a la section 3.1.2. On utise L pour renor-

maliser I’équation de continuité et on écrit :

al;giipw + div Lk(pn>un + Tk(ﬂn)div u, =0 dans D/<Q)7 (338)
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

0%51)) + div Lg(p)u + Ti(p)divu = 0 dans D'(Q). (3.39)

Quel que soit k € IN, Li(py,) est bornée dans L>(0,7"; L7(€);)) indépendamment

de n. Il existe donc Ly (p) telle que

Li(pn) == Li(p) dans C(0,T; L7, (S)).

faible

Quelle que soit ¥ € D(Q*) et quel que soit ¢ € (0,7"), on obtient grace a (3.38):

| mewwn = | L))
N / (o) (%—f+unw) _ / Tlpa)divugy. (3.40)

De méme, grace a (3.39), on peut écrire:

| moioue = [ Lo

Qo

o [ o (%—f ' uw) - [ Tppdivue.

Puisque le déplacement de la frontiere du fluide est régulier (£ € H(0,T; H3(S))
— HY(0,7;WhH*(€,))), on peut construire un relevement w* € L?(0,T; H/?(€,))
0

*

tel que Wi, = 5
On choisit v tel que
o
ot

+w'Vy =0. (3.42)
Cest a dire

h(tx) = (X5 (1.x)),
ol X+ : 29 —  est le mapping associé a la vitesse w*.
Remarque 3.12. Le choix de cette fonction test peut étre rapproché de la méthode
des “courbes de niveaux” ( level set method en anglais). En effet, dans cette formu-

lation, la frontiere Lagrangienne est vue comme une courbe de niveau de la solution

d’une équation d’advection (c.f. [60]).
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

La fonction Ly(p,) est bornée indépendamment de n dans L9(0,T; L7(€))) Vq €

OLy(pn
[1,00), de méme pour u, dans L*(0,7; H'(€;)). De plus, k@(tp )

LY(0,7; W11, Ceci nous permet d’appliquer le lemme 5.1 de compacité établi par

est borné dans

P.L. Lions dans [48], et de montrer que

lim (L (pa) (= w*)) = Li(p)(u — w")

n—oo

Ainsi, on passe a la limite dans (3.40) pour obtenir:

/ Le(p)(D)w(t) = / Li(po)¥(0)
Qs Qo

+/*ﬁ(p)(u—w*)vw— lim [ Ty(p)divuyw. (3.43)

n—0o00 Q*

On soustrait (3.41) a (3.43):

[ (@0 - niow) v = [ (51— 1) (s w) 70

+ lim (Te(p)diva — Ti(pn)divu,) ¥. (3.44)

n—0o00 Q*

On écrit (3.44) pour la suite de fonctions tests {{, }men, o1 Y = ¢ (Xt) avec:

0 < b < 1, [Vé| < 2m,¥x € O,
(3.45)

1
gbm = I,VX S Qo/d(x,ﬁﬁo) > a

En effectuant un changement de variable pour se ramener a )y, on écrit

(B0~ 14le)) (a = w) Vs, =

/(0 - (Za(0) = Lilp)) (Xowe) (VEGE (1 = W) (X ) V) det VX (3.46)

Pour tout x € €y on écrit :

u—w") (X (x))

(u _ W*) (Xw* (x))V¢m = ( d(x 8@0)

d(x,000)V ¢ (x).

Puisque (u — w*) (Xy+) € L*(0,T; H}()), on utilise I'inégalité de Hardy pour ma-

jorer (u — w*)(Xy+(x))(d(x,0Q0)) " par une constante indépendante de m. Donc,
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Chapitre 3 3.1. Estimations a priori

grace & (3.45) on obtient la limite suivante:

lim [ (o) = La(p) ) (w = W) Vi, = 0.

m— oo Q*

De plus, on peut trivialement passer a la limite sur m dans le terme

lim (Ti(p)diva — Ti(pp)divu,,) ¥

m— oo Q*

pour obtenir :

/Q (m(t)—Lk(p)(t)) = /Q Tilp)divu— lim | Ti(py,)divu,,o.

m—00 Jo«
On applique directement les résultats de M. Boulakia (lemme 6.2 et 6.3 de [7])

pour obtenir:

lim sup /Q (M(o - Lk(p)(t)) < limsup /Q (Tu(p) = Tilpa)divu < 0¥ € (0.7).

k—o00 k—o00

Finalement on a:

/ (plogp — plogp) (t) < 0Vt € (0,T)
Q¢
et donc, grace a la convéxité de 7 — (rlogr) on conclut que

plogp(t,x) = plogp(t,x), ¥(t,x) € Q*.

On en déduit la convergence forte de p dans L7(Q) puisque p est borné dans
LH(Q) pour 0 < 6 < 7. O
Remarque 3.13. Pour passer a la limite sur p, il est également possible d’adapter la
démonstration de P.L. Lions (Théoreme 5.1 [48]) dans le cas d’'un domaine a frontiere
variable. Il faut utiliser pour cela un résultat de régularité local sur p (lemme 3.3).
Cette compacité supplémentaire est utile pour passer a la limite dans le terme Vp7.
En particulier, la démonstration de P.L. Lions utilise le lemme suivant :

Lemme 3.14. Soient p1,p; € C([0,00)) deuz fonctions croissantes. On suppose

que pour tout compact K verifiant ((0,T) x K) C Q, p1(p),p2(p) et p1(p)p2(p) sont

relativement compacts dans L*((0,T) x K). Alors, en notant respectivement py(p),

p2(p), p1(p)p2(p) les limites faibles de pi(p).p2(p) et pi(p)p2(p) dans L*((0,T) x K),

on a l’estimation

p1(p) p2(p) < p1(p)p2(p).
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Condition au bord sur p

Le dernier point concerne le sens que l'on peut donner a la condition sur la

densité.

Lemme 3.15. Soit v,, = u,, —w et p, deuz suiles vérifiant (3.11) et I’équation de

continuité
0pn

E + dz'vpnun = 0,

alors puys_ converge vers Py dans (Wh(3_))".

p p

Démonstration. On note O et ©,, les vecteurs | pu, | et | pu(un)z |. L'équation
5 Py Pn(Un)y

de masse implique div,(0,,) = % + divp,u, = 0 € LY(Q) et par conséquent

O, € L., (Q) ={¢ € LY(Q)?/div,.(¢) € L' (Q)} et grace au passage a la limite dans
I'équation de conservation de la masse, on obtient ©, — © € L'(Q)3-faible. Donc,
en utilisant la continuité de 'application trace [13], on obtient ©, 9 — ©sq dans
(W'>(dQ))" faiblement et en particulier p,y, — P; dans (W"*(X_))" faiblement.

O

De plus, en utilisant les bornes sur le déplacement & :

£, € WH(0,T; L*(Qs)) N H*(0,T,H} (52)),
&, € Wh>(0,T,L*(Qy)) N H'(0,T,HF (),

on montre o - n|Jz| € H %(Qs), ce qui permet de passer a la limite au sens des

distributions dans le terme des contraintes:
o-n|Jz| — ¥ € D'(Q).

3.2 Construction des solutions approchées

Nous proposons un schéma de construction des solutions approchées dans le cas
v > 1. Le lecteur peut ce référer a F. Flori, C. Giacomoni et P. Orenga [22] pour le

cas v = 1.
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Chapitre 3 3.2. Construction des solutions approchées

Globalement, la construction des solutions approchées suit une procédure de
point fixe. On commence par se donner les déplacements de 'artere et on résout
ensuite le probleme associé au flux artériel. On obtient ainsi la contrainte appliquée
par le sang a l'artere ce qui permet de résoudre le probleme associé¢ a 'artere. Les
deux systemes sont ensuite recouplés a I’aide d’une procédure de point fixe.

On discrétise I’équation des moments avec un schéma lagrangien régularisé. On
pose:

Ou uk<Xk) - ukq(qu)

EJr(u-V)u: Al

+ AtCA(uk),

1
avec 0 < ( < 3 et A un opérateur tel que D(A) = H3(Q2). Cet opérateur permet
de “ controler ” l'erreur due a la discrétisation lagrangienne classique et d’obtenir
les estimations d’énergie suffisantes pour que le probleme discret ait un sens et pour

retrouver le probléme continu quand At tend vers 07.

3.2.1 Régularisation

Avant d’introduire la discrétisation du probleme fluide, on régularise ce dernier
en insérant le terme €p?™! dans I'équation de masse, afin d’obtenir la compacité
suffisante pour passer a la limite dans I’étape de discrétisation en temps. On définit

le probleme (F;) par:

(d
P vAu, +aVp! = dans Q,
dt
dpz—: . +1
»r + pedivu. +ep’7 =0 dans @,
()
u.-n=rotu, =0 sur X4,
23
(ue0¢) = En dans (0,T") x Q,
u.(t =0)=u? and p.(t = 0) = p? dans Q.

\

Cette régularisation ne pose pas de probleme. En effet, on obtient classiquement
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Chapitre 3 3.2. Construction des solutions approchées

la majoration suivante:

1 9 a
5 1Ol + 77 lelt Wiviey + € 1Pl 0n

& 2
+ (V - 79 [u. ||L°°(0,T;L2(Q))) ue ||L2(O,T;H1(Q)) <O, (347)
ol C' est une constante ne dépendant que des données.
L’estimation (3.47) montre que le terme e pe est borné indépendamment de ¢
dans L?(Qr). 1l existe donc une constante C' telle que

1
/ epd) = / (s 2 p”“) = / (5/)3“)”“ <C (3.48)
T T T

SRRt

2
On peut donc conclure que p?*! tend vers zéro dans LTJI(QT) lorsque ¢ tend
vers zéro. Ce résultat est suffisant pour passer a la limite sur €. En effet, si v > 1

> 1.

alors on a
v+1

3.2.2 Discrétisation lagrangienne

La période d’étude (0,7") est divisée en N pas de temps At = T'/N. La discrétisation
du temps impose celle du domaine a frontiere variable. On discrétise ’équation des

trajectoires comme suit :
Xp = Xp_1 + Atu(xk,l,tk,l), Vk € {1, c. ,N}

Le point x; est 'approximation de la position a l'instant t;, = kAt de la particule
qui se trouvait en x;_; a l'instant t;_;.
Pour simplifier les notations, on suppose que I';(t = 0) = €. A l'instant ¢, la

discrétisation de la frontiere mobile est définie par la récurrence suivante:

0
Do = {Xk e R/ xpy=x%x5_1+ Ata—f(xo,tk—l), Xp € Ts,o} -

On note nyj la normale extérieure a cette frontiere et Jz le jacobien associé a la
transformation suivante :

Ek : Fs70 — Fng.

80



Chapitre 3 3.2. Construction des solutions approchées

De méme, 'approximation du domaine est donnée par:
QO = Qt:O )

Q= {xx € R*/ xx=%p_1+ Atw_1(Xp—1,tk—1), Xe—1 € D1} -
On note
Qat = {(t,xk),t € [ALT[, xp € Qi lorsque t € [kAL,(k + 1)At] }
On définit pour tout k& € {1,..,N} 'application g, qui est la forme discrétisée de

la trajectoire, par

Rk - Qk,1 — Qk
Xp—1 > Xp = X1 + Aty (Xgp—1,5—1).

On note J;_1 le déterminant de la matrice jacobienne Jy_; associée a Ky :

3(111%1)1 6(uk,1)1
1+ At At
8(Xk71)1 a(qu)z
e () () |
0 Uir—1)2 0 Ug—1)2
At 1+ At
8(xk_1 1 a(xk—l)Q
jk—l =1+ Atdiv u,_1 + At2V(uk_1)$ - Rot ((uk_l)y). (349)

Il est nécessaire d’établir que ce jacobien n’est jamais nul pour bien définir cette
transformation. Par la suite on montre, par le biais de majorations et par 'utilisation
d’un processus de récurrence, que ce jacobien est strictement positif sous certaines
conditions sur les données (il apparait déja clairement que le pas de temps At devra
étre suffisamment petit). Cette stricte positivité permet d’écrire que |JTx_1| = Jrx_1

quel que soit k € {1,..,N}.

Dans I'équation de conservation de la masse pénalisée, la dérivée particulaire est

approchée de la maniere suivante :

dpe
dt

B 1
’J’CT’Z’“ +AEB(p), 0<C<3,  VRE{L.N}L o (350)

(tr,Xp) ~
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ou pr = p(Xg,tx) et pr_1 = p(Xp — Attg_1,t5_1)-

L’opérateur B a pour domaine D(B) C H(Q).
Remarque 3.16. Pour montrer la convergence de la discrétisation lagrangienne, il
n’est pas nécessaire d’imposer une condition aussi restrictive sur (; il suffit de prendre
¢ € (0,1).Cependant, la condition (0 < { < %) est issue de la technique utilisée pour
coupler le probleme fluide a celui de la structure. En effet, la démonstration de la
convergence du point fixe utilisé (c.f. section 3.4), conduit a I'hypothese ¢ < %

En ce qui concerne 1’équation de conservation de la quantité de mouvement,
en utilsant les mémes notations que précédemment, on approche en x; la dérivée

lagrangienne de la vitesse u. a l'instant ¢; par:

du,
dt

% Y AKA() ke {1,.N), (3.51)

(trxp) =

oll A est un opérateur de domaine D(A) C H3(Q).

Remarque 3.17. Le terme AtSAu;, permet d’établir le passage a la limite sur le

pas de temps At. On utilise ce dernier terme pour montrer la positivité de J5_; et

pour montrer qu’il n’y a pas de point qui sorte du domaine entre deux pas de temps.
Grace a ces discrétisations le probleme (F.) est approché par les N problemes

stationnaires suivants:
(u + AtHCA(uy) — AtvAuy + aAtV(pg)Y = gy
pr(x,) + Atppdivug, + At B(pg) + z—:AthH = Pr_1

(Fi)keqi,..Ny U -n =rotug =0, sur I'y,

0 19)
uy <Xk—1 + Ata_f(xmtk—l)> = 8—§(Xo,tk) dans Ty,

|+ Conditions aux limites de A et B( inclues dans D(A) et D(B)).

Remarque 3.18. L’existence des solutions aux probléemes (Fk)k€{17,.7 N} peut étre

établie en suivant la démonstration présentée dans les sections 6.5 et 6.7 de [48].

Remarque 3.19. Il est important de remarquer que la forme discrétisée de I’équation

de continuité pénalisée ne permet pas de déduire directement la positivité de la den-
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sité p. En appliquant le principe du maximum a cette équation stationnaire et dans le
cas ou l'opérateur B est elliptique (par exemple B = (—A)), on obtient la positivité

de pr quel que soit k € {1,..,N}.

3.2.3 Majorations a priori.

Afin d’établir le passage a la limite (c.f. 3.3) dans la discrétisation temporelle,
il est nécessaire d’obtenir des résultats de régularité. Les majorations que nous
établissons dans cette section permettent, via un processus de récurrence, d’obtenir
des bornes pour les solutions aux N problemes stationnaires.

Dans cette section et dans la suite de ce chapitre, on considere 'opérateur :

(B, D(B)) = (=4, Hy) -

Notation: Pour ne pas surcharger les notations, nous ne noterons plus le (7) au
dessus des variables discrétisées le long des trajectoires. Nous préciserons simplement

la variable d’intégration quand cela risque de générer une ambiguité.

On fixe £ € H*%(0,T; H3(€),)) le déplacement de I'artere d’ont 'on déduit, grace a
I’équation de coque, que o(Zy) - n, x| Tz € H2(0,T; H~2(€2,)). On commence par
établir la majoration, en fonction des données initiales, des solutions du probleme
Fi.

On multiplie, au sens du produit scalaire de L?(Q;), I'équation de conservation
de la quantité de mouvement discrétisée du probleme (F;) par uy. Alors, en utilisant

1
l'identité remarquable ugu; = 5 (uZ +u? — (u; — up)?) on obtient:

1 2 1 2 2 2
3 luil720,) + 5 a1 —wofr2,) + At [l 0, + Atv | Da |72,

1
< —/ ugdx, —|—aAt/ pldivuy —|—At/ or(ug,pr) -ng1uy (3.52)
2 Ql Ql Fs,l
La continuité des contraintes se traduit par:

01(111,/)1) = U(El) ) ns,1|~75,1‘-
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Si les données initiales sont telles que Jy # 0, on peut écrire / ugdxl = / ll%|j0|dxo.
o Q0

On multiplie formellement I’équation de continuité du probleme (F}) par p] ™'

pour obtenir :
Atpldivuy = —p] + popl " — Atep?” + A p Apy. (3.53)
En remarquant que:

1 2
/ Apip] " = —/ Vo Vpi = a1 / (Wﬁ”) ,
Ql Ql fy Ql

on integre I’équation (3.53) pour obtenir

) 1
— At/ pldivuydx, = eAt ||p1||?zw(gl) - —/ po” | Jo|dxo
Q4 ’y - 1 QO

2 1
SN 7 ) dx. (354
LQ(QI)Jr/Q1 (m P P0+7_1Po) 1 (3.54)

v — 1 . 1 - y—1 car y>1
On note T (px) = ——p, + —pj_1 — pi pe—1 = 0, alors comme v > 1 on
fy

4(v —1
4 %At”g Hv <p1)v/2

peut écrire:

1 _
0< ;P}Z +Ti(pr) < pp + mﬂlq — o1 Pk

Donc, 'égalité (3.54) conduit a l'estimation suivante :

. iy -1 2
_ At /Q pldivurds > €At |pa] oy o, + Tmuc Hv (o)
1

L2(Q)
ol + [ Tiode - — [ aliald
~|p: 1(p1)dx1 — —— Po 1Jolaxo.
~ L7() o ! v—1 Q0 ’
Alors, en posant
% 9€(t)
D, :/ <7p7+u2) | Joldx +At/ o(E1) - ng 1| Tz )
o Ny =17 ’ Pet ot
on peut écrire:
2a

2 2 2
||u1||L2(Ql) + 2At1+C ||u1||H3(Ql) + 2Aty ||U1||H1(Q1) + 7 ”pl ”Zw(m)

2 8a(y —1) 2%
= ol + 201 Tulpn) sy + =g AV ()

L2 ()
+2aAte | p1[ g,y < D1 (3.55)

84



Chapitre 3 3.2. Construction des solutions approchées

Cette majoration permet de majorer les solutions du probleme (F}) et montre
que l'on peut choisir les données et un pas de temps At tel que le jacobien [J; soit
strictement positif. En effet, soit Cy = maxpeq, vy (Cri) olt Cyp est la constante
d’injection de H3(€) dans W1H>(Q), alors I'inégalité (3.55) conduit & la majoration
suivante :

8111
&ri

D
At H < AtCr [l s, < At Cr ( 21>

L (Ql)

Puisque J; = 1 + Atdivu; + At*V(uy), - Rot ((uy),), alors il existe A, tel que:
Ji> 0, VAL < Aty (3.56)

Ce résultat est important car il permet l'obtention des majorations pour les
solutions du probleme (F3).
En utilisant un développement analogue au précédent, le probleme (F3) conduit
a l'estimation :
2 14C oy |12 2 2.,
[us 2o, + 248 Wﬂmmg+%MV%ﬂmmg+;Wmhmn

20| Ty (o)l 1 gy + 20t [pal 2y +

8a(y — 1) ApHC Hv a,/2 2
"}/ L2(Q2)
2a O&(t
Fhu = wil < [ () Wil + A [ 0@ nealgzl 5
o \7—1 Ts.2

(3.57)

Si le pas de temps At satisfait la condition (3.56), alors on peut écrire (puisque

(3.56)= (J1 > 0))

/ p1/|j1|dx1 = / ,01/_1 (,01 + Atpldivul)dxl
Q1 Ql

+ A | pIV(up_1). - Rot ((u_1),)dx. (3.58)
1971

De plus (en utilisant la méme technique que pour le probleme (F7)), I’équation

de continuité de (F3) et (3.58) permettent d’obtenir:

2
/Q ATl < AR 11 oo Tt s
1

Ay —1) 2
—eAt|p ”LQ”/ - T HV (p2)7/2 v

+/ 01 podxy. (3.59)
951
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Chapitre 3 3.2. Construction des solutions approchées

On note Cy la plus petite constante vérifiant I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg

suivante:
2
[917400) < ColOlmap) 1912, VR € {1,...N}.

L’estimation (3.57) conduit a:

2 2 2 a 2
[us}2 ) + 286 Jus s q,) + 280 [l g, + — ||pz 1270 + T2 — w72

+2a |T1(p2)l 1) + 2028 |22 ) + EAt loal 73, @)
8a(y —1)
t— 3
L2(Q2) v
2 2 2
< APCE le 1220 T ls () + alzzq,) + AC, [ 2o, Hulqu(Ql

- ( 2)
+APCH w72, Hu1”§{3(ﬂl)+/ P o dxHrAi/ 0(Z2) - | Tz -
Ql Fs,2

(3.60)

T 477; Hv (Pz)y/Q

AtHC Hv <p2)v/2

L2(Q2)

j/)Zq - %Pflpkh Tr(pr) >0, Vke{l,. N}
En additionnant la majoration des solutions du probleme (Fj) et 'inégalité

(3.60), on obtient :

On pose Ty(pr) = p) +

2

2 2 2
[l 72, + D I = Wit 72, + 288 Juo g, + ||P2 17 ()
i=1

2
+ 20 |T3(p2)l sy + 20 ITa(p) s + Ot (20 = € uulumn) il

2aC’2
2 2
L2t Jualys ) + A ( _ ap= (OH s + 222 o ))nulnml)

8a(~y 22 8a /2|?
+ 7&4 E At HV )7 + — At Hv v
2 2 L2(Q1) Y2 (p1) L2()
+ 2ae E At sz\lmml +At ||p1\|m<gl D,, (3.61)

=1

. _ O&(t
ou D2 = D1 + At/ O'(.:Q) . n872|‘75,2| fa(tQ) .
FSQ

Dans le cas du proBléme fluide étudié dans la section 3.1 une condition sur

les données petites était nécessaire pour définir I'espace de stabilité; dans le cas
discrétisé une condition analogue apparait afin d’obtenir la positivité des termes de

gauche dans l'estimation (3.61). En effet, grace a 'estimation (3.55) on montre que
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si les données sont telles que:

2 2
Dy < (—”) . Ve>0 (3.62)
Cg

alors (21/ —Cy|my ||L2(Q1)) > 0.
Cependant, une autre condition apparait également sur le pas de temps. Pour

satisfaire
_ 2
2~ ABCC, (uulumm + =S 1l ) >0,

il faut que

_ 2(y —1)
1-¢
At¢ < 5rCE 1) (3.63)

Cette estimation est, elle aussi, une conséquence directe de (3.55).

Trivialement on montre grace a (3.61) que Jo > 0. De plus la condition (3.63)

est suffisante pour que l'estimation (3.61) conduise a l'inégalité suivante:

2a
- 2
9 _ Af 4012{ (HHQHLQ(QQ) + ﬁ szl\lw(%)) > 0.

Finalement, si le pas de temps est suffisamment petit (satisfaisant les inégalités

(3.63) et At < Alypaz) et si les données permettent de vérifier
Dy < (2v/Cy)?, (3.64)

alors pour tous k € {2,..,N} on a 'estimation suivante:

k

2 2 2
0< HukHLQ(Qk) + Z Ju; — ui*IHLQ(Qi) + 2481 |ux HHS(Qk) +2a|Th (pk)HLl(Qk)
i=1

k k
2
+20 > ITe(pi ey + 3 (2 = Coluiilia,_y)) At i1,y
=2 1=2

k
2aC?
_ 2 2
LAY (2 _ ap= (Cz N T >)) At B,
=2

k
WM ZAt ()" ]

L2(Q;)

2a 2
+ = ||Pk||2w(gk) + 24t [u[ g q,)

k
8a 2
2% A#¢ E : YV (0, )2 2 :
,-VZ At — At H <p271> L2 1) 2ae At HpZHL%(Q, 1)

k
2a¢e
ZAt lpi- 1||L2w < Dy. (3.65)
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Cette derniere majoration permet d’énoncer le lemme suivant qui résume les
bornes obtenues pour les solutions aux (F;)icq1,..,ny-

De plus on remarque que pour & € H32(0,T; H3(€),)) fixé, on a:

k
= [ (2w o) )
Dk; - /S;O (('Y . 1)p0 +u0) |\70|dxo +AtZZQ/I;w O'(s_al) ns,z|\7:,l| 8t

2a
S 0 5 dx C 2 2 2 . 3.66
/Qo ((’y _ 1>/)0 + uo) | Toldxo + C' €l 372001202y - (3-66)

Lemme 3.20. Si les données vérifient (3.64) et si At satisfait les inégalités (3.63)

et At < Atpaz ), alors il eziste une constante C' telle que pour tout k € {1,...N} on

ait les magjorations suivantes :

2 k 2 k 2
||uk||L2(Q) <, > i At ”Hl(Q) <C, At YT At ||H3(Q) <G,

2

ot} < C, A TE ALV ()"

k 2
o) <C, e At HP@'HKM(Q) <C,

S i = e < €

3.3 Passage a la limite dans la discrétisation la-
grangienne

Dans cette section, nous décrivons le passage a la limite lorsque At tend vers zéro.
Cette étape constitue 'une des étapes majeures de la construction des solutions
approchées. La difficulté principale de ce passage a la limite est de retrouver les
termes d’advection.

Nous définissons tout d’abord les notations qui permettent de reconstituer I'ex-

pression continue de variables discrétisées. Pour ¢ € [kAt,(k + 1)At[, on pose:

~

X(t) = xp,  @(x(1).t) = o
et

(X(1),t) = p(X(t — Ab)t — At) + (t — (k — 1)Ab) P(x(t),t) — qs(fii — At)t — Al)
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En appliquant ces notations, on exprime I'ensemble des problemes discrétisés (F) keq1,...n})

sous la forme suivante:

(ou(x(t),t)

5 — vAU(X(t),t) + AtCAG(X(t) t) + aVp (x(t),t) = 0,

>

Ip(x(t).t)
\ ot

+ p(x(t),t)diva(x(t),t) — At Ap(X(t),t) +ep’tt = 0.

0+
De plus, grace a la régularité du déplacement &, on a Q) a; At=0 Q.

Les majorations obtenues dans la section précédente, permettent d’énoncer le

lemme suivant:

Lemme 3.21. 57 les hypotheses du lemme 3.20 sont vérifiées, alors les solutions du

probléme (F) convergent vers celles de (F.) au sens des distributions (i.e. (F) At

(F:) dans D'(Q)).
Démonstration. Une conséquence directe du lemme 3.20 est I'existence des limites
uc L*0,T; HY(Q)) N L>®(0,T; L*(2))etp € L=(0,T; L7(2)) N L*(Q)

tel que

u — udans L*(0,T; H'(Q))faible, « — u dans L*°(0,T; L*(Q2))faible * ,
p — pdans L?(0,T; L*(Q))faible,p — p dans L*>°(0,T; L7 (Q))faible x .

De plus, en utilisant la majoration (3.65), on écrit :

(/T la(x(t),t) — a(x(t — At),t — At) ”iQ(Qt’M)l/z

At

N 1/2
At—07F
= <Z At Juy, — uk—l”i?(m)) < CAL? 250,
k=1

ol Qar = QarN{t}. On en déduit que a(x(t),t) —a(x(t — At),t — At) A0 dans

L*(Q) fort. Les estimations sur u; conduisent également a
[a().D)]2qan < €

et
N 1/2
A N 2
[6(5(t).£) — 2(&(E).D)] 12(gan = (Z At Juy — uk_lnm(ﬂk>> < CAP?,
k=1

89



Chapitre 3 3.3. Passage a la limite dans la discrétisation lagrangienne

d’ou 'on déduit
- ~ At—0t

u—1a — 0dans L*(Q) fort , (3.67)
et
. At—0t .
u " 0 dans L*(Q) faible . (3.68)

De méme, il existe p € L>(0,T; L7 (Q7)) tel que ep* € L' (Qr) et

ep?’ Ao ep?’ dans L' (Qr)faible,

p At=Qr p dans L>(0,7; L7(£2;))faible * .

De plus on a:

</T (X (8).8) = R (t = M)t — A2, )1/2

At
N 1/2
r AtHO‘F

k=1
onT=1/2siy>22, 7=(1-()/2siy<2.
On en déduit que p(x(t),t) — p(x(t — At),t — At) A0 dans L*(Q) fort siy < 2
et dans L7(Q) fort si v > 2. On a donc

p—p A0 dans L7(Q) fort (3.69)
et
At—07T -
p — pdans L7(Q) fort . (3.70)

Le point le plus important de la démonstration du lemme 3.21 est le passage a la

on 0 ou 0
limite des termes 5 et a—/t) En effet, il faut montrer que 5 (respectivement 8—?)

converge au sens des distributions vers 88—1; + u - Vu (respectivement a—? +u-Vp).
Ce passage fait apparaitre les difficultés liées aux termes non-linéaires.

Lorsque le déplacement de la frontiere est suffisamment régulier, on a
Qat gl Q. De plus, Quelle que soit ¢ € D(Qr), il existe un pas de temps At,, tel
que YAt < Aty, supp(y) CC Qa¢- En multipliant ‘9“ par ¢ on peut écrire ’égalité

suivante:

oua(x(t),t) .
| .

_ /Q ) %’?7%(5{@)@_ /Q ) ﬁ(&(t—itt),t—At)w w00, G
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On effectue le changement de variable t* = t — At dans le deuxieme terme de (3.71),
et on note J le déterminant de la matrice jacobienne associée a ce changement. Ce

jacobien s’écrit de la maniere suivante :
J =1+ Atdiva(x(t*),t*) + AV (0, (x(t*),t")) - Rot (i, (X(t*),t*)).

Par analogie avec (3.49) et en utilisant le lemme 3.20, on montre aisément que J
est strictement positif lorsque At est suffisamment petit. En conséquence, on peut

réécrire (3.71) de la maniere suivante

(3ﬂ)zlé:ﬂﬂﬂ /TAi/ t*ﬁ (X(t* + At),t* + At)

/TN/mml (%)) O(X(t* + ALt + At) — Ry,

ounR; = At fT At Jo V 49))-Rot (0, (%(¢9),t%))a(x(t*),(t*)) Y (x(E*+At),(t*+

At)). De plus, nous avons l’estimation :

N ~ (12
Ry < CAL|] oo o 12200 10720713 00) 1P (@) -

Grace & la majoration (3.65) on obtient |Q] (g 7.12(q)) = SUPkeqr, vy Wil o) <
C, et ||ﬁ||iz(07T;H3(Q)) = S At ||uk||§{3(9) < At7°C, donc Ry < CA#¢. Ceci
permet d’écrire que:

lim R; =0. (3.72)

At—0t

On rééerit (3.71) sous la forme:

/‘aﬂ%))wﬂﬂﬂz/’ﬁ&www@@@—¢@@+mw+Aw
Qat Qnat

B At
/Tm/ﬁwu PYa(R(E), ) (k(E + Ab)t+ At) — Ry (3.73)

Le premier terme de (3.73) est développé de la maniere suivante

o V(x(1),t) — p(x(t + At)t + At)
| o = -

PN 1/}<>A((t)>t) — w(&(t)at + At)
| s L

N /Qmﬁ@c(t)’t) W(x(t),t + At) — KE&@ + At)t + At) 3T




Chapitre 3 3.3. Passage a la limite dans la discrétisation lagrangienne

ol X(t + At) = %(t) + At (x(1) ) et

/ ﬁ(fc(t),t)w(fc(t),t + At) — i(tfc(t + At)t + At)
Qat
- /A j /Q . (X(t),1) Ve (X(1),t + At) — Zz(ﬁ(t AN A
+ /A t /Q 0, (X(1),t) Uy (X(2),t + At) — Kyt(&@ + AL+ AL

Les estimations a priori établies au lemme 3.20 sont donc suffisantes pour passer
a la limite dans les différents termes de (3.73). En effet,

T / div @(%(£),6) (X ()6 (X + Ab) ¢ + At)

At—0t At
= — (udivu, ) ) Do)
= — (Wediv u¥s) b, p0r) — (WdIV YY) pigp) pipy > (3-75)
V(D)) — (Xt + A <u 8_¢>
Ot [ p1(Gr).p@r)

En utilisant I'injection continue de H3(2) dans L>(2) on montre que, d’apres (3.65),

im [ &)
At—0+ Qnat At

(3.76)

la limite de |AtQ g, est égale a zéro lorsque At tend vers zéro. En conséquence,

on obtient

, (k) AL) — i (R(1) + Ata(R(E),0),t + AL)
Jim, Qmugg(x(t),t) N

= —( (u? 0. —(uzu e
- x) 832‘ x Yy ay
D' (QT),D(QT) D'(Qr),D(QT)

= <d1V uuw,wx)p,(QT)p(QT) = <uxdiv u7¢$>D’(QT),D(QT)

+ UV ¥u) prg por . (3:77)

i [ (0.0 LeE 0T AD U (K0 + M., + AD)
At=0% JQu, At

_ o Oy B Oy
— (uy,—8 uyux,—ax
Y 7 (@Qr)p@r) D'(Qr),D(Qr)

= <d1V uuy,wy)D,(QT),D(QT) = (uydiv u7¢y>’D/(QT),D(QT)

T <uvuy’¢y>D'(QT)7D(QT) , (3.78)
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Finalement, (3.75,3.76,3.77,3.78) et (3.72) impliquent que

oua(x(t),t 0
i [ 2000 - (5 + @ V) ,
A0t gy O ot D/(Qr)D(Qr)
. ou At—0T Ju . . .
ce qui montre que % \7 + (u-V)u | au sens des distributions.

On peut facilement adapter cette démonstration pour montrer que

9

/
Jim =2 +u-Vp dans D'(Qr).

Donc, ces passages a la limite nous permettent d’obtenir le probleme limite:

d _
d—?—yAu—i—an’Y =0

d -
d_/t) + pdiva+eprtt =0

oll p7 et p7*1 sont respectivement les limites faibles de p” et de p?™!. Pour conclure

la démonstration il faut établir les égalités suivantes:

pr=p", et prtl=prth

Pour cela, on utilise les travaux de P.L. Lions dans la Section 5 de [48]. Puisque p
est borné dans L?7(Qr) C L"(Qr), et que la fonction ¢ domine ¢!, on déduit

que p converge fortement dans LP(Qr) pour p < 2.

3.4 Point fixe: Fluide-Structure.

Pour conclure la construction des solutions approchées, il faut recoupler le proble-
me fluide avec le modele de coque. Pour ce faire, on montre la convergence d’un point
fixe liant la solution du probleme fluide a la solution des équations de coque régissant

le déplacement de la frontiere.
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On montre l'existence d’un point fixe sur le premier intervalle (0,At), mais ce
résultat s’étend a tous les intervalles de temps (kAt,(k + 1At)) C (0,7).

On utilise de nouveau la notation

d(t) = ¢y lorsque t € [kAL,(k + 1)At],

Pour initier le processus de point fixe, on résout le probleme fluide avec un
déplacement approché &' € H3/2(0,At, H2(S2,)).
Soit (1,p) la solution obtenue. Grace aux estimations (3.65,3.66) et en remar-

quant que At¢ < 1, on obtient la majoration suivante:

12 ~ Ay /N (12
A T30 s05(01)) + A (1811 0.8020000 T [V a0 anz2(000)

<O (€' osnmion + 1) - 379

On résout ensuite le probleme de la structure:

8252
ot?

¢
ot

+ B - A, (§2) + B A, ( ) = —0.n4,|J=x| dans (0,At) x Q5. (3.80)

242
au sens du produit scalaire de L?(0,At;

En multipliant ce probléeme par

L?(£,)), on obtient :

ot?

92¢2 2 At 52¢2
H 852 <C (1+/ / —6.ns,k|j5,k|8—£2)
t L2(0,At;L2(Qs)) 0 s t
) 8252 2
< C + C{;‘ ||Ul . n87k”L2(0,At;L1(Fsyk)) + 6 H 8t2 (381)
L2(0,AtL%° (92s))

Grace au modele de coque utilisé pour décrire le déplacement de I'arteére, il existe
une constante Ky, dépendant du nombre de modes propres utilisés, telle que:

2 2

02§2
o2

~ KNS
L2(0,At;L>°(£25))

82§2
|%

L2(0,At;L2(2)) .

De plus, on a:

|61 - 00,120,060y < C <Hﬁ7HL2(O,At;W171(Q)) + HﬁHL2(o,At;HS(Q))) (3.82)

94



Chapitre 3 3.4. Point fixe: Fluide-Structure.

et

A ~ ~ 2 2
”pv”LQ(O,At;WLl(Ql)) <O <||P||zoo(o,m;m(gl)) + HV(PV/ )HLQ(QN;B(QI))) . (3.83)

Il existe donc une constante C' telle que:

2

8252
5

<O <H/3”z°o(o,m;m(ﬂl))

L2(0,A6L2(2,))

+HV(w/2)H2 + |a)? +1). (3.84)
P L2(0,At:L2()) Uliz20,a6H3(0)) ) )

Finalement, grace a 'estimation (3.79) et a notre modele de coque, on obtient :

A sy < € (1€ rsonnmzan + 1) -

En utilisant 'injection de H?(0,At; H2(€2,)) — H*2(0,At; HZ(€,)) on peut conclure
que si ¢ < 1/2, alors:

212 1_¢ 1112 1
€ HH3/2(O,At;Hg(QS)) S At (HS HH3/2(0,At;Hg(QS)) + 1) r €]2,00[/ . ¢>0.
On construit 'application suivante :

A H32(0,At HZ(QL)) — € H3?(0,At; H3(Q)),

¢t g2
—_ H .
ot ot
. o6 -
Quel que soit R > 0, si |—— < R, alors on peut choisir un pas de
ot H3/2(0,At,HZ(Qs))
. & | ,
temps At suffisamment petit tel que |—== < R. On a donc montré que
ot H3/2(0,At,H2(9s))

I'image, par l'opérateur continu A, de la boule B(0,R) de H3/?(0,At; H3(f2,)) est
incluse dans elle-méme. Puisque 'on est en dimension finie d’espace, cette boule

est relativement compacte et on peut donc appliquer le théoreme de point fixe de

Schauder.
On a montré Pexistence d'un point fixe dans H*/2(0,At; H2(f2,). Par continuité,

on étend ce raisonnement sur tous les intervalles de temps [kAt,(k+ 1)At[ke{1,..,N—1}-
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Chapitre 4

Chapitre 4

Analyse numérique

Dans ce chapitre nous présentons deux approches utilisées pour résoudre numeéri-
quement le probleme étudié au chapitre 3.

Les difficultés intrinseques au couplage ont été mises en évidence dans le chapitre
2 avec en particulier la nécessité d’approcher, de maniere optimale, ’accélération de
la structure (qui constitue la condition sur le bord pour la vitesse du fluide). Les
techniques de résolution présentées ici dans le cadre d’écoulements internes, sont
également applicables aux mouvements de solides (déformables ou non) dans un
fluide.

La méthode des domaines fictifs, bien que séduisante au niveau théorique, présente
des difficultés dans sa mise en ceuvre numérique liées a l'apparition d’un type
“phénomene de Gibbs”. La méthode A.L.E. couplée avec celle de Galerkin est bien

adaptée a notre cas test mais revét un aspect moins général.

4.1 Meéthode des domaines fictifs

4.1.1 Présentation

Dans cette section nous présentons la méthode des domaines fictifs appelée
“pénalisation de Brinkman”[41, 67] utilisée pour résoudre le probleme (Cj3) (c.f.
Chapitre 1).

Globalement, le principe de la méthode consiste a étendre le domaine fluide a un
domaine d’étude le contenant lui et son adhérence. En général, le domaine étendu

est un domaine polyedrique convexe simple (par exemple un rectangle en dimension
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2), mais on peut prendre toute géométrie ayant la régularité minimale pour que le
probleme prolongé soit bien posé.

La méthode de résolution utilisant les domaines fictifs a été utilisée entre autres
par C.S. Peskin dans [65] pour 'étude du comportement d’une valve cardiaque (as-
sociée a une méthode A.L.E.). Une version modifiée a été utilisée dans D. Goldstein
et al. [37] pour étre appliquée a I’écoulement d’un fluide autour d’'un cylindre. Ces
travaux ont été suivis de nombreuses autres applications ([36, 35, 61, 72]). Parmi
celles-ci, on peut citer en particulier celle utilisée par R. Glowinski dans [35, 61].
Elle consiste a modéliser ’action du fluide sur le bord réel par un multiplicateur de
Lagrange qui est ajouté aux équations de Navier-Stokes.

Citons également celle introduite par P. Angot & Al[1], qui consiste a pénaliser
I’équation de conservation de la masse par un terme de porosité. Cette méthode est
basée sur la loi de porosité de Brinkman (qui dérive de la loi de Darcy) et consiste
a modéliser le domaine d’étude étendu comme un milieu poreux dont la porosité est
nulle dans le domaine matériellement occupé par le fluide et tend vers l'infini dans
le reste du domaine.

Les avantages de cette derniere méthode, également appelée “immersion du bord”
(“immersed boundary approach”) sont nombreux. En particulier, elle permet de
travailler sur un domaine fixe avec des conditions aux limites arbitraires. De plus,
le parametre de pénalisation peut étre choisi indépendamment des parametres de
discrétisation (espace et temps). Ainsi, on peut ajuster ce parametre sans nuire
au temps de calcul ni affecter la qualité de la méthode de résolution appliquée au

probleme étendu.

Remarque 4.1. Avant d’étre utilisée pour la résolution numérique (notamment
par C.S. Peskin [65]) des équations aux dérivées partielles dans des domaines a
frontieres variables, cette méthode de pénalisation était déja utilisée pour étudier
théoriquement l’existence de solutions de probléemes aux limites non linéaires a
frontieres variables. En particulier, dans [44], J.L. Lions introduit cette technique

pour montrer I'existence d'un probleme non linéaire sur un domaine non cylindrique.
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4.1.2 Application

Dans I’équation des moments, le terme de pénalisation ou de “porosité” est choisie

M -
de la forme —— avec £ > 0 et oit M € Ck(Q),k > 0 (ol  est le domaine prolongé)
£

est une fonction masque définie par:

> 0 sur Q\
M(t) { =0 sur €.

Les conditions sur le domaine étendu sont u, - n = rot u, = 0 sur 0f).

On construit une base spéciale sur €2 définie par:

—Ap; = Ap; dans Q,

Pijr, *Ngg =rotu. =0 sur Tp= o0

et on résout le probleme fluide sur le domaine prolongé a 'aide de la méthode de
Galerkin.
Pour ces tests, on suppose que les conditions sur le domaine réel sont u = 0 sur

0
O\l =T U, et u= 6_§ sur I';. Les équations pénalisées du fluide s’écrivent :

ou, M(u, — 1 )
ut + (u. - V)u. + M =F — aVp! +vAu, + glJleV u, dansQr,
€
6/16 + divp.u. =0 dans Qr = (0,T") x Q.

ol w est le prolongement d’un relevement posé sur €2, vérifiant la condition w = 6_§

sur I'y et w = 0 sur 9, \I's, M est la fonction masque

En ce qui concerne la structure, on conserve les équations de coque de Donnell
du probleme (Cj).
Remarque 4.2. La base spéciale obtenue sur le domaine prolongé possede de bonnes
propriétés [57]. Son utilisation est rendue possible grace a la liberté obtenue sur les
conditions aux limites du domaine étendu.

On considere un carré unitaire représentant le domaine étendu. Le fluide “réel”
a pour domaine initial le carré compris entre les droites (x = 1/3,2 = 2/3,y =
1/3,y =2/3).

Remarque 4.3. Dans ce cas, la base est définie analytiquement.
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2/3 |

173 |

0 1/3 2/3 1

F1G. 4.1 — Domaine d’étude

Comme dans le chapitre 2, on soumet la structure a une force extérieure F.,; =
(0,F,), avec F,, = F X sin (wt) sin (7z).
On choisit la fonction masque suivante :
0sil/3<y<2/3+& etl/3<x<2/3,

M(zy) =4 1si1/3>youy>2/3ouz>1/3,

Y - 3;;5; sil/3<z<2/3ety>2/3+&,

Les résultats suivants présentent les champs de vitesse u. en rouge et le relevement
w en vert. Les deux premiers résultats montrent leur comportement dans le domaine
prolongé au dela de la déformée de la structure I'y (courbe bleu). Le premier champ

correspond a la phase ascendante et le deuxieme a la phase descendante.
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Relevement / Vitesse

RA e IR L I L O O A
.‘A¢TTTTTTTTTTTTTTT¢A"
-MMTHHHHHTMM-
IR AR RN RR AR
_MMHHHHHHMM_
‘¢¢¢TTTTTTTTTTTTT¢¢%
RN
oot tbETTTTTI I ey, g
RN RN
PO R N 0 0 A O N ISR
SRS A T O O Y SO

\m4‘¢TTTT TTT¢¢4‘AV

(SR T O

‘ P S S R I T S S
0.6643 F—=————r T e e ——————r
0.3285 0.4 0.5 0.6 0.6716

WMAX= 0.65380E+01 m/s VMAX= 0.57098E+01 m/s

Fi1G. 4.2 — Phase ascendante u.,r, 20
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Relevement / Vitesse

0.7288 ]

ASSRRRRRRRRRRRRRRE

ARRERRARRNNRANRRNRLS

0.71 -

SRRRNRRNRRURRAREL
i AERRRRRNNNUURRNRRIRES

07 I R A A A A N A A A A I T R
R AREEEEEENERE
0.68 / N .

IR AR A

e e e
0.3317 0.4 0.5 0.6 0.6693

WMAX= 0.23064E+01 m/s VMAX= 0.19659E+01 m/s

Fi1G. 4.3 — Phase descendante u.,r, <0

On observe un phénomene de “ Gibbs”. En effet, les deux champs de vecteurs
doivent se superposer mais au voisinage de la frontiere, la solution u, ne correspond
pas a la valeur du relevement. Il y a une oscillation de I'amplitude du déplacement
vertical.

Cette erreur engendre une instabilité lorsque le probleme fluide est couplé a celui
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de la coque et ne permet pas de mener a terme la simulation.
Le résultat suivant montre le champ de vitesse a l'intérieur du domaine fluide

“réel”.

Champ de vitesse

0.6971 |

0.6-

o4

0.3308 b
0.3286 0.4 0.5 0.6 0.6675

VMAX= 0.65380E+01 m/s

Fic. 4.4 — Intérieur du domaine réel

Dans cette partie du domaine, on observe également les oscillations de type
Gibbs.

L’instabilité générée par ce phénomene ne permet pas une bonne application
de cette méthode de résolution dans le cas de couplages “fluide-structure”. Dans
[41], Kevlahan et Ghidaglia observent ces oscillations de Gibbs dans la simulation
d’un écoulement autour d’un cylindre. Pour diminuer ces oscillations, les auteurs
appliquent une fonction masque plus réguliere et ils observent une variation de ’ac-
tion du fluide sur la paroi du cylindre. Mais I'application d'une fonction masque plus

réguliere n’est pas adaptée au couplage, car si 'erreur sur la vitesse diminue, celle
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sur la contrainte augmente.

Pour mettre en évidence linfluence du choix de la fonction masque M (plus
précisément M w), nous avons réalisé une série de tests en dimension 1 sur ’équation
de la chaleur (Annexe C).

L’approche purement spectrale de la résolution du probleme pénalisé montre ses
limites dans le cas d’une application aux problemes couplés. Cependant des tra-
vaux récents basés sur 1'utilisation d’ondelettes [23, 42, 73, 75] ouvrent de nouvelles

perspectives qu’il serait intéressant d’explorer.

4.2 Meéthode Arbitraire Euler Lagrange

Dans cette section, nous présentons les principes de la méthode A.L.E. (Arbitrary
Langrangian Eulerian). Le probleme est discrétisé le long des trajectoires A.L.E. puis
résolu par la méthode de Galerkin. L’originalité de ce travail réside dans 'utilisation,
pour la méthode de Galerkin, d’une base spéciale définie a partir d'une base propre
obtenue sur un domaine fixe.

Cette technique est appliquée dans le cadre d'une étude d’un probleme d’in-
teraction fluide-structure (dérivé du probleme C3). Nous présentons un probleme
d’écoulement interne modélisant le comportement d’un fluide se situant dans la
partie interne d’une structure élastique. De maniere générale, lorsqu’on soumet la
structure a une action extérieure, ou lorsque le fluide est en mouvement, la structure
se déforme. Le mouvement de la structure engendre une déformation du domaine
occupé par le fluide. Dans le cas de faibles perturbations, il est acceptable de négliger
les déformations du domaine pour I’étude du probleme fluide. Cependant, lorsque les
déformations de la structure ne sont plus négligeables par rapport aux dimensions
du domaine fluide, ou bien lorsqu’on prend en considération les non-linéarités de
I’équation de conservation de la masse, il est nécessaire de prendre en considération
I'évolution du domaine occupé par le fluide (c.f. Remarque A.1 Annexe A). La confi-
guration eulérienne n’est pas adaptée a I’étude de domaine a frontiere mobile car elle
nécessite de construire une discrétisation spatiale (maillage) pour chaque instant. La

configuration lagrangienne est mieux adaptée a I’étude des problemes a frontieres va-
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riables; cependant la résolution des équations du fluide dans un référentiel lagrangien

peut engendrer de nombreux problemes numériques liés a de trop fortes distorsions

du maillage (superposition des éléments, disparité de la taille des éléments; ... ).
A
/‘_\

N
N~ (

BN Q)

-
Fi1G. 4.5 — Maillage eulérien
|
Maillage initiale Maillage a l'instant ()

Fi1G. 4.6 — Evolution d’un maillage lagrangien

Ces raisons conduisent a l'utilisation d’une formulation mixte, c’est-a-dire dans
un référentiel mobile mais dont la vitesse est déterminée arbitrairement en fonction
du probleme étudié. Cette méthode est appelée A.L.E. car I’évolution du domaine
de référence est donnée de maniere arbitraire, la seule contrainte étant de faire
correspondre la frontiere du référentiel avec la frontiere réelle du domaine fluide.

Le principe de la méthode A.L.E. consiste a résoudre le probleme fluide a frontieres
variables sur un maillage mobile qui suit exactement les déformations du domaine
fluide. Il faut donc écrire les équations du fluide dans un domaine qui n’est pas le

domaine physique mais un domaine de référence €2".
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Le domaine de référence possede une vitesse de déplacement par rapport au do-
maine physique; cette vitesse est notée c,.. Le choix de cette vitesse est arbitraire,
la seule contrainte sur c, est de faire correspondre, au cours du temps, les frontieres
du domaine de référence et du domaine réel (la vitesse de la frontiere n’est pas
nécessairement égale a la vitesse du fluide sur celle-ci mais il y a égalité des com-
posantes normales). Le choix ¢, = u, ol u est la vitesse des particules, revient a

étudier le probleme en lagrangien.

Formulation A.L.E.

Cette méthode est ici présentée appliquée aux équations de Navier-Stokes dans
un domaine a frontieres variables.

On note €, 'ouvert de IR? correspondant au domaine occupé par le fluide &
I'instant ¢. On décompose la frontiere I' = 9€2; de la maniere suivante: I' = 'y UT,,,,

ou I'y est la partie fixe de la frontiere et I';,, la partie mobile.

Remarque 4.4. Dans le cas ot le déplacement de la partie mobile de la frontiere I',,
est solution d’un probleme dépendant du fluide, les équations du fluide sont étudiées
pour une variation de domaine donnée et les deux problemes sont couplés par une
procédure de point fixe. En conséquence, nous présentons la méthode de résolution

dans le cas d’'un domaine fluide dont la frontiere évolue de maniere indépendante.

Le comportement du fluide est supposé régi par les équations de Navier-Stokes
compressibles isentropiques (modele utilisé dans le probleme Cj dans lequel on

néglige le terme (v/3)Vdivu comme dans la section 3.2):

du + (u.V)u—vAu+aVp' = 0, dans Q = U {t} x Q, (4.1)

ot
te(0,7)

% +divpu = 0, dans Q, (4.2)

avec des conditions aux limites de Dirichlet

g
u= o’ sur U {t} x T,

te(0,7)

u = psur (0,7) x I'y.
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Remarque 4.5. Ces conditions ne sont pas les seules adaptables a la méthode,
mais elles permettent une meilleure lisibilité des différents développements de cette
section. De plus, nous considérons par la suite le cas partiellement homogene ¢ = 0
(homogene sur la partie fixe de la frontiere). Cette derniere hypothese n’est pas
restrictive car on peut construire un relevement pour les conditions aux limites sur

la partie fixe du domaine fluide.

Equations du probléeme

On écrit les équations (4.1,4.2) sous la forme:

d

d_I: —vAu+aVp? = 0, dans @, (4.3)
d
d_i + pdivu = O, dans Q, (44)

d
ol — représente la dérivée particulaire.

dt

Il est nécessaire de déterminer 'expression des courbes caractéristiques dans le
référentiel mobile Q7. On peut, en intégrant c,, construire I'application C(x,t,7)
qui relie les domaines de référence a différents instants. On définit C' de la maniere

suivante :

C( . ,tl;tz) . Qtl — Qt2

X1 = X9 = C(Xl,tl; tQ)

avec C'( - ,t1;t) solution de

d

= (Cxtiit)t) = (e(C).1),

C(x1,t15t1) = (x1,t1).

Par un changement de variable utilisant C(.,.,.), on définit les variables du

probleme dans €27. Ainsi, on note les variables A.L.E. de la maniere suivante :

u-(x,t) =u(C(x,7;t)) VxeQ, (4.5)
pr(x,t) = p(C(x,75t)) Vx €. (4.6)
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En dérivant (4.5) par rapport au temps a 'instant ¢ = 7, on obtient :

du_ow  0C| O
o ot ot|_ T

De maniere génerale, si I'on considere f, une variable exprimée en formulation

ALE. ona:
dfr _ 0f
dt ot

Ainsi, les équations de Navier-Stokes s’écrivent, au temps ¢t = 7, sous la forme:

+ (u, —c;).Vf,.

ou,
aU; + (u, — ¢,;).Vu, —vAu, +aVp! = 0, dans Q, (4.7)
Op,
8/1 + (u, — ¢;).Vp, + p.diva, = 0, dans Q7, (4.8)

Vitesse du domaine de référence

Le choix de la vitesse ¢, du référentiel, bien qu’arbitraire, est soumis a différentes
contraintes. La vitesse du domaine de référence doit étre telle que les frontieres de
ce dernier correspondent a celles du domaine fluide a chaque instant. De plus, la
régularité de c, doit étre suffisante pour que C(x,0,t) soit un difféomorphisme et
définisse un changement de variables pour tout ¢. D’un point de vue théorique le
probleme non-discrétisé n’impose pas d’autre contrainte; cependant la discrétisation
impose des conditions supplémentaires. En effet, en fonction de la méthode de
résolution utilisée (Galerkin - éléments finis, volumes finis, ...) il est nécessaire d’ob-
tenir une discrétisation (maillage) suffisamment réguliere.

La loi de conservation géométrique impose la condition partielle ¢, -n = wy - n
ou w; est la vitesse de la frontiere du domaine fluide; la composante tangentielle
possede donc une totale liberté. Dans le cas que nous présentons, on fixe ¢, = 0
sur I'y (on pourrait imposer ¢, - n = 0 et compléter par une condition de type
glissement). En ce qui concerne la frontiere mobile T',,, on fixe ¢, = g, il serait plus
intuitif de considerer la condition c, - n = g - n mais la condition de Dirichlet est
plus adaptée car elle correspond aux conditions aux limites du probleme fluide.

En ce qui concerne le choix de la vitesse ¢, a 'intérieur du domaine, il existe de

nombreuses méthodes [40]. Une méthode couramment utilisée consiste a résoudre
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I’équation de Poisson Ac, = 0, avec des conditions aux limites adaptées. Parmi les
nombreuses autres méthodes, on peut citer par exemple “the spring method” [3, 11]
(méthode des ressorts) qui s’utilise principalement dans le cas d’une discrétisation
par éléments finis, et dont le principe est de modéliser le comportement des noeuds
du maillage comme s’ils étaient reliés entre eux par des ressorts dont la raideur peut
étre différente en fonction de la localisation du nceud. Cette technique est également
utilisée pour les maillages adaptatifs ou le raffinement de maillage.

Il est important de retenir que si la vitesse doit satisfaire la loi de conservation
géométrique ainsi que celles des changements de variables, le parametre important
de la méthode réside dans le choix de cette vitesse pour obtenir une évolution de la
discrétisation la plus adaptée a la méthode de résolution utilisée.

Pour notre part, la vitesse sera construite a partir d'une “dilatation” du domaine
en fonction du déplacement g. On précise dans la section Discrétisation spatiale
le choix de c,, ainsi que ses avantages et sa bonne adéquation avec la méthode de

résolution choisie.

Remarque: Afin de simplifier I’écriture, nous prenons a = vy = 1.

Discrétisation temporelle

On applique la méthode des caractéristiques aux équations (4.7,4.8). Les courbes
caractéristiques doivent etre approchées dans le domaine mobile: ainsi la vitesse de
convection n’est pas la vitesse eulérienne des particules, mais la vitesse exprimée
dans le référentiel mobile .

Classiquement, la période d’étude [0,T] est divisée uniformément en M pas de

temps At = T'/M. On note en indice, le domaine dans lequel est exprimée la va-

m+1

mrtest la

riable, et en exposant le temps auquel elle est exprimée. Par exemple u
vitesse a l'instant #™! exprimée dans le domaine 2'". De plus si I'indice et I'ex-
posant correspondent au méme temps on ne notera que ce dernier. On utilise un
schéma de discrétisation temporelle utilisant la méthode des caractéristiques (selon

les trajectoires A.L.E.) pour les équations (4.7) et (4.8) et on construit le processus

de résolution suivant :
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Processus
A Tinstant #™, on suppose Q™ = Q" u™, p™ et ¢™ connues. La discrétisation
temporelle a l'ordre 1 des équations est [51]:
u”t —u™(X™) — AtvAu™tt + AtV = 0 dans Q™ (4.9)
p%Jrl _ pm<)(m>€Atdivu%7L1 (41())

ou X™ vérifie:

oxm o
{w@m: (=), )

X" (x,tm) = x.
Le systeme (4.11) caractérise la trajectoire d’'une particule dans Q™. Ainsi, la par-
ticule située en x a linstant ™! = ™ + At se trouvait en X™(x,t™) a l'instant
.

m—+1
m

mtl geffectue de la maniere suivante :

Le passage de u au
u” " (x + Ate™(x)) = ut (x).
De maniere analogue, on écrit :
§ (x4 At (x)) = g (x),
Le systeme (4.11) est approché de la maniere suivante:

x — X™ = At(u™ — ™) (X™). (4.12)

L’équation (4.12) permet d’obtenir une approximation de la position du “pied de la

caractéristique” .

Discrétisation spatiale

Pour résoudre le probleme fluide discrétisé en temps, nous résolvons successi-
vement les deux équations du fluide de maniere découplée en effectuant un point
fixe entre (4.9) et (4.10). La résolution de (4.9) est effectuée via une discrétisation
spectrale originale. On donne tout d’abord la formulation variationnelle de (4.9):

trouver u € H}(Q,,) et p € L*(Q,,) tels que:
/ ugb—i—Atu/ Vqub—i—At/ Vpgéz/ Fo Vp € Hy(Qn),
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otu=um" p=pntl et F=um(X™).

Notations: dans la suite on note V,, le gradient exprimé dans le domaine mo-

bile a l'instant t,,.

La technique numérique la plus utilisée pour approcher 'espace fonctionnel
H}(£2,,,) est la méthode des éléments finis. Cette derniere a pour principe la construc-
tion de fonctions de base a partir d'un maillage de discrétisation spatiale: la qualité de
I’approximation est ainsi liée a la régularité du maillage. L utilisation de la méthode
des éléments finis pour la résolution de problemes fluides en formulation A.L.E.,
nécessite de choisir une vitesse d’advection de maillage tres réguliere afin d’obtenir

pour chaque instant, un maillage le plus acceptable possible.

Notre approche a pour but de se dispenser des contraintes liées a la régularité
du maillage. Le principe de notre méthode est de construire une base de Hj({,,) a

partir d'une base propre de H}(Q).
Domaine fluide et déformations

La méthode est présentée dans une géométrie donnée dont les caractéristiques
permettent une résolution numérique simple.

Comme dans les chapitres précédents, le probleme étudié modélise 1’écoulement
d’un fluide au sein d’une structure élastique dont la configuration au repos est un
cylindre (pouvant représenter une artére ou un pipeline). On suppose que le com-
portement de la structure est axi-symétrique, ce qui permet I’étude de 1’écoulement
dans un domaine bi-dimensionnel correspondant a une coupe longitudinale du do-
maine fluide. Cette coupe est elle méme symétrique par rapport a ’axe de révolution
de la coque cylindrique: on restreint donc I’étude a un demi domaine. La résolution
du probleme fluide est effectuée pour un déplacement de la frontiere g donné (le

couplage pouvant étre réalisé via une technique de point fixe).
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Fi1G. 4.7 — Géométrie du probleme - Domaine initial

Le déplacement de la structure est donné en fonction de la configuration initiale

de celle-ci (i.e. g = g(xo)).
Base de H}(Q,,)

Pour construire notre base de H}(€2,,) on utilise une base de HJ(£), ot Qo
est un ouvert de classe C* avec k suffisamment grand, constituée des solutions des

problemes aux valeurs propres suivants:
—Ayp; = Ap; dans €
§0i|1"0 =0 sur PO = 8(20

On utilise la transformation géométrique de la formulation A.L.E. pour construire

une base de H}(Q,,) & partir des {®; }iev. On note f,,, le changement de variable

fm = C( . ;tO;tm) . Q0 B— Qm
('ranO) = fm('TO:yO) = (xay)a

et on construit sur €2, les fonctions ¢; de la maniére suivante:
Gi(z,y) = @i(frn (2,9)) = @i(z0,y0)
On considere f,, de la forme:

() )
"\ v Yy =yo + d(xo,50) )’

ou d est une fonction scalaire. Le choix de la fonction f,, est adapté a 'exemple

d’application numérique. C’est la détermination de 'application f,, qui représente
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le caractere arbitraire de la méthode; il faut donc qu’elle respecte les contraintes
de la formulation A.L.E.. Ainsi la fonction d doit satisfaire la loi de conservation
géométrique, et doit étre telle que f,, soit un difféomorphisme. On choisi d de la

forme
d(z0,Y0) = yo X g(o)-
Le jacobien associé a f,, est:

1 0

od
dxg Yo

Pour que f,, soit un difféomorphisme il faut que 'amplitude du déplacement |g| de

la structure soit majorée par 1 (i.e. le rayon de la structure déformée ne doit jamais

étre nul), et que g soit continue.

Lemme 4.6. Si il existe gma: < 1, tel-que |g(x)] < gmaeVz € T N (0,20), et si

aa_g € L=(T'N (0,x¢)), alors les @; forment une base de H}(2,).
x

Démonstration. On définit Uapplication F,, : H3(Qo) — Ha(Qm)

p — ¢ =gpofl
On établit que F, est un difféomorphisme. Puisque les ¢; forment une base de

H} (), alors les ; forment une base de Hj(£2,,).

Par construction F;, est bijective. De plus nous pouvons écrire :
05\? 9o\ 9 \? 0 dp dp D
L)L) L () ot
q, \ O 0, \ 0 a \OYo /) (1+g)0x % oo 8y0 0o’

/Qm (Z_j):/ (S—;)Q(ligy

ce qui nous permet d’établir les majorations suivantes:

H 1 de ||

ay L2(Qpm) ]- — 9maz 8?/0 L2(Q0)

8%5 2 8g 8@ 2 2 — 9mazx 8g 890 ?
a.. 1 + Imax + e _— || —

0T || ;2 (Qm) 00 || 10s ) || O%0 || 12 @) L~ Ymaz 0% || 1 || OYo 12(00)
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que l'on complete avec 'estimation

02 2
[21220,) < (14 gmaa) l2l L2,y -
L’application F,,, est donc un difféomorphisme. O

Résolution numérique

D’apres le lemme 4.6, nous pouvons utiliser les fonctions ¢; comme base de
Hy (). Nous allons donc chercher la vitesse sous la forme v = Z a;p;. La formu-

ieIN
lation variationnelle devient :

aj/ QEJQEZ + At,uaj/ Vm¢JVm¢Z = At/ pdiv @; + f10i Vi € IN

m Qm

On définit les opérateurs différentiels A et A’, D(A) = D(A") = HY(Q) x H* ()

par

A(s1,82) = (1 + g)

0s1 089 N dg 881% %%
81‘0 8900 Yo 8900 8900 6y0 8900 8y0

1 dg \ 0s1 0sg
— (1 ZJ ) 2Ll
* I+yg < +yoa%) o Oyo’

et

, dsy Dsy  yo Og sy Dsy
A ={l+g)z 5= '
(51,52) = (1+g) dzo Oyo - 1 4 g Oxq Ayo Yo

Par le changement de variable f,,, nous ramenons les intégrales sur le domaine €.
/ Djpi = / pipi (1+g)
m Q0

/ VB VoG = / A((91)a0(3)a0) + A1) 05 )u0)
Qm

- A/((Qpi>yo7<¢j)$o> - AI((SOi>$07<<pj>yo)'

Nous obtenons ainsi:

et

On utilise ainsi le domaine initial {2y et les fonctions propres issues de ce dernier

pour construire les matrices du systeme.
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Chapitre 4 4.2. Méthode Arbitraire Euler Lagrange

Résulats

Les simulations sont réalisées pour un domaine fluide dont la géométrie initiale
est un carré unitaire.

On soumet la structure a une force extérieure F.,; = (0,F,), avec F, = F' x (1. +
sin (wt) sin (7x)). La série de résultats qui suit présente les champs de vitesse et de

pression a différents instants pour w = 3140s7!:

0.0189

0.00105

—0.0168

-0.0346

-0.0524

-0.0703

—0.0881

-0.106

-0.124

F1G. 4.8 —t; =2-107*

Ce premier résultat correspond a la phase d’initialisation du systeme (a P'état
initial le fluide et la coque sont au repos). Une dépression se creuse sous la coque;
les autres variations de la densité semblent imputables au phénomene de “Gibbs”.

Le deuxieme résultat est obtenu lorsque le maximum du déplacement de la coque
est atteint (demi periode). On y observe une forte diminution du champ de vitesse

(vitesse quasi nulle).
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1.198

—0.00233

—0.0268

-0.0513

-0.0757

-0.125

—-0.149

-0.174

-0.198

FI1G. 4.9 —t, =1-1073

Dans le troisieme résultat, la coque rejoint sa configuration initale.

0.135

0.0982

0.0614

0.0246

-0.0122

—0.049

—0.0857

—-0.123

-0.159

F1G. 4.10 -~ t3 =1.8-1073
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Chapitre 4 4.2. Méthode Arbitraire Euler Lagrange

Ce dernier résultat est obtenu aprés la premiere période (T = 27 /w).

0.0997

0.0767

0.0537

0.0307

0.00766

-0.0153

—0.0384

-0.0614

—0.0844

F1G. 4.11 - t, =2.2-1073

Le systeme prend en suite un régime périodique dont la fréquence est celle de la

force appliquée sur la structure.

Dans le but d’obtenir un argument quantitatif de validation de notre code de
calcul, le résultat suivant présente 1’évolution de la masse totale du fluide a I'intérieur

du domaine variable (i.e. / p):
Q4

1.003

1.002]

1.001

Masse totale

0.999

0.998

0.9974

5.0x107 Lox10-2
Temps

Fi1G. 4.12 — Evolution de la masse totale du fluide
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Chapitre 4 4.2. Méthode Arbitraire Euler Lagrange

Nous observons une erreur de l'ordre de 0.3% , alors que pour ce test 'amplitude
du déplacement est de 20% de la largeur du domaine. Cette erreur est tres faible et
semble provenir de l'intégration numérique.

Les résultats obtenus semblent en accord, d’un point de vue qualitatif et quan-
titatif, avec la physique du probleme.

Pour finir cette série, nous présentons un résultat représentant le champ de vitesse

ainsi que celui de la densité, dans le cas o F,, = F' x sin (wt) sin (37x).

F1G. 4.13 — Champs de vitesse et de densité
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Conclusions et Perspectives

Ce travail a été consacré a 1’étude d'un probleme d’interaction “fluide-structure”
intervenant en biomécanique mais qui peut étre utilisé afin d’appréhender d’autres
phénomenes physiques comme 1’écoulement compressible dans des conduites. Du
point de vue physique, le modele proposé permet de décrire les effets du raidissement
d’une l'artere sans bifurcation sur le flux sanguin et ’action des variations de ce flux
sur les parois de 'artere lorsque le sang est considéré comme un fluide newtonien.
Le principal résultat est la démonstration d’un théoreme d’existence proposant une
construction des solutions approchées basée sur un schéma lagrangien régularisé.
Numériquement, les solutions du probleme associé au sang sont construites a 1’aide
de ce schéma et les problemes de la structure et du flux artériel sont recouplés a
I’aide d’'une méthode de point fixe. Cette méthode itérative génere un cotit de calcul

important qui nuit a 'efficacité du code élaboré.

Actuellement, F. Flori, P. Orenga et M. Peybernes [66] travaillent au développement
d’une méthode numérique mieux adaptée a la résolution des problemes a frontieres
libres et ne faisant pas appel a une technique de point fixe. Notre espoir est d’étendre
cette méthode a notre probleme afin de se ramener a des temps de calcul raison-
nables. Dans cette méthode, le probleme associé a la structure n’est plus exprimé en
fonction des déplacements mais de la vitesse du fluide a l'interface. Cette approche
permet de considérer I’équation de la structure comme une contrainte que ’on rentre

dans la formulation variationnelle du probleme.

Dans la modélisation du phénomene physique, nous avons choisi d’ignorer 'ac-
tion des globules sur le flux artériel. La prise en compte des particules sanguines

fait intervenir un autre type de couplage lié au mouvement de solides dans le fluide.
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Dans le cas ou le sang est considéré comme un fluide incompressible bidimensionnel,
J. Alonso San Martin, V. Starovoitov et M. Tucsnak [50] établissent 'existence de
solutions faibles globales. En particulier les auteurs donnent des estimations sur la
vitesse des solides quand leur distance au bord ou leur distance mutuelle tend vers
zéro. Concernant le fait que deux solides plongés dans un fluide incompressible vis-
queux peuvent avoir des chocs, une expérience numérique intéressante a été menée
par J. San Martin de I'Université du Chili. Cette expérience montre que deux boules
rigides identiques sur lesquelles on applique deux forces constantes, de méme inten-
sité et de sens opposé s’approchent mais n’entrent pas en collision. Ce phénomene
est connu par les expérimentateurs sous le nom de “kiss and go” et semble aller dans
le sens du résultat d’existence globale cité précédemment. Notons que si 1'énergie
initiale des deux boules est grande, les deux solides finiront par se rencontrer; tou-
tefois cela n’est pas contradictoire avec les résultats théoriques, car nous sortirions
alors du cadre de I’hypothese d’incompressibilité. En effet, lorsque les deux boules
se rapprochent, la pression et la vitesse augmentent considérablement ce qui est
incompatible avec cette hypothese.

Afin de proposer un modele de flux artériel plus pertinent, il conviendrait de
développer une approche dans laquelle serait pris en compte le mouvement des glo-
bules dans I’écoulement. En particulier, la gestion des chocs entre les globules ou
entre les globules et la paroi de I'artere représente un champ d’investigations impor-

tant.
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Annexe A

Annexe A

Majorations a priori

Pour obtenir les majorations a priori du probleme couplé (C7), on multiplie

I’équation de la coque par 5 2 sens du produit scalaire de (L?(£2,))? pour obtenir
+ [&l
2 dt (” LQ(Q LQ(Q ) Yy L2(Qs)
825 0%¢ H 3 ¢
+ B Yy + B/ z Yy + BIX Y
022 || 12, ( OOt || 12q,) MHOT? || 1200,

- 96,06, 06,05, . ., / 6% oL 0%, 05,
= b /Q (890 o~ ac ot ) TP ), \ovorar ~ zon o
23
%)
QS 81; LQ(QS)

Puis, on multiplie par u I’équation de conservation de la quantité de mouvement du

probléme fluide au sens du produit scalaire de L?(Q2)?, il vient

1d

4]/ . 9 .
ey + v ot g + 2 fdivulZag, — (pdivu)

:/(ﬁydivu—l)>u'l’l+/ (éVdiVU-—P) Gi. (A2)
A3 ra\3

Puis en effectuant le produit scalaire de 1’équation de continuité et de p

1d

Sl = = (pdivu). (A.3)

Soit un instant ¢ € (0,7), on integre sur (0,t) les égalités (A.1,A.2,A.3) puis on
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somme les égalités pour obtenir, grace a 'inégalité de Young

0, (1) A, ( 0, (t 2
(H Jesof ) B <‘ EOl 6O,
L2(9s) L2(9s) v e
2 26, |17
N BX‘ 0 §y§t) B - 1) ‘ 0°Ee Hﬁfy
ax LQ(QS) axat L2(Q LQ(O,t;L2(Qs))
a3§ 1 1
B y ~ u(®)]?. b7 o o2 5 lp@)13:
e H OMOT? || 120 .12(000)) ) [a(®)] e + v rotulzzg .12 + 2 o)1
. o6, 06, 06, 0¢
+ — 3 (1-— KiEGi) ||d1VU||L2 (0,6L2(52)) / / (8—; ot ox a—ty
e Py + (Cucs + 5 o) 1 liomaneayy + D (A1)

ou K est la constante issue de la continuité de application trace et D est définie

de la maniere suivante

afmo 5 0 2
(H s I
L2(Q) L2(Q)
P’ Ha@ro )
+B 2 + :
X‘ O L2(Qs L2(Qs) HgyOHLQ(QS)

qui ne dépend que des données du probleme et (g,, .6, ) sont des parametres arbi-

< L t ()< !

— et (e —.

2 9x 4K

On remarque que les conditions de couplage entre le fluide et la coque permettent

traires qui vérifient €,

I’élimination des termes de trace. En effet, d’apres la continuité des contraintes on a

4 € B 73
((p — gudlvu) 8t)L2(QS) = <F at)LQ(QS). (A.5)

De plus, en intégrant par partie, on obtient
[L%5 -[]<

0 Qs 837 8t N 0 Qs y@tax

_ /t/ 0¢, 06, /£ agm /£ s

o Jo, Ot Oz v O
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Finalement, I'inégalité de Young nous permet d’obtenir ’estimation suivante

1 [ ]|oc. )| o&, (1) |I? . &, () |17
1= HOL (-2 (|52 60k,
2 oz, iz 2 T 2,
(92 ¢ 2 82 ; 2 2
+Bx) £y§> + B'(1-v.) ) § - S
Ox L2(Q) dx0t L2(Q) ot L2(0,t;L2(Qs))
o3¢, |I? 1 1
B’ v =~ Ju(t)]? tul? ~e®)]3
Bt PO Y Bty 5 0L
4y . 2 2
+ 3(1 - Kig/ci) ”leU‘HLQ(O,t;LQ(Q)) S éay Hp||L°°(O,T;L2(Q))
4y
+ (Ceq, + ?Ca’ci) |G+ ”il(O,T;Hl/?(Fi)) + Do, (A.6)

ou Dy est la constante définie par

2

afmo
ox

2
+ ”gyO”m(Qs)) :

L2(9s)

DO = D6 + Bl/c <H

La majoration (A.6) étant vraie pour tous les instants ¢ de la période d’étude,
on en déduit que
¢, est borné dans Wh>(0,T,L*(Qy)) N H'(0,T,HL(£)),
&, est borné dans W>°(0,T,L2(2)) N H'(0,T,Hi N H*(Qs)),
u est borné dans L>(0,T; L*(2)) N L?(0,T; H(Q)),
p est borné dans L>°(0,T; L*(12)),
dont les bornes ne dépendent que des données du probleme.

Remarque A.1l. Linéarité et domaine fixe

Lorsqu’on fait I’hypothese de faibles perturbations, il est opportun d’étudier le
probléme fluide sur un domaine fixe (comme cela est le cas des problemes (C)
et (Cy)). Cependant, il est important de remarquer que cette simplification n’est
possible que lorsque ’équation de conservation de la masse du probleme fluide est
linéarisée.

En effet, '’équation de conservation de la masse non linéaire (probleme (F') eq.
(1.7)) n’est vérifiée que si on prend en compte ’évolution du domaine fluide. En

intégrant pour tout ¢ € (0,7") 'équation(1.7) sur £2; on obtient ’égalité suivante :
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dp / .
— 4+ divpu = — / /,0 /pu-n+/ pu-n=0,
/Qtat o o ot I, Iy

Il est donc nécessaire de prendre en compte la vitesse (’3_§ de la frontiere I'y pour

rendre compatible la conservation de la masse et la condition de couplage sur les
0]

vitesses. En effet, la condition —§ -n = u - n est suffisante pour obtenir la forme

ot

intégrale de 1’équation de continuité

p:—/ pu - n. (A.7)
Q4 'y
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Annexe B

Convergence point fixe numérique

. agly 2 2 aé‘{y
Soient e € By = L*(0,t; H*(Q)) et g

pouvant initier le processus de construction de Picard (ayant donc les mémes condi-

€ E( deux fonctions différentes

tions initiales). On note

06, o6, | 08, o,
> _(som(at)et = —(SoF)(at).

et
064, 04, 0, 08,

N="0r T Tor 0 T T T o

Par un processus analogue a celui utilisé pour la majoration a priori du probleme

(C1) (c.f. Annex A), on obtient en multipliant par u I’équation de conservation de

la quantité de mouvement du probléeme fluide et en intégrant sur (0,¢) (¢ € (0,7)):
4v
2 : 2
£ ) Bl + g 4

1 2
+ (Z - G2K2) |1 |‘LOO(07t1;L2(Q)) < 0y, Co, K3 |‘91HL1(0,t1;H3/2(Qs)) ’

ou Ki,KyKj3 sont des constantes positives issues de la continuité de ’application

t < 1 D
— et a —_—. onc
160K, 24K,

il existe une constante K4 ne dépendant que des données telle que:

trace. Les parametres a; et as sont choisis tels que a; <

. 2 2
|div ulHL2(0,t;L2(Q)) + o HLoo(o,tl;m(Q)) < Ky g HL2(o,t1;H3/2(QS)) : (B.1)

En utilisant les équations de la structure, on obtient :
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6392 ?

0toz?

4
< K |p— zvdivy
L2(0,t;L2%(Q2))

Y

5B’
d ;

7

L2(0,t;L2(Q)) L2(0,t2;HY/2(Q.))

(B.2)
ou K est également une constante définie par la continuité de l'application trace
sur 2.

En conclusion, en combinant (B.1) et (B.2), on montre qu'il existe une constante

K vérifiant

2 2
||92 ||L2(o,t;Hg(Qs)) <tK ||91 ”L?(O,t;Hg(Qs)) vt € (O7T)- (B~3)

Dong, il existe t tel que

H% _ % o6, _9&,|°

ot ot

,avec Ky < 1. (B.4)

L2(0,t;H5 (Qs)) L2(0,t;Hg (2s))

On a ainsi montré que 'application SoF est contractante sur Ey = L*(0,t; H*(€2,))
et admet donc, grace au théoreme de Picard, un point fixe. En utilisant les majo-
rations a priori (c.f. Annexe A), ce résultat peut facilement étre étendu a F =
L2(0,T; H?(S2)).

Remarque B.1. Le choix de I’espace E n’est pas arbitraire: il dépend de la régularité
obtenue et il faut que % € E pour ¢ € IN. C’est dans cet espace E que 'on ap-

plique le théoreme de convergence du point fixe.

Résultat complémentaire (sur la régularité de la contrainte)

Proposition B.2. Sous les hypothéses du théoreme 2.1 et si les données initiales

satisfont (Wl(O) , %(0)) € HY(Q), alors la contrainte

4
(p — gydivu) est bornée dans L*(0,T; H3/*(T)).
I

Démonstration de la proposition B.2
Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on utilise la décomposition introduite
dans le passage a la limite sur le terme de trace (section 2.1). L’égalité (2.6) obtenue

par cette décomposition peut s’écrire sous la forme

4 ow
\Y (p— nglVWl) = _8—151'
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Formellement on écrit, en dérivant (2.6) par rapport au temps et en utilisant 1’équation
de continuité, I'égalité suivante

62W1

ot?

4
— gVVdiv % — Vdivw; +w = 0. (B.5)

0
En faisant le produit scalaire de (B.5) par IV Jans L?(2) puis en intégrant sur

ot
(0,t) pour t € (0,7"), on obtient

2 2

82W1 2 8W1 1 2
+ —v || div ——(¥) + — |divwy ()| 720y =
' ot L2(0,t;L2()) 3 ot L3(Q) 2 B
2 8W1 1 . 2 t .. an
3| GO, IO - /0 /Q divwediv 0 (B.6)

L’égalité (B.6) est vraie quel que soit ¢ € (0,7), on montre donc trivialement que
an , 00 1
rr est borné dans L>(0,7; H(Q)),

ce qui permet de conclure la démonstration. O
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Annexe C

Equation de la chaleur - Domaines
fictifs

Dans le but de tester I'influence du choix de la fonction masque, ainsi que le poids
du parametre de pénalisation €, on teste la méthode de pénalisation en résolvant
I’équation de la chaleur en dimension 1, sur un domaine a frontieres variables.

On résout I'équation de la chaleur sur le domaine variable Q; = (x(t),22(t)) =
(1/3 — h(t),(2/3 + h(t))) cCc Q = (0,1)Vt € IR™ avec une condition aux li-
mites sur le bord {z;(t),x2(t)} qui évolue au cours du temps et ou le déplacement

h(t) <1/6 Vt € IR est donné.

ta
L —
SIEC)
Dll
> x
v 1/3 DO 2/3 1

Fi1c. C.1 — Evolution du domaine 1-D
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( Ope M
v 0 5~ VAP + —(p-—aq)
T vAp =0 dans Uc,r) {t} x Qu, B = 0 dans (0,7) x Q,
p=g(t) sur Ugeo ) {t} x 08, 0
te(0,7) t \ 8—5 = 0 sur Upeo,r) {t} x {0,1},

otl ¢ est le prolongement sur Q du relevement défini sur €, pour la condition aux
limites p = g(t) sur Useo,m{t} x {(1/3 = h(1),(2/3 + h(1)))}.

Le probleme pénalisé est résolu par la méthode de Galerkin en utilisant une base
en sinus.

Résultats On considere la fonction masque M définie par M (t,z) = 1si z1(t) <

x < x9(t) et M(t,x) = 0 sinon. De méme, le prolongement ¢ est donné par q(t,x) =
9(t) 9(t)
Les deux résultats suivants sont obtenus au méme instant; ils représentent la va-

xrsix <xi(t) et q(t,x) = (1 —x)si x> xo(t).

leur de la variable p (courbes rouges) avec des parametres de pénalisation différents.
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~ W

Fig. C.2 — e =103, Fig. C.3 — =105,

Les résultats sont en accord avec I’analyse mathématique. Plus le parametre € est
petit, plus la solution se rapproche du prolongement du relevement (courbes vertes),
pour les normes usuelles de L*(Q\Q;) et L®°(Q\ Q).

Les résultats suivants représentent 1’évolution au cours du temps de la norme de
pe — q dans L2(Q\€) et L=(Q\Q). Les courbes vertes correspondent a la valeur
€ = 107, les courbes rouges correspondent a la valeur e = 10> et les courbes bleues

a la valeur € = 1076.
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1000 T T

100

0.14

= = ~
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Itérations

Fic. C.4 = pe — dl12@\q)- F1c. C.5 = [pe — 4l oo @00 -

Lorsque € tend vers zéro, il apparait un phénomene de Gibbs au voisinage de
“la frontiere immergée” {(x1(t),z2(t)}. Ce comportement est classique; il résulte
du manque de régularité lors du passage de la frontiere réelle. Pour le diminuer,
nous avons testé différentes fonctions masque M. Afin de mieux visualiser 'inflence
de cette fonction, nous choisissons des valeurs différentes sur les frontieres gauche

{z1(t)} et droite {x5(t)}. Le résultat suivant présente la solution Mp (courbe rose)

et la fonction Mg (courbe marron).
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Comparaison Mp et Mq

0.2 4

Fic. C.6 — Influence du choiz de Mq

On remarque que c’est le choix de M¢q (donc du prolongement du relévement)

qui influe sur le phénomene de “Gibbs”.

Cette simple expérience numérique fait apparaitre 'inconvénient de 1'utilisation

d’une base propre couplée a la méthode des domaines fictifs.
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