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N ◦ attribué par la bibliothèque
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vialité et leurs encouragements. Je remercie spécialement Christine Vespa pour ses conseils et ses
discussions sur les catégories de foncteurs.
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10.5 Application à la structure de ω2(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
10.5.1 Facteurs de composition des foncteurs D̄(2) et L(2) . . . . . . . . . . . . . . 257
10.5.2 Facteurs de composition des D̄(2)-modules finis . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
10.5.3 Foncteur Hom (Λ1, ·) et structure des Ḡ(2)-comodules finis . . . . . . . . . . 266
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Introduction

Soit k un corps commutatif, notons Ek la catégorie des espaces vectoriels sur k et Efk la sous-
catégorie pleine des espaces de dimension finie. On désigne par F(k) la catégorie des foncteurs de

Efk vers Ek.
Notre objectif est d’étudier la structure globale de la catégorie F(F2) relative au corps à deux

éléments F2, qui sera simplement notée F par la suite (de même, nous noterons Ef et E pour EfF2
et

EF2 respectivement). La quasi-totalité de nos résultats se généraliseraient sans aucune difficulté au
cas d’un corps fini, voire dans un cadre plus vaste pour certains d’entre eux, qui utilisent uniquement
la structure abélienne de la catégorie source Ef . Ainsi, dans notre prépublication [Dja06a], nous
exposons les résultats de la deuxième partie de cette thèse dans le cadre de la catégorie F(k), où k
est un corps fini arbitraire.

Nous avons notamment cherché à progresser dans l’étude de la conjecture suivante, initialement
émise par Lannes et Schwartz, à partir de considérations relatives aux modules instables sur l’algèbre
de Steenrod (cf. infra).

Conjecture 1 (Conjecture artinienne). La catégorie F est localement noethérienne.

Rappelons quelques notions usuelles de finitude dans les catégories abéliennes. Un objet est
dit noethérien si toute suite croissante de sous-objets stationne. Il est dit artinien si toute suite
décroissante de sous-objets stationne, fini s’il est à la fois noethérien et artinien, localement fini s’il
est colimite d’objets finis. Une catégorie abélienne est localement noethérienne si elle possède un
ensemble de générateurs noethériens.

Faisons maintenant quelques rappels sur les catégories de foncteurs. Si I est une catégorie es-
sentiellement petite, la catégorie Fct(I, Ek) des foncteurs de I vers Ek est une catégorie abélienne
qui possède assez d’objets projectifs et assez d’objets injectifs : les foncteurs P I

A = k[homI(A, ·)]
constituent, par le lemme de Yoneda, une famille de générateurs projectifs, dits standard, et les
foncteurs IIA = khomI(·,A) une famille de cogénérateurs injectifs, également dits standard. En par-
ticulier, on peut faire de l’algèbre homologique dans la catégorie abélienne Fct(I, Ek) — on parle
de (co)homologie des foncteurs. De plus, la catégorie Fct(I, Ek) possède les propriétés de régularité
usuelles (colimites filtrantes exactes) et est munie d’un produit tensoriel, calculé au but.

Dans la catégorieF , on dispose aussi d’un foncteur de dualitéD, donné parDF (V ) = F (V ∗)∗, où
∗ désigne le foncteur de dualité des espaces vectoriels ; le foncteur D échange les projectifs standard
et les injectifs standard. On voit ainsi que la conjecture 1, qui signifie que les foncteurs projectifs

standard P Ef

V , notés simplement PV , sont noethériens, équivaut à dire que les foncteurs injectifs

standard IE
f

V , notés simplement IV , sont artiniens, d’où l’appellation de conjecture artinienne. Les
origines topologiques de l’étude de la catégorie F , que nous allons rappeler, expliquent pourquoi
s’intéresser plutôt aux IV qu’aux PV .

Les motivations à l’étude de la catégorie F

Bien qu’elles constituent l’un des exemples les plus simples et fondamentaux de catégories de
foncteurs, les catégories F(k) n’ont été étudiées de manière intrinsèque et approfondie que depuis
les années 1990. Mentionnons quelques travaux précurseurs significatifs, réalisés d’un point de vue
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différent de celui des catégories F(k). Tout d’abord, la cohomologie des anneaux introduite par
Mac Lane dans [ML57] a été identifiée comme un cas particulier de cohomologie des foncteurs
par l’article [JP91] de Jibladze et Pirashvili. Breen a effectué des calculs importants en la matière
dans [Bre78] ; les travaux de Bökstedt dans les années 1980 sur l’homologie de Hochschild topolo-
gique (non publiés — cf. [PW92] à ce sujet) sont également très liés aux catégories F(k). Toutes
ces recherches utilisaient cependant des méthodes fort différentes de celles de la cohomologie des
foncteurs.

Le cas où le corps k est infini, qui diffère profondément du cas des corps finis, n’a guère été
considéré : il est alors plus naturel de se restreindre aux foncteurs polynomiaux, la catégorie F(k)
possédant un comportement assez « pathologique » à plusieurs égards (elle n’est en particulier pas
localement noethérienne, car l’anneau k[k×] n’est pas noethérien). Cela revient à étudier, plutôt
que F(k), la catégorie P(k) des foncteurs polynomiaux stricts de Friedlander et Suslin ([FS97]),
étroitement liée aux représentations polynomiales des groupes linéaires (cf. [Gre80]). Cette ap-
proche s’inscrit dans la lignée des travaux de Schur : la catégorie P(k) peut se décrire à partir des
représentations des algèbres de Schur.

Motivations topologiques

Dans l’article [HLS93], Henn, Lannes et Schwartz définissent un foncteur f de la catégorie U des
modules instables sur Ap vers la catégorie F(Fp). Ici, p désigne un nombre premier, et Ap l’algèbre
de Steenrod des opérations stables de la cohomologie modulo p. Cet article montre que le foncteur f
induit une équivalence de catégories entre le quotient de la catégorie U par la sous-catégorie épaisse
N il des modules instables nilpotents et la sous-catégorie pleine Fω(Fp) des foncteurs analytiques
(i.e. localement finis) de F(Fp). L’image par le foncteur f de la cohomologie H∗V modulo p d’un
p-groupe abélien élémentaire V est le foncteur injectif IV , ce qui explique l’attention portée à ces
foncteurs plutôt qu’aux foncteurs PV , qui ne sont analytiques que lorsque V est nul. La profondeur
de l’équivalence de catégories que nous avons mentionnée est illustrée par l’observation suivante :
l’injectivité des objets IV de F(Fp) est un résultat formel immédiat, tandis que l’injectivité des objets
H∗V de U , démontrée par Carlsson, Miller, Lannes et Zarati (cf. [LZ86]), et qui peut se déduire
formellement de l’injectivité des foncteurs IV par les résultats de [HLS93], comme l’a observé Kuhn
(cf. [Kuh94a]), constitue un résultat tout-à-fait non trivial et topologiquement significatif.

Nous donnerons néanmoins nos énoncés en termes des foncteurs PV plutôt que des foncteurs IV .
En effet, ce choix s’avère plus naturel dès lors que l’on cherche à préciser la conjecture artinienne
par des énoncés relatifs à des catégories quotients, qu’il est usuel d’étudier relativement à des
sous-catégories localisantes plutôt que co-localisantes. De plus, bien que des considérations sur la
catégorie U aient parfois joué un rôle intuitif important dans cette thèse, cette catégorie ne sera pas
utilisée explicitement. Nous traduirons également, pour la cohérence de notre exposé, la plupart des
résultats antérieurs relatifs aux foncteurs IV en termes des foncteurs PV .

L’absence de mention explicite à la catégorie U ne signifie nullement que les interactions entre
cette catégorie et les résultats de cette thèse soient indignes d’intérêt. D’une part, le dictionnaire
donné par [HLS93] permet d’obtenir des énoncés sur les modules instables à partir d’énoncés
dans la catégorie F(Fp), qui sont donc susceptibles de donner lieu à des applications topologiques
(cf. [Sch94]). D’autre part, comme nous le détaillerons dans l’introduction de la section 6.1, les
catégories de foncteurs que nous introduirons pour étudier la conjecture artinienne sont liées à des
catégories construites à partir de la catégorie U pour aborder des problèmes topologiques particu-
liers, notamment autour de la cohomologie équivariante.

Motivations algébriques : (co)homologie des groupes linéaires

L’autre principale motivation à l’étude de la catégorie F (externe à la théorie des catégories)
provient de ses liens féconds avec la théorie des représentations modulaires et la cohomologie des
groupes, notamment linéaires sur F2. C’est pourquoi Kuhn a nommé catégorie des représentations
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génériques des groupes linéaires GLn(k) la catégorie F(k). De fait, l’évaluation sur un espace vec-
toriel de dimension finie V d’un foncteur F est un GL(V )-module ; si la théorie des représentations
constitue un outil précieux pour étudier les catégories F(k), à l’inverse, les méthodes spécifiques aux
catégories de foncteurs peuvent aboutir à des résultats sur les représentations et la (co)homologie
des groupes inaccessibles par les seules techniques internes à ces domaines.

Avant d’énoncer le résultat le plus important dans cette voie, établi indépendamment par Suslin
dans l’appendice de [FFSS99] et par Betley dans [Bet99], donnons quelques notations. Soient A un
anneau, L(A) la catégorie des A-modules à gauche libres de type fini et T : L(A)op × L(A) → Ab

(catégorie des groupes abéliens) un foncteur. La K-théorie stable de A à coefficients dans T est
la colimite Ks

∗(A;T ) des groupes abéliens H∗(GLn(A), T (An, An)) relativement aux morphismes
induits par les flèches T (An, An)→ T (An+1, An+1) procurées par la projection An+1

։ An sur les n
premiers facteurs et l’inclusion An →֒ An+1 des n premiers facteurs. Un cas particulier fondamental
d’un tel foncteur s’obtient ainsi : on part de deux foncteurs covariants F etG desA-modules vers Ab,
et l’on définit T = Hom(F,G) comme le foncteur composé de (F op, G) : L(A)op×L(A)→ Abop×Ab

et du foncteur hom : Ab
op ×Ab→ Ab.

Théorème 2 (Betley, Suslin). Soient k un corps fini et F et G deux objets finis de la catégorie
F(k). La K-théorie stable Ks

∗(k,Hom(F,G)) est naturellement isomorphe au groupe d’extensions
Ext∗F(k)(F,G).

Scorichenko a étendu ce résultat, donnant une description analogue de la K-théorie stable de
tout anneau à coefficients dans un bifoncteur de degré d’Eilenberg-MacLane fini en chaque va-
riable — voir le dernier chapitre de [FFPS03], et le chapitre 13 de [Lod98]. Il existe une variante
cohomologique évidente.

Outre son intérêt théorique intrinsèque, le théorème 2 permet d’effectuer des calculs deK-théorie
stable, car l’on dispose de nombreux outils d’algèbre homologique dans les catégories F(k). Notam-
ment, la structure exponentielle graduée de nombreux foncteurs usuels (puissances symétriques,
extérieures...) constitue une aide précieuse pour simplifier des calculs de groupes d’extensions met-
tant en jeu des produits tensoriels, comme l’illustrent les articles [Fra96] et [FFSS99]. De plus,
l’existence d’adjonctions entre foncteurs exacts s’avère précieuse — essentiellement, on utilise les
adjoints à droite et à gauche au foncteur différence ∆ (dont la définition est rappelée plus loin).
Ces arguments d’adjonction, remarquablement simples et efficaces, et souvent combinés à l’emploi
de structures exponentielles, ont été initiés par Pirashvili (cf. [JP91], ou son article dans le volume
[FFPS03] pour une exposition plus récente), puis utilisés abondamment par différents auteurs ; une
application importante est fournie par Franjou, Lannes et Schwartz dans [FLS94]. Les résultats d’an-
nulation cohomologique que nous avons obtenus, et que nous évoquerons en détails ultérieurement,
s’inscrivent dans cette lignée.

Les motivations à l’étude des propriétés de finitude d’une

catégorie abélienne

Si le lien entre le caractère localement noethérien conjectural de la catégorie F et les consi-
dérations précédentes n’est pas patent à première vue, il apparâıt clairement lorsqu’on se penche
sur les méthodes développées pour établir des cas particuliers de la conjecture 1. De fait, rares
sont les objets dont on sait démontrer le caractère noethérien sans déterminer leur structure plus
précisément.

Dans la catégorie F , c’est la notion suivante qui sera utile pour étudier la structure des objets
de type fini.

Définition 3 (cf. [Pow00a] pour la notion duale). On définit par récurrence sur n ∈ N ∪ {−1} la
notion d’objet simple noethérien de type n et d’objet noethérien de type n ainsi.
• Un objet est simple noethérien de type −1 s’il est nul.
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• Un objet est simple noethérien de type n s’il n’est pas noethérien de type n− 1 mais que tous
ses quotients stricts le sont.
• Un objet est noethérien de type n s’il possède une filtration finie dont les quotients sont

simples noethériens de types ≤ n.

Très vite s’est imposée la forme renforcée suivante de la conjecture artinienne (cf. [Pow98c]).

Conjecture 4 (Conjecture artinienne, forme forte). Si V est un espace vectoriel de dimension n,
le foncteur PV est noethérien de type n.

Nous utiliserons aussi la notion classique suivante, voisine de la précédente, pour estimer la
« taille » d’un objet.

Définition 5 (cf. [Gab62]). La filtration de Krull d’une catégorie abélienne avec colimites A est la
suite croissante de sous-catégories (Kn(A)) définie par récurrence comme suit.
• Pour n < 0, Kn(A) = {0}.
• Pour n ≥ 0, Kn(A) est l’image réciproque par le foncteur canonique A → A/Kn−1(A) de

la plus petite sous-catégorie épaisse, stable par colimites et contenant les objets finis 1 de
A/Kn−1(A).

Le lien entre les définitions 3 et 5 vient de ce qu’un objet est noethérien de type n dans A
si et seulement s’il est noethérien et appartient à Kn(A). Le caractère fondamental de la notion
de filtration de Krull d’une catégorie abélienne est illustré par le fait que la dimension de Krull
d’un anneau commutatif est la borne à partir de laquelle la filtration de Krull de la catégorie des
A-modules stationne. Nous avons présenté de manière assez détaillée, au chapitre 2, les rudiments
relatifs aux différentes notions de finitude que nous aurons à utiliser dans la catégorie F , dans le
cadre des catégories de Grothendieck. En effet, ces résultats élémentaires et connus ne semblent pas
avoir fait l’objet d’une présentation intrinsèque systématique.

Comme nous l’expliquerons dans la suite de cette introduction, nos recherches se sont orientées
en grande partie vers la compréhension, encore grandement conjecturale, de la filtration de Krull
de la catégorie F . Il ne s’agit donc pas seulement de montrer que cette catégorie n’est pas trop
« pathologique » , mais d’en étudier en profondeur la structure globale, obtenant ce faisant des
renseignements « concrets » sur la structure de certains foncteurs. En outre, les outils que nous
avons développés nous ont permis d’établir des résultats d’algèbre homologique puissants dans la
catégorie F , intimement liés au théorème 2.

La structure élémentaire des catégories de foncteurs usuelles

Pourquoi s’intéresser à d’autres catégories de foncteurs ?

Limitons-nous aux catégories de foncteurs dont le but est E et la source une catégorie essentiel-
lement petite dont les ensembles de morphismes sont finis (les autres se comportant de manière très
différente de F). Certaines de ces catégories ne sont pas localement noethériennes ; l’exemple 4.3.3
en donne un cas très simple. Il serait déterminant conceptuellement de disposer d’une conjecture
générale sur le caractère localement noethérien de catégories de foncteurs. À défaut, il importe de
comparer les propriétés élémentaires de plusieurs de ces catégories.

De surcrôıt, l’étude de la catégorie F fait naturellement apparâıtre d’autres catégories de fonc-
teurs. Nous évoquerons ultérieurement les plus complexes d’entre elles, les catégories de foncteurs en
grassmanniennes, qui constituent le principal outil nouveau de cette thèse. De ce fait, si F joue un
rôle central parmi les catégories de foncteurs de but E (ne serait-ce que par la post-composition par
un foncteur de F), d’autres catégories occupent une place de choix dans les différentes questions
algébriques soulevées par l’étude de la conjecture artinienne et des questions de représentations
modulaires connexes.

1On prendra garde au fait qu’en général, la sous-catégorie des objets localement finis de A n’est pas épaisse. C’est
cependant le cas si les objets simples de A sont de présentation finie (cf. chapitre 2).
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La tendance à l’ubiquité de l’homologie des foncteurs parmi les théories homologiques constitue
un autre motif majeur d’intérêt pour diverses catégories de foncteurs. Ainsi, dans [Pir03], Pirashvili
montre que la cohomologie d’André-Quillen est un cas particulier de cohomologie fonctorielle ; dans
[Pir00] (généralisé dans [PR02]), il établit un résultat analogue pour l’homologie de Hochschild
et l’homologie cyclique, qui utilise les Γ-modules (qui sont les objets d’une certaine catégorie de
foncteurs). On pourra consulter aussi l’ouvrage [Lod98] sur ces questions.

L’outil de base de la catégorie F : le foncteur différence

Le chapitre 4 rappelle les principaux résultats connus sur la structure élémentaire de la catégorie
F . On peut en trouver les démonstrations d’origine dans [Kuh94a], [Pir95] ou [Sch94], par exemple.
Nous nous sommes attachés à présenter les propriétés et les démonstrations que nous avons détaillées
de la façon la plus formelle possible, afin d’en mettre en évidence les sous-bassements conceptuels,
dans l’optique de l’étude globale des propriétés de finitude de la catégorieF et de la généralisation de
certaines propriétés à d’autres catégories de foncteurs (sur lesquelles nous faisons quelques rappels
généraux dans le chapitre 3). Ainsi, l’important résultat, dû à Schwartz, selon lequel les objets finis
de F possèdent une résolution projective de type fini, apparâıt comme une conséquence formelle de
leur caractère polynomial, i.e. nilpotent pour le foncteur différence ∆, et des propriétés élémentaires
de celui-ci. Rappelons que ce foncteur, qui constitue l’un des plus importants outils dont on dispose
dans F , est défini par le scindement naturel

F (V ⊕ F2) ≃ ∆F (V )⊕ F (V )

qui utilise la structure additive de la catégorie source Ef de F . Le foncteur ∆ est adjoint à droite
à · ⊗ P̄ et à gauche à · ⊗ Ī, où le foncteur P̄ est la couverture projective du foncteur identité et Ī
son enveloppe injective.

C’est grâce au caractère polynomial des foncteurs finis de F que l’on comprend aisément les
objets simples, en bijection avec les représentations (sur F2) des différents groupes symétriques.
On obtient un système fondamental de représentants Sλ des objets simples de F indexé, par les
partitions 2-régulières λ. On dispose à partir de là de nombreux résultats sur les foncteurs simples
de la catégorie F ; l’absence d’analogue élémentaire au foncteur exact ∆ qui soit approprié à l’étude
les foncteurs infinis participe de la difficulté de la conjecture artinienne.

Les catégories Fsurj et Finj

Le chapitre 5 présente des résultats similaires à ceux que nous venons d’évoquer pour les
catégories notées Fsurj et Finj . Ce sont les catégories de foncteurs de but E et de sources res-

pectives Efsurj et Efinj , sous-catégories de Ef ayant les mêmes objets, mais dont les morphismes
sont respectivement les épimorphismes et les monomorphismes. Les catégories Fsurj et Finj sont
duales en un sens que nous définissons dans la section 1.5, adapté aux catégories de foncteurs : si
Finj n’est pas équivalente à la catégorie (Fsurj)op, elle lui « ressemble » beaucoup, et nombre de
raisonnements peuvent se mener « comme si » ces deux catégories étaient équivalentes.

Les foncteurs d’inclusion Efsurj →֒ E
f et Efinj →֒ E

f induisent respectivement, par précomposition,
des foncteurs d’oubli notés o : Fsurj → F et oinj : F → Finj . L’adjoint à gauche au foncteur o est
un foncteur exact explicite, de même que l’adjoint à droite à oinj , dualement (cf. § 5.4.1).

La catégorieFsurj intervient dans la généralisation de Scorichenko du théorème 2 (présentée dans
le dernier chapitre de [FFPS03], où cette catégorie est notée E) ; elle utilise l’adjonction fondamentale
entre F et Fsurj dont nous venons de parler. La catégorie Finj est, pour sa part, équivalente à une
sous-catégorie pleine de la catégorie des systèmes de coefficients de Dwyer ([Dwy80]). Bien que
nombre des résultats du chapitre 5 soient implicites dans la littérature, les catégories Fsurj et Finj
ne semblent pas avoir été étudiées de manière systématique.

On peut mener une étude des objets finis de ces catégories analogue à celle de la catégorie
F , le foncteur différence étant remplacé par un foncteur de décalage. Leurs objets simples sont
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naturellement paramétrisés par les représentations simples des différents groupes linéaires. Leur
structure globale est aussi mystérieuse que celle de la catégorie F : si la catégorie Finj est localement
noethérienne, il en est de même pour F , par un argument formel d’adjonction.

L’intérêt spécifique que nous portons aux catégories Fsurj et Finj est double. D’une part, l’une
des étapes essentielles de la démonstration de Suslin du théorème 2 repose sur le résultat suivant.

Proposition 6 (Suslin). Soient F et G deux objets de F , F étant supposé fini. Le morphisme
canonique

Ext∗F (F,G)→ Ext∗Finj
(oinj(F ), oinj(G))

est un isomorphisme.

Nos méthodes permettront de généraliser cette proposition.
D’autre part, les progrès accomplis par Powell dans l’étude de la conjecture artinienne à l’aide

des foncteurs qu’il a baptisés foncteurs co-Weyl se traduisent très efficacement en termes de la
catégorie Fsurj , comme nous allons le voir.

Historique de la conjecture artinienne

Le premier dévissage naturel des foncteurs projectifs PV consiste en leur décomposition en
somme directe de projectifs indécomposables. Comme l’anneau d’endomorphismes de PV s’identifie
à l’algèbre de monöıde finie F2[End (V )], il s’agit d’un problème algébrique « fini » ; il est abordé
dans [HK88]. Explicitons les premiers cas : on a P0 = F2 (foncteur constant), qui est simple, et
PF2 ≃ F2 ⊕ P̄ . Ensuite, PF2

⊕2 ≃ F2 ⊕ P̄⊕2 ⊕ P⊕2
(2,1) ⊕ P(2), où P(2) est la couverture projective de la

seconde puissance extérieure Λ2 et P(2,1) celle du foncteur simple S(2,1), que l’on peut caractériser

par le scindement Λ2⊗Λ1 ≃ Λ3⊕S(2,1), ou encore par le fait que S(2,1)(F2
⊕2) est la représentation

tautologique F2
⊕2 de GL2(F2) et que S(2,1)(F2) = 0.

La structure du foncteur P̄ est élémentaire : il est unisériel, c’est-à-dire que l’ensemble de
ses sous-objets est totalement ordonné pour l’inclusion. Précisément, il en existe une filtration
décroissante (knP̄ )n∈N telle que knP̄ /kn+1P̄ ≃ Λn pour n > 0, et k0P̄ ≃ P̄ . Cette filtration est
duale de la filtration polynomiale de Ī. Les sous-foncteurs de P̄ sont les knP̄ et 0. Ainsi, P̄ est un
exemple de foncteur simple noethérien de type 1 : il est infini, mais tous ses quotients non nuls sont
finis. La conjecture 4 est donc aisée pour les projectifs PV si dimV ≤ 1 ; elle devient en revanche
très difficile ensuite, et reste ouverte pour dimV ≥ 3.

De fait, le cas des foncteurs projectifs indécomposables P(2) et P(2,1) s’avère très significativement
plus complexe. Auparavant a été étudiée la structure des foncteurs P̄ ⊗Λn. Celle-ci est motivée par
le fait que la filtration de P̄⊗2 par les P̄ ⊗knP̄ a pour quotients les P̄ ⊗Λn. Piriou a démontré dans
[Pir97] que ces foncteurs sont noethériens de type 1 et en a donné la structure dans la catégorie
F/Fω. Il employait des méthodes assez explicites issues de la théorie des représentations des groupes
symétriques. Powell a généralisé ce résultat dans [Pow00b] en montrant le caractère noethérien de
type 1 du produit tensoriel entre P̄ et un foncteur fini. Sa méthode n’en donne pas la structure
explicite dans la catégorie F/Fω.

La structure de P̄ peut se déterminer à l’aide du foncteur différence, qui s’est révélé insuffisant
pour l’étude des projectifs indécomposables plus « gros » . Powell a accompli une avancée impor-
tante en introduisant, dans [Pow00a], des endofoncteurs ∇̃n généralisant le foncteur ∆, dont ils sont
des sous-quotients. Leur maniement plus délicat tient à leur inexactitude. Cependant, ils préservent
épimorphismes et monomorphismes, et possèdent deux vertus fondamentales. D’une part, ils consti-
tuent un outil efficace de calcul global sur les objets simples de F : si λ est une partition régulière de
longueur n, on a ∇̃n(Sλ) = S(λ1−1,...,λn−1). D’autre part, les foncteurs ∇̃n accroissent moins rapi-
dement — et ce d’autant que n augmente — la taille des foncteurs infinis que le foncteur différence.
On a par exemple ∇̃n(PV ) = 0 si dimV < n, et ∇̃n(PV ) ≃ PV si dim V = n.

Powell a obtenu le caractère noethérien de type 1 de P̄ ⊗ F , pour F fini, par la combinaison de
constructions explicites issues de la théorie des représentations et des foncteurs ∇̃n. Il a également
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démontré le caractère noethérien de type 2 des foncteurs P(2) et P(2,1) dans [Pow98a], grâce à
un outil supplémentaire, qu’il a introduit dans [Pow98c] et nommé foncteurs co-Weyl, que nous
appellerons foncteurs de Powell. Ces foncteurs de F sont les images des foncteurs simples de Fsurj
par l’adjoint à gauche ̟ : Fsurj → F au foncteur d’oubli o : F → Fsurj . On obtient ainsi des
foncteurs Qλ paramétrisés par les partitions régulières λ. Les projectifs indécomposables de type
fini de F possèdent une filtration finie dont les quotients sont des foncteurs de Powell. Le résultat
principal sur la structure de ces foncteurs est le suivant.

Théorème 7 (Théorème de simplicité de Powell, [Pow98c]). Si λ est une partition régulière telle
que λ1 = n, alors Qλ n’est pas ∇̃n-nilpotent, mais tous ses quotients stricts le sont.

C’est en étudiant les foncteurs de type fini annihilés par le foncteur ∇̃2, et en s’appuyant sur la
structure de P̄ ⊗ Λn, que Powell a pu déduire de ce résultat le caractère noethérien de type 2 de
P(2) et P(2,1), donc de PF2

⊕2 . Il a émis la conjecture suivante.

Conjecture 8 (Conjecture artinienne, forme très forte). Pour toute partition régulière λ, le fonc-
teur de Powell Qλ est simple noethérien de type λ1.

Pour plus de détails sur les progrès accomplis sur la conjecture artinienne, nous renvoyons à
[Pow00a] et à notre section 4.3.

La première avancée que nous avons obtenue sur la conjecture artinienne réside dans le résultat
suivant.

Théorème 9 ([Dja06c]). Pour tout n ∈ N, le foncteur PF2
⊕2 ⊗ Λn est noethérien de type 2.

Il s’agit d’une étape pour l’étude de la structure du foncteur PF2
⊕3 , pour la même raison que

les P̄ ⊗ Λn interviennent dans la structure de PF2
⊕2 . Une version plus générale de ce théorème est

exposée dans le chapitre 10 suivant la méthode employée dans [Dja06c] ; elle requiert cependant des
outils supplémentaires par rapport au seul théorème 9.

Le théorème 9 se démontre à partir du théorème 7 et de l’endofoncteur hom interne HomF (Λ1, ·)
de F , adjoint à droite à · ⊗ Λ1 — nous en utilisons en fait l’adjoint à gauche (· : Λ1), car nous
travaillons sur les injectifs de F dans [Dja06c]. Le foncteur HomF (Λ1, ·) est un sous-foncteur du
foncteur différence, mais dont le comportement diffère de celui des foncteurs ∇̃2, puisqu’il s’agit
d’un foncteur exact à gauche (mais non exact). Nous renvoyons à l’introduction de [Dja06c] pour
plus de détails sur cette méthode.

Les difficultés techniques rencontrées pour l’étendre au produit tensoriel entre PF2
⊕2 et un fonc-

teur fini quelconque nous ont amenés à chercher une approche plus conceptuelle pour construire
les « briques élémentaires » de ces produits tensoriels. Notre attention s’est focalisée sur le fait que
toutes les constructions utilisées jusqu’à présent pour dévisser les foncteurs P̄ ⊗ F (pour F fini)
fournissaient des foncteurs munis d’une structure de P̄ -comodule, et pour P̄⊗2 ⊗ F , une structure
de Ḡ(2)-comodule, où le foncteur Ḡ(2) est introduit ci-après.

Des D̄(n)-modules à la catégorie FGr

Le foncteur PF2 est construit comme la composée d’un foncteur Ef → Ens (le foncteur d’oubli)
et du foncteur de linéarisation F2[·] : Ens→ E . Ce foncteur est à valeurs dans les coalgèbres coüni-
taires, coassociatives et cocommutatives, par la diagonale [x] 7→ [x] ⊗ [x] (où l’on note
[x] ∈ F2[X ] le générateur correspondant à x ∈ X) ; cette structure est duale de la structure
d’algèbre de Boole standard sur le foncteur X 7→ F2

X : Ensop → E . On en déduit sur le fonc-
teur P̄ = PF2/F2 une structure de coalgèbre non coünitaire, coassociative et cocomutative. De
même, pour tout n ∈ N, si l’on note Grn(V ) la grassmannienne des sous-espaces de dimension n
d’un espace vectoriel V , le foncteur de Powell Ḡ(n) : V 7→ F2[Grn(V )] ≃ F2[Grn(V ) ∐ {∗}]/F2

est muni d’une telle structure, à partir du foncteur Ef → Ens V 7→ Grn(V ) ∐ {∗} dont l’action
sur les morphismes est donnée comme suit. Si f : V → V ′ est un morphisme de Ef , la flèche
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f∗ : F2[Grn(V ) ∐ {∗}] → F2[Grn(V ′) ∐ {∗}] associe [f(W )] à [W ] si W ∈ Grn(V ) est tel que
dim f(W ) = n, et [∗] à [∗] et à [W ] si dim f(W ) < n.

Les foncteurs en algèbre de Boole, duaux de ce type de foncteurs, apparaissent dans la deuxième
partie de [HLS93]. Le cas précis des D̄(n)-modules (notion duale des Ḡ(n)-comodules) est brièvement
considéré dans la section 7 de [Pow98c] ; nos travaux sur les Ḡ(n)-comodules constituent de fait la
continuation des travaux de Powell sur la conjecture artinienne.

Le point de départ de notre étude de ces catégories de (co)modules est la proposition suivante,
formelle mais féconde.

Proposition 10. Soient I une catégorie essentiellement petite et X : I → Ens un foncteur.
Notons I\X la catégorie dont les objets sont les couples (A, u) formés d’un objet A de I et d’un
élément u de X(A).

Il existe un foncteur exact et fidèle ΩX de Fct(I\X , E) vers Fct(I, E), appelé foncteur d’intégrale,
donné sur les objets par

ΩX(F )(A) =
⊕

u∈X(A)

F (A, u).

Ce foncteur induit une équivalence entre la catégorie Fct(I\X , E) et la sous-catégorie de Fct(I, E)
des comodules sur le foncteur en coalgèbres de Boole F2[X ].

Nous détaillons ce type de construction dans la section 6.1, où nous traitons également le cas
d’un foncteur en coalgèbres de Boole sans coünité, qui est celui de Ḡ(n).

Les catégories de comodules sur un foncteur en coalgèbres de Boole de la proposition 10, ou,
dualement, les catégories de modules sur un foncteur en algèbres de Boole, présentent des analogies
avec les catégories de modules sur des algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod considérées
par différents auteurs (cf. [Rec84], [HLS95] et [LZ95]). De fait, dans le dictionnaire de [HLS93]
entre foncteurs et modules instables, les algèbres instables correspondent aux foncteurs obtenus
par linéarisation de foncteurs ensemblistes, c’est-à-dire aux foncteurs en algèbres de Boole — voir
l’introduction de la section 6.1 pour plus de détails.

Il s’est avéré fort utile, pour étudier les Ḡ(n)-comodules, de considérer une catégorie « glo-
bale » utilisant la grassmannienne de tous les sous-espaces d’un espace vectoriel, et pas seulement
ceux d’une dimension donnée. Cela nous amène à poser la définition suivante.

Définition 11 (Les catégories de foncteurs FGr et FGr,n). Soit Gr : Ef → Ens le foncteur associant
à un espace vectoriel l’ensemble de ses sous-espaces et à une application linéaire f : V → V ′ la
fonction Gr(V )→ Gr(V ′) W 7→ f(W ). La catégorie (Ef )\Gr sera notée EfGr.

Pour tout n ∈ N, on désigne par EfGr,n la sous-catégorie pleine de EGr formée des objets (V,W )

de EfGr tels que dimW = n.
On définit les catégories de foncteurs en grassmanniennes

FGr = Fct(EfGr , E)

et
FGr,n = Fct(EfGr,n, E).

Nous introduirons par la suite d’autres catégories de foncteurs en grassmanniennes, mais celles
que nous venons de définir sont les plus importantes. A côté du foncteur de restriction FGr → FGr,n,
on dispose d’un foncteur de prolongement par zéro FGr,n → FGr qui permet d’identifier FGr,n à la
sous-catégorie pleine des foncteurs X de FGr tels que X(V,W ) = 0 si dimW 6= n.

Le foncteur d’intégrale FGr → F de la proposition 10 sera noté ω ; on désignera par ωn sa restric-
tion à FGr,n. Ces foncteurs sont appelés foncteurs d’intégrale en grassmanniennes. La proposition 10
et sa variante non coünitaire procurent le résultat suivant.

Corollaire 12. 1. Le foncteur ω établit une équivalence entre la catégorie FGr et la catégorie
des F2[Gr]-comodules.

2. Pour tout n ∈ N, le foncteur ωn établit une équivalence entre la catégorie FGr,n et la catégorie
des Ḡ(n)-comodules fidèles, i.e. dont la comultiplication est injective.
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La structure algébrique des catégories de foncteurs en grass-
manniennes

Nous indiquons maintenant les propriétés d’usage courant de la catégorie FGr. Elles sont établies
dans le paragraphe 6.3.1 et les sections 8.1 et 8.2. Pour la notion de diagramme de recollement dans
les catégories abéliennes, nous renvoyons à [Kuh94b], § 2.

Proposition 13. Il existe une filtration de la catégorie FGr par des sous-catégories épaisses FGr,≤n

possédant les propriétés suivantes.

1. Pour tout entier n ≥ 0, il existe un diagramme de recollement

FGr,≤n−1 // FGr,≤n //
qq
mm FGr,n

rr
mm .

2. Tout objet de type fini de FGr appartient à l’une des sous-catégories FGr,≤n.

Cette proposition clarifie le lien entre la catégorie globale FGr et les catégories FGr,n. Par la
suite, nous ne détaillerons guère que les propriétés relatives à la catégorie FGr.
• Il existe deux foncteurs exacts et fidèles ξ et θ : Fct(Ef × Efsurj , E) → FGr, fournis par la

précomposition par les foncteurs EfGr → E
f ×Efsurj donnés par (V,W ) 7→ (V,W ) et (V,W ) 7→

(V/W,W ) respectivement. De plus, le foncteur θ est plein, et son image est stable par sous-
quotients.
La catégorie Fct(Ef × Efsurj , E) sera notée F ⊗ Fsurj dans la suite ; les raisons de cette
convention sont rappelées dans le paragraphe 3.3.2.
On a de même, par restriction, des foncteurs ξn et θn : FGLn

= Fct(Ef , F2[GLn]Mod)→ FGr,
où F2[GLn]Mod désigne la catégorie des F2[GLn]-modules à gauche.

• Le foncteur κ : F → FGr donné par la précomposition par EfGr → E
f (V,W ) 7→ V/W est

exact et pleinement fidèle ; son image est stable par sous-quotients.
• Le foncteur σ : FGr → F ⊗ Fsurj de précomposition par Ef × Efsurj → EfGr (A,B) 7→

(A⊕B,B) est exact et fidèle. Il est adjoint à droite à ξ.

De surcrôıt, la composition F ⊗ Fsurj
θ
−→ FGr

σ
−→ F ⊗Fsurj est isomorphe à l’identité.

Grâce aux foncteurs adjoints ξ et σ, on peut penser à la catégorie FGr comme à une sorte de
« produit tensoriel tordu » des catégories F et Fsurj (voir le paragraphe de cette introduction relatif
à la structure monadique). De façon analogue, la catégorie FGr,n constitue une sorte de « produit
tensoriel tordu » des catégories F et F2[GLn]Mod.

La structure élémentaire de FGr se déduit ainsi aisément de celle de F et Fsurj , comme l’illustrent
les propriétés suivantes.
• Le foncteur ι : F → FGr de précomposition par le foncteur EfGr → E

f d’oubli du sous-espace
de base est exact et fidèle ; il est adjoint à droite au foncteur ω.
• Soient ρ : Fsurj → FGr et ε : FGr → Fsurj les foncteurs de précomposition par EfGr →

Efsurj (V,W ) 7→W et Efsurj → E
f
Gr V 7→ (V, V ) respectivement. Le foncteur ρ est adjoint à

gauche à ε, et l’unité id→ ερ est un isomorphisme.

• La composition Fsurj
ρ
−→ FGr

ω
−→ F est isomorphe à ̟. Cela permet de voir les foncteurs de

Powell comme des F2[Gr]-comodules particuliers.

• Si V est un objet de Ef et W un objet de Efsurj , les foncteurs projectifs et injectifs standard

de FGr associés à l’objet (V ⊕W,W ) de EfGr, notés respectivement PGr
(V⊕W,W ) et IGr(V⊕W,W ),

vérifient
PGr

(V⊕W,W ) ≃ ι(PV )⊗ ρ(P surjW ),

où P surjW est le projectif standard de Fsurj associé à W , et

IGr(V⊕W,W ) ≃ κ(IV )⊗ IGr(W,W ).
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• Il existe des isomorphismes naturels

ω(PGr
(V,W )) ≃ PV (1)

dans F et
ι(IV ) ≃

⊕

W∈Gr(V )

IGr(V,W ) (2)

dans FGr.

Comme dans F , on définit le foncteur de décalage par un objet E de Ef comme étant l’endo-
foncteur ∆Gr

E de FGr de précomposition par EfGr → E
f
Gr (V,W ) 7→ (V ⊕ E,W ). Il est adjoint à

droite à · ⊗ ι(PV ) et à gauche à · ⊗ κ(IV ).
On a un scindement ∆Gr

F2
≃ id⊕∆Gr, où ∆Gr est appelé le foncteur différence. Le noyau de ce

foncteur exact est égal à l’image du foncteur ρ ; ses objets sont appelés foncteurs pseudo-constants.
Si l’on pense à FGr comme à un « produit tensoriel tordu » de F et Fsurj , le foncteur différence

∆Gr est le produit tensoriel (tordu) entre le foncteur différence de F et l’identité de Fsurj . Cela
explique que ce foncteur possède un comportement très analogue au foncteur différence ∆ de la
catégorie F . On définit dans FGr comme dans F la notion de foncteur polynomial de FGr ; les
propriétés formelles de ces foncteurs sont similaires dans les deux catégories.

De plus, le caractère polynomial des objets finis persiste dans FGr :

Proposition 14. Un foncteur X de FGr est fini si et seulement s’il vérifie les trois propriétés
suivantes :

1. X est un foncteur polynomial ;

2. X(V,W ) est nul si dimW est assez grande ;

3. X prend des valeurs de dimension finie.

On en déduit formellement que les foncteurs introduits plus haut, sauf les foncteurs d’intégrale
en grassmanniennes, conservent les objets finis.

Parmi les nombreuses conséquences de l’importante proposition 14, citons le résultat suivant.

Proposition 15. 1. Soit X un objet de FGr. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) l’objet X de FGr est simple ;

(b) l’objet σ(X) de F ⊗ Fsurj est simple ;

(c) il existe un objet simple F de F et un objet simple R de Fsurj tels que X est isomorphe
à κ(F )⊗ ρ(R).

2. Les foncteurs exacts σ et θ induisent des isomorphismes réciproques l’un de l’autre entre les
groupes de Grothendieck Gf0 (FGr) et Gf0 (F ⊗Fsurj) ≃ G

f
0 (F)⊗Gf0 (Fsurj) des objets finis de

FGr et F ⊗ Fsurj.

Structures tensorielles

La structure tensorielle de la catégorie FGr possède de riches propriétés. Ainsi, de nombreux
arguments d’adjonction permettent de relier les foncteurs hom internes et les foncteurs de division
(adjoints à droite et à gauche respectifs au produit tensoriel) dans les catégories FGr et F . Citons
trois exemples.

Proposition 16. Soient F , G deux objets de F et X un objet de FGr. On a des isomorphismes
naturels :

ω(X : ι(F )) ≃ (ω(X) : F ),

HomFGr
(κ(F ), κ(G)) ≃HomFGr

(ι(F ), κ(G)) ≃ κ
(
HomF(F,G)

)
,

HomFGr
(ι(F ), ι(G)) ≃ ι

(
HomF (F,G)

)
.
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Le premier de ces isomorphismes est particulièrement important lorsque F est un objet injectif
standard de F . Dans ce cas, il se lit comme ∆V ◦ ω ≃ ω ◦ (· : ι(IV )). Le scindement (2) de ι(IV )
procure alors un scindement explicite de ∆V ◦ω, qui reflète une partie importante du comportement
du foncteur ω.

Citons enfin une propriété moins formelle de la structure tensorielle usuelle de FGr.

Proposition 17. Les foncteurs ω ◦HomFGr
(ι(qkP̄ ), ·) et HomF (qkP̄ , ·) ◦ω sont isomorphes pour

tout entier k.

Ici, les foncteurs qkP̄ sont les quotients non triviaux de P̄ ; le cas le plus important est celui de
q1P̄ ≃ Λ1. Cette propriété ne se généralise pas lorsqu’on remplace qkP̄ par un foncteur quelconque.
Elle nous permet de revenir sur l’approche du théorème 9 utilisant le foncteur HomF (Λ1, ·) : grâce
à elle et à la proposition 16, on obtient des calculs internes à F très difficiles à mener directement
dans le cas général. C’est ainsi que l’on a pu généraliser, dans le chapitre 10 de cette thèse, la
méthode d’étude de la structure de PF2

⊕2 ⊗ Λn de notre article [Dja06c] (qui ne fait pas usage des
catégories de foncteurs en grassmanniennes) au cas du produit tensoriel entre PF2

⊕2 et un foncteur
fini quelconque.

À côté de la structure tensorielle usuelle sur FGr existe une autre structure tensorielle, que nous
avons nommée produit tensoriel total et notée ⊗̃ . Il est donné sur les objets par la formule

(X ⊗̃Y )(V,W ) =
⊕

A,B∈Gr(W )

A+B=W

X(V,A)⊗ Y (V,B).

Deux principales raisons ont motivé son introduction.
– Parmi les foncteurs que nous avons considérés dans cette section, tous commutent au produit

tensoriel usuel, à l’exception notable du foncteur d’intégrale en grassmanniennes ω. On a en
revanche un isomorphisme naturel ω(X ⊗̃Y ) ≃ ω(X)⊗ ω(Y ).

– Le produit tensoriel usuel de deux injectifs standard de FGr est une somme directe finie
d’injectifs standard, mais le produit tensoriel usuel se comporte mal relativement aux projectifs
de FGr. En revanche, il existe un isomorphisme naturel PGr

(A,B) ⊗̃P
Gr
(A′,B′) ≃ P

Gr
(A⊕A′,B⊕B′).

De plus, nombre des propriétés de « régularité » du produit tensoriel usuel de FGr persistent
pour le produit tensoriel total, notamment l’exactitude et la préservation des objets finis.

Les considérations relatives aux structures tensorielles sur FGr sont présentées dans les sec-
tions 8.3 et 8.4 ; un avant-goût du produit tensoriel total apparâıt dans le cadre de la catégorie
Fsurj , dans la section 5.2.

Structure monadique

L’équivalence de catégories du corollaire 12 provient essentiellement de l’adjonction entre les
foncteurs exacts et fidèles ω et ι. Mais il existe une autre adjonction, tout aussi fondamentale, entre
les foncteurs exacts et fidèles ξ et σ. Pour des raisons formelles, on en déduit une équivalence de
catégories entre FGr et la catégorie des modules sur une certaine monade explicite de F ⊗Fsurj, ou
dans le cas de FGr,n, sur FGLn

(qui possède l’avantage d’être plus directement liée à F). Comme
nous le montrons dans la section 7.2, cette équivalence de catégories possède des conséquences
intéressantes : elle permet d’introduire très naturellement l’adjoint à gauche au foncteur θ, et fournit
une résolution canonique d’un objet de FGr par des objets de l’image de ξ. Le début de cette
résolution joue d’ailleurs un rôle essentiel dans la démonstration de la proposition 14, dont l’autre
ingrédient est le caractère polynomial des objets finis de F . Nous esquissons également les aspects
homologiques de cette description monadique de FGr, suivant [BB69].

Dans une catégorie de foncteurs très proche de la catégorie FGr,n, notée FPl,n et introduite au
§ 6.3.2, cette approche peut être poursuivie. La source de FPl,n est constituée des couples (V, u)
constitués d’un espace vectoriel de dimension finie V et d’un monomorphisme u : F2

⊕n →֒ V ,
son but est E . Du fait que la grassmannienne Grn(V ) est le quotient de l’ensemble de ces mono-
morphismes par l’action libre du groupe GLn, la catégorie FGr,n apparâıt comme une catégorie de
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« GLn-modules tordus » dans FPl,n. Dans la section 7.3, nous établissons, à partir d’une description
monadique de FPl,n analogue à celle mentionnée pour FGr, le résultat suivant.

Proposition 18. La catégorie FPl,n est équivalente à la catégorie des comodules sur IF2
⊕n. La

structure de coalgèbre sur ce foncteur est la structure duale de la structure d’algèbre sur PF2
⊕n

obtenue en regardant PF2
⊕n(V ) ≃ F2[V

⊕n] comme l’algèbre du groupe abélien V ⊕n.

Parmi les conséquences de cette proposition, nous donnons une description de l’adjoint à droite
au foncteur θn, transitant par son analogue dans la catégorie FPl,n, lié au produit cotensoriel par
le foncteur constant F2. Ce produit cotensoriel contient manifestement des informations sur la
structure algébrique fine des catégories de foncteurs en grassmanniennes.

La catégorie F̃Gr

Nous aurons à considérer une dernière catégorie de foncteurs en grassmanniennes, définie de la
manière suivante.

Définition 19 (cf. § 6.3.3). Soit ẼfGr la catégorie dont les objets sont les mêmes que ceux de EfGr et
dont les morphismes sont donnés par

homeEf
Gr

((V,W ), (V ′,W ′)) = {f ∈ homEf (V, V ′) | f(W ) ⊂W ′}.

On introduit la catégorie F̃Gr = Fct(ẼfGr, E).

Cette catégorie possède une structure assez différente de celle de FGr, qu’il conviendra d’explorer
en détails. Un foncteur important (F̃Gr)

op → F̃Gr, qui n’a pas d’analogue dans les autres catégories
de foncteurs en grassmanniennes, est la dualité, notée D, comme celle de F . Elle est donnée sur
les objets par (DX)(V,W ) = X(V ∗,W⊥)∗. Le résultat qui suit, établi dans le § 8.5.4, est relatif au

foncteur ω̃ : F̃Gr → F composé du foncteur d’oubli F̃Gr → FGr (foncteur de précomposition par

l’inclusion EfGr →֒ Ẽ
f
Gr) et du foncteur ω : FGr → F .

Proposition 20. Le foncteur ω̃ commute à la dualité.

Comme F2[Gr] est l’image par ω̃ du foncteur constant F2 de F̃Gr, cette propriété fournit le
corollaire suivant.

Corollaire 21. Le foncteur F2[Gr] est auto-dual.

Comme F2[Gr] est un foncteur en coalgèbres de Boole, cela montre que c’est également un
foncteur en algèbres de Boole. Les deux structures sont compatibles : c’est un foncteur en algèbres
de Hopf.

Nous avons également obtenu, au chapitre 5, d’autres résultats sur la structure du foncteur
F2[Gr] ≃ F2 ⊕ F2[Gr], dont le rôle fondamental est souligné par le corollaire 12. Nous les résumons
maintenant.

Proposition 22. 1. Le foncteur F2[Gr] est une extension essentielle du foncteur P̄ .

2. L’anneau d’endomorphismes de F2[Gr] est isomorphe à un anneau de séries formelles en une
indéterminée F2[[τ ]].

La propriété d’annulation cohomologique fondamentale et la

conjecture artinienne extrêmement forte

Tous les foncteurs entre les catégoriesF ou F⊗Fsurj et FGr introduits précédemment préservent
les objets localement finis, à la notable exception du foncteur d’intégrale en grassmanniennes ω.
C’est ce qui fait la richesse de son comportement et permet de réaliser le lien entre la catégorie FGr
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et la conjecture artinienne. L’isomorphisme (1) (page 18) montre d’ailleurs qu’un foncteur projectif
standard PV de F est isomorphe à ω(PGr

(V,V )), et PGr
(V,V ) est un objet fini de FGr ; la forme la plus

forte de la conjecture artinienne que nous présenterons dira que l’on peut retrouver, en un sens
précis, tous les objets de type fini de la catégorie F à partir de l’image par le foncteur ω des objets
finis de FGr, c’est-à-dire les F2[Gr]-comodules finis, par le corollaire 12.

Nous allons voir que l’on peut ramener les calculs de groupes d’extensions dans F entre l’image
par ω de deux objets finis de FGr à un calcul de groupes d’extensions entre deux objets finis de FGr

(plus gros que ceux dont on est parti, en général). Cela fournit un outil décisif pour manipuler ces
foncteurs.

Définition 23. On définit un endofoncteur I de FGr par

I(X)(V,W ) =
⊕

B∈Gr(W )

X(V,B).

Ce foncteur commute au foncteur différence, et préserve donc les objets localement finis. On
dispose de monomorphismes canoniques id →֒ I →֒ ι◦ω ; le premier d’entre eux s’interprète comme
l’unité d’une adjonction entre les catégories FGr et F̃Gr (cf. § 6.3.3).

Dans le paragraphe 8.5.2, nous établissons le théorème suivant.

Théorème 24. Soient F et X deux objets de FGr, F étant supposé localement fini. Il existe un
isomorphisme naturel

Ext∗F(ω(F ), ω(X)) ≃ Ext∗FGr
(F, I(X)).

Nous utilisons le plus souvent ce théorème par l’intermédiaire du corollaire suivant, qui s’en
déduit formellement à l’aide des diagrammes de recollement reliant FGr et les FGr,n.

Corollaire 25. Soient k et n deux entiers naturels, F un objet localement fini de FGr,k et X un
objet quelconque de FGr,n.

1. Si k < n, alors Ext∗F(ωk(F ), ωn(X)) = 0.

2. Si k = n, alors le morphisme gradué naturel Ext∗FGr,n
(F,X) → Ext∗F(ωn(F ), ωn(X)) induit

par ωn est un isomorphisme.

La démonstration du théorème 24 repose, comme tous les résultats analogues antérieurs, sur
un argument d’adjonction utilisant le foncteur différence (de FGr) — la proposition 14 est donc
fondamentale. Cette démonstration justifie à elle seule l’introduction de la catégorie globale FGr, car
la preuve directe du corollaire 25 s’avère nettement moins aisée qu’en transitant par le théorème 24.
On utilise d’ailleurs, dans la démonstration de ce théorème, une catégorie de foncteurs auxiliaire
encore plus « grosse » que FGr.

La première partie du corollaire 25 contient un grand nombre de théorèmes d’annulation co-
homologique précédemment connus dans la catégorie F . Mentionnons, parmi eux, l’annulation de
Ext∗F(F, P̄ ) lorsque F est un foncteur fini, due à Franjou. Ce résultat, qui constitue un cas très
particulier du corollaire 25, joue un rôle important dans la détermination de la structure de P̄⊗2

par Powell ([Pow98a]).
Le corollaire 25 suggère la conjecture suivante, que nous introduisons et discutons au § 8.5.3.

Conjecture 26 (Conjecture artinienne, version extrêmement forte). Pour tout n ∈ N, le foncteur
ωn induit une équivalence de catégories entre la sous-catégorie pleine des objets localement finis de
FGr,n et le quotient Kn(F)/Kn−1(F) de la filtration de Krull de F .

Autrement dit, le foncteur ωn transforme un objet simple de FGr,n en un objet simple noethérien
de type n, on obtient ainsi, modulo les objets noethériens de type n − 1, tous les objets simples
noethériens de type n de F , et le foncteur ωn est pleinement fidèle dans le quotient.

Cette conjecture implique toutes les formes antérieurement émises de la conjecture artinienne,
ainsi que d’autres conjectures très difficiles dans la catégorie F . Parmi ces dernières, mentionnons
les deux suivantes :
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• si F est un objet de type fini de F , alors Hom (T n, F ) = 0 pour n assez grand, où T n désigne
la n-ième puissance tensorielle ;
• pour tout foncteur de type fini F de F , il n’y a qu’un nombre fini d’objets simples S (à

isomorphisme près) tels que Ext1F (S, F ) 6= 0.
L’apport du corollaire 25 à la conjecture 26 s’observe clairement en cherchant à aborder cette

conjecture par récurrence sur n : si l’assertion relative à Kn−1(F) est vérifiée, la première partie
du corollaire en question montre que l’on a Ext∗F (F, ωn(X)) = 0 pour tout objet F de Kn−1(F) et
tout objet X de FGr,n ; par conséquent, la deuxième partie du corollaire montre que le morphisme

canonique Ext∗FGr,n
(F,X) → Ext∗F/Kn−1(F)(ωn(F ), ωn(X)) est un isomorphisme, où l’on désigne

par A l’image dans la catégorie quotient F/Kn−1(F) d’un objet A de F . Par conséquent, elle réduit
la conjecture 26 à l’étape n à l’énoncé suivant.

Conjecture 27. L’image du foncteur ωn : FGr,n → F/Kn−1(F) est stable par quotients.

Avant d’expliquer les méthodes d’approche de ce problème extrêmement ardu, mentionnons une
autre conséquence importante du théorème 24, établie dans le paragraphe 8.5.4.

Théorème 28. Soient k, n ∈ N, X un objet localement fini de FGr,k et Y un objet de FGr,n.
– Si k < n, alors Ext∗Finj

(oinjωk(X), oinjωn(Y )) = 0.
– Si k = n, le foncteur exact oinjωn induit un isomorphisme naturel gradué

Ext∗FGr,n
(X,Y )

≃
−→ Ext∗Finj

(oinjωn(X), oinjωn(Y )).

L’autre ingrédient pour démontrer ce résultat est la proposition 20. Pour n = 0, la seconde partie
du théorème 28 fournit la proposition 6. C’est une autre illustration de la puissance du théorème 24.

Pour compléter les propriétés cohomologiques de la catégorie Finj , signalons le résultat suivant,
plus élémentaire, que nous établissons par une méthode directe dans le paragraphe 5.6.1.

Proposition 29. Soient X un objet localement fini de Finj et F un objet de F . On a

Ext∗Finj
(X, oinj(F )) = 0.

Par analogie avec la situation que nous avons décrite dans la catégorie F , le théorème 28 et la
proposition 29 suggèrent la conjecture suivante.

Conjecture 30 (Conjecture artinienne extrêmement forte dans Finj). Pour tout n ∈ N, le foncteur

oinjωn : FGr,n → Finj induit une équivalence entre les catégories F lfGr,n et Kn+1(Finj)/Kn(Finj).

Si la conjecture 26 est vérifiée, cet énoncé équivaut au suivant.

Conjecture 31. Pour tout n ∈ N, le foncteur oinj induit une équivalence entre les catégories
Kn(F)/Kn−1(F) et Kn+1(Finj)/Kn(Finj).

Le théorème de simplicité généralisé et la conjecture arti-

nienne pour I⊗2 ⊗ F , avec F fini

Pour progresser dans l’étude de la conjecture 26, nous aurons besoin des foncteurs ∇̃n de Powell,
grâce auxquels il a démontré la conjecture artinienne pour IF2

⊕2 , via son théorème de simplicité

(théorème 7). Au chapitre 9, nous en établissons la généralisation suivante. On y désigne par N il∇̃n

la plus petite sous-catégorie localisante de F contenant les foncteurs ∇̃n-nilpotents (lesquels forment
déjà une sous-catégorie épaisse, d’après [Pow98b]).

Théorème 32 (Théorème de simplicité généralisé). Le foncteur

ωn : FGr,n
ωn−−→ F ։ F/N il∇̃n

induit une équivalence entre la catégorie des objets finis de FGr,n et une sous–catégorie épaisse de
F/N il∇̃n

. En particulier, il envoie un foncteur simple de FGr,n sur un objet simple de F/N il∇̃n
.
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La démonstration repose sur trois ingrédients principaux. Tout d’abord, des résultats d’annula-
tion cohomologique : la seconde partie du corollaire 25 intervient, mais sa première partie n’est pas
adaptée à la situation. Nous avons besoin de la variante suivante de cette première partie.

Proposition 33 (cf. § 9.3). Pour tout foncteur F de N il∇̃n
et tout foncteur X de FGr,n, on a

Ext∗F(F, ωn(X)) = 0.

Des estimations du foncteur ∇̃n ωn sont également nécessaires. On établit ainsi (§ 9.4) qu’il existe
un épimorphisme naturel ∇̃n ωn(X) ։ ωn(X), dont le noyau est « plus petit » que ωn(X) lorsque le
foncteur X est fini. On examine à cet effet le scindement du foncteur ∆ω que nous avons mentionné
dans le paragraphe de cette introduction relatif aux structures tensorielles.

Le dernier outil que nous employons suit la démarche de Powell pour le théorème 7, tout en
présentant des difficultés techniques supplémentaires, dues à ce que le contrôle dont on dipose sur
∇̃n ωn(X) est beaucoup moins rigide en général que sur l’image par ∇̃n d’un foncteur de Powell
(associé à une partition régulière de premier terme n). Il s’agit de l’étape la plus concrète de la
démonstration : on considère explicitement l’effet du foncteur ∇̃n sur des éléments des espaces
vectoriels ωn(X)(V ). Fait remarquable, l’itération du foncteur ∇̃n sur un sous-foncteur d’un Ḡ(n)-
comodule ωn(X) permet de retrouver le plus petit sous-Ḡ(n)-comodule de ωn(X) contenant ce
sous-foncteur.

Dans le cas où n = 1, le théorème 32 démontre une partie de la conjecture 26, puisque ∇̃1 = ∆.
En particulier, il permet de retrouver les résultats de [Pow00b] sur le caractère noethérien de
type 1 du produit tensoriel entre P̄ et un foncteur fini, et les précise en donnant une description
de la catégorie de ces foncteurs modulo les foncteurs (localement) finis. En revanche, il semble
particulièrement difficile d’établir que tous les foncteurs simples noethériens de type 1 de F sont
isomorphes, modulo les foncteurs finis, à un P̄ -comodule fidèle.

Nous donnons, au paragraphe 5.6.3, une description partielle analogue des objets noethériens de
type 1 de la catégorieFinj (cf. conjecture 30) : nous montrons que le foncteur d’oubli oinj : F → Finj
induit un foncteur pleinement fidèle de la sous-catégorie des objets finis de F sur une sous-catégorie
épaisse de Finj/F

lf
inj (quotient par la sous-catégorie épaisse des foncteurs localement finis). Le

principe de la démonstration est le même que celui du théorème 32, mais sa mise en œuvre est
très nettement simplifiée par le maniement aisé du foncteur décalage, qui joue le même rôle que le
foncteur ∇̃n. Il semble d’ailleurs probable qu’existe un analogue du théorème 32 lié à la description
conjecturale de toute la filtration de Krull de la catégorie Finj .

Le théorème de simplicité généralisé ramène toute la difficulté de la conjecture artinienne à un
problème de compréhension des foncteurs ∇̃n-nilpotents — la conjecture 26 est équivalente aux
égalités Kn(F) = N il∇̃n+1

, grâce à ce théorème. Powell a décrit dans [Pow98a] les foncteurs de type

fini annihilés par ∇̃2, ce qui lui a permis d’établir le caractère noethérien de type 2 de PF2
⊕2 . En

utilisant ce résultat sur ∇̃2, nous démontrons au chapitre 9 la généralisation suivante du théorème 9.

Théorème 34. Pour tout foncteur fini F de F , le foncteur PF2
⊕2 ⊗ F est noethérien de type 2.

Il s’agit du meilleur résultat connu sur la conjecture artinienne à ce jour.

Groupes de Grothendieck

Les difficultés pour étudier les foncteurs de type fini annihilés par ∇̃3 s’avèrent considérables.
En effet, dans le cas de ∇̃2, Powell s’est appuyé sur le fait que les seuls foncteurs simples annulés
par ∇̃2 sont les puissances extérieures, et qu’il existe « peu » d’extensions entre deux puissances
extérieures, que l’on sait de plus décrire très explicitement. De tels calculs sont exclus pour les
foncteurs simples annulés par ∇̃3. L’étude directe des quotients ∇̃3-nilpotents d’un foncteur de
type fini, par exemple Ḡ(3) (pour prendre l’exemple intéressant le plus simple) est théoriquement
possible dans la mesure où il en existe, pour tout n ∈ N, un plus grand quotient annihilé par (∇̃3)

n

(cf. [Pow98b]), donné par le conoyau d’une flèche explicite. Malheureusement, l’étude directe de ce
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conoyau pose également des problèmes de nature combinatoire très délicats. On peut cependant
espérer que l’usage du foncteur ω, en rigidifiant nombre de calculs dans la catégorie F , aidera à
mieux comprendre les quotients de cette filtration par ∇̃3-nilpotence.

Quelle que soit l’approche employée, les obstacles qu’il reste à surmonter pour établir la conjec-
ture artinienne extrêmement forte, dont tous les travaux sur la catégorie F suggèrent la véracité,
relèvent du contrôle qualitatif global des représentations modulaires des groupes symétriques ou
linéaires. Précisément, la différence homologique majeure entre la catégorie F et la catégorie des
foncteurs polynomiaux stricts, plus directement reliée aux représentations (cf. [FS97]), réside dans
l’existence d’extensions non scindées entre foncteurs de différents degrés. De fait, les extensions
non scindées entre foncteurs de degrés consécutifs apparâıt comme une règle « générique » dans les
foncteurs de type fini, selon les travaux de Piriou et Schwartz comparant les filtrations polynomiale
et par les socles itérés dans un foncteur de co-type fini, i.e. dual d’un foncteur de type fini (cf.
[PS02b] et [PS02a]). Qu’il s’agisse de l’approche de Powell à l’aide des foncteurs ∇̃n, de l’approche
de Piriou à l’aide de calculs d’algèbre homologique, ou de notre approche du théorème 9 utilisant
Hom (Λ1, ·) ou (· : Λ1) (cf. [Dja06c]), les avancées sur la conjecture artinienne ont nécessité des
renseignements précis sur le comportement de facteurs de composition dans les foncteurs étudiés.
Seul notre méthode pour établir le caractère noethérien de type 1 du produit tensoriel entre P̄ et un
foncteur fini à l’aide du théorème 32 semble échapper à cette remarque, mais dès lors que l’on cherche
à la généraliser en utilisant ce théorème pour n > 1, les problèmes de théorie des représentations
réapparaissent via les foncteurs ∇̃n. Il en est ainsi de la démonstration du théorème 34.

En termes de groupes de Grothendieck, on peut préciser comme suit certaines des questions
que nous venons de soulever. Notons Ĝf0 (F) le groupe abélien Zp, où p désigne l’ensemble des

partitions régulières, qui indexe les objets simples de F , et Gtf0 (F) le groupe de Grothendieck des

objets de type fini de F . Le groupe de Grothendieck Gf0 (FGr) a été introduit dans la proposition 15,
où il a été décrit : il « contient » (en deux copies, l’une venant de F , l’autre de Fsurj) toutes les
représentations simples des différents groupes linéaires (ou symétriques). Le foncteur exact ω induit

un morphisme de groupes abéliens Gf0 (FGr) → Gtf0 (F), qui devient un morphisme d’anneaux si
l’on munit le groupe source de la multiplication induite par le produit tensoriel total (on notera
d’ailleurs que le comportement de celui-ci en termes de représentations est nettement plus délicat
que le produit tensoriel usuel de F , qui relève de la règle de Littlewood-Richardson). Pour considérer
des facteurs de composition de foncteurs du type ω(X), on est amené à composer ce morphisme

par le morphisme canonique Gtf0 (F) → Ĝf0 (F) obtenu en associant à un foncteur de type fini ses

facteurs de composition. La flèche ω∗ : Gf0 (FGr) → Ĝf0 (F) qu’on en déduit constitue un objet
d’étude important ; les problèmes globaux de représentations modulaires que nous avons évoqués se
ramènent à cette étude. Par exemple, la méthode développée dans [Dja06c] s’appuie fortement sur
quelques propriétés très particulières de ce morphisme.

Théorème 35. Le morphisme ω∗ : Gf0 (FGr)→ Ĝf0 (F) est injectif.

Ce théorème, qui fait l’objet de la section 10.1, utilise à la fois un outil global spécifique à
la catégorie F , les foncteurs ∇̃n, et des propriétés non triviales des représentations des groupes
linéaires, utilisant la représentation de Steinberg. Son rôle fondamental devrait d’ailleurs pouvoir
encore être exploité pour poursuivre l’étude de ce morphisme.

Le théorème 35 montre en particulier que le morphisme Gf0 (FGr) → Gtf0 (F) induit par ω est
injectif. Comme la conjecture artinienne extrêmement forte implique que ce morphisme est surjectif,
elle entrâıne que c’est un isomorphisme, i.e. donne une description « explicite » de l’anneau de
Grothendieck Gtf0 (F). On voit aussi grâce au théorème 35 que la conjecture 26 implique l’injectivité

du morphisme canonique Gtf0 (F)→ Ĝf0 (F), résultat totalement hors d’atteinte même en admettant
la conjecture artinienne très forte 8. Ces observations illustrent à la fois la puissance considérable de
la conjecture artinienne extrêmement forte et la nature des difficultés qu’il faudra vraisemblablement
surmonter pour la démontrer.

24



Première partie
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Chapitre 1

Rappels généraux sur les
catégories

Ce chapitre donne nos notations et rappelle des résultats bien connus sur les objets généraux que
nous utiliserons le plus couramment. Notre référence principale sera [ML71] pour ce qui concerne
les catégories quelconques ; pour les catégories abéliennes, nous suivons [Pop73] (à l’exception des
catégories abéliennes quotients, pour lesquels nous avons utilisé [Gab62]). Pour l’algèbre homolo-
gique, nous renvoyons plutôt à [ML63].

Après avoir fourni une liste de notations et de conventions (§ 1.1), nous rappelons dans la
deuxième section des faits formels sur les adjonctions qui interviendront fréquemment dans la suite,
les foncteurs adjoints avec de « bonnes propriétés » abondant dans les catégories de foncteurs que
nous étudierons. Les deux sections suivantes traitent de catégories abéliennes ; la section 1.5 in-
troduit un langage simple pour formaliser des raisonnements de dualité dans des catégories de
foncteurs.

Nous terminons ce chapitre par des rappels sur les catégories abéliennes munies d’une structure
supplémentaire (produit tensoriel) qui apparâıtra très souvent par la suite ; nombre des catégories
que nous introduirons dans la deuxième partie pourront même se comprendre uniquement en ces
termes (catégories de (co)modules) à partir de catégories connues.

1.1 Notations et exemples

Notation 1.1.1. Soit C une catégorie.
– Nous désignerons par ObC la classe des objets de C.
– Si A et B sont des objets de C, nous noterons homC(A,B) l’ensemble des morphismes de

source A et de but B. L’indice C sera omis lorsqu’aucune confusion n’est possible.
– La flèche identique d’un objet A de C vers lui-même sera notée idA, ou id s’il n’y a pas

d’ambigüıté.
– Si f et g sont deux morphismes de C tels que la source de f égale le but de g, nous noterons
f ◦ g ou fg leur composée.

Remarque 1.1.2. Dans une catégorie générale, la classe des morphismes entre deux objets n’est
pas forcément un ensemble. Nous n’aurons cependant pas à considérer de telles catégories. Nous
renvoyons le lecteur à [ML71] pour ce qui concerne les questions axiomatiques et ensemblistes que
la considération de catégories peut amener (mais dont aucune ne se posera réellement dans cette
thèse).

Nous emploierons également les notations suivantes pour les classes de morphismes usuelles dans
une catégorie.

Notation 1.1.3. Soient C une catégorie et X , Y deux objets de C.
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– Nous noterons EndC(X) le monöıde homC(X,X) des endomorphismes de X . Le groupe des
automophismes de X sera désigné par AutC(X).

– Nous désignerons par PlC(X,Y ) l’ensemble des monomorphismes de X dans Y (que nous
appellerons aussi, indifféremment, injections ou plongements).

– Nous noterons EpiC(X,Y ) l’ensemble des épimorphismes de X vers Y (que nous appellerons
aussi, indifféremment, surjections).

– Enfin, IsoC(X,Y ) désignera l’ensemble des isomorphismes de X vers Y .
Là encore, les indices C seront omis quand aucune confusion ne peut en résulter.

Ces conventions posées, nous introduisons nos notations pour quelques exemples élémentaires
classiques.

Notation 1.1.4. – Nous noterons Cop la catégorie opposée d’une catégorie C.
– Nous noterons A × B le produit de deux catégories A et B ; plus généralement, si I est un

ensemble et (Ci)i∈I une famille de catégories indexée par I,
∏
i∈I
Ci désignera le produit des

catégories Ci, c’est-à-dire la catégorie donnée par

Ob
∏

i∈I

Ci =
∏

i∈I

ObCi

et
homQ

i∈I Ci
((Xi), (Yi)) =

∏

i∈I

homCi
(Xi, Yi)

la composition étant déduite de celle des catégories Ci.

Notation 1.1.5. 1. Nous noterons Ens la catégorie des ensembles ; Ensf sera la sous-catégorie
pleine dont les objets sont les ensembles finis.

2. Nous désignerons par Ab la catégorie des groupes abéliens.

3. Si A est un anneau, nous désignerons par ModA la catégorie des A-modules à droite, et
par AMod la catégorie des A-modules à gauche. Le produit tensoriel au-dessus de A peut
être vu comme un foncteur ModA × AMod → Ab. Lorsque A est commutatif, nous ne
ferons naturellement aucune différence entre les catégories ModA et AMod, canoniquement
isomorphes (nous aurons plutôt tendance à noter l’action de A à gauche, même si nous notons
ModA la catégorie des A-modules).

4. Si k est un corps, la catégorie des k-espaces vectoriels à droite sera plutôt notée Ek. La
sous-catégorie pleine des espaces vectoriels de dimension finie sera notée Efk . Lorsqu’aucune
confusion ne peut en résulter, notamment pour k = F2 dans la plupart de la suite, nous
omettrons l’indice k.

Remarque 1.1.6. Si (Ai) est une famille finie d’anneaux, les catégories ModQ
Ai

et
∏
i

ModAi
sont

naturellement équivalentes.

Définition 1.1.7. Le foncteur de A-linéarisation (à droite), noté A[.] : Ens → ModA (on a un
analogue évident vers AMod), est donné comme suit.

– Sur les objets : A[X ] est le A-module libre construit sur X ; il a donc une base indexée par
les éléments de X . Dans la suite, nous noterons toujours [x] l’élément de la base canonique
de A[X ] correspondant à un élément x de X .

– Sur les morphismes : si u : X → Y est une flèche de Ens, A[u] est l’unique application linéaire
A[X ]→ A[Y ] telle que ∀x ∈ X A[u]([x]) = [u(x)].

Dans le cas A = F2, nous ferons un usage très fréquent de ce foncteur.

Remarque 1.1.8. Les catégories à un seul objet sont uniquement déterminées par le monöıde d’en-
domorphismes de celui-ci ; réciproquement, si M est un monöıde, nous noterons M la catégorie à
un seul objet de monöıde d’endomorphismes M .
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Comme d’habitude, nous appellerons squelette d’une catégorie C toute sous-catégorie D pleine
de C telle que chaque objet de C est isomorphe à un et un seul objet de C. Il nous arrivera d’utiliser
implicitement le passage d’une catégorie à un squelette (qui est unique à isomorphisme près) dans
certains raisonnements, notamment, de travailler sur des catégories essentiellement petites (i.e.
équivalentes à une petite catégorie, ou dont le squelette est petit) comme sur des catégories petites
(i.e. dont les objets forment un ensemble).

Notation 1.1.9. Soit C une catégorie et I une catégorie petite (ou, plus généralement, essentielle-
ment petite).

– Nous noterons Fct(I, C) la catégorie dont les objets sont les foncteurs de I vers C et les
morphismes sont les transformations naturelles (l’hypothèse de petitesse de I permet d’assurer
que la classe des transformations naturelles entre deux foncteurs est un ensemble).

– Si un objet F de Fct(I, C) possède une colimite (i.e. une limite inductive, ou directe), nous
la noterons colimF , ou, par abus, colim

i∈I
F (i).

– Si un objet F de Fct(I, C) possède une limite (i.e. une limite projective, ou inverse), nous la
noterons lim F , ou, par abus, lim

i∈I
F (i).

On notera que ces conventions supposent effectué un choix de la (co)limite, définie à isomorphisme
près. De même, on notera A × B « le » produit dans C de A et B, lorsqu’il existe, et A ∐ B, ou
A ⊕ B quand C est additive, « le » coproduit dans C de deux objets A et B, lorsqu’il existe (des
notations analogues seront employées pour les (co)produits de plus de deux objets).

Les catégories Fct(I, C) seront étudiées au chapitre 3, surtout dans le cas où C est la catégorie
E des F2-espaces vectoriels.

Exemple 1.1.10. Si M est un monöıde et C une catégorie, nous noterons CM la catégorie Fct(M, C).
C’est la catégorie des objets de C munis d’une action de M . En effet, les objets de CM sont les
objets X de C munis d’un morphisme de monöıdes M → EndC(X). Nous noterons OC

M : CM → C
le foncteur d’oubli.

Définition 1.1.11 (Catégorie linéarisée). Soient A un anneau et C une catégorie. Nous noterons
A[C] la catégorie, appelée catégorie A-linéarisée de C, dont les objets sont ceux de C et les mor-
phismes sont donnés par homA[C](X,Y ) = A[homC(X,Y )], la composition des morphismes étant
l’unique application A-bilinéaire prolongeant la composition de C.

Remarque 1.1.12. – A[C] n’est pas une catégorie additive en général. Il faut la compléter par
l’ajout de sommes directes formelles pour la rendre additive. La catégorie additive ainsi ob-
tenue est en général hautement non abélienne.

– On dispose d’un foncteur d’inclusion C → A[C].

Nous rappelons la propriété immédiate suivante, qui justifie la terminologie de catégorie linéarisée.

Proposition et définition 1.1.13. Soient A un anneau et C une catégorie.

1. Une catégorie A-linéaire est une catégorie A munie d’un foncteur Aop ×A →ModA faisant
commuter (à isomorphisme près) le diagramme

Aop ×A
homA //

%%LLLLLLLLLL Ens

ModA

oubli

OO

Ce foncteur sera encore noté homA par abus.

2. La catégorie A[C] possède la propriété universelle suivante :
– elle est A-linéaire,
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– pour tout foncteur F de C vers une catégorie A-linéaire A, il existe un unique foncteur
A-linéaire (i.e. induisant des applications A-linéaires entre les A-modules de morphismes)
F̃ : A[C]→ C faisant commuter (à isomorphisme près) le diagramme

C
F //

oubli

��

A

A[C]
F̃

=={{{{{{{{

Remarque 1.1.14. Lorsque l’anneau A est solide (i.e. si ModA est une sous-catégorie pleine de Ab)
— en particulier si A est le corps F2 — le foncteur homA : Aop × A → ModA est uniquement
déterminé par la catégorie A. En général, c’est une donnée supplémentaire qui est sous-entendue
lorsqu’on parle de catégorie A-linéaire.

Nous terminons cette section par un exemple de construction catégorique qui nous sera utile par
la suite.

Notation 1.1.15. Soient C une catégorie et F un foncteur de C vers Ens. On définit une catégorie
C\F de la manière suivante.

– Les objets de C\F sont les couples (X,x), où X est un objet de C et x un élément de F (X).
– Les morphismes dans C\F sont donnés par

homC\F
((X,x), (Y, y)) = {u ∈ homC(X,Y ) |F (u)(x) = y}.

– La composition des morphismes dans C\F est induite par celle de C.
Le foncteur d’oubli évident C\F → C sera noté OC,F .

Exemple 1.1.16. Si F est un foncteur représentable hom(A, .), la catégorie obtenue, qui sera notée
simplement C\A, est la catégorie des objets en-dessous de A.

Remarque 1.1.17. 1. Cette construction est un cas particulier d’une construction présentée dans
[ML71], ch. II, § 6. Précisément, il s’agit, avec les notations de cet ouvrage, de la catégorie
(C ↓ ∗) (où ∗ désigne un ensemble à un élément).

2. Supposons que C possède un objet final ∗ et que F (∗) est un singleton {a}. Alors (∗, a) est
objet final de C\F .

Notation 1.1.18. Soient C une catégorie et F un foncteur de Cop vers Ens. Nous noterons C/F la
catégorie ((Cop)\F )op. Le foncteur d’oubli C/F → C sera noté OC,F .

Exemple 1.1.19. Si F est un foncteur représentable hom(., A), la catégorie obtenue, qui sera notée
simplement C/A, est la catégorie des objets au-dessus de A.

1.2 Adjonctions

Dans cette section, nous rappelons sans démonstration des propriétés formelles élémentaires bien
connues des adjonctions. Pour les propriétés générales, on pourra se reporter à [ML71] (ch. IV, § 1).

Convention 1.2.1. Dans toute cette section, nous considérons deux catégories A et B et des
foncteurs F : B → A et G : A → B tels que F est adjoint à droite à G (nous dirons, indifféremment,
que G est adjoint à gauche à F ), de sorte que l’on a une bijection

uX,Y : homA(X,F (Y ))
≃
−→ homB(G(X), Y )

naturelle en les objets X de A et Y de B.
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Notation 1.2.2. Nous noterons dans ce paragraphe η la transformation naturelle idA → F ◦G telle
que, pour tout objet X de A, uX,G(X)(ηX) = idG(X) (unité de l’adjonction), et γ la transformation
naturelle G ◦ F → idB telle que, pour tout objet Y de B, γY = uF (Y ),Y (coünité de l’adjonction).

Remarque 1.2.3. Si l’on remplace A et B par les catégories opposées, on conserve les adjonctions, en
échangeant adjoint à droite et adjoint à gauche, unité et coünité. Cela permet d’obtenir des énoncés
« duaux » sur les adjonctions.

L’exemple suivant est fondamental.

Exemple 1.2.4. Si A est anneau, le foncteur de linéarisation A[.] : Ens → ModA est adjoint à
gauche au foncteur d’oubli ModA → Ens.

Proposition 1.2.5 (Composition des adjonctions). Soient C une autre catégorie, F ′ : C → B et
G′ : B → C des foncteurs tels que F ′ est adjoint à droite à G′. Alors F ◦ F ′ est adjoint à droite à
G′ ◦G. L’unité et la coünité correspondantes s’obtiennent en composant respectivement l’unité et la
coünité des deux adjonctions initiales.

Corollaire 1.2.6. Conservons les hypothèses de la proposition, et supposons de plus A = B = C.
Alors F et F ′ commutent à isomorphisme naturel près si et seulement s’il en est de même pour G
et G′.

1.2.1 Adjonctions et algèbre homologique

On rappelle que la convention 1.2.1 s’applique ici comme dans toute la section.

Proposition 1.2.7 (Adjonctions et exactitude). 1. (a) Le foncteur F commute aux limites,
i.e. si lim

i
Yi existe dans B, lim

i
F (Yi) existe dans A et est isomorphe à F (lim

i
Yi).

(b) Le foncteur G commute aux colimites.

2. Supposons les catégories A et B abéliennes.

(a) Le foncteur F est exact à gauche, et G est exact à droite (en particulier, F et G sont
additifs).

(b) Si F est exact, G préserve les objets projectifs. La réciproque est vraie si A possède
suffisamment d’objets projectifs.

(c) Si G est exact, F transforme un objet injectif en un objet injectif. La réciproque est vraie
si B possède suffisamment d’objets injectifs.

Corollaire 1.2.8 (Adjonctions et algèbre homologique). Supposons que A et B sont abéliennes et
possèdent soit toutes deux suffisamment d’objets injectifs, soit toutes deux assez d’objets projectifs.
Si F et G sont exacts, alors l’isomorphisme naturel homA(X,F (Y )) ≃ homB(G(X), Y ) s’étend en
un isomorphisme naturel gradué

Ext∗A(X,F (Y )) ≃ Ext∗B(G(X), Y ).

Réciproquement, l’existence d’un tel isomorphisme gradué implique l’exactitude de F et G.

Les propriétés ici mentionnées relatives au cas de catégories abéliennes sont contenues dans le
lemme 1.4. de l’article de Pirashvili « Introduction to functor homology » du livre [FFPS03], où sont
données des applications aux catégories de foncteurs. Les propriétés d’annulation cohomologique
liées aux adjonctions dans des catégories de foncteurs que nous démontrerons suivent le principe
inauguré par Pirashvili ; elles reposent sur le corollaire 1.2.8 et ses conséquences suivantes.

Corollaire 1.2.9. Les hypothèses sont les mêmes que dans le corollaire 1.2.8 ; on suppose F et G
exacts. Soient X un objet de A tel que G(X) = 0 et A un objet de A tel qu’il existe une suite exacte
du type

0→ A→ F (Y1)→ F (Y2)→ · · · → F (Yn)→ · · ·

où les Yn sont des objets de B. Alors Ext∗A(X,A) = 0.
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Nous changeons légèrement de notations dans l’énoncé qui suit pour le rendre plus intelligible.

Corollaire 1.2.10. Supposons que :

1. A et B sont deux catégories abéliennes, A possédant assez d’injectifs ou de projectifs ;

2. F et G sont deux endofoncteurs exacts de A, avec G adjoint à gauche à F ;

3. H : B → A est un foncteur exact ;

4. K est un endofonteur de B tel que F ◦H ≃ H ◦K ;

5. il existe une transformation naturelle injective j : idB →֒ K.

Soient X un objet de A tel qu’il existe n ∈ N tel que Gn(X) = 0 et Y un objet de B. On a
Ext∗A(X,H(Y )) = 0.

Démonstration. Quitte à remplacer F par Fn, G par Gn et K par Kn, on peut supposer n = 1.
Pour tout objet Y de B, on a une suite exacte naturelle

0→ Y
f1
−→ K(Y1)

f2
−→ K(Y2)

f3
−→ . . .

fn
−→ K(Yn)

fn+1
−−−→ · · ·

où Y1 = Y et f1 = jY , et pour n > 1, Yn = coker fn−1 et fn est la composée K(Yn−1) ։

Yn
jYn−−→ K(Yn). En appliquant le foncteur exactH à cette suite exacte et en utilisant l’isomorphisme

F ◦H ≃ H◦K, on en déduit une résolution de H(Y ) par les objets F (H(Yi)). Le corollaire précédent
donne donc la conclusion.

1.2.2 Adjonctions et (co)monades

Définition 1.2.11 (Monades et comonades). Soit C une catégorie.
– Une monade sur C est un triplet (T, η, µ) formé d’un endofoncteur T de C et de transformations

naturelles η : idC → T et µ : T 2 → T telles que les diagrammes

T
ηT //

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

T 2

µ

��

T
T (η)oo

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

T

et

T 3
T (µ) //

µT

��

T 2

µ

��
T 2

µ
// T

commutent. La transformation naturelle µ est appelée multiplication de la monade.
– Une comonade sur C est une monade sur Cop, i.e. un triplet (T, γ, δ) formé d’un endofoncteur
T de C et de transformations naturelles γ : T → idC et δ : T → T 2 telles que les diagrammes

T

δ

��
T

}}}}}}}}

}}}}}}}}

T 2
γT

oo
T (γ)

// T

AAAAAAAA

AAAAAAAA

et

T
δ //

δ

��

T 2

T (δ)

��
T 2

δT

// T 3

commutent.
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Pour cette définition et la proposition suivante, nous renvoyons à [ML71], ch. VI, § 1.

Proposition 1.2.12. L’adjonction entre F et G détermine :
– une monade (FG, η, F (γG)) sur A ;
– une comonade (GF, γ,G(ηF )) sur B.

Définition 1.2.13 (Module sur une monade, comodule sur une comonade).
– Soit (T, η, µ) une monade sur une catégorie C. Un module sur cette monade est la donnée d’un

objet X de C et d’un morphisme m : T (X)→ X tel que m◦ηX = idX et m◦T (m) = m◦µX :
T 2(X)→ X .

– Soit (T, γ, δ) une comonade sur une catégorie C. Un comodule sur cette comonade est un
module sur la monade de Cop associée, i.e. un objet X de C muni d’un morphisme
c : X → T (X) tel que γX ◦ c = idX et T (c) ◦ c = δX ◦ c : X → T 2(X).

On définit de façon évidente la notion de morphismes de modules sur une monade, ou de co-
modules sur une comonade. Nous renvoyons à [ML71], ch. VI, § 2 pour plus de détails ; le lecteur
prendra garde au fait que nous nommons module (resp. comodule) ce que Mac Lane appelle algèbre
(resp. coalgèbre).

Proposition 1.2.14. Il existe un foncteur de A vers la catégorie des comodules sur la comonade
(GF, γ,G(ηF )) ; il s’obtient sur les objets en munissant G(X) (où X ∈ ObA) de la structure de
comodule donnée par le morphisme G(ηX) : G(X)→ GFG(X).

La proposition précédente est contenue dans le théorème 1 de [ML71], chapitre VI, § 3. Elle
possède une variante duale en terme de monade.

Proposition 1.2.15. Faisons les hypothèses suivantes :
– les catégories A et B sont abéliennes ;
– le foncteur G est exact et fidèle.
Alors le foncteur de la proposition précédente de A vers la catégorie des comodules sur la co-

monade déterminée par l’adjonction entre F et G est une équivalence de catégories.

C’est un cas particulier du théorème de Beck démontré dans [ML71] (chapitre VI, § 7, théorème 1).
Dualement, on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.16. Faisons les hypothèses suivantes :
– les catégories A et B sont abéliennes ;
– le foncteur F est exact et fidèle.
Alors la catégorie B est équivalente à la catégorie des modules sur la monade déterminée par

l’adjonction entre F et G.

1.3 Propriétés de régularité des catégories abéliennes

Nous donnons dans cette section, sans démonstration, une liste de propriétés d’usage courant
des catégories abéliennes vérifiant certaines hypothèses usuelles.

Convention 1.3.1. Dans cette section, A désigne une catégorie abélienne possédant des colimites.

Cette hypothèse simplificatrice n’est pas utile pour nombre de considérations de cette section,
mais elle sera presque toujours vérifiée dans les catégories que nous étudierons.

Définition 1.3.2. – Une catégorie I est dite filtrante à droite si les deux conditions suivantes
sont satisfaites.

1. Pour tous objets i, j de I, il existe un objet k de I tel que homI(i, k) et homI(j, k) sont
non vides.
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2. Pour tous objets i, j de I et tous morphismes f, g ∈ homI(i, j), il existe un objet k de
I et un morphisme h ∈ homI(j, k) tels que hf = hg.

– La colimite d’un foncteur est dite filtrante si la catégorie à la source est filtrante à droite.
– Une catégorie est dite filtrante à gauche si la catégorie opposée est filtrante à droite.
– La limite d’un foncteur est dite filtrante si la catégorie à la source est filtrante à gauche.

Notation 1.3.3. Soient M un objet de A et (Ni)i∈I une famille de sous-objets de M .
– Nous noterons

∑
i∈I
Ni la somme des Ni, c’est-à-dire l’image dans M du morphisme

⊕
i∈I
Ni →M

dont les composantes sont les inclusions.
– Lorsque la famille (Ni)i∈I est filtrante croissante (i.e. que la catégorie associée à cette famille

ordonnée par inclusion est filtrante à droite), nous désignerons aussi cette somme comme la
réunion des Ni et la noterons

⋃
i∈I

Ni.

– Supposons l’ensemble I fini. L’intersection de la famille est le noyau, noté
⋂
i∈I
Ni, du morphisme

M →
⊕
i∈I
M/Ni dont chaque composante est la projection.

– Dans le cas général, l’intersection des Ni (toujours notée de la même manière) est la limite
(filtrante), lorsqu’elle existe, des intersections des sous-familles finies de (Ni)i∈I , relativement
aux inclusions. Celle-ci s’identifie canoniquement à un sous-objet deM par exactitude à gauche
de la limite.

En revanche, le morphisme évident de la colimite (relativement aux inclusions) d’une famille
filtrante croissante de sous-objets d’un objet de A vers cet objet (dont l’image est par définition la
réunion de la famille) n’est pas en général injectif. La proposition suivante indique une condition
suffisante (qui est aussi nécessaire) pour qu’il en soit ainsi.

Hypothèse 1.3.4. Les colimites filtrantes sont exactes dans A, i.e. si I est une petite catégorie
filtrante à droite et A, B, C sont des objets de Fct(I, C) munis de transformations naturelles A

u
−→ B

et B
v
−→ C telles que pour tout i ∈ I, la suite A(i)

u(i)
−−→ B(i)

v(i)
−−→ C(i) de A est exacte, alors la

suite colimA→ colimB → colimC induite par A
u
−→ B

v
−→ C est exacte.

Proposition 1.3.5. Si l’hypothèse précédente est satisfaite, alors pour tout objet M de A et toute
famille filtrante croissante (Ni) de sous-objets de M :

– le morphisme canonique colim
i

Ni → M est un monomorphisme, ce qui permet d’identifier

cette colimite avec
⋃
i∈I
Ni ;

– si A est un autre sous-objet de M , le morphisme canonique

⋃

i

(Ni ∩A)→
( ⋃

i

Ni

)
∩A

est un isomorphisme.

Cette proposition est incluse dans le théorème 8.6 de [Pop73], § 2.8.

Remarque 1.3.6. En revanche, l’exactitude à droite des colimites montre que le quotient d’un objet
X par une réunion (filtrante croissante) de sous-objets Ni s’identifie toujours canoniquement à la
colimite (filtrante) des quotients X/Ni (cf. [Pop73], § 2.8, lemme 8.7).

Une autre hypothèse de régularité utile est la suivante.

Hypothèse 1.3.7. Il existe dans A un ensemble de générateurs, i.e. un ensemble E d’objets de
A tel que pour tout objet X de A et tout sous-objet strict Y de X , il existe un morphisme d’un
élément de E vers X dont l’image n’est pas incluse dans Y .

Remarque 1.3.8. 1. Cette notion n’est pas spécifique aux catégories abéliennes, mais nous ne
l’utiliserons que dans ce cadre.
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2. Comme la catégorie A admet des sommes directes quelconques par hypothèse, un ensemble
E d’objets de A est générateur si et seulement si, pour tout objet A de A, il existe un
épimorphisme d’une somme directe d’objets de A appartenant à E vers A. Dans la suite, c’est
plutôt ce critère que nous utiliserons.

3. L’hypothèse 1.3.7 est équivalente à l’existence d’un générateur dans A (considérer la somme
directe des éléments de l’ensemble), mais nous avons préféré cette définition car dans les
exemples que nous rencontrerons, il est beaucoup plus naturel de s’intéresser à certains en-
sembles de générateurs qu’à leur somme (cela permet en particulier de ne pas considérer
d’objets trop « gros » ).

4. Un objet projectif P engendre A si et seulement si homA(P,X) 6= 0 pour tout objet non nul
X de A (en effet, si Y est un sous-objet strict de X , tout relèvement à X d’un morphisme
non nul de P vers X/Y a une image non incluse dans Y ).

5. Si A admet un générateur projectif P , alors les objets de A possèdent une résolution projective
fonctorielle. En effet, pour tout objet X de A, le morphisme naturel P⊕hom(P,X) → X est
alors surjectif (si E est un ensemble et A un objet de A, nous notons A⊕E la somme directe
de copies de A indexées par E).

Définition 1.3.9. On appelle catégorie de Grothendieck toute catégorie abélienne avec colimites
vérifiant les hypothèses 1.3.4 et 1.3.7.

La catégorie Ab et les catégories de modules sont des catégories de Grothendieck. En revanche,
dans la catégorie Abop, l’hypothèse 1.3.4 tombe en défaut. Les considérations de la section 1.5
seront, entre autre, destinées à pallier cette difficulté.

Définition 1.3.10. La catégorie A est dite localement petite si pour tout objet A de A, la classe
des sous-objets de A forme un ensemble.

Le résultat qui suit est démontré dans [Gab62], chapitre I, § 6 (proposition 5).

Proposition 1.3.11. Si la catégorie A vérifie l’hypothèse 1.3.7, elle est localement petite.

Cette propriété et la proposition 1.3.5 (ainsi que d’autres analogues) permettent essentiellement
de manipuler les opérations usuelles sur les sous-objets d’un objet d’une catégorie abélienne vérifiant
1.3.4 et 1.3.7 comme dans Ab (signalons toutefois l’existence de la condition Ab 6 de Grothendieck
— cf. [Pop73], § 2.8 — vérifiée par les groupes abéliens, mais pas par toutes les catégories abéliennes
satisfaisant à 1.3.4 et 1.3.7).

Nous nous intéresserons aussi quelquefois à la notion duale de 1.3.7.

Hypothèse 1.3.12. Il existe dans A un ensemble de cogénérateurs, i.e. un ensemble E d’objets de
A tel que pour tout objet X de A et tout sous-objet non nul Y , il existe un morphisme de X vers
un élément de E dont le noyau ne contient pas Y .

Définition 1.3.13. – Une enveloppe injective (qui est unique à isomorphisme près) d’un objet
X de A est un objet injectif I muni d’un monomorphisme essentiel j : X →֒ I (i.e. tel que
pour tout morphisme u de source I dans A, si u ◦ j est injectif, alors u est injectif).

– Dualement, une couverture projective (qui est unique à isomorphisme près) d’un objet X de
A est un objet projectif P muni d’un épimorphisme essentiel q : P ։ X (i.e. tel que pour
tout morphisme u de but P dans A, si q ◦ u est surjectif, alors u est surjectif).

– On dit que A est une catégorie avec enveloppes injectives, ou possède des enveloppes injectives,
si tout objet de A admet une enveloppe injective. En particulier, A a alors assez d’injectifs,
ce qui permet de définir les groupes d’extensions dans A.

Proposition 1.3.14. Si A satisfait aux hypothèses 1.3.4 et 1.3.7, alors A possède des enveloppes
injectives.

Cette importante propriété est établie dans [Gab62], chapitre II, § 6 (théorème 2).
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Corollaire 1.3.15. Si A vérifie les hypothèses 1.3.4 et 1.3.7, alors A possède un cogénérateur
injectif. Elle vérifie en particulier l’hypothèse 1.3.12.

Cet énoncé se déduit du précédent grâce au lemme 7.12 de [Pop73], § 3.7.

Mentionnons à présent une autre propriété importante des catégories de Grothendieck, établie
dans [Pop73] (§ 3.7, corollaire 7.10).

Proposition 1.3.16. Si A vérifie les hypothèses 1.3.4 et 1.3.7, alors A possède des produits (donc
des limites) quelconques.

Cela permet notamment de montrer l’existence de limites dans des catégories quotients (cf.
section suivante) où celle-ci n’est souvent nullement triviale, les limites ne s’exprimant en général
pas simplement à partir de la catégorie abélienne initiale.

Remarque 1.3.17. Le corollaire 1.3.15 et la proposition 1.3.16 montrent que tout objet X d’une
catégorie de Grothendieck possède une résolution injective fonctorielle : si I est un cogénérateur
injectif, le morphisme naturel X → Ihom (X,I) est injectif (cf. remarque 1.3.8. 5).

Corollaire 1.3.18. On suppose que A vérifie les hypothèses 1.3.4 et 1.3.7, et l’on se donne un
foncteur F : A → B, où B est une catégorie (quelconque).

1. Si F commute aux limites, alors F admet un adjoint à gauche.

2. Si F commute aux colimites, alors F admet un adjoint à droite.

Cette propriété découle du résultat général d’existence d’adjoints exposé dans [ML71], cha-
pitre V, § 8 (corollaire du théorème 2, lui-même déduit du théorème de Freyd) et des résultats
précédemment énoncés.

Remarque 1.3.19. Si B est aussi une catégorie abélienne, la commutation aux limites (resp. aux
colimites) équivaut à l’exactitude à gauche (resp. à droite) et à la préservation des produits (resp.
sommes directes) quelconques.

Groupes de Grothendieck

L’un des intérêts des hypothèses assurant qu’une catégorie abélienne n’a pas « trop » d’objets
réside dans la possibilité de considérer de nombreux groupes de Grothendieck, notion dont nous
rappelons la définition dans un cadre totalement général et sur laquelle nous reviendrons plus en
détail ultérieurement dans certains cas particuliers.

Définition 1.3.20 (Groupe de Grothendieck). Soit C une sous-catégorie pleine et petite de A conte-
nant 0 (mais pas nécessairement abélienne). On appelle groupe de Grothendieck de C relativement
à A le groupe abélien noté G0(C;A) défini par générateurs et relations de la manière suivante.

– Générateurs : un générateur [A] pour chaque objet A de C.
– Relations : [A] = [B] + [C] pour toute suite exacte courte 0→ B → A→ C → 0 de A dont

tous les objets A, B, C sont dans C (en particulier, [0] = 0, et [E ⊕ F ] = [E] + [F ] lorsque E,
F et E ⊕ F sont objets de C).

On constate que l’on a [A] = [B] dans G0(C;A) si A et B sont deux objets isomorphes de C, ce qui
permet de définir ce groupe lorsque C est seulement essentiellement petite.

Remarque 1.3.21. – Cette construction possède des propriétés de fonctorialité qu’on laisse au
lecteur le soin d’expliciter.

– Lorsque C est une sous-catégorie abélienne de A et que l’inclusion est un foncteur exact,
G0(C;A) s’identifie naturellement à G0(C; C).

– Si l’on a dans A une suite exacte

0→ A1 → A2 → · · · → An → 0

dont tous les objets sont dans C, on a dans G0(C;A) l’égalité
∑n

i=1(−1)i[Ai] = 0.
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1.4 Catégories abéliennes quotients

1.4.1 Quotient d’une catégorie abélienne par une sous-catégorie épaisse

Convention 1.4.1. Dans tout ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne localement petite.

Nous rappelons la définition des sous-catégories de A qui permettent d’en réaliser de bons
quotients abéliens.

Définition 1.4.2. Soit C une sous-catégorie de A. Nous dirons que C est :
– une sous-catégorie de Serre de A si c’est une sous-catégorie pleine de A stable par sommes

directes finies (ce qui implique en particulier que 0 est objet de C), par sous-objets et par
quotients.

– une sous-catégorie épaisse de A si c’est une sous-catégorie de Serre de A stable par extensions,
cette condition signifiant que si dans une suite exacte

0→ B → A→ C → 0

B et C sont objets de C, il en est de même pour A.

Remarque 1.4.3. 1. Une sous-catégorie de Serre de A est abélienne, et le foncteur d’oubli est
exact.

2. Une sous-catégorie pleine non vide C de A est épaisse si et seulement si pour toute suite exacte
B → A→ C avec B et C dans C, A est objet de C.

3. Par abus, nous dirons parfois qu’une sous-catégorie de A est épaisse (resp. de Serre) si elle est
équivalente à une sous-catégorie de A ayant cette propriété.

4. La notion de sous-catégorie épaisse (resp. de Serre) est auto-duale : on obtient la même notion
en remplaçant A par Aop.

5. Soit C une sous-catégorie de A. La sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les sous-
quotients des sommes directes finies d’objets de C est la plus petite sous-catégorie de Serre de
A contenant C.

6. On dispose d’une notion de plus petite sous-catégorie épaisse C′ contenant une sous-catégorie
C de A. Par ce qui précède, on peut supposer que C est une sous-catégorie de Serre. Les objets
de C′ sont alors les objets X de A possédant une filtration finie

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = X

dont les quotients Fi/Fi−1 (1 ≤ i ≤ n) appartiennent à C.

7. On notera en particulier que la plus petite sous-catégorie épaisse engendrée par une sous-
catégorie de Serre essentiellement petite est essentiellement petite lorsqu’on peut faire de
l’algèbre homologique dans A (de sorte que les extensions entre deux objets donnés forment
à isomorphisme près un ensemble).

On constate aussitôt que le noyau d’un foncteur exact F de A vers une catégorie abélienne B (i.e.
la sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les X tels que F (X) = 0) est une sous-catégorie
épaisse de A. La solution du problème réciproque est exposée dans [Gab62], ouvrage auquel nous
renvoyons pour la démonstration des assertions qui suivent.

Proposition et définition 1.4.4 (Catégorie abélienne quotient). Soit C une sous-catégorie épaisse
de A. On définit une catégorie abélienne, appelée catégorie quotient de A par C et notée A/C, de
la manière suivante.

– Objets : ObA/C = ObA.
– Morphismes : homA/C(X,Y ) = colim homA(X ′, Y/Y ′), la colimite (filtrante) étant prise

sur les sous-objets X ′ de X tels que X/X ′ ∈ Ob C et sur les sous-objets Y ′ ∈ Ob C de Y .
– La composition est induite par celle de A.
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Le foncteur d’oubli évident A → A/C (qui sera souvent noté A ։ A/C) est exact et a pour
noyau C ; de plus, si F est un foncteur exact de A vers une catégorie abélienne B, qui est nul sur C,
il existe un et un seul foncteur (qui est exact) A/C → B faisant commuter (à isomorphisme près)
le diagramme

A
F //

����

B

A/C

==

Ce résultat est établi dans la section 1 du chapitre III de [Gab62].

Remarque 1.4.5. Cette notion, qui est la seule dont nous nous servirons, est un cas particulier
de la localisation d’une catégorie relativement à un ensemble de morphismes (on inverse ici les
morphismes dont noyau et conoyau appartiennent à C), qui joue un rôle fondamental en topologie.
Un exposé catégorique général peut être trouvé dans [Bor94].

Exemple 1.4.6. – La sous-catégorie pleine Abtor de Ab des groupes de torsion est épaisse ; le

foncteur · ⊗
Z

Q : Ab→ EQ induit une équivalence de catégories Ab/Abtor
≃
−→ EQ.

– Un cas fondamental de catégorie abélienne quotient en topologie algébrique est celui fourni
par la localisation, dans la catégorie des modules instables sur l’algèbre de Steenrod, loin des
modules nilpotents. Le lecteur pourra se référer à [HLS93] et [LZ86] à ce sujet.

Convention 1.4.7. Dans la suite de ce paragraphe, C désigne une sous-catégorie épaisse de A. Si
A est un objet de A, on notera Ā l’image de A par le foncteur A։ A/C.

Remarque 1.4.8. Soit X un objet de A. Tout sous-objet de X̄ est du type Ā, où A est un sous-objet
de X . En effet, un monomorphisme (dans A/C) d’un objet Ȳ vers X̄ est un morphisme u (dans
A) d’un sous-objet Z de Y vers un quotient X/C de X avec Y/Z, C et ker u objets de C. Quitte
à remplacer Y par Z/ker u (qui ont des images dans A/C isomorphes), on peut supposer que u est
injectif et que Z = Y . Le produit fibré de u : Y →֒ X/C et de la projection X ։ X/C fournit
ensuite un monomorphisme i : A →֒ X ; dans le carré commutatif cartésien

A
� � i //

����

X

����
Y

� � u // X/C

les flèches verticales induisent des isomorphismes dans A/C, de sorte que notre sous-objet Ȳ de X̄
est égal à im i.

Remarque 1.4.9. La remarque précédente entrâıne que A/C est, comme A, localement petite. Elle
montre aussi que si A′ est une sous-catégorie de Serre de A, son image directe par le foncteur
A։ A/C est une sous-catégorie de Serre de A/C.

Remarque 1.4.10. – Si C′ est une sous-catégorie épaisse de A contenant C, alors l’image C′/C
de C′ par le foncteur A ։ A/C (i.e. la sous-catégorie pleine de A/C dont la classe d’objets
est l’image de celle de C′ — ou mieux, celle des objets isomorphes à un objet de cette image)
est une sous-catégorie épaisse de A/C, et le quotient (A/C)/(C′/C) s’identifie naturellement
à A/C′.

– Réciproquement, si D est une sous-catégorie épaisse de A/C, alors l’image réciproque C′ de
D par le foncteur A։ A/C (i.e. la sous-catégorie pleine de A formée des objets dont l’image
dans A/C appartient à D) est une sous-catégorie épaisse de A contenant C, et C′/C s’identifie
naturellement à D.

Proposition et définition 1.4.11. Soit X un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. pour tout objet A de A, l’application canonique homA(A,X)→ homA/C(Ā, X̄) est un isomor-
phisme ;

2. pour tout objet C de C, on a homA(C,X) = 0 (ce qui équivaut, C étant épaisse, à dire que
X n’a pas de sous-objet non nul dans C) et Ext1A(C,X) = 0 (condition à comprendre comme
signifiant que toute suite exacte 0 → X → A → C → 0 est scindée s’il y a des difficultés à
définir ce groupe d’extensions).

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que X est un objet C-fermé de A.

Cette proposition est démontrée à la section 2 du chapitre III de [Gab62].

Proposition et définition 1.4.12. Supposons que A admet des colimites et que C est stable par
colimites filtrantes.

1. Si A possède des colimites, il en est de même pour C et A/C.

2. L’image dans A/C d’une classe de générateurs de A est une classe de générateurs de A/C.

3. Si A vérifie l’hypothèse 1.3.7, il en est de même pour C et A/C.

4. Si A vérifie l’hypothèse 1.3.4, il en est de même pour C et A/C.

5. Supposons que A satisfait aux hypothèses 1.3.4 et 1.3.7.

(a) Le foncteur A ։ A/C commute aux colimites. Il préserve les enveloppes injectives (qui
existent dans A et A/C par la proposition 1.3.14) pour les objets de A sans sous-objet
non nul dans C ; de plus, les injectifs de A/C sont exactement les images des injectifs de
A ne contenant pas de sous-objet non nul dans C.

(b) Le foncteur A։ A/C admet un adjoint à droite, appelé foncteur section ; sur les objets,
il associe à un objet X̄ un objet C-fermé X ′ tel que X̄ et X̄ ′ sont isomorphes.

Ces assertions sont établies dans les sections 2, 3 et 4 du chapitre III de [Gab62].

Remarque 1.4.13. On a des faits analogues à ceux de la remarque 1.4.10 en remplaçant à chaque
fois le terme « sous-catégorie épaisse » par « sous-catégorie épaisse stable par colimites » .

Proposition et définition 1.4.14. Supposons que A possède des colimites et satisfait aux hy-
pothèses 1.3.4 et 1.3.7, et que C est stable par colimites filtrantes. Soient X un objet de A et n un
entier naturel. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Pour tout entier k ≤ n et tout objet A de A, le morphisme naturel ExtkA(A,X)→ ExtkA/C(Ā, X̄)
est un isomorphisme.

2. Pour tout entier i ≤ n+ 1 et tout objet C de C, on a ExtiA(C,X) = 0.

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que X est C-bon d’ordre n. Si X est C-bon d’ordre n
pour tout n ∈ N, nous dirons que X est C-parfait.

Démonstration. Supposons l’une des conditions de l’énoncé vérifiée. On a homA(C,X) = 0 pour
C ∈ ObC (appliquer la première condition avec k = 0 et A dans C, ou la seconde avec i = 0). Si I
est une enveloppe injective de X et Q désigne le conoyau de X →֒ I, il existe des isomorphismes
ExtiA(A,X) ≃ Exti−1

A (A,Q) pour i > 1, mais aussi ExtiA/C(Ā, X̄) ≃ Exti−1
A/C(Ā, Q̄) grâce à la

proposition 1.4.12. La conclusion découle ensuite, par récurrence sur n, de la proposition 1.4.11.

1.4.2 Diagrammes de recollement

Comme dans les autres situations algébriques où l’on considère des quotients, l’un des objectifs de
ces constructions consiste à « dévisser » une catégorie abélienne en ramenant son étude à celle d’une
sous-catégorie épaisse et du quotient correspondant. Dans cette optique, la notion de recollement
joue un rôle important. Nous renvoyons, pour plus de détails à ce sujet, à l’article [Kuh94b] de
Kuhn, qui le premier a appliqué les recollements de catégories abéliennes aux catégories de foncteurs.
Dans [FP04], Franjou et Pirashvili étudient certaines situations de recollement présentant des liens
avec celles considérées par Kuhn.
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Définition 1.4.15 (Recollements). Un diagramme de recollement est un diagramme du type

C i // A e //
q

vv

p
hh B

l
uu

r
ii

dans lequel :
– A, B et C sont des catégories abéliennes.
– Le foncteur l est adjoint à gauche à e et e est adjoint à gauche à r (en particulier, e est exact).
– L’unité idB → el et la coünité er→ idB sont des isomorphismes.
– Le foncteur q est adjoint à gauche à i et i est adjoint à gauche à p (en particulier, i est exact).
– L’unité idC → pi et la coünité qi→ idC sont des isomorphismes.
– Le foncteur i est un plongement pleinement fidèle d’image ker e (en particulier, i identifie C

à une sous-catégorie épaisse de A).

On vérifie aisément que dans cette situation, le foncteur e induit une équivalence A/C
≃
−→ B.

1.5 Dualité

Cette section introduit des notions ad hoc destinées à faciliter les raisonnements de dualité dont
nous aurons besoin.

Définition 1.5.1. – Nous appellerons classe d’objets bien échelonnés d’une catégorie abélienne
A toute sous-catégorie C de A épaisse, essentiellement petite et dont les objets engendrent A.

– Nous nommerons catégorie abélienne bien échelonnée toute catégorie abélienne possédant des
colimites, vérifiant l’hypothèse 1.3.4 et munie d’une classe d’objets bien échelonnés.

– Une catégorie abélienne très bien échelonnée sera une catégorie abélienne bien échelonnée
vérifiant les conditions suivantes.

1. La sous-catégorie C des objets bien échelonnés est cogénératrice de A.

2. Les limites filtrantes sont exactes dans C lorsqu’elles existent.

Remarque 1.5.2. 1. Si la catégorieA possède une classe d’objets bien échelonnés, alors elle vérifie
l’hypothèse 1.3.7 : tout squelette de la sous-catégorie des objets bien échelonnés forme un
ensemble de générateurs de A.

2. Dans une catégorie bien échelonnée, tout objet est colimite filtrante de ses sous-objets bien
échelonnés.

3. Supposons que C est une classe d’objets bien échelonnés dans A. Une limite d’objets de C
existe dans C si et seulement si la même limite calculée dans A appartient à C ; les limites
sont alors les mêmes (il est clair que si la limite calculée dans A appartient à C c’est aussi une
limite dans C ; une limite dans C est aussi une limite dans A parce que C engendre A). On
notera en particulier que les intersections existent toujours dans C.

4. Si C est une sous-catégorie épaisse d’une catégorie abélienne bien échelonnée A, la propo-
sition 1.4.12 et les remarques 1.4.9 et 1.4.3. 7 montrent que la catégorie quotient A/C est
également bien échelonnée, la sous-catégorie épaisse engendrée par l’image dans A/C de la
sous-catégorie des objets bien échelonnés de A fournissant une classe d’objets bien échelonnés
de A/C.

Proposition 1.5.3. Soient A une catégorie très bien échelonnée et (Ai)i∈I une famille d’objets de
A dont le produit est bien échelonné. Alors le morphisme canonique

⊕

i∈I

Ai →
∏

i∈I

Ai

est un isomorphisme.
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Démonstration. Sous la seule hypothèse 1.3.4, ce morphisme est un monomorphisme, puisque c’est
la colimite filtrante des inclusions

⊕

i∈J

Ai =
∏

i∈J

Ai →֒
∏

i∈I

Ai ,

J parcourant l’ensemble des parties finies de I.
Cela montre déjà qu’avec l’hypothèse de l’énoncé, tous les Ai et leur somme directe sont bien

échelonnés.
On constate maintenant que l’on peut également voir notre morphisme comme la limite filtrante

des projections ⊕

i∈I

Ai ։

⊕

i∈J

Ai =
∏

i∈J

Ai ,

J parcourant l’ensemble des parties finies de I, de sorte qu’il suffit d’appliquer l’hypothèse d’exac-
titude des limites filtrantes bien échelonnées pour conclure.

Remarque 1.5.4. Pour cette propriété, la condition 1 requise dans la définition 1.5.1 n’est pas
nécessaire.

Dans la définition suivante, si F : A → B est un foncteur, nous notons F op : Aop → Bop

le foncteur lui correspondant canoniquement. Si A est un objet de Aop, nous notons F (A) pour
F op(A) pour alléger.

Définition 1.5.5. On appelle bonne dualité entre deux catégories abéliennes bien échelonnées (A, C)
et (A′, C′) la donnée de deux foncteurs (dits de dualité) D : Aop → A′ et D′ : A′op → A tels que :

1. le foncteur D est adjoint à droite à D′op (on notera qu’il revient au même d’exiger que D′ est
adjoint à droite à Dop) ;

2. les foncteurs de dualité sont exacts ;

3. les foncteurs de dualité préservent les objets bien échelonnés ;

4. si X (resp. X ′) est un objet bien échelonné de A (resp. A′), alors l’unité de l’adjonction entre
D et D′op (resp. entre D′ et Dop) X → D′DX (resp. X ′ → DD′X ′) est un isomorphisme ;

Lorsque A = A′, C = C′ et D = D′, on parle de bonne auto-dualité.

Ainsi, le foncteur D (resp. D′) induit une équivalence de catégories D̄ (resp. D̄′) entre les classes
d’objets bien échelonnés des deux catégories ; de plus, D̄ et D̄′op sont réciproques l’une de l’autre.

On notera également que les catégories A et A′ jouent le même rôle ; dans la suite, nous nous
contenterons donc d’énoncer les résultats pour l’une des deux.

Exemple 1.5.6. Soit k un corps commutatif. La catégorie Ek, munie de la classe d’objets bien
échelonnés Efk , a une bonne auto-dualité fournie par le foncteur usuel (.)∗ = hom(., k).

Proposition 1.5.7. Supposons que A et A′ sont des catégories abéliennes en bonne dualité (on
conserve les notations de la définition précédente).

1. Les catégories A et A′ sont très bien échelonnées.

2. Les foncteurs de dualité sont fidèles.

3. L’unité de l’adjonction X → D′DX est un monomorphisme pour tout objet X de A.

4. Si P est un objet projectif de A, alors DP est un objet injectif de A′.

5. Le foncteur D commute aux limites (i.e. transforme colimites dans A en limites dans A′).

Démonstration. Les assertions 4 et 5 sont contenues dans la proposition 1.2.7.
La fidélité des foncteurs de dualité découle des trois observations suivantes.

1. Leur restriction aux objets bien échelonnés est fidèle.

2. Ils sont exacts.
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3. Tout objet non nul contient un sous-objet bien échelonné non nul.

On en déduit alors formellement l’injectivité de l’unité X → D′DX .
Montrons que C est cogénératrice de A. Soient X un objet de A et Y un sous-objet non nul de X .

Comme D est un foncteur exact et fidèle, l’inclusion Y →֒ X induit un épimorphisme DX ։ DY
dont le noyau Z est un sous-objet strict de DX . Il existe donc un morphisme u d’un objet bien
échelonné C′ de A′ vers DX dont l’image n’est pas incluse dans Z. Autrement dit, la composée
C′ u
−→ DX ։ DY est non nulle. Soit C = D′C′ et a : X → C le morphisme adjoint à u : l’objet C

est bien échelonné, et la composée Y →֒ X
a
−→ C est non nulle, comme souhaité.

L’exactitude des limites filtrantes bien échelonnées d’objets bien échelonnés s’obtient en appli-
quant le foncteur de dualité, en utilisant l’hypothèse d’exactitude des colimites filtrantes puis en
appliquant (l’autre) foncteur de dualité (tenir compte de la remarque 1.5.2. 3).

Cela termine la démonstration.

Nous avons établi en détail cette proposition très simple ; dans le reste de cette thèse, les argu-
ments de dualité analogues seront la plupart du temps utilisés sans démonstration.

C’est cette proposition qui a motivé l’introduction de la notion de catégorie très bien échelonnée,
que nous ne rencontrerons que dans des situations de bonne dualité.

Signalons également qu’il existe des notions de dualité (cf. [Pop73], chapitre 6) qui décrivent
en termes de catégories usuelles les catégories opposées de catégories abéliennes suffisamment
régulières ; ces considérations, plus satisfaisantes conceptuellement que celles de cette section, sont
cependant inadaptées aux situations de catégories de foncteurs que nous rencontrerons.

Nous terminons cette section en introduisant la notion d’objet auto-dual.

Définition 1.5.8 (Objets auto-duaux). Soient (A, D) une catégorie munie d’une bonne auto-dualité
et X un objet de A. Nous noterons tX : hom (X,DX)→ hom (X,DX) l’isomorphisme (involutif)
donné par l’adjonction entre les foncteurs D et Dop.

– On appelle structure auto-duale sur X tout isomorphisme u : X → DX tel que tX(u) = u.
On dit que X est auto-dual s’il existe sur X une structure auto-duale (laquelle sera en général
sous-entendue si cela ne porte pas à confusion).

– Si X est muni d’une structure auto-duale, on définit l’orthogonal d’un sous-objet A de X
comme le sous-objet, noté A⊥, donné par

A⊥ = im (D(X/A)
Dπ
−−→ DX

u−1

−−→ X) ,

où π : X ։ X/A désigne la projection. On notera que l’on a A⊥⊥ = A.

Exemple 1.5.9. Se donner une structure auto-duale sur un espace vectoriel de dimension finie V
revient à se donner une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V . L’orthogonalité correspond
alors à la notion usuelle.

1.6 Catégories abéliennes tensorielles

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de structure tensorielle dans le seul cas qui
nous sera utile, celui de catégories abéliennes pour lesquelles la structure est symétrique.

Définition 1.6.1 (Catégories tensorielles). SoitA une catégorie abélienne. Une structure tensorielle
(ou monöıdale symétrique) sur A est la donnée :

– d’un foncteur biadditif ⊗ : A×A → A appelé en général produit tensoriel ;

– d’isomorphismes naturels αA,B,C : (A⊗B)⊗ C
≃
−→ A⊗ (B ⊗ C),

– d’isomorphismes naturels βA,B : A⊗B
≃
−→ B ⊗A

– d’un objet F, appelé unité , et d’un isomorphisme naturel γA : A⊗ F
≃
−→ A

astreints à vérifier des conditions de cohérence pour lesquelles nous renvoyons à [ML71], ch. VII.
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Exemple 1.6.2. Si A est un anneau commutatif, la catégorie ModA munie du produit tensoriel usuel
est tensorielle.

Remarque 1.6.3. 1. La catégorie opposée d’une catégorie (abélienne) tensorielle est encore ten-
sorielle.

2. Nous appellerons équivalence tensorielle une équivalence de catégories entre deux catégories
tensorielles qui commute naturellement au produit tensoriel.

3. Par la suite, les isomorphismes structuraux seront omis (i.e. assimilés à des égalités) ; [ML71]
montre précisément en quoi cet abus est licite : quitte à modifier à équivalence tensorielle près
la catégorie, on peut « faire comme si les isomorphismes structuraux étaient des égalités » .

4. Considérons deux catégories abéliennes munies d’une bonne dualité, avec les mêmes notations
que dans la définition 1.5.5. Nous dirons que la dualité est tensorielle si le produit tensoriel de
deux objets bien échelonnés est bien échelonné et si l’on s’est donné des morphismes naturels
DA ⊗ DB → D(A ⊗ B) et D′X ⊗ D′Y → D′(X ⊗ Y ) vérifiant les conditions de cohérence
appropriées et qui sont des isomorphismes lorsque l’un des objets considérés (A par exemple
dans le premier cas, X par exemple dans le second) est bien échelonné. Ainsi, la bonne auto-
dualité naturelle sur Ek est tensorielle.

5. Dans une catégorie tensorielle munie d’une bonne auto-dualité tensorielle, le produit tensoriel
de deux objets auto-duaux est naturellement un objet auto-dual.

Convention 1.6.4. Dans la suite de ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne tensorielle.

Définition 1.6.5 (Foncteurs de division, foncteurs hom internes). Soit A un objet de A. On appelle
foncteur hom interne de source A, et l’on note HomA(A, .), tout endofoncteur de A (unique à
isomorphisme près s’il existe) adjoint à droite au foncteur · ⊗A.

Si HomA(A, .) existe toujours, on dit que la catégorie tensorielle A est fermée.
Dualement, on appelle foncteur de division par A, et l’on note ( · : A)A, tout endofoncteur de

A (unique à isomorphisme près s’il existe) adjoint à gauche au foncteur · ⊗A.
Lorsqu’ils sont définis pour tout objet de A, ces foncteurs seront considérés comme des bifonc-

teurs Aop ×A → A, de manière à avoir des isomorphismes

homA(A,HomA(B,C)) ≃ homA(A⊗B,C)

et
homA((A : B)A, C) ≃ homA(A,B ⊗ C)

naturels en les objets A, B et C de A.

Remarque 1.6.6. – On emploiera ces notations bifonctorielles même lorsque la division n’est
définie que sur une sous-classe d’objets de A. En pratique, il faudra souvent se restreindre à
des objets bien échelonnés.

– Comme d’habitude, les indices A seront omis si aucune ambigüıté ne peut en résulter.
– Une première obstruction à l’existence des foncteurs hom internes ou de division peut venir

de l’inexactitude du produit tensoriel. Nous dirons qu’une structure tensorielle est exacte
(resp. exacte à gauche, exacte à droite) si le foncteur · ⊗ A : A → A possède cette propriété
d’exactitude pour tout objet A de A.

– La catégorie tensorielle Ab est fermée : le foncteur hom : Abop × Ab → Ab est aussi un
foncteur hom interne.

La propriété qui suit est une conséquence immédiate de la proposition 1.2.5 ; nous l’utiliserons
souvent tacitement.

Proposition 1.6.7. On a des isomorphismes

Hom(A,Hom(B,C)) ≃ Hom(A⊗B,C) ≃Hom(B,Hom(A,C))
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et
((A : B) : C) ≃ (A : B ⊗ C) ≃ ((A : C) : B)

naturels en les objets A, B et C de A, lorsque chacun des termes est défini.

Définition 1.6.8 (Anneau de Grothendieck). Supposons que la structure tensorielle de A est
exacte et que C est une sous-catégorie essentiellement petite, pleine, stable par produit tensoriel et
contenant 0 et l’unité F. On munit le groupe de Grothendieck G0(C;A) d’une structure d’anneau
commutatif, appelé anneau de Grothendieck de C relativement à A (et que l’on notera toujours de
la même manière), en posant [A].[B] = [A⊗B] (cette définition est licite par exactitude du produit
tensoriel ; l’unité de l’anneau est [F]).

Algèbres, coalgèbres, modules et comodules

Définition 1.6.9 (Algèbres et coalgèbres). Une algèbre sans unité dans A est un objet A muni
d’un morphisme µA : A⊗A→ A et appelé multiplication que l’on suppose associatif — c’est-à-dire
que les morphismes µA ◦ (idA⊗µA) et µA ◦ (µA⊗ idA) de A⊗A⊗A vers A cöıncident. On dit que
A est commutative si µA = µA ◦ τ , où τ est l’endomorphisme de A⊗A échangeant les deux facteurs
du produit tensoriel.

Une algèbre dans A est une algèbre sans unité (A, µA) munie d’un morphisme ηA : F → A
appelé unité tel que µA ◦ (idA ⊗ ηA) = µA ◦ (ηA ⊗ idA) = idA.

Une coalgèbre sans coünité dansA est un objet C muni d’un morphisme δC : C → C⊗C et appelé
comultiplication, ou diagonale, que l’on suppose coassociatif — c’est-à-dire que les morphismes
(idC ⊗ δC) ◦ δC et (δC ⊗ idC) ◦ δC de C vers C ⊗C ⊗C cöıncident. On dit que C est cocommutative
si δC = τ ◦ δC , où τ a la même signification que ci-dessus.

Une coalgèbre dans A est une coalgèbre sans coünité (C, δC) munie d’un morphisme ǫC : C → F

appelé coünité tel que (idC ⊗ ǫC) ◦ δC = (ǫC ⊗ idC) ◦ δC = idC .

Remarque 1.6.10. – L’ouvrage [ML71], qui se place dans un cadre général, emploie le terme de
monöıde au lieu d’algèbre, appellation plus naturelle dans le contexte abélien qui est le nôtre.

– Les notions d’algèbres et coalgèbres sont duales en ce sens qu’un objet C muni de deux
morphismes C → C ⊗C et C → F de A est une coalgèbre si et seulement s’il est une algèbre
dans la catégorie tensorielle Aop.

– Lorsque A est une catégorie de modules sur un anneau commutatif, on retrouve la notion
habituelle de (co)algèbre.

– On a une notion évidente de morphismes d’algèbres sans unité et de morphismes d’algèbres
(supposés conserver l’unité). Les algèbres sans unité forment une catégorieA−alg′, les algèbres
une catégorie A− alg.

– Le foncteur d’oubli A−alg→ A−alg′ admet un adjoint à gauche −+ : A−alg′ → A−alg. Il
est donné sur les objets par A+ = F⊕A, l’unité étant l’inclusion évidente et la multiplication
la flèche (F⊕A)⊗ (F⊕A) ≃ F⊕A⊕2⊕ (A⊗A)→ F⊕A donnée par l’inclusion évidente sur
le facteur F et chaque facteur A, et par µA (composée avec l’inclusion) sur le facteur A⊗A.

– Dualement, on dispose de catégories de coalgèbres A − coalg et de coalgèbres sans unité
A− coalg′, et d’un adjoint à droite −+ : A− coalg′ → A− coalg au foncteur d’oubli donné
sur les objets par A+ = F⊕ A avec un structure de coalgèbre qu’on laisse au lecteur le soin
d’expliciter.

Définition 1.6.11 (Modules et comodules). Soit A une algèbre sans unité dans A. Un pseudo-A-
module à droite est un objet M de A muni d’une flèche φM : M ⊗ A→M , appelée multiplication,
tel que les morphismes φM ◦ (φM ⊗ idA) et φM ◦ (idM ⊗ µA) de M ⊗A⊗A vers M cöıncident.

Si A est une algèbre dans A, un A-module à droite est un pseudo-A-module à droite M tel que
φM ◦ (idM ⊗ ηA) = idM .

On définit dualement les notions de pseudo-comodule à droite sur une coalgèbre sans coünité
C (ce sont les objets M munis d’un morphisme ψM : M → M ⊗ C tel que (ψM ⊗ idC) ◦ ψM =
(idM ⊗ δC) ◦ ψM ), et de comodule à droite sur une coalgèbre.
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Remarque 1.6.12. 1. On a une notion claire de morphismes de (pseudo-)modules à droite. Nous
noterons Mod′

A la catégorie des pseudo-modules à droite sur une algèbre sans unité A, et
ModA la catégorie des pseudo-modules à droite sur une algèbre A, généralisant le symbole
introduit pour les catégories de modules usuelles (sur un anneau). Noter que ModA est une
sous-catégorie pleine de Mod′

A.

2. Dualement, on dispose de la catégorie Comod′
C des pseudo-comodules à droite sur une

coalgèbre sans coünité C, et dans le cas où C est une coalgèbre, de la sous-catégorie pleine
ComodC des comodules.

3. On dispose d’une équivalence de catégories Comod′
C ≃ ComodC+ naturelle en la coalgèbre

sans coünité C. On a un énoncé dual évident.

4. On a des notions analogues de (pseudo-)modules et de (pseudo-)comodules à gauche ; nous
noterons AMod , CComod etc. les catégories analogues ainsi obtenues. Lorsque la (co)algèbre
de base est (co)commutative, il n’y a pas lieu de distinguer les (co)modules à droite et à gauche.

5. Lorsque la structure tensorielle considérée est exacte, les différentes catégories de modules et
de comodules introduites sont abéliennes, et le foncteur d’oubli vers A est exact.

Convention 1.6.13. Lorsqu’aucune confusion ne peut en résulter, nous parlerons simplement de
modules pour désigner les pseudo-modules, et omettrons l’exposant ′ dans la notation de la catégorie
correspondante ; de même pour les comodules.

Définition 1.6.14 (Produit (co)tensoriel de (co)modules au-dessus d’une (co)algèbre). Soient A
une algèbre sans unité dans A, M un A-module à droite et N un A-module à gauche. Le produit
tensoriel de M et N au-dessus de A (ou sur A), noté M ⊗

A
N , est le coégalisateur des deux flèches

φM ⊗N et M ⊗ φN de M ⊗A⊗N vers M ⊗N .
Dualement, le produit cotensoriel de deux comodules M et N (M à droite, N à gauche) sur une

coalgèbre sans coünité C est l’égalisateur M�
C
N des flèches ψM ⊗ N et M ⊗ ψN de M ⊗ N vers

M ⊗ C ⊗N .

Remarque 1.6.15. – Ces notions sont bifonctorielles en un sens clair.
– Supposons la structure tensorielle exacte. Sur une algèbre commutative A, le produit tensoriel

surA de deuxA-modules est naturellement un A-module. Cela fournit une structure tensorielle
(exacte à droite) sur la catégorie abélienne ModA. Dualement, la catégorie des comodules sur
une coalgèbre cocommutative C munie de �

C
est tensorielle (exacte à gauche).

Nous terminons cette section par un exemple d’équivalence de catégories où interviennent ces
notions. Une généralisation de cette propriété en termes de catégories de foncteurs (cf. chapitre 6,
section 6.1) constituera un point crucial de cette thèse.

Remarque 1.6.16. Soient k un corps commutatif et X un ensemble. Le k-espace vectoriel k[X ]
possède une structure naturelle de k-coalgèbre cocommutative. Sa diagonale δ : k[X ]→ k[X ]⊗k[X ]
est donnée par δ([x]) = [x]⊗ [x] et sa coünité ǫ : k[X ]→ k par ǫ([x]) = 1 pour tout x ∈ X .

Proposition 1.6.17. La sous-catégorie Comodk[X] de Ek est naturellement équivalente à la caté-

gorie EX−gr
k des k-espaces vectoriels X-gradués. Précisément, on définit des équivalences de

catégories réciproques l’une de l’autre de la manière suivante :
– l’équivalence EX−gr

k → Comodk[X] s’obtient en munissant un espace vectoriel gradué
M =

⊕
x∈X

Mx de la comultiplication donnée par m = (mx)x∈X 7→
∑
x∈X

mx⊗[x] (les morphismes

gradués d’espaces vectoriels cöıncident alors avec les morphismes de k[X ]-comodules) ;

– l’équivalence Comodk[X] → EX−gr
k s’obtient en graduant un k[X ]-comodule (M,ψM ) par

Mx = ker (ψM − idM ⊗ [x]) (les morphismes de k[X ]-comodules cöıncident alors avec les
morphismes d’espaces vectoriels gradués).

Cette propriété se vérifie par inspection.
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Chapitre 2

Notions de finitude dans les
catégories abéliennes

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions de finitude habituellement rencontrées dans
les catégories abéliennes : objets noethériens, de type fini, de longueur finie, de présentation finie,
artiniens etc. et rappelons les liens entre les différentes classes d’objets étudiées. Les démonstrations
se fondent sur les propriétés élémentaires de la théorie des ensembles (lemme de Zorn) et de l’algèbre
homologique. Les résultats présentés sont bien connus ; la plupart se trouvent dans [Pop73]. Nous
nous sommes également référés à [Gab62], [Ben91], [Bou80], [Bou58] ou [CR90]. Nous avons rédigé
ces rappels en détail car il n’existe pas, à notre connaissance, d’ouvrage les présentant de manière
systématique.

Convention 2.0.1. Dans tout ce chapitre, A désigne une catégorie de Grothendieck,

i.e. une catégorie abélienne possédant des colimites et vérifiant les hypothèses 1.3.4 et

1.3.7 (cf. section 1.3).

En particulier, A est localement petite (proposition 1.3.11) et possède des limites (proposition
1.3.16) ; de plus, il y a assez d’injectifs dans A (cf. proposition 1.3.14) et on peut y faire de l’algèbre
homologique.

Nous verrons que même ces hypothèses de régularité n’évitent pas des phénomènes désagréables
(objets finis qui ne sont pas de présentation finie etc.) ; la notion de catégorie localement noethérienne
apparâıt propre à en éviter la plupart.

Le but des considérations de ce chapitre n’est pas seulement d’assurer une bonne « régularité » de
la catégorie A, mais aussi d’exposer des outils susceptibles de faciliter la compréhension de sa struc-
ture. Ainsi, la filtration de Krull introduit une stratification des objets de taille « raisonnable » de
A ; elle constitue le meilleur cadre conceptuel pour énoncer nombre de résultats et conjectures sur
les catégories de foncteurs que nous présenterons par la suite.

Nous n’avons pas toujours cherché à optimiser les propriétés de régularité nécessaires aux
résultats énoncés (notamment, la restriction aux catégories de Grothendieck n’est pas toujours
indispensable) : nous avons donné un cadre qui s’applique aux catégories de foncteurs et aux
« bonnes » catégories quotients de celles-ci.

Nous avons également insisté sur les relations entre les propriétés de finitude d’un objet de A
et celles de son image par un foncteur assez régulier.

Ce chapitre se découpe ainsi. La première section rappelle les différentes définitions des objets
de type fini et en donne les propriétés de base, ainsi que celles des objets noethériens. Le rôle
des projectifs de type fini est souligné. La deuxième section introduit les objets de (n-)présentation
finie et leurs propriétés homologiques élémentaires. Ensuite, nous introduisons la notion de catégorie
localement noethérienne, avec ses caractérisations en terme de finitude et homologique.

47
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Dans la section 2.4, nous introduisons les notions formellement duales de celles des sections
précédentes, moins répandues dans la littérature, mais tout aussi utiles dans le cadre des catégories
de foncteurs, où les raisonnements de dualité abondent. La cinquième section rappelle des propriétés
élémentaires de localisation ; signalons à ce propos que des procédés beaucoup plus complexes de
localisation interviennent de façon essentielle en topologie (cf. [HPS97]). Nous introduisons ensuite
les objets simples et de longueur finie, dits simplement finis par la suite (section 2.6), puis semi-
simples (section 2.7), avec les foncteurs de (co)localisation associés — socle et cosocle. La dernière
section aborde quelques aspects des questions finitudes dans des catégories quotients, notamment
la filtration de Krull et la description des objets simples dans une situation de recollement.

2.1 Objets de type fini, noethériens

2.1.1 Généralités

Définition 2.1.1. Un objet X de A est dit :
– de type fini (en abrégé tf) si toute suite croissante de sous-objets de X de réunionX stationne ;
– noethérien si toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire.

Notation 2.1.2. Nous désignerons par Atf et Anoet les sous-catégories pleines de A formées res-
pectivement des objets de type fini et noethériens.

Remarque 2.1.3. 1. Soit A un anneau commutatif (unitaire). Le A-module A est toujours un
objet tf de ModA ; c’est un objet noethérien si et seulement si A est un anneau noethérien.

2. Un espace vectoriel sur un corps k est un objet noethérien ou de type fini de Ek si et seulement
s’il est de dimension finie.

3. Soit X un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) L’objet X est noethérien.

(b) Toute famille filtrante croissante de sous-objets de X stationne.

(c) Toute famille non vide de sous-objets de X possède un élément maximal pour l’inclusion.

4. De même, toute famille filtrante croissante de sous-objets d’un objet tf X de réunion X
stationne (i.e. contient X).

La démonstration est la même que dans le cas des anneaux noethériens.

Proposition 2.1.4. 1. La catégorie Anoet est une sous-catégorie épaisse de A.

2. Soit 0→ A
i
−→ X

p
−→ B → 0 une suite exacte de A.

(a) Si X est tf, alors B est tf.

(b) Si A et B sont tf, il en est de même pour X. En particulier, une somme directe finie
d’objets tf est tf.

3. Un objet de A est noethérien si et seulement si tous ses sous-objets sont tf. En particulier, un
objet noethérien est tf.

Démonstration. Le dernier point est évident ; le premier est analogue au second, et plus facile, ou
se déduit des deux autres. Nous nous bornerons donc à établir le second.

Pour la première assertion de celui-ci, il suffit de constater que l’image inverse par p d’une
suite croissante de sous-objets de B de réunion B est une suite croissante de sous-objets de X de
réunion X .

Établissons la seconde : on suppose A et B tf, et l’on considère une suite croissante (Yn) de
sous-objets de X de réunion X . Alors (Yn ∩ A) est une suite croissante de sous-objets de A de
réunion A (d’après la proposition 1.3.5), donc elle stationne. Autrement dit, pour n assez grand, Yn
contient A. Maintenant, la suite (Yn/A) de sous-objets de B stationne également, ce qui entrâıne
la même propriété pour (Yn) et achève la démonstration.
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Proposition 2.1.5. Soient B une catégorie de Grothendieck et F : A → B un foncteur exact et
fidèle.

1. Si X est un objet de A tel que F (X) est noethérien dans B, alors X est noethérien dans A.

2. Si F commute aux colimites filtrantes et si X est un objet de A tel que F (X) est tf, alors X
est tf.

3. Supposons que F est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre de B. Si X est
un objet noethérien (resp. tf) de A, alors F (X) est un objet noethérien (resp. tf) de B.

Démonstration. Supposons F (X) noethérien et considérons une suite croissante (An) de sous-objets
de X . La suite d’objets (F (An)) de B s’identifie canoniquement, par exactitude de F , à une suite
croissante de sous-objets de F (X), cette suite stationne donc. La fidélité de F montre ensuite que
la suite (An) stationne elle-même (en effet, F (An+1/An) ≃ F (An+1)/F (An) est nul par exactitude
de F ), ce qui prouve la première assertion.

La seconde est entièrement analogue.
Démontrons à présent la dernière assertion. On considère cette fois une suite croissante (Bn)

de sous-objets de F (X), où X est supposé noethérien. Comme F s’identifie à l’inclusion dans A
d’une sous-catégorie de Serre, il existe une suite croissante (An) de sous-objets de X telle que
Bn ≃ F (An). Puisque X est noethérien, la suite (An) stationne, donc aussi (Bn). Le cas de la type-
finitude s’établit de la même façon (en effet, l’hypothèse sur F implique que ce foncteur commute
aux réunions), d’où la proposition.

Proposition 2.1.6. Soit (Ai)i∈I une famille de catégories de Grothendieck. Un objet (Ai)i∈I de∏
i∈I
Ai est noethérien (resp. tf) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

– pour tout i ∈ I, Ai est un objet noethérien (resp. tf) de Ai ;
– les Ai sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Remarque 2.1.7. Il convient de constater que
∏
i∈I

Ai est une catégorie de Grothendieck ; de plus, les

foncteurs évidents
∏
i∈I
Ai → Aj sont exacts et commutent aux colimites.

Démonstration. La nécessité de la seconde condition provient de ce que l’objet (Ai)i∈I est réunion
filtrante croissante des sous-objetsA′

J , où (A′
J )i = Ai si i ∈ J , 0 sinon, J parcourant les parties finies

de I. La nécessité de la première condition est évidente compte-tenu de la remarque précédente. La
suffisance est tout aussi immédiate.

Proposition 2.1.8. Soient (Ai)i∈I une famille d’objets de A et X un quotient tf de
⊕
i∈I
Ai. Il existe

une partie finie J de I telle que X est isomorphe à un quotient de
⊕
i∈J

Ai.

Démonstration. Pour toute partie J de I, notons YJ l’image dans X de
⊕
i∈J

Ai. Alors X est la

réunion filtrante croissante des YJ , J décrivant l’ensemble des parties finies de I. On conclut en
utilisant la remarque 2.1.3.

On déduit aussitôt de cette proposition l’utile corollaire suivant (le premier point s’appuie sur
l’hypothèse 1.3.7 et le caractère localement petit de A).

Corollaire 2.1.9. – La catégorie Atf (et donc Anoet) est essentiellement petite.
– Supposons que A possède une classe d’objets bien échelonnés. Tout objet tf de A est bien

échelonné.

Cela permet de définir le groupe de Grothendieck introduit dans la notation suivante.

Notation 2.1.10. Le groupe de Grothendieck G0(Atf ;A) sera noté Gtf0 (A).
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Nous terminons cette section en introduisant une hypothèse de finitude « globale » de la catégorie
A dont la satisfaction conditionnera certains énoncés ultérieurs.

Définition 2.1.11. Nous dirons que la catégorie A est localement de type fini (ou localement tf)
s’il existe dans A un ensemble de générateurs tf.

2.1.2 Rôle des projectifs de type fini

Nous énonçons ici quelques propriétés très simples qui permettent, pour de nombreuses ques-
tions, de ramener des problèmes de type-finitude à la seule considération des objets projectifs tf.
Elles n’ont pas d’équivalent en termes d’objets noethériens et rendent de ce fait la manipulation
des objets tf souvent plus simple que celle des objets noethériens.

Hypothèse 2.1.12. Il existe dans A un ensemble de générateurs projectifs tf.

Proposition 2.1.13. Soit X un objet tf de A.

1. Si X admet une couverture projective π : P ։ X, alors P est tf.

2. Si l’hypothèse 2.1.12 est satisfaite, alors il existe un épimorphisme d’un objet projectif tf sur X.

Démonstration. Pour la première assertion, considérons une suite croissante (An) de sous-objets de
P de réunion P . La suite (π(An)) est une suite croissante de sous-objets de X de réunion X , donc
pour n assez grand, π(An) = X . Cela implique An = P par définition de la couverture projective,
de sorte que P est tf.

La seconde assertion est une conséquence directe de la proposition 2.1.8.

Exemple 2.1.14. Si A est un anneau, A est un générateur projectif tf de ModA. La proposition 2.1.13
montre donc que la notion de A-module de type fini obtenue par la définition générale cöıncide avec
la notion usuelle.

La proposition entrâıne aussitôt le résultat suivant, qui constitue le principal outil dont on
dispose pour traiter de la type-finitude des produits tensoriels.

Corollaire 2.1.15. Supposons que A est munie d’une structure tensorielle exacte à droite et qu’il
existe dans A un ensemble de générateurs projectifs tf stable par produit tensoriel. Alors le produit
tensoriel de deux objets tf est tf.

Exemple 2.1.16. Soit A un anneau commutatif. Le produit tensoriel (sur A) de deux A-modules tf
est tf. De façon analogue, le produit tensoriel d’un A-module noethérien et d’un A-module tf est
noethérien.

Mentionnons que le principe, ici employé pour le produit tensoriel, selon lequel, sous l’hy-
pothèse 2.1.12, un foncteur exact à droite (ou plus généralement un foncteur additif préservant
les quotients) qui envoie les générateurs projectifs tf sur des objets tf, envoie tout objet tf sur un
objet tf s’avère utile en maints contextes.

Notation 2.1.17. Nous noterons K0(A) le groupe de Grothendieck G0(C,A) où C désigne la sous-
catégorie pleine de A formée des objets projectifs tf (laquelle est essentiellement petite d’après le
corollaire 2.1.9).

Remarque 2.1.18. 1. Comme toute suite exacte dont les objets sont projectifs est scindée, deux
générateurs canoniques [P ] et [P ′] de K0(A) sont égaux si et seulement si P et P ′ sont
stablement isomorphes, i.e. s’il existe un objet projectif tf Q tel que P ⊕Q et P ′ ⊕ Q soient
isomorphes.

2. L’inclusion de la catégorie des projectifs tf de A dans Atf induit un morphisme de groupes
abéliens K0(A)→ Gtf0 (A).
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3. Supposons que A est munie d’une structure tensorielle exacte et qu’il existe dans A un en-
semble de générateurs projectifs tf contenant l’unité F (si cette condition n’est pas satisfaite,

on peut aussi ajouter formellement une unité). Alors les groupes Gtf0 (A) et K0(A) héritent
d’une structure d’anneau commutatif conformément à la définition 1.6.8 ; le morphisme de la
remarque précédente est un morphisme d’anneaux. Cette situation se produit par exemple
dans la catégorie tensorielle (ModA,⊗

k
), où A est une algèbre sur un corps commutatif k qui

est de dimension finie comme k-espace vectoriel.

2.1.3 Type-finitude et commutation aux colimites

Nous introduisons à présent une autre caractérisation aussi utile qu’élémentaire des objets tf
(qui repose fortement sur l’hypothèse de régularité 1.3.4). Comme au paragraphe précédent, il n’y
a pas d’équivalent pour les objets noethériens.

Notation 2.1.19. Soient X un objet de A, I une petite catégorie et F un foncteur de I dans A.

Nous noterons Hom (X,F ) le foncteur composé I
F
−→ A

hom (X,.)
−−−−−−→ Ab et ΦXF le morphisme cano-

nique de groupes abéliens colimHom (X,F ) → hom(X, colimF ) (obtenu à partir des morphismes
F (i)→ colimF en appliquant hom (X, .) et en passant à la colimite).

Proposition 2.1.20. Étant donné X ∈ ObA, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. l’objet X est de type fini ;

2. pour tout foncteur F d’une petite catégorie filtrante à droite dans A, ΦXF est injectif ;

3. pour tout foncteur F d’une petite catégorie filtrante à droite I dans A tel que pour toute flèche

i
α
−→ j de I, F (i)

F (α)
−−−→ F (j) est un monomorphisme, ΦXF est un isomorphisme ;

4. pour toute famille (Ai)i∈I d’objets de A, le morphisme canonique

⊕

i∈I

hom(X,Ai)→ hom
(
X,

⊕

i∈I

Ai

)

est bijectif.

Remarque 2.1.21. On notera que les réunions (filtrantes croissantes) de sous-objets entrent dans le
cadre du troisième point, et qu’elles sont, à isomorphisme près, les seules.

Démonstration. 1 implique 2. Soit F : I −→ A un foncteur, où I est une petite catégorie filtrante
à droite, et a ∈ kerΦXF . Représentons a par un morphisme f de X dans F (i) pour un certain i ∈ I,

et notons At = ker (F (t) ◦ f) pour toute flèche i
t
−→ j de I de source i. Les At forment une famille

filtrante croissante de sous-objets de X (car I est filtrante à droite), et l’hypothèse ΦXF (a) = 0

assure que sa réunion est X . Cette famille est donc stationnaire : on a une flèche i
t
−→ j de I telle

que F (t) ◦ f = 0, ce qui établit la nullité de a et donc l’injectivité de ΦXF .
2 implique 3. Soit F comme dans 3 ; il s’agit de montrer que ΦXF est surjectif. Pour cela, soit

G le foncteur (qui ensuite sera noté simplement coker (F →֒ colimF )) de I dans A donné par
G(i) = coker (F (i) →֒ colimF ) (le morphisme canonique est injectif grâce à 1.3.4 et à l’injectivité
des F (i) → F (j)), l’action de G sur les morphismes étant induite par celle de F . La colimite
(filtrante) de G est nulle (par exactitude à droite de la colimite), donc 2 établit que colimHom (X,G)

est nulle. Il en résulte que pour tout morphisme X
f
−→ colimF , il existe i ∈ I tel que la composée

X
f
−→ colimF ։ G(i) est nulle. Autrement dit, on peut factoriser f par l’inclusion F (i) →֒ colimF ,

ce qui prouve bien que f est dans l’image de ΦXF .
3 implique 4. Il suffit d’appliquer l’hypothèse à la petite catégorie associée à l’ensemble ordonné

(par inclusion) des parties finies de I et au foncteur qui à une telle partie J associe
⊕
i∈J

Ai.
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4 implique 1. Soit (Fn) une suite croissante de sous-objets de X de réunion X . On considère les
morphismes

an : Fn →
⊕

k≤n

X/Fk →֒
⊕

k∈N

X/Fk

dont les composantes sont les flèches Fn →֒ X ։ X/Fk. Comme la suite (Fk) est croissante, am est
un prolongement de an pour n ≥ m, ces morphismes fournissent donc par passage à la colimite un
morphisme f : X →

⊕
k∈N

X/Fk. L’hypothèse implique qu’il existe un entier n et une factorisation

X
f //

!!C
C

C
C

C

⊕
k∈N

X/Fk

⊕
k≤n

X/Fk
?�

OO

qui montre que X/Fk = 0 pour k > n, ce qui achève la démonstration.

2.2 Objets de présentation finie

2.2.1 Objets pf

Le paragraphe précédent suggère l’introduction de la notion suivante, plus forte que la type-
finitude.

Définition 2.2.1. Un objet X de A est dit de présentation finie (en abrégé pf) si ΦXF est un
isomorphisme pour tout foncteur F d’une petite catégorie filtrante à droite vers A. Nous noterons
Apf la sous-catégorie pleine de A des objets pf.

Proposition 2.2.2. Soient X un objet tf de A, (Ai)i∈I une famille filtrante de sous-objets de X
et T sa réunion. Si X/T est pf, alors la famille (Ai) est stationnaire.

Démonstration. Comme X/T , qui est colimite filtrante des X/Ai, est pf, il existe j ∈ I tel que la
projection X/Aj ։ X/T possède une section s : X/T → X/Aj (appliquer la définition à idX/T ).
Soit Y l’image réciproque de im s par la projection X ։ X/Aj : on a Y ∩ T = Aj et Y + T = X .
Cette dernière égalité montre que X est réunion filtrante croissante des Y +Ai, donc il existe i tel
que Y +Ai = X puisque X est tf. Mais comme Y ∩ T = Aj , cela implique que T égale Ai +Aj , ce
qui, la famille (Ai) étant filtrante, achève la démonstration.

Proposition 2.2.3. 1. Tout objet projectif tf est pf.

2. Soit 0→ A→ B → X → 0 une suite exacte de A. Si X est pf et B tf, A est tf.

3. Soit N → P → A→ 0 une suite exacte de A. Si N et P sont pf, A est pf.

Démonstration. Soit F un foncteur d’une petite catégorie filtrante à droite dans A.
Si P est un objet projectif tf de A, on a

cokerΦPF = colim coker (Hom (P, F )→ hom (P, colimF )) = colimHom(P, coker (F → colimF ))

(la dernière égalité vient de ce que P est projectif). Maintenant, la type-finitude de P entrâıne que
ce conoyau se plonge dans

hom(P, colim coker (F → colimF )) = hom (P, coker (colimF
id
−→ colimF )) = 0

ce qui prouve la surjectivité de ΦPF , donc sa bijectivité (P est par hypothèse tf). Cela démontre le
premier point.
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Le deuxième n’est qu’une reformulation de la proposition précédente.
Enfin, la dernière assertion est une conséquence formelle de l’exactitude à gauche du foncteur

hom, de l’exactitude des colimites filtrantes dans Ab et du lemme des cinq (cet argument est détaillé
dans un cas plus général dans la démonstration de la proposition 2.2.9 ci-après).

Nous prouvons maintenant une réciproque de la seconde assertion.

Proposition 2.2.4. On suppose que A est localement de type fini. Soit X un objet tf de A tel que
pour toute suite exacte 0→ A→ B → X → 0 avec B tf, A est tf. Alors X est pf.

Démonstration. Soient I une petite catégorie filtrante à droite, F ∈ ObFct(I,A) et u ∈ homA(X, colimF ).
Il s’agit de montrer l’existence de i ∈ I et d’une factorisation

F (i)

��
X u

//

;;

colimF

(la flèche verticale étant le morphisme canonique).
Notons Ai le produit fibré des morphismes u et F (i) → colimF : l’objet X est la colimite

filtrante des Ai. Comme celui-là est de type fini, il existe j ∈ I tel que le morphisme canonique
Aj → X est un épimorphisme, dont nous noterons K le noyau.

Nous supposons d’abord que Aj est tf. Alors K est aussi tf par hypothèse. Par ailleurs, pour

toute flèche j
t
−→ i de I, le diagramme suivant commute.

Aj
t∗ //

����

Ai

~~}}
}}

}}
}}

X

Nous désignerons parNt le noyau de la flèche t∗. CommeX est colimite filtrante des Ai, l’objetK est
la réunion filtrante croissante des Nt. Par type-finitude de K, cela entrâıne l’existence d’une flèche

j
t
−→ i de I telle que Nt = K, ce qui signifie que la flèche canonique Ai → X est un isomorphisme ;

la flèche canonique Ai → F (i) fournit donc la factorisation recherchée.
Traitons maintenant le cas général. L’existence d’une classe de générateurs tf dans A et la

proposition 2.1.8 fournissent un sous-objet tf A′ de Aj tel que la composée A′ →֒ Aj ։ X est
surjective. On raisonne alors comme précédemment en remplaçantK par le noyauK ′ de la composée

précédente et, pour toute flèche j
t
−→ i de I, At par l’image A′

t de A′ →֒ Aj
t∗−→ Ai : on obtient un

isomorphisme entre X et un certain A′
t, de sorte que le morphisme A′

t →֒ Ai → F (i) (où i désigne
le but de t) fournit la factorisation souhaitée, ce qui termine la démonstration.

Corollaire 2.2.5. On suppose que l’hypothèse 2.1.12 est vérifiée. Un objet X de A est pf si et
seulement s’il existe une suite exacte P ′ → P → X → 0 avec P et P ′ projectifs tf.

Démonstration. Supposons X pf. La proposition 2.1.13 fournit un épimorphisme P ։ X avec P
projectif tf ; la proposition 2.2.3 (assertions 1 et 2) montre que son noyau N est tf. On applique
ensuite la proposition 2.1.13 pour obtenir un épimorphisme P ′

։ N avec P ′ projectif tf, d’où la
suite exacte P ′ → P → X → 0 recherchée.

La réciproque découle de la proposition 2.1.13 (assertions 1 et 3).

Remarque 2.2.6. – Une telle suite est appelée présentation projective de type fini de X , ce qui
justifie la terminologie d’objet de présentation finie.

– En particulier, dans les catégories de modules, on retrouve la notion usuelle.
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2.2.2 Objets pfn

Notation 2.2.7. Soient X un objet de A, I une petite catégorie, F un foncteur de I dans
A et n un entier naturel. Nous noterons ΦXF (n) le morphisme canonique de groupes abéliens
colimExtn(X,F ) → Extn(X, colimF ) (de sorte que ΦXF = ΦXF (0) ; Extn(X,F ) désigne comme
dans le cas de ΦXF , par abus, le foncteur composé évident).

Définition 2.2.8. Soient X un objet de A et n > 0 un entier. Nous dirons que X est de n-
présentation finie, ou, en abrégé, que X est pfn, si ΦXF (i) est un isomorphisme pour tout foncteur
F d’une petite catégorie filtrante à droite vers A et tout entier i < n. Si l’objet X est pfn pour tout
n ∈ N∗, nous dirons qu’il est pf∞ (ainsi, un projectif tf est pf∞).

Nous noterons Apf,k la sous-catégorie pleine de A des objets pfk de X , où k ∈ N∗ ∪ {∞}.

Dans le cas de la catégorie de foncteurs F , la plupart des considérations qui suivent sont conte-
nues dans [FFPS03], « Introduction to functor homology » , § 2.3.

La généralisation suivante du corollaire 2.2.5 justifie la terminologie.

Proposition 2.2.9. Supposons que A satisfait l’hypothèse 2.1.12. Pour tout entier positif n et tout
objet X de A, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’objet X est pfn.

2. Il existe une suite exacte
Pn → Pn−1 → · · · → P0 → X → 0

où les Pi (0 ≤ i ≤ n) sont des objets projectifs tf de A.

De façon analogue, X est pf∞ si et seulement s’il possède une résolution projective tf, c’est-à-dire
qu’il existe une suite exacte

· · · → Pn → Pn−1 → · · · → P0 → X → 0

où les Pi (i ∈ N) sont des objets projectifs tf.

Démonstration. Si X est un objet pf, considérons une suite exacte 0 → N → P → X → 0 avec P
projectif tf : on a pour tout entier i > 1 un isomorphisme de foncteurs Exti(X, .) ≃ Exti−1(N, .) qui
identifie ΦXF (i) à ΦNF (i− 1) (où F est un foncteur d’une petite catégorie filtrante à droite vers A),
et l’on a un diagramme commutatif aux lignes exactes

colimHom (X,F ) //

ΦX
F

≃

��

colimHom (P, F ) //

ΦP
F

≃

��

colimHom(N,F ) //

ΦN
F

��

colimExt1(X,F )

ΦX
F (1)

��

// 0

hom (X, colimF ) // hom(P, colimF ) // hom (N, colimF ) // Ext1(X, colimF ) // 0

(2.1)
(la ligne supérieure est exacte par exactitude dans Ab des colimites filtrantes ; les deux premières
flèches verticales sont des isomorphismes parce que X et P sont pf, et le diagramme commute par
naturalité des morphismes Φ). Le lemme des cinq montre donc que ΦXF (1) est un isomorphisme si
et seulement si ΦNF en est un.

La proposition résulte ensuite d’une récurrence sur n (le cas pf∞ se déduisant des autres), en
constatant que chacune des deux conditions entrâıne que X est pf.

Remarque 2.2.10. 1. L’implication 2 ⇒ 1 est vraie sans hypothèse sur A.

2. On peut affaiblir l’hypothèse 2.1.12, en la remplaçant par la suivante : tout objet tf est quotient
d’un projectif tf (la démonstration précédente reste valable).

Proposition 2.2.11. Soient n un entier strictement positif et X un objet pfn de A. Pour tout
foncteur F d’une petite catégorie filtrante à droite I vers A, ΦXF (n) est un monomorphisme. Si de
plus F envoie toutes les flèches de I sur des monomorphismes, alors ΦXF (n) est un isomorphisme.
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Démonstration. Il existe un foncteur J : I → A tel que les J(i) sont des objets injectifs de A et une
transformation naturelle injective F →֒ J (cf. remarque 1.3.17), dont nous noterons G le conoyau.
La suite exacte longue de cohomologie associée à hom(X, .) donne un diagramme commutatif

colimExtn−1(X, J)

ΦX
J (n−1)≃

��

// colimExtn−1(X,G)

ΦX
G (n−1)≃

��

// colimExtn(X,F )

ΦX
F (n)

��

// 0(= colimExtn(X, J))

Extn−1(X, colimJ) // Extn−1(X, colimG) // Extn(X, colimF )

(2.2)
aux lignes exactes, qui montre, par une chasse au diagramme élémentaire, que ΦXF (n) est une
injection.

Supposons maintenant que F envoie les flèches de I sur des monomorphismes. On note
H = coker (F →֒ colimF ) : comme la colimite de H est nulle, on a colimExtn(X,H) = 0 d’après
ce qui précède. La suite exacte de cohomologie associée à hom(X, .) pour les suites exactes courtes
0 → F (i) → colimF → H(i) → 0 montre ainsi, par passage à la colimite, que le morphisme
ΦXF (n) : colimExtn(X,F )→ Extn(X, colimF ) est surjectif (ce raisonnement est une généralisation
de l’implication 2⇒3 de la proposition 2.1.20). Cela termine la démonstration.

Remarque 2.2.12. Cette propriété justifie que l’on nomme quelquefois pf0 un objet tf.

Le résultat suivant généralise en quelque sorte la proposition 2.2.9 (qui s’en déduit par récurrence)
au cas d’objets non projectifs.

Proposition 2.2.13. Soient 0→ A→ B → C → 0 une suite exacte de A et k ∈ N ∪ {∞}.

1. Si B et C sont respectivement pfk et pfk+1, alors A est pfk.

2. Si A et C sont pfk, alors B est pfk.

3. Si A et B sont respectivement pfk et pfk+1, alors C est pfk+1.

Démonstration. Il suffit d’utiliser (cf. proposition 2.2.9) la suite exacte longue de cohomologie et la
version générale du lemme des cinq (cf. lemme 3.1 de [ML63], ch. XII, § 3), en exploitant le résultat
de la proposition 2.2.11 pour obtenir les monomorphismes nécessaires.

2.2.3 Utilisation de foncteurs exacts

Convention 2.2.14. Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que l’hypothèse 2.1.12 est vérifiée.

Proposition 2.2.15. Soient k ∈ N∪{∞} et F un foncteur exact à droite de A dans une catégorie
de Grothendieck, transformant les générateurs projectifs tf en des objets pfk. Alors F conserve les
objets pfi pour i ≤ k si k ∈ {0, 1} ou que F est exact.

Démonstration. On montre d’abord que F préserve les objets tf, et les objets pf si k ≥ 1. En effet,
si X est un objet tf (resp. pf), il existe une suite exacte P → X → 0 (resp. P ′ → P → X → 0) où P
(resp. P et P ′) est une somme directe finie de générateurs projectifs tf. Il suffit ensuite d’appliquer
F et la proposition 2.1.4.2 (a) (resp. la proposition 2.2.3.3).

Supposons maintenant que F est exact et préserve les objets pfj pour j < i, où i ∈ {2, . . . , k}.

On montre que F transforme tout X ∈ ObApf,i en un objet pfi. Considérons une suite exacte
0→ N → P → X → 0, où P est une somme directe finie de générateurs projectifs tf : N est pfi−1

par la proposition 2.2.13, donc F (N) est aussi pfi−1. D’autre part, l’hypothèse montre que F (P )
est pfi, donc F (X) est bien pfi (toujours par la proposition 2.2.13). Cela conclut, par induction sur
k (le cas k =∞ se déduit des autres), la démonstration.

Corollaire 2.2.16. Supposons que A est munie d’une structure tensorielle exacte telle que le produit
tensoriel de deux générateurs projectifs tf est un objet projectif tf ou, plus généralement, un objet
pf∞. Alors le produit tensoriel de deux objets pfk est pfk.
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Démonstration. On applique la proposition en deux étapes, en montrant d’abord que le produit
tensoriel par un projectif tf préserve les objets pfk.

Nous terminons ce paragraphe avec un autre résultat simple d’utilisation de foncteurs exacts
pour tester le caractère pfk d’un objet.

Proposition 2.2.17. Soient k ∈ N∗∪{∞} et F un foncteur exact et fidèle de A dans une catégorie
de Grothendieck, commutant aux colimites filtrantes, et transformant les générateurs projectifs tf
en des objets pfk−1. Si X est un objet de A tel que F (X) est pfi avec i ≤ k, alors X est pfi.

Démonstration. La proposition 2.1.5 établit l’assertion pour i = 0. On procède ensuite par récurrence
sur i ≤ k : on suppose i > 0 et on considère un objet X de A tel que F (X) est pfi.

Comme X est tf d’après ce qui précède, on peut trouver une suite exacte 0→ N → P → X → 0,
où P est une somme directe finie de générateurs projectifs tf. L’exactitude de la suite
0 → F (N) → F (P ) → F (X) → 0 montre, via la première assertion de la proposition 2.2.13, que
F (N) est pfi−1. L’hypothèse de récurrence entrâıne alors le caractère pfi−1 de N , ce qui termine la
démonstration par la dernière assertion de la proposition 2.2.13.

2.3 Catégories localement noethériennes

Définition 2.3.1. La catégorie A est dite localement noethérienne s’il existe dans A un ensemble
de générateurs noethériens.

Proposition 2.3.2. Si A est localement noethérienne, alors tout objet tf de A est noethérien et de
présentation finie.

Démonstration. La proposition 2.1.8 montre qu’un objet tf de A est un quotient d’une somme
directe finie de générateurs noethériens de A. La proposition 2.1.4 permet alors de voir qu’un
objet tf de A est noethérien. Pour obtenir le caractère pf d’un objet tf, il suffit d’appliquer la
proposition 2.2.4 en notant qu’un sous-objet d’un objet tf de A est tf d’après ce que l’on vient de
démontrer.

Remarque 2.3.3. Le caractère localement tf est fréquemment satisfait pour des raisons formelles
dans les catégories usuelles, contrairement au caractère localement noethérien. L’exemple suivant,
qui s’appuie sur la proposition précédente, illustre ce phénomène.

Exemple 2.3.4. Soit A un anneau commutatif. La catégorie ModA, dont A est un générateur tf,
est localement noethérienne si et seulement si A est un anneau noethérien.

Remarque 2.3.5. – Un produit de catégories localement noethériennes est localement noethérien.
– Si A est localement noethérienne et si C est une sous-catégorie de Serre de A, alors C est

localement noethérienne. En effet, les objets de C qui sont quotients d’une somme directe finie
de générateurs noethériens de A forment un ensemble E d’objets noethériens de C. Si X est
un objet de C, X est réunion filtrante croissante de sous-objets qui sont quotients de sommes
directes finies de générateurs noethériens de A. Mais ces sous-objets sont dans C, puisque C est
une sous-catégorie de Serre de A, donc ils appartiennent à E, ce qui montre que E engendre C.

La propriété suivante donne une réciproque à la proposition 2.3.2.

Proposition 2.3.6. Si A est localement de type fini, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. la catégorie A est localement noethérienne ;

2. tout objet tf de A est noethérien ;

3. tout sous-objet d’un objet tf de A est tf ;

4. tout objet tf de A est pf ;

5. tout objet noethérien de A est pf.
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Démonstration. 1 ⇒ 2 est inclus dans la proposition 2.3.2.
2 ⇒ 3 grâce à la proposition 2.1.4.3.
3 ⇒ 4 découle de la proposition 2.2.4.
4 ⇒ 5 est clair.
5 ⇒ 1 : comme A est localement de type fini, il suffit de vérifier qu’un objet de tf P de A

est noethérien. Supposons par l’absurde qu’il existe un objet tf X possédant un sous-objet Y non
tf. Considérons l’ensemble E des sous-objets A de X tels que X/A n’est pas pf. Cet ensemble est
non vide, car il contient Y grâce à la proposition 2.2.3. De plus, il est stable par réunion filtrante
croissante : lorsque cette réunion stationne, c’est évident, dans le cas contraire, on applique la
proposition 2.2.2 ; en particulier, E est inductif. Le lemme de Zorn assure l’existence d’un élément
maximal A dans E.

L’objet X/A est noethérien, car si Y/A (où A ⊂ Y ⊂ X) en est un sous-objet non nul, Y/A est tf
puisque X/Y est pf (appliquer la proposition 2.2.3 à la suite exacte 0→ Y/A→ X/A→ X/Y → 0)
par maximalité de A. L’hypothèse montre alors que X/A est pf, i.e. que A n’appartient pas à E.
Cette contradiction achève la démonstration.

Lemme 2.3.7. Soient C une sous-catégorie de Serre de A et F : Aop → Ab un foncteur tels que :
– les objets de C engendrent A ;
– la restriction de F à Cop est exacte ;
– F commute aux limites (i.e. transforme les colimites dans A en des limites dans Ab).
Alors F est exact.

Démonstration. Considérons une suite exacte 0 → A → X → B → 0 de A. Comme C est une
sous-catégorie de Serre de A, la première condition montre que X est réunion d’une famille filtrante
croissante (Xi)i∈I de sous-objets appartenant à C. Posons Ai = A ∩ Xi : alors A est la réunion
filtrante croissante de (Ai)i∈I (proposition 1.3.5). Si l’on note Bi l’image de Ai dans B, B est
également réunion filtrante croissante de (Bi)i∈I .

La deuxième hypothèse et les suites exactes 0 → Ai → Xi → Bi → 0 fournissent des suites
exactes 0→ F (Bi)→ F (Xi)→ F (Ai)→ 0. Par exactitude à gauche de la limite, on en déduit déjà
que F est exact à gauche.

Pour établir la surjectivité de F (X) → F (A), on commence par traiter le cas où il existe un
sous-objet C de X appartenant à C tel que X = A + C. Dans ce cas, la dernière hypothèse et le
diagramme cocartésien d’inclusions

A ∩ C //

��

C

��
A // X

fournissent un diagramme cartésien

F (A ∩ C) F (C)oo

F (A)

OO

F (X)oo

OO

dans lequel la flèche horizontale supérieure est un épimorphisme par la seconde hypothèse, ce qui
montre que la flèche horizontale inférieure est également un épimorphisme, comme souhaité.

Revenons maintenant au cas général. Considérons un élément f de F (A) et l’ensemble E formé
des couples (J, g), où J est une partie de I et g un élément de F (A+XJ ) (où l’on noteXJ =

∑
i∈J Xi)

s’envoyant sur f par le morphisme F (A + XJ) → F (A) induit par l’inclusion. On ordonne E en
déclarant (J, g) inférieur à (J ′, g′) si J ⊂ J ′ et que le morphisme F (A+XJ′)→ F (A+XJ) applique
g′ sur g. La commutation de F aux limites montre que E est inductif, ce qui, par le lemme de Zorn,
entrâıne que E possède un élément maximal (J, g), puisque E contient (∅, f).
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On constate que pour tout i ∈ I, le morphisme F (A + XJ + Xi) → F (A + XJ ) est surjectif
d’après le cas particulier traité précédemment. On en déduit, par maximalité, que XJ égale X . On
a ainsi montré que F (X)→ F (A) est surjectif, ce qui établit le lemme.

La proposition suivante montre l’intérêt fondamental des catégories localement noethériennes
en algèbre homologique.

Proposition 2.3.8. Si A est localement noethérienne, toute colimite filtrante d’objets injectifs de
A est injective. En particulier, toute somme directe d’injectifs de A est injective.

Démonstration. Le lemme 2.3.7 montre qu’un objet I de A tel que la restriction à (Anoet)op du
foncteur hom (., I) est exacte est injectif. La proposition est alors une conséquence formelle de la
proposition 2.3.2 (et de l’exactitude des colimites filtrantes dans Ab).

Nous mentionnons maintenant l’important résultat de structure des objets injectifs dans une
catégorie localement noethérienne. Le lecteur pourra se reporter à [Gab62], ch. IV, § 2 (th. 2) ou
[Bou80], § 1, n̊ 10, th. 3 (dans le cas des modules) pour une démonstration. Pour une discussion
détaillée de ce genre d’énoncés (décomposition de Krull-Schmidt), voir [Pop73], ch. 5.

Proposition 2.3.9. Supposons que A est localement noethérienne. Alors tout objet injectif de
A est somme directe d’objets injectifs indécomposables. Cette décomposition est de plus unique à
l’ordre des facteurs et à isomorphisme près, ce qui signifie que si deux familles (Ie)e∈E et (Jf )f∈F
d’injectifs indécomposables ont des sommes directes isomorphes, il existe une bijection α : E → F
telle que Ie et Jα(e) sont isomorphes pour tout e ∈ E.

Nous indiquons ensuite une amélioration de la proposition 2.3.2 qui découle facilement de la
proposition 2.3.8.

Proposition 2.3.10. Si la catégorie A est localement noethérienne, tout objet de type fini X de A
est pf∞

Démonstration. On établit par récurrence sur l’entier n > 0 que X est pfn. Pour n = 1, la propo-
sition 2.3.2 donne le résultat. Le pas de la récurrence se prouve ensuite comme dans la première
partie de la démonstration de la proposition 2.2.11 : une colimite filtrante d’injectifs étant injective,
la flèche horizontale inférieure droite du diagramme (2.2) (page 55) est surjective, de sorte que le
morphisme ΦXF (n) est bijectif (par le lemme des cinq) si X est pfn, ce qui implique le caractère
pfn+1 de X et termine la démonstration.

Nous établissons à présent une réciproque à la proposition 2.3.8.

Proposition 2.3.11. Supposons que A est localement tf et telle que toute somme directe dénombrable
d’objets injectifs de A est injective.

Alors A est localement noethérienne.

Démonstration. Il suffit, compte-tenu de la première hypothèse, de montrer que tout objet tf de A
est noethérien. Donnons-nous pour cela un objet tf X de A et une suite croissante (An)n∈N de sous-
objets de X . La proposition 1.3.14 fournit des enveloppes injectives An/An−1 →֒ In (n ∈ N∗) ; nous
noterons an le morphisme composé An ։ An/An−1 →֒ In. Comme In est injectif, ce morphisme
admet un prolongement à X , dont nous noterons ān,m la restriction à Am. Celle-ci est nulle si
m < n.

On considère ensuite, pour tout k ∈ N∗, le morphisme

uk :
⊕

1≤m≤k

Am →
⊕

1≤n≤k

In
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dont la composante Am → In est ān,m. Les diagrammes

⊕
1≤m≤k

Am

uk

��

� � //
⊕

1≤m≤k+1

Am

uk+1

��⊕
1≤n≤k

In � � //
⊕

1≤n≤k+1

In

commutent, de sorte que l’on obtient, par passage à la colimite, un morphisme

⊕

m∈N∗

Am →
⊕

n∈N∗

In

qui fournit, par passage au quotient, un morphisme

B →
⊕

n∈N∗

In

où B désigne la réunion des An. L’hypothèse d’injectivité des sommes directes dénombrables d’in-
jectifs permet de prolonger ce morphisme en un morphisme

f : X →
⊕

n∈N∗

In

La proposition 2.1.20 et le caractère tf de X entrâınent que, pour N assez grand, la composée

X
f
−→

⊕

n∈N∗

In ։ IN

est nulle, ce qui implique la nullité de uN (restreindre à AN ). On en déduit la nullité de AN/AN−1,
donc la suite (An) stationne.

Ainsi X est noethérien, d’où la conclusion.

Remarque 2.3.12. Dans [Gab62], chapitre II, § 4, Gabriel donne une description des catégories
localement noethériennes en termes de catégories de foncteurs exacts à gauche : il montre que, si
A est localement noethérienne, A est équivalente à la sous-catégorie pleine de Fct((Anoet)op,Ab)
des foncteurs exacts à gauche. Cela permet souvent de démontrer simplement certains énoncés non
triviaux sur les catégories localement noethériennes.

2.4 Notions duales

Dans cette section, nous présentons des notions « duales » des précédentes. Nous mettons entre
guillemets cet adjectif car les hypothèses de régularité que nous avons faites ne sont pas auto-
duales, de sorte que si la plupart des phénomènes sont analogues aux précédents (c’est pourquoi
nous présentons ces résultats avec beaucoup moins de détails), il faut parfois adapter les hypothèses
sur la catégorie A, ou les démonstrations.

On rappelle également que d’après la proposition 1.3.16, toutes les limites existent dans A.

Définition 2.4.1. Un objet X de A est dit :
– de co-type fini (en abrégé co-tf ) si toute suite décroissante de sous-objets de X d’intersection

nulle stationne ;
– artinien si toute suite décroissante de sous-objets de X stationne.

Notation 2.4.2. Nous désignerons par Acotf et Aart les sous-catégories pleines de A formées
respectivement des objets de co-type fini et artiniens.
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Remarque 2.4.3. 1. Soit A un anneau commutatif (unitaire). C’est un objet artinien de ModA
si et seulement si c’est un anneau artinien au sens usuel du terme. L’objet A de ModA n’est
pas en général un objet co-tf (considérer par exemple l’anneau Z).

2. Dans une catégorie d’espaces vectoriels Ek, un objet est artinien (resp. co-tf) si et seulement
s’il est de dimension finie.

3. Etant donné X ∈ ObA, il y a équivalence entre les énoncés suivants :

(a) l’objet X est artinien ;

(b) toute famille filtrante décroissante de sous-objets de X stationne ;

(c) toute famille non vide de sous-objets de X possède un élément minimal pour l’inclusion.

4. De même, toute famille filtrante décroissante de sous-objets d’un objet tf X de réunion X
stationne (i.e. contient X).

Ces deux dernières assertions, immédiates, sont duales de la remarque 2.1.3.

Proposition 2.4.4. 1. La catégorie Aart est une sous-catégorie épaisse de A.

2. Soit 0→ A
i
−→ X

p
−→ B → 0 une suite exacte de A.

(a) Si X est co-tf, alors A est co-tf.

(b) Si A et B sont co-tf, il en est de même pour X. En particulier, une somme directe finie
d’objets co-tf est co-tf.

3. Un objet de A est artinien si et seulement si tous ses quotients sont co-tf. En particulier, un
objet artinien est co-tf.

Démonstration. Cette proposition élémentaire étant analogue à la proposition 2.1.4, nous nous
contenterons d’établir 2 (a). Soit (Fn) une suite décroissante de sous-objets d’intersection nulle de
X : (Fn ∩A) est une suite décroissante d’objets de A d’intersection nulle, donc pour n assez grand,

Fn ∩ A est nul, ce qui entrâıne que le morphisme Fn →֒ X
p
−→ B, dont nous noterons Gn l’image,

est injectif. Les Gn forment une suite décroissante de sous-objets de B d’intersection nulle, donc
pour n assez grand, Gn = 0, d’où Fn = 0 et la conclusion.

Proposition 2.4.5. L’enveloppe injective d’un objet co-tf est co-tf.

Démonstration. Soient X →֒ I une enveloppe injective d’un objet X de Acotf et (An) une suite
décroissante de sous-objets de I d’intersection nulle. Comme (An ∩X) est une suite décroissante de
sous-objets de X d’intersection nulle, il existe n tel que An ∩X = 0. La composée X →֒ I ։ I/An
est donc injective, ce qui, par définition de l’enveloppe injective, entrâıne que An est nul. Par
conséquent, I est co-tf.

Corollaire 2.4.6. Un objet de A est co-tf si et seulement s’il se plonge dans un injectif co-tf.

Démonstration. Il suffit de combiner les propositions 1.3.14 et 2.4.5.

Proposition 2.4.7. Soient B une catégorie de Grothendieck et F : A → B un foncteur exact et
fidèle.

1. Si X est un objet de A tel que F (X) est artinien dans B, X est artinien dans A.

2. Si F commute aux limites filtrantes et si X est un objet de A tel que F (X) est co-tf, alors X
est co-tf.

3. Supposons que F est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre de B. Si X est
un objet artinien (resp. co-tf) de A, alors F (X) est un objet artinien (resp. co-tf) de B.

La démonstration est entièrement analogue à celle de la proposition 2.1.5.
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Définition 2.4.8. Nous dirons qu’un objet X de A est de co-présentation finie — en abrégé co-pf
s’il existe une suite exacte 0→ X → I → J avec I et J injectifs co-tf.

Plus généralement, si n est un entier positif, nous dirons que X est co-pfn s’il existe une suite
exacte

0→ X → I0 → I1 → · · · → In

où les Ik sont des injectifs tf. On dira que X est co-pf∞ s’il est co-pfn pour tout n ∈ N.

Remarque 2.4.9. Cette définition est équivalente à la définition inductive suivante : les objets co-pf0
sont les objets co-tf, et un objet X est co-pfn pour n ∈ N∗ si et seulement s’il existe un plongement
de X dans un injectif co-tf dont le conoyau est co-pfn−1.

Remarque 2.4.10. Si X est co-pf∞, il possède une résolution injective co-tf, c’est-à-dire qu’il existe
une suite exacte

0→ X → I0 → I1 → · · · → In → · · ·

où les In (n ∈ N) sont des objets injectifs co-tf.

Proposition 2.4.11. Soient 0→ A→ B → C → 0 une suite exacte de A et k ∈ N ∪ {∞}.

1. Si B est co-pfk et A co-pfk+1, alors C est co-pfk.

En particulier, le quotient d’un objet co-tf par un sous-objet co-pf est co-tf.

2. Si A et C sont co-pfk, alors B est co-pfk.

3. Si C est co-pfk et B co-pfk+1, alors A est co-pfk+1.

Démonstration. Établissons d’abord la seconde assertion par récurrence sur k : pour k = 0, c’est un
cas particulier de la proposition 2.4.4. Pour le cas général, on plonge A (resp. C) dans un injectif co-
tf I (resp. J) de manière à ce que I/A (resp. J/C) soit co-pfk−1 (cf. remarque 2.4.9, que l’on utilise
dans toute cette démonstration). En utilisant l’injectivité de I, on peut prolonger le plongement
de A dans I en un morphisme B → I, ce qui fournit un diagramme commutatif (hormis en ce qui
concerne la flèche en pointillé)

0

��

0

��

0

��
0 // A //

��

B //

��yys
s

s
s

s
s C //

��

0

0 // I //

��

I ⊕ J //

��

J //

��

0

0 // I/A //

��

(I ⊕ J)/B //

��

J/C //

��

0

0 0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes (l’exactitude de la dernière ligne résulte du « lemme
3× 3 » — cf. [ML63], ch. XII, § 3, lemme 3.2). Comme I/A et J/C sont co-pfk−1, on en déduit que
(I ⊕ J)/B est également co-pfk−1, ce qui implique que B est co-pfk.

La troisième assertion se déduit de la seconde : on plonge B dans un injectif co-tf I de sorte que
I/B soit co-pfk. On a une suite exacte 0→ C → I/A→ I/B → 0 avec C et I/B co-pfk, donc I/B
est co-pfk, et B est co-pfk+1.

Établissons maintenant la première assertion : on plongeA (resp.B) dans un injectif co-tf I (resp.
J) de sorte que I/A (resp. J/B) soit co-pfk (resp. co-pfk−1). Notons u : B → I un prolongement
du plongement A →֒ I, puis posons K = I ⊕ J : c’est un injectif co-tf. Le plongement B →֒ K dont
la composante sur I est u et la composante sur J le plongement initial a un conoyau Q isomorphe
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à I ⊕ J/B (on a une suite exacte 0→ I → Q → J/B → 0 et I est injectif), qui est co-pfk−1, et la
composée A →֒ B →֒ K a, de même, un conoyau isomorphe à I/A⊕ J , qui est co-pfk. Il suffit pour
conclure d’utiliser la suite exacte 0→ C → K/B → K/A→ 0 et la dernière assertion.

Il existe des propriétés analogues à celles détaillées dans les paragraphes précédents en termes
d’objets pfn sur l’utilisation de foncteurs exacts et l’application à des catégories tensorielles.

Proposition 2.4.12. Soit (Ai)i∈I une famille de catégories de Grothendieck. Un objet (Ai)i∈I
de

∏
i∈I

Ai est artinien (resp. co-tf, co-pfn) si et seulement si les deux conditions suivantes sont

satisfaites :
– pour tout i ∈ I, Ai est un objet artinien (resp. co-tf, co-pfn) de Ai ;
– les Ai sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Proposition 2.4.13. Soient (Ai)i∈I une famille d’objets de A et X un sous-objet co-tf de
∏
i∈I
Ai.

Il existe une partie finie J de I telle que X est isomorphe à un sous-objet de
∏
i∈J

Ai.

La démonstration des deux propositions précédentes et des corollaires qui suivent (le premier
s’appuie sur le fait que A satisfait, d’après le corollaire 1.3.15, l’hypothèse 1.3.12) est laissée au
lecteur.

Corollaire 2.4.14. La catégorie Acotf est essentiellement petite.

Corollaire 2.4.15. Si la catégorie A est très bien échelonnée, tout objet de co-type fini de A est
bien échelonné.

Remarque 2.4.16. En revanche, la notion de classe d’objets bien échelonnés n’étant pas auto-duale,
il n’est pas vrai en général qu’un objet co-tf (ni même artinien) est bien échelonné si A est bien
échelonnée.

Exemple 2.4.17. La sous-catégorie Abnoet est une classe d’objets bien échelonnés de Ab : on sait
déjà qu’elle est épaisse et essentiellement petite (proposition 2.1.4 et corollaire 2.1.9), et elle engendre
Ab, car Z, qui est un anneau, donc un Z-module, noethérien, engendre déjà Ab. Considérons à
présent un nombre premier p et le groupe abélien M = Z[1/p]/Z. Il n’est pas bien échelonné (il n’est
même pas de type fini), mais est artinien. En effet, tous ses sous-groupes stricts sont des groupes
finis Z/pnZ.

Remarque 2.4.18. L’exactitude des limites filtrantes bien échelonnées permet de caractériser, dans
une catégorie très bien échelonnée, le caractère co-tf ou co-pf d’un objet X par l’injectivité ou
la bijectivité de l’application naturelle colimHom (F,X) → hom (lim F,X), où F est un foncteur
d’une petite catégorie filtrante à gauche vers la catégorie C des objets bien échelonnés dont la limite
est un objet de C.

Proposition 2.4.19. Supposons que A et A′ sont deux catégories en bonne dualité. Un objet X de
A est co-tf (resp. artinien, tf, noethérien, pfn, co-pfn) si et seulement si DX est un objet tf (resp.
noethérien, co-tf, artinien, co-pfn, pfn) de A′.

Démonstration. Supposons que (Gn) est une suite croissante de sous-objets de DX , où X est un
objet co-tf de A, de réunion DX dans A′. Comme X est bien échelonné, l’application du foncteur
de dualité D′ aux inclusions Gn →֒ DX fournit des surjections X ։ D′Gn, dont nous noterons Fn
le noyau. Ainsi DX ≃ colimGn, puis X ≃ limD′Gn, d’où l’on déduit la nullité de l’intersection des
Fn (cf. remarque 1.3.6). Par conséquent, il existe n tel que Fn = 0, d’où D′Gn = X et Gn = DX .
Ainsi DX est tf.

Les autres implications de l’énoncé s’obtiennent de manière analogue, ou s’en déduisent, à l’ex-
clusion de l’assertion relative au dual d’un objet pfn, qui découle de la proposition 2.2.9 (combinée
à la remarque 2.2.10. 2) et du lemme ci-après.
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Lemme 2.4.20. On conserve les hypothèses de la proposition 2.4.19.

1. Le dual d’un objet injectif co-tf I de A′ est un objet projectif tf de A.

2. Tout objet tf de A est quotient d’un objet projectif tf.

Démonstration. Comme on sait que I est bien échelonné, la restriction à la classe C d’objets bien
échelonnés de A du foncteur homA(D′I, .) est exacte. D’autre part, ce foncteur commute aux
colimites filtrantes parce que D′I est tf (appliquer ensuite la proposition 2.1.20), d’après ce que
l’on vient de démontrer. Si 0 → A → X → A → 0 est une suite exacte de A, on écrit, comme
dans la démonstration du lemme 2.3.7, X comme colimite filtrante de sous-objets bien échelonnés
Xi, et l’on pose Ai = A ∩ Xi et Bi = im (Xi →֒ X ։ B). On en déduit des suites exactes
0 → homA(D′I, Ai) → homA(D′I,Xi) → homA(D′I, Bi) → 0, ce qui, par passage à la colimite
filtrante, implique l’exactitude de 0 → homA(D′I, A) → homA(D′I,X) → homA(D′I, B) → 0 et
établit la première assertion.

La seconde assertion se déduit de la première via le corollaire 2.4.6.

Remarque 2.4.21. Le lemme montre également qu’un objet tf (dans le cas d’une bonne dualité)
possède une couverture projective (considérer le dual d’une enveloppe injective du dual).

Définition 2.4.22. Nous dirons que A est co-localement artinienne si elle possède un ensemble de
cogénérateurs artiniens.

Exemple 2.4.23. Il est classique que Q/Z est cogénérateur de Ab, d’où l’on déduit par décomposition
primaire que la famille des Z[1/p]/Z, p parcourant l’ensemble des nombres premiers, est également
cogénératrice. Ces groupes abéliens étant artiniens (exemple 2.4.17), la catégorie des groupes abéliens
est co-localement artinienne.

Nous signalons maintenant quelques critères simples pour tester le caractère co-localement ar-
tinien de A. Ce sont des conséquences directes des résultats précédents.

Proposition 2.4.24. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La catégorie A est co-localement artinienne.

2. Il existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet co-tf de A est artinien.

3. Il existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet injectif co-tf de A est artinien.

4. Il existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet co-tf de A est co-pf.

5. Il existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet co-tf de A est co-pf∞.

La proposition 2.4.19 fournit le résultat suivant.

Proposition 2.4.25. Lorsque deux catégories abéliennes sont en bonne dualité, l’une est localement
noethérienne si et seulement si l’autre est co-localement artinienne.

Notation 2.4.26. Nous désignerons K ′
0(A) le groupe de Grothendieck G0(C;A), où C désigne la

sous-catégorie pleine des objets injectifs co-tf de A (il est bien défini grâce au corollaire 2.4.14).

Proposition 2.4.27. Supposons que A et A′ sont des catégories en bonne dualité. Les foncteurs
de dualité induisent un isomorphisme de groupes K ′

0(A) ≃ K0(A′).

Cette propriété découle de la proposition 2.4.19.

2.5 Sous-catégories de Serre stables par colimites

Cette section fournit principalement des préliminaires aux sections 2.6 et 2.7.
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Proposition 2.5.1. Soit C une sous-catégorie de Serre de A. On note C+ la sous-catégorie pleine
de A formée des objets qui sont somme de sous-objets appartenant à C. La catégorie C+ est la plus
petite sous-catégorie de Serre de A qui est stable par colimites et contient C.

Si la sous-catégorie C est épaisse dans A et constituée d’objets de présentation finie, alors C+

est épaisse ; c’est la plus petite sous-catégorie épaisse de A stable par colimites et contenant C.

Démonstration. La stabilité de C+ par sous-objets résulte de la proposition 1.3.5, puisqu’un objet
de C+ est réunion filtrante croissante de sous-objets appartenant à C. La stabilité par quotients est
formelle, de même que la stabilité par sommes directes quelconques de C+. Comme une colimite est
un quotient d’une somme directe, on en déduit la première assertion.

On suppose maintenant C épaisse et constituée d’objets pf. Considérons une suite exacte
0→ Y → X → A→ 0, où A et Y sont des objets de C+.

On commence par montrer que X est objet de C+ dans le cas où A appartient à C. Comme A est
pf, l’application de la proposition 2.2.11 à l’élément de Ext1A(A, Y ) associé à l’extension précédente
fournit un sous-objet B de Y appartenant à C et une extension 0→ B → X ′ → A→ 0 (on a donc
X ′ ∈ Ob C par épaisseur de C) telle qu’il existe un diagramme commutatif

0 // B //
� _

��

X ′ //

��

A // 0

0 // Y // X // A // 0

dans lequel le carré de gauche est cocartésien. Ainsi, X est un quotient de Y ⊕X ′. Comme Y et X ′

sont des objets de C+, il en est de même pour X .
Pour en déduire le cas général, il suffit de noter que si, pour tout sous-objet B de A, on note

XB l’image réciproque de B par la projection X → A, alors X est la réunion filtrante croissante
des XB, où B parcourt l’ensemble des sous-objets de A appartenant à C, objets dont nous venons
de montrer qu’ils sont dans C+. Cela achève la démonstration.

On remarque que, pour la première partie de l’énoncé, on peut affaiblir l’hypothèse en supposant
que C est seulement stable par sous-quotients (mais pas forcément par sommes directes finies).

En revanche, l’exemple 2.6.22 ci-après montre que C+ n’est pas toujours épaisse même si C est
épaisse et constituée d’objets de type fini.

Convention 2.5.2. Dans toute la suite de cette section, C désigne une sous-catégorie de Serre de
A stable par colimites.

Proposition et définition 2.5.3. Étant donné un objet X de A, notons LC(X) la somme des
sous-objets de X appartenant à C.

1. L’objet LC(X) est le plus grand sous-objet de X appartenant à C.

2. Si f : X → Y est un morphisme de A, alors f(LC(X)) ⊂ LC(Y ). Ainsi, LC définit un foncteur
de A vers C.

3. Ce foncteur commute aux colimites et est adjoint à droite au foncteur d’oubli. On l’appelle
foncteur de localisation dans A relativement à C. La coünité de l’adjonction est l’inclusion
LC(X) ⊂ X.

4. Si A est un sous-objet de X, on a LC(A) = LC(X) ∩A.

Démonstration. La stabilité par colimites de C entrâıne que LC(X) est un objet de C, c’est donc
forcément le plus grand sous-objet de X appartenant à C. Comme C est stable par quotients, si
f : X → Y est un morphisme de A, alors f(LC(X)) est un sous-objet de Y appartenant à C, il est
donc inclus dans LC(Y ).

Comme C est une sous-catégorie pleine de A, les considérations précédentes impliquent formel-
lement l’adjonction entre LC et le foncteur d’oubli C → A.

Pour la dernière, on note que LC(A) est un sous-objet de X appartenant à C et contenu dans
A, il est donc inclus dans LC(X)∩A. L’inclusion inverse résulte de ce que LC(X)∩A ⊂ LC(X) est
un objet de C inclus dans A.
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Remarque 2.5.4. Par abus, nous noterons souvent aussi LC l’endofoncteur de A donné par la com-

position A
LC−−→ C

oubli
−−−→ A.

Proposition 2.5.5. La sous-catégorie C est épaisse dans A si et seulement si LC(X/LC(X)) = 0
pour tout objet X de A.

Démonstration. Supposons C épaisse. Soient X un objet de A, Y = LC(X/LC(X)) et Z le produit
fibré de l’inclusion Y →֒ X/LC(X) et de la projection X ։ X/LC(X). On a une suite exacte
0→ LC(X)→ Z → Y → 0, qui montre que Z est un objet de C, par épaisseur de C. Comme LC(X)
est le plus grand sous-objet de X appartenant à C, on en déduit Z = LC(X) et Y = 0.

Réciproquement, supposons que C vérifie LC(X/LC(X)) = 0. Considérons une suite exacte
0 → A → X → B → 0, avec A et B objets de C. Alors LC(X) contient A, de sorte que X/LC(X)
est un quotient de B, donc un objet de C. On en conclut la nullité de X/LC(X), i.e. X ∈ Ob C, d’où
la proposition.

Nous poursuivons cette section par quelques considérations sur les sous-catégories épaisses
stables par colimites, dont l’intérêt est illustré par la proposition 1.4.12.

Notation 2.5.6. Nous désignerons par C la sous-catégorie pleine de A formée des objets X tels
que, pour tout sous-quotient A de X , la nullité de LC(A) entrâıne la nullité de A.

Proposition 2.5.7. La catégorie C est la plus petite sous-catégorie épaisse de A stable par colimites
et contenant C. De plus, C contient tous les objets X de A tels que, pour tout sous-objet strict Y
de X, on a LC(X/Y ) 6= 0.

Démonstration. Comme C est stable par sous-quotients et que LC cöıncide avec l’identité sur C, il
est clair que C contient C. Il est également immédiat que C est stable par sous-quotients.

Montrons la stabilité de C par extensions. Soit 0→ A→ X → B → 0 une suite exacte, où A et B
sont objets de C. Si X ′ est un sous-quotient de X , il existe une suite exacte 0→ A′ → X ′ → B′ → 0
où A′ et B′ sont des sous-quotients de A et B respectivement. Supposons LC(X ′) = 0 : on en déduit
LC(A′) = 0, donc A′ = 0 puisque A ∈ Ob C. Par conséquent, LC(B′) = 0, donc B′ = 0. Finalement
X ′ = 0, ce qui montre que X est objet de C.

Établissons maintenant la stabilité de C par réunions filtrantes croissantes (ce qui implique la
stabilité par toutes les colimites pour une sous-catégorie de Serre). Comme tout sous-quotient d’une
réunion filtrante croissante de sous-quotients d’objets de C est réunion filtrante croissante d’objets
de C (cf. proposition 1.3.5), il suffit de montrer que si X est non nul et réunion filtrante croissante
de sous-objets appartenant à C, alors LC(X) est non nul. Cela résulte de ce que X contient un
sous-objet non nul Y appartenant à C, lequel vérifie LC(Y ) 6= 0.

Supposons enfin que D est une sous-catégorie épaisse de A stable par colimites et contenant C.
On montre que siX est un objet de A tel que pour tout sous-objet strict Y deX , on a LC(X/Y ) 6= 0,
alors X est objet de D. En effet, on a LD(X/LD(X)) = 0 d’après la proposition 2.5.5. Comme D
contient C, on en déduit LC(X/LD(X)) = 0, donc X/LD(X) = 0, soit X ∈ ObD. Cela termine la
démonstration.

Proposition 2.5.8. Soit X un objet de A. Notons c(X) la classe des objets A de A tels que
Ext∗(A,X) = 0, et e(X) la sous-catégorie pleine de A formée des objets dont tous les sous-objets
sont dans c(X).

1. Si dans une suite exacte 0 → A → B → C → 0, deux des trois objets A, B, C sont dans
c(X), il en est de même pour le troisième.

2. La sous-catégorie e(X) est épaisse dans A.

3. La classe c(X) est stable par colimites filtrantes.

4. La sous-catégorie e(X) est stable par colimites.
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Démonstration. Le premier point provient de la suite exacte longue de cohomologie, il entrâıne le
troisième. Le second se déduit du théorème 4.2 de [Jen72] (énoncé dans des catégories de modules,
ce résultat n’utilise en fait que l’hypothèse 1.3.4 et l’existence d’assez d’injectifs, conditions qui sont
vérifiées dans A) ; il implique le dernier par épaisseur de e(X) (qui permet de ne considérer que des
réunions filtrantes croissantes) et la proposition 1.3.5.

Les propositions 2.5.7 et 2.5.8 ont l’utile conséquence suivante.

Corollaire 2.5.9. Soit B une sous-catégorie épaisse de A. Tout objet B-parfait de A est B+-parfait.

Nous terminons cette section en introduisant des généralisations du foncteur LC qui permettent
de retrouver la plus petite sous-catégorie épaisse de A contenant C.

Définition 2.5.10. Etant donné un entier n, on définit Cn comme étant la sous-catégorie pleine
de A formée des objets X possédant une filtration

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = X

telle que chaque quotient Fi/Fi−1 appartienne à C. Ainsi Cn est réduite à l’objet nul pour n ≤ 0, et
C1 = C.

On constate que la réunion des sous-catégories Cn est la plus petite sous-catégorie épaisse de A
contenant C.

Proposition et définition 2.5.11. Pour tout n ∈ Z, Cn est une sous-catégorie de Serre de A
stable par colimites. De plus, les foncteurs LCn

peuvent se définir inductivement à partir de LC via
la relation LCn+1(X)/LCn

(X) = LC(X/LCn
(X)).

Démonstration. On définit par récurrence une suite d’endofoncteurs (Ln) de A tels que pour tout
X ∈ ObA, (Ln(X)) est une suite croissante de sous-objets de X , par Ln = 0 si n ≤ 0 et
Ln+1(X)/Ln(X) = LC(X/Ln(X)).

On montre que Cn est une sous-catégorie de Serre stable par colimites et que Ln = LCn
, par

récurrence sur l’entier n. Pour n ≤ 0, il n’y a rien à faire.
On suppose le résultat établi pour Cn et l’on note C′ la sous-catégorie pleine de A formée des

objets X tels que Ln+1(X) = X . Il est clair que C′ est incluse dans Cn+1. Pour établir l’inclusion
inverse, soit X un objet de Cn+1 : il existe une suite exacte 0 → A → X → C → 0, où C est un
objet de C et A un objet de Cn. Par conséquent, Ln(X) contient A, et X/Ln(X) est un quotient de
C, donc appartient à C, de sorte que LC(X/Ln(X)) = X/Ln(X), i.e. Ln+1(X) = X .

SoientX un objet de C′ et A un sous-objet deX . Comme Ln(A) = Ln(X)∩A grâce à l’hypothèse
de récurrence et à la proposition 2.5.3, A/Ln(A) est un sous-objet de X/Ln(X) qui appartient à
C puisque X appartient à C′. Donc LC(A/Ln(A)) = A/Ln(A), ce qui implique Ln+1(A) = A,
i.e. A ∈ Ob C′. Comme Ln(X)/Ln(A) est un sous-objet de Ln(X/A) (Ln est exact à gauche),
(X/A)/(Ln(X/A)) est un quotient de X/Ln(X), donc par le même argument, X/A ∈ ObC′. Enfin,
Ln commutant aux sommes directes quelconques (car il en est ainsi pour LC), C′ est stable par
sommes directes quelconques. C’est donc une sous-catégorie de Serre de A stable par colimites.

Il reste à établir l’égalité Ln+1 = LC′ . Pour tout objet X de A, Ln+1(X) est un sous-objet de X
appartenant à C′, il est donc inclus dans LC′(X). Pour l’autre inclusion, noter que Ln+1(LC′(X)) =
LC′(X) (par définition de C′) est inclus dans Ln+1(X). En effet, Ln+1 préserve les injections :
l’hypothèse de récurrence montre que Ln+1/Ln les préserve (une chasse au diagramme montre que
le conoyau d’un monomorphisme entre foncteurs exacts à gauche préserve les injections), d’où l’on
déduit le résultat par une autre chasse au diagramme (une extension de deux foncteurs préservant
les injections préserve les injections).

Remarque 2.5.12. Notons D = (
⋃
n∈N

Cn)+. Alors LD(X) =
⋃
n∈N

LCn
(X) pour tout objet X .
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2.6 Objets finis

Définition 2.6.1. Un objet X de A est dit :
– simple s’il est non nul et ne possède aucun sous-objet strict non nul ;
– de longueur finie, ou fini s’il existe n ∈ N et une filtration finie

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = X

telle que les quotients Fi/Fi−1 sont simples pour tout 1 ≤ i ≤ n (une telle filtration s’appelle
une suite de composition de X). Le plus petit entier n qui convient s’appelle alors la longueur
de X , elle sera notée lg(X).

Notation 2.6.2. Nous noterons S(A) un système fondamental de représentants des objets simples
de A (modulo l’isomorphie) et Af la sous-catégorie pleine des objets finis de A.

Remarque 2.6.3. 1. La catégorie Af est la plus petite sous-catégorie épaisse de A contenant tous
les objets simples (cf. remarque 1.4.3.6).

2. La catégorie Ek des k-espaces vectoriels possède un unique objet simple (à isomorphisme près),
à savoir k. Ainsi les espaces vectoriels de longueur finie sont les espaces vectoriels de dimension
finie, de sorte que la notation Efk introduite au chapitre 1, section 1.1 est compatible avec la
convention générale ici adoptée pour les objets finis.

3. Plus généralement, si A est un anneau commutatif, les A-modules simples sont les modules
isomorphes à A/m, où m est un idéal maximal de A.

4. En particulier, les groupes abéliens de longueur finie sont exactement les groupes abéliens finis
au sens ensembliste.

5. Tout morphisme non nul dont la source est simple est un monomorphisme ; tout morphisme
non nul dont le but est simple est un épimorphisme. En particulier, si S et S′ sont deux
éléments distincts de S(A), on a hom(S, S′) = 0, et l’anneau EndS est un corps (non com-
mutatif en général).

Lemme 2.6.4. Soit X un objet non nul de type fini de A. Il existe un épimorphisme de X sur un
objet simple.

Démonstration. Soit E l’ensemble des sous-objets stricts de X , ordonné par l’inclusion. Il est non
vide car X est non nul. Il est inductif car la réunion filtrante croissante d’une famille de sous-objets
stricts de X est distincte de X puisque cet objet est tf. Le lemme de Zorn fournit donc un élément
maximal A de E, et X/A est un quotient simple de X .

On établit de la même façon le résultat suivant.

Proposition 2.6.5. Tout objet co-tf non nul de A possède un sous-objet simple.

Proposition 2.6.6. Un objet de A est fini si et seulement s’il est artinien et noethérien.

Démonstration. Il est clair qu’un objet simple est artinien et noethérien. Comme Aart et Anoet sont
des sous-catégories épaisses de A, on en déduit que tout objet fini est artinien et noethérien.

Réciproquement, soit X un objet artinien et noethérien. Supposons X infini : il existe alors
un sous-objet infini minimal Y dans X (puisque X est artinien). Comme Y est tf (car X est
noethérien) et non nul, il existe un épimorphisme de X sur un objet simple (lemme 2.6.4), dont
nous noterons N le noyau : N est un sous-objet strict de Y , et il est infini, car sinon la suite exacte
0 → N → Y → S → 0 entrâınerait la finitude de Y . Cette contradiction avec la minimalité de Y
achève la démonstration.

Remarque 2.6.7. Un objet dont l’ensemble des sous-objets est fini est forcément fini. La réciproque
est erronée — considérer un espace vectoriel de dimension finie strictement supérieure à 1 sur un
corps infini, par exemple.
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En revanche, si les corps d’endomorphismes des objets simples de A sont finis, l’ensemble des
sous-objets d’un objet fini est fini. Dans le cas où les simples n’ont pas d’endomorphismes non
triviaux, le nombre de sous-objets d’un objet fini de longueur n est compris entre n + 1 (atteint
pour un objet fini unisériel — i.e. dont la suite de composition est unique) et le cardinal de l’ensemble
des sous-espaces vectoriels du F2-espace vectoriel F2

⊕n (atteint pour la somme directe de n copies
d’un objet simple).

Remarque 2.6.8. Un objet fini n’est pas forcément de présentation finie (c’est cependant le cas
dans une catégorie localement noethérienne d’après la proposition 2.3.2). Considérons par exemple
un corps commutatif k et la k-algèbre A = k[X1, X2, . . . , Xn, . . . ] des polynômes en une infinité
dénombrable de variables sur k. Le A-module k (l’action d’un polynôme P étant donnée par la
multiplication par P (0)) est simple, mais il n’est pas pf. En effet, le noyau de l’épimorphisme
d’augmentation A ։ k (donné par P 7→ P (0)) est l’idéal I engendré par les Xi, qui n’est pas de
type fini ; il suffit ensuite d’appliquer la proposition 2.2.3.

La remarque précédente amène à introduire deux hypothèses (duales) évitant certaines patho-
logies.

Hypothèse 2.6.9. Tout objet simple de A est pf (tous les objets finis sont alors pf).

Hypothèse 2.6.10. Tout objet simple de A est co-pf (tous les objets finis sont alors co-pf).

La proposition 2.6.6 implique en particulier que Af est essentiellement petite (par le corol-
laire 2.1.9), donc que S(A) est un ensemble. Cela permet d’introduire la notation suivante.

Notation 2.6.11. Le groupe de Grothendieck G0(Af ;A) sera noté Gf0 (A).

Proposition 2.6.12. Le morphisme de groupes abéliens Z[S(A)]→ Gf0 (A) envoyant le générateur

[S] de Z[S(A)] sur le générateur [S] de Gf0 (A) est un isomorphisme de groupes abéliens. De plus,

l’image réciproque d’un générateur canonique [X ] de Gf0 (A) par cet isomorphisme est un élément
positif de Z[S(A)] (muni de l’ordre compatible avec sa structure de groupe pour lequel les générateurs
canoniques sont positifs), et elle s’envoie sur lg(X) par le morphisme de groupes Z[S(A)] → Z
associant 1 aux générateurs canoniques.

Cette propriété classique, que nous admettrons (cf. [Ben91], ch. I, § 1 par exemple pour une
démonstration dans le cas des modules ; le cas général n’est pas différent), est équivalente au fait
que deux suites de composition d’un objet fini font apparâıtre, à isomorphisme et à l’ordre des
facteurs près, les mêmes sous-quotients simples (comptés avec multiplicité).

Notation 2.6.13. Soit X un objet fini de A ; nous écrirons la décomposition de [X ] dans Gf0 (A)
sous la forme

[X ] =
∑

S∈S(A)

mS(X)[S].

L’entier (positif) mS(X) est appelé multiplicité de S dans X . On dit que S ∈ S(A) est facteur de
composition de X si mS(X) > 0 ; on dit que c’est un facteur de composition simple si mS(X) = 1,
multiple si mS(X) > 1.

Remarque 2.6.14. Dans nombre de cas usuels où A est munie d’une structure tensorielle exacte, le
produit tensoriel de deux objets finis est fini, ce qui permet de munirGf0 (A) d’une structure d’anneau
commutatif (si l’unité n’est pas un objet fini, on peut ajouter formellement une unité). En revanche,
il est exceptionnel que le produit tensoriel de deux objets simples reste simple, et la détermination
de la loi multiplicative sur Gf0 (A) peut s’avérer très difficile même lorsque la structure de groupe
abélien est bien connue. Cette situation se rencontre dans la catégorie tensorielle (ModA,⊗

k
), où A

est une algèbre sur un corps commutatif k qui est de dimension finie comme k-espace vectoriel ; le
cas particulier le plus important est fourni par la théorie des représentations des groupes finis.
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Proposition 2.6.15. Soient B une catégorie de Grothendieck et F : A → B un foncteur exact.

1. Supposons F fidèle. Si X est un objet de A tel que F (X) est fini dans B, alors X est fini
dans A. De plus, lg(X) ≤ lg(F (X)).

2. Supposons que F est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre de B. Si X est un
objet fini de A, alors F (X) est un objet fini de B, et lg(F (X)) ≤ lg(X) (il y a donc égalité si
F est de plus fidèle).

Démonstration. Dans le premier cas, on sait que X est noethérien et artinien par les proposi-
tions 2.1.5 et 2.4.7, donc fini (proposition 2.6.6). Si l’on applique le foncteur F à une suite de
composition de X , on obtient une filtration de F (X) de longueur lg(X) dont les quotients sont non
nuls (par exacte fidélité de F ), ce qui prouve que la longueur de F (X) est au moins égale à celle
de X .

Pour la seconde assertion, on commence par remarquer que si S est un objet simple de A tel que
F (S) est non nul, alors F (S) est simple. En effet, considérons un monomorphisme j : B →֒ F (S)
dans B avec A non nul : comme l’image de F est une sous-catégorie de Serre, il existe un objet A de
A tel que F (A) ≃ B. Vu que F est plein, il existe un morphisme i : A→ S tel que F (i) ≃ j. Puisque
i est, comme j, non nul, ce morphisme est surjectif (S est simple), donc F (i) = j est surjectif par
exactitude de F , ce qui entrâıne que j est un isomorphisme. Ainsi F (S) est simple, ce qui prouve
la seconde assertion pour un objet X de longueur 1 ; le cas général s’en déduit par récurrence sur
la longueur.

Définition 2.6.16. Un objet X de A est dit :
– localement fini — en abrégé lf — s’il est réunion d’un ensemble filtrant croissant de sous-objets

finis.
– co-localement fini — en abrégé co-lf — s’il existe un ensemble filtrant décroissant de sous-

objets co-finis de X (i.e. tels que le quotient de l’inclusion canonique est fini) d’intersection
nulle.

Notation 2.6.17. Nous désignerons par Alf (resp. Acolf ) la sous-catégorie pleine de A formée des
objets lf (resp. co-lf).

Ainsi Alf égale (Af )+, avec les notations de la proposition 2.5.1, qui fournit le résultat suivant.

Proposition 2.6.18. Alf est une sous-catégorie de Serre de A stable par colimites. Elle est épaisse
lorsque l’hypothèse 2.6.9 est satisfaite.

Remarque 2.6.19. Alf est donc une catégorie abélienne possédant des colimites et vérifiant 1.3.4 ;
elle a de plus, par définition, un ensemble de générateurs noethériens, à savoir S(A). C’est donc
une catégorie localement noethérienne.

Remarque 2.6.20. L’exemple 2.6.22 montrera que sans hypothèse, Alf n’est pas toujours épaisse
dans A.

Proposition 2.6.21. Un objet tf et lf est fini.

Démonstration. Un objet lf est réunion filtrante croissante de ses sous-objets finis, s’il est tf, il est
égal à l’un d’entre eux.

Exemple 2.6.22. Conservons les notations de la remarque 2.6.8. Tout A-module sur lequel l’idéal
d’augmentation I agit trivialement est lf. En effet, un tel module est un k-espace vectoriel, c’est
donc une somme de copies du A-module simple k. Par exemple, le A-module I/I2 est lf ; il n’est en
revanche pas fini (sinon ce serait un k-espace vectoriel de dimension finie, or la famille des images
des indéterminées Xi dans I/I2 est k-libre).

Le A-module A/I2 n’est pas lf, car sinon il serait fini d’après la proposition 2.6.21, ce qui
impliquerait que le sous-module I/I2 de A/I2 est fini.
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On constate maintenant que l’on a une suite exacte

0→ I/I2 → A/I2 → k → 0

dans laquelle I/I2 est lf, k est fini, donc a fortiori lf, et A/I2 n’est pas lf. Ainsi (ModA)lf n’est pas
une sous-catégorie épaisse de ModA.

Nous énonçons, pour finir cette section, les résultats « duaux » des propositions 2.6.18 et 2.6.21,
ainsi que le comportement des notions introduites sous l’effet d’une bonne dualité, dont nous laissons
la démonstration au lecteur.

Proposition 2.6.23. Acolf est une sous-catégorie de Serre de A stable par limites.

Proposition 2.6.24. Un objet co-tf et co-lf est fini.

Proposition 2.6.25. Supposons que A et A′ sont deux catégories abéliennes en bonne dualité.

1. Le dual d’un objet simple (resp. fini) de A est un objet simple (resp. fini) de A′.

2. Les foncteurs de dualité induisent des isomorphismes réciproques l’un de l’autre entre Gf0 (A)

et Gf0 (A′).

3. Le dual d’un objet localement fini de A est un objet co-localement fini de A′.

4. Le dual d’un objet bien échelonné co-localement fini de A est un objet localement fini de A′.

2.7 Objets semi-simples

Proposition et définition 2.7.1. Étant donné un objet X de A, les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. L’objet X est isomorphe à la somme directe d’une famille d’objets simples de A.

2. L’objet X est somme d’une famille de sous-objets simples.

3. Tout sous-objet de X est facteur direct et X est localement fini.

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que X est un objet semi-simple de A.
Si de plus tous les sous-objets simples de X sont isomorphes à un même objet S, nous dirons

que X est semi-simple isotypique de type S.

Démonstration. Supposons la deuxième hypothèse satisfaite et notons (Si)i∈I une famillle de sous-
objets simples de X de somme X . Nous allons montrer que, pour tout sous-objet A de X , il existe
une partie J de I telle que X soit la somme directe de A et des Si pour i ∈ J . Pour cela, on
considère l’ensemble E, ordonné par inclusion, des parties J de I telles que les sous-objets A et
Si (i ∈ J) soient en somme directe. Il est non vide (il contient ∅) et inductif. En effet, grâce à la
proposition 1.3.5 et à la proposition 8.12 de [Pop73] (§ 2.8), qui montrent qu’une famille de sous-
objets de X est en somme directe si et seulement s’il en est de même pour toutes ses sous-familles
finies, l’hypothèse 1.3.4 assure que E est stable par réunion filtrante croissante. Le lemme de Zorn
fournit alors un élément maximal J dans E. Notons Y la somme de A et des Si (i ∈ J) : pour tout
j ∈ I, l’intersection de Sj et de Y est non nulle, car sinon A et les Si (i ∈ J ∪ {j}) seraient en
somme directe, contredisant la maximalité de J . Comme Sj est simple, cela entrâıne Y ⊃ Sj pour
tout j ∈ I, donc Y = X .

Cela implique que si la deuxième hypothèse est satisfaite, il en est de même pour la première
(prendre A = 0) et la dernière. Comme la première implique la seconde, il suffit de montrer que la
dernière implique la seconde.

Supposons que X vérifie 3. Notons Y la somme des sous-objets simples de X . Par hypothèse, il
existe un sous-objet Z de X tel que X = Y ⊕ Z. Si Z était non nul, il contiendrait un sous-objet
simple S, puisque Z est, comme X , localement fini. Cela entrâınerait S ⊂ Y ∩Z = 0, contradiction
qui montre que Y égale X et achève la démonstration.
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Remarque 2.7.2. On peut affaiblir, dans la troisième assertion, l’hypothèse de finitude locale de X .
Nous n’aurons pas usage de ces raffinements.

Notation 2.7.3. Nous noterons Ass la sous-catégorie pleine des objets semi-simples de A ; si S est
un élément de S(A), nous noterons AssS la sous-catégorie pleine des objets semi-simples isotypiques
de type S.

Proposition 2.7.4. La catégorie Ass est une sous-catégorie de Serre de A stable par colimites ; il
en est de même pour AssS , où S ∈ S(A).

Démonstration. La première caractérisation des objets semi-simples montre qu’une somme directe
quelconque de tels objets est encore semi-simple. La dernière montre que si X est semi-simple et
Y est un sous-objet de X , Y est semi-simple (Y est comme X localement fini, et si A′ est un
supplémentaire dans X d’un sous-objet A de Y , A′ ∩ Y est un supplémentaire de A dans Y ), de
même que X/Y (qui est isomorphe à un sous-objet de X). Cela montre la proposition pour ce qui
concerne Ass ; le cas isotypique s’en déduit aussitôt.

Proposition 2.7.5. Les catégories Ass et
∏

S∈S(A)

EEndS sont équivalentes. Plus précisément, les

foncteurs suivants sont des équivalences réciproques l’une de l’autre :

Ass →
∏

S∈S(A)

EEndS

de composantes données par homA(S, .) (on note que homA(S,X) est un EndS-espace vectoriel à
droite naturellement en l’objet X de A), et

∏

S∈S(A)

EEndS → A
ss

donné sur les objets par

(VS)S∈S(A) 7→
⊕

S∈S(A)

VS ⊗
EndS

S

et défini de façon analogue sur les morphismes.
Dans ces équivalences, AssS ≃ EEndS.

Cette propriété (qui se déduit aisément de la propostion 2.7.1) est établie dans [Pop73], § 5.2.

Remarque 2.7.6. Le produit tensoriel qui apparâıt dans le second foncteur est défini de façon ana-
logue à la définition 1.6.14 ; EEndS → A E 7→ E ⊗

EndS
S est un foncteur qui à un espace vectoriel

de dimension n associe la somme directe de n copies de S. Nous renvoyons à [Pop73], § 3.7 pour
plus de détails à ce sujet.

Proposition 2.7.7. Un objet tf (resp. co-tf) et semi-simple de A est fini.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 2.7.5, et des propositions 2.1.6
et 2.4.12 combinées respectivement aux remarques 2.1.3 et 2.4.3 sur la (co)-type finitude dans une
catégorie d’espaces vectoriels.

Remarque 2.7.8. Le cas « tf » de la proposition résulte aussi directement de la proposition 2.6.21 ;
en revanche, le cas « co-tf » est moins formel (et nécessite l’emploi des hypothèses de régularité
sur A).

Nous appliquons maintenant les constructions de la section 2.5 à la sous-catégorie de Serre stable
par colimites Ass.

Définition 2.7.9 (Socle). Le socle est le foncteur LAss : A → Ass. Il est noté soc. Plus généralement,
étant donné n ∈ N, le n-ième socle itéré est le foncteur socn = LAss

n
: A → Assn .
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La proposition suivante est une conséquence directe des considérations précédentes.

Proposition 2.7.10. Le foncteur soc s’identifie à

⊕

S∈S(A)

hom (S, .) ⊗
EndS

S.

On s’intéresse maintenant à la catégorie Ass en relation avec les notions de finitude que nous
avons introduites précédemment. On note que Ass est aussi la plus petite sous-catégorie épaisse de
A stable par colimites et contenant Af ; en particulier, Alf est incluse dans Ass, et lui est égale
lorsque l’hypothèse 2.6.9 est satisfaite (par la proposition 2.5.1) — donc en particulier lorsque A
est localement noethérienne.

Proposition 2.7.11. Un objet noethérien X de A qui appartient à Ass est fini.

Démonstration. En effet, étant noethérien, X possède un sous-objet fini maximal F . Alors X/F ne
contient aucun objet fini non nul (car Af est épaisse dans A), donc aussi aucun objet semi-simple
non nul, ce qui entrâıne, par définition de Ass, que X/F est nul. Ainsi X est fini.

Proposition 2.7.12. Tout objet artinien de A appartient à Ass.

Démonstration. Comme tout sous-quotient d’un objet artinien est artinien, il suffit de montrer
qu’un objet artinien non nul contient un objet fini non nul. Cela résulte de la proposition 2.6.5.

Proposition 2.7.13. Soit X un objet de A.

1. Si X est co-tf, tout sous-objet A de X tel que A ∩ socX = 0 est nul. De plus, socX est fini.

2. Si X est un objet de Ass (en particulier, si X est localement fini) et que socX est fini, alors
X est co-tf.

3. Supposons que l’une des conditions suivantes est vérifiée.

(a) L’objet X est artinien.

(b) L’objet X est co-tf et A satisfait l’hypothèse 2.6.10.

Alors socn(X) est fini pour tout entier n.

Démonstration. Le début de la première assertion résulte de la proposition 2.6.5, puisque si A est
un sous-objet de l’objet co-tf X , alors A est co-tf, et A ∩ socX = socA. La fin découle de la
proposition 2.7.7 et de ce qu’un sous-objet d’un objet co-tf est co-tf.

Supposons à présent que X est un objet de Ass de socle fini. Si (An) est une suite décroissante
d’intersection nulle de sous-objets de X , alors (An ∩ socX) est une suite décroissante d’intersection
nulle de l’objet fini socX , donc il existe un entier n tel que An∩socX = 0, doncAn = 0 par définition
de Ass. Cela montre que X est co-tf, d’où le troisième point (on notera que cette démonstration
est identique à celle de la proposition 2.4.5).

La dernière assertion s’établit par récurrence sur n : supposons que socn(X) est fini. Alors
X/socn(X) est artinien si X l’est, et est co-tf si X est co-tf et que A satisfait l’hypothèse 2.6.10
(utiliser la proposition 2.4.11). Donc soc (X/socn(X)) = socn+1(X)/socn(X) est fini (utiliser la
deuxième assertion), ce qui prouve que socn+1(X) est fini et achève la démonstration.

Remarque 2.7.14. Un objet noethérien a toujours un socle fini. Il n’en est pas forcément de même
pour un objet tf.

Exemple 2.7.15. Reprenons les notations de l’exemple 2.6.22. Le A-module tf M = A/I2 a pour
socle I/I2, qui est infini. On notera également que l’on a M = soc2(M), ce qui montre que la
proposition 2.7.11 ne se généralise pas aux objets tf appartenant à Ass.

La proposition précédente rend naturelle la considération de l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2.7.16. Les objets co-tf de A appartiennent à Ass.
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On constate que cette hypothèse est toujours vérifiée lorsque A est localement noethérienne en
vertu de la proposition 2.7.12.

Corollaire 2.7.17. Soient X un objet de A et n ∈ N ∪ {∞}.
– Si X est co-pfn, alors ∑

S∈S(A)

dimEndS Extk(S,X) <∞

pour tout entier k ≤ n.
– La réciproque est vraie si X appartient à Ass et que l’hypothèse 2.7.16 est satisfaite.

Démonstration. Le cas n = 0 découle de la description du foncteur soc donnée dans la propo-
sition 2.7.10 (qui montre que la condition de l’énoncé équivaut à la finitude de socX) et de la
proposition 2.7.13. Le cas général s’en déduit par récurrence en appliquant la proposition 2.4.9.

Corollaire 2.7.18. Soient I un objet injectif et S un objet simple de A. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. L’enveloppe injective de S est (isomorphe à) I.

2. L’objet I est co-tf et soc I ≃ S.

3. L’objet I est indécomposable et S se plonge dans I.

Démonstration. La première assertion entrâıne que I est co-tf en vertu de la proposition 2.4.5 ;
la définition de l’enveloppe injective montre d’autre part qu’un sous-objet non nul de I rencontre
toujours S, ce qui montre que le socle de I est réduit à S.

La seconde assertion entrâıne que I est indécomposable grâce à la proposition 2.7.13 (si
I = J ⊕K, l’un des deux objets J et K ne rencontre pas S, donc il est nul).

Enfin, la troisième assertion entrâıne la première, car si J est une enveloppe injective de S, le
plongement S →֒ I se prolonge (par injectivité de I) en un plongement (par définition de l’enveloppe
injective) J →֒ I, qui fait de J un facteur direct de I (par injectivité de J), indécomposable, d’où
J ≃ I. Cela achève la démonstration.

Corollaire 2.7.19. Les groupes abéliens K ′
0(A) et Gf0 (A) sont canoniquement isomorphes. Plus

précisément, les morphismes donnés par

K ′
0(A)→ Gf0 (A) [I] 7→ [soc I]

et
Gf0 (A)→ K ′

0(A) [F ] 7→ [IF ]

où IF désigne une enveloppe injective de F sont des isomorphismes réciproques l’un de l’autre.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 2.6.12, du corollaire 2.7.18 et du
fait que si I et I ′ sont des enveloppes injectives de A et A′ respectivement, alors I ⊕ I ′ est une
enveloppe injective de A⊕A′.

Remarque 2.7.20. Dans le cas où A est munie d’une structure tensorielle qui induit une structure
d’anneau sur les groupes de Grothendieck considérés, l’isomorphisme du corollaire n’est pas en
général un isomorphisme d’anneaux.

Définition 2.7.21 (Radical, cosocle). Le radical d’un objet X de A est l’intersection des sous-
objets stricts maximaux M de X (i.e. des sous-objets M de X tels que X/M est simple) ; on la
note radX . Plus généralement, si n est un entier, le n-ième radical itéré de X , noté radn(X) est
défini par récurrence par radn(X) = X si n ≤ 0 et radn(X) = rad (radn−1(X)) sinon.

Le cosocle de X est le quotient cosocX = X/radX ; plus généralement, son n-ième cosocle itéré
est cosocn(X) = X/radn(X).

On dit que X est sans radical si radX = 0.
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Proposition 2.7.22. 1. Un objet de A est sans radical si et seulement s’il se plonge dans un
produit d’objets simples.

2. Un objet semi-simple est sans radical.

3. Un objet co-tf et sans radical est semi-simple fini.

4. Si A est très bien échelonnée, alors tout objet bien échelonné sans radical de A est semi-
simple.

5. Pour tout objet X de A, cosocX est le plus grand quotient sans radical de X. Cela permet
de voir cosoc comme un foncteur de A vers la sous-catégorie des objets sans radical, qui est
une sous-catégorie de Serre stable par limites. Ce foncteur est adjoint à gauche au foncteur
d’oubli.

6. Si X est un objet de type fini de A, alors cosocX est fini, et est nul seulement si X est nul.

Démonstration. Soit X un objet de A ; notons M (resp. C) l’ensemble des sous-objets maximaux
(resp. cofinis) de X . Si X est sans radical, le morphisme évident

X →
∏

M∈M

X/M (2.3)

est injectif, de sorte que X se plonge dans un produit d’objets simples.
Réciproquement, si X est un sous-objet du produit d’une famille (Si)i∈I d’objets simples, notons

Mi = A ∩
∏

j∈I\{i}

Sj .

Alors soit Mi = A, soit Mi ∈M, de sorte que

radX ⊂
⋂

i∈I

Mi ⊂
⋂

i∈I

( ∏

j∈I\{i}

Sj

)
= 0.

La proposition 2.4.13 montre qu’un objet sans radical et co-tf se plonge dans un produit fini
d’objets simples, c’est-à-dire un objet semi-simple fini.

Supposons maintenant que A est très bien échelonnée et que X est sans radical. Comme le
produit apparaissant dans (2.3) est naturellement isomorphe à la limite filtrante des quotients X/C,
C décrivant l’ensemble ordonné (par inclusion) C (observer que si M et M ′ sont deux éléments
distincs de M, alors le morphisme évident X/(M ∩M ′)→ X/M ×X/M ′ est un isomorphisme, et
que C est l’ensemble des intersections finies d’éléments de M), l’hypothèse d’exactitude des limites
filtrantes bien échelonnées montre que le monomorphisme (2.3) est un isomorphisme. Il suffit alors
d’appliquer la proposition 1.5.3 pour voir que X est semi-simple.

La fin de la proposition s’obtient par des arguments formels duaux de ceux de la section 2.5.

Remarque 2.7.23. L’exemple du groupe abélien Z illustre qu’un objet noethérien sans radical n’est
pas nécessairement semi-simple. Cela montre qu’il n’existe aucune classe d’objets bien échelonnés
dans Ab qui en fasse une catégorie très bien échelonnée.

On peut naturellement tirer de la proposition 2.7.22 des conséquences analogues à celles de la
proposition 2.7.13 ; nous nous bornerons à indiquer les liens entre socle et cosocle en situation de
bonne dualité.

Corollaire 2.7.24. Supposons que A et A′ sont deux catégories abéliennes en bonne dualité.

1. Il existe des isomorphismes socn(DX) ≃ D(cosocnX) et cosocn(DX) ≃ D(socnX) naturels
en l’objet bien échelonné X de A.

2. Un objet projectif de A est de type fini si et seulement si son cosocle est fini.

3. Les groupes abéliens K0(A) et Gf0 (A) sont canoniquement isomorphes, les isomorphismes
étant induits par le cosocle et la couverture projective.

Ce résultat se déduit des propositions précédentes et des résultats de la section 2.4 concernant
les catégories en bonne dualité.
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2.8 Notions de finitude et catégories quotients

2.8.1 Généralités

Proposition 2.8.1. Soit C une sous-catégorie épaisse de A. L’image d’un objet noethérien (resp.

artinien) de A par le foncteur canonique A
π
−→ A/C est noethérienne (resp. artinienne).

Démonstration. Soient X un objet noethérien de A et (An)n∈N une suite de sous-objets de X telle
que la suite (π(An)) de sous-objets de π(X) est croissante. La famille des sommes des sous-familles
finies non vides de (An) étant filtrante croissante dans X , elle stationne : il existe une partie finie
non vide P de N telle que An ⊂

∑
k∈P

Ak pour tout n ∈ N. On en déduit par application du foncteur

exact π l’inclusion π(An) ⊂
∑
k∈P

π(Ak) = π(Am) dans A/C pour tout n ∈ N, où m désigne le

plus grand élément de P . Cela montre que la suite (π(An)) stationne. On en conclut que π(X) est
noethérien par application de la remarque 1.4.8.

Le cas artinien se traite de façon similaire.

Corollaire 2.8.2. Supposons que A est localement noethérienne et que C est une sous-catégorie
épaisse de A stable par colimites filtrantes. Alors A/C est localement noethérienne.

Ce résultat découle de la proposition précédente et de la commutation du foncteur canonique
aux colimites dans le cas considéré. Dans [Gab62], ch. III, § 4 (cor. 1), est également établi que,
sous les hypothèses du corollaire, le foncteur section commute aux colimites filtrantes.

En revanche, l’image par le foncteur canonique d’un objet tf n’est pas en général tf, même lorsque
la sous-catégorie épaisse considérée est stable par colimites.

Exemple 2.8.3. Reprenons l’exemple de la remarque 2.6.8 ; notons N la sous-catégorie pleine de
ModA formée des modules M tels que pour

∀x ∈M ∀i ∈ N∗ ∃n ∈ N (Xi)
n.x = 0.

On vérifie aussitôt que N est épaisse et stable par colimites. Cependant, le foncteur canonique
ModA → ModA/N ne conserve pas les objets tf. En effet, l’image Ā du A-module A n’est pas
tf. Pour le voir, on considère la suite croissante d’idéaux (Jk)k∈N∗ donnée par Ji = (X1, . . . , Xi).
D’une part, la réunion des images J̄i des Jk dans ModA/N est égale à Ā, car la réunion des Ji est
l’idéal I, et A/I ≃ k est un objet de N . D’autre part, la suite (J̄k) ne stationne pas, car le quotient
Ji/Ji−1 est isomorphe au A-module Xi.k[Xi] (où l’action de Xn est triviale pour n 6= i), qui n’est
jamais un objet de N , l’action de (Xi)

n sur l’élément Xi de ce module n’étant nulle pour aucune
valeur de n.

Proposition 2.8.4. Supposons que A est localement de type fini, que C est une sous-catégorie
épaisse de A stable par colimites, et que A est un objet de type fini de A/C. Il existe un objet tf X
de A dont l’image par le foncteur canonique A → A/C est isomorphe à A.

Démonstration. Soient Y l’objet de A sous-jacent à A et π :
⊕
i∈I
Gi ։ Y un épimorphisme, où

(Gi)i∈I est une famille d’objets tf de A. La commutation du foncteur canonique aux colimites et la
proposition 2.1.8 montrent qu’il existe une partie finie J de I telle que la composée

⊕

i∈J

Gi →֒
⊕

i∈I

Gi
π
−→ Y

induise un épimorphisme dans A/C : son image X est un objet tf de A et l’inclusion X →֒ Y induit
un isomorphisme dans la catégorie quotient, d’où la proposition.
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2.8.2 Filtration de Krull

Définition 2.8.5 (Filtration de Krull). La filtration de Krull de la catégorieA est la suite croissante
de sous-catégories épaisses stables par colimites Kn(A) de A définie inductivement comme suit.

– La catégorie Kn(A) est réduite à l’objet nul pour n < 0.
– Pour n ≥ 0, Kn(A) est l’image réciproque de la sous-catégorie (épaisse et stable par coli-

mites) (A/Kn−1(A))ss de A/Kn−1(A) par le foncteur canonique A → A/Kn−1(A) (cf. re-
marques 1.4.10 et 1.4.13).

Remarque 2.8.6. On peut étendre de manière claire la définition de la filtration de Krull à tout
ordinal (cf. [Gab62]) ; nous n’avons introduit que les termes indicés par N car eux seuls interviendront
dans nos investigations ultérieures.

Définition 2.8.7 (Objets (simples) noethériens de type n). On définit par récurrence sur
n ∈ N ∪ {−1} la notion d’objet simple noethérien de type n — en abrégé SNT n, ou SNT (n)
— et d’objet noethérien de type n — en abrégé NT n, ou NT (n) — de A de la façon suivante.

– Un objet est simple noethérien de type −1 s’il est nul.
– Un objet X est noethérien de type n s’il possède une filtration finie 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂
Fk = X telle que, pour tout i ∈ {1, . . . , k}, le quotient Fi/Fi−1 est simple noethérien de type
a(i), pour un certain entier a(i) ≤ n.

– Un objet est simple noethérien de type n pour n ∈ N si et seulement s’il n’est pas noethérien
de type n− 1 et que tous ses quotients stricts sont noethériens de type n− 1.

Notation 2.8.8. Nous désignerons par ANTn, ou ANT(n) la sous-catégorie pleine de A formée des
objets noethériens de type n. Elle est épaisse.

Proposition 2.8.9. Soient n ∈ N ∪ {−1} et X un objet noethérien de type n de A. Alors X est
noethérien, appartient à Kn(A) et son image dans A/Kn−1(A) (si n ≥ 0) est finie. Elle est même
simple si X est simple noethérien de type n.

Réciproquement, un objet noethérien de A qui appartient à Kn(A) est noethérien de type n.

On peut donc résumer une partie de la proposition par l’égalité

Anoet ∩ Kn(A) = ANTn.

Démonstration. On procède par récurrence sur n. Pour n = −1, il n’y a rien à faire.
On suppose donc n ≥ 0 et l’assertion établie pour les objets (simples) noethériens de type k,

où k < n. Soit X un objet simple noethérien de type n et (Ai) une suite croissante de sous-objets
de X , que nous supposerons non constante en 0 : il existe j tel que Aj 6= 0. Alors (Ai/Aj)i≥j est
une suite croissante de sous-objets de X/Aj, qui est noethérien de type n− 1, donc noethérien par
hypothèse de récurrence. Par conséquent, cette suite stationne, ce qui entrâıne que la suite (Ai)
stationne et établit la noethérianité de X .

L’hypothèse de récurrence implique également que tous les quotients stricts de X sont finis dans
A/Kn−2(A) (si n > 0), donc nuls dans A/Kn−1(A). Il suffit donc, pour montrer que X est simple
dans A/Kn−1(A), d’établir qu’il y est non nul. Enfin, si tel n’était pas le cas, X serait objet de
Kn−1(A), donc de ANT(n−1) en vertu de l’hypothèse de récurrence et de la noethérianité de X .

On en déduit aussitôt que les objets NT n de A sont finis dans A/Kn−1(A), ils appartiennent
donc en particulier à Kn(A).

Supposons enfin que X est un objet noethérien de A qui appartient à Kn(A). Les proposi-
tions 2.8.1 et 2.7.11 montrent que l’image X ′ de X dans A/Kn−1(A) est finie. Si elle est nulle,
l’hypothèse de récurrence montre que X est objet de ANT(n−1) ⊂ ANTn.

Si elle est simple, considérons un sous-objet NT (n− 1) maximal A de X . Alors Y = X/A n’a
pas de sous-objet NT (n− 1) non trivial (car ANT(n−1) est une sous-catégorie épaisse de A, donc
l’image réciproque dans X d’un sous-objet NT (n− 1) de X/A est NT (n− 1)), et son image dans
A/Kn−1(A) est simple, ce qui implique tout quotient strict Q de Y est nulle dans le quotient,
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i.e. est objet de Kn−1(A). Comme Q est noethérien, l’hypothèse de récurrence montre que Q est
NT (n− 1), ce qui entrâıne que Y est SNT n, donc que X est NT n.

Dans le cas général, on conclut que X est objet de ANTn par récurrence sur la longueur de
X ′ en utilisant la remarque 1.4.8 (qui permet de relever une suite de composition de X ′ en une
filtration de X), ce qui achève la démonstration.

Remarque 2.8.10. – Là encore, on a une notion plus générale d’objet (simple) noethérien de
type α, où α est un ordinal.

– Les objets noethériens de type 0 sont exactement les objets finis.
– Il est plus usuel dans la littérature de considérer la notion duale d’objet (simple) artinien de

type n — cf. [Pow00a].
– Un objet est SNT 1 si et seulement s’il est infini mais que tous ses quotients stricts sont finis.

Exemple 2.8.11. – Soient k un corps commutatif et A l’anneau k[X ]. On vérifie aisément qu’un
A-module est fini si et seulement si le k-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie. Cela
montre que A est un A-module SNT 1 : il est de k-dimension finie, mais tous ses quotients
stricts sont de k-dimension finie.
On en déduit aussitôt que tout A-module de type fini est NT 1. Par conséquent, pour tout
entier n > 0, les A-modules NT n sont exactement les A-modules tf.

– Les considérations précédentes se généralisent aussitôt à tout anneau principal A qui n’est
pas un corps. Ceci est équivalent au fait qu’un tel anneau est de dimension 1 (au sens usuel
de l’algèbre commutative). Le lecteur pourra se reporter à [Gab62] pour la définition de la
dimension de Krull d’une catégorie abélienne (ch. IV, § 1) et des exemples moins triviaux dans
les catégories de modules (ch. V).

– L’exemple 2.4.17 montre que les groupes abéliens Z[1/p]/Z (p étant un entier premier) sont
simples artiniens de type 1 : ils sont infinis mais tous leurs sous-groupes stricts sont finis.

2.8.3 Objets simples et diagrammes de recollement

Convention 2.8.12. Dans tout ce paragraphe, on se donne un diagramme de recollement (cf.
définition 1.4.15)

C i // A e //
q

vv

p

hh B
l

uu

r
ii

Définition 2.8.13. On appelle prolongement d’un objet X de B la donnée d’un objet A de A et

d’un isomorphisme e(A)
≃
−→ X .

L’isomorphisme sera souvent omis lorsqu’il est évident.

Exemple 2.8.14. Les objets l(X) et r(X) sont des prolongements de X .

Proposition et définition 2.8.15 (Prolongement intermédiaire). Soit X un objet de B ; notons

γX : l(X) → r(X) le morphisme adjoint à l’inverse de la coünité er(X)
≃
−→ X et c(X) l’image de

γX . Noter que l’on a ainsi défini un foncteur B → A.

1. Le morphisme ec(X) → er(X) ≃ X, dont la première flèche est induite par l’inclusion
c(X) → r(X), fait de c(X) un prolongement naturel de X. On l’appelle prolongement in-
termédiaire de X.

2. Si e(A)
≃
−→ X est une extension de X, alors c(X) est isomorphe à un sous-quotient de A.

3. L’objet c(X) n’a pas de sous-quotient non nul dans C ; c’est le seul prolongement (à isomor-
phisme près) à posséder cette propriété.

4. Le foncteur c préserve les injections et les surjections.
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Proposition 2.8.16 (Objets simples en situation de recollement). Le prolongement intermédiaire
d’un objet simple de B est un objet simple de A.

De plus, l’application S(C) ∐ S(B)→ S(A) définie par S 7→ i(S) (on sait que i envoie un objet
simple de C sur un objet simple de A par la proposition 2.6.15) sur S(C) et par S 7→ c(S) sur S(B)
est bijective.

Nous renvoyons à [Kuh94b] pour la démonstration de ces propriétés élémentaires.
Les propositions 2.8.16 et 2.6.12 fournissent le corollaire suivant.

Corollaire 2.8.17. On a un isomorphisme de groupes Gf0 (A) ≃ Gf0 (B)⊕Gf0 (C).



Chapitre 3

Catégories de foncteurs

Dans ce chapitre, nous exposons les propriétés générales dont nous aurons besoin des catégories
de foncteurs dont la source est une catégorie essentiellement petite et le but une catégorie d’espaces
vectoriels. Une telle catégorie possède de très bonnes propriétés de régularité : c’est une catégorie
abélienne (avec toutes les propriétés de régularité du § 1.3) tensorielle exacte fermée, avec une bonne
dualité si la catégorie source satisfait une hypothèse de finitude que vérifieront toutes les catégories
auxquelles nous appliquerons les résultats de ce chapitre.

L’outil principal de ces considérations très formelles, hormis nombre d’arguments qui n’utilisent
pas la structure de la catégorie but, est le lemme de Yoneda, grâce auquel on dispose d’un ensemble
de générateurs projectifs de type fini explicites dans une catégorie de foncteurs Fct(I, Ek), où I est
une catégorie essentiellement petite et k un corps commutatif.

La première section décrit la structure générale d’une telle catégorie. La deuxième s’intéresse aux
adjoints au produit tensoriel, tandis que la dernière examine quelques liens formels entre catégories
de foncteurs, par le biais de diagrammes de recollement et du produit tensoriel extérieur.

Les résultats de ce chapitre ce chapitre sont bien connus, mais ne semblent pas avoir fait l’objet
d’une exposition systématique dans la littérature. Des références, non exhaustives, sont données au
fur et à mesure de l’exposition.

3.1 La catégorie abélienne tensorielle Fct(I, Ek)

Convention 3.1.1. Dans toute cette section, I et J désignent des catégories essentiel-

lement petites, A et B des catégories, A un anneau et k un corps commutatif.

3.1.1 Généralités

Notation 3.1.2. – Nous noterons F ∗ : Fct(I,A) → Fct(J ,A) le foncteur de précomposition
par un foncteur F : J → I. Il est donné par X 7→ X ◦ F sur les objets et associant à une
transformation naturelle ϕ : X → Y la transformation naturelle F ∗ϕ : X ◦ F → Y ◦ F telle
que (F ∗ϕ)E = ϕF (E) pour tout objet E de J .

– Nous désignerons par G∗ : Fct(I,A) → Fct(I,B) le foncteur de postcomposition par un
foncteur G : A → B. Il est donné sur les objets par X 7→ G ◦ X et associant à une trans-
formation naturelle ϕ : X → Y la transformation naturelle G∗ϕ : G ◦X → G ◦ Y telle que
(G∗ϕ)E = G ◦ ϕE pour tout objet E de I.

Remarque 3.1.3. – L’associativité de la composition montre que les foncteurs de précomposition
commutent aux foncteurs de postcomposition ; autrement dit, si F : J → I et G : A → B

79
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sont des foncteurs, le diagramme

Fct(I,A)
F∗

//

G∗

��

Fct(J ,A)

G∗

��
Fct(I,B)

F∗
// Fct(J ,B)

commute.
– Les constructions de précomposition et de postcomposition ont des propriétés de fonctorialité

qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter (cf. aussi [ML71] ou [Bor94]).

Remarque 3.1.4. Il existe un isomorphisme canonique de catégories Fct(∗,A) ≃ A, où ∗ désigne
la catégorie à un seul objet et un seul morphisme. Nous serons également amenés à rencontrer les
catégories Fct(M,A), où M est un monöıde (pour la notation M , voir la remarque 1.1.8). On
constate qu’il existe des isomorphismes canoniques

Fct(M ,AMod) ≃ A[M ]Mod (3.1)

et
Fct(M ,ModA) ≃ModA[Mo] (3.2)

où Mo désigne le monöıde opposé à M et A[M ] la A-algèbre du monöıde M . Cela permet de donner
la définition suivante.

Définition 3.1.5. Soit E un objet de I. Nous noterons evE : Fct(I,A) → A et
evE : Fct(I,ModA) →ModA[Mo] les foncteurs d’évaluation en E, donnés par la précomposition
par le foncteur ∗ → I d’image E et par le foncteur pleinement fidèle EndI(E) → I d’image E
respectivement. Nous noterons aussi evE le foncteur analogue Fct(I,AMod)→A[M ]Mod.

Lemme 3.1.6. On a des isomorphismes naturels

Fct(J ,Fct(I,A)) ≃ Fct(I × J ,A) ≃ Fct(I,Fct(J ,A)).

Proposition 3.1.7. Supposons que tout foncteur de J vers A possède une limite (de sorte que
l’on dispose d’un foncteur lim : Fct(J ,A)→ A). Alors :

– tout foncteur de J vers Fct(I,A) possède une limite ; de plus, le diagramme

Fct(J ,Fct(I,A))
lim //

≃

��

Fct(I,A)

Fct(I,Fct(J ,A))

lim∗

66mmmmmmmmmmmmm

commute ;
– les foncteurs de précomposition commutent aux limites ;
– les foncteurs d’évaluation commutent aux limites ; autrement dit, les limites se calculent « ar-

gument par argument » dans Fct(I,A).

Cette propriété se trouve démontrée dans [ML71], ch. V, § 3. Celle qui suit est duale.

Proposition 3.1.8. Supposons que tout foncteur de J vers A possède une colimite (de sorte que
l’on dispose d’un foncteur colim : Fct(J ,A)→ A). Alors :

– tout foncteur de J vers Fct(I,A) possède une colimite ; de plus, le diagramme

Fct(J ,Fct(I,A))
colim //

≃

��

Fct(I,A)

Fct(I,Fct(J ,A))

colim∗

66mmmmmmmmmmmmm

commute ;
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– les foncteurs de précomposition commutent aux colimites ;
– les foncteurs d’évaluation ; autrement dit, les colimites se calculent « argument par argu-

ment » dans Fct(I,A).

Le caractère abélien d’une catégorie se testant sur certaines limites et colimites, on en déduit
l’important corollaire suivant.

Corollaire 3.1.9. Supposons que la catégorie A est abélienne. Alors Fct(I,A) est une catégorie
abélienne. De plus, les foncteurs de précomposition sont exacts. En particulier, les foncteurs d’évaluation
sont exacts.

Plus précisément, l’exactitude se teste « argument par argument » : une suite X → Y → Z de
Fct(I,A) est exacte si et seulement si la suite X(E)→ Y (E)→ Z(E) est exacte dans A pour tout
objet E de I.

Si A vérifie l’hypothèse 1.3.4, il en est de même pour Fct(I,A).
Enfin, si A est une catégorie A-linéaire, Fct(I,A) hérite d’une structure de catégorie A-linéaire.

Nous donnons maintenant quelques propriétés formelles des foncteurs de postcomposition. Dans
le cas de la catégorie F que cette thèse étudie, Troesch a établi des propriétés beaucoup plus subtiles
de certains de ces foncteurs dans [Tro05], et dans [Tro02], où il les utilise à des fins homologiques.

Proposition 3.1.10 (Propriétés des foncteurs de postcomposition). Supposons les catégories A et
B abéliennes. Soit F : A → B un foncteur.

1. Si F est exact (resp. additif, exact à gauche, exact à droite), il en est de même pour
F∗ : Fct(I,A)→ Fct(I,B).

2. Si F est fidèle, F∗ est fidèle.

3. Si F est pleinement fidèle, F∗ est pleinement fidèle. Si de plus l’image de F est une sous-
catégorie de Serre (resp. épaisse) de B, alors l’image de F∗ est une sous-catégorie de Serre
(resp. épaisse) de Fct(I,B).

4. Si F possède un adjoint à gauche G, alors G∗ est adjoint à gauche à F∗.

Démonstration. La première assertion découle des propositions 3.1.7 et 3.1.8 (et de leur corollaire).
On a d’autre part, pour tous objets X et Y de Fct(I,A), un diagramme commutatif aux lignes

exactes

0 // homFct(I,A)(X,Y ) //

��

∏
i∈Ob I

homA(Xi, Yi) //

��

∏
i,j∈Ob I

f∈homI(i,j)

homA(Xi, Yj)

��

0 // homFct(I,B)(F∗X,F∗Y ) //
∏

i∈Ob I

homB(F (Xi), F (Yi)) //

∏
i,j∈Ob I

f∈homI(i,j)

homB(F (Xi), F (Yj))

(3.3)
dont les flèches verticales sont induites par F (on a ici supposé, ce qui est loisible quitte à la remplacer
par un squelette, que la catégorie I est petite, et l’on a notéXi pourX(i) pour alléger). Le lemme des
cinq fournit alors la seconde assertion et le début de la première, dont la fin s’obtient par un argument
direct (pour le cas épais, on peut aussi remarquer que l’image de F∗ : Fct(I,A) → Fct(I,B) est
égale au noyau du foncteur exact de postcomposition par le foncteur canonique B → B/A).

La dernière assertion s’établit en considérant le diagramme commutatif aux lignes exactes suivant
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(où X est un objet de Fct(I,A) et Y un objet de Fct(I,B)), analogue de (3.3).

0 // homFct(I,A)(X,G∗Y ) //

��

∏
i∈Ob I

homA(Xi, G(Yi)) //

≃

��

∏
i,j∈Ob I

f∈homI(i,j)

homA(Xi, G(Yj))

≃

��

0 // homFct(I,B)(F∗X,Y ) //
∏

i∈Ob I

homB(F (Xi), Yi) //

∏
i,j∈Ob I

f∈homI(i,j)

homB(F (Xi), Yj)

(3.4)

Remarque 3.1.11. L’unité et la coünité de l’adjonction entre F∗ et G∗ s’obtiennent à partir de celles
de l’adjonction entre F et G par fonctorialité de la postcomposition. On peut d’ailleurs établir
la dernière partie de cette proposition en faisant intervenir uniquement l’unité et la coünité de
l’adjonction initiale (cf. démonstration de la proposition 3.1.14 ci-après).

Lemme 3.1.12. On a un isomorphisme naturel

Fct(I,A× B) ≃ Fct(I,A) × Fct(I,B).

Proposition 3.1.13. Supposons que A est une catégorie abélienne tensorielle. Le bifoncteur

Fct(I,A) × Fct(I,A) ≃ Fct(I,A×A)
⊗∗−−→ Fct(I,A)

définit une structure tensorielle sur Fct(I,A). Si A est une catégorie tensorielle exacte (resp. exacte
à droite, à gauche), il en est de même pour Fct(I,A).

Cette proposition découle de la proposition 3.1.10 et du lemme précédent, lui-même transparent.

Proposition 3.1.14 (Propriétés des foncteurs de précomposition — cf. [Ves05], annexe A). Soit
F : J → I un foncteur. On suppose que A est une catégorie abélienne.

1. Le foncteur F ∗ : Fct(I,A)→ Fct(J ,A) est exact.

2. Si A est une catégorie tensorielle, F ∗ commute au produit tensoriel.

3. Si F est essentiellement surjectif, F ∗ est fidèle.

4. Si F est plein et essentiellement surjectif, F ∗ est pleinement fidèle, et son image est une
sous-catégorie de Serre de Fct(J ,A) stable par limites et colimites.

5. Si F possède un adjoint à gauche G, alors G∗ est adjoint à droite à F ∗.

Démonstration. La première assertion, incluse dans le corollaire 3.1.9, résulte de la commutation de
F ∗ à toutes les limites et colimites ; la seconde provient de la commutation entre F ∗ et les foncteurs
de postcomposition.

Pour la troisième, on note que si X est un foncteur de I dans A tel que F ∗X = 0, alors
X = 0. En effet, pour tout objet C de I, il existe un objet D de J tel que F (D) ≃ C, d’où
X(C) ≃ X(F (D)) = F ∗X(D) = 0. Comme F ∗ est exact, cela entrâıne sa fidélité.

Supposons maintenant F essentiellement surjectif et plein.
Soient X et Y deux objets de Fct(I,A) et u ∈ homFct(J ,A)(F

∗X,F ∗Y ). Étant donné un objet

C de I, choisissons un objet D de J tel qu’il existe un isomorphisme F (D)
φ
−→ C, et définissons un

morphisme v(C) ∈ homA(X(C), Y (C)) comme la composée

X(C)
X(φ−1)
−−−−−→ X(F (D)) = F ∗X(D)

u(D)
−−−→ F ∗Y (D) = Y (F (D))

Y (φ)
−−−→ Y (C).
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Montrons que v définit une transformation naturelle de X vers Y . Soit C
f
−→ C′ un morphisme de

I et F (D)
φ
−→ C et F (D′)

φ′

−→ C′ les isomorphismes utilisés précédemment. Comme F est plein, il
existe g ∈ homJ (D,D′) tel que

F (g) = F (D)
φ
−→ C

f
−→ C′ φ′−1

−−−→ F (D′). (3.5)

Pour conclure, on constate que le diagramme

X(C)
X(φ−1)//

v(C)

��

X(F (D)) F ∗X(D)

u(D)

��

F∗X(g)// F ∗X(D′)

u(D′)

��

X(F (D′))
X(φ′) // X(C′)

v(C′)

��
Y (C)

Y (φ−1)

// Y (F (D)) F ∗Y (D)
F∗Y (g)

// F ∗Y (D′) Y (F (D′))
Y (φ′)

// Y (C′)

commute (les carrés extérieurs par définition de v et le carré central par naturalité de u), ce qui
montre que v est une transformation naturelle puisque la composée horizontale supérieure (resp.
inférieure) est égale, par fonctorialité de X (resp. Y ), à X(f) (resp. Y (f)) — on notera que ce
raisonnement montre aussi que la définition de v ne dépend en fait pas du choix des isomorphismes
provenant de l’essentielle surjectivité de F .

Soit à présent X un objet de Fct(I,A) et T un sous-objet de F ∗X ; nous noterons T
i
−→ F ∗X

le monomorphisme correspondant. Pour un objet C de I, choisissons comme précédemment un

isomorphisme F (D)
φ
−→ C et définissons un objet de A par Y (C) = T (D). Si C

f
−→ C′ est un

morphisme de I et F (D)
φ
−→ C et F (D′)

φ′

−→ C′ sont les isomorphismes choisis pour définir Y sur
les objets, définissons un morphisme Y (f) : Y (C)→ Y (C′) par Y (f) = T (g), où g ∈ homJ (D,D′)
satisfait (3.5). On note que le diagramme

Y (C)

Y (f)

��

T (D)

T (g)

��

� � i(D) // X(F (D))

X(F (g))

��

X(φ)

≃
// X(C)

X(f)

��
Y (C′) T (D′) � �

i(D′)

// X(F (D′))
X(φ′)

≃
// X(C′)

commute, et le fait que les flèches horizontales sont des monomorphismes entrâıne que la flèche
Y (f) ne dépend pas du choix de g vérifiant (3.5).

Il est alors immédiat que Y définit bien un foncteur tel que F ∗Y ≃ T , ce qui établit la quatrième
assertion puisque F ∗ commute toujours aux limites et aux colimites (propositions 3.1.7 et 3.1.8).

Pour le dernier point, soient X un objet de Fct(J ,A) et Y un objet de Fct(I,A). L’unité
id→ FG de l’adjonction fournit un morphisme naturel Y → G∗F ∗Y , d’où une application naturelle

homFct(J ,A)(F
∗Y,X)→ homFct(I,A)(G

∗F ∗Y,G∗X)→ homFct(I,A)(Y,G
∗X).

On obtient de même en considérant la coünité une application naturelle

homFct(I,A)(Y,G
∗X)→ homFct(J ,A)(F

∗Y, F ∗G∗X)→ homFct(J ,A)(F
∗Y,X);

on vérifie (en utilisant la proposition 1.2.12) que ces deux applications sont réciproques l’une de
l’autre, ce qui achève la démonstration.

3.1.2 Générateurs projectifs de Fct(I,ModA)

Nous ne nous intéresserons désormais pratiquement plus qu’au cas où A est la catégorie ModA
des A-modules à droite ; quitte à remplacer A par l’anneau opposé, les mêmes considérations s’ap-
pliquent à Fct(I, AMod).
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Notation 3.1.15. Etant donné un objet E de I, nous noterons P I
E (il n’y aura jamais d’ambigüıté

possible sur l’anneau A dans les situations que nous considérerons), ou parfois PE lorsque nulle
confusion ne peut en résulter, l’objet de Fct(I,ModA) donné par

P I
E : I

homI(E,.)
−−−−−−−→ Ens

A[.]
−−→ModA

(on rappelle que le foncteur de linéarisation A[.] a été introduit dans la définition 1.1.7).
La bifonctoralité de homI permet de considérerE 7→ P I

E comme un foncteur Iop → Fct(I,ModA).

Remarque 3.1.16. Supposons l’anneau A commutatif. Si deux objets V et W de I possèdent une
somme, on a un isomorphisme évident PV ⊗

A
PW ≃ PV∐W .

Proposition 3.1.17 (Lemme de Yoneda, version linéarisée). Il existe un isomorphisme

homFct(I,ModA)(P
I
E , F ) ≃ F (E)

naturel en les objets E de I et F de Fct(I,ModA).

Démonstration. Le lemme de Yoneda ordinaire (cf. [ML71], ch. III, § 2) fournit un isomorphisme
naturel

homFct(I,Ens)(homI(E, .), O∗F ) ≃ F (E),

où O : ModA → Ens désigne le foncteur d’oubli. Comme O est adjoint à droite à A[.], O∗ est
adjoint à droite à A[.]∗ (proposition 3.1.10), donc on en déduit un isomorphisme naturel

homFct(I,ModA)(A[.]∗homI(E, .), F ) ≃ F (E)

comme souhaité.

Par la suite, nous noterons simplement A[F ] la A-linéarisation A[.]∗F d’un foncteur ensem-
bliste F .

Remarque 3.1.18. Explicitement, l’isomorphisme de la proposition est donné de la manière suivante :
– de F (E) vers homFct(I,ModA)(P

I
E , F ) : à x ∈ F (E) est associée la transformation naturelle

donnée sur les générateurs canoniques par [E
f
−→ A] 7→ F (f)(x), où A est un objet de I ;

– de homFct(I,ModA)(P
I
E , F ) vers F (E) : à une transformation naturelle P I

E

φ
−→ F on associe

l’élément φ(idE) de F (E).

Cette proposition a la conséquence fondamentale suivante.

Proposition et définition 3.1.19 (Générateurs projectifs standard). Les objets P I
E forment un

ensemble de générateurs projectifs de type fini de Fct(I,ModA) lorsque E parcourt un squelette de
I. On les appelle générateurs projectifs standard de Fct(I,ModA).

Démonstration. Les PE sont projectifs car les foncteurs homFct(I,ModA)(PE , .) ≃ evE sont exacts
(cf. corollaire 3.1.9), et de type fini parce qu’ils commutent aux colimites (cf. propositions 3.1.8 et
2.1.20). Ils engendrent la catégorie Fct(I,ModA) parce que le foncteur

( ∏

E∈Ob I

evE

)
: Fct(I,ModA)→ModA

(où l’on a implicitement remplacé I par un squelette) est fidèle.

Remarque 3.1.20. On peut également établir la type-finitude de PE en notant qu’un sous-foncteur
F de PE tel que idE ∈ F (E) est égal à PE .

En particulier (on sait que Fct(I,ModA) vérifie l’hypothèse 1.3.4 par le corollaire 3.1.9) :
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Corollaire 3.1.21. La catégorie de foncteurs Fct(I,ModA) est une catégorie de Grothendieck
vérifiant l’hypothèse 2.1.12.

Corollaire 3.1.22. Pour tout foncteur F : J → I, le foncteur de précomposition

F ∗ : Fct(I,ModA)→ Fct(J ,ModA)

admet un adjoint à droite et un adjoint à gauche.

Cela découle de la commutation de F ∗ aux limites et aux colimites, du corollaire précédent et du
corollaire 1.3.18. Les extensions de Kan (cf. [ML71], ch. X) permettent de donner une construction
des adjoints ; nous n’en aurons pas usage.

Corollaire 3.1.23. On a un isomorphisme de A-modules

homFct(I,ModA)(PV , PW ) ≃ A[homI(W,V )]

naturel en les objets V et W de I. En particulier, l’anneau EndFct(I,ModA)(PV ) est naturellement
isomorphe à la A-algèbre A[EndI(V )] du monöıde EndI(V ).

Corollaire 3.1.24. Supposons que A est commutatif et que I possède des sommes finies. Alors le
produit tensoriel ⊗

A
de Fct(I,ModA) préserve :

– les objets projectifs ;
– les objets de type fini.

Démonstration. Combiner la proposition 3.1.19, le corollaire 2.1.15 et la remarque 3.1.16.

3.1.3 Dualité dans Fct(I, Ek)

Nous montrons maintenant comment transporter la dualité usuelle des espaces vectoriels à cer-
taines catégories de foncteurs. Cela repose sur le lemme, immédiat, suivant.

Lemme 3.1.25. Pour toute catégorie A, on a un isomorphisme canonique

Fct(I,A)op ≃ Fct(Iop,Aop).

Proposition et définition 3.1.26 (Dualité entre catégories de foncteurs). Notons

DI,k : Fct(I, Ek)
op ≃ Fct(Iop, Eopk )→ Fct(Iop, Ek)

le foncteur composé de l’isomorphisme du lemme précédent et de la postcomposition par le foncteur
de dualité (.)∗ = homE(., k) : Eopk → Ek (l’indice k, voire I, sera omis dans l’écriture de ce foncteur
quand aucune confusion n’est possible), et D′

I,k = DIop,k : Fct(Iop, Ek)op → Fct(I, Ek).

1. Les foncteurs DI,k et D′
I,k sont exacts et fidèles.

2. Le foncteur DI,k est adjoint à droite à (D′
I,k)

op.

Ces foncteurs seront appelés foncteurs de dualité.

Démonstration. Cela découle des propriétés analogues de la dualité des espaces vectoriels et de la
proposition 3.1.10.

Ce résultat entrâıne formellement, via la proposition 3.1.17 (et 3.1.19), la propriété suivante.

Proposition et définition 3.1.27 (Cogénérateurs injectifs standard). Pour tout objet E de I,
nous noterons IIE (ou simplement IE s’il n’y a pas d’ambigüıté) l’objet D′

I,k(P
Iop

E ) de Fct(I, Ek)

(ainsi, on a IE(V ) = khomI(V,E)). Cette construction est fonctorielle contravariante en E.
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1. On a un isomorphisme
homFct(I,Ek)(F, I

I
E) ≃ F (E)∗

naturel en les objets F de Fct(I, Ek) et E de I.

2. Les IIE forment un ensemble de cogénérateurs injectifs lorsque E décrit un squelette de I. On
les appelle cogénérateurs injectifs standard de Fct(I, Ek).

Nous introduisons maintenant une hypothèse de finitude essentielle sur la catégorie source.

Hypothèse 3.1.28. Les ensembles homI(V,W ) sont finis pour tous objets V et W de I.

Cette hypothèse, combinée au lemme évident qui suit, permet d’assurer que la dualité introduite
ci-dessus est bonne au sens du chapitre 1, § 1.5. Le comportement d’une catégorie de foncteurs
diffère grandement selon que sa source satisfait ou non l’hypothèse 3.1.28 ; toutes celles que nous
rencontrerons la vérifieront.

Lemme 3.1.29. Si la catégorie A est essentiellement petite, il en est de même pour Fct(I,A).

Proposition 3.1.30. Supposons l’hypothèse 3.1.28 satisfaite. Alors le foncteur de postcomposition
par le foncteur d’inclusion Efk →֒ Ek fait de Fct(I, Efk ) une classe d’objets bien échelonnés dans
Fct(I, Ek). De plus, les foncteurs DI,k et D′

I,k définissent une bonne dualité entre les catégories
Fct(I, Ek) et Fct(Iop, Ek). Enfin, cette dualité est tensorielle.

Démonstration. La proposition 3.1.10 montre que Fct(I, Efk ) est toujours une sous-catégorie épaisse
de Fct(I, Ek). Le lemme 3.1.29 montre qu’elle est essentiellement petite. Maintenant, l’hypothèse

3.1.28 montre que les générateurs projectifs standard appartiennent à Fct(I, Efk ), qui est donc une
classe d’objets bien échelonnés. La conclusion s’en déduit aussitôt via la proposition 3.1.26.

Remarque 3.1.31. La proposition 2.1.8 montre que l’hypothèse 3.1.28 est également nécessaire pour
que Fct(I, Efk ) soit une classe d’objets bien échelonnés dans Fct(I, Ek). Comme cette classe est
exactement la classe des foncteurs pour lesquels l’injection naturelle vers le bidual est un isomor-
phisme, on en déduit que la dualité n’est bonne que sous l’hypothèse 3.1.28.

Les propositions 3.1.30, 2.4.19 et 3.1.19 fournissent le résultat suivant.

Corollaire 3.1.32. Lorsque l’hypothèse 3.1.28 est satisfaite, les injectifs standard de la catégorie
Fct(I, Ek) sont de co-type fini.

3.2 Foncteurs hom internes et foncteurs de division

Convention 3.2.1. Dans toute cette section, k désigne un corps commutatif et I une catégorie
essentiellement petite. Par la suite, la catégorie Fct(I, Efk ) sera toujours considérée comme une
sous-catégorie épaisse de la catégorie Fct(I, Ek) via le foncteur de postcomposition par l’inclusion.

La terminologie de foncteur hom interne est standard en théorie des catégories (cf. [ML71],
chapitre VII, § 7). Le terme de foncteur de division a quant à lui été introduit par Lannes dans le
cadre des modules instables sur l’algèbre de Steenrod dans l’article [Lan92], dont les considérations
sont voisines de celles où nous emploierons — cf. [Pow98b], § 3, pour le lien entre des endofoncteurs
de la catégorie de foncteurs F que nous rencontrerons ultérieurement et le foncteur T de Lannes, le
cas le plus important de foncteur de division de [Lan92]. On pourra aussi se reporter au chapitre 3
de [Sch94].

Proposition et définition 3.2.2 (Foncteurs hom internes et foncteurs de division dans Fct(I, Ek)).

1. Pour tout objet X de Fct(I, Ek), l’endofoncteur · ⊗ X de Fct(I, Ek) admet un adjoint à
droite, noté HomFct(I,Ek)(X, .) conformément à la définition 1.6.5 ; on dispose ainsi d’un
foncteur hom interne

HomFct(I,Ek) : Fct(I, Ek)
op × Fct(I, Ek)→ Fct(I, Ek).

Ainsi, la catégorie tensorielle Fct(I, Ek) est fermée.
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2. Ce foncteur est donné par l’isomorphisme naturel

HomFct(I,Ek)(X,Y )(E) ≃ homFct(I,Ek)(P
I
E ⊗X,Y ) , (3.6)

où E est un objet de I et X et Y sont des objets de Fct(I, Ek) ; la fonctorialité s’obtient à
partir de celle de homFct(I,Ek) et des projectifs standard.

3. Pour tout objet A de Fct(I, Efk ), l’endofoncteur · ⊗ A de Fct(I, Ek) admet un adjoint à
gauche, noté ( · : A)Fct(I,Ek) conformément à la définition 1.6.5 ; on dispose ainsi d’un foncteur
de division

( · : · )Fct(I,Ek) : Fct(I, Ek)× Fct(I, Efk )op → Fct(I, Ek).

4. Les foncteurs hom internes et les foncteurs de division sont liés par l’isomorphisme de dualité

HomFct(I,Ek)(X,D
′
I,kY ) ≃ D′

I,k(Y : DI,kX)Fct(Iop,Ek)

naturel en les objets X de Fct(I, Efk ) et Y de Fct(Iop, Ek).

Démonstration. Si V est un k-espace vectoriel, l’endofoncteur · ⊗ V de Ek commute aux colimites,
et il commute aux limites si V est de dimension finie. Par conséquent, l’endofoncteur · ⊗ A de
Fct(I, Ek) commute aux colimites pour tout objet A de Fct(I, Ek), et commute aux limites si A

appartient à Fct(I, Efk ) (cf. propositions 3.1.8 et 3.1.7). Les corollaires 3.1.21 et 1.3.18 donnent
alors l’existence des adjoints.

L’isomorphisme (3.6) s’obtient à partir de la proposition 3.1.17, qui donne des isomorphismes
naturels

HomFct(I,Ek)(X,Y )(E) ≃ homFct(I,Ek)(P
I
E ,HomFct(I,Ek)(X,Y )) ≃ homFct(I,Ek)(P

I
E ⊗X,Y ).

Enfin, l’isomorphisme de dualité provient du lemme de Yoneda et de la suite d’isomorphismes

hom(A,Hom (X,D′
IY )) ≃ hom(A⊗X,D′

IY ) ≃ hom (Y,DI(A⊗X)) ≃ hom (Y,DIA⊗DIX)

≃ hom (Y : DIX,DIA) ≃ hom (A,D′
I(Y : DIX))

naturels en les objets A de Fct(I, Ek), X de Fct(I, Efk ) et Y de Fct(Iop, Ek).

Remarque 3.2.3. On peut démontrer l’existence des foncteurs hom internes sans faire appel au
corollaire 1.3.18 : une vérification directe montre que la formule (3.6) fournit des foncteurs qui
conviennent.

Proposition 3.2.4. Supposons que F est un objet de type fini de Fct(I, Ek) et que I possède des

sommes finies. Alors l’endofoncteur Hom (F, .) de Fct(I, Ek) préserve la sous-catégorie Fct(I, Efk ).

Démonstration. La type-finitude de F entrâıne que F est un quotient d’une somme directe finie
de générateurs projectifs standard. L’exactitude à gauche en la première variable du bifoncteur
HomFct(I,Ek)(·, ·) permet alors de se ramener au cas où F est un projectif standard. La conclusion
résulte alors du corollaire 3.1.24.

Remarque 3.2.5. Un argument de dualité permet d’en déduire que si I vérifie l’hypothèse 3.1.28,
que F est un objet de type fini de Fct(I, Ek) et que I possède des produits finis, alors l’endofoncteur

( · : F ) de Fct(I, Ek) préserve Fct(I, Efk ).

Nous nous intéressons maintenant à un cas particulier important, celui où un foncteur hom
interne ou un foncteur de division cöıncide avec un foncteur de précomposition.

Proposition 3.2.6. Soient F un endofoncteur de I et T un objet de Fct(I,Ens) tels qu’il existe
une bijection

homI(F (V ),W ) ≃ homI(V,W )× T (W )

naturelle en les objets V et W de I.
Alors le foncteur HomFct(I,Ek)(k[T ], .) est isomorphe au foncteur de précomposition F ∗ ; autre-

ment dit, F ∗ est adjoint à droite à · ⊗ k[T ].
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Démonstration. On a un isomorphisme

k[hom(V,W )]⊗ k[T ](W ) ≃ k[hom (F (V ),W )]

naturel en les objets V et W de I, d’où en prenant le dual et en utilisant la proposition 3.1.17 des
isomorphismes naturels

hom (PV ⊗ k[T ], IW ) ≃
(
(PV ⊗ k[T ])(W )

)∗
≃ (F ∗IW )(V ) ≃ hom (PV , F

∗IW ) ,

ce qui fournit par (3.6) un isomorphisme naturel Hom (k[T ], IW ) ≃ F ∗IW . Comme les IW forment
un ensemble de cogénérateurs de Fct(I, Ek) (proposition 3.1.27) et que chacun des foncteurs
Hom (k[T ], .) et F ∗ commute aux limites, on en déduit qu’ils sont isomorphes, d’où la proposi-
tion.

Un cas particulier fondamental de cette proposition est le cas où A est un objet de I tel que
pour tout objet X de I, A et X possèdent une somme : les foncteurs F = · ∐A et T = homI(A, .)
conviennent alors. Le foncteur F ∗ s’appelle alors foncteur de ∐-décalage par A.

La proposition suivante est la variante duale de la proposition 3.2.6 ; elle se démontre de la même
façon.

Proposition 3.2.7. Soient F un endofoncteur de I et T un objet de Fct(Iop,Ensf ) tels qu’il
existe une bijection

homI(V, F (W )) ≃ homI(V,W )× T (V )

naturelle en les objets V et W de I.
Alors le foncteur ( · : kT )Fct(I,Ek) est isomorphe au foncteur de précomposition F ∗ ; autrement

dit, F ∗ est adjoint à gauche à · ⊗ kT .

Dans cet énoncé, nous avons noté kT l’image de T op par le foncteur de précomposition par
(Ensf )op → Efk E 7→ kE .

Un cas particulier fondamental est donné par F = · ×A (dans le cas où tout objet de I possède
un produit avec A) et T = homI(. , A). Le foncteur F ∗ s’appelle alors foncteur de ×-décalage par A.

Dans le cas où les deux endofoncteurs · ∐A et · ×A existent et cöıncident (notamment, si I est
une catégorie additive), on parle simplement de foncteur de décalage par A.

Nous terminons cette section en rappelant (cf. [Ben91], § 3.1 ou [CR90], § 10 D) la description
des foncteurs hom internes dans une catégorie de modules sur l’algèbre d’un groupe fini (qui ne se
généralise pas au cas d’un monöıde quelconque). Elle entre dans le cadre des catégories de foncteurs
par la remarque 3.1.4.

Proposition 3.2.8. Soit G un groupe fini. Le foncteur hom interne

Homk[G] : (k[G]Mod)op × (k[G]Mod)→ k[G]Mod

de la catégorie k[G]Mod ≃ Fct(G, Ek) s’obtient en munissant l’espace vectoriel homEk
(M,N) de

l’action de G donnée par (g.φ)(m) = g.φ(g−1.m), où M et N sont des k[G]-modules. De plus, si
l’on note M∗ = Homk[G](M,k) le k[G]-module contragrédient de M , il existe un monomorphisme
naturel M∗ ⊗N → Homk[G](M,N) qui est un isomorphisme si M ou N est fini.

Remarque 3.2.9. Le module M∗ est le dual de M au sens de la dualité des catégories de foncteurs
introduite au paragraphe 3.1.3, modulo l’identification entre k[G]Mod et k[Go]Mod obtenue à partir
de l’isomorphisme de groupes entre G et Go donné par le passage à l’inverse.
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3.3 Lien entre différentes catégories de foncteurs

Dans cette section, nous exposons quelques méthodes simples destinées à ramener la compréhension
d’une catégorie à celle de catégories de foncteurs plus « petites » .

Les « briques élémentaires » sont constituées par les catégories de modules sur l’algèbre d’un
monöıde, correspondant au cas où la catégorie source n’a qu’un seul objet — cf. remarque 3.1.4. La
théorie des représentations des monöıdes (en particulier, des groupes) apparâıt ainsi comme un cas
particulier de l’étude des catégories de foncteurs.

Mentionnons également le principe très simple suivant, qui permet, sans modifier une catégorie
de foncteurs, de diminuer la taille de la catégorie source.

Proposition 3.3.1. Soient I une catégorie essentiellement petite, A une catégorie abélienne et J
une sous-catégorie pleine de I telle que tout objet de I est un rétracte d’un objet de J . Alors le
foncteur de restriction (précomposition par l’inclusion) Fct(I,A)→ Fct(J ,A) est une équivalence
de catégories.

Démonstration. On établit que tout foncteur F : J → A se prolonge de manière unique (à isomor-
phisme près) en un foncteur I → A, ce qui implique facilement le résultat. Etant donné un objet
X de I, donnons-nous un objet YX de J et des morphismes i : X → YX et r : YX → X tels que
r ◦ i = id ; nous noterons eX l’endomorphisme idempotent i ◦ r de YX . On constate que l’on a un
isomorphisme naturel homI(X,X ′) ≃ eX′homJ (YX , YX′)eX .

Ainsi un prolongement G de F associe forcément à X un objet isomorphe à im (F (eX)), et à une

flèche f : X → X ′ une flèche isomorphe à im (F (eX)) →֒ F (YX)
F (f)
−−−→ F (YX′) ։ im (F (eX′)) (on a

noté encore f l’élément lui correspondant dans l’isomorphisme naturel ci-dessus). Réciproquement,
on vérifie que l’on définit ainsi un foncteur I → A qui prolonge F .

Remarque 3.3.2. Cette proposition est un cas particulier d’équivalence de Morita. Nous renvoyons
le lecteur à [Kuh94a], § 2 et [Pop73], chapitre 3, corollaire 6.4 pour plus de détails sur ce sujet.

3.3.1 Recollement de catégories de foncteurs

Convention 3.3.3. Dans ce paragraphe, I désigne une catégorie essentiellement petite et A un
anneau.

Proposition 3.3.4. Soit i : J → I un foncteur pleinement fidèle. Notons G et H les foncteurs
Fct(J ,ModA) → Fct(I,ModA) adjoints respectivement à gauche et à droite au foncteur de
restriction i∗ : Fct(I,ModA) → Fct(J ,ModA) (cf. corollaire 3.1.22). Alors l’unité id → i∗G de
la première adjonction et la coünité i∗H → id de la seconde sont des isomorphismes.

En particulier, i∗ est essentiellement surjectif,et transforme un objet simple de Fct(I,ModA)
en un objet nul ou simple de Fct(J ,ModA).

Démonstration. Pour tout objet E de J , on a des isomorphismes

homFct(I,ModA)(G(PJ
E ), X) ≃ homFct(J ,ModA)(P

J
E , i

∗X)

≃ (i∗X)(E) = X(i(E)) ≃ homFct(I,ModA)(P
I
i(E), X)

naturels en l’objet X de Fct(I,ModA) (par la proposition 3.1.17), d’où par le lemme de Yo-
neda G(PJ

E ) ≃ P I
i(E). La pleine fidélité de i fournit d’autre part un isomorphisme canonique

i∗P I
i(E) ≃ PJ

E , ce qui montre que l’unité X → i∗G(X) est un isomorphisme lorsque X est un

projectif standard de Fct(J ,ModA). Comme les foncteurs i∗ et G commutent à toutes les coli-
mites et que les projectifs standard engendrent Fct(J ,ModA), on en déduit la première assertion
(utiliser une présentation de X par des sommes directes de projectifs standard et le lemme des
cinq).
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L’assertion relative à l’adjoint à droiteH se montre de façon analogue en utilisant les cogénérateurs
injectifs standard.

Comme i∗ a un inverse à gauche, il est essentiellement surjectif. Si S est un objet simple de
Fct(I,ModA) et X → i∗S un morphisme de Fct(J ,ModA), avec X non nul, l’adjoint G(X)→ S
est surjectif car non nul, donc en appliquant le foncteur exact i∗, on en déduit un épimorphisme
i∗G(X) ։ i∗(S), qui via l’isomorphisme X ≃ i∗G(X) s’identifie au morphisme initial. Cela prouve
que i∗S est soit nul soit simple.

Remarque 3.3.5. La considération des générateurs projectifs standard montre de même que G est
pleinement fidèle (H l’est également si l’hypothèse 3.1.28 est satisfaite).

Corollaire 3.3.6. Pour tout objet E de I, le foncteur d’évaluation evE est essentiellement surjectif
et envoie un foncteur simple sur une représentation nulle ou simple du monöıde EndI(E).

C’est le cas particulier du plongement pleinement fidèle EndI(E) →֒ I d’image E dans l’énoncé
précédent.

On constate que la proposition 3.3.4 fournit la « moitié droite » d’un diagramme de recollement.

Fct(I,ModA) i∗ // Fct(J ,ModA)
Gpp

H
nn

Nous nous présentons maintenant des cas où l’on peut obtenir à partir de là un diagramme de
recollement complet.

Définition 3.3.7. Soit J une sous-catégorie pleine de I. Nous dirons que J est une
– sous-catégorie complète à gauche de I si pour tout objet E de I, E est objet de J dès que

homI(E,X) 6= ∅ pour un objet X de J ;
– sous-catégorie complète à droite de I si pour tout objet E de I, E est objet de J dès que

homI(X,E) 6= ∅ pour un objet X de J (i.e. J op est une sous-catégorie complète à gauche
de Iop).

Proposition et définition 3.3.8 (Prolongement par zéro). Soient A une catégorie abélienne et J
une sous-catégorie pleine de I. Nous noterons K la sous-catégorie pleine de I dont la classe d’objets
est le complémentaire de celle de J et R : Fct(I,A)→ Fct(J ,A) le foncteur de restriction.

1. Supposons que J est complète, à gauche ou à droite, dans I. On définit un foncteur

PI,J : Fct(J ,A)→ Fct(I,A)

(noté simplement P lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté) appelé prolongement par zéro en posant
P(F )(E) = F (E) (F ∈ ObFct(J ,A)) si E ∈ ObJ , 0 si E ∈ ObK ; P(F )(t) = F (t) si t
est une flèche de J , 0 si c’est une autre flèche de I ; et P(T )E = TE si T est une flèche de
Fct(I,A) et E un objet de J , 0 sinon.

2. Supposons J complète à gauche (ce qui équivaut à K complète à droite).

(a) Le foncteur P est adjoint à droite à R.

(b) Si A admet des produits quelconques, le foncteur P est adjoint à gauche au foncteur
N : Fct(I,A)→ Fct(J ,A) défini comme suit :
– pour tout foncteur F : I → A et tout objet X de J ,

N (F )(X) = ker
(
F (X)

Q
F (f)

−−−−−→
∏

X
f
−→Y

Y ∈ObK

F (Y )
)

;

– si F : I → A est un foncteur, pour toute flèche X
u
−→ X ′ de J , N (F )(u) est induite

par F (u) ;
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– si T : F → G est une flèche de Fct(J ,A), N (T )X est induite par TX pour tout objet
X de J .

3. Supposons J complète à droite (ce qui équivaut à K complète à gauche).

(a) Le foncteur P est adjoint à gauche à R.

(b) Si A admet des sommes directes quelconques, le foncteur P est adjoint à droite au fonc-
teur N ′ : Fct(I,A)→ Fct(J ,A) défini comme suit :
– pour tout foncteur F : I → A et tout objet X de J ,

N ′(F )(X) = coker
( ⊕

Y
f
−→X

Y ∈ObK

F (Y )
L
F (f)

−−−−−→ F (X)
)

;

– si F : I → A est un foncteur, pour toute flèche X
u
−→ X ′ de J , N ′(F )(u) est induite

par F (u) ;
– si T : F → G est une flèche de Fct(J ,A), N ′(T )X est induite par TX pour tout objet
X de J .

Démonstration. Supposons J complète à gauche. On vérifie que pour tout foncteur F : J → A,
P(F ) est bien un foncteur I → A. Il s’agit de montrer que, pour tout diagramme commutatif

X
f //

h   @
@@

@@
@@

Y

g

��
Z

de I, le diagramme

P(F )(X)
P(F )(f)//

P(F )(h) &&MMMMMMMMMM
P(F )(Y )

P(F )(g)

��
P(F )(Z)

de A commute.
Si X , Y et Z sont objets de J , cela résulte de la fonctorialité de F . Sinon, par complétude

à gauche de J , Z est forcément objet de K, de sorte que P(F )(Z) = 0, et la commutation est
automatique. On en déduit aussitôt le premier point.

Montrons maintenant l’adjonction entre P et R. Soient F : I → A et G : J → A des foncteurs.
Une transformation naturelle R(F )→ G est une famille de morphismes (F (X)

uX−−→ G(X))X∈ObJ

tels que G(f) ◦ uX = uY ◦ F (f) pour tout morphisme X
f
−→ Y de J , tandis qu’une transformation

naturelle F → P(G) est une famille de morphismes (F (X)
uX−−→ G(X))X∈Ob I tels que G(f) ◦ uX =

uY ◦ F (f) pour tout morphisme X
f
−→ Y de J et que P(G)(f) ◦ uX = uY ◦ F (f) pour tout

morphisme X
f
−→ Y de I tel que X ∈ ObK (en effet, si Y est objet de J , X aussi). Mais dans ce

cas, P(G)(X) = 0, de sorte que la dernière condition est vide. On a donc un isomorphisme naturel
homFct(J ,A)(R(F ), G) ≃ homFct(I,A)(F,P(G)).

Traitons maintenant l’adjonction entre P et N (la vérification que N définit bien un foncteur
Fct(I,A) → Fct(J ,A) est laissée au lecteur). Si F : I → A et G : J → A sont des foncteurs,
une transformation naturelle u : P(G)→ F est entièrement déterminée par les uX , où X est objet

de J , puisque P(G)(Y ) = 0 si Y ∈ ObK ; et une famille de morphismes (G(X)
uX−−→ F (X))X∈ObJ

détermine une transformation naturelle P(G) → F si et seulement si c’est une transformation
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naturelle G→R(F ) et que le diagramme

G(X)

��

uX // F (X)

F (f)

��
G(Y ) = 0 // F (Y )

commute pour toute flèche X
f
−→ Y avec Y ∈ ObK (puisque l’existence d’une telle flèche entrâıne

X ∈ ObJ si Y ∈ ObJ ). Cette condition équivaut à imuX ⊂ N (F )(X) pour tout objet X de J ,
ce qui établit la deuxième assertion.

Le cas où J est complète à droite s’en déduit en remplaçant toutes les catégories par les catégories
opposées et en utilisant le lemme 3.1.25.

Remarque 3.3.9. On peut définir un foncteur de prolongement par zéro dans un cadre plus général
(qui peut s’obtenir par combinaison des cas des sous-catégories complètes à gauche et à droite),
celui d’une sous-catégorie pleine J de I telle que si A et B sont deux objets de J et X un objet
de I tels que homI(A,X) 6= ∅ et homI(X,B) 6= ∅, alors X est objet de J .

Corollaire 3.3.10. On conserve les notations précédentes. Si la sous-catégorie J de I est complète
à gauche, on a un diagramme de recollement

Fct(J ,ModA) P // Fct(I,ModA) R //
Rpp

N
nn Fct(K,ModA)

Ppp
nn

Dans le cas où J est complète à droite, on a un diagramme de recollement

Fct(J ,ModA) P // Fct(I,ModA) R //
N ′

pp

R
nn Fct(K,ModA).

pp

P
nn

Démonstration. Compte-tenu des propositions 3.3.4 et 3.3.8, il suffit de vérifier (dans le premier
cas ; le second est analogue) que l’unité id → NP et la coünité RP → id sont des isomorphismes,
ce qui découle des définitions des foncteurs en question.

3.3.2 Produit tensoriel extérieur

Nous présentons maintenant l’analogue dans le cadre des catégories de foncteurs du produit
tensoriel extérieur de modules (sur des anneaux différents). Nous renvoyons le lecteur à [CR90],
chapitre 1, § 10E pour les résultats de base sur ce produit tensoriel extérieur usuel en théorie des
représentations ; ils contiennent les propriétés ci-après dans le cas où les catégories I et J n’ont
qu’un seul objet.

Convention 3.3.11. Dans ce paragraphe, I et J sont deux catégories essentiellement petites et k
un corps commutatif. Nous noterons πI : I×J → I et πJ : I ×J → J les foncteurs de projection.

Définition 3.3.12 (produit tensoriel extérieur). On appelle produit tensoriel extérieur le foncteur

⊠ : Fct(I, Ek)× Fct(J , Ek)
π∗
I×π

∗
J

−−−−−→ Fct(I × J , Ek)× Fct(I × J , Ek)
⊗
−→ Fct(I × J , Ek).

Autrement dit, si F et G sont des objets respectifs de Fct(I, Ek) et Fct(J , Ek), A et B des
objets respectifs de I et J , on a (F ⊠G)(A,B) = F (A)⊗G(B).

Le produit tensoriel extérieur est donc un bifoncteur exact commutant aux colimites. Il commute
également à la dualité sur les foncteurs prenant des valeurs de dimension finie. Ses propriétés
justifient l’emploi de la notation suivante.
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Notation 3.3.13. Nous désignerons parfois par Fct(I, Ek) ⊗ Fct(J , Ek), par abus, la catégorie
Fct(I × J , Ek).

Remarque 3.3.14. Lorsque J = M , où M est un monöıde, la catégorie Fct(I, Ek)⊗Fct(J , Ek) est
canoniquement isomorphe à la catégorie Fct(I, Ek)M des objets de Fct(I, Ek) munis d’une action
de M (cf. exemple 1.1.10).

Lemme 3.3.15. On a un isomorphisme

P I×J
(A,B) ≃ P

I
A ⊠ PJ

B

naturel en les objets A de I et B de J .

Cette propriété immédiate a les conséquences suivantes.

Proposition 3.3.16. 1. L’image du foncteur produit tensoriel extérieur engendre la catégorie
abélienne Fct(I × J , Ek).

2. Le produit tensoriel extérieur d’un objet projectif de Fct(I, Ek) et d’un objet projectif de
Fct(J , Ek) est un objet projectif de Fct(I × J , Ek).

3. Le produit tensoriel extérieur d’un objet de type fini de Fct(I, Ek) et d’un objet de type fini
de Fct(J , Ek) est un objet de type fini de Fct(I × J , Ek).

4. On a un isomorphisme naturel en les objets F , F ′ de Fct(I, Ek) et G, G′ de Fct(J , Ek)

ExtnFct(I×J ,Ek)(F ⊠G,F ′
⊠G′) ≃

⊕

i+j=n

ExtiFct(I,Ek)(F, F
′)⊗ Extj

Fct(J ,Ek)(G,G
′) (3.7)

pour n < m lorsque F et G sont pfm
Si I et J possèdent des sommes finies, on a un isomorphisme naturel

HomFct(I×J ,Ek)(F ⊠G,F ′
⊠G′) ≃HomFct(I,Ek)(F, F

′) ⊠ HomFct(J ,Ek)(G,G
′) (3.8)

dans Fct(I × J , Ek) dès que F et G sont de présentation finie.

Démonstration. Les trois premières assertions découlent du lemme 3.3.15, de la proposition 3.1.19
et de l’exactitude du produit tensoriel.

La formule (3.7) résulte du lemme 3.3.15 dans le cas où F et G sont des projectifs standard ; le cas
général s’en déduit par les propositions 3.1.19 et 2.2.9 : si (Pn)n∈N et (Qn)n∈N sont des résolutions
projectives de F et G respectivement, où Pn et Qn sont pour n ≤ m des sommes directes finies de
projectifs standard, le complexe total

( ⊕

i+j=n

Pi ⊠Qj

)
n∈N

construit sur le produit tensoriel extérieur de (Pn)n∈N et (Qn)n∈N est une résolution projective de
F ⊠G qui donne le résultat. Quant à l’isomorphisme (3.8), il s’obtient à partir de (3.7), (3.6) et de
la remarque 3.1.16, d’où la proposition.

Remarque 3.3.17. Dans le cas où I et J vérifient l’hypothèse 3.1.28, on un isomorphisme naturel
II×J
(A,B) ≃ IIA ⊠ IJB , ce qui permet de remplacer dans la proposition précédente les hypothèses de

finitude sur F et G par les hypothèses duales sur F ′ et G′.

Proposition 3.3.18 (Simples de Fct(I × J , Ek)). 1. Si I et J vérifient l’hypothèse 3.1.28, pour
tout objet simple S de Fct(I × J , Ek), il existe un objet simple S1 de Fct(I, Ek), un objet
simple S2 de Fct(I, Ek) et un épimorphisme S1 ⊠ S2 ։ S.

2. Soient S un objet simple de Fct(I, Ek) et S′ un objet simple de Fct(J , Ek) tel que le corps
EndFct(J ,Ek)(S

′) est réduit à k. Alors S ⊠ S′ est un objet simple de Fct(I × J , Ek).
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3. Soient S1, S2 deux objets simples de Fct(I, Ek) et S′
1, S

′
2 deux objets simples de Fct(J , Ek).

Si S1 ⊠ S′
1 ≃ S2 ⊠ S′

2, alors S1 ≃ S′
1 et S2 ≃ S′

2.

Démonstration. Pour le premier point, considérons un objet (A,B) de I ×J tel que S(A,B) 6= ∅.
On a alors, par simplicité de S (en utilisant le lemme 3.3.15), un épimorphisme X ⊠ Y ։ S avec
X = P I

V et Y = PJ
W , qui sont bien échelonnés (cf. hypothèse 3.1.28). Quitte à remplacer X par

X/N , où N est le plus grand sous-objet de X tel que la composée N ⊠ Y →֒ X ⊠ Y ։ S est nulle,
on peut supposer que pour tout sous-objet non nul X ′ de X , la composée X ′

⊠ Y →֒ X ⊠ Y ։ S
est non nulle, donc surjective. On en déduit, par exactitude des limites filtrantes bien échelonnées,
que si S1 désigne l’intersection des sous-objets non nuls de X (de sorte que S1 est nulle ou simple),
la composée S1 ⊠ Y →֒ X ⊠ Y ։ S est surjective. De même, on trouve un sous-quotient simple S2

de Y tel que la composée S1 ⊠ S2 →֒ S1 ⊠ Y ։ S est surjective.
Pour la seconde assertion, on utilise l’isomorphisme canonique Fct(I×J , Ek) ≃ Fct(I,Fct(J , Ek)) :

l’image de S⊠S′ dans la catégorie Fct(I,Fct(J , Ek)) appartient en fait à l’image de i∗, où i désigne
l’inclusion (Fct(J , Ek))ssS′ →֒ Fct(J , Ek) (cf. section 2.7). Or (Fct(J , Ek))ssS′ ≃ EEndFct(J ,Ek)(S′) ≃ Ek
(cf. proposition 2.7.5), et l’objet correspondant à S ⊠ S′ dans Fct(I, Ek) via ces équivalences est
l’objet simple S. Ainsi, S ⊠ S′ est simple dans l’image de i∗, qui est une sous-catégorie de Serre de
Fct(J , Ek) (par les propositions 2.7.4 et 3.1.10), c’est donc aussi un objet simple de Fct(I×J , Ek).

Pour la dernière assertion, on choisit un objet E de J tel que l’espace vectoriel V = S′
1(E) est

non nul : alors S1⊗V ≃ S2⊗W , où W = S′
2(E) ; comme S1 et S2 sont simples, cela entrâıne qu’ils

sont isomorphes. De même, S′
1 ≃ S

′
2. Cela achève la démonstration.

Corollaire 3.3.19 (Groupe de Grothendieck de Fct(I × J , Ek)). Supposons que I et J vérifient
l’hypothèse 3.1.28 et que les corps d’endomorphismes des objets simples de Fct(J , Ek) sont réduits
à k. Le produit tensoriel extérieur induit des isomorphismes de groupes abéliens

Gf0 (Fct(I × J , Ek)) ≃ G
f
0 (Fct(I, Ek))⊗G

f
0 (Fct(J , Ek))

et
K0(Fct(I × J , Ek)) ≃ K0(Fct(I, Ek))⊗K0(Fct(J , Ek)).

Foncteurs exponentiels

Le produit tensoriel extérieur permet d’introduire la notion simple mais fondamentale de fonc-
teur exponentiel. Nous en donnerons ultérieurement des exemples et des applications. Ces définitions
et les conséquences suivantes apparaissent (dans le cas de la catégorie F) dans [FFSS99] et [Fra96].

Définition 3.3.20 (Foncteurs exponentiels). 1. Supposons que la catégorie I possède des som-
mes finies, de sorte que l’on dispose d’un foncteur ∐ : I × I → I. Un foncteur F : I → Ek est
dit ∐-exponentiel s’il existe dans Fct(I×I, Ek) un isomorphisme ∐∗F ≃ F⊠F compatible aux
isomorphismes de commutativité et d’associativité de ∐ et ⊗. Un foncteur gradué F =

⊕
n∈N

Fn

est dit ∐-exponentiel gradué s’il est à valeurs de dimension finie, que F0 ≃ k (foncteur constant)
et que l’on dispose d’un tel isomorphisme gradué, i.e.

∐∗Fn ≃
⊕

i+j=n

Fi ⊠ Fj .

2. Supposons que la catégorie I possède des produits finis, de sorte que l’on dispose d’un foncteur
× : I × I → I. Un foncteur F : I → Ek est dit ×-exponentiel s’il existe un isomorphisme
×∗F ≃ F ⊠ F compatible aux isomorphismes de commutativité et d’associativité de × et ⊗.
Un foncteur gradué F =

⊕
n∈N

Fn est dit ×-exponentiel gradué s’il est à valeurs de dimension

finie, que F0 ≃ k et que l’on dispose d’un tel isomorphisme gradué, i.e.

×∗Fn ≃
⊕

i+j=n

Fi ⊠ Fj .
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3. Lorsque la catégorie I est additive, les notions de foncteur ∐-exponentiel (gradué) et ×-
exponentiel (gradué) cöıncident ; on parlera alors seulement de foncteur exponentiel (gradué).

La propriété suivante découle des définitions.

Proposition 3.3.21. 1. Supposons que I possède des produits finis.

(a) Pour tout objet E de I, le foncteur P I
E est ×-exponentiel.

(b) Le produit tensoriel de deux foncteurs ×-exponentiels (resp. d’un foncteur ×-exponentiel
et d’un foncteur ×-exponentiel gradué) est un foncteur ×-exponentiel (resp. ×-exponentiel
gradué).

2. Supposons que I possède des sommes finies.

(a) Si l’hypothèse 3.1.28 est satisfaite, pour tout objet E de I, le foncteur IIE est ∐-exponentiel.

(b) Le produit tensoriel de deux foncteurs ∐-exponentiels (resp. d’un foncteur ∐-exponentiel
et d’un foncteur ∐-exponentiel gradué) est un foncteur ∐-exponentiel (resp. ∐-exponentiel
gradué).

Lemme 3.3.22. Notons δ : I → I × I le foncteur diagonal.

1. Si I possède des sommes finies, le foncteur ∐ : I × I → I est adjoint à gauche à δ. Par
conséquent, ∐∗ : Fct(I, Ek)→ Fct(I × I, Ek) est adjoint à droite à δ∗.

2. Si I possède des produits finis, le foncteur × : I × I → I est adjoint à droite à δ. Par
conséquent, ×∗ : Fct(I, Ek)→ Fct(I × I, Ek) est adjoint à gauche à δ∗.

3. Le diagramme

Fct(I, Ek)× Fct(I, Ek)
⊠ //

⊗ ))TTTTTTTTTTTTTTT
Fct(I × I, Ek)

δ∗

��
Fct(I, Ek)

commute.

Ce lemme immédiat permet d’établir la proposition suivante, grâce à laquelle les foncteurs
exponentiels s’avèrent souvent utiles pour simplifier des calculs d’algèbre homologique.

Proposition 3.3.23. Supposons que I possède des produits finis. Si F =
⊕
n∈N

Fn est un foncteur

×-exponentiel gradué tel que pour tout n ∈ N, Fn est pf∞, on a pour tout n ∈ N un isomorphisme
gradué

Ext∗Fct(I,Ek)(Fn, X ⊗ Y ) ≃
⊕

i+j=n

Ext∗Fct(I,Ek)(Fi, X)⊗ Ext∗Fct(I,Ek)(Fj , Y ) (3.9)

naturel en les objets X et Y de Fct(I, Ek). Si I possède également des sommes finies, on a un
isomorphisme naturel

HomFct(I,Ek)(Fn, X ⊗ Y ) ≃
⊕

i+j=n

HomFct(I,Ek)(Fi, X)⊗HomFct(I,Ek)(Fj , Y ) (3.10)

dans Fct(I, Ek).

Démonstration. Le lemme 3.3.22, combiné au corollaire 1.2.8, fournit des isomorphismes

Ext∗Fct(I,Ek)(F,X ⊗ Y ) = Ext∗Fct(I,Ek)(F, δ
∗(X ⊠ Y )) ≃ Ext∗Fct(I×I,Ek)(×

∗F,X ⊠ Y )

≃ Ext∗Fct(I×I,Ek)(F ⊠ F,X ⊠ Y ) ,

de sorte que l’isomorphisme (3.7) fournit (3.9).
Quant à (3.9), il s’en déduit en appliquant ce qui précède (pour ∗ = 0) aux foncteurs exponentiels

×-gradués (P I
E ⊗ Fn)n (cf. proposition 3.3.21) et en utilisant la remarque 3.1.16 et (3.6).
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Remarque 3.3.24. 1. On a un énoncé analogue pour un foncteur exponentiel non gradué.

2. Dans le cas où l’hypothèse 3.1.28 est vérifiée, on a un analogue dual en remplaçant ×-
exponentiel par ∐-exponentiel. On obtient ainsi notamment que si I possède des sommes
et des produits finis et que F =

⊕
n∈N

Fn est un foncteur ∐-exponentiel gradué tel que pour tout

n ∈ N, Fn est co-pf∞, on a un isomorphisme

(X ⊗ Y : Fn) ≃
⊕

i+j=n

(X : Fi)⊗ (Y : Fj) (3.11)

naturel en les objets X et Y de Fct(I, Efk ).



Chapitre 4

La catégorie F et la conjecture
artinienne

Nous introduisons dans ce chapitre la catégorie F des représentations génériques des groupes
linéaires sur le corps F2.

Définition 4.0.1. Soit E = EF2 la catégorie des espaces vectoriels sur le corps à deux éléments ;

ainsi Ef = EfF2
désignera la sous-catégorie pleine essentiellement petite des espaces de dimension

finie. La catégorie F est la catégorie de foncteurs

F = Fct(Ef , E).

Ces notations seront conservées dans toute la suite de cette thèse ; sauf mention expresse du
contraire, tous les espaces vectoriels considérés seront des espaces vectoriels sur F2.

La principale motivation qui a amené plusieurs mathématiciens à étudier systématiquement
la catégorie F depuis les années 1990 est topologique : les travaux de Henn, Lannes et Schwartz
(cf. [HLS93] et [Sch94]) ont mis en évidence les liens étroits entre F et l’algèbre de Steenrod des
opérations stables de la cohomologie modulo 2. En topologie, parmi les corps premiers, les corps
finis donnent lieu aux structures les plus riches. De plus, la caractéristique 2 présente quelques
particularités techniques intéressantes qui rendent naturel de lui accorder un intérêt spécial : les
puissances réduites suffisent à engendrer l’algèbre de Steenrod, et les conditions de commutativité
graduée se muent en une commutativité stricte. Enfin, sur F2, les homothéties sont triviales, ce qui
évite de distinguer entre les différentes variantes de groupes linéaires. C’est pourquoi la catégorie
de foncteurs F définie sur F2 a fait l’objet d’une attention particulière.

Lorsque l’on remplace F2 par un autre corps fini, on obtient une catégorie dont le comportement
est très analogue. La plupart de nos considérations ultérieures peut, au prix parfois de quelques
raffinements techniques, mineurs, être généralisée à ce cas (cf. [Dja06a]). Les propriétés de base
de la catégorie F , exposées dans les trois articles de Kuhn [Kuh94a], [Kuh94b] et [Kuh95] et la
thèse de Piriou [Pir95] (chapitres 1 à 3), y sont d’ailleurs démontrées, pour l’essentiel, avec ce degré
de généralité. Les phénomènes nouveaux qui apparaissent (décomposition scalaire, action du mor-
phisme de Frobenius pour un corps fini non premier) se traitent en effet de manière élémentaire,
tandis que les problèmes ardus liés à la structure globale de la catégorie de foncteurs ou aux
représentations modulaires se présentent en les mêmes termes que sur F2. Les considérations d’ex-
tension du corps de base présentent quant à elles des subtilités qu’il convient d’étudier en termes
de foncteurs strictement polynomiaux (cf. [FFSS99]), dont nous n’aurons pas usage.

Le début de ce chapitre est consacré à la structure élémentaire de la catégorie F . Après quelques
généralités (section 4.1), nous étudions les foncteurs finis de F . Le résultat principal réside dans leur
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caractère polynomial, i.e. nilpotent pour le foncteur différence ∆, dont la définition est rappelée dans
le § 4.2.1. Cela permet d’utiliser les méthodes classiques de théorie des représentations des groupes
symétriques, via leur action sur les foncteurs puissances tensorielles par permutation des facteurs.
Les références bibliographiques sur le sujet abondent ; contentons-nous de citer le chapitre 5 de
[Sch94] et [Pir95]. Dans [Kuh94b], Kuhn suit une méthode proche, mais utilise les représentations
des groupes linéaires sur F2 plutôt que celles des groupes symétriques (nous y reviendrons au
chapitre suivant — cf. proposition 5.3.17).

Dans la section 4.3, nous discuterons différentes variantes de l’énoncé suivant, dont nous avons
donné ici la forme minimale.

Conjecture 4.0.2 (Conjecture artinienne). La catégorie F est co-localement artinienne.

Ce problème a été posé initialement par Lannes et Schwartz. Kuhn en a discuté les aspects de
base dans [Kuh94b], § 3. Cette question s’est vite avérée l’une des plus difficiles à résoudre sur la
catégorie F et reste largement ouverte.

4.1 La catégorie abélienne tensorielle F

Nous rappelons dans cette section quelques résultats simples sur la structure de F que nous
avons établis au chapitre 3 (avec des conséquences découlant des résultats du chapitre 2). On
note que l’hypothèse 3.1.28 est vérifiée, et que le foncteur de dualité induisant une équivalence de
catégories entre (Ef )op et Ef , on dispose d’une auto-dualité dans F . De plus, le caractère additif de
la catégorie source Ef permet d’assurer un bon comportement du produit tensoriel (cf. corollaire
3.1.24, paragraphe 3.3.2 etc.).

Proposition 4.1.1. 1. La catégorie F est une catégorie abélienne vérifiant les hypothèses 1.3.4
et 2.1.12. Elle est engendrée par les projectifs de type fini standard PV = F2[hom (V, .)]
(V ∈ Ob Ef ).

2. C’est une catégorie tensorielle exacte fermée munie d’une bonne auto-dualité
D : Fop → F . Ce foncteur est obtenu par la composition (commutative) du foncteur de
précomposition par (.)∗ : (Ef )op → Ef et du foncteur de postcomposition par (.)∗ : Eop → E ;
on a ainsi (DF )(V ) = F (V ∗)∗ pour tous F ∈ ObF et V ∈ Ob Ef . Les duaux IV = DPV ∗

des projectifs standard forment une famille de cogénérateurs injectifs de co-type fini (injectifs

standard) ; explicitement, on a IV (E) ≃ Fhom(E,V )
2 .

3. On a des isomorphismes naturels

PV ⊗ PW ≃ PV⊕W , IV ⊗ IW ≃ IV⊕W (V,W ∈ Ob Ef ).

4. Le produit tensoriel préserve :
– les objets projectifs ;
– les objets de type fini ;
– les objets pfn ;
– les objets injectifs de co-type fini ;
– les objets de co-type fini ;
– les objets co-pfn.

Remarque 4.1.2. On peut étendre canoniquement un foncteur F de F en un foncteur E → E , en
associant à un espace vectoriel V la colimite des F (W ) (pour les monomorphismes induits par les
inclusions), W parcourant l’ensemble des sous-espaces de dimension finie de V . On obtient ainsi une
correspondance bijective entre F et les foncteurs E → E qui commutent aux colimites filtrantes.
Rappelons que l’on évite de considérer la catégorie de tous ces foncteurs parce que E n’est pas
essentiellement petite ; la seule considération des foncteurs Ef → Ef n’est pas non plus suffisante
car cette catégorie ne possède pas toutes les (co)limites, et n’a pas assez de projectifs ni d’injectifs.
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En particulier, on peut composer les objets de F (dans la plupart des cas, nous ne considérerons
que des foncteurs à valeurs de dimension finie, ce qui évite d’avoir à considérer le prolongement
précédent pour définir cette composition), ou plus généralement un objet de F et un objet de
Fct(I, E), où I est une catégorie essentiellement petite.

Notation 4.1.3. – Le projectif PF2 sera noté (sauf ambigüıté possible) simplement P par la
suite. De même, l’injectif IF2 sera noté I.

– La sous-catégorie Fct(Ef , Ef ) des objets bien échelonnés de F sera notée Fdf .

La sous-catégorie pleine de F des foncteurs constants (que nous identifierons à E dans la suite)
est épaisse — il résulte de la proposition 3.1.14 que c’est une une sous-catégorie de Serre, puisque
l’unique foncteur Ef → ∗ est plein et essentiellement surjectif, et elle est stable par extensions
parce que F2 = P0 est projectif dans F . La proposition suivante, dont la vérification est immédiate,
complète cette remarque.

Proposition et définition 4.1.4. On a des isomorphismes

homF(F, i(V )) ≃ homE(F (0), V ) et homF(i(V ), F ) ≃ homE(V, F (0))

naturels en les objets F de F et V de E, où i : E →֒ F désigne le foncteur associant à un espace
vectoriel V le foncteur constant en V . Dans la suite, nous noterons simplement V pour i(V ), par
abus.

On a de plus une décomposition naturelle

F ≃ F̄ ⊕ F (0)

où F̄ = ker (F → F (0)) (la notation F̄ sera conservée dans toute la suite) est appelé la partie sans
terme constant de F et F (0) le terme constant de F .

Remarque 4.1.5. Cette proposition fournit une équivalence de catégories F ≃ E × F̄ , où F̄ est la
sous-catégorie pleine des foncteurs sans terme constant. Lorsqu’on remplace F2 par un autre corps
fini, cette équivalence se généralise en la décomposition scalaire (cf. [Kuh94a], § 3.3).

Un cas particulier d’usage très courant est celui des décompositions P ≃ P̄ ⊕ F2 et I ≃ Ī ⊕ F2.
Pour tout V ∈ ObEf , le sous-espace vectoriel P̄ (V ) de P (V ) admet une base formée des [0] + [v],
où v ∈ V \ {0}. Si l’on considère plutôt P̄ comme un quotient de P , une base de P̄ (V ) est formée
des images des générateurs [v] pour v ∈ V \ {0}, que par abus nous noterons encore parfois [v].

4.2 Foncteurs finis

Le premier paragraphe de cette section présente les propriétés formelles du foncteur différence
et des foncteurs polynomiaux ; on y rappelle le caractère co-localement polynomial des objets pro-
jectifs de type fini de F et ses conséquences fondamentales. Le deuxième paragraphe expose des
considérations beaucoup plus concrètes sur les foncteurs finis usuels de F : puissances tensorielles,
extérieures, symétriques... Enfin, le paragraphe 4.2.3 rappelle les liens entre les foncteurs polyno-
miaux de F et les représentations des groupes symétriques sur F2.

4.2.1 Foncteurs polynomiaux

Définition 4.2.1 (Foncteurs de décalage). Étant donné un espace vectoriel de dimension finie V ,
nous désignerons par ∆V l’endofoncteur de F de précomposition par le foncteur · ⊕ V : Ef → Ef

de somme directe avec V . On l’appelle foncteur de décalage par V (cf. section 3.2).

Remarque 4.2.2. – Le caractère bifonctoriel de ⊕ montre que cette construction est fonctorielle
en V .
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– On a un isomorphisme naturel ∆V⊕W ≃ ∆V ◦∆W . En particulier, si V est de dimension n,
le foncteur ∆V est isomorphe à (∆F2)

n.

Définition 4.2.3 (Foncteur différence). Le foncteur ∆F2 sera noté ∆̃. Le noyau de la transformation

naturelle ∆̃→ ∆0 = idF induite par le morphisme F2 → 0 de Ef est appelé foncteur différence ; il
se note ∆.

Remarque 4.2.4. Le foncteur ∆ est également le conoyau de la transformation naturelle id → ∆̃
induite par 0→ F2, de sorte que l’on a un scindement canonique

∆̃ ≃ ∆⊕ id. (4.1)

Ce scindement est analogue à celui de la proposition 4.1.4.

Proposition 4.2.5 (Adjoints aux foncteurs décalage et différence). Soit V un espace vectoriel de
dimension finie.

– Le foncteur de décalage ∆V est adjoint à droite à ·⊗PV . En particulier, ∆̃ est adjoint à droite
à · ⊗ P .

– Le foncteur de décalage ∆V est adjoint à gauche à · ⊗ IV . En particulier, ∆̃ est adjoint à
gauche à · ⊗ I.

– Le foncteur différence ∆ est adjoint à droite à · ⊗ P̄ et à gauche à · ⊗ Ī.

Remarque 4.2.6. Ces adjonctions sont naturelles en V .

Démonstration. Les assertions relatives aux foncteurs de décalage découlent des propositions 3.2.6
et 3.2.7, le cas du foncteur différence s’en déduit par le scindement (4.1).

Remarque 4.2.7. Explicitement, la coünité de l’adjonction P ⊗ ∆̃F → F est donnée, sur l’objet V
de Ef , par

[v]⊗ x 7−→ F (idV ⊕ v)(x)

où v ∈ V et x ∈ F (V ⊕ F2) (on a noté par abus encore v l’application linéaire F2 → V déterminée
par v).

La coünité P̄ ⊗∆F → F s’obtient par restriction de celle-ci.

Proposition 4.2.8. 1. On a des isomorphismes naturels

∆E(PV ) ≃ PV (E)⊗ PV et ∆E(IV ) ≃ IV (E)⊗ IV (V,E ∈ Ob Ef ). (4.2)

2. Les foncteurs de décalage commutent naturellement au produit tensoriel ; on a de plus un
isomorphisme de foncteurs D ◦∆V ≃ ∆V ∗ ◦D naturel en V ∈ Ob Ef (donc un isomorphisme,
non naturel, D ◦∆V ≃ ∆V ◦D).

3. Le foncteur différence commute naturellement à la dualité. On a un isomorphisme

∆(F ⊗G) ≃ (∆F ⊗G)⊕ (F ⊗∆G)⊕ (∆F ⊗∆G) (4.3)

naturel en les objets F et G de F .

4. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence préservent :

(a) les objets projectifs et les objets injectifs ;

(b) les objets de type fini, pfn, co-tf et co-pfn.

5. Soit F un foncteur tel que F (0) est de dimension finie et que ∆F est de type fini (resp. fini,
pfn, co-tf, co-pfn). Alors F est de type fini (resp. fini, pfn, co-tf, co-pfn).
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Démonstration. Le premier point résulte de ce que les foncteurs PV et IV sont naturellement ex-
ponentiels. Un foncteur de précomposition commute toujours au produit tensoriel, et si l’on note
sV = · ⊕ V l’endofoncteur de Ef de translation par V , le diagramme

(Ef )op

(.)∗

��

(sV )op

// (Ef )op

(.)∗

��
Ef sV ∗

// Ef

commute (à isomorphisme naturel près), ce qui fournit le second point. Le troisième s’en déduit

aisément via (4.1). Par exemple, (4.3) s’obtient en constatant que, si l’on note pF : ∆̃F ։ F la
projection canonique, le diagramme

∆̃(F ⊗G)

≃

��

pF⊗G // F ⊗G

∆̃F ⊗ ∆̃G

pF ⊗pG

99ssssssssss

commute, et en identifiant les noyaux.
La première partie de la quatrième assertion découle des propositions 4.2.5 et 1.2.7. La seconde

partie provient, compte-tenu des deux premiers points, des propositions 2.2.15 et 2.4.19.
On observe maintenant que le foncteur ∆× ev0 : F → F ×E est exact, commute aux colimites,

et est fidèle. En effet, si ∆F = 0, on a F (V ⊕ F2) ≃ F (V ) pour tout V ∈ Ob Ef , de sorte que F
est constant, ce qui entrâıne sa nullité si F (0) = 0. Par la proposition 2.1.5, on en déduit que si F
est un foncteur tel que (∆F, ev0(F )) est un objet tf de F × E , i.e. tel que ∆F est un objet tf de
F et F (0) un espace vectoriel de dimension finie, alors F est tf. Les propositions 2.2.17 et 2.6.15
démontrent de même la dernière assertion dans les cas où F est respectivement pfn et fini. Les cas
où F est co-tf ou co-pfn s’en déduisent par dualité, d’où la proposition.

Définition 4.2.9 (Foncteurs polynomiaux, (co)analytiques). Un foncteur F ∈ ObF est dit :
– polynomial s’il existe un entier naturel n tel que ∆nF = 0 ;
– analytique s’il est réunion de ses sous-foncteurs polynomiaux ;
– coanalytique s’il est limite de ses quotients polynomiaux.
Le degré d’un foncteur polynomial non nul F est le plus grand entier positif n tel que ∆nF 6= 0,

on le note degF ; on pose également deg 0 = −∞.

Notation 4.2.10. Étant donné n ∈ Z, nous noterons Fn la sous-catégorie pleine de F formée des
foncteurs polynomiaux de degré au plus n. Ainsi, pour n ≥ 0, Fn est le noyau du foncteur exact
∆n+1, c’est donc une sous-catégorie épaisse de F .

Nous désignerons par Fω la sous-catégorie pleine de F des foncteurs analytiques.

Remarque 4.2.11. – Pour n < 0, Fn est la sous-catégorie réduite à 0 ; F0 ≃ E est la catégorie
des foncteurs constants.

– Notons dF , où F est un objet de Fdf , la fonction N → Z donnée par dF (n) = dimF (F2
⊕n).

On a alors d∆F = δ(dF ), où δ désigne l’opérateur donné par δ(f)(n) = f(n+ 1)− f(n).
Comme une fonction f : N → Z est polynomiale de degré au plus n si et seulement si
δn+1(f) = 0, on voit que le foncteur F à valeurs de dimension finie est polynomial si et
seulement si la fonction dF est polynomiale (et leurs degrés cöıncident alors), ce qui justifie
la terminologie.

– Les isomorphismes (4.2) montrent qu’un objet projectif ou injectif n’est polynomial que lors-
qu’il est constant.

– Il est également usuel de définir la notion de foncteur polynomial à partir des « effets croisés » ,
ou « déviations » (cf. [Fra96]). Nous n’utiliserons pas ce point de vue, strictement équivalent
à celui donné ici (qui est par exemple employé dans [Sch94]).
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– Le dual d’un foncteur analytique est coanalytique ; le dual d’un foncteur coanalytique à valeurs
de dimension finie est analytique.

Exemple 4.2.12. Supposons que (Fn)n∈N est un foncteur exponentiel gradué de F . On a un isomor-
phisme

∆Fn ≃
n−1⊕

i=0

Fn−i(F2)⊗ Fi (n ∈ N).

Cela montre que pour tout n, Fn est polynomial de degré au plus n, et de degré exactement n
si F1 6= 0 (on a alors F1(F2) 6= 0 car F1 est un foncteur additif).

Proposition 4.2.13. 1. Le dual d’un foncteur polynomial est polynomial de même degré.

2. Si F et G sont deux foncteurs polynomiaux, alors F ⊗ G est un foncteur polynomial, et
deg(F ⊗G) = degF + degG.

3. Le produit tensoriel de deux foncteurs analytiques est analytique.

4. Un foncteur F est polynomial si et seulement si ∆F est polynomial ; si de plus F est non
constant, on a deg(∆F ) = degF − 1.

Démonstration. Le premier point résulte de la commutation entre ∆ et D, le second de (4.3), et le
troisième s’en déduit par passage à la colimite. Le dernier découle de la définition.

Remarque 4.2.14. En revanche, la notion de foncteur analytique est fortement non auto-duale. Nous
verrons ainsi que les injectifs standard IV sont toujours analytiques, mais que leur dual PV ∗ ne l’est
que si V est nul.

La proposition suivante, dont la démonstration est purement formelle, revêt une importance
particulière dans le cadre de l’étude des propriétés de finitude dans F .

Proposition 4.2.15 (Schwartz). Supposons que F est un foncteur polynomial à valeurs de dimen-
sion finie. Alors F est fini, pf∞ et co-pf∞.

Démonstration. Il suffit de combiner la dernière assertion de la proposition 4.2.8 et une récurrence
sur le degré.

Remarque 4.2.16. L’inégalité sous-jacente à la démonstration de la finitude d’un foncteur polyno-
mial F de Fdf est la borne lg(F ) ≤ lg(∆F ) + dimF (0). Celle-ci est très mauvaise ; donner des
renseignements précis sur les facteurs de composition de ∆S, où S est un foncteur simple, est en
général très difficile (cf. [PS98], § 3, pour des résultats partiels à ce sujet).

Proposition et définition 4.2.17 (Foncteurs pn et qn). Soient n ∈ N et F ∈ ObF .

1. Notons qn(F ) le conoyau du morphisme naturel P̄⊗n ⊗∆nF → F (coünité d’une adjonction
dérivée de la proposition 4.2.5). Pour n < 0, on pose qn(F ) = 0. Alors qn(F ) est un foncteur
polynomial de degré au plus n ; c’est le plus grand quotient de F ayant cette propriété. Tout
morphisme F → G de F induit un morphisme qn(F ) → qn(G), ce qui permet de voir qn
comme un foncteur F → Fn. Celui-ci est adjoint à gauche au foncteur d’oubli Fn → F .

2. Notons pn(F ) le noyau du morphisme naturel F → Ī⊗n ⊗ ∆nF (unité d’une adjonction
dérivée de la proposition 4.2.5). Pour n < 0, on pose pn(F ) = 0. Alors pn(F ) est le plus
grand sous-foncteur polynomial de degré au plus n de F . Tout morphisme F → G de F induit
un morphisme pn(F )→ pn(G), ce qui permet de voir pn comme un foncteur F → Fn. Celui-ci
est adjoint à droite au foncteur d’oubli Fn → F .

3. Les foncteurs pn et qn sont liés par les isomorphismes naturels de dualité

pn(DF ) ≃ D(qn(F )) et qn(DF ) ≃ D(pn(F )).
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4. Posons

p∞(F ) =
⋃

n∈N

pn(F ).

Alors p∞(F ) est le plus grand sous-foncteur analytique de F . On obtient ainsi un foncteur
p∞ adjoint à droite au foncteur d’oubli Fω → F .

Définition 4.2.18. Soit n ∈ N. Un foncteur F de F est dit :
– homogène de degré n s’il est polynomial de degré n (donc F = pn(F )) et que pn−1(F ) = 0 ;
– cohomogène de degré n s’il est polynomial de degré n (donc F = qn(F )) et que qn−1(F ) = 0.

Remarque 4.2.19. Un foncteur fini non nul de degré n est homogène (resp. cohomogène) si et
seulement si son socle (resp. son cosocle) n’est constitué que d’objets simples de degré n.

Proposition et définition 4.2.20 (Filtration (co)polynomiale). Soient n ∈ N et F ∈ ObF .

1. La filtration naturelle

0 = p−1(F ) ⊂ p0(F ) = F (0) ⊂ · · · ⊂ pn(F ) ⊂ · · ·

de F ∈ ObF est appelée filtration polynomiale de F . Ses sous-quotients sont notés

phomn = pn/pn−1 (4.4)

(où l’on note encore pi, par abus, pour la composée de pi et du foncteur d’oubli Fi → F). Le
foncteur phomn (F ) est le plus grand quotient homogène de degré n de pn(F ) s’il est non nul ;
on l’appelle partie homogène de degré n de F .

2. On définit des endofoncteurs kn de F par kn = ker (id ։ qn−1), de sorte que l’on obtient une
filtration décroissante naturelle

F = k0(F ) ⊃ k1(F ) ⊃ · · · ⊃ kn(F ) ⊃ · · ·

du foncteur F , appelée filtration copolynomiale de F . Ses sous-quotients sont notés

qhomn = kn/kn+1 ≃ ker (qn ։ qn−1).

Le foncteur qhomn (F ) est le plus grand sous-objet cohomogène de degré n de qn(F ) s’il est non
nul ; on l’appelle partie cohomogène de degré n de F .

Les propositions/définitions 4.2.17 et 4.2.20 sont implicites dans [HLS93], et explicites dans [Pir95].

Proposition 4.2.21. Soient F,G ∈ ObF et n ∈ Z.

1. On a
pn(F ⊗G) =

∑

i+j=n

pi(F )⊗ pj(G).

2. Le produit tensoriel de deux foncteurs homogènes (resp. cohomogènes) est homogène (resp.
cohomogène).

3. De plus, p∞(F ⊗G) = p∞(F )⊗ p∞(G).

4. On a des isomorphismes naturels

phomn (F ⊗G) ≃
⊕

i+j=n

phomi (F )⊗ phomj (G)

et
qhomn (F ⊗G) ≃

⊕

i+j=n

qhomi (F )⊗ qhomj (G).
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Pour la démonstration, voir [Pir95], proposition 1.3.1.

Remarque 4.2.22. Un foncteur homogène et cohomogène de degré n peut avoir un sous-quotient
non nul de degré strictement inférieur à n. Ainsi, le foncteur fini T 2 introduit dans le paragraphe
4.2.2 ci-après est homogène et cohomogène de degré 2, mais possède un facteur de composition de
degré 1.

La proposition suivante, contenue initialement dans [HLS93] (cf. aussi [Kuh94a], § 4), est fonda-
mentale.

Proposition 4.2.23. Les cogénérateurs injectifs standard de F sont analytiques. Dualement, les
générateurs projectifs standard de F sont coanalytiques.

Démonstration. La stabilité de Fω par produit tensoriel montre qu’il suffit d’établir que I est
analytique, ou encore que P est coanalytique, puisque c’est un objet de Fdf . Pour cela, on note

sV =
∑

a∈V

[a] ∈ P (V )

pour tout objet V de Ef . Nous allons montrer que pour tout n ∈ N∗ et tout V ∈ ObEf , kn(P )(V )
est le sous-espace vectoriel de P (V ) engendré par les sW , où W est un sous-espace de dimension n
de V . On aura ainsi kn(P )(V ) = 0 pour dimV < n, ce qui impliquera

⋂

n∈N∗

kn(P ) = 0

i.e. que P est coanalytique.
Pour cela, on note que la coünité P̄⊗n ⊗ P → P de l’adjonction entre ∆n et P̄⊗n ⊗ · (∆P ≃ P

par la proposition 4.2.8) est donnée, sur V ∈ Ob Ef , par

( n⊗

i=1

([0] + [ui])
)
⊗ [v] 7−→ s(u1, . . . , un; v) =

∑

ǫ∈F2
n

[
v +

n∑

i=1

ǫiui
]

où les ui et v sont des éléments de V (appliquer la remarque 4.2.7). On constate ensuite que
s(u1, . . . , un; v) = 0 si la famille (ui) est liée, que sinon s(u1, . . . , un; 0) = sW , où W désigne l’espace
vectoriel engendré par les ui, que s(u1, . . . , un; v) = s(u1, . . . , un; 0)+s(u1, . . . , un, v; 0), et enfin que
sW est la somme des sH , où H parcourt les hyperplans de W , lorsque dimW ≥ 2. Cela achève la
démonstration.

Remarque 4.2.24. – La variante « duale » de cette démonstration consiste à établir que pnI(V )
est l’espace vectoriel des fonctions V ∗ → F2 polynomiales de degré au plus n.

– Ce résultat persiste lorsqu’on remplace F2 par un autre corps fini ; il tombe en revanche en
défaut sur un corps commutatif infini.

Nous donnerons plus précisément la structure de P et de I dans le paragraphe suivant.

Corollaire 4.2.25 (cf. [Sch94], corollaire 5.3.7). Un objet de F est de co-type fini si et seulement
s’il est analytique et de socle fini. En particulier, l’hypothèse 2.7.16 est vérifiée dans F .

Démonstration. La proposition 2.7.13 (assertion 2) montre qu’un objet analytique et de socle fini
est co-tf. Réciproquement, un objet co-tf de F se plonge dans une somme directe finie d’injectifs
standard (cf. proposition 2.4.13), il est donc analytique par la proposition 4.2.23 ; il est également
de socle fini par la proposition 2.7.13 (assertion 1), d’où la conclusion.

Corollaire 4.2.26. Un objet de F est fini si et seulement s’il est polynomial et à valeurs de
dimension finie.
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Démonstration. Soient S un objet simple de F et V un espace vectoriel de dimension finie tel que
S(V ) 6= 0. Alors il existe un monomorphisme de S dans IV (cf. proposition 3.1.27) ; comme S est
de type fini, on en déduit que S se plonge dans un foncteur polynomial à valeurs de dimension finie
pn(IV ). Un argument d’épaisseur montre alors que tous les objets finis de F sont polynomiaux et
dans Fdf . La réciproque est contenue dans la proposition 4.2.15, d’où le corollaire.

Ce corollaire montre que, dans F , les objets analytiques (resp. coanalytiques) sont exactement
les objets localement finis (resp. co-localement finis).

Remarque 4.2.27. Le foncteur PV n’est analytique que si V = 0. En effet, si PV est analytique,
il est fini par les propositions 4.2.23 et 2.6.21, donc polynomial, ce qui n’advient que pour V = 0
par (4.2). Dualement, IV n’est coanalytique que pour V = 0.

Corollaire 4.2.28. – Le produit tensoriel de deux objets finis de F est fini.
– Si F ∈ ObF est fini, alors ∆F est fini.
– Un objet fini de F est pf∞ et co-pf∞. En particulier, F satisfait aux hypothèses 2.6.9 et 2.6.10.
– La sous-catégorie Fω de F est épaisse.

Démonstration. Les trois premières assertions résultent du corollaire 4.2.26, combiné aux proposi-
tions 4.2.13 et 4.2.15. La dernière se déduit de la précédente via la proposition 2.6.18.

4.2.2 Quelques classes de foncteurs finis

Notation 4.2.29. – Nous noterons, pour n ∈ N, T n le foncteur n-ième puissance tensorielle de
F , c’est-à-dire le produit tensoriel de n copies du foncteur d’oubli Ef → E . Ainsi T n(V ) = V ⊗n

pour V ∈ Ob Ef .
– Notons Σn = AutEns{1, . . . , n} le groupe symétrique sur n lettres. On remarque que Σn agit

naturellement à droite sur T n par permutation des facteurs du produit tensoriel.
– Le foncteur obtenu en prenant les co-invariants de T n sous l’action de Σn, appelé n-ième

puissance symétrique, sera noté Sn.
– Le foncteur obtenu en prenant les invariants de T n sous l’action de Σn, appelé n-ième puissance

divisée, sera noté Γn.
– Nous désignerons par Λn, pour n ∈ N, le foncteur n-ième puissance extérieure.
Par convention, les foncteurs T 0, S0, Γ0 et Λ0 sont égaux au foncteur constant F2 ; nous étendrons

aussi les notations T n, Sn, Γn et Λn à n < 0 en convenant que ces foncteurs sont alors nuls.

Pour les propriétés générales de ces foncteurs que nous utiliserons (souvent implicitement), nous
renvoyons à [Bou70], chapitre III (§ 5, 6 et 7) et [Bou81], chapitre IV (§ 5). On a notamment la
propriété fondamentale suivante, qui est à la base de très nombreux calculs d’algèbre homologique
dans F (cf. notamment [Fra96] et [FFSS99]).

Proposition 4.2.30. Les foncteurs gradués (Λn), (Γn) et (Sn) sont exponentiels.

Remarque 4.2.31. 1. Les foncteurs T n et Λn sont auto-duaux. Les foncteurs Sn et Γn sont duaux
l’un de l’autre.

2. On a des monomorphismes canoniques Λn →֒ Γn →֒ T n et, dualement, des épimorphismes
canoniques T n ։ Sn ։ Λn (comme nous sommes sur F2, l’algèbre extérieure Λ∗(V ) sur
V ∈ ObEf s’identifie canoniquement au quotient de l’algèbre symétrique S∗(V ) par l’idéal
engendré par les carrés).

3. Grâce à l’exemple 4.2.12, on a des isomorphismes

∆Λn ≃ Λn−1, (4.5)

∆Sn ≃
n−1⊕

i=0

Si, (4.6)
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∆Γn ≃
n−1⊕

i=0

Γi. (4.7)

4. En particulier, Λn, Sn et Γn sont des foncteurs finis de degré n (pour n ∈ N).

5. Le foncteur gradué (T n) n’est pas exponentiel. Mais T n est également un foncteur fini de
degré n (pour n ∈ N) par la proposition 4.2.13. Explicitement, on a des isomorphismes

∆T n ≃
n−1⊕

i=0

(T i)⊕C
i
n (4.8)

où Cin désigne le coefficient binomial.

6. Le foncteur Γn/Λn est de degré strictement inférieur à n. On le voit par récurrence sur n en
utilisant le foncteur différence.

7. Pour n ≥ 0, le foncteur Λn est simple. Cela résulte par récurrence sur n de la proposition
2.6.15 et de (4.5). Cette démonstration particulièrement élémentaire de simplicité ne s’applique
essentiellement qu’aux puissances extérieures ; nous décrirons tous les foncteurs simples de F
à partir des puissances extérieures au paragraphe suivant.

8. Pour n > 0, T n est homogène et cohomogène de degré n. Le foncteur Sn (resp. Γn) est
cohomogène (resp. homogène) de degré n, mais en général non homogène (resp. cohomogène).

9. Le morphisme de Frobenius fournit des morphismes Si → S2i pour tout i ∈ N. Dualement,
on obtient des morphismes Γ2i → Γi appelés traditionnellement Verschiebung (décalage).

10. La structure exponentielle de Λ∗ fournit des morphismes Λi ⊗ Λj → Λi+j et Λi+j → Λi ⊗ Λj

appelés respectivement produit et coproduit, donnés sur un espace V par les compositions
suivantes :

(Λi ⊗ Λj)(V ) →֒ Λi+j(V ⊕ V ) ։ Λi+j(V ) ,

la seconde flèche étant induite par l’addition V ⊕ V → V , et

Λi+j(V ) →֒ Λi+j(V ⊕ V ) ։ (Λi ⊗ Λj)(V ) ,

la première flèche étant induite par la diagonale.

On a des morphismes analogues pour tous les foncteurs exponentiels gradués, en particulier
Γ∗ et S∗.

Avant de préciser la structure de Ī (cf. [Kuh94b], théorème 7.8), rappelons la définition suivante
(cf. [ARS97], chapitre IV, § 2).

Définition 4.2.32. Un objet d’une catégorie abélienne est dit unisériel si l’ensemble de ses sous-
objets est totalement ordonné pour l’inclusion.

Proposition 4.2.33 (Kuhn). Le foncteur P̄ est unisériel, et l’on a qhomn (P̄ ) ≃ Λn pour n > 0.
Dualement, le foncteur Ī est unisériel, et l’on a phomn (Ī) ≃ Λn pour n > 0.

Démonstration. Montrons que les seuls sous-objets non nuls de P̄ sont les kn(P̄ ). Soit F un sous-
foncteur non nul de P̄ ; pour V ∈ ObEf et x ∈ F (V ), écrivons

x =
∑

v∈V \{0}

αv(x)([0] + [v])

et notons d(x) la dimension du sous-espace vectoriel Supp(x) de V engendré par les v tels que
αv(x) = 1. Considérons un espace vectoriel V et un élément x de F (V ) tel que l’entier n = d(x) soit
non nul et minimal. Nous allons montrer que x = sSupp(x), où la notation sW a la même signification
que dans la démonstration de la proposition 4.2.23.
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Soit v ∈ V \ {0} tel que αv(x) = 1. Notons y ∈ F (V/v) l’image de x par la projection
F (V ։ V/v) : pour tout w ∈ (V/v) \ {0}, on a αw(y) = αa(x) + αb(x), où a et b sont les deux
antécédents de w par la projection V ։ V/v. Cela montre que Supp(y) ⊂ Supp(x)/v, donc par
minimalité de d(x), y = 0. Autrement dit, pour tout élément u de V \ {0, v}, αu(x) = αu+v(x). Par
conséquent, la réunion de {0} et des éléments u de V \ {0} tels que αu(x) = 1 est un sous-espace
vectoriel de V , qui est donc Supp(x), ce qui établit x = sSupp(x) comme souhaité.

Si V ′ est un espace vectoriel de dimension finie et W un sous-espace de dimension n de V ′, il
existe une application linéaire f : V → V ′ qui induit un isomorphisme entre Supp(x) et W , et F (f)
envoie x sur sW . Ainsi F contient kn(P̄ ).

On montre à présent que F est inclus dans kn(P̄ ) par récurrence sur n = n(F ). Pour n(F ) = 1,
c’est clair puisque k1(P̄ ) = P̄ . On constate ensuite que si l’on noteG l’image de ∆F →֒ ∆P̄ ≃ P ։ P̄ ,
alors n(G) ≥ n(F )− 1. En effet, si V est un espace vectoriel de dimension finie et t un élément de
G(V ), notons x l’élément de F (V ⊕F2) image de t par l’inclusion G(V ) →֒ (∆F )(V ) →֒ F (V ⊕F2) :
on a Supp(t) ⊂ Supp(x) ⊕ F2, donc d(t) ≤ d(x), or pour tout élément non nul x d’un F (W ), il
existe une décomposition W ≃ V ⊕ F2 telle que l’image t de x dans G(V ) est non nulle (parce que
F est comme P̄ sans terme constant), d’où n(F ) ≤ n(G) + 1. L’hypothèse de récurrence entrâıne
donc G ⊂ kn(F )−1(P̄ ), d’où ∆F ⊂ kn(F )−1(∆P̄ ) et le résultat puisque F est sans terme constant
(∆(F/kn(F )−1(P̄ )) doit être nul car ∆(kn(F )−1(P̄ )) ⊃ kn(F )(∆P̄ )).

Il reste, pour conclure, à voir que qhomn (P̄ ) ≃ Λn pour n > 0. Pour cela, on considère le morphisme
an : P̄ → Γn donné par [0] + [v] 7→ v⊗n. Si W est un sous-espace de dimension n de V ∈ ObEf et
(v1, v2, . . . , vn) une base de W , alors an(V ) : P̄ (V )→ Γn(V ) envoie sW sur l’élément v1∧v2∧· · ·∧vn
de Λn(V ) →֒ Γn(V ), et annihile sW pour dimW > n, ce qui montre que an induit un épimorphisme
qhomn (P̄ ) ։ Λn. Mais les considérations précédentes montrent que qhomn (P̄ ) ne peut être que nul ou
simple, de sorte que la proposition est démontrée.

Cette proposition montre en particulier que tout quotient strict de P̄ , qui est infini, est fini.
Autrement dit, avec la terminologie de la définition 2.8.7, on a le résultat suivant.

Corollaire 4.2.34. Le foncteur P̄ est simple noethérien de type 1. Il est en particulier noethérien.
Dualement, Ī est simple artinien de type 1 ; c’est en particulier un foncteur artinien.

Corollaire 4.2.35. Si X est un objet projectif tf de F , on a p∞(X) = X(0). Autrement dit, X n’a
pas de sous-objet fini non constant.

Dualement, un objet injectif co-tf de F n’a pas de quotient fini non constant.

Démonstration. Le cas où X = P est fourni par la proposition 4.2.33. Comme le foncteur p∞
commute au produit tensoriel (cf. proposition 4.2.21), on en déduit l’assertion pour tout projectif
standard. La classe des foncteurs sans sous-objet fini non constant étant stable par sommes directes
finies et facteurs directs, on en déduit le corollaire.

Corollaire 4.2.36. Notons, pour n ∈ N, an : P̄ → Γn le morphisme donné sur un espace vectoriel
V par [0] + [v] 7→ v⊗n (pour v ∈ V \ {0}).

1. Le morphisme an induit un monomorphisme qn(P̄ ) →֒ Γn.

2. Le morphisme a2 est un épimorphisme ; il induit un isomorphisme q2(P̄ ) ≃ Γ2.

3. Le morphisme ∏

n∈N

an : P̄ →
∏

n∈N

Γn

est un monomorphisme.

Démonstration. La proposition précédente montre que le socle de qn(P̄ ) s’identifie à Λn et que tous
ses autres facteurs de composition sont de degré strictement inférieur à n. Comme Γn est homogène
de degré n et que an est non nul, cela prouve la première assertion.

Le deuxième point résulte du précédent et de ce que Γ2(V ) est engendré par les éléments du
type a⊗ a et a⊗ b+ b⊗ a = a⊗ a+ b⊗ b+ (a+ b)⊗ (a+ b).
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Quant au dernier, il se déduit du premier et de la proposition 4.2.23, que l’on peut reformuler
(pour le cas de P̄ ) en disant que le morphisme canonique P̄ →

∏
qn(P̄ ) est injectif.

Exemple 4.2.37. Le foncteur T 2 est donc unisériel, de suite de composition Λ2, Λ1, Λ2 ; Γ2 est son
sous-objet de suite de composition Λ2, Λ1, et S2 son quotient de suite de composition Λ1, Λ2. Cela
illustre la remarque 4.2.22.

Le rôle fondamental joué par les puissances symétriques et divisées parmi les foncteurs finis
est également illustré par le résultat suivant. Pour une démonstration, on se reportera à [Kuh94a],
théorème 5.1.

Proposition 4.2.38 (Théorème de plongement de Kuhn). Tout objet fini de F se plonge dans une
somme directe finie de foncteurs puissances symétriques.

Dualement, tout objet fini de F est quotient d’une somme directe finie de foncteurs puissances
divisées.

Proposition 4.2.39. Le morphisme d’algèbres F2[Σn]→ EndF (T n) procuré par l’action de Σn sur
T n est un isomorphisme.

Démonstration. Soient V un espace vectoriel de dimension n, (e1, . . . , en) une base de V et x
l’élément e1 ⊗ · · · ⊗ en de T n(V ). On munit V , puis T n(V ) par fonctorialité, de la structure de
F2[Σn]-module à droite induite par l’action des endomorphismes de permutation (dans la base
considérée) : le sous-F2[Σn]-moduleM de T n(V ) engendré par x, qui est libre, a pour espace vectoriel
sous-jacent l’intersection des noyaux des endomorphismes de T n(V ) induits par les endomorphismes
diagonaux non inversibles de V . On en déduit que pour tout morphisme f : T n → T n de F ,
f(V ) : T n(V )→ T n(V ) préserve M . Comme f(V ) est F2[Σn]-linéaire, on en déduit un morphisme
d’anneaux EndF (T n)→ EndF2[Σn](M) ≃ F2[Σn]. On vérifie aussitôt que ce morphisme et celui de
l’énoncé sont réciproques l’un de l’autre (cf. [PS98], § 1.3, lemme 1.9).

Remarque 4.2.40. On peut également calculer les anneaux d’endomorphismes End(Γ∗) et End(S∗)
(qui sont duaux). Ils héritent d’une structure d’algèbre de Hopf grâce à la structure exponentielle
de Γ∗ et S∗ (cf. remarque 4.2.31. 10) ; ils sont étroitement liés à l’algèbre de Steenrod (les carrés
de Steenrod correspondant aux morphismes de Frobenius). Nous renvoyons pour cela à [Kuh94a],
[Kuh95], [HLS93] et [Sch94]. Un cadre algébrique général englobant l’algèbre de Steenrod usuelle
sous l’angle des catégories de foncteurs est fourni dans [Pow05].

4.2.3 Foncteurs simples et représentations des groupes symétriques

Notation 4.2.41. Soit n ∈ N.
– Nous noterons sn : Fn →ModF2[Σn] le foncteur homF(T n, .), qu’on munit d’une structure de

F2[Σn]-module à droite en faisant agir Σn à gauche sur T n.
– Nous noterons rn : ModF2[Σn] → Fn le foncteur · ⊗

F2[Σn]
T n ; ainsi sur les objets

rn(M) = coker (M ⊗ F2[Σn]⊗ T
n →M ⊗ T n)

la flèche étant la somme des deux morphismes obtenus en faisant agir Σn sur M et sur T n.

La proposition que nous rappelons maintenant est démontrée, dans un cadre plus général, dans
[Kuh02] (théorème 1.4).

Proposition 4.2.42. Soit n ∈ N. Il existe un diagramme de recollement

Fn−1 in // Fn sn //
qnrr

pn

ll ModF2[Σn]

rn
ss

r′n

kk
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où l’on a noté par abus encore pn et qn la restriction de ces foncteurs à Fn, et in le foncteur
d’inclusion. En particulier, sn induit une équivalence de catégories

Fn/Fn−1 ≃ModF2[Σn].

Démonstration. Les propriétés requises sur in, pn et qn résultent de la proposition 4.2.17.
L’adjonction entre sn et rn s’obtient par la suite d’isomorphismes

homF (rn(M), F ) ≃ ker
(
homF(M ⊗ T n, F )→ homF (M ⊗ F2[Σn]⊗ T

n, F )
)

≃ ker
(
homE(M, sn(F ))→ homE(M ⊗ F2[Σn], sn(F ))

)
≃ homF2[Σn](M, sn(F ))

naturels en F ∈ ObFn et M ∈ ObModF2[Σn].
On note ensuite que sn est exactet commute aux colimites. L’exactitude provient de

l’isomorphisme T n ≃ qn(P̄
⊗n) (cf. proposition 4.2.21), dont on déduit un isomorphisme

homFn
(T n, F ) ≃ homF(P̄⊗n, F ) naturel en l’objet F de Fn (par la proposition 4.2.17), et du

caractère projectif de P̄⊗n. La commutation aux colimites filtrantes (qui entrâıne la commutation
à toutes les colimites par ce qui précède) vient de la type-finitude de T n.

Le corollaire 1.3.18 implique alors l’existence d’un adjoint à droite r′n à sn.
Pour montrer que l’unité de l’adjonction id→ snrn est un isomorphisme, il suffit de le faire sur

le générateur F2[Σn] de ModF2[Σn] (puisque rn et sn commutent aux colimites), cas qui découle de
la proposition 4.2.39.

La démonstration que la coünité r′nsn → id est un isomorphisme est analogue : il suffit de
vérifier sur le F2[Σn]-module F2[Σn]. Cela se vérifie en notant que l’application bilinéaire naturelle
de composition homF (T n, F )×homF (F, T n)→ EndF (T n) est non dégénérée dans Fn et en utilisant
un argument de dualité (cf. [PS98], proposition 1.12, pour plus de détails).

Il reste à voir que le noyau de sn est Fn−1. En effet, pour un objet F de Fn, la condition
hom (T n, F ) = 0 équivaut à hom(P̄⊗n, F ) = 0 (cf. début de la démonstration), soit à ∆nF (0) = 0.
Mais ∆nF est un foncteur constant, donc cela revient à dire que F est de degré strictement inférieur
à n.

Remarque 4.2.43. Si A et B sont deux foncteurs polynomiaux non nuls de degrés respectifs n et m,
sn+m(A⊗B) s’identifie canoniquement au Σn+m-module induit (relativement à l’inclusion évidente
Σn×Σm →֒ Σn+m) par le Σn×Σm-module produit tensoriel extérieur de sn(A) et sm(B). On peut
voir cette propriété comme un succédané à la propriété exponentielle pour le foncteur gradué (T n)n.

Remarque 4.2.44. La catégorie P des foncteurs strictement polynomiaux présente également des
liens étroits avec les représentations des groupes symétriques ; l’analogue de la proposition 4.2.42
est plus simple, car la catégorie P se scinde en somme directe des catégories de foncteurs stric-
tement polynomiaux homogènes. Pour une approche en caractéristique nulle, voir l’appendice A
du chapitre I de [Mac95] ; pour le cas général, on pourra se reporter à [FS97] et à [Pir02], § 2.
Le corollaire 3.7 et le théorème 3.10 de [FFSS99] donnent des résultats puissants de comparaison
cohomologique entre les catégories F et P .

Le corollaire 4.2.26 et les propositions 2.8.16 et 4.2.42 montrent que les classes d’isomorphisme
d’objets simples de F sont en bijection canonique avec la réunion des classes d’isomorphisme d’objets
simples de ModF2[Σn] (n ∈ N).

Remarque 4.2.45. La catégorie F est également très liée à la théorie des représentations des groupes
linéaires qu’à celle des groupes symétriques (cf. [Kuh94b]). Cependant, les représentations des
groupes linéaires pouvant se décrire à partir de celles des groupes symétriques (cf. [Jam78]), il
est souvent commode d’utiliser ces dernières pour les considérations explicites sur les foncteurs
simples de F .

Nous rappelons maintenant sans démonstration, dans le contexte de la catégorieF , les définitions
et propriétés fondamentales de la théorie des représentations des groupes symétriques.
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Définition 4.2.46. – Une partition est une suite décroissante λ d’entiers, indexée par N∗, qui
stationne en 0.

– La longueur d’une partition λ est le plus grand entier r, noté, l(λ), tel que λr > 0. Si λ est
identiquement nulle, on convient que l(λ) = 0. Par la suite, on identifiera une partition λ et
le n-uplet (λ1, . . . , λn) si n ≥ l(λ).

– Une partition λ est dite 2-régulière si λi > λi+1 pour 1 ≤ i < l(λ) ; le corps de base étant fixé
à F2, nous parlerons par la suite simplement de partition régulière.
Nous désignerons par p l’ensemble des partitions régulières.

– Le degré d’une partition λ est l’entier positif |λ| =
∑
i∈N∗

λi. Une partition de n ∈ N est par

définition une partition de degré n.
– Si λ et µ sont deux partitions de même degré, nous noterons λ ≤ µ si

∀n ∈ N∗
n∑

i=1

λi ≤
n∑

i=1

µi.

Notation 4.2.47. Si λ = (λ1, . . . , λr) est un r-uplet d’entiers, on notera Λλ, ou Λλ1,...,λr , le foncteur

Λλ = Λλ1,...,λr =
⊗

1≤i≤r

Λλi .

On étendra ces notations de façon évidente à une suite infinie λ d’entiers stationnant en 0.

Remarque 4.2.48. La relation ≤ définit un ordre partiel sur les partitions, appelé parfois ordre de
dominance (cf. [Jam78], § 3).

Remarque 4.2.49. Soient λ et µ deux partitions de même degré.
– L’assertion λ ≤ µ est équivalente à

∀n ∈ N∗
∑

i≥n

λi ≥
∑

i≥n

µi.

– Si λ ≤ µ, alors l(λ) ≥ l(µ).

Notation 4.2.50. – Soient i, j et t trois entiers positifs tels que t ≤ j. Nous désignerons
par θi,j,t : Λi ⊗ Λj → Λi ⊗ Λt ⊗ Λj−t → Λi+t ⊗ Λj−t la flèche composée du coproduit sur le
deuxième facteur tensorisé par Λi et du produit sur les deux premiers facteurs tensorisé par
Λj−t. Par auto-dualité des puissances extérieures, nous identifierons Dθi,j,t à un morphisme
Λi+t ⊗ Λj−t → Λi ⊗ Λj .
Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous omettrons les indices pour les morphismes θ
et Dθ.

– Soit λ une partition de longueur r. On note, pour 1 ≤ i ≤ r − 1 et 1 ≤ t ≤ λi+1,

ψi,tλ = Λλ1,...,λi−1 ⊗ θλi,λi+1,t ⊗ Λλi+2,...,λr : Λλ → Λλ1,...,λi−1,λi+t,λi+1−t,λi+2,...,λr

puis

ψλ =
⊕

1≤i≤r−1

1≤t≤λi+1

ψi,tλ : Λλ →
⊕

1≤i≤r−1

1≤t≤λi+1

Λλ1,...,λi−1,λi+t,λi+1−t,λi+2,...,λr .

Définition 4.2.51. Soit λ une partition. On définit le foncteur de Weyl associé à λ, et noté Wλ

(ou encore Wλ1,...,λn
pour n ≥ l(λ)) par

Wλ = ker ψλ ⊂ Λλ.
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Remarque 4.2.52. Si i ≥ j,

Wi,j =
⋂

1≤t≤j

ker θi,j,t

et pour une partition λ de longueur quelconque r

Wλ =

r−1⋂

i=1

Λλ1,...,λi−1 ⊗Wλi,λi+1 ⊗ Λλi+2,...,λr ⊂ Λλ.

Remarque 4.2.53. Pour toute partition λ, Wλ est non nul, c’est donc un foncteur homogène de
degré |λ|. En revanche, le foncteur défini par le noyau analogue à celui qui fournit Wλ est nul sur
une suite d’entiers qui n’est pas une partition (cf. [PS98]).

Théorème et définition 4.2.54 (Objets simples de F). Soit λ une partition régulière.

1. Le radical de Wλ est donné par
radWλ = Wλ ∩W

⊥
λ

où Λλ est muni de sa structure auto-duale canonique.

2. Le cosocle de Wλ est un objet simple de F , appelé foncteur de Schur associé à λ et noté Sλ (ou
encore Sλ1,...,λn

pour n ≥ l(λ)). Celui-ci est de degré |λ| ; en particulier, Wλ est cohomogène.

3. Les foncteurs de Schur sont auto-duaux.

De plus, les foncteurs de Schur associés aux partitions régulières forment un système complet
de représentants des objets simples de F .

L’importance de cette description générale relativement explicite des objets simples de la catégorie
F , y compris pour étudier sa structure globale, sera illustrée au chapitre 10.

Théorème 4.2.55. Les facteurs de composition de Λλ, où λ est une partition de longueur r de
n ∈ N, sont :

– les Sµ, où µ parcourt les partitions régulières de n telles que µ ≥ λ,
– des simples du type Sµ avec |µ| < n, l(µ) < r, µ1 ≥ λ1 et µr−1 ≤ λr.
En outre, Sλ est facteur de composition unique de Λλ.

Nous renvoyons le lecteur à [PS98], [Kuh94b] et [Jam78] pour les deux résultats précédents.
Il pourra également consulter le chapitre 3 de [Pir95] pour une exposition complète des résultats
fondamentaux sur les objets simples de F .

Nous terminons ce paragraphe en mentionnant l’important résultat suivant (qui s’exprime, dans
la terminologie de la théorie des représentations, en disant que F2 est un corps de décomposition
pour F). Ce résultat est établi dans [Kuh02] (prop. 7.4) à partir du résultat analogue pour la
catégorie ModF2[Σn] et du diagramme de recollement de la proposition 4.2.42.

Proposition 4.2.56. Pour tout objet simple S de F , le corps EndS est réduit à F2.

Notation 4.2.57. Étant donnée une partition régulière λ, nous noterons Iλ l’enveloppe injective
du foncteur simple Sλ, et Pλ sa couverture projective.

Ainsi, Pλ et Iλ sont des foncteurs indécomposables duaux, respectivement de type fini et de
co-type fini.

Corollaire 4.2.58. Soient λ une partition régulière et F un objet fini de F . La multiplicité de Sλ
dans F est donnée par mSλ

(F ) = dimhomF (Pλ, F ) = dimhomF(F, Iλ).

Cela amène à poser la définition suivante.

Définition 4.2.59 (Facteurs de composition, multiplicité). Soient λ une partition régulière et F un
objet de Fdf . Nous appellerons multiplicité de Sλ dans F l’entier naturelmλ(F ) = dimhomF (Pλ, F ).
Nous dirons que Sλ est facteur de composition de F si mλ(F ) > 0.
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L’espace vectoriel homF (Pλ, F ) est fini pour F ∈ ObFdf , car Pλ est quotient d’un projectif
standard PV , de sorte que homF (Pλ, F ) s’injecte dans F (V ).

Notation 4.2.60. Étant donnés une partition régulière λ et un foncteur F ∈ ObFdf , nous
abrégerons l’assertion Sλ est facteur de composition de F en λ ⊢ F .

Proposition 4.2.61. Soient λ une partition régulière et F un objet de Fdf .

1. Le foncteur simple Sλ est facteur de composition de F si et seulement s’il existe un sous-
quotient de F isomorphe à Sλ.

2. La multiplicité mλ(F ) est aussi égale à dimhomF(F, Iλ).

3. Si 0→ A→ B → C → 0 est une suite exacte courte de Fdf , on a mλ(B) = mλ(A) +mλ(C).

4. Il existe une filtration finie
0 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = F

de F dont les quotients Ai/Ai−1 sont soit isomorphes à Sλ, soit sans facteur de composition
Sλ. La multiplicité mλ(F ) est égale au nombre de quotients de la filtration isomorphes à Sλ.

Cette proposition, qui se vérifie par inspection, facilite le maniement courant de la définition 4.2.59.

4.3 La conjecture artinienne : premiers énoncés, motivations

Nous commençons par donner des versions de la conjecture artinienne dont l’équivalence avec
l’énoncé 4.0.2 s’établit formellement.

Proposition 4.3.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La catégorie F est co-localement artinienne (conjecture 4.0.2).

2. Les injectifs standard IV sont des objets artiniens de F .

3. Les injectifs indécomposables de co-type fini de F sont artiniens.

4. Le produit tensoriel de deux objets artiniens de F est artinien.

5. Le cosocle d’un objet de co-type fini de F est fini.

6. La catégorie F est localement noethérienne.

7. Les projectifs standard PV sont des objets noethériens de F .

8. Les projectifs indécomposables de type fini de F sont noethériens.

9. Le produit tensoriel de deux objets noethériens de F est noethérien.

10. Le socle d’un objet de type fini de F est fini.

Démonstration. L’équivalence entre les assertions 1 et 6 provient de la proposition 2.4.25 ; de même,
un argument d’auto-dualité établit l’équivalence entre 2 et 7, 3 et 8, 4 et 9, 5 et 10 (tous les objets
en jeu dans ces assertions sont forcément à valeurs de dimension finie).

L’assertion 1 implique qu’un objet co-tf de F est artinien, donc en particulier 3. Cette dernière
assertion implique 2 parce qu’un injectif standard est co-tf donc somme directe finie d’injectifs
indécomposables co-tf (cf. corollaires 2.7.18 et 2.7.19).

Comme les injectifs standard forment un ensemble de cogénérateurs de F , 2 implique 1.
D’autre part, 1 entrâıne que tous les objets co-tf de F sont artiniens. Comme un produit tensoriel

d’objets co-tf est co-tf, cela implique 4.
Par ailleurs, 4 implique 2 à cause de l’isomorphisme IV ≃ I⊗n pour V de dimension n et du

corollaire 4.2.34.
Supposons maintenant que 1 n’est pas vérifiée : il existe un objetX de co-type fini de F possédant

un sous-objet Y tel que X/Y n’est pas de co-type fini. Comme X/Y est, comme X , analytique,
cela implique que le socle S de X/Y est infini (corollaire 4.2.25). Soit Z l’image réciproque de S par
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la projection X ։ X/Y : Z est comme X de co-type fini, et il se projette sur l’objet semi-simple
infini S, donc son cosocle est infini. Ainsi 5 n’est pas vérifiée.

Réciproquement, 1 implique 5 parce que le cosocle d’un objet artinien est fini. Cela termine la
démonstration.

Afin d’illustrer la difficulté de la conjecture artinienne, mentionnons deux des questions ouvertes
les plus classiques auxquelles elle apporterait aussitôt une réponse affirmative (parce que les énoncés
analogues obtenus en remplaçant « noethérien » par « de type fini » sont eux faciles).

– Si A est un objet noethérien et F un objet fini de F (il suffit de traiter le cas F = Λ1), le
foncteur A⊗ F est-il noethérien ?

– Si F est un objet noethérien de F , ∆F est-il noethérien ?

Remarque 4.3.2. Il est naturel de poser la question du caractère localement noethérien ou co-
localement artinien d’autres catégories de foncteurs Fct(I, E), où I est une catégorie essentiellement
petite vérifiant l’hypothèse 3.1.28. On ne saurait obtenir une réponse affirmative en général, comme
le montre l’exemple élémentaire suivant. Cependant, toutes les catégories de foncteurs que nous
rencontrerons par la suite semblent « très probablement » , comme F , localement noethériennes.

Exemple 4.3.3. Soit I la petite catégorie telle que ObI = N et homI(n,m) = ∗ (ensemble à un
élément) si n = 0 ou n = m, ∅ sinon, de sorte qu’il n’y a aucune composition non triviale dans
I. Le projectif standard de type fini P I

0 de Fct(I, E) est le foncteur constant F2, puisque 0 est
objet initial de I. Ce n’est pas un objet noethérien. En effet, pour tout entier n > 0, l’image Ai du
monomorphisme

⊕
0<i≤n

P I
i → P I

0 dont chaque composante P I
i → P I

0 est induite par le morphisme

0→ i associe à l’objet i l’espace vectoriel F2 si 0 < i ≤ n, 0 sinon. Aussi (Ai)i>0 est-elle une suite
strictement croissante de sous-objets de P I

0 .

Remarque 4.3.4. La catégorie I de l’exemple précédente est un carquois : aucun objet de I n’a
d’endomorphisme non identique. Une catégorie de foncteurs dont la source est un carquois et le but
E se comprend aisément ; ses objets simples sont en bijection naturelle avec les objets du carquois
initial. Pour une présentation de ces phénomènes du point de vue de la théorie des représentations,
nous renvoyons à [ARS97], chapitre III, § 1.

La conjecture artinienne originelle 4.0.2 est posée en termes d’injectifs et non de projectifs en
raison du rôle joué par la sous-catégorie Fω en relation avec les modules instables sur l’algèbre
de Steenrod (cf. [HLS93]). Avant d’expliquer en quoi il est indispensable de ne pas restreindre la
compréhension des foncteurs à celle des foncteurs analytiques, insistons sur le fait que la catégorie
Fω est tautologiquement localement noethérienne (cf. remarque 2.6.19). Ses objets injectifs sont
aisément compréhensibles (modulo la théorie des représentations modulaires), comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 4.3.5. – Les objets injectifs de Fω sont (à isomorphisme près) les sommes di-
rectes d’injectifs indécomposables du type Iλ.

– Les deux assertions suivantes sont chacunes équivalentes à la conjecture artinienne.

1. Les objets injectifs de Fω restent injectifs dans F .

2. Toute somme directe d’injectifs indécomposables du type Iλ est injective dans F .

Démonstration. Le premier point résulte de la proposition 2.3.9 et du fait qu’un objet injectif non
nul de Fω contient au moins un objet simple Sλ, donc un facteur direct Iλ.

L’équivalence des deux assertions du second point en découle. La conjecture artinienne implique
la seconde grâce à la proposition 2.3.8. Pour la réciproque, considérons un objet de type fini F de F ;
écrivons son socle sous la forme

⊕
i∈E

Sλi
pour une certaine famille (Sλi

)i∈E de partitions régulières.
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Comme
⊕
i∈E

Iλi
est injectif par hypothèse, il existe un diagramme commutatif

⊕
i∈E

Sλi
� � //

� _

��

⊕
i∈E

Iλi

F

f

;;vvvvvvvvv

Chaque morphisme F
f
−→

⊕
i∈E

Iλi
։ Iλj

est non nul ; comme F est tf, cela entrâıne (cf. propo-

sition 2.1.20) que E est fini, i.e. que socF est fini. On conclut par l’implication 10 ⇒ 1 de la
proposition 4.3.1.

Remarque 4.3.6. F possède « beaucoup » d’objets injectifs « pathologiques » , ne contenant aucun
objet fini non nul (regarder les objets injectifs de F/Fω — cf. proposition 1.4.12). Il en est ainsi de
l’enveloppe injective de P̄ , par exemple.

Exemple 4.3.7. On ignore si le foncteur

Φ−1Sn = colim (Sn → S2n → · · · → S2in → S2i+1n → · · · )

(les flèches étant les morphismes de Frobenius), qui est injectif dans Fω (cf. [Kuh95]), est injectif
dans F .

La considération de la catégorie Fω n’est pas de nature, loin s’en faut, à contourner tous les
problèmes de structure profonds rencontrés dans F . D’une part, cette catégorie n’a pas assez de
projectifs (cf. [Kuh94a], corollaire B.7), elle perd la dualité de F . D’autre part, Fω est localement
noethérienne, mais son caractère co-localement artinien est équivalent à la conjecture artinienne,
puisque les injectifs standard de F sont analytiques.

De fait, la conjecture artinienne soulève le problème plus explicite (identique dans F et Fω) de
déterminer la structure des injectifs indécomposables de co-type fini de F : les résultats partiels
connus sur la conjecture artinienne ont apporté des renseignements précieux sur ces injectifs (cf.
[Pow98c] et [Pow98a]). Dans cette optique, Powell a été amené à énoncer des versions fortes beau-
coup plus précises de la conjecture artinienne, et les avancées que nous présenterons ultérieurement
suggéreront des résultats encore plus rigides sur la structure de la catégorie F et de ses injec-
tifs de co-type fini, ou dualement de ses projectifs de type fini. Ainsi, la structure de l’anneau
de Grothendieck Gf0 (F) est bien comprise grâce à la théorie des représentations, au moins ce qui
concerne la structure additive — cf. § 4.2.3 ; la structure multiplicative est plus délicate car on ne
sait pas décrire de façon générale les facteurs de composition d’un produit tensoriel de foncteurs
simples, mais l’on dispose de résultats précis. Signalons également que Gf0 (F) hérite d’une structure
d’algèbre de Hopf ; elle est analysée dans [Kuh94b], § 6. En revanche, la structure (même additive)

de l’anneau de Grothendieck Gtf0 (F) est étroitement liée à la structure fine des projectifs standard ;
la conjecture la plus forte que nous émettrons qui généralise la conjecture artinienne impliquera
l’existence d’un isomorphisme de groupes abéliens Gtf0 (F) ≃ Gf0 (F)⊗2.

Indiquons à présent les résultats partiels déjà connus sur la conjecture artinienne, qui sont tous
beaucoup plus délicats que le corollaire 4.2.34.

La première avancée remonte à Piriou ([Pir97]). On rappelle que la notion d’objet noethérien
de type n a été introduite dans la définition 2.8.7.

Théorème 4.3.8 (Piriou). Pour tout n ∈ N, le foncteur P ⊗ Λn est noethérien de type 1.

La démonstration originelle, assez explicite, repose sur l’étude de facteurs de composition de
ces foncteurs en liaison avec la théorie des représentations linéaires des groupes symétriques. Piriou
obtient en fait un résultat plus précis, décrivant P̄ ⊗ Λn comme extension de deux objets simples
noethériens de type 1 explicites.
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Powell a proposé dans [Pow97] une approche différente, plus conceptuelle, qu’il a généralisée
dans [Pow00b] pour obtenir le résultat ci-dessous (dont la démonstration ne fournit pas de filtra-
tion explicite des foncteurs considérés par des simples noethériens de type 1), reposant sur l’utili-
sation d’endofoncteurs de F , sous-quotients du foncteur différence (introduits dans [Pow98b] ; nous
y reviendrons dans le paragraphe 9.2), permettant une détection efficace de certains facteurs de
composition dans F .

Théorème 4.3.9 (Powell). Pour tout objet fini F de F , le foncteur P ⊗F est noethérien de type 1.

Nous préciserons ultérieurement ce résultat en donnant une description théorique plus explicite
de la structure de ces objets à l’aide d’une catégorie auxiliaire. Il est naturel de conjecturer que tous
les objets simples noethériens de type 1 sont isomorphes dans F/Fω à un sous-quotient de P̄ ⊗ Sλ
pour une partition régulière λ convenable, mais aucun résultat dans cette direction ne semble avoir
été obtenu jusqu’à présent.

En utilisant un résultat de structure « global » sur les injectifs indécomposables (cf. [Pow98c]),
que nous généraliserons, et le théorème 4.3.8 (qui donne la structure de P ⊗ qn(P )), Powell a
également établi dans [Pow98a] le résultat suivant (plus précisément, il fournit une filtration explicite
de sous-quotients simples noethériens de type 1 ou 2).

Théorème 4.3.10 (Powell). Le foncteur P⊗2 est noethérien de type 2.

Nous démontrerons dans cette thèse que pour tout foncteur fini F , P⊗2 ⊗ F est noethérien de
type 2.

Conjecture 4.3.11 (Conjecture artinienne forte). Pour tout n ∈ N, le foncteur P⊗n est noethérien
de type n.

Powell énonce aussi dans [Pow98c] une version très forte de la conjecture artinienne dont nous
parlerons dans le paragraphe 5.4.3. Un autre renforcement naturel de la version forte précédente
réside dans l’énoncé suivant.

Conjecture 4.3.12. Pour tout n ∈ N et tout objet fini F de F , le foncteur P⊗n⊗F est noethérien
de type n. De plus, tout foncteur simple noethérien de type n est isomorphe dans F/FNT(n−1) (cf.
notation 2.8.8) à un sous-quotient d’un tel objet.

Là encore, nos investigations ultérieures suggéreront un énoncé plus précis sur la filtration de
Krull de F , la conjecture artinienne extrêmement forte (cf. § 8.5.3).

Pour achever cette section introductive à la conjecture artinienne, indiquons quelques autres
problèmes ouverts dont la difficulté parâıt de même nature que ladite conjecture ; la conjecture
artinienne extrêmement forte donnerait une réponse positive à ces problèmes. Nous y reviendrons
au paragraphe 8.5.3.

Conjecture 4.3.13. Pour tout foncteur de co-type fini X de F , l’ensemble

{λ |Ext1F (X,Sλ) 6= 0}

(où λ est une partition régulière) est fini.

Cette conjecture est à rapprocher de la forme suivante de la conjecture artinienne.

Proposition 4.3.14. La conjecture artinienne 4.0.2 équivaut à l’énoncé suivant : pour tout foncteur
de co-type fini X de F , l’ensemble

{λ |Ext1F (Sλ, X) 6= 0}

(où λ est une partition régulière) est fini.
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Démonstration. Cela découle des corollaires 2.7.17 et 4.2.25, compte-tenu de ce que les espaces
vectoriels ExtiF(Sλ, X) sont toujours finis pour X à valeurs de dimension finie (utiliser que les
simples de F sont pf∞).

Un autre résultat vérifié par tous les objets de type fini apparus lors des travaux sur la catégorieF
est le suivant.

Conjecture 4.3.15. Pour tout objet de type fini X de F , il existe n ∈ N tel que HomF (T n, F ) = 0.

Les énoncés très « naturels » 4.3.13 et 4.3.15 ne résultent nullement de la conjecture artinienne
sous sa forme minimale (ou même forte — conjecture 4.3.11).



Chapitre 5

Les catégories Fsurj et Finj

Dans ce chapitre, nous introduisons des catégories de foncteurs Fsurj et Finj étroitement liées
à la catégorie F . Elles nous permettront de donner des variantes plus précises de la conjecture arti-
nienne, et surtout d’exposer rapidement des structures et des foncteurs importants entre catégories
de foncteurs, que nous généraliserons en détails lorsque nous étudierons, dans la deuxième partie
de cette thèse, les catégories de foncteurs en grassmanniennes. De fait, la catégorie de foncteurs
en grassmanniennes globale FGr (définie au chapitre 6) constitue une sorte de « produit tensoriel
tordu » entre les catégories F et Fsurj .

On rappelle que les symboles Epi et Pl ont été introduits à la notation 1.1.3.

Définition 5.0.1. 1. Nous désignerons par Efsurj (resp. Efinj) la sous-catégorie de Ef qui a les

mêmes objets que Ef et dont les morphismes sont donnés par homEf
surj

(V,W ) = EpiEf (V,W )

(resp. homEf
inj

(V,W ) = PlEf (V,W )).

2. Pour n ∈ Z, nous noterons E≤nsurj la sous-catégorie pleine de Efsurj dont les objets sont les
espaces vectoriels de dimension au plus n.

3. On introduit enfin les catégories de foncteurs

Fsurj = Fct(Efsurj , E),

Finj = Fct(Efinj , E),

F≤n
surj = Fct(E≤nsurj , E).

Remarque 5.0.2 (Dualité). Le foncteur de dualité (Ef )op → Ef induit une équivalence de catégories

entre (Efsurj)
op et Efinj . On en déduit une bonne dualité entre les catégories Fsurj et Finj (propo-

sition 3.1.30). Par conséquent, nous nous bornerons souvent à énoncer les résultats relatifs à l’une
des deux catégories.

La considération d’une seule d’entre elle n’aurait néanmoins pas suffit à nos investigations ultéri-
eures : la catégorie Fsurj intervient dans l’étude des catégories de foncteurs en grassmanniennes que
nous introduirons dans la deuxième partie de cette thèse (c’est pourquoi la plupart des résultats des
premières sections sont énoncés pour Fsurj) ; la filtration de Krull de la catégorie Finj est un objet
intéressant qui apparâıtra dans la section 5.6.3 (nous la retrouverons d’ailleurs dans la deuxième
partie, § 8.5.4), alors que celle de Fsurj est triviale (nous verrons que cette catégorie est localement
finie).

Les trois premières sections de ce chapitre donnent la structure de base des catégories Fsurj et
Finj . Comme dans la catégorie F , leurs objets finis sont caractérisés, parmi les foncteurs prenant
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des valeurs de dimension finie, par leur nilpotence pour un endofoncteur exact remarquable ; il
s’agit ici d’un foncteur de décalage, au lieu du foncteur différence, qui n’a pas d’analogue du fait
qu’il n’existe aucun scindement dans les sources des catégories de foncteurs Fsurj ou Finj . A l’aide
d’un diagramme de recollement (proposition 5.1.2), on décrit leurs objets simples à partir des
représentations simples des groupes linéaires (sur F2). Avant cela, le paragraphe 5.2 introduit une
deuxième structure tensorielle sur Fsurj (le cas de Finj serait analogue). En effet, si le produit
tensoriel usuel de Fsurj préserve les objets injectifs de co-type fini, il se comporte mal vis-à-vis des
objets projectifs, auxquels le produit tensoriel total que nous définirons est adapté.

Dans la quatrième section, nous étudions une adjonction fondamentale entre les catégories F
et Fsurj , cadre dans lequel s’insère naturellement les considérations de Powell sur les objets qu’il
a nommés « foncteurs co-Weyl » (cf. [Pow98c]), et grâce auxquels il a obtenu les avancées les plus
significatives connues jusqu’alors sur la conjecture artinienne, que la suite de cette thèse généralisera.

La cinquième section expose l’équivalence, élémentaire mais fort utile dans la compréhension
conceptuelle des catégories de foncteurs, entre la catégorie Finj et une sous-catégorie pleine de la
catégorie des « systèmes de coefficients » que Dwyer utilise dans son article fondamental [Dwy80],
sans toutefois l’étudier intrinsèquement ; nous donnons quelques résultats reliés à cette équivalence
de catégories, qui suggère que le lien entre les représentations des groupes linéaires et les catégories
Finj ou Fsurj est beaucoup plus direct qu’avec la catégorie F .

La dernière section présente des résultats sur le foncteur oubli F → Finj qui possèdent un intérêt
intrinsèque, comme en témoigne la proposition 5.6.4, étape essentielle d’un théorème important de
Betley et Suslin. Notre démonstration de cette proposition est repoussée à la fin de la seconde
partie de cette thèse, qui fournira un outil très efficace pour obtenir des résultats d’annulation
cohomologique dans la catégorie F . Le paragraphe 5.6.3 constitue pour sa part un avant-goût du
chapitre 9. Il nous permet d’exposer la méthode utilisée dans la section 9.1 dans un cadre beaucoup
plus simple techniquement. Nous étudions également dans la section 5.6 un « gros » foncteur de F
(il n’est ni analytique, ni coanalytique) qui jouera un rôle fondamental dans la deuxième partie.

Remarque 5.0.3. L’idée d’étudier une catégorie de foncteurs en utilisant la catégorie de foncteurs
auxiliaire obtenue en ne conservant comme morphismes à la source que les épimorphismes est due
à Scorichenko. Elle est exposée (dans une perspective différente de la nôtre, mais les concepts sous-
jacents sont très analogues) dans l’article « Stable K-theory is bifunctor homology » (§ 4) de Franjou
et Pirashvili du volume [FFPS03].

L’utilisation d’autres catégories de surjection apparâıt dans divers contextes plus ou moins
connexes. Par exemple, dans [Pir00] (§ 1.9), Pirashvili emploie ce procédé pour les Γ-modules.

5.1 Préliminaires

Notation 5.1.1. 1. Si V est un espace vectoriel de dimension finie, nous noterons simplement

P surjV le projectif standard P
Ef

surj

V , et IsurjV l’injectif standard I
Ef

surj

V . Nous noterons de même

P injV et IinjV pour P
Ef

inj

V et I
Ef

inj

V respectivement.

2. L’espace vectoriel F2
⊕n de dimension n sera noté En.

3. Nous noterons evn = evEn
: Fsurj → E et evn = evEn

: Fsurj → F2[GLn]Mod les foncteurs
d’évaluation sur l’espace vectoriel En. Nous noterons aussi evn et evn les foncteurs analogues
de source Finj .

Les considérations du paragraphe 3.3.1 fournissent le résultat suivant.

Proposition 5.1.2. Pour tout n ∈ N, la sous-catégorie E≤n−1
surj est une sous-catégorie complète à

droite de E≤nsurj (cf. définition 3.3.7). Par conséquent (cf. corollaire 3.3.10), on a un diagramme de
recollement

F≤n−1
surj P // F≤n

surj
evn //qq

R
mm F2[GLn]Mod

rr

P

ll
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où R est le foncteur de restriction et P le prolongement par zéro.

Les foncteurs notés tous P , pour des raisons de lisibilité, dans les parties gauche et droite du
diagramme sont évidemment distincts.

Remarque 5.1.3. Vespa a étudié (cf. [Ves05], chapitre 3 et [Ves06], § 4) une catégorie de foncteurs Fiso
dont la source s’obtient à partir d’une catégorie d’espaces quadratiques dont toutes les flèches sont
des monomorphismes, et de ce fait très analogue à Efinj . Elle utilise une construction de foncteurs
de Mackey qui permet d’éviter une bonne part des « pathologies » des catégories Finj ou Fsurj (qui
participent de la complexité structurelle de la catégorie F , en lien avec la conjecture artinienne),
et qui fait que le diagramme de recollement analogue à celui de la proposition 5.1.2 est trivial dans
Fiso (i.e. que la catégorie qui apparâıt au centre du diagramme se scinde en le produit des deux
autres catégories — cf. [Ves06], théorème 4.2), contrairement à ce qui advient dans Fsurj ou Finj .
Ce phénomène est à rapprocher de ce que Fiso possède une bonne auto-dualité, alors que Finj a un
comportement « fortement non auto-dual » (très différent de celui de Fsurj), comme nous le verrons
par la suite.

Notation 5.1.4. Étant donné n ∈ N, nous désignerons par i!n : F2[GLn]Mod → Fsurj le foncteur
de prolongement par zéro. Il s’obtient en considérant la sous-catégorie complète à gauche des objets
de dimension n de E≤nsurj , et en composant le prolongement par zéro F2[GLn]Mod→ F≤n

surj qui s’en
déduit avec le prolongement par zéro associé à l’inclusion de la sous-catégorie complète à droite
E≤nsurj de Efsurj (cf. remarque 3.3.9). On a ainsi un isomorphisme

i!n(M)(V ) ≃ F2[Iso(En, V )] ⊗
F2[GLn]

M

naturel en V ∈ ObEf et M ∈ Ob F2[GLn]Mod.
Par abus, nous désignerons de la même façon les foncteurs analogues dans Finj .
Nous noterons enfin Isn l’objet i!n(F2[GLn]) de Fsurj , et Ssurjn = i!n(F2).

Ainsi, Is0 ≃ Ssurj0 (resp. Is1 ≃ Ssurj1 ) est le foncteur de Fsurj égal à F2 évalué sur l’espace
vectoriel 0 (resp. F2) et nul sur les espaces non nuls (resp. de dimension 6= 1).

Remarque 5.1.5. Les endofoncteurs i!n ◦ evn et · ⊗ Ssurjn de Fsurj sont isomorphes.

5.2 Structures tensorielles sur Fsurj

Outre sa structure tensorielle usuelle (cf. section 3.1), la catégorie Fsurj possède une structure
tensorielle qui a l’avantage sur la précédente de préserver les objets projectifs, et de bien se comporter
à l’égard du foncteur fondamental ̟ : Fsurj → F que nous introduirons dans la section 5.4.

Définition 5.2.1 (Produit tensoriel total). Étant donnés deux objets F et G de Fsurj, on appelle
produit tensoriel total de F et G le foncteur noté F ⊗̃G et défini comme suit.

– Si A est un objet de Efsurj , on pose

(F ⊗̃G)(A) =
⊕

V,W⊂A
V+W=A

F (V )⊗G(W ).

– Si u : A ։ A′ est un morphisme de Efsurj , le morphisme

(F ⊗̃G)(u) : (F ⊗̃G)(A)→ (F ⊗̃G)(A′)

est défini comme la somme directe sur les sous-espaces V et W de A tels que V +W = A des
morphismes

F (V )⊗G(W )
F (u)⊗G(u)
−−−−−−−→ F (u(V ))⊗G(u(W )) →֒

⊕

V ′,W ′⊂A′

V ′+W ′=A′

F (V ′)⊗G(W ′)
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où l’on note encore, par abus, u pour les morphismes V ։ u(V ) et W ։ u(W ) induits par u.
Cette définition fait sens puisque u(V ) + u(W ) = u(V +W ) = u(A) = A′.

Le produit tensoriel total définit un bifoncteur Fsurj ×Fsurj → Fsurj , le produit tensoriel de E
étant bifonctoriel.

Proposition 5.2.2. – Le produit tensoriel total définit sur Fsurj une structure tensorielle exacte
d’unité Is0.

– Il existe un monomorphisme F ⊗G →֒ F ⊗̃G naturel en les objets F et G de Fsurj.

La première assertion se vérifie par inspection. Le monomorphisme de la seconde assertion est
donné, sur un espace vectoriel V , par l’inclusion du facteur F (V ) ⊗ G(V ) de (F ⊗̃G)(V ) indexé
par la décomposition V + V = V . Ce monomorphisme illustre qu’intuitivement ⊗̃ procure la plus
« grosse » structure tensorielle « raisonnable » sur Fsurj , ce qui justifie la terminologie de produit
tensoriel total.

Par la suite, lorsque nous nous référerons à des notions dépendant d’une structure tensorielle
sur Fsurj , nous utiliserons l’adjectif total lorsqu’il s’agira de la structure définie par ⊗̃ , l’absence
de qualificatif signifiant qu’il s’agit de la structure tensorielle usuelle définie par ⊗.

Le lemme suivant, qui découle de ce qu’une somme directe d’épimorphismes (resp. de monomor-
phismes) est un épimorphisme (resp. un monomorphisme), sous-tend grand nombre de structures
de la catégorie Fsurj .

Lemme 5.2.3. Il existe un unique foncteur Efsurj × E
f
surj → E

f
surj tel que le diagramme

Efsurj × E
f
surj

//
� _

��

Efsurj� _

��
Ef × Ef

⊕ // Ef

commute. Il sera encore noté ⊕ par abus.
On a un résultat analogue dans la catégorie Efinj .

Proposition 5.2.4. Il existe un isomorphisme P surjV ⊗̃P surjW ≃ P surjV⊕W naturel en les objets V et

W de Efsurj.

Démonstration. Cette proposition s’obtient en linéarisant l’isomorphisme ensembliste du lemme
suivant.

Lemme 5.2.5. Il existe une bijection

EpiE(A⊕B,E) ≃
∐

V,W⊂E
V+W=E

EpiE(A, V )× EpiE(B,W )

naturelle en les objets A, B et E de Efsurj.

Ce résultat élémentaire sera établi en détails sous une forme plus générale ultérieurement (cf.
paragraphe 6.2.3).

Corollaire 5.2.6. Le produit tensoriel total de deux objets projectifs de Fsurj est projectif.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 5.2.4 et de la commutation du
produit tensoriel total aux sommes directes quelconques (qui découle de la même propriété relative
au produit tensoriel de E).
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5.3 Objets finis

Le lemme 5.2.3 permet d’introduire l’analogue suivant aux foncteurs de décalage de la catégorieF .

Définition 5.3.1 (Foncteurs de décalage). Étant donné un espace vectoriel de dimension finie V ,
on appelle foncteur de décalage par V dans Fsurj (resp. Finj) l’endofoncteur de précomposition
par · ⊕ V .

Notation 5.3.2. Nous noterons δsurjV (resp. δinjV ) l’endofoncteur de décalage par un espace V de
la catégorie Fsurj (resp. Finj). Lorsque V = F2, ce foncteur sera simplement noté δsurj (resp. δinj).

De plus, l’exposant surj (resp. inj) sera omis lorsqu’aucune confusion ne pourra en résulter.

Ainsi, l’association V 7→ δV est fonctorielle ; si V est de dimension n, les foncteurs δV et δn sont
isomorphes.

Les foncteurs de décalage commutent aux limites, aux colimites et au produit tensoriel (usuel).

Proposition 5.3.3 (Adjoint à gauche à δsurj). Il existe un isomorphisme

homFsurj
(X ⊗̃P surjA , Y ) ≃ homFsurj

(X, δsurjA (Y ))

naturel en les objets X, Y de Fsurj et A de Efsurj.

Démonstration. On définit un morphisme naturel X → δsurjA (X ⊗̃P surjA ) par les inclusions

X(V )
X(V )⊗[idA]
−−−−−−−−→ X(V )⊗ P surjA (A) →֒

⊕

W1+W2=V⊕A

X(W1)⊗ P
surj
A (W2) .

On vérifie, grâce à la proposition 5.2.4, que l’application naturelle

homFsurj
(X ⊗̃P surjA , Y )→ homFsurj

(X, δsurjA (Y ))

que l’on en déduit est un isomorphisme lorque X est un projectif standard. Le cas général s’en
déduit par passage à la colimite.

Proposition 5.3.4. Il existe dans Fsurj un isomorphisme

δA(IsurjB ) ≃
⊕

W1+W2=B

IsurjW1
⊗ IsurjW2

(A)

naturel en les objets A et B de Efsurj.

Démonstration. Cette proposition s’obtient par linéarisation de la bijection du lemme 5.2.5 (ou à
partir de la proposition précédente et du lemme de Yoneda).

Corollaire 5.3.5. 1. Les foncteurs de décalage de Fsurj préservent les objets injectifs de co-type
fini et les objets de co-type fini.

2. Les foncteurs de décalage de Finj préservent les objets projectifs de type fini et les objets de
type fini.

Lemme 5.3.6. 1. Soit X un objet de Fsurj tel que X(0) est de dimension finie et δ(X) fini
dans Fsurj. Alors X est un objet fini de Fsurj.

2. Soient i ∈ N ∪ {∞} et X un objet de Finj tel que X(0) est de dimension finie et δ(X) pfi
dans Finj. Alors X est un objet pfi de Finj.
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Démonstration. Le foncteur
(δsurj , ev0) : Fsurj → Fsurj × E

est exact et fidèle. Le premier point résulte donc de la proposition 2.6.15.
Pour le second, on utilise le foncteur (δinj , ev0) : Finj → Finj×E , qui est exact et fidèle, commute

aux colimites et conserve les objets projectifs de type fini (cf. corollaire 5.3.5). La conclusion est
donc donnée par la proposition 2.2.17.

Proposition 5.3.7 (Objets finis, de type fini de Fsurj). Soit X un objet de Fsurj. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. l’objet X est fini ;

2. l’objet X est de type fini ;

3. l’objet X est à valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur décalage δ (cette
dernière condition signifiant encore que X(V ) = 0 si dim V est assez grande).

On peut reformuler la dernière condition en

∑

n∈N

dim evn(X) <∞ .

Démonstration. Il est clair que 1 implique 2.
Le foncteur projectif standard P surjV associé à un espace V de dimension n est à valeurs de

dimension finie et annihilé par le foncteur δn+1, puisque Epi (V,W ) = 0 si dimW ≥ n + 1. Cela
montre que la deuxième assertion implique la troisième.

Enfin, la troisième implique la première par le lemme 5.3.6.

Dualement, on a le résultat suivant.

Proposition 5.3.8 (Objets finis, de co-type fini de Finj). Soit X un objet de Finj. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. l’objet X est fini ;

2. l’objet X est de co-type fini ;

3. l’objet X est à valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur décalage δ (cette
dernière condition signifiant encore que X(V ) = 0 si dim V est assez grande).

Corollaire 5.3.9. 1. Tout objet de Fsurj est localement fini ; en particulier, Fsurj est une
catégorie localement noethérienne.

2. Tout objet de Finj est co-localement fini ; en particulier, Finj est une catégorie co-localement
artinienne.

Corollaire 5.3.10. 1. Les objets finis de Finj sont pf∞.

2. Les objets finis de Fsurj sont co-pf∞.

Démonstration. La première assertion s’obtient en combinant le lemme 5.3.6 et la proposition 5.3.8.
La seconde s’en déduit par dualité.

Corollaire 5.3.11 (Filtration canonique dans Fsurj). Étant donné n ∈ N, notons Tn l’endofoncteur

de Fsurj composé du foncteur de restriction R : Fsurj → F≤n
surj et du prolongement par zéro

P : F≤n
surj → Fsurj ; la coünité de l’adjonction entre R et P fournit un monomorphisme Tn → id.

Pour tout objet F de Fsurj, (Tn(F ))n∈N est une suite croissante de sous-objets de F de réunion F .
Si F est à valeurs de dimension finie, alors les Tn(F ) sont finis.
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Remarque 5.3.12. Cette filtration est similaire à la filtration polynomiale dans F . Par analogie avec
le cas de F , nous noterons T homn = Tn/Tn−1. Il existe un isomorphisme canonique
T homn (X) ≃ X ⊗ Ssurjn .

Contrairement à ce qui advient pour la filtration polynomiale dans F , les foncteurs Tn et T homn

sont exacts.

Proposition 5.3.13 (Objets simples de Fsurj). Soit S un objet de Fsurj. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. S est simple ;

2. il existe n ∈ N tel que evn(S) est un F2[GLn]-module simple et que evk(S) = 0 pour k 6= n ;

3. S est isomorphe à i!n(R) pour un certain n ∈ N et un certain F2[GLn]-module simple R.

Exemple 5.3.14. Les objets Ssurjn sont simples dans Fsurj .

Démonstration. Un objet simple dans une sous-catégorie épaisse F≤n
surj reste simple dans Fsurj ;

réciproquement, la proposition 5.3.7 montre qu’un objet simple de Fsurj appartient à une sous-

catégorie F≤n
surj . La conclusion s’obtient alors en combinant les propositions 5.1.2 et 2.8.16.

Remarque 5.3.15. On peut formaliser ce raisonnement en notant que Efsurj est la colimite filtrante

(en un sens à préciser) des sous-catégories E≤nsurj , et que par conséquent Fsurj est la limite filtrante

(en un sens à préciser) des F≤n
surj. Kuhn détaille (dans le cadre analogue de la catégorie F) cet

argument dans [Kuh94b], § 2.

Corollaire 5.3.16. Dans Fsurj, le produit tensoriel total, donc a fortiori le produit tensoriel usuel,

de deux objets finis, est fini. Cela munit le groupe de Grothendieck Gf0 (Fsurj) d’une structure d’an-
neau commutatif sans unité (le foncteur constant F2 n’étant pas fini) via ⊗, et d’une structure
d’anneau commutatif (unitaire, le foncteur Is0 étant fini) via ⊗̃ . Il est isomorphe, pour la première
structure, à l’idéal ⊕

n∈N

Gf0 (F2[GLn]Mod)

de l’anneau produit ∏

n∈N

Gf0 (F2[GLn]Mod)

(chaque facteur étant muni de la structure d’anneau induite par le produit tensoriel sur F2).

La proposition suivante montre que le groupe de Grothendieck Gf0 (Fsurj) de Fsurj est isomorphe

au groupe de Grothendieck Gf0 (F). Pour la démonstration, nous renvoyons à [Kuh94b] (§ 2 et 4)
(cf. aussi [Pow98c], § 2.2).

Proposition 5.3.17 (Kuhn). Soient λ une partition régulière et n ∈ N.

1. Si n = λ1, alors Sλ(En) est un F2[GLn]-module à gauche simple ; nous le noterons Rλ.

2. Les Rµ forment un système complet de représentants des F2[GLn]-modules simples lorsque µ
parcourt les éléments de p tels que µ1 = n.

3. Le F2[GLn]-module Sλ(En) est nul si λ1 > n, égal à Rλ si λ1 = n et isomorphe à R(n,λ1,λ1,...,λr)

(où r = l(λ)) si λ1 < n.

Remarque 5.3.18. En revanche, les structures multiplicatives sur Gf0 (Fsurj) et Gf0 (F) semblent fort
délicates à comparer.

Signalons enfin l’important résultat suivant sur les objets simples, classique en théorie des
représentations (cf. [Kuh94b], § 5.1 et [Kuh02], § 7 pour le point de vue fonctoriel).

Proposition 5.3.19. Si A est l’une des catégories F2[GLn]Mod (où n ∈ N) ou Fsurj et S un objet
simple de A, alors le corps End (S) est réduit à F2.
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5.4 Liens avec la catégorie F

Nous montrons dans cette section comment une adjonction formelle entre les catégories F et
Fsurj illumine certains problèmes internes à la catégorie F , notamment la conjecture artinienne.

5.4.1 Les foncteurs adjoints o et ̟

Proposition et définition 5.4.1. Il existe un foncteur exact et fidèle, noté ̟ : Fsurj → F ,
donné de la façon suivante.

– Si F est un objet de Fsurj et V un objet de Ef , on pose

(
̟(F )

)
(V ) =

⊕

W⊂V

F (W )

la somme directe étant prise sur tous les sous-espaces vectoriels W de V .

– Si F est un objet de Fsurj et V
f
−→ V ′ une flèche de Ef , et si W et W ′ sont des sous-espaces

respectifs de V et V ′, la composante F (W ) → F (W ′) de
(
̟(F )

)
(f) est égale à F (g) si

f(W ) = W ′, où g est l’épimorphisme W ։ W ′ induit par f , et nulle sinon.

– Si F
u
−→ G est une flèche de Fsurj, le morphisme ̟(u) : ̟(F ) → ̟(G) de F est défini, sur

l’espace vectoriel de dimension finie V , comme la somme directe sur les sous-espaces W de V
des morphismes u(W ) : F (W )→ G(W ).

Notation 5.4.2. Le foncteur de précomposition par le foncteur d’inclusion Efsurj → E
f sera noté

o : F → Fsurj .

Ce foncteur est exact et fidèle.

Proposition 5.4.3. 1. Le foncteur o est adjoint à droite au foncteur ̟.

2. Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, on a un isomorphisme ̟(P surjV ) ≃ PV .

3. Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, on a un isomorphisme o(IV ) ≃
⊕
W⊂V

IsurjW

(la somme directe étant prise sur tous les sous-espaces vectoriels W de V ).

4. Le foncteur o préserve les objets de co-type fini et, plus généralement, les objets co-pfi, où
i ∈ N ∪ {∞}.

5. Il existe un isomorphisme ̟(F ⊗̃G) ≃ ̟(F )⊗̟(G) naturel en les objets F et G de Fsurj.

Démonstration. Soient X un objet de Fsurj et F un objet de F . Un morphisme ̟(X) → F
est la donnée, pour tout V ∈ Ob Ef et tout sous-espace W de V , d’une application linéaire
uV,W : X(W )→ F (V ) de sorte que, pour tout f ∈ homEf (V, V ′), le diagramme

X(W )
uV,W //

X(f)

��

F (V )

F (f)

��
X(W ′) uV ′,W ′

// F (V ′)

(5.1)

commute, où l’on a posé W ′ = f(W ). Les applications linéaires uV,V fournissent en particulier un
morphisme X → o(F ) dans Fsurj .

Réciproquement, si a : X → o(F ) est une flèche de Fsurj , définissons, pour V ∈ Ob Ef et

W ⊂ V , une application linéaire uV,W : X(W )
aW−−→ F (W ) →֒ F (V ), la dernière flèche étant induite

par l’inclusion. Il est clair que les diagrammes (5.1) commutent, de sorte que u fournit un morphisme
̟(X)→ F dans F . On vérifie aussitôt que les deux applications naturelles entre homFsurj

(X, o(F ))
et homF (̟(X), F ) définies précédemment sont réciproques l’une de l’autre, ce qui établit le premier
point.
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Les assertions 2 et 3 s’obtiennent par adjonction à partir du lemme de Yoneda : on a des
isomorphismes naturels

homF(̟(P surjV ), F ) ≃ homFsurj
(P surjV , o(F )) ≃ o(F )(V ) = F (V ) ≃ homF(PV , F )

et

homFsurj
(X, o(IV )) ≃ homF (̟(X), IV ) ≃ ̟(X)(V ) =

⊕

W⊂V

X(W ) ≃ homFsurj
(X,

⊕

W⊂V

IsurjW ).

La quatrième assertion provient de 3 et de l’exactitude de o.
La dernière s’obtient à partir de la décomposition ensembliste naturelle des couples de sous-

espaces d’un espace vectoriel V suivante :

{(A,B) |A,B ⊂ V } =
∐

W⊂V

{(A,B) |A,B ⊂W, A+B = W}.

Remarque 5.4.4. L’isomorphisme de la dernière assertion est adjoint au monomorphisme canonique
F ⊗̃G →֒ o(̟(F ) ⊗̟(G)) donné sur l’espace A par l’injection du facteur direct

⊕

V+W=A

F (V )⊗G(W ) →֒
⊕

V,W⊂A

F (V )⊗G(W ).

Proposition 5.4.5. Soient F un objet de F et i ∈ N ∪ {∞}.

1. Si o(F ) est artinien, alors F est artinien.

2. Si o(F ) est co-pfi, alors F est co-pfi.

Démonstration. Le foncteur o est exact et fidèle, ce qui fournit la première assertion (cf. proposi-
tion 2.4.7). De plus, il commute aux limites et transforme les cogénérateurs injectifs de Fsurj en
des objets injectifs co-tf. La variante duale de la proposition 2.2.17 donne donc la deuxième partie
de la proposition.

Nous donnons maintenant la traduction dans le cadre de la catégorie Finj de certaines assertions
de la proposition 5.4.3.

Proposition et définition 5.4.6 (Notions duales). 1. Nous noterons oinj : F → Finj le fonc-

teur d’oubli (précomposition par l’inclusion Efinj → E
f ) ; il est exact et fidèle. De plus, il

préserve les objets de type fini.

2. Il existe un foncteur exact et fidèle ̟inj : Finj → F donné sur les objets par

̟inj(X)(V ) =
⊕

W⊂V

X(V/W ) ,

le morphisme ̟inj(X)(V ) → ̟inj(X)(V ′) induit par une application linéaire f : V → V ′

ayant pour composante X(V/W ) → X(V ′/W ′) l’application X(f̄), où f̄ est le monomor-
phisme V/W → V ′/W ′ induit par f , si W = f−1(W ′), 0 sinon.

3. Le foncteur ̟inj est adjoint à droite à oinj .
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5.4.2 La catégorie Fsurj et la conjecture artinienne

Conjecture 5.4.7. La catégorie Fsurj est co-localement artinienne.

Cette conjecture équivaut au caractère localement noethérien de Finj , par la proposition 2.4.25.

Proposition 5.4.8. La conjecture 5.4.7 implique la conjecture artinienne 4.0.2.

Démonstration. Si la conjecture 5.4.7 est vérifiée, o(IV ) est artinien pour tout V ∈ ObEf (cf. pro-
position 5.4.3. 3) ; la proposition 5.4.5 montre que les injectifs standard IV de F sont alors également
artiniens.

Remarque 5.4.9. Il ne semble en revanche exister aucun argument formel pour obtenir la réciproque
de la proposition 5.4.8.

Notation 5.4.10. Étant donné n ∈ N, nous noterons P̃n l’objet ̟(Isn) de F .

On a ainsi un isomorphisme canonique P̃n(V ) ≃ F2[PlE(En, V )] pour V ∈ ObEf .

Lemme 5.4.11. – Étant donné un objet X de Fsurj, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’objet X est de co-type fini.

2. L’ensemble
{n ∈ N | hom(Isn, X) 6= 0}

est fini et X est à valeurs de dimension finie.

3. Le socle de X est fini.

– Étant donné un objet co-tf X de Fsurj, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’objet X est co-pf.

2. L’ensemble
{n ∈ N |Ext1 (Isn, X) 6= 0}

est fini.

Démonstration. Supposons que l’objet X de Fsurj est de co-type fini. Alors X se plonge dans une

somme directe finie d’injectifs standard IsurjV . Comme IsurjV est à valeurs de dimension finie et que

hom (Isn, I
surj
V ) ≃ Isn(V ) = 0 pour n 6= dimV , on en déduit que X vérifie la seconde assertion du

premier point. Celle-ci implique la troisième en raison des deux constats suivants.
– Si R est une représentation simple de GLn, alors R est un quotient de F2[GLn], donc i!n(R) est

un quotient de Isn. Ainsi i!n(R) ne peut apparâıtre dans le socle de X que si hom(Isn, X) 6= 0.
– Si X est à valeurs de dimension finie, le socle de evn(X) est fini, donc les simples de Fsurj

associés aux représentations simples de GLn apparaissant dans le socle de X (comptés avec
multiplicité) sont en nombre fini.

Enfin, comme tout objet de Fsurj est localement fini, la troisième assertion entrâıne la première
(cf. proposition 2.7.13).

Le deuxième point du lemme se déduit du premier et du corollaire 2.7.17.

Proposition 5.4.12. La conjecture artinienne 4.0.2 équivaut à l’assertion suivante : pour tout
objet de co-type fini F de F , l’ensemble

{n ∈ N |Ext1F(P̃n, F ) 6= 0}

est fini.

Démonstration. Il existe un isomorphisme naturel Ext1F(P̃n, F ) ≃ Ext1Fsurj
(Isn, o(F )) (obtenu en

combinant la proposition 5.4.3 et le corollaire 1.2.8), de sorte que si F est un objet co-tf de F , la
condition de l’énoncé équivaut au caractère co-pf de o(F ) par le lemme 5.4.11 (o(F ) est co-tf par la
proposition 5.4.3). Mais o(F ) est co-tf si et seulement si F est co-tf (cf. propositions 5.4.3 et 5.4.5),
donc l’assertion de l’énoncé équivaut au caractère co-localement artinien de F , comme souhaité.
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5.4.3 Foncteurs de Powell

Nous introduisons maintenant des objets fondamentaux pour l’étude de la conjecture artinienne ;
ils constituent en quelque sorte les « briques élémentaires » des projectifs standard de F (ils sont
plus « petits » que les projectifs indécomposables de type fini, insuffisants pour l’étude générale des
foncteurs PV ), et permettent de préciser l’énoncé de la conjecture artinienne en relation avec la
filtration de Krull de F .

Définition 5.4.13 (Foncteurs et filtrations de Powell). Nous appellerons foncteur de Powell associé
à une partition régulière λ l’objet Qλ = ̟(i!λ1

(Rλ)) de F . Le foncteur dual DQλ sera noté Jλ.
Nous nommerons filtration de Powell d’un objet F de F toute filtration finie

0 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = F

de F dont les sous-quotients Ai/Ai−1 sont des foncteurs de Powell Qλ. Une filtration de Powell
duale sera une filtration finie dont les sous-quotients sont des foncteurs du type Jλ.

Exemple 5.4.14. Un cas particulièrement fondamental est celui des foncteurs associés à la représen-
tation triviale de GLn, notés Ḡ(n) = i!n(S

surj
n ) = Q(n) et D̄(n) = J(n) = DḠ(n).

Un autre cas particulier intéressant est celui des foncteurs associés aux partitions de Steinberg
< n >= (n n−1 . . . 1) : on a Q<n> ≃ P<n> et J<n> = I<n>, injectif qui est noté traditionnellement
L(n) (cf. [Pow98c]).

L’identification entre la représentation de Steinberg de GLn et R<n> (qui jouera un rôle impor-
tant au chapitre 10) est établie dans [Mit86].

Pour n = 1, on a Ḡ(1) = P̄ et D̄(1) = L(1) = Ī.
Pour n = 2, on a la décomposition P̄⊗2 ≃ P⊕2

<2> ⊕ P(2) ; la couverture projective P(2) de
Λ2 possède une filtration de quotients P̄ , Ḡ(2), Ḡ(2) (cf. [Pow98c], ex. 4.1). Nous reviendrons
explicitement sur ces foncteurs au paragraphe 10.5.1.

Remarque 5.4.15. Le foncteur Qλ a pour cosocle Sλ ; on dispose donc d’un (unique) épimorphisme
Pλ ։ Qλ (cf. [Pow98c]). Une manière de le voir consiste à remarquer que si n = λ1 et si µ est une
partition régulière, on a

homF(Qλ, Sµ) ≃ homFsurj
(i!n(Rλ), o(Sµ)) ≃ homGLn

(
Rλ, ker

(
Sµ(En)→

⊕

e∈En\{0}

Sµ(En/e)
))

et à constater que le GLn-module de droite est nul si µ1 6= n et isomorphe à Rµ sinon.

Les foncteurs Jλ ont été introduits par Powell dans [Pow98c] (§ 3), sous le nom de foncteurs
co-Weyl ; les objets admettant une filtration de Powell (resp. une filtration de Powell duale) y sont
baptisés foncteurs DJ-bons (resp. foncteurs J-bons). L’une des principales motivations de Powell
était d’adapter dans le cadre de la catégorie F la machinerie des catégories de poids supérieurs
de [CPS88].

La version très forte suivante de la conjecture artinienne est formulée dans [Pow98c].

Conjecture 5.4.16 (Conjecture artinienne très forte). Pour toute partition régulière λ, le foncteur
de Powell Qλ est simple noethérien de type λ1.

L’exactitude du foncteur ̟ fournit le résultat suivant.

Proposition 5.4.17. Si X est un objet fini de Fsurj, alors ̟(X) admet une filtration de Powell.

Corollaire 5.4.18. Le produit tensoriel de deux foncteurs de F possédant une filtration de Powell
admet une filtration de Powell.

Démonstration. Cela provient de la dernière assertion de la proposition 5.4.3, du corollaire 5.3.16
et de l’exactitude du produit tensoriel de F .
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En combinant cette propriété avec l’assertion 2 de la proposition 5.4.3 (et en notant que la classe
des foncteurs admettant une filtration de Powell est stable par facteur direct et sommes directes
finies — cf. [Pow98c] th. 3.2.6), on obtient l’important résultat suivant (th. 4.0.1 de [Pow98c]).

Corollaire 5.4.19 (Powell). Les projectifs de type fini de F admettent une filtration de Powell.

Comme les partitions λ qui apparaissent dans une filtration de Powell de P⊗n vérifient λ1 ≤ n,
on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 5.4.20. La conjecture artinienne très forte 5.4.16 implique la conjecture artinienne
forte 4.3.11.

Proposition 5.4.21 (Powell). Un foncteur F de F admet une filtration de Powell si et seulement
s’il existe un entier n et une résolution projective

· · · → Pi → · · · → P1 → P0 → F → 0

dans laquelle chaque Pi est une somme directe finie de projectifs standard de la forme PV avec
dim V ≤ n.

Cette caractérisation homologique fondamentale (que nous n’emploierons toutefois pas), est le
théorème 5.0.1 de [Pow98c], auquel nous renvoyons pour la démonstration.

5.5 Liens avec les systèmes de coefficients

Nous rappelons la définition de Dwyer de la catégorie des systèmes de coefficients ([Dwy80]).

Notation 5.5.1. Dans cette section, on note Rn : F2[GLn+1]Mod → F2[GLn]Mod, pour n ∈ N,
le foncteur de restriction des scalaires, In : F2[GLn]Mod → F2[GLn+1]Mod le foncteur d’induction
et Cn : F2[GLn]Mod → F2[GLn+1]Mod le foncteur de cöınduction. Le groupe GLn est comme
d’habitude plongé dans GLn+1 par

αn : M 7→

(
M 0
0 1

)
.

On note, si n ≤ m sont des entiers, Sn,m le sous-groupe de GLm des automorphismes g de Em
tels que g(x) = x pour x ∈ En (où En est plongé dans Em de la façon standard). On note aussi
Tn,m le sous-groupe de GLm image de Sn,m par la transposition.

Remarque 5.5.2. Comme le sous-groupe GLn de GLm normalise Sn,m, on peut voir le foncteur
M 7→MSn,m (invariants sous l’action de Sn,m) défini sur les GLm-modules comme un sous-foncteur
de la restriction Rn . . .Rm−1 : F2[GLm]Mod→ F2[GLn]Mod.

Dualement, on peut voir le foncteur M 7→MTn,m
comme un quotient de cette restriction.

Définition 5.5.3. – On appelle système de coefficients une suite (Mn)n∈N, où Mn est un GLn-
module à gauche, munie de morphismes de GLn-modules Mn → Rn(Mn+1).

– Un morphisme de systèmes de coefficients de ((Mn), (rn)) vers ((Nn), (sn)) est une suite (un)
de morphismes un : Mn → Nn de GLn-modules rendant commutatif, pour tout n ∈ N, le
diagramme

Mn
rn //

un

��

Rn(Mn+1)

Rn(un+1)

��
Nn

sn // Rn(Nn+1).

Cela permet de définir la catégorie des systèmes de coefficients, que nous noterons Coef .
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Proposition 5.5.4. Si F est un objet de Finj, la suite (evn(F )), munie des morphismes F (En)→
F (En+1) induits par l’inclusion ln : En →֒ En+1 x 7→ (x, 0), est un système de coefficients, noté
C(F ).

La fonctorialité de evn : Finj → F2[GLn]Mod fait de C : Finj → Coef un foncteur. Ce foncteur
est pleinement fidèle ; son image est constituée des systèmes de coefficients ((Mn), (rn)) tels que
im rmrm−1 . . . rn ⊂Mn+1

Sn,m+1 pour tous entiers n et m tels que 0 ≤ n ≤ m.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de l’observation suivante : le squelette de la catégorie
Efinj constitué des espaces En est engendré par les inclusions ln et les éléments des différents
GLn, soumis aux relations αn(g) ◦ ln = ln ◦ g pour g ∈ GLn, g ◦ h = gh pour g, h ∈ GLn et
g ◦ lm ◦ · · · ◦ ln = lm ◦ · · · ◦ ln pour g ∈ Sn,m+1 (cf. [ML71], chapitre II, § 8).

Remarque 5.5.5. Tous les systèmes de coefficients appartenant à l’image du foncteur C sont centraux
au sens de [Dwy80], § 2.

Proposition 5.5.6. Soit n ∈ N. Il existe un isomorphisme

Ext1Finj
(i!n(M), i!n+1(N)) ≃ homGLn

(M,NSn,n+1)

naturel en le GLn-module M et le GLn+1-module N .
De plus, l’épimorphisme de l’extension correspondant à un GLn-morphisme a : M → NSn,n+1

est essentiel si et seulement si l’adjoint In(M) → N au morphisme M
a
−→ NSn,n+1 →֒ Rn(N) est

surjectif.

Démonstration. Par la proposition 5.5.4, une extension entre i!n(M) et i!n+1(N) correspond à un
système de coefficients (Ai) tel que An ≃ M , An+1 ≃ N , Ai = 0 sinon, et que l’image de An dans
Rn(An+1) est incluse dans An+1

Sn,n+1. Un tel système de coefficients est déterminé, à isomorphisme
près, par le morphisme structural An → Rn(An+1) à valeurs dans An+1

Sn,n+1, d’où la première
partie de la proposition.

Étant donné un morphisme a : M → NSn,n+1, notons u la composée M
a
−→ NSn,n+1 →֒ Rn(N).

Un quotient de l’extension correspondante est la donnée d’un quotient M ′ de M , d’un quotient N ′

de N et d’un morphisme u′ : M ′ → Rn(N ′) tel que le diagramme

M

����

u // Rn(N)

����
M ′ u′

// Rn(N ′)

commute (en effet, par surjectivité des flèches verticales, cela impose imu′ ⊂ N ′Sn,n+1). Si M ′ = 0,

cette condition équivaut à la nullité de la composée M
u
−→ Rn(N) ։ Rn(N

′), ou encore de l’adjoint
In(M) → N ։ N ′. Par conséquent, il existe un quotient de notre extension tel que M ′ = 0 et
N ′ 6= 0 si et seulement si l’adjoint In(M)→ N à u est non surjectif, d’où la proposition.

On peut donner une variante duale de la proposition 5.5.4 : la catégorie Finj est équivalente à
une sous-catégorie pleine de la catégorie des systèmes de coefficients « homologiques » (cf. [Dwy80]) ;
la catégorie Fsurj à une sous-catégorie pleine de la catégorie des systèmes de coefficients « coho-
mologiques » . Nous nous bornerons à donner la version duale de la proposition 5.5.6 et à en tirer
quelques conséquences simples.

Corollaire 5.5.7. Soit n ∈ N. Il existe un isomorphisme

Ext1Fsurj
(i!n+1(M), i!n(N)) ≃ homGLn

(MTn,n+1, N)

naturel en le GLn+1-module M et le GLn-module N .
De plus, l’extension correspondant à un morphisme GLn-équivariant a : MTn,n+1 → N est

essentielle si et seulement si l’adjoint M → Cn(N) à la composée Rn(M) ։ MTn,n+1

a
−→ N est

injectif.
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À titre d’application, nous donnons la structure du foncteur constant F2 de Fsurj .

Notation 5.5.8. Dans ce paragraphe, F2
≥i désignera l’image du foncteur constant F2 de F≥i

surj par

le foncteur de prolongement par zéro P : F≥i
surj → Fsurj .

Corollaire 5.5.9. Pour tout n ∈ N, il existe une suite exacte 0→ Ssurjn → F2
≥n → F2

≥n+1 → 0.
De plus, Ssurjn est le socle de F2

≥n.
Ainsi, l’objet F2 de Fsurj est unisériel, de suite de composition Ssurj0 , Ssurj1 , . . . , Ssurjn , . . .

Ce résultat est à comparer avec le résultat fondamental sur la structure du foncteur Ī de F : la
filtration polynomiale de ce foncteur est son unique suite de composition, et son n-ième quotient
est phomn (Ī) ≃ Λn, qui correspond à la représentation triviale de GLn. De plus, Ī est le « plus
petit » injectif indécomposable non constant de F . Le foncteur F2 ≃ I

surj
0 est le « plus petit » injectif

indécomposable de Fsurj ; sa filtration canonique est son unique suite de composition, et son n-
ième quotient est T homn (F2) ≃ Ssurjn (cf. corollaire 5.3.11 et remarque 5.3.12), qui correspond à la
représentation triviale de GLn (noter qu’ici on a également un facteur pour n = 0).

Le corollaire 5.5.9 interviendra de façon cruciale au paragraphe 8.5.1.

Proposition 5.5.10. Soient n un entier strictement positif, X (resp. Y ) un objet de Fsurj concentré
en dimension n+ 1 (resp. n), avec action de GLn+1 (resp. GLn) triviale. L’application

Ext1Fsurj
(X,Y )

̟∗−−→ Ext1F(̟(X), ̟(Y ))

induite par le foncteur exact ̟ est injective.
De plus, elle préserve les extensions essentielles.

Démonstration. Notons M = X(En+1) et N = Y (En). Soient u : M → N une application linéaire
et 0 → Y → A → X → 0 l’extension associée selon le corollaire 5.5.7 (puisque les actions des
groupes linéaires sont triviales). Considérons un morphisme f : ̟(A)→ F de F dont la restriction
à ̟(Y ) est injective.

On suppose dans un premier temps que u est injectif, ce qui équivaut à dire que l’extension
associée est essentielle par le corollaire 5.5.7 (toujours en utilisant la trivialité des actions des
groupes linéaires), et l’on établit que l’application linéaire fV : ̟(A)(V ) → F (V ) est injective
pour tout V ∈ Ob Ef par récurrence sur dimV . C’est clair si dim V ≤ n, nous supposerons donc
dim V > n.

Soit a un élément de ker fV ; si W (resp. B) est un sous-espace de dimension n + 1 (resp. n)
de V , notons xW (resp. yB) l’élément de M (resp. N) correspondant à la composante de a dans
X(W ) ≃M (resp. Y (B) ≃ N). Pour tout élément v non nul de V , l’hypothèse de récurrence montre
que l’image de a dans ̟(A)(V/v) est nulle. Soient H un sous-espace de dimension n de V/v et W
son image réciproque dans V : la composante dans A(H) de cette image est

u(xW ) +
∑

B⊂V
W=B⊕v

yB = 0.

Étant donné un sous-espace W de dimension n + 1 de V , faisons la somme des relations ainsi
obtenues pour v ∈W \ {0} : on obtient

u(xW ) +
∑

v∈W\{0},B⊂W

W=B⊕v

yB = 0 ,

soit
u(xW ) =

∑

B⊂W

Card (W \B) yB

(somme prise sur les sous-espaces B de dimension n de W ).
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Mais comme n > 0, les cardinaux qui apparaissent dans cette somme, égaux à 2n+1 − 2n = 2n,
sont pairs, d’où u(xW ) = 0.

Comme u est supposé injectif, cela donne xW = 0 ; autrement dit, a ∈ ̟(Y )(V ). Puisque la res-
triction à ̟(Y )(V ) de fV est par hypothèse injective, il vient finalement a = 0. Ainsi, l’application
̟∗ de l’énoncé respecte les extensions essentielles.

Pour démontrer qu’elle est injective, on raisonne de façon analogue en supposant que
f : ̟(A) → ̟(Y ) est une rétraction de ̟(Y ) →֒ ̟(A) ; on voit que l’image de ker fEn+1 par
la projection ̟(A)(En+1) ։ ̟(Y )(En+1) ≃ M est incluse dans ker u, ce qui impose la nullité de
u i.e. la trivialité de l’extension initiale.

Remarque 5.5.11. Le corollaire 5.5.9 et la proposition 5.5.10 s’interprètent naturellement en in-
troduisant le carquois (cf. remarque 4.3.4) associé à l’ensemble ordonné N : ses objets sont les
entiers naturels, homN(i, j) a un élément si i ≤ j et zéro sinon (nous noterons encore N cette

catégorie). En effet, le foncteur Efsurj → Nop qui associe à un espace vectoriel sa dimension induit
par précomposition un foncteur Fct(Nop, E) → Fsurj dont l’image est constituée des foncteurs F
tels que le GLn-module evn(F ) est trivial pour tout entier n. Pour l’étude de ces foncteurs, la
difficulté, intrinsèque à la catégorie Fsurj , liée aux représentations des groupes linéaires disparâıt,
ce qui permet d’utiliser des raisonnements purement combinatoires.

Corollaire 5.5.12. Le monomorphisme P̄ →֒ ̟(F2) est essentiel.

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant la proposition 5.5.10 et le corollaire 5.5.9.

5.6 Propriétés des foncteurs d’oubli F → Finj et F → Fsurj

L’idée fondamentale développée dans les paragraphes 5.6.1 et 5.6.3 est que modulo les objets
localement finis de Finj , les objets de l’image du foncteur d’oubli F → Finj sont de bons foncteurs
qui se comportent comme dans F . Le paragraphe 5.6.2 revient sur le foncteur constant F2 de Fsurj
via son image par le foncteur ̟.

5.6.1 Résultats d’annulation cohomologique

Lemme 5.6.1. Il existe dans Fsurj un épimorphisme scindé o(F ) ⊗̃P surjV ։ o(F ) naturel en les

objets V de Efsurj et F de F .

Démonstration. On définit un morphisme naturel o(F ) ⊗̃P surjV → o(F ) comme l’adjoint de la
projection canonique

̟(o(F ) ⊗̃P surjV ) ≃ ̟o(F )⊗̟(P surjV ) ≃ ̟o(F )⊗ PV ։ ̟o(F )→ F

déduit de l’épimorphisme PV ։ F2 et de la coünité de l’adjonction, via la proposition 5.4.3.
D’autre part, l’épimorphisme V ։ 0 induit un morphisme Is0 ≃ P surj0 → P surjV dans Fsurj ,

d’où un morphisme naturel o(F ) ≃ o(F ) ⊗̃ Is0 → o(F ) ⊗̃P surjV .

Le morphisme composée o(F )→ o(F ) ⊗̃P surjV → o(F ) est adjoint à la flèche

̟o(F )→ ̟(o(F ) ⊗̃P surjV ) ≃ ̟o(F )⊗ PV → F

composée du morphisme induit par l’inclusion F2 →֒ PV et du morphisme décrit précédemment.
Comme la composée F2 →֒ PV ։ F2 est l’identité, cette composée est la coünité de l’adjonction, ce
qui établit le lemme.

Proposition 5.6.2. Soient X un objet fini de Fsurj et F un objet de F . On a

Ext∗Fsurj
(o(F ), X) = 0.
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Démonstration. Par la proposition 5.3.7, il existe un espace vectoriel de dimension finie V tel que
δV (X) = 0. La proposition 5.3.3 et le corollaire 1.2.8 montrent alors que Ext∗Fsurj

(o(F ) ⊗̃P surjV , X) ≃

Ext∗Fsurj
(o(F ), δV (X)) = 0. Mais Ext∗Fsurj

(o(F ), X) est facteur direct de Ext∗Fsurj
(o(F ) ⊗̃P surjV , X)

par le lemme 5.6.1, d’où la proposition.

Dans la suite, nous traitons de la catégorie Finj , plus naturelle que Fsurj pour les considérations

du paragraphe suivant. On note F lfinj pour (Finj)lf la sous-catégorie des objets localement finis de
Finj . Celle-ci est épaisse parce que les objets finis de Finj sont de présentation finie (cf. corol-
laire 5.3.10), de sorte que l’on peut appliquer la proposition 2.5.1.

Proposition 5.6.3. Soient X un objet localement fini de Finj et F un objet de F . On a

Ext∗Finj
(X, oinj(F )) = 0.

Autrement dit, oinj(F ) est F lfinj-parfait.

Démonstration. Le cas où X est fini est dual du précédent. Le cas général s’en déduit par passage
à la colimite, d’après le corollaire 2.5.9.

Proposition 5.6.4 (Suslin). Soient F et G deux objets de F ; on suppose F fini. Alors le morphisme
gradué naturel Ext∗F (F,G)→ Ext∗Finj

(oinj(F ), oinj(G)) est un isomorphisme.

Nous établirons cette propriété à l’aide des catégories de foncteurs en grassmanniennes dans la
deuxième partie (§ 8.5.4) — le lecteur notera que la section 5.6 n’y est pas utilisée. Y apparâıtra la
raison pour laquelle il nous est indispensable de considérer à la fois les catégories Fsurj et Finj .

La première démonstration de ce résultat est donnée par Suslin dans l’appendice de [FFSS99] ; il
s’agit de l’une des deux étapes pour établir l’isomorphisme entre l’homologie dans F et l’homologie
stable du groupe linéaire (ou K-théorie stable) pour les systèmes de coefficients associés à des
foncteurs finis (résultat établi indépendamment par Betley dans [Bet99]). Scorichenko a généralisé
le résultat de Suslin ; sa méthode, plus conceptuelle, utilise également la catégorie Fsurj — cf.
remarque 5.0.3.

5.6.2 Le foncteur homFsurj
(F2, ·) et l’algèbre AGr

Nous avons donné au paragraphe 5.5 la structure de base du foncteur non nul le plus simple de
l’image de o : F → Fsurj , le foncteur constant F2. Nous nous proposons maintenant d’étudier les
endomorphismes de son image par le foncteur ̟.

Proposition 5.6.5. Le foncteur homFsurj
(F2, ·) est isomorphe à lim

n∈N
evGLn
n , où :

– l’on désigne par evGLn
n le foncteur obtenu en prenant les invariants de evn sous l’action

naturelle de GLn,
– la limite est relative aux transformations naturelles evGLn

n → evGLm
m (pour n ≥ m) induites

par la projection En ։ Em sur les m premières coordonnées.

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’énoncé dual de la proposition 5.5.4.

Remarque 5.6.6. On déduit de cette proposition une suite exacte

0→ lim
n∈N

1Hi−1(GLn, evn(X))→ ExtiFsurj
(F2, X)→ lim

n∈N
Hi(GLn, evn(X))→ 0

naturelle en X pour tout entier i.
Lorsque X est l’image par le foncteur o d’un objet fini de F , le résultat fondamental de stabi-

lisation de Dwyer (dans sa variante cohomologique) — proposition 1.1 de [Dwy80] — montre que
ces groupes de cohomologie stabilisent ; en particulier, le terme en lim1 s’annule. Par la proposi-
tion 5.6.4, on en déduit alors que Hi(GLn, evn(X)) = 0 pour i assez grand (à n fixé). C’est le cas
des coefficients constants dans le théorème de Suslin (théorème A.1 de [FFSS99] ; voir aussi [FS97]).
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Définition 5.6.7 (Algèbre en grassmanniennes). On appelle algèbre en grassmanniennes, et l’on
note AGr, la F2-algèbre EndF (̟(F2)). L’algèbre en grassmanniennes réduite, notée AGr, est définie
comme EndF (̟(F2)).

Le scindement ̟(F2) ≃ F2 ⊕̟(F2) fournit donc un isomorphisme d’algèbres AGr ≃ F2 ⊕AGr.

Pour déterminer explicitement ces algèbres, nous emploierons le lemme combinatoire élémentaire
suivant.

Lemme 5.6.8. Soient d et i deux entiers naturels.

1. Soit a un élément non nul de Ed. Les classes d’équivalences de la relation définie par W ∼W ′

si W + a = W ′ + a sur l’ensemble des sous-espaces W de Ed de dimension i ne contenant pas
a sont de cardinal 2i, donc pair si i > 0.

2. Si i ≤ d, l’ensemble des sous-espaces de dimension i de Ed est de cardinal impair.

Démonstration. Pour le premier point, on note que le groupeGL(W⊕a, a) des automorphismes u de
W ⊕a tels que u(a) = a opère transitivement sur la classe d’équivalence de W , le stabilisateur de W
étant GL(W ). Le cardinal de cette classe est donc celui de GL(W ⊕a, a)/GL(W ), soit 2dimW = 2i.

D’autre part, le cardinal de l’ensemble Li(d) des familles libres ordonnées à i éléments de Ed est

i−1∏

j=0

(2d − 2j).

Comme l’ensemble Gi(d) des sous-espaces de dimension i de Ed s’identifie au quotient de Li(d) par
l’action libre de GLi, on a

CardGi(d) =
CardLi(d)

CardGLi
=

CardLi(d)

CardLi(i)
=

i−1∏

j=0

2d − 2j

2i − 2j
=

i−1∏

j=0

2d−j − 1

2i−j − 1

qui est un entier impair pour i ≤ d.

Proposition 5.6.9. La loi ∗ sur l’espace vectoriel F2
N définie par

(f ∗ g)(n) =
∑

i+j=n

i,j≥0

f(i)g(j) +
∑

i+j=n+1
i,j>0

f(i)g(j)

fait de F2
N une F2-algèbre isomorphe à AGr.

Démonstration. Par la proposition 5.4.3, on a un isomorphisme (linéaire) d’adjonction

AGr = EndF (̟(F2)) ≃ homFsurj
(F2, o̟(F2)).

LeGLn-module evn(o̟(F2))) est librement engendré comme F2-espace vectoriel par les sous-espaces
vectoriels de En, sur lesquels GLn agit tautologiquement. Le sous-espace vectoriel evn(o̟(F2)))

GLn

de ̟(F2)(En) a pour base sn0 , s
n
1 , . . . , s

n
n, où sni désigne la somme des générateurs canoniques [B]

associés à un sous-espace B de dimension i de En. L’application linéaire induite par la projection
En+1 ։ En envoie sn+1

i sur sni−1 si i > 0 et sn+1
0 sur sn0 , grâce à la première assertion du lemme 5.6.8.

Par la proposition 5.6.5, on en déduit une identification entre AGr et la limite L des espaces
vectoriels F2

n+1 (dont nous continuerons à noter sn0 , s
n
1 , . . . , s

n
n une base privilégiée ; nous noterons

ln0 , l
n
1 , . . . , l

n
n la base duale) relativement aux applications linéaires fn : F2

n+1 → F2
n données par

sni 7→ sn−1
i−1 pour i > 0 et sn0 7→ sn−1

0 .
L’application linéaire

a : L→ F2
N (vn)n∈N 7→ (ln0 (vn))n∈N
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est bijective ; sa réciproque est donnée par

b : F2
N → L (tn)n∈N 7→

(
tns

n
0 +

n∑

i=1

(tn−i + tn−i+1)s
n
i

)
n∈N

.

En effet, b prend bien ses valeurs dans L parce que

fn

(
tns

n
0+

n∑

i=1

(tn−i+tn−i+1)s
n
i

)
= tns

n−1
0 +

n∑

i=1

(tn−i+tn−i+1)s
n−1
i−1 = tn−1s

n−1
0 +

n−1∑

j=1

(tn−1−j+tn−j)s
n−1
j ,

l’égalité a ◦ b = id est immédiate, et b ◦ a = id se déduit facilement des remarques précécentes.
On a ainsi obtenu une identification de AGr et F2

N comme espaces vectoriels ; il reste à lire la
structure multiplicative de AGr dans les isomorphismes précédents.

Soient u un endomorphisme de ̟(F2) et (tn)n∈N l’élément de F2
N correspondant. L’application

linéaire uEn
envoie le générateur [En] = snn sur tns

n
0 +

∑n
i=1(tn−i+tn−i+1)s

n
i , d’après ce qui précède.

Par conséquent, pour tout sous-espace W de V ∈ Ob Ef , le générateur [W ] de ̟(F2)(V ) est envoyé
par u(V ) sur tms0(W ) +

∑m
i=1(tm−i + tm−i+1)si(W ), où m = dimW et si(W ) est la somme des

générateurs de ̟(F2)(V ) associés aux sous-espaces de dimension i de V . On en déduit que uEn

envoie snm sur tms
n
0 +

∑m
i=1(tm−i + tm−i+1)s

n
i par la seconde assertion du lemme 5.6.8, puisque le

coefficient d’un générateur [B] (où dimB = i) dans cette image est égal au cardinal de l’ensemble
des sous-espaces W de En de dimension m contenant B, multiplié par t0 si i = 0, tm−i + tm−i+1 si
1 ≤ i ≤ m, et 0 sinon. Le cardinal qui intervient n’est autre que celui des sous-espaces de dimension
m− i de En/B, impair d’après le point invoqué, d’où notre assertion.

Soient u′ un autre endomorphisme de ̟(F2) et u′′ = u′u ; notons (t′n)n∈N et (t′′n)n∈N les éléments
de F2

N correspondant à u′ et u′′ respectivement. On a

u′′(En)([En]) = u′
(
tns

n
0+

n∑

i=1

(tn−i+tn−i+1)s
n
i

)
= tnt

′
0s
n
0 +

n∑

i=1

(tn−i+tn−i+1)
(
t′is

n
0+

i∑

j=1

(t′i−j+t
′
i−j+1)s

n
j

)
,

d’où en identifiant le coefficient de sn0

t′′n = tnt
′
0 +

n∑

i=1

(tn−i + tn−i+1)t
′
i =

∑

i+j=n

i,j≥0

tit
′
j +

∑

i+j=n+1
i,j>0

tit
′
j ,

ce qui achève la démonstration.

Corollaire 5.6.10. La loi ∗ sur l’espace vectoriel F2
N∗

définie par

(f ∗ g)(n) =
∑

i+j=n

i,j≥1

f(i)g(j) +
∑

i+j=n+1

i,j≥1

f(i)g(j)

fait de F2
N∗

une F2-algèbre isomorphe à AGr.

Démonstration. Dans l’isomorphisme précédent, AGr correspond à l’idéal de F2
N des fonctions nulles

en 0.

Dans la suite, nous identifierons les algèbres AGr et AGr à F2
N et F2

N∗

(munies de la loi ∗)
respectivement.

Corollaire 5.6.11. L’algèbre AGr est une algèbre de séries formelles sur l’élément τ donné par la
fonction N∗ → F2 associant 0 à 1 et 1 à n ≥ 2.

Démonstration. Pour tout f ∈ AGr, on a τf(n) = f(n− 1) si n ≥ 2 et τf(1) = 0. On en déduit que
τk est la fonction n 7→ 1 si n ≥ k + 1, 0 sinon. Cela fournit aussitôt le résultat.
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Explicitement, l’isomorphisme est donné par

∑

i∈N

aiτ
i 7→

( n−1∑

i=0

ai

)
n∈N∗

.

Remarque 5.6.12. 1. En reprenant la démonstration de la proposition 5.6.9, on voit que l’endo-
morphisme τ envoie un générateur canonique [W ] sur

∑

B⊂W
codimWB=1

[B].

2. Le corollaire 5.6.11 montre que le foncteur ̟(F2) est indécomposable, ce qui découle aussi du
corollaire 5.5.12.

3. Malgré le corollaire 5.6.11, il pourra être utile de conserver la description de AGr donnée à la
proposition 5.6.9. Cela apparâıtra clairement à la remarque 8.5.38. 3.

5.6.3 La catégorie Finj/F
lf
inj

Ce paragraphe repose essentiellement sur le § 5.6.1 et l’observation immédiate suivante.

Lemme 5.6.13. Il existe dans Finj un isomorphisme δoinj(F ) ≃ oinj∆̃(F ) ≃ oinj(F )⊕ oinj(∆F )
naturel en l’objet F de F .

Notation 5.6.14. Nous désignerons par pinjF : δoinj(F ) ։ oinj(F ) l’épimorphisme scindé donné
par le lemme précédent.

Si n est un entier positif, nous noterons pinjn,F : δnoinj(F ) ։ oinj(F ) le morphisme

δnoinj(F )
δn−1(pinj

F
)

−−−−−−−→ δnoinj(F )
δn−2(pinj

F
)

−−−−−−−→ . . .
δ(pinj

F
)

−−−−→ δoinj(F )
pinj

F−−−→ oinj(F ).

On peut aussi le voir comme la projection δnoinj(F ) ≃ oinj(∆̃
nF ) ։ oinj(F ) induite par

l’épimorphisme ∆̃nF ≃ ∆En
F ։ ∆0F ≃ F procuré par l’application linéaire En → 0.

Proposition 5.6.15. Soient F un objet de F et X un sous-objet de oinj(F ).

1. La suite
(
pinjn,F (δn(X))

)
n∈N

de sous-objets de oinj(F ) est croissante ; nous noterons Y sa
réunion. De plus, cette suite stationne si F est un objet noethérien de F .

2. Il existe un sous-objet G de F tel que oinj(G) = Y . De plus, Y est le plus petit sous-objet de
oinj(F ) de cette forme contenant X.

3. Si F est localement fini, on a hom (δn(Y/X), oinj(A)) = 0 pour tout objet A de F et tout
n ∈ N.

Démonstration. Pour tous V ∈ ObEfinj et n ∈ N, pinjn,F (δn(X))(V ) est l’image du morphisme

X(V ⊕ En) →֒ F (V ⊕ En) ։ F (V ).

Comme le diagramme

X(V ⊕ En)
� � //

��

F (V ⊕ En) // //

��

F (V )

X(V ⊕ Em) � � // F (V ⊕ Em) // // F (V )

dont les flèches verticales sont induites par l’inclusion En →֒ Em (où m ≥ n) commute, cela montre
que la suite

(
pinjn,F (δn(X))

)
n∈N

est croissante. Admettant la seconde assertion, si F est noethérien,
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alors G est de type fini, donc oinj(G) aussi (cf. proposition 5.4.6), ce qui entrâıne que cette suite
stationne.

Comme toute flèche de Ef se factorise en épimorphisme, qui est toujours isomorphe à une projec-
tion V ⊕En ։ V , suivi d’un morphisme de Efinj , les sous-foncteurs de F s’identifient canoniquement

aux sous-foncteurs X de oinj(F ) tels que pinjn,F (δn(X)) ⊂ X pour tout n. On en déduit la deuxième

assertion, puisque pinjm,F
(
δm(pinjn,F (δn(X))

)
= pinjn+m,F (δn+m(X)).

Supposons maintenant F , donc G, localement fini. Soient A un objet de F et u : Y/X → oinj(A)

un morphisme de Finj . Par la proposition 5.6.4, le morphisme oinj(G) = Y ։ Y/X
u
−→ oinj(A) est

induit par une flèche v : G → F de F . La nullité de la composée X →֒ oinj(G)
oinj(v)
−−−−→ oinj(F ) et

l’exactitude de oinj donnent X ⊂ oinj(ker v). Par la deuxième assertion, on en déduit G ⊂ ker v, i.e.
v = 0, donc u = 0. Cela démontre la dernière assertion dans le cas n = 0. Le cas général s’en déduit
en considérant le sous-objet δn(X) de δn(oinj(F )) ≃ oinj(∆̃

nF ). En effet, pinj
m,e∆nF

(
δm(δnX)

)
=

δn
(
pinjm,F (δm(X))

)
— évalués sur un espace V , ces deux foncteurs sont l’image de

X(V ⊕ En ⊕ Em) →֒ F (V ⊕ En ⊕ Em) ։ F (V ⊕ En).

Cela termine la démonstration.

Lemme 5.6.16. Le foncteur δ induit un endofoncteur exact et fidèle de Finj/F
lf
inj.

Démonstration. L’endofoncteur δ de Finj préserve les objets finis (cf. proposition 5.3.8) et com-

mute aux colimites, il conserve donc F lfinj . Comme il est exact, il induit un endofoncteur exact de

Finj/F
lf
inj .

Soit X un objet de Finj tel que δ(X) est localement fini. Si X est de type fini, alors il en est
de même pour δ(X) par le corollaire 5.3.5. Mais un objet localement fini et de type fini est fini
(proposition 2.6.21), et la proposition 5.3.8 montre que X est fini.

Dans le cas général, ce raisonnement montre que tout sous-objet de type fini de X est fini.
Comme X est réunion de ses sous-objets de type fini, on en déduit que X est localement fini, ce
qui établit la fidélité de l’endofoncteur exact de Finj/F

lf
inj induit par δ.

Théorème 5.6.17. Le foncteur oinj : F → Finj induit un foncteur exact et pleinement fidèle de

Ff sur une sous-catégorie épaisse de Finj/F
lf
inj.

Démonstration. Si F et G sont deux objets finis de F , les morphismes naturels

Ext∗F(F,G)→ Ext∗Finj
(oinj(F ), oinj(G))→ Ext∗

Finj/F
lf
inj

(oinj(F ), oinj(G))

(où l’on note Ā l’image dans Finj/F
lf
inj d’un objet A de Finj) sont des isomorphismes — le premier

grâce au résultat de Suslin 5.6.4, le second par la proposition 5.6.3. Par conséquent, le foncteur exact
ı : Ff → Finj/F

lf
inj induit par oinj est pleinement fidèle et son image est stable par extensions.

Il suffit donc de montrer que pour tout foncteur fini F de degré d de F et tout sous-objet X de
oinj(F ), il existe un foncteur fini G de degré d tel que ı(G) ≃ X̄, assertion que l’on établit par
récurrence sur d. L’assertion étant triviale pour d < 0, on suppose d ≥ 0.

Soient G et Y = oinj(G) les sous-objet de F et oinj(G) respectivement associés à X comme dans
la proposition 5.6.15. Comme F est fini, donc noethérien, il existe un entier n tel que
pinjn,F (δn(X)) = Y = pinjn,F (δn(Y )). Par conséquent, δn(Y )/δn(X) ≃ δn(Y/X) est un sous-quotient

de ker pinjn,F ≃ oinj(∆̃
nF/F ). Comme F est non nul, le degré de ∆̃nF/F est strictement inférieur

à d, donc l’hypothèse de récurrence montre qu’il existe un objet fini H de F de degré strictement
inférieur à d tel que oinj(H) ≃ δn(Y/X).

Mais on a

homFinj/F
lf
inj

(δn(Y/X), oinj(H)) ≃ homFinj
(δn(Y/X), oinj(H)) = 0

par les propositions 5.6.3 et 5.6.15, d’où δn(Y/X) = 0. Par le lemme 5.6.16, on en déduit Y/X = 0,
soit X̄ ≃ oinj(G), ce qui achève la démonstration.
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Chapitre 6

Définition des catégories FGr,I,

F̃Gr,I et FPl,n

Ce chapitre introduit des catégories de foncteurs étroitement reliées à F et Fsurj par l’in-
termédiaire de nombreux foncteurs ayant de « bonnes propriétés » ; nous les avons appelées
catégories de foncteurs en grassmanniennes, car leur source fait intervenir, outre un espace vec-
toriel de dimension finie, un élément d’une de ses grassmanniennes (ou d’un ensemble analogue).
Le résultat formel et élémentaire, mais fondamental, selon lequel la catégorie des Ḡ(n)-comodules
est canoniquement équivalente à une catégorie de foncteurs explicite, nous a amenés à étudier de
manière approfondie ces nouvelles catégories et à comprendre leur rôle dans l’étude de la conjecture
artinienne.

L’importance de l’existence d’une structure d’algèbre de Boole sur les foncteurs D̄(n) (duaux
des Ḡ(n)) associés aux grassmanniennes et de la structure de D̄(n)-module sur certains foncteurs a
été mise en évidence par Powell dans [Pow98c] (§ 7). Les foncteurs d’intégrale en grassmanniennes
introduits dans ce chapitre fourniront au chapitre 8 un cadre naturel et efficace pour énoncer des
versions très fortes de la conjecture artinienne et améliorer les résultats connus sur le sujet.

La première section présente dans un cadre général la description fonctorielle de catégories de
comodules, évoquées ci-dessus pour les foncteurs Ḡ(n). La deuxième section introduit les catégories
sources des catégories de foncteurs en grassmanniennes, tandis que la dernière section donne la
définition et les premières propriétés de ces catégories de foncteurs, dont les plus importantes entrent
dans le cadre développé dans la section 6.1.

6.1 Catégories de comodules sur un foncteur en coalgèbres

de Boole

L’étude de catégories de modules ou de comodules dans des contextes analogues à celui de la
catégorie F , et dont nous présentons un cas particulier fondamental, celui où la (co)algèbre de
base est une (co)algèbre de Boole, dans le cadre de catégories de foncteurs quelconques, remonte
aux travaux des années 90 sur les modules instables sur l’algèbre de Steenrod modulo p. Ici, p
désigne un nombre premier ; dans cette section, nous ne nous limitons plus à la caractéristique 2,
les constructions que nous développons étant indépendantes du corps de base.

Dans [LZ95], Lannes et Zarati considèrent la catégorie des modules instables M munis d’une
structure de module sur la cohomologie H∗V d’un p-groupe abélien élémentaire V , les deux struc-
tures étant astreintes à satisfaire la condition de compatibilité suivante : l’action H∗V ⊗M → M
de H∗V sur M est linéaire sur l’algèbre de Steenrod. L’introduction de cette catégorie est motivée
par le fait que la cohomologie équivariante (modulo p) d’un espace topologique muni d’une action
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de V hérite naturellement d’une structure de H∗V -module vérifiant cette condition.
Soit U la catégorie des modules instables sur l’algèbre de Steenrod ; Lannes et Zarati notent

H∗V -U la catégorie de H∗V -modules précédente. Le foncteur f : U → F de [HLS93] commutant au
produit tensoriel, tout morphisme H∗V ⊗M →M de U induit un morphisme IV ⊗ f(M)→ f(M)
dans F — on rappelle que f(H∗V ) = IV . Ainsi, f induit un foncteur de la catégorie H∗V -U vers
la catégorie des IV -modules de F . On remarque que la structure d’algèbre de la cohomologie H∗V
induit via f la structure d’algèbre de Boole standard sur l’injectif IV : E 7→ F2

hom (E,V ) (cf. [HLS93],
partie II). On peut même voir facilement que l’équivalence de catégories Fω ≃ U/N il induite par f
(cf. [HLS93], partie I) induit une équivalence de catégories entre la sous-catégorie des IV -modules
de Fω et le quotient de H∗V -U par la sous-catégorie épaisse des objets dont le module instable
sous-jacent est nilpotent (tout se passe bien car le module instable H∗V est nilfermé). Comme les
résultats de [LZ95] montrent que la catégorie H∗V -U possède un comportement analogue à U , on
s’attend à ce que la catégorie des IV -modules de F soit raisonnablement intelligible à partir de la
catégorie F .

Dans [HLS95], Henn, Lannes et Schwartz s’intéressent, à la suite de travaux de Rector ([Rec84]),
à des catégories similaires, également dans le but d’étudier la cohomologie équivariante. Ils consi-
dèrent notamment (§ 4) la catégorie S(K) suivante associée à une algèbre instable K sur l’algèbre
de Steenrod — rappelons que l’on note traditionnellement K la catégorie de ces algèbres. Les objets
de S(K) sont les paires (V, ϕ) formées d’un objet V de EfFp

(regardé comme un p-groupe abélien

élémentaire) et d’un morphisme ϕ : K → H∗V de K. Les morphismes (V1, ϕ1)→ (V2, ϕ2) de S(K)

sont les morphismes α : V1 → V2 de EfFp
tels que le diagramme

K
ϕ1 //

ϕ2
""E

EE
EE

EEE
H∗V1

H∗V2

α∗

OO

commute. Autrement dit, selon notre notation 1.1.18, S(K) est la catégorie (EfFp
)/hK , où hK :

(EfFp
)op → Ens désigne le foncteur composé de H∗ : (EfFp

)op → K et de homK(K, ·) : K → Ens. La

catégorie de foncteurs Fct(S(K), EFp
) apparâıt comme catégorie auxiliaire dans le § 4 de [HLS95]

(où elle est notée E
S(K)
∞ ) ; c’est le type même de catégorie que nous considérerons dans notre § 6.1.3.

Les idées sous-jacentes relatives aux algèbres instables booléennes présentes dans les articles
[HLS93] et [LZ95] sont dues à J. Lannes, qui les a inaugurées dans l’appendice de [LZ87].

Convention 6.1.1. Dans toute cette section, k désigne un corps commutatif et I une

catégorie essentiellement petite.

6.1.1 La catégorie de comodules Fct(I\X , Ek)

Convention 6.1.2. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de I vers Ens.

On rappelle que la catégorie I\X des objets E de I munis d’un élément de X(E) a été définie
dans la notation 1.1.15 ; elle est munie d’un foncteur d’oubli OI,X : I\X → I.

Notation 6.1.3. Nous désignerons par ΥX : Fct(I, Ek)→ Fct(I\X , Ek) le foncteur de précompo-
sition par OI,X .

Ainsi (cf. proposition 3.1.14), ΥX est un foncteur exact qui commute aux limites, aux colimites
et au produit tensoriel. Dans le cas où X prend ses valeurs dans les ensembles non vides, OI,X est
essentiellement surjectif, donc ΥX est fidèle.

Proposition et définition 6.1.4. Il existe un foncteur exact et fidèle, appelé foncteur de X-
intégrale et noté ΩX : Fct(I\X , Ek)→ Fct(I, Ek), défini de la façon suivante.
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– Si F est un objet de Fct(I\X , Ek) et E un objet de I, on pose

(
ΩX(F )

)
(E) =

⊕

x∈X(E)

F (E, x).

– Si F est un objet de Fct(I\X , Ek) et E
f
−→ E′ une flèche de I, et si x et x′ sont des éléments

respectifs de X(E) et X(E′), la composante F (E, x) → F (E′, x′) de
(
ΩX(F )

)
(f) est égale à

F (f) si X(f)(x) = x′, et à 0 sinon.

– Si F
u
−→ G est une flèche de Fct(I\X , Ek), le morphisme ΩX(u) : ΩX(F ) → ΩX(G) de

Fct(I, Ek) est défini, sur l’objet E de I, comme la somme directe sur les éléments x de X(E)
des morphismes u(E,x) : F (E, x)→ G(E, x).

Exemple 6.1.5. On a ΩX(k) = k[X ] dans Fct(I, Ek), où le foncteur k du membre de gauche est le
foncteur constant.

Remarque 6.1.6. Lorsque le foncteur X prend ses valeurs dans les ensembles finis, on peut remplacer
la somme directe par un produit, de sorte que le foncteur ΩX commute aux limites.

Proposition 6.1.7. Le foncteur ΩX est adjoint à gauche à ΥX : Fct(I, Ek)→ Fct(I\X , Ek).

Démonstration. Soient F un objet de Fct(I, Ek) et A un objet de Fct(I\X , Ek). Un morphisme de
ΩX(A) vers F est une collection d’applications linéaires aE,x : A(E, x) → F (E), pour (E, x) objet
de I\X , telle que pour tout morphisme f : E → E′ de I et tout x ∈ X(E), le diagramme

A(E, x)
aE,x //

A(f)

��

F (E)

F (f)

��
A(E′, X(f)(x)) aE′,X(f)(x)

// F (E′)

commute. Cela signifie exactement que les aE,x définissent un morphisme (dans Fct(I\X , Ek)) de
A dans ΥX(F ), d’où la proposition.

Le lecteur notera la grande analogie entre ces considérations et celles du paragraphe 5.4.1 reliant
les catégories F et Fsurj via les foncteurs adjoints o et ̟.

Proposition 6.1.8. – L’endofoncteur ΩXΥX de Fct(I, Ek) est isomorphe à · ⊗ k[X ]. Plus
généralement, on a un isomorphisme

ΩX(A⊗ΥX(F )) ≃ ΩX(A)⊗ F

naturel en les objets A de Fct(I\X , Ek) et F de Fct(I, Ek).
– La coünité ΩXΥX → id de l’adjonction de la proposition 6.1.7 s’identifie au produit tensoriel

par le morphisme k[X ]→ k obtenu en appliquant cette coünité au foncteur constant k.

Démonstration. Le premier point provient de la distributivité du produit tensoriel par rapport à
la somme directe. Pour le second, on note que la coünité en question, évaluée sur un objet F de
Fct(I, Ek) puis sur un objet E de I, est le morphisme

⊕

x∈X(E)

F (E)→ F (E)

dont chaque composante est l’identité (cf. démonstration précédente), qui s’identifie canoniquement
au produit tensoriel de l’augmentation k[X(E)]→ k et de F (E).
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Proposition 6.1.9. Les injections diagonales

ΩX(F ⊗G)(E) =
⊕

x∈X(E)

F (E, x)⊗G(E, x) →֒
⊕

x,y∈X(E)

F (E, x)⊗G(E, y) ≃ (ΩX(F )⊗ΩX(G))(E)

fournissent un monomorphisme ΩX(F ⊗ G) →֒ ΩX(F ) ⊗ ΩX(G) naturel en les objets F et G
de Fct(I\X , Ek). Celui-ci est compatible aux isomorphismes d’associativité et de commutativité du
produit tensoriel.

La vérification de cette proposition est immédiate.

Appliquée aux isomorphismes canoniques F
≃
−→ F ⊗ k de Fct(I\X , Ek), elle donne le corollaire

suivant.

Corollaire 6.1.10. – Le foncteur k[X ] = ΩX(k) est canoniquement une coalgèbre cocommuta-
tive dans la catégorie tensorielle Fct(I, Ek).

– Pour tout objet F de Fct(I\X , Ek), ΩX(F ) est naturellement un k[X ]-comodule. Autrement
dit, on peut compléter le diagramme suivant.

Fct(I\X , Ek)
ΩX //

''

Fct(I, Ek)

Comodk[X]

oubli

OO

Proposition 6.1.11. Le foncteur ΩX induit une équivalence de catégories entre Fct(I\X , Ek) et
Comodk[X].

Démonstration. On applique la proposition 1.2.15, de sorte qu’il suffit de constater qu’un k[X ]-
comodule est un comodule sur la comonade déterminée par l’adjonction entre ΩX et ΥX . Cela
découle de la proposition 6.1.8 et du corollaire 6.1.10.

Remarque 6.1.12. 1. Dans l’équivalence de catégories de la proposition, le produit tensoriel de
Fct(I\X , Ek) correspond au produit cotensoriel de k[X ]-comodules.

2. L’image du foncteur ΥX correspond aux comodules libres.

3. La proposition 1.6.17 est le cas particulier où I est la catégorie ∗ à un seul objet et un seul
morphisme.

4. Inversement, on peut établir la proposition 6.1.11 de façon directe en vérifiant que l’équivalence
de catégories de la proposition 1.6.17 est fonctorielle.

5. La structure de coalgèbre sur k[X ] généralise celle de l’algèbre d’un groupe, puisque sa dia-
gonale est donnée par les applications linéaires [x] 7→ [x]⊗ [x] (cf. point 3).

Remarque 6.1.13. Les considérations de ce paragraphe sont fonctorielles en X en le sens suivant.
Toute transformation naturelle de foncteurs ensemblistes X → X ′ induit un foncteur I\X → I\X′ ,
donc par précomposition un foncteur i : Fct(I\X′ , Ek) → Fct(I\X , Ek) (qui généralise ΥX). Via
l’équivalence de catégories de la proposition 6.1.11, ce foncteur correspond à la cöınduction : pour
tous objets F de Fct(I\X′ , Ek) et E de I, le k[X(E)]-comodule ΩX(i(F ))(E) est le produit coten-
soriel du k[X ′(E)]-comodule ΩX′(F )(E) et de k[X(E)] (vu comme un k[X ′(E)]-comodule par le
morphisme de coalgèbres k[X(E)]→ k[X ′(E)] déduit de la transformation naturelle X → X ′).

Nous laissons au lecteur le soin d’écrire les propriétés de fonctorialité en X de ΩX et ΥX .

6.1.2 Recollements de catégories de comodules

Convention 6.1.14. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de I vers la catégorie Ens et Y
un sous-foncteur de X .

Nous désignerons par IX,Y la sous-catégorie pleine de I\X dont les objets sont les couples (E, x)
pour lesquels x ∈ X(E) \ Y (E).
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Remarque 6.1.15. 1. On prendra garde que X \ Y n’est pas en général un foncteur ensembliste.
Nous noterons cependant, par abus, k[X \ Y ] le conoyau du monomorphisme k[Y ] →֒ k[X ] de
Fct(I, Ek) induit par l’inclusion Y →֒ X .

2. On a un scindement canonique

k[X/Y ] ≃ k[X \ Y ]⊕ k (6.1)

obtenu en constatant que le foncteur ensembliste X/Y se relève canoniquement en un foncteur
vers les ensembles pointés (utiliser l’image de Y dansX/Y comme point de base — on convient
que E/∅ = E ∐ {∗}, pour tout ensemble E).

3. Comme l’épimorphisme k[X/Y ] ։ k est la coünité du foncteur en coalgèbres k[X/Y ], le
foncteur k[X \ Y ] est une coalgèbre sans coünité dans Fct(I, Ek) ; nous y reviendrons à la
proposition 6.1.22.

Dans le lemme suivant, nous nommons sous-catégorie complémentaire d’une sous-catégorie pleine
B d’une catégorie A la sous-catégorie pleine de A dont la classe d’objets est le complémentaire de
celle de B.

Lemme 6.1.16. La catégorie I\Y s’identifie canoniquement à une sous-catégorie pleine complète
à droite de I\X , dont la catégorie complémentaire est IX,Y .

Démonstration. Il suffit de remarquer que si f : (E, x) → (E′, x′) est un morphisme de I\X , où
x ∈ Y (E), alors on a x′ = X(f)(x) = Y (f)(x) ∈ Y (E′) puisque Y est un sous-foncteur de X .

Appliquant le corollaire 3.3.10, on en déduit l’important résultat suivant.

Proposition 6.1.17. Il existe un diagramme de recollement

Fct(I\Y , Ek) P // Fct(I\X , Ek) R //
pp

R
nn Fct(IX,Y , Ek)

pp

P
nn

où P désigne le prolongement par zéro et R la restriction.

Nous adaptons maintenant certains résultats de la section précédente à la catégorie de foncteurs
Fct(IX,Y , Ek).

Notation 6.1.18. Nous noterons ΥX,Y le foncteur composé

Fct(I, Ek)
ΥX−−→ Fct(I\X , Ek)

R
−→ Fct(IX,Y , Ek).

Autrement dit, ΥX,Y est le foncteur de précomposition par le foncteur d’oubli IX,Y → I.

Définition 6.1.19. Le foncteur de X \ Y -intégrale, noté ΩX,Y , est défini comme la composée

ΩX,Y : Fct(IX,Y , Ek)
P
−→ Fct(I\X , Ek)

ΩX−−→ Fct(I, Ek).

Remarque 6.1.20. – On a un isomorphisme canonique ΩX,Y (k) ≃ k[X \ Y ].
– Le foncteur ΩX,Y est exact et fidèle.

On a donc ΩX,Y (F )(E) =
⊕

x∈X(E)\Y (E)

F (E, x) pour F ∈ ObFct(IX,Y , Ek) et E ∈ Ob I. On

prendra garde que les foncteurs ΥX,Y et ΩX,Y ne sont généralement pas adjoints.

La proposition 6.1.8 entrâıne le résultat suivant, puisque les foncteurs de restriction et de pro-
longement par zéro commutent canoniquement au produit tensoriel.

Proposition 6.1.21. L’endofoncteur ΩX,Y ΥX,Y de Fct(I, Ek) est isomorphe à · ⊗ k[X \ Y ]. Plus
généralement, on a un isomorphisme

ΩX,Y (A⊗ΥX,Y (F )) ≃ ΩX,Y (A)⊗ F

naturel en les objets A de Fct(IX,Y , Ek) et F de Fct(I, Ek).
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De même, la proposition 6.1.9 et le corollaire 6.1.10 procurent le résultat suivant.

Proposition 6.1.22. 1. Les injections diagonales fournissent un monomorphisme
ΩX,Y (F ⊗G) →֒ ΩX,Y (F )⊗ΩX,Y (G) naturel en les objets F et G de Fct(IX,Y , Ek). Celui-ci
est compatible aux isomorphismes d’associativité et de commutativité du produit tensoriel.

2. Le foncteur k[X \ Y ] est canoniquement une coalgèbre cocommutative sans coünité dans la
catégorie tensorielle Fct(I, Ek) ; le morphisme canonique k[X ] ։ k[X \ Y ] est un morphisme
de coalgèbres sans coünité.

3. Pour tout objet F de Fct(IX,Y , Ek), ΩX,Y (F ) est naturellement un k[X \ Y ]-comodule.

Proposition 6.1.23. Le foncteur ΩX,Y induit une équivalence de catégories entre Fct(IX,Y , Ek)
et la sous-catégorie pleine de Comodk[X\Y ] formée des k[X \ Y ]-comodules à droite (C,ψC) (que

nous nommerons fidèles) tels que la comultiplication ψC est injective, notée Comod
fid
k[X\Y ].

Démonstration. On commence par observer que le scindement (6.1) permet d’identifier les catégories
de comodules sur k[X \Y ] et k[X/Y ] (cf. remarque 1.6.12. 3). Le foncteur de prolongement par zéro
et la proposition 6.1.11 identifient alors Fct(IX,Y , Ek) à la sous-catégorie pleine de Comodk[X\Y ]

des comodules (C,ψC) tels que le produit fibré de l’inclusion C →֒ C ⊕ (C ⊗ k[X \ Y ]) et du
morphisme (idC , ψC) : C → C ⊕ (C ⊗ k[X \ Y ]) est nul. Ce produit fibré étant égal à ker ψC , cette
condition équivaut à la fidélité de ψC , ce qui établit la proposition.

6.1.3 Situation duale

Convention 6.1.24. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de la catégorie Iop vers la
catégorie Ensf des ensembles finis.

Toutes les propriétés de ce paragraphe s’établissent de façon analogue à celles du paragraphe 6.1.1,
c’est pourquoi nous omettrons leurs démonstrations. Nous reviendrons en fin de paragraphe sur la
comparaison avec le § 6.1.1.

On rappelle que la catégorie I/X des objets E de I munis d’un élément de X(E) a été introduite
dans la notation 1.1.18 ; elle est munie d’un foncteur d’oubli OI,X : I/X → I.

Notation 6.1.25. Nous désignerons par ΥX : Fct(I, Ek)→ Fct(I/X , Ek) le foncteur de précompo-
sition par OI,X .

Ainsi (cf. proposition 3.1.14), ΥX est un foncteur exact qui commute aux limites, aux colimites
et au produit tensoriel. Dans le cas où X prend ses valeurs dans les ensembles non vides, OI,X est
essentiellement surjectif, donc ΥX est fidèle.

Proposition et définition 6.1.26. Il existe un foncteur exact et fidèle, appelé foncteur de X-
intégrale et noté ΩX : Fct(I/X , Ek)→ Fct(I, Ek), défini de la façon suivante.

– Si F est un objet de Fct(I/X , Ek) et E un objet de I, on pose

(
ΩX(F )

)
(E) =

⊕

x∈X(E)

F (E, x).

– Si F est un objet de Fct(I/X , Ek) et E
f
−→ E′ une flèche de I, et si x et x′ sont des éléments

respectifs de X(E) et X(E′), la composante F (E, x) → F (E′, x′) de
(
ΩX(F )

)
(f) est égale à

F (f) si X(f)(x′) = x, et à 0 sinon.

– Si F
u
−→ G est une flèche de Fct(I/X , Ek), le morphisme ΩX(u) : ΩX(F ) → ΩX(G) de

Fct(I, Ek) est défini, sur l’objet E de I, comme la somme directe sur les éléments x de X(E)
des morphismes u(E,x) : F (E, x)→ G(E, x).

Exemple 6.1.27. On a ΩX(k) = kX .
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Proposition 6.1.28. Le foncteur ΩX est adjoint à droite à ΥX .

Proposition 6.1.29. – L’endofoncteur ΩXΥX de Fct(I, Ek) est isomorphe à · ⊗ kX . Plus
généralement, on a un isomorphisme

ΩX(A⊗ΥX(F )) ≃ ΩX(A)⊗ F

naturel en les objets A de Fct(I/X , Ek) et F de Fct(I, Ek).
– L’unité id → ΩXΥX de l’adjonction de la proposition 6.1.28 s’identifie au produit tensoriel

par le morphisme k → kX obtenu en appliquant cette unité au foncteur constant k.

Proposition 6.1.30. Les projections canoniques

(ΩX(F )⊗ΩX(G))(E) ≃
⊕

x,y∈X(E)

F (E, x)⊗G(E, y) ։

⊕

x∈X(E)

F (E, x)⊗G(E, x) = ΩX(F ⊗G)(E)

fournissent un épimorphisme ΩX(F ) ⊗ ΩX(G) ։ ΩX(F ⊗ G) naturel en les objets F et G de
Fct(I/X , Ek). Celui-ci est compatible aux isomorphismes d’associativité et de commutativité du
produit tensoriel.

Cette proposition, appliquée aux isomorphismes canoniques F⊗k
≃
−→ F de Fct(I/X , Ek), procure

le corollaire suivant.

Corollaire 6.1.31. – Le foncteur kX = ΩX(k) est canoniquement une algèbre commutative
dans la catégorie tensorielle Fct(I, Ek).

– Pour tout objet F de Fct(I/X , Ek), ΩX(F ) est naturellement un kX-module. Autrement dit,
on peut compléter le diagramme suivant.

Fct(I/X , Ek)
ΩX

//

''

Fct(I, Ek)

ModkX

oubli

OO

Proposition 6.1.32. Le foncteur ΩX induit une équivalence de catégories entre Fct(I/X , Ek) et
ModkX .

L’hypothèse de finitude des ensembles X(E) permet d’assurer que, dans la définition de ΩX ,
on peut remplacer la somme directe par un produit, ce qui est nécessaire pour établir la propo-
sition 6.1.28. Il est en revanche obligatoire de considérer une somme directe pour disposer des
propriétés de commutation avec le produit tensoriel. Cela explique pourquoi nous avons dû nous
restreindre à des foncteurs X à valeurs finies, contrairement à la situation du paragraphe 6.1.1.

On peut pousser plus loin l’analogie et notamment « dualiser » les résultats du paragraphe 6.1.2.

Pour terminer, justifions la terminologie employée dans le titre de la section 6.1 : pour k = F2, le
foncteur kX est un foncteur en algèbres de Boole au sens où, pour tout objet E de I, la structure de
F2-algèbre sur F2

X(E) induite par la structure d’algèbre sur F2
X est la structure usuelle d’algèbre

produit, qui est donc une algèbre de Boole. On pourra se reporter, pour plus de détails sur les
foncteurs en algèbre de Boole (dans le cas de la catégorie F), à [HLS93], partie II, et [Pow98c], § 7.

6.2 Les catégories EfGr,I, Ẽ
f
Gr,I et EfPl,n

Convention 6.2.1. Dans toute la suite de cette thèse, le corps de base implicite sera à

nouveau F2.
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Cette section introduit les sources des catégories de foncteurs en grassmanniennes, présentées
dans la section 6.3. Attachons-nous à la plus importante de ces catégories sources, la catégorie EfGr :
il s’agit de la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis d’un sous-espace, auquel
on pensera comme une « base » ; les morphismes sont astreints à induire des épimorphismes entre
les bases. A partir de là, de nombreux foncteurs apparaissent naturellement : on peut oublier la
base, considérer le quotient de l’espace vectoriel par sa base, construire un objet de EfGr par somme

directe d’un objet de Ef et d’un objet de Efsurj , qui sera considéré comme la base, etc. On obtient

ainsi une structure très riche sur la catégorie EfGr et les autres catégories analogues introduites ; les
propriétés de cette section, pour élémentaires qu’elles soient, sous-tendent les résultats puissants
dans les catégories de foncteurs associées, comme nous le verrons dans les chapitres suivants.

Très formelles, la plupart des constructions de cette section pourrait être généralisées en rem-
plaçant Ef par une catégorie abélienne essentiellement petite.

6.2.1 Définition des catégories et foncteurs utilisés

Définition 6.2.2. Nous désignerons par Gr : Ef → Ens le foncteur qui à un espace vectoriel V
associe l’ensemble Gr(V ) de ses sous-espaces et à une application linéaire f : V → V ′ associe la
fonction Gr(V )→ Gr(V ′) W 7→ f(W ).

Définition 6.2.3 (Catégories EfGr,I et ẼfGr,I). Soit I une partie de N.

1. Étant donné un espace vectoriel de dimension finie V , nous noterons GrI(V ) le sous-ensemble
de Gr(V ) constitué des sous-espaces de V dont la dimension appartient à I.

2. Nous désignerons par ẼfGr,I la catégorie donnée comme suit.

– Les objets de ẼfGr,I sont les couples (V,W ), où V est un espace vectoriel de dimension finie
et W un élément de GrI(V ).

– Les morphismes de (V,W ) vers (V ′,W ′) dans ẼfGr,I sont les applications linéaires f : V → V ′

telles que f(W ) ⊂W ′.
– La composition des morphismes s’obtient par composition des applications linéaires sous-

jacentes.

3. Nous noterons EfGr,I la sous-catégorie de ẼfGr,I ayant les mêmes objets et dont les morphismes
sont donnés par

homEf
Gr,I

((V,W ), (V ′,W ′)) = {f ∈ homeEf
Gr,I

((V,W ), (V ′,W ′)) | f(W ) = W ′}.

4. Nous désignerons par ĩnclI le foncteur (fidèle et essentiellement surjectif) d’inclusion de EfGr,I
dans ẼfGr,I .

Lorsque la partie I est égale à N, nous omettrons l’indice I dans la notation de ces catégories
et des foncteurs où elles interviennent.

Notation 6.2.4. Soit n ∈ N. Nous emploierons les abréviations suivantes pour désigner des parties
de N :

– n = {n},
– ≤ n = {i ∈ N | i ≤ n},
– ≥ n = {i ∈ N | i ≥ n}.

Remarque 6.2.5. On notera que GrI est un sous-foncteur de Gr si et seulement si I est de la forme
≤ n ou N.

La catégorie EfPl,n (où n ∈ N) que nous définissons maintenant constitue un analogue de la

catégorie EfGr,n, où l’on « rigidifie la base » par le choix d’un isomorphisme avec l’espace vectoriel En.

Notation 6.2.6 (Catégorie EfPl,n). Soit n ∈ N.
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1. Étant donné un objet V de Ef , nous noterons Pln(V ) l’ensemble PlE(En, V ) des monomor-
phismes En →֒ V .

2. Nous désignerons par EfPl,n la catégorie définie ainsi.

– Les objets de EfPl,n sont les couples (V, u) formés d’un objet V de Ef et d’un élément u
de Pln(V ).

– Les morphismes dans EfPl,n de (V, u) vers (V ′, u′) sont les applications linéaires f : V → V ′

faisant commuter le diagramme

En
u //

u′

!!B
BB

BB
BB

B
V

f

��
V ′

– La composition des morphismes est induite par la composition des applications linéaires.

Remarque 6.2.7. – Si I est une partie du type ≤ n ou N, alors EfGr,I est la catégorie Ef\GrI
.

– Avec les notations du paragraphe 6.1.2, EfGr,n est la catégorie EfGr≤n,Gr≤n−1
.

– L’association V 7→ Pln(V ) n’est pas fonctorielle, mais si l’on note hom≤i(E, V ) le sous-
ensemble de homE(E, V ) formé des applications linéaires de rang au plus i, alors

hom≤i(En, .) est un sous-foncteur de homEf (En, .). La catégorie EfPl,n s’identifie ainsi

à Efhom
Ef (En,.),hom≤n−1(En,.)

.

– L’ensemble Grn(V ) s’identifie canoniquement au quotient de Pln(V ) par l’action à droite libre
du groupe GLn.

– Les catégories EfGr,0, Ẽ
f
Gr,0 et EfPl,0 s’identifient canoniquement à Ef .

– Les catégories EfGr,1 et EfPl,1 sont canoniquement isomorphes (car le corps de base est F2).
– Toutes les catégories introduites vérifient l’hypothèse 3.1.28.

La notation suivante introduit les inclusions standard d’une catégorie dans une autre.

Notation 6.2.8 (Foncteurs d’oubli). – Si I et J sont deux parties de N telles que I ⊂ J ,

inclI,J : EfGr,I → E
f
Gr,J désignera le foncteur (pleinement fidèle) d’oubli.

– Étant donné n ∈ N, nous désignerons par incPl
n le foncteur (fidèle et essentiellement surjectif)

d’oubli du plongement EfPl,n → E
f
Gr,n associant à un objet (V, En

� � u // V ) de EfPl,n l’objet

(V, imu) de EfGr,n et égal à l’inclusion évidente sur les morphismes.

Définition 6.2.9 (Foncteurs de translation). Soient I une partie de N et n ∈ N. On définit comme

suit des foncteurs, appelés foncteurs de translation, Ef × EfGr,I → E
f
Gr,I , E

f × ẼfGr,I → Ẽ
f
Gr,I et

Ef × EfPl,n → E
f
Pl,n, notés ⊞. Sur les objets, on pose

V ⊞ (A,B) = (V ⊕A,B)

dans EfGr,I et ẼfGr,I , et

V ⊞ (A, u : En →֒ A) = (V ⊕A,En
u
−→ A →֒ V ⊕A)

dans EfPl,n. L’action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de ⊕ : Ef × Ef → Ef .

Remarque 6.2.10. On a des isomorphismes 0 ⊞X ≃ X et (V ′ ⊕ V ) ⊞X ≃ V ′
⊞ (V ⊞X) naturels

en les objets V , V ′ de Ef et X de EfGr,I (resp. ẼfGr,I , E
f
Pl,n), vérifiant des propriétés de cohérence

qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter. Ainsi, on peut voir ⊞ comme un foncteur d’action de la
catégorie additive Ef sur EfGr,I (resp. ẼfGr,I , E

f
Pl,n).

Notation 6.2.11. Si I est une partie de N, nous noterons EI (resp. EIsurj) la sous-catégorie pleine

de Ef (resp. Efsurj) des espaces vectoriels dont la dimension appartient à I. Nous noterons également

FI = Fct(EI , E) et FIsurj = Fct(EIsurj , E).
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Remarque 6.2.12. On notera que la catégorie F≤n
surj introduite dans la section 5 est un cas particulier

de cette notation. De plus, la catégorie Fnsurj s’identifie canoniquement à F2[GLn]Mod.

Définition 6.2.13 (Foncteurs fondamentaux de source EfGr,I , Ẽ
f
Gr,I ou EfPl,n). Soient I une partie

de N et n ∈ N.

1. Le foncteur d’oubli principal ÕI : ẼfGr,I → E
f est le foncteur associant à un objet (V,W ) de

ẼfGr,I l’espace vectoriel V , et à un morphisme l’application linéaire sous-jacente.

2. On appelle également foncteurs d’oubli principaux les foncteurs composés

OI : EfGr,I
ginclI−−−→ ẼfGr,I

eOI−−→ Ef

et

Ōn : EfPl,n

incPl

n−−−→ EfGr,n
On−−→ Ef .

3. Le foncteur base BI : EfGr,I → E
I
surj est défini sur les objets par BI(V,W ) = W , et associe à

un morphisme f : (V,W )→ (V ′,W ′) l’application linéaire (surjective par définition de EfGr,I)
W →W ′ induite par f .

4. Le foncteur d’oubli secondaire B̃I : ẼfGr,I → E
I associe à un objet (V,W ) l’espace vectoriel W

et à un morphisme (V,W )→ (V ′,W ′) l’application linéaire induite W →W ′.

5. Le foncteur de réduction K̃I : ẼfGr,I → E
f est donné par (V,W ) 7→ V/W sur les objets et

associe à un morphisme l’application linéaire induite.

6. On appelle également foncteurs de réduction les foncteurs composés

KI : EfGr,I
ginclI−−−→ ẼfGr,I

eKI−−→ Ef

et

K̄n : EfPl,n

incPl

n−−−→ EfGr,n
Kn−−→ Ef .

On rappelle que l’indice I sera omis dans toutes ces notations lorsque I = N.

Remarque 6.2.14. – Si I et J sont deux parties de N telles que I ⊂ J , le foncteur composé

EfGr,I
inclI,J
−−−−→ EfGr,J

OJ−−→ Ef est égal à OI . De même, le diagramme

EfGr,I
BI //

� _

inclI,J

��

EIsurj� _

��
EfGr,J

BJ // EJsurj

commute. On a d’autres propriétés analogues de compatibilité à l’extension de la partie I avec
les différents foncteurs introduits.

– Le diagramme

EfGr,I

BI

��

ginclI // ẼfGr,I

eBI

��
Efsurj oubli

// Ef

commute.



6.2. Les catégories E
f
Gr,I ,

eE
f
Gr,I et E

f

Pl,n 149

– Les foncteurs base ou d’oubli secondaire n’ont pas d’analogue non trivial en terme de la
catégorie EfPl,n ; le rôle de cette catégorie est justement de simplifier certaines des considérations

relatives à EfGr,n en « rendant la base canoniquement isomorphe à En » .

Remarque 6.2.15. Le foncteur KI est le conoyau de la transformation naturelle injective tautologique
BI → OI (où l’on note par abus BI pour la composée de ce foncteur avec l’inclusion EIsurj → E

f ) ;

un constat analogue vaut pour K̃I et K̄n.

Proposition 6.2.16. Soit I une partie de N. On a des isomorphismes

homEf
Gr,I

(V ⊞X,Y ) ≃ homE(V,OI(Y ))× homEf
Gr,I

(X,Y ) et

homEf
Gr,I

(X,V ⊞ Y ) ≃ homE(KI(X), V )× homEf
Gr,I

(X,Y )

naturels en les objets V de Ef et X, Y de EfGr,I .

On a des énoncés similaires dans ẼfGr,I et EfPl,n

Démonstration. Les deux isomorphismes étant très analogues, nous nous bornerons à montrer le
second, qui s’obtient par la suite d’isomorphismes naturels

homEf
Gr,I

(X,V ⊞ Y ) ≃ {f ∈ homE(OI(X), V ⊕OI(Y )) | f(BI(X)) = BI(Y )} ≃

{(a, b) ∈ homE(OI(X), V )× homE(OI(X),OI(Y )) | a(BI(X)) = 0 et b(BI(X)) = BI(Y )}

≃ homE(KI(X), V )× homEf
Gr,I

(X,Y ).

Corollaire 6.2.17. Soit I une partie de N contenant 0. Le foncteur d’inclusion Ef ≃ EfGr,0 →֒ E
f
Gr,I

est adjoint à droite à KI .

Définition 6.2.18 (Foncteurs fondamentaux de but EfGr,I , Ẽ
f
Gr,I ou EfPl,n). Soient I une partie de

N et n ∈ N.

1. Les foncteurs de plongement diagonal sont les foncteurs DI : EIsurj → E
f
Gr,I et D̃I : EI → ẼfGr,I

donnés sur les objets par V 7→ (V, V ) et par le plongement évident sur les morphismes.

2. Les foncteurs de plongement relatif sont les foncteurs composés

LI : Ef × EIsurj
Ef×DI−−−−−→ Ef × EfGr,I

⊞
−→ EfGr,I

et

L̃I : Ef × EI
Ef×eDI−−−−−→ Ef × ẼfGr,I

⊞
−→ ẼfGr,I .

Ces foncteurs sont donc donnés sur les objets par (A,B) 7→ (A⊕B,B).

3. Le foncteur de décalage pointé Sn : Ef → EfPl,n associe à un objet V de Ef l’objet

(V ⊕ En, En →֒ V ⊕ En) de EfPl,n et à une application linéaire u le morphisme u⊕ En.

Remarque 6.2.19. 1. Le diagramme

EfGr,I
ginclI // ẼfGr,I

Efsurj

DI

OO

oubli // Ef

eDI

OO

commute.
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2. Le diagramme

Ef
� � //

Sn

��

Ef × Ensurj

Ln

��
EfPl,n

incPl

n // EfGr,n

commute, où l’inclusion supérieure est donnée par V 7→ (V,En).

Remarque 6.2.20. Le plongement évident GLn → Ensurj étant une équivalence de catégories, nous
commettrons parfois des abus de notation consistant à l’assimiler à une égalité pour les foncteurs
mettant en jeu Ensurj .

6.2.2 Propriétés des foncteurs fondamentaux

Nous explicitons dans ce paragraphe les comportements mutuel et propre des foncteurs introduits
dans les définitions 6.2.13 et 6.2.18.

Proposition 6.2.21 (Adjonctions fondamentales). Soient I une partie de N et n ∈ N.

1. Le foncteur de plongement diagonal DI est adjoint à gauche à BI : EfGr,I → E
I
surj.

2. Le foncteur de plongement diagonal D̃I est adjoint à gauche à B̃I : ẼfGr,I → E
I .

3. Le foncteur de plongement relatif LI : Ef × EIsurj → E
f
Gr,I est adjoint à gauche au foncteur

OI ×BI : EfGr,I → E
f × EIsurj.

4. Le foncteur de plongement relatif L̃I : Ef × EI → ẼfGr,I est adjoint à gauche au foncteur

ÕI × B̃I : ẼfGr,I → E
f × EI .

5. Le décalage pointé Sn : Ef → EfGr,n est adjoint à gauche à Ōn : EfPl,n → E
f .

Démonstration. Si A est un objet de EIsurj et (V,W ) un objet de EfGr,I , on a un isomorphisme
canonique

homEf
Gr,I

(DI(A), (V,W )) = {f ∈ homE(A, V ) | f(A) = W} ≃ EpiE(A,W ),

d’où la première assertion. La troisième assertion s’en déduit en utilisant la proposition 6.2.16.
Les deuxième et quatrième points se traitent pareillement.
Établissons le dernier : si A est un objet de Ef et (V, u : En →֒ V ) un objet de EfPl,n, on a un

isomorphisme canonique

homEf

Pl,n

(Sn(A), (V, u)) = {f ∈ homE(A⊕ En, V ) | f|En
= u} ≃ homE(A, V ).

Cela achève la démonstration.

La proposition suivante jouera un rôle fondamental par la suite.

Proposition 6.2.22 (Compositions fondamentales). Soit I une partie de N. Les foncteurs composés

Ef × EIsurj
LI−−→ EfGr,I

KI×BI−−−−−→ Ef × EIsurj

et

Ef × EI
eLI−−→ ẼfGr,I

eKI× eBI−−−−−→ Ef × EI

sont canoniquement isomorphes aux foncteurs identités.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence immédiate de l’isomorphisme canonique
(A⊕B)/B ≃ A.
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Proposition 6.2.23. Soient I une partie non vide de N et n ∈ N.

1. Les foncteurs d’oubli principaux OI , ÕI et Ōn sont fidèles.

2. Le foncteur Ōn : EfPl,n → E
f induit un foncteur essentiellement surjectif EfPl,n → E

≥n. Si

I a pour plus petit élément n, OI : EfGr,I → E
f (resp. ÕI : ẼfGr,I → E

f ) induit un foncteur

essentiellement surjectif EfGr,I → E
≥n (resp. ẼfGr,I → E

≥n).

3. Les foncteurs de plongement relatif LI et L̃I sont fidèles et essentiellement surjectifs. Il en
est de même pour le décalage pointé Sn.

4. Les foncteurs KI ×BI et K̃I × B̃I sont pleins et essentiellement surjectifs. En particulier, les
foncteurs KI , BI , K̃I et B̃I) sont pleins et essentiellement surjectifs

5. Les foncteurs de plongement diagonal DI et D̃I sont pleinement fidèles.

Démonstration. Les deux premières assertions s’établissent par inspection. L’essentielle surjectivité
des foncteurs de plongement relatif et de décalage pointé découle de ce que tout sous-espace d’un
espace vectoriel est facteur direct ; leur fidélité est claire. La quatrième assertion s’obtient en combi-
nant la proposition 6.2.22 et l’essentielle surjectivité des plongements relatifs. La dernière s’obtient
à partir des deux premières adjonctions de la proposition 6.2.21 et du constat que leurs unités
id→ BIDI et id→ B̃ID̃I sont des isomorphismes.

6.2.3 Propriétés de structure des catégories Ef
Gr, Ẽ

f
Gr et Ef

Pl,n

Les catégories qui nous intéresserons le plus par la suite sont les EfGr,I . Les propriétés qui suivent

montrent que, par certains côtés, les catégories ẼfGr,I de EfPl,n ont une structure plus « régulière » ,
c’est pourquoi nous serons parfois amenés à travailler dans ces catégories auxiliaires.

Proposition 6.2.24. La catégorie ẼfGr est additive. De plus, les foncteurs d’oubli principal et
secondaire sont additifs — autrement dit, il existe un isomorphisme

(V,W )⊕ (V ′,W ′) ≃ (V ⊕ V ′,W ⊕W ′)

naturel en les objets (V,W ) et (V ′,W ′) de ẼfGr. En particulier, il existe un isomorphisme

E ⊞ (V,W ) ≃ (E, 0)⊕ (V,W ) naturel en les objets E de Ef et (V,W ) de ẼfGr.

Cette propriété, que nous n’utiliserons pas explicitement, se vérifie par inspection.

Remarque 6.2.25. La catégorie ẼfGr n’est pas abélienne. En effet, on vérifie que pour tout V ∈ Ob Ef ,

le morphisme (V, 0) → (V, V ) de ẼfGr dont l’application linéaire sous-jacente est l’identité est à la
fois un monomorphisme et un épimorphisme. En revanche, ce n’est pas un isomorphisme, si V est
non nul.

Proposition et définition 6.2.26 (Dualité dans ẼfGr). Le foncteur de dualité (·)∗ : (Ef )op → Ef

induit une équivalence de catégories (·)∨ : (ẼfGr)
op → ẼfGr donnée sur les objets par

(V,W )∨ = (V ∗,W⊥).

Démonstration. Comme (·)∗ est une équivalence de catégories, le seul point à vérifier est que
le foncteur (·)∨ est bien défini sur les morphismes, ce qui résulte de l’observation suivante : si
f : V → V ′ est une application linéaire, W un sous-espace de V et W ′ un sous-espace de V ′ tels que
f(W ) ⊂W ′, alors tf(W ′⊥) ⊂ tf(f(W )⊥) ⊂W⊥, où l’on désigne par tf la transposée de f .

Cette proposition, comme la précédente, ne s’étend ni aux catégories EfGr,I , ni aux catégories EfPl,n.

Proposition 6.2.27. Soit n ∈ N.
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– La catégorie EfPl,n possède des sommes finies.
– Son objet initial est (En, idEn

).

– La somme (A, a)∐ (B, b) de deux objets (A, a) et (B, b) de EfPl,n s’obtient en formant le carré
cocartésien d’inclusions

En
a //

b

��

A

��

B // A ⊕
En

B

et en munissant l’espace vectoriel A ⊕
En

B du plongement donné par la diagonale du carré.

– Deux objets (A, a) et (B, b) de EfPl,n possèdent toujours un produit. Il est donné par

(A, a)× (B, b) = (A⊕B, (a, b) : En →֒ A⊕B).

– On a des isomorphismes
Sn(V )∐X ≃ V ⊞X et

Sn(V )×X ≃ Sn(V ⊕ Ōn(X))

naturels en les objets V de Ef et X de EfPl,n.

Nous laissons au lecteur la démonstration de cette propriété élémentaire, que nous n’emploierons
pas explicitement.

Remarque 6.2.28. – Si I est une partie de N contenant 0, alors (0, 0) est objet final de EfGr,I ,

et tout objet de EfGr,I admet un produit avec (V, 0) (où V ∈ Ob Ef ), qui est donné par le
foncteur V ⊞ ·.

– En revanche, on vérifie facilement que deux objets (V,W ) et (V ′,W ′) de EfGr,I tels que W et
W ′ sont non nuls ne possèdent jamais de somme ni de produit.

Les propriétés que nous allons maintenant exposer fournissent un substitut à l’absence de sommes
(proposition 6.2.30) et de produits (proposition 6.2.32) dans EfGr ; elles reposent sur le lemme simple
et très utile suivant.

Lemme 6.2.29. Soient (A,B) ∈ Ob EfGr et A′ ∈ ObEf . Il existe une bijection naturelle

homEf (A,A′) ≃
∐

B′∈Gr(A′)

homEf
Gr

((A,B), (A′, B′)).

La fonctorialité doit être comprise dans le sens suivant :
– pour le terme de gauche, on considère le foncteur

(EfGr)
op × Ef

Oop×Ef

−−−−−→ (Ef )op × Ef
hom
−−−→ Ens ;

– pour le terme de droite, la fonctorialité en (A,B) provient de manière usuelle du foncteur
hom ; pour la fonctorialité en A′, on fait correspondre à une application linéaire u : A′ → A′′

et à un élément f de homEf
Gr

((A,B), (A′, B′)) (où B′ ∈ Gr(A′)) la flèche (A,B) → (A′′, B′′),

où B′′ = u(B′), donnée par u ◦ f : A→ A′′.

Démonstration. Cette bijection s’obtient en faisant correspondre à une application linéaire
f : A → A′ le sous-espace B′ = f(B) de A′ et le morphisme (A,B) → (A′, B′) de EfGr induit
par f .

Proposition 6.2.30. Soient (A,B), (A′, B′) et (V,W ) des objets de EfGr. Il existe une bijection
naturelle

homEf
Gr

((A⊕A′, B⊕B′), (V,W )) ≃
∐

W1,W2∈Gr(W )

W1+W2=W

homEf
Gr

((A,B), (V,W1))×homEf
Gr

((A′, B′), (V,W2)).
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La fonctorialité doit être comprise dans le sens suivant :
– sur les ensembles hom, on utilise la fonctorialité usuelle ;
– pour EfGr × E

f
Gr → E

f
Gr ((A,B), (A′, B′)) 7→ (A ⊕ A′, B ⊕ B′), on associe à un morphisme

(u, v) de EfGr × E
f
Gr le morphisme u⊕ v de EfGr (cf. lemme 5.2.3) ;

– dans le terme de droite, la fonctorialité en (V,W ) s’obtient comme suit. Si u : (V,W ) →

(V ′,W ′) est un morphisme de EfGr et W1,W2 deux sous-espaces de W tels que W1 +W2 = W ,
on pose W ′

i = f(Wi) (i ∈ {1, 2}), de sorte que W ′
1 + W ′

2 = f(W ) = W ′. Le morphisme
induit par u s’obtient par somme sur les (W1,W2) des morphismes homEf

Gr
((A,B), (V,W1))×

homEf
Gr

((A′, B′), (V,W2)) → homEf
Gr

((A,B), (V ′,W ′
1)) × homEf

Gr
((A′, B′), (V ′,W ′

2)) induits
par u.

Démonstration. On a, par le lemme 6.2.29, une bijection naturelle

homE(A⊕A′, V ) ≃ homE(A, V )× homE(A′, V )

≃
∐

W1,W2∈Gr(V )

homEf
Gr

((A,B), (V,W1))× homEf
Gr

((A′, B′), (V,W2))

obtenue en associant à des applications linéaires f1 : A → V et f2 : A′ → V les sous-espaces
W1 = f1(B) ∈ Gr(V ) et W2 = f2(B

′) ∈ Gr(V ), et les morphismes correspondant à f1 et f2 dans
homEf

Gr
((A,B), (V,W1)) et homEf

Gr
((A′, B′), (V,W2)) respectivement.

L’image du sous-ensemble homEf
Gr

((A⊕A′, B⊕B′), (V,W )) de homE(A⊕A′, V ) ≃ homE(A, V )

par cette bijection est le terme de droite de la formule de l’énoncé, puisque l’image de W par
f1 ⊕ f2 : A⊕A′ → V est égale à f1(B) + f2(B

′).

Notation 6.2.31. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie. Nous noterons
Gr(V,W ) le sous-ensemble de Gr(V ⊕W ) formé des sous-espacesE de V ⊕W tels que les morphismes
E →֒ V ⊕W ։ V et E →֒ V ⊕W ։ W soient surjectifs.

On définit ainsi un foncteur Gr : Efsurj×E
f
surj → Ens, l’action sur les morphismes étant obtenue

par un biais analogue à celui détaillé précédemment.

Proposition 6.2.32. Soient (A,B), (A′, B′) et (V,W ) des objets de EfGr. Il existe une bijection
naturelle

homEf
Gr

((V,W ), (A,B)) × homEf
Gr

((V,W ), (A′, B′)) ≃
∐

C∈Gr(B,B′)

homEf
Gr

((V,W ), (A ⊕A′, C)).

La fonctorialité repose ici sur celle de Gr (d’une manière similaire à celle explicitée pour la
proposition 6.2.30).

Démonstration. On a, par le lemme 6.2.29, une bijection naturelle

homE(V,A)× homE(V,A′) ≃ homE(V,A⊕ A′) ≃
∐

C∈Gr(A⊕A′)

homEf
Gr

((V,W ), (A ⊕A′, C))

obtenue en faisant correspondre à une application linéaire f : V → A⊕A′ le sous-espace C = f(W )

de A ⊕ A′ et le morphisme (V,W ) → (A ⊕ A′, C) de EfGr donné par f . L’image du sous-ensemble
homEf

Gr
((V,W ), (A,B))×homEf

Gr
((V,W ), (A′, B′)) de homE(V,A)×homE(V,A′) par cette bijection

est exactement le terme de droite de la formule de l’énoncé.

Remarque 6.2.33. Les propositions 6.2.30 et 6.2.32 sont spécifiques à la catégorie « globale » EfGr ;

elles n’ont pas d’analogue dans EfGr,n, par exemple.

Nous terminons cette section par une remarque qui indique en quoi les catégories que nous
considérons sont naturelles en termes de représentations génériques des groupes linéaires : les
groupes d’automorphismes dans ces catégories permettent de retrouver les sous-groupes triangu-
laires des groupes linéaires.
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Remarque 6.2.34. Soient n et m deux entiers naturels, considérons les monöıdes suivants :

MPl(m,n) = EndEf
Pl,n

(En+m, En →֒ En+m),

MGr(m,n) = EndEf
Gr,n

(En+m, En),

M̃Gr(m,n) = EndeEf
Gr,n

(En+m, En).

Matriciellement, on a

MPl(m,n) =

(
In Mn,m

0 Mm

)
⊂MGr(m,n) =

(
GLn Mn,m

0 Mm

)
⊂ M̃Gr(m,n) =

(
Mn Mn,m

0 Mm

)
,

où l’on désigne par Mn,m l’espace vectoriel des matrices n × m, par Mm l’algèbre des matrices
carrées m×m et par In ∈ GLn la matrice identité.

On a donc des suites exactes scindées de monöıdes

0 // (Mn,m,+) // MPl(m,n) // (Mm, .) //
pp

1 ,

0 // (Mn,m,+) // MGr(m,n) // GLn × (Mm, .) //qq
1 ,

0 // (Mn,m,+) // M̃Gr(m,n) // (Mn, .)× (Mm, .) //qq
1 .

Si l’on considère les groupes d’automorphismes correspondants, que nous noterons respective-
ment GPl(m,n), GGr(m,n) et G̃Gr(m,n), on a

GPl(m,n) =

(
In Mn,m

0 GLm

)
⊂ GGr(m,n) =

(
GLn Mn,m

0 GLm

)
= G̃Gr(m,n) ;

il existe des suites exactes scindées de groupes analogues aux précédentes.

6.3 Les catégories de foncteurs en grassmanniennes

Les catégories de foncteurs associées aux catégories de la section précédente héritent d’une
structure très riche : outre les nombreux foncteurs obtenus par précomposition à partir de ceux
de la section 6.2, les considérations de la section 6.1 procurent des foncteurs d’intégrale. Nous
exposons ici les propriétés élémentaires de ces catégories et de ces foncteurs ; les deux chapitres
suivants approfondiront cette étude.

Définition 6.3.1 (Catégories de foncteurs en grassmanniennes). Étant donnés une partie I de N
et n ∈ N, on introduit les catégories de foncteurs

FGr,I = Fct(EfGr,I , E) ,

F̃Gr,I = Fct(ẼfGr,I , E) ,

FPl,n = Fct(EfPl,n, E).

Ces catégories seront appelées catégories de foncteurs en grassmanniennes.
Comme précédemment, nous noterons simplement FGr et F̃Gr pour FGr,N et F̃Gr,N respective-

ment.

Les seuls cas que nous considérerons sont ceux où I = N, ≤ n ou n.
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6.3.1 La catégorie FGr,I

Notation 6.3.2. – Soit J une partie de N. Nous abrégerons la notation des espaces vectoriels
homFGr,J

en homGr,J , et utiliserons une convention analogue pour les groupes d’extensions ou

les hom internes. De même, nous noterons les projectifs standard PGr,J
X (où X ∈ ObEfGr,J)

plutôt que P
Ef
Gr,J

X , et les injectifs standard IGr,JX plutôt que I
Ef
Gr,J

X . L’exposant J sera omis
pour J = N.

– Soient I et J deux parties de N telles que J ⊂ I. Nous noterons RI,J : FGr,I → FGr,J le
foncteur de restriction (inclJ,I)

∗. Le foncteur de prolongement par zéro, lorsqu’il est défini
(cf. paragraphe 3.3.1), sera noté PJ,I : FGr,J → FGr,I . Les indices seront omis lorsqu’il n’y a
pas d’ambigüıté.

La proposition 6.1.17 fournit le résultat suivant, dans lequel nous omettons les indices des
foncteurs de restriction et de prolongement par zéro (de sorte que la notation R et P désigne à
chaque fois deux foncteurs différents).

Proposition 6.3.3. Pour tout entier n ≥ 0, il existe un diagramme de recollement

FGr,≤n−1 P // FGr,≤n R //
qq

R
mm FGr,n

rr

P
mm .

Définition 6.3.4 (Foncteurs fondamentaux F → FGr,I). Soit I une partie de N.

1. On définit le foncteur de plongement standard ιI : F → FGr,I comme le foncteur de précomposition

par le foncteur d’oubli principal OI : EfGr,I → E
f .

2. Le foncteur de plongement réduit κI : F → FGr,I est le foncteur de précomposition par le

foncteur de réduction KI : EfGr,I → E
f .

Explicitement, on a
ιI(F )(V,W ) = F (V )

et
κI(F )(V,W ) = F (V/W )

pour F ∈ ObF et (V,W ) ∈ ObEfGr,I .
L’indice I sera omis quand I = N ; des conventions analogues vaudront dans les notations

suivantes.

Remarque 6.3.5. Les foncteurs ι≤n et ι s’identifient, avec la notation du paragraphe 6.1.1, aux fonc-
teurs ΥGr≤n

et ΥGr respectivement. De même, le foncteur ιn est, selon la convention du paragraphe
6.1.2, le foncteur ΥGr≤n,Gr≤n−1

.

Définition 6.3.6 (Foncteurs d’intégrale en grassmanniennes). Soit n ∈ N.
– Le foncteur ΩGr≤n

: FGr,≤n → F sera noté ω≤n.
– Le foncteur ΩGr : FGr → F sera noté ω.
– Le foncteur ΩGr≤n,Gr≤n−1

: FGr,n → F sera désigné par ωn.
Ces foncteurs seront appelés foncteurs d’intégrale en grassmanniennes.

On a ainsi ωI = ωJ ◦ PI,J , si I et J sont deux parties de N de la forme n, ≤ n ou N telles que
I ⊂ J .

Les résultats des paragraphes 6.1.1 et 6.1.2 se traduisent comme suit.

Proposition 6.3.7. Soit n ∈ N.

1. Le foncteur ω≤n est adjoint à gauche à ι≤n. Il induit une équivalence de catégories entre
FGr,≤n et la sous-catégorie ComodF2[Gr≤n] de F .

2. Le foncteur ω est adjoint à gauche à ι. Il induit une équivalence de catégories entre FGr et la
sous-catégorie ComodF2[Gr] de F .
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3. Le foncteur ωn induit une équivalence de catégories entre FGr,n et la sous-catégorie Comod
fid

Ḡ(n)

de F des Ḡ(n)-comodules fidèles.

4. On a un isomorphisme
ωI(X ⊗ ιI(F )) ≃ ωI(X)⊗ F

naturel en les objets X de FGr,I et F de F , où I = N, ≤ n ou n.

Définition 6.3.8 (Foncteurs fondamentaux entre FGr,I et FIsurj). Soit I une partie de N.

1. Le foncteur de plongement secondaire ρI : FIsurj → FGr,I est le foncteur de précomposition

par le foncteur base BI : EfGr,I → E
I
surj .

2. Le foncteur d’évaluation généralisée εI : FGr,I → FIsurj est la précomposition par le foncteur

de plongement diagonal DI : EIsurj → E
f
Gr,I .

Explicitement, on a
ρI(F )(V,W ) = F (W )

pour F ∈ ObFIsurj et (V,W ) ∈ ObEfGr,I , et

εI(X)(V ) = X(V, V )

pour X ∈ ObFGr,I et V ∈ Ob EIsurj .

Remarque 6.3.9. Avec l’abus de la remarque 6.2.20, le foncteur εn : FGr,n → F2[GLn]Mod s’identifie
au foncteur d’évaluation ev(En,En), ce qui justifie la terminologie employée.

On peut de même voir ρn comme un foncteur F2[GLn]Mod → FGr,n ; il est donné par
ρn(X)(V,W ) = Iso(En,W ) ⊗

F2[GLn]
M .

Dans la suite, on désigne par F ⊗ FIsurj la catégorie de foncteurs Fct(Ef × EIsurj , E), selon la
notation 3.3.13.

Définition 6.3.10 (Foncteurs fondamentaux entre FGr,I et F ⊗ FIsurj). Soit I une partie de N.

1. Le foncteur de plongement complet ξI : F ⊗ FIsurj → FGr,I est la précomposition par le

foncteur OI ×BI : EfGr,I → E
f × EIsurj .

2. Le foncteur de plongement total θI : F ⊗FIsurj → FGr,I est la précomposition par le foncteur

KI ×BI : EfGr,I → E
f × EIsurj .

3. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes σI : FGr,I → F ⊗ FIsurj comme le

foncteur de précomposition par le foncteur de plongement relatif LI : Ef × EIsurj → E
f
Gr,I .

Ainsi, on a
ξI(F )(V,W ) = F (V,W ) ,

θI(F )(V,W ) = F (V/W,W )

pour F ∈ ObF ⊗ FIsurj et (V,W ) ∈ Ob EfGr,I , et

σI(X)(A,B) = X(A⊕B,B)

pour X ∈ ObFGr,I , A ∈ ObEf et B ∈ ObEIsurj .

Remarque 6.3.11. Le foncteur θI et les morphismes θ introduits dans la notation 4.2.50 pour définir
les foncteurs de Weyl n’interviendront jamais simultanément, il n’y aura donc pas de confusion
possible.

On peut considérer (cf. remarque 3.3.14) ξn et θn comme des foncteurs FGLn
→ FGr,n (et de

même σn : FGr,n → FGLn
).
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Proposition 6.3.12. Soit J une partie de N. On a des isomorphismes

PGr,J
LJ (V,W ) ≃ ιJ (PV )⊗ ρJ(P

EJ
surj

W ) (6.2)

et
IGr,J
LJ (V,W ) ≃ κJ(IV )⊗ IGr,J

DJ (W ) (6.3)

naturels en les objets V de Ef et W de EJsurj.

Démonstration. Le premier isomorphisme est une conséquence formelle de la troisième adjonction
de la proposition 6.2.21, le second du second isomorphisme de la proposition 6.2.16.

Remarque 6.3.13. – Comme le foncteur de plongement relatif est essentiellement surjectif, cette
proposition décrit tous les projectifs et tous les injectifs standard de FGr,J .

– Les injectifs du type IGr,J
DJ (V ) ne se ramènent pas facilement à des injectifs de catégories plus

simples.

La propriété suivante des foncteurs projectifs et injectifs standard de la catégorie FGr (qui n’a
pas d’équivalent dans FGr,I pour I 6= N) est analogue aux assertions 2 et 3 de la proposition 5.4.3.

Proposition 6.3.14. – Il existe un isomorphisme ω(PGr
(V,W )) ≃ PV naturel en l’objet (V,W )

de EfGr.

– Il existe un isomorphisme ι(IV ) ≃
⊕

W∈Gr(V )

IGr(V,W ) naturel en l’objet V de Ef .

Démonstration. Ces deux assertions proviennent par linéarisation du lemme 6.2.29.

Proposition 6.3.15. Soit I une partie non vide de N.

1. Les foncteurs ιI , σI , ξI et εI sont exacts ; ils commutent au produit tensoriel, aux limites et
aux colimites. De surcrôıt, les foncteurs ιI , σI et ξI sont fidèles.

2. Les foncteurs κI , ρI et θI sont exacts et pleinement fidèles ; ils commutent au produit tensoriel,
aux limites et aux colimites. De plus, leurs images sont des sous-catégories de Serre de FGr,I .

Démonstration. On applique la proposition 3.1.14 combinée à la proposition 6.2.23, en utilisant
également la proposition 3.3.1 pour la fidélité de ιI et ξI .

Proposition 6.3.16. Soit I une partie de N. Le foncteur composé

F ⊗ FIsurj
θI−→ FGr,I

σI−→ F ⊗FIsurj

est canoniquement isomorphe au foncteur identique.

Cette propriété découle de la proposition 6.2.22.

Proposition 6.3.17. Soit I une partie de N. Le foncteur ξI : F ⊗ FIsurj → FGr,I est adjoint à
gauche au foncteur σI .

Ce résultat et le suivant s’obtiennent en combinant les propositions 6.2.21 et 3.1.14.5.

Proposition 6.3.18. Soit I une partie de N. Le foncteur ρI : FIsurj → FGr,I est adjoint à gauche
au foncteur εI . De surcrôıt, l’unité id→ εIρI de l’adjonction est un isomorphisme.

Le corollaire 6.2.17 et la proposition 3.3.8 fournissent les adjonctions suivantes.

Proposition 6.3.19. Soit I une partie de N contenant 0. Le foncteur RI,0 : FGr,I → F est adjoint :
– à gauche à κI ;
– à droite à P0,I.
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Proposition 6.3.20. Le foncteur composé F
ι
−→ FGr

ε
−→ Fsurj s’identifie canoniquement au fonc-

teur d’oubli o du chapitre 5.

Démonstration. En effet, le foncteur composé Efsurj
D
−→ EfGr

O
−→ Ef s’identifie au foncteur d’inclusion.

Par adjonction, on en déduit (cf. propositions 6.3.7, 6.3.18, 5.4.3 et 1.2.5) le corollaire suivant,
que l’on peut évidemment établir par une vérification directe.

Corollaire 6.3.21. Le foncteur ω ◦ ρ : Fsurj → F est canoniquement isomorphe à ̟.

6.3.2 La catégorie FPl,n

Convention 6.3.22. Dans tout ce paragraphe, n désigne un entier naturel.
Nous noterons encore En, pour abréger, l’objet initial (En, id) de EfPl,n.

Nous introduisons maintenant des foncteurs analogues aux précédents dans le cas FPl,n et en
donnons les propriétés élémentaires. Les démonstrations, entièrement semblables aux précédentes,
sont laissées au lecteur.

Notation 6.3.23. Nous abrégerons respectivement en homPl,n, P
Pl,n
X , IPl,n

X les expressions homFPl,n
,

P
Ef
Pl,n

X et I
Ef
Pl,n

X .

Définition 6.3.24. 1. Le foncteur de restriction sans plongement γn : FGr,n → FPl,n est défini
comme étant le foncteur de précomposition par incPl

n .

2. Le foncteur de plongement standard ιPl
n : F → FPl,n est le foncteur de précomposition par le

foncteur d’oubli principal Ōn : EfPl,n → E
f .

3. Le foncteur de plongement réduit κPl
n : F → FPl,n est le foncteur de précomposition par K̄n.

4. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes σPl
n : FPl,n → F comme le foncteur de

précomposition par le foncteur de décalage pointé Sn : Ef → EfPl,n.
Explicitement, on a

γn(X)(V, u) = X(V, imu),

ιPl
n (F )(V, u) = F (V ),

κPl
n (F )(V, u) = F (coker u),

σPl
n (A)(W ) = A(W ⊕ En, En →֒W ⊕ En)

pour X ∈ ObFGr,n, F ∈ ObF , A ∈ ObFPl,n, (V, u : En →֒ V ) ∈ ObEfPl,n et W ∈ Ob Ef .

Remarque 6.3.25. 1. Le foncteur ιPl
n est égal à la composition γnιn. De même, κPl

n = γnκn.

2. Nous ne donnons pas de notation pour les foncteurs d’intégrale FPl,n → F , qui ne revêtent pas
la même importance que les foncteurs d’intégrale en grassmanniennes précédemment définis.

Proposition 6.3.26. 1. Les foncteurs γn, ι
Pl
n , σPl

n et κPl
n sont exacts et fidèles ; ils commutent

au produit tensoriel, aux limites et aux colimites.

2. Le foncteur κPl
n est de plus plein, et son image est une sous-catégorie de Serre de FPl,n.

3. La composition F
κPl

n−−→ FPl,n
σPl

n−−→ F est canoniquement isomorphe au foncteur identique.

4. Le foncteur ιPl
n est adjoint à gauche à σPl

n .

5. On a des isomorphismes PPl,n
Sn(V ) ≃ ι

Pl
n (PV ) et IPl,n

Sn(V ) ≃ κ
Pl
n (IV )⊗ IPl,n

En
naturels en l’objet V

de Ef .
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6. Le foncteur composé F2[GLn]Mod
ρn−→ FGr,n

γn−→ FPl,n est canoniquement isomorphe à

F2[GLn]Mod→ E → FPl,n, où la première flèche est le foncteur d’oubli de l’action de GLn et
le second le plongement canonique (donné par les foncteurs constants).

Nous terminons ce paragraphe en donnant d’autres liens entre les catégories de foncteurs en
grassmanniennes et F en termes de (co)modules (la proposition 6.3.7 ci-avant exposant le cas le
plus fondamental).

Proposition 6.3.27. La catégorie FPl,n est équivalente à la sous-catégorie ComodPGr,n

(En,En)
de FGr,n.

Démonstration. Le foncteur

(EfGr,n)\hom ((En,En),.) → E
f
Pl,n

(
(V,W ), u

)
7→ (V, u)

(associant à un morphisme le morphisme ayant même application linéaire sous-jacente) est une
équivalence de catégories, où la catégorie source dérive de la notation 1.1.15. La proposition est
donc un cas particulier de la proposition 6.1.11.

Remarque 6.3.28. Le foncteur homGr,n((En, En), .) est canoniquement isomorphe à la composée

FGr,n
Bn−−→ Ensurj

hom (En,.)
−−−−−−−→ Ens. Comme Ensurj ≃ GLn est équivalente à sa catégorie opposée,

on peut remplacer dans la démonstration précédente ce foncteur par un foncteur contravariant, et
obtenir ainsi sur PGr,n

(En,En) une structure d’algèbre telle que FPl,n est équivalente à la sous-catégorie

ModPGr,n

(En,En)
de FGr,n. Ce phénomène est à rapprocher de la remarque suivante : PGr,n

(En,En) s’identifie

à ρn(F2[GLn]), et F2[GLn] est un objet auto-dual de F2[GLn]Mod (la dualité consistant à associer
à une représentation linéaire la représentation contragrédiente).

Lemme 6.3.29. La catégorie (EfPl,n)/hom (.,En) est équivalente à Ef .

Démonstration. On vérifie aussitôt que les deux foncteurs introduits ci-après sont des équivalences
de catégories réciproques l’une de l’autre.

– On définit un foncteur Ef → (EfPl,n)/hom (.,En) en associant à V ∈ Ob Ef l’objet Sn(V ) de

EfPl,n muni du morphisme vers En donné par la projection V ⊕En ։ En, et à une application
linéaire f : V →W le morphisme f ⊕ En.

– On définit un foncteur (EfPl,n)/hom (.,En) → E
f en associant à un objet

(
(V, u : En →֒ V ), r :

V → En
)

de (EfPl,n)/hom (.,En) l’espace vectoriel coker u ≃ ker r, et à un morphisme l’applica-
tion linéaire induite.

Proposition 6.3.30. La catégorie F est équivalente à la sous-catégorie ModIPl,n
En

de FPl,n.

Démonstration. On combine le lemme précédent avec la proposition 6.1.32.

6.3.3 La catégorie F̃Gr,I

Convention 6.3.31. Dans ce paragraphe, I désigne une partie de N.

La catégorie F̃Gr,I possède un comportement assez différent des catégories FGr,I et FPl,n : elle
n’entre pas dans le cadre étudié à la section 6.1, de sorte qu’elle ne s’interprète pas en termes de
(co)modules.

Plutôt que de donner une description complète des foncteurs qui apparaissent naturellement,
par précomposition, à partir des foncteurs étudiés dans la section 6.2, nous nous focaliserons sur les
liens entre F̃Gr,I et FGr,I .

Notation 6.3.32. Le foncteur de précomposition ĩncl
∗

I : F̃Gr,I → FGr,I sera noté RI .
Comme dans le cas des catégories FGr,I , les indices I seront omis dans le cas où I = N.
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Nous introduisons maintenant un foncteur très analogue au foncteur ̟.

Proposition et définition 6.3.33. Il existe un foncteur exact et fidèle JI : FGr,I → F̃Gr,I défini
de la manière suivante :

– action sur les objets :

JI(X)(V,B) =
⊕

W∈GrI (B)

X(V,W )

– action sur les morphismes : si f : (V,B) → (V ′, B′) est un morphisme de ẼfGr,I , JI(X)(f)
a pour composante X(V,W )→ X(V ′,W ′) (où W ∈ GrI(B) et W ′ ∈ GrI(B′)) le morphisme
induit par f si W ′ = f(W ) et 0 sinon,

– fonctorialité : si t : X → Y est un morphisme de FGr,I , JI(t) : JI(X)→ JI(Y ) s’obtient sur
l’objet (V,B) par somme directe des t(V,W ) pour W ∈ GrI(B).

Proposition 6.3.34. Supposons que la partie I est de la forme ≤ n (où n ∈ N) ou N. Le foncteur
JI est adjoint à gauche à RI.

La vérification de ces propriétés est élémentaire et très analogue aux propositions 5.4.1 et 5.4.3
(ou 6.1.4 et 6.1.7).

Notation 6.3.35. L’endofoncteur RI ◦ JI de FGr,I sera noté II .
Explicitement, on a

II(X)(V,W ) =
⊕

B∈GrI(W )

X(V,B)

pour X ∈ ObFGr,I et (V,W ) ∈ ObEfGr,I .

L’unité de l’adjonction de la proposition 6.3.34 procure, dans le cas où I est de la forme ≤ n ou
N, une transformation naturelle injective canonique id→ II .

Définition 6.3.36. – Le foncteur de plongement secondaire pI : FI → F̃Gr,I est défini comme

la précomposition par le foncteur d’oubli secondaire B̃I : ẼfGr,I → E
I .

– Le foncteur d’évaluation total eI : F̃Gr,I → FI est défini comme la précomposition par le

foncteur de plongement diagonal D̃I : EI → ẼfGr,I .

Dans la pratique, il n’y aura pas de confusion possible entre la notation p introduite ici et celle
utilisée pour désigner l’ensemble des partitions régulières.

Remarque 6.3.37. Les diagrammes

FGr
ε //

J

��

Fsurj

̟

��
F̃Gr e

// F

et

Fsurj

̟

��

ρ // FGr

J

��
F p

// F̃Gr

commutent.

La proposition 6.2.21 fournit l’adjonction suivante.

Proposition 6.3.38. Le foncteur pI est adjoint à gauche au foncteur eI .
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Remarque 6.3.39. Le diagramme

FGr F
ιoo

p
~~}}

}}
}}

}}

F̃Gr

R

OO

commute ; en considérant les adjoints à gauche de ces foncteurs, on obtient le diagramme commutatif

FGr
ω //

J

��

F

F̃Gr

e

>>}}}}}}}}

Cette remarque fournit, par comparaison des unités, la transformation naturelle décrite explici-
tement ci-dessous.

Notation 6.3.40. Nous noterons jω : I → ι◦ω la transformation naturelle donnée par les inclusions

⊕

W∈Gr(B)

X(V,W ) →֒
⊕

W∈Gr(V )

X(V,W ) (X ∈ ObFGr, (V,B) ∈ Ob EfGr).

Cette transformation naturelle jouera un rôle essentiel au chapitre 8 (section 8.5).

Nous terminons ce paragraphe en introduisant l’auto-dualité de la catégorie F̃Gr que l’on déduit
de la proposition/définition 6.2.26.

Proposition et définition 6.3.41 (Auto-dualité dans F̃Gr). Le foncteur (F̃Gr)
op → F̃Gr, noté

D lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, donné par (DF )(V,W ) = F ((V,W )∨)∗, définit une

bonne auto-dualité dans la catégorie F̃Gr.

Nous établirons au § 8.5.4 une importante propriété de compatibilité entre ce foncteur de dualité
et celui de la catégorie F .
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Chapitre 7

Adjonctions et descriptions
alternatives des catégories de
foncteurs en grassmanniennes

La description de certaines catégories de foncteurs en grassmanniennes comme catégories de
comodules donnée dans le chapitre précédent (proposition 6.3.7) repose sur l’adjonction entre les
foncteurs exacts et fidèles ι et ω, via la proposition 1.2.15. Nous exploitons dans ce chapitre d’autres
conséquences des adjonctions fondamentales entre les catégories de foncteurs en grassmanniennes
et la catégorie F , ou les catégories F ⊗FIsurj = Fct(Ef × EIsurj , E), essentiellement de l’adjonction

entre les foncteurs ξI : F ⊗FIsurj → FGr,I et σI : FGr,I → F ⊗FIsurj. Cela permet en particulier de
décrire les catégories FGr,I comme catégories de modules sur une monade, par la proposition 1.2.16,
duale de la proposition 1.2.15. Cette description, introduite dans la section 7.2, rend très naturelle
la description du foncteur adjoint à gauche au foncteur θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I . Elle sous-tend
également l’importante suite exacte fonctorielle qui fournit une résolution canonique de tout objet
de FGr,I par des objets appartenant à l’image du foncteur ξI (proposition 7.2.19).

Dans le cas des catégories FPl,n, on peut aller plus loin dans cette direction, du fait que l’en-
dofoncteur de F apparaissant dans la monade associée à l’adjonction entre ιPl

n : F → FPl,n et
σPl
n : FPl,n → F est un foncteur de décalage, dont l’adjoint à droite est bien connu. On en déduit,

dans la section 7.3, une description de FPl,n comme catégorie de comodules sur l’injectif standard
IEn

, pour la structure de coalgèbre duale du foncteur en algèbres de groupe PEn
= F2[hom (En, ·)].

Cela permet d’introduire commodément l’adjoint à droite au foncteur κPl
n : F → FPl,n, dont on

déduit ensuite l’adjoint à droite au foncteur θn : FGLn
→ FGr,n.

La section 7.1 donne quelques propositions reliant la conjecture artinienne dans F à des énoncés
analogues dans les catégories FGr,n. Elles reposent fondamentalement sur les adjonctions men-
tionnées, qui mettent en jeu des foncteurs fidèles commutant aux limites et colimites.

Ces considérations, qui illustrent la richesse de la structure des catégories de foncteurs en grass-
manniennes, n’ont pas encore pu être explorées plus avant. Beaucoup n’interviendront pas expli-
citement par la suite, mais elles semblent indispensables à une compréhension approfondie des
catégories que nous avons introduites.

Une question ouverte naturelle est la description complète de l’anneau gradué (qui a bien d’autres
structures) EndGr ι(Γ

∗). Les liens étroits entre EndF (Γ∗) et l’algèbre de Steenrod laissent en ef-
fet penser que l’anneau EndGr ι(Γ

∗), qui contient EndF(Γ∗), peut constituer un objet algébrique
intéressant.
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7.1 La conjecture artinienne dans FGr,I

Proposition 7.1.1. 1. Si la conjecture artinienne 4.0.2 est satisfaite, alors la catégorie FGr,
donc toutes les catégories FGr,I , sont localement noethériennes.

2. Soit n ∈ N. Si la catégorie FGr,n est localement noethérienne, la conjecture artinienne est
vraie.

Démonstration. Supposons la conjecture artinienne vérifiée. Pour tout objet (A,B) de EfGr, l’image

PA du projectif standard PGr
(A,B) par le foncteur exact et fidèle ω (cf. proposition 6.3.14) est

noethérienne. La proposition 2.1.5 montre alors que PGr
(A,B) est noethérien, donc que FGr est lo-

calement noethérienne.
Réciproquement, si une catégorie FGr,n est localement noethérienne, alors l’image par le foncteur

exact et fidèle ιn d’un projectif standard de F est noethérienne (cf. l’isomorphisme (6.2)), ce qui
montre de même que F est localement noethérienne.

Proposition 7.1.2. Soit n ∈ N. La conjecture artinienne équivaut au caractère co-localement
artinien de la catégorie FGr,n.

Démonstration. Le foncteur exact et fidèle σn : FGr,n → FGLn
préserve les objets de co-type fini (la

proposition 6.3.17 montre que l’image d’un injectif standard de FGr,n par le foncteur σn est un injec-
tif standard de FGLn

). D’autre part, la conjecture artinienne implique que FGLn
est co-localement

artinienne (si A est une catégorie abélienne co-localement artinienne et I une catégorie vérifiant
l’hypothèse 3.1.28 et dont le squelette est fini, alors Fct(I,A) est co-localement artinienne). On en
déduit ensuite, comme dans la démonstration précédente (en utilisant cette fois la proposition 2.4.7),
que la conjecture artinienne implique que FGr,n est co-localement artinienne.

La réciproque se traite de manière analogue, en considérant le ιn : F → FGr,n et la propo-
sition 6.3.14 (et en constatant que la restriction à FGr,n d’un objet de co-type fini de FGr est
également de co-type fini).

Remarque 7.1.3. Si I est une partie finie de N, la conjecture artinienne implique formellement que
FGr,I est co-localement artinienne. Il n’en est pas de même pour une partie infinie. Ainsi, on voit
par le même genre d’arguments que si FGr est co-localement artinienne, il en est également ainsi
de F ⊗ Fsurj , donc de Fsurj .

Remarque 7.1.4. Il existe des énoncés analogues reliant la conjecture artinienne à des propriétés de
finitude des catégories FPl,n.

7.2 La catégorie FGr,I comme catégorie de modules

Convention 7.2.1. Dans cette section, on se donne une partie I de N.

On rappelle que le foncteur OI × BI : EfGr,I → E
f × EIsurj est adjoint à droite au foncteur

LI : Ef ×EIsurj → E
f
Gr,I , d’où l’on déduit par précomposition que le foncteur ξI : F ⊗FIsurj → FGr,I

est adjoint à gauche à σI : FGr,I → F ⊗FIsurj (proposition 6.3.17).

Notation 7.2.2. Nous désignerons par TGr,I = (∆̃I
surj , uGr,I , µGr,I) la monade sur F ⊗ FIsurj

associée à l’adjonction entre les foncteurs ξI et σI , conformément à la proposition 1.2.12.
Ainsi :
– on a ∆̃I

surj = σI ◦ ξI , soit ∆̃I
surj(F )(A,B) = F (A ⊕ B,B) sur les objets (F ∈ ObF ⊗ FIsurj ,

A ∈ ObEf , B ∈ ObEIsurj).

– La transformation naturelle uGr,I : id→ ∆̃I
surj est l’unité de l’adjonction.

– La transformation naturelle µGr,I : (∆̃I
surj)

2 → ∆̃I
surj est donnée par σI(vξI

), où v désigne la
coünité de l’adjonction.
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Analysons la monade associée à l’adjonction entre les foncteurs OI ×BI : EfGr,I → E
f × EIsurj

et LI : Ef × EIsurj → EfGr,I (cf. proposition 6.2.21). Son unité est la transformation naturelle
id → (OI × BI)LI donnée par l’inclusion (A,B) →֒ (A ⊕ B,B) (de composantes l’inclusion du
facteur direct A et idB). Sa multiplication est donnée par le morphisme (A⊕B⊕B,B)→ (A⊕B,B)
induit le morphisme A⊕B⊕B → A⊕B somme directe de idA et de la somme B⊕B → B, et par
le morphisme identique B → B. En effet, la coünité de l’adjonction est donnée sur l’objet (V,W )

de EfGr,I par le morphisme (V ⊕W,W )→ (V,W ) de composantes idV et W →֒ V .
En utilisant la proposition 3.1.14, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 7.2.3. Soit F un objet de F ⊗ FIsurj.

1. L’unité uGr,I : id →֒ ∆̃I
surj est la transformation naturelle injective telle que ((uGr,I)F )(A,B) :

F (A,B) → F (A ⊕ B,B) est induit par le monomorphisme canonique (A,B) →֒ (A ⊕ B,B)
pour tous F ∈ ObF ⊗ FIsurj, A ∈ Ob Ef et B ∈ ObEIsurj.

2. La multiplication µGr,I : (∆̃I
surj)

2 → ∆̃I
surj est fournie sur l’objet F par le morphisme

F (A ⊕ B ⊕ B,B) → F (A ⊕ B,B) induit le morphisme A ⊕ B ⊕ B → A ⊕ B somme di-
recte de idA et de la somme B ⊕B → B, et par le morphisme identique B → B.

3. Il existe un scindement naturel

F
(uGr,I)F
−−−−−→ ∆̃I

surj(F )
(pGr,I )F
−−−−−→ F

où (pGr,I)F est donné sur l’objet (A,B) par le morphisme induit par l’épimorphisme canonique
(A⊕B,B) ։ (A,B), pour tous F ∈ ObF ⊗ FIsurj, A ∈ ObEf et B ∈ Ob EIsurj.

De plus, (F, (pGr,I)F ) est un module sur la monade TGr,I .

Notation 7.2.4. Le noyau de (pGr,I)F , qui s’identifie donc au conoyau de (uGr,I)F , sera noté
∆I
surj(F ). On définit ainsi un endofoncteur exact ∆I

surj de F ⊗ FIsurj .

Proposition 7.2.5. La catégorie FGr,I est équivalente à la catégorie des modules sur la monade
TGr,I de F ⊗ FIsurj.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier de la proposition 1.2.16 (déduite du théorème de Beck).

Convention 7.2.6. Dans la suite de cette section, nous identifierons la catégorie FGr,I avec la
sous-catégorie des modules sur TGr,I de F⊗FIsurj . Autrement dit, un objet de FGr,I sera désormais

un couple (X, ∆̃I
surjX

m̃X−−→ X), où X est un objet de F ⊗ FIsurj et m̃X un morphisme tel que :

– la composée X
(uGr,I)X
−−−−−−→ ∆̃I

surjX
m̃X−−→ X est le morphisme identique ;

– les composées (∆̃I
surj)

2X
(µGr,I)X
−−−−−−→ ∆̃I

surjX
m̃X−−→ X et (∆̃I

surj)
2X

e∆I
surjm̃X

−−−−−−→ ∆̃I
surjX

m̃X−−→ X
cöıncident.

Par abus de notation, nous noterons souvent simplement X pour (X, m̃X).

Notation 7.2.7. Nous désignerons par mX le morphisme ∆I
surjX →֒ ∆̃I

surjX
m̃X−−→ X .

Avec ces conventions, les morphismes X → Y dans FGr,I sont les morphismes f : X → Y de
F ⊗ FIsurj tels que le diagramme

∆̃I
surjX

e∆I
surjf //

m̃X

��

∆̃I
surjY

m̃Y

��
X

f // Y

commute (condition équivalente à la commutation du diagramme analogue sans tildes).
Le lien avec la définition originelle de la catégorie FGr,I s’obtient à partir des remarques sui-

vantes :
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– le TGr,I -module associé à un foncteur X : EfGr,I → E est σI(X) (muni de la multiplication
dérivant de l’adjonction de la proposition 6.3.17) — autrement dit, σI s’identifie au foncteur
d’oubli des TGr,I -modules vers F ⊗ FIsurj ;

– le foncteur EfGr,I → E associé à un TGr,I -module X est le coégalisateur de ξI(m̃X) et de la

flèche canonique ξI(∆̃
I
surjX)→ ξI(X) (adjointe à ide∆I

surjX
).

Nous identifions maintenant le foncteur θI en termes de modules sur la monade TGr,I .

Lemme 7.2.8. Soient F un objet de F⊗FIsurj, et (A,B) un objet de EfGr,I . Notons pA,B : A⊕B ։ A
et πA,B : A ։ A/B les projections canoniques et qA,B : A ⊕ B → A le morphisme dont les
composantes sont idA et l’inclusion B →֒ A. La suite

F (A⊕B,B)
F (pA,B ,idB)+F (qA,B ,idB)
−−−−−−−−−−−−−−−−−→ F (A,B)

F (πA,B ,idB)
−−−−−−−−→ F (A/B,B)→ 0 (7.1)

de E est exacte.

Démonstration. Notons i : B →֒ A l’inclusion : on a πA,B ◦ i = 0, donc πA,B ◦ qA,B = πA,B ◦ pA,B,
ce qui montre que la suite (7.1) est un complexe. La surjectivité de F (πA,B, idB) provient de ce que
(πA,B , idB) : (A,B)→ (A/B,B) admet une section.

Pour établir l’exactitude en F (A,B), considérons une rétraction r : A ։ B de i et notons
u : (A,B) → (A ⊕ B,B) le morphisme (idA ⊕ r, idB). Alors (pA,B, idB) ◦ u = id(A,B), tandis que
(qA,B, idB) ◦ u est nul sur (B, 0), donc se factorise par (πA,B , idB). Par conséquent, la restriction
à N = ker F (πA,B, idB) de F (u) est une section du morphisme F (A ⊕ B,B) → N induit par
F (pA,B, idB) + F (qA,B, idB), ce qui achève la démonstration.

Remarque 7.2.9. Cette suite exacte est une partie d’une suite exacte longue dépendant d’une struc-
ture simpliciale. La proposition 7.2.19 précisera ces considérations.

On en déduit, compte-tenu des remarques précédentes sur le lien entre les deux descriptions de
FGr,I , la proposition suivante.

Proposition 7.2.10. Le foncteur θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I est donné sur les objets par

θI(F ) = (F, (pGr,I)F : ∆̃I
surjF ։ F ) — cf. proposition 7.2.3. 3 — et sur les morphismes par

l’égalité homGr,I(θI(F ), θI(G)) = homF⊗FI
surj

(F,G).

Autrement dit, θI identifie F ⊗ FIsurj à la sous-catégorie pleine de FGr,I formée des objets X
tels que mX = 0.

Remarque 7.2.11. Ce résultat fournit une seconde démonstration de la partie de la proposition 6.3.15
relative au foncteur θI .

Exemple 7.2.12. Pour tout objet F de F , le foncteur ω1κ1(F ) est canoniquement isomorphe au

conoyau de l’application naturelle P̄ ⊗∆F → P̄ ⊗ F (composée de P̄ ⊗∆F
j⊗∆F
−−−−→ P̄⊗2 ⊗∆F , où

j est le coproduit de P̄ , et de P̄⊗2 ⊗ ∆F
P̄⊗f
−−−→ P̄ ⊗ F , où f est la coünité de l’adjonction). Cet

isomorphisme s’obtient en combinant la proposition 7.2.10 avec la description explicite de FGr,1 en
termes de modules sur TGr,1 donnée précédemment et l’exactitude de ω1.

Le foncteur ηI

Définition 7.2.13 (Foncteur ηI). On définit un foncteur

ηI : FGr,I → F ⊗F
I
surj

par ηI(X) = cokermX sur les objets ; si f : X → Y est un morphisme de TGr,I -modules,
ηI(f) : ηI(X)→ ηI(Y ) est le morphisme induit par f .

Ainsi, ηI(X) est naturellement un quotient de l’objet de F ⊗FIsurj sous-jacent à X , c’est-à-dire
de σI(X).
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Lemme 7.2.14. Pour tout foncteur X de FGr,I , il existe un épimorphisme naturel X ։ θIηI(X).
De plus, θIηI(X) est le plus grand quotient de X appartenant à l’image du foncteur
θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I.

Démonstration. Dans F ⊗ FIsurj , le diagramme

∆I
surjσI(X)

mX //

����

σI(X)

����
∆I
surjηI(X)

0
// ηI(X)

commute, de sorte que la projection σI(X) ։ ηI(X) induit un épimorphisme X ։ θIηI(X) dans
FGr,I , par la proposition 7.2.10.

Cette proposition montre aussi qu’un morphisme X → θI(F ) dans FGr,I , où
F ∈ ObF ⊗ FIsurj, est un morphisme f : σI(X)→ F de F ⊗ FIsurj tel que le diagramme

∆I
surjσI(X)

mX //

σI (f)

��

σI(X)

f

��
∆I
surjF 0

// F

commute, c’est-à-dire tel que f ◦mX = 0. Un tel morphisme se factorise donc par le conoyau ηI(X)
de mX .

Proposition 7.2.15. Le foncteur ηI est adjoint à gauche au foncteur θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I .

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme précédent et de la proposition 6.3.15.

Proposition 7.2.16. Il existe des isomorphismes de foncteurs F ⊗ FIsurj → F ⊗F
I
surj

ηI ◦ ξI ≃ ηI ◦ θI ≃ id.

Démonstration. L’isomorphisme ηI ◦ ξI ≃ id vient de ce que le foncteur ηI ◦ ξI est adjoint à gauche
à σI ◦ θI ≃ id (proposition 6.3.16).

L’isomorphisme ηI ◦ θI ≃ id découle de la définition de ηI , puisque mθI(F ) = 0 par la proposi-
tion 7.2.10.

Remarque 7.2.17. Le diagramme naturel en l’objet X de FGr,I

ξI σI(X) // //

����

X

����
θIσI(X) // // θIηI(X)

dont la flèche supérieure est la coünité de l’adjonction, la flèche inférieure est induite par l’épimor-
phisme canonique σI(X) ։ ηi(X), la flèche de droite déduite du lemme 7.2.14 et la flèche de gauche
de l’épimorphisme canonique ξI ։ θI , est commutatif cocartésien.

En effet, en appliquant le foncteur exact et fidèle σI à ce diagramme, on obtient le diagramme

∆̃I
surjσI(X)

(pGr,I )σI (X)

����

m̃X // // σI(X)

����
σI(X) // // ηI(X)

(modulo les identifications déduites de σIθI ≃ id), qui est commutatif et cocartésien par définition
de ηI(X).
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Proposition 7.2.18. Il existe un isomorphisme

ηI(X ⊗ Y ) ≃ ηI(X)⊗ ηI(Y )

naturel en les objets X et Y de FGr,I .

Démonstration. La commutation de ∆̃I
surj au produit tensoriel procure un isomorphisme canonique

∆I
surj(X ⊗ Y ) ≃ (∆I

surjX ⊗ Y ) ⊕ (X ⊗ ∆I
surjY ) ⊕ (∆I

surjX ⊗∆I
surjY ), dans lequel mX⊗Y se lit

comme le morphisme de composantes ∆I
surjX ⊗ Y

mX⊗Y
−−−−−→ X ⊗ Y , X ⊗∆I

surjY
X⊗mY−−−−−→ X ⊗ Y et

∆I
surjX⊗∆I

surjY
mX⊗mY−−−−−−→ X⊗Y . Par conséquent, l’image de mX⊗Y est la somme des sous-objets

im (mX)⊗ Y , X ⊗ im (mY ) et im (mX)⊗ im (mY ) de X ⊗ Y , i.e. im (mX)⊗ Y +X ⊗ im (mY ) =
ker (X ⊗ Y ։ ηI(X)⊗ ηI(Y )). Ainsi, cokermX⊗Y = ηI(X ⊗ Y ) s’identifie à ηI(X)⊗ ηI(Y ).

Résolution canonique et algèbre homologique

Proposition 7.2.19. Il existe une suite exacte

· · · → ξI(∆
I
surj)

nσI(X)→ ξI(∆
I
surj)

n−1σI(X)→ · · ·

· · · → ξI∆
I
surjσI(X)→ ξI σI(X)→ X → 0 (7.2)

naturelle en l’objet X de FGr,I .

Démonstration. Nous revenons à la définition originelle de FGr,I , et notons E la sous-catégorie

pleine de Ensf formée des ensembles finis non vides.
On définit un foncteur a : EfGr,I × Eop → EfGr,I en associant à un objet (V,W ) de EfGr,I et à

un ensemble fini non vide E la somme amalgamée de V et de WE relativement aux monomor-
phismes W →֒ V (inclusion) et W →֒ WE (plongement diagonal — on utilise ici la non-vacuité de
E) muni de la base W . L’action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de l’association
Ef × (Ensf )op → Ef (V,E) 7→ V E ≃ V ⊗ F2

E . On remarque que si E est de cardinal n, l’endo-

foncteur a(·, E) de EfGr,I est isomorphe à la n− 1-ième itérée du foncteur LI ◦ (OI ×BI).
Par restriction à la sous-catégorie simpliciale ∆ de E (squelette de la sous-catégorie des en-

sembles totalement ordonnés, les morphismes étant les applications croissantes), on en déduit un

foncteur EfGr,I×∆op → EfGr,I , puis c∆Gr,I : EfGr,I → Fct(∆op, EfGr,I). Ce foncteur vérifie les propriétés
suivantes :

– en degré zéro, on a (c∆Gr,I)0 ≃ id ;

– en degré un, on a (c∆Gr,I)1 ≃ LI ◦ (OI ×BI) ;

– plus généralement, en degré n ∈ N∗, on a (c∆Gr,I)n ≃ LI ◦
(
(OI ×BI)LI

)n−1
◦ (OI ×BI).

Par précomposition, on en déduit un foncteur

C∆
Gr,I : FGr,I = Fct(EfGr,I , E)→ Fct(EfGr,I ×∆op, E) ≃ Fct(∆op,FGr,I).

Les remarques précédentes montrent que (C∆
Gr,I)0 ≃ id et (C∆

Gr,I)n ≃ ξI(∆̃
I
surj)

n−1σI pour n > 0.
Le complexe de Moore associé à cet objet simplicial fournit dans FGr,I un complexe

· · · → ξI(∆̃
I
surj)

nσI(X)→ ξI(∆̃
I
surj)

n−1σI(X)→ · · ·

· · · → ξI∆̃
I
surjσI(X)→ ξI σI(X)→ X → 0

naturel en X . Nous allons montrer qu’il est acyclique. Évaluée sur un objet (V,W ) de EfGr,I ,

sa différentielle ∂n : (C∆
Gr,I)n → (C∆

Gr,I)n−1 est la somme des n + 1 morphismes induits par
[v, w0, . . . , wn] 7→ [v, w0, . . . , ŵi, . . . , wn] (le chapeau signifiant que le terme considéré doit être
omis), où l’on désigne par [v, w0, . . . , wn] la classe dans V ⊕

W
Wn+1 (espace vectoriel sous-jacent à
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(c∆Gr,I)n(V,W )) de (v, w0, . . . , wn) ∈ V ⊕Wn+1. On obtient donc une homotopie entre les endomor-
phismes nul et identique de ce complexe en considérant les morphismes induits par [v, w0, . . . , wn] 7→
[v, w0, . . . , wn, π(v)], où π : V →W est un projecteur.

La suite exacte de l’énoncé s’obtient en considérant le complexe normalisé associé à C∆
Gr,I , qui

est homotopiquement équivalent au complexe de Moore, donc également acyclique.

Remarque 7.2.20. – Cette propriété repose uniquement sur la proposition 7.2.3.3 (relative au
scindement naturel de la monade TGr,I). Nous avons préféré en donner une démonstration

directe car les objets simpliciaux de EfGr,I qui apparaissent sont particulièrement naturels,
et plus parlants que la construction générale d’un objet simplicial canonique à partir d’une
monade scindée.

– Les monades et les comonades (en particulier, celles qui proviennent d’adjonctions) fournissent
un cadre général efficace pour faire de l’algèbre homologique, y compris dans un contexte non
abélien ; la proposition 7.2.19 et les quelques conséquences que nous développons en sont un
cas particulier. On trouvera dans [BB69] une exposition systématique de ces notions.
On prendra garde au fait que la notion de résolution canonique dans ce cadre général est
légèrement différente (on part d’une comonade pour obtenir une résolution homologique). En
appliquant le foncteur σI à la résolution de la proposition 7.2.19, on obtient la résolution
canonique pour la comonade associée à l’adjonction entre ξI et σI qui sert de point de départ
à [BB69]. La possibilité de « relever » cette résolution dans F ⊗ FIsurj en une résolution
dans FGr,I provient du scindement de la monade TGr,I ; alors que la résolution initiale dans
F⊗FIsurj n’apporte essentiellement rien, la proposition 7.2.19 constitue un résultat important
sur la structure de FGr,I .

Définition 7.2.21 (Résolution canonique). Le complexe concentré en degrés positifs

· · · → ξI(∆
I
surj)

nσI(X)→ ξI(∆
I
surj)

n−1σI(X)→ · · · → ξI∆
I
surjσI(X)→ ξI σI(X)

de la proposition 7.2.19 est appelé résolution canonique de l’objet X de FGr,I . Nous la noterons

ℜGr,I
• (X). Ainsi, ℜGr,I

n (X) = ξI(∆
I
surj)

nσI(X) si n ≥ 0, 0 sinon.

Corollaire 7.2.22. Il existe une suite spectrale du premier quadrant naturelle en les objets X et
Y de FGr,I dont le terme E1 est donné par

E1
p,q = Extp

F⊗FI
surj

(
(∆I

surj)
qσI(X), σI(Y )

)

et dont l’aboutissement est Ext∗Gr,I(X,Y ).

Démonstration. On considère les deux suites spectrales du bicomplexe homGr,I(ℜ
Gr,I
• (X), J∗(Y )),

où J∗(Y ) désigne une résolution injective de Y (que l’on peut choisir fonctorielle en Y par la
remarque 1.3.17) — cf. [ML63], ch. XI, § 6. La suite spectrale obtenue en prenant d’abord la

différentielle de ℜGr,I
• (X) dégénère au terme E2, donné par Ext∗Gr,I(X,Y ), tandis que celle ob-

tenue en considérant d’abord la différentielle de J∗(Y ) a le terme E1 indiqué dans l’énoncé, par
adjonction entre les foncteurs exacts ξI et σI .

Notation 7.2.23. Étant donné n ∈ Z, nous noterons hGr,In : FGr,I → F ⊗FIsurj le n-ième foncteur
dérivé gauche de ηI (qui est exact à droite par la proposition 7.2.15).

Remarque 7.2.24. Les foncteurs dérivés de ηI mesurent, intuitivement, le défaut d’essentielle sur-
jectivité du foncteur θI , donc la différence homologique entre les catégories F⊗FIsurj et FGr,I . Cela
motive la notation employée pour ces foncteurs.

En effet, si l’on se restreint aux foncteurs finis, nous verrons au chapitre suivant que tout objet
de FGr,I s’obtient par extensions successives de foncteurs appartenant à l’image du foncteur θI .
La description de ces objets équivaut donc essentiellement au calcul de groupes d’extensions entre
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deux objets de l’image de θI . Ces calculs font naturellement intervenir les foncteurs hGr,In : il existe
une suite spectrale du premier quadrant

E2
p,q = Extp

F⊗FI
surj

(hGr,Iq (X), F )⇒ Ext∗Gr,I(X, θI(F ))

naturelle en les objets F de F ⊗ FIsurj et X de FGr,I .

Proposition 7.2.25. Pour tout entier n > 0 et tout objet F de F ⊗FIsurj, on a hGr,In (ξI(F )) = 0.

Démonstration. Soit P• une résolution projective de F . Comme le foncteur ξI est exact et préserve
les projectifs (son adjoint à droite σI est exact), ξ(P•) est une résolution projective de ξI(F ).
La proposition 7.2.16 montre que ηIξI(P•) s’identifie à P•. Ce complexe, dont l’homologie est

(isomorphe à) hGr,I∗ (ξI(F )), est donc acyclique en degrés strictement positifs.

Corollaire 7.2.26. Le foncteur gradué hGr,I∗ est canoniquement isomorphe à l’homologie du com-
plexe ηI

(
ℜGr,I

•

)
de foncteurs FGr,I → F ⊗FIsurj.

Exemple 7.2.27 (Calcul sur les injectifs standard — cas I = N). La proposition 6.3.14 permet
un calcul rapide des objets hGr∗ (IGr(V,W )). En effet, par les propositions 7.2.16 et 7.2.25, on a

hGr0 (ι(IV )) ≃ IV , où l’on plonge F dans F ⊗ Fsurj par le foncteur · ⊠ F2, et hGrn (ι(IV )) = 0
si n 6= 0. Comme η(I(V,0)) ≃ η(κ(IV )) ≃ IV (par les propositions 6.3.12 et 7.2.16), on obtient
finalement que :

– l’objet gradué hGr∗ (IGr(V,W )) est nul si dimW > 0 ;

– l’objet gradué hGr∗ (IGr(V,0)) est concentré en degré 0, où il est naturellement isomorphe à IV .

La proposition 7.2.18 fournit la formule de Künneth suivante.

Proposition 7.2.28. Il existe un isomorphisme d’objets gradués de F ⊗ FIsurj

hGr,I∗ (X ⊗ Y ) ≃ hGr,I∗ (X)⊗ hGr,I∗ (Y )

naturel en les objets X et Y de FGr,I .

Démonstration. Comme le foncteur ξI commute au produit tensoriel, la proposition 7.2.25 montre
que le complexe total du produit tensoriel des résolutions canoniques deX et Y est une résolution ηI -
acyclique de X⊗Y . L’homologie de ce complexe étant naturellement isomorphe au produit tensoriel
de hGr,I∗ (X) et hGr,I∗ (Y ) (cf. [ML63], ch. V, th. 10.1 — le cas des modules projectifs se transporte
sans modification à une catégorie tensorielle exacte quelconque), on en déduit la proposition.

7.3 L’équivalence de catégories FPl,n ≃ ComodIEn
L’analogue des considérations précédentes dans les catégories FPl,n permet d’obtenir l’équiva-

lence de catégories qui donne son titre à cette section. Les structures que l’on en déduit constituent
une justification essentielle à l’étude des catégories FPl,n, dont nous verrons en fin de chapitre
comment elle peut intervenir dans les catégories de type FGr,I .

Convention 7.3.1. Dans cette section, on se donne un entier naturel n.

On rappelle que le foncteur ιPl
n : F → FPl,n est adjoint à gauche au foncteur σPl

n : FPl,n → F
(proposition 6.3.26. 4).

Proposition et définition 7.3.2. La monade de F associée à l’adjonction entre les foncteurs ιPl
n

et σPl
n conformément à la proposition 1.2.12, que nous désignerons par TPl,n = (∆En

, uPl,n, µPl,n),
est donnée comme suit.

– Le foncteur ∆En
est le foncteur de décalage de F introduit au paragraphe 4.2.1.
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– La transformation naturelle uPl,n : id → ∆En
(unité de l’adjonction) est induite par l’appli-

cation linéaire 0→ En, compte-tenu de l’identification entre id et ∆0.
– La multiplication µPl,n : (∆En

)2 ≃ ∆En⊕En
→ ∆En

est la transformation naturelle induite
par la somme En ⊕ En → En.

En outre, il existe un scindement naturel id
uPl,n
−−−→ ∆En

pPl,n
−−−→ id, où pPl,n est induit par l’ap-

plication linéaire En → 0.

Proposition 7.3.3. La catégorie FPl,n est équivalente à la catégorie des modules sur la monade
TPl,n de F .

Ces deux propositions se démontrent de manière analogue aux propositions 7.2.3 et 7.2.5.

Convention 7.3.4. Dans la suite de cette section, nous identifierons la catégorie FPl,n avec la
sous-catégorie des modules sur TPl,n de F . Autrement dit, un objet de FPl,n sera désormais un

couple (X,∆En
X

mX−−→ X), où X est un objet de F et mX un morphisme tel que :

– la composée X
(uPl,n)X

−−−−−−→ ∆En
X

mX−−→ X est le morphisme identique ;

– les composées (∆En
)2X

(µPl,n)X

−−−−−−→ ∆En
X

mX−−→ X et (∆En
)2X

∆EnmX
−−−−−→ ∆En

X
mX−−→ X

cöıncident.
Par abus, nous noterons parfois simplement X pour (X,mX).

Notation 7.3.5. Le morphisme X → X ⊗ IEn
adjoint à mX (cf. proposition 4.2.5) sera noté ψX

dans la suite de cette section.

Nous indiquons, dans la proposition suivante, l’analogue du foncteur ηI de la section précédente.
La démonstration, très similaire à celle des propositions 7.2.15, 7.2.16 et 7.2.18, est de ce fait omise.

Proposition et définition 7.3.6 (Foncteur ηPl
n ). 1. On définit le foncteur ηPl

n : FPl,n → F
comme le coégalisateur des deux transformations naturelles pPl,n (cf. notation de la proposi-
tion 7.3.2) et m : ∆En

σPl
n ։ σPl

n .

2. Le foncteur ηPl
n est adjoint à gauche au foncteur κPl

n .

3. Il existe des isomorphismes
ηPl
n ◦ κ

Pl
n ≃ η

Pl
n ◦ ι

Pl
n ≃ id.

4. Le foncteur ηPl
n commute au produit tensoriel à isomorphisme naturel près.

On peut introduire, comme dans la section précédente, une notion de résolution canonique dans
FPl,n, grâce à laquelle on peut calculer les foncteurs dérivés du foncteur ηPl

n , et relier les groupes
d’extension dans FPl,n à ceux de F par une suite spectrale. Plutôt que de détailler ces considérations,
nous abordons des constructions plus spécifiques à la catégorie FPl,n.

Remarque 7.3.7. Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, le foncteur PV est muni d’une
structure naturelle d’algèbre commutative, dont la multiplication est le morphisme PV ⊗ PV ≃
PV⊕V → PV induit par la diagonale V → V ⊕V et l’unité PV → F2 ≃ P0 par 0→ V . Explicitement,
la structure d’algèbre sur les espaces vectoriels PV (W ) = F2[hom(V,W )] qui s’en déduit est celle
de l’algèbre du groupe abélien hom (V,W ).

En utilisant le foncteur de dualité D, on en déduit une structure naturelle de coalgèbre cocom-
mutative sur les injectifs standard IV de F .

Proposition 7.3.8. Il existe une équivalence de catégories FPl,n
≃
−→ ComodIEn

qui factorise le
foncteur σPl

n : FPl,n → F à travers le foncteur d’oubli ComodIEn
→ F .

FPl,n
σPl

n //

≃
%%

F

ComodIEn

OO
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Démonstration. La proposition découle de ce qu’une flèche ∆En
X → X de F fait de X un module

sur TPl,n si et seulement si la flèche adjointe X → X ⊗ IEn
définit une structure de IEn

-comodule
sur X . En effet, la multiplication de TPl,n comme la comultiplication de IEn

sont induites par la
somme En ⊕ En → En, et l’unité de TPl,n comme la coünité de IEn

proviennent du morphisme
0→ En.

Remarque 7.3.9. Il n’y a pas d’analogue simple à cette proposition en termes des catégoriesFGr,I , car
l’adjoint à droite au foncteur ∆I

surj (qui existe par le corollaire 1.3.18) semble délicat à comprendre.

Remarque 7.3.10. La proposition 7.3.8 est à comparer avec l’équivalence de catégories

FPl,n
≃
−→ Comod

fid
ePn

(fournie par un foncteur d’intégrale) déduite de la proposition 6.1.23.

Dans F , les P̃n-comodules fidèles sont très différents des IEn
-comodules ; par exemple, les pre-

miers ne sont jamais finis (hormis 0), alors que tout objet de F peut être muni d’une structure de
IEn

-comodule (on notera qu’il n’y a plus d’hypothèse de fidélité). Cette observation est à rapprocher

des structures d’algèbre très différentes obtenues par évaluation sur les duaux (plus intuitifs) DP̃n
(algèbre de Boole) et PEn

(algèbre d’un groupe abélien fini).

Produit cotensoriel et foncteur χPl

n

Convention 7.3.11. Dans la suite de cette section, nous identifierons les catégories FPl,n et
ComodIEn

. En particulier, la coalgèbre IEn
étant cocommutative, on dispose dans FPl,n d’un

produit cotensoriel �
IEn

(cf. définition 1.6.14), qui sera noté simplement � par la suite ; c’est un

bifoncteur exact à gauche.

Dans l’identification de FPl,n à ComodIEn
, le foncteur σPl

n : FPl,n → F correspond au foncteur
d’oubli.

Remarque 7.3.12. Le coproduit ψX⊗Y d’un produit tensoriel de deux objets X et Y de FPl,n est
égal à la composée

X ⊗ Y
ψX⊗ψY
−−−−−→ (X ⊗ IEn

)⊗ (Y ⊗ IEn
) ≃ (X ⊗ Y )⊗ (IEn

⊗ IEn
)

(X⊗Y )⊗an
−−−−−−−→ (X ⊗ Y )⊗ IEn

où an : IEn
⊗ IEn

→ IEn
est le produit du foncteur en algèbres de Boole IEn

. Ainsi, le produit
tensoriel de la catégorie de comodules FPl,n provient de la structure d’algèbre sur IEn

. Le fait
que le produit tensoriel de deux IEn

-comodules est naturellement un IEn
-comodule provient de la

compatibilité des structures d’algèbre et de coalgèbre sur IEn
, qui est une algèbre de Hopf de la

catégorie tensorielle F .

Notation 7.3.13. Dans cette section, nous noterons jF : F →֒ F ⊗IEn
, pour F ∈ ObF , l’inclusion

canonique déduite de F2 →֒ IEn
.

Proposition 7.3.14. Le foncteur κPl
n associe à un objet F de F le IEn

-comodule (F, jF ).
Ainsi, le foncteur κPl

n identifie F à la sous-catégorie de Serre des IEn
-comodules X tels que

ψX = jX .

Démonstration. De manière semblable à la proposition 7.2.10, on voit que κPl
n (F ) est le TPl,n-

module (F, (pPl,n)F ). La proposition se déduit alors de ce que le morphisme (pPl,n)F : ∆En
F → F

est adjoint à jF .

Corollaire 7.3.15. Soient F un objet de F et X un objet de FPl,n. Les morphismes ψκPl
n (F )⊗X et

F ⊗ ψX : F ⊗ σPl
n (X)→ F ⊗ σPl

n (X)⊗ IEn
de F sont égaux.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 7.3.14 et de la remarque 7.3.12.

Remarque 7.3.16. On a un monomorphisme naturel σPl
n (X�Y ) →֒ σPl

n (X⊗Y ) ≃ σPl
n (X)⊗σPl

n (Y ) ;
il ne provient pas d’un morphisme naturel X�Y → X⊗Y . En revanche, le corollaire 7.3.15 montre
qu’il est induit par un monomorphisme naturel X�Y →֒ κPl

n σ
Pl
n (X)⊗Y (et aussi, symétriquement,

par un monomorphisme naturel X�Y →֒ X ⊗ κPl
n σ

Pl
n (Y )).
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Définition 7.3.17 (Foncteur χPl
n ). On définit le foncteur χPl

n : FPl,n → F par la composition
suivante.

χPl
n : FPl,n

·�F2−−−→ FPl,n
σPl

n−−→ F

Ainsi, χPl
n est l’égalisateur des transformations naturelles ψ et jσPl

n
: σPl

n → σPl
n ⊗ IEn

.

Proposition 7.3.18. Le foncteur χPl
n est adjoint à droite à κPl

n : F → FPl,n.

Démonstration. Soient F un objet de F et X un IEn
-comodule. Par la proposition 7.3.14,

homPl,n(κ
Pl
n (F ), X) s’identifie à l’ensemble des morphismes f : F → σPl

n (X) de F tels que le
diagramme suivant commute.

F

jF

��

f // σPl
n (X)

ψX

��
F ⊗ IEn

f⊗IEn // σPl
n (X)⊗ IEn

Comme le diagramme

F

jF

��

f // σPl
n (X)

j
σPl

n (X)

��
F ⊗ IEn

f⊗IEn // σPl
n (X)⊗ IEn

commute, la condition précédente revient à dire que le morphisme f est à valeurs dans l’égalisateur
des morphismes jσPl

n (X) et ψX , qui est χPl
n (X). Cela démontre la proposition.

Proposition 7.3.19. Il existe des isomorphismes naturels χPl
n (X ⊗ κPl

n (F )) ≃ χPl
n (X) ⊗ F et

X�κPl
n (F ) ≃ κPl

n (χPl
n (X)⊗ F ) pour X ∈ ObFPl,n et F ∈ ObF .

Démonstration. Le foncteur χPl
n (X⊗κPl

n (F )) est l’égalisateur des flèches ψX⊗κPl
n (F ) = ψX⊗F (par

le corollaire 7.3.15) et jσPl
n (X⊗κPl

n (F )) = jσPl
n (X) ⊗ F , il s’identifie donc canoniquement au produit

tensoriel de χPl
n (X) et F .

Par ailleurs, X�κPl
n (F ) est l’égalisateur des flèches X ⊗ F

ψX⊗F
−−−−→ X ⊗ IEn

⊗ F et

X ⊗F
X⊗ψ

κPl
n (F )

−−−−−−−→ X ⊗F ⊗ IEn
≃ X ⊗ IEn

⊗F ; comme X ⊗ψκPl
n (F ) = X ⊗ jF ≃ jσPl

n (X)⊗F (mo-
dulo l’isomorphisme d’échange des facteurs du produit tensoriel), ce foncteur s’identifie (dans F)
à χPl

n (X) ⊗ F . Il reste à voir que sa structure de IEn
-comodule est triviale, ce qui provient de

l’inclusion X�κPl
n (F ) →֒ κPl

n σ
Pl
n (X)⊗ κPl

n (F ) ≃ κPl
n (σPl

n (X)⊗ F ) (cf. remarque 7.3.16).

Remarque 7.3.20. On peut expliciter l’équivalence de catégories de la proposition 6.3.30 à l’aide des
foncteurs κPl

n et χPl
n . Ainsi, on vérifie que les foncteurs

F
κPl

n−−→ FPl,n

IPl,n
En

⊗·
−−−−−→ModIPl,n

En

et

ModIPl,n
En

oubli
−−−→ FPl,n

χPl

n−−→ F

sont des équivalences réciproques l’une de l’autre.
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Le foncteur χn : FGr,n → FGLn

Nous revenons maintenant à la catégorie FGr,n, en montrant comment les résultats précédents
peuvent être utilisés pour en étudier certaines propriétés.

Nous commençons par préciser le lien entre FPl,n et FGr,n.

Proposition et définition 7.3.21. 1. Le groupe linéaire GLn agit à droite sur la catégorie
EfPl,n : pour tout g ∈ GLn, on définit un foncteur τg : EfPl,n → E

f
Pl,n par (V, u) 7→ (V, u ◦ g)

sur les objets et par l’égalité homPl,n((V, u), (V
′, u′)) = homPl,n((V, u ◦ g), (V ′, u′ ◦ g)) sur les

morphismes, et l’on a τ1 = id et τg ◦ τh = τhg pour tous g, h ∈ GLn.

2. Par précomposition, on en déduit une action à gauche de GLn sur FPl,n : les foncteurs
τ∗g : FPl,n → FPl,n vérifient τ∗1 = id et τ∗g ◦ τ

∗
h = τ∗gh.

3. On appelle GLn-module dans FPl,n tout objet X de FPl,n muni de flèches τ∗g (X)
tg
−→ X (dites

d’action de GLn) telles que le diagramme

τ∗g τ
∗
h(X)

τ∗
g (th)

// τ∗g (X)

tg

��
τ∗gh(X)

tgh // X

commute pour tous g, h ∈ GLn. Un morphisme de GLn-modules de FPl,n est un morphisme
de FPl,n compatible aux morphismes d’action de GLn. On définit ainsi la sous-catégorie des
GLn-modules de FPl,n.

4. Le foncteur γn : FGr,n → FPl,n induit une équivalence de catégories entre FGr,n et la sous-
catégorie des GLn-modules de FPl,n.

5. Le foncteur γn admet un adjoint à gauche Φn : FPl,n → FGr,n donné sur les objets par

Φn(X)(V,W ) =
⊕

u∈IsoE(En,W )

X(V,En
u
−→W →֒ V ).

Démonstration. Les deux premières assertions sont claires. Le dernier point est un cas particulier
de la proposition 6.1.7 (cf. démonstration de la proposition 6.3.27). Comme le foncteur γn est exact
et fidèle, la proposition 1.2.16 montre que FGr,n est équivalente à la sous-catégorie de FPl,n des
modules sur la monade associée à cette adjonction. Cette monade se décrit comme suit.

– L’endofoncteur γnΦn de FPl,n est
⊕

g∈GLn
τ∗g .

– L’unité est l’inclusion
id →֒

⊕

g∈GLn

τ∗g

du facteur direct correspondant à g = 1.
– La multiplication est la transformation naturelle

⊕

h,h′∈GLn

τ∗hτ
∗
h′ →

⊕

g∈GLn

τ∗g

dont la composante τ∗hτ
∗
h′ → τ∗g est l’identité si hh′ = g, 0 sinon.

La proposition en résulte.

Remarque 7.3.22. Si A est une catégorie abélienne, on peut voir la catégorie AGLn
(introduite dans

l’exemple 1.1.10) comme une catégorie de GLn-modules dans A. La catégorie FGr,n est quant à elle
une catégorie de GLn-modules « tordus » par l’action du groupe linéaire sur FPl,n. Elle présente
de grandes similitudes avec (FPl,n)GLn

mais n’y est pas équivalente.
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Convention 7.3.23. Dans la suite de cette section, on identifie FGr,n avec la catégorie des GLn-
modules de FPl,n.

Définition 7.3.24. On appelle trivialisation sur GLn d’un foncteur α de source FPl,n la donnée
d’isomorphismes Tg : α ◦ τ∗g → α pour tout g ∈ GLn tels que le diagramme

ατ∗g τ
∗
h

(Tg)τ∗
h // ατ∗h

Th

��
ατ∗gh

Tgh // α

commute pour tous g, h ∈ GLn.

Proposition et définition 7.3.25. Soient A une catégorie abélienne et α : FPl,n → A un foncteur
muni d’une trivialisation sur GLn. On définit un foncteur αGr

GLn
: FGr,n → AGLn

comme suit.

– Sur les objets : si X est un GLn-module de FPl,n, alors αGr
GLn

(X) est l’objet α(X) de A muni
de l’action de GLn donnée par les flèches α(X) ≃ α(τ∗g (X))→ α(X) (pour g ∈ GLn), où la
première flèche est la trivisalisation et la seconde est induite par la structure de GLn-module
de X.

– La flèche qu’induit un morphisme de GLn-modules de FPl,n via α est un morphisme de AGLn
,

ce qui permet de déduire la fonctorialité de αGr
GLn

de celle de α.
De plus, le diagramme

FGr,n

γn

��

αGr
GLn // AGLn

OA
GLn

��
FPl,n α

// A

commute (à isomorphisme canonique près), où OA
GLn

désigne le foncteur d’oubli, conformément à
la notation de l’exemple 1.1.10.

Proposition et définition 7.3.26. 1. Le foncteur σPl
n : FPl,n → F admet une trivialisation

sur GLn pour laquelle le foncteur (σPl
n )GrGLn

: FGr,n → FGLn
s’identifie à σn.

2. La trivialisation précédente induit, via le monomorphime canonique χPl
n →֒ σPl

n , une triviali-
sation sur χPl

n .

3. Nous noterons χn le foncteur (χPl
n )GrGLn

: FGr,n → FGLn
.

4. Le foncteur χn est adjoint à droite à θn.

Démonstration. La trivialisation canonique de σPl
n se lit sur le foncteur de décalage pointé Sn :

pour tout g ∈ GLn, τgSn est donné sur un objet V de Ef par (V ⊕ En, En
0⊕g
−−→ V ⊕ En), et les

transformations naturelles τgSn → Sn données par le diagramme commutatif

En
0⊕g //

0⊕id ##H
HH

HH
HH

HH
V ⊕ En

id⊕g−1

��
V ⊕ En

fournissent la trivialisation recherchée.
Pour en déduire le second point, on remarque que le diagramme

σPl
n τ∗g //

Tg

��

σPl
n τ∗g ⊗ IEn

Tg⊗g
∗

��
σPl
n

// σPl
n ⊗ IEn
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commute pour tout g ∈ GLn, où Tg est l’isomorphisme de trivialisation et les flèches horizontales
sont donnéees par la somme de ψ et de l’inclusion canonique.

La dernière assertion s’obtient à partir des trois observations suivantes.

1. La composée FGr,n
χn
−−→ FGLn

OF
GLn−−−−→ F est adjointe à droite à F → FGLn

θn−→ FGr,n, où
la première flèche est la postcomposition par le foncteur E → F2[GLn]Mod d’extension des
scalaires. En effet, le diagramme commutatif de la proposition 7.3.25, la proposition 7.3.18 et
la dernière assertion de la proposition 7.3.21 montrent que la première composée est adjointe

à droite à F
κPl

n−−→ FPl,n
Φn−−→ FGr,n, qui cöıncide avec κn⊗P

Gr,n
(En,En), flèche à laquelle s’identifie

également F → FGLn

θn−→ FGr,n.

2. Le foncteur χn est un sous-foncteur de σn. Cela découle de la première partie de la démonstra-
tion.

3. Il existe un diagramme commutatif

homFGLn
(F, χn(X))

≃

���
�

�

� � // homFGLn
(F, σn(X))

≃

��
homGr,n(θn(F ), X) � � // homGr,n(ξn(F ), X)

naturel en les objets F de FGLn
et X de FGr,n, où la flèche verticale de droite provient

de la proposition 6.3.17. L’isomorphisme en pointillé résulte des deux remarques précédentes
lorsque F appartient à l’image du foncteur F → FGLn

induit par l’extension des scalaires ; le
cas général s’en déduit par passage à la colimite, les générateurs projectifs standard de FGLn

appartenant à cette image.



Chapitre 8

Propriétés fondamentales des
catégories FGr,I

Le début de ce chapitre décrit la structure générale des catégories FGr,I . Les deux premières
sections introduisent un foncteur différence similaire à celui de la catégorie F , qui permet de décrire
les objets finis de FGr,I , à partir du résultat fondamental selon lequel ils sont polynomiaux. On
obtient ainsi, en combinant la stratification de la catégorie FGr par les sous-catégories FGr,≤n et
la filtration polynomiale, que les objets simples de FGr sont naturellement paramétrisés par une
représentation irréductible (sur F2) d’un groupe symétrique Σk et une représentation irréductible
d’un groupe linéaire GLn(F2).

La section 8.3, spécifique à la catégorie globale FGr, introduit un produit tensoriel total similaire
à celui de la catégorie Fsurj ; elle repose sur la combinatoire de base de la catégorie EfGr exposée
dans le paragraphe 6.2.3.

La section 8.4 étudie les adjoints au produit tensoriel des catégories FGr,I , qui possèdent de
nombreuses propriétés relativement aux foncteurs fondamentaux introduits au chapitre 6. Certaines
d’entre elles interviendront au chapitre 10.

La section 8.5 contient les résultats les plus importants de ce chapitre. Le théorème 8.5.11 est un
résultat d’annulation cohomologique puissant sur le foncteur ω, qui contient nombre de propriétés
déjà connues dans les catégories de foncteurs ; nous en donnons un exemple significatif dans le
paragraphe 8.5.4. Ce théorème repose sur un argument d’adjonction et des considérations explicites
liées à la catégorie Fsurj . Outre l’intérêt intrinsèque des propriétés d’annulation cohomologique qu’il
implique, il constitue un outil puissant pour étudier la structure de la catégorie F et la conjecture
artinienne, dont nous donnons une version extrêmement forte (paragraphe 8.5.3) à l’aide du foncteur
ω. Nous verrons au chapitre 10 que cette conjecture implique que ce foncteur induit un isomorphisme
d’anneaux entre le groupe de Grothendieck Gf0 (FGr) des objets finis de FGr, muni de la structure

multiplicative induite par le produit tensoriel total, et l’anneau de Grothendieck Gtf0 (F) des objets
de type fini de F (pour le produit issu du produit tensoriel usuel). Il s’agit d’une des descriptions
conjecturales les plus puissantes de la structure globale de la catégorie F . Le chapitre 9 établira une
forme affaiblie de la conjecture artinienne extrêmement forte, s’appuyant sur le théorème 8.5.11, et
un autre résultat d’annulation cohomologique analogue.

Les catégories FPl,n possèdent une structure de base similaire (simplifiée par l’absence d’ac-
tion du groupe GLn) à celle des FGr,n ; nous en avons mentionné rapidement quelques propriétés
significatives. En revanche, l’important paragraphe 8.5.2 est spécifique aux catégories de type FGr,I .

La catégorie F̃Gr intervient dans la section 8.5, d’abord, en filigrane par le biais du foncteur I ;
elle apparâıt explicitement dans le paragraphe 8.5.4, qui exploite l’auto-dualité de cette catégorie
pour appliquer le paragraphe 8.5.2 à la catégorie Finj .
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8.1 Objets polynomiaux

On dispose dans les catégories de foncteurs en grassmanniennes FGr,J d’un foncteur différence,
défini à partir des foncteurs de translation. Il constitue un outil fondamental, comme dans la
catégorie F . Non seulement ce foncteur différence possède un comportement analogue à celui de F ,
mais il lui est aussi relié par de nombreuses propriétés de compatibilité.

Les foncteurs polynomiaux des catégories FGr,J , qui se définissent comme dans la catégorie F ,
permettent d’introduire une filtration importante de ces catégories (par le degré), dont nous iden-
tifierons les quotients en fin de section.

Convention 8.1.1. Dans toute cette section, J désigne une partie de N et n un entier positif.

Définition 8.1.2 (Foncteurs de décalage et foncteur différence dans FGr,J).
– Soit V un objet de Ef . Le foncteur FGr,J → FGr,J de précomposition par le foncteur de

translation V ⊞ · : EfGr,J → E
f
Gr,J (cf. définition 6.2.9) est appelé foncteur de décalage par V

et se note ∆Gr,J
V .

On a ainsi ∆Gr,J
V X(A,B) = X(V ⊕A,B) pour X ∈ ObFGr,J et (A,B) ∈ ObEfGr,J .

La bifonctorialité de ⊞ rend l’association V 7→ ∆Gr,J
V fonctorielle.

– Le foncteur différence ∆Gr,J de FGr,J est le noyau de la transformation naturelle ∆Gr,J
F2
→ id

induite par le morphisme F2 → 0 de Ef .

Notation 8.1.3. – Le foncteur ∆Gr,J
F2

sera noté ∆̃Gr,J .

– Lorsqu’aucune confusion ne peut en résulter, nous noterons parfois ∆V , ∆̃ et ∆ pour ∆Gr,J
V ,

∆̃Gr,J et ∆Gr,J respectivement.

Remarque 8.1.4. Si I est un sous-ensemble de J , le diagramme

FGr,I

PI,J

��

∆Gr,I

// FGr,I

PI,J

��
FGr,J

∆Gr,J

// FGr,J

commute à isomorphisme canonique près lorsque le prolongement par zéro est défini. Il existe une
propriété analogue relative au foncteur de restriction RJ,I .

Une grande part des considérations relatives au foncteurs de décalage et différence de F se
transcrivent sans changement dans FGr,J . Notons tout d’abord que la transformation naturelle

id→ ∆̃Gr,J procure un scindement canonique

∆̃Gr,J ≃ ∆Gr,J ⊕ id ,

de sorte que ∆Gr,J commute aux limites et colimites, comme les foncteurs de décalage.

Proposition 8.1.5. Soit V un objet de Ef . Le foncteur ∆Gr,J
V est adjoint :

– à droite à · ⊗ ιJ (PV ) ;
– à gauche à · ⊗ κJ(IV ).

Ces adjonctions sont naturelles en V .

Démonstration. Par la proposition 6.2.16, il existe un isomorphisme naturel

homEf
Gr,J

(V ⊞X,Y ) ≃ homEf
Gr,J

(X,Y )× homE(V,OJ(Y )).

En utilisant la proposition 3.2.6, on en déduit que le foncteur ∆Gr,J
V est adjoint à droite à

· ⊗F2[homE(V,OJ)] = · ⊗ ιJ(PV ). L’autre adjonction s’obtient en utilisant l’autre isomorphisme de
la proposition 6.2.16 et la proposition 3.2.7. La naturalité en V dans ces adjonctions provient de la
même propriété des isomorphismes de la proposition 6.2.16.
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Corollaire 8.1.6. Le foncteur différence ∆Gr,J est adjoint :
– à droite à · ⊗ ιJ (P̄ ) ;
– à gauche à · ⊗ κJ(Ī).

Corollaire 8.1.7. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence de FGr,J conservent les objets
projectifs et les objets injectifs.

Démonstration. Ces foncteurs possèdent de chaque côté un adjoint exact, d’après ce qui précède,
donc la proposition 1.2.7 donne la conclusion.

La propriété suivante donne l’effet des foncteurs de décalage sur les foncteurs projectifs et
injectifs standard.

Proposition 8.1.8. Il existe des isomorphismes

∆Gr,J
V (PGr,J

X ) ≃ PKJ (X)(V )⊗ PGr,J
X

et
∆Gr,J
V (IGr,JX ) ≃ IOJ (X)(V )⊗ IGr,JX

naturels en les objets V de Ef et X de EfGr,J .

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 6.2.16.

Comme dans le cas de F , cette propriété a l’utile conséquence suivante. La démonstration en
est identique à celle de la cinquième assertion de la proposition 4.2.8.

Corollaire 8.1.9. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence de FGr,J conservent les objets
de type fini, de co-type fini, pfn et co-pfn.

Nous identifions à présent le noyau du foncteur différence de FGr,J . Il ne se réduit pas aux
foncteurs constants comme dans le cas de F , mais se décrit très simplement.

Lemme 8.1.10. Le foncteur composé ∆Gr,JρJ : FJsurj → FGr,J est nul.

Démonstration. On a en effet des isomorphismes naturels ∆Gr,J
V ◦ ρJ ≃ ρJ , puisque le diagramme

EfGr,J
BJ //

V⊞ ·

��

EJsurj

EfGr,J

BJ

<<zzzzzzzz

commute (à isomorphisme naturel près).

Proposition et définition 8.1.11 (Foncteurs pseudo-constants). Soit X un objet de FGr,J . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur ∆Gr,JX est nul ;

2. la coünité ρJεJ(X)→ X de l’adjonction de la proposition 6.3.18 est un isomorphisme ;

3. il existe un objet R de FJsurj tel que X est isomorphe à ρJ (R).

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur pseudo-constant.

Démonstration. La coünité ρJεJ(X) → X est donnée sur l’objet (V,W ) de EfGr,J par l’injection

X(W,W ) →֒ X(V,W ) induite par le morphisme canonique (W,W )→ (V,W ) de EfGr,J . La première
assertion signifie que le monomorphisme canonique X(A,B) →֒ X(A⊕ F2, B) est un isomorphisme

pour tout objet (A,B) de EfGr,J , on en déduit donc que le morphisme précédent est un isomorphisme,
par récurrence sur la codimension de W dans V . Ainsi, la première assertion implique la deuxième.

Il est clair que la deuxième implique la troisième. Enfin, la troisième entrâıne la première par le
lemme 8.1.10.
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Définition 8.1.12 (Foncteurs polynomiaux, analytiques). Un foncteur X ∈ ObFGr,J est dit :
– polynomial s’il existe un entier naturel n tel que (∆Gr,J)nX = 0 ;
– analytique s’il est réunion de ses sous-foncteurs polynomiaux.
Le degré d’un foncteur polynomial non nul X est le plus grand entier positif n tel que

(∆Gr,J)nX 6= 0, on le note degX ; on pose également deg 0 = −∞.

Notation 8.1.13. Nous désignerons par (FGr,J)k la sous-catégorie pleine de FGr,J formée des
foncteurs polynomiaux de degré au plus k.

Proposition 8.1.14. 1. On a un isomorphisme

∆Gr,J(F ⊗G) ≃ (∆Gr,JF ⊗G)⊕ (F ⊗∆Gr,JG)⊕ (∆Gr,JF ⊗∆Gr,JG)

naturel en les objets F et G de FGr,J .

2. Si F et G sont deux foncteurs polynomiaux de FGr,J , alors F ⊗ G est polynomial et
deg(F ⊗G) = degF + degG.

3. Le produit tensoriel de deux foncteurs analytiques de FGr,J est analytique.

4. Un foncteur F de FGr,J est polynomial si et seulement si ∆Gr,JF est polynomial ; dans ce cas
deg(∆Gr,JF ) = degF − 1, si F n’est pas pseudo-constant.

La démonstration de cette proposition est semblable à celle de la proposition 4.2.13.

Remarque 8.1.15. On peut de même définir les filtrations polynomiale et copolynomiale dans FGr,J

et obtenir des propriétés analogues aux propositions 4.2.17, 4.2.20 et 4.2.21.

On rappelle que l’endofoncteur ∆J
surj de F ⊗ FJsurj , introduit dans la notation 7.2.2, est ca-

ractérisé par le scindement σJξJ ≃ id⊕∆J
surj .

Comme la catégorie F ⊗ FJsurj = Fct(Ef × EJsurj , E) s’identifie canoniquement à Fct(EJsurj ,F),
on y dispose d’un endofoncteur de postcomposition par ∆ : F → F . Ce foncteur sera noté ∆∗ dans
la suite, conformément à nos conventions générales.

Proposition et définition 8.1.16 (Foncteur différence et objets polynomiaux dans F ⊗ FJsurj).

Soient X un objet de F ⊗ FJsurj et d ∈ N.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur ∆d
∗X est nul.

(b) Le foncteur X appartient à la sous-catégorie épaisse Fct(EJsurj ,Fd−1) de Fct(EJsurj ,F).

Lorsque ces conditions sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur polynomial de degré
strictement inférieur à d.

2. Les endofoncteurs ∆∗ et ∆J
surj de F ⊗ FJsurj commutent à isomorphisme naturel près.

3. Si X est un foncteur polynomial non nul, alors ∆J
surjX est un foncteur polynomial de degré

strictement inférieur à celui de X.

Démonstration. Le premier point résulte des définitions. Pour le second, il suffit d’établir que ∆̃∗

et ∆̃J
surj commutent (à isomorphisme naturel près). Cela provient de ce que ces foncteurs sont

donnés par la précomposition par les endofoncteurs de Ef ×EJsurj donnés par (A,B) 7→ (A⊕F2, B)
et (A,B) 7→ (A ⊕ B,B), qui commutent par associativité et commutativité de la somme directe,
puisque leurs deux composées sont données, sur les objets, par (A,B) 7→ ((A ⊕ F2) ⊕ B,B) et
(A,B) 7→ ((A ⊕B)⊕ F2, B).

La commutation entre ∆∗ et ∆J
surj démontrée, il suffit de voir que la nullité de ∆∗X entrâıne

celle de ∆J
surjX . En effet, ∆∗X = 0 signifie que, pour tout objet (A,B) de Ef × EJsurj , l’injec-

tion canonique X(0, B) →֒ X(A,B) est un isomorphisme, ce qui implique que le monomorphisme
canonique X(A,B) →֒ X(A⊕B,B) est également un isomorphisme et achève la démonstration.
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La propriété suivante indique que tous les foncteurs introduits au chapitre 6, à l’exception du
foncteur d’intégrale en grassmanniennes, commutent aux foncteurs de décalage et différences. Cette
commutation se lit dans les catégories sources.

Proposition 8.1.17 (Commutation des foncteurs fondamentaux aux foncteurs différences).

1. (a) Il existe des isomorphismes canoniques ∆Gr,J ◦ ιJ ≃ ιJ ◦∆ et ∆Gr,J ◦ κJ ≃ κJ ◦∆ de
foncteurs F → FGr,J .

(b) Si F est un objet de F , F est polynomial si et seulement si ιJ (F ) est un objet polynomial
de FGr,J . Ils ont alors même degré.

(c) Si F est un objet de F , F est polynomial si et seulement si κJ(F ) est un objet polynomial
de FGr,J . Ils ont alors même degré.

2. (a) Il existe des isomorphismes canoniques ∆Gr,J ◦ ξJ ≃ ξJ ◦∆∗ et ∆Gr,J ◦ θJ ≃ θJ ◦∆∗ de
foncteurs F ⊗ FJsurj → FGr,J .

(b) Un objet F de F ⊗ FJsurj est polynomial si et seulement si l’objet ξJ (F ) de FGr,J est
polynomial. Ils ont alors même degré.

(c) Si F est un objet de F ⊗ FJsurj, F est polynomial si et seulement si θJ(F ) est un objet
polynomial de FGr,J . Ils ont alors même degré.

3. (a) On a un isomorphisme canonique ∆∗ ◦σJ ≃ σJ ◦∆Gr,J de foncteurs FGr,J → F⊗FJsurj.

(b) Si X est un objet de FGr,J , X est polynomial si et seulement si σJ(X) est un objet
polynomial de F ⊗ FJsurj. Ils ont alors même degré.

Démonstration. Établissons par exemple le dernier point, les autres se montrant de manière ana-
logue. Pour la première assertion, on note que le diagramme

Ef × EJsurj

LJ

��

(F2⊕·)×EJ
surj // Ef × EJsurj

LJ

��
EfGr,J

F2⊞· // EfGr,J

commute à isomorphisme canonique près (cf. démonstration de la proposition 8.1.16), d’où un

isomorphisme canonique ∆̃∗ ◦ σJ ≃ σJ ◦ ∆̃Gr,J et la première assertion.
La seconde se déduit de la précédente et de la fidélité du foncteur σJ .

Corollaire 8.1.18. Les foncteurs ιJ , κJ et σJ préservent les foncteurs analytiques.

Démonstration. Cela découle de la proposition précédente et de la commutation aux colimites des
foncteurs considérés.

Quotients de la filtration polynomiale de FGr,J

Comme dans le cas de la catégorie F , on peut identifier les quotients de la filtration polynomiale
de la catégorie FGr,n à une catégorie de représentations sur F2.

Lemme 8.1.19. Soit X un objet polynomial de degré d ≥ 0 de FGr,J . Le noyau de l’épimorphisme
canonique ξJ σJ (X) ։ X (coünité de l’adjonction de la proposition 6.3.17) est de degré strictement
inférieur à d.

Démonstration. La suite exacte (7.2) montre que le degré de ce noyau est inférieur à

deg ξJ (∆J
surjσJ (X)) = deg ∆J

surjσJ (X) < deg σJ (X) = d ,

où l’on a utilisé les propositions 8.1.17 et 8.1.16, d’où le lemme.
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Exemple 8.1.20. Si F est un objet polynomial de degré d ≥ 0 de F⊗FJsurj, le noyau de l’épimorphisme
canonique ξJ (F ) ։ θJ(F ) est de degré strictement inférieur à d. En effet, cet épimorphisme s’iden-
tifie à la coünité ξJ σJ θJ(F ) ։ θJ (F ) via l’isomorphisme canonique σJ θJ ≃ id de la proposi-
tion 6.3.16.

Le raisonnement du lemme précédent fournit également la proposition suivante.

Proposition 8.1.21. La résolution canonique (7.2) d’un foncteur polynomial X de FGr,J est finie ;
sa longueur est majorée par degX + 1 si X 6= 0.

Démonstration. Cela provient de l’inégalité

degℜGr,J
i (x) = deg ξJ (∆J

surj)
iσJ(X) ≤ degX − i.

La proposition suivante constitue le résultat principal de cette section. Elle nous permettra de
décrire le groupe de Grothendieck des objets finis de la catégorie FGr,J , dans la section suivante.

Proposition 8.1.22. 1. Le foncteur ξJ : Fct(Ef ×EJsurj , E) ≃ Fct(EJsurj ,F)→ FGr,J induit un

foncteur Fct(EJsurj ,Fk/Fk−1)→ (FGr,J)k/(FGr,J)k−1 pour tout k ∈ N.

2. Ce foncteur est une équivalence de catégories dont un inverse est donné par le foncteur
(FGr,J)k/(FGr,J)k−1 → Fct(EJsurj ,Fk/Fk−1) induit par σJ : FGr,J → Fct(Ef × EJsurj , E) ≃

Fct(EJsurj ,F).

Démonstration. Comme le foncteur ξJ commute au foncteur différence, il induit des foncteurs exacts
Fct(EJsurj ,Fk) → (FGr,J)k et Fct(EJsurj ,Fk/Fk−1) → (FGr,J)k/(FGr,J)k−1 pour tout k ∈ N. Le

foncteur σJ induit de même un foncteur exact (FGr,J)k/(FGr,J )k−1 → Fct(EJsurj ,Fk/Fk−1) pour
tout k ∈ N.

Comme σJξJ ≃ id⊕∆J
surj (cf. section 7.2), la dernière assertion de la proposition 8.1.16 montre

que l’endofoncteur de Fct(EJsurj ,Fk/Fk−1) induit par σJ ξJ est isomorphe à l’identité.
Par ailleurs, le lemme 8.1.19 établit que l’endofoncteur de (FGr,J)k/(FGr,J)k−1 induit par ξJ σJ

est isomorphe à l’identité. Cela achève la démonstration.

Remarque 8.1.23. L’exemple 8.1.20 montre que le foncteur (Fk/Fk−1)⊗FJsurj → (FGr,J)k/(FGr,J)k−1

induit par θJ est le même que celui qu’induit ξJ : la restriction à (FGr,J)k l’épimorphisme canonique
ξJ ։ θJ a un noyau à valeurs dans (FGr,J)k−1.

Une variante de ce raisonnement consiste à utiliser la proposition 8.1.22 et observer que le
foncteur (Fk/Fk−1)⊗FJsurj → (FGr,J)k/(FGr,J)k−1 induit par θJ est inverse de celui qu’induit σJ ,
par la proposition 6.3.16.

Les propositions 8.1.22 et 4.2.42 fournissent le corollaire suivant.

Corollaire 8.1.24. Pour tout k ∈ N, les catégories (FGr,J)k/(FGr,J)k−1 et Fct(EJsurj ,ModF2[Σk])
sont équivalentes.

En particulier, la catégorie (FGr,n)k/(FGr,n)k−1 est équivalente à celle des F2[GLn×Σk]-modules.

Le cas de la catégorie FPl,n

La définition 8.1.2 se transcrit sans changement dans la catégorie FPl,n, de même qu’une grande
partie des considérations de cette section. Une simplification apparâıt par rapport au cas de FGr,J :
les objets de FPl,n annulés par le foncteur différence sont les foncteurs constants. Les définitions et
résultats précédents se transportent, moyennant cette simplification, à cette catégorie. On peut en
particulier définir la notion de foncteur polynomial et de degré d’un tel foncteur de FPl,n ; il l’on
note (FPl,n)k, pour k ∈ Z, la sous-catégorie épaisse de FPl,n formée des foncteurs polynomiaux de
degré inférieur à k, la proposition 8.1.22 a l’analogue suivant.

Proposition 8.1.25. Pour tout entier k, les foncteurs ιPl
n et σPl

n induisent des foncteurs
Fk/Fk−1 → (FPl,n)k/(FPl,n)k−1 et (FPl,n)k/(FPl,n)k−1 → Fk/Fk−1 qui sont des équivalences
de catégories réciproques l’une de l’autre.
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8.2 Objets finis

Les résultats de la section précédente permettent de décrire les objets simples et les objets
finis des catégories FGr,I et FPl,n à partir de ceux de F et FIsurj. Comme pour la catégorie F ,
l’un des résultats les plus importants réside dans le caractère polynomial des objets finis. Nous ne
mentionnerons les analogues en termes des catégories FPl,n des résultats détaillés dans FGr,I que
pour les plus importants d’entre eux.

Convention 8.2.1. Dans cette section, I désigne une partie de N.

Lemme 8.2.2. Soit X un objet de FGr,I tel que ∆X est un objet fini de FGr,I et εI(X) un objet
fini de FIsurj. Alors X est fini.

Démonstration. Cela provient, via la proposition 2.6.15, du caractère exact et fidèle du foncteur

(∆, εI) : FGr,I → FGr,I ×F
I
surj .

Remarque 8.2.3. On a des résultats semblables en remplaçant dans cet énoncé fini par de type fini,
pfn ou co-pfn.

Définition 8.2.4 (Niveau). On appelle niveau d’un objet X de FGr,I l’élément

niv(X) = sup {dimW | (V,W ) ∈ Ob EfGr,I X(V,W ) 6= 0}

de I ∪ {−∞,+∞}. On dit que X est de niveau fini si niv(X) < +∞.
On définit de même le coniveau de X comme l’élément

coniv(X) = inf {dimW | (V,W ) ∈ Ob EfGr,I X(V,W ) 6= 0}

de I ∪ {+∞}.

Proposition 8.2.5. – Un objet X de FGr,I est fini si et seulement s’il est polynomial, à valeurs
de dimension finie et de niveau fini.

– Soit n un entier positif. Un objet de FPl,n est fini si et seulement s’il est polynomial et à
valeurs de dimension finie.

Démonstration. Soient S un objet simple de FGr,I et (A,B) un objet de Ef × EIsurj tel que
S(LI(A,B)) 6= 0 (le foncteur LI est essentiellement surjectif — cf. proposition 6.2.23), de sorte

qu’il existe un épimorphisme PGr,I
LI (A,B) ≃ ιI(PA) ⊗ ρI(P

EI
surj

B ) ։ S (cf. proposition 6.3.12). Cela

montre d’une part que S est à valeurs de dimension finie, et que S(V,W ) = 0 pour dimW > dimB.
D’autre part, comme l’objet PA de F est coanalytique (proposition 4.2.23), il existe un objet po-
lynomial F de F et un épimorphisme ιI(F ) ⊗ ρI(P

surj
B ) ։ S. La proposition 8.1.17 montre que

ιI(F ) ⊗ ρI(P
surj
B ), donc S, est polynomial. Un argument d’épaisseur montre ensuite que tous les

objets finis de FGr,I sont polynomiaux, à valeurs de dimension finie et de niveau fini.
La réciproque résulte du lemme 8.2.2 et de la proposition 5.3.7 par récurrence sur le degré

polynomial.
Le cas de FPl,n se traite de manière analogue (et plus simple).

Remarque 8.2.6. La condition de finitude du niveau est vide si I est fini.

Corollaire 8.2.7. Soient F un objet de F et A un objet de FIsurj.

1. Si F et A sont finis, il en est de même pour l’objet ιI(F )⊗ ρI(A) de FGr,I . La réciproque est
vraie si A et F sont non nuls.

2. Si F et A sont finis, il en est de même pour l’objet κI(F )⊗ ρI(A) de FGr,I . La réciproque est
vraie si A et F sont non nuls.
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3. Un objet X de FGr,I est fini si et seulement si l’objet σI(X) de F ⊗ FIsurj est fini.

Démonstration. La proposition 8.1.17 montre que ιI(F ) ⊗ ρI(A) = ξI(F ⊠ A) est polynomial si et
seulement si F ⊠A ∈ ObF ⊗FIsurj l’est, ou encore si et seulement si κI(F )⊗ ρI(A) l’est. Si A est
non nul, le caractère polynomial de F ⊠A équivaut à celui de F (cf. proposition/définition 8.1.16).

Lorsque A et F sont non nuls, ιI(F )⊗ ρI(A) est à valeurs de dimension finie si et seulement s’il
en est de même pour F et A.

Si F 6= 0, le foncteur ιI(F ) ⊗ ρI(A) est de niveau fini si et seulement si A(V ) = 0 pour dimV
assez grande. La finitude de A dans FIsurj équivaut à la conjonction de cette condition et de celle
que A est à valeurs de dimension finie (cf. proposition 5.3.7).

La proposition 8.2.5 et le corollaire 4.2.26 permettent de déduire des remarques précédentes les
deux premières assertions du corollaire. La dernière s’établit de manière analogue.

Nous désignerons par la suite par F lfGr,I la sous-catégorie pleine (FGr,I)
lf (cf. notation 2.6.17)

de FGr,I formée des objets localement finis.

Corollaire 8.2.8. 1. Si X est un objet fini de FGr,I , il en est de même pour ∆X.

2. Le produit tensoriel de deux objets finis de FGr,I est fini.

3. Les objets finis de FGr,I sont pf∞ et co-pf∞. En particulier, FGr,I satisfait aux hypothèses
2.6.9 et 2.6.10.

4. La sous-catégorie F lfGr,I de FGr,I est épaisse. Ses objets sont les foncteurs analytiques.

Démonstration. Elle est similaire à celle du corollaire 4.2.28.

Description des objets simples

Nous ramenons, grâce aux propositions 8.1.22 et 8.2.5, la description des objets simples de la
catégorie FGr,I à celle des objets simples de F ⊗ FIsurj , qui s’obtiennent par le lemme suivant.

Lemme 8.2.9. Les objets simples de F ⊗FIsurj sont, à isomorphisme près, les S ⊠R, où S est un

objet simple de F et R un objet simple de FIsurj. Le produit tensoriel extérieur induit de plus un

isomorphisme d’anneaux (sans unité si I est infini) Gf0 (F ⊗ FIsurj) ≃ G
f
0 (F)⊗Gf0 (FIsurj).

Démonstration. Cela découle de la proposition 3.3.18 et de son corollaire 3.3.19, dont les hypothèses
sont vérifiées grâce à la proposition 4.2.56 (ou 5.3.19).

Proposition 8.2.10. 1. Étant donné un objet X de FGr,I , les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(a) l’objet X de FGr,I est simple ;

(b) l’objet σI(X) de F ⊗ FIsurj est simple ;

(c) il existe un objet simple F de F et un objet simple R de FIsurj tel que X est isomorphe
à κI(F )⊗ ρI(R).

2. Les foncteurs exacts σI et θI induisent des isomorphismes d’anneaux (sans unité si I est

infini) entre Gf0 (FGr,I) et Gf0 (F ⊗ FIsurj) ≃ G
f
0 (F)⊗Gf0 (FIsurj) réciproques l’un de l’autre.

Démonstration. La proposition 6.3.15.2 montre que le foncteur θI transforme un objet simple de
F⊗FIsurj en un objet simple de FGr,I et induit un monomorphisme de groupes abéliens, compatible

au produit, Gf0 (F ⊗ FIsurj) →֒ Gf0 (FGr,I). Ces deux groupes sont filtrés par le degré polynomial
(par le corollaire 4.2.26 et la proposition 8.2.5), qui est respecté par θI (cf. proposition 8.1.17). Les
morphismes

Gf0 ((Fk/Fk−1)⊗F
I
surj)→ (FGr,J)k/(FGr,J)k−1

induits par ce monomorphisme sur les quotients de la filtration par le degré sont des isomorphismes
par la proposition 8.1.22 et la remarque 8.1.23.
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Ainsi, θI induit un isomorphisme d’anneaux Gf0 (F⊗FIsurj)
≃
−→ Gf0 (FGr,I). Son inverse est induit

par σI grâce à la dernière assertion du corollaire 8.2.7 et à la proposition 6.3.16, d’où la seconde
assertion.

De surcrôıt, tous les objets simples de la catégorie FGr,I sont isomorphes à l’image d’un objet
simple de F ⊗ FIsurj par le foncteur θI . Compte-tenu du lemme 8.2.9 et de la proposition 6.3.16,
cela démontre les implications (a) ⇒ (c) ⇒ (b) de la première assertion. L’implication (b) ⇒ (a)
provient de l’exacte fidélité du foncteur σI (par la proposition 2.6.15).

La proposition suivante s’établit de façon très analogue.

Proposition 8.2.11. Pour tout n ∈ N, les foncteurs exacts σPl
n et κPl

n induisent des isomorphismes

d’anneaux entre Gf0 (FPl,n) et Gf0 (F) réciproques l’un de l’autre, qui respectent les classes des objets
simples.

Corollaire 8.2.12. Le foncteur exact ξI induit un isomorphisme d’anneaux (sans unité si I est

infini) entre Gf0 (F)⊗Gf0 (FIsurj) ≃ G
f
0 (F ⊗ FIsurj) et Gf0 (FGr,I).

Démonstration. Compte-tenu de la remarque 8.1.23, il suffit de reprendre la démonstration de la
proposition 8.2.10.

Corollaire 8.2.13. Les corps d’endomorphismes des objets simples de FGr,I sont réduits à F2. Il
en est de même pour les catégories FPl,n.

Démonstration. Soient S un objet simple de F et R un objet simple de FIsurj. Comme le foncteur
ξI est pleinement fidèle (cf. proposition 6.3.15), on a

EndGr,I

(
ιI(S)⊗ ρI(R)

)
≃ EndGr,I

(
ξI(S ⊠R)

)
≃ EndF⊗FI

surj
(R ⊠ S) ≃ EndF (S)⊗ EndFI

surj
(R),

où l’on a utilisé l’isomorphisme (3.7) de la proposition 3.3.16 — les objets S et R sont de présentation
finie par les corollaires 4.2.28 et 5.3.9.

On en conclut que EndGr,I

(
ιI(S)⊗ ρI(R)

)
est réduit à F2 par les propositions 4.2.56 et 5.3.19.

Cela démontre l’assertion relative à FGr,I grâce à la proposition 8.2.10.
Dans FPl,n, on raisonne de même, sans avoir à utiliser de produit tensoriel extérieur : on applique

les propositions 8.2.11 et 4.2.56 et la pleine fidélité du foncteur κPl
n .

Conséquences en terme de cosocle

Corollaire 8.2.14. Il existe un isomorphisme

cosocX ≃ θI(cosoc ηI(X))

naturel en l’objet X de FGr,I .

Démonstration. Les propositions 8.2.10 et 6.3.15 montrent que le foncteur θI induit une équivalence
entre la sous-catégorie pleine des objets sans radical de F ⊗ FIsurj et la sous-catégorie pleine des
objets sans radical de FGr,I . Le lemme 7.2.14 (ou l’adjonction de la proposition 7.2.15) donne alors
la conclusion.

Corollaire 8.2.15. Pour tout objet F de F ⊗ FIsurj, on a des isomorphismes naturels

cosoc ξI(F ) ≃ cosoc θI(F ) ≃ θI(cosocF ).

Démonstration. On combine le corollaire précédent aux isomorphismes ηI ◦ξI ≃ ηI ◦θI ≃ idF⊗FI
surj

de la proposition 7.2.16.

Remarque 8.2.16. 1. Explicitement, l’isomorphisme cosoc ξI(F ) ≃ cosoc θI(F ) est induit par
la projection canonique ξI(F ) ։ θI(F ), et l’isomorphisme cosoc θI(F ) ≃ θI(cosocF ) par
F ։ cosocF .
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2. Le premier isomorphisme montre que, pour tout objet de type fini F de F , l’épimorphisme
canonique ιI(F ) ։ κI(F ) est essentiel. Son comportement est totalement différent sur les
objets de co-type fini ; ainsi, la proposition 6.3.14 montre que, dans le cas où I = N, cet
épimorphisme se scinde toujours lorsque F est un injectif standard IV de F (alors que
ι(IV ) ։ κ(IV ) n’est un isomorphisme que pour V = 0).

Avant d’énoncer une conséquence utile de ce corollaire, qui décrit les projectifs indécomposables
de type fini de FGr,I , rappelons que le produit tensoriel extérieur induit un isomorphisme
K0(F)⊗K0(FIsurj) ≃ K0(F ⊗ FIsurj) (la démonstration est la même que celle du lemme 8.2.9).

Corollaire 8.2.17. Le foncteur ξI : F⊗FIsurj → FGr,I induit un isomorphisme de groupes abéliens

K0(F ⊗ FIsurj)
≃
−→ K0(FGr,I).

Autrement dit, le produit tensoriel des morphismes induits par ιI et ρI fournit un isomorphisme

K0(F)⊗K0(FIsurj)
≃
−→ K0(FGr,I).

Démonstration. La proposition 6.3.12 montre que le foncteur exact ξI conserve les objets projectifs
de type fini, il induit donc un morphisme de groupes K0(F ⊗ FIsurj) → K0(FGr,I). Le corollaire

8.2.15 montre qu’il transporte la couverture projective d’un objet simple S de F ⊗ FIsurj sur la
couverture projective de θI(S). Le résultat se déduit donc de la proposition 8.2.10 et de la dernière
assertion du corollaire 2.7.24.

Remarque 8.2.18. L’inverse de cet isomorphisme ne se décrit pas simplement en termes des foncteurs
fondamentaux depuis FGr,I . Il est en de même pour l’isomorphisme du corollaire 8.2.12.

8.3 Structures tensorielles sur FGr

Il est utile d’introduire sur la catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale FGr, à côté de
la structure tensorielle usuelle donnée par ⊗ (à laquelle nous nous référerons lorsque nous parlerons
de structure tensorielle sans plus de précision) une seconde structure tensorielle, très analogue à
celle donnée par le produit tensoriel total de Fsurj (cf. paragraphe 5.2).

Définition 8.3.1 (Produit tensoriel total). Étant donnés deux objets X et Y de FGr, on appelle
produit tensoriel total de X et Y le foncteur noté X ⊗̃Y et défini comme suit.

– Si (V,W ) est un objet de EfGr, on pose

(X ⊗̃Y )(V,W ) =
⊕

A,B∈Gr(W )

A+B=W

X(V,A)⊗ Y (V,B).

– Si u : (V,W ) ։ (V ′,W ′) est un morphisme de EfGr, on définit le morphisme

(X ⊗̃Y )(u) : (X ⊗̃Y )(V,W )→ (X ⊗̃Y )(V ′,W ′) comme la somme directe sur les sous-espaces
A et B de W tels que A+B = W des morphismes

X(V,A)⊗Y (V,B)
X(u)⊗Y (u)
−−−−−−−→ X(V ′, u(A))⊗Y (V ′, u(B)) →֒

⊕

A′,B′∈Gr(W ′)

A′+B′=W ′

X(V ′, A′)⊗Y (V ′, B′)

où l’on note encore, par abus, u pour les morphismes (V,A) → (V ′, u(A)) et
(V,B)→ (V ′, u(B)) induits par u.
Cette définition fait sens puisque u(A) + u(B) = u(A+B) = u(W ) = W ′.

Le produit tensoriel total définit un bifoncteur FGr×FGr → FGr, le produit tensoriel de E étant
bifonctoriel.

Avant de préciser les liens entre ce produit tensoriel total et celui défini dans Fsurj , il sera
commode de définir un produit tensoriel total dans la catégorie auxiliaire F ⊗ Fsurj .
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Définition 8.3.2. Le produit tensoriel total sur F ⊗ Fsurj est le foncteur

⊗̃ : (F ⊗ Fsurj)× (F ⊗ Fsurj)→ F ⊗Fsurj

donné, via l’isomorphisme F ⊗ Fsurj ≃ Fct(Ef ,Fsurj), par

Fct(Ef ,Fsurj)× Fct(Ef ,Fsurj) ≃ Fct(Ef ,Fsurj ×Fsurj)
e⊗ ∗−−→ Fct(Ef ,Fsurj).

Autrement dit,

(X ⊗̃Y )(A,B) =
⊕

V,W∈Gr(B)

V+W=B

X(A, V )⊗ Y (A,W ) (A ∈ Ob Ef , B ∈ ObEfsurj).

Proposition 8.3.3. 1. Le produit tensoriel total définit sur FGr une structure tensorielle exacte
d’unité ρ(Is0).

2. Il existe un monomorphisme X ⊗ Y →֒ X ⊗̃Y naturel en les objets X et Y de FGr.

3. Les produits tensoriels totaux sur les catégories FGr, Fsurj et F⊗Fsurj vérifient les propriétés
de compatibilité suivantes : il existe des isomorphismes naturels

ρ(A ⊗̃B) ≃ ρ(A) ⊗̃ ρ(B) (A,B ∈ ObFsurj),

ξ(F ⊗̃G) ≃ ξ(F ) ⊗̃ ξ(G) (F,G ∈ ObF ⊗ Fsurj).

Démonstration. Cette proposition se vérifie par inspection. Par exemple, le dernier isomorphisme
provient des isomorphismes canoniques

ξ(F ⊗̃G)(V,W ) ≃ (F ⊗̃G)(V,W ) =
⊕

A,B∈Gr(W )

A+B=W

F (V,A)⊗G(V,B)

≃
⊕

A,B∈Gr(W )

A+B=W

ξ(F )(V,A) ⊗ ξ(G)(V,B) = (ξ(F ) ⊗̃ ξ(G))(V,W ) ((V,W ) ∈ Ob EfGr).

Remarque 8.3.4. En revanche, les foncteurs ε, σ et θ ne commutent pas au produit tensoriel total.
Par exemple, on a

θ(F ⊗̃G)(V,W ) ≃ (F ⊗̃G)(V/W,W ) =
⊕

A,B∈Gr(W )

A+B=W

F (V/W,A)⊗G(V/W,B)

tandis que

(θ(F ) ⊗̃ θ(G))(V,W ) =
⊕

A,B∈Gr(W )

A+B=W

θ(F )(V,A) ⊗ θ(G)(V,B) ≃
⊕

A,B∈Gr(W )

A+B=W

F (V/A,A) ⊗G(V/B,B).

On voit cependant ainsi qu’il existe un épimorphisme canonique θ(F ) ⊗̃ θ(G) ։ θ(F ⊗̃G).

Proposition 8.3.5. Il existe un isomorphisme PGr
(A,B) ⊗̃P

Gr
(A′,B′) ≃ PGr

(A⊕A′,B⊕B′) naturel en les

objets (A,B) et (A′, B′) de EfGr.

Démonstration. Cet énoncé découle de la proposition 6.2.30.

Corollaire 8.3.6. Le produit tensoriel total de FGr préserve les objets projectifs, les objets de type
fini et les objets pfn.
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Remarque 8.3.7. – Le corollaire 2.2.16 montre que le produit tensoriel usuel de FGr préserve
également les objets de type fini et pfn, bien qu’il ne conserve pas les projectifs.

– Le produit tensoriel usuel de deux objets projectifs de FGr n’est généralement pas projectif
(car il en est ainsi dans Fsurj — par exemple, P surjF2

⊗ P surjE2
n’est pas projectif).

– Dans la catégorie FPl,n, le produit tensoriel de deux objets projectifs est toujours projectif.
En effet, les projectifs standard de FPl,n sont les images par le foncteur ιPl

n , qui commute au
produit tensoriel, des projectifs standard de F .

– Le produit tensoriel de deux objets projectifs d’une catégorie FGr,n est également projectif. En
effet, il suffit (par un argument analogue au précédent) de noter que le produit tensoriel d’un
F2[GLn]-module projectif et d’un F2[GLn]-module fini est projectif (cf. proposition 3.2.8).

Proposition 8.3.8. 1. Il existe un isomorphisme ∆Gr
V (X ⊗̃Y ) ≃ ∆Gr

V X ⊗̃∆Gr
V Y naturel en les

objets V de Ef et X, Y de FGr.

2. Il existe un isomorphisme ∆Gr(X ⊗̃Y ) ≃ (∆GrX ⊗̃Y )⊕ (X ⊗̃∆GrY )⊕ (∆GrX ⊗̃∆GrY ) na-
turel en les objets X et Y de FGr.

3. Si X et Y sont deux foncteurs polynomiaux de FGr, alors X ⊗̃Y est polynomial. De plus,
deg(X ⊗̃Y ) = degX + deg Y .

4. Le produit tensoriel total de deux foncteurs finis de FGr est fini.

Démonstration. Le premier point provient de ce que les foncteurs de translation de EfGr n’agissent
pas sur la base. Les suivants s’en déduisent par le même raisonnement que pour le produit tensoriel
ordinaire dans F .

Corollaire 8.3.9. Le produit tensoriel total induit des structures d’anneau commutatif (unitaire)

sur les groupes de Grothendieck Gf0 (FGr) et K0(FGr). Pour ses structures, les isomorphismes des
corollaires 8.2.12 et 8.2.17 sont des isomorphismes d’anneaux, où les groupes de Grothendieck de
Fsurj sont munis de la structure d’anneau induit par le produit tensoriel total.

Contrairement à la situation que nous venons d’observer pour les projectifs, le produit tenso-
riel total possède un comportement déplaisant sur les injectifs. En revanche, le produit tensoriel
ordinaire est adapté à leur étude.

On rappelle que le symbole Gr qui intervient dans la proposition suivante a été introduit dans
la notation 6.2.31.

Proposition 8.3.10. Il existe un isomorphisme

IGr(A,B) ⊗ I
Gr
(A′,B′) ≃

⊕

C∈Gr(B,B′)

IGr(A⊕A′,C)

naturel en les objets (A,B) et (A′, B′) de EfGr.

Démonstration. C’est la version linéarisée de la proposition 6.2.32.

Corollaire 8.3.11. Le produit tensoriel de FGr préserve :
– les objets injectifs de co-type fini ;
– les objets de co-type fini ;
– les objets co-pfn.

La proposition suivante (qui généralise la dernière assertion de la proposition 5.4.3) constitue la
principale motivation de l’introduction du produit tensoriel total dans FGr.

Proposition 8.3.12. Il existe dans F un isomorphisme

ω(X ⊗̃Y ) ≃ ω(X)⊗ ω(Y )

naturel en les objets X et Y de FGr.
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Démonstration. Cela provient, par linéarisation, de la décomposition ensembliste

Gr(V )× Gr(V ) ≃
∐

W∈Gr(V )

{(A,B) ∈ Gr(W )× Gr(W ) |A+B = W}

naturelle en l’objet V de Ef .

Remarque 8.3.13. Cette proposition repose sur la décomposition du foncteur Gr × Gr : Ef → Ens

fournie par les fibres de la transformation naturelle Gr × Gr → Gr donnée par (A,B) 7→ A+B.
Cette décomposition sous-tend un grand nombre de propriétés de nature combinatoire de la

catégorie FGr, qui se lisent dans la catégorie source EfGr (cf. § 6.2.3).

8.4 Foncteurs hom internes et foncteurs de division

Nous étudions à présent, de façon non exhaustive, le comportement des foncteurs hom internes
et de division relativement aux foncteurs fondamentaux entre F et les catégories de foncteurs en
grassmanniennes FGr,I . Le premier paragraphe montre comment se modifient ces foncteurs dans
FGr,I lorsqu’on réduit ou qu’on accrôıt la taille de l’ensemble I. En effet, il est parfois commode de
travailler dans une catégorie FGr,n (où n ∈ N), car la catégorie Fnsurj ≃ F2[GLn]Mod a des foncteurs
hom internes et des foncteurs de division très faciles à comprendre, contrairement à ce qui advient
dans Fsurj ; mais il est souvent utile de transiter par la catégorie globale FGr, où l’on dispose par
exemple d’adjonctions qui ne perdurent pas dans FGr,n.

Le deuxième paragraphe expose des propriétés qui s’appuient sur la structure des catégories
FGr,I et sur le principe suivant : un foncteur possédant un adjoint qui a de bonnes propriétés de
commutation à l’égard du produit tensoriel hérite d’une propriété de commutation à l’égard des
foncteurs hom internes et de division.

Le troisième paragraphe est moins formel : nous nous intéressons à des propriétés de commu-
tation entre le foncteur ω, dont on connâıt l’adjoint à droite, et les foncteurs hom internes, définis
par leur adjoint à gauche. Le principe consiste alors à se ramener à la commutation entre ω et les
foncteurs de division, en s’appuyant sur le fait que les foncteurs de décalage fournissent une large
classe d’endofoncteurs qui, dans les catégories de foncteurs en grassmanniennes comme dans F ,
sont à la fois des foncteurs hom internes et des foncteurs de division (cf. proposition 8.1.5).

Il est à noter que nous ne considérons ici que le produit tensoriel usuel ; il existe également des
foncteurs hom internes (et des foncteurs de division par un foncteur à valeurs de dimension finie)
dans FGr relativement au produit tensoriel total. Ils ne seront pas nécessaires à nos considérations
ultérieures.

Exemple 8.4.1. La proposition 8.3.12 se traduit, en termes du foncteur hom interne H̃omGr de

(FGr, ⊗̃ ), par l’existence d’un isomorphisme naturel H̃omGr(X, ι(F )) ≃ ι
(
HomF(ω(X), F )

)
pour

X objet de FGr et F objet de F .

Remarque 8.4.2. Le cas des catégories FPl,n est analogue.

8.4.1 Comparaison entre les différentes catégories FGr,I

Convention 8.4.3. Dans ce paragraphe, on se donne deux parties I et J de N telles que I ⊂ J .

On rappelle que RJ,I est le foncteur de restriction et PI,J le foncteur de prolongement par zéro
— défini sous certaines conditions sur I et J — introduits dans la notation 6.3.2.

Proposition 8.4.4. Supposons que tout élément de J supérieur ou égal à un élément de I appartient
à I. Alors il existe dans FGr,J un isomorphisme

HomGr,J(X,PI,J(Y )) ≃ PI,J(HomGr,I(RJ,I(X), Y ))
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naturel en les objets X de FGr,J et Y de FGr,I , et dans FGr,I un isomorphisme naturel

RJ,I(PI,J(Y ) : X) ≃ (Y : RJ,I(X))

si X est à valeurs de dimension finie.
En particulier, pour tout n ∈ N, on a dans FGr,≤n un isomorphisme naturel

HomGr,≤n(X,Pn,≤n(Y )) ≃ Pn,≤n(HomGr,n(R≤n,n(X), Y ))

et, si X est à valeurs de dimension finie, un isomorphisme naturel dans FGr,n

R≤n,n(Pn,≤n(Y ) : X) ≃ (Y : R≤n,n(X)).

Démonstration. L’hypothèse assure que EfGr,I est une sous-catégorie complète à gauche de EfGr,J .
Par conséquent, le foncteur PI,J est adjoint à droite à RJ,I (cf. proposition 3.3.8). Le premier
isomorphisme de la proposition provient alors de la commutation du foncteur de restriction au
produit tensoriel, comme le montrent les isomorphismes naturels

homGr,J(A,HomGr,J(X,PI,J(Y ))) ≃ homGr,J(A⊗X,PI,J(Y )) ≃ homGr,I(RJ,I(A⊗X), Y )

≃ homGr,I(RJ,I(A)⊗RJ,I(X), Y ) ≃ homGr,I(RJ,I(A),HomGr,I(RJ,I(X), Y ))

≃ homGr,J(A,PI,J (HomGr,I(RJ,I(X), Y )))

(où A ∈ ObFGr,J) et le lemme de Yoneda. Le second se traite de façon analogue.

Proposition 8.4.5. Il existe des isomorphismes naturels

HomGr,J(ιJ (F ),PI,J (A)) ≃ PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A))

dans FGr,J , si le prolongement par zéro est défini, et

HomGr,I(ιI(F ),RJ,I(X)) ≃ RJ,I(HomGr,J(ιJ (F ), X))

dans FGr,I , où F ∈ ObF , A ∈ ObFGr,I et X ∈ ObFGr,J .

Démonstration. Les morphismes naturels

PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A))⊗ ιJ (F ) ≃ PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A)⊗ ιI(F ))→ PI,J(A)

(lorsque le prolongement par zéro est défini) et

RJ,I(HomGr,J(ιJ (F ), X))⊗ ιI(F ) ≃ RJ,I(HomGr,J(ιJ (F ), X)⊗ ιJ (F ))→ RJ,I(X)

dont les secondes flèches s’obtiennent par application du foncteur PI,J ou RJ,I à la coünité de
l’adjonction fournissent, par adjonction, des morphismes naturels PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A)) →
HomGr,J(ιJ (F ),PI,J (A)) et RJ,I(HomGr,J(ιJ (F ), X)) → HomGr,I(ιI(F ),RJ,I(X)). Ce sont des
isomorphismes dans le cas où F est un projectif standard grâce à la proposition 8.1.5 (et à la
remarque 8.1.4). Le cas général s’en déduit par passage à la colimite.

Notation 8.4.6. Dans ce paragraphe, nous noterons r : FGr,I → FGr,J le foncteur adjoint à gauche
au foncteur RJ,I : FGr,J → FGr,I , et R : FIsurj → F

J
surj l’adjoint à gauche au foncteur de restriction

FJsurj → F
I
surj (de tels adjoints existent par le corollaire 1.3.18).

Lemme 8.4.7. Le diagramme

FGr,I
σI //

r

��

F ⊗ FIsurj ≃ Fct(Ef ,FIsurj)

R∗

��
FGr,J

σJ // F ⊗ FJsurj ≃ Fct(Ef ,FJsurj)

commute à isomorphisme naturel près.
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Démonstration. Soit a : F ⊗ FJsurj → F ⊗ F
I
surj le foncteur de restriction. On définit une trans-

formation naturelle R∗σI → σJr comme l’adjointe (cf. proposition 3.1.10) à la flèche σI → aσJr ≃
σIRJ,Ir obtenue en composant σI et l’unité id → RJ,Ir de l’adjonction. Cette transformation

naturelle est un isomorphisme, car elle induit un isomorphisme homGr,J(σJr(X), I
Ef×EJ

surj

(A,B) )
≃
−→

homGr,J(R∗σI(X), I
Ef×EJ

surj

(A,B) ) pour tous X ∈ ObFGr,I et (A,B) ∈ ObEf ×EJsurj grâce aux isomor-

phismes (6.3).

Lemme 8.4.8. Il existe dans FGr,J un isomorphisme r(X ⊗κI(F )) ≃ r(X)⊗κJ (F ) naturel en les
objets X de FGr,I et F de F .

Démonstration. On établit, à l’aide du lemme précédent, que la transformation naturelle
r(X ⊗ κI(F )) → r(X) ⊗ κJ(F ) adjointe au morphisme X ⊗ κI(F ) → RJ,Ir(X) ⊗ κI(F ) ≃
RJ,I(r(X) ⊗ κJ(F )) obtenu en tensorisant par κI(F ) l’unité de l’adjonction procure un isomor-
phisme lorsqu’on lui applique σJ . Cela provient du lemme 8.4.7 et des deux observations suivantes :

– il existe dans F⊗FIsurj un isomorphisme canonique σI(X⊗κI(F )) ≃ σI(X)⊗(F⊠F2), que l’on

peut encore voir comme l’image de σI(X) par le foncteur F ⊗ FIsurj ≃ Fct(EIsurj ,F)
(·⊗F )∗
−−−−→

Fct(EIsurj ,F) ;
– le diagramme

F ⊗ FIsurj ≃ Fct(EIsurj ,F)

R∗

��

(·⊗F )∗ // Fct(EIsurj ,F) ≃ F ⊗FIsurj

R∗

��
F ⊗ FJsurj ≃ Fct(EJsurj ,F)

(·⊗F )∗ // Fct(EJsurj ,F) ≃ F ⊗FJsurj

commute (à isomorphisme canonique près).
Comme le foncteur σJ est exact et fidèle, cela donne la conclusion.

Proposition 8.4.9. Il existe un isomorphisme

HomGr,I(κI(F ),RJ,I(X)) ≃ RJ,I
(
HomGr,J(κJ (F ), X)

)

naturel en les objets F de F et X de FGr,J .

Démonstration. Par le lemme 8.4.8 (dont on conserve la notation), on a des isomorphismes naturels

homGr,I(Y,HomGr,I(κI(F ),RJ,I(X))) ≃ homGr,I(Y ⊗ κI(F ),RJ,I(X)) ≃

homGr,J(r(Y ⊗ κI(F )), X) ≃ homGr,J(r(Y )⊗ κJ(F ), X) ≃

homGr,J(r(Y ),HomGr,J(κJ (F ), X)) ≃ homGr,I

(
Y,RJ,I

(
HomGr,J(κJ (F ), X)

))

(où Y ∈ ObFGr,I), ce qui démontre la proposition.

8.4.2 Propriétés formelles

Foncteurs de division

Proposition 8.4.10. Il existe dans F un isomorphisme ω(X : ι(F )) ≃ (ω(X) : F ) naturel en les
objets X de FGr et F de Fdf . On a un résultat analogue dans FGr,≤n.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence formelle de l’adjonction entre ι et ω (cf. proposi-
tion 6.3.7) et de la commutation de ι au produit tensoriel, qui procurent des isomorphismes naturels

homF (ω(X : ι(F )), G) ≃ homGr((X : ι(F )), ι(G)) ≃ homGr(X, ι(F )⊗ ι(G))

≃ homGr(X, ι(F ⊗G)) ≃ homF (ω(X), F ⊗G) ≃ homF((ω(X) : F ), G).
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Proposition 8.4.11. Pour toute partie I de N, il existe dans FGr,I un isomorphisme canonique
(ρI(A) : X) ≃ ρI(A : εI(X)) pour A ∈ ObFIsurj, et X ∈ ObFGr,I à valeurs de dimension finie.

Démonstration. Cette proposition s’établit de la même manière que la précédente, à partir de la
proposition 6.3.18 et de la commutation de εI au produit tensoriel.

Proposition 8.4.12. Il existe un isomorphisme

(X : ι(IV ))(A,B) ≃
⊕

C∈Gr(V⊕A)

im (C →֒V⊕A։A)=B

X(V ⊕A,C)

naturel en les objets V de Ef , (A,B) de EfGr et X de FGr.

De plus, pour tout W ∈ Gr(V ), le monomorphisme scindé naturel (X : IGr(V,W )) →֒ (X : ι(IV ))

induit par l’épimorphisme scindé ι(IV ) ։ IGr(V,W ) fourni par la proposition 6.3.14 identifie

(X : IGr(V,W ))(A,B) au sous-espace

⊕

C∈Gr(V⊕A)

im (C →֒V⊕A։A)=B

im (C →֒V⊕A։V )=W

X(V ⊕A,C)

de (X : ι(IV ))(A,B).

Remarque 8.4.13. La fonctorialité en (A,B) des sommes directes de cet énoncé doit être comprise
en un sens analogue à celui explicité au paragraphe 6.2.3, dont nous utilisons d’ailleurs la notation
Gr dans la démonstration.

Démonstration. On a des isomorphismes naturels

(
(X : IGr(V,W ))(A,B)

)∗
≃ homGr((X : IGr(V,W )), I

Gr
(A,B)) ≃ homGr(X, I

Gr
(V,W ) ⊗ I

Gr
(A,B))

≃
⊕

C∈Gr(W,B)

homGr(X, I
Gr
(V⊕A,C)) ≃

⊕

C∈Gr(W,B)

X(V ⊕A,C)∗

par la proposition 8.3.10, ce qui donne le résultat, pour X à valeurs de dimension finie, en dualisant ;
le cas quelconque s’en déduit en écrivantX comme colimite de sous-foncteurs à valeurs de dimension
finie.

Remarque 8.4.14. On vérifie par inspection que ω(X : ι(IV )) s’identifie canoniquement, via la
description de la proposition 8.4.12, à ∆Gr

V ω(X), ce qui par la proposition 8.1.5 permet de retrouver
la proposition 8.4.10 dans le cas où F est un injectif standard de F .

Foncteurs hom internes

Convention 8.4.15. Dans la suite de ce paragraphe, I désigne une partie de N.

Proposition 8.4.16. Il existe un isomorphisme

HomGr,I(X, θI(A)) ≃ θI
(
HomF⊗FI

surj
(ηI(X), A)

)

naturel en les objets X de FGr,I et A de F ⊗ FIsurj.
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Démonstration. Grâce aux propositions 7.2.15 et 7.2.18, on a des isomorphismes naturels

homGr,I

(
Y,HomGr,I(X, θI(A))

)
≃ homGr,I(Y ⊗X, θI(A)) ≃ homF⊗FI

surj
(ηI(Y ⊗X), A)

≃ homF⊗FI
surj

(ηI(Y )⊗ ηI(X), A) ≃ homF⊗FI
surj

(
ηI(Y ),HomF⊗FI

surj
(ηI(X), A)

)

≃ homGr,I

(
Y, θI

(
HomF⊗FI

surj
(ηI(X), A)

))
,

où Y ∈ ObFGr,I .

Corollaire 8.4.17. Il existe un isomorphisme

HomGr,I(θI(B), θI(A)) ≃ HomGr,I(ξI(B), θI(A)) ≃ θI
(
HomF⊗FI

surj
(B,A)

)

naturel en les objets A et B de F ⊗ FIsurj.

Démonstration. On combine les propositions 8.4.16 et 7.2.16.

Corollaire 8.4.18. Il existe des isomorphismes

HomGr,I(κI(F ), κI(G)) ≃ HomGr,I(ιI(F ), κI(G)) ≃ κI
(
HomF(F,G)

)

naturels en les objets F et G de F .

Démonstration. C’est le cas particulier A = G⊠ F2 et B = F ⊠ F2 du corollaire précédent.

Remarque 8.4.19. Une approche alternative de ce corollaire consiste à traiter d’abord le cas où la
partie I contient 0 à l’aide de la proposition 6.3.19, puis d’en déduire le cas général grâce à la
proposition 8.4.9.

Proposition 8.4.20. Il existe un isomorphisme HomGr,I(ιI(F ), ιI(G)) ≃ ιI
(
HomF (F,G)

)
natu-

rel en les objets F et G de F .

Démonstration. Comme ιI(F ) = RN,I

(
ι(F )

)
, la proposition 8.4.5 permet de ne traiter que le cas

où I = N. La conclusion provient alors, par la proposition 6.3.7, des isomorphismes naturels

homGr(X,HomGr(ι(F ), ι(G))) ≃ homGr(X ⊗ ι(F ), ι(G)) ≃ homF (ω(X ⊗ ι(F )), G)

≃ homF(ω(X)⊗ F,G) ≃ homF (ω(X),HomF (F,G)) ≃ homGr

(
X, ι

(
HomF (F,G)

))
.

Proposition 8.4.21. Il existe dans F ⊗ FIsurj un isomorphisme

σI
(
HomGr,I(ξI(F ), X)

)
≃ HomF⊗FI

surj
(F, σI(X))

naturel en les objets F de F ⊗ FIsurj et X de FGr,I .

Démonstration. Cette propriété s’obtient à partir de la proposition 6.3.17 et de la commutation du
foncteur ξI au produit tensoriel, par un raisonnement formel analogue aux précédents.

La proposition suivante généralise la description très simple des foncteurs hom internes de la
catégorie F2[GLn]Mod aux foncteurs pseudo-constants de FGr,n.

Proposition 8.4.22. Soient n ∈ N et M un F2[GLn]-module fini. Les endofoncteurs · ⊗ ρn(M∗),
HomGr,n(ρn(M), ·) et ( · : ρn(M)) de FGr,n sont naturellement isomorphes.
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Démonstration. Il suffit de montrer que · ⊗ ρn(M
∗) est adjoint à gauche à · ⊗ ρn(M), l’autre

adjonction s’en déduisant par dualité.
On définit un morphisme naturel homGr,n(X,Y ⊗ ρn(M))→ homGr,n(X ⊗ ρn(M∗), Y ) en asso-

ciant à f : X → Y ⊗ ρn(M) la composée

X ⊗ ρn(M∗)
f⊗ρn(M∗)
−−−−−−−→ Y ⊗ ρn(M)⊗ ρn(M

∗) ≃ Y ⊗ ρn(M ⊗M
∗)

Y⊗ρn(u)
−−−−−−→ Y

où u : M⊗M∗ → F2 désigne le morphisme canonique. Les propositions 6.3.12 et 3.2.8 montrent que
c’est un isomorphisme lorsque X est un projectif standard. Le cas général s’en déduit par passage
à la colimite.

Corollaire 8.4.23. Soient n ∈ N et M un F2[GLn]-module fini. L’endofoncteur ·⊗ρn(M) de FGr,n

commute naturellement aux foncteurs hom internes et aux foncteurs de division.

8.4.3 Le morphisme hX
F : ω

(
HomGr(ι(F ), X)

)
→ HomF (F, ω(X))

Nous donnons d’abord la définition et quelques propriétés générales d’un morphisme hXF naturel
en un objet X de FGr et F de F . Notre objectif principal est d’établir que hXΛ1 est un isomorphisme.

Définition 8.4.24. Soit

hXF : ω
(
HomGr(ι(F ), X)

)
→ HomF (F, ω(X))

le morphisme naturel en les objets F de F et X de FGr adjoint à

ω
(
HomGr(ι(F ), X)

)
⊗ F

≃
−→ ω

(
HomGr(ι(F ), X)⊗ ι(F )

) ω(uF,X )
−−−−−→ ω(X) ,

où la première flèche est l’isomorphisme de la dernière assertion de la proposition 6.3.7 et uF,X la
coünité de l’adjonction.

Notation 8.4.25. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Dans ce paragraphe, nous noterons
πV l’épimorphisme canonique ι(IV ) ։ κ(IV ) de FGr.

Remarque 8.4.26. L’épimorphisme πV peut se lire comme la projection canonique

ι(IV ) ≃
⊕

W∈Gr(V )

I(V,W ) ։ I(V,0) ≃ κ(IV )

(cf. propositions 6.3.14 et 6.3.12) ; il est donc scindé.

Lemme 8.4.27. Pour tous objets V de Ef et X de FGr, le diagramme

ω
(
HomGr(ι(PV ), X)

) ≃ //

hX
PV

��

ω(∆Gr
V X)

≃ // ω(X : κ(IV ))
� _

ω(X:πV )

��
HomF(PV , ω(X))

≃ // ∆V ω(X)
≃ // (ω(X) : IV )

≃ // ω(X : ι(IV ))

commute, où :
– les flèches supérieures sont les isomorphismes fournis par la proposition 8.1.5 ;
– les flèches inférieures sont les isomorphismes fournis par les propositions 4.2.5 et 8.4.10.

Démonstration. Le morphisme

ω(∆Gr
V X) ≃ ω

(
HomGr(ι(PV ), X)

) hX
PV−−−→ HomF (PV , ω(X)) ≃ ∆V ω(X)



8.4. Foncteurs hom internes et foncteurs de division 195

est l’adjoint du morphisme PV ⊗ ω(∆Gr
V X) → ω(X) donné, sur l’espace vectoriel A, par

[f ] ⊗ a 7→ X(if )(a) pour f ∈ homE(V,A), B ∈ Gr(A) et a ∈ X(A,B), où l’on désigne par
if : (V ⊕A,B)→ (A,B) le morphisme de composante f sur V et idA sur A.

Par conséquent, la flèche ω(∆Gr
V X) ≃ ω

(
HomGr(ι(PV ), X)

) hX
PV−−−→ HomF(PV , ω(X)) ≃ ∆V ω(X)

est donnée sur l’espace A par l’inclusion

ω(∆Gr
V X)(A) =

⊕

B∈Gr(A)

X(V ⊕A,B) →֒
⊕

B∈Gr(V⊕A)

X(V ⊕A,B) = ∆V ω(X)(A).

La conclusion s’obtient alors par la proposition 8.4.12.

Proposition 8.4.28. Pour tous objets F de F et X de FGr, le morphisme hXF est injectif.

Démonstration. Le lemme 8.4.27 montre l’assertion lorsque F est un projectif standard PV . On
en déduit (par commutation de ω aux limites et de ι aux colimites) que hXP est également injectif
lorsque P est une somme directe de projectifs standard. Le cas général s’en déduit en considérant
un épimorphisme p d’un tel projectif P sur F et en considérant le diagramme commutatif

ω
(
HomGr(ι(P ), X)

)
� � p∗ //

hX
F

��

ω
(
HomGr(ι(P ), X)

)
� _

hX
P

��
HomF (F, ω(X))

p∗ // HomF (P, ω(X)).

Remarque 8.4.29. On peut préciser ce résultat : il existe un endofoncteur TF de FGr, un isomor-
phisme naturel HomF(F, ω(X)) ≃ ω(TF (X)) et une transformation naturelle injective
jF : HomGr(ι(F ), ·) →֒ TF telle que hF s’identifie à ω(jF ). On le voit par un argument ana-
logue, en considérant une présentation de F par des sommes directes de projectifs standard (cf.
lemme 8.4.31 ci-après).

Notation 8.4.30. Soient V et W deux objets de Ef . Nous noterons, dans ce paragraphe, τV,W :

homF (PW , PV )
≃
−→ homF(IW , IV ) l’isomorphisme composé de homF (PW , PV )

≃
−→ F2[homE(V,W )]

(donné par le corollaire 3.1.23), F2[homE(V,W )]
≃
−→ F2[homE(W ∗, V ∗)] (induit par la dualité de

Ef ), et F2[homE(W ∗, V ∗)]
≃
−→ homF(PV ∗ , PW∗)

≃
−→ homF(IW , IV ) (fourni par le corollaire 3.1.23 et

la dualité de F).

Lemme 8.4.31. Soient V et W deux objets de Ef et PW
u
−→ PV → F → 0 une suite exacte de F .

Il existe un diagramme commutatif aux lignes exactes

0 // ω
(
HomGr(ι(F ), X)

)
//

hX
F

��

ω(X : κ(IV ))
ω(X:κ(τV,W (u))) //

ω(X:πV )

��

ω(X : κ(IW ))

ω(X:πW )

��
0 // HomF (F, ω(X)) // ω(X : ι(IV ))

ω(X:ι(τV,W (u))) // ω(X : ι(IW ))

naturel en l’objet X de FGr.

Démonstration. Par naturalité de h, le diagramme

0 // ω
(
HomGr(ι(F ), X)

)
//

hX
F

��

ω
(
HomGr(ι(PV ), X)

) ω(HomGr(ι(u),X)) //

hX
PV

��

ω
(
HomGr(ι(PW ), X)

)

hX
PW

��
0 // HomF (F, ω(X)) // HomF (PV , ω(X))

HomF (u,ω(X)) // HomF (PW , ω(X))
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commute ; ses lignes sont exactes par exactitude des foncteurs ι et ω et exactitude à gauche du
bifoncteur Hom.

On applique alors le lemme 8.4.27 : il suffit d’identifier les morphismes HomF (u, ω(X)) et
ω(HomGr(ι(u), X)) à ω(X : ι(τV,W (u))) et ω(X : κ(τV,W (u))) respectivement. Par linéarité, il
suffit de le faire lorsque u est le morphisme associé à une application linéaire V → W (que nous
noterons encore u par abus).

Dans F , le morphisme naturel ∆W∗G → ∆V ∗G (où G ∈ ObF) induit par tu est adjoint à

PV ∗ ⊗∆W∗G
(tu)∗⊗∆W∗G
−−−−−−−−−→ PW∗ ⊗∆W∗G→ G (la dernière flèche étant la coünité de l’adjonction) ;

en dualisant (utiliser la proposition 4.2.8), on en déduit que le morphisme naturel ∆VG → ∆WG

induit par u est adjoint à G → IW ⊗ ∆WG
u∗⊗∆WG
−−−−−−→ IV ⊗ ∆WG. Appliqué à G = ω(X), cela

procure l’identification entre HomF(u, ω(X)) et ω(X : ι(τV,W (u))).
De façon analogue, dans FGr, le morphisme ∆Gr

V X → ∆Gr
WX induit par u est adjoint à X →

κ(IW ) ⊗ ∆Gr
WX

u∗⊗∆Gr
W X

−−−−−−−→ κ(IV ) ⊗ ∆Gr
WX , d’où l’on déduit l’identification de HomGr(ι(u), X) à

(X : κ(τV,W (u)) et le lemme.

Proposition 8.4.32. Pour tout entier k ∈ N∗, la transformation naturelle

hqk(P̄ ) : ω ◦HomGr(ι(qk(P̄ )), ·)→ HomF (qk(P̄ ), ·) ◦ ω

est un isomorphisme.
En particulier, hΛ1 est un isomorphisme.

Démonstration. On part de la suite exacte

PEk+1

uk−→ P → qk(P̄ )→ 0

dans laquelle uk est le morphisme correspondant à
∑

t∈Ek+1\{0}

[t] ∈ P (Ek+1) via le lemme de Yoneda.

On en déduit par le lemme 8.4.31 et la proposition 6.3.14, pour tout objet X de FGr, un diagramme
commutatif

0

��

0

��
0 // ω

(
HomGr(ι(qk(P̄ )), X)

)
//

hX
qk(P̄ )

��

ω(X : κ(I)) //

��

ω(X : κ(IEk+1
))

��
0 // HomF (qk(P̄ ), ω(X)) //

0? ))S
S

S
S

S
S

S
ω(X : ι(I)) //

��

ω(X : ι(IEk+1
))

��
ω(X : IGr(F2,F2)

)
aX

k //

��

⊕
W∈Gr≥1(Ek+1)

ω(X : IGr(Ek+1,W ))

��
0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes (pour les colonnes, appliquer la proposition 6.3.14).
Une chasse au diagramme montre que hX

qk(P̄ )
est un isomorphisme si aXk est un monomorphisme

(ou encore, si la flèche en pointillé est nulle). Nous allons en fait voir que la composée

ω(X : IGr(F2,F2)
)
aX

k−−→
⊕

W∈Gr≥1(Ek+1)

ω(X : IGr(Ek+1,W )) ։ ω(X : IGr(Ek+1,v)
)
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est injective pour tout v ∈ Gr1(Ek+1). Pour cela, on constate que, par le lemme 8.4.31, la flèche aXk
est induite par la somme sur v ∈ Ek+1 \ {0} des morphismes iv : IEk+1

→ I représentés par v. Or

la composante IGr(Ek+1,v)
→ IGr(F2,F2)

du morphisme

ι(iv) : ι(IEk+1
) ≃

⊕

W∈Gr(Ek+1)

IGr(Ek+1,W ) → ι(I) ≃ IGr(F2,F2)
⊕ κ(I)

est le morphisme induit par l’unique flèche (F2,F2)→ (Ek+1, v) de EfGr. Cette flèche admettant une

rétraction (car v 6= 0), elle induit un monomorphisme scindé ω(X : IGr(F2,F2)
) →֒ ω(X : IGr(Ek+1,W )).

Cela achève la démonstration.

Remarque 8.4.33. Plus généralement, la transformation naturelle hF est un isomorphisme dès que
F est localement fini ; cet isomorphisme s’étend aux foncteurs dérivés de Hom. Ce résultat est
établi dans [Dja06a], en utilisant les propriétés du foncteur ω données dans le paragraphe 8.5.2.

Corollaire 8.4.34. Soient n et k des entiers naturels et I une partie de N du type ≤ n, ≥ n ou n.
Les foncteurs ωI ◦HomGr,I(ιI(qk(P̄ )), ·) et HomF (qk(P̄ ), ·) ◦ωI de F vers FGr,I sont isomorphes.

Démonstration. Ce résultat se déduit des propositions 8.4.32 et 8.4.5.

Nous terminons cette section en donnant un corollaire des résultats précédents qui décrit notam-
ment l’image par un foncteur HomF

(
qk(P̄ ), ·) d’un Ḡ(n)-comodule simple (cf. propositions 6.3.7

et 8.2.10).

Corollaire 8.4.35. Soient n et k des entiers naturels. Il existe dans F un isomorphisme

HomF

(
qk(P̄ ), ωn

(
κn(F )⊗ ρn(M)

))
≃ ωn

(
κn(HomF (qk(P̄ ), F ))⊗ ρn(M)

)

naturel en les objets F de F et M de F2[GLn]Modf .

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant les corollaires 8.4.18, 8.4.23 et 8.4.34.

Ce corollaire jouera un rôle essentiel au chapitre 10, où l’on emploiera le foncteur HomF (Λ1, ·)
pour étudier la structure des Ḡ(2)-comodules finis.

8.5 Propriétés cohomologiques du foncteur ω

Le foncteur d’intégrale en grassmanniennes ω : FGr → F possède un comportement assez
différent des autres foncteurs fondamentaux entre FGr et F ou F⊗Fsurj . Notamment, il ne préserve
pas les objets localement finis, et caractériser leur image dans F par le foncteur ω s’avère un
problème profond étroitement lié à la conjecture artinienne.

Nous avons déjà observé, au paragraphe 5.4, que le foncteur ̟ permet d’exprimer des versions
plus précises de la conjecture artinienne, à la suite des travaux de Powell, qui en a démontré des
formes affaiblies (sur lesquelles nous reviendrons dans la partie III). Il n’est donc pas étonnant
que le foncteur ω, qui généralise le foncteur ̟, permette d’aller plus loin dans cette direction. Le
paragraphe 8.5.3 précisera ces considérations. Il énonce des conjectures extrêmement puissantes sur
la structure de la catégorie F , qui constituent une motivation essentielle à l’étude des catégories de
foncteurs en grassmanniennes.

Avant d’en arriver là, nous aurons besoin d’une propriété cohomologique fondamentale du fonc-
teur ω (théorème 8.5.11), que nous établirons au paragraphe 8.5.2 après avoir présenté des lemmes
grandement formels. Elle s’inscrit dans la lignée de nombreux résultats antérieurs d’algèbre homo-
logique sur les catégories de foncteurs, qui reposent presque tous sur une utilisation judicieuse de
foncteurs adjoints, à l’aide du corollaire 1.2.8. Le théorème 8.5.11 simplifie de manière très efficace
de nombreux calculs cohomologiques dans la catégorie F .

Combinée à un isomorphisme de dualité inattendu, il nous permettra également, au para-
graphe 8.5.4, de démontrer et généraliser la proposition 5.6.4 et d’ainsi compléter le chapitre 5.
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8.5.1 Préliminaires

Dans ce qui suit, o : F → Fsurj désigne comme au chapitre 5 le foncteur d’oubli ; on conserve

également la notation F2
≥i de la section 5.5 (notation 5.5.8).

Les résultats de cette section reposent sur la structure du foncteur constant F2 = Isurj0 de Fsurj
donnée par le corollaire 5.5.9. On rappelle que ce foncteur est unisériel.

Lemme 8.5.1. Il existe dans Fsurj un unique monomorphisme F2
≥1 →֒ o(Ī).

Démonstration. Par l’assertion 3 de la proposition 5.4.3, il existe dans Fsurj un diagramme com-
mutatif

o(I0)� _

��

≃ // Isurj0 � _

��
o(IF2)

≃ // Isurj0 ⊕ IsurjF2

En identifiant les conoyaux des flèches verticales, on obtient un isomorphisme entre o(Ī) et IsurjF2
.

Par conséquent, hom (F2
≥1, o(Ī)) ≃ F2

≥1(F2)
∗ = F2. L’unique morphisme non nul est injectif,

car sa restriction au socle de F2
≥1, l’objet simple Ssurj1 (cf. corollaire 5.5.9), est non nulle, l’inclusion

Ssurj1 →֒ F2
≥1 induisant un isomorphisme par évaluation sur F2. Cela démontre le lemme.

Remarque 8.5.2. On peut établir ce résultat de manière directe et explicite comme suit.
Si V est un objet de Ef , notons xV l’élément de Ī(V ) ≃ F2

V ∗\{0} donné par la fonction
V ∗ \ {0} → F2 constante en 1. Pour toute application linéaire f : V → W , Ī(f) envoie xV sur
la fonction indicatrice de W ∗ \ ker (tf) (où tf désigne la transposée de f), donc sur xW si f est
un épimorphisme. Cela montre, puisque xV = 0 si et seulement si V = 0, que les xV définissent un
monomorphisme F2

>0 →֒ o(Ī) de Fsurj .

Remarque 8.5.3. Le foncteur F2
≥1 est idempotent pour le produit tensoriel : (F2

≥1)⊗2 ≃ F2
≥1.

Avant d’exploiter le lemme 8.5.1, nous aurons besoin d’introduire des catégories de foncteurs
auxiliaires (qui n’interviendront que dans ce paragraphe).

Notation 8.5.4. – Nous désignerons par Efbi−Gr la catégorie (EfGr)\Gr , où l’on désigne encore
par Gr, par abus de notation, le foncteur composé

EfGr
O
−→ Ef

Gr
−→ Ens,

qui est donc donné sur les objets par (V,W ) 7→ Gr(V ).

Autrement dit, les objets de Efbi−Gr sont les triplets (V,B,W ) formés d’un espace vectoriel de
dimension finie V et de deux sous-espacesB etW de V , et les flèches (V,B,W )→ (V ′, B′,W ′)

de Efbi−Gr sont les applications linéaires f : V → V ′ telles que f(B) = B′ et f(W ) = W ′.

La catégorie de foncteurs Fct(Efbi−Gr , E) sera notée Fbi−Gr.

– Nous désignerons par Ef2−Dr la catégorie (EfGr)\Gr′ , où l’on désigne par Gr′ le foncteur

EfGr
B
−→ Ef

Gr
−→ Ens,

qui est donné sur les objets par (V,W ) 7→ Gr(W ).

La catégorie de foncteurs Fct(Ef2−Dr, E) sera notée F2−Dr.

– L’inclusion naturelle de foncteurs ensemblistes B →֒ O identifie Ef2−Dr à une sous-catégorie

pleine de Efbi−Gr . Nous noterons iDr : Fbi−Gr → F2−Dr le foncteur de précomposition par
l’inclusion.

On dispose donc, conformément aux résultats du paragraphe 6.1, d’un foncteur de plonge-
ment ΥGr : FGr → Fbi−Gr et d’un foncteur d’intégrale ΩGr : Fbi−Gr → FGr. Sur les objets, on a
ΥGr(X)(V,B,W ) = X(V,B) et ΩGr(A)(V,B) =

⊕
W∈Gr(V )

A(V,B,W ).
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Remarque 8.5.5. – La catégorie Efbi−Gr s’identifie canoniquement à Ef\(Gr,Gr) : c’est la catégorie

des espaces vectoriels de dimension finie munie de deux sous-espaces. Nous avons préféré
donner la présentation ci-dessus « dessymétrisant les deux bases » de manière à introduire
plus naturellement les foncteurs ΥGr, ΩGr et iDr.

– L’indice 2−Dr utilisé est une abréviation de 2-drapeau. On pourrait naturellement généraliser
les considérations de ce paragraphe à des catégories correspondant aux espaces vectoriels munis
de drapeaux de longueur fixée arbitraire.

Définition 8.5.6. Nous noterons N la sous-catégorie épaisse de Fbi−Gr noyau du foncteur exact
iDr. Explicitement, N contient les objets X de Fbi−Gr tels que X(V,B,W ) = 0 pour tout objet

(V,B,W ) de Efbi−Gr tel que W ⊂ B.

Remarque 8.5.7. La catégorie F2−Dr n’interviendra pas en elle-même, c’est la sous-catégorie N de
Fbi−Gr qui nous intéressera.

Lemme 8.5.8. 1. Il existe un foncteur β : Efbi−Gr → E
f
surj tel que β(V,B,W ) = W/(W ∩ B)

pour tout objet (V,B,W ) de Efbi−Gr.

2. Il existe dans Fbi−Gr un épimorphisme du foncteur constant F2 vers le foncteur β∗(F2
≥1) (où

β∗ : Fsurj → Fbi−Gr désigne le foncteur de précomposition par β) ; N est la sous-catégorie

pleine des objets X de Fbi−Gr tels que la projection canonique X ։ X ⊗ β∗(F2
≥1) qui s’en

déduit est un isomorphisme.

3. La sous-catégorie N est un idéal de Fbi−Gr : le produit tensoriel d’un objet de N et d’un
objet de Fbi−Gr appartient à N .

4. Le foncteur β∗(F2
≥1) se plonge dans ΥGr(κ(Ī)).

Démonstration. Toute flèche f : (V,B,W ) → (V ′, B′,W ′) de Efbi−Gr induit un épimorphisme
W ։ W ′

։ W ′/(W ′ ∩B′), parce que f(W ) = W ′ ; la restriction de morphisme à W ∩B est nulle
puisque f(W ∩ B) ⊂ f(W ) ∩ f(B) = W ′ ∩ B′. Ainsi, f induit un épimorphisme
W/(W ∩B) ։ W ′/(W ′ ∩B′), ce qui établit le premier point.

Le second vient de ce que la projection F2 ։ F2
≥1 de Fsurj (cf. lemme 5.5.9) induit un

épimorphisme F2 = β∗(F2) ։ β∗(F2
≥1) dans Fbi−Gr dont l’image est nulle sur l’objet (V,B,W ) si

et seulement si β(V,B,W ) est nul, i.e. si W ⊂ B. La troisième assertion s’en déduit aussitôt.

Pour le dernier point, on remarque que le foncteur composé Efbi−Gr

β
−→ Efsurj →֒ E

f se plonge

dans le foncteur Efbi−Gr

O
E

f
Gr

,Gr

−−−−−→ EfGr
K
−→ Ef (on rappelle que le symbole O est introduit à la

notation 1.1.15), via l’inclusion canonique β(V,B,W ) = W/(W ∩ B) →֒ V/B = K(V,B). Comme
les foncteurs de F préservent les monomorphismes, on en déduit que le foncteur de précomposi-
tion β∗ ◦ o : F → Fbi−Gr s’injecte dans ΥGr ◦ κ : F → Fbi−Gr . Le lemme 8.5.1 fournit alors un
monomorphisme β∗(F2

≥1) →֒ β∗(o(Ī)) →֒ ΥGr(κ(Ī)), ce qui achève la démonstration.

Lemme 8.5.9. Soient A un foncteur analytique de FGr et X un objet de N . Le groupe d’extensions
ExtiFGr

(A,ΩGr(X)) est nul pour tout i ∈ N.

Démonstration. Un argument de colimite filtrante (cf. [Jen72], th. 4.2, déjà utilisé de la même façon
dans la démonstration de la proposition 2.5.8) permet de se ramener au cas où A est polynomial,
qui se traite grâce au corollaire 1.2.10.

Notons F l’endofoncteur · ⊗ κ(Ī) de FGr, G = ∆Gr , H : N → FGr la restriction à N de ΩGr, et
K l’endofoncteur de N induit par · ⊗ΥGr(κ(Ī)) (on utilise que N est un idéal de Fbi−Gr). Alors :

– tous ces foncteurs sont exacts ;
– G est adjoint à gauche à F par le corollaire 8.1.6 ;
– la proposition 6.1.8 fournit un isomorphisme F ◦H ≃ H ◦K ;
– grâce au lemme 8.5.8, il existe un monomorphisme idN →֒ K.

Le corollaire 1.2.10 donne alors la conclusion.
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Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.
On rappelle que Is0 est une autre écriture pour Ssurj0 (cf. notation 5.1.4). Le corollaire 5.5.9

fournit une injection Is0 →֒ F2, dont on déduit un monomorphisme canonique X ⊗ β∗(Is0) →֒ X
dans Fbi−Gr .

Proposition 8.5.10. Soient F un foncteur analytique de FGr et X un objet (quelconque) de Fbi−Gr.
Le morphisme naturel gradué Ext∗FGr

(F,ΩGr(X ⊗ β∗(Is0))) → Ext∗FGr
(F,ΩGr(X)) induit par le

monomorphisme canonique X ⊗ β∗(Is0) →֒ X est un isomorphisme.

Démonstration. On écrit la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte courte
0 → X ⊗ β∗(Is0) → X → X ⊗ β∗(F2

≥1) → 0 et l’on applique le lemme précédent à l’objet
X ⊗ β∗(F2

≥1) de N (cf. lemme 8.5.8).

8.5.2 L’isomorphisme Ext∗F (ω(F ), ω(X)) ≃ Ext∗Gr(F, I(X)) (F analytique)

Rappelons que l’endofoncteur I de FGr et la transformation naturelle jω : I → ιω ont été définis
au paragraphe 6.3.3.

Théorème 8.5.11. Soient F un objet analytique de FGr et X un objet quelconque de FGr. Le
morphisme naturel gradué (jωX)∗ : Ext∗Gr(F, I(X))→ Ext∗Gr(F, ιω(X)) est un isomorphisme.

En particulier, les adjonctions des propositions 6.3.7 et 6.3.34 fournissent des isomorphismes
gradués naturels

Ext∗F(ω(F ), ω(X)) ≃ Ext∗Gr(F, I(X)) ≃ Ext∗eFGr
(J(F ), J(X)).

Démonstration. Notons Υ′
Gr : FGr → Fbi−Gr la composée de ΥGr et du foncteur de précomposition

par l’endofoncteur Efbi−Gr « échangeant les deux bases » , i.e. donné par (V,B,W )→ (V,W,B) sur
les objets et sur les morphismes par l’égalité

homEf
bi−Gr

((V,B,W ), (V ′, B′,W ′)) = homEf
bi−Gr

((V,W,B), (V ′,W ′, B′)).

Autrement dit, on a Υ′
Gr(X)(V,B,W ) = X(V,W ) (tandis que ΥGr(X)(V,B,W ) = X(V,B)).

Alors les endofoncteurs ΩGrΥ
′
Gr et ιω de FGr cöıncident. De plus, il existe un isomorphisme

I(X) ≃ ΩGrΥ
′
Gr(X ⊗ β

∗(Is0)) naturel en X , par lequel jωX s’identifie à la transformation naturelle
induite par X ⊗ β∗(Is0) →֒ X . Ainsi, (jωX)∗ est un isomorphisme, par la proposition 8.5.10.

Les autres flèches considérées sont des isomorphismes par le corollaire 1.2.8.

En utilisant l’adjonction entre foncteurs de restriction et de prolongement par zéro, on peut en
déduire un résultat analogue dans les catégories FGr,≤n. Ce même principe est mis en œuvre dans
le corollaire suivant.

Corollaire 8.5.12. Soient k et n deux entiers naturels, F un objet analytique de FGr,k et X un
objet quelconque de FGr,n.

– Si k < n, alors Ext∗F (ωk(F ), ωn(X)) = 0.
– Si k = n, alors le morphisme gradué naturel Ext∗Gr,n(F,X) → Ext∗F (ωn(F ), ωn(X)) induit

par ωn est un isomorphisme.

On rappelle que les foncteurs de restriction R et de prolongement par zéro P qui interviennent
dans la démonstration ci-dessous ont été définis dans la notation 6.3.2.

Démonstration. Le théorème 8.5.11 fournit un isomorphisme naturel gradué entre les groupes d’ex-
tensions Ext∗F(ωk(F ), ωn(X)) et Ext∗Gr(Pk,N(F ), I Pn,N(X)). On remarque que I Pn,N(X) appar-
tient à l’image de la catégorie FGr,≥n dans FGr par le foncteur de prolongement par zéro. Comme

EfGr,≥n est une sous-catégorie complète à gauche de EfGr, la proposition 3.3.8 (et le corollaire 1.2.8)
montrent que ce groupe d’extensions est canoniquement isomorphe à Ext∗Gr,≥n(RN,≥nPk,N(F ),RN,≥n I Pn,N(X)).
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Si k < n, RN,≥nPk,N(F ) est nul, ce qui établit la première assertion. Si k = n, cet ob-

jet s’identifie à Pn,≥n(F ). Puisque EfGr,n est une sous-catégorie complète à droite de EfGr,≥n, la
proposition 3.3.8 montre cette fois que ce groupe d’extensions est canoniquement isomorphe à
Ext∗Gr,n(F,RN,n I Pn,N(X)). Pour conclure, on constate que le monomorphisme naturel
X → RN,n I Pn,N(X) obtenu par restriction de jωPn,N(X) est un isomorphisme, puisque

Grn(W ) = {W} pour dimW = n.

Dans le cas k = 0, ce corollaire s’exprime ainsi, avec la terminologie de la définition 1.4.14.

Corollaire 8.5.13. Pour tout n ∈ N∗ et tout objet X de FGr,n, le foncteur ωn(X) de F est
Fω-parfait.

Remarque 8.5.14. 1. Les premiers résultats d’annulation cohomologique dans des catégories de
foncteurs remontent à Pirashvili. Ainsi, le lemme 0.4 de [FLS94] (dû à Pirashvili) s’est avéré
l’un des premiers outils efficaces pour simplifier des calculs de groupes d’extensions dans F .

2. Comme nous le verrons au paragraphe 8.5.4, la proposition 5.6.4, due à Suslin, est un cas
particulier du théorème 8.5.11.

3. Le corollaire 8.5.13 constitue une généralisation du résultat (énoncé d’ordinaire dans sa va-
riante duale) dû à Franjou selon lequel Ext∗F(F, P̄ ) = 0 si F est un foncteur fini de F (cf.
[Pow98a], appendice, pour une démonstration due à Schwartz). Les lemmes techniques de
[Pow98a] illustrent l’intérêt de ce genre de résultat cohomologique pour aborder la conjecture
artinienne.

Gaudens et Schwartz ont établi (cf. [GS05]) une généralisation du résultat de Franjou que le
théorème 8.5.11 recoupe partiellement.

4. La démonstration de Schwartz du théorème de Franjou et celle de Suslin de la proposi-
tion 5.6.4 utilisent essentiellement des considérations explicites sur des foncteurs finis (puis-
sances symétriques ou divisées). A l’inverse, l’approche de Scorichenko du théorème de Sus-
lin et notre théorème 8.5.11 reposent sur une méthode plus globale, consistant à étudier des
groupes d’extensions entre certains foncteurs à partir de catégories et de foncteurs plus « gros » .

Ainsi, la démonstration du théorème de Franjou fournie par les considérations du para-
graphe 8.5.1 consiste à observer que le foncteur P̄ se plonge dans P̄ ⊗ Ī, tandis que la méthode
de Schwartz n’utilise que des foncteurs co-localement finis.

5. Nous n’utiliserons la plupart du temps le théorème 8.5.11 que par l’intermédiaire du corol-
laire 8.5.12. Autrement dit, nous nous placerons souvent dans les catégories FGr,n et non
dans la catégorie globale FGr. Dans une version préliminaire de ce travail, nous établissions
le corollaire 8.5.12 sans passer par la catégorie FGr. Cependant, la démonstration était moins
conceptuelle et nettement compliquée techniquement par l’inexactitude de l’adjoint à droite au
foncteur ωn : FGr,n → F pour n > 1. La catégorie FGr apparâıt ainsi très utile théoriquement
pour les calculs d’algèbre homologique, y compris dans des catégories plus petites.

8.5.3 Le foncteur ω et la conjecture artinienne

Tous les foncteurs de type fini de la catégorie F ne sont pas l’image par le foncteur ω d’un
foncteur fini de FGr. Il en est ainsi du foncteur k2(P̄ ). Cependant, nous conjecturons que l’on peut
obtenir tous les foncteurs de type fini de F par un nombre fini d’opérations de type extension, noyau
ou conoyau à partir des images d’objets finis de FGr par le foncteur ω. Le théorème 8.5.11 joue
un rôle fondamental pour manipuler les foncteurs ainsi obtenus, que nous avons nommés foncteurs
oméga-adaptés. Ils nous permettront d’énoncer la conjecture artinienne extrêmement forte, qui
décrit la filtration de Krull de la catégorie F . Cette conjecture compare la filtration de la catégorie
FGr par les sous-catégories FGr,≤n et la filtration de Krull de F , affirmant que le foncteur ω induit
une équivalence entre les quotients associés.
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Foncteurs oméga-adaptés

Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons à la propriété suivante d’une sous-catégorie pleine A
de F :

Hypothèse 8.5.15. Pour toute suite exacte courte 0→ A→ B → C → 0 de F , si deux des objets
A,B,C appartiennent à A, il en est de même du troisième.

Remarque 8.5.16. – Une sous-catégorie pleine de F est épaisse si et seulement si elle vérifie
8.5.15 et est stable par sous-objet (ou par quotient).

– Il existe une notion de plus petite sous-catégorie pleine de F vérifiant 8.5.15 et contenant
une sous-catégorie donnée C de Fdf : c’est l’intersection (qui ne pose pas de problème en-
sembliste puisque Fdf est essentiellement petite) des sous-catégories pleines vérifiant 8.5.15
et contenant C.

Définition 8.5.17. – Nous désignerons par Fω−ad la plus petite sous-catégorie pleine de F
vérifiant 8.5.15 et contenant l’image de la restriction à la sous-catégorie FfGr,k des objets finis
de FGr,k du foncteur ωk : FGr,k → F pour tout k ∈ N.
Nous dirons qu’un foncteur F de F est oméga-adapté s’il est objet de Fω−ad.

– Soit n ∈ Z. Nous noterons Fω−adn la plus petite sous-catégorie pleine de F vérifiant 8.5.15 et

contenant l’image de la restriction à la sous-catégorie FfGr,k du foncteur ωk : FGr,k → F pour
tout entier k ≤ n.
Nous dirons que F est oméga-adapté de hauteur au plus n s’il est objet de Fω−adn .

Proposition 8.5.18. 1. Si X est un objet fini de FGr, alors ω(X) est oméga-adapté.

2. Si X est un objet fini de FGr,≤n, où n ∈ N, alors ω(X) est oméga-adapté, de hauteur au
plus n.

3. Pour tout foncteur oméga-adapté F , il existe n ∈ N tel que F est oméga-adapté de hauteur
au plus n.

4. Le produit tensoriel de deux foncteurs oméga-adaptés F et G est oméga-adapté. De plus, sa
hauteur est inférieure à la somme des hauteurs de F et G.

5. Les sous-catégories Fω−ad et Fω−adn sont stables par le foncteur différence de F .

6. Tout foncteur oméga-adapté est pf∞.

Démonstration. Les assertions 1 et 2 résultent de l’exactitude du foncteur oméga et de la proposi-
tion 6.3.3.

La sous-catégorie pleine
⋃
n∈N

Fω−adn de F contient tous les ωk(X) (k ∈ N, X ∈ ObFfGr,k) et

vérifie l’hypothèse 8.5.15, elle contient donc Fω−ad, d’où l’assertion 3.
Si X est un objet fini de FGr,k, alors le produit tensoriel de ωk(X) et d’un objet oméga-adapté de

hauteur au plus n est oméga-adapté de hauteur au plus n+ k. En effet, la sous-catégorie pleine des
objets de F dont le produit tensoriel par ωk(X) est oméga-adapté de hauteur au plus n+k contient

les ωi(A), pour A ∈ ObFfGr,i et i ≤ n, par la proposition 8.3.12, et vérifie l’hypothèse 8.5.15. On
démontre ensuite par le même raisonnement l’assertion 4.

La proposition 6.3.14 montre, par exactitude de ω, que ω transforme un objet pf∞, donc en
particulier un objet fini (cf. corollaire 8.2.8), en un objet pf∞. Cela montre, en utilisant la propo-
sition 2.2.13 (grâce à laquelle Fpf,∞ vérifie l’hypothèse 8.5.15), que Fω−ad est incluse dans Fpf,∞,
d’où l’assertion 6.

Pour l’assertion 5, on considère la sous-catégorie pleine Cn des objets F de F tels que ∆F ap-
partient à Fω−adn . Les propositions 8.4.10 et 8.4.12 montrent que Cn contient ωi(X) pour i ≤ n

et X ∈ ObFfGr,i. D’autre part, l’exactitude du foncteur différence montre que Cn vérifie l’hy-
pothèse 8.5.15, ce qui achève la démonstration.

Exemple 8.5.19. Les projectifs standard PV = ω(PGr
(V,V )) = ω(ρ(P surjV )) de F sont oméga-adaptés,

de hauteur dimV (le fait que cette hauteur n’est pas strictement inférieure à dimV découlera des
considérations du chapitre 9).
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Remarque 8.5.20. La troisième assertion permet de définir la hauteur de tout foncteur oméga-
adapté.

Nous utiliserons, dans ce paragraphe, le théorème 8.5.11 par l’intermédiaire du résultat d’annu-
lation cohomologique suivant.

Proposition 8.5.21. Soient n ∈ N, X un objet de FGr,≥n et F un objet de Fω−adn−1 . On a
Ext∗F(F, ω≥n(X)) = 0.

Démonstration. Cette propriété s’obtient à partir du corollaire 8.5.12 et de l’observation que la sous-
catégorie pleine de F formée des objets F tels que Ext∗F(F, ω≥n(X)) = 0 vérifie l’hypothèse 8.5.15.

La conjecture artinienne extrêmement forte

Conjecture 8.5.22 (Conjecture artinienne extrêmement forte, version globale). Pour tout n ∈ N,
un quotient d’un foncteur oméga-adapté de hauteur au plus n est oméga-adapté de hauteur au
plus n.

Remarque 8.5.23. Il est naturel de considérer la conjecture affaiblie consistant à supposer seule-
ment que tout quotient d’un foncteur oméga-adapté est oméga-adapté. Cependant, cet énoncé (qui
implique déjà la conjecture artinienne sous sa forme minimale en raison de l’assertion 6 de la propo-
sition 8.5.18), n’implique pas facilement la forme extrêmement forte ici énoncée. En effet, la question
de savoir si un sous-foncteur oméga-adapté d’un foncteur oméga-adapté de hauteur n est de hauteur
au plus n semble très délicate.

Proposition 8.5.24 (Conjecture artinienne extrêmement forte et filtration de Krull). Supposons
la conjecture 8.5.22 vérifiée.

1. Pour tout n ∈ N, la sous-catégorie Fω−adn de F est épaisse. Elle est égale à la sous-catégorie
FNT(n) des objets noethériens de type n de F .

2. De plus, le foncteur ωn : FGr,n → F induit une équivalence de catégories entre FfGr,n et
FNT(n)/FNT(n−1).

3. Selon les notations de la section 2.5, désignons par Fω−adn la plus petite sous-catégorie épaisse
de F stable par colimites contenant Fω−adn . C’est aussi la catégorie des foncteurs qui sont
réunion de leurs sous-foncteurs noethériens de type n. Alors la filtration de Krull de F est

donnée par Kn(F) = Fω−adn , et le foncteur ωn induit une équivalence de catégories entre

F lfGr,n et Kn(F)/Kn−1(F).

Démonstration. Comme les sous-catégories Fω−adn de F sont par hypothèse stables par quotient et

qu’elles vérifient 8.5.15, elles sont épaisses. La description de Fω−adn comme sous-catégorie pleine
des objets réunion de leurs sous-objets oméga-adaptés de hauteur au plus n provient de la propo-
sition 2.5.1 et de l’assertion 6 de la proposition 8.5.18.

On note ensuite que Fω−adn est l’image réciproque par le foncteur canonique F ։ F/Fω−adn−1 de

l’image Cn du foncteur FfGr,n → F/F
ω−ad
n−1 induit par ωn. En effet, la sous-catégorie des objets de

F dont l’image dans F/Fω−adn−1 appartient à Cn vérifie 8.5.15 et contient bien les ωi(X) pour i ≤ n

et X ∈ ObFfGr,i, donc elle contient Fω−adn . Réciproquement, si F est un objet de F isomorphe à

ωn(X) dans F/Fω−adn−1 , avec X ∈ ObFfGr,n, les propositions 8.5.21 et 1.4.11 prouvent qu’il existe

dans F un morphisme F → ωn(X) dont le noyau et le conoyau appartiennent à Fω−adn−1 , ce qui
entrâıne que F appartient à Fω−adn .

On établit les autres résultats par récurrence sur l’entier n. Ils sont clairs pour n = 0. On suppose
donc n > 0 et la proposition vérifiée au rang n− 1.
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Le foncteur ωn induit une équivalence entre FfGr,n et la sous-catégorie épaisse Fω−adn /Fω−adn−1 de

F/Fω−adn−1 , et aussi de F lfGr,n vers la sous-catégorie épaisse Fω−adn /Fω−adn−1 de F/Fω−adn−1 (cf. corol-
laire 2.5.9). Cela montre en particulier, compte-tenu de l’hypothèse de récurrence, que ces images
sont respectivement incluses dans FNT(n)/FNT(n−1) et Kn(F)/Kn−1(F).

Si X est un objet fini non nul de FGr,k, avec k > n, alors ωk(X) est limite de ses quotients
appartenant à Fω−adn et n’y appartient pas lui-même, par la proposition 8.5.21. On en déduit que
son image dans F/Fω−adn−1 est infinie, donc que ωk(X) n’est pas noethérien de type n, puisque

Fω−adn−1 = FNT(n−1) par l’hypothèse de récurrence. Cela entrâıne qu’il n’y a pas, dans F , d’objet

noethérien de type n qui ne soit pas oméga-adapté de hauteur au plus n. On a donc FNT(n) = Fω−adn .
Comme on suppose que l’énoncé 8.5.22 est satisfait, la catégorie F est localement noethérien-

ne, par la remarque 8.5.23. La proposition 2.8.9 donne alors Kn(F) = FNT(n) = Fω−adn , d’où la
proposition.

Conjecture 8.5.25 (Conjecture artinienne extrêmement forte, première version locale).
Soit n ∈ N. Le foncteur exact

FGr,n
ωn−−→ F ։ F/Kn−1(F)

induit un isomorphisme

Gf0 (FGr,n)
≃
−→ Gf0 (F/Kn−1(F))

qui préserve les classes des objets simples.

Conjecture 8.5.26 (Conjecture artinienne extrêmement forte, seconde version locale). Soit n ∈ N.
Pour tout objet simple S de FGr,n, le foncteur ωn(S) de F est simple noethérien de type n. De plus,
un foncteur de F est simple noethérien de type n si et seulement s’il est isomorphe à un quotient
non nul d’un tel objet.

La proposition 8.5.24 procure le corollaire suivant.

Corollaire 8.5.27. Les conjectures 8.5.22, 8.5.25 et 8.5.26 sont équivalentes.

Corollaire 8.5.28. Si la conjecture artinienne extrêmement forte est satisfaite, alors F tf est la
plus petite sous-catégorie pleine de F stable par sous-objet et par extensions et contenant ωn(X)

pour n ∈ N et X ∈ ObFfGr,n.

Démonstration. La conjecture artinienne extrêmement forte entrâıne que tout foncteur de type fini
de F s’obtient par extensions de foncteurs simples noethériens. Or les foncteurs simples noethériens
de type n de F sont inclus dans un ωn(S) avec S ∈ ObFGr,n simple, d’où le corollaire.

En considérant les objets simples pseudo-constants des FGr,n dans la conjecture 8.5.26, on obtient
le résultat suivant.

Corollaire 8.5.29. La conjecture artinienne extrêmement forte implique la conjecture artinienne
très forte 5.4.16.

Remarque 8.5.30. Il est clair que la conjecture 8.5.26 implique la conjecture 4.3.12.

Nous terminons ce paragraphe en montrant que la conjecture artinienne extrêmement forte
implique également les conjectures 4.3.13 et 4.3.15.

Proposition 8.5.31. Si la conjecture 8.5.22 est satisfaite, pour tout foncteur F de type fini de F ,
il existe n ∈ N∗ tel que Hom(T n, F ) = 0.

Démonstration. Grâce au corollaire 8.5.28 et à l’exactitude à gauche du foncteur Hom(T n, ·), il
suffit de démontrer l’assertion lorsque F = ω(X), où X est un objet fini de FGr.

Pour cela, on emploie itérativement la proposition 8.4.32, ce qui fournit un isomorphisme
HomF (T n, ω(X)) ≃ ω(HomGr(ι(T

n), X)) pour tout n ∈ N.
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Par ailleurs, si X est de degré polynomial k (cf. proposition 8.2.5), on a HomGr(ι(T
n), X) = 0

pour n > k, car T n est un quotient de P̄⊗n, de sorte que la conclusion s’obtient en combinant les
isomorphismes (3.6) (page 87), (6.2) (page 157) et le corollaire 8.1.5.

Remarque 8.5.32. Un raffinement de cette démonstration permet de voir que si F est un foncteur
oméga-adapté, alors Hom(T n, F ) = 0 pour n assez grand. Il convient à cet effet de généraliser la
proposition 8.4.32 aux foncteurs dérivés de Hom.

Proposition 8.5.33. Si F est un foncteur oméga-adapté de F , pour tout i ∈ N, l’ensemble

{λ |ExtiF (Sλ, F ) 6= 0}

(où λ est une partition régulière) est fini.

Démonstration. Il suffit de montrer la propriété pour F de la forme ωn(X), où n ∈ N et

X ∈ ObFfGr,n. Pour n = 0, cela vient de ce que les objets finis de F sont co-pf∞ ; pour n > 0, tous

les groupes ExtiF(Sλ, ωn(X)) sont nuls par le corollaire 8.5.12, d’où la proposition.

8.5.4 Retour sur la catégorie Finj

Les résultats de ce paragraphe reposent sur la proposition 8.5.35, qui fournit un isomorphisme
de dualité que l’on exhibe directement. Cet isomorphisme est relatif à la composée du foncteur ω
et du foncteur d’oubli F̃Gr → FGr. Nous en donnons ensuite quelques conséquences directes sur le
foncteur F2[Gr].

Mais la principale application de la proposition 8.5.35, donnée dans la dernière partie de ce pa-
ragraphe, concerne la catégorie Finj : l’isomorphisme de dualité susmentionné et le théorème 8.5.11
se conjuguent en un résultat d’annulation cohomologique puissant dans la catégorie Finj (proposi-
tion 8.5.42). Son intérêt est illustré par le fait qu’il contient la proposition 5.6.4, due à Suslin, que
nous avons rappelée sans démonstration au chapitre 5.

Propriété de dualité du foncteur ω̃

Notation 8.5.34. Nous désignerons par ω̃ : F̃Gr → F le foncteur composé

F̃Gr
R
−→ FGr

ω
−→ F .

Ainsi, pour tous objets X de F̃Gr et V de Ef , on a

ω̃(X)(V ) = ω̃(X)(V ) =
⊕

B∈Gr(V )

X(V,B),

et pour tout morphisme f : V → V ′ de Ef , la composante X(V,B) → X(V ′, B′) de ω̃(X)(f) est
l’application induite par le morphisme (V,B)→ (V ′, B′) induit par f si B′ = f(B), 0 sinon.

Proposition 8.5.35. Le foncteur ω̃ commute à la dualité : il existe un isomorphisme

α : ω̃ ◦D
≃
−→ D ◦ ω̃

tel que pour tout objet X de F̃Gr, le diagramme suivant commute

ω̃(D2X)
αDX // Dω̃(DX)

ω̃(X)
� � //

?�

OO

D2ω̃(X),

DαX

OO

où les monomorphismes non spécifiés sont les unités de l’adjonction.
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Démonstration. Définissons un foncteur ω̃′ : F̃Gr → F par

ω̃′(X)(V ) = ω̃(X)(V ) =
⊕

B∈Gr(V )

X(V,B)

et tel que pour tout morphisme f : V → V ′ de Ef , la composanteX(V,B)→ X(V ′, B′) de ω̃′(X)(f)
est l’application induite par le morphisme (V,B)→ (V ′, B′) induit par f si f−1(B′) = B, 0 sinon.

Les foncteurs ω̃ et ω̃′ sont duaux en ce sens qu’il existe des isomorphismes canoniques

a : ω̃ ◦D
≃
−→ D ◦ ω̃′ et b : ω̃′ ◦ D

≃
−→ D ◦ ω̃. En effet, si f : V → V ′ est un morphisme de Ef , W

un élément de Gr(V ) et W ′ un élément de Gr(V ′), les conditions W⊥ = tf(W ′⊥) et W = f−1(W ′)
sont équivalentes.

Nous allons maintenant montrer que les foncteurs ω̃ et ω̃′ sont isomorphes.
Soit uX,V : ω̃(X)(V ) → ω̃′(X)(V ), pour X ∈ Ob F̃Gr et V ∈ Ob Ef , l’application linéaire

linéaire dont la composante X(V,W ) → X(V,B) (où W,B ∈ Gr(V )) est induite par l’inclusion
(V,W ) →֒ (V,B) si W ⊂ B, 0 sinon. Alors uX,V est un isomorphisme d’espaces vectoriels, car si
l’on munit Gr(V ) d’un ordre total ≤ tel que W ⊂ B implique W ≤ B, on obtient pour uX,V une
matrice triangulaire par blocs, avec des blocs diagonaux identiques.

De plus, pour toute application linéaire f : V → V ′, le diagramme

ω̃(X)(V )
eω(X)(f) //

uX,V

��

ω̃(X)(V ′)

uX,V ′

��
ω̃′(X)(V )

eω′(X)(f) // ω̃′(X)(V ′)

commute. En effet, la composante X(V,W ) → X(V ′, B′) de l’application ω̃(X)(V ) → ω̃′(X)(V ′)
obtenue en suivant la composée supérieure est la somme des applications induites par le morphisme
(V,W ) → (V ′, B′) induit par f indexée sur les W ′ ∈ Gr(V ′) tels que f(W ) = W ′ et W ′ ⊂ B′.
Autrement dit, cette composante est l’application induite par le morphisme (V,W ) → (V ′, B′)
induit par f si f(W ) ⊂ B′ et 0 sinon.

De même, la composanteX(V,W )→ X(V ′, B′) de l’application ω̃(X)(V )→ ω̃′(X)(V ′) obtenue
en suivant la composée inférieure est l’application induite par le morphisme (V,W )→ (V ′, B′) induit
par f si W ⊂ f−1(B′) et 0 sinon, d’où la commutativité recherchée.

Par conséquent, les applications linéaires uX,V définissent un isomorphisme uX : ω̃(X)
≃
−→ ω̃′(X)

de F , qui est naturel en X , d’où un isomorphisme de foncteurs u : ω̃
≃
−→ ω̃′. Compte-tenu du début

de la démonstration, on en déduit un isomorphisme α : ω̃ ◦D ≃ D ◦ ω̃.
On remarque même que les deux composées

ω̃D
a
−→ Dω̃′ Du

−−→ Dω̃

et
ω̃D

uD−−→ ω̃′D
b
−→ Dω̃

fournissent le même isomorphisme (car si W et B sont deux sous-espaces de V ∈ Ob Ef , les condi-
tions W ⊂ B et B⊥ ⊂ W⊥ sont équivalentes). La condition de compatibilité entre l’isomorphisme
α et le foncteur de dualité s’obtient alors en observant que le diagramme

ω̃(D2X)
aDX // Dω̃′(DX)

ω̃(X)
� � //

?�

OO

D2ω̃(X)

DbX

OO

commute.

Avant d’utiliser cette proposition dans la catégorie Finj , mentionnons-en quelques conséquences
qui possèdent un intérêt intrinsèque.
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Premières conséquences

Corollaire 8.5.36. Si X est un objet auto-dual de F̃Gr, alors ω̃(X) est un objet auto-dual de F .

Corollaire 8.5.37. L’objet F2[Gr] de F est auto-dual.

Démonstration. En effet, F2[Gr] = ω̃(F2), et le foncteur constant F2 est auto-dual dans F̃Gr.

Remarque 8.5.38. 1. La structure auto-duale de F2[Gr] munit son algèbre d’endomorphismes
AGr d’une involution ; celle-ci est en fait triviale. Par le corollaire 5.6.11, il suffit de le vérifier
pour l’endomorphisme τ décrit dans la remarque 5.6.12.

Pour cela, on note que la structure auto-duale de F2[Gr] est donnée par les formes bilinéaires

bV : F2[Gr(V )]× F2[Gr(V
∗)]→ F2 ([W ], [H ]) 7→ 1 si H ⊂W⊥, 0 sinon.

On calcule alors, pour W ∈ Grn(V ),

bV (τ([W ]), [H ]) =
∑

B∈Grn−1(W )

bV ([B], [H ]) =

Card {B ∈ Grn−1(W ) |H ⊂ B⊥} = CardGrn−1(W ∩H
⊥).

En utilisant le lemme 5.6.8, on voit que cet élément de F2 vaut 1 si dim(W ∩H⊥) ≥ n − 1,
i.e. dimW − dim(W ∩H⊥) ≤ 1, et 0 sinon. Comme cette condition est symétrique en W et
H (modulo l’identification de V à V ∗∗), on obtient le résultat annoncé.

2. Le corollaire 8.5.37 fournit, en dualisant le coproduit du foncteur en coalgèbres de Boole F2[Gr],
une structure d’algèbre sur ce foncteur. En reprenant la démonstration de la proposition 8.5.35
et en notant que B ⊂W⊥

1 et B ⊂W⊥
2 équivaut à B ⊂ (W1 +W2)

⊥, on voit qu’elle est donnée
sur un espace V par

F2[Gr(V )]⊗ F2[Gr(V )]→ F2[Gr(V )] [W1]⊗ [W2] 7→ [W1 +W2].

On constate que la structure de coalgèbre de Boole sur F2[Gr(V )] est compatible avec cette
structure d’algèbre. Ainsi, F2[Gr] est un foncteur en algèbres de Hopf auto-dual.

3. On déduit de cette structure d’algèbre de Hopf une nouvelle structure d’algèbre sur AGr,
donnée comme suit. Si u et v sont deux éléments de AGr , leur produit u.v est le morphisme
composé

F2[Gr]→ F2[Gr]⊗ F2[Gr]
u⊗v
−−−→ F2[Gr]⊗ F2[Gr]→ F2[Gr] ,

où la première flèche est le coproduit et la dernière le produit (cf. [Kuh95], § 5).

Dans l’isomorphisme AGr ≃ F2
N de la proposition 5.6.9, le produit . est le produit usuel

d’algèbre de Boole de l’anneau produit F2
N. Pour le voir, il suffit de reprendre la démonstration

de la proposition 5.6.9 et de constater que, en conservant ses notations, le produit de sni et de
snj (pour la structure d’algèbre de Boole de F2[Gr(En)]) est sn0 si i = j = 0, et que sinon le

coefficient de sn0 dans sa décomposition dans la base sn0 , . . . , s
n
n de F2[Gr(En)]GLn est nul (en

fait, on a sni .s
n
j = snmax(i,j)). Avec la description du corollaire 5.6.11, on a τ i.τ j = τmax(i,j).

4. Si X est un objet de FGr, on peut munir naturellement le groupe abélien homGr(ω(X),F2[Gr])
d’une structure de module sur l’algèbre de Boole (AGr , .), en utilisant la structure de
F2[Gr]-comodule de ω(X) et en procédant comme au point précédent. Cela suggère une
structure algèbrique très riche sur ces objets, qui sont également, comme tous les groupes
homGr(F,F2[Gr]), des modules sur l’algèbre de séries formelles (AGr , ∗) ≃ F2 ⊕ F2[[τ ]].
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5. La proposition 5.6.5 et l’adjonction entre ̟ et o (cf. proposition 5.4.3) fournissent un isomor-
phisme

homF(F2[Gr], F ) ≃ lim
n∈N

F (En)GLn

naturel en F ∈ ObF . Par auto-dualité de F2[Gr], on en déduit des isomorphismes naturels

homF (F,F2[Gr]) ≃ homF(F2[Gr], DF ) ≃ lim
n∈N

DF (En)GLn ≃
(
colim
n∈N

F (En)GLn

)∗

(l’intérêt de la dernière écriture est de remplacer la limite par une colimite filtrante, exacte).

En dérivant les foncteurs considérés, on en déduit des isomorphismes naturels

ExtiF(F,F2[Gr]) ≃
(
colim
n∈N

Hi(GLn, F (En))
)∗

pour tout i ∈ N.

Application à la catégorie Finj

Corollaire 8.5.39. Les endofoncteurs ̟injoinj et ωκ de F sont isomorphes.

Démonstration. On utilise le foncteur ω̃′ de la démonstration de la proposition 8.5.35 et le foncteur,
que nous noterons κ̃ : F → F̃Gr, de précomposition par le foncteur de réduction K̃ : ẼfGr → E

f . On a
des isomorphismes canoniques ̟injoinj ≃ ω̃′ ◦ κ̃ et ωκ ≃ ω̃ ◦ κ̃, de sorte que l’isomorphisme ω̃′ ≃ ω̃
de la proposition 8.5.35 donne la conclusion.

On introduit maintenant un foncteur très analogue à I.

Définition 8.5.40. On définit un endofoncteur J de FGr par

J (X)(V,B) =
⊕

W∈Gr(B)

X(V/W,B/W ) ,

l’application linéaire J (X)(f) : J (X)(V,B) → J (X)(V ′, B′) (où f : (V,B) → (V ′, B′) est une

flèche de EfGr) ayant pour composante X(V/W,B/W ) → X(V ′/W ′, B′/W ′) l’application linéaire
induite par le morphisme (V/W,B/W )→ (V ′/W ′, B′/W ′) induit par f si f(W ) = W ′, 0 sinon.

Proposition 8.5.41. Il existe un isomorphisme de foncteurs ωκω ≃ ωJ .

Démonstration. On l’obtient par la suite d’isomorphismes naturels

ωκω(X)(V ) =
⊕

W∈Gr(V )

ω(X)(V/W ) ≃
⊕

W⊂B⊂V

X(V/W,B/W ) ≃
⊕

B∈Gr(V )

J (X)(V,B) = ωJ (X)(V )

déduits de l’identification entre Gr(V/W ) et {B ∈ Gr(V ) |W ⊂ B}.

Proposition 8.5.42. Soient X un objet localement fini de FGr et Y un objet de FGr. Il existe un
isomorphisme naturel gradué Ext∗Finj

(oinjω(X), oinjω(Y )) ≃ Ext∗FGr
(X, IJ (Y )).

Démonstration. Le foncteur oinj étant adjoint à gauche à ̟inj (proposition 5.4.6), les corollaires
1.2.8 et 8.5.39 puis la proposition 8.5.41 procurent des isomorphismes naturels gradués

Ext∗Finj
(oinjω(X), oinj(ω(Y ))) ≃ Ext∗F(ω(X), ̟injoinjω(Y ))

≃ Ext∗F (ω(X), ωκω(Y )) ≃ Ext∗F (ω(X), ωJ (Y )).

La conclusion provient alors du théorème 8.5.11.

On rappelle que la proposition 5.6.4 affirme qu’étant donnés deux objets F et G de F , avec
F localement fini, le morphisme naturel gradué Ext∗F (F,G) → Ext∗Finj

(oinj(F ), oinj(G)) est un
isomorphisme.
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Démonstration de la proposition 5.6.4. On applique la proposition 8.5.42 au cas où X = P0,N(F )
(avec F ∈ ObF lf ) et Y = P0,N(G) (où G ∈ ObF) pour obtenir un isomorphisme naturel gradué

Ext∗Finj
(oinj(F ), oinj(G)) ≃ Ext∗FGr

(P0,N(F ), IJ (Y )) ≃ Ext∗F(F,RN,0(IJ (Y ))).

On conclut en observant que IJ (Y )(V, 0) = J (Y )(V, 0) = Y (V, 0) = G(V ).

Remarque 8.5.43. Ainsi, pour obtenir un énoncé relatif à la catégorie Finj , nous avons transité
par la catégorie FGr, dont l’étude requiert celle de Fsurj . Cela explique pourquoi nous avons dû
introduire les deux catégories Finj et Fsurj .

Plus généralement, on a le corollaire suivant.

Corollaire 8.5.44. Soient k, n ∈ N, X un objet localement fini de FGr,k et Y un objet de FGr,n.
– Si k < n, alors Ext∗Finj

(oinjωk(X), oinjωn(Y )) = 0.
– Si k = n, le foncteur exact oinjωn induit un isomorphisme naturel gradué

Ext∗FGr,n
(X,Y )

≃
−→ Ext∗Finj

(oinjωn(X), oinjωn(Y )).

Démonstration. On déduit ce résultat de la proposition 8.5.42 de la même façon que l’on a déduit le
corollaire 8.5.12 du théorème 8.5.11. En effet, si A est un objet de FGr de coniveau au moins égal à n,
l’inclusion canonique A →֒ J (A) induit après application du foncteur RN,≤n un isomorphisme.

Ce corollaire nous amène à formuler la conjecture suivante sur la filtration de Krull de la catégorie
Finj (dont le théorème 5.6.17 a montré une partie pour n = 0).

Conjecture 8.5.45 (Conjecture artinienne extrêmement forte pour Finj). Pour tout n ∈ N, le fonc-

teur oinjωn : FGr,n → Finj induit une équivalence entre les catégories F lfGr,n et Kn+1(Finj)/Kn(Finj).

Si la conjecture artinienne extrêmement forte est satisfaite, cet énoncé équivaut au suivant.

Conjecture 8.5.46 (Conjecture artinienne extrêmement forte pour Finj , version 2).
Pour tout n ∈ N, le foncteur oinj induit une équivalence entre les catégories Kn(F)/Kn−1(F)

et Kn+1(Finj)/Kn(Finj).
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Troisième partie

Avancées sur la conjecture
artinienne
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Chapitre 9

Foncteur ω et ∇-nilpotence

Nous exposons dans ce chapitre les avancées les plus significatives que l’étude des catégories
de foncteurs en grassmanniennes et du foncteur ω nous ont permis d’obtenir sur la conjecture
artinienne. Le caractère noethérien de type 2 du produit tensoriel du projectif standard PE2 et d’un
foncteur fini en constitue le principal résultat « concret » . Il est déduit d’un théorème de structure
qui donne une version affaiblie de la conjecture artinienne extrêmement forte. Ce théorème affirme
que, pour tout entier naturel n, le foncteur ωn induit une équivalence de catégories entre les objets
finis de FGr,n et une sous-catégorie épaisse d’un quotient F/N il∇̃n

de la catégorie F , construit

à partir des sous-foncteurs ∇̃n du foncteur différence dont Powell a déjà montré le grand intérêt.
La conjecture artinienne extrêmement forte est ainsi ramenée à comparer la filtration de F par les
sous-catégories N il∇̃n

et sa filtration de Krull.

Après avoir rappelé les propriétés des foncteurs ∇̃n dans la section 9.2, nous établissons une
propriété cohomologique du foncteur ωn, variante des résultats du paragraphe 8.5.2 adaptée aux
sous-catégories N il∇̃n

(§ 9.3). Nous donnons ensuite les estimations techniques nécessaires à la ma-

nipulation des foncteurs ∇̃n sur les foncteurs du type ωn(X) (§ 9.4). Cela nous permet de démontrer,
dans la section 9.5, le théorème de structure évoqué ci-dessus, qui généralise le résultat principal de
[Pow98c] (théorème de simplicité), article qui le premier a mis en évidence le rôle essentiel des Ḡ(n)-
comodules dans la structure de la catégorie F . Notre théorème de simplicité présente l’avantage,
comme le théorème de Powell qu’il étend, de fournir des renseignements globaux sur la structure de
la catégorie F .

La section 9.1 expose la démonstration de ce théorème pour n = 1, afin de donner un aperçu
des arguments de la section 9.5 dans ce cas qui se trouve considérablement simplifié, d’un point de
vue technique, par l’identification de ∇̃1 au foncteur exact ∆.

Nous terminons ce chapitre en montrant comment le théorème de simplicité généralisé permet
d’aborder la conjecture artinienne extrêmement forte, moyennant la connaissance de résultats sur
les foncteurs ∇̃n encore hors de portée dans le cas général, mais connus pour n ≤ 2. C’est ainsi que
l’on obtient que le produit tensoriel entre P⊗2 et un foncteur fini est noethérien de type 2.

Les résultats de ce chapitre sont repris dans [Dja06b].

Convention 9.0.1. Dans tout ce chapitre, n désigne un entier strictement positif.

9.1 La catégorie F/Fω

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant :

Théorème 9.1.1. Le foncteur
ω1 : FGr,1

ω1−→ F ։ F/Fω

induit une équivalence entre la catégorie des objets finis de FGr,1 et une sous-catégorie épaisse de
F/Fω. En particulier, il envoie un foncteur simple de FGr,1 sur un objet simple de F/Fω.

213
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Une autre façon de formuler ce théorème est de dire que la sous-catégorieFω−ad1 de F est épaisse
(cf. proposition 8.5.24).

Le théorème 9.1.1 redonne les résultats principaux de l’article [Pow00b] de Powell et les précise.
Nous y reviendrons en fin de section (cf. remarque 9.1.9).

Remarque 9.1.2. Il semble en revanche très difficile de prouver que tous les objets simples de F/Fω
sont de ce type sans avoir démontré une version forte de la conjecture artinienne.

Avant de démontrer le théorème 9.1.1, nous établissons des résultats préliminaires décrivant
le comportement du foncteur différence sur l’image par ω1 d’un foncteur fini de FGr,1. Le lecteur
constatera, dans toute cette section, la grande analogie avec le paragraphe 5.6.3.

Notation 9.1.3. Soit X un objet de FGr,1. Nous désignerons par πX : ∆ω1(X) → ω1(X) le
morphisme donné sur V ∈ Ob Ef par la composée

∆ω1(X)(V ) →֒ ∆̃ω1(X)(V ) = ω1(X)(V ⊕ F2) =
⊕

(v,t)∈(V⊕F2)\{0}

X(V ⊕ F2, (v, t))

։

⊕

v∈V \{0}

X(V ⊕ F2, (v, 1)) ։

⊕

v∈V \{0}

X(V, v) = ω1(X)(V ),

où la dernière flèche est induite par la projection V ⊕ F2 ։ V .
Si k est un entier naturel et X un objet de FGr,1, nous noterons πkX : ∆kω1(X) → ω1(X) le

morphisme πX ◦∆πX ◦ · · · ◦∆k−1πX ; par convention, π0
X = idX .

Ces notations seront utilisées uniquement dans cette section.

Lemme 9.1.4. Soit X un objet de FGr,1.

1. On a un isomorphisme naturel ∆ω1(X) ≃ σ1(X)⊕ ω1(∆
Gr,1X)⊕ ω1ι1σ1(X).

2. À travers cet isomorphisme, πX : ∆ω1(X)→ ω1(X) se lit comme la composée de la projection
σ1(X)⊕ ω1(∆

Gr,1X)⊕ ω1ι1σ1(X) ։ ω1ι1σ1(X) et du morphisme obtenu en appliquant ω1 à
la coünité de l’adjonction ι1σ1(X)→ X.

3. Le morphisme πX est surjectif.

4. Si X est fini de degré d ≥ 0, ker πX est la somme directe d’un objet fini de F et de l’image
par ω1 d’un objet fini de degré strictement inférieur à d de FGr,1.

5. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, l une forme linéaire non nulle sur V et x =
(xv)v∈V \{0} (xv ∈ X(V, v)) un élément de ω1(X)(V ). Notons ax : PV → ω1(X) le morphisme
de F représenté par x. Alors l’élément (yv) de ω1(X)(V ) représenté par le morphisme

PV
u7→[l]⊗u
−−−−−→ F2[V

∗ \ {0}]⊗ PV ≃ ∆PV
∆ax−−−→ ∆ω1(X)

πX−−→ ω1(X)

est donné par yv = l(v)xv.

Démonstration. La décomposition ensembliste

Gr1(V ⊕ F2) = {(0, 1)} ⊔ {(v, 0) | v ∈ V \ {0}} ⊔ {(v, 1) | v ∈ V \ {0}}

et l’isomorphisme naturel

⊕

v∈V \{0}

X(V ⊕ F2, (v, 1)) ≃
⊕

v∈V \{0}

X(V ⊕ F2, (0, 1))

induit par les isomorphismes (V ⊕ F2, (v, 1))
≃
−→ (V ⊕ F2, (0, 1)) (x, t) 7→ (x+ tv, t) fournissent un

isomorphisme naturel
∆̃ω1(X) ≃ σ1(X)⊕ ω1(∆̃

Gr,1X)⊕ ω1ι1σ1(X).
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L’inclusion canonique ω1(X) →֒ ∆̃ω1(X) se lit dans cet isomorphisme comme

ω1(X) →֒ ω1(∆̃
Gr,1X) →֒ σ1(X)⊕ ω1(∆̃

Gr,1X)⊕ ω1ι1σ1(X),

d’où le premier point.

Pour tout v ∈ V \ {0}, la composée X(V ⊕ F2, (0, 1))
≃
−→ X(V ⊕ F2, (v, 1)) → X(V, v), où la

première flèche est l’inverse de l’isomorphisme utilisé précédemment et la seconde est induite par
la projection, est induite par V ⊕ F2 → V (x, t) 7→ x+ tv. Le début de la section 7.2 montre que
ce morphisme est bien la coünité de l’adjonction, d’où l’assertion 2.

Le lemme 8.1.19 et l’exactitude du foncteur ω1 permettent d’en déduire les assertions 3 et 4.
Pour établir la dernière assertion, notons z l’élément de ∆ω1(X)(V ) ⊂ ω1(X)(V ⊕F2) représenté

par le morphisme

PV
u7→[l]⊗u
−−−−−→ F2[V

∗ \ {0}]⊗ PV ≃ ∆PV
∆ax−−−→ ∆ω1(X).

On a z =
(
ω1(X)(i)

)
(x) +

(
ω1(X)(il)

)
(x), où i : V → V ⊕ F2 est l’inclusion canonique et

il : V → V ⊕ F2 le morphisme de composantes idV et l.
On en déduit que la composante zv,1 (v ∈ V \ {0}) de z égale X(il)(zv) si l(v) = 1, 0 sinon. La

conclusion provient donc de ce que la composition V
il−→ V ⊕ F2 ։ V est l’identité.

La proposition suivante fournit un argument de stabilisation décisif relatif aux morphismes πkX .

Proposition 9.1.5. Soient X un objet de FGr,1 et F un sous-objet de ω1(X). Pour tout entier
k ≥ 0, on note Ck = πkX(∆kF ).

1. La suite (Ck)k>0 de sous-objets de ω1(X) est croissante ; nous noterons C∞ sa réunion. Si X
est un objet noethérien de FGr,1, cette suite stationne.

2. Pour tout k ≥ 0, le foncteur Ck est engendré par les éléments du type

(l1(v) . . . lk(v)xv)v∈V \{0} ∈ ω1(X)(V ),

où V parcourt les espaces vectoriels de dimension finie, x = (xv)v∈V \{0} les éléments de F (V )
et (l1, . . . , lk) les k-uplets de formes linéaires sur V .

3. Le foncteur C∞ est le plus petit sous-P̄ -comodule de ω1(X) contenant F . Si F est lui-même
un sous-P̄ -comodule de ω1(X), on a Ck = F pour tout k ≥ 0.

4. Si X est localement fini, pour tout objet U de FGr,1, on a hom (C∞/F, ω1(U)) = 0.

Démonstration. L’assertion 5 du lemme 9.1.4 et la préservation des épimorphismes par le foncteur
différence montrent le second point pour k = 1. Le cas général s’en déduit aussitôt par récurrence.

On en déduit que la suite (Ck)k>0 est croissante. Si v est un élément non nul d’un espace
vectoriel de dimension finie V , soient l1, . . . , lk les éléments de V ∗ tels que li(v) = 1. Alors la
fonction polynomiale l1 . . . lk : V → F2 est égale à l’indicatrice de {v}. Si l’on note F gr(V ) le plus
petit sous-espace vectoriel V \ {0}-gradué de ω1(X)(V ) contenant F (V ), ce qui précède montre que
C∞ est le plus petit sous-foncteur de ω1(X) tel que F gr(V ) ⊂ C∞(V ) pour tout V ∈ Ob Ef ; en
particulier, C∞ ⊃ F .

Soit Y le plus petit sous-objet de X tel que Y (V, v) contienne les composantes dans X(V, v)
des éléments de F (V ) ⊂ ω1(X)(V ). La proposition 6.3.7 montre d’une part que ω1(Y ) est le plus
petit sous-P̄ -comodule de ω1(X) contenant F . Le paragraphe précédent montre d’autre part que
C∞ = ω1(Y ), d’où le troisième point.

Soit f : C∞/F → ω1(U) un morphisme de F . Si X est localement fini, il en est de même pour

Y , donc le corollaire 8.5.12 montre que la composée g : ω1(Y ) = C∞ ։ C∞/F
f
−→ ω1(U) est induite

par un morphisme u : Y → U de FGr,1. Comme la composée F →֒ ω1(Y )
g
−→ ω1(U) est nulle et que

ω1 est exact, F est inclus dans ω1(ker u). D’après le troisième point, on en déduit ker u = Y , donc
u = 0, puis g = 0 et f = 0, d’où la dernière assertion.

Par ailleurs, si X est noethérien, alors Y est de type fini, donc C∞ = ω1(Y ) est de type fini.
Cela montre que la suite (Ck)k>0 est stationnaire, et achève la démonstration.
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Début de la démonstration du théorème 9.1.1. Le théorème 8.5.11 entrâıne la pleine fidélité de ω1

et la stabilité par extensions de l’image, notée C, de sa restriction aux objets finis de FGr,1. Il suffit
donc d’établir qu’un sous-objet d’un objet de C est isomorphe à un objet de C. Pour cela, on procède
par récurrence sur le degré polynomial (cf. proposition 8.2.5). On se donne donc un objet fini X de
FGr,1 de degré d ≥ 0 et l’on suppose que l’hypothèse suivante est satisfaite.

Hypothèse 9.1.6 (Hypothèse de récurrence). L’image par le foncteur ω1 : FGr,1 → F/Fω du

théorème 9.1.1 de la sous-catégorie (FfGr,1)d−1 des foncteurs de degré < d de FfGr,1 est une sous-
catégorie épaisse de F/Fω.

Notation 9.1.7. Dans cette section, nous noterons Ad cette sous-catégorie épaisse de F/Fω, et
Qd la catégorie quotient de F/Fω par Ad. Nous noterons également X la sous-catégorie pleine des
objets T de F/Fω tels que hom (T, ω1(U)) = 0 pour tout objet U de FGr,1.

Lemme 9.1.8. 1. Le foncteur différence ∆ induit un endofoncteur exact et fidèle de la catégorie
F/Fω. Il induit également un endofoncteur exact des catégories Ad et Qd.

2. La sous-catégorie X de F/Fω est stable par le foncteur induit par le foncteur différence.

3. L’intersection des sous-catégories X et Ad de F/Fω est réduite à 0.

4. Pour tout entier k > 0, le morphisme πkX induit un isomorphisme dans la catégorie Qd.

Démonstration du lemme. Le foncteur ∆ est exact et conserve Fω, il induit donc un endofoncteur
exact de F/Fω. La suite exacte 0 → p0(F ) = F (0) → F → Ī ⊗ ∆F naturelle en l’objet F de F
montre la fidélité de ce foncteur exact. En effet, le foncteur constant F (0) est analytique, et, comme
Ī est analytique, si ∆F est objet de Fω, il en est de même pour Ī ⊗∆F .

Le lemme 9.1.4 montre que ∆ préserve l’image Ad de (FfGr,1)d−1 par ω1, il induit donc un endo-
foncteur exact de Ad et Qd = (F/Fω)/Ad. Cela achève de prouver le premier point. Le lemme 9.1.4
montre également que le noyau de l’épimorphisme πX appartient à Ad, puisque X est supposé de
degré d. Cela établit, par récurrence sur k, la dernière assertion.

L’isomorphisme d’adjonction homF (∆F, ω1(U)) ≃ homF (F, ω1(U⊗ι1(Ī))) (cf. propositions 4.2.5
et 6.3.7) donne le second point, puisque le corollaire 8.5.13 permet de remplacer les ensembles de
morphismes considérés dans F par des ensembles de morphismes analogues dans F/Fω.

Le troisième point résulte de la définition de la sous-catégorie Ad.

Fin de la démonstration du théorème 9.1.1. Soit F un sous-objet de ω1(X) ; on conserve les notations
de la proposition 9.1.5, et l’on se donne k ∈ N∗ tel que C∞ = Ck (qui est donc de la forme ω1(Y )
pour un sous-objet Y de X). Alors ∆kF et ∆kC∞ ont la même image C∞ par πkX , qui induit
un isomorphisme dans Qd (dernière assertion du lemme 9.1.8), donc l’inclusion ∆kF →֒ ∆kC∞

induit un isomorphisme dans Qd. Ainsi, l’image dans F/Fω de ∆k(C∞/F ) est objet de Ad. Mais
c’est aussi un objet de X par la dernière assertion de la proposition 9.1.5 et la deuxième assertion
du lemme 9.1.8. La troisième assertion de ce lemme montre alors que l’image de ∆k(C∞/F ) dans
F/Fω est nulle, donc aussi l’image de C∞/F (par la première assertion du lemme). Cela achève la
démonstration.

Remarque 9.1.9. Comme l’article [Pow00b], le théorème 9.1.1 signifie que les foncteurs P ⊗ F
(F fini) sont noethériens de type 1 et donne des renseignements sur leur structure. La méthode
qu’emploie Powell dans [Pow00b] repose fortement sur les propriétés des foncteurs ∇̃n et certaines
considérations explicites sur les représentations des groupes symétriques. La nôtre reste très générale
et clarifie les calculs d’algèbre homologique entre les différents objets dont on démontre le caractère
simple noethérien de type 1, entièrement ramenés à des calculs d’algèbre homologique sur des objets
finis de FGr,1, qui peuvent théoriquement se comprendre à partir des représentations des groupes
symétriques.

Le théorème 9.1.1 fournit également une construction plus simple de l’objet simple noethérien
de type 1 et Fω-parfait associé à une partition régulière λ (cf. exemple 7.2.12). Nous pouvons ainsi
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montrer, sans calcul, l’égalité Xλ = Kλ conjecturée dans [Pow00b], § 4.5 : avec nos notations, elle se

réduit à dire que l’image de l’unique morphisme non nul ι1(Sλ)→ ι1(Sλ̂), où λ̂ = (λ1+1, . . . , λr+1)
si λ est de longueur r, est κ1(Sλ). En effet, cette image contient κ1(Sλ) = cosoc ι1(Sλ), et lorsqu’on
applique le foncteur exact et fidèle σ1 au morphisme précédent, on obtient l’unique morphisme non
nul (cf. théorème B.3 de [PS98]) Sλ ⊕∆Sλ → Sλ̂ ⊕∆Sλ̂, dont l’image est Sλ = σ1κ1(Sλ).

Nous terminons cette section par quelques remarques orientées vers les « pathologies » de la
catégorie quotient F/Fω.

Remarque 9.1.10. – Les objets finis de la catégorie F/Fω donnés par le théorème 9.1.1 (il
n’y en a pas d’autres si la conjecture artinienne extrêmement forte est vraie) possèdent un
représentant Fω-parfait dans F . Il n’en est pas de même pour tous les objets de F/Fω.
Considérons par exemple le noyau A de l’unique morphisme non nul P̄⊗2 → P̄ . A partir de
la suite exacte

0→ A→ P̄⊗2 → P̄ → Λ1 → 0

et du corollaire 8.5.13, on obtient un isomorphisme naturel Exti(F,A) ≃ Exti−2(F,Λ1) pour
F ∈ ObFω. Ainsi, A est Fω-fermé, mais non Fω-parfait.

– L’absence de représentants parfaits pour certains foncteurs équivaut à l’inexactitude du fonc-
teur section F/Fω → F . Notons néanmoins la conséquence suivante du corollaire 8.5.13, dans
laquelle nous notons ri le i-ème foncteur dérivé droit de l’endofoncteur de F composé du fonc-
teur canonique F → F/Fω et du foncteur section : pour tout foncteur oméga-adapté F , on a
ri(F ) = 0 pour i assez grand. Ainsi, la conjecture artinienne extrêmement forte permettrait
de contrôler le défaut d’exactitude du foncteur section.

– Même en admettant la conjecture artinienne extrêmement forte, certains aspects de la struc-
ture globale de la catégorie F/Fω demeurent mystérieux. Par exemple, la description de
l’enveloppe injective de l’image du foncteur P̄ dans cette catégorie quotient, qui en est l’objet
simple le plus élémentaire, pose des problèmes très difficiles.
En général, les injectifs indécomposables de F/Fω sont les images par le foncteur section des
injectifs indécomposables sans sous-objet fini non nul de F (par la proposition 1.4.12), i.e. des
injectifs indécomposables « pathologiques » de F . Nous conjecturons notamment que tous les
foncteurs injectifs indécomposables de F sont à valeurs de dimension finie. Cette conjecture
est discutée dans [Dja06b].
Les difficultés inhérentes à ce problème, liées à la compréhension globale des représentations
des groupes linéaires, sont conceptuellement analogues à celles que l’on rencontre pour la
conjecture artinienne extrêmement forte.

9.2 Les fonteurs ∇̃n de Powell

Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que les foncteurs que nous notons ∇̃n sont les
duaux des foncteurs ∇̃n introduits dans [Pow98b] par Powell, à qui sont dus tous les résultats de
cette section. Cette convention est motivée par le fait que l’on étudie la catégorie F du point de vue
de ses objets de type fini, et non de co-type fini : les foncteurs considérés par Powell n’apparâıtront
jamais en tant que tels dans la suite, tandis que leurs duaux joueront un rôle majeur.

Notation 9.2.1. Nous désignerons par tn l’élément suivant de homF2[Ef ](En,F2).

tn =
∑

l∈E∗
n

[l]

Définition 9.2.2. L’endofoncteur ∇̃n de F est défini comme l’image de la transformation naturelle
(tn)∗ : ∆En

→ ∆F2 .

Exemple 9.2.3. On a ∇̃1 = ∆. Pour n > 1, le comportement de ∇̃n est rendu plus délicat par
l’inexactitude de ce foncteur.
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Remarque 9.2.4. Le foncteur ∇̃n préserve les sous-catégories Fdf et F tf de F , puisque c’est un
quotient de ∆En

.

Proposition 9.2.5. Le foncteur ∇̃n est égal au noyau de la transformation naturelle surjective
∆F2 ≃ (· : I) ։ (· : pn−1(I)) induite par l’inclusion pn−1(I) →֒ I.

Cette conséquence aisée de la suite exacte usuelle 0 → pn−1I → I
t∗n−→ IEn

(cf. démonstration
de la proposition 8.4.32) est établie en détail dans [Pow98b], § 2.

Proposition 9.2.6. 1. Le foncteur ∇̃n est additif ; il conserve les injections et les surjections.

2. Le foncteur ∇̃n est un sous-foncteur du foncteur différence ∆ si n > 0 ; c’est un quotient de
(∆n)Σn

(co-invariants de ∆n sous l’action du groupe symétrique).

3. C’est aussi un quotient de (∆En
)GLn

.

4. Deux foncteurs ∇̃n et ∇̃m (où m ∈ N) commutent toujours (à isomorphisme naturel près) ;
en particulier, le foncteur ∇̃n commute au foncteur différence.

La première assertion est incluse dans le théorème 4.0.2 de [Pow98b], la seconde partie de
la deuxième et la dernière dans sa proposition 4.1.1. Les autres découlent de la définition : la
transformation naturelle (tn)∗ : ∆En

→ ∆F2 est invariante par l’action de GLn sur ∆En
, d’où la

troisième assertion ; la première partie de la deuxième vient de ce que tn est la somme d’un nombre
pair, si n > 0, de transformations naturelles élémentaires ∆En

→ ∆F2 (induites par une application

linéaire En → F2), la composée est ∆En

(tn)∗
−−−→ ∆F2 → ∆0 donc nulle.

La description de la filtration co-polynomiale de P donnée dans la démonstration de la propo-
sition 4.2.23 fournit le calcul suivant sur les projectifs standard (cf. proposition 4.0.4 de [Pow98b]).

Proposition 9.2.7. Il existe dans F un isomorphisme ∇̃n(PV ) ≃ kn(P )(V ∗) ⊗ PV naturel en
l’espace vectoriel de dimension finie V . En particulier, ∇̃n(PEn

) ≃ PEn
et ∇̃n(PEk

) = 0 pour
k < n.

Notation 9.2.8. – Si λ est une partition de longueur r, nous noterons λ− la partition de
longueur ≤ r définie par (λ−)i = λi − 1 pour 1 ≤ i ≤ r.

– Si α = (α1, . . . , αk) est une suite finie d’entiers et a ∈ N, on notera α+a = (α1 +a, . . . , αk+a).
Cette notation est étendue au cas où α est une partition, en prenant k = l(α) (longueur de la
partition α).

L’un des grands intérêts des foncteurs ∇̃n, qui explique leur efficacité dans de nombreux calculs
explicites sur les foncteurs de Schur, réside dans le résultat suivant, établi dans le § 4.3 de [Pow98b].

Proposition 9.2.9. Soit λ une partition régulière.

1. Le foncteur ∇̃n(Sλ) est nul si et seulement si l(λ) < n.

2. Supposons λ de longueur n. On a ∇̃n(Sλ) ≃ Sλ− .

Proposition et définition 9.2.10. La sous-catégorie pleine des foncteurs ∇̃n-nilpotents de F (i.e.
des foncteurs F tels qu’il existe k ∈ N tel que (∇̃n)k(F ) = 0) est épaisse. On la note N il∇̃n

.

Nous désignerons par N il∇̃n
la plus petite sous-catégorie épaisse de F stable par colimites conte-

nant N il∇̃n
.

C’est le théorème 4.2.3 de [Pow98b] (l’hypothèse d’analycité imposée par Powell aux foncteurs
∇̃n-nilpotents n’intervient pas dans la démonstration).

Exemple 9.2.11. La sous-catégorie N il∇̃0
est réduite à 0 ; N il∇̃1

est la sous-catégorie des foncteurs

polynomiaux, donc N il∇̃1
= Fω.

La description des catégories N il∇̃n
devient très délicate pour n ≥ 2. Conjecturalement, elles

sont étroitement liées à la filtration de Krull de F .
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Conjecture 9.2.12. Un objet de type fini de F est noethérien de type n− 1 si et seulement s’il est
∇̃n-nilpotent.

Cette conjecture, discutée par Powell dans [Pow00a], § 3, est une variante forte de la conjecture
artinienne.

Avec le formalisme introduit dans la partie II, il nous est naturel de formuler la conjecture
suivante.

Conjecture 9.2.13. Un objet de type fini de F est oméga-adapté de hauteur au plus n − 1 si et
seulement s’il est ∇̃n-nilpotent.

Les conjectures 9.2.13 et 8.5.22 sont équivalentes. Cela provient de l’épaisseur de N il∇̃n
, de la

non ∇̃n-nilpotence des foncteurs ωn(X) pour X ∈ ObFGr,n non nul et de la ∇̃n-nilpotence des
foncteurs ωi(X) pour i < n et X ∈ ObFGr,i fini, que nous démontrerons à la section 9.4. Ces
conjectures impliquent donc la conjecture 9.2.12.

Les conjectures 9.2.13 et 9.2.12 sont triviales pour n ≤ 1. Pour n = 2, Powell a démontré les
résultats partiels suivants, qui suffiront à nos investigations ultérieures. Celles-ci nous permettront
d’établir la conjecture 9.2.13 pour n = 2.

Proposition 9.2.14. Soit F un foncteur de type fini annihilé par ∇̃2. Alors F est isomorphe dans
F/Fω à une somme directe finie de copies de P̄ .

Proposition 9.2.15. Soit F un foncteur ∇̃2-nilpotent quotient de Ḡ(2). Alors F est oméga-adapté
de hauteur au plus 1.

La démonstration de la proposition 9.2.14, qui se déduit de la proposition 7.4 de [Pow98c],
repose sur la proposition 9.2.9 et le calcul des groupes d’extensions Ext1(Λi,Λj) (cf. [Fra96], § II).
La proposition 9.2.15 (corollaire de la proposition 7.5 de [Pow98c]) s’en déduit par l’étude d’une
filtration explicite du foncteur Ḡ(2) issue de la filtration copolynomiale de P̄ .

Nous terminons cette section par un résultat concernant les produits tensoriels. Il est démontré
dans [Pow01] (théorème 1), article qui précise en quoi la notion de ∇̃n-nilpotence fournit une
« bonne » notion de dimension dans F .

Proposition 9.2.16. Le produit tensoriel d’un foncteur ∇̃n-nilpotent et d’un foncteur ∇̃m-nilpotent
(où m ∈ N) est ∇̃n+m−1-nilpotent. En particulier, le produit tensoriel d’un foncteur ∇̃n-nilpotent
et d’un foncteur fini est ∇̃n-nilpotent.

9.3 Deuxième résultat d’annulation cohomologique

L’utilisation du foncteur ∇̃n dans ce chapitre repose sur la proposition suivante. Elle nous
permettra d’une part d’établir la propriété d’annulation cohomologique relative aux foncteurs ∇̃n
(proposition 9.3.4) qui est l’objet de cette section, et d’autre part de mener à bien les estimations
essentielles de la section 9.4.

Proposition 9.3.1. Il existe dans FGr un diagramme commutatif

F2
//

��

ι(I)

ι(t∗n)

��
IGr(En,En)

� � // ι(IEn
)

(9.1)

qui induit dans FGr,n un diagramme commutatif

F2
//

� _

��

ιn(I)

ιn(t∗n)

��
IGr,n(En,En)

� � // ιn(IEn
).

(9.2)



9.3. Deuxième résultat d’annulation cohomologique 220

Démonstration. Le morphisme F2 → IGr(En,En) du diagramme (9.1) est l’unique flèche non nulle ;

le morphisme F2 → ι(I) est la composée de l’unique morphisme non nul F2 → IGr(F2,F2)
et du

monomorphisme scindé IGr(F2,F2)
→֒ ι(I) donné par la proposition 6.3.14 ; le monomorphisme non

spécifié provient de cette proposition également.
Comme F2 ≃ ρ(F2), par adjonction entre les foncteurs ρ et ε (proposition 6.3.18), la commutation

du diagramme (9.1) se ramène au lemme 9.3.2 ci-dessous, puisque ε ◦ ι ≃ o (proposition 6.3.20) et
ε(IGr(V,V )) ≃ I

surj
V .

Dans le diagramme (9.2) qu’on déduit de (9.1) par application du foncteur de restriction, la

flèche verticale F2 → IGr,n(En,En) est l’unique morphisme non nul, qui est injectif parce que le foncteur

constant F2 de FGr,n est simple.

Lemme 9.3.2. Le diagramme suivant de Fsurj commute

F2
//

��

IsurjF2

� � // o(I)

o(t∗n)

��
IsurjEn

� � // o(IEn
)

où les deux flèches de source F2 sont les uniques morphismes non nuls et les deux injections non
spécifiées les monomorphismes scindés donnés par la proposition 5.4.3. 3.

Démonstration. Soit W un sous-espace de En. Le morphisme

F2 → IsurjF2
→֒ o(I)

o(t∗n)
−−−→ o(IEn

) ։ IsurjW

est la somme sur les formes linéaires l ∈ E∗
n telles que l(W ) 6= 0 des composées

F2 → IsurjF2

l∗
−→ IsurjW ,

qui sont toutes égales à l’unique morphisme non nul. Comme le cardinal de l’ensemble
{l ∈ E∗

n | l(W ) 6= 0} = E∗
n \W

⊥ est 2n − 2n−dimW , qui est impair si et seulement si dimW = n,
on en conclut que le morphisme F2 → IsurjW que l’on étudie est non nul si et seulement si W = En,
d’où l’on déduit le lemme.

Le diagramme (9.1) induit un diagramme commutatif naturel

X (X : ι(I))oo

(X : IGr(En,En))

OO

(X : ι(IEn
))oooo

(tn)∗

OO
(9.3)

pour X ∈ ObFGr.
En appliquant le foncteur ω, on en déduit dans F , par la proposition 8.4.10, un diagramme

commutatif naturel
ω(X) ∆F2ω(X)oo

ω(X : IGr(En,En))

OO

∆En
ω(X).oooo

(tn)∗

OO
(9.4)
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Le cas qui nous intéresse est celui où l’objet X est un objet de FGr,n (identifiée à une sous-
catégorie de FGr via le prolongement par zéro). En ignorant le terme inférieur gauche, le dia-
gramme (9.4) fournit un diagramme commutatif naturel

∆F2ωn(X)

αn,X

&&MMMMMMMMMM

∆En
ωn(X)

βn,X

//

(tn)∗

OO

ωn(X).

(9.5)

Par adjonction (cf. proposition 4.2.5), on en déduit un diagramme commutatif naturel

ωn(X)
an,X //

� t

bn,X &&NNNNNNNNNNN
ωn(X)⊗ I

ωn(X)⊗t∗n
��

ωn(X)⊗ IEn
.

(9.6)

Le morphisme bn,X est injectif, car ce diagramme s’obtient en tensorisant le diagramme (9.2)
par X de FGr,n et en appliquant le foncteur exact ωn (compte-tenu de la proposition 6.3.7. 4).

Notation 9.3.3. Nous désignerons par πn,X : ∇̃n ωn(X) → ωn(X) le morphisme déduit du dia-

gramme (9.5). Il définit une transformation naturelle πn : ∇̃n ωn → ωn.

Pour n = 1, on retrouve le morphisme πX de la section 9.1.
Avant d’étudier le morphisme πn,X dans la section suivante, nous établissons une conséquence

importante de la proposition 9.3.1.
On rappelle que le terme d’objet parfait est donné par la définition 1.4.14.

Proposition 9.3.4. Pour tout objet X de FGr,n, le foncteur ωn(X) de F est N il∇̃n
-parfait.

Démonstration. Grâce au corollaire 2.5.9, il suffit d’établir la nullité des groupes d’extensions
ExtiF(F, ωn(X)) pour un foncteur ∇̃n-nilpotent F , assertion que l’on établit par récurrence sur i.

La naturalité de la transformation (tn)∗ : ∆En
→ ∆F2 se traduit par la commutation des

diagrammes

homF (F,G)
(∆En)∗ //

(∆F2
)∗

��

homF(∆En
F,∆En

G)

tn(G)∗

��
homF (∆F2F,∆F2G)

tn(F )∗ // homF (∆En
F,∆F2G)

pour tous objets F et G de F , où l’on a noté tn(F ) pour ((tn)∗)F , pour simplifier les écritures.
Comme les foncteurs ∆En

et ∆F2 sont exacts, ce diagramme s’étend en un diagramme commutatif

ExtiF (F,G)
(∆En)∗ //

(∆F2
)∗

��

ExtiF (∆En
F,∆En

G)

tn(G)∗

��
ExtiF (∆F2F,∆F2G)

tn(F )∗ // ExtiF (∆En
F,∆F2G)

pour tout i ∈ N.
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On forme alors le diagramme commutatif

ExtiF(F, ωn(X))
(∆En)∗ //

(∆F2
)∗

��

ExtiF (∆En
F,∆En

ωn(X))

tn(ωn(X))∗

��

≃ // ExtiF(F,∆En
ωn(X)⊗ IEn

)

(tn(ωn(X))⊗IEn )∗

��
ExtiF (∆F2F,∆F2ωn(X))

tn(F )∗ //

(pl∇,n
F )∗

��

ExtiF(∆En
F,∆F2ωn(X))

(αn,X)∗

��

≃ // ExtiF (F,∆F2ωn(X)⊗ IEn
)

(αn,X⊗IEn )∗

��
ExtiF(∇̃nF,∆F2ωn(X))

(pr∇,n
F )∗

44iiiiiiiiiiiiiiiii

(αn,X)∗

��

ExtiF (∆En
F, ωn(X))

≃ // ExtiF (F, ωn(X)⊗ IEn
)

ExtiF (∇̃nF, ωn(X))

(pr∇,n
F )∗

44iiiiiiiiiiiiiiiii

(9.7)

où pr∇,nF désigne la projection canonique ∆En
F ։ ∇̃nF , et pl∇,nF : ∇̃nF →֒ ∆F2F l’inclusion

canonique, et où les isomorphismes de droite dérivent de la proposition 4.2.5 et du corollaire 1.2.8.
Le morphisme u : ExtiF(F, ωn(X)) → ExtiF (F, ωn(X) ⊗ IEn

) obtenu en suivant le diagramme
est induit par le monomorphisme bn,X : ωn(X) →֒ ωn(X)⊗ IEn

. En effet, la composée horizontale
supérieure est induite par l’unité ωn(X)→ ∆En

ωn(X)⊗IEn
de l’adjonction, tandis que la composée

verticale de droite est induite par βn,X ⊗ IEn
(par la commutation du diagramme (9.5)) ; on conclut

par adjonction entre les morphismes bn,X et βn,X .
Comme bn,X provient par application du foncteur ωn à un monomorphisme X →֒ X ⊗ ιn(IEn

),
il existe un objet Y de FGr,n et une suite exacte courte

0→ ωn(X)
bn,X
−−−→ ωn(X)⊗ IEn

→ ωn(Y )→ 0 .

La suite exacte longue de cohomologie associée et l’hypothèse de récurrence Exti−1
F (F, ωn(Y )) = 0

(on rappelle que F est supposé ∇̃n-nilpotent) montrent que le morphisme u : ExtiF(F, ωn(X)) →
ExtiF(F, ωn(X)⊗IEn

) est injectif. On en déduit, en considérant la colonne de gauche du diagramme
(9.7), un monomorphisme ExtiF (F, ωn(X)) →֒ ExtiF(∇̃nF, ωn(X)), ce pour tous objets F de N il∇̃n

et X de FGr,n. Cela fournit, par récurrence sur l’indice de ∇̃n-nilpotence de F , la nullité du groupe
d’extensions ExtiF (F, ωn(X)), ce qui achève la démonstration.

Proposition 9.3.5. Si F est un foncteur oméga-adapté de hauteur strictement inférieure à n, alors
F est ∇̃n-nilpotent.

Démonstration. Si X ∈ ObFGr,k est simple, il existe un objet simple F de F et un GLk-module
simple S tels que X ≃ κk(F )⊗ ρk(S) (proposition 8.2.10), d’où un épimorphisme

PEk
⊗ F ։ ωkρk(S)⊗ F ≃ ωk(ιk(F )⊗ ρk(S)) ։ ωk(X).

Les propositions 9.2.7 et 9.2.16 montrent que PEk
⊗ F , donc ωk(X), est ∇̃n-nilpotent si k < n. On

conclut grâce à la proposition 9.2.10.

Remarque 9.3.6. La proposition 9.3.5 montre que la proposition 9.3.4 est une généralisation du
résultat d’annulation cohomologique du corollaire 8.5.12 (dont elle ne fournit toutefois pas l’iso-
morphisme obtenu pour k = n). Pour n = 1, ces deux résultats sont identiques. La démonstration
est une conséquence formelle de l’injectivité du morphisme bn,X du diagramme (9.6) ; la seule dif-

ficulté technique réside dans l’inexactitude du foncteur ∇̃n, qui oblige à transiter par les foncteurs
exacts ∆F2 et ∆En

pour passer aux groupes d’extensions. Conceptuellement, cette démonstration
procède d’idées très voisines de celles employées dans la section 8.5, reposant sur des adjonctions
entre foncteurs décalages et produits tensoriels convenables.
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9.4 Estimation de ∇̃n ωn

Le but de cette section est de montrer (propositions 9.4.7 et 9.4.9) que, via la transformation
naturelle πn : ∇̃n ωn → ωn introduite dans la notation 9.3.3, les foncteurs ∇̃n ωn(X) et ωn(X) sont
« du même ordre de grandeur » lorsque X est un foncteur fini de FGr,n.

Dans [Dja06b], les estimations de cette section sont présentées de façon plus conceptuelle.

Notation 9.4.1. Dans cette section, nous noterons i(A,B), l’unique morphisme non nul F2 → IGr(A,B)

de FGr, pour (A,B) ∈ Ob EfGr.

On rappelle que le foncteurGr : Efsurj×E
f
surj → Ens, défini dans la notation 6.2.31, est donné sur

les objets ainsi : si V et W sont deux objets de Efsurj , Gr(V,W ) est le sous-ensemble de Gr(V ⊕W )
formé des sous-espaces B tels que les composées B →֒ V ⊕W ։ V et B →֒ V ⊕W ։ W sont
surjectives.

Notation 9.4.2. Dans cette section, nous noterons ZB le foncteur pseudo-constant ρ(F2[Gr(·, B)]),

pour tout objet B de Efsurj .

Lemme 9.4.3. Soient (V,W ) et (A,B) deux objets de EfGr. Le morphisme i(A,B) induit par tenso-

risation par IGr(V,W ) un morphisme

IGr(V,W ) → IGr(V,W ) ⊗ I
Gr
(A,B) ≃

⊕

W ′∈Gr(W,B)

IGr(V⊕A,W ′)

(cf. proposition 8.3.10) dont les composantes IGr(V,W ) → IGr(V⊕A,W ′) sont induites par la projection
V ⊕A ։ V .

Démonstration. La composante IGr(V,W ) → IGr(V⊕A,W ′) de i(A,B)⊗ I
Gr
(V,W ) s’obtient par application du

foncteur E 7→ F2
E : Ensop → E à la transformation naturelle

homEf
Gr

(·, (V ⊕A,W ′)) →֒ homEf
Gr

(·, (V,W )) × homEf
Gr

(·, (A,B)) ։ homEf
Gr

(·, (V,W )) ,

qui est induite par la projection V ⊕A ։ V , d’où le lemme.

Dans la suite, nous utiliserons abondamment les endofoncteurs (· : IGr(A,B)) de FGr, qui, d’après

la proposition 8.4.12, sont donnés par l’isomorphisme naturel

(X : IGr(A,B))(V,W ) ≃
⊕

W ′∈Gr(W,B)

X(V ⊕A,W ′) . (9.8)

Ces foncteurs fournissent un scindement naturel de ∆Aω(X) (cf. remarque 8.4.14).

Remarque 9.4.4. On a un isomorphisme canonique ZB ≃ (F2 : IGr(A,B)).

Lemme 9.4.5. Soient X un objet fini de FGr et (A,B) un objet de EfGr.

1. Le foncteur (X : IGr(A,B)) est fini, de degré et de niveau au plus égaux à ceux de X.

2. Le morphisme naturel

δ
(A,B)
X : (X : IGr(A,B))→ X

induit par le morphisme i(A,B) : F2 → IGr(A,B) est induit, sur chaque composante X(V ⊕A,W ′)

de (X : IGr(A,B))(V,W ) (où (V,W ) ∈ Ob EfGr et W ′ ∈ Gr(W,B)), par la projection V ⊕A ։ V .

Le morphisme δ
(A,B)
X est surjectif si dimB ≤ coniv(X).
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3. Le morphisme δ
(A,B)
X se factorise naturellement par X ⊗ ZB

X⊗δ
(A,B)
F2−−−−−−→ X en un morphisme

ζ
(A,B)
X : (X : IGr(A,B))→ X ⊗ ZB.

Le degré de ker ζ
(A,B)
X est strictement inférieur à celui de X si X 6= 0.

4. Il existe un monomorphisme EpiE(B, ·) →֒ Gr(·, B)∩Gr≤dimB(·⊕B) de foncteurs Efsurj → Ens

qui est une bijection sur les espaces de dimension inférieure à celle de B.

5. Supposons n = dimB ≥ niv(X). Il existe des isomorphismes naturels GL(B)-équivariants
(X : IGr(B,B))(V,W ) ≃ X(V ⊕B,B)⊗ F2[EpiE(B,W )] et X ⊗ ZB ≃ X ⊗ ρ(P

surj
B ).

Les restrictions à FGr,n des foncteurs (X : IGr(B,B)) et ξσ(X) ⊗ ρ(P surjB ) sont naturellement

isomorphes ; la restriction de ζ
(B,B)
X s’identifie à la restriction du produit tensoriel par ρ(P surjB )

de la coünité ξσ(X) ։ X de l’adjonction. La restriction du morphisme obtenu en prenant les

co-invariants sous l’action de GL(B) de δ
(B,B)
X s’identifie à la coünité ξσ(X) ։ X.

Démonstration. Tous les foncteurs de division commutent (à isomorphisme naturel près) au foncteur
différence, ils envoient donc un foncteur polynomial sur un foncteur polynomial de degré inférieur.

L’isomorphisme (9.8) montre que le foncteur (· : IGr(A,B)) préserve les objets à valeurs de dimension

finie et que niv(X : IGr(A,B)) ≤ niv(X), d’où le premier point.

Le lemme 9.4.3 et le lemme de Yoneda montrent que le morphisme naturel δ
(A,B)
X est donné, sur

l’objet (V,W ), par le morphisme
⊕

W ′∈Gr(W,B)

X(V ⊕A,W ′)→ X(V,W )

dont chaque composante est induite par la projection V ⊕ A ։ V . Pour tout objet (V,W ) tel que
dimB ≤ dimW , il existe un élément W ′ de Gr(W,B) de même dimension que W ; le morphisme

(V ⊕ A,W ′) → (V,W ) de EfGr est alors un épimorphisme scindé, donc il induit un épimorphisme

X(V ⊕A,W ′) ։ X(V,W ). Cela montre que (X : IGr(A,B))→ X est surjectif si dimB ≤ coniv(X).

Le morphisme ζ
(A,B)
X est défini sur l’objet (V,W ) par la somme directe sur W ′ ∈ Gr(W,B)

des morphismes X(V ⊕ A,W ′) ։ X(V,W ) induits par la projection V ⊕ A ։ V . On remarque
que la transformation naturelle ζ(A,B) commute, à isomorphisme près, au foncteur différence, et
est un isomorphisme sur les foncteurs pseudo-constants, ce qui procure la troisième assertion par
récurrence sur le degré.

La fonction

EpiE(B,W )→ Gr(W,B) ∩ GrdimB(W ⊕B) f 7→ im (f ⊕ idB : B →W ⊕B)

est une bijection GL(B)-équivariante naturelle en l’objet W de Efsurj , ce qui fournit le quatrième
point.

On en déduit aussitôt la première partie de 5 ; dans les isomorphismes (X : IGr(B,B))(V,W ) ≃

X(V ⊕B,B)⊗ F2[EpiE(B,W )] et X ⊗ ZB ≃ X ⊗ ρ(P
surj
B ), le morphisme ζ

(B,B)
X se lit, sur l’objet

(V,W ), comme

X(V ⊕B,B)⊗ F2[EpiE(B,W )]→ X(V,W )⊗ F2[EpiE(B,W )] x⊗ [u] 7→ X(fu)(x) ⊗ [u] ,

où fu : (V ⊕ B,B)→ (V,W ) est le morphisme de composantes idV et B
u
−→ W →֒ V . La fin de la

proposition s’obtient grâce à l’isomorphisme canonique GL(B)-équivariant

X(V ⊕B,B)⊗ F2[EpiE(B,W )] ≃ X(V ⊕W,W )⊗ F2[EpiE(B,W )]

pour dimW = dimB : dans cet isomorphisme, δ
(B,B)
X se lit comme

X(V ⊕W,W )⊗ F2[IsoE(B,W )]→ X(V,W ) x⊗ [u] 7→ X(g)(x) ,

où g : (V ⊕W,W )→ (V,W ) est le morphisme de composantes idV et W →֒ V .
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Notation 9.4.6. Dans la suite de cette section, nous désignerons par X̃ le prolongement par zéro
Pn,N(X) d’un objet X de FGr,n à FGr.

Proposition 9.4.7. Soit X un objet de FGr,n.

1. Le morphisme βn,X : ∆En
ωn(X) → ωn(X) du diagramme (9.5) est donné sur l’espace vec-

toriel V par l’application linéaire ∆En
ωn(X)(V ) = ωn(X)(V ⊕ En) → ωn(X)(V ) dont la

composante X(V ⊕En, B)→ X(V,W ) (où B ∈ Grn(V ⊕En) et W ∈ Grn(V )) est induite par
la projection V ⊕ En ։ V si B ∈ Gr(W,En) et est nulle sinon.

2. Le morphisme πn,X : ∇̃n ωn(X)→ ωn(X) est surjectif.

Démonstration. Le morphisme F2 →֒ ιn(IEn
) de la proposition 9.3.1 est la composée de l’unique

morphisme non nul F2 → IGr,n(En,En) et de l’injection IGr,n(En,En) →֒ ιn(IEn
) obtenue par restriction à

FGr,n du monomorphisme scindé IGr(En,En) →֒ ι(IEn
) de la proposition 6.3.14. En effet, le foncteur εn

transforme l’injection IGr,n(En,En) →֒ ιn(IEn
) en F2

GLn →֒ F2
EndE(En), de sorte qu’il suffit de reprendre

la démonstration de la proposition 9.3.1 pour obtenir cette factorisation de F2 →֒ ιn(IEn
).

Le morphisme βn,X est donc la composée

∆En
ωn(X) ≃ (ω(X̃) : IEn

) ≃ ω(X̃ : ι(IEn
)) ։ ω(X̃ : IGr(En,En))

ω(δ
(En,En)

X̃
)

−−−−−−−−→ ω(X̃) ≃ ωn(X) ,

où le premier isomorphisme provient de la proposition 4.2.5 et le second de la proposition 8.4.10.

Comme le morphisme δ
(En,En)

X̃
est surjectif, par la deuxième assertion du lemme 9.4.5, il en est

de même pour βn,X , donc pour πn,X .

Notation 9.4.8. Dans la proposition suivante, F∇̃n,<d
désigne la plus petite sous-catégorie épaisse

de F contenant N il∇̃n
et les objets ωn(Y ), pour Y objet fini de FGr,n de degré strictement inférieur

à d.

Intuitivement, cette catégorie contient tous les objets qui sont « moins gros » que les foncteurs
du type ωn(A), où A ∈ ObFGr,n est de degré d.

Proposition 9.4.9. Soient d ∈ N et X un objet fini de degré d de FGr,n.

Le noyau de πn,X : ∇̃n ωn(X)→ ωn(X) appartient à F∇̃n,<d
.

Démonstration. La proposition s’obtient en trois étapes à partir du scindement

∆En
ωn(X) ≃

⊕

B∈Gr(En)

ω(X̃ : IGr(En,B)) .

1. Soit B un sous-espace strict de En. Le lemme 9.4.10 ci-dessous montre que

im
(
ω(X̃ : IGr(En,B)) →֒ ∆En

ωn(X) ։ ∇̃n ωn(X)
)
⊂ ker ζ

(F2,0)
X ⊕ ker ζ

(F2,F2)
X ,

où ζ désigne le morphisme introduit au lemme 9.4.5. La troisième assertion de ce lemme
montre donc que cette image est un objet de F∇̃n,<d

.

Il suffit ainsi de montrer que la restriction du morphisme πn,X au sous-objet de ∇̃n ωn(X)

image de r(X) : ω(X̃ : IGr(En,En)) →֒ ∆En
ωn(X) ։ ∇̃n ωn(X) a un noyau dans F∇̃n,<d

.

2. La restriction Y à FGr,≤n−1 de (X̃ : IGr(En,En)) est un foncteur fini (cf. lemme 9.4.5.1), donc

ω(Y ) est oméga-adapté de hauteur strictement inférieure à n, donc ∇̃n-nilpotent (cf. propo-
sition 9.3.5).
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3. Comme tn est invariant par GLn (cf. proposition 9.2.6.3), il existe une factorisation (en
pointillé) dans le diagramme commutatif

(X̃ : IGr(En,En))
� � //

����

(X̃ : ι(IEn
))

(tn)∗ // (X̃ : ι(I))

f(X)

��
(X̃ : IGr(En,En))GLn

33gggggggggggg
δ̄X // X̃

(9.9)

dont la flèche δ̄X est induite par δ
(En,En)

X̃
et la flèche f(X) est la composée

f(X) : (X̃ : ι(I)) ։ (X̃ : IGr(F2,F2)
)
δ
(F2 ,F2)

X̃−−−−−→ X,

comme dans le diagramme (9.3). Le point 5 du lemme 9.4.5 et le lemme 8.1.19 montrent
que RN,n(ker δ̄X) est de degré strictement inférieur à d. Par conséquent, si l’on note g(X) la

composée (X̃ : IGr(En,En)) → (X̃ : ι(I)) du diagramme (9.9), RN,n(ker f(X)|im g(X)) est aussi

de degré strictement inférieur à d.

On rassemble ces trois observations comme suit. Le début de la section 9.3 montre que le
diagramme suivant commute.

ω(X̃ : IGr(En,En))
ω(g(X)) //

r(X)

��

ω(X̃ : ι(I)) ≃ ∆F2ωn(X)

ω(f(X))

��
∇̃n ωn(X) πn,X

//
&
�

44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

ω(X̃) ≃ ωn(X)

(9.10)

La dernière étape de la démonstration montre que ω(RN,n(ker f(X)|im g(X))) appartient à
F∇̃n,<d

; on en déduit par la deuxième étape qu’il en est de même pour

ω(ker f(X)|im g(X)) = ker ω(f(X))|imω(g(X)) = ker πn,X |im r(X) ,

où la dernière égalité s’obtient grâce à la commutation du diagramme (9.10). La première étape
donne alors la conclusion.

Lemme 9.4.10. Si B est un sous-espace strict de En, pour tout objet X de FGr, la composée

(X : IGr(En,B)) →֒ (X : ι(IEn
))

(tn)∗
−−−→ (X : ι(I)) ≃ (X : IGr(F2,0)

)⊕(X : IGr(F2,F2)
)
ζ
(F2,0)

X
⊕ζ

(F2,F2)

X−−−−−−−−−−→ X⊗Z0⊕X⊗ZF2

est nulle.

Démonstration. Pour tout l ∈ E∗
n, le morphisme (X : IGr(En,B))→ X ⊗Z0⊕X⊗ZF2 induit par l est

donné, sur le facteurX(V⊕En,W ′) de (X : IGr(En,B))(V,W ) (où (V,W ) ∈ Ob EfGr etW ′ ∈ Gr(W,B)),

par x 7→ X(p)(x) ⊗ [(idV ⊕ l)(W ′)], où p est le morphisme induit par la projection V ⊕ En ։ V .
On observe alors que l’ensemble

{l ∈ E∗
n | (idV ⊕ l)(W

′) = V ′}

est, pour tous V ′ ∈ Gr(V ⊕ F2) et W ′ ∈ Gr(W,B), invariant par les translations de vecteurs de
B⊥, donc de cardinal pair puisque l’espace vectoriel B⊥ est par hypothèse non nul, ce qui fournit
le lemme.
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Remarque 9.4.11. La proposition 9.4.9 est optimale en ce sens que si X est un objet de degré
d > 0 de FGr,n, le noyau de πn,X n’est jamais un objet de F∇̃n,<d−1. Pour n = 1, cela découle de
l’assertion 2 du lemme 9.1.4.

Lorsque X est un objet simple pseudo-constant (i.e. que ωn(X) est un foncteur de Powell),
on peut cependant calculer exactement ∇̃n ωn(X), qui est alors isomorphe dans F à ωn(X), sauf
dans le cas où X est associé à la représentation de Steinberg. C’est la proposition 6.0.4 de l’article
[Pow98c] de Powell.

9.5 Théorème de simplicité généralisé

Le but de cette section est d’établir le théorème 9.5.5, qui constitue un succédané de la conjec-
ture artinienne extrêmement forte, où la filtration de Krull est remplacée par la filtration par
∇-nilpotence de F . Nous suivons la même marche qu’à la section 9.1, où les assertions 3 et 4 du
lemme 9.1.4 sont remplacées par les propositions 9.4.7 et 9.4.9 respectivement, et le corollaire 8.5.13
par la proposition 9.3.4.

Notation 9.5.1. Si k est un entier naturel et X un objet de FGr,n, nous désignerons par

πkn,X : (∇̃n)kωn(X)→ ωn(X) le morphisme πn,X ◦ ∇̃n πn,X ◦ · · · ◦ (∇̃n)k−1πn,X .

Lemme 9.5.2. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, X un objet de FGr,n, H un sous-
espace vectoriel de dimension n de V ∗ et x un élément de ωn(X)(V ). Notons ax : PV → ωn(X) le
morphisme de F représenté par x, et sH =

∑
h∈H [h] ∈ knP (V ∗) ⊂ F2[V

∗].
Le morphisme

PV
t7→sH⊗t
−−−−−→ knP (V ∗)⊗ PV ≃ ∇̃n PV

∇̃n(ax)
−−−−−→ ∇̃n ωn(X)

πn,X
−−−→ ωn(X)

représente l’élément Πω
X,V,H(x) de ωn(X)(V ), où Πω

X,V,H désigne la projection de ωn(X)(V ) sur les

facteurs directs X(V,W ), où W ∈ Grn(V ) est tel que H ∩W⊥ = {0}.

Démonstration. Le diagramme

∆En
PV

∆Enax //

����

∆En
ωn(X)

βn,X

%%LLLLLLLLLL

����
PV sH⊗·

//

[(l1,...,ln)]⊗·
;;xxxxxxxxx
∇̃n PV

∇̃n(ax)

// ∇̃n ωn(X) πn,X

// ωn(X)

commute, où :
– {l1, . . . , ln} désigne une base de H (on a noté (l1, . . . , ln) l’élément de homE(V,En) dont les

composantes sont les li) ;
– l’on a identifié ∆En

PV à F2[homE(V,En)]⊗ PV (et ∇̃n PV à knP (V ∗)⊗ PV ) ;
– le morphisme βn,X est celui du diagramme (9.5).
L’élément [(l1, . . . , ln)] ⊗ [idV ] de ∆En

PV (V ) s’envoie par ∆En
ax sur l’élément de

∆En
ωn(X)(V ) = ωn(X)(V ⊕ En) image par f = (idV , l1, . . . , ln) : V → V ⊕ En de x.

Soit W ∈ Grn(V ). La proposition 9.4.7 montre que la composée

X(V,W ) →֒ ωn(X)(V )
f∗
−→ ωn(X)(V ⊕ En)

βn,X
−−−→ ωn(X)(V )

est nulle si la projection de f(W ) sur En en est un sous-espace strict, condition équivalente à la
non-inversibilité de la restriction à W de (l1, . . . , ln), ou encore à H ∩W⊥ 6= {0}, et que sinon elle
est égale à l’inclusion X(V,W ) →֒ ωn(X)(V ), puisque la composée de f : V → V ⊕ En et de la
projection V ⊕ En ։ V est l’identité. Cela établit le lemme.
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Notation 9.5.3. Dans cette section, si V est un espace vectoriel de dimension finie, W un sous-
espace de dimension n de V et H un sous-espace de dimension n de V ∗, nous noterons < H,W >
l’élément de F2 égal à 1 si H∩W⊥ = {0}, 0 sinon. Autrement dit, si (w1, . . . , wn) (resp. (l1, . . . , ln))
est une base de W (resp. H), on a < H,W >= det(li(wj)).

La propriété de stabilisation suivante, qui fournit la partie « concrète » de la démonstration du
théorème 9.5.5, généralise la proposition 9.1.5.

Proposition 9.5.4. Soient X un objet de FGr,n et F un sous-objet de ωn(X). Pour tout entier

k ≥ 0, on note Ck = πkn,X((∇̃n)kF ).

1. La suite (Ck)k>0 de sous-objets de ωn(X) est croissante ; nous noterons C∞ sa réunion. Si
X est un objet noethérien de FGr,n, cette suite stationne.

2. Pour tout k ≥ 0, le foncteur Ck est engendré par les éléments du type

(< H1,W > · · · < Hk,W > xW )W∈Grn(V ) ∈ ωn(X)(V ),

où V parcourt les espaces vectoriels de dimension finie, x = (xW )W∈Grn(V ) les éléments de
F (V ) et (H1, . . . , Hk) les k-uplets d’éléments de Grn(V ∗).

3. Le foncteur C∞ est le plus petit sous-Ḡ(n)-comodule de ωn(X) contenant F . Si F est lui-même
un sous-Ḡ(n)-comodule de ωn(X), on a Ck = F pour tout k ≥ 0.

4. Si X est localement fini, pour tout objet T de FGr,n, on a hom (C∞/F, ωn(T )) = 0.

Démonstration. Le lemme 9.5.2 et la préservation des épimorphismes par le foncteur ∇̃n montrent
le second point pour k = 1. Le cas général s’en déduit aussitôt par récurrence.

On en déduit que la suite (Ck)k>0 est croissante. Si W est un sous-espace de dimension n
d’un espace vectoriel de dimension finie V , soient H1, . . . , Hk les éléments de Grn(V ∗) tels que
< Hi,W >= 1. Alors la fonction < H1, · > · · · < Hk, · > : Grn(V ) → F2 est égale à l’indicatrice
de {W}. Si l’on note F gr(V ) le plus petit sous-espace vectoriel Grn(V )-gradué de ωn(X)(V )
contenant F (V ), ce qui précède montre que C∞ est le plus petit sous-foncteur de ωn(X) tel que
F gr(V ) ⊂ C∞(V ) pour tout V ∈ ObEf ; en particulier, C∞ ⊃ F .

Soit Y le plus petit sous-objet de X tel que Y (V,W ) contienne les composantes dans X(V,W )
des éléments de F (V ) ⊂ ωn(X)(V ). La proposition 6.3.7 montre d’une part que ωn(Y ) est le plus
petit sous-Ḡ(n)-comodule de ωn(X) contenant F . Le paragraphe précédent montre d’autre part que
C∞ = ωn(Y ), d’où le troisième point.

Soit f : C∞/F → ωn(T ) un morphisme de F . Si X est localement fini, il en est de même pour

Y , donc le corollaire 8.5.12 montre que la composée g : ωn(Y ) = C∞ ։ C∞/F
f
−→ ωn(T ) est induite

par un morphisme u : Y → T de FGr,n. Comme la composée F →֒ ωn(Y )
g
−→ ωn(T ) est nulle, F

est inclus dans ωn(ker u). D’après le troisième point, on en déduit ker u = Y , puis f = 0, d’où la
dernière assertion.

Par ailleurs, si X est noethérien, alors Y est de type fini, donc C∞ = ωn(Y ) est de type fini.
Cela montre que la suite (Ck)k>0 est stationnaire, et achève la démonstration.

Théorème 9.5.5 (Théorème de simplicité généralisé). Le foncteur

ωn : FGr,n
ωn−−→ F ։ F/N il∇̃n

induit une équivalence entre la catégorie des objets finis de FGr,n et une sous–catégorie épaisse de
F/N il∇̃n

. En particulier, il envoie un foncteur simple de FGr,n sur un objet simple de F/N il∇̃n
.

Démonstration. Le corollaire 8.5.12 et la proposition 9.3.4 entrâınent la pleine fidélité de ωn et
la stabilité par extensions l’image, notée Cn, de sa restriction aux objets finis de FGr,n. Il suffit
donc d’établir qu’un sous-objet d’un objet de Cn est isomorphe à un objet de Cn. On procède par
récurrence sur le degré polynomial. On se donne donc un objet fini X de FGr,n de degré d ≥ 0 et
l’on suppose que l’hypothèse suivante est satisfaite.
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Hypothèse 9.5.6 (Hypothèse de récurrence). L’image par le foncteur ωn de la sous-catégorie

(FfGr,n)d−1 des foncteurs de degré < d de FfGr,n est une sous-catégorie épaisse de F/N il∇̃n
.

Notation 9.5.7. Dans cette section, nous noterons An,d cette sous-catégorie épaisse, et Qn,d la
catégorie quotient de F/N il∇̃n

par An,d. Nous noterons également Xn la sous-catégorie pleine des
objets A de F tels que hom (A,ωn(T )) = 0 pour tout objet T de FGr,n.

Lemme 9.5.8. 1. Si F est un objet de F tel que ∇̃n(F ) appartienne à N il∇̃n
, alors F appartient

à N il∇̃n
.

2. La sous-catégorie Xn de F est stable par le foncteur ∇̃n.

3. Un objet de Xn dont l’image dans F/N il∇̃n
appartient à An,d est objet de N il∇̃n

.

4. Pour tout entier k > 0, le morphisme πkn,X induit un isomorphisme dans la catégorie Qn,d.

Démonstration du lemme. Soit F est un objet de F tel que ∇̃nF appartienne à N il∇̃n
. Si F est de

type fini, ∇̃nF est aussi de type fini (car c’est un quotient de ∆nF ), donc ∇̃n-nilpotent puisqu’objet
de N il∇̃n

. Par conséquent, F est ∇̃n-nilpotent. Dans le cas général, on montre que F est objet de

N il∇̃n
en écrivant F comme colimite de ses sous-objets de type fini.

Pour le deuxième point, on remarque que la sous-catégorieXn est stable par quotient et préservée
par le foncteur ∆En

, en raison de l’isomorphisme homF(∆En
A,ωn(T )) ≃ homF (A,ωn(T⊗ιn(IEn

))).
Le troisième point résulte de la définition de la sous-catégorie An,d.
La proposition 9.4.9 montre que le noyau de l’épimorphisme πn,X (proposition 9.4.7) appartient

à An,d (on rappelle que X est de degré d). Pour en déduire, par récurrence sur k, la dernière

assertion, il suffit de noter que l’image par le foncteur ∇̃n d’un morphisme f de F qui induit un
isomorphisme dans F/N il∇̃n

vérifie encore la même propriété. Ce résultat s’obtient en notant que les

endofoncteurs exacts ∆ et ∆n de F préservent N il∇̃n
(par la dernière assertion de la proposition

9.2.6), de sorte que ker (∆f) ≃ ∆(ker f), dont ker ∇̃n(f) est un sous-objet, et coker (∆nf) ≃
∆n(coker f), dont coker ∇̃n(f) est un quotient, sont objets de N il∇̃n

.

Fin de la démonstration du théorème 9.5.5. Soit F un sous-objet de ωn(X) ; on conserve les notations
de la proposition 9.5.4, et l’on se donne k ∈ N∗ tel que C∞ = Ck (qui est donc de la forme ωn(Y ) pour
un sous-objet Y de X). Alors (∇̃n)kF et (∇̃n)kC∞ ont la même image C∞ par πkX , qui induit un
isomorphisme dans Qn,d (dernière assertion du lemme 9.5.8), donc l’inclusion (∇̃n)kF →֒ (∇̃n)kC∞

induit un isomorphisme dans Qn,d. Ainsi, l’image dans F/N il∇̃n
de (∇̃n)kC∞/(∇̃n)kF est objet

de An,d. Il en est de même pour (∇̃n)k(C∞/F ), qui est un quotient de (∇̃n)kC∞/(∇̃n)kF (parce

que ∇̃n préserve injections et surjections). Mais (∇̃n)k(C∞/F ) est aussi un objet de Xn par la
dernière assertion de la proposition 9.5.4 et la deuxième assertion du lemme 9.5.8. Il montre alors
que (∇̃n)k(C∞/F ) appartient à N il∇̃n

(troisième assertion), donc aussi C∞/F (première assertion).
Cela achève la démonstration.

Remarque 9.5.9. Le même énoncé est valable en remplaçant N il∇̃n
par N il∇̃n

, et se démontre de
manière totalement similaire.

L’une des conséquences principales de ce théorème est le fait que l’image d’un Ḡ(n)-comodule
simple dans la catégorie quotient F/N il∇̃n

ou F/N il∇̃n
est simple. Pour un Ḡ(n)-comodule simple

associé à un objet simple pseudo-constant de FGr,n (i.e. pour un foncteur de Powell), ce résultat
est dû à Powell (cf. [Pow98c], théorème 6.0.1, et son corollaire, la proposition 6.1.1), qui l’a nommé
théorème de simplicité. Cela justifie la terminologie employée.

La démonstration du théorème 9.5.5 repose exactement sur le même principe que le théorème
de simplicité de Powell, à savoir la considération explicite d’éléments dans les foncteurs, rendue
raisonnable par le calcul aisé du foncteur ∇̃n sur les projectifs standard, adapté aux catégories de
foncteurs en grassmanniennes par les résultats préliminaires de la section 9.4.

Le théorème 9.5.5 est un résultat global sur la structure de la catégorie F (il donne des informa-
tions sur tous ses objets de type fini) ; comme le théorème 9.1.1, qui en constitue le cas particulier
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n = 1, il n’utilise pas la théorie des représentations linéaires (la généralisation à tous les Ḡ(n)-
comodules simples du théorème de simplicité de Powell fait disparâıtre les quelques considérations
explicites sur les représentations de GLn utilisées dans [Pow98c]).

9.6 Foncteurs ∇̃n-adaptés

La notion de foncteur ∇̃n-adapté que nous introduisons ci-dessous est destinée à faciliter certains
raisonnements de récurrence pour progresser dans l’étude de la conjecture artinienne extrêmement
forte.

Définition 9.6.1. Soit F un objet de F . On dit que F est un foncteur ∇̃n-adapté si tout quotient
∇̃n-nilpotent de F est oméga-adapté de hauteur strictement inférieure à n.

Cette condition est évidemment très difficile à vérifier si l’on ignore si un quotient d’un foncteur
oméga-adapté de hauteur strictement inférieure à n est encore oméga-adapté de hauteur strictement
inférieure à n.

La définition 9.6.1 est maniable lorsque l’hypothèse suivante est satisfaite (le but étant de dé-
montrer l’épaisseur de Fω−adn ) ; nous savons déjà qu’elle l’est pour n = 2, d’après le théorème 9.1.1.

Hypothèse 9.6.2. La sous-catégorie Fω−adi de F est épaisse pour i < n.

Proposition 9.6.3. Soient A ∈ ObF et F un objet fini de F . On suppose que l’hypothèse 9.6.2
est satisfaite.

1. Si A est un foncteur ∇̃n-adapté, il en est de même pour tous ses quotients.

2. Si A est un foncteur ∇̃n-adapté, alors A⊗ F est ∇̃n-adapté.

3. Si A est ∇̃n-adapté, alors (A : F ) est ∇̃n-adapté.

Démonstration. Le premier point est formel.
Pour le second, considérons un épimorphisme f : A ⊗ F ։ Q, où Q est ∇̃n-nilpotent. Soit

g : A→ HomF (F,Q) le morphisme adjoint à f . Comme F est quotient d’une somme directe finie
de projectifs standard, HomF(F,Q) est un sous-foncteur d’une somme directe finie de ∆VQ, il est
donc ∇̃n-nilpotent par la proposition 9.2.6.4. Par conséquent, im g est un quotient ∇̃n-nilpotent
de A, c’est donc, par hypothèse, un foncteur oméga-adapté de hauteur strictement inférieure à n.
Il en est de même pour im g ⊗ F par la proposition 8.5.18.4.

Le diagramme commutatif

A⊗ F

f
����

g⊗F

wwnnnnnnnnnnnn

HomF(F,Q)⊗ F // Q

(dont la flèche horizontale est la coünité de l’adjonction) montre que Q est un quotient de im g⊗F ;
Q est donc objet de Fω−adn−1 grâce à ce qui précède et à l’hypothèse 9.6.2.

Le troisième point s’établit par un argument d’adjonction analogue, grâce aux deux remarques
suivantes.

1. Le foncteur · ⊗ F préserve N il∇̃n
, par la proposition 9.2.16.

2. Le foncteur de division par F préserve Fω−adn−1 . En effet, comme F est de co-type fini, ce
foncteur est un quotient d’une somme directe finie de foncteurs décalage, de sorte que la
proposition 8.5.18.5 et l’hypothèse 9.6.2 donnent la conclusion.

Avant d’appliquer cette propriété à la proposition 9.6.5, nous établissons un lemme élémentaire
qui ne dépend que de la première partie de cette thèse. On peut le déduire des résultats de
[Kuh94b], § 4 ; nous donnons ici une démonstration directe.
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Lemme 9.6.4. Soit M un GLn-module fini. Il existe un foncteur fini F de F tel que F (En) est
isomorphe à M comme GLn-module.

Démonstration. Comme le monomorphisme d’algèbres F2[GLn] →֒ F2[EndE(En)] est scindé, le fonc-
teur de restriction F2[EndE (En)]Mod

f → F2[GLn]Mod
f est essentiellement surjectif. Par conséquent,

il suffit de montrer que le foncteur Ff → F2[EndE(En)]Modf induit par l’évaluation evEn
est essen-

tiellement surjectif.
Si M est un F2[EndE(En)]-module fini, il existe un objet A de F tel que evEn

(A) ≃ M , par le
corollaire 3.3.6. Comme A est réunion filtrante de ses sous-foncteurs de type fini, la type-finitude
de M et la commutation du foncteur evEn

aux colimites montrent qu’il existe un sous-foncteur de
type fini B de A tel que evEn

(B) ≃ M . De même, comme B est limite de ses quotients finis, la
commutation de evEn

aux limites et la co-type-finitude de M prouvent qu’il existe un quotient fini
F de B tel que evEn

(F ) ≃M .

Proposition 9.6.5. Soit λ une partition régulière telle que λ1 = n. On suppose l’hypothèse 9.6.2
vérifiée. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La sous-catégorie Fω−adn de F est épaisse.

2. Pour tout objet fini X de FGr,n, le foncteur ωn(X) est ∇̃n-adapté.

3. Pour tout objet simple S de FGr,n, le foncteur ωn(S) est ∇̃n-adapté.

4. Le foncteur de Powell Qλ est ∇̃n-adapté.

Lorsqu’elles sont vérifiées, pour tout foncteur fini (resp. simple) X de FGr,k, où k ≤ n, le
foncteur ωk(X) est noethérien (resp. simple noethérien) de type k.

Démonstration. Supposons l’assertion 4 vérifiée. On commence par montrer que pour tout GLn-
module simple S, le foncteur de Powell ωnρn(S) est ∇̃n-adapté. Pour cela, on se donne, conformément
au lemme 9.6.4, un foncteur fini F de F tel que le GLn-module F (En) est isomorphe à F2[GLn].
Le foncteur ωn(ρn(Rλ) : ιn(F )) est ∇̃n-adapté, car c’est un quotient, par la proposition 8.4.4,
de ω≤n(Pn,≤n ρn(Rλ) : ι≤n(F )) ≃ (ωnρn(Rλ) : F ) = (Qλ : F ) (cet isomorphisme venant de la
proposition 8.4.10), de sorte que la proposition 9.6.3 prouve ce premier point.

Par ailleurs, (ρn(Rλ) : ιn(F )) ≃ ρn(Rλ : F2[GLn]) par la proposition 8.4.11, et (Rλ : F2[GLn]) ≃
Rλ ⊗ F2[GLn] ≃ F2[GLn]

⊕i, où i = dimF2 Rλ ∈ N∗ par la proposition 3.2.8. Par conséquent, tout
GLn-module simple S est quotient de (Rλ : F2[GLn]), donc le quotient ωnρn(S) de
ωn(ρn(Rλ) : ιn(F )) est ∇̃n-adapté.

Si X est un objet simple de FGr,n, il existe un GLn-module simple S et un objet simple F de F
tels que X ≃ κn(F )⊗ ρn(S) (proposition 8.2.10), donc ωn(X) est quotient de ωn(ιn(F )⊗ ρn(S)) ≃
ωnρn(S)⊗ F . La proposition 9.6.3 montre à nouveau que ce foncteur est ∇̃n-adapté.

On a ainsi démontré que 4 implique 3.

Si l’assertion 3 est vérifiée, le théorème 9.5.5 prouve que tout sous-quotient de ωn(S), où S est
un objet simple de FGr,n, est objet de Fω−adn . Comme la sous-catégorie pleine des objets de F dont
tous les sous-quotients sont dans Fω−adn vérifie l’hypothèse 8.5.15, on en déduit l’assertion 1.

Il est clair que 2 entrâıne 4.
Si l’assertion 1 est vérifiée, le foncteur ωn induit une équivalence entre les catégories FfGr,n et

Fω−adn /Fω−adn−1 , donc l’assertion 2 est satisfaite.
Ainsi, les assertions de l’énoncé sont équivalentes.
La fin de la proposition se traite par récurrence sur k ≤ n, à partir du fait que le foncteur ωk

induit une équivalence entre FfGr,k et Fω−adk /Fω−adk−1 (cet argument est une variante tronquée de la
démonstration de la proposition 8.5.24).

La satisfaction de l’hypothèse 9.6.2 pour n = 2 et la proposition 9.2.15 permettent d’en déduire
le résultat fondamental suivant.
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Théorème 9.6.6. 1. La sous-catégorie Fω−ad2 de F est épaisse.

2. Tout Ḡ(2)-comodule fini (resp. simple) est noethérien (resp. simple noethérien) de type 2.

3. En particulier, pour tout objet fini F de F , le foncteur P⊗2 ⊗ F est noethérien.

Cette généralisation du théorème 4.3.10 de Powell semble le meilleur résultat actuellement connu
concernant la conjecture artinienne.

Nous pouvons maintenant préciser la proposition 9.2.14 en montrant que la conjecture 9.2.13
est vérifiée pour n = 2.

Proposition 9.6.7. Tout foncteur ∇̃2-nilpotent et de type fini F est oméga-adapté de hauteur au
plus 1.

Démonstration. On établit la proposition par récurrence sur l’indice de ∇̃2-nilpotence i de F . On
suppose donc la propriété vérifiée pour tous les foncteurs de type fini annihilés par (∇̃2)

i−1.
Il existe une suite exacte

P̄ ⊗ ∇̃2(F )→ F → Q→ 0

où ∇̃2(Q) = 0 (cf. [Pow98b], § 5). Comme Q est de type fini, on en déduit que Q est oméga-adapté
de hauteur au plus 1 par la proposition 9.2.14. Le foncteur de type fini ∇̃2(F ) étant annulé par
(∇̃2)

i−1, l’hypothèse de récurrence montre qu’il est également oméga-adapté de hauteur au plus 1,
donc P̄ ⊗ ∇̃2(F ), puis F , sont oméga-adaptés de hauteur au plus 2, par la proposition 8.5.18 et le
théorème 9.6.6. En conséquence, comme le foncteur ω2 induit une équivalence entre les catégories
FfGr,2 et Fω−ad2 /Fω−ad1 , il existe une suite exacte

0→ A→ F → ω2(X)→ B → 0

avec X ∈ ObFfGr,2 et A,B ∈ ObFω−ad1 . Vu que la sous-catégorie N il∇̃2
de F est épaisse (propo-

sition 9.2.10) et que A, B et F sont ∇̃2-nilpotents, cela entrâıne que ω2(X) est ∇̃2-nilpotent, donc
que X = 0 par la proposition 9.3.4.

Par conséquent, F est oméga-adapté de hauteur au plus 1, ce qu’il fallait démontrer.



Chapitre 10

Facteurs de composition des
foncteurs ω(X)

Ce chapitre est consacré aux liens entre les facteurs de composition de l’image par le foncteur
ω d’un objet fini de FGr et la structure globale de la catégorie F .

Nous présentons d’abord, dans la section 10.1, des considérations qualitatives très générales sur
ces facteurs de composition. Nous effectuons ensuite des calculs explicites de facteurs de compo-
sition de Ḡ(2)-comodules finis, qui permettent de donner des renseignements sur leur structure,
redémontrant leur caractère noethérien de type 2, à partir des théorèmes antérieurement connus
sur la structure de P̄⊗2 et P̄ ⊗ F (pour F fini), mais indépendamment du chapitre 9.

Une difficulté technique mineure (essentiellement typographique) alourdit ces raisonnements,
l’emploi fréquent de la dualité de F , notre exposé travaillant tantôt sur des Ḡ(2)-comodules, tantôt
sur les D̄(2)-modules. C’est le prix à payer pour pouvoir utiliser les résultats classiques, issus de la
théorie des représentations des groupes symétriques et linéaires, sur les foncteurs de Weyl et leurs
générateurs semi-standard.

Le principe général de ces considérations consiste à déterminer, dans des D̄(2)-modules finis,
des facteurs de composition les engendrant (i.e. tels qu’un sous-foncteur les contenant également
soit le foncteur initial tout entier) et se comportant bien relativement à un endofoncteur de F
« réduisant la taille » du D̄(2)-module initial, ce qui permet de les utiliser dans des raisonnements
par récurrence.

Le foncteur utilisé ici est la division par Λ1 pour les D̄(2)-modules ou, dualement, le foncteur
Hom (Λ1, ·) sur les Ḡ(2)-comodules. La pertinence de son utilisation a été mise en évidence dans
le paragraphe 8.4.3 : le corollaire 8.4.35 ramène le calcul de Hom (Λ1, ·) sur un Ḡ(2)-comodule
simple au calcul de ce même foncteur sur un objet simple de F . Avec le corollaire 8.5.12, il s’agit
pratiquement du seul résultat de la deuxième partie que nous utiliserons, mais leur intervention sera
essentielle dans la démonstration finale. On peut se passer complètement des catégories de foncteurs
en grassmanniennes pour l’étude des foncteurs P̄⊗2⊗Λn ; nous donnons une approche directe dans
notre article [Dja06c]. Le cas des puissances extérieures permet également de simplifier de façon
notable certaines des constructions techniques développées pour retrouver la structure de P⊗2 ⊗ F
lorsque F est un foncteur fini quelconque.

Ce chapitre s’organise ainsi. La première section est consacrée à la démonstration du
théorème 10.1.14, qui affirme que l’image d’un objet fini X de FGr dans le groupe de Grothen-
dieck Gf0 (FGr) est déterminée par les facteurs de composition de ω(X). L’importance conceptuelle
de ce résultat est illustrée par le corollaire 10.1.15, selon lequel le morphisme induit par ω entre les
groupes de Grothendieck Gf0 (FGr) et Gtf0 (F) est injectif, ce que nous ne sommes pas parvenus à
démontrer directement. Par conséquent, la conjecture artinienne extrêmement forte implique que
ce morphisme est un isomorphisme, ce qui donnerait une description globale particulièrement satis-
faisante des objets de type fini de la catégorie F . La section 10.1 repose sur deux outils principaux :
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les foncteurs ∇̃n, dont nous avons déjà observé l’utilité combinée à celle des foncteurs ωn, et les
propriétés remarquables de la représentation de Steinberg des groupes linéaires. En effet, si λ est
une partition régulière telle que λ1 = n, le foncteur ∇̃n procure des renseignements précieux sur les
facteurs de composition Sµ du foncteur de Powell Qλ tels que l(µ) = n, dès lors que l’on possède
quelques informations sur certains d’entre eux. Malheureusement, la seule information facilement
disponible en toute généralité concerne les facteurs de composition Sν de Qλ tels que ν1 = n.
L’unique partition régulière λ telle que λ1 = l(λ) = n, la partition triangulaire < n >, joue donc un
rôle fondamental, ainsi que la représentation R<n> de GLn qui lui est associée, la représentation de
Steinberg. Pour déduire des résultats significatifs sur tous les facteurs de composition des foncteurs
de Powell de ceux relatifs à cette partition et celles dont on ramène le comportement à < n >
via ∇̃n, on utilise un théorème profond de théorie des représentations, qui implique que la multi-
plication par [R<n>] dans l’anneau de Grothendieck des GLn-modules finis est injectif. On passe
ensuite des facteurs de composition des foncteurs de Powell à ceux des F2[Gr]-comodules finis par
des arguments standard issus de la règle de Littlewood-Richardson, dont nous utilisons la forme
« fonctorielle » rappelée par la proposition 10.0.2.

La section 10.2 expose quelques résultats généraux sur le foncteur de division par Λ1, rendant
accessible son évaluation sur nombre d’objets finis. Notamment, ce foncteur est une dérivation rela-
tivement au produit tensoriel ; sur des objets homogènes et cohomogènes, il est isomorphe à la partie
homogène de plus haut degré du foncteur différence ; cela explique que l’on puisse calculer simple-
ment (F : Λ1) pour des foncteurs F pour lesquels la détermination de ∆F est hors de portée. La
section 10.3 donne des conséquences ou des analogues de résultats classiques sur les représentations
des groupes symétriques qui serviront par la suite de deux manières : tout d’abord, ils donnent
un contrôle sur la division par Λ1 de certains foncteurs simples ; d’autre part, ils fourniront une
construction explicite des D̄(2)-modules associés aux foncteurs de Weyl, permettant d’en contrôler
les facteurs de composition.

La section 10.4 montre comment décider de la présence de facteurs de composition de sous-objets
G de certains foncteurs F en testant la présence de certains (autres) facteurs de composition dans
l’image du morphisme (G : Λ1) → (F : Λ1) induit par l’inclusion. Après une brève partie formelle
(§ 10.4.1), on utilise les résultats des sections précédentes pour obtenir un énoncé assez technique
(proposition 10.4.18), mais qui s’appliquera à tous les D̄(2)-modules simples.

Dans la dernière section, on examine d’abord les facteurs de composition des deux foncteurs de
Powell associés aux représentations simples de GL2 (§ 10.5.1), puis aux D̄(2)-modules finis associés
au foncteurs de Weyl (§ 10.5.2). On applique enfin la section 10.4 pour obtenir les résultats sur la
structure des Ḡ(2)-comodules mentionnés précédemment.

Comme le suggère la section 10.1, nombre de considérations de ce chapitre ne sont pas spécifiques
aux Ḡ(2)-comodules. On peut ainsi redémontrer le théorème 9.1.1 par la technique du para-
graphe 10.5.3. Le cas des Ḡ(n)-comodules, pour n > 2, pose des problèmes profonds, dont la difficulté
réside pour une grande part dans les lacunes des connaissances globales sur les représentations des
groupes linéaires. De fait, l’étape la plus difficile à généraliser est la détection de bons facteurs de
composition dans les foncteurs de Powell. Ces écueils sont analogues à ceux que l’on rencontre en
étudiant la ∇̃n-nilpotence pour n > 2 ; nous pensons ainsi que les idées conceptuelles des chapitres 9
et 10 sont toutes deux nécessaires pour progresser sur la conjecture artinienne.

Dans les raisonnements portant sur les facteurs de composition de produits tensoriels, nous
emploierons fréquemment la définition et la proposition suivantes.

Définition 10.0.1. Soient λ et µ deux partitions de longueurs respectives n et r. Nous ap-
pellerons partition concaténée de λ et µ la partition obtenue en réordonnant la suite d’entiers
(λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µr) ; elle sera notée (λ, µ).

Proposition 10.0.2. Soient λ et µ des partitions régulières telles que la partition (λ, µ) soit
régulière. Alors m(λ,µ)(Sλ ⊗ Sµ) = 1.

Cette proposition est le théorème 6.17.2 de [Kuh94b] (on prendra garde au fait que Kuhn emploie
des conventions différentes des nôtres dans l’indexation des foncteurs simples de F).
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10.1 Le morphisme ω∗ : Gf
0(FGr)→ Gtf

0 (F)→ Ĝf
0(F)

Notation 10.1.1. Nous désignerons par Ĝf0 (F) le groupe abélien Zp produit de copies de Z indexées
par les partitions régulières.

Pour toute partition régulière λ, la fonction mλ : ObF tf → Z est additive en ce sens que si
0→ A→ B → C → 0 est une suite exacte courte de F , alors mλ(B) = mλ(A)+mλ(C). Elle induit

donc un morphisme de groupes, encore noté mλ par abus, de Gtf0 (F) vers Z.

Notation 10.1.2. Nous noterons, dans cette section, jG : Gtf0 (F) → Ĝf0 (F) le morphisme de
groupes dont les composantes sont données par les mλ (λ ∈ p). Nous l’appellerons morphisme
canonique.

Remarque 10.1.3. La composée Z[p] ≃ Gf0 (F)→ Gtf0 (F)
jG
−→ Ĝf0 (F) = Zp (où le premier morphisme

est induit par l’inclusion ObFf →֒ ObF tf ) cöıncide avec l’inclusion canonique.

Le foncteur ω : FGr → F est exact, respecte la structure tensorielle, en prenant à la source le
produit tensoriel total ⊗̃ , et transforme un objet fini de FGr en un objet de type fini de F . Par
conséquent, il induit un morphisme d’anneaux ω∗ : Gf0 (FGr)→ Gtf0 (F). Nous noterons encore, par

abus, ω∗ : Gf0 (FGr) → Ĝf0 (F) le morphisme de groupes composé du morphisme précédent et du

morphisme canonique jG : Gtf0 (F)→ Ĝf0 (F).
Le lemme qui suit fait usage des notations de la définition 5.4.13 et de l’exemple 5.4.14.

Lemme 10.1.4. Soient n > 0 et i ≥ 0 des entiers et λ une partition régulière telle que λ1 = n. Si
λ =< n >, alors m<n>+i

(Qλ) = 1, sinon m<n>+i
(Qλ) = 0.

Démonstration. Notons fλ(i) = m<n>+i
(Qλ). Le lemme découle des quatre points suivants.

1. La fonction fλ : N→ N est décroissante pour toute partition régulière λ telle que λ1 = n.

2. On a fλ(0) = 1 si λ =< n >, 0 sinon.

3. Pour tout i ∈ N, m<n>+i
(PEn

) > 0.

4. Pour tout i ∈ N, m<n>+i
(PEn

) est une combinaison linéaire des fλ(i), λ parcourant les
partitions régulières telles que λ1 = n.

On commence par remarquer que si µ est une partition régulière telle que µ1 < n, alors le
foncteur de Powell Qµ, qui est un quotient de P⊗µ1 , n’a pas de facteur de composition Sν , si ν est
une partition régulière de longueur n.

Comme le noyau de l’épimorphisme πn,ρn(Rλ) : ∇̃nQλ ։ Qλ de la section 9.3 admet une filtration

finie dont les quotients sont des foncteurs de ce type (cf. § 9.4), on a fλ(i) = m<n>+i
(∇̃nQλ). Mais

m<n>+i
(∇̃nQλ) ≥ m<n>+i+1(Qλ) par les propositions 9.2.9 et 9.2.6.1, d’où le premier point.

Le second vient des égalités

fλ(0) = dim homF (Q<n>, Qλ) = dimhomGLn
(R<n>, Rλ)

(cf. [Pow98c]).
Quant au troisième, c’est une conséquence du théorème 4.2.55 (page 111).
Le dernier provient de ce que PEn

≃ ̟(P surjEn
) admet une filtration finie dont les quotients sont

des foncteurs de Powell Qµ avec µ1 ≤ n et de la remarque précédente sur les Qµ pour µ1 < n.

Remarque 10.1.5. Cette section utilise lourdement certaines propriétés de la représentation de Stein-
berg. On pourra consulter [Hum87] pour un survol des propriétés de cette représentation. Dans
[MP83], on trouvera également un rappel de propriétés de la représentation de Steinberg (§ 2), et
des applications topologiques.

Lemme 10.1.6. Pour tout n ∈ N, l’endomorphisme du groupe de Grothendieck Gf0 (F2[GLn]Mod)
induit par le produit tensoriel par la représentation de Steinberg R<n> est injectif.
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Démonstration. D’après un théorème de Ballard et Lusztig, l’idéal de l’anneau Gf0 (F2[GLn]Mod)

engendré par R<n> est égal à l’image canonique de K0(F2[GLn]Mod) dans Gf0 (F2[GLn]Mod). Pour
une démonstration de ce résultat, voir [CR87], chapitre 8, théorème 72.10 (la proposition 9.3 de
cet ouvrage montre que les groupes linéaires sur F2 vérifient les hypothèses dudit théorème). On en
déduit, par la théorie générale des représentations modulaires (cf. théorème 21.22 de [CR90]), que le

conoyau de l’endomorphisme de Gf0 (F2[GLn]Mod) induit par le produit tensoriel par R<n> est fini.

Comme Gf0 (F2[GLn]Mod) est un Z-module libre de rang fini, cet endomorphisme est injectif.

Notation 10.1.7. Étant donnés des entiers n et i, nous noterons pn,i = {λ ∈ p |λn ≥ i} (où l’on

convient que λn = +∞ si n ≤ 0), et Ĝf0 (F)n,i = Zpn,i . C’est donc un quotient du groupe Ĝf0 (F).

Si d est un autre entier, nous poserons pn,i,≤d = {λ ∈ pn,i | |λ| ≤ d} et Ĝf0 (F)n,i,≤d = Zpn,i,≤d .

Nous noterons enfin p<i = {λ ∈ p |λ1 < i}, p≤nn,i = {λ ∈ pn,i | l(λ) = n} et p≤nn,i,≤d = p≤nn,i ∩pn,i,≤d.

Lemme 10.1.8. Pour tout n ∈ N, le morphisme

α : Z[p<n+1]→ Gf0 (F2[GLn]Mod) [λ] 7→ [Iλ(En)]

a un conoyau fini.

Démonstration. Notons M = (Mλ,µ)λ,µ∈p<n+1 la matrice définie par le fait que Iλ possède une
filtration finie dont les sous-quotients sont les Jµ apparaissant avec la multiplicité Mλ,µ. L’analyse
effectuée dans le § 4 de l’article [Pow98c] (où la matrice M est notée (αλ,µ)) montre que M est une
matrice inversible sur Q, car il en est de même pour les matrices de Cartan des groupes finis GLi.

Les colonnes de la matriceM−1 ont pour images par α⊗Q les images des Jλ(En) (où λ ∈ p<n+1)

dans Gf0 (F2[GLn]Mod)⊗ Q. Comme Jλ(En) ≃ Rλ si λ1 = n, cela montre que le morphisme α ⊗ Q
est surjectif, d’où la conclusion.

Notation 10.1.9. Dans la suite de cette section, si α est une partition régulière telle que α1 = n,
nous noterons PGLn

α la couverture projective de Rα dans F2[GLn]Mod.
Nous désignerons par ∆µ, pour µ ∈ p, l’endofoncteur exact (· : Iµ) de F . C’est un facteur direct

de ∆En
, où n = µ1.

Proposition 10.1.10. Le morphisme

β : Gf0 (F2[GLn]Mod)→ Zp<n+1 [M ] 7→ (m<n>+i
(∆µωnρn(M)))µ

est injectif.

Démonstration. Par les propositions 8.4.10 et 8.4.4, il existe un épimorphisme

∆µQλ ։ ωn(ρn(Rλ) : ιn(Iµ))

dont le noyau est l’image par ω≤n−1 d’un foncteur pseudo-constant de FfGr,≤n−1. On en déduit (cf.
démonstration du lemme 10.1.4) l’égalité

m<n>+i
(∆µQλ) = m<n>+i

(ωn(ρn(Rλ) : ιn(Iµ))).

On a (ρn(Rλ) : ιn(Iµ)) ≃ ρn(Rλ ⊗ Iµ(En)∗) par les propositions 8.4.11 et 3.2.8. Le lemme 10.1.4
donne alors

m<n>+i
(∆µQλ) = mR<n>

(Rλ ⊗ Iµ(En)∗).

On a donc, par la proposition 5.3.19,

m<n>+i
(∆µQλ) = dimhomGLn

(R<n>, Rλ ⊗ Iµ(En)
∗).

Le lemme 10.1.8 montre alors que le noyau du morphisme β est inclus dans le noyau du mor-
phisme

Gf0 (F2[GLn]Mod)→ Z dimhomGLn
(R<n>, Rλ ⊗M

∗)
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pour tout GLn-module M .
Or on a

dim homGLn
(R<n>, Rλ ⊗ (PGLn

µ )∗) = dim homGLn
(R<n> ⊗ P

GLn
µ , Rλ)

= dim homGLn
(PGLn
µ , Rλ ⊗R<n>) = mRµ

(Rλ ⊗ R<n>) ,

où l’on a fait usage de la proposition 3.2.8, et utilisé l’auto-dualité et la projectivité de la représentation
de Steinberg (cf. [Jan03], chapitre 10, (10.1) et (10.2)).

L’injectivité du morphisme β découle maintenant du lemme 10.1.6

Lemme 10.1.11. Soient n et i deux entiers positifs. Il existe un entier d tel que le morphisme de
groupes

γ : Gf0 (F2[GLn]Mod)
(ωnρn)∗
−−−−−→ Gtf0 (F)

jG−→ Ĝf0 (F) ։ Zp
≤n

n,i,≤d

est injectif.

Démonstration. Soit µ ∈ p<n+1. Pour tout GLn-module fini M , on a

m<n>+i
(∆µωnρn(M)) =

∑

λ∈p

m<n>+i
(∆µSλ)mλ(ωnρn(M))

(somme dont seul un nombre fini des termes sont non nuls). Si λ ∈ p est telle que λ ⊢ ωnρn(M) et
< n >+i ⊢ ∆µSλ, on a l(λ) ≤ n parce que ωnρn(M) s’obtient par extensions de quotients de PEn

;

en appliquant (∇̃n)i à la relation < n >+i ⊢ ∆̃nSλ, on obtient, compte-tenu des propositions 9.2.6

et 9.2.9, (∇̃n)iSλ 6= 0, puis λn ≥ i. Par ailleurs, comme l(λ) = n, si ν ⊢ ∆̃nSλ et l(ν) = n, alors
|ν| ≥ |λ|−n2 grâce à la proposition 4.3.1.2 de [Pow00b] et au théorème 4.2.55, donc n(n+1)/2+ni =
| < n >+i | ≥ |λ| − n2.

Par conséquent, si d ≥ n(n+ 1)/2 + ni+ n2, on peut compléter le diagramme

Gf0 (F2[GLn]Mod)
γ //

β

��

Zp
≤n

n,i,≤d

wwn n
n

n
n

n

Zp<n+1

où β est le morphisme de la proposition 10.1.10. L’injectivité de β donnée par cette proposition
implique donc celle de γ.

Lemme 10.1.12. Pour tous entiers n, i ≥ 0, le morphisme de groupes

Z[p≤nn,i ]⊗ Z[p<i] →֒ Gf0 (F)⊗Gf0 (F)→ Gf0 (F) ։ Z[pn,i]

composé de l’inclusion déduite de l’isomorphisme Gf0 (F) ≃ Z[p], du produit de l’anneau Gf0 (F) et

de la projection Gf0 (F) ≃ Z[p] ։ Z[pn,i] déduite de l’inclusion pn,i →֒ p, est injectif.

Démonstration. Si λ ∈ p≤nn,i et µ ∈ p<i, alors la partition (λ, µ) est régulière et appartient à pn,i. De

plus, la fonction f : p≤nn,i ×p<i → pn,i associant aux partitions λ et µ la partition (λ, µ) est injective,
ce qui permet d’identifier cette partition au couple (λ, µ).

Soit a : p≤nn,i × p<i → N une bijection telle que a(α) < a(β) si |α| < |β| ou |α| = |β| et α > β, et
définissons une matrice (ui,j)(i,j)∈N2 par l’égalité ua(λ,µ),a(ν) = mν(Sλ ⊗ Sµ) : c’est la matrice dans
la base canonique (indexée par a) du morphisme

Z[p≤nn,i × p<i] ≃ Z[p≤nn,i ]⊗ Z[p<i]→ Z[pn,i] ։ Z[p≤nn,i × p<i]

où la flèche centrale est celle de l’énoncé et le dernier épimorphisme est induit par f .
Le théorème 4.2.55 montre que la matrice (ui,j)(i,j)∈N2 est triangulaire, et la proposition 10.0.2

que ses coefficients diagonaux valent 1, ce qui achève la démonstration.
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Lemme 10.1.13. Soient n et i des entiers naturels. Le morphisme

Gf0 (FGr,n) →֒ Gf0 (FGr)
ω∗−−→ Ĝf0 (F) ։ Ĝf0 (F)n,i

est injectif.

Démonstration. Soient j ∈ N et G(j)n le sous-groupe de Gf0 (FGr,n) engendré par les classes d’objets

simples de degré au plus j ; nous noterons simplement G(j) pour G(j)0. Comme Gf0 (FGr,n) est
la réunion croissante des sous-groupes G(j)n, il suffit de montrer que la restriction à G(j)n du
morphisme de l’énoncé est injective pour tout j.

Les propositions 8.1.22 et 8.2.10 (ou le corollaire 8.2.12) montrent que le foncteur ξn induit un
isomorphisme

Gf0 (F2[GLn]Mod)⊗G(j)
≃
−→ G(j)n.

Par la proposition 6.3.7.4, on en déduit un diagramme commutatif

Gf0 (F2[GLn]Mod)⊗G(j)
� � //

(ωnρn)∗⊗G(j)

��

Gf0 (FGr,n)

(ωn)∗

��
Gtf0 (F)⊗G(j) //

jG⊗G(j)

��

Gtf0 (F)

jG

��
Ĝf0 (F)⊗G(j)

��

Ĝf0 (F)

����
Z[p≤nn,i,≤d]⊗ Z[p<i]

� � // Ĝf0 (F)n,i

pour i > j et un entier d convenable, dans lequel :
– les flèches horizontales sont induites par le produit tensoriel — celle du bas est injective par

le lemme 10.1.12 ;
– les flèches verticales inférieures sont induites par les projections canoniques et l’inclusion

G(j) ⊂ Z[p<i] déduite de l’inégalité i > j (on note que Z[p≤nn,i,≤d] ⊗ Z[p<i] ≃ Zp
≤n

n,i,≤d ⊗ Zp<i

par finitude des ensembles p≤nn,i,≤d et p<i) ;
– l’entier d est choisi, conformément au lemme 10.1.11, pour que la composée verticale de gauche

soit injective.
La composée Gf0 (F2[GLn]Mod) ⊗ G(j) → Ĝf0 (F)n,i obtenue en suivant le diagramme est donc

injective (suivre la moitié gauche) ; elle s’identifie à la restriction à G(j)n du morphisme de l’énoncé
(suivre la moitié droite). Celle-ci est donc injective si i > j, donc pour tout i, ce qui achève la
démonstration.

Théorème 10.1.14. Le morphisme de groupes ω∗ : Gf0 (FGr)→ Ĝf0 (F) est injectif.

Démonstration. Il suffit d’établir que pour tout n ∈ N, la composée

Gf0 (FGr,≤n) →֒ Gf0 (FGr)
ω∗−−→ Ĝf0 (F)

est injective, ou encore que pour tout n et tout j ∈ N, la restriction fn,j de ce morphisme au

sous-groupe G(j)≤n de Gf0 (FGr,≤n) engendré par les classes de foncteurs simples de degré au plus
j est injective.

Pour i > j, la composée G(j)≤n−1 →֒ Gf0 (FGr)→ Ĝf0 (F) ։ Ĝf0 (F)n,i est nulle (si λ ⊢ P⊗k ⊗F
avec k < n et degF < i, alors λ /∈ pn,i). Le lemme précédent permet d’en déduire que le noyau de
fn,j est inclus dans G(j)≤n−1, d’où ker fn,j = ker fn−1,j . On conclut par récurrence sur n.
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Corollaire 10.1.15. – Le morphisme d’anneaux ω∗ : Gf0 (FGr)→ Gtf0 (F) est injectif.
– Si la conjecture artinienne extrêmement forte est vérifiée, c’est un isomorphisme, et le mor-

phisme de groupes jG : Gtf0 (F)→ Ĝf0 (F) est injectif.

Démonstration. Comme la conjecture artinienne extrêmement forte implique que le morphisme
ω∗ : Gf0 (FGr)→ Gtf0 (F) est surjectif, la conclusion découle du théorème précédent.

10.2 Les foncteurs (· : Λ1) et Hom (Λ1, ·)

Nous exposons dans cette section quelques propriétés générales des endofoncteurs Hom (Λ1, ·)
et (· : Λ1) de F , qui jouent un rôle particulier parmi tous les foncteurs hom internes et de division
par un objet fini. Ces foncteurs sont duaux : il existe un isomorphisme D(F : Λ1) ≃ Hom (Λ1, DF )
naturel en l’objet F de F grâce à la proposition 3.2.2.4, puisque le foncteur Λ1 est auto-dual. De
ce fait, nous donnerons souvent seulement des énoncés relatifs à l’un de ces foncteurs, un énoncé
« dual » s’en déduisant pour l’autre.

Proposition 10.2.1. Les endofoncteurs Hom (Λ1, ·) et (· : Λ1) de F sont des dérivations en ce
sens qu’on a des isomorphismes

Hom (Λ1, F ⊗G) ≃ (Hom (Λ1, F )⊗G)⊕ (F ⊗Hom (Λ1, G))

et
(F ⊗G : Λ1) ≃

(
(F : Λ1)⊗G

)
⊕

(
F ⊗ (G : Λ1)

)

naturels en les objets F et G de F .

Démonstration. Cela résulte des propositions 4.2.30 et 3.3.23.

Dans la suite, nous noterons souvent (F ⊗ G : Λ1) ։ (F : Λ1) ⊗ G sans plus de précision la
projection naturelle déduite de cette proposition, de même pour le foncteur Hom (Λ1, ·).

Proposition 10.2.2. Soient F un objet de F et A un objet homogène de degré k. Il existe un
isomorphisme naturel Hom(A, pn(F )) ≃ pn−k(Hom(A,F )) pour tout entier n.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de l’adjonction entre le foncteur pn et l’inclusion
Fn →֒ F et de l’isomorphisme naturel pn(A⊗B) ≃ A⊗ pn−k(B) (cf. proposition 4.2.21).

Corollaire 10.2.3. Il existe un isomorphisme Hom(Λ1, pn(F )) ≃ pn−1(Hom(Λ1, F )) naturel en
F ∈ ObF pour tout entier n.

Lemme 10.2.4. Soit F un foncteur polynomial non nul de degré d. Il existe un morphisme non
nul de T d vers F .

Démonstration. Le foncteur ∆dF est non nul, et constant car ∆d+1F = 0. Il existe donc un mor-
phisme non nul de P̄⊗d vers F . Comme degF ≤ d, il se factorise par P̄⊗d

։ qd(P̄
⊗d) ≃ T d, d’où

le lemme.

Lemme 10.2.5. Si F est un foncteur fini tel que F (0) = 0 et Hom (Λ1, F ) = 0, alors F = 0.

Démonstration. Pour tout n ∈ N∗, hom (T n, F ) ≃ hom (T n−1,Hom (Λ1, F )) = 0. On conclut par
le lemme précédent.

Remarque 10.2.6. Le théorème de plongement de Kuhn montre aussitôt qu’un foncteur fini F tel
que Hom (Γn, F ) = 0 pour tout n ∈ N est nul. Le lemme dit qu’il suffit d’avoir cette propriété
pour n = 0 et n = 1, en utilisant un résultat beaucoup moins fin que le théorème de plongement
de Kuhn. Cela illustre que le foncteur Hom (Λ1, ·) contient en quelque sorte toute l’information
intéressante donnée par les différents foncteurs hom internes avec un foncteur fini.
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Proposition 10.2.7. Soit X ∈ ObF . Le foncteur Hom (Λ1, X) est nul si et seulement si
p∞(∆nX) = 0 pour tout n ∈ N.

Remarque 10.2.8. La condition p∞(F̄ ) = 0 signifie que le foncteur F n’a pas de sous-foncteur fini
non constant.

Démonstration. Supposons Hom (Λ1, X) = 0. Le lemme 10.2.5 et l’exactitude à gauche du foncteur
Hom (Λ1, ·) impliquent que X̄ n’a pas de sous-objet fini non nul. La commutation de Hom (Λ1, ·)
et ∆n montre alors qu’il en est de même pour les ∆nX.

Réciproquement, si les ∆nX sont sans sous-objet fini non nul, il en est de même des ∆VX
(V ∈ ObEf ), donc Hom (Λ1, X)(V ) ≃ hom(Λ1,∆VX) = 0, ce qui achève la démonstration.

Cette proposition fournit les importants corollaires suivants.

Corollaire 10.2.9. Soit F un foncteur fini. Le foncteur Hom (Λ1, F ) est nul si et seulement si F
est constant ; si F est non constant, on a deg Hom (Λ1, F ) = degF − 1.

Corollaire 10.2.10. Pour tout foncteur projectif de type fini X de F , on a Hom (Λ1, X) = 0.

Démonstration. Par le corollaire 4.2.35, un foncteur projectif tf n’a pas de sous-objet fini non
constant. Comme le foncteur différence ∆ préserve les objets projectifs tf, la proposition 10.2.7
donne la conclusion.

Corollaire 10.2.11. Si X est un objet projectif tf de F , les endofoncteurs · ⊗X et Hom (Λ1, ·)
de F commutent à isomorphisme canonique près.

Dualement, si Y est un objet injectif co-tf de F , les endofoncteurs · ⊗ Y et (· : Λ1) de F
commutent à isomorphisme canonique près.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence de la proposition 10.2.1 et du corollaire 10.2.10.

Nous donnons maintenant une propriété des foncteurs Hom (Λ1, ·) et (· : Λ1) qui s’avère fonda-
mentale pour effectuer des calculs sur des foncteurs finis.

Proposition 10.2.12. Il existe des suites exactes naturelles en F ∈ ObF

0→ Hom (Λ1, F )
αF−−→ ∆F → ∆2F (10.1)

et

∆2F → ∆F
βF
−−→ (F : Λ1)→ 0 . (10.2)

De plus, si l’on note υF = βFαF : Hom (Λ1, F )→ (F : Λ1), on a les résultats suivants.

1. Si F est de degré n, alors

ker βF ⊂ pn−2(∆F ) et ker υF ⊂ pn−2(Hom (Λ1, F )) ≃ Hom (Λ1, pn−1F ).

2. Si F est homogène, υF est injectif.

3. Si F est cohomogène, υF est surjectif.

4. Si F est homogène et cohomogène de degré n, Hom (Λ1, F ) et (F : Λ1), qui sont naturellement
isomorphes via υF , s’identifient à phomn−1(∆F ), qui est facteur direct de ∆F . On rappelle que
la notation phomk a été introduite dans la définition 4.2.20 par (4.4).

Démonstration. On utilise la suite exacte usuelle

P̄⊗2 → P̄ → Λ1 → 0

et sa duale pour obtenir les suites exactes (10.1) et (10.2). L’assertion 1 découle ensuite du corollaire
10.2.3 et de ce que deg ∆2F = degF − 2 si cet entier est positif, −∞ sinon ; 2 en résulte et 3 se
déduit de 2 par dualité.
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Si F est homogène et cohomogène, alors υF est un isomorphisme par 2 et 3, d’où, par définition
de ce morphisme, le scindement ∆F ≃ Hom (Λ1, F ) ⊕ ker βF . Comme on a ker bF ⊂ pn−2(∆F )
et Hom (Λ1, F ) ∩ pn−2(∆F ) = 0, puisque le foncteur Hom (Λ1, F ) est homogène, la composée
Hom (Λ1, F ) →֒ ∆F ։ phomn−1(∆F ) est un isomorphisme, ce qui achève de prouver 4.

Notation 10.2.13. Soit λ = (λ1, . . . , λr) un r-uplet d’entiers et 1 ≤ i ≤ r. On définit λ−i (resp. λ+
i )

par (λ−i )j = λj si j 6= i et (λ−i )i = λi − 1 (resp. (λ+
i )j = λj si j 6= i et (λ+

i )i = λi + 1).
Pour alléger ces notations, que nous étendrons de façon évidente à une suite infinie λ d’entiers

stationnant en 0, nous simplifierons des écritures du type (λ+
a )−b en λ+,−

a,b .

Corollaire 10.2.14. Soit λ = (λ1, . . . , λr) une suite finie d’entiers. Les foncteurs Hom (Λ1,Λλ)

et (Λλ : Λ1) sont isomorphes à
⊕

1≤i≤r

Λλ
−
i .

Démonstration. Le corollaire 10.2.1 montre qu’il suffit de vérifier l’assertion pour r = 1, auquel cas
elle découle de la dernière assertion de la proposition précédente, compte-tenu de l’isomorphisme
∆Λn ≃ Λn−1.

Nous terminons cette section par un calcul explicite.

Exemple 10.2.15. Nous allons déterminer Hom (Λ1, pnĪ) et (pnĪ : Λ1). On a pour tout n ∈ N une
suite exacte

0→ pn−1I → pnI → Λn → 0

De plus, Λk est le cosocle de pkĪ, de sorte que, par la proposition précédente, υpk Ī est surjectif.

On note aussi qu’on a des morphismes pn−1I ⊗ Λ1 an−−→ pnĪ, obtenus en appliquant pn à l’unique
morphisme non nul I ⊗ Λ1 → Ī, tels que les diagrammes suivants commutent.

pn−1I ⊗ Λ1

an

��

� � // pnI ⊗ Λ1

an+1

��

// // Λn ⊗ Λ1

����
pnĪ

� � // pn+1 Ī // // Λn+1

On en déduit par adjonction des morphismes pn−1I
bn−→ Hom (Λ1, pnĪ) faisant commuter les

diagrammes

pn−1I

bn

��

� � // pnI

bn+1

��

// // Λn

Hom (Λ1, pnĪ)
� � // Hom (Λ1, pn+1Ī) // Hom (Λ1,Λn+1).

On note enfin cn le morphisme (pnĪ : Λ1) ։ (Λn : Λ1) ≃ Λn−1.

Proposition 10.2.16. Pour tout n ∈ N, les flèches bn et cn sont des isomorphismes et le diagramme
suivant commute.

Hom (Λ1, pnĪ)

υpnI

����

pn−1I
≃

bn

oo

����
(pnĪ : Λ1)

≃
cn

// Λn−1

Par dualité, on a aussi des isomorphismes Hom (Λ1, qn(P̄ )) ≃ Λn−1 et (qn(P̄ ) : Λ1) ≃ qn−1(P ).

Démonstration. On procède par récurrence sur n ∈ N. Pour n = 0, l’assertion est évidente. Pour
déduire l’assertion pour n + 1 de l’assertion pour n, on considère le diagramme commutatif aux
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lignes exactes suivant.

pn−1I
� � //

bn ≃

��

pnI // //

bn+1

��

Λn

Hom (Λ1, pnĪ)
� � //

υpnĪ

����

Hom (Λ1, pn+1Ī) //

υpn+1Ī

����

Hom (Λ1,Λn+1)

(pnĪ : Λ1)

cn ≃

��

// (pn+1Ī : Λ1)
cn+1 // // Λn

Λn−1

La commutation du carré en bas à droite entrâıne que la flèche horizontale centrale de droite
est surjective, ce qui permet de conclure quant à Hom (Λ1, pn+1Ī) en appliquant le lemme des cinq
à la partie supérieure du diagramme.

Maintenant, il suffit d’établir la nullité de la flèche (pnĪ : Λ1) → (pn+1Ī : Λ1) induite par
l’inclusion. Son image est de degré au plus n − 1 et sans terme constant (pour n = 1, cela vient
de ce que la suite exacte 0 → Λ1 → p2Ī → Λ2 → 0 est non scindée ; sinon cela découle de
l’hypothèse de récurrence), mais c’est aussi un quotient de Hom (Λ1, pn+1Ī) ≃ pnI ; du fait que
pnĪ est cohomogène de degré n (son cosocle étant Λn), cela entrâıne la nullité de ladite image.

10.3 Préliminaires liés aux représentations des groupes sy-
métriques

Cette section expose des résultats techniques (qui sont presque tous très classiques, au moins en
théorie des représentations des groupes symétriques) nécessaires aux investigations sur les facteurs
de composition de Ḡ(2)-comodules que nous mènerons dans les sections suivantes. Nos références
bibliographiques principales sont [Jam78] et [JK81].

Le paragraphe 10.3.1 explique en quoi les foncteurs de la section 10.2 sont naturellement reliés
aux groupes symétriques. Le paragraphe 10.3.2 introduit un certain nombre de morphismes, qui ap-
paraitront notamment dans les constructions du § 10.5.2, et dont les propriétés de base se démontrent
aisément à l’aide des générateurs semi-standard des foncteurs de Weyl, dont on détermine explici-
tement la division par Λ1 au § 10.3.3. Enfin, le paragraphe 10.3.4 présente une classe de partitions,
nommées Weyl-séparantes, dont l’intérêt relatif à la division par Λ1 deviendra manifeste au § 10.4.2 ;
nous montrons que les partitions dont la parité des termes est alternée sont Weyl-séparantes.

Nous utiliserons abondamment l’ordre partiel sur les partitions introduit dans la définition 4.2.46,
ainsi que différentes autres notations du paragraphe 4.2.3.

10.3.1 Liens formels entre les endofoncteurs Hom (Λ1, ·) et (· : Λ1) de F
et les représentations des groupes symétriques

Convention 10.3.1. Dans ce paragraphe, n désigne un entier naturel. Nous désignerons par
Res : ModF2[Σn] → ModF2[Σn−1] le foncteur de restriction des scalaires, et par
Ind : ModF2[Σn−1] →ModF2[Σn] le foncteur d’induction.

Les foncteurs rn et sn qui apparaissent ci-après sont ceux du paragraphe 4.2.3.
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Proposition 10.3.2. Pour tout entier n, le diagramme

Fn

sn

��

Hom(Λ1,·) // Fn−1

sn−1

��
ModF2[Σn]

Res // ModF2[Σn−1]

(10.3)

commute à isomorphisme naturel près.
Le même résultat vaut en remplaçant Hom(Λ1, ·) par (· : Λ1) ou par ∆.

Démonstration. On établit l’assertion relative à Hom(Λ1, ·). Les autres s’en déduisent par la pro-
position 10.2.12.

Grâce aux adjonctions de la proposition 4.2.42 et entre Res et Ind, il suffit de montrer que le
diagramme

Fn Fn−1
·⊗Λ1

oo

ModF2[Σn]

rn

OO

ModF2[Σn−1]

rn−1

OO

Ind
oo

commute à isomorphisme naturel près.
En effet, les propriétés d’associativité du produit tensoriel procurent dans F un isomorphisme

(M ⊗
F2[Σn−1]

F2[Σn]) ⊗
F2[Σn]

T n ≃ (M ⊗
F2[Σn−1]

T n−1)⊗ Λ1

naturel en l’objet M de ModF2[Σn−1].

La proposition 10.3.2 montre en quoi les foncteurs (· : Λ1), Hom(Λ1, ·) et ∆ généralisent le
foncteur de restriction. L’énoncé qui suit suggère que le foncteur (· : Λ1) — et donc aussi, par
dualité, Hom(Λ1, ·) — en constitue une généralisation plus « fidèle » que le foncteur différence.

Proposition 10.3.3. Pour tout entier n, le diagramme

ModF2[Σn]
Res //

rn

��

ModF2[Σn−1]

rn−1

��
Fn

(·:Λ1) // Fn−1

(10.4)

commute à isomorphisme naturel près.

Démonstration. La tensorisation par Λ1 procure un monomorphisme Σn−1-équivariant
hom (T n−1, F ) →֒ hom (T n, F ⊗ Λ1) naturel en l’objet F de Fn−1. C’est un isomorphisme car
l’application linéaire sous-jacente est inverse des isomorphismes d’espaces vectoriels

sn(F ⊗ Λ1) = homF(T n, F ⊗ Λ1) ≃ hom ((T n : Λ1), F ) ≃ hom(T n−1, F )⊕n ≃ Ind(sn−1(F )).

Ainsi, le diagramme

ModF2[Σn] ModF2[Σn−1]
Indoo

Fn

sn

OO

Fn−1
·⊗Λ1

oo

sn−1

OO

commute à isomorphisme naturel près.
La commutativité du diagramme (10.4) s’en déduit par adjonction.
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Exemple 10.3.4. En prenant M = F2, on obtient (Sn : Λ1) ≃ Sn−1. On en déduit par dualité
Hom (Λ1,Γn) ≃ Γn−1.

On peut montrer que (Γn : Λ1) ≃
⊕
i∈N

Γn−2i

, et donc, dualement, Hom (Λ1, Sn) ≃
⊕
i∈N

Sn−2i

; cela

illustre la nécessité de l’hypothèse d’homogénéité et de cohomogénité dans la proposition 10.2.12.4.

Remarque 10.3.5. – Il existe un diagramme commutatif dual de (10.4). Il s’obtient en rem-
plaçant r par r′ et (· : Λ1) par Hom (Λ1, ·).

– Les propositions 10.3.2 et 10.3.3 sont à rapprocher de la remarque 4.2.43.

10.3.2 Quelques lemmes techniques

Définition 10.3.6. Soient V ∈ ObEf , λ une partition de longueur r et v1, . . . , vλ1 ∈ V . L’élément
semi-standard associé à λ et v1, . . . , vλ1 est l’élément de Λλ(V ) défini par

sstλ (v1, . . . , vλ1) =

r⊗

i=1

(v1 ∧ · · · ∧ vλi
).

Proposition 10.3.7. Soient V ∈ ObEf et λ une partition (régulière ou non). L’espace vectoriel
Wλ(V ) est le sous-espace de Λλ(V ) engendré par les éléments semi-standard sstλ (v1, . . . , vλ1) pour
v1, . . . , vλ1 ∈ V .

Cette propriété, pour laquelle nous renvoyons à [Jam78] (cf. aussi [PS98], § 2, pour le cas de F),
permet de simplifier de façon appréciable certains calculs sur les foncteurs de Weyl. Ils permettent
notamment d’exprimer ces foncteurs, définis comme noyaux de morphismes, comme des images.
Cela interviendra de façon cruciale au paragraphe 10.5.2 ; les autres résultats ici présentés servent
de préliminaires aux deux paragraphes suivants.

Notation 10.3.8. – Si λ et µ sont deux suites d’entiers stationnant en 0 (nous étendrons de
façon évidente la notation au cas où l’une de ces suites, ou les deux, sont des suites finies),
nous noterons prΛλ,µ : Λλ ⊗ Λµ → Λλ+µ le morphisme

Λλ ⊗ Λµ ≃
⊗

i≥1

(Λλi ⊗ Λµi)→
⊗

i≥1

Λλi+µi = Λλ+µ

obtenu par produit tensoriel des produits Λλi ⊗ Λµi → Λλi+µi .
– Si λ est une partition, nous noterons W ′

λ le noyau de la projection canonique Wλ ։ q|λ|−1Wλ.
– Si λ est une partition, nous noterons λ′ la partition duale, définie par λ′i = Card {j |λj ≥ i}.

Remarque 10.3.9. 1. On a (λ′)′ = λ pour toute partition λ.

2. On a deg(Wλ/W
′
λ) < |λ|. En particulier, W ′

λ = Wλ si λ est régulière.

Notation 10.3.10. – Si r et n sont deux entiers positifs, nous noterons rn la partition (non
régulière !) de rn constituée de n termes égaux à r.

– Soient λ une partition et µ = (µ1, . . . , µr) une suite finie d’entiers naturels. Nous désignerons

par ϕΛ
µ,λ : Λµ ⊗ Λλ

′
+r → Λµ+λ1 ⊗ Λλ, où λ′+r est à comprendre comme (λ′)+r, le morphisme

composé de l’inclusion Λµ ⊗ Λλ
′
+r →֒ Λµ ⊗

⊗λ1

j=1 T
r+λ′

i et du morphisme

Λµ ⊗
λ1⊗

j=1

T r+λ
′
i
ϕT

µ,λ
−−−→ Λµ+λ1 ⊗ Λλ

donné sur les objets par

r⊗

i=1

(ai1 ∧ · · · ∧ a
i
µi

)⊗
λ1⊗

j=1

(uj1⊗· · ·⊗u
j
r⊗v

j
1⊗· · ·⊗v

j
λ′

j
) 7→

r⊗

i=1

(u1
i ∧ · · · ∧ u

λ1

i ∧ a
i
1 ∧ · · · ∧ a

i
µi

)⊗

l(λ)⊗

j=1

(v1
j∧· · ·∧v

λj

j ).
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Remarque 10.3.11. 1. Les partitions nr et rn sont duales.

2. On a W1n
= Γn et W ′

1n
≃ Λn (ce dernier point résulte de ce que Λn est cohomogène et

deg(Γn/Λn) < n — cf. remarque 4.2.31. 6).

Proposition 10.3.12. Soient λ et µ deux partitions. On a prΛλ,µ(Wλ⊗Wµ) = Wλ+µ. Si de plus la

partition λ est régulière, alors prΛλ,µ(Wλ ⊗W ′
µ) = Wλ+µ.

Démonstration. Le premier point résulte de la proposition 10.3.7 et du calcul

prΛλ,µ
(
sstλ (v1, . . . , vλ1)⊗ s

st
µ (v1, . . . , vµ1)

)
= sstλ+µ(v1, . . . , vλ1+µ1).

Le second s’en déduit via la remarque 10.3.9, puisque Wλ+µ est cohomogène (la somme d’une
partition régulière et d’une partition quelconque est une partition régulière), et que
prΛλ,µ(Wλ⊗Wµ)/pr

Λ
λ,µ(Wλ⊗W ′

µ) est un quotient de Wλ⊗ (Wµ/W
′
µ), donc de degré < |λ|+ |µ|.

Corollaire 10.3.13. Si λ est une partition régulière, alors Wλ est l’image de la composéee
Λλ

′

→֒ T |λ′| = T |λ|
։ Λλ. Si λ est une partition quelconque, l’image de ce morphisme est in-

cluse dans Wλ.

Démonstration. Si l’on pose r = l(λ) = λ′1, le morphisme en question peut se voir comme la
composée du produit tensoriel par Λr du morphisme analogue construit avec λ− et de

Λλ− ⊗ Λr = Λλ− ⊗W ′
1r
→֒ Λλ− ⊗ Λ1r

prΛλ−,1r
−−−−−→ Λλ,

de sorte que la conclusion résulte de la proposition précédente, par récurrence sur λ1.

Notation 10.3.14. – Nous désignerons par Pwλ la composée Λλ
′

→֒ T |λ′| = T |λ|
։ Λλ, et

par pwλ : Λλ
′

→ Wλ le morphisme induit, qui est donc surjectif lorsque λ est une partition
régulière.

– Soient µ = (µ1, . . . , µr) une suite d’entiers et α une partition. Nous désignerons par Ξµ,α le

morphisme Λµ ⊗ Λα
Λµ⊗Pwα′

−−−−−−→ Λµ ⊗ Λα
′ prΛ

µ,α′

−−−−→ Λµ+α′

.

Remarque 10.3.15. Le morphisme ϕΛ
µ,λ est égal à la composée

Λµ⊗Λλ
′
+r = Λµ⊗

λ1⊗

i=1

Λλ
′
i+r

Λµ⊗
N
i

θ0,λ′
i
+r,r

−−−−−−−−−−→ Λµ⊗
λ1⊗

i=1

(Λr⊗Λλ
′
i) ≃ Λµ⊗Λrλ1⊗Λλ

′ Ξµ,rλ1
⊗Pwλ

−−−−−−−−→ Λµ+λ1⊗Λλ.

Proposition 10.3.16. Soient λ une partition et µ = (µ1, . . . , µr) une suite finie d’entiers naturels.
– Le morphisme ϕΛ

µ,λ prend ses valeurs dans Λµ+λ1 ⊗Wλ.
– Supposons que λ est régulière et que µ est une partition régulière de longueur r. On a alors
ϕΛ
µ,λ(Wµ ⊗ Λλ

′
+r ) = W(µ+λ1

,λ).

Démonstration. La première assertion est une conséquence directe de la remarque et du corollaire
précédents. Pour la seconde, il suffit, par un argument de cohomogénéité identique à celui de la
démonstration de la proposition 10.3.12, de prouver que ϕTµ,λ(Wµ⊗

⊗λ1

j=1 Γr+λ
′
j ) = W(µ+λ1

,λ). Cela
découle de la proposition 10.3.7 et du calcul

ϕTµ,λ

(
sstµ (a1, . . . , aµ1)⊗

λ1⊗

j=1

u
⊗(r+λ′

j)

j

)
= sst(µ+λ1

,λ)(u1, . . . , uλ1 , a1, . . . , aµ1).

Notation 10.3.17. Nous désignerons par ϕWµ,λ : Λµ ⊗ Λλ
′
+r → Λµ+λ1 ⊗Wλ le morphisme induit

par ϕΛ
µ,λ.
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Lemme 10.3.18. Soient i, j, t des entiers naturels tels que i ≥ j ; notons τ : Λi ⊗ Λj → Λj ⊗ Λi

l’isomorphisme d’échange des deux facteurs du produit tensoriel. La restriction à Wi,j du morphisme

Λi ⊗ Λj
τ
−→ Λj ⊗ Λi

θj,i,i−j
−−−−→ Λi ⊗ Λj cöıncide avec l’identité

Démonstration. Un calcul immédiat montre que le morphisme θ ◦ τ ne modifie pas les éléments
semi-standard. Le lemme résulte donc de la proposition 10.3.7.

Notation 10.3.19. Pour i ≥ j ≥ 1, nous noterons Πi,j et Π′
i,j les endomorphismes de Λi ⊗ Λj

donnés respectivement par les compositions suivantes.

Πi,j = Λi ⊗ Λj
Dθ
−−→ Λi−1 ⊗ Λj+1 θ

−→ Λi ⊗ Λj

Π′
i,j = Λi ⊗ Λj

θ
−→ Λi+1 ⊗ Λj−1 Dθ

−−→ Λi ⊗ Λj

Lemme 10.3.20. 1. Pour k + l ≤ j, on a

θi+k,j−k,lθi,j,k =
(k + l)!

k! l!
· θi,j,k+l

2. Pour i ≥ j ≥ 1, on a Πi,j + Π′
i,j = (i+ j)id.

3. Soient i, j, k, t, u des entiers positifs, avec j ≥ t+ u. Le diagramme suivant est commutatif :

Λi,j,k
θ⊗id //

id⊗Dθ

��

Λi+t,j−t,k

id⊗Dθ

��
Λi,j−u,k+u

θ⊗id // Λi+t,j−t−u,k+u

Démonstration. Ces calculs sont analogues ; établissons par exemple 2. Soient V ∈ ObEf et a1, . . . , ai ;
b1, . . . , bj des éléments de V . Si P = {t1 < · · · < tk} est une partie de i = {1, . . . , i}, notons a∧P

pour at1 ∧ · · · ∧ atk . On a alors

Dθi−1,j+1,1(V )(a∧i ⊗ b∧j) =

i∑

k=1

a∧{k}c

⊗ (b∧j ∧ ak)

où l’on noteDθ(V ) pour (Dθ)V pour simplifier l’écriture, et où l’exposant c indique le complémentaire
ensembliste ; puis

Πi,j(V )(a∧i ⊗ b∧j) =

i∑

k=1

(
a∧i ⊗ b∧j +

j∑

l=1

(a∧{k}c

∧ bl)⊗ (b∧{l}c

∧ ak)
)
.

De même

Π′
i,j(V )(a∧i ⊗ b∧j) =

j∑

l=1

(
a∧i ⊗ b∧j +

i∑

k=1

(a∧{k}c

∧ bl)⊗ (b∧{l}c

∧ ak)
)
,

d’où l’assertion 2.

Proposition 10.3.21. Soient i ≥ j ≥ 1 des entiers.

1. Supposons i− j impair :

(a) Πi,j et Π′
i,j sont deux projecteurs dont la somme est l’identité ;

(b) imΠi,j = kerΠ′
i,j = im θi−1,j+1,1 = ker θi,j,1 ⊃Wi,j ;

(c) imΠ′
i,j = kerΠi,j = imDθi,j,1 = kerDθi−1,j+1,1.
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2. Supposons i− j pair. Alors Πi,j = Π′
i,j a une image dont les facteurs de composition sont du

type Si+t,j−t avec 1 ≤ t ≤ j.

Démonstration. Le point 1 du lemme 10.3.20 montre que l’on a toujours Π′
i,jΠi,j = 0. Combiné

avec le point 2 de ce même lemme, ce fait implique 1a.
On a ensuite imΠi,j ⊂ im θi−1,j+1,1, et kerΠ′

i,j ⊃ ker θi,j,1 ⊃ Wi,j , d’où l’on déduit 1b via 1a
et l’égalité ker θi,j,1 = im θi−1,j+1,1 (valable car i > j) déduite de la proposition 1.3.1 de [Fra96].

L’assertion 1c s’établit de façon analogue.

Pour le point 2, on utilise le point 2 du lemme 10.3.20 et le fait que les facteurs de composition
de Λi+1 ⊗ Λj−1, dont imΠ′

i,j est un sous-quotient, sont les Si+t,j−t pour 1 ≤ t ≤ j.

10.3.3 Hom interne et division par Λ1 des foncteurs de Weyl

Nous donnons dans ce paragraphe quelques résultats de base sur la division par Λ1 des foncteurs
de Weyl. Ces résultats joueront un rôle fondamental pour la détection de facteurs de composition à
l’aide du foncteur (· : Λ1) ; de fait, on ne dispose pratiquement d’aucun autre renseignement sur la
division par Λ1 d’un foncteur simple que ceux que l’on déduit grossièrement du cas des foncteurs
de Weyl.

Proposition 10.3.22. Soit λ une partition régulière de longueur r de n.

1. Les morphismes υWλ
: Hom(Λ1,Wλ) → (Wλ : Λ1) et υSλ

: Hom(Λ1, Sλ) → (Sλ : Λ1) sont
des isomorphismes.

2. Si µ est une partition régulière telle que µ ⊢ (Wλ : Λ1), on a :
– soit |µ| = n− 1 et µ ≥ λ−1 ,
– soit |µ| < n− 1, l(µ) < r, µ1 ≥ λ1 − 1 et µr−1 ≤ λr.

Démonstration. Le foncteur Wλ est homogène car inclus dans Λλ, et cohomogène par le théorème
4.2.54. La proposition 10.2.12 fournit donc le premier point. On en déduit

(Sλ : Λ1) և (Wλ : Λ1) ≃ Hom(Λ1,Wλ) →֒ Hom(Λ1,Λλ).

On conclut en appliquant le corollaire 10.2.14 et le théorème 4.2.55.

Remarque 10.3.23. Le morphisme υWλ
n’est pas forcément un isomorphisme lorsque λ est une

partition non régulière (cf. remarque 10.3.27 ci-après).

Remarque 10.3.24. L’hypothèse de la seconde assertion de la proposition 10.3.22 est en particulier
satisfaite si µ ⊢ (Sλ : Λ1).

Précisons cette proposition par l’analogue suivant du théorème de branchement de James pour la
restriction des modules de Specht en théorie des représentations du groupe symétrique (cf. [Jam78]) ;
le seul ingrédient nouveau par rapport à la théorie des représentations est la proposition 10.2.12.
Nous donnons une démonstration directe fondée sur le lemme calculatoire simple suivant.

Lemme 10.3.25. Soient i, j, t des entiers positifs tels que t ≤ j. Le morphisme

(Λi−1⊗Λj)⊕(Λi⊗Λj−1) ≃ (Λi⊗Λj : Λ1)
(θi,j,t:Λ

1)
−−−−−−→ (Λi+t⊗Λj−t : Λ1) ≃ (Λi+t−1⊗Λj−t)⊕(Λi+t⊗Λj−t−1)

vérifie les propriétés suivantes :
– sa composante Λi−1 ⊗ Λj → Λi+t−1 ⊗ Λj−t est égale à θi−1,j,t,
– sa composante Λi−1 ⊗ Λj → Λi+t ⊗ Λj−t−1 est nulle,
– sa composante Λi ⊗ Λj−1 → Λi+t ⊗ Λj−t−1 est égale à θi,j−1,t.
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Démonstration. Par adjonction, il s’agit de vérifier la commutativité des diagrammes suivants :

Λ1 ⊗ Λi−1 ⊗ Λj
Dθ⊗id //

Λ1⊗θ

��

Λi ⊗ Λj

θ

��
Λ1 ⊗ Λi+t−1 ⊗ Λj−t

Dθ⊗id// Λi+t ⊗ Λj−t

pour les deux premières composantes considérées, car on peut remplacer (· : Λ1) par Hom(Λ1, ·)
grâce à la proposition 10.3.22, et

Λi ⊗ Λj

θ

��

id⊗Dθ // Λi ⊗ Λj−1 ⊗ Λ1

θ⊗Λ1

��
Λi+t ⊗ Λj−t

id⊗Dθ // Λi+t ⊗ Λj−t−1 ⊗ Λ1

pour la dernière.
On conclut maintenant grâce à l’assertion 3 du lemme 10.3.20.

Proposition 10.3.26. Soit λ une partition régulière de longueur r. Il existe une filtration

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fr = (Wλ : Λ1) telle que Fi/Fi−1 ≃Wλ−
i

pour 0 < i ≤ r .

Précisément, Fi est donné par le diagramme commutatif cartésien d’inclusions

Fi
� � //

� _

��
�

⊕
1≤j≤i

Λλ
−
j

� _

��
(Wλ : Λ1)

� � // (Λλ : Λ1).

Démonstration. La proposition 10.3.22 permettant de remplacer (· : Λ1) par Hom(Λ1, ·), qui est
exact à gauche, le lemme précédent permet de conclure en utilisant la remarque 4.2.52.

Remarque 10.3.27. La proposition est en défaut pour une partition non régulière, en raison de la
non cohomogénéité du foncteur de Weyl associé. Par exemple, (W1,1 : Λ1) = (Γ2 : Λ1) ≃ F2 ⊕ Λ1.

10.3.4 Partitions Weyl-séparantes et alternées

Afin de donner des renseignements sur la division par Λ1 de certains foncteurs simples, il
convient, pour se ramener au foncteur de Weyl correspondant, d’éviter que celui-ci ne contienne de
facteurs de composition « parasites » , i.e. dont la division par Λ1 procure des facteurs de compo-
sition que l’on cherche à détecter dans la division par Λ1 du foncteur simple initial. Cela motive,
à partir de la proposition 10.3.22, la définition ci-après de partition n-Weyl-séparante, qui sera
employée dans le § 10.4.2.

La notion de partition n-alternée est introduite par la même occasion ; le but de ce paragraphe est
d’établir qu’une partition n-alternée est n-Weyl-séparante. Ce résultat, analogue aux considérations
de [Jam78], § 24 (notamment le corollaire 24.9, qui fournit une classe de foncteurs de Weyl simples
définis par une condition de congruence sur les termes de la partition correspondante), donne un
critère aisé pour obtenir des partitions n-Weyl-séparantes ; de fait, les seules partitions n-Weyl-
séparantes que nous utiliserons seront n-alternées.

Définition 10.3.28. Soient λ une partition régulière et n ∈ N∗. On dit que λ est :
– n-Weyl-séparante (ou n-W-séparante) s’il n’existe pas de partition régulière µ de |λ| telle

que µ ≤ λ+,−
1,n et µ ⊢ radWλ,
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– n-alternée si λi − λi+1 est impair pour 1 ≤ i < n,
– Weyl-séparante, ou encore W-séparante (resp. alternée) si elle est l(λ)-W-séparante

(resp. l(λ)-alternée).

Lemme 10.3.29. Soient λ une partition régulière et n ∈ N∗. La partition λ est n-W-séparante si
et seulement s’il n’existe pas de partition régulière µ de |λ| telle que λ ≤ µ ≤ λ+,−

1,n et

µ ⊢Wλ ∩
∑

1≤i≤n−1

imDψi,1λ

(on rappelle que le symbole ψi,tλ a été introduit dans la notation 4.2.50).

Démonstration. On utilise le théorème 4.2.54.1, en notant que si µ est une partition régulière de
|λ| telle que µ ⊢ Λλ1,...,λi−1,λi+t,λi+1−t,λi+2,...,λr , où l’on a posé r = l(λ), pour un 1 ≤ i ≤ r − 1
et un 2 ≤ t ≤ λi+1, ou µ ⊢ Λλ1,...,λi−1,λi+1,λi+1−1,λi+2,...,λr avec n ≤ i ≤ r − 1, alors µ n’est pas
inférieure à λ+,−

1,n grâce au théorème 4.2.55 — en effet, la dernière condition impose µ ≥ λ+,−
i,i+1, donc∑

k>i

µk ≤
(∑
k>i

λk
)
− 1, alors que µ ≤ λ+,−

1,n implique
∑
k>i

µk ≥
∑
k>i

λk pour n ≤ i ; quant à la première,

elle implique
∑
k≤i

µk ≥
∑
k≤i

λk + 2, alors que
∑
k≤i

µk ≤
∑
k≤i

λk + 1 si µ ≤ λ+,−
1,n .

Notation 10.3.30. Soit L une F2-algèbre associative et unitaire. Nous noterons, dans ce para-
graphe, [a, b] = aba+ bab pour (a, b) ∈ L2.

Remarque 10.3.31. Il s’agit d’une notation ad hoc valable uniquement dans ce paragraphe. Elle est
motivée par le fait que ce « crochet » joue intuitivement le même rôle qu’un commutateur usuel sur
les endomorphismes que l’on considère dans la démonstration de la proposition 10.3.34 ci-après.

Lemme 10.3.32. 1. Si a et b sont deux idempotents de L, on a [1 + a, 1 + b] = [a, b].

2. Soient k ∈ N∗, u0, . . . , uk des éléments de L tels que uiuj = ujui si |i− j| ≥ 2, v = uk . . . u1

et I l’idéal bilatère de L engendré par les [ui−1, ui] (1 ≤ i ≤ k). Alors vu0v ∈ I + Lu0.

Démonstration. L’assertion 1 provient du calcul suivant : (1+a)(1+b)(1+a) = 1+a+b+ab+ba+aba,
et (1 + b)(1 + a)(1 + b) = 1 + a+ b+ ab+ ba+ bab.

Pour l’assertion 2, on raisonne par récurrence sur k. Le cas k = 1 provient de l’égalité
u1u0u1 = [u0, u1] + u0u1u0, le cas k = 2 de ce que

u2u1u0u2u1 = u2u1u2u0u1 = [u1, u2]u0u1 +u1u2u1u0u1 = [u1, u2]u0u1 +u1u2[u0, u1]+u1u2u0u1u0.

On a donc, en supposant maintenant k > 2,

uk . . . u1u0uk . . . u1 = (uk . . . u2)u1u0(uk . . . u2)u1

= [u1, uk . . . u2]u0u1 + u1uk . . . u2[u0, u1] + u1uk . . . u2u0u1u0 .

Or l’hypothèse de récurrence montre que [u1, uk . . . u2] ∈ I + Lu1. Par conséquent,

uk . . . u1u0uk . . . u1 ∈ I + Lu1u0u1 + Lu0 ,

ce qui permet de conclure grâce au cas k = 1 (qui montre que u1u0u1 ∈ I + Lu0).

Lemme 10.3.33. Étant donnée une partition régulière alternée (i, j, k) de longueur 3, notons A
(resp. B) le projecteur (cf. proposition 10.3.21) Πi,j ⊗Λk (resp. Λi⊗Πj,k) de Λi⊗Λj ⊗Λk. Avec la
notation du lemme précédent, l’image de [A,B] n’a pas de facteur de composition Sλ si λ est une
partition régulière de i+ j + k telle que λ ≤ (i+ 1, j, k − 1).
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Démonstration. D’après l’assertion 1 du lemme précédent, [A,B] = [A′, B′] où A′ = Π′
i,j ⊗ Λk et

B′ = Λi ⊗ Π′
j,k. Il suffit donc de montrer que les deux endomorphismes A′B′A′ et B′A′B′ ont

une image sans facteur de composition du type indiqué dans l’énoncé. Considérons pour cela le
diagramme suivant.

Λi,j,k
θ⊗id //

A′
%%LLLLLLLLLL Λi+1,j−1,k

Dθ⊗id

��

id⊗θ // Λi+1,j,k−1

Dθ⊗id

��

Πi+1,j⊗id

''NNNNNNNNNNN

Λi,j,k
id⊗θ //

B′

''NNNNNNNNNNN Λi,j+1,k−1
θ⊗id

//

id⊗Dθ

��

Λi+1,j,k−1

id⊗Dθ

��
Λi,j,k

θ⊗id //

A′
''NNNNNNNNNNN Λi+1,j−1,k

Dθ⊗id

��
Λi,j,k

Il commute (les triangles, par définition des flèches obliques, et les carrés par la propriété 3 du
lemme 10.3.20), donc l’image de A′B′A′ est un sous-quotient de l’image de Πi+1,j ⊗ Λk−1.

De même, l’image de B′A′B′ est un sous-quotient de l’image de Λi+1 ⊗Πj,k−1.
Pour conclure, on utilise le point 2 de la proposition 10.3.21 et le théorème 4.2.55 : ils montrent

que les facteurs de composition de degré i + j + k de ces images sont associés à des partitions
supérieures à (i+ 2, j − 1, k − 1) dans le premier cas, et à (i+ 1, j + 1, k − 2) dans le second.

Proposition 10.3.34. Une partition régulière n-alternée est n-W-séparante.

Démonstration. Soit λ une partition régulière n-alternée de longueur r. On définit des endomor-
phismes de Λλ par

pi = Λλ1,...,λi−1 ⊗Πλi,λi+1 ⊗ Λλi+2,...,λr (1 ≤ i ≤ n− 1) et P =

n−1∏

i=1



n−i∏

j=1

pn−j


 .

Par l’assertion 1c de la proposition 10.3.21, imDψi,1 = im (1 + pi). Comme l’image de chacun
des projecteurs pi contient Wλ (utiliser cette fois l’assertion 1b de la proposition 10.3.21), on en
déduit

Wλ ∩
∑

1≤i≤n−1

imDψi,1 ⊂
∑

1≤i≤n−1

imP (1 + pi) .

Il suffit donc d’établir, grâce au lemme 10.3.29, que Sµ n’est facteur de composition d’aucune
des images des P (1 + pi) si µ est une partition régulière de |λ| telle que λ ≤ µ ≤ λ+,−

1,n . Pour cela,
on note que pi et pj commutent si |i − j| ≥ 2, de sorte que P (1 + pi) appartient à l’idéal bilatère
de EndΛλ engendré par pn−1 . . . pi+1pipn−1 . . . pi+1(1 + pi). On applique ensuite l’assertion 2 du
lemme 10.3.32 pour obtenir que P (1 + pi) appartient à l’idéal bilatère engendré par les [pj, pj+1],
puisque pi(1+pi) = 0. Le lemme 10.3.33, combiné au théorème 4.2.55, permet alors de conclure.

10.4 Détection de facteurs de composition par division par Λ1

Le problème de l’effet de foncteurs remarquables sur les facteurs de composition d’objets d’une
catégorie abélienne se rencontre naturellement dans divers contextes, l’étude directe des facteurs de
composition s’avérant généralement ardue, voire inabordable. Le cas le plus simple d’un foncteur
exact, et commutant aux colimites si l’on s’intéresse à des objets seulement localement finis, se
révèle insuffisant dans F .
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Dans la section 10.1, nous avons utilisé les foncteurs ∇̃n pour détecter des facteurs de compo-
sition. Ces foncteurs préservent monomorphismes et épimorphismes (mais ne sont pas exacts), de
sorte que si S est facteur de composition de F , alors ∇̃n(S) est un sous-quotient de ∇̃n(F ).

Nous nous proposons ici de détecter des facteurs de composition selon un principe différent, à
l’aide du foncteur (· : Λ1), qui commute aux colimites. Cela assure que si S est facteur de composition
de (F : Λ1), où F est un foncteur analytique, alors il existe un facteur de composition S′ de F tel
que S est facteur de composition de (S′ : Λ1).

Il semble cependant illusoire d’obtenir des résultats très généraux, en raison des deux écueils
suivants :

1. la description des facteurs de composition de (Sµ : Λ1) est hors de portée en général ;

2. un foncteur simple est en général facteur de composition de la division par Λ1 d’un grand
nombre de foncteurs simples.

Afin de contourner ces difficultés, nous mettons deux restrictions à notre problème initial :

1. on suppose que le foncteur F est un sous-objet d’un foncteur connu X , et l’on cherche s’il
contient ou non des facteurs de composition identifiés dans X ;

2. on se limite au cas où l’on mâıtrise un tant soit peu l’effet de la division par Λ1 sur le foncteur
simple que l’on cherche à détecter.

La stratégie de détection dans un sous-objet d’un objet connu est présentée dans un cadre
général dans le paragraphe 10.4.1. Dans la catégorie F , la seconde restriction nous amènera à
travailler sur les partitions Weyl-séparantes, qui ont été introduites à cette fin, comme nous le
verrons au paragraphe 10.4.2. Nous terminons cette section avec un résultat technique plus global,
la proposition 10.4.18, adapté à la situation des foncteurs Ī⊗2 ⊗ Λn que nous avons en vue.

10.4.1 Préliminaires formels

Convention 10.4.1. Dans ce paragraphe,A et B sont deux catégories de Grothendieck, Φ : A → B
est un foncteur commutant aux colimites (en particulier, exact à droite), S (resp. S′) un objet simple
de A (resp. B).

Définition 10.4.2. On dit que S est facteur de composition d’un objet X de A s’il existe un
sous-quotient de X isomorphe à S.

Remarque 10.4.3. – LorsqueX est fini, on retrouve la notion de la définition 2.6.13. PourA = F ,
on retrouve la notion de la définition 4.2.59.

– Si X est la réunion filtrante croissante d’une famille de sous-objets (Yi) et que S est facteur
de composition de X , il existe un indice i tel que S est facteur de composition de Yi. Cela
provient de la proposition 1.3.5 (c’est là qu’intervient l’hypothèse que l’on a affaire à des
catégories de Grothendieck).

Définition 10.4.4. On dit que l’objet simple S est Φ-détecté par S′ dans un objet X de A si S′

est facteur de composition de ΦX et que S est facteur de composition de tout sous-objet A de X
tel que S′ est facteur de composition de imΦ(A →֒ X).

Plus généralement, si ΦX
π
−→ B est une flèche de B, on dit que S est Φ-détecté par S′ dans

X relativement à π si S′ est facteur de composition de imπ et que S est facteur de composition
de tout sous-objet A de X tel que S′ est facteur de composition de π

(
imΦ(A →֒ X)

)
.

Remarque 10.4.5. – L’exactitude à droite de Φ implique que la suite

0→ imΦ(A →֒ X)→ ΦX → Φ(X/A)→ 0

est exacte. En particulier, l’hypothèse sur l’image qui intervient dans la définition est satisfaite
si S′ n’est pas facteur de composition de Φ(X/A).

– L’objet simple S est Φ-détecté par S′ dans S relativement à π si et seulement si S′ est facteur
de composition de π(ΦS).
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– La notion de Φ-détection relativement à π ne dépend que de ker π : composer π à gauche par
un monomorphisme ne change pas la notion obtenue.

Lemme 10.4.6. Soit X un objet localement fini de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Si un objet simple T de A est facteur de composition de X, S′ n’est pas facteur de composition
de ΦT .

2. Si A est un sous-objet de X, S′ n’est pas facteur de composition de ΦA.

3. Si B est un sous-quotient de X, S′ n’est pas facteur de composition de ΦB.

Démonstration. Il est trivial que 3 implique 1, et 2 implique 3 car Φ est exact à droite. Supposons
maintenant 1 vérifié : une récurrence sur la longueur montre que, pour tout sous-objet fini F de X ,
ΦF n’a pas de facteur de composition S′ (utiliser encore l’exactitude à droite). Il suffit de passer à
la colimite (en utilisant la remarque 10.4.3) pour conclure.

Proposition 10.4.7. Soient X un objet localement fini de A, Y un sous-objet de X, ΦX
π
−→ B,

ΦY
π′

−→ B′ et B′ u
−→ B des morphismes de B vérifiant les conditions suivantes :

1. le diagramme suivant commute :

ΦY
π′

//

Φi

��

B′

u

��
ΦX

π // B

où Y
i
−→ X désigne l’inclusion,

2. l’objet ker u n’a pas de facteur de composition S′,

3. le simple S est Φ-détecté par S′ dans Y relativement à π′,

4. si T est un facteur de composition de X/Y , alors S′ n’est pas facteur de composition de ΦT .

Alors S est Φ-détecté par S′ dans X relativement à π.

Démonstration. Puisque S′ est facteur de composition de imπ′ (par 3), la condition 2 montre que
S′ est facteur de composition de im (u◦π′), c’est donc aussi le cas pour imπ (qui contient im (u◦π′)
par la condition 1).

Soit maintenant A un sous-objet de X tel que S′ est facteur de composition de π(imΦi) ; posons
A′ = A ∩ Y . Comme A/A′ →֒ X/Y , le lemme 10.4.6 prouve que Φ(A/A′) n’a pas de facteur de
composition S′.

Considérons le diagramme commutatif

ΦA′ //

��

ΦY

��

π′
// B′

u

��
ΦA // ΦX

π // B

dont le carré de gauche est induit par les inclusions. L’objet simple S′ est facteur de composition de
im (ΦA′ → B) car im (ΦA → B)/im (ΦA′ → B) est un quotient de cokerΦ(A′ →֒ A) ≃ Φ(A/A′),
qui n’a pas de facteur S′. A fortiori, S′ est facteur de composition de π′

(
im (ΦA′ → ΦY )

)
; il s’ensuit

(par 3) que S est facteur de composition de A′ (appliquer l’hypothèse 1), donc de A, ce qui achève
la démonstration.

Proposition 10.4.8. Soient X un objet de A, Y un sous-objet de X, ΦX
π
−→ B, Φ(X/Y )

π′

−→ B′

et B
u
−→ B′ des flèches de B vérifiant les conditions suivantes :
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1. le diagramme suivant commute :

ΦX

����

π // B

u

��
Φ(X/Y )

π′
// B′

(10.5)

2. le simple S est Φ-détecté par S′ dans X/Y relativement à π′,

3. l’objet ker u n’a pas de facteur de composition S′.

Alors S est Φ-détecté par S′ dans X relativement à π.

Démonstration. Le simple S′ est facteur de composition de π(ΦX), puisque cet objet se projette
sur π′(Φ(X/Y )).

Soit à présent A un sous-objet de X tel que S′ est facteur de composition de π
(
imΦ(A →֒ X)

)
;

on pose A′ = A ∩ Y . L’examen du diagramme commutatif aux lignes exactes

ΦA′ //

��

ΦA // //

��

Φ(A/A′)

��
ΦY // ΦX // // Φ(X/Y )

montre que im
(
Φ(A/A′) → Φ(X/Y )

)
est l’image de im (ΦA → ΦX) par la projection

ΦX ։ Φ(X/Y ). Par conséquent, π′
(
im (Φ(A/A′) → Φ(X/Y ))

)
est l’image de π

(
im (ΦA → ΦX)

)

par u, et la dernière condition montre alors que S′ est facteur de composition de
π′

(
im (Φ(A/A′) → Φ(X/Y ))

)
, de sorte que A/A′, et a fortiori A, a un facteur de composition

S, ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire 10.4.9. Soient X un objet de A, Y un sous-objet de X, et ΦX
π
−→ B un morphisme de

B tels que :

1. S′ est facteur de composition de imπ,

2. S′ n’est pas facteur de composition de ΦY ,

3. X/Y ≃ S.

Alors S est Φ-détecté par S′ dans X relativement à π.

Démonstration. Notons i l’inclusion Y →֒ X et u la projection B ։ B′ = B/im (π ◦ Φi), de sorte
que π induit un morphisme π′ : Φ(X/Y )→ B′ rendant commutatif le diagramme (10.5). Les deux
premières hypothèses montrent que ker u n’a pas de facteur de composition S′, tandis que imπ′

en a un, donc que S est Φ-détecté dans X/Y relativement à π′ grâce à la dernière hypothèse. La
conclusion découle donc de la proposition 10.4.8.

Proposition 10.4.10. Soient X un objet de A, Y un sous-objet de X, ΦX
π
−→ B et Φ(X/Y )

π′

−→ B′

et B
u
−→ B′ des flèches de B vérifiant les conditions suivantes :

1. le diagramme (10.5) commute,

2. S est Φ-détecté par S′ dans X relativement à π,

3. ker u n’a pas de facteur de composition S′,

4. S n’est pas facteur de composition de Y .

Alors S est Φ-détecté par S′ dans X/Y relativement à π′.
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Démonstration. On a imπ′ = im (u ◦ π) ≃ imπ/(imπ ∩ ker u) ; comme imπ a un facteur de
composition S′ et que ker u n’en a pas, imπ′ a un facteur de composition S′.

Soit A un sous-objet de X/Y tel que S′ est facteur de composition de π′
(
imΦ(A →֒ X/Y )

)
.

Notons A′ le produit fibré de l’inclusion A →֒ X/Y et de la projection X ։ X/Y . Le diagramme
commutatif

Φ(A′) //

����

Φ(X)
π //

����

B

u

��
Φ(A) // Φ(X/Y )

π′
// B′

montre que S′ est facteur de composition de π(imΦ(A′ →֒ B)). Donc S est facteur de composition
de A′. Il l’est aussi de A ≃ A′/(A′ ∩ Y ) puisqu’il ne l’est pas de Y .

10.4.2 Détection de facteurs de degré maximal dans un foncteur fini

Comme le foncteur (− : Λ1) est un adjoint à gauche, il commute aux colimites, ce qui permet
de lui appliquer les considérations du paragraphe 10.4.1.

Définition 10.4.11. Soient λ une partition régulière, n ∈ N∗ tel que λ−n est une partition régulière
et X ∈ ObF . Nous dirons que λ est (Λ1, n)-détectable dans X si, selon la terminologie de la
définition 10.4.4, Sλ est (− : Λ1)-détecté par Sλ−

n
dans X .

Si π : (X : Λ1) → B est un morphisme de F , nous dirons que λ est (Λ1, n)-détectable dans

X relativement à π si Sλ est (− : Λ1)-détecté par Sλ−
n

dans X relativement à π.

Notation 10.4.12. Soient λ une partition de longueur r et n ∈ N∗ un entier au plus égal à r. On
désigne par

ςλ,n : (Wλ : Λ1)→ (Λλ : Λ1) ։ Λλ
−
n

le morphisme composé de la flèche induite par l’inclusion et de la projection canonique.

Lemme 10.4.13. Soient λ et µ deux partitions régulières, n un entier tel que λ−n est une partition
régulière. Si µ ⊢ Λλ et λ−n ⊢ (Sµ : Λ1), alors |λ| = |µ| et µ ≤ λ+,−

1,n .

Démonstration. On a |λ| ≥ |µ| car µ ⊢ Λλ, et |λ| − 1 ≤ |µ| − 1 car λ−n ⊢ (Sµ : Λ1), d’où |λ| = |µ|.
La proposition 10.3.22 entrâıne maintenant µ−

1 ≤ λ
−
n , d’où µ ≤ λ+,−

1,n .

Proposition 10.4.14. Soient λ une partition régulière n-Weyl-séparante telle que λ−n est une
partition régulière. Alors λ est (Λ1, n)-détectable dans Wλ relativement à ςλ,n.

Démonstration. On applique le corollaire 10.4.9 avec X = Wλ et Y = radWλ, de sorte que la
dernière condition est satisfaite immédiatement (cf. théorème 4.2.54). La première est vérifiée grâce
à la proposition 10.3.26 — en effet, avec les notations de cette proposition, Fn ∩ ker ςλ,n = Fn−1,
de sorte que Fn/Fn−1 ≃Wλ−

n
se plonge dans im ςλ,n.

La seconde condition du corollaire 10.4.9 provient de l’hypothèse de Weyl-séparation, via le
lemme 10.4.6. En effet, supposons qu’elle ne soit pas satisfaite : il existerait une partition régulière
µ telle que µ ⊢ radWλ et λ−n ⊢ (Sµ : Λ1), d’où µ ⊢ radWλ et µ ≤ λ+,−

1,n par le lemme 10.4.13, en
contradiction avec le fait que λ est n-W-séparante, ce qui achève la démonstration.

Corollaire 10.4.15. On conserve les hypothèses de la proposition 10.4.14. Soit X est sous-objet
de Λλ tel que :

– Wλ ⊂ X ;
– il n’existe pas de partition régulière µ de |λ| telle que µ ⊢ X/Wλ et µ ≤ λ+,−

1,n .

La partition λ est alors (Λ1, n)-détectable dans Wλ relativement à la composée

πX : (X : Λ1)→ (Λλ : Λ1) ։ Λλ
−
n .
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Démonstration. On applique la proposition 10.4.7 au sous-objet Wλ de X . Ses deux premières
conditions sont satisfaites, car le diagramme

(Wλ : Λ1)
ςλ,n //

��

Λλ
−
n

id

��
(X : Λ1)

πX // Λλ
−
n

commute.
La troisième hypothèse de la proposition 10.4.7 est vérifiée par la proposition 10.4.14, la dernière

par le lemme 10.4.13.

10.4.3 Détection dans Ī⊗r ⊗ Λλ

En vue d’appliquer les résultats précédents à la détection de sous-foncteurs de Ī⊗r ⊗ Λλ, nous
établissons deux lemmes simples qui permettront de passer de la détection dans une partie homogène
(à laquelle la section précédente est adaptée) à la détection « globale ». Rappelons que l’on a un
isomorphisme

phomm (Ī⊗r) ≃
⊕

α1,...,αr>0
α1+···+αr=m

Λα

pour tout entier m, via lequel nous identifierons souvent les deux membres.

Lemme 10.4.16. Soient r, n, k trois entiers strictement positifs, λ une partition de longueur n,
α, β deux partitions régulières telles que α ⊢ phomk (Ī⊗r ⊗ Λλ), β ⊢ (Sα : Λ1) et |β| < k − 1. Alors
l(β) < r + n et βr+n−1 ≤ λn.

Démonstration. Supposons d’abord |α| < k. On a alors l(α) < r + n et αr+n−1 ≤ λn par le
théorème 4.2.55. En utilisant la proposition 10.3.22, on obtient l(β) ≤ l(α) < r + n et βr+n−1 ≤
αr+n−1 ≤ λn.

Supposons désormais |α| = k : on a donc |β| < |α|−1, et la proposition 10.3.22 donne l(β) < l(α)
et βr+n−1 ≤ αr+n, donc, par le théorème 4.2.55, on a l(β) < r + n et βr+n−1 ≤ λn.

Lemme 10.4.17. Soient r, n, m, k, l des entiers strictement positifs tels que n ≤ l, λ une partition
de longueur l de k, X un sous-objet de Ī⊗r⊗Λλ, µ une partition régulière de m telle que µr+l = λl

et (Λλ : Λ1)
f
−→ F une flèche de Fk−1. Si µ est (Λ1, n)-détectable dans phomm (X) relativement au

morphisme

(phomm (X) : Λ1)→ (phomm (Ī⊗r ⊗ Λλ) : Λ1) ։ phomm−k(Ī
⊗r)⊗ (Λλ : Λ1)

phom
m−k(Ī⊗r)⊗f
−−−−−−−−−→ phomm−k(Ī

⊗r)⊗ F

dont la première flèche est induite par l’inclusion et la seconde de la proposition 10.2.1 et de l’iso-
morphisme phomm (Ī⊗r ⊗ Λλ) ≃ phomm−k(Ī

⊗r)⊗ Λλ, alors µ est (Λ1, n)-détectable dans X relativement

au morphisme (X : Λ1)→ (Ī⊗r ⊗ Λλ : Λ1) ≃ Ī⊗r ⊗ (Λλ : Λ1)
Ī⊗r⊗f
−−−−→ Ī⊗r ⊗ F .

Démonstration. La proposition 10.4.8 prouve que µ est (Λ1, n)-détectable dans pmX relativement
au morphisme

(pmX : Λ1)→ (pm(Ī⊗r ⊗ Λλ) : Λ1) ։ pm−k(Ī
⊗r)⊗ (Λλ : Λ1)

pm−k(Ī⊗r)⊗f
−−−−−−−−−→ pm−k(Ī

⊗r)⊗ F.

En effet, le diagramme

(pmX : Λ1)

����

// (pm(Ī⊗r ⊗ Λλ) : Λ1) // //

����

pm−k(Ī
⊗r)⊗ (Λλ : Λ1)

pm−k(Ī⊗r)⊗f //

����

pm−k(Ī
⊗r)⊗ F

����
(phomm (X) : Λ1) // (phomm (Ī⊗r ⊗ Λλ) : Λ1) // // phomm−k(Ī

⊗r)⊗ (Λλ : Λ1)
phom

m−k(Ī⊗r)⊗f
// phomm−k(Ī

⊗r)⊗ F
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commute, et le noyau de la flèche verticale de droite est de degré < m − 1, donc sans facteur de
composition Sµ−

n
.

On termine la démonstration en utilisant la proposition 10.4.7 avec Y = pmX : le diagramme

(pmX : Λ1)

��

// (pm(Ī⊗r ⊗ Λλ) : Λ1) // //

��

pm−k(Ī
⊗r)⊗ (Λλ : Λ1)

pm−k(Ī⊗r)⊗f //

��

pm−k(Ī
⊗r)⊗ F

��
(X : Λ1) // (Ī⊗r ⊗ Λλ : Λ1) // // Ī⊗r ⊗ (Λλ : Λ1)

Ī⊗r⊗f // Ī⊗r ⊗ F

commute (où les flèches verticales sont induites par les inclusions), et la flèche verticale de droite est
injective, ce qui montre que les deux premières hypothèses de ladite proposition sont vérifiées. Nous
venons de voir que la troisième l’est ; quant à la dernière, elle provient du lemme précédent : si elle
était en défaut, on disposerait de i > m et d’une partition régulière α telle que α ⊢ phomi (Ī⊗r⊗Λλ)
et µ−

n ⊢ (Sα : Λ1). Donc l(µ−
n ) < r + l et (µ−

n )r+l−1 ≤ λl par le lemme 10.4.16. Mais par hypothèse
µr+l = λl > 0, donc la première inégalité entrâıne n = r+ l, d’où (µ−

n )r+l−1 = µr+l−1 > µr+l = λl,
en contradiction avec la seconde inégalité, ce qui achève la démonstration.

Proposition 10.4.18. Soient r, n, m, k des entiers strictement positifs tels que r < n, λ une
partition régulière de k, A un sous-foncteur de Ī⊗r, X un sous-foncteur de A⊗Λλ, µ une partition
régulière de longueur r de m− k tels que :

– µr > λ1,
– λ−n−r est régulière,
– (µ, λ) est n-W-séparante.

On suppose aussi qu’existe un morphisme α : phomm (X)→ Λ(µ,λ) vérifiant les propriétés suivantes.

1. Il existe un morphisme β : phomm−k(A)→ Λµ tel que α cöıncide avec la composée

phomm (X) →֒ phomm (A⊗ Λλ) = phomm−k(A) ⊗ Λλ
β⊗Λλ

−−−−→ Λµ ⊗ Λλ .

2. L’image de α contient W(µ,λ).

3. Il n’existe pas de partition régulière ν de m telle que ν ⊢ imα/W(µ,λ) et ν ≤ (µ, λ)+,−1,n .

4. Si ν est une partition régulière de m− k telle que ν ⊢ ker β, alors ν > µ.

Alors (µ, λ) est (Λ1, n)-détectable dans X relativement au morphisme

(X : Λ1)→ (Ī⊗r ⊗ Λλ : Λ1) ≃ Ī⊗r ⊗ (Λλ : Λ1) ։ Ī⊗r ⊗ Λλ
−
n−r .

Démonstration. Le corollaire 10.4.15 montre que (µ, λ) est (Λ1, n)-détectable dans imα relative-

ment au morphisme (imα : Λ1) → (Λ(µ,λ) : Λ1) ։ Λ(µ,λ)−n . On prouve maintenant que (µ, λ) est
(Λ1, n)-détectable dans phomm (X) relativement au morphisme

(phomm (X) : Λ1)→ (phomm (A⊗ Λλ) : Λ1) ։ phomm−k(A)⊗ (Λλ : Λ1) ։ phomm−k(A)⊗ Λλ
−
n−r

en employant la proposition 10.4.8, avec le sous-objet ker α, et pour u = β ⊗ Λλ
−
n−r .

Pour la première condition, on constate que le diagramme

(phomm (X) : Λ1) //

(α:Λ1)
����

(phomm (A⊗ Λλ) : Λ1) // //

(β⊗Λλ:Λ1)

��

phomm−k(A)⊗ (Λλ : Λ1) // //

β⊗(Λλ:Λ1)

��

phomm−k(A) ⊗ Λλ
−
n−r

β⊗Λ
λ
−
n−r

��
(imα : Λ1) // (Λµ ⊗ Λλ : Λ1) // // Λµ ⊗ (Λλ : Λ1) // // Λµ ⊗ Λλ

−
n−r

commute.
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Nous avons montré précédemment que la deuxième hypothèse de ladite proposition est vérifiée.

Pour la dernière, il s’agit d’établir que S(µ,λ)−n
n’est pas facteur de composition de ker β⊗Λλ

−
n−r .

C’est une conséquence directe de l’hypothèse 4 et du théorème 4.2.55 : si ν′ est une partition régulière

de m−1 telle que ν′ ⊢ ker β⊗Λλ
−
n−r , alors ν′ ⊢ Λ(ν,λ−

n−r), donc ν′ ≥ (ν, λ−n−r), où ν est une partition
régulière de m− k telle que ν ⊢ ker β.

Par conséquent (cf. remarque 10.4.5), (µ, λ) est (Λ1, n)-détectable dans phomm (X) relativement
au morphisme

(phomm (X) : Λ1)→ (phomm (Ī⊗r ⊗ Λλ) : Λ1) ։ phomm−k(Ī
⊗r)⊗ (Λλ : Λ1) ։ phomm−k(Ī

⊗r)⊗ Λλ
−
n−r .

La conclusion résulte maintenant du lemme 10.4.17.

10.5 Application à la structure de ω2(X)

Toutes les avancées sur la conjecture artinienne, décrivant la structure d’un certain foncteur de
type fini X , procèdent en deux pas : on détermine une filtration finie adéquate du foncteur X , et
l’on montre que les quotients de cette filtration sont simples noethériens d’un certain type.

L’étude du foncteur ω permet de franchir de manière satisfaisante la première étape pour des
foncteurs du type PV ⊗ F , où F est fini. Nous aurons cependant besoin, dans l’approche présentée
dans cette section, qui généralise celle de [Dja06c], d’une description explicite des Ḡ(2)-comodules
simples, exposée (dans sa version duale) au paragraphe 10.5.2. Cette description, reposant sur
des constructions issues de la théorie des représentations des groupes symétriques (à partir de la
section 10.3), permet de donner les renseignements nécessaires en termes de facteurs de composi-
tion pour appliquer la méthode de la section 10.4. Pour ce faire, nous nous appuierons également
sur le paragraphe 10.5.1, qui traite le cas fondamental des deux foncteurs de Powell associés aux
représentations de GL2. Le résultat principal sur les facteurs de composition de ces foncteurs (pro-
position 10.5.12) se démontre simplement à l’aide du foncteur ∇̃2.

Le dernier paragraphe, aboutissement des sections 10.2 à 10.5, conjugue les catégories de fonc-
teurs en grassmanniennes et les représentations modulaires des groupes symétriques. Il montre
comment dévisser le produit tensoriel du foncteur projectif P⊗2 et d’un foncteur fini par récurrence
sur le degré de ce dernier, à partir des résultats de Powell sur la structure de P⊗2.

10.5.1 Facteurs de composition des foncteurs D̄(2) et L(2)

Scindements préliminaires

Lemme 10.5.1. Soit n ∈ N∗.

1. Si i et j sont deux entiers naturels, le foncteur ωiκi(Ḡ(j)) est canoniquement isomorphe à
ωi+jρi+j(F2[Gri(Ei+j)]). En particulier, ω1κ1(Ḡ(n− 1)) ≃ ωnρn(F2[En \ {0}]).

2. Le GLn-module trivial F2 est facteur direct de F2[En \ {0}].

3. Les facteurs de composition du GLn-module F2[En \ {0}] sont R(n) = F2 et les R(n,i) pour
1 ≤ i ≤ n− 1. Leur multiplicité est 1.

Démonstration. La première assertion provient des isomorphismes

ωiκi(Ḡ(j))(V ) =
⊕

W∈Gri(V )

F2[Grj(V/W )] ≃ F2[{(W,B) ∈ Gri(V )× Gri+j(V ) |W ⊂ B}]

≃
⊕

B∈Gri+j(V )

F2[Gri(B)] ≃ ωi+jρi+j(F2[Gri(Ei+j)])(V )

naturels en V ∈ Ob Ef obtenus par la bijection canonique entre sous-espaces de V/W (pour un
sous-espace W de V ) et sous-espaces de V contenant W .
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Le second point est fourni par la forme linéaire GLn-équivariante F2[En \ {0}] ։ F2 envoyant
chaque générateur [e] (où e ∈ En \{0}) sur 1, que scinde l’élément

∑
e∈En\{0}

[e] de F2[En \{0}]GLn ≃

homGLn
(F2,F2[En \ {0}]), puisque En \ {0} est de cardinal impair.

Pour la dernière assertion, on note que F2[En \ {0}] ≃ P̄ (En) admet une filtration dont les
quotients sont

F2 = Λn(En),Λn−1(En), . . . ,Λ
1(En)

d’après la proposition 4.2.33, puisque Λi(En) = 0 pour i > n. On conclut par l’identification entre
Λi(En) et R(n,i) (où i < n) donnée par la dernière assertion de la proposition 5.3.17.

Ce lemme esquisse une voie pour déterminer les facteurs de composition de Ḡ(n) (et plus
généralement, des Ḡ(n)-comodules) par récurrence sur n. Les problèmes combinatoires qui se posent
deviennent cependant très rapidement d’une grande difficulté, c’est pourquoi nous nous limiterons
au premier cas non trivial, celui des Ḡ(2)-comodules, pour lequel on dispose de renseignements
suffisamment précis pour approfondir l’étude de la structure de ces foncteurs.

Pour les notations de l’énoncé suivant, nous renvoyons à l’exemple 5.4.14.

Proposition 10.5.2. Le morphisme Π : Λ2(P̄ )→ Λ2(P̄ ) donné par

[u] ∧ [v] 7→
(
[u] + [v]

)
∧ [u+ v] (V ∈ Ob Ef ; u, v ∈ V \ {0})

est un projecteur. Il induit un scindement Λ2(P̄ ) ≃ P2,1 ⊕ Ḡ(2), où imΠ ≃ P2,1 ≃ Q2,1 et
kerΠ ≃ Ḡ(2). Dualement, Λ2(Ī) ≃ L(2)⊕ D̄(2).

Démonstration. Les deux dernières assertions du lemme 10.5.1 fournissent un scindement de GL2-
modules F2[E2 \ {0}] ≃ F2 ⊕ R(2,1). On applique ensuite la première assertion de ce lemme, en
notant qu’il existe un isomorphisme Λ2(P̄ ) ≃ ω1κ1(P̄ ), obtenu en faisant correspondre à [u] ∧ [v]
(où (u, v) est une famille libre de V ∈ Ob Ef ) l’élément de P̄ (V/(u+ v)) →֒ ω1κ1(P̄ )(V ) donné par
la classe de u ou de v dans le quotient V/(u+v). On vérifie aussitôt que le projecteur de F2[E2 \{0}]
d’image R(2,1) induit par application du foncteur ω2ρ2 est le morphisme Π (via les identifications
précédentes), ce qui termine la démonstration.

Remarque 10.5.3. Soit U l’isomorphisme de P⊗2 donné par [u]⊗ [v] 7→ [u]⊗ [u+ v]. Le projecteur
Π peut se voir comme la composée

Λ2P̄ →֒ P̄⊗2 U
−→ P̄⊗2

։ Λ2P̄ .

Dans la suite de ce paragraphe, nous noterons T l’isomorphisme de I⊗2 dual de U .

Nous considérerons désormais plutôt les duaux D̄(2) et L(2) que Ḡ(2) et P2,1. La raison en
est que leurs filtrations polynomiales font naturellement apparâıtre les foncteurs de Weyl, qu’il est
d’usage d’étudier plutôt que leurs duaux.

Facteurs de composition uniques bien placés

Avant d’indiquer les facteurs de composition que nous utiliserons pour la Λ1-détection dans
L(2)⊗Wλ et D̄(2)⊗Wλ, nous donnons deux lemmes formels.

Lemme 10.5.4. Soient λ une partition régulière et X un foncteur analytique. Supposons que Sλ
est facteur de composition unique de X. Alors il existe un plus petit sous-objet X [λ] de X tel que
λ ⊢ X [λ]. Il est fini, de degré supérieur à |λ|. De plus, Sλ est le cosocle de X [λ], et cette propriété
caractérise X [λ] parmi les sous-objets finis de X.

Démonstration. Comme Sλ est facteur de composition unique de X , il existe un unique morphisme
non nul f : Pλ → X ; on pose X [λ] = im f . Le cosocle de Pλ étant isomorphe à Sλ, il en est de
même de son quotient non nul X [λ] ; en particulier, λ ⊢ X [λ]. La finitude de X [λ] provient de la
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proposition 2.6.21, cet objet étant de type fini (quotient de Pλ) et localement fini (sous-objet de
X). On a d’autre part degX [λ] ≥ degSλ = |λ|.

Supposons maintenant que Y est un sous-objet fini de X de cosocle isomorphe à Sλ et que Z
est un sous-objet de X tel que λ ⊢ Z. Alors λ ⊢ Y ∩ Z, car

1 = mλ(X) ≥ mλ(Y + Z) = mλ(Y ) +mλ(Z)−mλ(Y ∩ Z) = 2−mλ(Y ∩ Z).

Cela exclut l’inclusion Y ∩ Z ⊂ radY (sinon, Sλ serait facteur de composition au moins double
de Y ) et entrâıne, puisque Y est fini, que Z contient Y , d’où le lemme.

Exemple 10.5.5 (fondamental). Si λ est une partition régulière, Sλ est facteur de composition unique
dans Λλ et Λλ[λ] = Wλ.

Définition 10.5.6. Soient X un foncteur analytique et λ une partition régulière telle que λ ⊢ X .
Nous dirons que Sλ est bien placé dans X si Sλ n’est pas facteur de composition de X/p|λ|(X).

Remarque 10.5.7. Si Sλ est facteur de composition unique de X , cela équivaut à l’inclusion
X [λ] ⊂ p|λ|X , ou encore à λ ⊢ phom|λ| X .

Lemme 10.5.8. Soient X un foncteur analytique et λ une partition régulière d’un entier n telle

que Sλ est facteur de composition unique bien placé de X, Y
f
−→ X un morphisme de Fω et A un

sous-objet fini et cohomogène de degré n de pnY tels que phomn (f)(phomn A) = (phomn X)[λ]. Alors
f(A) = X [λ].

Démonstration. Les foncteurs pi étant exacts à gauche et se plongeant naturellement dans le fonc-
teur identité, on a phomn (f)(phomn A) ։ phomn

(
f(A)

)
. On en déduit que Sλ ≃ cosocphomn (f)(phomn A)

se projette sur cosoc phomn

(
f(A)

)
.

D’autre part, comme degA ≤ n, on dispose d’un épimorphisme f(A) ։ phomn (f)(phomn A), donc
aussi cosoc f(A) ։ cosoc phomn (f)(phomn A).

Enfin, le quotient f(A) de A est cohomogène de degré n (ou nul), donc la projection

f(A) ։ phomn

(
f(A)

)
induit un isomorphisme cosoc f(A)

≃
−→ cosocphomn

(
f(A)

)
. Conséquemment,

Sλ ≃ cosoc f(A), d’où le lemme.

Facteurs de composition remarquables de D̄(2) et L(2)
Pour tout entier n > 0, on a un isomorphisme

phomn

(
Λ2(Ī)

)
≃




⊕

a+b=n
a>b>0

Λa ⊗ Λb


⊕ Λ2(Λn/2) (10.6)

où, par convention, le dernier terme est nul si n est impair. Via cette identification, le plongement
de phomn

(
Λ2(Ī)

)
dans

phomn

(
Ī⊗2

)
≃

⊕

a+b=n
a,b>0

(Λa ⊗ Λb)

s’obtient comme somme des morphismes Λa ⊗ Λb
id⊕τ
−−−→ (Λa ⊗ Λb) ⊕ (Λb ⊗ Λa), pour a > b > 0

et a + b = n, τ désignant l’isomorphisme d’échange des deux facteurs du produit tensoriel, et de
l’inclusion Λ2(Λn/2) →֒ Λn/2 ⊗ Λn/2.

Lemme 10.5.9. Soient i, j, k, l, n des entiers tels que i > j > 0, k ≥ l > 0 et i+ j = k+ l = n. La
composée

Λi ⊗ Λj →֒ phomn (Λ2(Ī))
phom

n (DΠ)
−−−−−−−→ phomn (Λ2(Ī)) ։ Λk ⊗ Λl

dont les première et dernière flèches sont déduites de (10.6) est la somme des morphismes :
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– θi,j,k−i si k ≥ i ;
– Dθk,l,i−k si k ≤ i ;

– Λi ⊗Λj
τ
−→ Λj ⊗Λi

θj,i,k−j
−−−−−→ Λk ⊗Λl si k ≥ j, où τ désigne la flèche échangeant les deux facteurs

du produit tensoriel ;

– Λi ⊗ Λj
τ
−→ Λj ⊗ Λi

Dθk,l,j−k
−−−−−−→ Λk ⊗ Λl si k ≤ j.

En particulier, pour (i, j) = (k, l), le morphisme en question est θj,i,i−j ◦ τ .

Démonstration. Cela provient de la remarque 10.5.3, en utilisant que T induit au niveau de la filtra-

tion polynomiale les morphismes Λi ⊗ Λj
L

0≤t≤j θi,j,t

−−−−−−−−−→
⊕

0≤t≤j

Λi+t ⊗ Λj−t — pour le voir, noter que

pour a1, . . . , ai, b1, . . . , bj éléments d’un espace vectoriel V , l’élément (a1∧· · ·∧ai)⊗(b1∧· · ·∧bj) de

Λi(V )⊗Λj(V ) se relève en l’élément de pi+j(IE2)(V ) donné par (l, l′) 7→
( ∏i

r=1 l(ar)
)( ∏j

s=1 l
′(bs)

)

((l, l′) ∈ (V ∗)2 ; on identifie ici IE2(V ) et I⊗2(V )) ; ensuite développer le produit dans l’élément

(l, l′) 7→
(∏i

r=1 l(ar)
)( ∏j

s=1(l(bs) + l′(bs))
)

de pi+j(IE2)(V ), qui est l’image du précédent par le
morphisme induit par T .

Lemme 10.5.10. Soient i > j > 0 des entiers. La restriction à Wi,j du morphisme

Λi ⊗ Λj →֒ phomi+j

(
Λ2(Ī)

) phom
i+j (DΠ)
−−−−−−−→ phomi+j Λ2(Ī) ։ Λi ⊗ Λj

cöıncide avec l’identité.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des lemmes 10.5.9 et 10.3.18.

Notation 10.5.11. Soit i ∈ N∗. On note fi la composée

phom2i+1L(2) →֒ phom2i+1Λ
2(Ī) ։ Λi+1 ⊗ Λi ,

et gi le morphisme

phom2i+3D̄(2) →֒ phom2i+3Λ
2(Ī) ։ Λi+2 ⊗ Λi+1 θ

−→ Λi+3 ⊗ Λi .

Proposition 10.5.12. Soit i ∈ N∗.

1. (a) Le foncteur L(2) possède un unique facteur de composition Si+1,i, tandis que D̄(2) n’en
a pas.

(b) De plus, celui-ci est bien placé. Précisément, Wi+1,i ⊂ im fi.

(c) En revanche, im fi n’a pas de facteur de composition Si+2,i−1.

2. (a) Le foncteur D̄(2) possède un unique facteur de composition Si+3,i.

(b) Celui-ci est bien placé. De plus, Wi+3,i ⊂ im gi, donc Λi+2,i+1[i+ 3, i] ⊂ phom2i+3D̄(2).

(c) En revanche, im gi n’a pas de facteur de composition Si+4,i−1.

Démonstration. Tout d’abord, l’isomorphisme (10.6) montre que les facteurs de composition de Ī⊗2

sont tous bien placés.
D’autre part, pour i ∈ N∗, Si+1,i est facteur de composition unique de phom2i+1Λ

2(Ī), de sorte que
1.(a) et 1.(b) découlent du lemme 10.5.10.

Notons maintenant que les partitions (i+2, i+1) étant alternées, donc Weyl-séparantes (propo-
sition 10.3.34), Si+3,i n’est pas facteur de composition de Wi+2,i+1, donc est facteur de composition
unique de Λi+2 ⊗ Λi+1, et θi+2,i+1,1

(
(Λi+2 ⊗ Λi+1)[i+ 3, i]

)
= Wi+3,i (utiliser la filtration de Weyl

usuelle de Λi+2 ⊗ Λi+1 — cf. [Pir97], § 1.1). Par conséquent, Λ2(Ī) a exactement deux facteurs de
composition Si+3,i pour i ∈ N∗ ; le lemme 10.5.10 (qui montre notamment que l’un d’entre eux
apparâıt dans L(2)) prouve qu’il suffit de voir, pour démontrer 2.(a) et 2.(b), que L(2) a un seul
facteur de composition Si+3,i.
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Si pour un i ∈ N∗, L(2) avait deux facteurs de composition Si+3,i, on en déduirait en appliquant

le foncteur ∇̃2 (qui envoie le dual P2,1 de L(2) sur P2,1 ⊕ P̄ — cf. [Pow98c]) que L(2) a un facteur
de composition Λ3, ce qui n’est pas le cas puisque l’unique facteur de composition Λ3 de Λ2(Ī)
apparâıt dans phom3

(
Λ2(Ī)

)
≃ Λ2 ⊗ Λ1 ≃ S2,1 ⊕ Λ3, or dans cette décomposition phom3 L(2) = S2,1

et phom3 D̄(2) = Λ3 (utiliser le lemme 10.5.9). Cela établit 2.(a) et 2.(b).
Cela prouve également 1.(c) pour i = 1. Le cas général s’en déduit encore via l’utilisation de

∇̃2, dont le dual (foncteur noté ∇̃2 dans [Pow98b]) transforme la flèche fi+1 en fi, donc im fi+1 en
im fi, de sorte que si (i+ 3, i) ⊢ im fi+1, alors (i+ 2, i− 1) ⊢ im fi.

De même, il suffit de démontrer 2(c) pour i = 1. Or le lemme 10.5.10 montre que g1 a la même
image que Π4,1 (cf. notation 4.2.50 et proposition 10.3.21), or ce dernier morphisme s’identifie à la
projection Λ4 ⊗ Λ1

։ S4,1, ce qui achève la démonstration.

La proposition suivante, corollaire des résultats de [Pow98a], montre que les facteurs de compo-
sition considérés « détectent » les foncteurs L(2) et D̄(2).

Proposition 10.5.13 (Powell). – Le foncteur L(2) est la réunion filtrante sur i ∈ N∗ des
L(2)[i + 1, i]. Autrement dit, un sous-foncteur F de L(2) tel que (i + 1, i) ⊢ F pour une
infinité de i est égal à L(2).

– Le foncteur D̄(2) est la réunion filtrante sur i ∈ N∗ des D̄(2)[i+ 3, i].

10.5.2 Facteurs de composition des D̄(2)-modules finis

Préliminaires

Notation 10.5.14. – Rappelons que Ī est muni d’une structure d’algèbre (associative) com-
mutative sans unité (c’est un idéal de l’algèbre commutative unitaire I) : l’unique morphisme
non nul Ī ⊗ Ī → Ī vérifie les propriétés d’associativité et de commutativité usuelles. On en
déduit une structure d’algèbre commutative sur T 2Ī, et Λ2Ī en est une sous-algèbre. Nous
noterons µ son produit.

– Nous noterons i : Λ2 →֒ Λ2Ī l’inclusion canonique (obtenue en appliquant Λ2 à l’inclusion
Λ1 →֒ Ī).

– Étant donné n ∈ N, nous désignerons par φn : Λ2Ī ⊗ (Λ2)⊗n → Λ2Ī le morphisme donné par
la composition

Λ2Ī ⊗ (Λ2)⊗n
Λ2Ī⊗i⊗n

−−−−−−→ (Λ2Ī)⊗n+1 → Λ2Ī ,

le dernier morphisme étant le produit des n+ 1 facteurs Λ2Ī.
– Soit λ une partition de longueur r (nous conserverons cette notation dans tout ce paragraphe).

On définit un morphisme ϕΛ2 Ī
λ : Λ2Ī⊗Λλ

′
+2 → Λ2Ī⊗Wλ (cf. notation 10.3.8 pour la significa-

tion de λ′+2, et notation 10.3.14 pour le morphisme pwλ utilisé ci-après) comme la composée

Λ2Ī⊗Λλ
′
+2 = Λ2Ī⊗

λ1⊗

i=1

Λλ
′
i+2

id⊗
N
i

θ0,λ′
i
+2,2

−−−−−−−−−−→ Λ2Ī⊗
λ1⊗

i=1

(Λ2⊗Λλ
′
i) ≃ Λ2Ī⊗(Λ2)⊗λ1⊗Λλ

′ φλ1
⊗pwλ

−−−−−−→ Λ2Ī⊗Wλ.

Remarque 10.5.15. – La flèche ϕΛ2 Ī
λ est un morphisme de Λ2Ī-modules.

– Le diagramme suivant commute.

Λ2Ī ⊗ (Λ2)⊗n
φn //

DΠ⊗(Λ2)⊗n

��

Λ2Ī

DΠ

��
Λ2Ī ⊗ (Λ2)⊗n

φn // Λ2Ī

(10.7)
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En effet, on peut se restreindre au cas n = 1 par construction de i, pour lequel l’assertion se
ramène à la commutation du diagramme

Λ2P̄
c //

Π

��

Λ2P̄ ⊗ Λ2

Π⊗Λ2

��
Λ2P̄

c // Λ2P̄ ⊗ Λ2

où c : Λ2P̄ → Λ2P̄ ⊗ Λ2 désigne le morphisme donné par c
(
[u] ∧ [v]

)
=

(
[u] ∧ [v]

)
⊗ (u ∧ v),

laquelle est immédiate.

Proposition 10.5.16. Si λ est une partition régulière, la suite

Λ2Ī ⊗ Λλ
′
+2

ϕΛ2Ī
λ−−−→ Λ2Ī ⊗Wλ →

r⊕

i=1

Ī⊗2 ⊗ Λλ
−
i

est exacte, où la dernière flèche est la composée de l’inclusion Λ2Ī ⊗Wλ →֒ Ī⊗2 ⊗Λλ et du produit

tensoriel par Ī de la flèche évidente Ī ⊗ Λλ →
r⊕
i=1

Ī ⊗ Λλ
−
i .

Démonstration. Nous allons montrer que la suite duale

r⊕

i=1

P̄⊗2 ⊗ Λλ
−
i → Λ2P̄ ⊗DWλ

DϕΛ2Ī
λ−−−−→ Λ2P̄ ⊗ Λλ

′
+2

est exacte. Pour cela, on note que DWλ = imPwλ′ admet la description suivante : soit (ek)1≤k≤n
une base d’un espace vectoriel V ; pour toute famille ai,j (1 ≤ i ≤ λ1, 1 ≤ j ≤ λ′i) d’éléments de V ,
on note

gst
(
(ai,j)

)
=

∑

σ∈Rλ′

λ1⊗

i=1

(
aσ(i,1) ∧ · · · ∧ aσ(i,λ′

i)

)

où Rλ′ désigne le groupe des permutations de l’ensemble E = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ λ1, 1 ≤ j ≤ λ′i}
laissant invariante la deuxième composante (« générateur standard » — cf. [Jam78]). Cet élément de
Λλ

′

(V ) appartient en fait à DWλ(V ), dont une base est constituée des gst
(
(ef(i,j))

)
, où f parcourt

l’ensemble des fonctions f : E → {1, . . . , n} strictement croissantes par rapport à la première
variable et croissantes par rapport à la seconde.

On constate ensuite que

(
DϕΛ2 Ī(V )

)((
[u] ∧ [v]

)
⊗ gst

(
(ai,j)

))
=

(
[u] ∧ [v]

)
⊗

∑

σ∈Rλ′

λ1⊗

i=1

(
u ∧ v ∧ aσ(i,1) ∧ · · · ∧ aσ(i,λ′

i)

)
.

On en déduit que kerDϕΛ2 Ī(V ) est le sous-espace de (Λ2P̄ ⊗DWλ)(V ) engendré par les éléments
du type

(
[u] ∧ [v]

)
⊗ gst

(
(ai,j)

)
où ai,1 = v pour un 1 ≤ i ≤ r, ce qui achève la démonstration.

Lemme 10.5.17. Le diagramme suivant commute

Λ2Ī ⊗ Λλ
′
+2

ϕΛ2Ī
λ //

DΠ⊗Λ
λ′
+2

��

Λ2Ī ⊗Wλ

DΠ⊗Wλ

��
Λ2Ī ⊗ Λλ

′
+2

ϕΛ2Ī
λ

// Λ2Ī ⊗Wλ

Démonstration. Cela découle de la commutation du diagramme (10.7) et de la définition de ϕΛ2 Ī
λ .
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Les foncteurs D2
λ et L2

λ

Notation 10.5.18. – D’après le lemme ci-avant, le morphisme Λ2Ī ⊗ Λλ
′
+2

ϕΛ2Ī
λ−−−→ Λ2Ī ⊗Wλ

s’identifie à la somme directe de deux morphismes L(2) ⊗ Λλ
′
+2 → L(2) ⊗ Wλ et

D̄(2)⊗ Λλ
′
+2 → D̄(2)⊗Wλ, que nous noterons ϕ

L(2)
λ et ϕ

D̄(2)
λ respectivement.

– Nous poserons L2
λ = imϕ

L(2)
λ et D2

λ = imϕ
D̄(2)
λ .

La proposition suivante identifie les foncteurs D2
λ et L2

λ à des D̄(2)-modules décrits en terme
du foncteur ω2 : FGr,2 → F . En dépit de son caractère technique, elle présente l’intérêt conceptuel
d’identifier des objets définis de façon catégorique (à l’aide du formalisme de la partie II) et algébrique
(à partir de morphismes explicites). L’apparition de la dualitéD provient des conventions en vigueur
en théorie des représentations des groupes symétriques, qui se sont imposées dans F .

Proposition 10.5.19. On a D2
λ ≃ Dω2κ2(DWλ) et L2

λ ≃ Dω2

(
ρ2(R2,1)⊗ κ2(DWλ)

)
.

Démonstration. Étant donné i ∈ N, considérons le morphisme suivant de FGr,2

gi : ι2(Λ
i)→ ι2(Λ

2)⊗ ι2(Λ
i) ≃ ι2(Λ

2 ⊗ Λi)→ ι2(Λ
i+2),

où la deuxième flèche s’obtient en tensorisant par ι2(Λ
i) l’unique morphisme non nul F2 → ι2(Λ

2),
et la dernière est induite par le produit. Nous allons montrer que im gi ≃ κ2(Λ

i).

En effet, soient (V,B) un objet de EfGr,2, W un supplémentaire de B dans V et (e1, e2) une base

de B. Le morphisme gi(V,B) : Λi(V,B)→ Λi+2(V,B) est donné par

(v1 ⊕ a1) ∧ · · · ∧ (vi ⊕ ai) 7→ e1 ∧ e2 ∧ (v1 ⊕ a1) ∧ · · · ∧ (vi ⊕ ai) = e1 ∧ e2 ∧ v1 ∧ · · · ∧ vi,

où l’on a identifié de V à W ⊕B, ce qui montre qu’on a une factorisation

Λi(V )
gi
(V,B) //

%% %%J
JJJJJJJJ

Λi+2(V )

Λi(V/B)
+
�

99rrrrrrrrrr

d’où un isomorphisme canonique im gi(V,B) ≃ Λi(V/B) = κ2(Λ
i)(V,B), comme souhaité.

Considérons maintenant le morphisme suivant de FGr,2 :

f : ι2(DWλ) →֒ ι2(Λ
λ′

) ≃
⊗

j

ι2(Λ
λ′

j )

N
j g

λ′
j

−−−−−→
⊗

j

ι2(Λ
λ′

j+2) ≃ ι2(Λ
λ′
+2).

La définition de ϕΛ2 Ī
λ montre que D2

λ s’identifie à Dω2(im f).
Il existe un diagramme commutatif

ι2(DWλ)
� � //

����

ι2(Λ
λ′

)

����

N
j g

λ′
j

// ι2(Λ
λ′
+2)

κ2(DWλ)
� � // κ2(Λ

λ′

)

)
	

66mmmmmmmmmmmm

dont le carré de gauche est fourni par la transformation naturelle surjective ι2 ։ κ2 et le triangle
de droite par le début de la démonstration. Ainsi, im f ≃ κ2(DWλ) et D2

λ ≃ Dω2κ2(DWλ).
Le cas de L2

λ se traite de façon analogue.
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Remarque 10.5.20. – On peut donner des constructions analogues dans les FGr,n pour tout
n ∈ N. Nombre de considérations de ce paragraphe pourraient s’exprimer uniquement en
termes de catégories de foncteurs en grassmanniennes, mais les résultats explicites qui suivent
sur les facteurs de composition sont grandement facilités pas une introduction « concrète » des
foncteurs utilisés, qui permet d’exploiter aussitôt la section 10.3.

– Dans le même ordre d’idées, le lecteur vérifiera que pour tout n ∈ N, lorsque la partition λ est
régulière, l’unique morphisme non nul ιn(Sλ)→ ιn(Sλ+n

) (déduit par adjonction du théorème
B.3 de [PS98]) a pour image κn(Sλ) — cf. seconde partie de la remarque 9.1.9.

Facteurs de composition remarquables de D2
λ et L2

λ

On rappelle que le morphisme ϕW(i,j),λ a été défini dans la notation 10.3.17.

Lemme 10.5.21. Soient i > j > 0 des entiers et k = i+j+|λ|+2λ1. La restriction à Λi⊗Λj⊗Λλ
′
+2

(cf. (10.6)) de phomk (ϕΛ2 Ī
λ ) est égale à la composée

Λi,j ⊗ Λλ
′
+2

ϕW
(i,j),λ
−−−−−→ Λi,j ⊗Wλ →֒ phomk (Λ2Ī ⊗Wλ).

Démonstration. Compte-tenu de la remarque 10.3.15, il suffit de montrer que pour tout n ∈ N, la
restriction à Λi ⊗ Λj ⊗ (Λ2)⊗n de phomi+j+2n(φn) s’identifie à la composée

Λi,j ⊗ (Λ2)⊗n
Ξ(i,j),2n−−−−−→ Λi+n,j+n →֒ phomi+j+2n(Λ2Ī)

(cf. notation 10.3.14). La définition des morphismes Ξ et φ montre qu’il suffit de le faire pour n = 1,
i.e. d’identifier i sur la filtration polynomiale avec les Ξ(i,j),2 : Λi,j⊗Λ2 → Λi+1,j+1, ce qui est clair,

le produit sur Ī induisant via les phomm le produit évident sur les puissances extérieures.

Lemme 10.5.22. Soit k ∈ N∗ ; supposons λ régulière. Alors

ϕW(k+2,k+1),λ(Λ
k+2,k+1[k + 3, k]⊗ Λλ

′
+2) = Λk+λ1+2,k+λ1+1,λ[k + λ1 + 3, k + λ1, λ].

Démonstration. Elle est entièrement analogue à celle de la proposition 10.3.16, en notant que pour
tout V ∈ Ob Ef , Λk+2,k+1[k+ 3, k](V ) est le sous-espace vectoriel de Λk+2,k+1(V ) engendré par les
éléments du type
(a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ b ∧ c)⊗ (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ d) + (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ b ∧ d)⊗ (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ c) + (a1 ∧ · · · ∧
ak ∧ c ∧ d)⊗ (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ b) pour a1, . . . , ak, b, c, d ∈ V .

On rappelle que les morphismes fk et gk ont été introduits dans la notation 10.5.11.

Notation 10.5.23. Supposons que λ est une partition régulière, et que k est un entier > λ1. On
note Ak = (fk ⊗ Λλ)

(
phom2k+|λ|+1(L

2
λ)

)
et Bk = (gk ⊗ Λλ)

(
phom2k+|λ|+3(D

2
λ)

)
.

Proposition 10.5.24. Supposons que λ est une partition régulière, et que k est un entier > λ1.
– 1. On a W(k+1,k),λ ⊂ Ak.

2. Il n’existe pas de partition régulière ν de 2k + |λ| + 1 telle que ν ⊢ Ak/W(k+1,k),λ et

ν ≤ (k + 1, k, λ)+,−1,r+2.
– 1. On a W(k+3,k),λ ⊂ Bk.

2. Il n’existe pas de partition régulière ν de 2k + |λ| + 3 telle que ν ⊢ Bk/W(k+3,k),λ et

ν ≤ (k + 3, k, λ)+,−1,r+2.

Démonstration. Les premières assertions découlent de la proposition 10.3.16, du lemme 10.5.22 et
de la proposition 10.5.12.

Établissons à présent la deuxième assertion dans le cas de Ak. On note à cet effet que, grâce à
la proposition 10.5.16, on a

Ak ⊂ (im fk ⊗Wλ) ∩ (Λk+1 ⊗ ker θk,λ1,1 ⊗Wλ2,...,λr
).
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Posons à présent A′
k = Ak ∩ (Wk+1,k ⊗Wλ) : Ak/A

′
k s’injecte dans (im fk/Wk+1,k) ⊗Wλ, qui n’a

pas de facteurs de composition du type mentionné dans 2, grâce à la proposition 10.5.12. Quant à
A′
k/W(k+1,k),λ, il s’injecte dans Λk+1 ⊗

(⊕
t≥2

Λk+t,λ1−t
)
⊗Wλ2,...,λr

, de sorte que le théorème 4.2.55

suffit à conclure.
Le cas de Bk est analogue, en remarquant que la proposition 10.5.16 entrâıne

Bk ⊂ (im gk ⊗Wλ) ∩ (Λk+3 ⊗ ker θk,λ1,1 ⊗Wλ2,...,λr
),

parce que le morphisme

Λk+2 ⊗ Λk+1 ⊗ Λλ
θ⊗Λλ

−−−−→ Λk+3 ⊗ Λk ⊗ Λλ
Λk+3⊗θ⊗Λλ2,...,λr

−−−−−−−−−−−−→ Λk+3 ⊗ Λk+1 ⊗ Λλ
−
1

est la somme des morphismes

Λk+2⊗Λk+1⊗Λλ ≃ Λk+1⊗Λk+2⊗Λλ
Λk+1⊗θ⊗Λλ2,...,λr

−−−−−−−−−−−−→ Λk+1⊗Λk+3⊗Λλ
−
1 ≃ Λk+3⊗Λk+1⊗Λλ

−
1

et

Λk+2 ⊗ Λk+1 ⊗ Λλ
Λk+2⊗θ⊗Λλ2,...,λr

−−−−−−−−−−−−→ Λk+2 ⊗ Λk+2 ⊗ Λλ
−
1

θ⊗Λλ

−−−−→ Λk+3 ⊗ Λk+1 ⊗ Λλ
−
1 .

Proposition 10.5.25. Supposons que λ est une partition régulière.

1. (a) Pour tout i ∈ N∗, L(2) ⊗ Λλ et L(2) ⊗ Wλ ont un unique facteur de composition
(i+ λ1 + 1, i+ λ1, λ). Il est bien placé.

(b) De plus, (L(2)⊗Wλ)[i+ λ1 + 1, i+ λ1, λ] = ϕ
L(2)
λ

(
L(2)[i+ 1, i]⊗ Λλ

′
+2

)
.

(c) Le foncteur L2
λ est la réunion filtrante sur i ∈ N∗ des (L(2)⊗Wλ)[i+ λ1 + 1, i+ λ1, λ].

2. (a) Pour tout i ∈ N∗, D̄(2) ⊗ Λλ et D̄(2) ⊗ Wλ ont un unique facteur de composition
(i+ λ1 + 3, i+ λ1, λ). Il est bien placé.

(b) De plus, (D̄(2)⊗Wλ)[i+ λ1 + 3, i+ λ1, λ] = ϕ
D̄(2)
λ

(
D̄(2)[i+ 3, i]⊗ Λλ

′
+2

)
.

(c) Le foncteur D2
λ est la réunion filtrante sur i ∈ N∗ des (D̄(2)⊗Wλ)[i+ λ1 + 3, i+ λ1, λ].

Démonstration. Les assertions 1a et 2a résultent du théorème 4.2.55 et des propositions 10.0.2
et 10.5.12. Les points 1b et 2b s’en déduisent par application des lemmes 10.5.8, 10.5.21 et de la
proposition 10.3.16 ou du lemme 10.5.22 (cf. démonstration précédente). Les assertions 1c et 2c
s’obtiennent ensuite en utilisant le corollaire 10.5.13.

Corollaire 10.5.26. Si λ et µ sont deux partitions régulières distinctes telles que µ ⊢ Λλ, alors
L2
µ n’a pas de facteur de composition (i+ λ1 + 1, i+λ1, λ) pour i ∈ N∗, et D2

µ n’a pas de facteur de
composition (i+ λ1 + 3, i+ λ1, λ).

Démonstration. On fait usage des résultats du § 4.2.3. Si |µ| < |λ|, alors l(µ) < l(λ), et un argument
de longueur permet de conclure. Sinon, on a µ > λ, de sorte que L(2) ⊗ Λλ admet une filtration
dont un quotient est L2

µ et un autre L2
λ, parce que Λλ admet une filtration dont un quotient est

Wµ et un autre Wλ (cf. [Jam78]). Si L2
µ avait un facteur de composition (i + λ1 + 1, i + λ1, λ),

L(2) ⊗ Λλ en aurait au moins deux, contrairement à la proposition précédente. On raisonne de
même pour D2

µ.

Corollaire 10.5.27. Supposons λ régulière. Alors ω2κ2(Sλ) a un unique facteur de composition
(i+ λ1 + 1, i+ λ1, λ) pour i ∈ N∗, et D2

λ a un unique facteur de composition (i+ λ1 + 3, i+ λ1, λ).

Démonstration. On combine les propositions 10.5.19 et 10.5.25, le corollaire 10.5.26, le théorème
4.2.55 et l’auto-dualité des foncteurs simples de F .
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10.5.3 Foncteur Hom (Λ1, ·) et structure des Ḡ(2)-comodules finis

Convention 10.5.28. Dans ce paragraphe, on se donne une partition régulière non nulle λ.

Notation 10.5.29. Nous noterons n le plus petit entier tel que la partition λ−n est régulière.

Cet entier n jouera un rôle privilégié car la partition λ est n-alternée.

Introduction

Ce paragraphe généralise à tous les foncteurs du type P⊗2 ⊗ F (avec F fini) l’argument fi-
nal de [Dja06c] pour établir le caractère noethérien de type 2 des foncteurs P⊗2 ⊗ Λn. Avec nos
notations, [Dja06c] repose essentiellement surla proposition 10.4.18 et un argument de récurrence
utilisant les isomorphismes Hom (Λ1, ω2κ2(Λ

n)) ≃ Hom (Λ1, ω2κ2(Λ
n−1)). Remplacer les puis-

sances extérieures par un foncteur simple quelconque Sλ complique l’argument de récurrence,
car Hom (Λ1, Sλ) n’est généralement plus simple. Nous contournerons cette difficulté grâce au
théorème 8.5.11 (qui n’était pas nécessaire dans [Dja06c]), qui permet de contrôler les extensions
de F obtenues par application du foncteur ω2 à partir d’extensions entre objets simples de FGr,2.
Nous utiliserons ce principe dans un argument de cosocle, à la fin de ce paragraphe.

En revanche, les résultats déduits de la proposition 10.4.18 exposés ci-dessous ne contiennent
pas d’idée nouvelle par rapport à [Dja06c].

Résultats de détection

Notation 10.5.30. On note Aλ et A′
λ les foncteurs définis par le diagramme commutatif au carré

cocartésien suivant.
(Wλ : Λ1) // //

ςλ,n

��

(Sλ : Λ1)

## ##H
HHHHHHHH

��

Λλ
−
n

// // A′
λ Aλ? _oo

(10.8)

Lemme 10.5.31. Le foncteur Aλ possède un unique facteur de composition Sλ−
n
.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif aux lignes exactes

(radWλ : Λ1) //

����

(Wλ : Λ1) //

����

(Sλ : Λ1) //

����

0

im ςλ,n|(radWλ:Λ1)
// im ςλ,n // Aλ // 0.

(10.9)

Comme λ est n-alternée, donc n-W-séparante grâce à la proposition 10.3.34, la proposition 10.4.14
montre que λ−n ⊢ im ςλ,n et λ−n 0 im ςλ,n|(radWλ:Λ1), d’où λ−n ⊢ Aλ.

L’unicité résulte de ce que Aλ est un sous-quotient de Λλ
−
n .

Ce lemme permet de donner la notation suivante, dans laquelle on assimile le foncteur DAλ à
un sous-foncteur de Hom (Λ1, Sλ) via l’inclusion DAλ →֒ D(Sλ : Λ1) duale de l’épimorphisme du
diagramme (10.8) et les isomorphismes canoniques D(Sλ : Λ1) ≃ Hom (Λ1, DSλ) ≃Hom (Λ1, Sλ).

Notation 10.5.32. Nous noterons S′−
λ le sous-objet (DAλ)[λ

−
n ] de DAλ ⊂Hom (Λ1, Sλ).

Dualement, on peut voir DS′−
λ comme le plus petit quotient de Aλ tel que λ−n ⊢ DS

′−
λ .

Proposition 10.5.33. – Soient F un sous-foncteur de L2
λ et a : (F : Λ1) → L(2) ⊗ Λλ

−
n le

morphisme composé de la flèche (F : Λ1)→ (L(2)⊗ Λλ : Λ1) ≃ L(2)⊗ (Λλ : Λ1) induite par

l’inclusion et de la projection induite par (Λλ : Λ1) ։ Λλ
−
n .

On suppose que l’image de a contient L2
λ−

n
.

Alors F = L2
λ.
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– Soient F un sous-foncteur de D2
λ et a : (F : Λ1) → D̄(2) ⊗ Λλ

−
n le morphisme composé de

la flèche (F : Λ1) → (D̄(2) ⊗ Λλ : Λ1) ≃ D̄(2) ⊗ (Λλ : Λ1) induite par l’inclusion et de la

projection induite par (Λλ : Λ1) ։ Λλ
−
n .

On suppose que l’image de a contient D2
λ−

n
.

Alors F = D2
λ.

Démonstration. On traite les deux cas simultanément. On établit, en utilisant la proposition 10.4.18,
que pour tout i ∈ N∗ impair, la partition µi = (i+λ1 +1, i+λ1, λ) (resp. νi = (i+λ1 +3, i+λ1, λ))
est (Λ1, n)-détectable dans L2

λ (resp. D2
λ) relativement au morphisme (L2

λ : Λ1) → (L(2)⊗ Λλ) ։

L(2)⊗Λλ
−
n (resp. (D2

λ : Λ1)→ (D̄(2)⊗Λλ) ։ D̄(2)⊗Λλ
−
n ). Cela impliquera la proposition à cause

de l’assertion 1c (resp. 2c) la proposition 10.5.25.
Tout d’abord, µi (resp. νi) est n-alternée, donc n-W-séparante. Pour les hypothèses suivantes,

on utilise le morphisme β = fi+λ1 (resp. β = gi+λ1) introduit à la proposition 10.5.12 (le morphisme
α étant défini à partir de la condition 1 de la proposition 10.4.18). Cette proposition montre que
l’hypothèse sur ker β requise à la proposition 10.4.18 est satisfaite. La proposition 10.5.24 prouve
quant à elle les hypothèses 2 et 3. Cela achève la démonstration.

Dans l’énoncé du corollaire qui suit, on fait usage des isomorphismes du corollaire 8.4.35.

Corollaire 10.5.34. – Soit F un sous-foncteur de Dω2κ2(Sλ) tel que l’image du morphisme

(F : Λ1)→ (Dω2κ2(Sλ) : Λ1) ≃ D(Hom (Λ1, ω2κ2(Sλ))) ≃ Dω2κ2(Hom (Λ1, Sλ)) ։ Dω2κ2(S
′−
λ )

(le dernier morphisme étant induit par l’inclusion S′−
λ →֒ Hom (Λ1, Sλ)) contient Dω2κ2(Sλ−

n
).

Alors F = Dω2κ2(Sλ).
– Soit F un sous-foncteur de Dω2(κ2(Sλ)⊗ ρ2(R2,1)) tel que l’image du morphisme

(F : Λ1)→ (Dω2(κ2(Sλ)⊗ ρ2(R2,1)) : Λ1) ≃ D(Hom (Λ1, ω2(κ2(Sλ)⊗ ρ2(R2,1))))

≃ Dω2(κ2(Hom (Λ1, Sλ))⊗ ρ2(R2,1)) ։ Dω2(κ2(S
′−
λ )⊗ ρ2(R2,1))

contient Dω2(κ2(Sλ−
n
)⊗ ρ2(R2,1)). Alors F = Dω2(κ2(Sλ)⊗ ρ2(R2,1)).

Démonstration. On établit seulement la première assertion, la seconde étant entièrement analogue.

Posons Bλ = im ((Wλ : Λ1)
ςλ,n
−−→ Λλ

−
n ). Le diagramme commutatif

(Wλ : Λ1)

����

// // Bλ

����
(Sλ : Λ1) // // DS′−

λ

obtenu à partir du diagramme (10.9) et de l’épimorphisme canonique Aλ ։ DS′−
λ induit un dia-

gramme commutatif

(D2
λ : Λ1) ≃ (Dω2κ2(DWλ) : Λ1)

����

// // Dω2κ2(DBλ)
� � //

u
����

D̄(2)⊗ Λλ
−
n

(Dω2κ2(Sλ) : Λ1) // // Dω2κ2(S
′−
λ )

par la proposition 10.5.19. Cela permet de conclure par le même argument de détection de facteur de
composition qu’à la proposition 10.5.33, par l’usage de la proposition 10.4.10. Montrons à cet effet
que les trois hypothèses de cette dernière proposition, autres que la commutation du diagramme,
sont vérifiées :
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– la proposition 10.5.25 et le corollaire 10.5.27 montrent que ker u n’a pas de facteur de com-
position S(i+λ1+1,i+λ1,λ

−
n ) (la source et le but de cet épimorphisme ayant chacun un unique

facteur de composition de ce type) ;
– le corollaire 10.5.26 montre que Dω2κ2(D(radWλ)) n’a pas de facteur de composition
S(i+λ1+1,i+λ1,λ) ;

– la proposition 10.5.25 montre qu’un sous-foncteur de Dω2κ2(Sλ) contenant une infinité de
facteurs de composition S(i+λ1+1,i+λ1,λ

−
n ) est égal à Dω2κ2(Sλ).

Notation 10.5.35. Nous désignerons par

jDλ : ω2κ2(S
′−
λ ) →֒ ω2κ2(Hom (Λ1, Sλ))

≃
−→ Hom (Λ1, ω2κ2(Sλ))

et

jLλ : ω2(κ2(S
′−
λ )⊗ρ2(R2,1)) →֒ ω2(κ2(Hom (Λ1, Sλ))⊗ρ2(R2,1))

≃
−→ Hom (Λ1, ω2(κ2(Sλ)⊗ρ2(R2,1)))

les composées utilisant l’isomorphisme du corollaire 8.4.35.

Cette notation nous permet de donner le résultat suivant, qui s’obtient par dualisation du
corollaire 10.5.34.

Corollaire 10.5.36. – Soit G un quotient strict de ω2κ2(Sλ). Le quotient ω2κ2(Sλ−
n
) de

ω2κ2(S
′−
λ ) n’est pas un quotient de l’image du morphisme

ω2κ2(S
′−
λ )

jD
λ−−→ Hom (Λ1, ω2κ2(Sλ))→ Hom (Λ1, G) (10.10)

(dont la seconde flèche est induite par la projection ω2κ2(Sλ) ։ G).
– Soit G un quotient strict de ω2(κ2(Sλ) ⊗ ρ2(R2,1)). Le quotient ω2(κ2(Sλ−

n
) ⊗ ρ2(R2,1)) de

ω2(κ2(S
′−
λ )⊗ ρ2(R2,1)) n’est pas un quotient de l’image du morphisme

ω2(κ2(S
′−
λ )⊗ ρ2(R2,1))

jL
λ−→ Hom (Λ1, ω2(κ2(Sλ)⊗ ρ2(R2,1)))→ Hom (Λ1, G).

Deuxième démonstration du théorème 9.6.6

Nous terminons ce chapitre en montrant comment l’on peut, à l’aide du corollaire 10.5.36, donner
une nouvelle démonstration des résultats de la section 9.6 relatifs aux Ḡ(2)-comodules, indépendante
des considérations du chapitre 9. Nous aurons seulement besoin des résultats de Powell relatifs à la
structure de Ī⊗2 et de Ī⊗F (F fini) — ces derniers étant équivalents à l’épaisseur de la sous-catégorie
Fω−ad1 de F .

L’intérêt de la méthode que nous allons utiliser, par rapport à celle, plus conceptuelle, suivie
dans le chapitre 9, réside en ce qu’elle fournit un moyen plus explicite de comprendre la structure
des foncteurs ω2(X) (avec X ∈ ObFGr,2 fini) par récurrence sur le degré de X .

Précisément, nous redémontrerons la forme suivante des résultats de la section 9.6 sur les Ḡ(2)-
comodules.

Rappel du théorème 9.6.6. Le foncteur FGr,2
ω2−→ F ։ F/Fω−ad1 induit une équivalence de

catégories entre FfGr,2 et une sous-catégorie épaisse de F/Fω−ad1 .

Commençons par une notation et un résultat élémentaire préliminaires.

Notation 10.5.37. Nous désignerons par f : ω2κ2(S
′−
λ ) ⊗ Λ1 → ω2κ2(Sλ) le morphisme adjoint

à jDλ .

Lemme 10.5.38. Le morphisme f est surjectif.
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Démonstration. Par adjonction, le diagramme commutatif

Ḡ(2)⊗ S′−
λ

� � //

����

Ḡ(2)⊗Hom (Λ1, Sλ)

����
ω2κ2(S

′−
λ )

� �

jD
λ

// Hom (Λ1, ω2κ2(Sλ))

dont les flèches verticales proviennent de la transformation naturelle surjective Ḡ(2) ⊗ · ≃ ω2ι2 ։

ω2κ2 procure un diagramme commutatif

Ḡ(2)⊗ S′−
λ ⊗ Λ1 // //

����

Ḡ(2)⊗ Sλ

����
ω2κ2(S

′−
λ )⊗ Λ1

f
// ω2κ2(Sλ).

La flèche horizontale supérieure de ce diagramme est un épimorphisme parce qu’elle s’obtient en
tensorisant par Ḡ(2) le morphisme S′−

λ ⊗ Λ1 → Sλ adjoint à l’inclusion S′−
λ →֒ Hom (Λ1, Sλ),

morphisme qui est non nul, donc surjectif. Le morphisme f est donc surjectif.

Deuxième démonstration du théorème 9.6.6. On établit par récurrence sur d ∈ N l’assertion sui-
vante :

le foncteur FGr,2
ω2−→ F ։ F/Fω−ad1 induit une équivalence de catégories entre (FfGr,2)d et une

sous-catégorie épaisse de F/Fω−ad1 .
Le corollaire 8.5.12 montre qu’il suffit de voir que tout quotient strict de ω2(X), où X est un

objet simple de degré d de FGr,2, est objet de Fω−ad1 .
L’initialisation de la récurrence est fournie par [Pow98a]. Nous supposerons donc d > 0 ; la

proposition 8.2.10 montre que X est alors isomorphe à κ2(Sλ) ou à κ2(Sλ) ⊗ ρ2(R2,1) pour une
partition régulière de d (donc non nulle) λ. Nous nous placerons dans le premier cas ; le second se
traite de même.

Soit F un quotient strict de ω2κ2(Sλ). Comme Sλ−
n

est le cosocle de l’objet fini S′−
λ de degré

d− 1, l’hypothèse de récurrence assure que ω2κ2(Sλ−
n
) est le cosocle de ω2κ2(S

′−
λ ) dans F/Fω−ad1 .

Le corollaire 10.5.36 permet d’en déduire que l’image G du morphisme (10.10) appartient à Fω−ad1 .
Soit a : G ⊗ Λ1 → F le morphisme adjoint à l’inclusion G →֒ Hom (Λ1, F ). Le diagramme

commutatif

ω2κ2(S
′−
λ )⊗ Λ1

f // //

����

ω2κ2(Sλ)

����
G⊗ Λ1

a
// F

qui fait usage de la notation 10.5.37 et du lemme 10.5.38 montre la surjectivité de ce morphisme
a. Ainsi, F est un quotient de G ⊗ Λ1. Du fait que G, donc G ⊗ Λ1 par la proposition 8.5.18, est
oméga-adapté de hauteur au plus 1, F est également oméga-adapté de hauteur au plus 1 (par le
théorème 9.1.1), d’où la conclusion.
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Paris, 1980.
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(1986), no. 2, p. 303–333.
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(A : B), 43, 87
(V,W )∨, 151
(λ, µ) (λ, µ partitions), 234
A[.], 28, 29, 80
A⊥, 42
F ∗, 79
G∗, 79
Mo, 80
X [λ] (X foncteur analytique, λ partition régulière),
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Af , 67
Aart, 59
Acolf , 69
Acotf , 59
Alf , 69
Anoet, 48
Apf,k, 54
Apf , 52
Ass, AssS , 71
Atf , 48
ANTn, ANT(n), 76
Cop, 28
CM , 29
C/F , 30
C\F , 30
α+a, 218
F̄ , 99
⊞, 147
⊠, 92
|λ| (longueur d’une partition λ), 110
λ′ (duale d’une partition λ), 244
λ+
i , λ−i , λ+,−

a,b , 241
λ−, 218
≤, ≥ (ordre sur les partitions), 110
⊗ (produit tensoriel de catégories de fonc-

teurs), 93
⊗̃ , 119, 186, 187
�, 45, 172
M , 28
rn, 244
⊢, 112
[A] (A objet d’une catégorie abélienne), 36
[x] (x élément d’un ensemble), 28

AGr , AGr, 133, 207
Ab, 28
Aut, 28

BI , 148
B̃I , 148

C, 65
colim , 29
Comodfid, 144
ComodC , 45

CComod, 45
coniv, 183
cosoc, cosocn, 73

D, 98, 161
DI,k, D

′
I,k, 85

D̄(n), 127
DI , 149
D̃I , 149
deg, 101, 180
∆, ∆̃, ∆V , 99–100, 178
∆Gr,J , ∆̃Gr,J , ∆Gr,J

V , 178
∆∗, 180
∆̃I
surj , 164

δ, δsurj , δinj , 121
δV , δsurjV , δinjV , 121

En, 118, 158
E , Ek, 28
EI , EIsurj , 147

Ef , Efk , 28

Efinj , 117

Efsurj , E
≤n
surj , 117

eI , 160
EfGr,I , 146

ẼfGr,I , 146
End, 28
Ens, 28
Epi, 28
EfPl,n, 147
εI , 156
ηI , 166
evE , 80
evE , 80

F , 97
F ⊗ FIsurj , 156

FI , FIsurj , 147

Fω−ad, Fω−adn , 202
Fdf , 99
Fω, 101
Fn, 101
Fct, 29
(FGr,J)k, 180
FGr, FGr,I , 154
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Finj , 117
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G0, 36, 44
Gf0 , 68, 78, 94, 114, 184–185, 233–239

Gtf0 , 49, 233–239
Γn, 105
Ḡ(n), 127

Ĝf0 (F), 235
γn, 158
Gr, 153
Gr, GrI , 146

hom, 27, 29
Hom, 43, 86

IGr, 155
IinjV , 118

IsurjV , 118
IE , 85, 98
IIE , 85
Iλ, 111
II , 160
incPl

n , 147

ĩnclI , 146
inclI,J , 147
ιPl
n , 158
ιI , 155
Iso, 28

Jλ, 127
JI , 160

K ′
0, 63, 73

K0, 50, 94, 186
K̄n, 148
Kn, 76
KI , 148
K̃I , 148
kn, 103
κI , 155

L(n), 127
LC , 64
Λn, 105
Λλ, Λλ1,...,λr , 110
LI , 149
L̃I , 149
l, 110
lg, 67
lim, 29

mS , 68
mλ, 111
ModA, 28, 45

AMod, 28, 45

∇̃n, 217
N il∇̃n

, N il∇̃n
, 218

niv, 183

OC
M , 29

Ōn, 148
OC,F , 30
OC,F , 30
OI , 148
ÕI , 148
o, 124
oinj , 125
Ob, 27
ΩX , 144
ΩX , 140
ΩX,Y , 143
ω≤n, ω, ωn, 155
ω̃, 205

PGr, 155
P injV , 118

P surjV , 118
PE , 84, 98
P I
E , 84
Pλ, 111
P , 90
PI,J , 155

P̃n, 126
p, 110
pI , 160
pn, p

hom
n , 102–103

ΦXF , 51
ΦXF (n), 54
ϕWµ,λ, 245

ϕΛ
µ,λ, 244
πn,X , 221
̟, 124
Pl, 28
Pln, 147
prΛλ,µ, 244

ψλ, ψ
i,t
λ , 110

Pwλ, pwλ, 245

Qλ, 127
qn, q

hom
n , 103

qn, q
hom
n , 102

Rλ, 123
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ℜGr,I , 169
R, 90
RI,J , 155
RI , 159
rn, 108
rad, radn, 73
ρI , 156

Sn, 105
Sλ, Sλ1,...,λn

, 111
Σn, 105
S(A), 67
sst, 244
sn, 108
σI , 156
σPl
n , 158
ςλ,n, 254
soc, socn, 71

T n, 105
TGr,I , 164
TPl,n, 170
tn, 217
θI , 156
θi,j,t, θ, 110

ΥX , 144
ΥX , 140
ΥX,Y , 143
υ, 240

Wλ, Wλ1,...,λn
, 110

Ξµ,α, 245
ξI , 156
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Index

algèbre (dans une catégorie tensorielle), 44
algèbre en grassmanniennes (réduite), 133, 207
analytique, 101
anneau de Grothendieck, 44, 51, 114, 184–

185, 235–239
artinien, 59
auto-dual, 42, 105, 207

bien placé (facteur de composition), 259
bon (objet C-bon d’ordre n), 39
bonne auto-dualité, 41, 98, 161
bonne dualité, 41, 62–63, 74, 86

catégorie, 27
A-linéaire, 29
abélienne bien échelonnée, 40
abélienne très bien échelonnée, 40
co-localement artinienne, 63, 98, 112, 164
de Grothendieck, 35, 47, 85, 251
filtrante, 33
de foncteurs en grassmaniennes, 154
linéarisée, 29
localement de type fini (ou localement

tf), 50
localement noethérienne, 56, 112, 164
localement petite, 35
(essentiellement) petite, 29
produit, 28
quotient, 37
tensorielle, 42

exacte, 43
fermée, 43, 86

co-fini, 69
co-lf, 69
co-localement fini, 69, 105
co-pf, co-pfn, 61
co-présentation finie (de), 61
co-tf, 59
co-type fini (de), 59
coünité, 31, 44
coalgèbre (dans une catégorie tensorielle), 44
coanalytique, 101
cogénérateurs

d’une catégorie, 35
injectifs standard, 86

comodule
dans une catégorie tensorielle, 44
sur une comonade, 33

comonade, 32
coniveau, 183

cosocle, 73
cotensoriel (produit), 45, 142, 172

degré
d’un foncteur, 101, 180
d’une partition, 110

détectable (partition (Λ1, n)-détectable dans
un foncteur), 254

détecté (objet Φ-détecté par un objet simple),
251

échelonné (classe d’objets bien échelonnés), 40

facteur de composition, 68, 111, 251
fermé (objet C-fermé), 39
filtration (co)polynomiale, 103
filtration de Powell, 127
fini (objet), 67
foncteur
∇̃n-adapté, 230
analytique, 180
base, 148
de décalage, 88, 99, 121, 178
de décalage en grassmanniennes, 156, 158
de décalage pointé, 149
différence, 100, 178
de division, 43, 87
de dualité, 41, 85
d’évaluation, 80
d’évaluation généralisée, 156
d’évaluation total, 160
exponentiel (gradué), 95, 102
hom interne, 43, 86
de X-intégrale, 140, 143, 144
d’intégrale en grassmanniennes, 155
de localisation, 64
oméga-adapté, 202
d’oubli secondaire, 148
d’oubli principal, 148
de plongement complet, 156
de plongement diagonal, 149
de plongement réduit, 155, 158
de plongement relatif, 149
de plongement secondaire, 156, 160
de plongement standard, 155, 158
de plongement total, 156
polynomial, 101, 180

cohomogène, 103
homogène, 103

de postcomposition, 79
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de Powell, 127
de précomposition, 79
de prolongement par zéro, 90
pseudo-constant, 179
de réduction, 148
de Schur, 111
section, 39, 75
de translation, 147
de Weyl, 110

générateurs
d’une catégorie, 34
projectifs standard, 84

groupe de Grothendieck, 36, 49, 50, 63, 68,
94, 114, 184–186, 233–239

hauteur d’un foncteur oméga-adapté, 202, 203

injective (enveloppe), 35
intersection, 34

Krull (filtration de), 76, 203–204, 209

lf, 69
linéarisation, 28
localement fini, 69, 105
longueur, 67

d’une partition, 110

module
dans une catégorie tensorielle, 44
sur une monade, 33

monade, 32
multiplication (d’une monade), 32
multiplicité, 68

niveau, 183
noethérien, 48

de type n, 76
NT n, NT (n), 76

orthogonal, 42

parfait (objet C-parfait), 39, 66, 132, 201, 221
partition, 110

(n-)alternée, 249
concaténée, 234
duale, 244
(n-)Weyl-séparante, ou (n-)W-séparante,

248–249
pf, 52
pfn, 54
présentation finie (de), 52
produit tensoriel extérieur, 92

produit tensoriel total, 119, 186, 187
projective (couverture), 35
prolongement intermédiaire, 77
puissance divisée, 105
puissance extérieure, 105
puissance symétrique, 105
puissance tensorielle, 105

régulière (partition), 110
résolution canonique, 169
réunion, 34
radical, 73
recollement (diagramme de), 40, 77, 92

semi-simple, 70
semi-standard (élément), 244
simple, 67
SNT n, SNT (n), 76
socle, 71
somme, 34
sous-catégorie

complète à gauche, à droite, 90
de Serre, 37, 49, 60, 63–66, 69
épaisse, 37

squelette, 29
suite de composition, 67
système de coefficients, 128

tensorielle
équivalence, 43
dualité, 43, 86
structure, 42, 50, 55, 82

tf, 48
type fini (de), 48

unisériel, 106
unité, 31, 42, 44





Représentations génériques des groupes linéaires : catégories de foncteurs
en grassmanniennes, avec applications à la conjecture artinienne

Le but de ce travail est d’étudier la structure globale de la catégorie de foncteurs F entre
espaces vectoriels sur F2, notamment la conjecture artinienne, qui équivaut au caractère localement
noethérien de cette catégorie. Nous démontrons que le produit tensoriel entre un foncteur fini et le
foncteur projectif standard P⊗2 associé à un espace vectoriel de dimension 2 est noethérien.

Nous introduisons à cet effet d’autres catégories de foncteurs, nommées catégories de foncteurs
en grassmanniennes. Elles permettent d’énoncer une forme très forte de la conjecture artinienne,
décrivant la filtration de Krull de la catégorie F . Notre théorème de simplicité généralisé établit
une version faible de cette conjecture. Il permet de démontrer le résultat précédent sur la structure
de P⊗2 ⊗ F (avec F fini), que nous avons également obtenu par l’usage conjoint de foncteurs hom
internes et de considérations issues de la théorie des représentations modulaires.

Nous décrivons la riche structure algébrique des catégories de foncteurs en grassmanniennes,
équivalentes à des catégories de comodules dans F . Notre théorème d’annulation cohomologique
fondamental généralise un grand nombre de résultats antérieurs en cohomologie des foncteurs. Il per-
met également de généraliser une étape essentielle de la démonstration de Suslin de l’isomorphisme
entre K-théorie stable et homologie de Mac Lane pour des systèmes de coefficients polynomiaux.

Generic representations of linear groups : grassmannian functor catego-
ries, with applications to the artinian conjecture

The aim of this work is to study the global structure of the category F of functors between
F2-vector spaces, particularly the artinian conjecture, which is equivalent to the locally noetherian
character of this category. We show that the tensor product between a finite functor and the standard
projective functor P⊗2 associated to a vector space of dimension 2 is noetherian.

For this, we introduce other functor categories, named grassmannian functor categories. They
permit to formulate a very strong form of the artinian conjecture, describing the Krull filtration
of the category F . Our generalized simplicity theorem proves a weak version of this conjecture. It
allows to show the above result about the structure of P⊗2 ⊗ F (with F finite), that we have also
proved using internal hom functors and considerations from modular representations theory.

We describe the rich algebraic structure of the grassmannian functor categories, equivalent
to categories of comodules in F . Our main cohomological vanishing theorem generalizes a lot of
known results in functor cohomology. It permits also to generalize a key step in Suslin’s proof of
the isomorphism between stable K-theory and Mac Lane homology for polynomial coefficients.
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