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Introduction

Soit k un corps commutatif, notons & la catégorie des espaces vectoriels sur k et 5,5 la sous-
catégorie pleine des espaces de dimension finie. On désigne par F (k) la catégorie des foncteurs de
5,5 vers Ex.

Notre objectif est d’étudier la structure globale de la catégorie F(F2) relative au corps a deux
éléments Fy, qui sera simplement notée F par la suite (de méme, nous noterons £7 et £ pour 5{2 et
Er, respectivement). La quasi-totalité de nos résultats se généraliseraient sans aucune difficulté au
cas d’un corps fini, voire dans un cadre plus vaste pour certains d’entre eux, qui utilisent uniquement
la structure abélienne de la catégorie source £/. Ainsi, dans notre prépublication [Dja06a], nous
exposons les résultats de la deuxieme partie de cette these dans le cadre de la catégorie F(k), ou k
est un corps fini arbitraire.

Nous avons notamment cherché a progresser dans 1’étude de la conjecture suivante, initialement
émise par Lannes et Schwartz, a partir de considérations relatives aux modules instables sur I’algebre
de Steenrod (cf. infra).

Conjecture 1 (Conjecture artinienne). La catégorie F est localement noethérienne.

Rappelons quelques notions usuelles de finitude dans les catégories abéliennes. Un objet est
dit noethérien si toute suite croissante de sous-objets stationne. Il est dit artinien si toute suite
décroissante de sous-objets stationne, fini s’il est a la fois noethérien et artinien, localement fini s’il
est colimite d’objets finis. Une catégorie abélienne est localement noethérienne si elle possede un
ensemble de générateurs noethériens.

Faisons maintenant quelques rappels sur les catégories de foncteurs. Si Z est une catégorie es-
sentiellement petite, la catégorie Fct(Z, &) des foncteurs de 7 vers & est une catégorie abélienne
qui possede assez d’objets projectifs et assez d’objets injectifs : les foncteurs P% = k[homz(A, )]
constituent, par le lemme de Yoneda, une famille de générateurs projectifs, dits standard, et les
foncteurs 15 = khomz (-4) une famille de cogénérateurs injectifs, également dits standard. En par-
ticulier, on peut faire de I’algebre homologique dans la catégorie abélienne Fct(Z, &) — on parle
de (co)homologie des foncteurs. De plus, la catégorie Fct(Z, &) possede les propriétés de régularité
usuelles (colimites filtrantes exactes) et est munie d’un produit tensoriel, calculé au but.

Dans la catégorie F, on dispose aussi d’un foncteur de dualité D, donné par DF (V) = F(V*)*, ou
x désigne le foncteur de dualité des espaces vectoriels; le foncteur D échange les projectifs standard
et les injectifs standard. On voit ainsi que la conjecture 1, qui signifie que les foncteurs projectifs
standard P‘ff, notés simplement Py, sont noethériens, équivaut a dire que les foncteurs injectifs
standard I“;'f, notés simplement [y, sont artiniens, d’ou 'appellation de conjecture artinienne. Les
origines topologiques de I'étude de la catégorie F, que nous allons rappeler, expliquent pourquoi
s’intéresser plutot aux Iy qu’aux Py .

Les motivations a I’étude de la catégorie F
Bien qu’elles constituent 'un des exemples les plus simples et fondamentaux de catégories de

foncteurs, les catégories F (k) n’ont été étudiées de maniere intrinseque et approfondie que depuis
les années 1990. Mentionnons quelques travaux précurseurs significatifs, réalisés d’un point de vue



différent de celui des catégories F (k). Tout d’abord, la cohomologie des anneaux introduite par
Mac Lane dans [ML57] a été identifiée comme un cas particulier de cohomologie des foncteurs
par l'article [JP91] de Jibladze et Pirashvili. Breen a effectué des calculs importants en la matiere
dans [Bre78]; les travaux de Bokstedt dans les années 1980 sur ’homologie de Hochschild topolo-
gique (non publiés — cf. [PW92] & ce sujet) sont également tres liés aux catégories F (k). Toutes
ces recherches utilisaient cependant des méthodes fort différentes de celles de la cohomologie des
foncteurs.

Le cas ou le corps k est infini, qui differe profondément du cas des corps finis, n’a gueére été
considéré : il est alors plus naturel de se restreindre aux foncteurs polynomiaux, la catégorie F(k)
possédant un comportement assez « pathologique » & plusieurs égards (elle n’est en particulier pas
localement noethérienne, car 'anneau k[k*] n’est pas noethérien). Cela revient & étudier, plutot
que F(k), la catégorie P(k) des foncteurs polynomiaux stricts de Friedlander et Suslin ([FS97]),
étroitement liée aux représentations polynomiales des groupes linéaires (cf. [Gre80]). Cette ap-
proche s’inscrit dans la lignée des travaux de Schur : la catégorie P(k) peut se décrire a partir des
représentations des algebres de Schur.

Motivations topologiques

Dans l'article [HLS93], Henn, Lannes et Schwartz définissent un foncteur f de la catégorie U des
modules instables sur A, vers la catégorie F(F,). Ici, p désigne un nombre premier, et A, 1’algeébre
de Steenrod des opérations stables de la cohomologie modulo p. Cet article montre que le foncteur f
induit une équivalence de catégories entre le quotient de la catégorie U par la sous-catégorie épaisse
Nil des modules instables nilpotents et la sous-catégorie pleine F,(F,) des foncteurs analytiques
(i.e. localement finis) de F(F,). L’image par le foncteur f de la cohomologiec H*V modulo p d'un
p-groupe abélien élémentaire V est le foncteur injectif Iy, ce qui explique 'attention portée a ces
foncteurs plutét qu’aux foncteurs Py, qui ne sont analytiques que lorsque V' est nul. La profondeur
de I'équivalence de catégories que nous avons mentionnée est illustrée par ’observation suivante :
I'injectivité des objets Iy, de F(F,) est un résultat formel immédiat, tandis que I'injectivité des objets
H*V de U, démontrée par Carlsson, Miller, Lannes et Zarati (cf. [LZ86]), et qui peut se déduire
formellement de I'injectivité des foncteurs Iy, par les résultats de [HLS93], comme 1’a observé Kuhn
(cf. [Kuh94al), constitue un résultat tout-a-fait non trivial et topologiquement significatif.

Nous donnerons néanmoins nos énoncés en termes des foncteurs Py plutot que des foncteurs Iy, .
En effet, ce choix s’avere plus naturel dés lors que 'on cherche & préciser la conjecture artinienne
par des énoncés relatifs a des catégories quotients, qu’il est usuel d’étudier relativement a des
sous-catégories localisantes plutot que co-localisantes. De plus, bien que des considérations sur la
catégorie U aient parfois joué un role intuitif important dans cette these, cette catégorie ne sera pas
utilisée explicitement. Nous traduirons également, pour la cohérence de notre exposé, la plupart des
résultats antérieurs relatifs aux foncteurs Iy en termes des foncteurs Py .

L’absence de mention explicite a la catégorie U ne signifie nullement que les interactions entre
cette catégorie et les résultats de cette these soient indignes d’intérét. D’une part, le dictionnaire
donné par [HLS93] permet d’obtenir des énoncés sur les modules instables & partir d’énoncés
dans la catégorie F(F,), qui sont donc susceptibles de donner lieu & des applications topologiques
(cf. [Sch94]). D’autre part, comme nous le détaillerons dans l'introduction de la section 6.1, les
catégories de foncteurs que nous introduirons pour étudier la conjecture artinienne sont liées a des
catégories construites a partir de la catégorie & pour aborder des problemes topologiques particu-
liers, notamment autour de la cohomologie équivariante.

Motivations algébriques : (co)homologie des groupes linéaires

L’autre principale motivation & 1’étude de la catégorie F (externe & la théorie des catégories)
provient de ses liens féconds avec la théorie des représentations modulaires et la cohomologie des
groupes, notamment linéaires sur Fqo. C’est pourquoi Kuhn a nommé catégorie des représentations
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génériques des groupes linéaires GL, (k) la catégorie F (k). De fait, ’évaluation sur un espace vec-
toriel de dimension finie V' d’un foncteur F' est un GL(V)-module; si la théorie des représentations
constitue un outil précieux pour étudier les catégories F(k), a I'inverse, les méthodes spécifiques aux
catégories de foncteurs peuvent aboutir a des résultats sur les représentations et la (co)homologie
des groupes inaccessibles par les seules techniques internes a ces domaines.

Avant d’énoncer le résultat le plus important dans cette voie, établi indépendamment par Suslin
dans lappendice de [FFSS99] et par Betley dans [Bet99], donnons quelques notations. Soient A un
anneau, L(A) la catégorie des A-modules a gauche libres de type fini et T': L(A4)°? x L(A) — Ab
(catégorie des groupes abéliens) un foncteur. La K-théorie stable de A a coefficients dans T' est
la colimite K?(A;T) des groupes abéliens H,.(GL,(A), T(A™, A™)) relativement aux morphismes
induits par les fleches T(A", A™) — T(A"T1, An*t1) procurées par la projection A"+! — A" sur les n
premiers facteurs et I'inclusion A™ — A"T! des n premiers facteurs. Un cas particulier fondamental
d’un tel foncteur s’obtient ainsi : on part de deux foncteurs covariants I’ et G des A-modules vers Ab,
et 'on définit T = Hom(F, G) comme le foncteur composé de (F°F, G) : L(A)°P xL(A) — Ab°’ xAb
et du foncteur hom : Ab°”? x Ab — Ab.

Théoréme 2 (Betley, Suslin). Soient k un corps fini et F' et G deuz objets finis de la catégorie
F(k). La K-théorie stable K2(k, Hom(F,G)) est naturellement isomorphe au groupe d’extensions

Scorichenko a étendu ce résultat, donnant une description analogue de la K-théorie stable de
tout anneau a coefficients dans un bifoncteur de degré d’Eilenberg-MacLane fini en chaque va-
riable — voir le dernier chapitre de [FFPS03], et le chapitre 13 de [Lod98]. Il existe une variante
cohomologique évidente.

Outre son intérét théorique intrinseque, le théoreme 2 permet d’effectuer des calculs de K-théorie
stable, car 1’on dispose de nombreux outils d’algebre homologique dans les catégories F (k). Notam-
ment, la structure exponentielle graduée de nombreux foncteurs usuels (puissances symétriques,
extérieures...) constitue une aide précieuse pour simplifier des calculs de groupes d’extensions met-
tant en jeu des produits tensoriels, comme lillustrent les articles [Fra96] et [FFSS99]. De plus,
I'existence d’adjonctions entre foncteurs exacts s’avere précieuse — essentiellement, on utilise les
adjoints & droite et & gauche au foncteur différence A (dont la définition est rappelée plus loin).
Ces arguments d’adjonction, remarquablement simples et efficaces, et souvent combinés a ’emploi
de structures exponentielles, ont été initiés par Pirashvili (cf. [JP91], ou son article dans le volume
[FFPS03] pour une exposition plus récente), puis utilisés abondamment par différents auteurs ; une
application importante est fournie par Franjou, Lannes et Schwartz dans [FLS94]. Les résultats d’an-
nulation cohomologique que nous avons obtenus, et que nous évoquerons en détails ultérieurement,
s’'inscrivent dans cette lignée.

Les motivations a I’étude des propriétés de finitude d’une
catégorie abélienne

Si le lien entre le caractere localement noethérien conjectural de la catégorie F et les consi-
dérations précédentes n’est pas patent a premiere vue, il apparait clairement lorsqu’on se penche
sur les méthodes développées pour établir des cas particuliers de la conjecture 1. De fait, rares
sont les objets dont on sait démontrer le caractere noethérien sans déterminer leur structure plus
précisément.

Dans la catégorie F, c’est la notion suivante qui sera utile pour étudier la structure des objets
de type fini.

Définition 3 (cf. [Pow00a] pour la notion duale). On définit par récurrence sur n € NU {—1} la
notion d’objet simple noethérien de type n et d’objet noethérien de type n ainsi.
e Un objet est simple noethérien de type —1 s’il est nul.
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e Un objet est simple noethérien de type n s’il n’est pas noethérien de type n — 1 mais que tous
ses quotients stricts le sont.

e Un objet est noethérien de type n s’il possede une filtration finie dont les quotients sont
simples noethériens de types < n.

Tres vite s’est imposée la forme renforcée suivante de la conjecture artinienne (cf. [Pow98c]).

Conjecture 4 (Conjecture artinienne, forme forte). Si V' est un espace vectoriel de dimension n,
le foncteur Py est noethérien de type n.

Nous utiliserons aussi la notion classique suivante, voisine de la précédente, pour estimer la
« taille » d’un objet.

Définition 5 (cf. [Gab62]). La filtration de Krull d’'une catégorie abélienne avec colimites A est la
suite croissante de sous-catégories (K0, (A)) définie par récurrence comme suit.
e Pour n <0, K, (A) = {0}.
e Pour n > 0, K,,(A) est I'image réciproque par le foncteur canonique A — A/K,_1(A) de
la. plus petite sous-catégorie épaisse, stable par colimites et contenant les objets finis! de

A/Kp—1(A).

Le lien entre les définitions 3 et 5 vient de ce quun objet est noethérien de type n dans A
si et seulement s’il est noethérien et appartient a I, (A). Le caractere fondamental de la notion
de filtration de Krull d’'une catégorie abélienne est illustré par le fait que la dimension de Krull
d’un anneau commutatif est la borne a partir de laquelle la filtration de Krull de la catégorie des
A-modules stationne. Nous avons présenté de maniere assez détaillée, au chapitre 2, les rudiments
relatifs aux différentes notions de finitude que nous aurons a utiliser dans la catégorie F, dans le
cadre des catégories de Grothendieck. En effet, ces résultats élémentaires et connus ne semblent pas
avoir fait 'objet d’une présentation intrinseque systématique.

Comme nous 'expliquerons dans la suite de cette introduction, nos recherches se sont orientées
en grande partie vers la compréhension, encore grandement conjecturale, de la filtration de Krull
de la catégorie F. Il ne s’agit donc pas seulement de montrer que cette catégorie n’est pas trop
« pathologique », mais d’en étudier en profondeur la structure globale, obtenant ce faisant des
renseignements « concrets » sur la structure de certains foncteurs. En outre, les outils que nous
avons développés nous ont permis d’établir des résultats d’algebre homologique puissants dans la
catégorie F, intimement liés au théoreme 2.

La structure élémentaire des catégories de foncteurs usuelles

Pourquoi s’intéresser a d’autres catégories de foncteurs ?

Limitons-nous aux catégories de foncteurs dont le but est £ et la source une catégorie essentiel-
lement petite dont les ensembles de morphismes sont finis (les autres se comportant de maniere tres
différente de F). Certaines de ces catégories ne sont pas localement noethériennes; exemple 4.3.3
en donne un cas tres simple. Il serait déterminant conceptuellement de disposer d’une conjecture
générale sur le caractere localement noethérien de catégories de foncteurs. A défaut, il importe de
comparer les propriétés élémentaires de plusieurs de ces catégories.

De surcroit, ’étude de la catégorie F fait naturellement apparaitre d’autres catégories de fonc-
teurs. Nous évoquerons ultérieurement les plus complexes d’entre elles, les catégories de foncteurs en
grassmanniennes, qui constituent le principal outil nouveau de cette these. De ce fait, si F joue un
role central parmi les catégories de foncteurs de but £ (ne serait-ce que par la post-composition par
un foncteur de F), d’autres catégories occupent une place de choix dans les différentes questions
algébriques soulevées par 1’étude de la conjecture artinienne et des questions de représentations
modulaires connexes.

1On prendra garde au fait qu’en général, la sous-catégorie des objets localement finis de A n’est pas épaisse. C’est
cependant le cas si les objets simples de A sont de présentation finie (cf. chapitre 2).
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La tendance a 'ubiquité de I’homologie des foncteurs parmi les théories homologiques constitue
un autre motif majeur d’intérét pour diverses catégories de foncteurs. Ainsi, dans [Pir03], Pirashvili
montre que la cohomologie d’André-Quillen est un cas particulier de cohomologie fonctorielle ; dans
[Pir00] (généralisé dans [PR02]), il établit un résultat analogue pour I'homologie de Hochschild
et homologie cyclique, qui utilise les T-modules (qui sont les objets d’une certaine catégorie de
foncteurs). On pourra consulter aussi 'ouvrage [Lod98] sur ces questions.

L’outil de base de la catégorie F : le foncteur différence

Le chapitre 4 rappelle les principaux résultats connus sur la structure élémentaire de la catégorie
F. On peut en trouver les démonstrations d’origine dans [Kuh94a], [Pir95] ou [Sch94], par exemple.
Nous nous sommes attachés a présenter les propriétés et les démonstrations que nous avons détaillées
de la facon la plus formelle possible, afin d’en mettre en évidence les sous-bassements conceptuels,
dans l'optique de ’étude globale des propriétés de finitude de la catégorie F et de la généralisation de
certaines propriétés & d’autres catégories de foncteurs (sur lesquelles nous faisons quelques rappels
généraux dans le chapitre 3). Ainsi, I'important résultat, di & Schwartz, selon lequel les objets finis
de F possedent une résolution projective de type fini, apparait comme une conséquence formelle de
leur caractere polynomial, i.e. nilpotent pour le foncteur différence A, et des propriétés élémentaires
de celui-ci. Rappelons que ce foncteur, qui constitue I'un des plus importants outils dont on dispose
dans F, est défini par le scindement naturel

F(VaeF) ~AF(V)® F(V)

qui utilise la structure additive de la catégorie source £ de F. Le foncteur A est adjoint & droite
4 -® P et a gauche & - ® I, ol1 le foncteur P est la couverture projective du foncteur identité et I
son enveloppe injective.

C’est grace au caractére polynomial des foncteurs finis de F que 'on comprend aisément les
objets simples, en bijection avec les représentations (sur Fsy) des différents groupes symétriques.
On obtient un systéme fondamental de représentants Sy des objets simples de F indexé, par les
partitions 2-régulieres A. On dispose a partir de 1a de nombreux résultats sur les foncteurs simples
de la catégorie F ; 'absence d’analogue élémentaire au foncteur exact A qui soit approprié a I’étude
les foncteurs infinis participe de la difficulté de la conjecture artinienne.

Les catégories F,,; et Fi,;

Le chapitre 5 présente des résultats similaires & ceux que nous venons d’évoquer pour les
catégories notées Fyyurj et Finj. Ce sont les catégories de foncteurs de but € et de sources res-
pectives el et & sous-catégories de £/ ayant les mémes objets, mais dont les morphismes

sur, my?

sont respecti\j/ement ljes épimorphismes et les monomorphismes. Les catégories Fyyrj €t Fipn; sont
duales en un sens que nous définissons dans la section 1.5, adapté aux catégories de foncteurs : si
Finj n'est pas équivalente & la catégorie (Fourj)??, elle lui « ressemble » beaucoup, et nombre de
raisonnements peuvent se mener « comme si » ces deux catégories étaient équivalentes.

Les foncteurs d’inclusion £ Sfm, ;= Ef et Si’; i &' induisent respectivement, par précomposition,
des foncteurs d’oubli notés o : Fsyrj — F et 045 : F — Finj;. L'adjoint & gauche au foncteur o est
un foncteur exact explicite, de méme que 'adjoint & droite & 0455, dualement (cf. §5.4.1).

La catégorie F,r; intervient dans la généralisation de Scorichenko du théoreme 2 (présentée dans
le dernier chapitre de [FFPS03], ol cette catégorie est notée E) ; elle utilise 'adjonction fondamentale
entre F et F,yr; dont nous venons de parler. La catégorie F;,; est, pour sa part, équivalente a une
sous-catégorie pleine de la catégorie des systémes de coefficients de Dwyer ([Dwy80]). Bien que
nombre des résultats du chapitre 5 soient implicites dans la littérature, les catégories Four; et Fin;

ne semblent pas avoir été étudiées de maniere systématique.

On peut mener une étude des objets finis de ces catégories analogue a celle de la catégorie
F, le foncteur différence étant remplacé par un foncteur de décalage. Leurs objets simples sont
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naturellement paramétrisés par les représentations simples des différents groupes linéaires. Leur
structure globale est aussi mystérieuse que celle de la catégorie F : si la catégorie Fy,; est localement
noethérienne, il en est de méme pour F, par un argument formel d’adjonction.

L’intérét spécifique que nous portons aux catégories Fyyrj €t Finj; est double. D'une part, I'une
des étapes essentielles de la démonstration de Suslin du théoreme 2 repose sur le résultat suivant.

Proposition 6 (Suslin). Soient F et G deux objets de F, F étant supposé fini. Le morphisme
canonique
Extz(F, G) — ExtF, (0inj (F), 0in; (G))

est un isomorphisme.

Nos méthodes permettront de généraliser cette proposition.

D’autre part, les progres accomplis par Powell dans ’étude de la conjecture artinienne a ’aide
des foncteurs qu’il a baptisés foncteurs co-Weyl se traduisent tres efficacement en termes de la
catégorie F,j, comme nous allons le voir.

Historique de la conjecture artinienne

Le premier dévissage naturel des foncteurs projectifs Py consiste en leur décomposition en
somme directe de projectifs indécomposables. Comme "anneau d’endomorphismes de Py s’identifie
a l'algébre de monoide finie Fy[End (V)], il s’agit d’un probléme algébrique « fini » ; il est abordé
dans [HK88]. Explicitons les premiers cas : on a Py = Fy (foncteur constant), qui est simple, et
Pr, ~ Fy @ P. Ensuite, Pyp,e2 ~Fo @ P92 g P(%?l) ® P2), ou Py est la couverture projective de la
seconde puissance extérieure A2 et P3,1) celle du foncteur simple S(3 1), que I'on peut caractériser
par le scindement A2@ Al ~ A3 @ S(2,1), ou encore par le fait que 5(2,1)(11?2@2) est la représentation
tautologique Fo®? de GLy(Fy) et que Si2,1)(F2) = 0.

La structure du foncteur P est élémentaire : il est unisériel, c’est-a-dire que l’ensemble de
ses sous-objets est totalement ordonné pour l'inclusion. Précisément, il en existe une filtration
décroissante (knp)neN telle que k;np/anP ~ A™ pour n > 0, et kgP ~ P. Cette filtration est
duale de la filtration polynomiale de I. Les sous-foncteurs de P sont les k, P et 0. Ainsi, P est un
exemple de foncteur simple noethérien de type 1 : il est infini, mais tous ses quotients non nuls sont
finis. La conjecture 4 est donc aisée pour les projectifs Py si dimV < 1; elle devient en revanche
tres difficile ensuite, et reste ouverte pour dim V' > 3.

De fait, le cas des foncteurs projectifs indécomposables P(y) et 3 1) s’avere tres significativement
plus complexe. Auparavant a été étudiée la structure des foncteurs P ® A™. Celle-ci est motivée par
le fait que la filtration de P®? par les P ® k, P a pour quotients les P ® A™. Piriou a démontré dans
[Pir97] que ces foncteurs sont noethériens de type 1 et en a donné la structure dans la catégorie
F/F.,. Il employait des méthodes assez explicites issues de la théorie des représentations des groupes
symétriques. Powell a généralisé ce résultat dans [Pow00b] en montrant le caractére noethérien de
type 1 du produit tensoriel entre P et un foncteur fini. Sa méthode n’en donne pas la structure
explicite dans la catégorie F/F,.

La structure de P peut se déterminer & I’aide du foncteur différence, qui s’est révélé insuffisant
pour I'étude des projectifs indécomposables plus « gros » . Powell a accompli une avancée impor-
tante en introduisant, dans [Pow00a], des endofoncteurs V., généralisant le foncteur A, dont ils sont
des sous-quotients. Leur maniement plus délicat tient a leur inexactitude. Cependant, ils préservent
épimorphismes et monomorphismes, et possedent deux vertus fondamentales. D’une part, ils consti-
tuent un outil efficace de calcul global sur les objets simples de F : si A est une partition réguliere de
longueur n, on a @n(Sx) = S\ -1,...a.—1)- D’autre part, les foncteurs V,, accroissent moins rapi-
dement — et ce d’autant que n augmente — la taille des foncteurs infinis que le foncteur différence.
On a par exemple V,,(Py) = 0si dimV < n, et V,(Py) ~ Py si dimV = n.

Powell a obtenu le caractére noethérien de type 1 de P ® F, pour F fini, par la combinaison de
constructions explicites issues de la théorie des représentations et des foncteurs V,,. Il a également
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démontré le caractere noethérien de type 2 des foncteurs Py et Py 1y dans [Pow98al, grace a
un outil supplémentaire, qu’il a introduit dans [Pow98¢c| et nommé foncteurs co- Weyl, que nous
appellerons foncteurs de Powell. Ces foncteurs de F sont les images des foncteurs simples de Fyr;
par l'adjoint a gauche @ : Fyyrj — F au foncteur d’oubli o : F — Fyypj. On obtient ainsi des
foncteurs Q) paramétrisés par les partitions régulieres A. Les projectifs indécomposables de type
fini de F possedent une filtration finie dont les quotients sont des foncteurs de Powell. Le résultat
principal sur la structure de ces foncteurs est le suivant.

Théoréeme 7 (Théoreme de simplicité de Powell, [Pow98c]). Si A est une partition réguliere telle
que A1 = n, alors Qx n’est pas V,,-nilpotent, mais tous ses quotients stricts le sont.

C’est en étudiant les foncteurs de type fini annihilés par le foncteur Vs, et en s’appuyant sur la
structure de P ® A™, que Powell a pu déduire de ce résultat le caractére noethérien de type 2 de
P2y et P 1), donc de Fy,e:. Il a émis la conjecture suivante.

Conjecture 8 (Conjecture artinienne, forme tres forte). Pour toute partition réguliére X, le fonc-
teur de Powell Q) est simple noethérien de type \i.

Pour plus de détails sur les progres accomplis sur la conjecture artinienne, nous renvoyons a
[Pow00a] et & notre section 4.3.

La premieére avancée que nous avons obtenue sur la conjecture artinienne réside dans le résultat
suivant.

Théoréme 9 ([Dja06¢]). Pour tout n € N, le foncteur Pp,e2 @ A™ est noethérien de type 2.

Il s’agit d’une étape pour I'étude de la structure du foncteur Fp,es, pour la méme raison que
les P ® A™ interviennent dans la structure de Fp,s2. Une version plus générale de ce théoréme est
exposée dans le chapitre 10 suivant la méthode employée dans [Dja06c] ; elle requiert cependant des
outils supplémentaires par rapport au seul théoreme 9.

Le théoréme 9 se démontre & partir du théoréme 7 et de 'endofoncteur hom interne Hom (A, -)
de F, adjoint & droite & - ® A’ — nous en utilisons en fait I'adjoint & gauche (- : A'), car nous
travaillons sur les injectifs de F dans [Dja06¢]. Le foncteur Homg (A, ) est un sous-foncteur du
foncteur différence, mais dont le comportement differe de celui des foncteurs Vo, puisqu’il s’agit
d’un foncteur exact ¢ gauche (mais non exact). Nous renvoyons & 'introduction de [Dja06¢] pour
plus de détails sur cette méthode.

Les difficultés techniques rencontrées pour I’étendre au produit tensoriel entre Py, e2 et un fonc-
teur fini quelconque nous ont amenés a chercher une approche plus conceptuelle pour construire
les « briques élémentaires » de ces produits tensoriels. Notre attention s’est focalisée sur le fait que
toutes les constructions utilisées jusqu’a présent pour dévisser les foncteurs P ® F (pour F fini)
fournissaient des foncteurs munis d’une structure de P-comodule, et pour P®? @ F, une structure
de G(2)-comodule, ot le foncteur G(2) est introduit ci-apres.

Des D(n)-modules a la catégorie Fg,

Le foncteur Py, est construit comme la composée d’un foncteur £/ — Ens (le foncteur d’oubli)
et du foncteur de linéarisation F3[-] : Ens — £. Ce foncteur est & valeurs dans les coalgebres cotini-
taires, coassociatives et cocommutatives, par la diagonale [z] — [z] ® [z] (ot l'on note
[z] € Fo[X] le générateur correspondant & x € X); cette structure est duale de la structure
d’algebre de Boole standard sur le foncteur X +— IFQX : Ens®? — £. On en déduit sur le fonc-
teur P = Pp,/Fo une structure de coalgébre non coiinitaire, coassociative et cocomutative. De
méme, pour tout n € N, si 'on note Gr, (V) la grassmannienne des sous-espaces de dimension n
d’un espace vectoriel V, le foncteur de Powell G(n) : V — Fa[Gr, (V)] ~ Fa[Gr, (V) I {x}]/Fs
est muni d’une telle structure, & partir du foncteur &/ — Ens V + Gr,, (V) II {*} dont I’action
sur les morphismes est donnée comme suit. Si f : V — V' est un morphisme de £/, la fleche
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fo 2 Fo[Grp, (V) I {x}] — Fa[Gr, (V') I {x}] associe [f(W)] & [W] si W € Gr,(V) est tel que
dim f(W) =n, et [*] & [«] et & [W] si dim f(W) < n.

Les foncteurs en algebre de Boole, duaux de ce type de foncteurs, apparaissent dans la deuxieme
partie de [HLS93]. Le cas précis des D(n)-modules (notion duale des G(n)-comodules) est brievement
considéré dans la section 7 de [Pow98¢] ; nos travaux sur les G(n)-comodules constituent de fait la
continuation des travaux de Powell sur la conjecture artinienne.

Le point de départ de notre étude de ces catégories de (co)modules est la proposition suivante,
formelle mais féconde.

Proposition 10. Soient T une catégorie essentiellement petite et X : T — Ens un foncteur.
Notons T\ x la catégorie dont les objets sont les couples (A,u) formés d’'un objet A de I et d'un
élément u de X (A).

Il existe un foncteur evact et fidéle Qx de Fet(Z\ x, £) vers Fet(Z, £), appelé foncteur d’intégrale,
donné sur les objets par

A (F)A) = @ Flau).
u€X(A)

Ce foncteur induit une équivalence entre la catégorie Fet(T\ x, £) et la sous-catégorie de Fct(Z,E)

des comodules sur le foncteur en coalgébres de Boole Fo[ X].

Nous détaillons ce type de construction dans la section 6.1, ou nous traitons également le cas
d’un foncteur en coalgebres de Boole sans coiinité, qui est celui de G(n).

Les catégories de comodules sur un foncteur en coalgebres de Boole de la proposition 10, ou,
dualement, les catégories de modules sur un foncteur en algebres de Boole, présentent des analogies
avec les catégories de modules sur des algebres instables sur ’algebre de Steenrod considérées
par différents auteurs (cf. [Rec84], [HLS95] et [LZ95]). De fait, dans le dictionnaire de [HLS93]
entre foncteurs et modules instables, les algebres instables correspondent aux foncteurs obtenus
par linéarisation de foncteurs ensemblistes, c’est-a-dire aux foncteurs en algebres de Boole — voir
I'introduction de la section 6.1 pour plus de détails.

Il s’est avéré fort utile, pour étudier les G(n)-comodules, de considérer une catégorie « glo-
bale » utilisant la grassmannienne de tous les sous-espaces d'un espace vectoriel, et pas seulement
ceux d’une dimension donnée. Cela nous amene a poser la définition suivante.

Définition 11 (Les catégories de foncteurs Fg, et Fgr ). Soit Gr : &l — Ens le foncteur associant
a un espace vectoriel I'ensemble de ses sous-espaces et & une application linéaire f : V — V' la
fonction Gr(V) — Gr(V') W f(W). La catégorie (£7),g, sera notée 5&.

Pour tout n € N, on désigne par ann la sous-catégorie pleine de £g, formée des objets (V, W)

de ng tels que dim W = n.
On définit les catégories de foncteurs en grassmanniennes

Fgr = Fet(E4,,€)

et
Form =Fet(E], . €).

Nous introduirons par la suite d’autres catégories de foncteurs en grassmanniennes, mais celles
que nous venons de définir sont les plus importantes. A co6té du foncteur de restriction Fg, — Fgr n,
on dispose d’un foncteur de prolongement par zéro Fg, n, — Fgr qui permet d’identifier Fg, ,, a la
sous-catégorie pleine des foncteurs X de Fg, tels que X(V, W) =0 si dim W # n.

Le foncteur d’intégrale Fg, — F de la proposition 10 sera noté w ; on désignera par w,, sa restric-
tion & Fg, . Ces foncteurs sont appelés foncteurs d’intégrale en grassmanniennes. La proposition 10
et sa variante non coiinitaire procurent le résultat suivant.

r,n’

Corollaire 12. 1. Le foncteur w établit une équivalence entre la catégorie Fg, et la catégorie
des F2[Gr]-comodules.
2. Pour tout n € N, le foncteur w,, établit une équivalence entre la catégorie Fg, ., et la catégorie
des G(n)-comodules fidéles, i.e. dont la comultiplication est injective.
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La structure algébrique des catégories de foncteurs en grass-
manniennes

Nous indiquons maintenant les propriétés d’usage courant de la catégorie Fg,. Elles sont établies
dans le paragraphe 6.3.1 et les sections 8.1 et 8.2. Pour la notion de diagramme de recollement dans
les catégories abéliennes, nous renvoyons a [Kuh94b], § 2.

Proposition 13. Il existe une filtration de la catégorie Fg, par des sous-catégories épaisses Fgr <n
possédant les propriétés suivantes.

1. Pour tout entier n > 0, il existe un diagramme de recollement
fgr,gn—l - fgr,gn - fgr,n .
-~ -~

2. Tout objet de type fini de Fg, appartient a l'une des sous-catégories Fgr <p.

Cette proposition clarifie le lien entre la catégorie globale Fg, et les catégories Fg, . Par la
suite, nous ne détaillerons guere que les propriétés relatives a la catégorie Fg, .
e Il existe deux foncteurs exacts et fideles € et 0 : Fet(&/ x &/ &) — Fg,., fournis par la

surj’

précomposition par les foncteurs Eér — & x Esfwj donnés par (VW) — (V, W) et (V, W)
(V/W, W) respectivement. De plus, le foncteur 0 est plein, et son image est stable par sous-
quotients.

La catégorie Fet(EF x SSJ:LTJ-,E) sera notée F @ Fsyurj dans la suite; les raisons de cette
convention sont rappelées dans le paragraphe 3.3.2.

On a de méme, par restriction, des foncteurs &, et 0, : Far, = Fet(E7, g, (g, Mod) — Fg,,

olt g, (¢, Mod désigne la catégorie des F3[G L,]-modules a gauche.

e Le foncteur k : F — Fg, donné par la précomposition par SfT — & (VW) — V/W est
exact et pleinement fidele; son image est stable par sous-quotients.

e Le foncteur o : Fg, — F ® Feurj de précomposition par & x 5zwj — Egr (A,B) —
(A @ B, B) est exact et fidele. Il est adjoint a droite a &.
De surcroit, la composition F ® Fur; LN For L F® Fsurj est isomorphe & I'identité.

Grace aux foncteurs adjoints £ et o, on peut penser a la catégorie Fg, comme a une sorte de
« produit tensoriel tordu » des catégories F et Fyr; (voir le paragraphe de cette introduction relatif
a la structure monadique). De facon analogue, la catégorie Fg, , constitue une sorte de « produit
tensoriel tordu » des catégories F et g, (g1, Mod.

La structure élémentaire de Fg, se déduit ainsi aisément de celle de F et Fj,;;, comme l'illustrent

les propriétés suivantes.

e Le foncteur ¢ : F — Fg, de précomposition par le foncteur &l . EF d’oubli du sous-espace
de base est exact et fidele; il est adjoint & droite au foncteur w.

e Soient p : Feurj — Fgr et € 1 Fgr — Fourj les foncteurs de précomposition par Egr —
€£Wj (VW) =W et 5;:”j — &L V= (V,V) respectivement. Le foncteur p est adjoint &
gauche a ¢, et 'unité id — £p est un isomorphisme.

e La composition Feyr; LN Far 2, F est isomorphe & w. Cela permet de voir les foncteurs de
Powell comme des Fy[Gr]-comodules particuliers.

e Si V est un objet de £/ et W un objet de &l les foncteurs projectifs et injectifs standard

surj?
de Fg, associés a Uobjet (V & W, W) de EéT, notés respectivement P(QJ@WW) et I(g‘;@ww),
vérifient )
P(g‘},@mw) ~1(Py)® p(PIf‘;JM),

oll P&}"j est le projectif standard de Fg,,; associé & W, et

Gr ~ gr
I(V@W,W) ~ k(ly)® I(W,W)'
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e Il existe des isomorphismes naturels

w(P(g‘/iW)) ~ Py (1)
dans F et
1~ D @
wegr(V)
dans Fg,.

Comme dans F, on définit le foncteur de décalage par un objet E de £ comme étant I’endo-
foncteur A%T de Fg, de précomposition par 5§r — 5§r (V,IW) — (V& E,W). Il est adjoint a
droite & - ® ¢«(Py) et a gauche a - @ x(Iy).

On a un scindement Agg’ ~id ® A9", ot AY" est appelé le foncteur différence. Le noyau de ce
foncteur exact est égal a 'image du foncteur p; ses objets sont appelés foncteurs pseudo-constants.

Si l'on pense a Fg, comme & un « produit tensoriel tordu » de F et Fyyrj, le foncteur différence
A9 est le produit tensoriel (tordu) entre le foncteur différence de F et l'identité de Fyyyrj. Cela
explique que ce foncteur posséde un comportement tres analogue au foncteur différence A de la
catégorie F. On définit dans Fg, comme dans F la notion de foncteur polynomial de Fg, ; les
propriétés formelles de ces foncteurs sont similaires dans les deux catégories.

De plus, le caractere polynomial des objets finis persiste dans Fg, :

Proposition 14. Un foncteur X de Fg, est fini si et seulement s’il vérifie les trois propriétés
suivantes :
1. X est un foncteur polynomial ;
2. X(V,W) est nul si dim W est assez grande ;
3. X prend des valeurs de dimension finie.
On en déduit formellement que les foncteurs introduits plus haut, sauf les foncteurs d’intégrale
en grassmanniennes, conservent les objets finis.
Parmi les nombreuses conséquences de 'importante proposition 14, citons le résultat suivant.
Proposition 15. 1. Soit X un objet de Fg,. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) lobjet X de Fg, est simple;
(b) Vobjet o(X) de F @ Fourj est simple ;
(c) il existe un objet simple F' de F et un objet simple R de Fgyr; tels que X est isomorphe
a k(F) ® p(R).
2. Les foncteurs exacts o et 0 induisent des isomorphismes réciproques l'un de ’autre entre les

groupes de Grothendieck GI(Fg,) et GI(F Fourj) = Gl(F oGt (Fsurj) des objets finis de
For et F® .7:51“«]‘.

Structures tensorielles

La structure tensorielle de la catégorie Fg, possede de riches propriétés. Ainsi, de nombreux
arguments d’adjonction permettent de relier les foncteurs hom internes et les foncteurs de division
(adjoints & droite et & gauche respectifs au produit tensoriel) dans les catégories Fg, et F. Citons
trois exemples.

Proposition 16. Soient ', G deuz objets de F et X un objet de Fg.. On a des isomorphismes
naturels :
WX :(F)) =~ (w(X): F),

Homy,, (k(F),x(G)) ~ Homyg, (((F),k(G)) ~ /-Q(Homf(F7 G)),
Homg,, (((F),:(G)) ~ «(Homz(F,G)).
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Le premier de ces isomorphismes est particulierement important lorsque F' est un objet injectif
standard de F. Dans ce cas, il se lit comme Ay ow >~ wo (- : ¢(Iy)). Le scindement (2) de ¢(Iy)
procure alors un scindement explicite de Ay ow, qui reflete une partie importante du comportement
du foncteur w.

Citons enfin une propriété moins formelle de la structure tensorielle usuelle de Fg,.

Proposition 17. Les foncteurs wo Homyg,, ((qxP),") et Homz(qx P, ) ow sont isomorphes pour
tout entier k.

Ici, les foncteurs ¢ P sont les quotients non triviaux de P le cas le plus important est celui de
q1 P ~ A'. Cette propriété ne se généralise pas lorsqu’on remplace g P par un foncteur quelconque.
Elle nous permet de revenir sur 'approche du théoréme 9 utilisant le foncteur Homz (A1, -) : grace
a elle et a la proposition 16, on obtient des calculs internes a F tres difficiles & mener directement
dans le cas général. C’est ainsi que l'on a pu généraliser, dans le chapitre 10 de cette these, la
méthode d’étude de la structure de Py,e2 ® A™ de notre article [Dja06¢c] (qui ne fait pas usage des
catégories de foncteurs en grassmanniennes) au cas du produit tensoriel entre Py, o2 et un foncteur
fini quelconque.

A ¢6té de la structure tensorielle usuelle sur Fgr existe une autre structure tensorielle, que nous
avons nommée produit tensoriel total et notée ®. Il est donné sur les objets par la formule

Xe)(V,W)= @ XV, AeY(V,B).
A,BeGr(W)
A+B=W
Deux principales raisons ont motivé son introduction.

— Parmi les foncteurs que nous avons considérés dans cette section, tous commutent au produit
tensoriel usuel, a I'exception notable du foncteur d’intégrale en grassmanniennes w. On a en
revanche un isomorphisme naturel w(X ®Y) ~ w(X) ® w(Y).

— Le produit tensoriel usuel de deux injectifs standard de Fg, est une somme directe finie
d’injectifs standard, mais le produit tensoriel usuel se comporte mal relativement aux projectifs
de Fg,. En revanche, il existe un isomorphisme naturel P(gAf’?B) Q P&”,B,) ~ P(af®A,7B®B,).

De plus, nombre des propriétés de « régularité » du produit tensoriel usuel de Fg, persistent

pour le produit tensoriel total, notamment ’exactitude et la préservation des objets finis.

Les considérations relatives aux structures tensorielles sur Fg, sont présentées dans les sec-

tions 8.3 et 8.4; un avant-gott du produit tensoriel total apparait dans le cadre de la catégorie
Fsurj, dans la section 5.2.

Structure monadique

L’équivalence de catégories du corollaire 12 provient essentiellement de 1’adjonction entre les
foncteurs exacts et fideles w et ¢. Mais il existe une autre adjonction, tout aussi fondamentale, entre
les foncteurs exacts et fideles £ et 0. Pour des raisons formelles, on en déduit une équivalence de
catégories entre Fg, et la catégorie des modules sur une certaine monade explicite de F ® Fyrj, ou
dans le cas de Fg, p, sur Fgr, (qui possede 'avantage d’étre plus directement liée & F). Comme
nous le montrons dans la section 7.2, cette équivalence de catégories possede des conséquences
intéressantes : elle permet d’introduire tres naturellement 1’adjoint & gauche au foncteur 6, et fournit
une résolution canonique d’'un objet de Fg, par des objets de 'image de £. Le début de cette
résolution joue d’ailleurs un role essentiel dans la démonstration de la proposition 14, dont 'autre
ingrédient est le caractére polynomial des objets finis de F. Nous esquissons également les aspects
homologiques de cette description monadique de Fg,., suivant [BB69).

Dans une catégorie de foncteurs tres proche de la catégorie Fg, , notée Fpy, et introduite au
§6.3.2, cette approche peut étre poursuivie. La source de Fpy, est constituée des couples (V, u)
constitués d'un espace vectoriel de dimension finie V et d’un monomorphisme v : Fo®" «— V|
son but est £. Du fait que la grassmannienne Gr, (V) est le quotient de I'ensemble de ces mono-
morphismes par ’action libre du groupe GL,, la catégorie Fg, , apparait comme une catégorie de
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« G'Ly-modules tordus » dans Fp1,,. Dans la section 7.3, nous établissons, a partir d’une description
monadique de Fpy,, analogue a celle mentionnée pour Fg,, le résultat suivant.

Proposition 18. La catégorie Fp1y, est équivalente d la catégorie des comodules sur Ig,on. La
structure de coalgébre sur ce foncteur est la structure duale de la structure d’algebre sur Pp,on
obtenue en regardant Py en (V) ~ Fo[VE"] comme lalgébre du groupe abélien V™.

Parmi les conséquences de cette proposition, nous donnons une description de ’adjoint a droite
au foncteur 6,,, transitant par son analogue dans la catégorie Fpi,y, lié au produit cotensoriel par
le foncteur constant Fy. Ce produit cotensoriel contient manifestement des informations sur la
structure algébrique fine des catégories de foncteurs en grassmanniennes.

La catégorie fgr

Nous aurons a considérer une derniere catégorie de foncteurs en grassmanniennes, définie de la
maniere suivante.

Définition 19 (cf. §6.3.3). Soit gér la catégorie dont les objets sont les mémes que ceux de Sfr et
dont les morphismes sont donnés par

homgy ((V.W), (V. W")) = {f € home, (V. V)| f(W) c W'}

On introduit la catégorie ]t'gr = Fct([ﬁ'vfr7 £).

Cette catégorie possede une structure assez différente de celle de Fg,, qu’il conviendra d’explorer
en détails. Un foncteur important (Fg,)°? — Fg,, qui n’a pas d’analogue dans les autres catégories
de foncteurs en grassmanniennes, est la dualité, notée D, comme celle de F. Elle est donnée sur
les objets par (DX)(V,W) = X(V*,W1)*. Le résultat qui suit, établi dans le §8.5.4, est relatif au
foncteur w : J%gr — F composé du foncteur d’oubli J%gr — Fgr (foncteur de précomposition par
I'inclusion 5£T — ggr) et du foncteur w : Fg, — F.

Proposition 20. Le foncteur w commute a la dualité.

Comme F3[Gr] est 'image par & du foncteur constant Fy de j':gr, cette propriété fournit le
corollaire suivant.

Corollaire 21. Le foncteur F3[Gr] est auto-dual.

Comme F3[Gr| est un foncteur en coalgebres de Boole, cela montre que c’est également un
foncteur en algebres de Boole. Les deux structures sont compatibles : c’est un foncteur en algébres
de Hopf.

Nous avons également obtenu, au chapitre 5, d’autres résultats sur la structure du foncteur
Fy[Gr] ~ Fy & Fa[Gr], dont le role fondamental est souligné par le corollaire 12. Nous les résumons
maintenant.

Proposition 22. 1. Le foncteur F3[Gr] est une extension essentielle du foncteur P.

2. L’anneau d’endomorphismes de F3[Gr] est isomorphe a un anneau de séries formelles en une
indéterminée Fa[[T]].

La propriété d’annulation cohomologique fondamentale et la
conjecture artinienne extrémement forte
Tous les foncteurs entre les catégories F ou F ® Fgyrj €t Fg, introduits précédemment préservent

les objets localement finis, a la notable exception du foncteur d’intégrale en grassmanniennes w.
C’est ce qui fait la richesse de son comportement et permet de réaliser le lien entre la catégorie Fg,
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et la conjecture artinienne. L’isomorphisme (1) (page 18) montre d’ailleurs qu’un foncteur projectif
standard Py de F est isomorphe a w(P(gVQV)), et P(gVT?V) est un objet fini de Fg, ; la forme la plus
forte de la conjecture artinienne que nous présenterons dira que ’on peut retrouver, en un sens
précis, tous les objets de type fini de la catégorie F a partir de I'image par le foncteur w des objets
finis de Fg,, c’est-a-dire les F5[Gr]-comodules finis, par le corollaire 12.

Nous allons voir que 'on peut ramener les calculs de groupes d’extensions dans F entre I'image
par w de deux objets finis de Fg, a un calcul de groupes d’extensions entre deux objets finis de Fg,
(plus gros que ceux dont on est parti, en général). Cela fournit un outil décisif pour manipuler ces
foncteurs.

Définition 23. On définit un endofoncteur Z de Fg, par

I(X)(V,\W)= @ X(V.B).
Begr(W)

Ce foncteur commute au foncteur différence, et préserve donc les objets localement finis. On
dispose de monomorphismes canoniques id < Z < tow; le premier d’entre eux s’interprete comme
Punité d’une adjonction entre les catégories Fg, et Fg, (cf. §6.3.3).

Dans le paragraphe 8.5.2, nous établissons le théoréeme suivant.

Théoréme 24. Soient F' et X deux objets de Fg,, F étant supposé localement fini. Il existe un
isomorphisme naturel
Extr(w(F),w(X)) ~ Extx, (F,Z(X)).

Nous utilisons le plus souvent ce théoréeme par l'intermédiaire du corollaire suivant, qui s’en
déduit formellement a I'aide des diagrammes de recollement reliant Fg, et les Fgr p.

Corollaire 25. Soient k et n deux entiers naturels, F' un objet localement fini de Fg, 1 et X un
objet quelconque de Fgy p.

1. Si k <n, alors Extz(wi(F),wn (X)) = 0.

2. Si k = n, alors le morphisme gradué naturel Exty,  (F,X) — Extz(wn(F),wn(X)) induit
par w, est un isomorphisme.

La démonstration du théoreme 24 repose, comme tous les résultats analogues antérieurs, sur
un argument d’adjonction utilisant le foncteur différence (de Fg,) — la proposition 14 est donc
fondamentale. Cette démonstration justifie a elle seule 'introduction de la catégorie globale Fg,., car
la preuve directe du corollaire 25 s’avere nettement moins aisée qu’en transitant par le théoreme 24.
On utilise d’ailleurs, dans la démonstration de ce théoréme, une catégorie de foncteurs auxiliaire
encore plus « grosse » que Fg,.

La premiere partie du corollaire 25 contient un grand nombre de théoremes d’annulation co-
homologique précédemment connus dans la catégorie F. Mentionnons, parmi eux, I’annulation de
Ext’-(F, P) lorsque F est un foncteur fini, due & Franjou. Ce résultat, qui constitue un cas tres
particulier du corollaire 25, joue un réle important dans la détermination de la structure de P®?
par Powell ([Pow98al).

Le corollaire 25 suggere la conjecture suivante, que nous introduisons et discutons au §8.5.3.

Conjecture 26 (Conjecture artinienne, version extrémement forte). Pour tout n € N, le foncteur
wy, tnduit une équivalence de catégories entre la sous-catégorie pleine des objets localement finis de
Fgrn et le quotient K, (F)/Kpn—1(F) de la filtration de Krull de F.

Autrement dit, le foncteur w,, transforme un objet simple de Fg; ,, en un objet simple noethérien
de type n, on obtient ainsi, modulo les objets noethériens de type n — 1, tous les objets simples
noethériens de type n de F, et le foncteur w,, est pleinement fidele dans le quotient.

Cette conjecture implique toutes les formes antérieurement émises de la conjecture artinienne,
ainsi que d’autres conjectures tres difficiles dans la catégorie F. Parmi ces derniéres, mentionnons
les deux suivantes :
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e si F' est un objet de type fini de F, alors Hom (T, F') = 0 pour n assez grand, ot T™ désigne

la n-ieme puissance tensorielle ;

e pour tout foncteur de type fini F' de F, il n’y a qu'un nombre fini d’objets simples S (a

isomorphisme pres) tels que Ext(S, F)) # 0.

L’apport du corollaire 25 a la conjecture 26 s’observe clairement en cherchant & aborder cette
conjecture par récurrence sur n : si Iassertion relative a C,,—1(F) est vérifiée, la premiere partie
du corollaire en question montre que l'on a Extz(F,w, (X)) = 0 pour tout objet F de K,,—1(F) et
tout objet X de Fg, . ; par conséquent, la deuxiéme partie du corollaire montre que le morphisme

canonique Extr (F,X) — Extz c  (7)(wn(F),wn(X)) est un isomorphisme, ot l'on désigne
par A I'image dans la catégorie quotient F/KC,,_1(F) d'un objet A de F. Par conséquent, elle réduit
la conjecture 26 a ’étape n a I’énoncé suivant.

Conjecture 27. L’image du foncteur wy : Fgrn — F/Kn_1(F) est stable par quotients.

Avant d’expliquer les méthodes d’approche de ce probleme extrémement ardu, mentionnons une
autre conséquence importante du théoreme 24, établie dans le paragraphe 8.5.4.

Théoreme 28. Soient k,n € N, X un objet localement fini de Fg, . et Y un objet de Fgr .
- Sik <n, alors Ext’}m(omjwk(X), Oinjwn(Y)) = 0.
- Si k =n, le foncteur exact 0;pjwy, induit un isomorphisme naturel gradué

Extr,, (X,Y) = Extl, (0injwn(X), 0injwn (Y)).

L’autre ingrédient pour démontrer ce résultat est la proposition 20. Pour n = 0, la seconde partie
du théoreme 28 fournit la proposition 6. C’est une autre illustration de la puissance du théoreme 24.

Pour compléter les propriétés cohomologiques de la catégorie F;y,;, signalons le résultat suivant,
plus élémentaire, que nous établissons par une méthode directe dans le paragraphe 5.6.1.

Proposition 29. Soient X un objet localement fini de Fipn; et F un objet de F. On a
Ext*}-mj (X, Oinj (F)) =0.

Par analogie avec la situation que nous avons décrite dans la catégorie F, le théoreme 28 et la
proposition 29 suggerent la conjecture suivante.
Conjecture 30 (Conjecture artinienne extrémement forte dans F;,,;). Pour toutn € N, le foncteur
Oinjwn : Fgrn — Finj induit une équivalence entre les catégories .7-'”; n €t K1 (Fing)/Kn(Fing).

Si la conjecture 26 est vérifiée, cet énoncé équivaut au suivant.

Conjecture 31. Pour tout n € N, le foncteur o4 induit une équivalence entre les catégories

Icn(j:)/’(:n—l(]:) et ICn—i—l(finj)/ICn(finj)-

Le théoreme de simplicité généralisé et la conjecture arti-
nienne pour /®2® F, avec F fini

Pour progresser dans I’étude de la conjecture 26, nous aurons besoin des foncteurs V,, de Powell,
grace auxquels il a démontré la conjecture artinienne pour Ip,e2, via son théoréme de simplicité

(théoréme 7). Au chapitre 9, nous en établissons la généralisation suivante. On y désigne par A ilg,

la plus petite sous-catégorie localisante de F contenant les foncteurs @n—nilpotents (lesquels forment
déja une sous-catégorie épaisse, d’apres [Pow98b]).

Théoréme 32 (Théoreme de simplicité généralisé). Le foncteur
Wn : Form — F — F[Nilg
induit une équivalence entre la catégorie des objets finis de Fgrn et une sous—catégorie épaisse de

f/W@n. En particulier, il envoie un foncteur simple de Fg, sur un objet simple de f/mﬁn.
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La démonstration repose sur trois ingrédients principaux. Tout d’abord, des résultats d’annula-
tion cohomologique : la seconde partie du corollaire 25 intervient, mais sa premiere partie n’est pas
adaptée a la situation. Nous avons besoin de la variante suivante de cette premiere partie.

Proposition 33 (cf. §9.3). Pour tout foncteur F de Wm et tout foncteur X de Fgrn, on a
Extz(F,w, (X)) = 0.

Des estimations du foncteur V,, w,, sont également nécessaires. On établit ainsi (§9.4) qu’il existe
un épimorphisme naturel V,, wn(X) = wp(X), dont le noyau est « plus petit » que w, (X) lorsque le
foncteur X est fini. On examine & cet effet le scindement du foncteur Aw que nous avons mentionné
dans le paragraphe de cette introduction relatif aux structures tensorielles.

Le dernier outil que nous employons suit la démarche de Powell pour le théoreme 7, tout en
présentant des difficultés techniques supplémentaires, dues & ce que le controle dont on dipose sur
Van wn(X) est beaucoup moins rigide en général que sur I'image par V,, d'un foncteur de Powell
(associé & une partition réguliere de premier terme n). Il s’agit de I’étape la plus concrete de la
démonstration : on considere explicitement 'effet du foncteur @n sur des éléments des espaces
vectoriels w, (X)(V). Fait remarquable, l'itération du foncteur V,, sur un sous-foncteur d'un G(n)-
comodule w,(X) permet de retrouver le plus petit sous-G(n)-comodule de w,(X) contenant ce
sous-foncteur.

Dans le cas o n = 1, le théoreme 32 démontre une partie de la conjecture 26, puisque Vi =A.
En particulier, il permet de retrouver les résultats de [Pow00b] sur le caractére noethérien de
type 1 du produit tensoriel entre P et un foncteur fini, et les précise en donnant une description
de la catégorie de ces foncteurs modulo les foncteurs (localement) finis. En revanche, il semble
particulierement difficile d’établir que tous les foncteurs simples noethériens de type 1 de F sont
isomorphes, modulo les foncteurs finis, & un P-comodule fidele.

Nous donnons, au paragraphe 5.6.3, une description partielle analogue des objets noethériens de
type 1 de la catégorie Fi,; (cf. conjecture 30) : nous montrons que le foncteur d’oubli 0y, : F — Finj
induit un foncteur pleinement fidele de la sous-catégorie des objets finis de F sur une sous-catégorie
épaisse de Fin /]—'ff:j (quotient par la sous-catégorie épaisse des foncteurs localement finis). Le
principe de la démonstration est le méme que celui du théoreme 32, mais sa mise en ceuvre est
trés nettement simplifiée par le maniement aisé du foncteur décalage, qui joue le méme role que le
foncteur V,,. Il semble d’ailleurs probable qu’existe un analogue du théoréme 32 lié & la description
conjecturale de toute la filtration de Krull de la catégorie Fi,;.

Le théoreme de simplicité généralisé ramene toute la difficulté de la conjecture artinienne a un
probleme de compréhension des foncteurs V,-nilpotents — la conjecture 26 est équivalente aux
égalités ICp (F) = J\Til@nﬂ, grace & ce théoréme. Powell a décrit dans [Pow98a] les foncteurs de type

fini annihilés par Vs, ce qui lui a permis d’établir le caractere noethérien de type 2 de Fp,e2. En
utilisant ce résultat sur Vs, nous démontrons au chapitre 9 la généralisation suivante du théoréme 9.

Théoréme 34. Pour tout foncteur fini I de F, le foncteur Py,e2 ® I est noethérien de type 2.

Il s’agit du meilleur résultat connu sur la conjecture artinienne a ce jour.

Groupes de Grothendieck

Les difficultés pour étudier les foncteurs de type fini annihilés par V3 s’averent considérables.
En effet, dans le cas de Vs, Powell s’est appuyé sur le fait que les seuls foncteurs simples annulés
par Vs sont les puissances extérieures, et qu’il existe « peu » d’extensions entre deux puissances
extérieures, que l'on sait de plus décrire tres explicitement. De tels calculs sont exclus pour les
foncteurs simples annulés par V3. L’étude directe des quotients @3—nilpotents d’un foncteur de
type fini, par exemple G(3) (pour prendre l’exemple intéressant le plus simple) est théoriquement
possible dans la mesure ot il en existe, pour tout n € N, un plus grand quotient annihilé par (@3)"
(cf. [Pow98b]), donné par le conoyau d’une fleche explicite. Malheureusement, I’étude directe de ce
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conoyau pose également des problémes de nature combinatoire trés délicats. On peut cependant
espérer que l'usage du foncteur w, en rigidifiant nombre de calculs dans la catégorie F, aidera a
mieux comprendre les quotients de cette filtration par @3—nilpotence.

Quelle que soit 'approche employée, les obstacles qu’il reste & surmonter pour établir la conjec-
ture artinienne extrémement forte, dont tous les travaux sur la catégorie F suggerent la véracité,
relevent du contréle qualitatif global des représentations modulaires des groupes symétriques ou
linéaires. Précisément, la différence homologique majeure entre la catégorie F et la catégorie des
foncteurs polynomiauz stricts, plus directement reliée aux représentations (cf. [FS97]), réside dans
I'existence d’extensions non scindées entre foncteurs de différents degrés. De fait, les extensions
non scindées entre foncteurs de degrés consécutifs apparait comme une regle « générique » dans les
foncteurs de type fini, selon les travaux de Piriou et Schwartz comparant les filtrations polynomiale
et par les socles itérés dans un foncteur de co-type fini, i.e. dual d’un foncteur de type fini (cf.
[PSO2b] et [PS02a]). Qu'il s’agisse de 'approche de Powell & 'aide des foncteurs V,,, de 'approche
de Piriou a 'aide de calculs d’algebre homologique, ou de notre approche du théoreme 9 utilisant
Hom (A!,-) ou (- : A') (cf. [Dja06c]), les avancées sur la conjecture artinienne ont nécessité des
renseignements précis sur le comportement de facteurs de composition dans les foncteurs étudiés.
Seul notre méthode pour établir le caractere noethérien de type 1 du produit tensoriel entre P et un
foncteur fini a ’aide du théoréme 32 semble échapper a cette remarque, mais des lors que I’on cherche
a la généraliser en utilisant ce théoreme pour n > 1, les problemes de théorie des représentations
réapparaissent via les foncteurs V.. Il en est ainsi de la démonstration du théoreme 34.

En termes de groupes de Grothendieck, on peut préciser comme suit certaines des questions
que nous venons de soulever. Notons G{; (F) le groupe abélien ZP, ol p désigne l’ensemble des
partitions régulieres, qui indexe les objets simples de F, et Ggf (F) le groupe de Grothendieck des
objets de type fini de F. Le groupe de Grothendieck G{; (Fgr) a été introduit dans la proposition 15,
ou il a été décrit : il « contient » (en deux copies, 'une venant de F, l'autre de Fgyr;) toutes les
représentations simples des différents groupes linéaires (ou symétriques). Le foncteur exact w induit
un morphisme de groupes abéliens G{; (Fgr) — Géf (F), qui devient un morphisme d’anneaux si
Pon munit le groupe source de la multiplication induite par le produit tensoriel total (on notera
d’ailleurs que le comportement de celui-ci en termes de représentations est nettement plus délicat
que le produit tensoriel usuel de F, qui releve de la régle de Littlewood-Richardson). Pour considérer
des facteurs de composition de foncteurs du type w(X), on est amené & composer ce morphisme
par le morphisme canonique Gf)f (F) — ég (F) obtenu en associant & un foncteur de type fini ses
facteurs de composition. La fleche w. : Gg(fgr) — @g (F) quon en déduit constitue un objet
d’étude important ; les problemes globaux de représentations modulaires que nous avons évoqués se
rameénent & cette étude. Par exemple, la méthode développée dans [Dja06¢c| s’appuie fortement sur
quelques propriétés tres particulieres de ce morphisme.

Théoreme 35. Le morphisme w, : Gg(]:gr) — a’{;(]—') est injectif.

Ce théoreme, qui fait I'objet de la section 10.1, utilise a la fois un outil global spécifique a
la catégorie F, les foncteurs V.., et des propriétés non triviales des représentations des groupes
linéaires, utilisant la représentation de Steinberg. Son role fondamental devrait d’ailleurs pouvoir
encore étre exploité pour poursuivre I’étude de ce morphisme.

Le théoreme 35 montre en particulier que le morphisme Gg (Fgr) — Ggf (F) induit par w est
injectif. Comme la conjecture artinienne extrémement forte implique que ce morphisme est surjectif,
elle entraine que c’est un isomorphisme, i.e. donne une description « explicite » de I'anneau de
Grothendieck Gf)f (F). On voit aussi grace au théoreme 35 que la conjecture 26 implique l'injectivité
du morphisme canonique Géf (F)— @g (F), résultat totalement hors d’atteinte méme en admettant
la conjecture artinienne tres forte 8. Ces observations illustrent a la fois la puissance considérable de
la conjecture artinienne extrémement forte et la nature des difficultés qu’il faudra vraisemblablement
surmonter pour la démontrer.
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Chapitre 1

Rappels généraux sur les
catégories

Ce chapitre donne nos notations et rappelle des résultats bien connus sur les objets généraux que
nous utiliserons le plus couramment. Notre référence principale sera [ML71] pour ce qui concerne
les catégories quelconques; pour les catégories abéliennes, nous suivons [Pop73] (& I'exception des
catégories abéliennes quotients, pour lesquels nous avons utilisé [Gab62]). Pour 1’algébre homolo-
gique, nous renvoyons plutot a [ML63].

Apres avoir fourni une liste de notations et de conventions (§1.1), nous rappelons dans la
deuxieme section des faits formels sur les adjonctions qui interviendront fréquemment dans la suite,
les foncteurs adjoints avec de « bonnes propriétés » abondant dans les catégories de foncteurs que
nous étudierons. Les deux sections suivantes traitent de catégories abéliennes; la section 1.5 in-
troduit un langage simple pour formaliser des raisonnements de dualité dans des catégories de
foncteurs.

Nous terminons ce chapitre par des rappels sur les catégories abéliennes munies d’une structure
supplémentaire (produit tensoriel) qui apparaitra trés souvent par la suite; nombre des catégories
que nous introduirons dans la deuxieme partie pourront méme se comprendre uniquement en ces
termes (catégories de (co)modules) & partir de catégories connues.

1.1 Notations et exemples

Notation 1.1.1. Soit C une catégorie.

— Nous désignerons par ObC la classe des objets de C.

— Si A et B sont des objets de C, nous noterons home (A, B) 1'ensemble des morphismes de

source A et de but B. L’indice C sera omis lorsqu’aucune confusion n’est possible.

— La fleche identique d’un objet A de C vers lui-méme sera notée id4, ou id s’il n’y a pas
d’ambiguité.
Si f et g sont deux morphismes de C tels que la source de f égale le but de g, nous noterons
fogou fgleur composée.

Remarque 1.1.2. Dans une catégorie générale, la classe des morphismes entre deux objets n’est
pas forcément un ensemble. Nous n’aurons cependant pas & considérer de telles catégories. Nous
renvoyons le lecteur & [ML71] pour ce qui concerne les questions axiomatiques et ensemblistes que
la considération de catégories peut amener (mais dont aucune ne se posera réellement dans cette
these).

Nous emploierons également les notations suivantes pour les classes de morphismes usuelles dans
une catégorie.

Notation 1.1.3. Soient C une catégorie et X, Y deux objets de C.
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— Nous noterons End¢(X) le monoide home (X, X) des endomorphismes de X. Le groupe des
automophismes de X sera désigné par Aute(X).

— Nous désignerons par Plg(X,Y) lensemble des monomorphismes de X dans Y (que nous
appellerons aussi, indifféremment, injections ou plongements).

— Nous noterons Epi,(X,Y) Pensemble des épimorphismes de X vers Y (que nous appellerons
aussi, indifféremment, surjections).

— Enfin, Isoc(X,Y) désignera 1’ensemble des isomorphismes de X vers Y.

La encore, les indices C seront omis quand aucune confusion ne peut en résulter.

Ces conventions posées, nous introduisons nos notations pour quelques exemples élémentaires
classiques.

Notation 1.1.4. — Nous noterons C°P la catégorie opposée d’une catégorie C.
— Nous noterons A x B le produit de deux catégories A et B; plus généralement, si I est un

ensemble et (C;)icr une famille de catégories indexée par I, [[C; désignera le produit des
iel
catégories C;, c’est-a-dire la catégorie donnée par

ob[Jc =]]obe

il il
et
homyy,_, ¢, ((Xy), (¥;)) = [] home, (X, Vi)
i€l
la composition étant déduite de celle des catégories C;.

Notation 1.1.5. 1. Nous noterons Ens la catégorie des ensembles ; Ens’ serala sous-catégorie
pleine dont les objets sont les ensembles finis.

2. Nous désignerons par Ab la catégorie des groupes abéliens.

3. Si A est un anneau, nous désignerons par Mody la catégorie des A-modules a droite, et
par sMod la catégorie des A-modules & gauche. Le produit tensoriel au-dessus de A peut
étre vu comme un foncteur Mods x sMod — Ab. Lorsque A est commutatif, nous ne
ferons naturellement aucune différence entre les catégories Mod 4 et 4Mod, canoniquement
isomorphes (nous aurons plutét tendance & noter action de A a gauche, méme si nous notons
Mod 4 la catégorie des A-modules).

4. Si k est un corps, la catégorie des k-espaces vectoriels a droite sera plutét notée &. La
sous-catégorie pleine des espaces vectoriels de dimension finie sera notée Sg . Lorsqu’aucune
confusion ne peut en résulter, notamment pour k¥ = Fy dans la plupart de la suite, nous
omettrons l'indice k.

Remarque 1.1.6. Si (A;) est une famille finie d’anneaux, les catégories Modyy 4, et [[Mod 4, sont
i
naturellement équivalentes.

Définition 1.1.7. Le foncteur de A-linéarisation (& droite), noté A[.] : Ens — Mody4 (on a un
analogue évident vers 4Mod), est donné comme suit.
— Sur les objets : A[X] est le A-module libre construit sur X ; il a donc une base indexée par
les éléments de X. Dans la suite, nous noterons toujours [z] 1’élément de la base canonique
de A[X] correspondant & un élément x de X.
— Sur les morphismes : si v : X — Y est une fleche de Ens, A[u] est 'unique application linéaire
A[X] — A[Y] telle que Vx € X Afu]([z]) = [u(z)].

Dans le cas A = o, nous ferons un usage tres fréquent de ce foncteur.

Remarque 1.1.8. Les catégories a un seul objet sont uniquement déterminées par le monoide d’en-
domorphismes de celui-ci; réciproquement, si M est un monoide, nous noterons M la catégorie a
un seul objet de monoide d’endomorphismes M.
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Comme d’habitude, nous appellerons squelette d’'une catégorie C toute sous-catégorie D pleine
de C telle que chaque objet de C est isomorphe a un et un seul objet de C. Il nous arrivera d’utiliser
implicitement le passage d’une catégorie & un squelette (qui est unique & isomorphisme pres) dans
certains raisonnements, notamment, de travailler sur des catégories essentiellement petites (i.e.
équivalentes & une petite catégorie, ou dont le squelette est petit) comme sur des catégories petites
(i.e. dont les objets forment un ensemble).

Notation 1.1.9. Soit C une catégorie et I une catégorie petite (ou, plus généralement, essentielle-
ment petite).

— Nous noterons Fct(7,C) la catégorie dont les objets sont les foncteurs de I vers C et les
morphismes sont les transformations naturelles (I’hypothese de petitesse de I permet d’assurer
que la classe des transformations naturelles entre deux foncteurs est un ensemble).

— Si un objet F' de Fct(I,C) possede une colimite (i.e. une limite inductive, ou directe), nous
la noterons colim F', ou, par abus, cc;lei}n F(3).

— Si un objet F' de Fct(I,C) possede une limite (i.e. une limite projective, ou inverse), nous la
noterons lim F', ou, par abus, lin}l F(7).
1€

On notera que ces conventions supposent effectué un choix de la (co)limite, définie & isomorphisme
pres. De méme, on notera A X B « le » produit dans C de A et B, lorsqu’il existe, et A1l B, ou
A @ B quand C est additive, « le » coproduit dans C de deux objets A et B, lorsqu’il existe (des
notations analogues seront employées pour les (co)produits de plus de deux objets).

Les catégories Fct(I,C) seront étudiées au chapitre 3, surtout dans le cas ou C est la catégorie
& des Fy-espaces vectoriels.

Ezemple 1.1.10. Si M est un monoide et C une catégorie, nous noterons Cys la catégorie Fet(M, C).
C’est la catégorie des objets de C munis d’une action de M. En effet, les objets de Cys sont les
objets X de C munis d’un morphisme de monoides M — End¢(X). Nous noterons Oﬁ/[ :Cy — C
le foncteur d’oubli.

Définition 1.1.11 (Catégorie linéarisée). Soient A un anneau et C une catégorie. Nous noterons
A[C] 1a catégorie, appelée catégorie A-linéarisée de C, dont les objets sont ceux de C et les mor-
phismes sont donnés par homye(X,Y) = Alhome(X,Y)], la composition des morphismes étant
I'unique application A-bilinéaire prolongeant la composition de C.

Remarque 1.1.12. — A[C] n’est pas une catégorie additive en général. Il faut la compléter par
I’ajout de sommes directes formelles pour la rendre additive. La catégorie additive ainsi ob-
tenue est en général hautement non abélienne.

— On dispose d’un foncteur d’inclusion ¢ — A[C].

Nous rappelons la propriété immédiate suivante, qui justifie la terminologie de catégorie linéarisée.
Proposition et définition 1.1.13. Soient A un anneau et C une catégorie.

1. Une catégorie A-linéaire est une catégorie A munie d’un foncteur AP x A — Mody faisant
commuter (4 isomorphisme pres) le diagramme

hom 4
AP x A——— Ens

S e

MOdA

Ce foncteur sera encore noté homy4 par abus.

2. La catégorie A[C] posséde la propriété universelle suivante :
— elle est A-linéaire,
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— pour tout foncteur F de C wvers une catégorie A-linéaire A, il existe un unique foncteur
A-linéaire (i.e. induisant des applications A-linéaires entre les A-modules de morphismes)
F : A[C] — C faisant commuter (& isomorphisme prés) le diagramme

.

C
oublzl /
F

Alc]

Remarque 1.1.14. Lorsque Panneau A est solide (i.e. si Mod 4 est une sous-catégorie pleine de Ab)
— en particulier si A est le corps Fy; — le foncteur homy : A°? x A — Mody4 est uniquement
déterminé par la catégorie A. En général, c’est une donnée supplémentaire qui est sous-entendue
lorsqu’on parle de catégorie A-linéaire.

Nous terminons cette section par un exemple de construction catégorique qui nous sera utile par
la suite.

Notation 1.1.15. Soient C une catégorie et F' un foncteur de C vers Ens. On définit une catégorie
C\r de la maniere suivante.
— Les objets de C\r sont les couples (X, z), ot X est un objet de C et x un élément de F'(X).
— Les morphismes dans C\ r sont donnés par

home, . (X, z), (Y, y)) = {u € home(X,Y) | F(u)(2) =y}

— La composition des morphismes dans C\  est induite par celle de C.
Le foncteur d’oubli évident C\p — C sera noté Oc r.

Ezemple 1.1.16. Si F est un foncteur représentable hom (A4, .), la catégorie obtenue, qui sera notée
simplement C\ 4, est la catégorie des objets en-dessous de A.

Remarque 1.1.17. 1. Cette construction est un cas particulier d’une construction présentée dans
[ML71], ch. II, §6. Précisément, il s’agit, avec les notations de cet ouvrage, de la catégorie
(C | %) (ou * désigne un ensemble & un élément).

2. Supposons que C possede un objet final * et que F(x) est un singleton {a}. Alors (,a) est
objet final de C\ p.

Notation 1.1.18. Soient C une catégorie et F' un foncteur de C°? vers Ens. Nous noterons C,r la
catégorie ((C°P)\ )°P. Le foncteur d’oubli C;p — C sera noté 0¥,

Ezemple 1.1.19. Si F est un foncteur représentable hom (., A), la catégorie obtenue, qui sera notée
simplement C, 4, est la catégorie des objets au-dessus de A.

1.2 Adjonctions

Dans cette section, nous rappelons sans démonstration des propriétés formelles élémentaires bien
connues des adjonctions. Pour les propriétés générales, on pourra se reporter & [ML71] (ch. IV, §1).

Convention 1.2.1. Dans toute cette section, nous considérons deux catégories A et B et des
foncteurs F': B — Aet G : A— B tels que F est adjoint a droite & G (nous dirons, indifféremment,
que G est adjoint & gauche a F'), de sorte que ’on a une bijection

uxy : homy (X, F(Y)) = homp(G(X),Y)

naturelle en les objets X de A et Y de B.
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Notation 1.2.2. Nous noterons dans ce paragraphe 7 la transformation naturelle id 4 — F oG telle
que, pour tout objet X de A, ux g(x)(nx) = idg(x) (unité de I'adjonction), et v la transformation
naturelle G o F' — idp telle que, pour tout objet Y de B, 7y = up(y),y (cotinité de 'adjonction).

Remarque 1.2.3. Sil’on remplace A et B par les catégories opposées, on conserve les adjonctions, en
échangeant adjoint a droite et adjoint & gauche, unité et coiinité. Cela permet d’obtenir des énoncés
« duaux » sur les adjonctions.

L’exemple suivant est fondamental.

Ezemple 1.2.4. Si A est anneau, le foncteur de linéarisation A[.] : Ens — Mod,4 est adjoint &
gauche au foncteur d’oubli Mod 4 — Ens.

Proposition 1.2.5 (Composition des adjonctions). Soient C une autre catégorie, F' : C — B et
G' : B — C des foncteurs tels que F' est adjoint a droite a G'. Alors F o F' est adjoint d droite d
G' o G. L’unité et la coiinité correspondantes s’obtiennent en composant respectivement 'unité et la
cotinité des deux adjonctions initiales.

Corollaire 1.2.6. Conservons les hypothéses de la proposition, et supposons de plus A = B = C.

Alors F et F' commutent a isomorphisme naturel prés si et seulement s’il en est de méme pour G
et G'.

1.2.1 Adjonctions et algebre homologique
On rappelle que la convention 1.2.1 s’applique ici comme dans toute la section.

Proposition 1.2.7 (Adjonctions et exactitude). 1. (a) Le foncteur F commute aux limites,
i.e. si imY; existe dans B, lim F(Y;) existe dans A et est isomorphe ¢ F(limY;).
K3 3 3

(b) Le foncteur G commute aux colimites.
2. Supposons les catégories A et B abéliennes.
(a) Le foncteur F est exact & gauche, et G est exact & droite (en particulier, F' et G sont
additifs).
(b) Si F est exact, G préserve les objets projectifs. La réciproque est vraie si A posséde
suffisamment d’objets projectifs.

(c) Si G est exact, F transforme un objet injectif en un objet injectif. La réciproque est vraie
st B posséde suffisamment d’objets injectifs.

Corollaire 1.2.8 (Adjonctions et algebre homologique). Supposons que A et B sont abéliennes et
possedent soit toutes deur suffisamment d’objets injectifs, soit toutes deux assez d’objets projectifs.
Si F et G sont exacts, alors isomorphisme naturel hom4(X, F(Y)) ~ homg(G(X),Y) s’étend en
un isomorphisme naturel gradué

Ext’ (X, F(Y)) ~ Extz(G(X),Y).
Réciproquement, lexistence d’un tel isomorphisme gradué implique l'exactitude de F' et G.

Les propriétés ici mentionnées relatives au cas de catégories abéliennes sont contenues dans le
lemme 1.4. de I'article de Pirashvili « Introduction to functor homology » du livre [FFPS03], ol sont
données des applications aux catégories de foncteurs. Les propriétés d’annulation cohomologique
liées aux adjonctions dans des catégories de foncteurs que nous démontrerons suivent le principe
inauguré par Pirashvili; elles reposent sur le corollaire 1.2.8 et ses conséquences suivantes.

Corollaire 1.2.9. Les hypotheses sont les mémes que dans le corollaire 1.2.8; on suppose F' et G
exacts. Soient X un objet de A tel que G(X) =0 et A un objet de A tel qu’il existe une suite exacte
du type

0—-A—-FY) > FYs)— - = F,) — -

ot les Y, sont des objets de B. Alors Ext’y (X, A) = 0.
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Nous changeons légerement de notations dans ’énoncé qui suit pour le rendre plus intelligible.

Corollaire 1.2.10. Supposons que :

1. A et B sont deux catégories abéliennes, A possédant assez d’injectifs ou de projectifs ;

2. F et G sont deux endofoncteurs exacts de A, avec G adjoint & gauche a F ;

3. H:B— A est un foncteur exact;

4. K est un endofonteur de B tel que F o H~ H o K ;

5. il existe une transformation naturelle injective j : idg — K.

Soient X un objet de A tel qu’il existe n € N tel que G"(X) = 0 et Y un objet de B. On a
Exth(X,H(Y)) =0.

Démonstration. Quitte a remplacer F' par F", G par G™ et K par K™, on peut supposer n = 1.
Pour tout objet Y de B, on a une suite exacte naturelle

0-Y N kW) &2 kv) £ I k) I

ou Y =Yet f1 = jy, et pour n > 1, Y, = coker f,_1 et f, est la composée K(Y,_1) —

Y, ELLINY e (Y,,). En appliquant le foncteur exact H a cette suite exacte et en utilisant l'isomorphisme
FoH ~ HoK, on en déduit une résolution de H(Y") par les objets F'(H (Y;)). Le corollaire précédent
donne donc la conclusion. O

1.2.2 Adjonctions et (co)monades

Définition 1.2.11 (Monades et comonades). Soit C une catégorie.
— Une monade sur C est un triplet (T, n, ) formé d’un endofoncteur T' de C et de transformations
naturelles 1 : idec — T et o : T? — T telles que les diagrammes

T nr 72 T(n) T

ANV

T

et

T3M>T2

,LTl l,,,

2
TT>T

commutent. La transformation naturelle p est appelée multiplication de la monade.
— Une comonade sur C est une monade sur C°P, i.e. un triplet (T, ~,d) formé d’un endofoncteur
T de C et de transformations naturelles v : T — ide et 6 : T — T2 telles que les diagrammes

T

/71N

2
T<’Y—TT WT

et

T—(S).TQ

gl |

T2 —— 173
o

commutent.
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Pour cette définition et la proposition suivante, nous renvoyons a [ML71], ch. VI, §1.

Proposition 1.2.12. L’adjonction entre F' et G détermine :
- une monade (FG,n, F(ya)) sur A;
— une comonade (GF,v,G(nr)) sur B.

Définition 1.2.13 (Module sur une monade, comodule sur une comonade).

— Soit (T, n, ) une monade sur une catégorie C. Un module sur cette monade est la donnée d'un
objet X de C et d’'un morphisme m : T(X) — X tel que mony = idx et moT(m)=mopux :
T?(X) — X.

— Soit (T,7,96) une comonade sur une catégorie C. Un comodule sur cette comonade est un
module sur la monade de C°P associée, i.e. un objet X de C muni d’'un morphisme
c: X —-T(X)tel que yx oc=idx et T(c)oc=0dxo0c: X — T?(X).

On définit de fagon évidente la notion de morphismes de modules sur une monade, ou de co-
modules sur une comonade. Nous renvoyons & [ML71], ch. VI, §2 pour plus de détails; le lecteur
prendra garde au fait que nous nommons module (resp. comodule) ce que Mac Lane appelle algébre
(resp. coalgébre).

Proposition 1.2.14. [ existe un foncteur de A vers la catégorie des comodules sur la comonade
(GF,~,G(np)) ; il s’obtient sur les objets en munissant G(X) (ot X € ObA) de la structure de
comodule donnée par le morphisme G(nx) : G(X) — GFG(X).

La proposition précédente est contenue dans le théoréme 1 de [ML71], chapitre VI, §3. Elle
possede une variante duale en terme de monade.

Proposition 1.2.15. Faisons les hypotheses suivantes :

— les catégories A et B sont abéliennes ;

— le foncteur G est exact et fidéle.

Alors le foncteur de la proposition précédente de A wvers la catégorie des comodules sur la co-
monade déterminée par ladjonction entre F' et G est une équivalence de catégories.

C’est un cas particulier du théoréme de Beck démontré dans [ML71] (chapitre VI, § 7, théoréme 1).
Dualement, on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.16. Faisons les hypothéses suivantes :

— les catégories A et B sont abéliennes ;

— le foncteur F est exact et fidéle.

Alors la catégorie B est équivalente a la catégorie des modules sur la monade déterminée par
ladjonction entre F et G.

1.3 Propriétés de régularité des catégories abéliennes

Nous donnons dans cette section, sans démonstration, une liste de propriétés d’usage courant
des catégories abéliennes vérifiant certaines hypotheses usuelles.

Convention 1.3.1. Dans cette section, A désigne une catégorie abélienne possédant des colimites.

Cette hypothese simplificatrice n’est pas utile pour nombre de considérations de cette section,
mais elle sera presque toujours vérifiée dans les catégories que nous étudierons.

Définition 1.3.2. — Une catégorie I est dite filtrante a droite si les deux conditions suivantes
sont satisfaites.

1. Pour tous objets ¢, j de I, il existe un objet k de I tel que homy(i, k) et hom;(j, k) sont
non vides.
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2. Pour tous objets 4, j de I et tous morphismes f, g € hom;(4, j), il existe un objet k de
I et un morphisme h € homy(j, k) tels que hf = hg.

— La colimite d’un foncteur est dite filtrante si la catégorie & la source est filtrante a droite.
— Une catégorie est dite filtrante a gauche si la catégorie opposée est filtrante a droite.
— La limite d’un foncteur est dite filtrante si la catégorie a la source est filtrante a gauche.

Notation 1.3.3. Soient M un objet de A et (N;);c; une famille de sous-objets de M.
— Nous noterons Y N; la somme des N;, ¢’est-a-dire 'image dans M du morphisme N; — M
iel iel
dont les composantes sont les inclusions.

— Lorsque la famille (IV;);¢; est filtrante croissante (i.e. que la catégorie associée a cette famille
ordonnée par inclusion est filtrante & droite), nous désignerons aussi cette somme comme la
réunion des N; et la noterons |J N;.

i€l
— Supposons 'ensemble I fini. L’intersection de la famille est le noyau, noté (1) IV;, du morphisme
iel
M — @ M/N; dont chaque composante est la projection.
icl

— Dans le cas général, I'intersection des N; (toujours notée de la méme maniere) est la limite
(filtrante), lorsqu’elle existe, des intersections des sous-familles finies de (N;);er, relativement
aux inclusions. Celle-ci s’identifie canoniquement a un sous-objet de M par exactitude a gauche
de la limite.

En revanche, le morphisme évident de la colimite (relativement aux inclusions) d’une famille

filtrante croissante de sous-objets d’un objet de A vers cet objet (dont I'image est par définition la
réunion de la famille) n’est pas en général injectif. La proposition suivante indique une condition
suffisante (qui est aussi nécessaire) pour qu’il en soit ainsi.
Hypothese 1.3.4. Les colimites filtrantes sont exactes dans A, i.e. si I est une petite catégorie
filtrante & droite et A, B, C sont des objets de Fet (7, C) munis de transformations naturelles A % B
LOR B(i) 2, C(i) de A est exacte, alors la
suite colim A — colim B — colim C' induite par A - B - C est exacte.

et B % C telles que pour tout i € I, la suite A(i)

Proposition 1.3.5. Si ’hypothése précédente est satisfaite, alors pour tout objet M de A et toute
famille filtrante croissante (N;) de sous-objets de M :
— le morphisme canonique colim N; — M est un monomorphisme, ce qui permet d’identifier
(2
cette colimite avec |J Nj;
il
— si A est un autre sous-objet de M, le morphisme canonique

Uwina) — (UM) NA

K3
est un isomorphisme.

Cette proposition est incluse dans le théoréme 8.6 de [PopT73], §2.8.

Remarque 1.3.6. En revanche, I'exactitude a droite des colimites montre que le quotient d’un objet
X par une réunion (filtrante croissante) de sous-objets N; s’identifie toujours canoniquement a la
colimite (filtrante) des quotients X/N; (cf. [Pop73], §2.8, lemme 8.7).

Une autre hypothese de régularité utile est la suivante.
Hypothese 1.3.7. 1l existe dans A un ensemble de générateurs, i.e. un ensemble E d’objets de

A tel que pour tout objet X de A et tout sous-objet strict Y de X, il existe un morphisme d’un
élément de F vers X dont I'image n’est pas incluse dans Y.

Remarque 1.3.8. 1. Cette notion n’est pas spécifique aux catégories abéliennes, mais nous ne
I'utiliserons que dans ce cadre.
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2. Comme la catégorie A admet des sommes directes quelconques par hypothese, un ensemble
E d’objets de A est générateur si et seulement si, pour tout objet A de A, il existe un
épimorphisme d’une somme directe d’objets de A appartenant a E vers A. Dans la suite, c’est
plutét ce critere que nous utiliserons.

3. L’hypothese 1.3.7 est équivalente a l'existence d’un générateur dans A (considérer la somme
directe des éléments de Iensemble), mais nous avons préféré cette définition car dans les
exemples que nous rencontrerons, il est beaucoup plus naturel de s’intéresser a certains en-
sembles de générateurs qu’a leur somme (cela permet en particulier de ne pas considérer
d’objets trop « gros » ).

4. Un objet projectif P engendre A si et seulement si hom 4(P, X) # 0 pour tout objet non nul
X de A (en effet, si Y est un sous-objet strict de X, tout relevement & X d’un morphisme
non nul de P vers X/Y a une image non incluse dans Y').

5. Si A admet un générateur projectif P, alors les objets de A possedent une résolution projective
fonctorielle. En effet, pour tout objet X de A, le morphisme naturel P&hom (P:X) . X et
alors surjectif (si E est un ensemble et A un objet de A, nous notons A®F la somme directe
de copies de A indexées par E).

Définition 1.3.9. On appelle catégorie de Grothendieck toute catégorie abélienne avec colimites
vérifiant les hypotheses 1.3.4 et 1.3.7.

La catégorie Ab et les catégories de modules sont des catégories de Grothendieck. En revanche,
dans la catégorie Ab°?, ’hypotheése 1.3.4 tombe en défaut. Les considérations de la section 1.5
seront, entre autre, destinées a pallier cette difficulté.

Définition 1.3.10. La catégorie A est dite localement petite si pour tout objet A de A, la classe
des sous-objets de A forme un ensemble.

Le résultat qui suit est démontré dans [Gab62], chapitre I, §6 (proposition 5).
Proposition 1.3.11. Si la catégorie A vérifie ’hypotheése 1.8.7, elle est localement petite.

Cette propriété et la proposition 1.3.5 (ainsi que d’autres analogues) permettent essentiellement
de manipuler les opérations usuelles sur les sous-objets d’un objet d’une catégorie abélienne vérifiant
1.3.4 et 1.3.7 comme dans Ab (signalons toutefois I’existence de la condition Ab 6 de Grothendieck
— cf. [Pop73], § 2.8 — vérifiée par les groupes abéliens, mais pas par toutes les catégories abéliennes
satisfaisant & 1.3.4 et 1.3.7).

Nous nous intéresserons aussi quelquefois a la notion duale de 1.3.7.

Hypotheése 1.3.12. Il existe dans A un ensemble de cogénérateurs, i.e. un ensemble E d’objets de
A tel que pour tout objet X de A et tout sous-objet non nul Y, il existe un morphisme de X vers
un élément de E dont le noyau ne contient pas Y.

Définition 1.3.13. — Une enveloppe injective (qui est unique & isomorphisme pres) d’un objet
X de A est un objet injectif I muni d’un monomorphisme essentiel j : X < I (i.e. tel que
pour tout morphisme u de source I dans A, si uo j est injectif, alors u est injectif).

— Dualement, une couverture projective (qui est unique & isomorphisme pres) d’un objet X de
A est un objet projectif P muni d’un épimorphisme essentiel ¢ : P — X (i.e. tel que pour
tout morphisme u de but P dans A, si g o u est surjectif, alors u est surjectif).

— On dit que A est une catégorie avec enveloppes injectives, ou possede des enveloppes injectives,
si tout objet de A admet une enveloppe injective. En particulier, A a alors assez d’injectifs,
ce qui permet de définir les groupes d’extensions dans A.

Proposition 1.3.14. Si A satisfait aux hypothéses 1.3.4 et 1.3.7, alors A posséde des enveloppes
injectives.

Cette importante propriété est établie dans [Gab62], chapitre II, § 6 (théoreme 2).
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Corollaire 1.3.15. Si A vérifie les hypothéses 1.83.4 et 1.3.7, alors A posséde un cogénérateur
injectif. Elle vérifie en particulier ’hypothése 1.5.12.

Cet énoncé se déduit du précédent grace au lemme 7.12 de [Pop73], §3.7.

Mentionnons a présent une autre propriété importante des catégories de Grothendieck, établie
dans [Pop73] (§3.7, corollaire 7.10).

Proposition 1.3.16. Si A vérifie les hypothéses 1.3.4 et 1.3.7, alors A posséde des produits (donc
des limites) quelconques.

Cela permet notamment de montrer l'existence de limites dans des catégories quotients (cf.
section suivante) ol celle-ci n’est souvent nullement triviale, les limites ne s’exprimant en général
pas simplement a partir de la catégorie abélienne initiale.

Remarque 1.3.17. Le corollaire 1.3.15 et la proposition 1.3.16 montrent que tout objet X d’une
catégorie de Grothendieck posséde une résolution injective fonctorielle : si I est un cogénérateur
injectif, le morphisme naturel X — "™ (X.0) est injectif (cf. remarque 1.3.8.5).

Corollaire 1.3.18. On suppose que A vérifie les hypothéses 1.3.4 et 1.8.7, et l'on se donne un
foncteur F : A — B, ou B est une catégorie (quelconque).

1. Si F' commute auz limites, alors F' admet un adjoint & gauche.

2. Si F' commute aux colimites, alors F' admet un adjoint a droite.

Cette propriété découle du résultat général d’existence d’adjoints exposé dans [ML71], cha-
pitre V, §8 (corollaire du théoreme 2, lui-méme déduit du théoreme de Freyd) et des résultats
précédemment énoncés.

Remarque 1.3.19. Si B est aussi une catégorie abélienne, la commutation aux limites (resp. aux
colimites) équivaut & l’exactitude a gauche (resp. & droite) et & la préservation des produits (resp.
sommes directes) quelconques.

Groupes de Grothendieck

L’un des intéréts des hypotheses assurant qu’'une catégorie abélienne n’a pas « trop » d’objets
réside dans la possibilité de considérer de nombreux groupes de Grothendieck, notion dont nous
rappelons la définition dans un cadre totalement général et sur laquelle nous reviendrons plus en
détail ultérieurement dans certains cas particuliers.

Définition 1.3.20 (Groupe de Grothendieck). Soit C une sous-catégorie pleine et petite de A conte-
nant 0 (mais pas nécessairement abélienne). On appelle groupe de Grothendieck de C relativement
a A le groupe abélien noté Go(C;.A) défini par générateurs et relations de la maniére suivante.
— Générateurs : un générateur [A] pour chaque objet A de C.
— Relations : [A] = [B] + [C] pour toute suite exacte courte 0 - B — A — C' — 0 de A dont
tous les objets A, B, C sont dans C (en particulier, [0] = 0, et [E @ F] = [E] + [F] lorsque E,
F et E @ F sont objets de C).
On constate que l'on a [A] = [B] dans Go(C;.A) si A et B sont deux objets isomorphes de C, ce qui
permet de définir ce groupe lorsque C est seulement essentiellement petite.

Remarque 1.3.21. — Cette construction possede des propriétés de fonctorialité qu’on laisse au
lecteur le soin d’expliciter.
— Lorsque C est une sous-catégorie abélienne de A et que l'inclusion est un foncteur exact,
Go(C; A) s’identifie naturellement & Go(C;C).
— Si l'on a dans A une suite exacte

0— A — Ay —---— A, —0

dont tous les objets sont dans C, on a dans Go(C; . A) Iégalité > ;" (—1)1[4;] = 0.
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1.4 Catégories abéliennes quotients

1.4.1 Quotient d’une catégorie abélienne par une sous-catégorie épaisse
Convention 1.4.1. Dans tout ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne localement petite.

Nous rappelons la définition des sous-catégories de A qui permettent d’en réaliser de bons
quotients abéliens.

Définition 1.4.2. Soit C une sous-catégorie de A. Nous dirons que C est :

— une sous-catégorie de Serre de A si c’est une sous-catégorie pleine de A stable par sommes
directes finies (ce qui implique en particulier que 0 est objet de C), par sous-objets et par
quotients.

— une sous-catégorie épaisse de A si ¢’est une sous-catégorie de Serre de A stable par extensions,
cette condition signifiant que si dans une suite exacte

0—-—B—A—-C—0

B et C sont objets de C, il en est de méme pour A.

Remarque 1.4.3. 1. Une sous-catégorie de Serre de A est abélienne, et le foncteur d’oubli est
exact.

2. Une sous-catégorie pleine non vide C de A est épaisse si et seulement si pour toute suite exacte
B — A — C avec B et C dans C, A est objet de C.

3. Par abus, nous dirons parfois qu’une sous-catégorie de A est épaisse (resp. de Serre) si elle est
équivalente a une sous-catégorie de A ayant cette propriété.

4. La notion de sous-catégorie épaisse (resp. de Serre) est auto-duale : on obtient la méme notion
en remplacant A par A°P.

5. Soit C une sous-catégorie de A. La sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les sous-
quotients des sommes directes finies d’objets de C est la plus petite sous-catégorie de Serre de
A contenant C.

6. On dispose d’une notion de plus petite sous-catégorie épaisse C’ contenant une sous-catégorie
C de A. Par ce qui précede, on peut supposer que C est une sous-catégorie de Serre. Les objets
de C’ sont alors les objets X de A possédant une filtration finie

O=FhCckhcCc---CcF,=X

dont les quotients F;/F;_1 (1 <1i < n) appartiennent a C.

7. On notera en particulier que la plus petite sous-catégorie épaisse engendrée par une sous-
catégorie de Serre essentiellement petite est essentiellement petite lorsqu’on peut faire de
Palgebre homologique dans A (de sorte que les extensions entre deux objets donnés forment
a isomorphisme prés un ensemble).

On constate aussitot que le noyau d'un foncteur ezact F' de A vers une catégorie abélienne B (i.e.
la sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les X tels que F/(X) = 0) est une sous-catégorie
épaisse de A. La solution du probleéme réciproque est exposée dans [Gab62], ouvrage auquel nous
renvoyons pour la démonstration des assertions qui suivent.

Proposition et définition 1.4.4 (Catégorie abélienne quotient). Soit C une sous-catégorie épaisse
de A. On définit une catégorie abélienne, appelée catégorie quotient de A par C et notée A/C, de
la maniére suivante.
- Objets : Ob.A/C = Ob A.
~ Morphismes : hom 4,¢(X,Y) = colim homa(X',Y/Y"), la colimite (filtrante) étant prise
sur les sous-objets X' de X tels que X/ X' € ObC et sur les sous-objets Y' € ObC de Y.
— La composition est induite par celle de A.
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Le foncteur d’oubli évident A — A/C (qui sera souvent noté A — A/C) est exact et a pour
noyau C ; de plus, si F' est un foncteur exact de A vers une catégorie abélienne B, qui est nul sur C,
il existe un et un seul foncteur (qui est exact) A/C — B faisant commuter (& isomorphisme preés)

le diagramme

A—Lr.nB

AJC

Ce résultat est établi dans la section 1 du chapitre III de [Gab62].

Remarque 1.4.5. Cette notion, qui est la seule dont nous nous servirons, est un cas particulier
de la localisation d’une catégorie relativement & un ensemble de morphismes (on inverse ici les
morphismes dont noyau et conoyau appartiennent a C), qui joue un role fondamental en topologie.
Un exposé catégorique général peut étre trouvé dans [Bor94].

Ezemple 1.4.6. — La sous-catégorie pleine Aby,,. de Ab des groupes de torsion est épaisse; le
foncteur - ® Q : Ab — &g induit une équivalence de catégories Ab/Aby,, — Eg.
Z

— Un cas fondamental de catégorie abélienne quotient en topologie algébrique est celui fourni
par la localisation, dans la catégorie des modules instables sur 'algebre de Steenrod, loin des
modules nilpotents. Le lecteur pourra se référer a [HLS93] et [LZ86] & ce sujet.

Convention 1.4.7. Dans la suite de ce paragraphe, C désigne une sous-catégorie épaisse de A. Si
A est un objet de A, on notera A I'image de A par le foncteur A — A/C.

Remarque 1.4.8. Soit X un objet de A. Tout sous-objet de X est du type A, oi1 A est un sous-objet
de X. En effet, un monomorphisme (dans .4/C) d'un objet Y vers X est un morphisme u (dans
A) d’un sous-objet Z de Y vers un quotient X/C de X avec Y/Z, C et keru objets de C. Quitte
a remplacer Y par Z/ker u (qui ont des images dans A/C isomorphes), on peut supposer que u est
injectif et que Z = Y. Le produit fibré de u : Y < X/C et de la projection X — X/C fournit
ensuite un monomorphisme ¢ : A — X ; dans le carré commutatif cartésien

A(—i>X

|

y—tsX/C

les fleches verticales induisent des isomorphismes dans .A4/C, de sorte que notre sous-objet Y de X
est égal a im .
Remarque 1.4.9. La remarque précédente entraine que .A4/C est, comme A, localement petite. Elle

montre aussi que si A’ est une sous-catégorie de Serre de A, son image directe par le foncteur
A — A/C est une sous-catégorie de Serre de A/C.

Remarque 1.4.10. — Si C’ est une sous-catégorie épaisse de A contenant C, alors I"image C'/C
de C’ par le foncteur A — A/C (i.e. la sous-catégorie pleine de A/C dont la classe d’objets
est 'image de celle de C' — ou mieux, celle des objets isomorphes & un objet de cette image)
est une sous-catégorie épaisse de A/C, et le quotient (LA/C)/(C'/C) s’identifie naturellement
aA/C.

— Réciproquement, si D est une sous-catégorie épaisse de A/C, alors I'image réciproque C’ de
D par le foncteur A — A/C (i.e. la sous-catégorie pleine de A formée des objets dont l'image
dans A/C appartient & D) est une sous-catégorie épaisse de A contenant C, et C’'/C s’identifie
naturellement a D.

Proposition et définition 1.4.11. Soit X un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. pour tout objet A de A, Uapplication canonique hom (A, X) — homA/C(ﬁ, X) est un isomor-
phisme ;

2. pour tout objet C' de C, on a hom4(C,X) =0 (ce qui équivaut, C étant épaisse, a dire que
X n’a pas de sous-objet non nul dans C) et Ext'y(C, X) = 0 (condition & comprendre comme

\

signifiant que toute suite exacte 0 — X — A — C — 0 est scindée s’il y a des difficultés a
définir ce groupe d’extensions).

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que X est un objet C-fermé de A.

Cette proposition est démontrée & la section 2 du chapitre IIT de [Gab62].
Proposition et définition 1.4.12. Supposons que A admet des colimites et que C est stable par
colimites filtrantes.

1. Si A posséde des colimites, il en est de méme pour C et A/C.
L’image dans A/C d’une classe de générateurs de A est une classe de générateurs de A/C.
Si A vérifie Uhypothése 1.8.7, il en est de méme pour C et A/C.
Si A vérifie Uhypothése 1.8.4, il en est de méme pour C et A/C.
Supposons que A satisfait auzx hypothéses 1.3.4 et 1.8.7.

SANR IS

(a) Le foncteur A — AJC commute aux colimites. Il préserve les enveloppes injectives (qui
existent dans A et A/C par la proposition 1.3.14) pour les objets de A sans sous-objet
non nul dans C ; de plus, les injectifs de A/C sont exactement les images des injectifs de
A ne contenant pas de sous-objet non nul dans C.

(b) Le foncteur A — A/C admet un adjoint a droite, appelé foncteur section ; sur les objets,
il associe a un objet X un objet C-fermé X' tel que X et X' sont isomorphes.

Ces assertions sont établies dans les sections 2, 3 et 4 du chapitre III de [Gab62].

Remarque 1.4.13. On a des faits analogues a ceux de la remarque 1.4.10 en remplagant a chaque
fois le terme « sous-catégorie épaisse » par « sous-catégorie épaisse stable par colimites » .

Proposition et définition 1.4.14. Supposons que A posséde des colimites et satisfait auz hy-
potheses 1.3.4 et 1.3.7, et que C est stable par colimites filtrantes. Soient X un objet de A et n un
entier naturel. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Pour tout entier k < n et tout objet A de A, le morphisme naturel Ext® (A, X) — Extz/c (A, X)
est un isomorphisme.

2. Pour tout entier i <n+ 1 et tout objet C de C, on a Ext’y(C,X) = 0.

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que X est C-bon d’ordre n. Si X est C-bon d’ordre n
pour tout n € N, nous dirons que X est C-parfait.

Démonstration. Supposons 'une des conditions de 1’énoncé vérifiée. On a hom4(C, X) = 0 pour
C € ObC (appliquer la premiere condition avec k = 0 et A dans C, ou la seconde avec i = 0). Si [
est une enveloppe injective de X et @ désigne le conoyau de X < I, il existe des isomorphismes
Ext'4 (4, X) ~ Extil_l(A, @) pour i > 1, mais aussi Extly (4, X) ~ Extil_/lc(A,Q) grace a la
proposition 1.4.12. La conclusion découle ensuite, par récurrence sur n, de la proposition 1.4.11. O

1.4.2 Diagrammes de recollement

Comme dans les autres situations algébriques ou I’on considere des quotients, 'un des objectifs de
ces constructions consiste a « dévisser » une catégorie abélienne en ramenant son étude a celle d’une
sous-catégorie épaisse et du quotient correspondant. Dans cette optique, la notion de recollement
joue un roéle important. Nous renvoyons, pour plus de détails & ce sujet, & Particle [Kuh94b] de
Kuhn, qui le premier a appliqué les recollements de catégories abéliennes aux catégories de foncteurs.
Dans [FP04], Franjou et Pirashvili étudient certaines situations de recollement présentant des liens
avec celles considérées par Kuhn.
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Définition 1.4.15 (Recollements). Un diagramme de recollement est un diagramme du type

q l
k_\ e
— i —e—>

C=A_=8

P T

dans lequel :

— A, B et C sont des catégories abéliennes.

— Le foncteur [ est adjoint & gauche a e et e est adjoint & gauche & r (en particulier, e est exact).
L’unité idp — el et la colinité er — idp sont des isomorphismes.
— Le foncteur g est adjoint a gauche a i et i est adjoint & gauche & p (en particulier, i est exact).
— L’unité ide — pi et la coiinité qi — ide sont des isomorphismes.
Le foncteur 4 est un plongement pleinement fidéle d’image ker e (en particulier, ¢ identifie C
a une sous-catégorie épaisse de A).

On vérifie aisément que dans cette situation, le foncteur e induit une équivalence A/C = B.

1.5 Dualité

Cette section introduit des notions ad hoc destinées a faciliter les raisonnements de dualité dont
nous aurons besoin.

Définition 1.5.1. — Nous appellerons classe d’objets bien échelonnés d’une catégorie abélienne
A toute sous-catégorie C de A épaisse, essentiellement petite et dont les objets engendrent A.
— Nous nommerons catégorie abélienne bien échelonnée toute catégorie abélienne possédant des
colimites, vérifiant I’hypothese 1.3.4 et munie d’une classe d’objets bien échelonnés.
— Une catégorie abélienne trés bien échelonnée sera une catégorie abélienne bien échelonnée
vérifiant les conditions suivantes.

1. La sous-catégorie C des objets bien échelonnés est cogénératrice de A.

2. Les limites filtrantes sont exactes dans C lorsqu’elles existent.

Remarque 1.5.2. 1. Sila catégorie A possede une classe d’objets bien échelonnés, alors elle vérifie
I'hypothese 1.3.7 : tout squelette de la sous-catégorie des objets bien échelonnés forme un
ensemble de générateurs de A.

2. Dans une catégorie bien échelonnée, tout objet est colimite filtrante de ses sous-objets bien
échelonnés.

3. Supposons que C est une classe d’objets bien échelonnés dans A. Une limite d’objets de C
existe dans C si et seulement si la méme limite calculée dans A appartient & C; les limites
sont alors les mémes (il est clair que si la limite calculée dans A appartient a C c’est aussi une
limite dans C; une limite dans C est aussi une limite dans A parce que C engendre A). On
notera en particulier que les intersections existent toujours dans C.

4. Si C est une sous-catégorie épaisse d'une catégorie abélienne bien échelonnée A, la propo-
sition 1.4.12 et les remarques 1.4.9 et 1.4.3.7 montrent que la catégorie quotient A/C est
également bien échelonnée, la sous-catégorie épaisse engendrée par 'image dans A4/C de la
sous-catégorie des objets bien échelonnés de A fournissant une classe d’objets bien échelonnés

de A/C.

Proposition 1.5.3. Soient A une catégorie trés bien échelonnée et (A;);cr une famille d’objets de
A dont le produit est bien échelonné. Alors le morphisme canonique

i€l i€l

est un isomorphisme.
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Démonstration. Sous la seule hypothese 1.3.4, ce morphisme est un monomorphisme, puisque c’est
la colimite filtrante des inclusions

@AiZHAi‘HHAu

ied ieJ el

J parcourant I’ensemble des parties finies de 1.

Cela montre déja qu’avec '’hypothese de I’énoncé, tous les A; et leur somme directe sont bien
échelonnés.

On constate maintenant que ’on peut également voir notre morphisme comme la limite filtrante

des projections
Da - Pa-T[A.

il icJ icJ
J parcourant ’ensemble des parties finies de I, de sorte qu’il suffit d’appliquer 'hypothese d’exac-
titude des limites filtrantes bien échelonnées pour conclure. O
Remarque 1.5.4. Pour cette propriété, la condition 1 requise dans la définition 1.5.1 n’est pas
nécessaire.

Dans la définition suivante, si ' : A — B est un foncteur, nous notons F°P : A°P? — B
le foncteur lui correspondant canoniquement. Si A est un objet de .A°?, nous notons F(A) pour
F°P(A) pour alléger.

Définition 1.5.5. On appelle bonne dualité entre deux catégories abéliennes bien échelonnées (A, C)
et (A’,C’) la donnée de deux foncteurs (dits de dualité) D : AP — A’ et D' : AP — A tels que :
1. le foncteur D est adjoint & droite & D’°P (on notera qu’il revient au méme d’exiger que D’ est
adjoint & droite & DP);
2. les foncteurs de dualité sont exacts;
3. les foncteurs de dualité préservent les objets bien échelonnés;

4. si X (resp. X') est un objet bien échelonné de A (resp. A’), alors I'unité de 'adjonction entre
D et D'°P (resp. entre D’ et D?) X — D'DX (resp. X' — DD’'X’) est un isomorphisme;

Lorsque A = A’, C =C' et D = D', on parle de bonne auto-dualité.
Ainsi, le foncteur D (resp. D’) induit une équivalence de catégories D (resp. D) entre les classes
d’objets bien échelonnés des deux catégories; de plus, D et D’°P sont réciproques I'une de I’autre.

On notera également que les catégories A et A’ jouent le méme role; dans la suite, nous nous
contenterons donc d’énoncer les résultats pour 'une des deux.

Ezxemple 1.5.6. Soit k un corps commutatif. La catégorie &, munie de la classe d’objets bien
échelonnés 5,{ , a une bonne auto-dualité fournie par le foncteur usuel (.)* = hom(., k).
Proposition 1.5.7. Supposons que A et A" sont des catégories abéliennes en bonne dualité (on
conserve les notations de la définition précédente).

1. Les catégories A et A’ sont trés bien échelonnées.
Les foncteurs de dualité sont fideéles.
L’unité de l'adjonction X — D'DX est un monomorphisme pour tout objet X de A.
Si P est un objet projectif de A, alors DP est un objet injectif de A’.

Le foncteur D commute aux limites (i.e. transforme colimites dans A en limites dans A’).

A N

Démonstration. Les assertions 4 et 5 sont contenues dans la proposition 1.2.7.
La fidélité des foncteurs de dualité découle des trois observations suivantes.

1. Leur restriction aux objets bien échelonnés est fidele.

2. Ils sont exacts.
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3. Tout objet non nul contient un sous-objet bien échelonné non nul.

On en déduit alors formellement I'injectivité de I'unité X — D'DX.

Montrons que C est cogénératrice de A. Soient X un objet de A et Y un sous-objet non nul de X.
Comme D est un foncteur exact et fidele, 'inclusion Y < X induit un épimorphisme DX — DY
dont le noyau Z est un sous-objet strict de DX. Il existe donc un morphisme u d’un objet bien
échelonné C' de A’ vers DX dont I'image n’est pas incluse dans Z. Autrement dit, la composée
C'" % DX — DY est non nulle. Soit C' = D’C’ et a : X — C' le morphisme adjoint & v : Pobjet C
est bien échelonné, et la composée Y — X = C est non nulle, comme souhaité.

L’exactitude des limites filtrantes bien échelonnées d’objets bien échelonnés s’obtient en appli-
quant le foncteur de dualité, en utilisant 'hypotheése d’exactitude des colimites filtrantes puis en
appliquant (I'autre) foncteur de dualité (tenir compte de la remarque 1.5.2.3).

Cela termine la démonstration. O

Nous avons établi en détail cette proposition trés simple; dans le reste de cette these, les argu-
ments de dualité analogues seront la plupart du temps utilisés sans démonstration.

C’est cette proposition qui a motivé I'introduction de la notion de catégorie trés bien échelonnée,
que nous ne rencontrerons que dans des situations de bonne dualité.

Signalons également qu’il existe des notions de dualité (cf. [Pop73], chapitre 6) qui décrivent
en termes de catégories usuelles les catégories opposées de catégories abéliennes suffisamment
régulieres; ces considérations, plus satisfaisantes conceptuellement que celles de cette section, sont
cependant inadaptées aux situations de catégories de foncteurs que nous rencontrerons.

Nous terminons cette section en introduisant la notion d’objet auto-dual.

Définition 1.5.8 (Objets auto-duaux). Soient (A, D) une catégorie munie d’une bonne auto-dualité
et X un objet de A. Nous noterons tx : hom (X, DX) — hom (X, DX) l'isomorphisme (involutif)
donné par l'adjonction entre les foncteurs D et DP.

— On appelle structure auto-duale sur X tout isomorphisme u : X — DX tel que tx(u) = w.
On dit que X est auto-dual sl existe sur X une structure auto-duale (laquelle sera en général
sous-entendue si cela ne porte pas & confusion).

— Si X est muni d’une structure auto-duale, on définit I’orthogonal d'un sous-objet A de X
comme le sous-objet, noté AL, donné par

A = im (D(X/A) 2% px L X)),
ot m: X —» X /A désigne la projection. On notera que I'on a A++ = A.

Ezxemple 1.5.9. Se donner une structure auto-duale sur un espace vectoriel de dimension finie V'
revient a se donner une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V. L’orthogonalité correspond
alors & la notion usuelle.

1.6 Catégories abéliennes tensorielles

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de structure tensorielle dans le seul cas qui
nous sera utile, celui de catégories abéliennes pour lesquelles la structure est symétrique.

Définition 1.6.1 (Catégories tensorielles). Soit A une catégorie abélienne. Une structure tensorielle
(ou monoidale symétrique) sur A est la donnée :

— d’un foncteur biadditif ® : A x A — A appelé en général produit tensoriel ;

— d’isomorphismes naturels a4 p.c: (A® B)® C = A® (B® (),
d’isomorphismes naturels 4.5 : A® B = BRA

— d’'un objet F, appelé unité , et d'un isomorphisme naturel y4 : AQF = A
astreints & vérifier des conditions de cohérence pour lesquelles nous renvoyons & [ML71], ch. VII.
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Ezemple 1.6.2. Si A est un anneau commutatif, la catégorie Mlod 4 munie du produit tensoriel usuel
est tensorielle.

Remarque 1.6.3. 1. La catégorie opposée d’'une catégorie (abélienne) tensorielle est encore ten-
sorielle.

2. Nous appellerons équivalence tensorielle une équivalence de catégories entre deux catégories
tensorielles qui commute naturellement au produit tensoriel.

3. Par la suite, les isomorphismes structuraux seront omis (i.e. assimilés & des égalités); [MLT71]
montre précisément en quoi cet abus est licite : quitte a modifier & équivalence tensorielle pres
la catégorie, on peut « faire comme si les isomorphismes structuraux étaient des égalités » .

4. Considérons deux catégories abéliennes munies d’une bonne dualité, avec les mémes notations
que dans la définition 1.5.5. Nous dirons que la dualité est tensorielle si le produit tensoriel de
deux objets bien échelonnés est bien échelonné et si I’'on s’est donné des morphismes naturels
DA® DB - D(A®B) et D'X @ D'Y — D/(X ®Y) vérifiant les conditions de cohérence
appropriées et qui sont des isomorphismes lorsque I'un des objets considérés (A par exemple
dans le premier cas, X par exemple dans le second) est bien échelonné. Ainsi, la bonne auto-
dualité naturelle sur & est tensorielle.

5. Dans une catégorie tensorielle munie d’une bonne auto-dualité tensorielle, le produit tensoriel
de deux objets auto-duaux est naturellement un objet auto-dual.

Convention 1.6.4. Dans la suite de ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne tensorielle.

Définition 1.6.5 (Foncteurs de division, foncteurs hom internes). Soit A un objet de A. On appelle
foncteur hom interne de source A, et 'on note Hom 4(4,.), tout endofoncteur de A (unique a
isomorphisme pres 8’il existe) adjoint & droite au foncteur - @ A.

Si Hom 4 (A4, .) existe toujours, on dit que la catégorie tensorielle A est fermée.

Dualement, on appelle foncteur de division par A, et I'on note (- : A)4, tout endofoncteur de
A (unique & isomorphisme pres s'il existe) adjoint & gauche au foncteur - ® A.

Lorsqu’ils sont définis pour tout objet de A, ces foncteurs seront considérés comme des bifonc-
teurs AP x A — A, de maniere a avoir des isomorphismes

hom 4(A, Hom 4 (B, C)) ~ hom4(A® B,C)

et
hom4((A : B)4,C) ~homy(A, B® C)

naturels en les objets A, B et C de A.

Remarque 1.6.6. — On emploiera ces notations bifonctorielles méme lorsque la division n’est
définie que sur une sous-classe d’objets de A. En pratique, il faudra souvent se restreindre a
des objets bien échelonnés.

— Comme d’habitude, les indices A seront omis si aucune ambiguité ne peut en résulter.

— Une premiere obstruction a I'existence des foncteurs hom internes ou de division peut venir
de Tl'inexactitude du produit tensoriel. Nous dirons qu’une structure tensorielle est ezracte
(resp. exacte & gauche, exacte a droite) si le foncteur - ® A : A — A possede cette propriété
d’exactitude pour tout objet A de A.

— La catégorie tensorielle Ab est fermée : le foncteur hom : Ab°? x Ab — Ab est aussi un
foncteur hom interne.

La propriété qui suit est une conséquence immédiate de la proposition 1.2.5; nous 'utiliserons
souvent tacitement.

Proposition 1.6.7. On a des isomorphismes

Hom(A,Hom(B,(C)) ~ Hom(A ® B,C) ~ Hom(B,Hom(A4, C))
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et
(A:B):C)~(A:B®(C)~((A:C):B)

naturels en les objets A, B et C de A, lorsque chacun des termes est défini.

Définition 1.6.8 (Anneau de Grothendieck). Supposons que la structure tensorielle de A est
exacte et que C est une sous-catégorie essentiellement petite, pleine, stable par produit tensoriel et
contenant 0 et I'unité F. On munit le groupe de Grothendieck Go(C;.A) d’une structure d’anneau
commutatif, appelé anneau de Grothendieck de C relativement a A (et que ’on notera toujours de
la méme maniere), en posant [A].[B] = [A® B] (cette définition est licite par exactitude du produit
tensoriel ; I'unité de anneau est [FJ).

Algébres, coalgeébres, modules et comodules

Définition 1.6.9 (Algebres et coalgebres). Une algebre sans unité dans A est un objet A muni
d’un morphisme p4 : AQ® A — A et appelé multiplication que 'on suppose associatif — c’est-a-dire
que les morphismes p4 0 (ida ® pa) et pao(pa®ida) de A® A® A vers A coincident. On dit que
A est commutative si pg = pa o7, ou 7 est 'endomorphisme de A ® A échangeant les deux facteurs
du produit tensoriel.

Une algébre dans A est une algebre sans unité (A, u4) munie d’'un morphisme 74 : F — A
appelé unité tel que pa o (ida @ na) = pao (Na ®ida) = ida.

Une coalgébre sans cotinité dans A est un objet C' muni d’un morphisme é¢ : C' — C®C et appelé
comultiplication, ou diagonale, que 'on suppose coassociatif — c’est-a-dire que les morphismes
(ide ® 6¢) 0 d¢ et (0 ®1idc) o de de C vers C ® C'® C coincident. On dit que C' est cocommutative
si ¢ =T od¢c, ou T a la méme signification que ci-dessus.

Une coalgébre dans A est une coalgebre sans coiinité (C, d¢) munie d’un morphisme e¢¢ : C — F
appelé cotnité tel que (ide ® €c) 0 0 = (e¢ ® idg) o d¢ = idc.

Remarque 1.6.10. — L’ouvrage [MLT71], qui se place dans un cadre général, emploie le terme de
monoide au lieu d’algebre, appellation plus naturelle dans le contexte abélien qui est le notre.

— Les notions d’algebres et coalgebres sont duales en ce sens qu'un objet C' muni de deux
morphismes C — C® C et C — F de A est une coalgebre si et seulement s’il est une algebre
dans la catégorie tensorielle A°P.

— Lorsque A est une catégorie de modules sur un anneau commutatif, on retrouve la notion
habituelle de (co)algebre.

— On a une notion évidente de morphismes d’algebres sans unité et de morphismes d’algebres
(supposés conserver I'unité). Les algébres sans unité forment une catégorie A—alg’, les algebres
une catégorie A — alg.

— Le foncteur d’oubli A—alg — A—alg’ admet un adjoint & gauche —* : A—alg’ — A—alg. 1l
est donné sur les objets par AT = F @ A, 'unité étant I'inclusion évidente et la multiplication
la fleche (FR A)@(FPA) ~Fo A®? ¢ (A® A) — F @ A donnée par I'inclusion évidente sur
le facteur F et chaque facteur A, et par pa (composée avec I'inclusion) sur le facteur A ® A.

— Dualement, on dispose de catégories de coalgebres A — coalg et de coalgebres sans unité
A — coalg’, et d’'un adjoint & droite — : A — coalg’ — A — coalg au foncteur d’oubli donné
sur les objets par AT = F @ A avec un structure de coalgeébre qu’on laisse au lecteur le soin
d’expliciter.

Définition 1.6.11 (Modules et comodules). Soit A une algebre sans unité dans A. Un pseudo-A-
module & droite est un objet M de A muni d’une fleche ¢ps : M ® A — M, appelée multiplication,
tel que les morphismes ¢ps o (opr @ ida) et dar o (idpy @ pa) de M @ A® A vers M coincident.

Si A est une algebre dans A, un A-module a droite est un pseudo-A-module & droite M tel que
¢ o (idy @ ma) = idyy.

On définit dualement les notions de pseudo-comodule & droite sur une coalgebre sans cotinité
C (ce sont les objets M munis d’un morphisme ¥y : M — M & C tel que (Y ® ide) oy =
(idpr ® d¢) o Par), et de comodule a droite sur une coalgebre.
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Remarque 1.6.12. 1. On a une notion claire de morphismes de (pseudo-)modules & droite. Nous
noterons Mod/, la catégorie des pseudo-modules & droite sur une algébre sans unité A, et
Mod 4 la catégorie des pseudo-modules & droite sur une algebre A, généralisant le symbole
introduit pour les catégories de modules usuelles (sur un anneau). Noter que Mod 4 est une
sous-catégorie pleine de Mod',.

2. Dualement, on dispose de la catégorie Comod,, des pseudo-comodules & droite sur une
coalgebre sans cotinité C, et dans le cas ou C est une coalgebre, de la sous-catégorie pleine
Comod¢ des comodules.

3. On dispose d’une équivalence de catégories Comody, ~ Comod¢+ naturelle en la coalgebre
sans coiinité C. On a un énoncé dual évident.

4. On a des notions analogues de (pseudo-)modules et de (pseudo-)comodules & gauche; nous
noterons 4 Mod , cComod etc. les catégories analogues ainsi obtenues. Lorsque la (co)algebre
de base est (co)commutative, il n’y a pas lieu de distinguer les (co)modules & droite et & gauche.

5. Lorsque la structure tensorielle considérée est ezacte, les différentes catégories de modules et
de comodules introduites sont abéliennes, et le foncteur d’oubli vers A est exact.

Convention 1.6.13. Lorsqu’aucune confusion ne peut en résulter, nous parlerons simplement de
modules pour désigner les pseudo-modules, et omettrons I’exposant ' dans la notation de la catégorie
correspondante ; de méme pour les comodules.

Définition 1.6.14 (Produit (co)tensoriel de (co)modules au-dessus d’une (co)algebre). Soient A

une algebre sans unité dans A, M un A-module a droite et N un A-module a gauche. Le produit

tensoriel de M et N au-dessus de A (ou sur A), noté M & N, est le coégalisateur des deux fleches
A

o Net M@oy de M @ A® N vers M ® N.
Dualement, le produit cotensoriel de deux comodules M et N (M a droite, N & gauche) sur une
coalgebre sans coiinité C' est I’égalisateur M%N des fleches ¥y ® N et M ® ¥y de M @ N vers

M®C®N.

Remarque 1.6.15. — Ces notions sont bifonctorielles en un sens clair.

— Supposons la structure tensorielle exacte. Sur une algebre commutative A, le produit tensoriel
sur A de deux A-modules est naturellement un A-module. Cela fournit une structure tensorielle
(exacte & droite) sur la catégorie abélienne Mod 4. Dualement, la catégorie des comodules sur
une coalgebre cocommutative C' munie de g est tensorielle (exacte & gauche).

Nous terminons cette section par un exemple d’équivalence de catégories ou interviennent ces
notions. Une généralisation de cette propriété en termes de catégories de foncteurs (cf. chapitre 6,
section 6.1) constituera un point crucial de cette these.

Remarque 1.6.16. Soient k un corps commutatif et X un ensemble. Le k-espace vectoriel k[X]
possede une structure naturelle de k-coalgebre cocommutative. Sa diagonale § : k[X] — k[X]®Q k[X]
est donnée par 6([z]) = [z] ® [z] et sa colinité € : k[X] — k par €([z]) = 1 pour tout = € X.

Proposition 1.6.17. La sous-catégorie Comody x| de & est naturellement équivalente a la caté-

gorie Slffgr des k-espaces wvectoriels X -gradués. Précisément, on définit des équivalences de
catégories réciproques 'une de l'autre de la maniére suivante :
— ’équivalence Sg_gr — Comodyx) s’obtient en munissant un espace vectoriel gradué
M = @ M, de la comultiplication donnée par m = (my)zex — Y My ®[z] (les morphismes
reX zeX
gradués d’espaces vectoriels coincident alors avec les morphismes de k[ X]-comodules) ;
- léquivalence Comody,x) — Elf_gr s’obtient en graduant un k[X]-comodule (M,nr) par
M, = ker (Yp — idpyr ® [z]) (les morphismes de k[X]-comodules coincident alors avec les
morphismes d’espaces vectoriels gradués).

Cette propriété se vérifie par inspection.
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Chapitre 2

Notions de finitude dans les
catégories abéliennes

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions de finitude habituellement rencontrées dans
les catégories abéliennes : objets noethériens, de type fini, de longueur finie, de présentation finie,
artiniens etc. et rappelons les liens entre les différentes classes d’objets étudiées. Les démonstrations
se fondent sur les propriétés élémentaires de la théorie des ensembles (lemme de Zorn) et de I’algebre
homologique. Les résultats présentés sont bien connus; la plupart se trouvent dans [Pop73]. Nous
nous sommes également référés a [Gab62], [Ben91], [Bou80], [Bou58] ou [CR9I0]. Nous avons rédigé
ces rappels en détail car il n’existe pas, a notre connaissance, d’ouvrage les présentant de maniere
systématique.

Convention 2.0.1. Dans tout ce chapitre, A désigne une catégorie de Grothendieck,
i.e. une catégorie abélienne possédant des colimites et vérifiant les hypothéses 1.3.4 et
1.3.7 (cf. section 1.3).

En particulier, A est localement petite (proposition 1.3.11) et possede des limites (proposition
1.3.16) ; de plus, il y a assez d’injectifs dans A (cf. proposition 1.3.14) et on peut y faire de 'algebre
homologique.

Nous verrons que méme ces hypotheses de régularité n’évitent pas des phénomenes désagréables
(objets finis qui ne sont pas de présentation finie etc.) ; la notion de catégorie localement noethérienne
apparalt propre a en éviter la plupart.

Le but des considérations de ce chapitre n’est pas seulement d’assurer une bonne « régularité » de
la catégorie A, mais aussi d’exposer des outils susceptibles de faciliter la compréhension de sa struc-
ture. Ainsi, la filtration de Krull introduit une stratification des objets de taille « raisonnable » de
A; elle constitue le meilleur cadre conceptuel pour énoncer nombre de résultats et conjectures sur
les catégories de foncteurs que nous présenterons par la suite.

Nous n’avons pas toujours cherché a optimiser les propriétés de régularité nécessaires aux
résultats énoncés (notamment, la restriction aux catégories de Grothendieck n’est pas toujours
indispensable) : nous avons donné un cadre qui s’applique aux catégories de foncteurs et aux
« bonnes » catégories quotients de celles-ci.

Nous avons également insisté sur les relations entre les propriétés de finitude d’un objet de A
et celles de son image par un foncteur assez régulier.

Ce chapitre se découpe ainsi. La premiere section rappelle les différentes définitions des objets
de type fini et en donne les propriétés de base, ainsi que celles des objets noethériens. Le role
des projectifs de type fini est souligné. La deuxieéme section introduit les objets de (n-)présentation
finie et leurs propriétés homologiques élémentaires. Ensuite, nous introduisons la notion de catégorie
localement noethérienne, avec ses caractérisations en terme de finitude et homologique.
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Dans la section 2.4, nous introduisons les notions formellement duales de celles des sections
précédentes, moins répandues dans la littérature, mais tout aussi utiles dans le cadre des catégories
de foncteurs, ou les raisonnements de dualité abondent. La cinquieme section rappelle des propriétés
élémentaires de localisation ; signalons a ce propos que des procédés beaucoup plus complexes de
localisation interviennent de fagon essentielle en topologie (cf. [HPS97]). Nous introduisons ensuite
les objets simples et de longueur finie, dits simplement finis par la suite (section 2.6), puis semi-
simples (section 2.7), avec les foncteurs de (co)localisation associés — socle et cosocle. La derniere
section aborde quelques aspects des questions finitudes dans des catégories quotients, notamment
la filtration de Krull et la description des objets simples dans une situation de recollement.

2.1 Objets de type fini, noethériens

2.1.1 Généralités

Définition 2.1.1. Un objet X de A est dit :
— de type fini (en abrégé tf) si toute suite croissante de sous-objets de X de réunion X stationne;
— noethérien si toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire.

Notation 2.1.2. Nous désignerons par A/ et A"°¢* les sous-catégories pleines de A formées res-
pectivement des objets de type fini et noethériens.

Remarque 2.1.3. 1. Soit A un anneau commutatif (unitaire). Le A-module A est toujours un
objet tf de Mod 4 ; c’est un objet noethérien si et seulement si A est un anneau noethérien.

2. Un espace vectoriel sur un corps k est un objet noethérien ou de type fini de & si et seulement
s’il est de dimension finie.

3. Soit X un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) L’objet X est noethérien.
(b) Toute famille filtrante croissante de sous-objets de X stationne.
(c) Toute famille non vide de sous-objets de X possede un élément maximal pour 'inclusion.

4. De méme, toute famille filtrante croissante de sous-objets d’un objet tf X de réunion X
stationne (i.e. contient X).
La démonstration est la méme que dans le cas des anneaux noethériens.

Proposition 2.1.4. 1. La catégorie A™°% est une sous-catégorie épaisse de A.

2. Soit0 — A5 X 2 B =0 une suite exacte de A.
(a) Si X est tf, alors B est tf.

(b) Si A et B sont tf, il en est de méme pour X. En particulier, une somme directe finie
d’objets tf est tf.

3. Un objet de A est noethérien si et seulement si tous ses sous-objets sont tf. En particulier, un
objet noethérien est tf.

Démonstration. Le dernier point est évident ; le premier est analogue au second, et plus facile, ou
se déduit des deux autres. Nous nous bornerons donc a établir le second.

Pour la premiere assertion de celui-ci, il suffit de constater que l'image inverse par p d’une
suite croissante de sous-objets de B de réunion B est une suite croissante de sous-objets de X de
réunion X.

Etablissons la seconde : on suppose A et B tf, et Pon considere une suite croissante (Y,,) de
sous-objets de X de réunion X. Alors (Y, N A) est une suite croissante de sous-objets de A de
réunion A (d’apres la proposition 1.3.5), donc elle stationne. Autrement dit, pour n assez grand, Y,
contient A. Maintenant, la suite (Y,,/A) de sous-objets de B stationne également, ce qui entraine
la méme propriété pour (V;,) et achéve la démonstration. O
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Proposition 2.1.5. Soient B une catégorie de Grothendieck et F' : A — B un foncteur exact et
fidéle.

1. Si X est un objet de A tel que F(X) est noethérien dans B, alors X est noethérien dans A.

2. 8i F' commute aux colimites filtrantes et si X est un objet de A tel que F(X) est tf, alors X
est tf.

3. Supposons que F est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre de B. Si X est
un objet noethérien (resp. tf) de A, alors F(X) est un objet noethérien (resp. tf) de B.

Démonstration. Supposons F'(X) noethérien et considérons une suite croissante (A4,,) de sous-objets
de X. La suite d’objets (F'(A4,,)) de B s’identifie canoniquement, par exactitude de F', & une suite
croissante de sous-objets de F'(X), cette suite stationne donc. La fidélité de F' montre ensuite que
la suite (A4,,) stationne elle-méme (en effet, F(A,+1/A) ~ F(Ant1)/F(Ay) est nul par exactitude
de F), ce qui prouve la premiere assertion.

La seconde est entierement analogue.

Démontrons a présent la derniere assertion. On consideére cette fois une suite croissante (B),)
de sous-objets de F'(X), ou X est supposé noethérien. Comme F' s’identifie & U'inclusion dans .4
d’une sous-catégorie de Serre, il existe une suite croissante (A4,) de sous-objets de X telle que
B, ~ F(A,,). Puisque X est noethérien, la suite (A,,) stationne, donc aussi (B,). Le cas de la type-
finitude s’établit de la méme fagon (en effet, ’hypothese sur F' implique que ce foncteur commute
aux réunions), d’ou la proposition. O

Proposition 2.1.6. Soit (A;)ier une famille de catégories de Grothendieck. Un objet (A;)ier de
[TA: est noethérien (resp. tf) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
iel

— pour tout i € I, A; est un objet noethérien (resp. tf) de A; ;

— les A; sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Remarque 2.1.7. 1l convient de constater que [].A; est une catégorie de Grothendieck ; de plus, les
iel
foncteurs évidents [[.A; — A, sont exacts et commutent aux colimites.
i€l
Démonstration. La nécessité de la seconde condition provient de ce que l'objet (A;);cr est réunion
filtrante croissante des sous-objets A}, ot (A’;); = A; sii € J, 0 sinon, J parcourant les parties finies
de I. La nécessité de la premiere condition est évidente compte-tenu de la remarque précédente. La
suffisance est tout aussi immédiate. O

Proposition 2.1.8. Soient (A;)icr une famille d’objets de A et X un quotient tf de @ A;. 1l existe
i€l
une partie finie J de I telle que X est isomorphe & un quotient de € A;.
ieJ
Démonstration. Pour toute partie J de I, notons Yy I'image dans X de @ A;. Alors X est la
=
réunion filtrante croissante des Y;, J décrivant ’ensemble des parties finies de I. On conclut en
utilisant la remarque 2.1.3. O

On déduit aussitét de cette proposition 'utile corollaire suivant (le premier point s’appuie sur
Phypothese 1.3.7 et le caracteére localement petit de A).

Corollaire 2.1.9. — La catégorie A (et donc A™°°") est essentiellement petite.
— Supposons que A posséde une classe d’objets bien échelonnés. Tout objet tf de A est bien
échelonné.

Cela permet de définir le groupe de Grothendieck introduit dans la notation suivante.

Notation 2.1.10. Le groupe de Grothendieck Go(A!/; A) sera noté Géf(A).
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Nous terminons cette section en introduisant une hypothese de finitude « globale » de la catégorie
A dont la satisfaction conditionnera certains énoncés ultérieurs.

Définition 2.1.11. Nous dirons que la catégorie A est localement de type fini (ou localement tf)
s’il existe dans 4 un ensemble de générateurs tf.

2.1.2 Role des projectifs de type fini

Nous énoncons ici quelques propriétés tres simples qui permettent, pour de nombreuses ques-
tions, de ramener des problemes de type-finitude a la seule considération des objets projectifs tf.
Elles n’ont pas d’équivalent en termes d’objets noethériens et rendent de ce fait la manipulation
des objets tf souvent plus simple que celle des objets noethériens.

Hypothese 2.1.12. Il existe dans A un ensemble de générateurs projectifs tf.
Proposition 2.1.13. Soit X un objet tf de A.

1. Si X admet une couverture projective w: P — X, alors P est tf.

2. Si lUhypotheése 2.1.12 est satisfaite, alors il existe un épimorphisme d’un objet projectif tf sur X.

Démonstration. Pour la premiere assertion, considérons une suite croissante (A,,) de sous-objets de
P de réunion P. La suite (7(A,,)) est une suite croissante de sous-objets de X de réunion X, donc
pour n assez grand, m(4,) = X. Cela implique A,, = P par définition de la couverture projective,
de sorte que P est tf.

La seconde assertion est une conséquence directe de la proposition 2.1.8. O

Exemple 2.1.14. Si A est un anneau, A est un générateur projectif tf de Mlod 4. La proposition 2.1.13
montre donc que la notion de A-module de type fini obtenue par la définition générale coincide avec
la notion usuelle.

La proposition entraine aussitot le résultat suivant, qui constitue le principal outil dont on
dispose pour traiter de la type-finitude des produits tensoriels.

Corollaire 2.1.15. Supposons que A est munie d’une structure tensorielle exacte a droite et qu’il
existe dans A un ensemble de générateurs projectifs tf stable par produit tensoriel. Alors le produit
tensoriel de deuz objets tf est tf.

Ezemple 2.1.16. Soit A un anneau commutatif. Le produit tensoriel (sur A) de deux A-modules tf
est tf. De facon analogue, le produit tensoriel d’'un A-module noethérien et d’'un A-module tf est
noethérien.

Mentionnons que le principe, ici employé pour le produit tensoriel, selon lequel, sous 1’hy-
pothese 2.1.12, un foncteur exact & droite (ou plus généralement un foncteur additif préservant
les quotients) qui envoie les générateurs projectifs tf sur des objets tf, envoie tout objet tf sur un
objet tf s’avere utile en maints contextes.

Notation 2.1.17. Nous noterons K¢(A) le groupe de Grothendieck Go(C,.A) ol C désigne la sous-
catégorie pleine de A formée des objets projectifs tf (laquelle est essentiellement petite d’apres le
corollaire 2.1.9).

Remarque 2.1.18. 1. Comme toute suite exacte dont les objets sont projectifs est scindée, deux
générateurs canoniques [P] et [P'] de Kp(A) sont égaux si et seulement si P et P’ sont
stablement isomorphes, i.e. s'il existe un objet projectif tf Q tel que P ® Q et P’ @ (Q soient
isomorphes.

2. L’inclusion de la catégorie des projectifs tf de A dans A/ induit un morphisme de groupes
abéliens Ko(A) — G (A).
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3. Supposons que A est munie d’une structure tensorielle exacte et qu’il existe dans A un en-
semble de générateurs projectifs tf contenant I'unité F (si cette condition n’est pas satisfaite,
on peut aussi ajouter formellement une unité). Alors les groupes G& (A) et Ko(A) héritent
d’une structure d’anneau commutatif conformément a la définition 1.6.8; le morphisme de la
remarque précédente est un morphisme d’anneaux. Cette situation se produit par exemple
dans la catégorie tensorielle (Mod 4, %)), ol A est une algebre sur un corps commutatif k& qui

est de dimension finie comme k-espace vectoriel.

2.1.3 Type-finitude et commutation aux colimites

Nous introduisons & présent une autre caractérisation aussi utile qu’élémentaire des objets tf
(qui repose fortement sur I’hypothese de régularité 1.3.4). Comme au paragraphe précédent, il n’y
a pas d’équivalent pour les objets noethériens.

Notation 2.1.19. Soient X un objet de A, I une petite catégorie et F' un foncteur de I dans A.

hom (X,.
Nous noterons Hom (X, F) le foncteur composé T Foq rom ) Ap et ®% le morphisme cano-
nique de groupes abéliens colim Hom (X, F') — hom (X, colim F') (obtenu & partir des morphismes
F(i) — colim F' en appliquant hom (X, .) et en passant & la colimite).

Proposition 2.1.20. Etant donné X € Ob A, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. lobjet X est de type fini;
2. pour tout foncteur F d’une petite catégorie filtrante & droite dans A, ®X est injectif ;

3. pour tout foncteur F' d’une petite catégorie filtrante a droite I dans A tel que pour toute fleche

i % g del, F(i) LiGR F(j) est un monomorphisme, ®% est un isomorphisme ;

4. pour toute famille (A;);er d’objets de A, le morphisme canonique

@ hom(X, 4;) — hom (X, @ Ai)

il iel
est bijectif.

Remarque 2.1.21. On notera que les réunions (filtrantes croissantes) de sous-objets entrent dans le
cadre du troisieme point, et qu’elles sont, a isomorphisme pres, les seules.

Démonstration. 1 implique 2. Soit F': I — A un foncteur, ou I est une petite catégorie filtrante
a droite, et a € ker ®% . Représentons a par un morphisme f de X dans F (i) pour un certain i € I,

et notons A; = ker (F(t) o f) pour toute fleche 4 L, j de I de source i. Les A; forment une famille
filtrante croissante de sous-objets de X (car I est filtrante & droite), et ’hypothese ®% (a) = 0

assure que sa réunion est X. Cette famille est donc stationnaire : on a une fleche 4 iR 7 de I telle
que F(t) o f =0, ce qui établit la nullité de a et donc Pinjectivité de ®X.

2 implique 3. Soit F' comme dans 3; il s’agit de montrer que <I>§ est surjectif. Pour cela, soit
G le foncteur (qui ensuite sera noté simplement coker (F — colim F')) de I dans A donné par
G(i) = coker (F(i) < colim F') (le morphisme canonique est injectif grace a 1.3.4 et a 'injectivité
des F(i) — F(j)), laction de G sur les morphismes étant induite par celle de F. La colimite
(filtrante) de G est nulle (par exactitude a droite de la colimite), donc 2 établit que colim Hom (X, G)

est nulle. Il en résulte que pour tout morphisme X ER colim F', il existe ¢ € I tel que la composée

X L colim F — G (i) est nulle. Autrement dit, on peut factoriser f par 'inclusion F(i) < colim F,
ce qui prouve bien que f est dans 'image de ®.
& implique 4. 11 suffit d’appliquer ’hypothese a la petite catégorie associée a I’ensemble ordonné

(par inclusion) des parties finies de I et au foncteur qui & une telle partie J associe € A4;.
i€J
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4 implique 1. Soit (F,) une suite croissante de sous-objets de X de réunion X. On considere les
morphismes

an: F, — P X/F. — P X/ P

k<n keN

dont les composantes sont les fleches F,, < X — X/F},. Comme la suite (Fj) est croissante, a,, est
un prolongement de a,, pour n > m, ces morphismes fournissent donc par passage a la colimite un
morphisme f: X — @ X/F}. L’hypothese implique qu'’il existe un entier n et une factorisation

keN
N keN
N
N
N
N
D X/ Fi
k<n
qui montre que X/Fj, = 0 pour k > n, ce qui acheve la démonstration. O

2.2 Objets de présentation finie
2.2.1 Objets pf

Le paragraphe précédent suggere I'introduction de la notion suivante, plus forte que la type-
finitude.

Définition 2.2.1. Un objet X de A est dit de présentation finie (en abrégé pf) si ®% est un
isomorphisme pour tout foncteur F' d’une petite catégorie filtrante a droite vers A. Nous noterons
AP 1a sous-catégorie pleine de A des objets pf.

Proposition 2.2.2. Soient X un objet tf de A, (A4;)icr une famille filtrante de sous-objets de X
et T sa réunion. Si X/T est pf, alors la famille (A;) est stationnaire.

Démonstration. Comme X /T, qui est colimite filtrante des X/A;, est pf, il existe j € I tel que la
projection X/A; — X/T possede une section s : X/T' — X/A; (appliquer la définition a idx,r).
Soit Y I'image réciproque de im s par la projection X — X/A;:onaYNT =A; et Y +T = X.
Cette derniere égalité montre que X est réunion filtrante croissante des Y + A;, donc il existe i tel
que Y + A; = X puisque X est tf. Mais comme Y NT = Aj, cela implique que 1" égale A; + A;, ce
qui, la famille (4;) étant filtrante, acheve la démonstration. O

Proposition 2.2.3. 1. Tout objet projectif tf est pf.
2. Soit0 - A — B — X — 0 une suite exacte de A. Si X est pf et B tf, A est tf.
3. Soit N - P — A — 0 une suite exacte de A. Si N et P sont pf, A est pf.

Démonstration. Soit F' un foncteur d’une petite catégorie filtrante a droite dans \A.
Si P est un objet projectif tf de A, on a

coker ®% = colim coker (Hom (P, F) — hom (P, colim F')) = colim Hom (P, coker (F — colim F))

(la derniere égalité vient de ce que P est projectif). Maintenant, la type-finitude de P entraine que
ce conoyau se plonge dans

hom (P, colim coker (F' — colim F')) = hom (P, coker (colim F' 2, colim F)=0

ce qui prouve la surjectivité de @?, donc sa bijectivité (P est par hypothese tf). Cela démontre le
premier point.
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Le deuxieéme n’est qu’une reformulation de la proposition précédente.

Enfin, la derniére assertion est une conséquence formelle de 'exactitude & gauche du foncteur
hom, de I'exactitude des colimites filtrantes dans Ab et du lemme des cinqg (cet argument est détaillé
dans un cas plus général dans la démonstration de la proposition 2.2.9 ci-apres). O

Nous prouvons maintenant une réciproque de la seconde assertion.

Proposition 2.2.4. On suppose que A est localement de type fini. Soit X un objet tf de A tel que
pour toute suite exacte 0 - A — B — X — 0 avec B tf, A est tf. Alors X est pf.

Démonstration. Soient I une petite catégorie filtrante a droite, F' € ObFet(I,.A) et u € hom 4 (X, colim F').
Il s’agit de montrer I'existence de i € I et d’une factorisation

F (i)

X —u> colim F

(la fleche verticale étant le morphisme canonique).

Notons A; le produit fibré des morphismes u et F(i) — colim F' : 'objet X est la colimite
filtrante des A;. Comme celui-1a est de type fini, il existe j € I tel que le morphisme canonique
Aj; — X est un épimorphisme, dont nous noterons K le noyau.

Nous supposons d’abord que A; est tf. Alors K est aussi tf par hypothese. Par ailleurs, pour

toute fleche j Lidel , le diagramme suivant commute.

Ay A

.

X

Nous désignerons par Ny le noyau de la fleche t,. Comme X est colimite filtrante des A;, 'objet K est
la réunion filtrante croissante des N;. Par type-finitude de K, cela entraine I’existence d’une fleche
j i de T telle que N; = K, ce qui signifie que la fleche canonique A; — X est un isomorphisme;
la fleche canonique A; — F'(i) fournit donc la factorisation recherchée.

Traitons maintenant le cas général. L’existence d’une classe de générateurs tf dans A et la
proposition 2.1.8 fournissent un sous-objet tf A’ de A; tel que la composée A’ — A; — X est
surjective. On raisonne alors comme précédemment en remplagant K par le noyau K’ de la composée
précédente et, pour toute fleche j L de I, Ay par I'image A; de A" — A; Ly A; : on obtient un
isomorphisme entre X et un certain A}, de sorte que le morphisme A} — A; — F(i) (ol ¢ désigne
le but de t) fournit la factorisation souhaitée, ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 2.2.5. On suppose que Uhypothése 2.1.12 est vérifiée. Un objet X de A est pf si et
seulement s’il existe une suite exacte P’ — P — X — 0 avec P et P’ projectifs tf.

Démonstration. Supposons X pf. La proposition 2.1.13 fournit un épimorphisme P — X avec P
projectif tf; la proposition 2.2.3 (assertions I et 2) montre que son noyau N est tf. On applique
ensuite la proposition 2.1.13 pour obtenir un épimorphisme P’ — N avec P’ projectif tf, d’ou la
suite exacte P’ — P — X — 0 recherchée.

La réciproque découle de la proposition 2.1.13 (assertions I et 3). O

Remarque 2.2.6. — Une telle suite est appelée présentation projective de type fini de X, ce qui
justifie la terminologie d’objet de présentation finie.
— En particulier, dans les catégories de modules, on retrouve la notion usuelle.
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2.2.2 Objets pf,

Notation 2.2.7. Soient X un objet de A, I une petite catégorie, F' un foncteur de I dans
A et n un entier naturel. Nous noterons ®% (n) le morphisme canonique de groupes abéliens
colim Ext"(X, F) — Ext™(X,colimF) (de sorte que ®% = ®X(0); Ext"(X,F) désigne comme
dans le cas de ‘bfg , par abus, le foncteur composé évident).

Définition 2.2.8. Soient X un objet de A et n > 0 un entier. Nous dirons que X est de n-
présentation finie, ou, en abrégé, que X est pf,, si <I>f§ () est un isomorphisme pour tout foncteur
F d’une petite catégorie filtrante a droite vers A et tout entier ¢ < n. Si objet X est pf,, pour tout
n € N* nous dirons qu'il est pfo, (ainsi, un projectif tf est pfo).

Nous noterons APf* 1a sous-catégorie pleine de A des objets pf;, de X, out k € N* U {oo}.

Dans le cas de la catégorie de foncteurs F, la plupart des considérations qui suivent sont conte-
nues dans [FFPS03], « Introduction to functor homology », §2.3.

La généralisation suivante du corollaire 2.2.5 justifie la terminologie.

Proposition 2.2.9. Supposons que A satisfait ’hypothése 2.1.12. Pour tout entier positif n et tout
objet X de A, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’objet X est pfy,.

2. Il existe une suite exacte
P,—P,_1— P —>X—-0

ot les P; (0 <1i<mn) sont des objets projectifs tf de A.

De facon analogue, X est pfoo si et seulement s’il posséde une résolution projective tf, c’est-a-dire
qu’il existe une suite exacte

=P, —-P,_1 - —>F—->X—-0
ot les P; (i € N) sont des objets projectifs tf.

Démonstration. Si X est un objet pf, considérons une suite exacte 0 - N — P — X — 0 avec P
projectif tf : on a pour tout entier ¢ > 1 un isomorphisme de foncteurs Exti(X, )~ Exti! (N,.) qui
identifie ®% (i) & ®N (i — 1) (ot F est un foncteur d’'une petite catégorie filtrante a droite vers A),
et 'on a un diagramme commutatif aux lignes exactes

colim Hom (X, F) — colim Hom (P, F') — colim Hom (N, F') — colim Ext' (X, F) —=0

:lqﬁ; :l@? lqﬁ lqﬁgu)

hom (X, colim F) — hom (P, colim ) — hom (N, colim F') — Ext' (X, colim F) — 0
(2.1)
(la ligne supérieure est exacte par exactitude dans Ab des colimites filtrantes; les deux premieres
fleches verticales sont des isomorphismes parce que X et P sont pf, et le diagramme commute par
naturalité des morphismes ®). Le lemme des cinq montre donc que ® (1) est un isomorphisme si
et seulement si ®X en est un.
La proposition résulte ensuite d'une récurrence sur n (le cas pfo se déduisant des autres), en
constatant que chacune des deux conditions entraine que X est pf. O

Remarque 2.2.10. 1. L’implication 2 = 1 est vraie sans hypothese sur A.
2. On peut affaiblir 'hypothese 2.1.12, en la remplacant par la suivante : tout objet tf est quotient

d’un projectif tf (la démonstration précédente reste valable).

Proposition 2.2.11. Soient n un entier strictement positif et X un objet pf, de A. Pour tout
foncteur F' d’une petite catégorie filtrante a droite I vers A, ®% (n) est un monomorphisme. Si de
plus F' envoie toutes les fleches de I sur des monomorphismes, alors ®% (n) est un isomorphisme.
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Démonstration. 1l existe un foncteur J : I — A tel que les J(%) sont des objets injectifs de A et une
transformation naturelle injective F' — J (cf. remarque 1.3.17), dont nous noterons G le conoyau.
La suite exacte longue de cohomologie associée & hom (X, .) donne un diagramme commutatif

colim Ext" (X, J) — colim Ext" ™! (X, G) — colim Ext" (X, F) —— 0(= colim Ext" (X, J))

:lqﬁ‘(nn :lq%‘(nn lqﬁg(n)

Ext" ™! (X, colim J) — Ext" ™" (X, colim G) — Ext" (X colim F)

(2.2)
aux lignes exactes, qui montre, par une chasse au diagramme élémentaire, que @fg(n) est une
injection.

Supposons maintenant que F envoie les fleches de I sur des monomorphismes. On note

H = coker (F — colim F') : comme la colimite de H est nulle, on a colimExt" (X, H) = 0 d’apres

ce qui précede. La suite exacte de cohomologie associée & hom (X, .) pour les suites exactes courtes

0 — F(i) — colimF — H(i) — 0 montre ainsi, par passage a la colimite, que le morphisme

®X(n) : colim Ext" (X, F) — Ext™(X, colim F) est surjectif (ce raisonnement est une généralisation
de Vimplication 2=-3 de la proposition 2.1.20). Cela termine la démonstration.

O

Remarque 2.2.12. Cette propriété justifie que 'on nomme quelquefois pf, un objet tf.

Le résultat suivant généralise en quelque sorte la proposition 2.2.9 (qui s’en déduit par récurrence)
au cas d’objets non projectifs.

Proposition 2.2.13. Soient 0 - A — B — C — 0 une suite ezacte de A et k € NU {co}.
1. Si B et C sont respectivement pfi, et pfi+1, alors A est pf.
2. Si A et C sont pfi, alors B est pfy.
3. Si A et B sont respectivement pfy, et pfiy1, alors C est pfit1-

Démonstration. 1l suffit d’utiliser (cf. proposition 2.2.9) la suite exacte longue de cohomologie et la
version générale du lemme des cing (cf. lemme 3.1 de [ML63], ch. XII, § 3), en exploitant le résultat
de la proposition 2.2.11 pour obtenir les monomorphismes nécessaires. O

2.2.3 Utilisation de foncteurs exacts
Convention 2.2.14. Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que ’hypothese 2.1.12 est vérifiée.

Proposition 2.2.15. Soient k € NU{oo} et F' un foncteur exact a droite de A dans une catégorie
de Grothendieck, transformant les générateurs projectifs tf en des objets pfy.. Alors F' conserve les
objets pf; pour i < k si k € {0,1} ou que F est exact.

Démonstration. On montre d’abord que F' préserve les objets tf, et les objets pf si k£ > 1. En effet,
si X est un objet tf (resp. pf), il existe une suite exacte P — X — 0 (resp. P’ - P — X — 0) ou P
(resp. P et P’) est une somme directe finie de générateurs projectifs tf. Il suffit ensuite d’appliquer
F et la proposition 2.1.4.2 (a) (resp. la proposition 2.2.3.3).

Supposons maintenant que F est exact et préserve les objets pf; pour j <, ot € {2,...,k}.
On montre que F transforme tout X € Ob AP/ en un objet pf,. Considérons une suite exacte
0—- N — P — X — 0, ou P est une somme directe finie de générateurs projectifs tf : N est pf,_;
par la proposition 2.2.13, donc F(N) est aussi pf,_;. D’autre part, 'hypothése montre que F(P)
est pf;, donc F(X) est bien pf; (toujours par la proposition 2.2.13). Cela conclut, par induction sur
k (le cas k = oo se déduit des autres), la démonstration. O

Corollaire 2.2.16. Supposons que A est munie d’une structure tensorielle exacte telle que le produit
tensoriel de deur générateurs projectifs tf est un objet projectif tf ou, plus généralement, un objet
Dfso- Alors le produit tensoriel de deux objets pfi est pf.
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Démonstration. On applique la proposition en deux étapes, en montrant d’abord que le produit
tensoriel par un projectif tf préserve les objets pf,,. O

Nous terminons ce paragraphe avec un autre résultat simple d’utilisation de foncteurs exacts
pour tester le caractere pf,, d’un objet.

Proposition 2.2.17. Soient k € N*U{oo} et F' un foncteur ezact et fidéle de A dans une catégorie
de Grothendieck, commutant aux colimites filtrantes, et transformant les générateurs projectifs tf
en des objets pfi—1. Si X est un objet de A tel que F(X) est pf; avec i < k, alors X est pf;.

Démonstration. La proposition 2.1.5 établit I’assertion pour ¢ = 0. On procede ensuite par récurrence
sur ¢ < k : on suppose i > 0 et on consideére un objet X de A tel que F(X) est pf,.

Comme X est tf d’apres ce qui précede, on peut trouver une suite exacte 0 - N — P — X — 0,
ou P est une somme directe finie de générateurs projectifs tf. L’exactitude de la suite
0 — F(N) - F(P) — F(X) — 0 montre, via la premieére assertion de la proposition 2.2.13, que
F(N) est pf,_;. L’hypothese de récurrence entraine alors le caractere pf,_; de N, ce qui termine la
démonstration par la derniere assertion de la proposition 2.2.13. O

2.3 Catégories localement noethériennes

Définition 2.3.1. La catégorie A est dite localement noethérienne s’il existe dans 4 un ensemble
de générateurs noethériens.

Proposition 2.3.2. Si A est localement noethérienne, alors tout objet tf de A est noethérien et de
présentation finie.

Démonstration. La proposition 2.1.8 montre qu’'un objet tf de A est un quotient d’une somme
directe finie de générateurs noethériens de A. La proposition 2.1.4 permet alors de voir qu'un
objet tf de A est noethérien. Pour obtenir le caractere pf d’'un objet tf, il suffit d’appliquer la
proposition 2.2.4 en notant qu’un sous-objet d'un objet tf de A est tf d’apres ce que 'on vient de
démontrer. O

Remarque 2.3.3. Le caractere localement tf est fréquemment satisfait pour des raisons formelles
dans les catégories usuelles, contrairement au caractere localement noethérien. L’exemple suivant,
qui s’appuie sur la proposition précédente, illustre ce phénomene.

Exemple 2.3.4. Soit A un anneau commutatif. La catégorie Mod 4, dont A est un générateur tf,

est localement noethérienne si et seulement si A est un anneau noethérien.

Remarque 2.3.5. — Un produit de catégories localement noethériennes est localement noethérien.
— Si A est localement noethérienne et si C est une sous-catégorie de Serre de A, alors C est
localement noethérienne. En effet, les objets de C qui sont quotients d’une somme directe finie

de générateurs noethériens de A forment un ensemble FE d’objets noethériens de C. Si X est

un objet de C, X est réunion filtrante croissante de sous-objets qui sont quotients de sommes
directes finies de générateurs noethériens de A. Mais ces sous-objets sont dans C, puisque C est

une sous-catégorie de Serre de A, donc ils appartiennent a E, ce qui montre que F engendre C.

La propriété suivante donne une réciproque a la proposition 2.3.2.

Proposition 2.3.6. Si A est localement de type fini, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. la catégorie A est localement noethérienne ;

tout objet tf de A est noethérien;

tout sous-objet d’un objet tf de A est tf;

tout objet tf de A est pf;

tout objet noethérien de A est pf.
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Démonstration. 1 = 2 est inclus dans la proposition 2.3.2.

2 = 3 grace a la proposition 2.1.4.3.

8 = 4 découle de la proposition 2.2.4.

4 = 5 est clair.

5 = 1: comme A est localement de type fini, il suffit de vérifier qu'un objet de tf P de A
est noethérien. Supposons par I’absurde qu’il existe un objet tf X possédant un sous-objet ¥ non
tf. Considérons I'ensemble F des sous-objets A de X tels que X/A n’est pas pf. Cet ensemble est
non vide, car il contient Y grace a la proposition 2.2.3. De plus, il est stable par réunion filtrante
croissante : lorsque cette réunion stationne, c’est évident, dans le cas contraire, on applique la
proposition 2.2.2; en particulier, F est inductif. Le lemme de Zorn assure l’existence d’un élément
maximal A dans F.

L’objet X /A est noethérien, car si Y/A (ou A CY C X) en est un sous-objet non nul, Y/A est tf
puisque X/Y est pf (appliquer la proposition 2.2.3 a la suite exacte 0 — Y/A — X/A — X/Y — 0)
par maximalité de A. L’hypothése montre alors que X /A est pf, i.e. que A n’appartient pas a E.
Cette contradiction acheéve la démonstration. O

Lemme 2.3.7. Soient C une sous-catégorie de Serre de A et F': AP — Ab un foncteur tels que :
— les objets de C engendrent A ;
— la restriction de F a C°P est exacte;
— F commute aux limites (i.e. transforme les colimites dans A en des limites dans Ab).
Alors F' est exact.

Démonstration. Considérons une suite exacte 0 — A — X — B — 0 de A. Comme C est une
sous-catégorie de Serre de A, la premiere condition montre que X est réunion d’une famille filtrante
croissante (X;);e; de sous-objets appartenant & C. Posons A; = AN X, : alors A est la réunion
filtrante croissante de (A;);c; (proposition 1.3.5). Si l'on note B; l'image de A; dans B, B est
également réunion filtrante croissante de (B;)icy-

La deuxieme hypothése et les suites exactes 0 — A; — X; — B; — 0 fournissent des suites
exactes 0 — F'(B;) — F(X;) — F(A;) — 0. Par exactitude a gauche de la limite, on en déduit déja
que F' est exact a gauche.

Pour établir la surjectivité de F(X) — F(A), on commence par traiter le cas ou il existe un
sous-objet C' de X appartenant a C tel que X = A 4 C. Dans ce cas, la derniere hypothese et le
diagramme cocartésien d’inclusions

ANC——=C

|

A——X

fournissent un diagramme cartésien

F(ANC) ~— F(C)

I

F(A) =— F(X)

dans lequel la fleche horizontale supérieure est un épimorphisme par la seconde hypothese, ce qui
montre que la fleche horizontale inférieure est également un épimorphisme, comme souhaité.

Revenons maintenant au cas général. Considérons un élément f de F(A) et Pensemble E formé
des couples (J, g), ou .J est une partie de I et g un élément de F'(A+X ) (otl'onnote X; = 3., X;)
s’envoyant sur f par le morphisme F(A 4+ X ;) — F(A) induit par l'inclusion. On ordonne F en
déclarant (J, g) inférieur a (J',¢') si J C J’ et que le morphisme F(A+ X ;) — F(A+ X ) applique
g’ sur g. La commutation de F' aux limites montre que E est inductif, ce qui, par le lemme de Zorn,
entraine que F posseéde un élément mazximal (J, g), puisque E contient (&, f).
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On constate que pour tout ¢ € I, le morphisme F(A + X; + X;) — F(A + X ;) est surjectif
d’apres le cas particulier traité précédemment. On en déduit, par maximalité, que X ; égale X. On
a ainsi montré que F'(X) — F(A) est surjectif, ce qui établit le lemme. O

La proposition suivante montre l'intérét fondamental des catégories localement noethériennes
en algebre homologique.

Proposition 2.3.8. Si A est localement noethérienne, toute colimite filtrante d’objets injectifs de
A est injective. En particulier, toute somme directe d’injectifs de A est injective.

Démonstration. Le lemme 2.3.7 montre qu'un objet I de A tel que la restriction & (A™¢")°P du
foncteur hom (., I) est exacte est injectif. La proposition est alors une conséquence formelle de la
proposition 2.3.2 (et de 'exactitude des colimites filtrantes dans Ab). O

Nous mentionnons maintenant I'important résultat de structure des objets injectifs dans une
catégorie localement noethérienne. Le lecteur pourra se reporter a [Gab62], ch. IV, §2 (th. 2) ou
[Bou80], §1, n"10, th. 3 (dans le cas des modules) pour une démonstration. Pour une discussion
détaillée de ce genre d’énoncés (décomposition de Krull-Schmidt), voir [Pop73], ch. 5.

Proposition 2.3.9. Supposons que A est localement noethérienne. Alors tout objet injectif de
A est somme directe d’objets injectifs indécomposables. Cette décomposition est de plus unique a
Uordre des facteurs et a isomorphisme prés, ce qui signifie que si deuz familles (I.)ecr et (Jf)fer
d’injectifs indécomposables ont des sommes directes isomorphes, il existe une bijection o : E — F
telle que I, et Jy() sont isomorphes pour tout e € E.

Nous indiquons ensuite une amélioration de la proposition 2.3.2 qui découle facilement de la
proposition 2.3.8.

Proposition 2.3.10. Si la catégorie A est localement noethérienne, tout objet de type fini X de A
est pfo

Démonstration. On établit par récurrence sur 'entier n > 0 que X est pf,,. Pour n = 1, la propo-
sition 2.3.2 donne le résultat. Le pas de la récurrence se prouve ensuite comme dans la premiere
partie de la démonstration de la proposition 2.2.11 : une colimite filtrante d’injectifs étant injective,
la fleche horizontale inférieure droite du diagramme (2.2) (page 55) est surjective, de sorte que le
morphisme ®% (n) est bijectif (par le lemme des cing) si X est pf,, ce qui implique le caractére
pfrt1 de X et termine la démonstration. O

Nous établissons & présent une réciproque a la proposition 2.3.8.

Proposition 2.3.11. Supposons que A est localement tf et telle que toute somme directe dénombrable
d’objets injectifs de A est injective.
Alors A est localement noethérienne.

Démonstration. 11 suffit, compte-tenu de la premiere hypothese, de montrer que tout objet tf de A
est noethérien. Donnons-nous pour cela un objet tf X de A et une suite croissante (A, )nen de sous-
objets de X. La proposition 1.3.14 fournit des enveloppes injectives A,,/A,—1 — I, (n € N*); nous
noterons a,, le morphisme composé A,, - A, /A,—1 — I,. Comme [, est injectif, ce morphisme
admet un prolongement a X, dont nous noterons a,_ ., la restriction & A,,. Celle-ci est nulle si
m < n.

On considere ensuite, pour tout k& € N* le morphisme

Uk : @ A, — @ 1,

1<m<k 1<n<k
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dont la composante A,, — I, est @p, . Les diagrammes

D Anc_ . D An

1<m<k 1<m<k+1

ukl luk+1

D Inc . D L

1<n<k 1<n<k—+1

commutent, de sorte que 1’on obtient, par passage a la colimite, un morphisme

P 4a.- P

meN* neN*

qui fournit, par passage au quotient, un morphisme

B—>@In

neN*

ou B désigne la réunion des A,. L’hypothése d’injectivité des sommes directes dénombrables d’in-
jectifs permet de prolonger ce morphisme en un morphisme

f:Xﬁ@In

neN*

La proposition 2.1.20 et le caractere tf de X entrainent que, pour N assez grand, la composée

xL @11y
neN*

est nulle, ce qui implique la nullité de uy (restreindre & Ay ). On en déduit la nullité de Ay /An_1,
donc la suite (A,,) stationne.
Ainsi X est noethérien, d’ou la conclusion. O

Remarque 2.3.12. Dans [Gab62], chapitre II, §4, Gabriel donne une description des catégories
localement noethériennes en termes de catégories de foncteurs exacts a gauche : il montre que, si
A est localement noethérienne, A est équivalente & la sous-catégorie pleine de Fet((A™')°P, Ab)
des foncteurs exacts a gauche. Cela permet souvent de démontrer simplement certains énoncés non
triviaux sur les catégories localement noethériennes.

2.4 Notions duales

Dans cette section, nous présentons des notions « duales » des précédentes. Nous mettons entre
guillemets cet adjectif car les hypotheses de régularité que nous avons faites ne sont pas auto-
duales, de sorte que si la plupart des phénomenes sont analogues aux précédents (c¢’est pourquoi
nous présentons ces résultats avec beaucoup moins de détails), il faut parfois adapter les hypotheses
sur la catégorie A, ou les démonstrations.

On rappelle également que d’apres la proposition 1.3.16, toutes les limites existent dans .A.

Définition 2.4.1. Un objet X de A est dit :
— de co-type fini (en abrégé co-tf ) si toute suite décroissante de sous-objets de X d’intersection
nulle stationne;
— artinien si toute suite décroissante de sous-objets de X stationne.

Notation 2.4.2. Nous désignerons par A%t et A¥? les sous-catégories pleines de A formées
respectivement des objets de co-type fini et artiniens.
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Remarque 2.4.3. 1. Soit A un anneau commutatif (unitaire). C’est un objet artinien de Mod 4
si et seulement si c’est un anneau artinien au sens usuel du terme. L’objet A de Mod 4 n’est
pas en général un objet co-tf (considérer par exemple 'anneau 7).

2. Dans une catégorie d’espaces vectoriels £, un objet est artinien (resp. co-tf) si et seulement
s’il est de dimension finie.

3. Etant donné X € Ob 4, il y a équivalence entre les énoncés suivants :
(a) l'objet X est artinien;
(b) toute famille filtrante décroissante de sous-objets de X stationne;
(¢) toute famille non vide de sous-objets de X posséde un élément minimal pour I'inclusion.

4. De méme, toute famille filtrante décroissante de sous-objets d'un objet tf X de réunion X
stationne (i.e. contient X).
Ces deux dernieres assertions, immédiates, sont duales de la remarque 2.1.3.

Proposition 2.4.4. 1. La catégorie A% est une sous-catégorie épaisse de A.

2. Soit 0 — A5 X 2 B — 0 une suite ezacte de A.
(a) Si X est co-tf, alors A est co-tf.
(b) Si A et B sont co-tf, il en est de méme pour X. En particulier, une somme directe finie
d’objets co-tf est co-tf.

3. Un objet de A est artinien si et seulement si tous ses quotients sont co-tf. En particulier, un
objet artinien est co-tf.

Démonstration. Cette proposition élémentaire étant analogue a la proposition 2.1.4, nous nous
contenterons d’établir 2 (a). Soit (F},) une suite décroissante de sous-objets d’intersection nulle de
X : (F,NA) est une suite décroissante d’objets de A d’intersection nulle, donc pour n assez grand,
F,, N A est nul, ce qui entraine que le morphisme F;,, — X 2, B, dont nous noterons G, I'image,
est injectif. Les GG,, forment une suite décroissante de sous-objets de B d’intersection nulle, donc
pour n assez grand, G, = 0, d’ou F,, = 0 et la conclusion. O

Proposition 2.4.5. L’enveloppe injective d’un objet co-tf est co-tf.

Démonstration. Soient X — I une enveloppe injective d’un objet X de A/ et (A,) une suite
décroissante de sous-objets de I d’intersection nulle. Comme (A, N X) est une suite décroissante de
sous-objets de X d’intersection nulle, il existe n tel que A, N X = 0. La composée X — I — I/A,
est donc injective, ce qui, par définition de l’enveloppe injective, entraine que A, est nul. Par
conséquent, I est co-tf. O

Corollaire 2.4.6. Un objet de A est co-tf si et seulement s’il se plonge dans un injectif co-tf.
Démonstration. 11 suffit de combiner les propositions 1.3.14 et 2.4.5. O

Proposition 2.4.7. Soient B une catégorie de Grothendieck et F' : A — B un foncteur exact et
fidéle.
1. 8i X est un objet de A tel que F(X) est artinien dans B, X est artinien dans A.

2. Si F commute auz limites filtrantes et si X est un objet de A tel que F(X) est co-tf, alors X
est co-tf.

3. Supposons que F est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre de B. Si X est
un objet artinien (resp. co-tf) de A, alors F(X) est un objet artinien (resp. co-tf) de B.

La démonstration est entierement analogue a celle de la proposition 2.1.5.
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Définition 2.4.8. Nous dirons qu’'un objet X de A est de co-présentation finie — en abrégé co-pf
s’il existe une suite exacte 0 — X — I — J avec I et J injectifs co-tf.
Plus généralement, si n est un entier positif, nous dirons que X est co-pf,, s’il existe une suite
exacte
0O—-X—->I1y—1 —---—1,

ou les Iy, sont des injectifs tf. On dira que X est co-pfs s’il est co-pf,, pour tout n € N.

Remarque 2.4.9. Cette définition est équivalente a la définition inductive suivante : les objets co-pfy
sont les objets co-tf, et un objet X est co-pf,, pour n € N* si et seulement s’il existe un plongement
de X dans un injectif co-tf dont le conoyau est co-pf,,_1.
Remarque 2.4.10. Si X est co-pfy, il possede une résolution injective co-tf, c’est-a-dire qu’il existe
une suite exacte

0O—-X—-Iy—-L—--—1I,— -

ou les I, (n € N) sont des objets injectifs co-tf.

Proposition 2.4.11. Soient 0 = A — B — C — 0 une suite ezacte de A et k € NU {oo}.

1. Si B est co-pf, et A co-pfit1, alors C est co-pf.
En particulier, le quotient d’un objet co-tf par un sous-objet co-pf est co-tf.

2. Si A et C sont co-pfy, alors B est co-pfy.
3. Si C est co-pf, et B co-pfi+1, alors A est co-pfiy1.

Démonstration. Etablissons d’abord la seconde assertion par récurrence sur k : pour k = 0, ¢’est un
cas particulier de la proposition 2.4.4. Pour le cas général, on plonge A (resp. C') dans un injectif co-
tf I (resp. J) de maniere & ce que I/A (resp. J/C') soit co-pfr_; (cf. remarque 2.4.9, que I'on utilise
dans toute cette démonstration). En utilisant l'injectivité de I, on peut prolonger le plongement
de A dans I en un morphisme B — I, ce qui fournit un diagramme commutatif (hormis en ce qui
concerne la fleche en pointillé)

0 0 0
0 A B C 0
0 I// IeJ J 0
0——=I1/A——=(I®J)/B J/C 0
0 0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes (I’exactitude de la derniere ligne résulte du « lemme
3 x 3 » — cf. [ML63], ch. XII, § 3, lemme 3.2). Comme I/A et J/C sont co-pfr_1, on en déduit que
(I ® J)/B est également co-pfy_1, ce qui implique que B est co-pfy.

La troisieme assertion se déduit de la seconde : on plonge B dans un injectif co-tf I de sorte que
1/B soit co-pf;;. On a une suite exacte 0 — C — I[/A — I/B — 0 avec C et I/B co-pfy, donc I/B
est co-pfy, et B est co-pfiy1.

Etablissons maintenant la premiere assertion : on plonge A (resp. B) dans un injectif co-tf I (resp.
J) de sorte que I/A (resp. J/B) soit co-pfy (resp. co-pfi_1). Notons u : B — I un prolongement
du plongement A — I, puis posons K = I & J : c’est un injectif co-tf. Le plongement B — K dont
la composante sur I est u et la composante sur J le plongement initial a un conoyau @) isomorphe



2.4. Notions duales 62

a I @ J/B (on a une suite exacte 0 = I — Q — J/B — 0 et I est injectif), qui est co-pfx_1, et la
composée A — B — K a, de méme, un conoyau isomorphe a I/A @ J, qui est co-pfg. Il suffit pour
conclure d’utiliser la suite exacte 0 — C — K/B — K/A — 0 et la derniére assertion. (|

Il existe des propriétés analogues a celles détaillées dans les paragraphes précédents en termes
d’objets pf,, sur I'utilisation de foncteurs exacts et 'application a des catégories tensorielles.

Proposition 2.4.12. Soit (A;)ier une famille de catégories de Grothendieck. Un objet (A;)icr

de [[A; est artinien (resp. co-tf, co-pf,) si et seulement si les deux conditions suivantes sont
i€l

satisfaites :
— pour tout i € I, A; est un objet artinien (resp. co-tf, co-pf,) de A; ;
— les A; sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Proposition 2.4.13. Soient (A;)icr une famille d’objets de A et X un sous-objet co-tf de [] A;.
iel
Il eziste une partie finie J de I telle que X est isomorphe d un sous-objet de [] A;.
i€J
La démonstration des deux propositions précédentes et des corollaires qui suivent (le premier
s’appuie sur le fait que A4 satisfait, d’apres le corollaire 1.3.15, 'hypothese 1.3.12) est laissée au
lecteur.

Corollaire 2.4.14. La catégorie A est essentiellement petite.

Corollaire 2.4.15. Si la catégorie A est trés bien échelonnée, tout objet de co-type fini de A est
bien échelonné.

Remarque 2.4.16. En revanche, la notion de classe d’objets bien échelonnés n’étant pas auto-duale,
il n’est pas vrai en général qu'un objet co-tf (ni méme artinien) est bien échelonné si A est bien
échelonnée.

Ezemple 2.4.17. La sous-catégorie Ab™*" est une classe d’objets bien échelonnés de Ab : on sait

déja qu’elle est épaisse et essentiellement petite (proposition 2.1.4 et corollaire 2.1.9), et elle engendre
Ab, car Z, qui est un anneau, donc un Z-module, noethérien, engendre déja Ab. Considérons a
présent un nombre premier p et le groupe abélien M = Z[1/p]/Z. Il n’est pas bien échelonné (il n’est
méme pas de type fini), mais est artinien. En effet, tous ses sous-groupes stricts sont des groupes
finis Z/p"7Z.

Remarque 2.4.18. L’exactitude des limites filtrantes bien échelonnées permet de caractériser, dans
une catégorie trés bien échelonnée, le caractere co-tf ou co-pf d'un objet X par l'injectivité ou
la bijectivité de lapplication naturelle colim Hom (F, X) — hom (lim F, X), ot F est un foncteur
d’une petite catégorie filtrante a gauche vers la catégorie C des objets bien échelonnés dont la limite
est un objet de C.

Proposition 2.4.19. Supposons que A et A" sont deux catégories en bonne dualité. Un objet X de
A est co-tf (resp. artinien, tf, noethérien, pf,, co-pf,) si et seulement si DX est un objet tf (resp.
noethérien, co-tf, artinien, co-pf,, pfn) de A’.

Démonstration. Supposons que (G,,) est une suite croissante de sous-objets de DX, ou X est un
objet co-tf de A, de réunion DX dans A’. Comme X est bien échelonné, Papplication du foncteur
de dualité D’ aux inclusions G,, — DX fournit des surjections X — D’G,,, dont nous noterons F,
le noyau. Ainsi DX ~ colim G,,, puis X ~ lim D’'G,,, d’ott 'on déduit la nullité de I'intersection des
F,, (cf. remarque 1.3.6). Par conséquent, il existe n tel que F,, = 0, d’ou D'G,, = X et G,, = DX.
Ainsi DX est tf.

Les autres implications de ’énoncé s’obtiennent de maniére analogue, ou s’en déduisent, a I'ex-
clusion de I'assertion relative au dual d’un objet pf,,, qui découle de la proposition 2.2.9 (combinée
a la remarque 2.2.10.2) et du lemme ci-apres. O
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Lemme 2.4.20. On conserve les hypothéses de la proposition 2.4.19.
1. Le dual d’un objet injectif co-tf I de A’ est un objet projectif tf de A.
2. Tout objet tf de A est quotient d’un objet projectif tf.

Démonstration. Comme on sait que I est bien échelonné, la restriction a la classe C d’objets bien
échelonnés de A du foncteur hom4(D'I,.) est exacte. D’autre part, ce foncteur commute aux
colimites filtrantes parce que D’I est tf (appliquer ensuite la proposition 2.1.20), d’apres ce que
I'on vient de démontrer. Si 0 — A — X — A — 0 est une suite exacte de A, on écrit, comme
dans la démonstration du lemme 2.3.7, X comme colimite filtrante de sous-objets bien échelonnés
X;, et Von pose A; = ANX; et B; = im(X; — X —» B). On en déduit des suites exactes
0 — homy(D'I, A;) — homy(D'I, X;) — homy(D'I, B;) — 0, ce qui, par passage & la colimite
filtrante, implique P'exactitude de 0 — hom4(D'I, A) — homy(D'I, X) — homy(D'I, B) — 0 et
établit la premiere assertion.

La seconde assertion se déduit de la premiere via le corollaire 2.4.6. O

Remarque 2.4.21. Le lemme montre également qu'un objet tf (dans le cas d’une bonne dualité)
possede une couverture projective (considérer le dual d’une enveloppe injective du dual).

Définition 2.4.22. Nous dirons que A est co-localement artinienne si elle posséde un ensemble de
cogénérateurs artiniens.

Ezemple 2.4.23. 1l est classique que Q/Z est cogénérateur de Ab, d’ott 'on déduit par décomposition
primaire que la famille des Z[1/p|/Z, p parcourant ensemble des nombres premiers, est également
cogénératrice. Ces groupes abéliens étant artiniens (exemple 2.4.17), la catégorie des groupes abéliens
est co-localement artinienne.

Nous signalons maintenant quelques critéres simples pour tester le caractere co-localement ar-
tinien de A. Ce sont des conséquences directes des résultats précédents.
Proposition 2.4.24. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. La catégorie A est co-localement artinienne.
1l existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet co-tf de A est artinien.
1l existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet injectif co-tf de A est artinien.

1l existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet co-tf de A est co-pf.

1l existe un ensemble de cogénérateurs co-tf dans A et tout objet co-tf de A est co-pfso.-
La proposition 2.4.19 fournit le résultat suivant.

Proposition 2.4.25. Lorsque deux catégories abéliennes sont en bonne dualité, l'une est localement
noethérienne si et seulement si l'autre est co-localement artinienne.

Notation 2.4.26. Nous désignerons K((A) le groupe de Grothendieck Go(C;.A), ot C désigne la
sous-catégorie pleine des objets injectifs co-tf de A (il est bien défini griace au corollaire 2.4.14).

Proposition 2.4.27. Supposons que A et A" sont des catégories en bonne dualité. Les foncteurs
de dualité induisent un isomorphisme de groupes K{(A) ~ Ky(A’').

Cette propriété découle de la proposition 2.4.19.

2.5 Sous-catégories de Serre stables par colimites

Cette section fournit principalement des préliminaires aux sections 2.6 et 2.7.
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Proposition 2.5.1. Soit C une sous-catégorie de Serre de A. On note Ct la sous-catégorie pleine
de A formée des objets qui sont somme de sous-objets appartenant a C. La catégorie CT est la plus
petite sous-catégorie de Serre de A qui est stable par colimites et contient C.

Si la sous-catégorie C est épaisse dans A et constituée d’objets de présentation finie, alors CT
est épaisse ; c’est la plus petite sous-catégorie épaisse de A stable par colimites et contenant C.

Démonstration. La stabilité de C* par sous-objets résulte de la proposition 1.3.5, puisqu’un objet
de CT est réunion filtrante croissante de sous-objets appartenant & C. La stabilité par quotients est
formelle, de méme que la stabilité par sommes directes quelconques de C*. Comme une colimite est
un quotient d’une somme directe, on en déduit la premiere assertion.

On suppose maintenant C épaisse et constituée d’objets pf. Considérons une suite exacte
0—-Y =X —A—0,o0l AetY sont des objets de C*.

On commence par montrer que X est objet de C* dans le cas ot A appartient & C. Comme A est
pf, Papplication de la proposition 2.2.11 & 1'élément de Ext'y(A4,Y") associé & I'extension précédente
fournit un sous-objet B de Y appartenant & C et une extension 0 — B — X’ — A — 0 (on a donc
X' € ObC par épaisseur de C) telle qu’il existe un diagramme commutatif

0 lf‘ X’ A 0
0 Y X A 0

dans lequel le carré de gauche est cocartésien. Ainsi, X est un quotient de Y & X’. Comme Y et X’
sont des objets de CT, il en est de méme pour X.

Pour en déduire le cas général, il suffit de noter que si, pour tout sous-objet B de A, on note
Xp limage réciproque de B par la projection X — A, alors X est la réunion filtrante croissante
des Xp, ou B parcourt 'ensemble des sous-objets de A appartenant a C, objets dont nous venons
de montrer qu’ils sont dans C*. Cela achéve la démonstration. O

On remarque que, pour la premiere partie de I’énoncé, on peut affaiblir ’hypothése en supposant
que C est seulement stable par sous-quotients (mais pas forcément par sommes directes finies).

En revanche, 'exemple 2.6.22 ci-apreés montre que C* n’est pas toujours épaisse méme si C est
épaisse et constituée d’objets de type fini.

Convention 2.5.2. Dans toute la suite de cette section, C désigne une sous-catégorie de Serre de
A stable par colimites.

Proposition et définition 2.5.3. Etant donné un objet X de A, notons Le¢(X) la somme des
sous-objets de X appartenant a C.

1. L’objet Le(X) est le plus grand sous-objet de X appartenant d C.

2. Sif: X =Y est un morphisme de A, alors f(Lc(X)) C Le(Y). Ainsi, Le définit un foncteur
de A vers C.

3. Ce foncteur commute auzx colimites et est adjoint a droite au foncteur d’oubli. On [’appelle
foncteur de localisation dans A relativement a C. La coinité de 'adjonction est linclusion
Le(X) C X.

4. Si A est un sous-objet de X, on a Le(A) = Le(X) N A.

Démonstration. La stabilité par colimites de C entraine que L¢(X) est un objet de C, c’est donc
forcément le plus grand sous-objet de X appartenant a C. Comme C est stable par quotients, si
f: X — Y est un morphisme de A, alors f(L¢(X)) est un sous-objet de Y appartenant & C, il est
donc inclus dans L¢(Y).

Comme C est une sous-catégorie pleine de A, les considérations précédentes impliquent formel-
lement ’adjonction entre L¢ et le foncteur d’oubli C — A.

Pour la derniere, on note que L¢(A) est un sous-objet de X appartenant & C et contenu dans
A, il est donc inclus dans L¢(X) N A. L’inclusion inverse résulte de ce que Le(X)NA C Le(X) est
un objet de C inclus dans A. O
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Remarque 2.5.4. Par abus, nous noterons souvent aussi L¢ ’endofoncteur de A donné par la com-
- L bli
position A =% ¢ 225 A,

Proposition 2.5.5. La sous-catégorie C est épaisse dans A si et seulement si Le(X/Le(X)) =0
pour tout objet X de A.

Démonstration. Supposons C épaisse. Soient X un objet de A, Y = L¢(X/Le(X)) et Z le produit
fibré de linclusion ¥ — X/L¢(X) et de la projection X — X/L¢(X). On a une suite exacte
0— Le(X) — Z —Y — 0, qui montre que Z est un objet de C, par épaisseur de C. Comme L¢(X)
est le plus grand sous-objet de X appartenant & C, on en déduit Z = Le(X) et Y = 0.
Réciproquement, supposons que C vérifie L¢(X/Le(X)) = 0. Considérons une suite exacte
0—A— X — B —0,avec A et B objets de C. Alors L¢(X) contient A, de sorte que X/L¢(X)
est un quotient de B, donc un objet de C. On en conclut la nullité de X/L¢(X), i.e. X € ObC, d’ont
la proposition. O

Nous poursuivons cette section par quelques considérations sur les sous-catégories épaisses
stables par colimites, dont I'intérét est illustré par la proposition 1.4.12.

Notation 2.5.6. Nous désignerons par C la sous-catégorie pleine de A formée des objets X tels
que, pour tout sous-quotient A de X, la nullité de L¢(A) entraine la nullité de A.

Proposition 2.5.7. La catégorie C est la plus petite sous-catégorie épaisse de A stable par colimites
et contenant C. De plus, C contient tous les objets X de A tels que, pour tout sous-objet strict Y
de X, on a Le(X/Y) #0.

Démonstration. Comme C est stable par sous-quotients et que L¢ coincide avec I'identité sur C, il
est clair que C contient C. Il est également immédiat que C est stable par sous-quotients.

Montrons la stabilité de C par extensions. Soit 0 — A — X — B — 0 une suite exacte, ot A et B
sont objets de C. Si X’ est un sous-quotient de X, il existe une suite exacte 0 — A’ — X’ — B’ — 0
ou A’ et B’ sont des sous-quotients de A et B respectivement. Supposons L¢(X') = 0 : on en déduit
Le(A") =0, done A’ = 0 puisque A € ObC. Par conséquent, L¢(B') = 0, donc B’ = 0. Finalement
X' =0, ce qui montre que X est objet de C.

Etablissons maintenant la stabilité de C par réunions filtrantes croissantes (ce qui implique la
stabilité par toutes les colimites pour une sous-catégorie de Serre). Comme tout sous-quotient d’une
réunion filtrante croissante de sous-quotients d’objets de C est réunion filtrante croissante d’objets
de C (cf. proposition 1.3.5), il suffit de montrer que si X est non nul et réunion filtrante croissante
de sous-objets appartenant & C, alors L¢(X) est non nul. Cela résulte de ce que X contient un
sous-objet non nul Y appartenant & C, lequel vérifie L¢(Y) # 0.

Supposons enfin que D est une sous-catégorie épaisse de A stable par colimites et contenant C.
On montre que si X est un objet de A tel que pour tout sous-objet strict Y de X, ona L¢(X/Y) # 0,
alors X est objet de D. En effet, on a Lp(X/Lp(X)) = 0 d’apres la proposition 2.5.5. Comme D
contient C, on en déduit L¢(X/Lp(X)) =0, donec X/Lp(X) = 0, soit X € ObD. Cela termine la
démonstration. O

Proposition 2.5.8. Soit X un objet de A. Notons ¢(X) la classe des objets A de A tels que
Ext*(A4,X) =0, et e(X) la sous-catégorie pleine de A formée des objets dont tous les sous-objets
sont dans ¢(X).

1. Si dans une suite exacte 0 - A — B — C — 0, deux des trois objets A, B, C sont dans
c(X), il en est de méme pour le troisiéme.

2. La sous-catégorie e(X) est épaisse dans A.
3. La classe ¢(X) est stable par colimites filtrantes.

4. La sous-catégorie e(X) est stable par colimites.
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Démonstration. Le premier point provient de la suite exacte longue de cohomologie, il entraine le
troisieme. Le second se déduit du théoréme 4.2 de [Jen72] (énoncé dans des catégories de modules,
ce résultat n’utilise en fait que I’hypothese 1.3.4 et 'existence d’assez d’injectifs, conditions qui sont
vérifiées dans A) ; il implique le dernier par épaisseur de e(X) (qui permet de ne considérer que des
réunions filtrantes croissantes) et la proposition 1.3.5. O

Les propositions 2.5.7 et 2.5.8 ont 'utile conséquence suivante.

Corollaire 2.5.9. Soit B une sous-catégorie épaisse de A. Tout objet B-parfait de A est B+ -parfait.

Nous terminons cette section en introduisant des généralisations du foncteur Le qui permettent
de retrouver la plus petite sous-catégorie épaisse de A contenant C.

Définition 2.5.10. Etant donné un entier n, on définit C,, comme étant la sous-catégorie pleine
de A formée des objets X possédant une filtration

O=FhCchcCc---CcF,=X

telle que chaque quotient F;/F;_; appartienne a C. Ainsi C,, est réduite & 'objet nul pour n < 0, et
Ci=C.

On constate que la réunion des sous-catégories C,, est la plus petite sous-catégorie épaisse de A
contenant C.

Proposition et définition 2.5.11. Pour tout n € Z, C,, est une sous-catégorie de Serre de A
stable par colimites. De plus, les foncteurs L¢, peuvent se définir inductivement a partir de L¢ via
la relation Le, ., (X)/Le,(X) = Le(X/Le, (X)).

Démonstration. On définit par récurrence une suite d’endofoncteurs (L,,) de A tels que pour tout
X € ObA, (L,(X)) est une suite croissante de sous-objets de X, par L, = 0 sin < 0 et
L 1(X)/Ln(X) = Le(X/ L (X))

On montre que C, est une sous-catégorie de Serre stable par colimites et que L,, = L¢,, par
récurrence sur entier n. Pour n <0, il n’y a rien a faire.

On suppose le résultat établi pour C, et 'on note C’ la sous-catégorie pleine de A formée des
objets X tels que L,1+1(X) = X. 1l est clair que C’ est incluse dans C,,+1. Pour établir I'inclusion
inverse, soit X un objet de Cp4+1 : il existe une suite exacte 0 = A — X — C — 0, ou C est un
objet de C et A un objet de C,,. Par conséquent, L, (X) contient A, et X/L,(X) est un quotient de
C, donc appartient a C, de sorte que Le(X/Ly (X)) = X/Lp(X), ie. Lpt1(X) = X.

Soient X un objet de C’ et A un sous-objet de X. Comme L, (A) = L, (X)NA grace & ’hypotheése
de récurrence et & la proposition 2.5.3, A/L,(A) est un sous-objet de X/L,(X) qui appartient &
C puisque X appartient & C’. Donc L¢(A/Ly,(A)) = A/L,(A), ce qui implique L,41(A) = A,
ie. A € Ob(C'. Comme L, (X)/L,(A) est un sous-objet de L,(X/A) (L, est exact & gauche),
(X/A)/(Ln(X/A)) est un quotient de X/L,(X), donc par le méme argument, X/A € Ob(’. Enfin,
L,, commutant aux sommes directes quelconques (car il en est ainsi pour L¢), C’ est stable par
sommes directes quelconques. C’est donc une sous-catégorie de Serre de A stable par colimites.

Il reste & établir ’égalité L, 1 = L¢:. Pour tout objet X de A, Ly+1(X) est un sous-objet de X
appartenant & C’, il est donc inclus dans L¢/ (X). Pour 'autre inclusion, noter que Ly y1(Le/ (X)) =
Le/(X) (par définition de C') est inclus dans L,41(X). En effet, L,41 préserve les injections :
Phypothese de récurrence montre que Ly, +1/L,, les préserve (une chasse au diagramme montre que
le conoyau d’un monomorphisme entre foncteurs exacts & gauche préserve les injections), d’ou 'on
déduit le résultat par une autre chasse au diagramme (une extension de deux foncteurs préservant
les injections préserve les injections). O

Remarque 2.5.12. Notons D = ( |J C,)™". Alors Lp(X) = | Le, (X) pour tout objet X.
neN neN
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2.6 Objets finis

Définition 2.6.1. Un objet X de A est dit :
— simple s’il est non nul et ne possede aucun sous-objet strict non nul;
— de longueur finie, ou fini s’il existe n € N et une filtration finie

O=kCFkHC---CF,=X

telle que les quotients F;/F;_1 sont simples pour tout 1 < ¢ < n (une telle filtration s’appelle
une suite de composition de X). Le plus petit entier n qui convient s’appelle alors la longueur
de X, elle sera notée lg(X).

Notation 2.6.2. Nous noterons S(.A) un systéme fondamental de représentants des objets simples
de A (modulo Iisomorphie) et Af la sous-catégorie pleine des objets finis de A.

Remarque 2.6.3. 1. La catégorie A' est la plus petite sous-catégorie épaisse de A contenant tous
les objets simples (cf. remarque 1.4.3.6).

2. La catégorie & des k-espaces vectoriels posseéde un unique objet simple (& isomorphisme pres),
a savoir k. Ainsi les espaces vectoriels de longueur finie sont les espaces vectoriels de dimension
finie, de sorte que la notation 5,{ introduite au chapitre 1, section 1.1 est compatible avec la
convention générale ici adoptée pour les objets finis.

3. Plus généralement, si A est un anneau commutatif, les A-modules simples sont les modules
isomorphes & A/m, ot m est un idéal maximal de A.

4. En particulier, les groupes abéliens de longueur finie sont exactement les groupes abéliens finis
au sens ensembliste.

5. Tout morphisme non nul dont la source est simple est un monomorphisme ; tout morphisme
non nul dont le but est simple est un épimorphisme. En particulier, si S et S’ sont deux
éléments distincts de S(A), on a hom (S,5") = 0, et 'anneau End S est un corps (non com-
mutatif en général).

Lemme 2.6.4. Soit X un objet non nul de type fini de A. Il existe un épimorphisme de X sur un
objet simple.

Démonstration. Soit E I'ensemble des sous-objets stricts de X, ordonné par 'inclusion. Il est non
vide car X est non nul. Il est inductif car la réunion filtrante croissante d’une famille de sous-objets
stricts de X est distincte de X puisque cet objet est tf. Le lemme de Zorn fournit donc un élément
maximal A de E, et X/A est un quotient simple de X. O

On établit de la méme fagon le résultat suivant.
Proposition 2.6.5. Tout objet co-tf non nul de A posséde un sous-objet simple.
Proposition 2.6.6. Un objet de A est fini si et seulement s’il est artinien et noethérien.

Démonstration. Il est clair qu'un objet simple est artinien et noethérien. Comme A%t et A™°¢ sont
des sous-catégories épaisses de A, on en déduit que tout objet fini est artinien et noethérien.
Réciproquement, soit X un objet artinien et noethérien. Supposons X infini : il existe alors
un sous-objet infini minimal ¥ dans X (puisque X est artinien). Comme Y est tf (car X est
noethérien) et non nul, il existe un épimorphisme de X sur un objet simple (lemme 2.6.4), dont
nous noterons N le noyau : N est un sous-objet strict de Y, et il est infini, car sinon la suite exacte
0 —- N —Y — S — 0 entralnerait la finitude de Y. Cette contradiction avec la minimalité de Y
acheve la démonstration. O

Remarque 2.6.7. Un objet dont ’ensemble des sous-objets est fini est forcément fini. La réciproque
est erronée — considérer un espace vectoriel de dimension finie strictement supérieure a 1 sur un
corps infini, par exemple.
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En revanche, si les corps d’endomorphismes des objets simples de A sont finis, 'ensemble des

sous-objets d'un objet fini est fini. Dans le cas ou les simples n’ont pas d’endomorphismes non
triviaux, le nombre de sous-objets d’'un objet fini de longueur n est compris entre n + 1 (atteint
pour un objet fini unisériel — i.e. dont la suite de composition est unique) et le cardinal de I’ensemble
des sous-espaces vectoriels du Fa-espace vectoriel Fo®" (atteint pour la somme directe de n copies
d’un objet simple).
Remarque 2.6.8. Un objet fini n’est pas forcément de présentation finie (c’est cependant le cas
dans une catégorie localement noethérienne d’apres la proposition 2.3.2). Considérons par exemple
un corps commutatif & et la k-algebre A = k[X1, Xo,...,Xp,...] des polyndmes en une infinité
dénombrable de variables sur k. Le A-module k (Paction d’un polynéme P étant donnée par la
multiplication par P(0)) est simple, mais il n’est pas pf. En effet, le noyau de I’épimorphisme
d’augmentation A — k (donné par P — P(0)) est I'idéal I engendré par les X;, qui n’est pas de
type fini; il suffit ensuite d’appliquer la proposition 2.2.3.

La remarque précédente ameéne a introduire deux hypotheses (duales) évitant certaines patho-
logies.

Hypothése 2.6.9. Tout objet simple de A est pf (tous les objets finis sont alors pf).
Hypothése 2.6.10. Tout objet simple de A est co-pf (tous les objets finis sont alors co-pf).

La proposition 2.6.6 implique en particulier que A7 est essentiellement petite (par le corol-
laire 2.1.9), donc que S(A) est un ensemble. Cela permet d’introduire la notation suivante.

Notation 2.6.11. Le groupe de Grothendieck Go(A’; A) sera noté Gg(.A).

Proposition 2.6.12. Le morphisme de groupes abéliens Z[S(A)] — Gg(A) envoyant le générateur
[S] de Z[S(A)] sur le générateur [S] de GL(A) est un isomorphisme de groupes abéliens. De plus,
limage réciproque d’un générateur canonique [X| de G(J;(A) par cet isomorphisme est un élément
positif de Z[S(A)] (muni de l’ordre compatible avec sa structure de groupe pour lequel les générateurs
canoniques sont positifs), et elle s’envoie sur 1g(X) par le morphisme de groupes Z[S(A)] — Z
associant 1 aux générateurs canoniques.

Cette propriété classique, que nous admettrons (cf. [Ben91], ch. I, §1 par exemple pour une
démonstration dans le cas des modules; le cas général n’est pas différent), est équivalente au fait
que deux suites de composition d’'un objet fini font apparaitre, & isomorphisme et a l'ordre des
facteurs pres, les mémes sous-quotients simples (comptés avec multiplicité).

Notation 2.6.13. Soit X un objet fini de A; nous écrirons la décomposition de [X] dans Gg (A)

sous la forme
(X]= > ms(X)[S].
SeS(A)

L’entier (positif) mg(X) est appelé multiplicité de S dans X. On dit que S € S(A) est facteur de
composition de X si mg(X) > 0; on dit que c’est un facteur de composition simple si mg(X) = 1,
multiple si mg(X) > 1.

Remarque 2.6.14. Dans nombre de cas usuels ou 4 est munie d’une structure tensorielle exacte, le
produit tensoriel de deux objets finis est fini, ce qui permet de munir Gg (A) d’une structure d’anneau
commutatif (si 'unité n’est pas un objet fini, on peut ajouter formellement une unité). En revanche,
il est exceptionnel que le produit tensoriel de deux objets simples reste simple, et la détermination
de la loi multiplicative sur Gg (A) peut s’avérer tres difficile méme lorsque la structure de groupe
abélien est bien connue. Cette situation se rencontre dans la catégorie tensorielle (Mod 4, %), ou A

est une algébre sur un corps commutatif £ qui est de dimension finie comme k-espace vectoriel ; le
cas particulier le plus important est fourni par la théorie des représentations des groupes finis.
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Proposition 2.6.15. Soient B une catégorie de Grothendieck et F' : A — B un foncteur ezact.

1. Supposons F fidéle. Si X est un objet de A tel que F(X) est fini dans B, alors X est fini
dans A. De plus, 1g(X) < 1g(F(X)).

2. Supposons que F' est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre de B. Si X est un
objet fini de A, alors F(X) est un objet fini de B, et lg(F(X)) <lg(X) (il y a donc égalité si
F est de plus fidéle).

Démonstration. Dans le premier cas, on sait que X est noethérien et artinien par les proposi-
tions 2.1.5 et 2.4.7, donc fini (proposition 2.6.6). Si l'on applique le foncteur F' & une suite de
composition de X, on obtient une filtration de F/(X) de longueur lg(X) dont les quotients sont non
nuls (par exacte fidélité de F'), ce qui prouve que la longueur de F(X) est au moins égale & celle
de X.

Pour la seconde assertion, on commence par remarquer que si S est un objet simple de A tel que
F(S) est non nul, alors F(S) est simple. En effet, considérons un monomorphisme j : B — F(S5)
dans B avec A non nul : comme I'image de F' est une sous-catégorie de Serre, il existe un objet A de
A tel que FI(A) ~ B. Vu que F est plein, il existe un morphisme i : A — S tel que F(i) ~ j. Puisque
i est, comme j, non nul, ce morphisme est surjectif (S est simple), donc F (i) = j est surjectif par
exactitude de F', ce qui entraine que j est un isomorphisme. Ainsi F'(S) est simple, ce qui prouve
la seconde assertion pour un objet X de longueur 1; le cas général s’en déduit par récurrence sur
la longueur. O

Définition 2.6.16. Un objet X de A est dit :
— localement fini — en abrégé [f — s’il est réunion d’un ensemble filtrant croissant de sous-objets
finis.
— co-localement fini — en abrégé co-lf — s’il existe un ensemble filtrant décroissant de sous-
objets co-finis de X (i.e. tels que le quotient de l'inclusion canonique est fini) d’intersection
nulle.

Notation 2.6.17. Nous désignerons par A" (resp. A°!f) la sous-catégorie pleine de A formée des
objets 1f (resp. co-lf).

Ainsi A égale (Af)T, avec les notations de la proposition 2.5.1, qui fournit le résultat suivant.

Proposition 2.6.18. A est une sous-catégorie de Serre de A stable par colimites. Elle est épaisse
lorsque Uhypothése 2.6.9 est satisfaite.

Remarque 2.6.19. AY est donc une catégorie abélienne possédant des colimites et vérifiant 1.3.4;
elle a de plus, par définition, un ensemble de générateurs noethériens, & savoir S(A). C'est donc
une catégorie localement noethérienne.

Remarque 2.6.20. L’exemple 2.6.22 montrera que sans hypothese, A n’est pas toujours épaisse
dans A.

Proposition 2.6.21. Un objet tf et If est fini.

Démonstration. Un objet If est réunion filtrante croissante de ses sous-objets finis, s’il est tf, il est
égal a 'un d’entre eux. O

Ezemple 2.6.22. Conservons les notations de la remarque 2.6.8. Tout A-module sur lequel I'idéal
d’augmentation I agit trivialement est 1f. En effet, un tel module est un k-espace vectoriel, c’est
donc une somme de copies du A-module simple k. Par exemple, le A-module I/I? est If; il n’est en
revanche pas fini (sinon ce serait un k-espace vectoriel de dimension finie, or la famille des images
des indéterminées X; dans I/I? est k-libre).

Le A-module A/I% n’est pas If, car sinon il serait fini d’aprés la proposition 2.6.21, ce qui
impliquerait que le sous-module I/I% de A/I? est fini.
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On constate maintenant que 'on a une suite exacte
0—I/I*>—=A/I* - k—0

dans laquelle 1/I? est If, k est fini, donc a fortiori If, et A/I? n’est pas If. Ainsi (Mod )" n’est pas
une sous-catégorie épaisse de Mod 4.

Nous énoncons, pour finir cette section, les résultats « duaux » des propositions 2.6.18 et 2.6.21,
ainsi que le comportement des notions introduites sous I’effet d’une bonne dualité, dont nous laissons
la démonstration au lecteur.

Proposition 2.6.23. A% est une sous-catégorie de Serre de A stable par limites.
Proposition 2.6.24. Un objet co-tf et co-lf est fini.

Proposition 2.6.25. Supposons que A et A’ sont deuz catégories abéliennes en bonne dualité.
1. Le dual d’un objet simple (resp. fini) de A est un objet simple (resp. fini) de A’.
2. Les foncteurs de dualité induisent des isomorphismes réciproques l'un de l'autre entre Gg (A)
et GI(A).
3. Le dual d’un objet localement fini de A est un objet co-localement fini de A’.

4. Le dual d’un objet bien échelonné co-localement fini de A est un objet localement fini de A’.

2.7 Objets semi-simples

Proposition et définition 2.7.1. Etant donné un objet X de A, les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. L’objet X est isomorphe a la somme directe d’une famille d’objets simples de A.
2. L’objet X est somme d’une famille de sous-objets simples.
3. Tout sous-objet de X est facteur direct et X est localement fini.

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que X est un objet semi-simple de A.
Si de plus tous les sous-objets simples de X sont isomorphes a4 un méme objet S, nous dirons
que X est semi-simple isotypique de type S.

Démonstration. Supposons la deuxieme hypothese satisfaite et notons (S;);c; une famillle de sous-
objets simples de X de somme X. Nous allons montrer que, pour tout sous-objet A de X, il existe
une partie J de I telle que X soit la somme directe de A et des S; pour i € J. Pour cela, on
considere I'ensemble E, ordonné par inclusion, des parties J de I telles que les sous-objets A et
Si (i € J) soient en somme directe. Il est non vide (il contient @) et inductif. En effet, grace & la
proposition 1.3.5 et & la proposition 8.12 de [Pop73] (§2.8), qui montrent qu'une famille de sous-
objets de X est en somme directe si et seulement s’il en est de méme pour toutes ses sous-familles
finies, I’hypothese 1.3.4 assure que E est stable par réunion filtrante croissante. Le lemme de Zorn
fournit alors un élément maximal J dans F. Notons Y la somme de A et des S; (i € J) : pour tout
j € I, Vintersection de S; et de Y est non nulle, car sinon A et les S; (i € J U {j}) seraient en
somme directe, contredisant la maximalité de J. Comme S; est simple, cela entraine Y O S; pour
tout j € I, donc ¥ = X.

Cela implique que si la deuxieme hypothése est satisfaite, il en est de méme pour la premiere
(prendre A = 0) et la derniere. Comme la premiere implique la seconde, il suffit de montrer que la
derniere implique la seconde.

Supposons que X vérifie 3. Notons Y la somme des sous-objets simples de X . Par hypothese, il
existe un sous-objet Z de X tel que X =Y @ Z. Si Z était non nul, il contiendrait un sous-objet
simple S, puisque Z est, comme X, localement fini. Cela entrainerait S C Y N Z = 0, contradiction
qui montre que Y égale X et acheve la démonstration. O
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Remarque 2.7.2. On peut affaiblir, dans la troisieme assertion, I’hypothese de finitude locale de X.
Nous n’aurons pas usage de ces raffinements.

Notation 2.7.3. Nous noterons .4°° la sous-catégorie pleine des objets semi-simples de A ; si S est
un élément de S(A), nous noterons A% la sous-catégorie pleine des objets semi-simples isotypiques
de type S.

Proposition 2.7.4. La catégorie A®® est une sous-catégorie de Serre de A stable par colimites ; il
en est de méme pour AY, ou S € S(A).

Démonstration. La premiere caractérisation des objets semi-simples montre qu’'une somme directe
quelconque de tels objets est encore semi-simple. La derniere montre que si X est semi-simple et
Y est un sous-objet de X, Y est semi-simple (Y est comme X localement fini, et si A’ est un
supplémentaire dans X d’un sous-objet A de Y, A’ NY est un supplémentaire de A dans Y), de
méme que X/Y (qui est isomorphe & un sous-objet de X). Cela montre la proposition pour ce qui
concerne A ; le cas isotypique s’en déduit aussitot. O

Proposition 2.7.5. Les catégories A% et || Emnas sont équivalentes. Plus précisément, les
SeS(A)
foncteurs suivants sont des équivalences réciproques l'une de l'autre :

A% — H gEndS
SeS(A)

de composantes données par hom4(S,.) (on note que hom4(S, X) est un End S-espace vectoriel a
droite naturellement en l’objet X de A), et

H Eenas — A**
SeS(A)

donné sur les objets par

(Vs)sesy — P Vs ey S
SeS(A) "

et défini de facon analogue sur les morphismes.
Dans ces équivalences, AE ~ Expnd s.

Cette propriété (qui se déduit aisément de la propostion 2.7.1) est établie dans [Pop73], §5.2.

Remarque 2.7.6. Le produit tensoriel qui apparait dans le second foncteur est défini de facon ana-

logue & la définition 1.6.14; Egpas A E+— E ® S est un foncteur qui & un espace vectoriel
End S

de dimension n associe la somme directe de n copies de S. Nous renvoyons a [Pop73], §3.7 pour
plus de détails a ce sujet.

Proposition 2.7.7. Un objet tf (resp. co-tf) et semi-simple de A est fini.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 2.7.5, et des propositions 2.1.6
et 2.4.12 combinées respectivement aux remarques 2.1.3 et 2.4.3 sur la (co)-type finitude dans une
catégorie d’espaces vectoriels. O

Remarque 2.7.8. Le cas « tf » de la proposition résulte aussi directement de la proposition 2.6.21;
en revanche, le cas « co-tf » est moins formel (et nécessite 'emploi des hypotheses de régularité

sur A).

Nous appliquons maintenant les constructions de la section 2.5 a la sous-catégorie de Serre stable
par colimites A%,

Définition 2.7.9 (Socle). Le socle est le foncteur L 455 : A — A%%. Tl est noté soc. Plus généralement,
étant donné n € N, le n-iéme socle itéré est le foncteur soc, = Lgss 1 A — A}°.



2.7. Objets semi-simples 72

La proposition suivante est une conséquence directe des considérations précédentes.

Proposition 2.7.10. Le foncteur soc s’identifie a

@ hom(s,) @ s.

End S
SeS(A) "

On s’intéresse maintenant a la catégorie A% en relation avec les notions de finitude que nous
avons introduites précédemment. On note que 455 est aussi la plus petite sous-catégorie épaisse de
A stable par colimites et contenant A7 ; en particulier, AY est incluse dans As%, et lui est égale
lorsque I'hypothese 2.6.9 est satisfaite (par la proposition 2.5.1) — donc en particulier lorsque A
est localement noethérienne.

Proposition 2.7.11. Un objet noethérien X de A qui appartient a AS est fini.

Démonstration. En effet, étant noethérien, X posseéde un sous-objet fini maximal F'. Alors X/F ne
contient aucun objet fini non nul (car A7 est épaisse dans .A), donc aussi aucun objet semi-simple
non nul, ce qui entraine, par définition de A%¢, que X/F est nul. Ainsi X est fini. O

Proposition 2.7.12. Tout objet artinien de A appartient a AS.

Démonstration. Comme tout sous-quotient d’un objet artinien est artinien, il suffit de montrer
qu’un objet artinien non nul contient un objet fini non nul. Cela résulte de la proposition 2.6.5. [

Proposition 2.7.13. Soit X un objet de A.
1. Si X est co-tf, tout sous-objet A de X tel que ANsocX =0 est nul. De plus, soc X est fini.

2. Si X est un objet de A (en particulier, si X est localement fini) et que soc X est fini, alors
X est co-tf.

3. Supposons que l'une des conditions suivantes est vérifice.
(a) L’objet X est artinien.
(b) L’objet X est co-tf et A satisfait ’hypothése 2.6.10.

Alors soc, (X)) est fini pour tout entier n.

Démonstration. Le début de la premiere assertion résulte de la proposition 2.6.5, puisque si A est
un sous-objet de l'objet co-tf X, alors A est co-tf, et A NsocX = soc A. La fin découle de la
proposition 2.7.7 et de ce qu'un sous-objet d’un objet co-tf est co-tf.

Supposons & présent que X est un objet de A5 de socle fini. Si (A,,) est une suite décroissante
d’intersection nulle de sous-objets de X, alors (A4, Nsoc X) est une suite décroissante d’intersection
nulle de 'objet fini soc X, donc il existe un entier n tel que A,,Nsoc X = 0, donc A,, = 0 par définition
de A%s. Cela montre que X est co-tf, d’ou le troisieme point (on notera que cette démonstration
est identique & celle de la proposition 2.4.5).

La derniére assertion s’établit par récurrence sur n : supposons que soc,(X) est fini. Alors
X/soc,(X) est artinien si X Dest, et est co-tf si X est co-tf et que A satisfait ’hypotheése 2.6.10
(utiliser la proposition 2.4.11). Donc soc (X/soc, (X)) = socp41(X)/soc,(X) est fini (utiliser la
deuxiéme assertion), ce qui prouve que soc,+1(X) est fini et acheve la démonstration. O

Remarque 2.7.14. Un objet noethérien a toujours un socle fini. Il n’en est pas forcément de méme
pour un objet tf.

Ezemple 2.7.15. Reprenons les notations de I'exemple 2.6.22. Le A-module tf M = A/I? a pour
socle I/I?, qui est infini. On notera également que I'on a M = SOﬁ(M), ce qui montre que la
proposition 2.7.11 ne se généralise pas aux objets tf appartenant & Ass.

La proposition précédente rend naturelle la considération de ’hypothese suivante.

Hypothése 2.7.16. Les objets co-tf de A appartiennent a 455
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On constate que cette hypothese est toujours vérifiée lorsque A est localement noethérienne en
vertu de la proposition 2.7.12.

Corollaire 2.7.17. Soient X un objet de A et n € NU {cc}.
- Si X est co-pfy,, alors
> dimpgnas Ext*(S, X) < oo
SeS(A)
pour tout entier k < n.
— La réciproque est vraie si X appartient a A% et que hypothése 2.7.16 est satisfaite.

Démonstration. Le cas n = 0 découle de la description du foncteur soc donnée dans la propo-
sition 2.7.10 (qui montre que la condition de 1’énoncé équivaut & la finitude de soc X) et de la
proposition 2.7.13. Le cas général s’en déduit par récurrence en appliquant la proposition 2.4.9. O

Corollaire 2.7.18. Soient I un objet injectif et S un objet simple de A. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. L’enveloppe injective de S est (isomorphe a) I.
2. L’objet I est co-tf et socl ~ S.
3. L’objet I est indécomposable et S se plonge dans I.

Démonstration. La premiere assertion entraine que I est co-tf en vertu de la proposition 2.4.5;
la définition de ’enveloppe injective montre d’autre part qu'un sous-objet non nul de I rencontre
toujours S, ce qui montre que le socle de I est réduit a S.

La seconde assertion entraine que I est indécomposable grace & la proposition 2.7.13 (si
I =J® K, l'un des deux objets J et K ne rencontre pas S, donc il est nul).

Enfin, la troisieme assertion entraine la premiere, car si J est une enveloppe injective de S, le
plongement S < I se prolonge (par injectivité de I) en un plongement (par définition de I'enveloppe
injective) J < I, qui fait de J un facteur direct de I (par injectivité de J), indécomposable, d’ou
J =~ I. Cela acheve la démonstration. O

Corollaire 2.7.19. Les groupes abéliens K)(A) et GL(A) sont canoniquement isomorphes. Plus
précisément, les morphismes donnés par

K)(A) = G{(A) [I] — [soc]]

et
G(A) — K{(A)  [F]— [Ir]

ou I'r désigne une enveloppe injective de F' sont des isomorphismes réciproques 'un de l’autre.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 2.6.12, du corollaire 2.7.18 et du
fait que si I et I’ sont des enveloppes injectives de A et A’ respectivement, alors I & I’ est une
enveloppe injective de A @ A'. O

Remarque 2.7.20. Dans le cas ou A est munie d’une structure tensorielle qui induit une structure
d’anneau sur les groupes de Grothendieck considérés, I’isomorphisme du corollaire n’est pas en
général un isomorphisme d’anneaux.

Définition 2.7.21 (Radical, cosocle). Le radical d'un objet X de A est 'intersection des sous-
objets stricts maximaux M de X (i.e. des sous-objets M de X tels que X/M est simple); on la
note rad X. Plus généralement, si n est un entier, le n-iéme radical itéré de X, noté rad, (X) est
défini par récurrence par rad, (X) = X sin <0 et rad,(X) = rad (rad,,—1 (X)) sinon.

Le cosocle de X est le quotient cosoc X = X/rad X ; plus généralement, son n-iéme cosocle itéré
est cosoc, (X) = X/rad,(X).

On dit que X est sans radical si rad X = 0.
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Proposition 2.7.22. 1. Un objet de A est sans radical si et seulement s’il se plonge dans un
produit d’objets simples.

2. Un objet semi-simple est sans radical.

3. Un objet co-tf et sans radical est semi-simple fini.

4. Si A est trés bien échelonnée, alors tout objet bien échelonné sans radical de A est semi-
simple.

5. Pour tout objet X de A, cosoc X est le plus grand quotient sans radical de X. Cela permet
de voir cosoc comme un foncteur de A vers la sous-catégorie des objets sans radical, qui est
une sous-catégorie de Serre stable par limites. Ce foncteur est adjoint a gauche au foncteur
d’oubli.

6. Si X est un objet de type fini de A, alors cosoc X est fini, et est nul seulement si X est nul.

Démonstration. Soit X un objet de A; notons 9 (resp. €) 'ensemble des sous-objets maximaux
(resp. cofinis) de X. Si X est sans radical, le morphisme évident

X — ] x/Mm (2.3)
Mem

est injectif, de sorte que X se plonge dans un produit d’objets simples.
Réciproquement, si X est un sous-objet du produit d’une famille (S;);c; d’objets simples, notons

M;=AnN H SJ‘.
jei\{i}
Alors soit M; = A, soit M; € 9, de sorte que

rdX c (e (I 8)=0

i€l i€l jel\{i}

La proposition 2.4.13 montre qu’un objet sans radical et co-tf se plonge dans un produit fini
d’objets simples, c’est-a-dire un objet semi-simple fini.

Supposons maintenant que A est tres bien échelonnée et que X est sans radical. Comme le
produit apparaissant dans (2.3) est naturellement isomorphe & la limite filtrante des quotients X/C,
C décrivant I’ensemble ordonné (par inclusion) € (observer que si M et M’ sont deux éléments
distincs de 9, alors le morphisme évident X/(M N M') — X/M x X /M’ est un isomorphisme, et
que € est 'ensemble des intersections finies d’éléments de 9t), ’hypothese d’exactitude des limites
filtrantes bien échelonnées montre que le monomorphisme (2.3) est un isomorphisme. II suffit alors
d’appliquer la proposition 1.5.3 pour voir que X est semi-simple.

La fin de la proposition s’obtient par des arguments formels duaux de ceux de la section 2.5. O

Remarque 2.7.23. L’exemple du groupe abélien Z illustre qu’un objet noethérien sans radical n’est
pas nécessairement semi-simple. Cela montre qu’il n’existe aucune classe d’objets bien échelonnés
dans Ab qui en fasse une catégorie tres bien échelonnée.

On peut naturellement tirer de la proposition 2.7.22 des conséquences analogues a celles de la
proposition 2.7.13; nous nous bornerons a indiquer les liens entre socle et cosocle en situation de
bonne dualité.

Corollaire 2.7.24. Supposons que A et A’ sont deuz catégories abéliennes en bonne dualité.

1. Il existe des isomorphismes soc,(DX) ~ D(cosoc, X) et cosoc,(DX) ~ D(soc,X) naturels
en l’objet bien échelonné X de A.

2. Un objet projectif de A est de type fini si et seulement si son cosocle est fini.

3. Les groupes abéliens Ko(A) et G({(A) sont canoniquement isomorphes, les isomorphismes
étant induits par le cosocle et la couverture projective.

Ce résultat se déduit des propositions précédentes et des résultats de la section 2.4 concernant
les catégories en bonne dualité.
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2.8 Notions de finitude et catégories quotients

2.8.1 Généralités

Proposition 2.8.1. Soit C une sous-catégorie épaisse de A. L’image d’un objet noethérien (resp.
artinien) de A par le foncteur canonique A = A/C est noethérienne (resp. artinienne).

Démonstration. Soient X un objet noethérien de A et (A, )nen une suite de sous-objets de X telle
que la suite (7(Ay,)) de sous-objets de w(X) est croissante. La famille des sommes des sous-familles
finies non vides de (A,) étant filtrante croissante dans X, elle stationne : il existe une partie finie

non vide P de N telle que A,, C Y Ay pour tout n € N. On en déduit par application du foncteur
keP
exact 7 linclusion 7(4,) C > 7(Ax) = 7(4,,) dans A/C pour tout n € N, ot m désigne le
keP
plus grand élément de P. Cela montre que la suite (w(A,)) stationne. On en conclut que 7(X) est

noethérien par application de la remarque 1.4.8.
Le cas artinien se traite de fagon similaire. O

Corollaire 2.8.2. Supposons que A est localement noethérienne et que C est une sous-catégorie
épaisse de A stable par colimites filtrantes. Alors A/C est localement noethérienne.

Ce résultat découle de la proposition précédente et de la commutation du foncteur canonique
aux colimites dans le cas considéré. Dans [Gab62], ch. III, §4 (cor. 1), est également établi que,
sous les hypotheses du corollaire, le foncteur section commute aux colimites filtrantes.

En revanche, I'image par le foncteur canonique d’un objet tf n’est pas en général tf, méme lorsque
la sous-catégorie épaisse considérée est stable par colimites.

Ezemple 2.8.3. Reprenons l'exemple de la remarque 2.6.8; notons A la sous-catégorie pleine de
Mod 4 formée des modules M tels que pour

Vee M VieN IneN (X;)".x=0.

On vérifie aussitot que N est épaisse et stable par colimites. Cependant, le foncteur canonique
Mods — Moda/N ne conserve pas les objets tf. En effet, 'image A du A-module A n’est pas
tf. Pour le voir, on considere la suite croissante d’idéaux (J)ren+ donnée par J; = (X1,...,X;).
D’une part, la réunion des images J; des Jj, dans Mod 4 /N est égale & A, car la réunion des J; est
l'idéal I, et A/I ~ k est un objet de N. D’autre part, la suite (Jj) ne stationne pas, car le quotient
Ji/Ji—1 est isomorphe au A-module X;.k[X;] (ot 'action de X, est triviale pour n # i), qui n’est
jamais un objet de N, I'action de (X;)™ sur I’élément X; de ce module n’étant nulle pour aucune
valeur de n.

Proposition 2.8.4. Supposons que A est localement de type fini, que C est une sous-catégorie

épaisse de A stable par colimites, et que A est un objet de type fini de A/C. Il existe un objet tf X

de A dont l’image par le foncteur canonique A — A/C est isomorphe a A.

Démonstration. Soient Y l'objet de A sous-jacent & A et 7 : @G; — Y un épimorphisme, ou
icl

(Gi)ier est une famille d’objets tf de A. La commutation du foncteur canonique aux colimites et la

proposition 2.1.8 montrent qu’il existe une partie finie J de I telle que la composée

i€ i€l

induise un épimorphisme dans A/C : son image X est un objet tf de A et I'inclusion X — Y induit
un isomorphisme dans la catégorie quotient, d’ou la proposition. O
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2.8.2 Filtration de Krull

Définition 2.8.5 (Filtration de Krull). La filtration de Krull de la catégorie A est la suite croissante
de sous-catégories épaisses stables par colimites IC,,(A) de A définie inductivement comme suit.
— La catégorie K, (A) est réduite & I'objet nul pour n < 0.
— Pour n > 0, K,,(A) est 'image réciproque de la sous-catégorie (épaisse et stable par coli-
mites) (A/K,—1(A))* de A/K,_1(A) par le foncteur canonique A — A/K,—1(A) (cf. re-
marques 1.4.10 et 1.4.13).

Remarque 2.8.6. On peut étendre de maniere claire la définition de la filtration de Krull a tout
ordinal (cf. [Gab62]) ; nous n’avons introduit que les termes indicés par N car eux seuls interviendront
dans nos investigations ultérieures.

Définition 2.8.7 (Objets (simples) noethériens de type n). On définit par récurrence sur
n € NU {-1} la notion d’objet simple noethérien de type n — en abrégé SNT n, ou SNT(n)
— et d’objet noethérien de type n — en abrégé NT n, ou NT(n) — de A de la fagon suivante.
— Un objet est simple noethérien de type —1 s’il est nul.
— Un objet X est noethérien de type n s’il possede une filtration finie 0 = Fy C F; C --- C
Fi. = X telle que, pour tout 7 € {1,...,k}, le quotient F;/F;_1 est simple noethérien de type
a(i), pour un certain entier a(i) < n.
— Un objet est simple noethérien de type n pour n € N si et seulement s’il n’est pas noethérien
de type n — 1 et que tous ses quotients stricts sont noethériens de type n — 1.

Notation 2.8.8. Nous désignerons par ANT n, ou AnT(n) la sous-catégorie pleine de A formée des
objets noethériens de type n. Elle est épaisse.

Proposition 2.8.9. Soient n € NU{—1} et X un objet noethérien de type n de A. Alors X est
noethérien, appartient & KCp(A) et son image dans A/KC,_1(A) (sin > 0) est finie. Elle est méme
simple si X est simple noethérien de type n.

Réciproquement, un objet noethérien de A qui appartient o IC,,(A) est noethérien de type n.

On peut donc résumer une partie de la proposition par I’égalité
At N |, (A) = ANT -

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Pour n = —1, il n’y a rien a faire.

On suppose donc n > 0 et Passertion établie pour les objets (simples) noethériens de type k,
ol k < n. Soit X un objet simple noethérien de type n et (A4;) une suite croissante de sous-objets
de X, que nous supposerons non constante en 0 : il existe j tel que A; # 0. Alors (A4;/A;);>; est
une suite croissante de sous-objets de X/A;, qui est noethérien de type n — 1, donc noethérien par
hypothese de récurrence. Par conséquent, cette suite stationne, ce qui entraine que la suite (A;)
stationne et établit la noethérianité de X.

L’hypothese de récurrence implique également que tous les quotients stricts de X sont finis dans
A/K,—2(A) (si n > 0), donc nuls dans A//C,,—1(A). Il suffit donc, pour montrer que X est simple
dans A/K,,_1(A), d’établir qu’il y est non nul. Enfin, si tel n’était pas le cas, X serait objet de
Kn-1(A), donc de Anr(n—1) en vertu de 'hypothese de récurrence et de la noethérianité de X.

On en déduit aussitot que les objets NT'n de A sont finis dans A//C,,—1(A), ils appartiennent
donc en particulier & ICp, (A).

Supposons enfin que X est un objet noethérien de A qui appartient & &, (A). Les proposi-
tions 2.8.1 et 2.7.11 montrent que I'image X’ de X dans A/K,,_1(A) est finie. Si elle est nulle,
I'’hypothese de récurrence montre que X est objet de Anrt(n—1) C ANT -

Si elle est simple, considérons un sous-objet NT'(n — 1) maximal A de X. Alors Y = X/A n’a
pas de sous-objet NT'(n — 1) non trivial (car Anr(n—1) est une sous-catégorie épaisse de A, donc
limage réciproque dans X d’un sous-objet NT'(n — 1) de X/A est NT'(n — 1)), et son image dans
A/Kn—1(A) est simple, ce qui implique tout quotient strict @ de Y est nulle dans le quotient,
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i.e. est objet de K,,—1(A). Comme @ est noethérien, ’hypothese de récurrence montre que @ est
NT(n — 1), ce qui entraine que Y est SNT' n, donc que X est NT n.

Dans le cas général, on conclut que X est objet de AnT, par récurrence sur la longueur de
X' en utilisant la remarque 1.4.8 (qui permet de relever une suite de composition de X’ en une
filtration de X), ce qui acheéve la démonstration. O

Remarque 2.8.10. — La encore, on a une notion plus générale d’objet (simple) noethérien de
type a, ou «a est un ordinal.
— Les objets noethériens de type 0 sont exactement les objets finis.
— 11 est plus usuel dans la littérature de considérer la notion duale d’objet (simple) artinien de
type n — cf. [Pow00a].
— Un objet est SNT'1 si et seulement s’il est infini mais que tous ses quotients stricts sont finis.

Exemple 2.8.11. — Soient k un corps commutatif et A 'anneau k[X]. On vérifie aisément qu’'un
A-module est fini si et seulement si le k-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie. Cela
montre que A est un A-module SNT'1 : il est de k-dimension finie, mais tous ses quotients
stricts sont de k-dimension finie.

On en déduit aussitot que tout A-module de type fini est N7 1. Par conséquent, pour tout
entier n > 0, les A-modules NT' n sont exactement les A-modules tf.

— Les considérations précédentes se généralisent aussitot & tout anneau principal A qui n’est
pas un corps. Ceci est équivalent au fait qu'un tel anneau est de dimension 1 (au sens usuel
de l’algebre commutative). Le lecteur pourra se reporter a [Gab62] pour la définition de la
dimension de Krull d’une catégorie abélienne (ch. IV, § 1) et des exemples moins triviaux dans
les catégories de modules (ch. V).

— L’exemple 2.4.17 montre que les groupes abéliens Z[1/p]/Z (p étant un entier premier) sont
simples artiniens de type 1 : ils sont infinis mais tous leurs sous-groupes stricts sont finis.

2.8.3 Objets simples et diagrammes de recollement

Convention 2.8.12. Dans tout ce paragraphe, on se donne un diagramme de recollement (cf.
définition 1.4.15)
q l

PN P
—— —e—>
Co=A=EB
j2 T

Définition 2.8.13. On appelle prolongement d’un objet X de B la donnée d’un objet A de A et
d’un isomorphisme e(A) = X.
L’isomorphisme sera souvent omis lorsqu’il est évident.

Ezemple 2.8.14. Les objets I(X) et r(X) sont des prolongements de X.

Proposition et définition 2.8.15 (Prolongement intermédiaire). Soit X un objet de B ; notons
vx : I(X) — r(X) le morphisme adjoint & Uinverse de la coinité er(X) = X et ¢(X) Uimage de
~vx . Noter que l'on a ainsi défini un foncteur B — A.
1. Le morphisme ec(X) — er(X) ~ X, dont la premiére fléche est induite par linclusion
c(X) — r(X), fait de ¢(X) un prolongement naturel de X. On lappelle prolongement in-
termédiaire de X.

2. Sie(A) = X est une extension de X, alors c(X) est isomorphe d un sous-quotient de A.

3. L’objet ¢(X) n’a pas de sous-quotient non nul dans C ; c’est le seul prolongement (& isomor-
phisme prés) a posséder cette propriété.

4. Le foncteur c préserve les injections et les surjections.
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Proposition 2.8.16 (Objets simples en situation de recollement). Le prolongement intermédiaire
d’un objet simple de B est un objet simple de A.

De plus, Uapplication S(C) L1 S(B) — S(A) définie par S — i(S) (on sait que i envoie un objet
simple de C sur un objet simple de A par la proposition 2.6.15) sur S(C) et par S — ¢(S) sur S(B)
est bijective.

Nous renvoyons a [Kuh94b] pour la démonstration de ces propriétés élémentaires.
Les propositions 2.8.16 et 2.6.12 fournissent le corollaire suivant.

Corollaire 2.8.17. On a un isomorphisme de groupes Gg(.A) ~ G{;(B) D G{;(C).



Chapitre 3

Catégories de foncteurs

Dans ce chapitre, nous exposons les propriétés générales dont nous aurons besoin des catégories
de foncteurs dont la source est une catégorie essentiellement petite et le but une catégorie d’espaces
vectoriels. Une telle catégorie possede de tres bonnes propriétés de régularité : c’est une catégorie
abélienne (avec toutes les propriétés de régularité du § 1.3) tensorielle exacte fermée, avec une bonne
dualité si la catégorie source satisfait une hypothese de finitude que vérifieront toutes les catégories
auxquelles nous appliquerons les résultats de ce chapitre.

L’outil principal de ces considérations tres formelles, hormis nombre d’arguments qui n’utilisent
pas la structure de la catégorie but, est le lemme de Yoneda, grace auquel on dispose d’un ensemble
de générateurs projectifs de type fini explicites dans une catégorie de foncteurs Fct(Z, &), ou 7 est
une catégorie essentiellement petite et £ un corps commutatif.

La premiere section décrit la structure générale d’une telle catégorie. La deuxieme s’intéresse aux
adjoints au produit tensoriel, tandis que la derniére examine quelques liens formels entre catégories
de foncteurs, par le biais de diagrammes de recollement et du produit tensoriel extérieur.

Les résultats de ce chapitre ce chapitre sont bien connus, mais ne semblent pas avoir fait 'objet
d’une exposition systématique dans la littérature. Des références, non exhaustives, sont données au
fur et & mesure de I'exposition.

3.1 La catégorie abélienne tensorielle Fct(Z, &)

Convention 3.1.1. Dans toute cette section, Z et J désignent des catégories essentiel-
lement petites, A et B des catégories, A un anneau et k un corps commutatif.

3.1.1 Généralités

Notation 3.1.2. — Nous noterons F* : Fct(Z, A) — Fet(J,.A) le foncteur de précomposition
par un foncteur F' : J — Z. Il est donné par X — X o F sur les objets et associant a une
transformation naturelle ¢ : X — Y la transformation naturelle F*¢p : X o FF — Y o F telle
que (F*¢)g = ¢pp) pour tout objet E de J.

— Nous désignerons par G, : Fct(Z, A) — Fct(Z,B) le foncteur de postcomposition par un
foncteur G : A — B. Il est donné sur les objets par X — G o X et associant a une trans-
formation naturelle ¢ : X — Y la transformation naturelle G.p : Go X — G oY telle que
(G+p)E = G o pg pour tout objet E de Z.

Remarque 3.1.3. — L’associativité de la composition montre que les foncteurs de précomposition
commutent aux foncteurs de postcomposition; autrement dit, si F : 7 - Z et G: A — B

79
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sont des foncteurs, le diagramme

Fet(Z, A) ——= Fet (7, A)

c.| |e-

FCt(I, B) ? :Fct(‘77 B)

commute.
— Les constructions de précomposition et de postcomposition ont des propriétés de fonctorialité
qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter (cf. aussi [ML71] ou [Bor94]).
Remarque 3.1.4. 1l existe un isomorphisme canonique de catégories Fct(x,.4) ~ A, ou * désigne
la catégorie a un seul objet et un seul morphisme. Nous serons également amenés a rencontrer les
catégories Fct(M, A), ot M est un monoide (pour la notation M, voir la remarque 1.1.8). On
constate qu’il existe des isomorphismes canoniques

FCt(M,AMOd) >~ A[]u]MOd (31)
et
FCt(M,MOdA) ~ MOdA[Mo] (32)

ou M° désigne le monoide opposé & M et A[M] la A-algebre du monoide M. Cela permet de donner
la définition suivante.

Définition 3.1.5. Soit E un objet de Z. Nous noterons evg : Fct(Z,A) — A et
evgp : Fct(Z,Mod4) — Modyy0) les foncteurs d’évaluation en E, donnés par la précomposition
par le foncteur * — Z d’image E et par le foncteur pleinement fidele Endz(E) — Z d’image E
respectivement. Nous noterons aussi evg le foncteur analogue Fct(Z, sAMod) — 4151 Mod.

Lemme 3.1.6. On a des isomorphismes naturels
Fcet(J,Fet(Z, A)) ~Fet(Z x J,A) = Fct(Z,Fet(J, A)).

Proposition 3.1.7. Supposons que tout foncteur de J wvers A posséde une limite (de sorte que
lon dispose d’un foncteur lim : Fct (7, A) — A). Alors :
— tout foncteur de J vers Fct(Z, A) posséde une limite; de plus, le diagramme

Fct(J,Fet(Z, A)) 2> Fct(Z, A)

Fct(Z,Fct(J,A))

commute ;

— les foncteurs de précomposition commutent aux limites ;

— les foncteurs d’évaluation commutent aux limites ; autrement dit, les limites se calculent « ar-
gument par argument » dans Fct(Z, A).

Cette propriété se trouve démontrée dans [ML71], ch. V, §3. Celle qui suit est duale.

Proposition 3.1.8. Supposons que tout foncteur de J wvers A posséde une colimite (de sorte que
lon dispose d’un foncteur colim : Fet(J,A) — A). Alors :
— tout foncteur de J vers Fct(Z, A) posséde une colimite ; de plus, le diagramme

Fct(J,Fet(Z, A)) <2 Fet(Z, A)

l/ %

Fct(Z,Fct(J,A))

commaute ;
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— les foncteurs de précomposition commutent auz colimites ;
— les foncteurs d’évaluation ; autrement dit, les colimites se calculent « argument par argu-
ment » dans Fct(Z, A).

Le caractere abélien d’une catégorie se testant sur certaines limites et colimites, on en déduit
I'important corollaire suivant.

Corollaire 3.1.9. Supposons que la catégorie A est abélienne. Alors Fct(Z, A) est une catégorie
abélienne. De plus, les foncteurs de précomposition sont exacts. En particulier, les foncteurs d’évaluation
sont eracts.

Plus précisément, l’exactitude se teste « argument par argument » : une suite X — Y — Z de
Fct(Z, A) est exacte si et seulement si la suite X (E) — Y(E) — Z(F) est exacte dans A pour tout
objet £ de T.

Si A vérifie Uhypothése 1.3.4, il en est de méme pour Fct(Z, A).

Enfin, si A est une catégorie A-linéaire, Fet(Z, A) hérite d’une structure de catégorie A-linéaire.

Nous donnons maintenant quelques propriétés formelles des foncteurs de postcomposition. Dans
le cas de la catégorie F que cette these étudie, Troesch a établi des propriétés beaucoup plus subtiles
de certains de ces foncteurs dans [Tro05], et dans [Tro02], ot il les utilise & des fins homologiques.

Proposition 3.1.10 (Propriétés des foncteurs de postcomposition). Supposons les catégories A et
B abéliennes. Soit F': A — B un foncteur.

1. Si F est exact (resp. additif, exact a gauche, exact a droite), il en est de méme pour
F, :Fct(Z,A) — Fct(Z,B).

2. Si F est fidéle, Fy est fideéle.

3. Si F est pleinement fidéle, I, est pleinement fidéle. Si de plus l'image de F est une sous-

catégorie de Serre (resp. épaisse) de B, alors l'image de Fy est une sous-catégorie de Serre
(resp. épaisse) de Fct(Z,B).

4. Si F posséde un adjoint a gauche G, alors G, est adjoint a gauche a F.

Démonstration. La premiere assertion découle des propositions 3.1.7 et 3.1.8 (et de leur corollaire).
On a d’autre part, pour tous objets X et Y de Fct(Z,.A4), un diagramme commutatif aux lignes
exactes

[I homu(X;,Y;) [I  homa(X;Yj)

- -~ jeObI
icObT “I€

f€homz(3,5)
hompg(F(X;), F(Y;
‘ lclzhomg(F(Xi),F(Y;)) i,jelgbz B(F(Xi), F(Y;))
€ f€homz (4,7)

0 ——— hompeg(z,4)(X,Y)

00— hocht(I7B) (F*X, F*Y) —_—

(3.3)
dont les fleches verticales sont induites par F' (on a ici supposé, ce qui est loisible quitte & la remplacer
par un squelette, que la catégorie Z est petite, et ’'on a noté X; pour X (7) pour alléger). Le lemme des
cing fournit alors la seconde assertion et le début de la premiere, dont la fin s’obtient par un argument
direct (pour le cas épais, on peut aussi remarquer que 'image de F, : Fet(Z, A) — Fet(Z, B) est
égale au noyau du foncteur exact de postcomposition par le foncteur canonique B — 5/.A).

La derniére assertion s’établit en considérant le diagramme commutatif aux lignes exactes suivant
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(ot X est un objet de Fct(Z, A) et Y un objet de Fct(Z, B)), analogue de (3.3).

] homa(Xi, G(Y:)) [1  homyu(X;,G(Y;))

.cObT —> 4,j€EObZT
€ fehomz (i,5)

: |

homg(F(X;),Y;
ielo_[bl—homB(F(Xi)’Y;)—> z’JE%bI B( ( ) J)

f€homz (,5)

0—— hocht(I,A) (X, G*Y) B

0—— hocht(I,B) (F*X, Y) —_—

(3.4)
O

Remarque 3.1.11. L’unité et la coiinité de I’adjonction entre F et G, s’obtiennent a partir de celles
de l'adjonction entre I’ et G par fonctorialité de la postcomposition. On peut d’ailleurs établir
la derniére partie de cette proposition en faisant intervenir uniquement l'unité et la cotinité de
Padjonction initiale (cf. démonstration de la proposition 3.1.14 ci-apres).

Lemme 3.1.12. On a un isomorphisme naturel
Fct(Z,A x B) ~ Fct(Z, A) x Fct(Z, B).
Proposition 3.1.13. Supposons que A est une catégorie abélienne tensorielle. Le bifoncteur
Fct(Z, A) x Fet(Z, A) ~ Fet(Z, A x A) 25 Fet (T, A)

définit une structure tensorielle sur Fct(Z, A). Si A est une catégorie tensorielle exacte (resp. exacte
& droite, & gauche), il en est de méme pour Fct(Z, A).

Cette proposition découle de la proposition 3.1.10 et du lemme précédent, lui-méme transparent.

Proposition 3.1.14 (Propriétés des foncteurs de précomposition — cf. [Ves05], annexe A). Soit
F:J — T un foncteur. On suppose que A est une catégorie abélienne.

Le foncteur F* : Fet(Z, A) — Fct(J, A) est exact.

Si A est une catégorie tensorielle, F* commute au produit tensoriel.

Si F' est essentiellement surjectif, F* est fideéle.

BRI e

Si F est plein et essentiellement surjectif, F* est pleinement fidéle, et son image est une
sous-catégorie de Serre de Fet(J, A) stable par limites et colimites.

5. Si F posséde un adjoint a gauche G, alors G* est adjoint a droite a F*.

Démonstration. La premiere assertion, incluse dans le corollaire 3.1.9, résulte de la commutation de
F* a toutes les limites et colimites ; la seconde provient de la commutation entre F'* et les foncteurs
de postcomposition.

Pour la troisieme, on note que si X est un foncteur de Z dans A tel que F*X = 0, alors
X = 0. En effet, pour tout objet C' de Z, il existe un objet D de J tel que F(D) ~ C, d’ou
X(C)~ X(F(D)) =F*X(D)=0. Comme F* est exact, cela entraine sa fidélité.

Supposons maintenant I’ essentiellement surjectif et plein. )

Soient X et Y deux objets de Fct(Z,.A) et u € hompeg(y,4)(F* X, F*Y). Etant donné un objet

C' de Z, choisissons un objet D de J tel qu'il existe un isomorphisme F'(D) 2, C, et définissons un
morphisme v(C) € hom4(X(C),Y(C)) comme la composée

X( u(D)

X(C) Ll% X(F(D))=F*X(D) —= F*'Y(D) =Y (F(D)) Y@, Y (C).
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Montrons que v définit une transformation naturelle de X vers Y. Soit C' ERNYo morphisme de

T et F(D) 2 Cet F (D) 2,0 les isomorphismes utilisés précédemment. Comme F' est plein, il
existe g € homy (D, D’) tel que

/—1
Flg)=FD) L oL o £ p). (3.5)
Pour conclure, on constate que le diagramme

—1 ’
X(LQX &)}X

X(C) (F(D)) == F*X(D) 2 p X (D) == X (F(D")) ()
U(C)\L u(D)l lu(D’) lv(c’)
Y(C) st Y(F(D)) == FY(D) gy FY (D) == Y (F(D')) 5= Y (C)

commute (les carrés extérieurs par définition de v et le carré central par naturalité de u), ce qui
montre que v est une transformation naturelle puisque la composée horizontale supérieure (resp.
inférieure) est égale, par fonctorialité de X (resp. Y), & X(f) (resp. Y(f)) — on notera que ce
raisonnement montre aussi que la définition de v ne dépend en fait pas du choix des isomorphismes
provenant de I’essentielle surjectivité de F'.

Soit & présent X un objet de Fct(Z,.A) et T un sous-objet de F* X ; nous noterons T' L X
le monomorphisme correspondant. Pour un objet C de Z, choisissons comme précédemment un
isomorphisme F'(D) 2, C et définissons un objet de A par Y(C) = T(D). Si C L, ¢ est un
morphisme de Z et F'(D) 2 Cet F (D) 2, ¢ sont les isomorphismes choisis pour définir ¥ sur
les objets, définissons un morphisme Y (f) : Y(C) — Y (C") par Y (f) = T(g), ot g € hom (D, D’)
satisfait (3.5). On note que le diagramme

¥ (C) == T(D)— 2 x(F(D)) 2 x(C)
Y(f)l T(g)i X(F(g))l lX(f)
Y (C) ——=T(D)= X(F(D) X x(cr

commute, et le fait que les fleches horizontales sont des monomorphismes entraine que la fleche
Y (f) ne dépend pas du choix de g vérifiant (3.5).

Il est alors immédiat que Y définit bien un foncteur tel que F*Y ~ T, ce qui établit la quatrieme
assertion puisque F* commute toujours aux limites et aux colimites (propositions 3.1.7 et 3.1.8).

Pour le dernier point, soient X un objet de Fct(7,A) et Y un objet de Fct(Z,.A). L'unité
id — F'G de I’adjonction fournit un morphisme naturel Y — G* F*Y | d’ou une application naturelle

hocht(J7A) (F*Y, X) — hompct(LA)(G*F*Y, G*X) — hompct(LA) (Y, G*X)
On obtient de méme en considérant la coiinité une application naturelle
hompeg(z,.4) (Y, G*X) — hompet(7,4)(F*Y, F*G* X) — hompee(7,4) (F*Y, X);

on vérifie (en utilisant la proposition 1.2.12) que ces deux applications sont réciproques I'une de
lautre, ce qui acheve la démonstration. O

3.1.2 Générateurs projectifs de Fct(Z, Mod,)

Nous ne nous intéresserons désormais pratiquement plus qu’au cas ot A est la catégorie Mod 4
des A-modules a droite ; quitte a remplacer A par 'anneau opposé, les mémes considérations s’ap-
pliquent & Fct(Z, 4Mod).
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Notation 3.1.15. Etant donné un objet E de Z, nous noterons PZ (il n’y aura jamais d’ambiguité
possible sur 'anneau A dans les situations que nous considérerons), ou parfois Pg lorsque nulle
confusion ne peut en résulter, 'objet de Fct(Z, Mod 4) donné par

homz (E,.) Al]
—_———

PL:T Ens —= Mod 4

(on rappelle que le foncteur de linéarisation A[.] a été introduit dans la définition 1.1.7).
La bifonctoralité de homz permet de considérer E — PE comme un foncteur Z° — Fct(Z, Mod).

Remarque 3.1.16. Supposons 'anneau A commutatif. Si deux objets V et W de Z possedent une
somme, on a un isomorphisme évident Py ® Py ~ Pyw.
A

Proposition 3.1.17 (Lemme de Yoneda, version linéarisée). Il existe un isomorphisme
hompey(z, Mod ) (Pg, F) ~ F(E)
naturel en les objets E de T et F' de Fct(Z,Mody).

Démonstration. Le lemme de Yoneda ordinaire (cf. [ML71], ch. III, §2) fournit un isomorphisme
naturel
hocht(I,EnS) (hOHlI(E, ')a O*F) = F(E)a

o O : Mods — Ens désigne le foncteur d’oubli. Comme O est adjoint & droite & A[.], O, est

adjoint & droite & A[.]. (proposition 3.1.10), donc on en déduit un isomorphisme naturel
hompet(z,Mod ) (A[]+homz (E, ), F) ~ F(E)

comme souhaité. O

Par la suite, nous noterons simplement A[F] la A-linéarisation A[].F d’'un foncteur ensem-
bliste F'.

Remarque 3.1.18. Explicitement, I'isomorphisme de la proposition est donné de la maniere suivante :
— de F(F) vers hocht(I’ModA)(Pg, F): 4z € F(F) est associée la transformation naturelle

donnée sur les générateurs canoniques par [E ER Al — F(f)(x), ot A est un objet de T;

— de hompcg(7,Mod A)(Pg ,F) vers F(E) : & une transformation naturelle PZ 2, F on associe
Pélément ¢(idg) de F(E).

Cette proposition a la conséquence fondamentale suivante.

Proposition et définition 3.1.19 (Générateurs projectifs standard). Les objets PL forment un
ensemble de générateurs projectifs de type fini de Fct(Z,Mod ) lorsque E parcourt un squelette de
Z. On les appelle générateurs projectifs standard de Fct(Z,Mody,).

Démonstration. Les Pg sont projectifs car les foncteurs homgeg(z Mod 4)(Pr,-) = evp sont exacts
(cf. corollaire 3.1.9), et de type fini parce qu'ils commutent aux colimites (cf. propositions 3.1.8 et
2.1.20). IIs engendrent la catégorie Fct(Z, Mod 4) parce que le foncteur

I1 evE) . Fet(Z, Mod 4) — Mod
EeObZT

(ol 'on a implicitement remplacé Z par un squelette) est fidele. O

Remarque 3.1.20. On peut également établir la type-finitude de Pg en notant qu’un sous-foncteur
F de Pg tel que idg € F(E) est égal a Pg.

En particulier (on sait que Fct(Z, Mod4) vérifie 'hypothese 1.3.4 par le corollaire 3.1.9) :
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Corollaire 3.1.21. La catégorie de foncteurs Fct(Z,Mody) est une catégorie de Grothendieck
vérifiant ’hypothese 2.1.12.

Corollaire 3.1.22. Pour tout foncteur F': J — I, le foncteur de précomposition
F* : Fct(Z,Mod,) — Fct(J7,Mod,)
admet un adjoint a droite et un adjoint a gauche.

Cela découle de la commutation de F™* aux limites et aux colimites, du corollaire précédent et du
corollaire 1.3.18. Les extensions de Kan (cf. [ML71], ch. X) permettent de donner une construction
des adjoints ; nous n’en aurons pas usage.

Corollaire 3.1.23. On a un isomorphisme de A-modules
hompct(LModA) (Pv, Pw) >~ A[homz(W, V)]

naturel en les objets V' et W de I. En particulier, 'anneau Endpee(z,Moa,)(Pyv) est naturellement
isomorphe d la A-algébre A[Endz (V)] du monoide Endz(V).

Corollaire 3.1.24. Supposons que A est commutatif et que T posséde des sommes finies. Alors le
produit tensoriel ® de Fct(Z,Mody) préserve :
A
— les objets projectifs ;
— les objets de type fini.

Démonstration. Combiner la proposition 3.1.19, le corollaire 2.1.15 et la remarque 3.1.16. O

3.1.3 Dualité dans Fct(Z, &)

Nous montrons maintenant comment transporter la dualité usuelle des espaces vectoriels a cer-
taines catégories de foncteurs. Cela repose sur le lemme, immédiat, suivant.

Lemme 3.1.25. Pour toute catégorie A, on a un isomorphisme canonique
Fct(Z, A)? ~ Fct(Z, A°P).
Proposition et définition 3.1.26 (Dualité entre catégories de foncteurs). Notons
Dz : Fet(Z, &) ~ Fet(Z, &) — Fet (I, &)

le foncteur composé de l’isomorphisme du lemme précédent et de la postcomposition par le foncteur
de dualité (.)* =homg(., k) : EF — & (Uindice k, voire I, sera omis dans Uécriture de ce foncteur
quand aucune confusion n'est possible), et D7 = Dzop i : Fet(Z, )P — Fet(Z, E).

1. Les foncteurs Dz, et D, sont exacts et fideles.
2. Le foncteur Dz, est adjoint & droite a (D% ;)°P.
Ces foncteurs seront appelés foncteurs de dualité.

Démonstration. Cela découle des propriétés analogues de la dualité des espaces vectoriels et de la
proposition 3.1.10. O

Ce résultat entraine formellement, via la proposition 3.1.17 (et 3.1.19), la propriété suivante.

Proposition et définition 3.1.27 (Cogénérateurs injectifs standard). Pour tout objet E de Z,
nous noterons I (ou simplement I sil n’y a pas d’ambiguité) l'objet D’Lk(P%op) de Fct(Z, &)

— Jhomz (V,E

(ainsi, on a Ig(V) )). Cette construction est fonctorielle contravariante en E.



3.2. Foncteurs hom internes et foncteurs de division 86

1. On a un isomorphisme
hocht(I,Sk)(Fa Ig) = F(E)*

naturel en les objets F de Fct(Z,E) et E de T.

2. Les It forment un ensemble de cogénérateurs injectifs lorsque E décrit un squelette de T. On
les appelle cogénérateurs injectifs standard de Fct(Z, E).

Nous introduisons maintenant une hypothese de finitude essentielle sur la catégorie source.
Hypothése 3.1.28. Les ensembles homz (V, W) sont finis pour tous objets V et W de Z.

Cette hypotheése, combinée au lemme évident qui suit, permet d’assurer que la dualité introduite
ci-dessus est bonne au sens du chapitre 1, §1.5. Le comportement d’une catégorie de foncteurs
differe grandement selon que sa source satisfait ou non ’hypothese 3.1.28; toutes celles que nous
rencontrerons la vérifieront.

Lemme 3.1.29. Si la catégorie A est essentiellement petite, il en est de méme pour Fet(Z, A).

Proposition 3.1.30. Supposons Uhypothese 3.1.28 satisfaite. Alors le foncteur de postcomposition
par le foncteur d’inclusion 5,5 — & fait de Fct(Z, 5,{) une classe d’objets bien échelonnés dans
Fct(Z,&;). De plus, les foncteurs Dz, et D’Lk définissent une bonne dualité entre les catégories
Fct(Z, &) et Fet(Z°P, ). Enfin, cette dualité est tensorielle.

Démonstration. La proposition 3.1.10 montre que Fct(Z, 5,{) est toujours une sous-catégorie épaisse
de Fct(Z,&). Le lemme 3.1.29 montre qu’elle est essentiellement petite. Maintenant, ’hypothese
3.1.28 montre que les générateurs projectifs standard appartiennent & Fct(Z, 5,{ ), qui est donc une
classe d’objets bien échelonnés. La conclusion s’en déduit aussitot via la proposition 3.1.26. O

Remarque 3.1.31. La proposition 2.1.8 montre que I’hypothese 3.1.28 est également nécessaire pour
que Fct(Z, 5,{ ) soit une classe d’objets bien échelonnés dans Fet(Z,E;). Comme cette classe est
exactement la classe des foncteurs pour lesquels I'injection naturelle vers le bidual est un isomor-
phisme, on en déduit que la dualité n’est bonne que sous 'hypothese 3.1.28.

Les propositions 3.1.30, 2.4.19 et 3.1.19 fournissent le résultat suivant.

Corollaire 3.1.32. Lorsque l’hypothése 3.1.28 est satisfaite, les injectifs standard de la catégorie
Fct(Z, &) sont de co-type fini.

3.2 Foncteurs hom internes et foncteurs de division

Convention 3.2.1. Dans toute cette section, k& désigne un corps commutatif et Z une catégorie
essentiellement petite. Par la suite, la catégorie Fct(Z, 5,{ ) sera toujours considérée comme une
sous-catégorie épaisse de la catégorie Fet(Z, &) via le foncteur de postcomposition par Iinclusion.

La terminologie de foncteur hom interne est standard en théorie des catégories (cf. [ML71],
chapitre VII, § 7). Le terme de foncteur de division a quant & lui été introduit par Lannes dans le
cadre des modules instables sur l’algebre de Steenrod dans I'article [Lan92], dont les considérations
sont voisines de celles ot nous emploierons — cf. [Pow98b], § 3, pour le lien entre des endofoncteurs
de la catégorie de foncteurs F que nous rencontrerons ultérieurement et le foncteur 7' de Lannes, le
cas le plus important de foncteur de division de [Lan92]. On pourra aussi se reporter au chapitre 3
de [Sch94].

Proposition et définition 3.2.2 (Foncteurs hom internes et foncteurs de division dans Fct(Z, &)).

1. Pour tout objet X de Fct(Z,E), Uendofoncteur - @ X de Fet(Z,E) admet un adjoint d
droite, noté Homge(z,,)(X,.) conformément a la définition 1.6.5; on dispose ainsi d’un
foncteur hom interne

Hocht(I’gk) : FCt(I, gk)OP X FCt(Z, gk) — FCt(I, gk)

Ainsi, la catégorie tensorielle Fet(Z, &) est fermée.
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2. Ce foncteur est donné par l'isomorphisme naturel
Hocht(I,Sk)(Xa Y)(E) = hocht(I,Sk)(Pg ® Xa Y) ) (36)

ot E est un objet de T et X et'Y sont des objets de Fct(Z,EL) ; la fonctorialité s’obtient a
partir de celle de homgeg(z g,y et des projectifs standard.

3. Pour tout objet A de Fct(Z, 5,5), Uendofoncteur - ® A de Fct(Z,&;) admet un adjoint
gauche, noté (- : A)pey(z,¢,) conformément a la définition 1.6.5 ; on dispose ainsi d’un foncteur
de division

(1 Irerz.£p) - Fet(Z, &) x Fet(Z,E)P — Fet(Z, &).
4. Les foncteurs hom internes et les foncteurs de division sont liés par l’isomorphisme de dualité

Homgcy(z,,) (X, D7 1Y) =~ D7 1 (Y : D1k X)pet(zor )

naturel en les objets X de Fct(Z, 5,{) et Y de Fct(Z, &).

Démonstration. Si 'V est un k-espace vectoriel, ’endofoncteur - ® V' de £ commute aux colimites,
et il commute aux limites si V' est de dimension finie. Par conséquent, ’endofoncteur - ® A de
Fct(Z, &) commute aux colimites pour tout objet A de Fct(Z, &), et commute aux limites si A
appartient & Fct(Z, 5,{) (cf. propositions 3.1.8 et 3.1.7). Les corollaires 3.1.21 et 1.3.18 donnent
alors l'existence des adjoints.

L’isomorphisme (3.6) s’obtient & partir de la proposition 3.1.17, qui donne des isomorphismes
naturels

Homgy(7.¢,)(X,Y)(E) ~ hompey(z,e,) (Ph, Hompeg(z,6,) (X, Y)) ~ hompey(z,e,) (P ® X,Y).
Enfin, I'isomorphisme de dualité provient du lemme de Yoneda et de la suite d’isomorphismes
hom (A, Hom (X, D7Y)) ~ hom (A ® X, D}Y) ~ hom (Y, Dz(A ® X)) ~ hom (Y, DA ® Dz X)
~hom (Y : Dz X, D7 A) ~ hom (A, D%(Y : Dz X))
naturels en les objets A de Fct(Z, &), X de Fet(Z, 5,{) et Y de Fct(Z, &). O

Remarque 3.2.3. On peut démontrer I'existence des foncteurs hom internes sans faire appel au
corollaire 1.3.18 : une vérification directe montre que la formule (3.6) fournit des foncteurs qui
conviennent.

Proposition 3.2.4. Supposons que F est un objet de type fini de Fet(Z,E) et que T posséde des
sommes finies. Alors Uendofoncteur Hom (F,.) de Fct(Z, &) préserve la sous-catégorie Fet(Z, 5,{)

Démonstration. La type-finitude de F' entraine que F' est un quotient d’'une somme directe finie
de générateurs projectifs standard. L’exactitude & gauche en la premieére variable du bifoncteur
Homgct(7,¢,)(-,-) permet alors de se ramener au cas ou I est un projectif standard. La conclusion
résulte alors du corollaire 3.1.24. O

Remarque 3.2.5. Un argument de dualité permet d’en déduire que si Z vérifie I'hypothese 3.1.28,
que F est un objet de type fini de Fet(Z, &) et que Z possede des produits finis, alors ’endofoncteur
(-: F) de Fct(Z, &) préserve Fet(Z, 5,{)

Nous nous intéressons maintenant & un cas particulier important, celui ou un foncteur hom
interne ou un foncteur de division coincide avec un foncteur de précomposition.

Proposition 3.2.6. Soient F' un endofoncteur de T et T un objet de Fct(Z,Ens) tels qu’il existe
une bijection
homz(F(V), W) ~ homz(V, W) x T(W)
naturelle en les objets V et W de T.
Alors le foncteur Homgey(z,¢,)(K[T],.) est isomorphe au foncteur de précomposition F'* ; autre-
ment dit, F* est adjoint a droite ¢ - ® k[T).
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Démonstration. On a un isomorphisme
E[hom (V,W)] ® k[T]|(W) ~ k[hom (F(V), W)]

naturel en les objets V' et W de Z, d’ot1 en prenant le dual et en utilisant la proposition 3.1.17 des
isomorphismes naturels

hom (Py @ k[T, Iw') ~ ((Pv ® k[T])(W))" =~ (F*Iw)(V) ~ hom (Py, F*Iw),

ce qui fournit par (3.6) un isomorphisme naturel Hom (k[T], Iyy) ~ F*Iy. Comme les Iy forment
un ensemble de cogénérateurs de Fet(Z, &) (proposition 3.1.27) et que chacun des foncteurs
Hom (k[T],.) et F* commute aux limites, on en déduit qu’ils sont isomorphes, d’olt la proposi-
tion. (]

Un cas particulier fondamental de cette proposition est le cas o A est un objet de Z tel que
pour tout objet X de Z, A et X possedent une somme : les foncteurs F' = -1 A et T'= homz(A4,.)
conviennent alors. Le foncteur F* s’appelle alors foncteur de 11-décalage par A.

La proposition suivante est la variante duale de la proposition 3.2.6; elle se démontre de la méme
fagon.

Proposition 3.2.7. Soient F' un endofoncteur de T et T un objet de Fct(I"p,Ensf) tels qu’il
exriste une bijection
homz(V, F(W)) ~ homz(V,W) x T(V)

naturelle en les objets V et W de I.
Alors le foncteur (- : kT)Fct(I,&iz est isomorphe au foncteur de précomposition F* ; autrement

dit, F* est adjoint a gauche a - Q@ k' .

Dans cet énoncé, nous avons noté k7 I'image de TP par le foncteur de précomposition par
(Ens’)r — &/ B kP

Un cas particulier fondamental est donné par F' = - x A (dans le cas ou tout objet de Z possede
un produit avec A) et T = homz(., A). Le foncteur F** s’appelle alors foncteur de x -décalage par A.

Dauns le cas ou les deux endofoncteurs - IT A et - X A existent et coincident (notamment, si Z est
une catégorie additive), on parle simplement de foncteur de décalage par A.

Nous terminons cette section en rappelant (cf. [Ben91], §3.1 ou [CR90], §10 D) la description
des foncteurs hom internes dans une catégorie de modules sur Palgebre d’un groupe fini (qui ne se
généralise pas au cas d’'un monoide quelconque). Elle entre dans le cadre des catégories de foncteurs
par la remarque 3.1.4.

Proposition 3.2.8. Soit G un groupe fini. Le foncteur hom interne
Homk[G] : (k[G]MOd)OP X (k[G]MOd) — k[G]MOd

de la catégorie pgyMod ~ Fct(G,E) s’obtient en munissant ’espace vectoriel homg, (M, N) de
Uaction de G donnée par (g.¢)(m) = g.¢(g~t.m), ot M et N sont des k[G]-modules. De plus, si
l’on note M* = Homy,q) (M, k) le k[G]-module contragrédient de M, il existe un monomorphisme
naturel M* @ N — Homy (M, N) qui est un isomorphisme si M ou N est fini.

Remarque 3.2.9. Le module M* est le dual de M au sens de la dualité des catégories de foncteurs
introduite au paragraphe 3.1.3, modulo l'identification entre ;g Mod et ;g.jMod obtenue a partir
de I'isomorphisme de groupes entre G et G° donné par le passage a l'inverse.
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3.3 Lien entre différentes catégories de foncteurs

Dans cette section, nous exposons quelques méthodes simples destinées a ramener la compréhension
d’une catégorie a celle de catégories de foncteurs plus « petites » .

Les « briques élémentaires » sont constituées par les catégories de modules sur ’algebre d’un
monoide, correspondant au cas ou la catégorie source n’a qu’'un seul objet — cf. remarque 3.1.4. La
théorie des représentations des monoides (en particulier, des groupes) apparait ainsi comme un cas
particulier de I’étude des catégories de foncteurs.

Mentionnons également le principe trés simple suivant, qui permet, sans modifier une catégorie
de foncteurs, de diminuer la taille de la catégorie source.

Proposition 3.3.1. Soient T une catégorie essentiellement petite, A une catégorie abélienne et J
une sous-catégorie pleine de I telle que tout objet de T est un rétracte d’un objet de J. Alors le
foncteur de restriction (précomposition par Uinclusion) Fct(Z, A) — Fet(J,.A) est une équivalence
de catégories.

Démonstration. On établit que tout foncteur F : J — A se prolonge de maniére unique (& isomor-
phisme pres) en un foncteur Z — A, ce qui implique facilement le résultat. Etant donné un objet
X de Z, donnons-nous un objet Yx de J et des morphismes ¢ : X — Yx et r: Yx — X tels que
r 04 = id; nous noterons ex l’endomorphisme idempotent i o de Yx. On constate que l'on a un
isomorphisme naturel homz(X, X') ~ ex-hom7(Yx, Yx/)ex.

Ainsi un prolongement G de F associe forcément & X un objet isomorphe & im (F(ex)), et & une

fleche f : X — X' une fleche isomorphe & im (F(ex)) — F(Yx) £, F(Yx/) —»im(F(ex’)) (ona

noté encore f ’élément lui correspondant dans 'isomorphisme naturel ci-dessus). Réciproquement,
on vérifie que 'on définit ainsi un foncteur Z — A qui prolonge F'. O

Remarque 3.3.2. Cette proposition est un cas particulier d’équivalence de Morita. Nous renvoyons
le lecteur & [Kuh94a], §2 et [Pop73], chapitre 3, corollaire 6.4 pour plus de détails sur ce sujet.

3.3.1 Recollement de catégories de foncteurs

Convention 3.3.3. Dans ce paragraphe, Z désigne une catégorie essentiellement petite et A un
anneatul.

Proposition 3.3.4. Soiti : J — I un foncteur pleinement fidele. Notons G et H les foncteurs
Fct(J,Moda) — Fct(Z,Moda) adjoints respectivement d gauche et a droite au foncteur de
restriction i* : Fct(Z,Mod4) — Fct(J,Mody) (cf. corollaire 3.1.22). Alors lunité id — i*G de
la premiere adjonction et la cotnité i* H — id de la seconde sont des isomorphismes.

En particulier, i* est essentiellement surjectif,et transforme un objet simple de Fct(Z, Mod )
en un objet nul ou simple de Fct(J,Mody).

Démonstration. Pour tout objet E de J, on a des isomorphismes
hocht(I,ModA)(G(Pg)vx) = hocht(J,ModA)(PEja i*X)

~ (i*X)(E) = X (i(E)) ~ hompct(z,Mod.1) (P ), X)

2

naturels en l'objet X de Fct(Z,Mody) (par la proposition 3.1.17), d’ou par le lemme de Yo-
neda G(PEJ ) =~ PZ.I(E). La pleine fidélité de ¢ fournit d’autre part un isomorphisme canonique
i*PZ.I(E) ~ Pg, ce qui montre que 'unité X — ¢*G(X) est un isomorphisme lorsque X est un
projectif standard de Fct(7,Mod ). Comme les foncteurs i* et G commutent & toutes les coli-
mites et que les projectifs standard engendrent Fet(7,Mody), on en déduit la premiere assertion
(utiliser une présentation de X par des sommes directes de projectifs standard et le lemme des

cing).
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L’assertion relative a I’adjoint a droite H se montre de fagon analogue en utilisant les cogénérateurs
injectifs standard.

Comme i* a un inverse a gauche, il est essentiellement surjectif. Si S est un objet simple de
Fct(Z,Mod4) et X — *S un morphisme de Fct(J,Mod,), avec X non nul, I'adjoint G(X) — S
est surjectif car non nul, donc en appliquant le foncteur exact i*, on en déduit un épimorphisme
*G(X) — i*(S), qui via I'isomorphisme X ~ ¢*G(X) s’identifie au morphisme initial. Cela prouve
que %S est soit nul soit simple. O

Remarque 3.3.5. La considération des générateurs projectifs standard montre de méme que G est
pleinement fidele (H Dest également si ’hypothese 3.1.28 est satisfaite).

Corollaire 3.3.6. Pour tout objet E de L, le foncteur d’évaluation evg est essentiellement surjectif
et envoie un foncteur simple sur une représentation nulle ou simple du monoide Endz(E).

C’est le cas particulier du plongement pleinement fideéle Endz(F) — Z d’image E dans 1’énoncé
précédent.

On constate que la proposition 3.3.4 fournit la « moitié droite » d’'un diagramme de recollement.

G
Fct(Z,Mod ) —i*> Fct(J,Mod,)
-
H
Nous nous présentons maintenant des cas ou l'on peut obtenir a partir de la un diagramme de
recollement complet.

Définition 3.3.7. Soit J une sous-catégorie pleine de Z. Nous dirons que J est une
— sous-catégorie compléete a gauche de T si pour tout objet E de Z, E est objet de J des que
homz(FE, X) # @ pour un objet X de J ;
— sous-catégorie compléte a droite de Z si pour tout objet E de Z, F est objet de J des que
homz (X, E) # @ pour un objet X de J (i.e. J°P est une sous-catégorie complete a gauche
de Z°P).

Proposition et définition 3.3.8 (Prolongement par zéro). Soient A une catégorie abélienne et J
une sous-catégorie pleine de . Nous noterons KC la sous-catégorie pleine de T dont la classe d’objets
est le complémentaire de celle de J et R : Fet(Z, A) — Fct(J,.A) le foncteur de restriction.

1. Supposons que J est compléte, a gauche ou a droite, dans Z. On définit un foncteur
Pr,g:Fet(J,A) — Fct(Z,A)

(noté simplement P lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) appelé prolongement par zéro en posant
P(F)(E) = F(E) (F € ObFct(J,A)) si E € ObJ, 0 st E € ObK; P(F)(t) = F(t) si t
est une fleche de J, 0 si c’est une autre fleche de I ; et P(T)g = Tg si T est une fleche de
Fct(Z, A) et E un objet de J, 0 sinon.

2. Supposons J compléte a gauche (ce qui équivaut a K compléte a droite).
(a) Le foncteur P est adjoint & droite a R.
(b) Si A admet des produits quelconques, le foncteur P est adjoint & gauche au foncteur
N :Fet(Z,A) — Fct(J, A) défini comme suit :
— pour tout foncteur F : T — A et tout objet X de T,

N(F)(X) = ker (F(X)ﬂ I1 F(Y));

xLy
YeEObK

- si F: T — A est un foncteur, pour toute flecche X % X' de J, N(F)(u) est induite
par F(u) ;
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-5 T:F — G est une fleche de Fet(J,A), N(T)x est induite par Tx pour tout objet
X de J.

3. Supposons J compléte a droite (ce qui équivaut a KC compléte o gauche).
(a) Le foncteur P est adjoint d gauche o R.

(b) Si A admet des sommes directes quelconques, le foncteur P est adjoint o droite au fonc-
teur N : Fet(Z, A) — Fet (T, A) défini comme suit :
— pour tout foncteur F : T — A et tout objet X de T,

N'(F)(X) = coker( @ F(Y) Lry), F(X)) ;

vLx
YEObK

~ si F: T — A est un foncteur, pour toute fleche X % X' de J, N'(F)(u) est induite
par F(u);

- siT:F — G est une fleche de Fet(J, A), N'(T)x est induite par Tx pour tout objet
X de J.

Démonstration. Supposons J complete & gauche. On vérifie que pour tout foncteur F' : J — A,
P(F) est bien un foncteur Z — A. 1l s’agit de montrer que, pour tout diagramme commutatif

f

X ——

N

P (X)L p(p)(v)

P(F
PO l (F)(9)

P(E)(Z)

de Z, le diagramme

de A commute.

Si X, Y et Z sont objets de J, cela résulte de la fonctorialité de F'. Sinon, par complétude
a gauche de J, Z est forcément objet de K, de sorte que P(F)(Z) = 0, et la commutation est
automatique. On en déduit aussitét le premier point.

Montrons maintenant ’adjonction entre P et R. Soient F': Z — A et G : J — A des foncteurs.
Une transformation naturelle R(F) — G est une famille de morphismes (F(X) =5 G(X))xecob s

tels que G(f) oux = uy o F(f) pour tout morphisme X Ly de J, tandis qu'une transformation
ux

naturelle FF — P(G) est une famille de morphismes (F(X) — G(X))xecobz tels que G(f)oux =
uy o F(f) pour tout morphisme X LV de T et que P(G)(f) oux = wuy o F(f) pour tout
morphisme X Ly de T tel que X € ObK (en effet, si Y est objet de J, X aussi). Mais dans ce
cas, P(G)(X) = 0, de sorte que la derniere condition est vide. On a donc un isomorphisme naturel
hOHcht(J,A) (R(F),G) ~ hOHcht(I,A) (F,P(G)).

Traitons maintenant I’adjonction entre P et N (la vérification que N définit bien un foncteur
Fct(Z,A) — Fct(J,A) est laissée au lecteur). Si F': 7 — Aet G : J — A sont des foncteurs,
une transformation naturelle u : P(G) — F est entierement déterminée par les ux, ot X est objet

de J, puisque P(G)(Y) =0si Y € ObK; et une famille de morphismes (G(X) “* F(X))xecob s
détermine une transformation naturelle P(G) — F' si et seulement si c’est une transformation



3.3. Lien entre différentes catégories de foncteurs 92

naturelle G — R(F) et que le diagramme

commute pour toute fleche X LY avec Y € ObK (puisque l'existence d’'une telle fleche entraine
X € ObJ si Y € ObJ). Cette condition équivaut & imux C N (F)(X) pour tout objet X de 7,
ce qui établit la deuxieme assertion.

Le cas ou J est complete a droite s’en déduit en remplacant toutes les catégories par les catégories
opposées et en utilisant le lemme 3.1.25. O

Remarque 3.3.9. On peut définir un foncteur de prolongement par zéro dans un cadre plus général
(qui peut s’obtenir par combinaison des cas des sous-catégories completes & gauche et a droite),
celui d’une sous-catégorie pleine J de 7 telle que si A et B sont deux objets de J et X un objet
de 7 tels que homz (A4, X) # & et homz (X, B) # &, alors X est objet de J.

Corollaire 3.3.10. On conserve les notations précédentes. Si la sous-catégorie J de I est compleéte
a gauche, on a un diagramme de recollement

R P
Fct(J,Mody) —pP— Fct(Z,Mod ) —r— Fct(K, Mod )
N

Dans le cas ou J est complete a droite, on a un diagramme de recollement

N'I
Fct(J,Mody) —p— Fct(Z,Mod4) —r— Fct(K,Mod ).
R P

Démonstration. Compte-tenu des propositions 3.3.4 et 3.3.8, il suffit de vérifier (dans le premier
cas; le second est analogue) que 1'unité id — NP et la coiinité RP — id sont des isomorphismes,
ce qui découle des définitions des foncteurs en question. O

3.3.2 Produit tensoriel extérieur

Nous présentons maintenant 1’analogue dans le cadre des catégories de foncteurs du produit
tensoriel extérieur de modules (sur des anneaux différents). Nous renvoyons le lecteur & [CR90],
chapitre 1, § 10 E pour les résultats de base sur ce produit tensoriel extérieur usuel en théorie des
représentations; ils contiennent les propriétés ci-apres dans le cas ou les catégories Z et J n’ont
qu’un seul objet.

Convention 3.3.11. Dans ce paragraphe, 7 et J sont deux catégories essentiellement petites et k
un corps commutatif. Nous noterons 77 : Zx J — Z et my : T x J — J les foncteurs de projection.

Définition 3.3.12 (produit tensoriel extérieur). On appelle produit tensoriel extérieur le foncteur
TIXTY

X : Fet(Z, &) x Fet (T, &) L Fet(Z x J, &) x Fet(T x T, &) = Fet(T x T, &).

Autrement dit, si F' et G sont des objets respectifs de Fct(Z,E) et Fet(T,E), A et B des
objets respectifs de Z et J, on a (F X G)(A,B) = F(A) ® G(B).

Le produit tensoriel extérieur est donc un bifoncteur exact commutant aux colimites. Il commute
également a la dualité sur les foncteurs prenant des valeurs de dimension finie. Ses propriétés
justifient 'emploi de la notation suivante.
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Notation 3.3.13. Nous désignerons parfois par Fect(Z, ) @ Fet(J, k), par abus, la catégorie
Fet(Z x T, E).

Remarque 3.3.14. Lorsque J = M, ou M est un monoide, la catégorie Fct(Z, ) @ Fet(J, Ex) est
canoniquement isomorphe & la catégorie Fct(Z, ) des objets de Fet(Z, £) munis d’une action
de M (cf. exemple 1.1.10).

Lemme 3.3.15. On a un isomorphisme

PG ~ PARPY

naturel en les objets A de L et B de J.
Cette propriété immédiate a les conséquences suivantes.

Proposition 3.3.16. 1. L’image du foncteur produit tensoriel extérieur engendre la catégorie
abélienne Fct(Z x J,E).
2. Le produit tensoriel extérieur d’un objet projectif de Fct(Z,E) et d’un objet projectif de
Fct(J,E&;) est un objet projectif de Fet(Z x J,E).
3. Le produit tensoriel extérieur d’un objet de type fini de Fct(Z,E) et d’un objet de type fini
de Fct(TJ, &) est un objet de type fini de Fet(Z x J,E&).
4. On a un isomorphisme naturel en les objets F, F' de Fct(Z,E) et G, G’ de Fet(J, Ek)

Exties(zx 7,60 (FRG F'RG) ~ @B Extieyze)(FF) @ Ext{,ct( 720G G) (37
i+j=n

pour n < m lorsque F' et G sont pfy,
Si T et J possédent des sommes finies, on a un isomorphisme naturel

Hocht(IXJ7gk) (F X G, F/ X G/) >~ Hompct(sz)(F, F/) X HOIIcht(Jfk) (G, GI) (38)
dans Fct(Z x T, &) des que F et G sont de présentation finie.

Démonstration. Les trois premieres assertions découlent du lemme 3.3.15, de la proposition 3.1.19
et de 'exactitude du produit tensoriel.

La formule (3.7) résulte du lemme 3.3.15 dans le cas ou1t F et G sont des projectifs standard ; le cas
général s’en déduit par les propositions 3.1.19 et 2.2.9 : si (Pp,)nen et (Qn)nen sont des résolutions
projectives de F' et GG respectivement, ou P, et @, sont pour n < m des sommes directes finies de
projectifs standard, le complexe total

( QB RNQJ')

N
i+j=n ne

construit sur le produit tensoriel extérieur de (P, )nen et (Qn)nen est une résolution projective de
F X G qui donne le résultat. Quant & I'isomorphisme (3.8), il s’obtient a partir de (3.7), (3.6) et de
la remarque 3.1.16, d’ou la proposition. O

Remarque 3.3.17. Dans le cas ou Z et J vérifient 'hypothese 3.1.28, on un isomorphisme naturel
I (IAX"'Z) ~EXI g , ce qui permet de remplacer dans la proposition précédente les hypotheses de
finitude sur F et G par les hypotheses duales sur F' et G'.

Proposition 3.3.18 (Simples de Fet(Z x J,&k)). 1. SiT et J vérifient Uhypothése 3.1.28, pour
tout objet simple S de Fct(Z x J,E), il existe un objet simple S1 de Fct(Z,E), un objet
simple So de Fct(Z,E) et un épimorphisme S1 XK Sy — S.

2. Soient S un objet simple de Fct(Z,E) et S’ un objet simple de Fet(J,E) tel que le corps
Endpeg(7,6,)(S") est réduit a k. Alors SN S’ est un objet simple de Fet(Z x J,&).
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3. Soient S1, Sy deuz objets simples de Fct(Z,Ex) et Si, S4 deux objets simples de Fet (T, E).
Si 81 WS ~ Sy KSY, alors S~ S7 et Sy ~ 5.

Démonstration. Pour le premier point, considérons un objet (A, B) de Z x J tel que S(4, B) # @.
On a alors, par simplicité de S (en utilisant le lemme 3.3.15), un épimorphisme X XY — S avec
X = Pg et Y = PV{, qui sont bien échelonnés (cf. hypothese 3.1.28). Quitte a remplacer X par
X/N, ou N est le plus grand sous-objet de X tel que la composée NXY «— X K'Y — S est nulle,
on peut supposer que pour tout sous-objet non nul X’ de X, la composée X' XY — XXKY — §
est non nulle, donc surjective. On en déduit, par exactitude des limites filtrantes bien échelonnées,
que si Sp désigne Uintersection des sous-objets non nuls de X (de sorte que Sy est nulle ou simple),
la composée S XY — X XY — S est surjective. De méme, on trouve un sous-quotient simple So
de Y tel que la composée S1 X Sy — S XY — S est surjective.

Pour la seconde assertion, on utilise I'isomorphisme canonique Fct(Zx 7, &) ~ Fet(Z,Fet (T, E)) -
Pimage de SX.S’ dans la catégorie Fct(Z, Fct (7, £x)) appartient en fait & 'image de i., ou ¢ désigne
Vinclusion (Fet (T, &))g — Fet (T, &) (cf. section 2.7). Or (Fet (T, Ex))S ~ Ebndpercs e, () = Ek
(cf. proposition 2.7.5), et 'objet correspondant & S X S’ dans Fect(Z, &) via ces équivalences est
Pobjet simple S. Ainsi, S XS est simple dans I'image de 4., qui est une sous-catégorie de Serre de
Fct(J, &) (par les propositions 2.7.4 et 3.1.10), ¢’est donc aussi un objet simple de Fct(Z x 7, Ex).

Pour la derniére assertion, on choisit un objet E de J tel que l'espace vectoriel V' = S{(E) est
non nul : alors $1 @V ~ Sy @ W, ou W = S4(FE) ; comme S; et Sy sont simples, cela entraine qu’ils
sont isomorphes. De méme, 57 ~ S5. Cela acheve la démonstration. (]

Corollaire 3.3.19 (Groupe de Grothendieck de Fct(Z x J,E&)). Supposons que I et J vérifient
Uhypothese 3.1.28 et que les corps d’endomorphismes des objets simples de Fet(J,Ex) sont réduits
a k. Le produit tensoriel extérieur induit des isomorphismes de groupes abéliens

GI(Fct(T x J,&)) ~ G (Fet(T, &) ® G (Fet(T, &)

et
Ko(Fet(Z x J, &) ~ Ko(Fet(Z, &) @ Ko(Fet(T, E)).

Foncteurs exponentiels

Le produit tensoriel extérieur permet d’introduire la notion simple mais fondamentale de fonc-
teur exponentiel. Nous en donnerons ultérieurement des exemples et des applications. Ces définitions
et les conséquences suivantes apparaissent (dans le cas de la catégorie F) dans [FFSS99] et [Fra96].

Définition 3.3.20 (Foncteurs exponentiels). 1. Supposons que la catégorie Z possede des som-
mes finies, de sorte que 'on dispose d’un foncteur I : Z x Z — Z. Un foncteur F : Z — & est
dit II-exponentiel s’il existe dans Fct(Z x Z, &) un isomorphisme I[1*F' ~ FXF compatible aux

isomorphismes de commutativité et d’associativité de IT et ®. Un foncteur gradué F = @ F,
neN
est dit IT-ezponentiel gradué s’il est a valeurs de dimension finie, que Fy ~ k (foncteur constant)

et que 'on dispose d’un tel isomorphisme gradué, i.e.

I'r,~ P FRF;
i+j=n

2. Supposons que la catégorie Z possede des produits finis, de sorte que I’on dispose d’un foncteur
X :ZxZT — Z. Un foncteur F' : T — & est dit x-exponentiel s’il existe un isomorphisme
x*F ~ F' F compatible aux isomorphismes de commutativité et d’associativité de x et ®.

Un foncteur gradué F = @ F,, est dit x-exponentiel gradué s'il est a valeurs de dimension
neN
finie, que Fy ~ k et que I'on dispose d’un tel isomorphisme gradué, i.e.

x*F,~ @ F;REF;.
i+j=n
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3. Lorsque la catégorie Z est additive, les notions de foncteur II-exponentiel (gradué) et x-
exponentiel (gradué) coincident ; on parlera alors seulement de foncteur exponentiel (gradué).

La propriété suivante découle des définitions.

Proposition 3.3.21. 1. Supposons que I possede des produits finis.
(a) Pour tout objet E de I, le foncteur PEL est x -exponentiel.

(b) Le produit tensoriel de deuz foncteurs X -exponentiels (resp. d’un foncteur X -exponentiel
et d’un foncteur X -exponentiel gradué) est un foncteur X -exponentiel (resp. X -exponentiel
gradué).

2. Supposons que T posséde des sommes finies.
(a) Sil’hypothése 3.1.28 est satisfaite, pour tout objet E de L, le foncteur I% est I1-exponentiel.
(b) Le produit tensoriel de deuzx foncteurs Il-exponentiels (resp. d’un foncteur 11-exponentiel
et d’un foncteur I1-exponentiel gradué) est un foncteur I1-exponentiel (resp. 11-exponentiel
gradué).
Lemme 3.3.22. Notons § : T — Z x I le foncteur diagonal.

1. Si T posséde des sommes finies, le foncteur 1 : T x T — T est adjoint o gauche a §. Par
conséquent, IT* : Fct(Z, &) — Fet(Z x I, &) est adjoint & droite a 0*.

2. Si T posséde des produits finis, le foncteur x : T x T — T est adjoint & droite a 0. Par
conséquent, x* : Fet(Z,&;) — Fet(Z x Z,&) est adjoint a gauche a 6*.

3. Le diagramme

Fct(Z, &) x Fet(Z, &) ——> Fet(Z x I, &)

T b

Fct(Z, &)
commute.

Ce lemme immédiat permet d’établir la proposition suivante, grace a laquelle les foncteurs
exponentiels s’averent souvent utiles pour simplifier des calculs d’algebre homologique.

Proposition 3.3.23. Supposons que I posséde des produits finis. St F = @ F,, est un foncteur
neN
x -exponentiel gradué tel que pour tout n € N, F,, est pfoo, on a pour tout n € N un isomorphisme

gradué

Extiey(z,60) (F X ®Y) > @) Extieyz e, (Fiy X) @ Bxtieyz.6,) (F, V) (3.9)
i+j=n

naturel en les objets X et Y de Fet(Z,E). Si T posséde également des sommes finies, on a un
isomorphisme naturel
Hompey(z,6,)(Fn, X @Y) ~ P Hompeyz e, (Fi, X) © Hompeyz e, (F),Y) (3.10)
i+j=n
dans Fct(Z, E).
Démonstration. Le lemme 3.3.22, combiné au corollaire 1.2.8, fournit des isomorphismes

Extpet(z,6,) (s X ®@Y) = Extpey(z,6,) (F 6" (X KY)) = Extpeyzxz,e,)(X F, X KY)

= EXt;‘ct(IXI,Sk)(F X F7X X Y) ’

de sorte que I'isomorphisme (3.7) fournit (3.9).
Quant & (3.9), il s’en déduit en appliquant ce qui précede (pour * = 0) aux foncteurs exponentiels
x-gradués (P @ F,),, (cf. proposition 3.3.21) et en utilisant la remarque 3.1.16 et (3.6). O
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Remarque 3.3.24. 1. On a un énoncé analogue pour un foncteur exponentiel non gradué.

2. Dans le cas ou I'hypothese 3.1.28 est vérifiée, on a un analogue dual en remplagant x-
exponentiel par II-exponentiel. On obtient ainsi notamment que si Z posséde des sommes

et des produits finis et que F' = @ F,, est un foncteur Il-exponentiel gradué tel que pour tout
neN
n € N, F, est co-pfy, on a un isomorphisme

(X®Y:F)~ B (X:F)e (Y :F) (3.11)
i+j=n

naturel en les objets X et Y de Fct(Z, 5,{)



Chapitre 4

La catégorie F et la conjecture
artinienne

Nous introduisons dans ce chapitre la catégorie F des représentations génériques des groupes
linéaires sur le corps Fs.

Définition 4.0.1. Soit £ = &, la catégorie des espaces vectoriels sur le corps a deux éléments;
ainsi £ = 5];2 désignera la sous-catégorie pleine essentiellement petite des espaces de dimension
finie. La catégorie F est la catégorie de foncteurs

F =Fct(&7,8).

Ces notations seront conservées dans toute la suite de cette these; sauf mention expresse du
contraire, tous les espaces vectoriels considérés seront des espaces vectoriels sur Fs.

La principale motivation qui a amené plusieurs mathématiciens a étudier systématiquement
la catégorie F depuis les années 1990 est topologique : les travaux de Henn, Lannes et Schwartz
(cf. [HLS93] et [Sch94]) ont mis en évidence les liens étroits entre F et 1’algebre de Steenrod des
opérations stables de la cohomologie modulo 2. En topologie, parmi les corps premiers, les corps
finis donnent lieu aux structures les plus riches. De plus, la caractéristique 2 présente quelques
particularités techniques intéressantes qui rendent naturel de lui accorder un intérét spécial : les
puissances réduites suffisent a engendrer 1'algebre de Steenrod, et les conditions de commutativité
graduée se muent en une commutativité stricte. Enfin, sur F2, les homothéties sont triviales, ce qui
évite de distinguer entre les différentes variantes de groupes linéaires. C’est pourquoi la catégorie
de foncteurs F définie sur Fy a fait 'objet d’une attention particuliere.

Lorsque I'on remplace Fo par un autre corps fini, on obtient une catégorie dont le comportement
est tres analogue. La plupart de nos considérations ultérieures peut, au prix parfois de quelques
raffinements techniques, mineurs, étre généralisée a ce cas (cf. [Dja06a]). Les propriétés de base
de la catégorie F, exposées dans les trois articles de Kuhn [Kuh94a], [Kuh94b] et [Kuh95] et la
these de Piriou [Pir95] (chapitres 1 & 3), y sont d’ailleurs démontrées, pour 'essentiel, avec ce degré
de généralité. Les phénomenes nouveaux qui apparaissent (décomposition scalaire, action du mor-
phisme de Frobenius pour un corps fini non premier) se traitent en effet de maniere élémentaire,
tandis que les problemes ardus liés a la structure globale de la catégorie de foncteurs ou aux
représentations modulaires se présentent en les mémes termes que sur Fy. Les considérations d’ex-
tension du corps de base présentent quant a elles des subtilités qu’il convient d’étudier en termes
de foncteurs strictement polynomiauz (cf. [FFSS99]), dont nous n’aurons pas usage.

Le début de ce chapitre est consacré a la structure élémentaire de la catégorie F. Apres quelques
généralités (section 4.1), nous étudions les foncteurs finis de F. Le résultat principal réside dans leur
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caractere polynomial, i.e. nilpotent pour le foncteur différence A, dont la définition est rappelée dans
le §4.2.1. Cela permet d’utiliser les méthodes classiques de théorie des représentations des groupes
symétriques, via leur action sur les foncteurs puissances tensorielles par permutation des facteurs.
Les références bibliographiques sur le sujet abondent; contentons-nous de citer le chapitre 5 de
[Sch94] et [Pir95]. Dans [Kuh94b], Kuhn suit une méthode proche, mais utilise les représentations
des groupes linéaires sur Fo plutot que celles des groupes symétriques (nous y reviendrons au
chapitre suivant — cf. proposition 5.3.17).

Dans la section 4.3, nous discuterons différentes variantes de I’énoncé suivant, dont nous avons
donné ici la forme minimale.

Conjecture 4.0.2 (Conjecture artinienne). La catégorie F est co-localement artinienne.

Ce probleme a été posé initialement par Lannes et Schwartz. Kuhn en a discuté les aspects de
base dans [Kuh94b], §3. Cette question s’est vite avérée I'une des plus difficiles & résoudre sur la
catégorie F et reste largement ouverte.

4.1 La catégorie abélienne tensorielle F

Nous rappelons dans cette section quelques résultats simples sur la structure de F que nous
avons établis au chapitre 3 (avec des conséquences découlant des résultats du chapitre 2). On
note que I’hypothese 3.1.28 est vérifiée, et que le foncteur de dualité induisant une équivalence de
catégories entre (£7)°P et £f, on dispose d'une auto-dualité dans F. De plus, le caractere additif de
la catégorie source £ permet d’assurer un bon comportement du produit tensoriel (cf. corollaire
3.1.24, paragraphe 3.3.2 etc.).

Proposition 4.1.1. 1. La catégorie F est une catégorie abélienne vérifiant les hypotheses 1.3.4
et 2.1.12. Elle est engendrée par les projectifs de type fini standard Py = Falhom (V,.)]
(V€ Ob&T).

2. C’est wune catégorie tensorielle exacte fermée munie d’une bonne auto-dualité
D : F°r — F. Ce foncteur est obtenu par la composition (commutative) du foncteur de
précomposition par (\)* : (E7)°P — EF et du foncteur de postcomposition par (\)* : EP — & ;
on a ainsi (DF)(V) = F(V*)* pour tous F € ObF et V € Ob&’. Les duauz Iy = DPy-
des projectifs standard forment une famille de cogénérateurs injectifs de co-type fini (injectifs

standard) ; explicitement, on a Iy (E) ~ Fgom(E’V).

3. On a des isomorphismes naturels
Pv®PWf:PV@W, Iy @ Iy ':IVEBW (V,WGObgf)

4. Le produit tensoriel préserve :
— les objets projectifs ;
— les objets de type fini;
— les objets pfy, ;
— les objets injectifs de co-type fini;
— les objets de co-type fini;
— les objets co-pfy,.

Remarque 4.1.2. On peut étendre canoniquement un foncteur F de F en un foncteur £ — &, en
associant & un espace vectoriel V' la colimite des F(W) (pour les monomorphismes induits par les
inclusions), W parcourant ’ensemble des sous-espaces de dimension finie de V. On obtient ainsi une
correspondance bijective entre F et les foncteurs &€ — £ qui commutent aux colimites filtrantes.
Rappelons que l'on évite de considérer la catégorie de tous ces foncteurs parce que £ n’est pas
essentiellement petite ; la seule considération des foncteurs £f — &£/ n’est pas non plus suffisante
car cette catégorie ne posseéde pas toutes les (co)limites, et n’a pas assez de projectifs ni d’injectifs.
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En particulier, on peut composer les objets de F (dans la plupart des cas, nous ne considérerons
que des foncteurs a valeurs de dimension finie, ce qui évite d’avoir & considérer le prolongement
précédent pour définir cette composition), ou plus généralement un objet de F et un objet de
Fct(Z,E), ou T est une catégorie essentiellement petite.

Notation 4.1.3. — Le projectif Pp, sera noté (sauf ambiguité possible) simplement P par la
suite. De méme, l'injectif Iy, sera noté I.
— La sous-catégorie Fct(£7,£7) des objets bien échelonnés de F sera notée F4.

La sous-catégorie pleine de F des foncteurs constants (que nous identifierons a £ dans la suite)
est épaisse — il résulte de la proposition 3.1.14 que c’est une une sous-catégorie de Serre, puisque
I'unique foncteur £f — * est plein et essentiellement surjectif, et elle est stable par extensions
parce que Fy = Py est projectif dans F. La proposition suivante, dont la vérification est immédiate,
complete cette remarque.

Proposition et définition 4.1.4. On a des isomorphismes
homz(F,i(V)) =~ homg(F(0),V) et homg(i(V), F) ~ homg(V, F(0))

naturels en les objets F de F et V de £, ou i : £ — F désigne le foncteur associant a un espace
vectoriel V' le foncteur constant en V. Dans la suite, nous noterons simplement V' pour i(V'), par
abus.

On a de plus une décomposition naturelle

F~F&F(0)

ot I = ker (F — F(0)) (la notation F sera conservée dans toute la suite) est appelé la partie sans
terme constant de F' et F(0) le terme constant de F.

Remarque 4.1.5. Cette proposition fournit une équivalence de catégories F ~ £ x F, ot F est la
sous-catégorie pleine des foncteurs sans terme constant. Lorsqu’on remplace Fy par un autre corps
fini, cette équivalence se généralise en la décomposition scalaire (cf. [Kuh94a], §3.3).

Un cas particulier d’usage trés courant est celui des décompositions P~ P ®Fy et I ~ I @ Fy.
Pour tout V € Ob &7, le sous-espace vectoriel P(V) de P(V) admet une base formée des [0] + [v],
ot v € V '\ {0}. Si 'on considere plutdot P comme un quotient de P, une base de P(V) est formée
des images des générateurs [v] pour v € V' \ {0}, que par abus nous noterons encore parfois [v].

4.2 Foncteurs finis

Le premier paragraphe de cette section présente les propriétés formelles du foncteur différence
et des foncteurs polynomiaux ; on y rappelle le caractere co-localement polynomial des objets pro-
jectifs de type fini de F et ses conséquences fondamentales. Le deuxieme paragraphe expose des
considérations beaucoup plus concretes sur les foncteurs finis usuels de F : puissances tensorielles,
extérieures, symétriques... Enfin, le paragraphe 4.2.3 rappelle les liens entre les foncteurs polyno-
miaux de F et les représentations des groupes symétriques sur Fo.

4.2.1 Foncteurs polynomiaux

Définition 4.2.1 (Foncteurs de décalage). Etant donné un espace vectoriel de dimension finie V,
nous désignerons par Ay l'endofoncteur de F de précomposition par le foncteur - @V : £F — &7
de somme directe avec V. On V'appelle foncteur de décalage par V' (cf. section 3.2).

Remarque 4.2.2. — Le caractere bifonctoriel de @ montre que cette construction est fonctorielle
en V.
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— On a un isomorphisme naturel Aygw ~ Ay o Ay. En particulier, si V est de dimension n,
le foncteur Ay est isomorphe & (Ap,)".

Définition 4.2.3 (Foncteur différence). Le foncteur Ap, sera noté A. Le noyau de la transformation
naturelle A — Ay = ids induite par le morphisme Fy — 0 de £/ est appelé foncteur différence; il
se note A.

Remarque 4.2.4. Le foncteur A est également le conoyau de la transformation naturelle id — A
induite par 0 — Fy, de sorte que ’on a un scindement canonique

A~Agid. (4.1)
Ce scindement est analogue a celui de la proposition 4.1.4.

Proposition 4.2.5 (Adjoints aux foncteurs décalage et différence). Soit V' un espace vectoriel de
dimension finie. B
— Le foncteur de décalage Ay est adjoint a droite a -® Py . En particulier, A est adjoint a droite
a-®P. _
— Le foncteur de décalage Ay est adjoint a gauche a - @ Iy. En particulier, A est adjoint a
gauche a - ® 1.
— Le foncteur différence A est adjoint a droite ¢ - ® P et a gauche a - ® I.

Remarque 4.2.6. Ces adjonctions sont naturelles en V.

Démonstration. Les assertions relatives aux foncteurs de décalage découlent des propositions 3.2.6
et 3.2.7, le cas du foncteur différence s’en déduit par le scindement (4.1). O

Remarque 4.2.7. Explicitement, la coiinité de ’adjonction P ® AF — F est donnée, sur l'objet V'
de &7, par
[v] ® x — F(idy ® v)(z)

outv€Vetaze F(Va@Fs:) (on anoté par abus encore v 'application linéaire Fo — V' déterminée
par v). B
La colinité P @ AF — F s’obtient par restriction de celle-ci.

Proposition 4.2.8. 1. On a des isomorphismes naturels
Ap(Py)~Py(E)® Py et Ap(ly)~Iy(E)®Iy  (V,EcOb&l). (4.2)

2. Les foncteurs de décalage commutent naturellement au produit tensoriel; on a de plus un
isomorphisme de foncteurs Do Ay ~ Ay-o D naturel en V€ Ob&F (donc un isomorphisme,
non naturel, Do Ay ~ Ay o D).

3. Le foncteur différence commute naturellement a la dualité. On a un isomorphisme
AFRG)~(AF®G) & (FRAG)® (AF ® AG) (4.3)

naturel en les objets F' et G de F.
4. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence préservent :
(a) les objets projectifs et les objets injectifs ;
(b) les objets de type fini, pf,, co-tf et co-pf,.

5. Soit F un foncteur tel que F(0) est de dimension finie et que AF est de type fini (resp. fini,
Dfn, co-tf, co-pfy). Alors F est de type fini (resp. fini, pf,, co-tf, co-pfy, ).
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Démonstration. Le premier point résulte de ce que les foncteurs Py et Iy sont naturellement ez-
ponentiels. Un foncteur de précomposition commute toujours au produit tensoriel, et si 'on note
sy = - ® V 'endofoncteur de £f de translation par V, le diagramme

(EF)or ﬂi (EF)or

o e

ng>gf

commute (& isomorphisme naturel pres), ce qui fournit le second point. Le troisieme s’en déduit
aisément via (4.1). Par exemple, (4.3) s’obtient en constatant que, si l'on note pr : AF — F la
projection canonique, le diagramme

AF2G0) =5 FoG

AF © AG

commute, et en identifiant les noyaux.

La premiere partie de la quatrieme assertion découle des propositions 4.2.5 et 1.2.7. La seconde
partie provient, compte-tenu des deux premiers points, des propositions 2.2.15 et 2.4.19.

On observe maintenant que le foncteur A x evg : F — F X £ est exact, commute aux colimites,
et est fidéle. En effet, si AF = 0, on a F(V @ Fy) ~ F(V) pour tout V € Ob&7, de sorte que F
est constant, ce qui entraine sa nullité si F(0) = 0. Par la proposition 2.1.5, on en déduit que si F'
est un foncteur tel que (AF, evg(F)) est un objet tf de F x &, i.e. tel que AF est un objet tf de
F et F(0) un espace vectoriel de dimension finie, alors F' est tf. Les propositions 2.2.17 et 2.6.15
démontrent de méme la derniere assertion dans les cas ou F' est respectivement pf,, et fini. Les cas
ou F' est co-tf ou co-pf,, s’en déduisent par dualité, d’ou la proposition. O

Définition 4.2.9 (Foncteurs polynomiaux, (co)analytiques). Un foncteur F' € Ob F est dit :

— polynomial s’il existe un entier naturel n tel que A" F = 0;

— analytique s'il est réunion de ses sous-foncteurs polynomiaux ;

— coanalytique s’il est limite de ses quotients polynomiaux.

Le degré d’un foncteur polynomial non nul F' est le plus grand entier positif n tel que A™F # 0,
on le note deg F'; on pose également deg 0 = —o0.

Notation 4.2.10. Etant donné n € Z, nous noterons F, la sous-catégorie pleine de F formée des
foncteurs polynomiaux de degré au plus n. Ainsi, pour n > 0, F,, est le noyau du foncteur exact
A1 est donc une sous-catégorie épaisse de F.

Nous désignerons par F,, la sous-catégorie pleine de F des foncteurs analytiques.

Remarque 4.2.11. — Pour n < 0, F,, est la sous-catégorie réduite a 0; Fy ~ & est la catégorie
des foncteurs constants.

— Notons dr, ot F est un objet de F¥ la fonction N — Z donnée par dp(n) = dim F(F2%™).
On a alors dap = 6(dp), ou ¢ désigne 'opérateur donné par 6(f)(n) = f(n+ 1) — f(n).
Comme une fonction f : N — 7Z est polynomiale de degré au plus n si et seulement si
S"HL(f) = 0, on voit que le foncteur F' & valeurs de dimension finie est polynomial si et
seulement si la fonction dp est polynomiale (et leurs degrés coincident alors), ce qui justifie
la terminologie.

— Les isomorphismes (4.2) montrent qu’un objet projectif ou injectif n’est polynomial que lors-
qu’il est constant.

— Il est également usuel de définir la notion de foncteur polynomial a partir des « effets croisés » ,
ou « déviations » (cf. [Fra96]). Nous n’utiliserons pas ce point de vue, strictement équivalent
a celui donné ici (qui est par exemple employé dans [Sch94]).
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— Le dual d’un foncteur analytique est coanalytique ; le dual d’un foncteur coanalytique a valeurs
de dimension finie est analytique.

Ezemple 4.2.12. Supposons que (F},)nen est un foncteur exponentiel gradué de F. On a un isomor-
phisme
n—1
AF, ~@PF, i(F:)@F;,  (neN).
i=0
Cela montre que pour tout n, F), est polynomial de degré au plus n, et de degré exactement n
si F1 # 0 (on a alors Fy (F2) # 0 car Fy est un foncteur additif).

Proposition 4.2.13. 1. Le dual d’un foncteur polynomial est polynomial de méme degré.

2. Si F et G sont deux foncteurs polynomiaux, alors F @ G est un foncteur polynomial, et
deg(F ® G) = deg F + deg G.

3. Le produit tensoriel de deuz foncteurs analytiques est analytique.

4. Un foncteur F est polynomial si et seulement si AF est polynomial; si de plus F est non
constant, on a deg(AF) = deg F — 1.

Démonstration. Le premier point résulte de la commutation entre A et D, le second de (4.3), et le
troisieme s’en déduit par passage a la colimite. Le dernier découle de la définition. O

Remarque 4.2.14. En revanche, la notion de foncteur analytique est fortement non auto-duale. Nous
verrons ainsi que les injectifs standard Iy, sont toujours analytiques, mais que leur dual Py« ne lest
que si V' est nul.

La proposition suivante, dont la démonstration est purement formelle, revét une importance
particuliere dans le cadre de 1’étude des propriétés de finitude dans F.

Proposition 4.2.15 (Schwartz). Supposons que F' est un foncteur polynomial a valeurs de dimen-
sion finie. Alors F' est fini, pfso et co-pfss.

Démonstration. 11 suffit de combiner la derniere assertion de la proposition 4.2.8 et une récurrence
sur le degré. O

Remarque 4.2.16. L’inégalité sous-jacente a la démonstration de la finitude d’un foncteur polyno-
mial F' de F¥ est la borne Ig(F) < Ig(AF) + dim F(0). Celle-ci est trés mauvaise; donner des
renseignements précis sur les facteurs de composition de AS, ot S est un foncteur simple, est en
général tres difficile (cf. [PS98], § 3, pour des résultats partiels & ce sujet).

Proposition et définition 4.2.17 (Foncteurs p,, et ¢,). Soient n € N et F' € Ob F.

1. Notons q,(F) le conoyau du morphisme naturel P®" @ A"F — F (coiinité d’une adjonction
dérivée de la proposition 4.2.5). Pour n < 0, on pose q,(F) = 0. Alors g, (F) est un foncteur
polynomial de degré au plus n; c’est le plus grand quotient de F' ayant cette propriété. Tout
morphisme F — G de F induit un morphisme ¢,(F) — q.(G), ce qui permet de voir g,
comme un foncteur F — F,,. Celui-ci est adjoint a gauche au foncteur d’oubli F,, — F.

2. Notons p,(F) le noyau du morphisme naturel F — I®" @ A"F (unité d’une adjonction
dérivée de la proposition 4.2.5). Pour n < 0, on pose p,(F) = 0. Alors p,(F) est le plus
grand sous-foncteur polynomial de degré au plus n de F'. Tout morphisme F' — G de F induit
un morphisme p,(F) — pn(Q), ce qui permet de voir p, comme un foncteur F — F,,. Celui-ci
est adjoint a droite au foncteur d’oubli F,, — F.

3. Les foncteurs py,, et q, sont liés par les isomorphismes naturels de dualité

Pn(DF) = D(gn(F)) et qn(DF) ~ D(pn(F)).
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4. Posons

= U pn(F

neN
Alors poo(F) est le plus grand sous-foncteur analytique de F. On obtient ainsi un foncteur
Doo adjoint a droite au foncteur d’oubli F,, — F.

Définition 4.2.18. Soit n € N. Un foncteur F' de F est dit :
— homogéne de degré n sl est polynomial de degré n (donc F' = p,,(F)) et que p,—1(F) =0;
— cohomogéne de degré n s'il est polynomial de degré n (donc F' = ¢, (F)) et que ¢g,—1(F) = 0.

Remarque 4.2.19. Un foncteur fini non nul de degré n est homogene (resp. cohomogene) si et
seulement si son socle (resp. son cosocle) n’est constitué que d’objets simples de degré n.

Proposition et définition 4.2.20 (Filtration (co)polynomiale). Soient n € N et F € Ob F.
1. La filtration naturelle

0=pa(F) Cpo(F) = F(0)C-- Cpa(F) C---

de F € ObF est appelée filtration polynomiale de F'. Ses sous-quotients sont notés

hom

Pn - pn/pnfl (44)

(ot l'on note encore p;, par abus, pour la composée de p; et du foncteur d’oubli F; — F). Le
foncteur phe™(F) est le plus grand quotient homogéne de degré n de p,(F) s’il est non nul;
on l’appelle partie homogene de degré n de F'.

2. On définit des endofoncteurs k,, de F par k,, = ker (id — gn—_1), de sorte que l’on obtient une
filtration décroissante naturelle

F=ky(F)Dki(F)D - Dkn(F)D---
du foncteur F, appelée filtration copolynomiale de F. Ses sous-quotients sont notés
qzom = kn/knJrl ~ ker (Qn - qn71)~

Le foncteur q/°™(F) est le plus grand sous-objet cohomogéne de degré n de g, (F) s’il est non
nul; on l'appelle partie cohomogene de degré n de F'.

Les propositions/définitions 4.2.17 et 4.2.20 sont implicites dans [HLS93], et explicites dans [Pir95].

Proposition 4.2.21. Soient F,G € ObF etn € Z.
1. Ona
P(FRG) = Y pi(F)@p;(G).
i+j=n
2. Le produit tensoriel de deux foncteurs homogénes (resp. cohomogénes) est homogeéne (resp.
cohomogeéne).

3. De plus, poo(F ® G) = poo(F) ® poo(G).

4. On a des isomorphismes naturels

hom F ® G @ phom ® p;wm(G)
i+j=n
et

hom F ® G @ qhom ® qjhom(G)
i+j=n
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Pour la démonstration, voir [Pir95], proposition 1.3.1.

Remarque 4.2.22. Un foncteur homogene et cohomogene de degré n peut avoir un sous-quotient
non nul de degré strictement inférieur & n. Ainsi, le foncteur fini 72 introduit dans le paragraphe
4.2.2 ci-apres est homogene et cohomogene de degré 2, mais possede un facteur de composition de
degré 1.

La proposition suivante, contenue initialement dans [HLS93] (cf. aussi [Kuh94a], §4), est fonda-
mentale.

Proposition 4.2.23. Les cogénérateurs injectifs standard de F sont analytiques. Dualement, les
générateurs projectifs standard de F sont coanalytiques.

Démonstration. La stabilité de F, par produit tensoriel montre qu’il suffit d’établir que I est
analytique, ou encore que P est coanalytique, puisque c’est un objet de F¥. Pour cela, on note

sy = Z[a] e P(V)

acV

pour tout objet V de £f. Nous allons montrer que pour tout n € N* et tout V € Ob&7, k, (P)(V)
est le sous-espace vectoriel de P(V') engendré par les sy, ot W est un sous-espace de dimension n
de V. On aura ainsi k&, (P)(V) = 0 pour dim V' < n, ce qui impliquera

() ka(P)=0

neN*

i.e. que P est coanalytique. - -
Pour cela, on note que la cotinité P @ P — P de l'adjonction entre A" et P®" @ - (AP ~ P
par la proposition 4.2.8) est donnée, sur V € Ob &7, par

(®([0] + [uz])) ® [v] — s(u1y ..., un;v) = Z [v+ un?]

i=1 eclFay™

ou les u; et v sont des éléments de V (appliquer la remarque 4.2.7). On constate ensuite que
s(u1, ..., up;v) = 0 sila famille (u;) est liée, que sinon s(uq, ..., u,;0) = sy, ou W désigne l’espace
vectoriel engendré par les u;, que s(uq, ..., un;v) = s(u1,...,un;0)+s(u1,...,uns,v;0), et enfin que
sw est la somme des sy, ou H parcourt les hyperplans de W, lorsque dim W > 2. Cela acheve la
démonstration. O

Remarque 4.2.24. — La variante « duale » de cette démonstration consiste a établir que p, (V')
est I’espace vectoriel des fonctions V* — Fy polynomiales de degré au plus n.
— Ce résultat persiste lorsqu’on remplace Fo par un autre corps fini; il tombe en revanche en
défaut sur un corps commutatif infini.

Nous donnerons plus précisément la structure de P et de I dans le paragraphe suivant.

Corollaire 4.2.25 (cf. [Sch94], corollaire 5.3.7). Un objet de F est de co-type fini si et seulement
s’il est analytique et de socle fini. En particulier, ’hypothése 2.7.16 est vérifiée dans F.

Démonstration. La proposition 2.7.13 (assertion 2) montre qu'un objet analytique et de socle fini
est co-tf. Réciproquement, un objet co-tf de F se plonge dans une somme directe finie d’injectifs
standard (cf. proposition 2.4.13), il est donc analytique par la proposition 4.2.23; il est également
de socle fini par la proposition 2.7.13 (assertion 1), d’ou la conclusion. O

Corollaire 4.2.26. Un objet de F est fini si et seulement s’il est polynomial et a valeurs de
dimension finie.
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Démonstration. Soient S un objet simple de F et V un espace vectoriel de dimension finie tel que
S(V') # 0. Alors il existe un monomorphisme de S dans Iy (cf. proposition 3.1.27); comme S est
de type fini, on en déduit que S se plonge dans un foncteur polynomial a valeurs de dimension finie
prn(ly). Un argument d’épaisseur montre alors que tous les objets finis de F sont polynomiaux et
dans F% . La réciproque est contenue dans la proposition 4.2.15, d’ou le corollaire. O

Ce corollaire montre que, dans F, les objets analytiques (resp. coanalytiques) sont exactement
les objets localement finis (resp. co-localement finis).

Remarque 4.2.27. Le foncteur Py n’est analytique que si V' = 0. En effet, si Py est analytique,
il est fini par les propositions 4.2.23 et 2.6.21, donc polynomial, ce qui n’advient que pour V =0
par (4.2). Dualement, Iy n’est coanalytique que pour V = 0.

Corollaire 4.2.28. - Le produit tensoriel de deux objets finis de F est fini.
- Si F € ObF est fini, alors AF est fini.
— Un objet fini de F est pfso et co-pfoo. En particulier, F satisfait aux hypothéses 2.6.9 et 2.6.10.
— La sous-catégorie F,, de F est épaisse.

Démonstration. Les trois premieres assertions résultent du corollaire 4.2.26, combiné aux proposi-
tions 4.2.13 et 4.2.15. La derniere se déduit de la précédente via la proposition 2.6.18. O

4.2.2 Quelques classes de foncteurs finis

Notation 4.2.29. — Nous noterons, pour n € N, T™ le foncteur n-iéme puissance tensorielle de
F, c’est-a-dire le produit tensoriel de n copies du foncteur d’oubli £/ — €. Ainsi T"(V) = V&
pour V € Ob &Y.
— Notons ¥, = Autgns{1,...,n} le groupe symétrique sur n lettres. On remarque que ¥,, agit
naturellement & droite sur 7™ par permutation des facteurs du produit tensoriel.
— Le foncteur obtenu en prenant les co-invariants de T™ sous l'action de X,,, appelé n-iéme
puissance symétrique, sera noté S™.
— Le foncteur obtenu en prenant les invariants de T sous ’action de X,,, appelé n-iéme puissance
divisée, sera noté I'™.
— Nous désignerons par A™, pour n € N, le foncteur n-iéme puissance extérieure.
Par convention, les foncteurs 70, S°, I'? et A° sont égaux au foncteur constant 5 ; nous étendrons
aussi les notations 7™, S™, I'™ et A™ a n < 0 en convenant que ces foncteurs sont alors nuls.

Pour les propriétés générales de ces foncteurs que nous utiliserons (souvent implicitement), nous
renvoyons & [Bou70], chapitre IIT (§5, 6 et 7) et [Bou81], chapitre IV (§5). On a notamment la
propriété fondamentale suivante, qui est a la base de trés nombreux calculs d’algebre homologique
dans F (cf. notamment [Fra96] et [FFSS99]).

Proposition 4.2.30. Les foncteurs gradués (A™), (I'™) et (S™) sont exponentiels.
Remarque 4.2.31. 1. Les foncteurs T™ et A™ sont auto-duaux. Les foncteurs S™ et I'" sont duaux

I'un de 'autre.

2. On a des monomorphismes canoniques A" — I'" — T" et, dualement, des épimorphismes
canoniques T™ — S™ — A" (comme nous sommes sur Fg, l'algeébre extérieure A*(V) sur
V € Obé&/ s’identifie canoniquement au quotient de I’algebre symétrique S* (V') par I'idéal
engendré par les carrés).

3. Grace a 'exemple 4.2.12, on a des isomorphismes

AA™ ~ AL (4.5)

n—1
AS" ~ P s, (4.6)
=0
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AT ~ T (4.7)

4. En particulier, A™, S™ et I'" sont des foncteurs finis de degré n (pour n € N).

5. Le foncteur gradué (T™) n’est pas exponentiel. Mais T est également un foncteur fini de
degré n (pour n € N) par la proposition 4.2.13. Explicitement, on a des isomorphismes

|
—

n

AT ~ @ (T%)#Cx (4.8)

~
I
o

ou C}, désigne le coefficient binomial.

6. Le foncteur I'™/A™ est de degré strictement inférieur & n. On le voit par récurrence sur n en
utilisant le foncteur différence.

7. Pour n > 0, le foncteur A™ est simple. Cela résulte par récurrence sur n de la proposition
2.6.15 et de (4.5). Cette démonstration particulierement élémentaire de simplicité ne s’applique
essentiellement qu’aux puissances extérieures; nous décrirons tous les foncteurs simples de F
a partir des puissances extérieures au paragraphe suivant.

8. Pour n > 0, T™ est homogene et cohomogene de degré n. Le foncteur S™ (resp. I'™) est
cohomogene (resp. homogene) de degré n, mais en général non homogene (resp. cohomogene).

9. Le morphisme de Frobenius fournit des morphismes S? — 5% pour tout 4 € N. Dualement,
on obtient des morphismes I'*! — I'* appelés traditionnellement Verschiebung (décalage).

10. La structure exponentielle de A* fournit des morphismes A’ ® A7 — A7 et A™H — AP @ AJ
appelés respectivement produit et coproduit, donnés sur un espace V par les compositions
suivantes :

AN @A) V)= AT VaV)—» AT (V),
la seconde fleche étant induite par 'addition V@V — V, et

la premiere fleche étant induite par la diagonale.
On a des morphismes analogues pour tous les foncteurs exponentiels gradués, en particulier
I et S*.
Avant de préciser la structure de I (cf. [Kuh94b], théoréme 7.8), rappelons la définition suivante
(cf. [ARS97], chapitre IV, §2).

Définition 4.2.32. Un objet d’une catégorie abélienne est dit unisériel si ’ensemble de ses sous-
objets est totalement ordonné pour I'inclusion.

Proposition 4.2.33 (Kuhn). Le foncteur P est unisériel, et l'on a ¢"°™(P) ~ A™ pour n > 0.

’ n

Dualement, le foncteur I est unisériel, et I'on a ph°™(I) ~ A™ pour n > 0.

Démonstration. Montrons que les seuls sous-objets non nuls de P sont les k,(P). Soit F un sous-
foncteur non nul de P; pour V € Ob&7 et 2 € F(V), écrivons

T = Z () ([0] + [v])

veV\{0}

et notons d(z) la dimension du sous-espace vectoriel Supp(z) de V engendré par les v tels que
ay(z) = 1. Considérons un espace vectoriel V' et un élément x de F'(V') tel que l'entier n = d(z) soit
non nul et minimal. Nous allons montrer que & = Sgypp(z), Ol la notation sy a la méme signification
que dans la démonstration de la proposition 4.2.23.
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Soit v € V' \ {0} tel que a,(z) = 1. Notons y € F(V/v) image de = par la projection
F(V — V/v) : pour tout w € (V/v) \ {0}, on a a,(y) = aq(z) + ap(z), ol a et b sont les deux
antécédents de w par la projection V' — V/v. Cela montre que Supp(y) C Supp(z)/v, donc par
minimalité de d(x), y = 0. Autrement dit, pour tout élément u de V'\ {0,v}, @y (z) = ayto (). Par
conséquent, la réunion de {0} et des éléments u de V' \ {0} tels que a,,(z) = 1 est un sous-espace
vectoriel de V', qui est donc Supp(x), ce qui établit 2 = 5g,p,(») comme souhaité.

Si V' est un espace vectoriel de dimension finie et W un sous-espace de dimension n de V’, il
existe une application linéaire f : V — V' qui induit un isomorphisme entre Supp(z) et W, et F(f)
envoie z sur sy . Ainsi F' contient k,,(P).

On montre & présent que F est inclus dans k,,(P) par récurrence sur n = n(F). Pour n(F) = 1,
c’est clair puisque k; (P) = P. On constate ensuite que si ’on note G 'image de AF «— AP ~ P — P,
alors n(G) > n(F) — 1. En effet, si V est un espace vectoriel de dimension finie et ¢ un élément de
G(V), notons z I'élément de F'(V @F3) image de ¢ par 'inclusion G(V) — (AF)(V) — F(V&TF,) :
on a Supp(t) C Supp(z) & Fa, done d(t) < d(z), or pour tout élément non nul  d'un F(W), il
existe une décomposition W ~ V @ Fy telle que I'image ¢ de = dans G(V') est non nulle (parce que
F est comme P sans terme constant), d’ott n(F) < n(G) + 1. L’hypothese de récurrence entraine
donc G C kn(p);l(P), d’ou AF C k‘n(p),l(APZ et le résultat puisque F' est sans terme constant
(A(F/ky(py—1(P)) doit étre nul car A(k,,(py—1(P)) D ky(r)(AP)).

Il reste, pour conclure, & voir que ¢"°™(P) ~ A™ pour n > 0. Pour cela, on considere le morphisme
an : P — T™ donné par [0] + [v] — v®™. Si W est un sous-espace de dimension n de V € Ob&/ et
(v1,va,...,v,) une base de W, alors a,, (V) : P(V) — I'*(V) envoie sy sur I’élément vy Avg A~ - -Awy,
de A™(V)) — I'"(V), et annihile sy pour dim W > n, ce qui montre que a,, induit un épimorphisme
q"o™(P) — A™. Mais les considérations précédentes montrent que ¢"°™(P) ne peut étre que nul ou

simple, de sorte que la proposition est démontrée. O

Cette proposition montre en particulier que tout quotient strict de P, qui est infini, est fini.
Autrement dit, avec la terminologie de la définition 2.8.7, on a le résultat suivant.

Corollaire 4.2.34. Le foncteur P est simple noethérien de type 1. Il est en particulier noethérien.
Dualement, I est simple artinien de type 1; c’est en particulier un foncteur artinien.

Corollaire 4.2.35. Si X est un objet projectif tf de F, on a peo(X) = X(0). Autrement dit, X n’a
pas de sous-objet fini non constant.
Dualement, un objet injectif co-tf de F n’a pas de quotient fini non constant.

Démonstration. Le cas ou X = P est fourni par la proposition 4.2.33. Comme le foncteur po,
commute au produit tensoriel (cf. proposition 4.2.21), on en déduit assertion pour tout projectif
standard. La classe des foncteurs sans sous-objet fini non constant étant stable par sommes directes
finies et facteurs directs, on en déduit le corollaire. O

Corollaire 4.2.36. Notons, pour n € N, a,, : P — I'™ le morphisme donné sur un espace vectoriel
V par [0] + [v] — v®™ (pour v € V \ {0}).
1. Le morphisme a,, induit un monomorphisme q,(P) — I'™.

2. Le morphisme ay est un épimorphisme ; il induit un isomorphisme qo(P) ~ T'2.

Han:PHHF"

neN neN

3. Le morphisme

est un monomorphisme.

Démonstration. La proposition précédente montre que le socle de g, (P) s’identifie & A™ et que tous
ses autres facteurs de composition sont de degré strictement inférieur a n. Comme I'” est homogene
de degré n et que a,, est non nul, cela prouve la premiere assertion.

Le deuxiéme point résulte du précédent et de ce que I'?(V) est engendré par les éléments du
typea®aeta®@b+bRa=a®a+bb+ (a+b) R (a+Db).
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Quant au dernier, il se déduit du premier et de la proposition 4.2.23, que 'on peut reformuler
(pour le cas de P) en disant que le morphisme canonique P — [] ¢, (P) est injectif. O

Exemple 4.2.37. Le foncteur T2 est donc unisériel, de suite de composition A2, A, A%; I'? est son
sous-objet de suite de composition A%, A', et S? son quotient de suite de composition A, A%. Cela
illustre la remarque 4.2.22.

Le role fondamental joué par les puissances symétriques et divisées parmi les foncteurs finis
est également illustré par le résultat suivant. Pour une démonstration, on se reportera & [Kuh94al,
théoreme 5.1.

Proposition 4.2.38 (Théoréme de plongement de Kuhn). Tout objet fini de F se plonge dans une
somme directe finie de foncteurs puissances symétriques.

Dualement, tout objet fini de F est quotient d’une somme directe finie de foncteurs puissances
divisées.

Proposition 4.2.39. Le morphisme d’algébres F2[3,] — Endz(T™) procuré par Uaction de X, sur
T est un isomorphisme.

Démonstration. Soient V' un espace vectoriel de dimension n, (e1,...,e,) une base de V et z
Pélément 1 ® --- ® ey, de T™(V). On munit V, puis T(V) par fonctorialité, de la structure de
F3[X,]-module & droite induite par Paction des endomorphismes de permutation (dans la base
considérée) : le sous-Fo[X,,]-module M de T™ (V') engendré par z, qui est libre, a pour espace vectoriel
sous-jacent I'intersection des noyaux des endomorphismes de 7™ (V') induits par les endomorphismes
diagonaux non inversibles de V. On en déduit que pour tout morphisme f : T" — T" de F,
f(V):T™(V) — T™(V) préserve M. Comme f(V) est F5[%,,]-linéaire, on en déduit un morphisme
d’anneaux Endz(T") — Endpg,[x,,|(M) ~ F3[X,]. On vérifie aussitot que ce morphisme et celui de
I’énoncé sont réciproques I'un de l'autre (cf. [PS98], § 1.3, lemme 1.9). O

Remarque 4.2.40. On peut également calculer les anneaux d’endomorphismes End(I'*) et End(S™)
(qui sont duaux). Ils héritent d’une structure d’algébre de Hopf gréice & la structure exponentielle
de T* et S* (cf. remarque 4.2.31.10); ils sont étroitement liés & P'algebre de Steenrod (les carrés
de Steenrod correspondant aux morphismes de Frobenius). Nous renvoyons pour cela & [Kuh94al,
[Kuh95], [HLS93] et [Sch94]. Un cadre algébrique général englobant ’algebre de Steenrod usuelle
sous l'angle des catégories de foncteurs est fourni dans [Pow05].

4.2.3 Foncteurs simples et représentations des groupes symétriques

Notation 4.2.41. Soit n € N.
— Nous noterons s, : 7, — Modg, [z, le foncteur hom#(7",.), qu'on munit d'une structure de
F3[X,]-module & droite en faisant agir ,, & gauche sur T".
— Nous noterons r,, : Modg,[s;,] — F» le foncteur - ® T™; ainsi sur les objets

Fa[>,]
rn(M) = coker (M @ Fo[3,]@T" - M @T")

la fleche étant la somme des deux morphismes obtenus en faisant agir 3,, sur M et sur T".

La proposition que nous rappelons maintenant est démontrée, dans un cadre plus général, dans
[Kuh02] (théoréme 1.4).

Proposition 4.2.42. Soit n € N. [ existe un diagramme de recollement

dn Tn
<~ L
Fr—1 —in=>= Fp Zsn> Modp,s,,
’

Pn 7
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ou l'on a moté par abus encore p, et q, la restriction de ces foncteurs a F,, et i, le foncteur
d’inclusion. En particulier, s, induit une équivalence de catégories

]:n/j:n—l >~ MOng[En]-

Démonstration. Les propriétés requises sur i, p, et g, résultent de la proposition 4.2.17.
L’adjonction entre s, et 1, s’obtient par la suite d’isomorphismes

homg (1, (M), F) ~ ker (homz(M @ T", F) — homz(M ®@ F2[S,] @ T", F))

~ ker (homg (M, 5, (F)) — homg (M @ F2[S,], s,,(F))) ~ homp, (s, |(M, sn(F))

naturels en F' € ObF,, et M € ObModg,[y,-

On note ensuite que s, est exactet commute aux colimites. L’exactitude provient de
l'isomorphisme T" =~ ¢,(P®") (cf. proposition 4.2.21), dont on déduit un isomorphisme
homg, (T™, F) ~ homz(P®", F) naturel en l'objet F de F, (par la proposition 4.2.17), et du
caractere projectif de P®". La commutation aux colimites filtrantes (qui entraine la commutation
a toutes les colimites par ce qui précede) vient de la type-finitude de 7.

Le corollaire 1.3.18 implique alors I’existence d’un adjoint & droite 7/, & s,.

Pour montrer que I'unité de I'adjonction id — s,r, est un isomorphisme, il suffit de le faire sur
le générateur Fo[%,] de Modg, s, (puisque 7, et s, commutent aux colimites), cas qui découle de
la proposition 4.2.39.

La démonstration que la coiinité r/ s, — id est un isomorphisme est analogue : il suffit de
vérifier sur le Fo[X, ]-module Fo[X,]. Cela se vérifie en notant que 'application bilinéaire naturelle
de composition homz (7", F) x homgz(F,T™) — Endz(T™) est non dégénérée dans F,, et en utilisant
un argument de dualité (cf. [PS98], proposition 1.12, pour plus de détails).

Il reste a voir que le noyau de s, est F,_1. En effet, pour un objet F' de F,, la condition
hom (T, F) = 0 équivaut & hom (P®", F) = 0 (cf. début de la démonstration), soit & A" F(0) = 0.
Mais A™F' est un foncteur constant, donc cela revient & dire que F' est de degré strictement inférieur
an. O

Remarque 4.2.43. Si A et B sont deux foncteurs polynomiaux non nuls de degrés respectifs n et m,
Snt+m (A® B) s’identifie canoniquement au ¥,,4,,-module induit (relativement a l'inclusion évidente
Y X Xm < Ypam) par le 2, x X,,-module produit tensoriel extérieur de s,,(A) et s,,(B). On peut
voir cette propriété comme un succédané a la propriété exponentielle pour le foncteur gradué (7).

Remarque 4.2.44. La catégorie P des foncteurs strictement polynomiaux présente également des
liens étroits avec les représentations des groupes symétriques; ’analogue de la proposition 4.2.42
est plus simple, car la catégorie P se scinde en somme directe des catégories de foncteurs stric-
tement polynomiaux homogenes. Pour une approche en caractéristique nulle, voir I’appendice A
du chapitre I de [Mac95]; pour le cas général, on pourra se reporter a [FS97] et & [Pir02], §2.
Le corollaire 3.7 et le théoréme 3.10 de [FFSS99] donnent des résultats puissants de comparaison
cohomologique entre les catégories F et P.

Le corollaire 4.2.26 et les propositions 2.8.16 et 4.2.42 montrent que les classes d’isomorphisme
d’objets simples de F sont en bijection canonique avec la réunion des classes d’isomorphisme d’objets
simples de Modp,[s,| (n € N).

Remarque 4.2.45. La catégorie F est également tres liée a la théorie des représentations des groupes
linéaires qu’a celle des groupes symétriques (cf. [Kuh94b]). Cependant, les représentations des
groupes linéaires pouvant se décrire & partir de celles des groupes symétriques (cf. [Jam78§]), il
est souvent commode d’utiliser ces derniéeres pour les considérations explicites sur les foncteurs
simples de F.

Nous rappelons maintenant sans démonstration, dans le contexte de la catégorie F, les définitions
et propriétés fondamentales de la théorie des représentations des groupes symétriques.
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Définition 4.2.46. — Une partition est une suite décroissante A d’entiers, indexée par N*, qui
stationne en 0.

— La longueur d’une partition A est le plus grand entier r, noté, {(\), tel que A, > 0. Si A est
identiquement nulle, on convient que I(A) = 0. Par la suite, on identifiera une partition A et
le n-uplet (A1,...,An) sin >1(N).

— Une partition X est dite 2-réguliére si \; > A\j11 pour 1 < i < I(A); le corps de base étant fixé
a [Fo, nous parlerons par la suite simplement de partition réguliére.

Nous désignerons par p I’ensemble des partitions régulieres.

— Le degré d’une partition A est I'entier positif |A] = > A;. Une partition de n € N est par
S
définition une partition de degré n.
— Si A et p sont deux partitions de méme degré, nous noterons A < p si

Vn € N* zn:/\iﬁzn:,ui-
i=1 i=1

Notation 4.2.47. Si A = (A\1,..., \.) est un r-uplet d’entiers, on notera A*, ou A**r le foncteur
AN = A = ® AN
1<i<r

On étendra ces notations de fagon évidente a une suite infinie A d’entiers stationnant en 0.

Remarque 4.2.48. La relation < définit un ordre partiel sur les partitions, appelé parfois ordre de
dominance (cf. [Jam78], §3).

Remarque 4.2.49. Soient \ et p deux partitions de méme degré.
— L’assertion A < p est équivalente a

Vn € N* Zx\iZZm-

>n i>n
- Si A < p, alors I(A) > 1(p).

Notation 4.2.50. — Soient 4, j et t trois entiers positifs tels que t < j. Nous désignerons
par 6, ;¢ A'@ A — AT @ A' @ AVt — AT @ AJ~t 1a fleche composée du coproduit sur le
deuxieme facteur tensorisé par A’ et du produit sur les deux premiers facteurs tensorisé par
AJ~t. Par auto-dualité des puissances extérieures, nous identifierons D6; j+ & un morphisme
AFt @ AT — AP @ AJ.

Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous omettrons les indices pour les morphismes 6
et D6.
— Soit A une partition de longueur r. On note, pour 1 <i<r—1et 1<t < A4,

w;\f — ARt ® Ox, xips it ®AA‘L+27"'7)\7‘ AN o AN A= AR A = Az, A
i Nit1,t :

puis
wA — @ w;:t . AA s @ AAl7---7)\i—17)\i+t7)\i+1_t7Ai+27---7)\7‘.
1<i<r—1 1<i<r—1
1<t<Nit1 1<t<Nit1

Définition 4.2.51. Soit A une partition. On définit le foncteur de Weyl associé a A, et noté W
(ou encore Wy, ., pour n > [()\)) par

Wy = kem/»\ C A)‘.
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Remarque 4.2.52. Sii > j,
Wi,j - ﬂ ker&i’j!t

1<t<j
et pour une partition A de longueur quelconque r

r—1
Wy = ﬂ AMs A ® W)‘i7>\,;+1 ®A)\7’,+2,...,Ar c AN

i=1

Remarque 4.2.53. Pour toute partition A, W) est non nul, c’est donc un foncteur homogene de
degré |\|. En revanche, le foncteur défini par le noyau analogue & celui qui fournit W) est nul sur
une suite d’entiers qui n’est pas une partition (cf. [PS98]).

Théoréme et définition 4.2.54 (Objets simples de F). Soit A une partition régquliére.

1. Le radical de W) est donné par
rad Wy = Wy N Wit

ot A* est muni de sa structure auto-duale canonique.

2. Le cosocle de W) est un objet simple de F, appelé foncteur de Schur associé a A et noté Sy (ou
encore Sx, ... x, pour n > 1(X)). Celui-ci est de degré |\ ; en particulier, Wy est cohomogeéne.

3. Les foncteurs de Schur sont auto-duauz.

De plus, les foncteurs de Schur associés auz partitions régulieres forment un systéme complet
de représentants des objets simples de F.

L’importance de cette description générale relativement explicite des objets simples de la catégorie
F, y compris pour étudier sa structure globale, sera illustrée au chapitre 10.

Théoréme 4.2.55. Les facteurs de composition de A, ot \ est une partition de longueur r de
n €N, sont :

— les Sy, ou p parcourt les partitions régulieres de n telles que 1 > A,

— des simples du type S, avec |p| <n, l(p) <r, p1 > A1 et pr—1 < Ar.

En outre, Sy est facteur de composition unique de A™.

Nous renvoyons le lecteur a [PS98|, [Kuh94b] et [Jam78] pour les deux résultats précédents.
Il pourra également consulter le chapitre 3 de [Pir95] pour une exposition complete des résultats
fondamentaux sur les objets simples de F.

Nous terminons ce paragraphe en mentionnant 'important résultat suivant (qui s’exprime, dans
la terminologie de la théorie des représentations, en disant que s est un corps de décomposition
pour F). Ce résultat est établi dans [Kuh02] (prop. 7.4) & partir du résultat analogue pour la
catégorie Mody,[s, ] et du diagramme de recollement de la proposition 4.2.42.

Proposition 4.2.56. Pour tout objet simple S de F, le corps End S est réduit a Fs.

Notation 4.2.57. Etant donnée une partition réguliere A, nous noterons I, l'enveloppe injective
du foncteur simple Sy, et Py sa couverture projective.

Ainsi, Py et I, sont des foncteurs indécomposables duaux, respectivement de type fini et de
co-type fini.

Corollaire 4.2.58. Soient A une partition réguliére et F' un objet fini de F. La multiplicité de Sy
dans F est donnée par mg, (F') = dimhomg(Py, F') = dim homz(F, Iy).

Cela amene a poser la définition suivante.

Définition 4.2.59 (Facteurs de composition, multiplicité). Soient A une partition réguliere et F' un
objet de F¥ . Nous appellerons multiplicité de Sy dans F I’entier naturel my (F) = dim homz (P, F).
Nous dirons que Sy est facteur de composition de F si mx(F) > 0.
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L’espace vectoriel homz(Py, F) est fini pour F' € Ob F¥, car Py est quotient d’un projectif
standard Py, de sorte que homz(Py, F') s’injecte dans F'(V).

Notation 4.2.60. Etant donnés une partition réguliere A et un foncteur F € ObF%, nous
abrégerons 'assertion Sy est facteur de composition de F en A\ - F.
Proposition 4.2.61. Soient A une partition réguliére et F' un objet de F¥ .

1. Le foncteur simple Sy est facteur de composition de F si et seulement s’il existe un sous-
quotient de F isomorphe a S).

2. La multiplicité my(F) est aussi égale o dimhomz(F, Iy).
3. 80— A— B— C— 0 est une suite evacte courte de F¥, on a my(B) = mx(A) +mx(C).
4. Il existe une filtration finie
0=ACA C---CA,=F
de F' dont les quotients A;/A;_1 sont soit isomorphes a Sy, soit sans facteur de composition

Sx. La multiplicité my(F) est égale au nombre de quotients de la filtration isomorphes a S .

Cette proposition, qui se vérifie par inspection, facilite le maniement courant de la définition 4.2.59.

4.3 La conjecture artinienne : premiers énoncés, motivations

Nous commencons par donner des versions de la conjecture artinienne dont I’équivalence avec
I’énoncé 4.0.2 s’établit formellement.
Proposition 4.3.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. La catégorie F est co-localement artinienne (conjecture 4.0.2).
Les injectifs standard Iy sont des objets artiniens de F.
Les injectifs indécomposables de co-type fini de F sont artiniens.
Le produit tensoriel de deuz objets artiniens de F est artinien.
Le cosocle d’un objet de co-type fini de F est fini.
La catégorie F est localement noethérienne.
Les projectifs standard Py sont des objets noethériens de F.

Les projectifs indécomposables de type fini de F sont noethériens.

© % NS G

Le produit tensoriel de deur objets noethériens de F est noethérien.
Le socle d’un objet de type fini de F est fini.

~
S

Démonstration. L’équivalence entre les assertions I et 6 provient de la proposition 2.4.25; de méme,
un argument d’auto-dualité établit ’équivalence entre 2et 7, Set 8, 4 et 9, 5 et 10 (tous les objets
en jeu dans ces assertions sont forcément & valeurs de dimension finie).

L’assertion I implique qu'un objet co-tf de F est artinien, donc en particulier 3. Cette derniere
assertion implique 2 parce qu’un injectif standard est co-tf donc somme directe finie d’injectifs
indécomposables co-tf (cf. corollaires 2.7.18 et 2.7.19).

Comme les injectifs standard forment un ensemble de cogénérateurs de F, 2 implique 1.

D’autre part, 1 entraine que tous les objets co-tf de F sont artiniens. Comme un produit tensoriel
d’objets co-tf est co-tf, cela implique 4.

Par ailleurs, 4 implique 2 & cause de l'isomorphisme Iy ~ I®" pour V de dimension n et du
corollaire 4.2.34.

Supposons maintenant que 1 n’est pas vérifiée : il existe un objet X de co-type fini de F possédant
un sous-objet Y tel que X/Y n’est pas de co-type fini. Comme X/Y est, comme X, analytique,
cela implique que le socle S de X/Y est infini (corollaire 4.2.25). Soit Z I'image réciproque de S par
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la projection X — X/Y : Z est comme X de co-type fini, et il se projette sur I'objet semi-simple
infini S, donc son cosocle est infini. Ainsi 5 n’est pas vérifiée.

Réciproquement, 1 implique § parce que le cosocle d’un objet artinien est fini. Cela termine la
démonstration. O

Afin d’illustrer la difficulté de la conjecture artinienne, mentionnons deux des questions ouvertes
les plus classiques auxquelles elle apporterait aussitot une réponse affirmative (parce que les énoncés
analogues obtenus en remplagant « noethérien » par « de type fini » sont eux faciles).

— Si A est un objet noethérien et F' un objet fini de F (il suffit de traiter le cas F' = A'), le

foncteur A ® F' est-il noethérien ?

— Si F' est un objet noethérien de F, AF est-il noethérien ?

Remarque 4.3.2. Il est naturel de poser la question du caractere localement noethérien ou co-
localement artinien d’autres catégories de foncteurs Fct(Z, £), ot Z est une catégorie essentiellement
petite vérifiant hypothese 3.1.28. On ne saurait obtenir une réponse affirmative en général, comme
le montre 'exemple élémentaire suivant. Cependant, toutes les catégories de foncteurs que nous
rencontrerons par la suite semblent « trés probablement » , comme F, localement noethériennes.

Ezemple 4.3.3. Soit Z la petite catégorie telle que ObZ = N et homz(n,m) = * (ensemble & un
élément) si n = 0 ou n = m, & sinon, de sorte qu’il n’y a aucune composition non triviale dans
T. Le projectif standard de type fini PZ de Fct(Z,€) est le foncteur constant Fo, puisque 0 est
objet initial de Z. Ce n’est pas un objet noethérien. En effet, pour tout entier n > 0, 'image A; du
monomorphisme € P? — PZ dont chaque composante PZ — P{ est induite par le morphisme
0<i<n
0 — ¢ associe & l'objet i 'espace vectoriel Fy si 0 < ¢ < n, 0 sinon. Aussi (A4;);>0 est-elle une suite
strictement croissante de sous-objets de PZ.

Remarque 4.3.4. La catégorie 7 de ’exemple précédente est un carquois : aucun objet de 7 n’a
d’endomorphisme non identique. Une catégorie de foncteurs dont la source est un carquois et le but
& se comprend aisément ; ses objets simples sont en bijection naturelle avec les objets du carquois
initial. Pour une présentation de ces phénomenes du point de vue de la théorie des représentations,
nous renvoyons a [ARS97], chapitre III, §1.

La conjecture artinienne originelle 4.0.2 est posée en termes d’injectifs et non de projectifs en
raison du roéle joué par la sous-catégorie F,, en relation avec les modules instables sur l'algebre
de Steenrod (cf. [HLS93]). Avant d’expliquer en quoi il est indispensable de ne pas restreindre la
compréhension des foncteurs a celle des foncteurs analytiques, insistons sur le fait que la catégorie
F. est tautologiquement localement noethérienne (cf. remarque 2.6.19). Ses objets injectifs sont
aisément compréhensibles (modulo la théorie des représentations modulaires), comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 4.3.5. — Les objets injectifs de F,, sont (& isomorphisme preés) les sommes di-
rectes d’injectifs indécomposables du type I.
— Les deux assertions suivantes sont chacunes équivalentes a la conjecture artinienne.

1. Les objets injectifs de F,, restent injectifs dans F.

2. Toute somme directe d’injectifs indécomposables du type Iy est injective dans F.

Démonstration. Le premier point résulte de la proposition 2.3.9 et du fait qu’un objet injectif non
nul de F,, contient au moins un objet simple S, donc un facteur direct Iy.

L’équivalence des deux assertions du second point en découle. La conjecture artinienne implique
la seconde gréce a la proposition 2.3.8. Pour la réciproque, considérons un objet de type fini F' de F ;

écrivons son socle sous la forme @ Sy, pour une certaine famille (Sy,);cr de partitions régulieres.
i€E
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Comme @I, est injectif par hypothese, il existe un diagramme commutatif
i€E

@ S)\LC—> @ IM
i€E i€FE

[

Chaque morphisme F ER @I\, - I, est non nul; comme F est tf, cela entraine (cf. propo-
icE

sition 2.1.20) que E est fini, i.e. que soc F' est fini. On conclut par limplication 10 = 1 de la

proposition 4.3.1. O

Remarque 4.3.6. F possede « beaucoup » d’objets injectifs « pathologiques » , ne contenant aucun
objet fini non nul (regarder les objets injectifs de F/F,, — cf. proposition 1.4.12). Il en est ainsi de
I’enveloppe injective de P, par exemple.

Exemple 4.3.7. On ignore si le foncteur
®~18™ = colim (S" — S%" — ... — CRA ")

(les fleches étant les morphismes de Frobenius), qui est injectif dans F,, (cf. [Kuh95]), est injectif
dans F.

La considération de la catégorie F, n’est pas de nature, loin s’en faut, a contourner tous les
problemes de structure profonds rencontrés dans F. D’une part, cette catégorie n’a pas assez de
projectifs (cf. [Kuh94a], corollaire B.7), elle perd la dualité de F. D’autre part, F,, est localement
noethérienne, mais son caractere co-localement artinien est équivalent a la conjecture artinienne,
puisque les injectifs standard de F sont analytiques.

De fait, la conjecture artinienne souléve le probleme plus explicite (identique dans F et F,,) de
déterminer la structure des injectifs indécomposables de co-type fini de F : les résultats partiels
connus sur la conjecture artinienne ont apporté des renseignements précieux sur ces injectifs (cf.
[Pow98c| et [Pow98a]). Dans cette optique, Powell a été amené & énoncer des versions fortes beau-
coup plus précises de la conjecture artinienne, et les avancées que nous présenterons ultérieurement
suggéreront des résultats encore plus rigides sur la structure de la catégorie F et de ses injec-
tifs de co-type fini, ou dualement de ses projectifs de type fini. Ainsi, la structure de 'anneau
de Grothendieck G{; (F) est bien comprise grace a la théorie des représentations, au moins ce qui
concerne la structure additive — cf. §4.2.3; la structure multiplicative est plus délicate car on ne
sait pas décrire de facon générale les facteurs de composition d’un produit tensoriel de foncteurs
simples, mais ’on dispose de résultats précis. Signalons également que Gg (F) hérite d’une structure
d’algebre de Hopf; elle est analysée dans [Kuh94b], § 6. En revanche, la structure (méme additive)
de I’anneau de Grothendieck Géf (F) est étroitement liée & la structure fine des projectifs standard ;
la conjecture la plus forte que nous émettrons qui généralise la conjecture artinienne impliquera
I’existence d’un isomorphisme de groupes abéliens Gf)f (F) ~ Gg (F)®2,

Indiquons a présent les résultats partiels déja connus sur la conjecture artinienne, qui sont tous
beaucoup plus délicats que le corollaire 4.2.34.

La premiére avancée remonte & Piriou ([Pir97]). On rappelle que la notion d’objet noethérien
de type n a été introduite dans la définition 2.8.7.

Théoréme 4.3.8 (Piriou). Pour tout n € N, le foncteur P ® A™ est noethérien de type 1.

La démonstration originelle, assez explicite, repose sur 1’étude de facteurs de composition de
ces foncteurs en liaison avec la théorie des représentations linéaires des groupes symétriques. Piriou
obtient en fait un résultat plus précis, décrivant P ® A™ comme extension de deux objets simples
noethériens de type 1 explicites.
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Powell a proposé dans [Pow97] une approche différente, plus conceptuelle, qu'’il a généralisée
dans [Pow00b] pour obtenir le résultat ci-dessous (dont la démonstration ne fournit pas de filtra-
tion explicite des foncteurs considérés par des simples noethériens de type 1), reposant sur 1'utili-
sation d’endofoncteurs de F, sous-quotients du foncteur différence (introduits dans [Pow98b] ; nous
y reviendrons dans le paragraphe 9.2), permettant une détection efficace de certains facteurs de
composition dans F.

Théoréme 4.3.9 (Powell). Pour tout objet fini F' de F, le foncteur P® F est noethérien de type 1.

Nous préciserons ultérieurement ce résultat en donnant une description théorique plus explicite
de la structure de ces objets a I’aide d’une catégorie auxiliaire. Il est naturel de conjecturer que tous
les objets simples noethériens de type 1 sont isomorphes dans F/F,, & un sous-quotient de P ® Sy
pour une partition réguliere A convenable, mais aucun résultat dans cette direction ne semble avoir
été obtenu jusqu’a présent.

En utilisant un résultat de structure « global » sur les injectifs indécomposables (cf. [Pow98c]),
que nous généraliserons, et le théoreme 4.3.8 (qui donne la structure de P ® ¢,(P)), Powell a
également établi dans [Pow98a] le résultat suivant (plus précisément, il fournit une filtration explicite
de sous-quotients simples noethériens de type 1 ou 2).

Théoréme 4.3.10 (Powell). Le foncteur P®? est noethérien de type 2.

Nous démontrerons dans cette these que pour tout foncteur fini F, P®? @ F est noethérien de
type 2.

Conjecture 4.3.11 (Conjecture artinienne forte). Pour tout n € N, le foncteur P®™ est noethérien
de type n.

Powell énonce aussi dans [Pow98¢| une version treés forte de la conjecture artinienne dont nous
parlerons dans le paragraphe 5.4.3. Un autre renforcement naturel de la version forte précédente
réside dans I’énoncé suivant.

Conjecture 4.3.12. Pour tout n € N et tout objet fini F' de F, le foncteur P®" @ F est noethérien
de type n. De plus, tout foncteur simple noethérien de type n est isomorphe dans F | Fnrm-1) (cf.
notation 2.8.8) a un sous-quotient d’un tel objet.

La encore, nos investigations ultérieures suggéreront un énoncé plus précis sur la filtration de
Krull de F, la conjecture artinienne extrémement forte (cf. §8.5.3).

Pour achever cette section introductive a la conjecture artinienne, indiquons quelques autres
problemes ouverts dont la difficulté parait de méme nature que ladite conjecture; la conjecture
artinienne extrémement forte donnerait une réponse positive a ces probléemes. Nous y reviendrons
au paragraphe 8.5.3.

Conjecture 4.3.13. Pour tout foncteur de co-type fini X de F, l’ensemble
{A [ Extx(X, S5) # 0}
(ot \ est une partition réguliére) est fini.
Cette conjecture est a rapprocher de la forme suivante de la conjecture artinienne.

Proposition 4.3.14. La conjecture artinienne 4.0.2 équivaut a I’énoncé suivant : pour tout foncteur
de co-type fini X de F, ’'ensemble

{A] Exti(Sx, X) # 0}

(ot \ est une partition réguliére) est fini.
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Démonstration. Cela découle des corollaires 2.7.17 et 4.2.25, compte-tenu de ce que les espaces
vectoriels Ext’(Sx, X) sont toujours finis pour X & valeurs de dimension finie (utiliser que les
simples de F sont pfy). O

Un autre résultat vérifié par tous les objets de type fini apparus lors des travaux sur la catégorie F
est le suivant.

Conjecture 4.3.15. Pour tout objet de type fini X de F, il existen € N tel que Homg(T", F) = 0.

Les énoncés tres « naturels » 4.3.13 et 4.3.15 ne résultent nullement de la conjecture artinienne
sous sa forme minimale (ou méme forte — conjecture 4.3.11).



Chapitre 5

Les catégories Fy-;j et Fyp;

Dans ce chapitre, nous introduisons des catégories de foncteurs Fyurj €t Fip; étroitement liées
a la catégorie F. Elles nous permettront de donner des variantes plus précises de la conjecture arti-
nienne, et surtout d’exposer rapidement des structures et des foncteurs importants entre catégories
de foncteurs, que nous généraliserons en détails lorsque nous étudierons, dans la deuxiéme partie
de cette these, les catégories de foncteurs en grassmanniennes. De fait, la catégorie de foncteurs
en grassmanniennes globale Fg, (définie au chapitre 6) constitue une sorte de « produit tensoriel
tordu » entre les catégories F et Feyrj.

On rappelle que les symboles Epi et Pl ont été introduits a la notation 1.1.3.
f

surj (T€Sp. &l ) la sous-catégorie de £F qui a les

ng

Définition 5.0.1. 1. Nous désignerons par &
mémes objets que £ et dont les morphismes sont donnés par homgs (V,W) = Epig;(V, W)
(resp. homgs (V, W) = Ple; (V,W)). '

< Lo .
2. Pour n € Z, nous noterons £ la sous-catégorie pleine de &

espaces vectoriels de dimension au plus n.

f

surj dont les objets sont les

3. On introduit enfin les catégories de foncteurs

Fourj = Fet(EL,,.,6),

surj’

.ij = Fct(&'f ),

ng?
<n __ <n
surj — FCt(gsurj’ 5)

Remarque 5.0.2 (Dualité). Le foncteur de dualité (£/)°P — £/ induit une équivalence de catégories
entre (szurj)(’p et Sifnj. On en déduit une bonne dualité entre les catégories Fsyrj et Finj (propo-
sition 3.1.30). Par conséquent, nous nous bornerons souvent & énoncer les résultats relatifs & 'une
des deux catégories.

La considération d’une seule d’entre elle n’aurait néanmoins pas suffit & nos investigations ultéri-
eures : la catégorie F,; intervient dans I’étude des catégories de foncteurs en grassmanniennes que
nous introduirons dans la deuxieme partie de cette these (¢’est pourquoi la plupart des résultats des
premieres sections sont énoncés pour Fsyrj); la filtration de Krull de la catégorie Fiy; est un objet
intéressant qui apparaitra dans la section 5.6.3 (nous la retrouverons d’ailleurs dans la deuxieme
partie, §8.5.4), alors que celle de Fg,,; est triviale (nous verrons que cette catégorie est localement
finie).

Les trois premieres sections de ce chapitre donnent la structure de base des catégories Fsyr; et
Finj. Comme dans la catégorie F, leurs objets finis sont caractérisés, parmi les foncteurs prenant

117
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des valeurs de dimension finie, par leur nilpotence pour un endofoncteur exact remarquable; il
s’agit ici d’un foncteur de décalage, au lieu du foncteur différence, qui n’a pas d’analogue du fait
qu’il n’existe aucun scindement dans les sources des catégories de foncteurs Fyypj ou Fipj. A laide
d’un diagramme de recollement (proposition 5.1.2), on décrit leurs objets simples & partir des
représentations simples des groupes linéaires (sur Fg). Avant cela, le paragraphe 5.2 introduit une
deuxieme structure tensorielle sur Fy,r; (le cas de Fyy,j serait analogue). En effet, si le produit
tensoriel usuel de Fj,,; préserve les objets injectifs de co-type fini, il se comporte mal vis-a-vis des
objets projectifs, auxquels le produit tensoriel total que nous définirons est adapté.

Dans la quatrieme section, nous étudions une adjonction fondamentale entre les catégories F
et Fgurj, cadre dans lequel s’insere naturellement les considérations de Powell sur les objets qu’il
a nommés « foncteurs co-Weyl » (cf. [Pow98¢]), et grace auxquels il a obtenu les avancées les plus
significatives connues jusqu’alors sur la conjecture artinienne, que la suite de cette these généralisera.

La cinquiéme section expose 1’équivalence, élémentaire mais fort utile dans la compréhension
conceptuelle des catégories de foncteurs, entre la catégorie Fj,; et une sous-catégorie pleine de la
catégorie des « systémes de coefficients » que Dwyer utilise dans son article fondamental [Dwy80],
sans toutefois I’étudier intrinsequement ; nous donnons quelques résultats reliés a cette équivalence
de catégories, qui suggere que le lien entre les représentations des groupes linéaires et les catégories
Finj ou Fsyurj est beaucoup plus direct qu’avec la catégorie F.

La derniere section présente des résultats sur le foncteur oubli 7 — F;,,; qui possedent un intérét
intrinseque, comme en témoigne la proposition 5.6.4, étape essentielle d'un théoréme important de
Betley et Suslin. Notre démonstration de cette proposition est repoussée a la fin de la seconde
partie de cette these, qui fournira un outil tres efficace pour obtenir des résultats d’annulation
cohomologique dans la catégorie F. Le paragraphe 5.6.3 constitue pour sa part un avant-gout du
chapitre 9. Il nous permet d’exposer la méthode utilisée dans la section 9.1 dans un cadre beaucoup
plus simple techniquement. Nous étudions également dans la section 5.6 un « gros » foncteur de F
(il n’est ni analytique, ni coanalytique) qui jouera un role fondamental dans la deuxieéme partie.

Remarque 5.0.3. L’idée d’étudier une catégorie de foncteurs en utilisant la catégorie de foncteurs
auxiliaire obtenue en ne conservant comme morphismes & la source que les épimorphismes est due
a Scorichenko. Elle est exposée (dans une perspective différente de la notre, mais les concepts sous-
jacents sont tres analogues) dans Particle « Stable K-theory is bifunctor homology » (§4) de Franjou
et Pirashvili du volume [FFPS03].

L’utilisation d’autres catégories de surjection apparait dans divers contextes plus ou moins
connexes. Par exemple, dans [Pir00] (§1.9), Pirashvili emploie ce procédé pour les I'-modules.

5.1 Préliminaires

Notation 5.1.1. 1. Si V est un espace vectoriel de dimension finie, nous noterons simplement
¥

; . Ef s e e Ef s .
Py le projectif standard P,"*"7, et I/ T'injectif standard I;,°*"’. Nous noterons de méme
. o el &l
PV et Iy pour P et I/™ respectivement.

2. L’espace vectoriel Fy®" de dimension n sera noté E,,.
3. Nous noterons ev,, = evg, : Fsurj — € et evy, = evp, @ Fourj — Fo[GL,)Mod les foncteurs

d’évaluation sur ’espace vectoriel E,,. Nous noterons aussi ev,, et ev,, les foncteurs analogues
de source Fip;.

Les considérations du paragraphe 3.3.1 fournissent le résultat suivant.

Proposition 5.1.2. Pour tout n € N, la sous-catégorie 55;;1

droite de E . (cf. définition 3.3.7). Par conséquent (cf. corollaire 3.3.10), on a un diagramme de

suryj
recollement

est une sous-catégorie compléte a

fgnil <

<n <
surg —P= Fourj V= Fo[ar,)Mod

surj
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ot R est le foncteur de restriction et P le prolongement par zéro.

Les foncteurs notés tous P, pour des raisons de lisibilité, dans les parties gauche et droite du
diagramme sont évidemment distincts.

Remarque 5.1.3. Vespa a étudié (cf. [Ves05], chapitre 3 et [Ves06], § 4) une catégorie de foncteurs Fis,
dont la source s’obtient & partir d’une catégorie d’espaces quadratiques dont toutes les fleches sont
des monomorphismes, et de ce fait trés analogue a f,ﬁj. Elle utilise une construction de foncteurs
de Mackey qui permet d’éviter une bonne part des « pathologies » des catégories Fiy; ou Feyrj (qui
participent de la complexité structurelle de la catégorie F, en lien avec la conjecture artinienne),
et qui fait que le diagramme de recollement analogue a celui de la proposition 5.1.2 est trivial dans
Fiso (i-e. que la catégorie qui apparait au centre du diagramme se scinde en le produit des deux
autres catégories — cf. [Ves06], théoreme 4.2), contrairement & ce qui advient dans Fsurj ou Fipj.
Ce phénomene est & rapprocher de ce que F;s, possede une bonne auto-dualité, alors que Fj,; a un
comportement « fortement non auto-dual » (tres différent de celui de Fiyrj), comme nous le verrons
par la suite.

Notation 5.1.4. Etant donné n € N, nous désignerons par z'n : ]FZ[GL,”]Mod — Fsurj le foncteur
de prolongement par zéro. Il s’obtient en considérant la sous-catégorie complete a gauche des objets
de dimension n de 5", et en composant 1 1 t 6 Mod — F="_ qui 8’
surj posant le prolongement par zéro g,gr,, /Mo surj dui s’en
déduit avec le prolongement par zéro associé a l'inclusion de la sous-catégorie complete a droite

Ssgqﬁ,j de 5sfmj (cf. remarque 3.3.9). On a ainsi un isomorphisme

in(M)(V) ~ Follso(E,, V)] ® M
F2[GLy)
naturel en V € Ob&7 et M € Obp, (¢, Mod.

Par abus, nous désignerons de la méme facon les foncteurs analogues dans Fiy;.
Nous noterons enfin Is,, 'objet i}, (F2[GL,]) de Fsyrj, et S99 = i, (Fa).

Ainsi, Isg ~ Sgurj (resp. Is; =~ Sfurj) est le foncteur de Fyyr; égal & Fy évalué sur I'espace
vectoriel 0 (resp. Fa) et nul sur les espaces non nuls (resp. de dimension # 1).

Remarque 5.1.5. Les endofoncteurs Z; oev, et -+ ® Sflurj de Fsurj sont isomorphes.

5.2 Structures tensorielles sur F,,;

Outre sa structure tensorielle usuelle (cf. section 3.1), la catégorie Fsyyr; possede une structure
tensorielle qui a 'avantage sur la précédente de préserver les objets projectifs, et de bien se comporter
a I’égard du foncteur fondamental w : Feyurj — F que nous introduirons dans la section 5.4.

Définition 5.2.1 (Produit tensoriel total). Etant donnés deux objets F' et G de Fourj, on appelle
produit tensoriel total de F' et G le foncteur noté F ® G et défini comme suit.
— Si A est un objet de gl on pose

(FeG)(A)= P FIV)2GW).
V,WCA
V+W=A

!

surjy le morphisme

— Siu:A—» A est un morphisme de £
(FRG)(u): (FRG)(A) — (FRG)(A)

est défini comme la somme directe sur les sous-espaces V et W de A tels que V 4+ W = A des
morphismes

F(vV)e ) L2, pu(v) o GuW) = @ F(V') o GW’)
M
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ot 'on note encore, par abus, u pour les morphismes V' — «(V) et W — u(W) induits par u.
Cette définition fait sens puisque u(V) + u(W) = uw(V + W) = u(4) = A"
Le produit tensoriel total définit un bifoncteur Fyurj X Fourj — Fsurj, le produit tensoriel de £
étant bifonctoriel.

Proposition 5.2.2. — Le produit tensoriel total définit sur Feur; une structure tensorielle exacte
d’unité Isg. N
— Il existe un monomorphisme F'®@ G — F ® G naturel en les objets F' et G de Feyrj-

La premiere assertion se vérifie par inspection. Le monomorphisme de la seconde assertion est
donné, sur un espace vectoriel V, par l'inclusion du facteur F(V) ® G(V) de (F ® G)(V) indexé
par la décomposition V +V = V. Ce monomorphisme illustre qu’intuitivement ® procure la plus
« grosse » structure tensorielle « raisonnable » sur Fyyr;, ce qui justifie la terminologie de produit
tensoriel total.

Par la suite, lorsque nous nous référerons a des notions dépendant d’une structure tensorielle
sur Fgyrj, nous utiliserons 'adjectif total lorsqu’il s’agira de la structure définie par ®, l’absence
de qualificatif signifiant qu’il s’agit de la structure tensorielle usuelle définie par ®.

Le lemme suivant, qui découle de ce qu'une somme directe d’épimorphismes (resp. de monomor-
phismes) est un épimorphisme (resp. un monomorphisme), sous-tend grand nombre de structures
de la catégorie Foyr;.

Lemme 5.2.3. [l existe un unique foncteur szurj X szurj — Esfwj tel que le diagramme

LA AR L ppp—

surj surj sury

gfxef —2 g1

commute. Il sera encore noté @& par abus.

On a un résultat analogue dans la catégorie 57:23"

Proposition 5.2.4. Il existe un isomorphisme P‘S/“Tj é)P&}"j ~ P‘S/g%, naturel en les objets V et
W de &,

suryj -
Démonstration. Cette proposition s’obtient en linéarisant I'isomorphisme ensembliste du lemme

suivant. 0O

Lemme 5.2.5. Il existe une bijection

Epig(A® B,E)~ [] Epig(4,V) x Epig(B,W)
V,WCE
V+W=F

naturelle en les objets A, B et E de &l

surj -

Ce résultat élémentaire sera établi en détails sous une forme plus générale ultérieurement (cf.
paragraphe 6.2.3).
Corollaire 5.2.6. Le produit tensoriel total de deux objets projectifs de Fsyr; est projectif.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 5.2.4 et de la commutation du
produit tensoriel total aux sommes directes quelconques (qui découle de la méme propriété relative
au produit tensoriel de £). (|
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5.3 Objets finis

Le lemme 5.2.3 permet d’introduire I’analogue suivant aux foncteurs de décalage de la catégorie F.

Définition 5.3.1 (Foncteurs de décalage). Etant donné un espace vectoriel de dimension finie V,
on appelle foncteur de décalage par V' dans Fsurj (resp. Finj) 'endofoncteur de précomposition
par - @ V.

Notation 5.3.2. Nous noterons 5‘5/“”‘ (resp. 5@” J ) Pendofoncteur de décalage par un espace V de
la catégorie Fsurj (resp. Finj). Lorsque V' = Fa, ce foncteur sera simplement noté ¢°“"7 (resp. §'"7).
De plus, exposant surj (resp. inj) sera omis lorsqu’aucune confusion ne pourra en résulter.

Ainsi, 'association V' +— dy est fonctorielle; si V' est de dimension n, les foncteurs dy et 6™ sont

isomorphes.
Les foncteurs de décalage commutent aux limites, aux colimites et au produit tensoriel (usuel).

Proposition 5.3.3 (Adjoint & gauche & §°“7). Il existe un isomorphisme

hom

surj

(X® ijj, Y) ~ homg

surj

(X, 0377 (Y))

naturel en les objets X, Y de Fyurj et A de &l

surj -’
Démonstration. On définit un morphisme naturel X — 657 (X & P5*"7) par les inclusions

X(V)®lida]
_—

X(V) XWV)er"(A)— @  XW)e P (W)

Wi14+Wo=VHA
On vérifie, grace a la proposition 5.2.4, que I'application naturelle
hompg, ., (X @ Py"7,Y) — homg,,, (X, 53" (V)

que l'on en déduit est un isomorphisme lorque X est un projectif standard. Le cas général s’en
déduit par passage a la colimite. O

Proposition 5.3.4. Il existe dans Foyur; un isomorphisme

Sa(I5") ~ @ L @ I (A)
Wi+Ws=B

naturel en les objets A et B de gl

suryj”

Démonstration. Cette proposition s’obtient par linéarisation de la bijection du lemme 5.2.5 (ou a

partir de la proposition précédente et du lemme de Yoneda). O

Corollaire 5.3.5. 1. Les foncteurs de décalage de Fgurj préservent les objets injectifs de co-type
fini et les objets de co-type fini.

2. Les foncteurs de décalage de Finj; préservent les objets projectifs de type fini et les objets de

type fini.

Lemme 5.3.6. 1. Soit X un objet de Fgyurj tel que X(0) est de dimension finie et §(X) fini
dans Feyurj. Alors X est un objet fini de Foyr.

2. Soient i € NU {oo} et X un objet de Fin; tel que X(0) est de dimension finie et 6(X) pf;
dans Finj. Alors X est un objet pf; de Fin;.
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Démonstration. Le foncteur
surj .
(5 JanO) . -Fsurj — Jsurj x &

est exact et fidele. Le premier point résulte donc de la proposition 2.6.15.

Pour le second, on utilise le foncteur (67, evy) : Finj — Finj xE, qui est exact et fidele, commute
aux colimites et conserve les objets projectifs de type fini (cf. corollaire 5.3.5). La conclusion est
donc donnée par la proposition 2.2.17. O

Proposition 5.3.7 (Objets finis, de type fini de Fiyyrj). Soit X un objet de Fsyrj. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. lobjet X est fini;

2. lobjet X est de type fini;

3. lobjet X est a valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur décalage & (cette
derniére condition signifiant encore que X (V) =0 si dimV est assez grande).

On peut reformuler la derniére condition en

Z dim ev,, (X) < c0.

neN

Démonstration. 1l est clair que I implique 2.

Le foncteur projectif standard P;*"7 associé & un espace V de dimension n est & valeurs de
dimension finie et annihilé par le foncteur 6"+, puisque Epi(V,W) = 0 si dimW > n + 1. Cela
montre que la deuxiéme assertion implique la troisieme.

Enfin, la troisieme implique la premiere par le lemme 5.3.6. o

Dualement, on a le résultat suivant.

Proposition 5.3.8 (Objets finis, de co-type fini de Fin;). Soit X un objet de Fin;. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. lobjet X est fini;

2. lobjet X est de co-type fini;

3. Uobjet X est a valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur décalage & (cette
derniere condition signifiant encore que X (V) =0 si dimV est assez grande).

Corollaire 5.3.9. 1. Tout objet de Foyurj est localement fini; en particulier, Fgyur; est une
catégorie localement noethérienne.

2. Tout objet de Fip; est co-localement fini; en particulier, Fin; est une catégorie co-localement
artinienne.

Corollaire 5.3.10. 1. Les objets finis de Fin; sont pfes.
2. Les objets finis de Fsyrj sont co-pfes.

Démonstration. La premiere assertion s’obtient en combinant le lemme 5.3.6 et la proposition 5.3.8.
La seconde s’en déduit par dualité. O

Corollaire 5.3.11 (Filtration canonique dans Fgy;)- Etant donnén € N, notons T, l’endofoncteur

s -4 . <n .
de Fourj composé du foncteur de restriction R : Fgourj — ]—'Smj et du prolongement par zéro

P fi?,j — Fsurj 5 la cotinité de Uadjonction entre R et P fournit un monomorphisme T, — id.
Pour tout objet F' de Fsyrj, (Tn(F))nen est une suite croissante de sous-objets de F' de réunion F.

Si F est d valeurs de dimension finie, alors les T,,(F) sont finis.
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Remarque 5.3.12. Cette filtration est similaire a la filtration polynomiale dans F. Par analogie avec
le cas de F, nous noterons T7M°™ = T,/T, ;. Il existe un isomorphisme canonique
Thom(X) ~ X ® S3vr9,

Contrairement & ce qui advient pour la filtration polynomiale dans F, les foncteurs T}, et T2
sont exacts.

Proposition 5.3.13 (Objets simples de Fyyrj). Soit S un objet de Fgurj. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. S est simple;

2. il existe n € N tel que ev,(S) est un Fo[GL,)-module simple et que evi(S) =0 pour k # n;

3. S est isomorphe a i\, (R) pour un certain n € N et un certain F2[GL,]-module simple R.

Ezemple 5.3.14. Les objets S5%"J sont simples dans Fsurj-

Démonstration. Un objet simple dans une sous-catégorie épaisse F, Sguf,j reste simple dans Feyrj ;
réciproquement, la proposition 5.3.7 montre qu'un objet simple de F,,; appartient & une sous-

catégorie F, fui ;- La conclusion s’obtient alors en combinant les propositions 5.1.2 et 2.8.16. O

!

suryj

et que par conséquent Fy,,; est la limite filtrante

Remarque 5.3.15. On peut formaliser ce raisonnement en notant que £ est la colimite filtrante

<n

(en un sens & préciser) des sous-catégories £, T

(en un sens a préciser) des ]-'Sguﬁj. Kuhn détaille (dans le cadre analogue de la catégorie F) cet

argument dans [Kuh94b], § 2.
Corollaire 5.3.16. Dans Fsyrj, le produit tensoriel total, donc a fortiori le produit tensoriel usuel,

de deux objets finis, est fini. Cela munit le groupe de Grothendieck Gg (Fourj) d’'une structure d’an-
neau commutatif sans unité (le foncteur constant Fo n’étant pas fini) via ®, et d'une structure
d’anneau commutatif (unitaire, le foncteur Isy étant fini) via ® . Il est isomorphe, pour la premiére
structure, a l’idéal

@ G} (s,/G1.,)Mod)

neN

de anneau produit

11 Gl (eaicL.,Mod)
neN

(chaque facteur étant muni de la structure d’anneau induite par le produit tensoriel sur Fs).

La proposition suivante montre que le groupe de Grothendieck G{; (Fsurj) de Feyr; est isomorphe
au groupe de Grothendieck Gg (F). Pour la démonstration, nous renvoyons a [Kuh94b] (§2 et 4)
(cf. aussi [Pow98c|, §2.2).
Proposition 5.3.17 (Kuhn). Soient A\ une partition réguliére et n € N.
1. Sin = A1, alors Sx(E,) est un F2[GL,]|-module & gauche simple ; nous le noterons Ry.
2. Les R, forment un systéme complet de représentants des Fo|GLy)-modules simples lorsque p
parcourt les éléments de p tels que p; = n.
3. LeF3[GLy]-module Sx(Ey) est nul si Ay > n, égal a Ry si Ay = n et isomorphe a Rp x, \, ...\,
(ot r=1(N)) si A1 < .
Remarque 5.3.18. En revanche, les structures multiplicatives sur G{; (Fourj) €t G{; (F) semblent fort
délicates a comparer.
Signalons enfin 'important résultat suivant sur les objets simples, classique en théorie des

représentations (cf. [Kuh94b], §5.1 et [Kuh02], § 7 pour le point de vue fonctoriel).

Proposition 5.3.19. Si A est ['une des catégories w,jgr,)Mod (ot n € N) ou Feyurj et S un objet
simple de A, alors le corps End (S) est réduit a Fa.
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5.4 Liens avec la catégorie F

Nous montrons dans cette section comment une adjonction formelle entre les catégories F et
Fsurj illumine certains problemes internes a la catégorie F, notamment la conjecture artinienne.

5.4.1 Les foncteurs adjoints o et @

Proposition et définition 5.4.1. Il existe un foncteur exact et fidele, noté w : Fyyr; — F,
donné de la facon suivante.
~ Si F est un objet de Fgyrj et V un objet de &, on pose

wcv

la somme directe étant prise sur tous les sous-espaces vectoriels W de V.

— Si F est un objet de Foyrj et V LoV une fleche de ET, et si W et W' sont des sous-espaces
respectifs de V et V', la composante F(W) — F(W') de (w(F))(f) est égale a F(g) si
fW) =W’ ou g est l’épimorphisme W — W' induit par f, et nulle sinon.

-~ 8i F % G est une fleche de Fgurj, le morphisme w(u) : w(F) — w(G) de F est défini, sur
l’espace vectoriel de dimension finie V., comme la somme directe sur les sous-espaces W de V
des morphismes w(W) : F(W) — G(W).

f

fg g
surj — €7 sera noté

Notation 5.4.2. Le foncteur de précomposition par le foncteur d’inclusion £
o:F — fsurj-

Ce foncteur est exact et fidele.

Proposition 5.4.3. 1. Le foncteur o est adjoint a droite au foncteur w.
2. Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, on a un isomorphisme w(P‘S/“Tj) ~ Py.

3. Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, on a un isomorphisme o(Iy) ~ P Ilff,"j
wcv
(la somme directe étant prise sur tous les sous-espaces vectoriels W de V).
4. Le foncteur o préserve les objets de co-type fini et, plus généralement, les objets co-pf;, ot
i € NU {oo}.
5. 11 existe un isomorphisme w(F @ G) ~ w(F) ® w(G) naturel en les objets F et G de Fyyrj-

Démonstration. Soient X un objet de Fgyurj et F un objet de F. Un morphisme w(X) — F
est la donnée, pour tout V. € Ob&/ et tout sous-espace W de V, d’une application linéaire
uyw : X(W) — F(V) de sorte que, pour tout f € homgs(V,V’), le diagramme

uv,w

X(W)—5% F(V) (5.1)

X(f)l lF(f)

/ /

X(W) o F(V)
commute, ot I'on a posé W' = f(W). Les applications linéaires uy,y fournissent en particulier un
morphisme X — o(F) dans Fgyyr;.

Réciproquement, si @ : X — o(F) est une fleche de F,,;, définissons, pour V€ Ob&7 et
W C V, une application linéaire uy y : X (W) 2% F(W) — F(V), la derniere fleche étant induite
par linclusion. Il est clair que les diagrammes (5.1) commutent, de sorte que u fournit un morphisme
@(X) — F dans F. On vérifie aussitot que les deux applications naturelles entre homg,, (X, o(F))
et homx(w(X), F) définies précédemment sont réciproques 'une de 'autre, ce qui établit le premier
point.
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Les assertions 2 et & s’obtiennent par adjonction a partir du lemme de Yoneda : on a des
isomorphismes naturels

homy:(w(P‘im’j)7 F) ~ homx

surj

(P o(F)) =~ o(F)(V) = F(V) =~ homg(Py, F)
et

homg, (X, o(Iv)) ~ homz(w(X),Iv) ~ w(X)(V) = @ X (W) ~homg,,,, (X, @ ]5‘1/”]’).
wcv wcv

La quatrieme assertion provient de & et de 'exactitude de o.
La derniere s’obtient a partir de la décomposition ensembliste naturelle des couples de sous-
espaces d’un espace vectoriel V' suivante :

{(AB)|A,BcV}= [] {(A,B)|ABCW,A+B=W}.
wcv

O

Remarque 5.4.4. L’isomorphisme de la derniere assertion est adjoint au monomorphisme canonique
F®G — o(w(F) ® w(G)) donné sur 'espace A par l'injection du facteur direct

B Fveew)— @ FV)eGW).
V4W=A V,WcA
Proposition 5.4.5. Soient F' un objet de F et i € NU {o0}.
1. Sio(F) est artinien, alors F' est artinien.
2. St o(F) est co-pf;, alors F est co-pf;.

Démonstration. Le foncteur o est exact et fidele, ce qui fournit la premiere assertion (cf. proposi-
tion 2.4.7). De plus, il commute aux limites et transforme les cogénérateurs injectifs de Fyyr; en
des objets injectifs co-tf. La variante duale de la proposition 2.2.17 donne donc la deuxieme partie
de la proposition. O

Nous donnons maintenant la traduction dans le cadre de la catégorie F;,,; de certaines assertions
de la proposition 5.4.3.

Proposition et définition 5.4.6 (Notions duales). 1. Nous noterons oi,; : F — Fin; le fonc-
teur d’oubli (précomposition par linclusion Eifnj — &7T); il est exact et fidéle. De plus, il
préserve les objets de type fini.

2. 1l existe un foncteur exact et fidéle w;y; : Fin; — F donné sur les objets par

@ini (X)(V) = D X(V/W),

wcv

le morphisme w@in;(X)(V) — @ini(X)(V') induit par une application linéaire f : 'V — V'
ayant pour composante X (V/W) — X(V'/W') Uapplication X(f), o f est le monomor-
phisme V/W — V' /W' induit par f, si W = f~Y(W'), 0 sinon.

3. Le foncteur wi,; est adjoint & droite & 0.
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5.4.2 La catégorie F;,,; et la conjecture artinienne
Conjecture 5.4.7. La catégorie Foyur; est co-localement artinienne.

Cette conjecture équivaut au caractere localement noethérien de F;,;, par la proposition 2.4.25.
Proposition 5.4.8. La conjecture 5.4.7 implique la conjecture artinienne 4.0.2.

Démonstration. Si la conjecture 5.4.7 est vérifiée, o(Iy) est artinien pour tout V € Ob&S (cf. pro-
position 5.4.3. 3) ; la proposition 5.4.5 montre que les injectifs standard Iy de F sont alors également
artiniens. O

Remarque 5.4.9. 1l ne semble en revanche exister aucun argument formel pour obtenir la réciproque
de la proposition 5.4.8.

Notation 5.4.10. Etant donné n € N, nous noterons P, 'objet w(Is,) de F.
On a ainsi un isomorphisme canonique P, (V) ~ Fy [Plg(E,, V)] pour V € Ob&Y.

Lemme 5.4.11. — Etant donné un objet X de Fsurj, les assertions suivantes sont équivalentes.
1. L’objet X est de co-type fini.

2. L’ensemble
{n € N|hom (Is,, X') # 0}
est fini et X est a valeurs de dimension finie.
3. Le socle de X est fini.
— Etant donné un objet co-tf X de Fourj, les assertions suivantes sont équivalentes.
1. L’objet X est co-pf.

2. L’ensemble
{n € N|Ext! (Is,, X) # 0}

est fini.

Démonstration. Supposons que l'objet X de Fyyr; est de co-type fini. Alors X se plonge dans une
somme directe finie d’injectifs standard I‘S,Mj . Comme I‘S/urj est & valeurs de dimension finie et que
hom (Is,,, If/mj) ~ I8, (V) = 0 pour n # dimV, on en déduit que X vérifie la seconde assertion du
premier point. Celle-ci implique la troisieme en raison des deux constats suivants.
— Si R est une représentation simple de GL,, alors R est un quotient de Fo[G'L,], donc 4}, (R) est
un quotient de Is,,. Ainsi i}, (R) ne peut apparaitre dans le socle de X que si hom (Is,,, X) # 0.
— Si X est & valeurs de dimension finie, le socle de ev, (X) est fini, donc les simples de Fyr;
associés aux représentations simples de GL,, apparaissant dans le socle de X (comptés avec
multiplicité) sont en nombre fini.
Enfin, comme tout objet de Fg,,; est localement fini, la troisieme assertion entraine la premiere
(cf. proposition 2.7.13).
Le deuxieme point du lemme se déduit du premier et du corollaire 2.7.17. O

Proposition 5.4.12. La conjecture artinienne 4.0.2 équivaut a l’assertion suivante : pour tout
objet de co-type fini F' de F, l’ensemble

{n € N|Ext:(P,, F) # 0}
est fini.

Démonstration. 1l existe un isomorphisme naturel Ext}(ﬁn, F) ~ Ext};mj (Isp, o(F)) (obtenu en
combinant la proposition 5.4.3 et le corollaire 1.2.8), de sorte que si F est un objet co-tf de F, la
condition de 1’énoncé équivaut au caractére co-pf de o(F') par le lemme 5.4.11 (o(F') est co-tf par la
proposition 5.4.3). Mais o(F') est co-tf si et seulement si F' est co-tf (cf. propositions 5.4.3 et 5.4.5),

donc 'assertion de 1’énoncé équivaut au caractere co-localement artinien de F, comme souhaité. O
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5.4.3 Foncteurs de Powell

Nous introduisons maintenant des objets fondamentaux pour I’étude de la conjecture artinienne;
ils constituent en quelque sorte les « briques élémentaires » des projectifs standard de F (ils sont
plus « petits » que les projectifs indécomposables de type fini, insuffisants pour I’étude générale des
foncteurs Py ), et permettent de préciser ’énoncé de la conjecture artinienne en relation avec la
filtration de Krull de F.

Définition 5.4.13 (Foncteurs et filtrations de Powell). Nous appellerons foncteur de Powell associé
& une partition réguliere A 'objet Q) = w(i!)\l (Ry)) de F. Le foncteur dual D@y sera noté Jy.
Nous nommerons filtration de Powell d’un objet F' de F toute filtration finie

0=AyCcA C---CA,=F

de F dont les sous-quotients A;/A;_1 sont des foncteurs de Powell Q. Une filtration de Powell
duale sera une filtration finie dont les sous-quotients sont des foncteurs du type Jj.

Ezemple 5.4.14. Un cas particulierement fondamental est celui des foncteurs associés a la représen-
tation triviale de GLy, notés G(n) = i, (S5""7) = Q(n) et D(n) = J() = DG(n).

Un autre cas particulier intéressant est celui des foncteurs associés aux partitions de Steinberg
<n>=(nn-1...1):onaQcp> ~ Peps et Jops = Iy, injectif qui est noté traditionnellement
L(n) (cf. [Pow98c]).

L’identification entre la représentation de Steinberg de GL,, et R<,~ (qui jouera un roéle impor-
tant au chapitre 10) est établie dans [Mit86].

Pour n=1,ona G(1)=Pet D(1)=L(1) = I.

Pour n = 2, on a la décomposition P®? ~ P2922> ® Pg); la couverture projective Py de
A? possede une filtration de quotients P, G(2), G(2) (cf. [Pow98¢], ex. 4.1). Nous reviendrons
explicitement sur ces foncteurs au paragraphe 10.5.1.

Remarque 5.4.15. Le foncteur @ a pour cosocle Sy ; on dispose donc d’un (unique) épimorphisme
Py — @y (cf. [Pow98c]). Une maniere de le voir consiste & remarquer que si n = A1 et si 1 est une
partition réguliere, on a

homz(Qx, S,) ~homg, (i;,(RA), o(Sy)) ~ homgr, (RA, ker (SM(En) — @ SM(En/e)))
e€ E,\{0}

et & constater que le GL,-module de droite est nul si p1; # n et isomorphe a R, sinon.

Les foncteurs Jy ont été introduits par Powell dans [Pow98c] (§3), sous le nom de foncteurs
co-Weyl; les objets admettant une filtration de Powell (resp. une filtration de Powell duale) y sont
baptisés foncteurs DJ-bons (resp. foncteurs J-bons). L'une des principales motivations de Powell
était d’adapter dans le cadre de la catégorie F la machinerie des catégories de poids supérieurs
de [CPS88].

La version tres forte suivante de la conjecture artinienne est formulée dans [Pow98¢].

Conjecture 5.4.16 (Conjecture artinienne tres forte). Pour toute partition réguliére A, le foncteur
de Powell @y est simple noethérien de type A.

L’exactitude du foncteur w fournit le résultat suivant.
Proposition 5.4.17. Si X est un objet fini de Fourj, alors w(X) admet une filtration de Powell.

Corollaire 5.4.18. Le produit tensoriel de deuz foncteurs de F possédant une filtration de Powell
admet une filtration de Powell.

Démonstration. Cela provient de la derniére assertion de la proposition 5.4.3, du corollaire 5.3.16
et de 'exactitude du produit tensoriel de F. O
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En combinant cette propriété avec assertion 2 de la proposition 5.4.3 (et en notant que la classe
des foncteurs admettant une filtration de Powell est stable par facteur direct et sommes directes
finies — cf. [Pow98¢| th. 3.2.6), on obtient important résultat suivant (th. 4.0.1 de [Pow98¢]).

Corollaire 5.4.19 (Powell). Les projectifs de type fini de F admettent une filtration de Powell.

Comme les partitions A qui apparaissent dans une filtration de Powell de P®™ vérifient \; < n,
on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 5.4.20. La conjecture artinienne trés forte 5.4.16 implique la conjecture artinienne
forte 4.5.11.

Proposition 5.4.21 (Powell). Un foncteur F de F admet une filtration de Powell si et seulement
s’il existe un entier n et une résolution projective

- P 5P —>PFP—>F—-0

dans laquelle chaque P; est une somme directe finie de projectifs standard de la forme Py avec
dimV <n.

Cette caractérisation homologique fondamentale (que nous n’emploierons toutefois pas), est le
théoréme 5.0.1 de [Pow98c|, auquel nous renvoyons pour la démonstration.

5.5 Liens avec les systemes de coefficients

Nous rappelons la définition de Dwyer de la catégorie des systemes de coefficients ([Dwy80]).

Notation 5.5.1. Dans cette section, on note Ry, : p,qr,,,JMod — p,gr,)Mod, pour n € N,
le foncteur de restriction des scalaires, I, : p,jgr,jMod — ,gL,,,)Mod le foncteur d’induction
et Cn @ mygr,Mod — w,qr,.,]Mod le foncteur de coinduction. Le groupe GL, est comme

d’habitude plongé dans GL,,1 par
QM — ( ]\04 (1) > .

On note, si n < m sont des entiers, Sy, ,, le sous-groupe de GL,, des automorphismes g de E,,
tels que g(x) = x pour € E,, (ou E, est plongé dans E,, de la facon standard). On note aussi
Tn,m le sous-groupe de GL,, image de S, ,, par la transposition.

Remarque 5.5.2. Comme le sous-groupe GL, de GL,, normalise S, ,, on peut voir le foncteur
M — MSnm (invariants sous l'action de S, ,,,) défini sur les GL,,-modules comme un sous-foncteur
de la restriction Ry, ... Rin—1: py[gr,,)Mod — p,gr,,/Mod.

Dualement, on peut voir le foncteur M +— My, , comme un quotient de cette restriction.

Définition 5.5.3. — On appelle systéme de coefficients une suite (My,)nen, ou M, est un GL,,-
module & gauche, munie de morphismes de GL,,-modules M,, — R, (M, +1).
— Un morphisme de systémes de coefficients de (M), (1)) vers ((Ny), (s5)) est une suite (uy,)
de morphismes u,, : M,, — N, de GL,-modules rendant commutatif, pour tout n € N, le
diagramme

Mn L> Rn(Mn—i-l)

unl lR'rL(u'rL+1)

Nn —>'8n Rn(Nn-l—l)

Cela permet de définir la catégorie des systemes de coefficients, que nous noterons Coef.
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Proposition 5.5.4. Si F' est un objet de Fiyj, la suite (ev,,(F')), munie des morphismes F(E,) —
F(E+1) induits par Uinclusion 1, : Ep, — Ept1 x — (x,0), est un systéme de coefficients, noté
C(F).

La fonctorialité de evy : Finj — w,[ar,)Mod fait de C : Finj — Coef un foncteur. Ce foncteur
est pleinement fidele ; son image est constituée des systémes de coefficients ((My,), (r,)) tels que
TM T Tm—1---Tn C Mn+1s"’m+1 pour tous entiers n et m tels que 0 < n < m.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de I'observation suivante : le squelette de la catégorie
gf;,j constitué des espaces FE, est engendré par les inclusions [, et les éléments des différents

GL,, soumis aux relations a,(g) ol, = l,, o g pour ¢ € GL,, go h = gh pour g,h € GL,, et
golmo---oly,=1l,0---0l, pour g € Sy, 1 (cf. [ML71], chapitre II, §8). O

Remarque 5.5.5. Tous les systemes de coefficients appartenant a I’image du foncteur C sont centrauz
au sens de [Dwy80], §2.

Proposition 5.5.6. Soit n € N. Il existe un isomorphisme
Exty, (in(M),i,1(N)) = homgy, (M, N5+

naturel en le GLy-module M et le GL,,1-module N.

De plus, Iépimorphisme de Uextension correspondant d un GLy-morphisme a : M — NSnn+1
est essentiel si et seulement si l'adjoint 1,(M) — N au morphisme M % N9+t < R, (N) est
surjectif.

Démonstration. Par la proposition 5.5.4, une extension entre i}, (M) et i}, () correspond & un
systeme de coefficients (A;) tel que A,, ~ M, A,4+1 ~ N, A; = 0 sinon, et que l'image de A4,, dans
Ry (As41) est incluse dans An+1s mntl Un tel systeme de coefficients est déterminé, & isomorphisme
pres, par le morphisme structural A,, — R, (A,41) & valeurs dans AnHS"’"“, d’ol la premiere
partie de la proposition.

Etant donné un morphisme a : M — NS»n+1 notons u la composée M % NSnn+1 s Ry (N).
Un quotient de 'extension correspondante est la donnée d’un quotient M’ de M, d’un quotient N’
de N et d’un morphisme v’ : M’ — R,,(N') tel que le diagramme

M —u>Rn(N)

|

M’ v Rn(N')

commute (en effet, par surjectivité des fleches verticales, cela impose imu’ C N'S»n+1), Si M’ = 0,
cette condition équivaut & la nullité de la composée M - R, (N) — R, (N’), ou encore de I’adjoint
I,(M) — N — N’. Par conséquent, il existe un quotient de notre extension tel que M’ = 0 et
N’ #£ 0 si et seulement si Padjoint 1,,(M) — N & u est non surjectif, d’olt la proposition. O

On peut donner une variante duale de la proposition 5.5.4 : la catégorie F;,; est équivalente a
une sous-catégorie pleine de la catégorie des systémes de coefficients « homologiques » (cf. [Dwy80]) ;
la catégorie Fyyrj a une sous-catégorie pleine de la catégorie des systemes de coefficients « coho-
mologiques » . Nous nous bornerons a donner la version duale de la proposition 5.5.6 et a en tirer
quelques conséquences simples.

Corollaire 5.5.7. Soit n € N. Il existe un isomorphisme
EXt.l}-Sq“.j (/L"nr‘rl (M)’ Z|n (N)) =~ homGLn (MTn,n+1 ? N)

naturel en le GLy1-module M et le GL,,-module N.
De plus, lextension correspondant a un morphisme GLy-équivariant a : Mr, ., — N est
essentielle si et seulement si l'adjoint M — Cyn(N) a la composée R, (M) — My, % N est

injectif.

n+1
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A titre d’application, nous donnons la structure du foncteur constant Fo de Feyr;.

Notation 5.5.8. Dans ce paragraphe, Fo=! désignera I'image du foncteur constant Fy de Fi 4 par

sur,
le foncteur de prolongement par zéro P : F. 2

surj - fsu’r‘j~

Corollaire 5.5.9. Pour tout n € N, il existe une suite exacte 0 — Sfj”j — IE‘QZ" — IE‘QZ"'H — 0.
De plus, S5 est le socle de Fo=". 4 '
Ainsi, Uobjet Fy de Fourj est unisériel, de suite de composition Sg*"™, 57", ... Sswrd ..

Ce résultat est & comparer avec le résultat fondamental sur la structure du foncteur I de F : la
filtration polynomiale de ce foncteur est son unique suite de composition, et son n-ieme quotient
est pho™(I) ~ A", qui correspond & la représentation triviale de GL,. De plus, I est le « plus
petit » injectif indécomposable non constant de F. Le foncteur Fo ~ I5""7 est le « plus petit » injectif
indécomposable de Fyrj; sa filtration canonique est son unique suite de composition, et son n-
itme quotient est T2 (Fy) =~ S2u"J (cf. corollaire 5.3.11 et remarque 5.3.12), qui correspond A la
représentation triviale de GL,, (noter qu’ici on a également un facteur pour n = 0).

Le corollaire 5.5.9 interviendra de fagon cruciale au paragraphe 8.5.1.

Proposition 5.5.10. Soient n un entier strictement positif, X (resp.Y ) un objet de Foyr; concentré
en dimension n+ 1 (resp. n), avec action de GLyp41 (resp. GLy,) triviale. L’application

Exth, (X,Y) 25 Exth(w(X),w(Y))

induite par le foncteur exact w est injective.
De plus, elle préserve les extensions essentielles.

Démonstration. Notons M = X (E,4+1) et N =Y (E,). Soient u : M — N une application linéaire
et 0 > Y - A — X — 0 Pextension associée selon le corollaire 5.5.7 (puisque les actions des
groupes linéaires sont triviales). Considérons un morphisme f : w(A4) — F de F dont la restriction
a w(Y) est injective.

On suppose dans un premier temps que u est injectif, ce qui équivaut a dire que I'extension
associée est essentielle par le corollaire 5.5.7 (toujours en utilisant la trivialité des actions des
groupes linéaires), et l'on établit que l'application linéaire fy : w(A)(V) — F(V) est injective
pour tout V € Ob &' par récurrence sur dim V. C’est clair si dim V' < n, nous supposerons donc
dimV > n.

Soit a un élément de ker fy ; si W (resp. B) est un sous-espace de dimension n + 1 (resp. n)
de V, notons xyw (resp. yp) I'élément de M (resp. N) correspondant & la composante de a dans
X (W)~ M (resp. Y (B) ~ N). Pour tout élément v non nul de V', ’hypothese de récurrence montre
que l'image de a dans w(A)(V/v) est nulle. Soient H un sous-espace de dimension n de V/v et W
son image réciproque dans V' : la composante dans A(H) de cette image est

ul@w)+ Y yp=0.
BCV
W=B®v

Etant donné un sous-espace W de dimension n 4+ 1 de V, faisons la somme des relations ainsi
obtenues pour v € W\ {0} : on obtient

ulEw)+ D> yp=0,
veW\{0},BCW
W=B®v

soit
u(zw) = Z Card(W\ B)yp

BCW

(somme prise sur les sous-espaces B de dimension n de W).
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n
3

Mais comme n > 0, les cardinaux qui apparaissent dans cette somme, égaux & 2"+! — 27 = 2
sont pairs, d’ott u(xw) = 0.

Comme u est supposé injectif, cela donne zy = 0; autrement dit, a € w(Y)(V). Puisque la res-
triction & w(Y)(V) de fy est par hypothese injective, il vient finalement a = 0. Ainsi, ’application
w, de I’énoncé respecte les extensions essentielles.

Pour démontrer qu’elle est injective, on raisonne de fagon analogue en supposant que
f:w(A) — @w(Y) est une rétraction de w(Y) — w(A); on voit que l'image de ker fg, ., par
la projection w(A)(En4+1) - w(Y)(Eny1) ~ M est incluse dans ker u, ce qui impose la nullité de
u i.e. la trivialité de I’extension initiale. O

Remarque 5.5.11. Le corollaire 5.5.9 et la proposition 5.5.10 s’interpretent naturellement en in-
troduisant le carquois (cf. remarque 4.3.4) associé a Pensemble ordonné N : ses objets sont les
entiers naturels, homy(i,j) a un élément si ¢ < j et zéro sinon (nous noterons encore N cette
catégorie). En effet, le foncteur 5Sfurj — N qui associe a un espace vectoriel sa dimension induit
par précomposition un foncteur Fct(N°?, &) — F,,r; dont 'image est constituée des foncteurs F
tels que le GL,-module ev, (F') est trivial pour tout entier n. Pour I’étude de ces foncteurs, la
difficulté, intrinseque a la catégorie Fyrj, liée aux représentations des groupes linéaires disparait,
ce qui permet d’utiliser des raisonnements purement combinatoires.

Corollaire 5.5.12. Le monomorphisme P — w(Fy) est essentiel.

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant la proposition 5.5.10 et le corollaire 5.5.9. [

5.6 Propriétés des foncteurs d’oubli 7 — F;,; et F — Fyj

L’idée fondamentale développée dans les paragraphes 5.6.1 et 5.6.3 est que modulo les objets
localement finis de Fi,;, les objets de I'image du foncteur d’oubli F — F;,; sont de bons foncteurs
qui se comportent comme dans F. Le paragraphe 5.6.2 revient sur le foncteur constant Fy de Fyypr;j
via son image par le foncteur w.

5.6.1 Résultats d’annulation cohomologique

Lemme 5.6.1. Il existe dans Faur; un épimorphisme scindé o(F) @ P3"™7 — o(F) naturel en les
objets V de L et F de F.

suryj

Démonstration. On définit un morphisme naturel o(F)éPé.“Tj — o(F) comme l'adjoint de la
projection canonique

w(o(F)® Py""7) ~ wo(F) @ w(Py""”) ~ wo(F) @ Py — wo(F) — F

déduit de I’épimorphisme Py — 2 et de la coiinité de 'adjonction, via la proposition 5.4.3.
D’autre part, épimorphisme V' — 0 induit un morphisme Isg ~ P;*"”7 — Py’ dans Fyurj,
d’olt un morphisme naturel o( F) =~ o(F) & Isy — o(F) & P57
Le morphisme composée o(F) — o(F) ® P57 — o(F) est adjoint & la fleche

wo(F) — w(o(F)® P{"7) ~ wo(F) @ Py — F

composée du morphisme induit par l'inclusion Fy — Py et du morphisme décrit précédemment.
Comme la composée Fy — Py, — Fy est 'identité, cette composée est la cotinité de ’adjonction, ce
qui établit le lemme. O

Proposition 5.6.2. Soient X un objet fini de Fsyr; et F' un objet de F. On a

Ext} . (o(F),X) = 0.
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Démonstration. Par la proposition 5.3.7, il existe un espace vectoriel de dimension ﬁgie V tel que
0y (X) = 0. La proposition 5.3.3 et le corollaire 1.2.8 montrent alors que Ext’>  (o(F)® Py, X) ~

surj

Ext% . (o(F),0v (X)) = 0. Mais Extx  (o(F), X) est facteur direct de Extx  (o(F) & P37 X)
par le lemme 5.6.1, d’olt la proposition. ' O

Dans la suite, nous traitons de la catégorie F;y,;, plus naturelle que Fi,,; pour les considérations
du paragraphe suivant. On note Fff: ; pour (]—'mj)lf la sous-catégorie des objets localement finis de
Finj. Celle-ci est épaisse parce que les objets finis de F;,; sont de présentation finie (cf. corol-
laire 5.3.10), de sorte que I'on peut appliquer la proposition 2.5.1.

Proposition 5.6.3. Soient X un objet localement fini de Fiyn; et F' un objet de F. On a

Ext%, (X, 0in;(F)) = 0.

Autrement dit, ojn;(F') est FI _parfait.

nj

Démonstration. Le cas ou X est fini est dual du précédent. Le cas général s’en déduit par passage
a la colimite, d’apres le corollaire 2.5.9. O

Proposition 5.6.4 (Suslin). Soient F' et G deuz objets de F ; on suppose F' fini. Alors le morphisme
gradué naturel Extz(F,G) — ExtF, (0inj(F'),0in;(G)) est un isomorphisme.

Nous établirons cette propriété a 'aide des catégories de foncteurs en grassmanniennes dans la
deuxieéme partie (§8.5.4) — le lecteur notera que la section 5.6 n’y est pas utilisée. Y apparaitra la
raison pour laquelle il nous est indispensable de considérer a la fois les catégories Fyurj €t Finj.

La premiére démonstration de ce résultat est donnée par Suslin dans ’appendice de [FFSS99]; il
s’agit de I'une des deux étapes pour établir 'isomorphisme entre ’homologie dans F et I’homologie
stable du groupe linéaire (ou K-théorie stable) pour les systémes de coefficients associés a des
foncteurs finis (résultat établi indépendamment par Betley dans [Bet99]). Scorichenko a généralisé
le résultat de Suslin; sa méthode, plus conceptuelle, utilise également la catégorie Fyyrj — cf.
remarque 5.0.3.

5.6.2 Le foncteur homy, . (FFy,-) et 'algébre Ag,

surj

Nous avons donné au paragraphe 5.5 la structure de base du foncteur non nul le plus simple de
I'image de o : F — Fgyurj, le foncteur constant [Fo. Nous nous proposons maintenant d’étudier les
endomorphismes de son image par le foncteur w.

GL

Proposition 5.6.5. Le foncteur homg, . (F2,-) est isomorphe a lim evi™~, ot :

neN
- lon désigne par evGtn le foncteur obtenu en prenant les invariants de ev, sous l’action
naturelle de GL,,,
~ la limite est relative auz transformations naturelles evGln — ev@Em (pour n > m) induites
par la projection E, — E,, sur les m premieres coordonnées.

Démonstration. C’est une conséquence directe de ’énoncé dual de la proposition 5.5.4. O

Remarque 5.6.6. On déduit de cette proposition une suite exacte

0— lir%l H"YGLyp,ev, (X)) — Extle  (F2,X) — lim HY(GLp,ev, (X)) — 0
ne surs ne

naturelle en X pour tout entier 7.

Lorsque X est 'image par le foncteur o d’un objet fini de F, le résultat fondamental de stabi-
lisation de Dwyer (dans sa variante cohomologique) — proposition 1.1 de [Dwy80] — montre que
ces groupes de cohomologie stabilisent ; en particulier, le terme en lim! s’annule. Par la proposi-
tion 5.6.4, on en déduit alors que H*(GL,,,ev,(X)) = 0 pour i assez grand (& n fixé). C’est le cas
des coefficients constants dans le théoréme de Suslin (théoreme A.1 de [FFSS99]; voir aussi [FS97]).
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Définition 5.6.7 (Algebre en grassmanniennes). On appelle algeébre en grassmanniennes, et I'on
note Ag,, la Fo-algebre Endz(w(Fq)). L’algébre en grassmanniennes réduite, notée Ag,., est définie
comme Endz(w(F2)).

Le scindement w(Fy) ~ Fy @ @ (F3) fournit donc un isomorphisme d’algebres Ag, ~ Fo @ Ag,..

Pour déterminer explicitement ces algebres, nous emploierons le lemme combinatoire élémentaire
suivant.

Lemme 5.6.8. Soient d et i deux entiers naturels.
1. Soit a un élément non nul de Eq. Les classes d’équivalences de la relation définie par W ~ W'
si W+a=W’'+a sur l’ensemble des sous-espaces W de Eq de dimension i ne contenant pas
a sont de cardinal 2', donc pair si v > 0.

2. Sii <d, l’ensemble des sous-espaces de dimension i de Eq est de cardinal impair.

Démonstration. Pour le premier point, on note que le groupe GL(W @a, a) des automorphismes u de
W @a tels que u(a) = a opeére transitivement sur la classe d’équivalence de W, le stabilisateur de W
étant GL(W). Le cardinal de cette classe est donc celui de GL(W @a,a)/GL(W), soit 24mW = 27,

D’autre part, le cardinal de 'ensemble L;(d) des familles libres ordonnées a i éléments de E; est

Comme ’ensemble G;(d) des sous-espaces de dimension ¢ de E,4 s’identifie au quotient de L;(d) par
I'action libre de GL;, on a

CardLi(d) CardLi(d) q42¢1—-2 ‘r2ii_1
dG;(d) = = = - - = —
CardGild) = “Grdar, ~ Card LiGh) Jl;[O -2~ M=
qui est un entier impair pour i < d. O

Proposition 5.6.9. La loi x sur Uespace vectoriel Fo définie par

(fxg)n)= > flgli)+ > f(i)g(i)
i+j=n i+j=n+1
4,7>0 4,j>0

fait de Fo" une Fy-algébre isomorphe ¢ Ag,.
Démonstration. Par la proposition 5.4.3, on a un isomorphisme (linéaire) d’adjonction
Ag, = Endz(w(F2)) ~ homg,, ; (F2, 0ww(F2)).

Le GLy-module ev,,(ow(F2))) est librement engendré comme Fo-espace vectoriel par les sous-espaces
vectoriels de E,, sur lesquels G L,, agit tautologiquement. Le sous-espace vectoriel ev,, (o (IF3)))&Ln
de @w(F2)(E,) a pour base sij,sT,..., s, ou s désigne la somme des générateurs canoniques [B]
associés a un sous-espace B de dimension ¢ de E,. L’application linéaire induite par la projection
Eni1 — B, envoie s sur s | sii > 0et si! sur s, grace & la premiere assertion du lemme 5.6.8.
Par la proposition 5.6.5, on en déduit une identification entre Ag, et la limite L des espaces
vectoriels Fo™ ! (dont nous continuerons & noter sf, s7, ..., s” une base privilégiée; nous noterons
07, ..., 1" la base duale) relativement aux applications linéaires f,, : Fo," 1 — F," données par
s 8" pour i > 0 et s > 507"
L’application linéaire
a:L— TN (Vn)nen = (Ig (Vn))nen
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est bijective ; sa réciproque est donnée par

biFo =L (tn)nen — (tnsg/+’j£:(tn7i‘ktn4i+l)8?)

N.
i1 ne

En effet, b prend bien ses valeurs dans L parce que

n n n—1
fn (tnsg+2(tn,i+tn,i+1)sy) =ty Y (it )sE T = oS T D (b)Y
i=1 i=1 j=1

Iégalité a o b = id est immédiate, et b o a = id se déduit facilement des remarques précécentes.

On a ainsi obtenu une identification de Ag, et ]FQN comme espaces vectoriels; il reste a lire la
structure multiplicative de Ag, dans les isomorphismes précédents.

Soient u un endomorphisme de w(F3) et (¢, )nen I'élément de " correspondant. L’application
linéaire ug, envoie le générateur [E,] = s sur tnsg—kzzl:l(tn_7;—|—tn,_¢+1)s?, d’apres ce qui précede.
Par conséquent, pour tout sous-espace W de V € Ob &/ le générateur [W] de w(F2)(V) est envoyé
par w(V) sur t,s0(W) 4+ >0 (bmei + tm—it1)si(W), ot m = dim W et s;(W) est la somme des
générateurs de w(F2)(V') associés aux sous-espaces de dimension ¢ de V. On en déduit que ug,
envoie s sur t,s4 + > ey (tm—i + tm—i+1)s} par la seconde assertion du lemme 5.6.8, puisque le
coefficient d’un générateur [B] (ou dim B = ¢) dans cette image est égal au cardinal de I’ensemble
des sous-espaces W de E,, de dimension m contenant B, multiplié par tg si i =0, t;—; + tm—it1 Si
1 < i < m, et 0 sinon. Le cardinal qui intervient n’est autre que celui des sous-espaces de dimension
m — i de E, /B, impair d’apres le point invoqué, d’ou notre assertion.

Soient u’ un autre endomorphisme de @w(F2) et " = u'u; notons (¢, )nen et (¢! )nen les éléments
de FoN correspondant & «' et u” respectivement. On a

W (Bn)([En]) = o (tnsg+§:(tn,i+tn,i+1)s?) - tntgsg+§:(tn7i+tn7i+1)(tgs8+§:(tg,j+t;,j+1)s?) :
i=1

i=1 j=1
d’oli en identifiant le coefficient de s

n

= tathy+ > (tnoi+taig)t; = > Lti+ > tit],
i=1 itj=n itj=n+1
4,520 ,5>0

ce qui acheve la démonstration. O

Corollaire 5.6.10. La loi x sur [’espace vectoriel FQN* définie par

(fxg)n)= > fgli)+ > f(i)g(i)
i+j=n i+j=n+1
1,521 5,521
fait de }FQN* une Fa-algeébre isomorphe a Ag,.
Démonstration. Dans I'isomorphisme précédent, Ag, correspond a I'idéal de F,Y des fonctions nulles

en 0. 0

Dans la suite, nous identifierons les algebres Ag, et Kgr a FQN et FQN* (munies de la loi *)
respectivement.

Corollaire 5.6.11. L’algebre Ag, est une algébre de séries formelles sur ’élément T donné par la
fonction N* — s associant 0 a 1 et 1 an > 2.

Démonstration. Pour tout f € Ag,, ona 7f(n) = f(n—1)sin>2et 7f(1) = 0. On en déduit que
7 est la fonction n — 1 si n >k + 1, 0 sinon. Cela fournit aussitot le résultat. O
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Explicitement, I'isomorphisme est donné par

n—1

E aﬂ'l '—>( E ai) .
0 neN*

1€EN i=

Remarque 5.6.12. 1. En reprenant la démonstration de la proposition 5.6.9, on voit que ’endo-
morphisme 7 envoie un générateur canonique [W] sur

> Bl
BCW
codimy B=1

2. Le corollaire 5.6.11 montre que le foncteur w(FF3) est indécomposable, ce qui découle aussi du
corollaire 5.5.12.

3. Malgré le corollaire 5.6.11, il pourra étre utile de conserver la description de Ag, donnée a la
proposition 5.6.9. Cela apparaitra clairement a la remarque 8.5.38. 3.

5.6.3 La catégorie Fi,,/F.!

inj

Ce paragraphe repose essentiellement sur le §5.6.1 et I'observation immédiate suivante.

Lemme 5.6.13. Il existe dans Fi,j un isomorphisme 604, (F) =~ 0in; A(F) =~ 0in; (F') & 0inj(AF)
naturel en l'objet F' de F.

Notation 5.6.14. Nous désignerons par p?j 2 00in; (F) = 0inj (F') I’épimorphisme scindé donné
par le lemme précédent. o
Si n est un entier positif, nous noterons p;"% :0"0inj (F) = 0inj(F) le morphisme

énfl(p}‘n] 6’”72([)}‘”'7) 6([)7}777.7 p}‘n]

0" 0in; (F') 80inj (F) —— 0inj(F).

5n0inj (F)

On peut aussi le voir comme la projection 6" 0;y;(F) ~ omj(K"F) — 0jn; (F') induite par
I’épimorphisme A"F ~ Ag F — AgF ~ F procuré par ’application linéaire E,, — 0.
Proposition 5.6.15. Soient F' un objet de F et X un sous-objet de 0 (F).

1. La suite (pi:%(dn(X)))neN de sous-objets de 0i,j(F) est croissante; nous noterons Y sa
réunion. De plus, cette suite stationne si F' est un objet noethérien de F.

2. Il existe un sous-objet G de F tel que 0, (G) =Y. De plus, Y est le plus petit sous-objet de
0in; (F') de cette forme contenant X.

3. Si F est localement fini, on a hom (6™(Y/X), 0in;(A)) = 0 pour tout objet A de F et tout
n € N.

Démonstration. Pour tous V € Ob &7

nj

et n € N, p;"%(dn(X))(V) est I"image du morphisme
X(VeE,) — F(VaeE,)—»FV).
Comme le diagramme
X(V& B, —sF(V & E,) —s F(V)
XV®E,)) —=FV®E,)—=F({)

dont les fleches verticales sont induites par I'inclusion E,, < Ep, (ot m > n) commute, cela montre
que la suite (p), "5 (6™ (X )))n ¢y est croissante. Admettant la seconde assertion, si I est noethérien,
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alors G est de type fini, donc 0;,,;(G) aussi (cf. proposition 5.4.6), ce qui entraine que cette suite
stationne.

Comme toute fleche de £f se factorise en épimorphisme, qui est toujours isomorphe & une projec-
tion V@ E,, — V, suivi d’un morphisme de Sf;,j, les sous-foncteurs de F' s’identifient canoniquement
aux sous-foncteurs X de 0, (F') tels que pfﬁ%(é”(X )) C X pour tout n. On en déduit la deuxieme
assertion, puisque p:;”F (6™ (p;n%(én(X))) = piln;zm’F(5"+m(X)).

Supposons maintenant F', donc G, localement fini. Soient A un objet de F et u: Y/X — 04,(A)
un morphisme de F;,;. Par la proposition 5.6.4, le morphisme 0;,;(G) =Y — Y/X N 0in;j (A) est

induit par une fleche v : G — F de F. La nullité de la composée X — 0y, (G) i (%), oinj (F) et
Iexactitude de 0;,,; donnent X C 0;,,;(ker v). Par la deuxieme assertion, on en déduit G C kerv, i.e.
v =0, donc u = 0. Cela démontre la derniere assertion dans le cas n = 0. Le cas général s’en déduit
en considérant le sous-objet 0"(X) de 6™ (0in;(F)) = 0in;(A"F). En effet, p:jan(ém((S”X)) =

o (p:ZJF((Sm(X ))) — évalués sur un espace V, ces deux foncteurs sont 'image de

X(V®E,®Ey,)— FV&E,®Ey,) » F(V&E,).
Cela termine la démonstration. O

Lemme 5.6.16. Le foncteur § induit un endofoncteur exact et fidéle de ﬂnj/fvlf

ng-
Démonstration. L'endofoncteur § de Fj,; préserve les objets finis (cf. proposition 5.3.8) et com-

mute aux colimites, il conserve donc F '/ Comme il est exact, il induit un endofoncteur exact de

ng-*
Fing| Fing:
Soit X un objet de Fin; tel que §(X) est localement fini. Si X est de type fini, alors il en est
de méme pour §(X) par le corollaire 5.3.5. Mais un objet localement fini et de type fini est fini
(proposition 2.6.21), et la proposition 5.3.8 montre que X est fini.
Dans le cas général, ce raisonnement montre que tout sous-objet de type fini de X est fini.
Comme X est réunion de ses sous-objets de type fini, on en déduit que X est localement fini, ce

qui établit la fidélité de 'endofoncteur exact de Fiy;/ filr]:j induit par 6. O

Théoréme 5.6.17. Le foncteur o : F — Finj induit un foncteur exact et pleinement fidele de
FF sur une sous-catégorie épaisse de ]—'mj/]-'fj:j,

Démonstration. Si F' et G sont deux objets finis de F, les morphismes naturels

EXt;_—(F, G) — EXt}, .(Oinj (F), Oinj (@) — EXt;m_j/}—,ﬁ?{j (Om,j (F), Oinj (@)

inj

(o1 'on note A I'image dans ﬂnj/fil,{j d’un objet A de Fiy;) sont des isomorphismes — le premier

grace au résultat de Suslin 5.6.4, le second par la proposition 5.6.3. Par conséquent, le foncteur exact
1 Ff— Finj /]—'ff:j induit par o;n; est pleinement fidele et son image est stable par extensions.
Il suffit donc de montrer que pour tout foncteur fini ' de degré d de F et tout sous-objet X de
0inj (F), il existe un foncteur fini G de degré d tel que 1(G) ~ X, assertion que I'on établit par
récurrence sur d. L’assertion étant triviale pour d < 0, on suppose d > 0.

Soient G et Y = 04, (G) les sous-objet de F' et 0y, (G) respectivement associés & X comme dans
la proposition 5.6.15. Comme F' est fini, donc noethérien, il existe un entier n tel que
Py (0"(X)) =Y = p"(6"(Y)). Par conséquent, 6" (Y)/6™(X) =~ §"(Y/X) est un sous-quotient
de ker p;"% ~ Oinj (ﬁ”F /F). Comme F est non nul, le degré de A"F /F est strictement inférieur
ad, donc71’hypothése de récurrence montre qu’il existe un objet fini H de F de degré strictement
inférieur & d tel que 0;n;(H) ~ *(Y/X).

Mais on a

homy, zis (3"(Y/X), 0inj(H)) = homg,,; (6" (Y/X), 0inj(H)) = 0
par les propositions 5.6.3 et 5.6.15, d’o1 6 (Y/X) = 0. Par le lemme 5.6.16, on en déduit Y/ X =0,

soit X =~ 0;,,;(G), ce qui acheve la démonstration. O
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Chapitre 6

Définition des catégories Fg, r,
Far.1 €t Fpiy

Ce chapitre introduit des catégories de foncteurs étroitement relies & F et Fyup; par lin-
termédiaire de nombreux foncteurs ayant de « bonnes propriétés » ; nous les avons appelées
catégories de foncteurs en grassmanniennes, car leur source fait intervenir, outre un espace vec-
toriel de dimension finie, un élément d’une de ses grassmanniennes (ou d’un ensemble analogue).
Le résultat formel et élémentaire, mais fondamental, selon lequel la catégorie des G (n)-comodules
est canoniquement équivalente a une catégorie de foncteurs explicite, nous a amenés a étudier de
maniére approfondie ces nouvelles catégories et & comprendre leur role dans 1’étude de la conjecture
artinienne.

L’importance de I'existence d'une structure d’algebre de Boole sur les foncteurs D(n) (duaux
des G(n)) associés aux grassmanniennes et de la structure de D(n)-module sur certains foncteurs a
été mise en évidence par Powell dans [Pow98¢| (§ 7). Les foncteurs d’intégrale en grassmanniennes
introduits dans ce chapitre fourniront au chapitre 8 un cadre naturel et efficace pour énoncer des
versions trés fortes de la conjecture artinienne et améliorer les résultats connus sur le sujet.

La premiere section présente dans un cadre général la description fonctorielle de catégories de
comodules, évoquées ci-dessus pour les foncteurs G(n). La deuxiéme section introduit les catégories
sources des catégories de foncteurs en grassmanniennes, tandis que la derniére section donne la
définition et les premieres propriétés de ces catégories de foncteurs, dont les plus importantes entrent
dans le cadre développé dans la section 6.1.

6.1 Catégories de comodules sur un foncteur en coalgebres
de Boole

L’étude de catégories de modules ou de comodules dans des contextes analogues a celui de la
catégorie F, et dont nous présentons un cas particulier fondamental, celui ou la (co)algebre de
base est une (co)algebre de Boole, dans le cadre de catégories de foncteurs quelconques, remonte
aux travaux des années 90 sur les modules instables sur l’algebre de Steenrod modulo p. Ici, p
désigne un nombre premier; dans cette section, nous ne nous limitons plus a la caractéristique 2,
les constructions que nous développons étant indépendantes du corps de base.

Dans [LZ95], Lannes et Zarati considerent la catégorie des modules instables M munis d’une
structure de module sur la cohomologie H*V d’un p-groupe abélien élémentaire V', les deux struc-
tures étant astreintes & satisfaire la condition de compatibilité suivante : 'action H*V @ M — M
de H*V sur M est linéaire sur ’algebre de Steenrod. L’introduction de cette catégorie est motivée
par le fait que la cohomologie équivariante (modulo p) d’un espace topologique muni d’une action
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de V hérite naturellement d’une structure de H*V-module vérifiant cette condition.

Soit U la catégorie des modules instables sur I'algebre de Steenrod; Lannes et Zarati notent
H*V-U la catégorie de H*V-modules précédente. Le foncteur f : U — F de [HLS93] commutant au
produit tensoriel, tout morphisme H*V ® M — M de U induit un morphisme Iy ® f(M) — f(M)
dans F — on rappelle que f(H*V) = Iy. Ainsi, f induit un foncteur de la catégorie H*V-U vers
la catégorie des Iy -modules de F. On remarque que la structure d’algebre de la cohomologie H*V
induit via f la structure d’algébre de Boole standard sur Uinjectif Iy : E +— Fo2™ (EV) (of. [HLS93],
partie IT). On peut méme voir facilement que I’équivalence de catégories F,, ~ U /Nil induite par f
(cf. [HLS93], partie I) induit une équivalence de catégories entre la sous-catégorie des Iy -modules
de F, et le quotient de H*V-U par la sous-catégorie épaisse des objets dont le module instable
sous-jacent est nilpotent (tout se passe bien car le module instable H*V est nilfermé). Comme les
résultats de [LZ95] montrent que la catégorie H*V-U posséde un comportement analogue a U, on
s’attend a ce que la catégorie des Iyy-modules de F soit raisonnablement intelligible & partir de la
catégorie F.

Dans [HLS95], Henn, Lannes et Schwartz s’intéressent, a la suite de travaux de Rector ([Rec84]),
a des catégories similaires, également dans le but d’étudier la cohomologie équivariante. Ils consi-
derent notamment (§4) la catégorie S(K) suivante associée & une algebre instable K sur I'algebre
de Steenrod — rappelons que I'on note traditionnellement /C la catégorie de ces algebres. Les objets
de S(K) sont les paires (V) formées d'un objet V de 5];1) (regardé comme un p-groupe abélien
élémentaire) et d’'un morphisme ¢ : K — H*V de K. Les morphismes (V1,¢1) — (Va, ¢2) de S(K)
sont les morphismes « : Vi — V5 de Eﬂffp tels que le diagramme

K $1 H*V.l

N

oV,

commute. Autrement dit, selon notre notation 1.1.18, S(K) est la catégorie (5]1{;)/711(, ou hK :
(E]gp)of’ — Ens désigne le foncteur composé de H* : (Slgp)(’p — K et de homg(K,-) : K — Ens. La
catégorie de foncteurs Fct(S(K),Er,) apparait comme catégorie auxiliaire dans le §4 de [HLS95]
(ot elle est notée Efo(K)) ; c’est le type méme de catégorie que nous considérerons dans notre §6.1.3.

Les idées sous-jacentes relatives aux algebres instables booléennes présentes dans les articles
[HLS93] et [LZ95] sont dues & J. Lannes, qui les a inaugurées dans 'appendice de [LZ87].

Convention 6.1.1. Dans toute cette section, £ désigne un corps commutatif et 7 une
catégorie essentiellement petite.

6.1.1 La catégorie de comodules Fct(Z x, &)

Convention 6.1.2. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de Z vers Ens.

On rappelle que la catégorie Z\ x des objets E' de 7 munis d'un élément de X (£) a été définie
dans la notation 1.1.15; elle est munie d’un foncteur d’oubli Oz x : I\x — 1.

Notation 6.1.3. Nous désignerons par Yx : Fct(Z, &) — Fct(Z x, &) le foncteur de précompo-
sition par Oz x.

Ainsi (cf. proposition 3.1.14), T x est un foncteur exact qui commute aux limites, aux colimites
et au produit tensoriel. Dans le cas ot X prend ses valeurs dans les ensembles non vides, Oz x est
essentiellement surjectif, donc Y x est fidele.

Proposition et définition 6.1.4. Il existe un foncteur exact et fidéle, appelé foncteur de X-
intégrale et noté Qx : Fet(T\ x, &) — Fet(Z, &), défini de la fagon suivante.
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~ Si F est un objet de Fct(Z\ x, &) et E un objet de I, on pose

(Qx(P)(E) = @ F(E.2).

zeX(FE)

~ Si F est un objet de Fct(I\ x,&) et E L B une fleche de I, et si x et 2’ sont des éléments
respectifs de X (E) et X(E'), la composante F(E,z) — F(E',2") de (Qx(F))(f) est égale a
F(f) si X(f)(x) =41/, et a 0 sinon.

- Si F = G est une fleche de Fet(T\ x, &), le morphisme Qx(u) @ Qx(F) — Qx(G) de
Fct(Z, &) est défini, sur l'objet E de I, comme la somme directe sur les éléments x de X (E)
des morphismes u(g g : F(E,x) — G(E, x).

Ezemple 6.1.5. On a Qx (k) = k[X] dans Fct(Z, &), ou le foncteur & du membre de gauche est le
foncteur constant.

Remarque 6.1.6. Lorsque le foncteur X prend ses valeurs dans les ensembles finis, on peut remplacer
la somme directe par un produit, de sorte que le foncteur Qx commute aux limites.

Proposition 6.1.7. Le foncteur Qx est adjoint a gauche a Yx : Fct(Z, &) — Fet(Z x, &k ).

Démonstration. Soient I un objet de Fct(Z, &) et A un objet de Fet(Zy x, £ ). Un morphisme de
Qx(A) vers F' est une collection d’applications linéaires ag . : A(E,z) — F(FE), pour (E,z) objet
de 7\ x, telle que pour tout morphisme f: E — E’ de Z et tout € X (E), le diagramme

3o

A(E, z) F(E)

A(f)l lF(f)

A(E", X(f)(x)) F(E)

A X (f)(x)

commute. Cela signifie exactement que les ap , définissent un morphisme (dans Fct(Z\ x,&)) de
A dans Tx (F), d’ou la proposition. O

Le lecteur notera la grande analogie entre ces considérations et celles du paragraphe 5.4.1 reliant
les catégories F et Fyurj via les foncteurs adjoints o et w.

Proposition 6.1.8. — L’endofoncteur QxYx de Fct(Z,E) est isomorphe ¢ - @ k[X]. Plus
généralement, on a un isomorphisme

Ax(ATx(F) ~Qx(A) @ F

naturel en les objets A de Fet(Z\ x, &) et F' de Fet(Z, E).
— La coiinité Qx Y x — id de 'adjonction de la proposition 6.1.7 s’identifie au produit tensoriel
par le morphisme k[X] — k obtenu en appliquant cette cotinité au foncteur constant k.

Démonstration. Le premier point provient de la distributivité du produit tensoriel par rapport a
la somme directe. Pour le second, on note que la colinité en question, évaluée sur un objet F' de
Fct(Z, &) puis sur un objet E de Z, est le morphisme

P FE) - FE)

zeX(E)

dont chaque composante est l'identité (cf. démonstration précédente), qui s’identifie canoniquement
au produit tensoriel de 'augmentation k[X (E)] — k et de F(E). O
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Proposition 6.1.9. Les injections diagonales

Qx(FeG)(E) = @ F(E,2) @ G(E,x) — @ F(E,2)@G(E,y) ~ (Qx(F)®Qx(Q))(E)
zeX(E) z,yEX(E)

fournissent un monomorphisme Qx(F @ G) — Qx(F) ® Qx(G) naturel en les objets F et G
de Fet(Z\ x, ). Celui-ci est compatible aux isomorphismes d’associativité et de commutativité du
produit tensoriel.

La vérification de cette proposition est immédiate.
Appliquée aux isomorphismes canoniques F — F ® k de Fct(Z\ x, &), elle donne le corollaire
suivant.

Corollaire 6.1.10. — Le foncteur k[X] = Qx (k) est canoniquement une coalgébre cocommuta-
tive dans la catégorie tensorielle Fct(Z, Ey).

~ Pour tout objet I de Fet(Z\ x, &), Qx (F) est naturellement un k[X]-comodule. Autrement
dit, on peut compléter le diagramme suivant.

Fot (T, x, &) —= Fet(Z, &)

Toubli
N

Comody,x)

Proposition 6.1.11. Le foncteur Qx induit une équivalence de catégories entre Fet(Z, x, &) el
Comodyx-

Démonstration. On applique la proposition 1.2.15, de sorte qu’il suffit de constater qu'un k[X]-
comodule est un comodule sur la comonade déterminée par 1'adjonction entre Qx et Tx. Cela
découle de la proposition 6.1.8 et du corollaire 6.1.10. O

Remarque 6.1.12. 1. Dans I’équivalence de catégories de la proposition, le produit tensoriel de
Fct(Z\ x, &) correspond au produit cotensoriel de k[X]-comodules.

2. L’image du foncteur Y x correspond aux comodules libres.

3. La proposition 1.6.17 est le cas particulier ol Z est la catégorie * a un seul objet et un seul
morphisme.

4. Inversement, on peut établir la proposition 6.1.11 de facon directe en vérifiant que ’équivalence
de catégories de la proposition 1.6.17 est fonctorielle.

5. La structure de coalgebre sur k[X] généralise celle de l’algebre d’un groupe, puisque sa dia-
gonale est donnée par les applications linéaires [z] — [z] ® [z] (cf. point 3).

Remarque 6.1.13. Les considérations de ce paragraphe sont fonctorielles en X en le sens suivant.
Toute transformation naturelle de foncteurs ensemblistes X — X’ induit un foncteur 7\ x — Z\ x,
donc par précomposition un foncteur i : Fct(Z x/, &) — Fet(Z\ x, &) (qui généralise Tx). Via
I’équivalence de catégories de la proposition 6.1.11, ce foncteur correspond a la coinduction : pour
tous objets F' de Fct(Z, x/, &) et E de Z, le k[X (E)]-comodule Qx (i(F'))(E) est le produit coten-
soriel du k[X'(E)]-comodule Qx/(F)(E) et de k[X(F)] (vu comme un k[X'(E)]-comodule par le
morphisme de coalgebres k[ X (E)] — k[X'(F)] déduit de la transformation naturelle X — X’).
Nous laissons au lecteur le soin d’écrire les propriétés de fonctorialité en X de Qx et Tx.

6.1.2 Recollements de catégories de comodules

Convention 6.1.14. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de Z vers la catégorie Ens et Y
un sous-foncteur de X.

Nous désignerons par Zx y la sous-catégorie pleine de Z\ x dont les objets sont les couples (E, x)
pour lesquels x € X(E)\ Y(E).
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Remarque 6.1.15. 1. On prendra garde que X \' Y n’est pas en général un foncteur ensembliste.
Nous noterons cependant, par abus, k[X \ Y] le conoyau du monomorphisme k[Y] — k[X] de
Fct(Z, Ey) induit par l'inclusion ¥V — X.

2. On a un scindement canonique
EX/Y]=EkX\Y]®k (6.1)

obtenu en constatant que le foncteur ensembliste X /Y se reléve canoniquement en un foncteur
vers les ensembles pointés (utiliser 'image de Y dans X/Y comme point de base — on convient
que E/@ = E I {*}, pour tout ensemble E).

3. Comme Iépimorphisme k[X/Y] — k est la coiinité du foncteur en coalgebres k[X/Y], le
foncteur k[X \ Y] est une coalgebre sans coiinité dans Fct(Z, &) ; nous y reviendrons a la
proposition 6.1.22.

Dans le lemme suivant, nous nommons sous-catégorie complémentaire d’une sous-catégorie pleine
B d’une catégorie A la sous-catégorie pleine de A dont la classe d’objets est le complémentaire de
celle de B.

Lemme 6.1.16. La catégorie I\y s’identifie canoniquement a une sous-catégorie pleine compléte
a droite de T\ x, dont la catégorie complémentaire est Ix y .

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si f : (E,z) — (E',2’) est un morphisme de 7\ x, ot
z €Y (E),alorson axz’ = X(f)(x) =Y (f)(z) € Y(E') puisque Y est un sous-foncteur de X. O

Appliquant le corollaire 3.3.10, on en déduit 'important résultat suivant.

Proposition 6.1.17. Il existe un diagramme de recollement

Fct(Z\y, &) —pr—= Fct(Z\ x, &) —r—> Fet(Ix v, &)
R P

ou P désigne le prolongement par zéro et R la restriction.

Nous adaptons maintenant certains résultats de la section précédente a la catégorie de foncteurs
FCt(IX’y, 5k)

Notation 6.1.18. Nous noterons T x,y le foncteur composé

FCt(Z, gk) T—X> FCt(I\X, gk) & FCt(ZX7y, gk)
Autrement dit, Y x y est le foncteur de précomposition par le foncteur d’oubli Zx y — Z.

Définition 6.1.19. Le foncteur de X \ Y -intégrale, noté Qx y, est défini comme la composée

QOxy : Fet(TIx.y, &) 2 Fet(T, x, &) 25 Fet(Z, ).
Remarque 6.1.20. — On a un isomorphisme canonique Qx y (k) ~ k[X \ Y].

— Le foncteur Qx y est exact et fidele.

On a donc Qx y(F)(F) = ) F(E,z) pour F € ObFct(Zxy,E&) et E € ObZ. On
z€X(E)\Y(E)
prendra garde que les foncteurs T x y et {1x y ne sont généralement pas adjoints.

La proposition 6.1.8 entraine le résultat suivant, puisque les foncteurs de restriction et de pro-
longement par zéro commutent canoniquement au produit tensoriel.

Proposition 6.1.21. L’endofoncteur Qx yYxy de Fct(Z,&) est isomorphe a - @ k[X \'Y]. Plus
généralement, on a un isomorphisme

QX7y(A [ T)gy(F)) ~ QX7y(A) QRF
naturel en les objets A de Fet(Zx y, &) et F' de Fet(Z,&y).
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De méme, la proposition 6.1.9 et le corollaire 6.1.10 procurent le résultat suivant.

Proposition 6.1.22. 1. Les injections  diagonales  fournissent un  monomorphisme
Axy(FRG) — Qx y(F) ®Qx,y(G) naturel en les objets F' et G de Fet(Zx y,E). Celui-ci
est compatible aux isomorphismes d’associativité et de commutativité du produit tensoriel.

2. Le foncteur k[X \ Y] est canoniquement une coalgébre cocommutative sans cotnité dans la
catégorie tensorielle Fct(Z, Ex) ; le morphisme canonique k[X] — k[X \ Y] est un morphisme
de coalgebres sans cotunité.

3. Pour tout objet F de Fct(Ix y, &), Qx,y(F) est naturellement un k[X \ Y]-comodule.

Proposition 6.1.23. Le foncteur Qxy induit une équivalence de catégories entre Fet(Zxy,Er)
et la sous-catégorie pleine de Comodyx\y] formée des k[X \ Y]-comodules a droite (C,vc) (que

nous nommerons fideles) tels que la comultiplication ¢ est injective, notée Comodg[ig(\y],

Démonstration. On commence par observer que le scindement (6.1) permet d’identifier les catégories
de comodules sur k[X \ Y] et k[X/Y] (cf. remarque 1.6.12.3). Le foncteur de prolongement par zéro
et la proposition 6.1.11 identifient alors Fct(Zx y, &) a la sous-catégorie pleine de Comodyx\y]
des comodules (C,9¢) tels que le produit fibré de l'inclusion C — C @ (C @ k[X \ Y]) et du
morphisme (idc,¥¢c) : C — C® (C @ k[X \ Y]) est nul. Ce produit fibré étant égal & ker ¢, cette
condition équivaut a la fidélité de ¥, ce qui établit la proposition. O

6.1.3 Situation duale

Convention 6.1.24. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de la catégorie Z°P vers la
catégorie Ens’ des ensembles finis.

Toutes les propriétés de ce paragraphe s’établissent de fagon analogue a celles du paragraphe 6.1.1,
c’est pourquoi nous omettrons leurs démonstrations. Nous reviendrons en fin de paragraphe sur la
comparaison avec le §6.1.1.

On rappelle que la catégorie Z,x des objets £/ de 7 munis d’un élément de X (E) a été introduite
dans la notation 1.1.18; elle est munie d’un foncteur d’oubli O%¥ : I)x —1.

Notation 6.1.25. Nous désignerons par YX : Fct(Z, &) — Fet(Z)x, &) le foncteur de précompo-
sition par OFX.

Ainsi (cf. proposition 3.1.14), TX est un foncteur exact qui commute aux limites, aux colimites
et au produit tensoriel. Dans le cas ot X prend ses valeurs dans les ensembles non vides, OFX est
essentiellement surjectif, donc TX est fidele.

Proposition et définition 6.1.26. Il existe un foncteur exact et fidele, appelé foncteur de X-
intégrale et noté QX : Fct(Z,x, &) — Fet(Z, &), défini de la fagon suivante.
~ Si I est un objet de Fct(Z,x, &) et E un objet de I, on pose

@) E) = @ FE).

zeX(E)

~ Si F est un objet de Fct(Z,x,&) et E L B une fleche de I, et si x et 2’ sont des éléments
respectifs de X (E) et X(E'), la composante F(E,x) — F(E',2") de (Q% (F))(f) est égale a
F(f) si X(f)(2') ==z, et a 0 sinon.

- Si F % G est une fleche de Fet(Z,x, &), le morphisme QX (u) : QX(F) — QX(G) de
Fct(Z, &) est défini, sur l'objet E de I, comme la somme directe sur les éléments x de X (E)
des morphismes (g 5 : F(E,r) — G(E, x).

Ezemple 6.1.27. On a QX (k) = kX.
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Proposition 6.1.28. Le foncteur QX est adjoint & droite a TX.

Proposition 6.1.29. ~ L’endofoncteur QXYX de Fct(Z,&) est isomorphe a - @ kX. Plus
généralement, on a un isomorphisme

QXA YX(F) ~ QXA @ F

naturel en les objets A de Fet(Z,x, &) et F de Fct(Z,Ey).
— Lunité id — QXYX de ladjonction de la proposition 6.1.28 s’identifie au produit tensoriel
par le morphisme k — kX obtenu en appliquant cette unité au foncteur constant k.

Proposition 6.1.30. Les projections canoniques

Q@ F) QX @) (E)~ @ FE2GEyY > P FE)GE:)=0"FeG)(E)

z,yeX(E) zeX(E)

fournissent un épimorphisme QX (F) @ QX (G) — QX(F ® G) naturel en les objets F et G de
Fct(Z,x,&). Celui-ci est compatible aux isomorphismes d’associativité et de commutativité du
produit tensoriel.

Cette proposition, appliquée aux isomorphismes canoniques F®k = F de Fet (Z)x, &), procure
le corollaire suivant.

Corollaire 6.1.31. ~ Le foncteur kX = QX (k) est canoniquement une algébre commutative
dans la catégorie tensorielle Fct(Z, ).

— Pour tout objet F' de Fct(Z,x,E), Q*(F) est naturellement un kX -module. Autrement dit,
on peut compléter le diagramme suivant.

Fet(Z)x, &) 2> Fet (7, &)

T(mbli
N

.MOde

Proposition 6.1.32. Le foncteur QX induit une équivalence de catégories entre Fct(Z)x,&) et
MOde .

L’hypothese de finitude des ensembles X (E) permet d’assurer que, dans la définition de QX
on peut remplacer la somme directe par un produit, ce qui est nécessaire pour établir la propo-
sition 6.1.28. Il est en revanche obligatoire de considérer une somme directe pour disposer des
propriétés de commutation avec le produit tensoriel. Cela explique pourquoi nous avons dii nous
restreindre a des foncteurs X a valeurs finies, contrairement a la situation du paragraphe 6.1.1.

On peut pousser plus loin I'analogie et notamment « dualiser » les résultats du paragraphe 6.1.2.

Pour terminer, justifions la terminologie employée dans le titre de la section 6.1 : pour k = Fy, le
foncteur kX est un foncteur en algébres de Boole au sens oll, pour tout objet E de Z, la structure de
Fy-algebre sur Fy™ (®) induite par la structure d’algebre sur Fo™ est la structure usuelle d’algebre
produit, qui est donc une algebre de Boole. On pourra se reporter, pour plus de détails sur les
foncteurs en algebre de Boole (dans le cas de la catégorie F), & [HLS93], partie II, et [Pow98c¢], § 7.

6.2 Les catégories Eécu, ggr,l et 5{,1771

Convention 6.2.1. Dans toute la suite de cette these, le corps de base implicite sera a
nouveau F.
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Cette section introduit les sources des catégories de foncteurs en grassmanniennes, présentées
dans la section 6.3. Attachons-nous & la plus importante de ces catégories sources, la catégorie Eér :
il s’agit de la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis d’un sous-espace, auquel
on pensera comme une « base » ; les morphismes sont astreints a induire des épimorphismes entre
les bases. A partir de la, de nombreux foncteurs apparaissent naturellement : on peut oublier la
base, considérer le quotient de ’espace vectoriel par sa base, construire un objet de Eér par somme

directe d'un objet de £/ et d'un objet de Szwj, qui sera considéré comme la base, etc. On obtient

ainsi une structure tres riche sur la catégorie Sér et les autres catégories analogues introduites ; les
propriétés de cette section, pour élémentaires qu’elles soient, sous-tendent les résultats puissants
dans les catégories de foncteurs associées, comme nous le verrons dans les chapitres suivants.

Tres formelles, la plupart des constructions de cette section pourrait étre généralisées en rem-
placant £ par une catégorie abélienne essentiellement petite.

6.2.1 Définition des catégories et foncteurs utilisés

Définition 6.2.2. Nous désignerons par Gr : £/ — Ens le foncteur qui & un espace vectoriel V'
associe 'ensemble Gr(V') de ses sous-espaces et & une application linéaire f : V. — V' associe la
fonction Gr(V) — gr(V') W — f(W).

Définition 6.2.3 (Catégories 5’:,_1 et ggr_l). Soit I une partie de N.

1. Etant donné un espace vectoriel de dimension finie V', nous noterons Gr; (V) le sous-ensemble
de Gr (V') constitué des sous-espaces de V' dont la dimension appartient & I.

2. Nous désignerons par Sér ; la catégorie donnée comme suit.

— Les objets de &l . 1 sont les couples (V, W), o V est un espace vectoriel de dimension finie
et W un élément de Gry(V).

— Les morphismes de (V, W) vers (V/, W’) dans ggr ; sont les applications linéaires f : V. — V'
telles que f(W) C W'.

— La composition des morphismes s’obtient par composition des applications linéaires sous-
jacentes.

3. Nous noterons Sér_ ; la sous-catégorie de gér ; ayant les mémes objets et dont les morphismes
sont donnés par

homgy  ((V.W), (V. W")) = {f € homgy (V. W),(V',W")| f(W) =W}

4. Nous désignerons par incl; le foncteur (fidele et essentiellement surjectif) d’inclusion de Eéry I
dans géT I

Lorsque la partie I est égale a N, nous omettrons l'indice I dans la notation de ces catégories
et des foncteurs ou elles interviennent.

Notation 6.2.4. Soit n € N. Nous emploierons les abréviations suivantes pour désigner des parties
de N :

- n={n},

- <n={ieN|i<n},

->n={ieN|i>n}.

Remarque 6.2.5. On notera que Gr; est un sous-foncteur de Gr si et seulement si I est de la forme
<noulN.

La catégorie 5{;1’” (ot n € N) que nous définissons maintenant constitue un analogue de la
f

Gr.n» OU lon « rigidifie la base » par le choix d’un isomorphisme avec 'espace vectoriel Ey,.

catégorie £

Notation 6.2.6 (Catégorie Sljilyn). Soit n € N.
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1. Etant donné un objet V de £f, nous noterons Pl, (V) 'ensemble Plg(E,,, V) des monomor-
phismes F, — V.
2. Nous désignerons par 5{,17" la catégorie définie ainsi.
— Les objets de 5{,17” sont les couples (V,u) formés d’un objet V de £/ et d’un élément u
de P1,(V).
— Les morphismes dans 5{,17" de (V,u) vers (V',u') sont les applications linéaires f : V — V'
faisant commuter le diagramme

En$v

\ lf
u
V/
— La composition des morphismes est induite par la composition des applications linéaires.

Remarque 6.2.7. — Si I est une partie du type < n ou N, alors Sgryl est la catégorie 5{g”.
— Avec les notations du paragraphe 6.1.2, 557“,17, est la catégorie 55

T<n,Gr<n_1"

— L’association V' +— PL,(V) n’est pas fonctorielle, mais si 'on note hom<,;(E,V) le sous-
ensemble de homg(E,V) formé des applications linéaires de rang au plus i, alors
hom<;(E,,.) est un sous-foncteur de homgs(E,,.). La catégorie 5{,1n s’identifie ainsi

5 of
a ghomgf (En,.),hom<y, _1(En,.)"

— L’ensemble Gr,, (V) s’identifie canoniquement au quotient de P1,, (V') par 'action a droite libre
du groupe GL,,. _
— Les catégories 557, 0 Sfr o et 5{:1_0 s’'identifient canoniquement a 7.

— Les catégories Sér’l et 51{,1’1 sont canoniquement isomorphes (car le corps de base est Fy).
— Toutes les catégories introduites vérifient '’hypothese 3.1.28.

La notation suivante introduit les inclusions standard d’une catégorie dans une autre.

Notation 6.2.8 (Foncteurs d’oubli). — Si I et J sont deux parties de N telles que I C J,
incly, g Eénl — éT’J désignera le foncteur (pleinement fidele) d’oubli.

— Etant donné n € N, nous désignerons par incP! le foncteur (fidele et essentiellement surjectif)
d’oubli du plongement 511;7” — 5£T}n associant & un objet (V, E,~"=V ) de 511;7” l'objet
(V,imu) de 5§r,n et égal & I'inclusion évidente sur les morphismes.

Définition 6.2.9 (Foncteurs de translation). Soient I une partie de N et n € N. On définit comme
suit des foncteurs, appelés foncteurs de translation, £ x Sér_j — Eér,l, & x Eénl — ér,] et

gl x Eljsl’n — Elél’n, notés H. Sur les objets, on pose
VHB(A,B)=(VaADB)
dans Sénl et 557,7[, et
VBAu:E, - A)=VaoAE, %A= VaA)

dans Elél’n. L’action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de @ : Ef x & — &7,

Remarque 6.2.10. On a des isomorphismes 0 X ~ X et (V' @ V)H X ~ V' B (V B X) naturels
en les objets V, V' de £F et X de Eér’l (resp. gér,[’ Elél’n), vérifiant des propriétés de cohérence
qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter. Ainsi, on peut voir B comme un foncteur d’action de la
catégorie additive £/ sur Sénl (resp. 557,,1, 5{:1_71).

I

Notation 6.2.11. Si I est une partie de N, nous noterons &7 (resp. Esury

) la sous-catégorie pleine
de &7 (resp. £ Sfur j) des espaces vectoriels dont la dimension appartient a I. Nous noterons également

FL =Fct(&1,€) et FL,, . =Fct(EL, .. E).

sury surj’



6.2. Les catégories gér,[' gér’l et &, . 148

Remarque 6.2.12. On notera que la catégorie fsur ; Introduite dans la section 5 est un cas particulier

de cette notation. De plus, la catégorie Fg,, ; s'identifie canoniquement a g, r,, ) Mod.

Définition 6.2.13 (Foncteurs fondamentaux de source 557,71, gér_j ou Elélﬁn). Soient I une partie
de NetneN.
1. Le foncteur d’oubli principal O gér,z — &7 est le foncteur associant & un objet (V, W) de
gér ; Vespace vectoriel V', et & un morphisme I’application linéaire sous-jacente.

2. On appelle également foncteurs d’oubli principauz les foncteurs composés

1ncl1 NI
Or: gr I ggr i — &7

et
f 1 ! On
5:) 5P1n n(‘n éf n ~_n, ff

3. Le foncteur base By : 5gr ; — &L, est défini sur les objets par B;(V, W) = W, et associe &

surj
un morphisme f : (V,W) — (V' W) lapplication linéaire (surjective par définition de 557, )
W — W’ induite par f.

4. Le foncteur d’oubli secondaire B : gér — &7 associe & un objet (V, W) ’espace vectoriel W
et & un morphisme (V, W) — (V’', W') I'application linéaire induite W — W".

5. Le foncteur de réduction Ry : Egr ; — &7 est donné par (V,W) — V/W sur les objets et
associe a un morphisme l’apphcatlon linéaire induite.

6. On appelle également foncteurs de réduction les foncteurs composés

1n('l1 Rr
[ & R EL e

et

incP!

= n R
R glél,n - gfr,n - gf

On rappelle que I'indice I sera omis dans toutes ces notations lorsque I = N.

Remarque 6.2.14. — Si I et J sont deux parties de N telles que I C J, le foncteur composé

l 7’ N ~ .
Sgr I nclng, gr J 27, ef est égal & O7. De méme, le diagramme

Br
5gr I sury

i’ncl]”]
f J
Erg—¢€

commute. On a d’autres propriétés analogues de compatibilité a I'extension de la partie I avec
les différents foncteurs introduits.
— Le diagramme

incly
5gr I 5gr I

| lgl

gl ——ef

surj  oubli

commute.
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— Les foncteurs base ou d’oubli secondaire n’ont pas d’analogue non trivial en terme de la
catégorie Sljilyn ; le role de cette catégorie est justement de simplifier certaines des considérations
relatives a 5£r,n en « rendant la base canoniquement isomorphe a E,, » .

Remarque 6.2.15. Le foncteur K7 est le conoyau de la transformation naturelle injective tautologique

B — O (ol I'on note par abus B pour la composée de ce foncteur avec I'inclusion SSIMJ» — &7

un constat analogue vaut pour ?%1 et fin.

Proposition 6.2.16. Soit I une partie de N. On a des isomorphismes

homgér’I(V BX,Y) ~homg(V,0;(Y)) x homgéu(X, Y) et

hom X,VBY) ~homg(R;(X),V) xhomgg I(X,Y)

557'.1 (
naturels en les objets V de Ef et X, Y de Eénl.

o s il f f
On a des énoncés similaires dans ggr,l et 5P1,n

Démonstration. Les deux isomorphismes étant tres analogues, nous nous bornerons & montrer le
second, qui s’obtient par la suite d’isomorphismes naturels

homgérJ(X,VEBY) ~{f €homeg(O;(X),VoOrY))|f(B1(X))=B:(Y)} ~

{(a,b) € homg(O7(X),V) x homg (O7(X),01(Y)) |a(B1(X)) =0et b(B;(X)) =B(Y)}
~ homg (R7(X), V) x homgéw(X, Y).
O

Corollaire 6.2.17. Soit I une partie de N contenant 0. Le foncteur d’inclusion Ef ~ Egno — Séryl
est adjoint a droite a Rj.
Définition 6.2.18 (Foncteurs fondamentaux de but Eérﬁl, gér,[ ou Sljilyn). Soient I une partie de
NetneN

1. Les foncteurs de plongement diagonal sont les foncteurs Dy : Esfm,j — gér,[ et Dy & — gér,]
donnés sur les objets par V — (V, V) et par le plongement évident sur les morphismes.

2. Les foncteurs de plongement relatif sont les foncteurs composés

f
g xgl, EXE

suryj

f H of
&f Eoor = by

et
~ Fom ~ ~
Sroel el X2 er gl (BEL

Ces foncteurs sont donc donnés sur les objets par (4, B) — (A® B, B).
3. Le foncteur de décalage pointé &, : £ — 51];1,n associe & un objet V de &' l'objet
(Ve E, E,—Va&E,)de 5{,1 , et & une application linéaire u le morphisme u ® E,,.

Remarque 6.2.19. 1. Le diagramme

incly

f L of
SQT,I ggr,l

QIT Tﬁ;

gf oubli Sf

sury

commute.
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2. Le diagramme
cfC— s &F x &n

surj
6’71 l \Lﬂn
. Pl
f inc,, f
5Pl,n gr,n

commute, ol l'inclusion supérieure est donnée par V — (V, E,,).

Remarque 6.2.20. Le plongement évident GL,, — &g,,.; étant une équivalence de catégories, nous

commettrons parfois des abus de notation consistant a I’assimiler a une égalité pour les foncteurs

mettant en jeu £5,.;.

6.2.2 Propriétés des foncteurs fondamentaux

Nous explicitons dans ce paragraphe les comportements mutuel et propre des foncteurs introduits
dans les définitions 6.2.13 et 6.2.18.

Proposition 6.2.21 (Adjonctions fondamentales). Soient I une partie de N et n € N.

1. Le foncteur de plongement diagonal 1 est adjoint a gauche a By : gér,] — Eslm,j.

2. Le foncteur de plongement diagonal Dy est adjoint a gauche a B gér,] — &1L

I
surj

3. Le foncteur de plongement relatif £; : Ef x &
O x By &L, — & x €]

— 5&’[ est adjoint a gauche au foncteur

suryj*
4. Le foncteur de plongement relatif £ & x el - gér ; est adjoint & gauche au foncteur
51 X%I:ggr,l —&Fx &l

5. Le décalage pointé S,, : EF — 557,_71 est adjoint & gauche a O, : 5{,1 n Ef.

Démonstration. Si A est un objet de SSIMJ» et (V,TW) un objet de Eénl, on a un isomorphisme
canonique
homg; (D(A), (V.W)) = {/ € home (A, V)| /(4) = W} =~ Epig(4, W),

d’ou la premiere assertion. La troisieme assertion s’en déduit en utilisant la proposition 6.2.16.
Les deuxieme et quatrieme points se traitent pareillement.
Etablissons le dernier : si A est un objet de £ et (V,u : E,, < V) un objet de 5{,1 L, ON & un
isomorphisme canonique 7

homgs (6n(A), (V,u)) = {f € homg(A® B, V)| fip, = u} ~ home (4, V).

Cela acheve la démonstration. O
La proposition suivante jouera un role fondamental par la suite.
Proposition 6.2.22 (Compositions fondamentales). Soit I une partie de N. Les foncteurs composés

el xel L el RXBroof el

surj gr,I surj

et

ef x el B gl BB e gl

sont canoniquement isomorphes auz foncteurs identités.

Démonstration. 11 s’agit d’'une conséquence immédiate de I’isomorphisme canonique
(A® B)/B ~ A. O
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Proposition 6.2.23. Soient I une partie non vide de N et n € N.
1. Les foncteurs d’oubli principaux Oy, 551 et O,, sont fidéles.
2. Le foncteur O, : 5£1n — & induit un foncteur essentiellement surjectif 511;_” — &2n. S
I a pour plus petit élément n, Oy : Eénl —>~Ef (resp. O génl — &F) induit un foncteur
essentiellement surjectif 5§r,1 — E2™ (resp. gér,[ — E2"),
3. Les foncteurs de plongement relatif £1 et £, sont fideéles et essentiellement surjectifs. Il en
est de méme pour le décalage pointé S, .

4. Les foncteurs R; x By etf&’l X %1 sont pleins et essentiellement surjectifs. En particulier, les
foncteurs Rr, B, Rr et By) sont pleins et essentiellement surjectifs

5. Les foncteurs de plongement diagonal ® et 51 sont pleinement fidéles.

Démonstration. Les deux premieres assertions s’établissent par inspection. L’essentielle surjectivité
des foncteurs de plongement relatif et de décalage pointé découle de ce que tout sous-espace d’un
espace vectoriel est facteur direct ; leur fidélité est claire. La quatrieme assertion s’obtient en combi-
nant la proposition 6.2.22 et I'essentielle surjectivité des plongements relatifs. La derniere s’obtient
a partir des deux premieres adjonctions de la proposition 6.2.21 et du constat que leurs unités
id — B1Dr et 1d — B sont des isomorphismes. O

6.2.3 Propriétés de structure des catégories 55,4 gfr et &

Ln

Les catégories qui nous intéresserons le plus par la suite sont les 59r, ;- Les propriétés qui suivent
ine edtée log fraries £4 f . .  E
montrent que, par certains cotés, les catégories Egn ; de SPLn ont une structure plus « réguliere » ,
c’est pourquoi nous serons parfois amenés a travailler dans ces catégories auxiliaires.

Proposition 6.2.24. La catégorie gér est additive. De plus, les foncteurs d’oubli principal et
secondaire sont additifs — autrement dit, il existe un isomorphisme

VW) eV W)=VeaeV ,WeW)

naturel en les objets (V,W) et (V/,W') de ggr En particulier, il existe un isomorphisme
E®(V,W) ~ (E,0)® (V,W) naturel en les objets E de £ et (V,W) de Efr.
Cette propriété, que nous n’utiliserons pas explicitement, se vérifie par inspection.

Remarque 6.2.25. La catégorie ggr n’est pas abélienne. En effet, on vérifie que pour tout V€ Ob &,
le morphisme (V,0) — (V,V) de ggr dont I'application linéaire sous-jacente est I'identité est a la
fois un monomorphisme et un épimorphisme. En revanche, ce n’est pas un isomorphisme, si V est
non nul.

Proposition et définition 6.2.26 (Dualité dans gér) Le foncteur de dualité (-)* : (£7)P — &f

induit une équivalence de catégories (-)V : (ggr)"p — ggr donnée sur les objets par

(V, W)Y = (V*, W),

Démonstration. Comme (-)* est une équivalence de catégories, le seul point a vérifier est que
le foncteur (-)V est bien défini sur les morphismes, ce qui résulte de I'observation suivante : si
f:V — V' est une application linéaire, W un sous-espace de V et W' un sous-espace de V' tels que
FW) c W', alors Lf(W'L) C tF(f(W)L) € W, ol I'on désigne par ! f la transposée de f. O

Cette proposition, comme la précédente, ne s’étend ni aux catégories Egn 7, i aux catégories SPLn.

Proposition 6.2.27. Soit n € N.
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— La catégorie 51];1,n possede des sommes finies.

— Son objet initial est (E,,idg, ).

— La somme (A,a)I1(B,b) de deux objets (A,a) et (B,b) de 5{:1_” s’obtient en formant le carré
cocartésien d’inclusions /

E, A
B AgiB

et en munissant l’espace vectoriel A & B du plongement donné par la diagonale du carré.

Ey

— Deuz objets (A, a) et (B,b) de 511;7” possédent toujours un produit. Il est donné par
(A,a) x (B,b) = (A® B, (a,b) : E,, — A® B).
— On a des isomorphismes
S,(VIX~VHX et
G(V)x X ~&,(V@O,.(X))
naturels en les objets V de EF et X de Sljilyn.

Nous laissons au lecteur la démonstration de cette propriété élémentaire, que nous n’emploierons
pas explicitement.
Remarque 6.2.28. — Si I est une partie de N contenant 0, alors (0,0) est objet final de Sgr’l,

et tout objet de 5&21 admet un produit avec (V,0) (ot V € Ob&7), qui est donné par le
foncteur V H -.

— En revanche, on vérifie facilement que deux objets (V, W) et (V/,W’) de 557,7 ; tels que W et
W' sont non nuls ne possédent jamais de somme ni de produit.

Les propriétés que nous allons maintenant exposer fournissent un substitut a I’absence de sommes
(proposition 6.2.30) et de produits (proposition 6.2.32) dans Sgr ; elles reposent sur le lemme simple
et tres utile suivant.

Lemme 6.2.29. Soient (A, B) € Ob EfT et A € Ob&'. II existe une bijection naturelle

homes (A4, A) ~ ] homg; ((4,B), (A, B").
Bregr(A’) "
La fonctorialité doit étre comprise dans le sens suivant :
— pour le terme de gauche, on considere le foncteur

o ! om
(E4,)77 x &7 2XEL, (gF)op x £F 1O, s

— pour le terme de droite, la fonctorialité en (A, B) provient de maniere usuelle du foncteur
hom ; pour la fonctorialité en A’, on fait correspondre & une application linéaire u : A’ — A"
et & un élément f de homgéT((A, B), (A", B")) (ou B’ € Gr(A")) la fleche (A, B) — (A", B"),

ou B"” = u(B’), donnée par uo f: A — A".
Démonstration. Cette bijection s’obtient en faisant correspondre a une application linéaire

f: A — A le sous-espace B’ = f(B) de A’ et le morphisme (A, B) — (A’,B’) de Eér induit
par f. O

Proposition 6.2.30. Soient (A, B), (A',B’) et (V,W) des objets de Efr. 1l existe une bijection
naturelle

homg; (A4’ BEB), (V.W)~ [ homgs (A B),(V,Wi)xhomgy ((A',B'),(V,W2).
" W1, Wa€Gr (W) " "
Wi+Wo=W



6.2. Les catégories Eéu, géu et &, . 153

La fonctorialité doit étre comprise dans le sens suivant :

— sur les ensembles hom, on utilise la fonctorialité usuelle ;

— pour & x Sér — 557, ((A,B),(A",B")) — (A® A’, B® B’'), on associe & un morphisme
(u,v) de Eér X Eér le morphisme u @ v de Sfr (cf. lemme 5.2.3) ;

— dans le terme de droite, la fonctorialité en (V, W) s’obtient comme suit. Si w : (VW) —
(V',W') est un morphisme de 5£T et W1, W5 deux sous-espaces de W tels que W, + Wy = W,
on pose W/ = f(W;) (i € {1,2}), de sorte que W{ + W3 = f(W) = W’. Le morphisme
induit par u s’obtient par somme sur les (W7, W3) des morphismes homgé ((4,B),(V,Wy)) x
homgs ((A',B'),(V,W2)) — homgs ((A,B). (V' W{) x homgy (', 5. (V',13)) induits
par u.

Démonstration. On a, par le lemme 6.2.29, une bijection naturelle
homg(A @ A’ V) ~ homg (A, V) x homg (A", V)

= H homgé ((A7 B)7 (‘/7 Wl)) X homgé ((A/v Bl)a (Va WQ))
Wl,W2€gT‘(V)

obtenue en associant & des applications linéaires f; : A — V et fo : A — V les sous-espaces
Wi = fi(B) € Gr(V) et Wy = fo(B’) € Gr(V), et les morphismes correspondant & f1 et fo dans
homgér((A, B),(V,W1)) et homgér((A’, B'),(V,W3)) respectivement.

L’image du sous-ensemble homgé ((Ae A", Ba B'),(V,W)) de home(A® A’,V) ~ home (4, V)
par cette bijection est le terme de droite de la formule de I’énoncé, puisque I'image de W par
f1®fa: A®D A — V est égale & f1(B) + f2(B'). O

Notation 6.2.31. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie. Nous noterons
Gr(V, W) le sous-ensemble de Gr(V@W) formé des sous-espaces E de VAW tels que les morphismes
E—SVeW Ve E—VdW — W soient surjectifs.

On définit ainsi un foncteur Gr : £ Sfur TR & Sfm, ; — Ens, I’action sur les morphismes étant obtenue

par un biais analogue a celui détaillé précédemment.

Proposition 6.2.32. Soient (A, B), (A',B’) et (V,W) des objets de Efr. 1l existe une bijection
naturelle

homg, ((V,W), (A, B)) x homg, (V,W), (A, B)) = ] homg (V,W),(A®4,C)).
CeGr(B,B)

La fonctorialité repose ici sur celle de Gr (d’une maniére similaire & celle explicitée pour la
proposition 6.2.30).

Démonstration. On a, par le lemme 6.2.29, une bijection naturelle

homg (V, A) x homg (V, A’) ~ homg(V,A® A') ~ H homgé (V,W), (A A',C))
Cegr(AeA) ’

obtenue en faisant correspondre & une application linéaire f : V' — A® A’ le sous-espace C = f(W)
de A@ A’ et le morphisme (V, W) — (A® A’,C) de Eér donné par f. L’image du sous-ensemble
homgé-T((V7 W), (A, B)) x homggr((V, W), (A’, B)) de homg(V, A) x homg (V, A’) par cette bijection
est exactement le terme de droite de la formule de I’énoncé. O

Remarque 6.2.33. Les propositions 6.2.30 et 6.2.32 sont spécifiques a la catégorie « globale » Sér ;
elles n’ont pas d’analogue dans Eénn, par exemple.

Nous terminons cette section par une remarque qui indique en quoi les catégories que nous
considérons sont naturelles en termes de représentations génériques des groupes linéaires : les
groupes d’automorphismes dans ces catégories permettent de retrouver les sous-groupes triangu-
laires des groupes linéaires.



6.3. Les catégories de foncteurs en grassmanniennes 154

Remarque 6.2.34. Soient n et m deux entiers naturels, considérons les monoides suivants :
Mpy(m,n) = Endfél,n (Entm, Bn — Entm),
Mg,(m,n) = Endgér‘n (Entm, En),
Mg, (m,n) = Endgs  (Entm, En)-

Matriciellement, on a

I, n,m Ly n,m T n n,m
Mpl(m,n)z( 0 /\/:l/lm )CMgr(m,n):(GO A//\l/lm )CMgr(m,n):</\g /\Jil/lm ),

ou 'on désigne par M, ,,, I'espace vectoriel des matrices n x m, par M,, 'algebre des matrices
carrées m X m et par I, € GL, la matrice identité.
On a donc des suites exactes scindées de monoides

00— (Mn,my +) - MPl(ma n) <—> (Mm7 ) —1,

Si I'on considere les groupes d’automorphismes correspondants, que nous noterons respective-
ment Gpi(m,n), Ggr(m,n) et Ggr(m,n), on a

In n.m GLn n,m ~
Gpi(m,n) = ( 0 /\G/le ) C Ggr(m,n) = ( 0 /\G/le ) = Ggr(m,n);

il existe des suites exactes scindées de groupes analogues aux précédentes.

6.3 Les catégories de foncteurs en grassmanniennes

Les catégories de foncteurs associées aux catégories de la section précédente héritent d’une
structure tres riche : outre les nombreux foncteurs obtenus par précomposition a partir de ceux
de la section 6.2, les considérations de la section 6.1 procurent des foncteurs d’intégrale. Nous
exposons ici les propriétés élémentaires de ces catégories et de ces foncteurs; les deux chapitres
suivants approfondiront cette étude.

Définition 6.3.1 (Catégories de foncteurs en grassmanniennes). Etant donnés une partie I de N
et n € N, on introduit les catégories de foncteurs

Forr = Fet(E], 1,€),

Forr = Fet(E, 1,€),
Fpin = Fet(EL,,,.€).

Ces catégories seront appelées catégories de foncteurs en grassmanniennes.
Comme précédemment, nous noterons simplement Fg, et Fg, pour Fg,n et Fg, N respective-
ment.

Les seuls cas que nous considérerons sont ceux ou I =N, < n ou n.



6.3. Les catégories de foncteurs en grassmanniennes 155

6.3.1 La catégorie Fg, |

Notation 6.3.2. — Soit J une partie de N. Nous abrégerons la notation des espaces vectoriels
homg,, ; en homg, j, et utiliserons une convention analogue pour les groupes d’extensions ou

les hom internes. De méme, nous noterons les projectifs standard P)g(r"] (o X € Ob 55”,)

f §
plutét que P;g“’, et les injectifs standard I)g(r"] plutdt que I;g'”“'. L’exposant J sera omis
pour J = N.

— Soient I et J deux parties de N telles que J C I. Nous noterons Ry ; : Fgr 1 — Fgr,s le
foncteur de restriction (inclyr)*. Le foncteur de prolongement par zéro, lorsqu’il est défini
(cf. paragraphe 3.3.1), sera noté Py : Fgr g — Fgr.1. Les indices seront omis lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité.

La proposition 6.1.17 fournit le résultat suivant, dans lequel nous omettons les indices des

foncteurs de restriction et de prolongement par zéro (de sorte que la notation R et P désigne a
chaque fois deux foncteurs différents).

Proposition 6.3.3. Pour tout entier n > 0, il existe un diagramme de recollement

fgr,gn—l — P> fgr,gn —R—> fgr,n .
R P

Définition 6.3.4 (Foncteurs fondamentaux F — Fg, ). Soit I une partie de N.
1. On définit le foncteur de plongement standard vy : F — Fgr 1 comme le foncteur de précomposition
par le foncteur d’oubli principal Oy : Sér,l — &7,
2. Le foncteur de plongement réduit ky : F — Fgr s est le foncteur de précomposition par le
foncteur de réduction £y : Eénl — &7
Explicitement, on a
u(F)(V,W) = F(V)
et
k1(F)(V,W) = F(V/W)

pour FF € ObF et (VW) € Obgér,r
L’indice I sera omis quand I = N; des conventions analogues vaudront dans les notations
suivantes.

Remarque 6.3.5. Les foncteurs t<,, et ¢ s’identifient, avec la notation du paragraphe 6.1.1, aux fonc-
teurs Tg,_, et Tg, respectivement. De méme, le foncteur ¢, est, selon la convention du paragraphe
6.1.2, le foncteur Yg,_, gr_, ;-

Définition 6.3.6 (Foncteurs d’intégrale en grassmanniennes). Soit n € N.
— Le foncteur Qg,_,, : Fgr,<n — F sera noté w<p.
— Le foncteur Qg, : Fgr — F sera noté w.
— Le foncteur Qg,_ gr., , : Fgr,n — F sera désigné par wy,.
Ces foncteurs seront appelés foncteurs d’intégrale en grassmanniennes.

On a ainsi wy = wy o Pr s, si I et J sont deux parties de N de la forme n, < n ou N telles que
ICJ.
Les résultats des paragraphes 6.1.1 et 6.1.2 se traduisent comme suit.

Proposition 6.3.7. Soit n € N.

1. Le foncteur w<, est adjoint & gauche & t<p. Il induit une équivalence de catégories entre
Fgr,<n €t la sous-catégorie Comody,g,_,| de F.

2. Le foncteur w est adjoint a gauche a v. 1l induit une équivalence de catégories entre Fg, et la
sous-catégorie Comodpy, (g, de F.
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fid

3. Le foncteur wy, induit une équivalence de catégories entre Fg, p et la sous-catégorie Comodé(n)

de F des G(n)-comodules fidéles.

4. On a un isomorphisme
wi(X®u(F) ~wi(X)®F

naturel en les objets X de Fgr 1 et F de F, ou I =N, <n oun.

Définition 6.3.8 (Foncteurs fondamentaux entre Fg, ; et F. ). Soit I une partie de N.

suryj

1. Le foncteur de plongement secondaire pr : F.

surj — Jor,1 est le foncteur de précomposition

par le foncteur base By : Eér’l — Sslmj.

2. Le foncteur d’évaluation généralisée er : Fgr 1 — FL,,.. est la précomposition par le foncteur

sury
I

de plongement diagonal Dy : &,,,.; — gén[-
Explicitement, on a
p1(E)(V,W) = F(W)
pour F € ObFL et (V,W) e Obgér,[ » €t

er(X)(V) = X(V, V)

pour X € ObFg,ret V e Ob &l

sury*

Remarque 6.3.9. Avec I’abus de la remarque 6.2.20, le foncteur ,, : Fgrn — r,[cr,,)Mod s’identifie
au foncteur d’évaluation ev(p, g, ), ce qui justifie la terminologie employée.
On peut de meéme voir p, comme un foncteur g,gr,)Mod — Fg,pn; il est donné par
pu(X)(V, W) = Tso(En, W) © M.
F2[GLy]
Dans la suite, on désigne par F ® .Ffwj la catégorie de foncteurs Fet(E7 x 5311”]-,5), selon la
notation 3.3.13.

Définition 6.3.10 (Foncteurs fondamentaux entre Fg, r ¢t F @ FI ). Soit I une partie de N.

surj
1. Le foncteur de plongement complet &5 @ F & .ﬂle — Fgr,1 est la précomposition par le
foncteur O; x By : SéT ;= Ef x &L

surj:*
2. Le foncteur de plongement total 0y : F ® fsle — Fgr,1 est la précomposition par le foncteur
ArxBr: &l — & x &l

surj*
3. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes oy : Fgr1 — F @ fsle comme le
foncteur de précomposition par le foncteur de plongement relatif £; : £f x 5511”]‘ — Sén I
Ainsi, on a
G(F)(V,W) =F(V, W),
0r(F)(V,W) = F(V/W,W)

pour F € ObF ® FL, . et (V,W) € Ob&l, ;. et

o1(X)(A,B) = X(A® B, B)

pour X € ObFg, 1, A€ Ob&f et B € Ob&!

surj:*

Remarque 6.3.11. Le foncteur 05 et les morphismes € introduits dans la notation 4.2.50 pour définir
les foncteurs de Weyl n’interviendront jamais simultanément, il n’y aura donc pas de confusion
possible.

On peut considérer (cf. remarque 3.3.14) &, et 6, comme des foncteurs Fgr, — Fgrn (et de
méme On - fgr’n — FGLH)'
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Proposition 6.3.12. Soit J une partie de N. On a des isomorphismes

gr,J Esjurj
PEJ(V,W) = LJ(PV) ® pJ(PW ) ) (62)
et G ;
r,J ~ r,J
IEJ(V,W) ~ KJJ(I\/) ® IQJ(W) (63)

naturels en les objets V de Ef et W de £/

surj-*

Démonstration. Le premier isomorphisme est une conséquence formelle de la troisieme adjonction
de la proposition 6.2.21, le second du second isomorphisme de la proposition 6.2.16. O

Remarque 6.3.13. — Comme le foncteur de plongement relatif est essentiellement surjectif, cette
proposition décrit tous les projectifs et tous les injectifs standard de Fg, ;.
— Les injectifs du type IgZ’(JV) ne se ramenent pas facilement a des injectifs de catégories plus
simples.
La propriété suivante des foncteurs projectifs et injectifs standard de la catégorie Fg, (qui n’a
pas d’équivalent dans Fg, ; pour I # N) est analogue aux assertions 2 et 3 de la proposition 5.4.3.

Proposition 6.3.14. — 1l existe un isomorphisme w(P(gVTW)) ~ Py naturel en l'objet (V,W)
de & .
— II existe un isomorphisme ((Iyv) ~ @ I(QJW) naturel en lobjet V de E7.
wegr(v) '
Démonstration. Ces deux assertions proviennent par linéarisation du lemme 6.2.29. O

Proposition 6.3.15. Soit I une partie non vide de N.

1. Les foncteurs vy, oy, &1 et 1 sont exacts; ils commutent au produit tensoriel, auz limites et
aux colimites. De surcroit, les foncteurs vy, oy et & sont fidéles.

2. Les foncteurs kr, pr et 01 sont exacts et pleinement fidéles ; ils commutent au produit tensoriel,
aux limites et aux colimites. De plus, leurs images sont des sous-catégories de Serre de Fgy 1.

Démonstration. On applique la proposition 3.1.14 combinée a la proposition 6.2.23, en utilisant
également la proposition 3.3.1 pour la fidélité de ¢y et ;. O

Proposition 6.3.16. Soit I une partie de N. Le foncteur composé

FoFL., " Forr 2 F o Fl

sury surj
est canoniquement isomorphe au foncteur identique.
Cette propriété découle de la proposition 6.2.22.

Proposition 6.3.17. Soit I une partie de N. Le foncteur &5 : F ® TSIMJ» — Fgr,1 est adjoint a
gauche au foncteur oy.

Ce résultat et le suivant s’obtiennent en combinant les propositions 6.2.21 et 3.1.14. 5.

Proposition 6.3.18. Soit I une partie de N. Le foncteur pr : F1, . — Fgr1 est adjoint ¢ gauche

suryj
au foncteur 1. De surcroit, 'unité id — erp; de ladjonction est un isomorphisme.

Le corollaire 6.2.17 et la proposition 3.3.8 fournissent les adjonctions suivantes.

Proposition 6.3.19. Soit I une partie de N contenant 0. Le foncteur R o : Fgr,; — F est adjoint :
— a gauche a Ky ;
— a droite a Po,;.
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Proposition 6.3.20. Le foncteur composé F L Far N surj 8’identifie canoniquement au fonc-
teur d’oubli o du chapitre 5.

Démonstration. En effet, le foncteur composé g2, Eér 2, &f gidentifie au foncteur d’inclusion.

suryj
o

Par adjonction, on en déduit (cf. propositions 6.3.7, 6.3.18, 5.4.3 et 1.2.5) le corollaire suivant,
que 'on peut évidemment établir par une vérification directe.

Corollaire 6.3.21. Le foncteur w o p: Fgeurj — F est canoniquement isomorphe a w.

6.3.2 La catégorie Fp,

Convention 6.3.22. Dans tout ce paragraphe, n désigne un entier naturel.
Nous noterons encore E,,, pour abréger, l’'objet initial (E,,id) de 5{,1 "

Nous introduisons maintenant des foncteurs analogues aux précédents dans le cas Fpy, et en
donnons les propriétés élémentaires. Les démonstrations, entierement semblables aux précédentes,
sont laissées au lecteur.

. ) : Pln Pl .
Notation 6.3.23. Nous abrégerons respectivement en hompy ,,, Py ", Iy " les expressions hom g, , ,
&b &by
T T
Py et Iy ",

Définition 6.3.24. 1. Le foncteur de restriction sans plongement vy, : Fgr.n — Fp1,n est défini
comme étant le foncteur de précomposition par incE!.

2. Le foncteur de plongement standard (2! : F — Fpi1,n est le foncteur de précomposition par le
foncteur d’oubli principal O, : Sljilyn — &t

3. Le foncteur de plongement réduit k&' : F — Fp1., est le foncteur de précomposition par &,,.
4. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes o£' : Fpy, — F comme le foncteur de
précomposition par le foncteur de décalage pointé &, : £ — Sljilyn.

Explicitement, on a

Yo (X)(V,u) = X(V,imu),

b (F)(V,u) = F(V),
kPYF)(V,u) = F(cokeru),
oPYAW) =AW & E,,E, — W & E,)
pour X € Ob Fg, p, F € ObF, A€ ObFprp, (V,u: E, — V) €Ob&L et W e Ob&S

Remarque 6.3.25. 1. Le foncteur L,P;l est égal a la composition 7,t,. De méme, HSI = Ynkn-

2. Nous ne donnons pas de notation pour les foncteurs d’intégrale Fp1,, — F, qui ne revétent pas

la méme importance que les foncteurs d’intégrale en grassmanniennes précédemment définis.

Proposition 6.3.26. 1. Les foncteurs vy, (P!, oP! et kP!

au produit tensoriel, aux limites et aux colimites.

sont exacts et fideles ; ils commutent

2. Le foncteur HEI est de plus plein, et son image est une sous-catégorie de Serre de Fpip.

Pl P1
.. K g . . . .
3. La composition F —— Fp1, — F est canoniquement isomorphe au foncteur identique.
Pl

n °

4. Le foncteur (£ est adjoint a gauche a o

5. On a des isomorphismes Pg:(”v) ~ PYPy) et IEM" ) kPUIy)® I]l;i’” naturels en l’objet V'

Gn(V
de &7
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6. Le foncteur composé g,(qr,, Mod LN FGrm ML Fpin est canoniquement isomorphe a
Fy(cL,]Mod — & — Fpin, ot la premiére fleche est le foncteur d’oubli de l'action de G Ly, et
le second le plongement canonique (donné par les foncteurs constants).

Nous terminons ce paragraphe en donnant d’autres liens entre les catégories de foncteurs en
grassmanniennes et F en termes de (co)modules (la proposition 6.3.7 ci-avant exposant le cas le
plus fondamental).

Proposition 6.3.27. La catégorie Fpy,y est équivalente a la sous-catégorie Comod por,n
En

( yEn

de fgr’n .
)
Démonstration. Le foncteur

(o Nbom (B2 = Ebrn (VW) u) = (Vi)

(associant & un morphisme le morphisme ayant méme application linéaire sous-jacente) est une
équivalence de catégories, ou la catégorie source dérive de la notation 1.1.15. La proposition est
donc un cas particulier de la proposition 6.1.11. O

Remarque 6.3.28. Le foncteur homg, ,((En, Ey),.) est canoniquement isomorphe & la composée

B, " hom (E,,,.) n P N , . ,
Form — €y — Emns. Comme &, ~ GL, est équivalente a sa catégorie opposée,

on peut remplacer dans la démonstration précédente ce foncteur par un foncteur contravariant, et
obtenir ainsi sur P(gET ’”E ) une structure d’algebre telle que Fpi,,, est équivalente a la sous-catégorie

Modgr»  de Fgr . Ce phénomene est a rapprocher de la remarque suivante : P(gbf ’"E ) s’identifie
En . .E nsyn

(En,En)
a pn(F2[GL,]), et Fo[GLy,] est un objet auto-dual de g, g1, ) Mod (la dualité consistant a associer
a une représentation linéaire la représentation contragrédiente).

Lemme 6.3.29. La catégorie (5{:1 ) /hom (., E,) €st Equivalente a et

Démonstration. On vérifie aussitot que les deux foncteurs introduits ci-apres sont des équivalences
de catégories réciproques I'une de 'autre.

— On définit un foncteur &/ — (Sljilyn)/hom(”En) en associant & V € Ob&f T'objet &,,(V) de
5{,1 ,, muni du morphisme vers £,, donné par la projection V & E,, — E,, et a une application
linéaire f: V — W le morphisme f & F,.

— On définit un foncteur (gljil,n)/hom(.,En) — &7 en associant & un objet ((V,u c B, = V),r:
V — En) de (Sg,l_n)/hom (.,E,) espace vectoriel coker v >~ ker, et a un morphisme l’applica-
tion linéaire induite.

O

Proposition 6.3.30. La catégorie F est équivalente a la sous-catégorie MOdIPl.n de Fpin.
En

Démonstration. On combine le lemme précédent avec la proposition 6.1.32. O

6.3.3 La catégorie Fg, |
Convention 6.3.31. Dans ce paragraphe, I désigne une partie de N.

La catégorie .%gr’ 1 possede un comportement assez différent des catégories Fg, 1 et Fpip : elle
n’entre pas dans le cadre étudié a la section 6.1, de sorte qu’elle ne s’interprete pas en termes de
(co)modules.

Plutot que de donner une description complete des foncteurs qui apparaissent naturellement,
par précomposition, a partir des foncteurs étudiés dans la section 6.2, nous nous focaliserons sur les
liens entre Fg, 1 et Fgr 1.

e
Notation 6.3.32. Le foncteur de précomposition incl; : Fgr 1 — Fgr 1 sera noté Ry.
Comme dans le cas des catégories Fg, 1, les indices I seront omis dans le cas ou / = N.
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Nous introduisons maintenant un foncteur trés analogue au foncteur w.

Proposition et définition 6.3.33. Il existe un foncteur exact et fidele Jr : Fgr.1 — fgnl défini
de la maniére suivante :
— action sur les objets :
HXWVB= H xXVw
Wegrr(B)
— action sur les morphismes : si f : (V,B) — (V', B’) est un morphisme de gér,l’ 31 (X)(f)
a pour composante X (V,W) — X (V' W') (ou W € Gri(B) et W' € Gri(B’)) le morphisme
induit par f si W' = f(W) et 0 sinon,
— fonctorialité : sit: X — Y est un morphisme de Fgr 1, J1(t) : J1(X) — J1(Y) s’obtient sur
lobjet (V, B) par somme directe des t(V, W) pour W € Gri(B).

Proposition 6.3.34. Supposons que la partie I est de la forme <n (ot n € N) ou N. Le foncteur
J1 est adjoint a gauche a Ry.

La vérification de ces propriétés est élémentaire et tres analogue aux propositions 5.4.1 et 5.4.3
(ou 6.1.4 et 6.1.7).

Notation 6.3.35. L’endofoncteur 2Ry o J; de Fg, ;1 sera noté Z;.
Explicitement, on a

L(X)V,\W)= @ X(V.B)
Begr (W)

pour X € Ob F,. 1 et (V,W) € Ob&l, ;.

L’unité de 'adjonction de la proposition 6.3.34 procure, dans le cas ou [ est de la forme < n ou
N, une transformation naturelle injective canonique id — Z;.

Définition 6.3.36. — Le foncteur de plongement secondaire pr : F! — ]T'gn[ est défini comme
la précomposition par le foncteur d’oubli secondaire B I ggr ;= el
— Le foncteur d’évaluation total ey : fgnl — FI est défini comme la précomposition par le
foncteur de plongement diagonal D; : &7 — gér I
Dans la pratique, il n’y aura pas de confusion possible entre la notation p introduite ici et celle
utilisée pour désigner I’ensemble des partitions régulieres.

Remarque 6.3.37. Les diagrammes

fgr ° > ]:surj

| lw

For = F

et
fsurj —P> -Fgr
wl lj
F— Fo,
commutent.

La proposition 6.2.21 fournit ’adjonction suivante.

Proposition 6.3.38. Le foncteur py est adjoint & gauche au foncteur ey.
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Remarque 6.3.39. Le diagramme

Far
commute ; en considérant les adjoints a gauche de ces foncteurs, on obtient le diagramme commutatif
]:gr s F
| A
Far
Cette remarque fournit, par comparaison des unités, la transformation naturelle décrite explici-
tement ci-dessous.

Notation 6.3.40. Nous noterons j* : Z — tow la transformation naturelle donnée par les inclusions

P xvw)y— @ XWV.W) (X e€ObFg,, (V,B)cOb&]).
Wegr(B) wegr(V)

Cette transformation naturelle jouera un role essentiel au chapitre 8 (section 8.5).
Nous terminons ce paragraphe en introduisant ’auto-dualité de la catégorie Fg, que I'on déduit
de la proposition/définition 6.2.26.

Proposition et définition 6.3.41 (Auto-dualité dans Fg,). Le foncteur (Fg, )P — Fgr, noté
D lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, donné par (DF)(V,W) = F((V,W)V)*, définit une
bonne auto-dualité dans la catégorie Fg,.

Nous établirons au §8.5.4 une importante propriété de compatibilité entre ce foncteur de dualité
et celui de la catégorie F.
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Chapitre 7

Adjonctions et descriptions
alternatives des catégories de
foncteurs en grassmanniennes

La description de certaines catégories de foncteurs en grassmanniennes comme catégories de
comodules donnée dans le chapitre précédent (proposition 6.3.7) repose sur 'adjonction entre les
foncteurs exacts et fideles ¢ et w, via la proposition 1.2.15. Nous exploitons dans ce chapitre d’autres
conséquences des adjonctions fondamentales entre les catégories de foncteurs en grassmanniennes
et la catégorie F, ou les catégories F ® ffm,j =Fct(&) x Eslm,j, ), essentiellement de I’adjonction
entre les foncteurs &; : .7:®]-'SIWJ» — Fgrretor: Fgrr — f®fslurj. Cela permet en particulier de
décrire les catégories Fg, r comme catégories de modules sur une monade, par la proposition 1.2.16,
duale de la proposition 1.2.15. Cette description, introduite dans la section 7.2, rend tres naturelle
la description du foncteur adjoint a gauche au foncteur 67 : F ® f;LTj — Fgr,1- Elle sous-tend
également 'importante suite exacte fonctorielle qui fournit une résolution canonique de tout objet
de Fgr 1 par des objets appartenant & 'image du foncteur £; (proposition 7.2.19).

Dans le cas des catégories Fpi ,, on peut aller plus loin dans cette direction, du fait que I'en-
dofoncteur de F apparaissant dans la monade associée & l'adjonction entre (£ : F — Fpin et
Uf: L. Fp1n — F est un foncteur de décalage, dont I’adjoint & droite est bien connu. On en déduit,
dans la section 7.3, une description de Fp1,, comme catégorie de comodules sur 'injectif standard
Ig,,, pour la structure de coalgebre duale du foncteur en algebres de groupe Pg, = Falhom (E,, -)].
Cela permet d’introduire commodément 'adjoint & droite au foncteur /{51 : F — Fpin, dont on

déduit ensuite 'adjoint & droite au foncteur 0,, : Far, — Fgron-

La section 7.1 donne quelques propositions reliant la conjecture artinienne dans F a des énoncés
analogues dans les catégories Fg, . Elles reposent fondamentalement sur les adjonctions men-
tionnées, qui mettent en jeu des foncteurs fideles commutant aux limites et colimites.

Ces considérations, qui illustrent la richesse de la structure des catégories de foncteurs en grass-
manniennes, n’ont pas encore pu étre explorées plus avant. Beaucoup n’interviendront pas expli-
citement par la suite, mais elles semblent indispensables & une compréhension approfondie des
catégories que nous avons introduites.

Une question ouverte naturelle est la description complete de 'anneau gradué (qui a bien d’autres
structures) Endg, ¢(I'*). Les liens étroits entre Endz(I'*) et Palgebre de Steenrod laissent en ef-
fet penser que anneau Endg, ¢(I'*), qui contient Endz(I"*), peut constituer un objet algébrique
intéressant.
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7.1 La conjecture artinienne dans Fg, ;

Proposition 7.1.1. 1. Si la conjecture artinienne 4.0.2 est satisfaite, alors la catégorie Fgy,
donc toutes les catégories Fgr 1, sont localement noethériennes.

2. Soit n € N. Si la catégorie Fg, p est localement noethérienne, la conjecture artinienne est
vrate.

Démonstration. Supposons la conjecture artinienne vérifiée. Pour tout objet (A, B) de 557,, I'image
P4 du projectif standard P(gAT_B) par le foncteur exact et fidele w (cf. proposition 6.3.14) est

noethérienne. La proposition 2.1.5 montre alors que P(gAf’ B) est noethérien, donc que Fg, est lo-
calement noethérienne.

Réciproquement, si une catégorie Fg, ,, est localement noethérienne, alors I'image par le foncteur
exact et fidele ¢, d’un projectif standard de F est noethérienne (cf. I'isomorphisme (6.2)), ce qui
montre de méme que F est localement noethérienne.

Proposition 7.1.2. Soit n € N. La conjecture artinienne équivaut au caractére co-localement
artinien de la catégorie Fgy p.

Démonstration. Le foncteur exact et fidele oy, : Fgr n — Far,, préserve les objets de co-type fini (la
proposition 6.3.17 montre que I'image d’un injectif standard de Fg, , par le foncteur o, est un injec-
tif standard de Fgp, ). D’autre part, la conjecture artinienne implique que Fgr,, est co-localement
artinienne (si A est une catégorie abélienne co-localement artinienne et Z une catégorie vérifiant
Phypothese 3.1.28 et dont le squelette est fini, alors Fct(Z, A) est co-localement artinienne). On en
déduit ensuite, comme dans la démonstration précédente (en utilisant cette fois la proposition 2.4.7),
que la conjecture artinienne implique que Fg, , est co-localement artinienne.

La réciproque se traite de maniere analogue, en considérant le ¢, : F — Fgrn et la propo-
sition 6.3.14 (et en constatant que la restriction a Fg,, d’'un objet de co-type fini de Fg, est
également de co-type fini). O

Remarque 7.1.3. Si I est une partie finie de N, la conjecture artinienne implique formellement que
For,1 est co-localement artinienne. Il n’en est pas de méme pour une partie infinie. Ainsi, on voit
par le méme genre d’arguments que si Fg, est co-localement artinienne, il en est également ainsi

de F ® Fourj, donc de Feyrj.

Remarque 7.1.4. 1l existe des énoncés analogues reliant la conjecture artinienne a des propriétés de
finitude des catégories Fpi n.

7.2 La catégorie Fg,; comme catégorie de modules

Convention 7.2.1. Dans cette section, on se donne une partie I de N.

Slm,j est adjoint a droite au foncteur
gr:&fxel gér,l’ d’ott 'on déduit par précomposition que le foncteur &; : F @ FI

surj surj
est adjoint & gauche & o7 : Fg, 1 — F @ FL,,.;

On rappelle que le foncteur D7 x By : 5&’] — & x &
- -Fgr,l
(proposition 6.3.17).

Notation 7.2.2. Nous désignerons par Tg,; = (Agurj,uQrJ,ung) la monade sur F ® ]-'SIMJ»
associée a ’adjonction entre les foncteurs &; et oy, conformément a la proposition 1.2.12.

Ainsi :
- ona ng = o7 0 &g, soit &gwj(F)(A,B) = F(A @ B, B) sur les objets (FF € ObF ® ffwj,
AeOb&f, BeObEl,,).

I

— La transformation naturelle ug, r : id — Ksmj est 'unité de I’adjonction.

)2 — Al est donnée par o1(ve; ), ot v désigne la

— La transformation naturelle pg, 1 : (Af surj

surj
coiinité de l'adjonction.
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Analysons la monade associée a I'adjonction entre les foncteurs O x By : 5 — & x SGIMJ
et £ : EF x &L, — gér,[ (cf. proposition 6.2.21). Son unité est la tranbformatlon naturelle

id — (D1 x B1)L; donnée par l'inclusion (4, B) — (A & B, B) (de composantes I'inclusion du
facteur direct A et idp). Sa multiplication est donnée par le morphisme (A®B® B, B) — (A® B, B)
induit le morphisme A ® B® B — A& B somme directe de id4 et de la somme B & B — B, et par
le morphisme identique B — B. En effet, la cotinité de ’adjonction est donnée sur 'objet (V, W)
de Séryl par le morphisme (V & W, W) — (V, W) de composantes idy et W — V.

En utilisant la proposition 3.1.14, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 7.2.3. Soit F' un objet de F ® F!

surj -

1. Lunité ugy g : id — Aﬁum est la transformation naturelle injective telle que ((ugr,1)F)(a 7B

F(A,B) — F(A & B, B) est induit par le monomorphisme canonique (A, B) — (A& B, )
pour tousFEObf@fI AcOb&f et BeObE!

surj’ surj -

2. La multiplication pgr 1 : (Agum) — Agum est fournie sur l'objet F par le morphisme

F(A® B® B,B) — F(A® B,B) induit le morphisme A® B® B — A® B somme di-
recte de idy et de la somme B ® B — B, et par le morphisme identique B — B.

3. 1l existe un scindement naturel

(ugrz)F Al (F )(Pgr,I)F F

surj

ot (pgr.1)F est donné sur l'objet (A, B) par le morphisme induit par [’épimorphisme canonique
(A® B,B) — (A, B), pour tous F € ObF @ FL .. Ac Ob& et Be Ob&!

surj’ sury*
De plus, (F, (pgr.1)r) est un module sur la monade Tg, 1.

Notation 7.2.4. Le noyau de (pgr,r)r, qui s’identifie donc au conoyau de (ugr,r)r, sera noté
AL (F). On définit ainsi un endofoncteur exact Al . de F® FI

surj surj surj:*

Proposition 7.2.5. La catégorie Fg, 1 est équivalente a la catégorie des modules sur la monade
Tgr1 de F @ F}

surj -

Démonstration. 1l s’agit d’un cas particulier de la proposition 1.2.16 (déduite du théoréme de Beck).
O

Convention 7.2.6. Dans la suite de cette section, nous identifierons la catégorie Fg, 1 avec la

sous-catégorie des modules sur 7g, 1 de ‘7:®‘7:91um Autrement dit, un objet de Fg, ; sera désormais

un couple (X,AL X Tx, X), ol X est un objet de F ® FI

surj surj €0 Mx un morphisme tel que :

(ugr,1)x AI

— la composée X X X, X est le morphisme identique ;

suryj
. (bgr,1)x Al
— les composées (Aﬁm,j)2 S A;LTJX -5 X et (Aﬁm,j)2 X DX AgumX - X
coincident.
Par abus de notation, nous noterons souvent simplement X pour (X, mx).
Notation 7.2.7. Nous désignerons par mx le morphisme ALl X — Al mX, X,

surj sur]

Avec ces conventions, les morphismes X — Y dans Fg, ; sont les morphismes f : X — Y de

F® .7:5“” tels que le diagramme
Alurs
Aﬁur] Agur]
f
X Y

commute (condition équivalente & la commutation du diagramme analogue sans tildes).
Le lien avec la définition originelle de la catégorie Fg, ; s’obtient a partir des remarques sui-
vantes :
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— le 7g, -module associé & un foncteur X : Eér’l — & est o7(X) (muni de la multiplication
dérivant de 'adjonction de la proposition 6.3.17) — autrement dit, o; s’identifie au foncteur
d’oubli des 7g, ;-modules vers F ® FI

surj ’

— le foncteur 55 I € associé a un 7g, r-module X est le coégalisateur de &;(mx) et de la
fleche canonique &7(A SMJX) — £1(X) (adjointe a idx: ).
surj

Nous identifions maintenant le foncteur 6; en termes de modules sur la monade Zg, ;.

Lemme 7.2.8. Soient F' un objet de .7-'®.7-'£m,j, et (A, B) un objet de 5&21, Notonspa,p: A®B - A

et map : A — A/B les projections canoniques et ga,g : A® B — A le morphisme dont les
composantes sont idy et l'inclusion B — A. La suite

Fleanido)tFlansidn) poy gy Zoamids) pogp gy g (7.1)

F(A® B, B)
de £ est exacte.

Démonstration. Notons i : B — A I'inclusion : on a m4 g o4 =0, donc ma, g © qa,B = TA,B O PA,B,
ce qui montre que la suite (7.1) est un complexe. La surjectivité de F(ma, g, idp) provient de ce que
(ra,B,9dB) : (A, B) — (A/B, B) admet une section.

Pour établir l'exactitude en F'(A, B), considérons une rétraction r : A — B de i et notons
u: (A,B) — (A® B, B) le morphisme (ida @ r,idg). Alors (pa,p,idp) o u = id( 4, py, tandis que
(ga,B,idp) o u est nul sur (B,0), donc se factorise par (74, p,idp). Par conséquent, la restriction
a N = ker F(ma,p,idp) de F(u) est une section du morphisme F(A & B,B) — N induit par
F(pa,p,idp) + F(qa,B,idp), ce qui acheve la démonstration. O
Remarque 7.2.9. Cette suite exacte est une partie d’une suite exacte longue dépendant d’une struc-
ture simpliciale. La proposition 7.2.19 précisera ces considérations.

On en déduit, compte-tenu des remarques précédentes sur le lien entre les deux descriptions de

For,1, la proposition suivante.

Proposition 7.2.10. Le foncteur 0; : F & FI

surj — JFgrg est donné sur les objets par

01(F) = (F,(pgr.1)F : AL F — F) — cf proposition 7.2.3.3 — et sur les morphismes par

surj

Uégalité homg, 1(0:(F),01(G)) = hom]_-®]_-z (F G).

Autrement dit, 01 identifie F ® FSIM] a la sous-catégorie pleine de Fgr 1 formée des objets X
tels que mx = 0.
Remarque 7.2.11. Ce résultat fournit une seconde démonstration de la partie de la proposition 6.3.15
relative au foncteur 0;.
Ezemple 7.2.12. Pour tout objet F' de F, le foncteur wik1(F') est canoniquement isomorphe au
conoyau de I'application naturelle P ® AF — P ® F (composée de P @ AF IOAF, pw2 ® AF, ou

. . = = P = . . . .

j est le coproduit de P, et de P®? ® AF el p ® F, ou f est la coiinité de 'adjonction). Cet
isomorphisme s’obtient en combinant la proposition 7.2.10 avec la description explicite de Fg, 1 en
termes de modules sur 7g,; donnée précédemment et l'exactitude de wy.

Le foncteur n;

Définition 7.2.13 (Foncteur 7;). On définit un foncteur

771:‘7:.97"71_>f®"f5[urj

par n;(X) = cokermx sur les objets; si f : X — Y est un morphisme de 7g, ;-modules,
nr(f) : nr(X) — nr(Y) est le morphisme induit par f.
Ainsi, n7(X) est naturellement un quotient de 1'objet de F ®.7:fm,j sous-jacent a X, c’est-a-dire

de O'[(X).
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Lemme 7.2.14. Pour tout foncteur X de Fg, 1, il existe un épimorphisme naturel X — 60rnr(X).
De plus, 0mi(X) est le plus grand quotient de X appartenant & l’image du foncteur
Or: FQ FL — For1-

surj

Démonstration. Dans F ® .F;Lrj, le diagramme

Agurjnf (X) ? n (X)

commute, de sorte que la projection o7(X) — n;(X) induit un épimorphisme X — 0;n;(X) dans
Fgr.1, par la proposition 7.2.10.

Cette proposition montre aussi qu'un morphisme X — 6;(F) dans Fg,7, ou
F € ObF®FL . estun morphisme f:o7(X) — F de F® FL . tel que le diagramme

surj> surj

Alo1(X) == or(X)

fTI(f)l Lf

I
Asuer —0> F
commute, ¢’est-a-dire tel que fomyx = 0. Un tel morphisme se factorise donc par le conoyau 7y (X)
de mx. O

Proposition 7.2.15. Le foncteur 1 est adjoint a gauche au foncteur 07 : F @ F1

suryj

— .Fgr’],

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme précédent et de la proposition 6.3.15. O

Proposition 7.2.16. Il existe des isomorphismes de foncteurs F @ FL = — F o FI

surj surj
nro&r ~mnyof; ~id.
Démonstration. L’isomorphisme ny o &y ~ id vient de ce que le foncteur 1y o &; est adjoint a gauche
a oy o0y ~ id (proposition 6.3.16).
L’isomorphisme 7y o 7 ~ id découle de la définition de 7;, puisque mg,(r)y = 0 par la proposi-
tion 7.2.10. 0

Remarque 7.2.17. Le diagramme naturel en I'objet X de Fg, 1

§rof(X) ——=X

|

0r01(X) ——= 01 (X)

dont la fleche supérieure est la colinité de ’adjonction, la fleche inférieure est induite par I’épimor-
phisme canonique o7(X) — n;(X), la fleche de droite déduite du lemme 7.2.14 et la fleche de gauche

de I’épimorphisme canonique £; — 6, est commutatif cocartésien.
En effet, en appliquant le foncteur exact et fidele oy a ce diagramme, on obtient le diagramme
Al o1(X) "2 07(X)

surj

(Pgr,z)gl(mi i
or(X) nr (X

)

(modulo les identifications déduites de o707 ~ id), qui est commutatif et cocartésien par définition
de 1 (X).
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Proposition 7.2.18. I existe un isomorphisme
(X ®Y) ~n(X)@n(Y)

naturel en les objets X et Y de Fg, .

Démonstration. La commutation de Al

sur; au produit tensoriel procure un isomorphisme canonique

AL, (X®Y)~ (AL, XoY)s (X AL, Y)® (AL, X ®AL,,Y), dans lequel mxgy se lit
comme le morphisme de composantes AL . X ® Y mx8Y, X ® Y, X® A£UTJ.Y 2EMY, X ®Y et

surj
® . . .
Agij ® Agij IXTMY, X ®Y. Par conséquent, 'image de mygy est la somme des sous-objets

m(mx)Y, X Q@im (my) et im (mx)@im(my) de X @Y, ie.im(mx) QY + X @ im (my) =
ker (X @Y — ni(X)@n(Y)). Ainsi, coker mxgy = n1(X @ Y) s’identifie a n;(X) @ n; (V). O

Résolution canonique et algebre homologique

Proposition 7.2.19. I existe une suite exacte

s & (AL ) o (X) = &(AL,) o (X) — -

suryj suryj

= &AL or(X) = &ror(X) = X =0 (7.2)
naturelle en lobjet X de Fgr 1.

Démonstration. Nous revenons a la définition originelle de Fg, 1, et notons E la sous-catégorie
pleine de Ens’ formée des ensembles finis non vides.

On définit un foncteur a : Sénl x E? — 557,71 en associant a un objet (V,W) de Eénl et a
un ensemble fini non vide E la somme amalgamée de V et de WF relativement aux monomor-
phismes W < V (inclusion) et W — W¥ (plongement diagonal — on utilise ici la non-vacuité de
E) muni de la base W. L’action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de 1’association
&l x (BEns!)r — & (V,E) - VE ~ V @ Fo¥. On remarque que si E est de cardinal n, Pendo-
foncteur a(-, E) de 557,71 est isomorphe & la n — 1-ieme itérée du foncteur £; o (O x By).

Par restriction a la sous-catégorie simpliciale A de E (squelette de la sous-catégorie des en-
sembles totalement ordonnés, les morphismes étant les applications croissantes), on en déduit un
foncteur 557,71 X AP — Eénl, puis chTJ : 557,71 — Fct(A°P, Sér,l). Ce foncteur vérifie les propriétés
suivantes :

— en degré zéro, on a (CgAr,I)O ~ id;

— en degré un, on a (CQAT,I)l ~ 7o (01 xBy);

— plus généralement, en degré n € N*, on a (CQAT,I)" ~ gro ((DI X ‘BI)SI)”_l o (D5 x By).
Par précomposition, on en déduit un foncteur

Cér1t Farg =Fet(Ef, &) — Fet(E], | x AP E) ~ Fct(A, Fg, ).
Les remarques précédentes montrent que (CgAT,I)o ~id et (CgAT}I)n ~ ¢ (ﬁﬁmj)"_loj pour n > 0.
Le complexe de Moore associé a cet objet simplicial fournit dans Fg, ; un complexe

= & (AL, ) o (X) — € (A]

sury sury

)nflgI(X) BN

-—>€I£I or(X)—=&o(X) - X =0

sury

naturel en X. Nous allons montrer qu’il est acyclique. Evaluée sur un objet (V,W) de 557,7 I
sa différentielle 9,, : (CgAT!I)n — (CgATJ)n—1 est la somme des n + 1 morphismes induits par
[v,wo,...,wy] — [v,wo,..., W,...,wy] (le chapeau signifiant que le terme considéré doit étre
omis), ot 'on désigne par [v, wy, ..., wy,] la classe dans V/ % Wntl (espace vectoriel sous-jacent a
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(chr’I)n(V, W)) de (v, wo,...,w,) € V@ W" L On obtient donc une homotopie entre les endomor-
phismes nul et identique de ce complexe en considérant les morphismes induits par [v, wy, . .., wy] —
[v,wo, ..., Wy, (v)], o m: V — W est un projecteur.

La suite exacte de 1’énoncé s’obtient en considérant le complexe normalisé associé a CgAn 1, qui
est homotopiquement équivalent au complexe de Moore, donc également acyclique. O

Remarque 7.2.20. — Cette propriété repose uniquement sur la proposition 7.2.3. 8 (relative au
scindement naturel de la monade 7g, ;). Nous avons préféré en donner une démonstration
directe car les objets simpliciaux de 5£r, ; qui apparaissent sont particulierement naturels,
et plus parlants que la construction générale d’un objet simplicial canonique a partir d’une
monade scindée.

— Les monades et les comonades (en particulier, celles qui proviennent d’adjonctions) fournissent

un cadre général efficace pour faire de I’algebre homologique, y compris dans un contexte non
abélien; la proposition 7.2.19 et les quelques conséquences que nous développons en sont un
cas particulier. On trouvera dans [BB69] une exposition systématique de ces notions.
On prendra garde au fait que la notion de résolution canonique dans ce cadre général est
légerement différente (on part d’'une comonade pour obtenir une résolution homologique). En
appliquant le foncteur o7 a la résolution de la proposition 7.2.19, on obtient la résolution
canonique pour la comonade associée a I’adjonction entre & et o7 qui sert de point de départ
a [BBG69]. La possibilité de « relever » cette résolution dans F ® .Ffwj en une résolution
dans Fg, 1 provient du scindement de la monade 7g, 1 ; alors que la résolution initiale dans
FRF, SIMJ» n’apporte essentiellement rien, la proposition 7.2.19 constitue un résultat important
sur la structure de Fg, 1.

Définition 7.2.21 (Résolution canonique). Le complexe concentré en degrés positifs

c— (AL, ) o (X) = &AL, ) T on(X) = - = AL o (X) — Eror(X)
de la proposition 7.2.19 est appelé résolution canonique de I'objet X de Fg, r. Nous la noterons
RT!(X). Ainsi, RI™(X) = &(AL,,;)"01(X) sin >0, 0 sinon.

Corollaire 7.2.22. [i existe une suite spectrale du premier quadrant naturelle en les objets X et
Y de Fgr,1 dont le terme E' est donné par

By, =EBxtl ., ((Al,;)%01(X),01(Y))

surj

et dont l'aboutissement est Extg, (X,Y).

Démonstration. On considere les deux suites spectrales du bicomplexe homgn[(?R?T’l(X), J*(Y)),
ou J*(Y) désigne une résolution injective de Y (que l'on peut choisir fonctorielle en Y par la
remarque 1.3.17) — cf. [ML63], ch. XI, §6. La suite spectrale obtenue en prenant d’abord la
différentielle de R (X) dégénere au terme E2, donné par Extg, ;(X,Y), tandis que celle ob-
tenue en considérant d’abord la différentielle de J*(Y) a le terme E' indiqué dans I’énoncé, par
adjonction entre les foncteurs exacts &; et o7y. O

Notation 7.2.23. Etant donné n € Z, nous noterons RI™L: Fgpp — f@ffmj le n-ieme foncteur
dérivé gauche de n; (qui est exact & droite par la proposition 7.2.15).

Remarque 7.2.24. Les foncteurs dérivés de n; mesurent, intuitivement, le défaut d’essentielle sur-
jectivité du foncteur 67, donc la différence homologique entre les catégories F ® F, fm,j et Fgr 1. Cela
motive la notation employée pour ces foncteurs.

En effet, si ’on se restreint aux foncteurs finis, nous verrons au chapitre suivant que tout objet
de Fg,, s’obtient par extensions successives de foncteurs appartenant a I'image du foncteur 6;.
La description de ces objets équivaut donc essentiellement au calcul de groupes d’extensions entre
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deux objets de I'image de ;. Ces calculs font naturellement intervenir les foncteurs h9™! : il existe
une suite spectrale du premier quadrant
I *
EZ = Extl (hI™1(X), F) = Ext§, ;(X,07(F))

surj

naturelle en les objets F' de F ® FI et X de For,1-

suryj

Proposition 7.2.25. Pour tout entier n > 0 et tout objet F de F @ FI on a hgr’l(&(F)) =0.

suryj?

Démonstration. Soit P, une résolution projective de F. Comme le foncteur £; est exact et préserve
les projectifs (son adjoint & droite o; est exact), {(Ps) est une résolution projective de &;(F).
La proposition 7.2.16 montre que 7n;&;(Ps) s’identifie & P,. Ce complexe, dont I'homologie est
(isomorphe &) hf”(g 1(F)), est donc acyclique en degrés strictement positifs. O
Corollaire 7.2.26. Le foncteur gradué R est canoniquement isomorphe a ’homologie du com-
plexe ny (?R?T’I) de foncteurs Fgr 1 — F ® fslurj.

Ezemple 7.2.27 (Calcul sur les injectifs standard — cas I = N). La proposition 6.3.14 permet

un calcul rapide des objets hfr(l(g‘fw)). En effet, par les propositions 7.2.16 et 7.2.25, on a

h§"(t(Iy)) =~ Iy, ou 'on plonge F dans F @ Feyr; par le foncteur - & Fo, et h9"((Iy)) = 0
si n # 0. Comme 7n(I(v,0)) =~ n(k(Iv)) ~ Iy (par les propositions 6.3.12 et 7.2.16), on obtient
finalement que :

— lobjet gradué th(I(g‘QW)) est nul si dimW > 0;

— T'objet gradué h9" (1 (gvr 0)) est concentré en degré 0, ou il est naturellement isomorphe & Iy .

La proposition 7.2.18 fournit la formule de Kiinneth suivante.

Proposition 7.2.28. Il existe un isomorphisme d’objets gradués de F @ FI

sury
WX @Y) ~hd(X)®hi™ (V)
naturel en les objets X et Y de Fg, 1.

Démonstration. Comme le foncteur £ commute au produit tensoriel, la proposition 7.2.25 montre
que le complexe total du produit tensoriel des résolutions canoniques de X et Y est une résolution ;-
acyclique de X @Y. L’homologie de ce complexe étant naturellement isomorphe au produit tensoriel
de h{"1(X) et h{"'(Y) (cf. [ML63], ch. V, th. 10.1 — le cas des modules projectifs se transporte
sans modification & une catégorie tensorielle exacte quelconque), on en déduit la proposition. O

7.3 L’équivalence de catégories Fp;, ~ Comod;,

L’analogue des considérations précédentes dans les catégories Fpi1,, permet d’obtenir ’équiva-
lence de catégories qui donne son titre a cette section. Les structures que ’on en déduit constituent
une justification essentielle & 1’étude des catégories Fpy,,, dont nous verrons en fin de chapitre
comment elle peut intervenir dans les catégories de type Fg, 1.

Convention 7.3.1. Dans cette section, on se donne un entier naturel n.

On rappelle que le foncteur Lgl : F — Fp1,n est adjoint a gauche au foncteur 051 s Fein — F
(proposition 6.3.26.4).

Proposition et définition 7.3.2. La monade de F associée a l'adjonction entre les foncteurs (E!

et oF1 conformément a la proposition 1.2.12, que nous désignerons par Tp1n = (AR, , UPLn, MPLn),
est donnée comme suit.
— Le foncteur Ag, est le foncteur de décalage de F introduit au paragraphe 4.2.1.
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- La transformation naturelle upyy, : id — Ag, (unité de Uadjonction) est induite par Uappli-
cation linéaire 0 — E,,, compte-tenu de lidentification entre id et Ag.

— La multiplication up1,, : (Ag,)? ~ Ap,or, — Ag, est la transformation naturelle induite
par la somme E, ® E, — E,.

En outre, il existe un scindement naturel id LPLn, Ag, Lein, id, ot pp1,n est induit par Uap-

plication linéaire E, — 0.

Proposition 7.3.3. La catégorie Fp1n est équivalente a la catégorie des modules sur la monade
TPl,n de F.

Ces deux propositions se démontrent de maniere analogue aux propositions 7.2.3 et 7.2.5.

Convention 7.3.4. Dans la suite de cette section, nous identifierons la catégorie Fp1,, avec la
sous-catégorie des modules sur 7py, de F. Autrement dit, un objet de Fpy, sera désormais un

couple (X, Ag, X e, ), o X est un objet de F et mx un morphisme tel que :

(tep1n)x Ag, X ™% X est le morphisme identique ;

AEnmX
T A X BN OX

— la composée X

— les composées (Ag, )?X LGN Ap, X 25 X et (Ap, )X
coincident.
Par abus, nous noterons parfois simplement X pour (X, mx).

Notation 7.3.5. Le morphisme X — X ® Ig, adjoint & myx (cf. proposition 4.2.5) sera noté v x
dans la suite de cette section.

Nous indiquons, dans la proposition suivante, 'analogue du foncteur n; de la section précédente.
La démonstration, tres similaire a celle des propositions 7.2.15, 7.2.16 et 7.2.18, est de ce fait omise.

Proposition et définition 7.3.6 (Foncteur nf'). 1. On définit le foncteur nE' : Fp1, — F
comme le coégalisateur des deuz transformations naturelles ppyy, (cf. notation de la proposi-
tion 7.3.2) et m : Ag, oP! — oPL.

2. Le foncteur nF! est adjoint a gauche au foncteur xE!

el
3. Il existe des isomorphismes

Pl  d.

Pl _ Pl Pl
T]n o K:n - 77"7, © Ln

4. Le foncteur nE' commute au produit tensoriel a isomorphisme naturel prés.

On peut introduire, comme dans la section précédente, une notion de résolution canonique dans
FPi,n, grace a laquelle on peut calculer les foncteurs dérivés du foncteur nP1 et relier les groupes
d’extension dans Fpi,, a ceux de F par une suite spectrale. Plutot que de détailler ces considérations,
nous abordons des constructions plus spécifiques a la catégorie Fpi, .

Remarque 7.3.7. Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, le foncteur Py est muni d’une
structure naturelle d’algebre commutative, dont la multiplication est le morphisme Py ® Py ~
Py gy — Py induit par la diagonale V. — V@V et I'unité Py — Fy ~ Py par 0 — V. Explicitement,
la structure d’algebre sur les espaces vectoriels Py (W) = Faolhom (V, W)] qui s’en déduit est celle
de T'algebre du groupe abélien hom (V, ).

En utilisant le foncteur de dualité D, on en déduit une structure naturelle de coalgebre cocom-
mutative sur les injectifs standard Iy, de F.

Proposition 7.3.8. Il existe une équivalence de catégories Fpin = Comod;, qui factorise le
foncteur O',rl?l : Fpin — F a travers le foncteur d’oubli Comody, — F.

UPl
Fpin —— F

Comody,,
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Démonstration. La proposition découle de ce qu'une fleche Ag, X — X de F fait de X un module
sur 7pi,, si et seulement si la fleche adjointe X — X ® I, définit une structure de /g, -comodule
sur X. En effet, la multiplication de 7p;,,, comme la comultiplication de /g, sont induites par la
somme E, & E, — E,, et 'unité de Tp;, comme la coiinité de Ig, proviennent du morphisme
0— FE,. O

Remarque 7.3.9. Il n’y a pas d’analogue simple a cette proposition en termes des catégories Fg, s, car

I’adjoint a droite au foncteur AﬁuM (qui existe par le corollaire 1.3.18) semble délicat & comprendre.

Remarque 7.3.10. La proposition 7.3.8 est a comparer avec l’équivalence de catégories
Fpin = Comodgd (fournie par un foncteur d’intégrale) déduite de la proposition 6.1.23.

Dans F, les P,-comodules fideles sont tres différents des I g, -comodules ; par exemple, les pre-
miers ne sont jamais finis (hormis 0), alors que tout objet de F peut étre muni d’une structure de
I, -comodule (on notera qu’il n’y a plus d’hypothese de fidélité). Cette observation est & rapprocher
des structures d’algebre tres différentes obtenues par évaluation sur les duaux (plus intuitifs) D]gn
(algebre de Boole) et Pg, (algeébre d’un groupe abélien fini).

Produit cotensoriel et foncteur yF!

Convention 7.3.11. Dans la suite de cette section, nous identifierons les catégories Fp1, et
Comody,, . En particulier, la coalgtbre Ig, étant cocommutative, on dispose dans Fpj, d'un

produit cotensoriel ID (cf. définition 1.6.14), qui sera noté simplement [J par la suite; c’est un
En

bifoncteur exact a gauche.

Dans l'identification de Fp1,, & Comod;,, , le foncteur 051 : Fp1,n — JF correspond au foncteur
d’oubli.
Remarque 7.3.12. Le coproduit ¥ xgy d’un produit tensoriel de deux objets X et Y de Fpi,, est
égal a la composée

(X®Y)®an
_—

XY X8, (Xolp)e(Yols,)~(XeY)® (Is, ®Is,) (XQY)® I,

ol ay : Ig, ® Ig, — Ig, est le produit du foncteur en algebres de Boole I, . Ainsi, le produit
tensoriel de la catégorie de comodules Fpi,, provient de la structure d’algebre sur Ig,. Le fait
que le produit tensoriel de deux Ig, -comodules est naturellement un /g, -comodule provient de la
compatibilité des structures d’algebre et de coalgebre sur Iy, , qui est une algébre de Hopf de la
catégorie tensorielle F.

Notation 7.3.13. Dans cette section, nous noterons jr : F — F®Ig, , pour F' € ObF, 'inclusion
canonique déduite de Fo — Ig_.

Proposition 7.3.14. Le foncteur kE! associe a un objet F de F le I, -comodule (F,jF).

Ainsi, le foncteur kE' identifie F a la sous-catégorie de Serre des I, -comodules X tels que
x = Jx.
Démonstration. De maniere semblable & la proposition 7.2.10, on voit que HEI(F) est le Tpypn-
module (F, (pp1,n)r). La proposition se déduit alors de ce que le morphisme (pp1n)r : Ag, F — F
est adjoint & jp. O

Corollaire 7.3.15. Soient F' un objet de F et X un objet de Fpi,,. Les morphismes ), p1(pygx €t
Feiyx : FooPY(X)— FeoP(X)® Ig, de F sont égaur.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 7.3.14 et de la remarque 7.3.12. [

Remarque 7.3.16. On a un monomorphisme naturel c21(X0OY) — oP{(X®Y) ~ oP{(X)®2PY(Y);
il ne provient pas d’un morphisme naturel XY — X ® Y. En revanche, le corollaire 7.3.15 montre
qu’il est induit par un monomorphisme naturel XOY < xP1oP(X)®@Y (et aussi, symétriquement,

par un monomorphisme naturel X(OY — X @ xFloF1(Y)).
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Définition 7.3.17 (Foncteur xﬁl)- On définit le foncteur X,P;l : Fpi,n, — JF par la composition

suivante.
Pl

Pl -UFy o,
Xn :FPl,n—’fPl,nL’f
Ainsi, xF! est 1'égalisateur des transformations naturelles ¥ et jor : 0b! — oPl @ I .

Proposition 7.3.18. Le foncteur xE! est adjoint a droite a kB! : F — Fpin.

Démonstration. Soient F' un objet de F et X un Ig, -comodule. Par la proposition 7.3.14,
hompy ,,(kE1(F), X) s’identifie & 1’ensemble des morphismes f : F — oFY(X) de F tels que le

n
diagramme suivant commute.

[T

jFl/ ldﬂx
f®Ig,

F®lp, —= P (X)® Ig,

n
Comme le diagramme

F— P x)

jFl ljag’l(x)
f®le,

F®lp, —oPY(X)® Ig,

commute, la condition précédente revient a dire que le morphisme f est a valeurs dans 1’égalisateur
des morphismes j,ri(x) et ¢x, qui est xP1(X). Cela démontre la proposition. O

Proposition 7.3.19. I existe des isomorphismes naturels xP/(X @ kPY(F)) ~ xPHX) ® F et
XOkPYF) ~ kPY(xFYX) ® F) pour X € ObFpy,, et F € Ob.F.

Démonstration. Le foncteur xE1(X @ kP1(F)) est I'égalisateur des fleches Vxerpi(r) = Yx @ F (par
le corollaire 7.3.15) et JoPY(X@rPI(F)) = JoPi(x) @ F, il s’identifie donc canoniquement au produit
tensoriel de xF1(X) et F.

Par ailleurs, XOkFY(F) est l'égalisateur des fleches X ® F

X®y,
X@F — "0, X@F @Iy, ~ X @Iy @ F; comme X @ Yyeip) = X @ jr = joeix) ® F (mo-

dulo l'isomorphisme d’échange des facteurs du produit tensoriel), ce foncteur s’identifie (dans F)
a xPY(X) ® F. 1l reste & voir que sa structure de I, -comodule est triviale, ce qui provient de
I'inclusion XOkPYF) — kFPloPY(X) @ kPYF) ~ kPY (0P (X) ® F) (cf. remarque 7.3.16). O

YxOF, X @ Iy, ® F et

Remarque 7.3.20. On peut expliciter I’équivalence de catégories de la proposition 6.3.30 a I'aide des
foncteurs kE! et xFL. Ainsi, on vérifie que les foncteurs

KPI IPl,n®.
En
F 5 Forp —2— Mod e»
’ En

et
Pl
bli Xn
MOdIEPl,n M .7:'1:’17" = F

sont des équivalences réciproques 'une de I'autre.
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Le foncteur x,, : Fg,n, — Fer,

Nous revenons maintenant a la catégorie Fg, ,,, en montrant comment les résultats précédents
peuvent étre utilisés pour en étudier certaines propriétés.
Nous commencons par préciser le lien entre Fpy,, et Fgr n-

Proposition et définition 7.3.21. 1. Le groupe linéaire GL,, agit a droite sur la catégorie
Eljsl’n : pour tout g € GL,,, on définit un foncteur 74 : Eljsl’n — lJ:l,n par (V,u) — (V,uog)
sur les objets et par ’égalité hompy ,,((V,w), (V',u')) = hompy,(V,uog),(V',u' 0g)) surles
morphismes, et l'on a 71 =1id et T4y 0 1), = Thg pour tous g,h € GL,.

2. Par précomposition, on en déduit une action a gauche de GL, sur Fpi, : les foncteurs
7y Fein — Frin vérifient 77 = id et Ty OTh = T;h,

3. On appelle GLy-module dans Fp1,, tout objet X de Fpi, muni de fleches 7, (X) s, X (dites
d’action de GL,,) telles que le diagramme

74 (tn)

T (X) —— T;(X)

g9
‘ l/tg
tgn

7ghLY)—;———>

commute pour tous g,h € GL,. Un morphisme de GL,-modules de Fpi, est un morphisme
de Fp1,n, compatible aux morphismes d’action de GL,,. On définit ainsi la sous-catégorie des
GL,,-modules de Fpin.

4. Le foncteur v, : Fgrn — Fpin induit une équivalence de catégories entre Fg, n et la sous-
catégorie des G Ly,-modules de Fpiy,.

5. Le foncteur vy, admet un adjoint a gauche ®,, : Fp1n — Fgr.n donné sur les objets par

o, (X)(VVW)= @ XWV.E,LHWV).

u€lsog (Ey,W)

Démonstration. Les deux premieres assertions sont claires. Le dernier point est un cas particulier
de la proposition 6.1.7 (cf. démonstration de la proposition 6.3.27). Comme le foncteur -, est exact
et fidele, la proposition 1.2.16 montre que Fg, , est équivalente a la sous-catégorie de Fpy, des
modules sur la monade associée a cette adjonction. Cette monade se décrit comme suit.
— L’endofoncteur v, ®,, de Fpi,y, est ®g€GLn T;.
— L’unité est 'inclusion
. *
id — @ Tg

g€eGL,

du facteur direct correspondant a g = 1.
— La multiplication est la transformation naturelle

D - D

h,h'€GL, 9g€EGLy,

dont la composante 7;, 7, — 7, est l'identité si hh/ = g, 0 sinon.
La proposition en résulte. O

Remarque 7.3.22. Si A est une catégorie abélienne, on peut voir la catégorie Agy, (introduite dans
lexemple 1.1.10) comme une catégorie de G L,-modules dans A. La catégorie Fg, » est quant a elle
une catégorie de G'L,-modules « tordus » par I'action du groupe linéaire sur Fpy,,. Elle présente
de grandes similitudes avec (Fp1,)cr, mais n'y est pas équivalente.
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Convention 7.3.23. Dans la suite de cette section, on identifie Fg, , avec la catégorie des G'L,-
modules de Fpy,.

Définition 7.3.24. On appelle trivialisation sur GL,, d'un foncteur o de source Fpy, la donnée

d’isomorphismes Ty : a0 7, — a pour tout g € GLy, tels que le diagramme

(Tg)r;’;
ariti —— " s arf
g'h h

l Th
Tgn

(67

*
OéTgh

commute pour tous g,h € GL,,.

Proposition et définition 7.3.25. Soient A une catégorie abélienne et o : Fpy,, — A un foncteur

muni d’une trivialisation sur GL,. On définit un foncteur a%TLn : Fgrn — Acr, comme suit.

— Sur les objets : st X est un GLy-module de Fpi,, alors oz%an(X) est l'objet a(X) de A muni
de laction de GLy, donnée par les fleches a(X) ~ a(7; (X)) — a(X) (pour g € GLy), ot la
premiere fleche est la trivisalisation et la seconde est induite par la structure de G L,,-module
de X.

— La fléche qu’induit un morphisme de G Ly-modules de Fp1 p via o est un morphisme de Agr,,,
ce qui permet de déduire la fonctorialité de agTLn de celle de .

De plus, le diagramme

gr

AGLy,
Fgrmn —= AL,

'ynl lOéLn

Fprin A

[0

commute (G isomorphisme canonique prés), ow OéLn désigne le foncteur d’oubli, conformément a
la notation de l'exemple 1.1.10.

Proposition et définition 7.3.26. 1. Le foncteur 051 s Fpin — F admet une trivialisation
sur G Ly, pour laquelle le foncteur (J,ljl)gan : Fgr.n — Far, S'identifie a oy,.

2. La trivialisation précédente induit, via le monomorphime canonique xE' — oPl une triviali-

sation sur xPl.
3. Nous noterons x, le foncteur (Xsl)%an : Form — FGL, -
4. Le foncteur x, est adjoint a droite a 0,,.

Démonstration. La trivialisation canonique de o' se lit sur le foncteur de décalage pointé &,, :

pour tout g € GL,, 746, est donné sur un objet V de &l par (Ve E,E, %9, VaE,),etles

transformations naturelles 7,&,, — &,, données par le diagramme commutatif

B, 2% vaE,

id 1
M ll &9

Vek,

fournissent la trivialisation recherchée.
Pour en déduire le second point, on remarque que le diagramme

Pl __x Pl __x
Op Tg —>=0p, Tg @ I,

T.ql/ l/Tg@g*

Pl Pl
Op — = 0p ®IE77.
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commute pour tout g € GL,, ou T est I'isomorphisme de trivialisation et les fleches horizontales
sont donnéees par la somme de ¥ et de I'inclusion canonique.
La derniere assertion s’obtient a partir des trois observations suivantes.
F
1. La composée Fg,n Xn, FarL, % F est adjointe a droite a F — Fgr, LN FGrm, ol
la premiere fleche est la postcomposition par le foncteur £ — p,(qr,)Mod d’extension des
scalaires. En effet, le diagramme commutatif de la proposition 7.3.25, la proposition 7.3.18 et
la derniere assertion de la proposition 7.3.21 montrent que la premiére composée est adjointe

R o R @, D . . . .
a droite a F —— Fpi,n, — Fgr.n, qui coincide avec x, ® P(gET”E ) fleche a laquelle s’identifie

également F — Far., On, FGrn-
2. Le foncteur y,, est un sous-foncteur de o,,. Cela découle de la premiere partie de la démonstra-

tion.

3. 1l existe un diagramme commutatif

homg,, (F,xn(X))—— homg,, (F,on(X))

v |

|
|
homgr,n(ﬁn(F), X)——s homgr,n(fn (F),X)

naturel en les objets F' de Fgr, et X de Fgrp, ol la fleche verticale de droite provient
de la proposition 6.3.17. L’isomorphisme en pointillé résulte des deux remarques précédentes
lorsque F' appartient a I'image du foncteur F — Fgr,, induit par I'extension des scalaires; le
cas général s’en déduit par passage a la colimite, les générateurs projectifs standard de Fer,
appartenant a cette image.

O



Chapitre 8

Propriétés fondamentales des
catégories fg, g

Le début de ce chapitre décrit la structure générale des catégories Fg, ;. Les deux premieres
sections introduisent un foncteur différence similaire a celui de la catégorie F, qui permet de décrire
les objets finis de Fg, 1, & partir du résultat fondamental selon lequel ils sont polynomiauz. On
obtient ainsi, en combinant la stratification de la catégorie Fg, par les sous-catégories Fg, <, et
la filtration polynomiale, que les objets simples de Fg, sont naturellement paramétrisés par une
représentation irréductible (sur Fa) d’un groupe symétrique ¥ et une représentation irréductible
d’un groupe linéaire G L, (F3).

La section 8.3, spécifique a la catégorie globale Fg,., introduit un produit tensoriel total similaire
a celui de la catégorie F,.;; elle repose sur la combinatoire de base de la catégorie Eér exposée
dans le paragraphe 6.2.3.

La section 8.4 étudie les adjoints au produit tensoriel des catégories Fg, 1, qui possedent de
nombreuses propriétés relativement aux foncteurs fondamentaux introduits au chapitre 6. Certaines
d’entre elles interviendront au chapitre 10.

La section 8.5 contient les résultats les plus importants de ce chapitre. Le théoréme 8.5.11 est un
résultat d’annulation cohomologique puissant sur le foncteur w, qui contient nombre de propriétés
déja connues dans les catégories de foncteurs; nous en donnons un exemple significatif dans le
paragraphe 8.5.4. Ce théoréme repose sur un argument d’adjonction et des considérations explicites
liées a la catégorie Fyyrj. Outre I'intéreét intrinseque des propriétés d’annulation cohomologique qu’il
implique, il constitue un outil puissant pour étudier la structure de la catégorie F et la conjecture
artinienne, dont nous donnons une version extrémement forte (paragraphe 8.5.3) & I’aide du foncteur
w. Nous verrons au chapitre 10 que cette conjecture implique que ce foncteur induit un isomorphisme
d’anneaux entre le groupe de Grothendieck Gg (Fgr) des objets finis de Fg,, muni de la structure
multiplicative induite par le produit tensoriel total, et ’anneau de Grothendieck Ggf (F) des objets
de type fini de F (pour le produit issu du produit tensoriel usuel). Il s’agit d’une des descriptions
conjecturales les plus puissantes de la structure globale de la catégorie F. Le chapitre 9 établira une
forme affaiblie de la conjecture artinienne extrémement forte, s’appuyant sur le théoreme 8.5.11, et
un autre résultat d’annulation cohomologique analogue.

Les catégories Fpy, possedent une structure de base similaire (simplifiée par 1'absence d’ac-
tion du groupe GL,) a celle des Fg, ,, ; nous en avons mentionné rapidement quelques propriétés
significatives. En revanche, 'important paragraphe 8.5.2 est spécifique aux catégories de type Fgr. 1.

La catégorie ﬁgr intervient dans la section 8.5, d’abord, en filigrane par le biais du foncteur Z ;
elle apparait explicitement dans le paragraphe 8.5.4, qui exploite I’auto-dualité de cette catégorie
pour appliquer le paragraphe 8.5.2 & la catégorie Fjp;.

177
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8.1 Objets polynomiaux

On dispose dans les catégories de foncteurs en grassmanniennes Fg, ; d'un foncteur différence,
défini a partir des foncteurs de translation. Il constitue un outil fondamental, comme dans la
catégorie F. Non seulement ce foncteur différence possede un comportement analogue a celui de F,
mais il lui est aussi relié par de nombreuses propriétés de compatibilité.

Les foncteurs polynomiauz des catégories Fg, s, qui se définissent comme dans la catégorie F,
permettent d’introduire une filtration importante de ces catégories (par le degré), dont nous iden-
tifierons les quotients en fin de section.

Convention 8.1.1. Dans toute cette section, J désigne une partie de N et n un entier positif.
Définition 8.1.2 (Foncteurs de décalage et foncteur différence dans Fg, s).
— Soit V un objet de &/. Le foncteur Fg, ; — Fgr de précomposition par le foncteur de
translation V B - : Sér’J — Eérﬁj (cf. définition 6.2.9) est appelé foncteur de décalage par V
et se note A‘g/r"].
On a ainsi AV X(A, B) = X(V @ A, B) pour X € ObFg, ; et (A, B) € Obfé”].
La bifonctorialité de B rend ’association V — A‘gf"] fonctorielle.

— Le foncteur différence A9™7 de Fg, ; est le noyau de la transformation naturelle Ag:"] — id
induite par le morphisme Fo — 0 de &£7.

Notation 8.1.3. — Le foncteur Ag:"] sera noté A9"J .
— Lorsqu’aucune confusion ne peut en résulter, nous noterons parfois Ay, A et A pour A‘gf"],
A9 et A9 respectivement.

Remarque 8.1.4. Si I est un sous-ensemble de J, le diagramme

AGT
fgr,l —— fgr,l
PI.Jl lPI.J
AGTT

For.g =—> Fgr.y

commute & isomorphisme canonique prés lorsque le prolongement par zéro est défini. Il existe une
propriété analogue relative au foncteur de restriction R ;.

Une grande part des considérations relatives au foncteurs de décalage et différence de F se
transcrivent sans changement dans Fg, ;. Notons tout d’abord que la transformation naturelle

id — A9™T procure un scindement canonique
AGTT o AGTT @id
- )
de sorte que A9/ commute aux limites et colimites, comme les foncteurs de décalage.

Proposition 8.1.5. Soit V un objet de . Le foncteur A‘gf"] est adjoint :
- a droite 6 - ®@ 17 (Py) ;
- d gauche a - ®@ ky(ly).

Ces adjonctions sont naturelles en V.

Démonstration. Par la proposition 6.2.16, il existe un isomorphisme naturel

homgy (VBX,Y)=homg (X,Y) x home(V,0,(Y)).

En utilisant la proposition 3.2.6, on en déduit que le foncteur A‘gf"] est adjoint a droite a
-@Fahome (V,05)] = - @¢;(Py). L’autre adjonction s’obtient en utilisant autre isomorphisme de
la proposition 6.2.16 et la proposition 3.2.7. La naturalité en V dans ces adjonctions provient de la
méme propriété des isomorphismes de la proposition 6.2.16. O
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Corollaire 8.1.6. Le foncteur différence A9 est adjoint :

— a droite a - ® 1;(P) ;

- d gauche a - ®@ ky(I).
Corollaire 8.1.7. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence de Fg, j conservent les objets
projectifs et les objets injectifs.

Démonstration. Ces foncteurs possedent de chaque c6té un adjoint exact, d’apres ce qui précede,
donc la proposition 1.2.7 donne la conclusion. O

La propriété suivante donne l'effet des foncteurs de décalage sur les foncteurs projectifs et
injectifs standard.

Proposition 8.1.8. 1l existe des isomorphismes
r,J r,J r,J
AP (PE) = Pr, 0 (V) © PY

et
AV = I, 0 (V) @ IR

naturels en les objets V de £ et X de 55“1.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition 6.2.16. O

Comme dans le cas de F, cette propriété a 1'utile conséquence suivante. La démonstration en
est identique a celle de la cinquieme assertion de la proposition 4.2.8.

Corollaire 8.1.9. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence de Fg, j conservent les objets
de type fini, de co-type fini, pf,, et co-pfy,.

Nous identifions & présent le noyau du foncteur différence de Fg, j. Il ne se réduit pas aux
foncteurs constants comme dans le cas de F, mais se décrit tres simplement.

Lemme 8.1.10. Le foncteur composé A9™7 p; « FJ

surj — Far,s est nul.

Démonstration. On a en effet des isomorphismes naturels A‘g/r"] ops >~ ps, puisque le diagramme

! By eJ
5gr,J —=£

sury
m\.
v l Aj

f
SQT,J
commute (& isomorphisme naturel pres). O

Proposition et définition 8.1.11 (Foncteurs pseudo-constants). Soit X un objet de Fg, ;. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur A9 X est nul;
2. la cotinité pye;(X) — X de Uadjonction de la proposition 6.3.18 est un isomorphisme ;

3. il existe un objet R de F2 . . tel que X est isomorphe d ps(R).

surj

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur pseudo-constant.

Démonstration. La cotnité pje;(X) — X est donnée sur Pobjet (V, W) de Eéc“] par l'injection
X(W, W) — X(V,W) induite par le morphisme canonique (W, W) — (V, W) de 55”,. La premiere
assertion signifie que le monomorphisme canonique X (A, B) — X (A @ Fq, B) est un isomorphisme
pour tout objet (A, B) de Sér 7> on en déduit donc que le morphisme précédent est un isomorphisme,
par récurrence sur la codimension de W dans V. Ainsi, la premiére assertion implique la deuxieéme.

Il est clair que la deuxieme implique la troisieme. Enfin, la troisieme entraine la premiere par le
lemme 8.1.10. O
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Définition 8.1.12 (Foncteurs polynomiaux, analytiques). Un foncteur X € Ob Fg, s est dit :

— polynomial 'l existe un entier naturel n tel que (A9"7)"X =0;

— analytique s'il est réunion de ses sous-foncteurs polynomiaux.

Le degré d’'un foncteur polynomial non nul X est le plus grand entier positif n tel que
(A977)" X £ 0, on le note deg X ; on pose également deg 0 = —oo.

Notation 8.1.13. Nous désignerons par (Fgr )i la sous-catégorie pleine de Fg, ; formée des
foncteurs polynomiaux de degré au plus k.

Proposition 8.1.14. 1. On a un isomorphisme
AT (F®G)~ (AT F@G) @ (Fe A G) e (AT Fe A G)

naturel en les objets F' et G de Fg, .

2. 81 F et G sont deur foncteurs polynomiaur de Fgrj, alors F ® G est polynomial et
deg(F ® G) = deg F + deg G.

3. Le produit tensoriel de deux foncteurs analytiques de Fg, j est analytique.

4. Un foncteur F' de Fg, j est polynomial si et seulement si A9 F est polynomial ; dans ce cas
deg(AY/F) = deg F — 1, si F n’est pas pseudo-constant.

La démonstration de cette proposition est semblable a celle de la proposition 4.2.13.

Remarque 8.1.15. On peut de méme définir les filtrations polynomiale et copolynomiale dans Fg,, s
et obtenir des propriétés analogues aux propositions 4.2.17, 4.2.20 et 4.2.21.

On rappelle que I’endofoncteur A;]urj de F ® f;]urj, introduit dans la notation 7.2.2, est ca-
ractérisé par le scindement o7&y ~ id ® A;]m,j.

Comme la catégorie F © F2,,; = Fct(E/ x £J,,;,&) s'identifie canoniquement & Fct(E7,,;, F),
on y dispose d’un endofoncteur de postcomposition par A : F — F. Ce foncteur sera noté A, dans

la suite, conformément & nos conventions générales.

Proposition et définition 8.1.16 (Foncteur différence et objets polynomiaux dans F ® f;’urj).
Soient X un objet de F @ F . et d € N.

surj

1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) Le foncteur AYX est nul.
(b) Le foncteur X appartient a la sous-catégorie épaisse Fet(EL,,.., Fa_1) de Fet(EZ, ., F).

surj? surj?
Lorsque ces conditions sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur polynomial de degré
strictement inférieur a d.

2. Les endofoncteurs A, et A;’mj de F® .F;]urj commutent a isomorphisme naturel pres.
J

3. 8 X est un foncteur polynomial non nul, alors Ay, ;X est un foncteur polynomial de degré
strictement inférieur a celui de X .

Démonstration. Le premier point résulte des définitions. Pour le second, il suffit d’établir que A.

et ASJMj commutent (& isomorphisme naturel pres). Cela provient de ce que ces foncteurs sont

donnés par la précomposition par les endofoncteurs de £F x S;’Mj donnés par (4, B) — (A@Fq, B)

et (4,B) — (A @ B, B), qui commutent par associativité et commutativité de la somme directe,
puisque leurs deux composées sont données, sur les objets, par (4,B) — ((A @ F2) & B, B) et
(A,B) — ((A® B) @ Fy, B).

La commutation entre A, et Ajg]mj démontrée, il suffit de voir que la nullité de A, X entraine

celle de A7, ;X. En effet, A.X = 0 signifie que, pour tout objet (A4, B) de &/ x £J,,;, I'injec-
tion canonique X (0, B) — X (A, B) est un isomorphisme, ce qui implique que le monomorphisme

canonique X (4, B) — X (A® B, B) est également un isomorphisme et achéve la démonstration. O
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La propriété suivante indique que tous les foncteurs introduits au chapitre 6, a 1’exception du
foncteur d’intégrale en grassmanniennes, commutent aux foncteurs de décalage et différences. Cette
commutation se lit dans les catégories sources.

Proposition 8.1.17 (Commutation des foncteurs fondamentaux aux foncteurs différences).

1. (a) 1l existe des isomorphismes canoniques A9 oy ~1;0A et A9 oky ~ koA de
foncteurs F — Fgr ;.

(b) Si F est un objet de F, F' est polynomial si et seulement si 1j(F) est un objet polynomial
de Fgr,j. Ils ont alors méme degré.

(c) Si F est un objet de F, F' est polynomial si et seulement si k5(F) est un objet polynomial
de Fgr.j. Ils ont alors méme degré.

2. (a) Il existe des isomorphismes canoniques A977 0 €5~ ¢70 A, et A9 00y ~ 050 A, de
foncteurs F @ FI . — Fgr .

surj

(b) Un objet F de F @ F . est polynomial si et seulement si l'objet £;(F) de Fgr,y est

surj
polynomial. Ils ont alors méme degreé.

(c) Si F est un objet de F @ F. .. F est polynomial si et seulement si 0;(F) est un objet

suryj’
polynomial de Fg, ;. Ils ont alors méme degré.

3. (a) On a un isomorphisme canonique A,ooy ~ a;0A9"7 de foncteurs Fg, j — .7:®.7:;]urj.

(b) Si X est un objet de Fgrj, X est polynomial si et seulement si o7(X) est un objet

polynomial de F ® f;JMj. 1ls ont alors méme degré.

Démonstration. Etablissons par exemple le dernier point, les autres se montrant de maniere ana-
logue. Pour la premiere assertion, on note que le diagramme

(]Fz@-))(g‘] .

7 surj 7
gf X gsurj - gf X gsurj
SJl lSJ
f Fo8- f
G, EGr.a

commute & isomorphisme canonique pres (cf. démonstration de la proposition 8.1.16), d’olt un
isomorphisme canonique A, ooy ~ o5 0 A9/ et la premiere assertion.
La seconde se déduit de la précédente et de la fidélité du foncteur o ;. O

Corollaire 8.1.18. Les foncteurs vy, ky et o5 préservent les foncteurs analytiques.
Démonstration. Cela découle de la proposition précédente et de la commutation aux colimites des
foncteurs considérés. O
Quotients de la filtration polynomiale de Fg, ;

Comme dans le cas de la catégorie F, on peut identifier les quotients de la filtration polynomiale
de la catégorie Fg, , & une catégorie de représentations sur Fj.

Lemme 8.1.19. Soit X un objet polynomial de degré d > 0 de Fg, ;. Le noyau de l’épimorphisme
canonique €5 05(X) = X (cotnité de 'adjonction de la proposition 6.3.17) est de degré strictement
inférieur a d.

Démonstration. La suite exacte (7.2) montre que le degré de ce noyau est inférieur a
deg & (AL,;05(X)) = deg Al ;0,(X) < degos(X) =d,

ou l'on a utilisé les propositions 8.1.17 et 8.1.16, d’ou le lemme. O
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Ezemple 8.1.20. Si F est un objet polynomial de degré d > 0 de f@fiLTj, le noyau de I’épimorphisme
canonique £ (F) — 6;(F) est de degré strictement inférieur & d. En effet, cet épimorphisme s’iden-
tifie & la colinité ;05 05(F) — 0;(F) via I'isomorphisme canonique o;60; ~ id de la proposi-
tion 6.3.16.

Le raisonnement du lemme précédent fournit également la proposition suivante.

Proposition 8.1.21. La résolution canonique (7.2) d’un foncteur polynomial X de Fg, j est finie;
sa longueur est majorée par deg X + 1 si X # 0.

Démonstration. Cela provient de I'inégalité

deg R (2) = deg &y (AL, )ios(X) < deg X —i.

surj

O

La proposition suivante constitue le résultat principal de cette section. Elle nous permettra de
décrire le groupe de Grothendieck des objets finis de la catégorie Fg, s, dans la section suivante.

Proposition 8.1.22. 1. Le foncteur &5 : Fet(&/ x &L, &) ~ Fct(ggjurj,]:) — Fgr, induit un

surj?
foncteur Fct(é’;]urj,fk/fk_l) — (Fgr,.0)k/(Fgr,g)k—1 pour tout k € N.
2. Ce foncteur est une équivalence de catégories dont un inverse est donmé par le foncteur
(For i/ (For.g)k—1 — Fet(EL, . Fr)Fr—1) induit par oy : Fgry — Fet(&f x &J,..,6) ~

surj’ sury?
Fet(&),.., F).

surj’

Démonstration. Comme le foncteur £ ; commute au foncteur différence, il induit des foncteurs exacts
Fct(é’;]m,j, Fr) = (Fgr.g)k et Fct(é’;]urj, Fr/Fr—1) — (Fgr.s)k/(Fgr,s)k—1 pour tout k € N. Le
foncteur ¢ induit de méme un foncteur exact (Fgr s)i/(For.1)k-1 — Fet(EL,, i, Fr/Fr—1) pour
tout k € N.

Comme 0;&; ~ id® A;]mj (cf. section 7.2), la derniére assertion de la proposition 8.1.16 montre
que l'endofoncteur de Fct(é’;]urj, Fi/Fr—1) induit par o £y est isomorphe a I'identité.

Par ailleurs, le lemme 8.1.19 établit que l'endofoncteur de (Fgr )i /(Fgr,s)k—1 induit par 50

est isomorphe a l'identité. Cela acheve la démonstration. O

Remarque 8.1.23. L’exemple 8.1.20 montre que le foncteur (fk/]:k,l)@]-';’urj — (For. )i/ (Fgr,1)k-1
induit par 65 est le méme que celui qu’induit £; : la restriction a (Fg,, )i I'épimorphisme canonique
&7 — 05 a un noyau a valeurs dans (Fgr,7)k—1-

Une variante de ce raisonnement consiste a utiliser la proposition 8.1.22 et observer que le
foncteur (Fr/Fr—1) ®,7§;]1Lrj — (Fgr,0)k/(Fgr,7)k—1 induit par 65 est inverse de celui qu’induit oy,

par la proposition 6.3.16.
Les propositions 8.1.22 et 4.2.42 fournissent le corollaire suivant.

Corollaire 8.1.24. Pour tout k € N, les catégories (Fgr, )k /(For.1 k-1 et Fet(EL,,;, Modg,[s,))
sont équivalentes.

En particulier, la catégorie (Fgr n)k/(Fgr.n)k—1 €st équivalente & celle des Fo[GL,, X Xg]-modules.

Le cas de la catégorie Fpi,,

La définition 8.1.2 se transcrit sans changement dans la catégorie Fpy ,,, de méme qu'une grande
partie des considérations de cette section. Une simplification apparait par rapport au cas de Fg, j :
les objets de Fpi1,, annulés par le foncteur différence sont les foncteurs constants. Les définitions et
résultats précédents se transportent, moyennant cette simplification, & cette catégorie. On peut en
particulier définir la notion de foncteur polynomial et de degré d'un tel foncteur de Fpy,, ; il I'on
note (Fpin)k, pour k € Z, la sous-catégorie épaisse de Fpy,,, formée des foncteurs polynomiaux de
degré inférieur a k, la proposition 8.1.22 a ’analogue suivant.

Proposition 8.1.25. Pour tout entier k, les foncteurs (X' et oF' induisent des foncteurs

Fi/Fr—1 — (Fein)e/(Fein)i—1 €t (Fpin)k/(Frin)i—1 — Fi/Fr—1 qui sont des équivalences
de catégories réciproques l'une de l'autre.
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8.2 Objets finis

Les résultats de la section précédente permettent de décrire les objets simples et les objets
finis des catégories Fg, 1 et Fp1,n & partir de ceux de F et fsfurj. Comme pour la catégorie F,
I'un des résultats les plus importants réside dans le caractére polynomial des objets finis. Nous ne
mentionnerons les analogues en termes des catégories Fpiy ,, des résultats détaillés dans Fg, r que

pour les plus importants d’entre eux.
Convention 8.2.1. Dans cette section, I désigne une partie de N.

Lemme 8.2.2. Soit X un objet de Fgr 1 tel que AX est un objet fini de Fg, 1 et er(X) un objet
fini de F! Alors X est fini.

uryj*

Démonstration. Cela provient, via la proposition 2.6.15, du caractere exact et fidele du foncteur
(A1) s Forir = Fria X Fhyyj -
O

Remarque 8.2.3. On a des résultats semblables en remplacant dans cet énoncé fini par de type fini,
pfn, ou co-pfy,.

Définition 8.2.4 (Niveau). On appelle niveau d’un objet X de Fg, r I’élément
niv(X) = sup {dimW | (V,W) € Ob&l, ; X (V,W) # 0}

de T U {—00,+00}. On dit que X est de niveau fini si niv(X) < +oc.
On définit de méme le coniveau de X comme 1’élément

coniv(X) = inf {dim W | (V,W) € Ob&J, ; X(V,W) # 0}
de I U {+o0}.

Proposition 8.2.5. — Un objet X de Fgr 1 est fini si et seulement s’il est polynomial, a valeurs
de dimension finie et de niveau fini.
— Soit n un entier positif. Un objet de Fpy, est fini si et seulement s’il est polynomial et a
valeurs de dimension finie.

Démonstration. Soient S un objet simple de Fg,; et (A, B) un objet de & x Sslmj tel que

S(£r(A,B)) # 0 (le foncteur £; est essentiellement surjectif — cf. proposition 6.2.23), de sorte

I
quil existe un épimorphisme Pﬂg:(’i B =~ tr1(Pa) ® pI(Pé“’“”) — S (cf. proposition 6.3.12). Cela

montre d’une part que S est a valeurs de dimension finie, et que S(V, W) = 0 pour dim W > dim B.
D’autre part, comme l'objet Py de F est coanalytique (proposition 4.2.23), il existe un objet po-
lynomial F' de F et un épimorphisme ¢;(F) ® pr(Py*"”) — S. La proposition 8.1.17 montre que
1 (F) ® pr (Pgmj ), donc S, est polynomial. Un argument d’épaisseur montre ensuite que tous les
objets finis de Fg, ; sont polynomiaux, a valeurs de dimension finie et de niveau fini.

La réciproque résulte du lemme 8.2.2 et de la proposition 5.3.7 par récurrence sur le degré
polynomial.

Le cas de Fpi,, se traite de maniere analogue (et plus simple). O

Remarque 8.2.6. La condition de finitude du niveau est vide si I est fini.

Corollaire 8.2.7. Soient F' un objet de F et A un objet de F!

surj-*

1. Si F et A sont finis, il en est de méme pour lobjet 11 (F') @ pr(A) de Fgr 1. La réciproque est
vraie si A et F' sont non nuls.

2. Si F et A sont finis, il en est de méme pour lobjet k1 (F) @ pr(A) de Fgr 1. La réciproque est
vraie si A et F' sont non nuls.
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3. Un objet X de Fg, 1 est fini si et seulement si l'objet or(X) de F @ FL,, . est fini.

sury

Démonstration. La proposition 8.1.17 montre que ¢ (F) ® pr(A) = & (F X A) est polynomial si et
seulement si FRX A € ObF ® FSIMJ. lest, ou encore si et seulement si k7 (F) @ pr(A) l'est. Si A est
non nul, le caracteére polynomial de F'X A équivaut a celui de F' (cf. proposition/définition 8.1.16).

Lorsque A et F' sont non nuls, ¢;(F) ® pr(A) est a valeurs de dimension finie si et seulement s’il
en est de méme pour F et A.

Si F' #£ 0, le foncteur ¢ (F) ® pr(A) est de niveau fini si et seulement si A(V) = 0 pour dim V'
assez grande. La finitude de A dans fSIMj équivaut a la conjonction de cette condition et de celle
que A est a valeurs de dimension finie (cf. proposition 5.3.7).

La proposition 8.2.5 et le corollaire 4.2.26 permettent de déduire des remarques précédentes les

deux premieres assertions du corollaire. La derniere s’établit de maniere analogue. O

Nous désignerons par la suite par fé{,,l la sous-catégorie pleine (Fg, 1) (cf. notation 2.6.17)
de Fg,,r formée des objets localement finis.

Corollaire 8.2.8. 1. Si X est un objet fini de Fgy 1, il en est de méme pour AX.
2. Le produit tensoriel de deuz objets finis de Fgr 1 est fini.

3. Les objets finis de Fgr.1 sont pfss et co-pfos. En particulier, Fg, 1 satisfait auz hypotheses
2.6.9 et 2.6.10.

4. La sous-catégorie .7-'3; ; de Fgr 1 est épaisse. Ses objets sont les foncteurs analytiques.

Démonstration. Elle est similaire a celle du corollaire 4.2.28. O

Description des objets simples

Nous ramenons, griace aux propositions 8.1.22 et 8.2.5, la description des objets simples de la

catégorie Fg, 1 a celle des objets simples de F ® fsle, qui s’obtiennent par le lemme suivant.

Lemme 8.2.9. Les objets simples de f@ffurj sont, a isomorphisme prés, les SK R, ou S est un

objet simple de F et R un objet simple de FSIMJ.. Le produit tensoriel extérieur induit de plus un

isomorphisme d’anneauz (sans unité si I est infini) Gg (FoFL, )~ Gg (F)® Gg (FL.5).

suryj surj

Démonstration. Cela découle de la proposition 3.3.18 et de son corollaire 3.3.19, dont les hypotheses
sont vérifiées grace a la proposition 4.2.56 (ou 5.3.19). O

Proposition 8.2.10. 1. Etant donné un objet X de Fgr 1, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(a) Uobjet X de Fgr 1 est simple;
(b) Uobjet o1(X) de F @ FL,. . est simple;

suryj

(c) il existe un objet simple F de F et un objet simple R de F!, . tel que X est isomorphe

sury
a ki (F)® pr(R).
2. Les foncteurs exacts oy et 0; induisent des isomorphismes d’anneauz (sans unité si I est
infini) entre G} (Fgr.1) et GH(F @ FL, )~ GH(F)® Gg(ffurj) réciproques l'un de lautre.

sury

Démonstration. La proposition 6.3.15. 2 montre que le foncteur 6; transforme un objet simple de

FRF, GIMJ- en un objet simple de Fg, 1 et induit un monomorphisme de groupes abéliens, compatible

au produit, Gg (F® ]—'SIMJ») — G{;(]—'gryj). Ces deux groupes sont filtrés par le degré polynomial
(par le corollaire 4.2.26 et la proposition 8.2.5), qui est respecté par 6 (cf. proposition 8.1.17). Les
morphismes

Gy (Fio/ Frer) ® Fhoni) = (Fora )i/ (For.s)i-1

induits par ce monomorphisme sur les quotients de la filtration par le degré sont des isomorphismes
par la proposition 8.1.22 et la remarque 8.1.23.
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surj) = GI(Fgr.1). Son inverse est induit
par oy grace a la derniere assertion du corollaire 8.2.7 et a la proposition 6.3.16, d’ou la seconde
assertion.

De surcroit, tous les objets simples de la catégorie Fg, r sont isomorphes a I'image d’un objet
simple de F ® F!I . par le foncteur ;. Compte-tenu du lemme 8.2.9 et de la proposition 6.3.16,

Ainsi, 67 induit un isomorphisme d’anneaux Gg (FeF!

suryj
cela démontre les implications (a) = (¢) = (b) de la premiere assertion. L’implication (b) = (a)
provient de l'exacte fidélité du foncteur o (par la proposition 2.6.15). O

La proposition suivante s’établit de facon tres analogue.

Proposition 8.2.11. Pour toutn € N, les foncteurs exacts o& et kB! induisent des isomorphismes
d’anneaux entre Gg (Fpin) et Gg (F) réciproques 'un de autre, qui respectent les classes des objets
simples.

Corollaire 8.2.12. Le foncteur exact & induit un isomorphisme d’anneauz (sans unité si I est
infini) entre G5 (F) @ GI(FL, )~ GL(F o FL, ) et GI(Fg,.1).

sury suryj

Démonstration. Compte-tenu de la remarque 8.1.23, il suffit de reprendre la démonstration de la
proposition 8.2.10. O

Corollaire 8.2.13. Les corps d’endomorphismes des objets simples de Fg, 1 sont réduits a Fo. 1l
en est de méme pour les catégories Fpi,p.

Démonstration. Soient S un objet simple de F et R un objet simple de .FSIMJ.. Comme le foncteur
&1 est pleinement fidele (cf. proposition 6.3.15), on a

Endg, 1 (L[(S) ® pI(R)) ~ Endgr,](fj(s X R)) ~ Endf@‘r.gurj (RXS) ~Endz(S) ® End £+

surj

(R),

ot 'on a utilisé I'isomorphisme (3.7) de la proposition 3.3.16 — les objets S et R sont de présentation
finie par les corollaires 4.2.28 et 5.3.9.

On en conclut que Endg, 1 (L](S) & pr (R)) est réduit a [Fo par les propositions 4.2.56 et 5.3.19.
Cela démontre l'assertion relative a Fg, ; grace a la proposition 8.2.10.

Dans Fpi,y, on raisonne de méme, sans avoir a utiliser de produit tensoriel extérieur : on applique
les propositions 8.2.11 et 4.2.56 et la pleine fidélité du foncteur xE! O

n *

Conséquences en terme de cosocle

Corollaire 8.2.14. [l existe un isomorphisme
cosoc X ~ Or(cosocn (X))
naturel en Uobjet X de Fg, 1.

Démonstration. Les propositions 8.2.10 et 6.3.15 montrent que le foncteur 6 induit une équivalence
entre la sous-catégorie pleine des objets sans radical de F ® ]-'Slurj et la sous-catégorie pleine des
objets sans radical de Fg, 1. Le lemme 7.2.14 (ou I'adjonction de la proposition 7.2.15) donne alors

la conclusion. O

Corollaire 8.2.15. Pour tout objet F' de F ® f;LTj, on a des isomorphismes naturels

cosocr(F') =~ cosocOr(F) =~ Or(cosoc F').

Démonstration. On combine le corollaire précédent aux isomorphismes ny oy ~ nyofl; ~ idrg i

suryj

de la proposition 7.2.16. O

Remarque 8.2.16. 1. Explicitement, I'isomorphisme cosoc{;(F') ~ cosocf;(F) est induit par
la projection canonique &;(F) — 0;(F), et isomorphisme cosoc8;(F) =~ 6;(cosoc F) par
F — cosoc F.
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2. Le premier isomorphisme montre que, pour tout objet de type fini F' de F, I’épimorphisme
canonique ¢;(F) — r1(F) est essentiel. Son comportement est totalement différent sur les
objets de co-type fini; ainsi, la proposition 6.3.14 montre que, dans le cas ou I = N, cet
épimorphisme se scinde toujours lorsque F' est un injectif standard Iy de F (alors que
t(Iv) — k(Iy) n’est un isomorphisme que pour V = 0).

Avant d’énoncer une conséquence utile de ce corollaire, qui décrit les projectifs indécomposables
de type fini de Fg, , rappelons que le produit tensoriel extérieur induit un isomorphisme
Ko(F) @ Ko(Flyri) = Ko(F @ Fl,,.;) (la démonstration est la méme que celle du lemme 8.2.9).

surj

Corollaire 8.2.17. Le foncteur & : F® fSIMj — Fgr,1 tnduit un isomorphisme de groupes abéliens
Ko(F ® Fl,.;) = Ko(Fgrr).

S

Autrement dit, le produit tensoriel des morphismes induits par vy et pr fournit un isomorphisme
K()(.F)@K()(}—I ) ;Ko(fgn[),

surj

Démonstration. La proposition 6.3.12 montre que le foncteur exact £; conserve les objets projectifs

de type fini, il induit donc un morphisme de groupes Ko(F ® F/,,;) — Ko(Fgr.1). Le corollaire
8.2.15 montre qu’il transporte la couverture projective d’'un objet simple S de F ® TSIMJ» sur la
couverture projective de 67(.5). Le résultat se déduit donc de la proposition 8.2.10 et de la derniere

assertion du corollaire 2.7.24. O

Remarque 8.2.18. L’inverse de cet isomorphisme ne se décrit pas simplement en termes des foncteurs
fondamentaux depuis Fg, ;. Il est en de méme pour I'isomorphisme du corollaire 8.2.12.

8.3 Structures tensorielles sur Fg,

Il est utile d’introduire sur la catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale Fg,, a c6té de
la structure tensorielle usuelle donnée par ® (& laquelle nous nous référerons lorsque nous parlerons
de structure tensorielle sans plus de précision) une seconde structure tensorielle, trés analogue a
celle donnée par le produit tensoriel total de Fyyr; (cf. paragraphe 5.2).

Définition 8.3.1 (Produit tensoriel total). Etant donnés deux objets X et Y de Fg,, on appelle
produit tensoriel total de X et Y le foncteur noté X ® Y et défini comme suit.
— Si (V, W) est un objet de Eér, on pose

Xe)(V\W)= @ XV.4aY(V.B).
A,BEGT(W)
A+B=W

-Siwu : (VW) — (VW) est un morphisme de Sér, on définit le morphisme
(X@Y)(u): (XQY)(V,W) - (X @Y)(V',IW) comme la somme directe sur les sous-espaces
A et B de W tels que A+ B = W des morphismes

X(V, Aoy (v, B) W, x (v Aoy (V u(B) — @ XV, A)eY(V.,B)
A’ B'eGr(W')
A'+B'=W'

ou lon note encore, par abus, u pour les morphismes (V,;A) — (V' u(A4)) et
(V,B) — (V',u(B)) induits par u.
Cette définition fait sens puisque u(A) + u(B) = u(A+ B) = uw(W) = W'.
Le produit tensoriel total définit un bifoncteur Fg, x Fg, — Fgr, le produit tensoriel de £ étant
bifonctoriel.

Avant de préciser les liens entre ce produit tensoriel total et celui défini dans Fiyrj, il sera
commode de définir un produit tensoriel total dans la catégorie auxiliaire F ® Fyyrj.



8.3. Structures tensorielles sur Fg, 187

Définition 8.3.2. Le produit tensoriel total sur F & Fsyr; est le foncteur
é : (f®]:surj) X (]:®]:surj) - f®]:surj

donné, via I'isomorphisme F @ Foyrj = Fct(£7, Fourj), Par

Fct(EF, Faurg) X Fet(E7, Foury) ~ Fet(EF, Faurj X Fours) — Ft(EF, Faur)-
Autrement dit,

(X®Y)A,B) = P XAV)®Y(AW) (AcOb&/ BeObel ).
V,Wegr(B)
V+W=B
Proposition 8.3.3. 1. Le produit tensoriel total définit sur Fg, une structure tensorielle exacte
d’unité p(Isp).
2. Il existe un monomorphisme X @ Y — X ®Y naturel en les objets X etY de Fg,.

3. Les produits tensoriels totaux sur les catégories Fgr, Feurj et F @ Fsurj vérifient les propriétés
de compatibilité suivantes : il existe des isomorphismes naturels

p(A®B) =~ p(A)@p(B) (A, B € ObFouy),
§(F®G) EF)®EG)  (F.G € ObF @ Fourj).

1R

Démonstration. Cette proposition se vérifie par inspection. Par exemple, le dernier isomorphisme
provient des isomorphismes canoniques

(FRG)(V,W)~ (FRG)(V,W)= P FV,A)@G(V,B)
A,BeGr(W)
A+B=W

~ P OV A)LG)V,B) = EF)DED)V, W) ((V,W) € ObEL).

A,Begr(W)
A+B=W

O

Remarque 8.3.4. En revanche, les foncteurs €, o et # ne commutent pas au produit tensoriel total.
Par exemple, on a

IFQG)(V, W)~ (FRG)(V/WW)=  F(V/W,A)&G(V/W,B)
A,BeGr(W)
A+B=W

tandis que

OF)RIG)(V, W)= P F)(V,Ae6G)(V,B)~ P F(V/A A)eG(V/B,B).
A,BeGr(W) A,Begr(W)
A+B=W A+B=W

On voit cependant ainsi qu'il existe un épimorphisme canonique §(F) ® 0(G) — 0(F @ G).

Proposition 8.3.5. Il existe un isomorphisme P&:B)é)P&T,B,) ~ P(gAf®A,7B®B,) naturel en les
objets (A, B) et (A',B') de Eér,
Démonstration. Cet énoncé découle de la proposition 6.2.30. O

Corollaire 8.3.6. Le produit tensoriel total de Fg, préserve les objets projectifs, les objets de type
fini et les objets pfy,.
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Remarque 8.3.7. — Le corollaire 2.2.16 montre que le produit tensoriel usuel de Fg, préserve
également les objets de type fini et pf,, bien qu’il ne conserve pas les projectifs.

— Le produit tensoriel usuel de deux objets projectifs de Fg, n’est généralement pas projectif
(car il en est ainsi dans F,,; — par exemple, Pp "7 ® Pg."’ n’est pas projectif).

— Dans la catégorie Fpi,y, le produit tensoriel de deux objets projectifs est toujours projectif.
En effet, les projectifs standard de Fpy, sont les images par le foncteur L,P:l, qui commute au
produit tensoriel, des projectifs standard de F.

— Le produit tensoriel de deux objets projectifs d’une catégorie Fg, ,, est également projectif. En
effet, il suffit (par un argument analogue au précédent) de noter que le produit tensoriel d’un
F3[GLy]-module projectif et d'un Fo[GL,]-module fini est projectif (cf. proposition 3.2.8).

Proposition 8.3.8. 1. Il existe un isomorphisme A‘g]’(Xé)Y) ~ A‘g/TX ® A‘Q/TY naturel en les
objets V' de El et X, Y de Far-
2. Il existe un isomorphisme A9 (X Y ) ~ (AYX QYY) @ (X ®AYY) @ (A9 X @ AI"Y) na-
turel en les objets X et'Y de Fg,.
3. 51 X et Y sont deux foncteurs polynomiauz de Fg,, alors X @Y est polynomial. De plus,
deg(X ®Y) =deg X + degY.
4. Le produit tensoriel total de deux foncteurs finis de Fg, est fini.

Démonstration. Le premier point provient de ce que les foncteurs de translation de Sér n’agissent
pas sur la base. Les suivants s’en déduisent par le méme raisonnement que pour le produit tensoriel
ordinaire dans F. O

Corollaire 8.3.9. Le produit tensoriel total induit des structures d’anneau commutatif (unitaire)
sur les groupes de Grothendieck Gg(}—gr) et Ko(Fgr). Pour ses structures, les isomorphismes des
corollaires 8.2.12 et 8.2.17 sont des isomorphismes d’anneauz, ot les groupes de Grothendieck de
Fsurj sont munis de la structure d’anneav induit par le produit tensoriel total.

Contrairement a la situation que nous venons d’observer pour les projectifs, le produit tenso-
riel total posseéde un comportement déplaisant sur les injectifs. En revanche, le produit tensoriel
ordinaire est adapté a leur étude.

On rappelle que le symbole Gr qui intervient dans la proposition suivante a été introduit dans
la notation 6.2.31.

Proposition 8.3.10. [l existe un isomorphisme

Ggr Gr ~ Gr
Gn®ll e @ Ilewc
CeGr(B,B")

naturel en les objets (A, B) et (A’, B’) de Eér.
Démonstration. C’est la version linéarisée de la proposition 6.2.32. O

Corollaire 8.3.11. Le produit tensoriel de Fg, préserve :
— les objets injectifs de co-type fini;
— les objets de co-type fini;
— les objets co-pf,.

La proposition suivante (qui généralise la derniére assertion de la proposition 5.4.3) constitue la
principale motivation de 'introduction du produit tensoriel total dans Fg,.

Proposition 8.3.12. Il existe dans F un isomorphisme
WXRY) ~wX)@w)

naturel en les objets X etY de Fg,.
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Démonstration. Cela provient, par linéarisation, de la décomposition ensembliste

Gr(V)xgr(V)~ [ {(AB)egGr(W)xgr(W)|A+B=W}
wegr(V)

naturelle en 'objet V de &7. O

Remarque 8.3.13. Cette proposition repose sur la décomposition du foncteur Gr x Gr : £/ — Ens
fournie par les fibres de la transformation naturelle Gr x Gr — Gr donnée par (4, B) — A + B.

Cette décomposition sous-tend un grand nombre de propriétés de nature combinatoire de la
catégorie Fg,, qui se lisent dans la catégorie source 5f7, (cf. §6.2.3).

8.4 Foncteurs hom internes et foncteurs de division

Nous étudions a présent, de facon non exhaustive, le comportement des foncteurs hom internes
et de division relativement aux foncteurs fondamentaux entre F et les catégories de foncteurs en
grassmanniennes Fg, ;. Le premier paragraphe montre comment se modifient ces foncteurs dans
For,1 lorsqu’on réduit ou qu’on accroit la taille de ’ensemble I. En effet, il est parfois commode de
travailler dans une catégorie Fg., (oun € N), car la catégorie F¢,,,.; =~ r,(gr,/Mod a des foncteurs
hom internes et des foncteurs de division tres faciles & comprendre, contrairement & ce qui advient
dans Fsyr;; mais il est souvent utile de transiter par la catégorie globale Fg,, ou I'on dispose par
exemple d’adjonctions qui ne perdurent pas dans Fg; .

Le deuxieme paragraphe expose des propriétés qui s’appuient sur la structure des catégories
For,1 et sur le principe suivant : un foncteur possédant un adjoint qui a de bonnes propriétés de
commutation a ’égard du produit tensoriel hérite d’une propriété de commutation a 1’égard des
foncteurs hom internes et de division.

Le troisieme paragraphe est moins formel : nous nous intéressons a des propriétés de commu-
tation entre le foncteur w, dont on connait ’adjoint & droite, et les foncteurs hom internes, définis
par leur adjoint a gauche. Le principe consiste alors a se ramener a la commutation entre w et les
foncteurs de division, en s’appuyant sur le fait que les foncteurs de décalage fournissent une large
classe d’endofoncteurs qui, dans les catégories de foncteurs en grassmanniennes comme dans F,
sont a la fois des foncteurs hom internes et des foncteurs de division (cf. proposition 8.1.5).

Il est a noter que nous ne considérons ici que le produit tensoriel usuel; il existe également des
foncteurs hom internes (et des foncteurs de division par un foncteur & valeurs de dimension finie)
dans Fg, relativement au produit tensoriel total. Ils ne seront pas nécessaires a nos considérations
ultérieures.

—~—

Exemple 8.4.1. La proposition 8.3.12 se traduit, en termes du foncteur hom interne Homg, de

(Fgr, @), par Pexistence d’un isomorphisme naturel ﬁ(;r/ngr (X,u(F)) ~ t(Homz(w(X), F)) pour
X objet de Fg, et F objet de F.

Remarque 8.4.2. Le cas des catégories Fp1,, est analogue.

8.4.1 Comparaison entre les différentes catégories Fg, ;
Convention 8.4.3. Dans ce paragraphe, on se donne deux parties I et J de N telles que I C J.

On rappelle que R ;1 est le foncteur de restriction et Pr ; le foncteur de prolongement par zéro
— défini sous certaines conditions sur I et J — introduits dans la notation 6.3.2.

Proposition 8.4.4. Supposons que tout élément de J supérieur ou égal a un élément de I appartient
a I. Alors il existe dans Fgr ; un isomorphisme

HOIIlgnJ'(AX7 PLJ(Y)) ~ P17J(H0mgr7[(RJ7I(X), Y))
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naturel en les objets X de Fgr .y et Y de Fgr 1, et dans Fg, 1 un isomorphisme naturel
RJJ(PLJ(Y) : X) ~ (Y : RJJ(X))

si X est a valeurs de dimension finie.
En particulier, pour tout n € N, on a dans Fg, <n un isomorphisme naturel

Homg, <, (X, Ppn,<n(Y)) = Pn,<n(Homg, ;,(R<nn(X),Y))
et, si X est d valeurs de dimension finie, un isomorphisme naturel dans Fgr p

R<nn(Pr<n(Y) : X) 2 (Y : Repn(X)).

Démonstration. L’hypothese assure que Eénl est une sous-catégorie compléte a gauche de Eéc“].
Par conséquent, le foncteur Py ; est adjoint & droite & Ry (cf. proposition 3.3.8). Le premier
isomorphisme de la proposition provient alors de la commutation du foncteur de restriction au
produit tensoriel, comme le montrent les isomorphismes naturels

homg, (A, Homg, ;(X,Pr ;(Y))) =~ homg, j(A® X, Pr ;(Y)) ~homg, /(R;1(A® X),Y)
~ homg, 1(Rj1(A) @ Ry 1(X),Y) ~homg, (R (A), Homg, ;(R;1(X),Y))
~ homg, j(A, Pr.j(Homg, ;(R;1(X),Y)))
(ou A € Ob Fg, j) et le lemme de Yoneda. Le second se traite de facon analogue. O
Proposition 8.4.5. Il existe des isomorphismes naturels
Homg, j(v;(F),Prs(A)) ~ Pr.s(Homg, ;(t1(F), A))
dans Fgr j, si le prolongement par zéro est défini, et
Homg, 1 (t1(F),Rs1(X)) ~ Rjr(Homg, ;(1;(F), X))
dans Fgr 1, ou FF € ObF, A€ ObFg, 1 et X € ObFg, ;.

Démonstration. Les morphismes naturels
Pr,s(Homg, 1 (11 (F), A)) ® 15 (F) = Py ;(Homg, 1 (11 (F), A) @ 11 (F)) — Pr.(A4)
(lorsque le prolongement par zéro est défini) et
Ry1(Homg, (s (F), X)) ® t1(F) = Ry (Homg, (0 (F), X) ® ¢ (F)) — Ry1(X)

dont les secondes fleches s’obtiennent par application du foncteur Pr ; ou Ry a la coiinité de
ladjonction fournissent, par adjonction, des morphismes naturels Pr j(Homg, ;(¢t;(F), A)) —
Homyg, ;(¢7(F),Pr.j(A)) et Ry r(Homg, j(¢;(F), X)) — Homg, ;(t;(F),Rj1(X)). Ce sont des
isomorphismes dans le cas ou F' est un projectif standard grace & la proposition 8.1.5 (et a la
remarque 8.1.4). Le cas général s’en déduit par passage a la colimite. O

Notation 8.4.6. Dans ce paragraphe, nous noterons r : Fg, 1 — Fgr, s le foncteur adjoint a gauche
au foncteur Ry 1 : Fgr,g — Fgr1, €t R: ffwj — .ngurj I’adjoint a gauche au foncteur de restriction

F..— FI . (de tels adjoints existent par le corollaire 1.3.18).

surj suryj

Lemme 8.4.7. Le diagramme

Fort —2>F@FL, . ~Fet(EF, FL,)

surj surj

l lR*

ng,J—>-UJ f@f‘] EFCt(gf,]:J )

surj surj

commute a isomorphisme naturel prés.
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Démonstration. Soit a : F ® f;fwj — F® .Ffwj le foncteur de restriction. On définit une trans-
formation naturelle R.o; — o r comme Padjointe (cf. proposition 3.1.10) a la fleche o7 — ao jr ~

orRjr obtenue en composant o; et l'unité id — R;r de I'adjonction. Cette transformation

. . N . . ETXES =
naturelle est un isomorphisme, car elle induit un isomorphisme homg, j(o;r(X ),I( AB) ) =

Fygd
homg, j(Rsor(X), I(SA’?;)“”’) pour tous X € ObFg, 1 et (A, B) € Ob&S x EJ,rj grace aux isomor-

phismes (6.3). O

Lemme 8.4.8. Il existe dans Fgr ; un isomorphisme r(X @ k1(F)) ~ r(X) @ k;(F) naturel en les
objets X de Fgr 1 et F' de F.

Démonstration. On établit, a l'aide du lemme précédent, que la transformation naturelle
r(X ® k1(F)) — r(X) ® kyj(F) adjointe au morphisme X ® k;(F) — Rymr(X) @ ki(F) ~
Ry1(r(X) ® kj(F)) obtenu en tensorisant par sr(F) I'unité de I’adjonction procure un isomor-
phisme lorsqu’on lui applique o ;. Cela provient du lemme 8.4.7 et des deux observations suivantes :

— il existe dans F®F! .. un isomorphisme canonique o7 (X ®@#x;(F)) ~ o7(X)@(FXF3), que 'on

sury

peut encore voir comme I'image de o7(X) par le foncteur F @ FY,,.; ~ Fct(EL,,;, F) (8F).,
Fct(é'slurj, F)s;

— le diagramme

(®F)

F® ‘F@Iurj =~ FCt(gsIurj’f) — FCt(gsIurj’f) ~F® ‘FsIurj

R*l lpw

f®f;]urj = FCt(géjurjaf) &Fct(é‘] .7:) ﬁf@f‘]

surj’ sury

commute (& isomorphisme canonique pres).
Comme le foncteur o est exact et fidele, cela donne la conclusion. O

Proposition 8.4.9. Il existe un isomorphisme
Homg, ;(ki(F),Rj1(X)) ~ Ry (Homgr,‘](/-c‘](F)7 X))
naturel en les objets ' de F et X de Fgr.j.

Démonstration. Par le lemme 8.4.8 (dont on conserve la notation), on a des isomorphismes naturels
homg, 1 (Y,Homg, (k1 (F),Rj1(X))) ~homg, (Y ® k1(F),Rj1(X)) ~
homgy.(r(Y & ki(F)), X) 2 homgy,s (r(Y) & ks (F), X) =
homg, ;(r(Y), Homg, ;(k;(F), X)) ~ homg, (Y, R, (Homg, ;(k;(F),X)))

(ouY € Ob Fg, 1), ce qui démontre la proposition. O

8.4.2 Propriétés formelles
Foncteurs de division

Proposition 8.4.10. I existe dans F un isomorphisme w(X : «(F)) ~ (w(X) : F) naturel en les
objets X de Fg, et F de F¥. On a un résultat analogue dans Fg, <n.

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence formelle de I'adjonction entre ¢ et w (cf. proposi-
tion 6.3.7) et de la commutation de ¢ au produit tensoriel, qui procurent des isomorphismes naturels

homz(w(X : ¢(F)),G) ~ homg, ((X : ¢(F)),(G)) =~ homg, (X, (F) @ (G))
~ homg, (X, :(F ® G)) ~ homz(w(X),F ® G) ~ homs((w(X) : F), Q).
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Proposition 8.4.11. Pour toute partie I de N, il existe dans Fg, 1 un isomorphisme canonique
(pr(A): X) ~ pr(A:er(X)) pour A€ ObFL,,;, et X € ObFg, 1 d valeurs de dimension finie.

Démonstration. Cette proposition s’établit de la méme maniere que la précédente, a partir de la
proposition 6.3.18 et de la commutation de €; au produit tensoriel. O

Proposition 8.4.12. [] existe un isomorphisme

(X : o(Iv))(A, B) ~ &b X(VaAcC)
Cegr(VaA)
im (C‘—)V@A—»A):B

naturel en les objets V de £, (A, B) de Eér et X de Fgr.

De plus, pour tout W € Gr(V'), le monomorphisme scindé naturel (X : I(QVTW)) — (X :(Iy))
induit par Uépimorphisme scindé i(Iy) —» I(g‘;_W) fourni par la proposition 6.3.14 identifie

(X : I(QVTW))(A,B) au sous-espace

b XVaAcC)
Cegr(VaA)
im (C—VHA—-»A)=B
im (CoVBA-V)=W

de (X :u(Iv))(A, B).

Remarque 8.4.13. La fonctorialité en (A, B) des sommes directes de cet énoncé doit étre comprise
en un sens analogue a celui explicité au paragraphe 6.2.3, dont nous utilisons d’ailleurs la notation
Gr dans la démonstration.

Démonstration. On a des isomorphismes naturels

((x I(Q‘ZW)

~ P bhomg, (X, [fu0) P X(VeAo)
CeGr(W,B) CeGr(W,B)

* o . 7671 Gr ~ Gr Gr
)(A,B)) ~ homg, ((X : I(V,W))J(A,B)) ~ homg, (X, I(V,W) ® I(A7B))

par la proposition 8.3.10, ce qui donne le résultat, pour X a valeurs de dimension finie, en dualisant ;
le cas quelconque s’en déduit en écrivant X comme colimite de sous-foncteurs a valeurs de dimension
finie. O

Remarque 8.4.14. On vérifie par inspection que w(X : ¢(Iy)) s’identifie canoniquement, via la
description de la proposition 8.4.12; a A‘g,rw(X), ce qui par la proposition 8.1.5 permet de retrouver
la proposition 8.4.10 dans le cas ou F' est un injectif standard de F.

Foncteurs hom internes
Convention 8.4.15. Dans la suite de ce paragraphe, I désigne une partie de N.

Proposition 8.4.16. Il existe un isomorphisme

Homyg, ;(X,0;(A4)) ~ 6; (Homf®f1

surj

(n1(X), 4))

naturel en les objets X de Fg, 1 et A de F ® FI

surj -
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Démonstration. Grace aux propositions 7.2.15 et 7.2.18, on a des isomorphismes naturels

homg,.r (Y, Homg,. (X, 0r(A))) =~ homg, 1(Y ® X,0r(A)) ~ homzgzrr (n1(Y ® X), A)

~ homgrr (nr(Y) ©@nr(X),A) = hompgrr (nr(Y), Hompgrr  (n:(X), A)

(n1(X), 4)))
OleEOb]:gTJ. O

~ homg, 1 (Y, 0; (Hom g z1

surj

Corollaire 8.4.17. Il existe un isomorphisme

Homg, ;(0;(B),0;(A)) ~ Homg, ;(£1(B),07(A)) ~ 0; (Hom]_-®]_-( (B,A))

surj

naturel en les objets A et B de F ® f;LTj-

Démonstration. On combine les propositions 8.4.16 et 7.2.16. O

Corollaire 8.4.18. [l existe des isomorphismes
Homg, (k7 (F), k1(G)) ~ Homg, (:1(F), k1(G)) ~ ki (Homz(F, G))
naturels en les objets F' et G de F.
Démonstration. C’est le cas particulier A = GXFy et B = F X5 du corollaire précédent. O

Remarque 8.4.19. Une approche alternative de ce corollaire consiste a traiter d’abord le cas ou la
partie I contient 0 & l'aide de la proposition 6.3.19, puis d’en déduire le cas général grace a la
proposition 8.4.9.

Proposition 8.4.20. Il existe un isomorphisme Homg, (v (F),;(G)) ~ v (Homz(F, G)) natu-
rel en les objets F' et G de F.

Démonstration. Comme ¢(F) = Ry 7(u(F)), la proposition 8.4.5 permet de ne traiter que le cas
ou I = N. La conclusion provient alors, par la proposition 6.3.7, des isomorphismes naturels

homg, (X, Homg, (+(F), «(G))) =~ homg, (X & +(F), (G)) ~ homr(w(X ® «(F)), G)

~ homz(w(X) ® F,G) ~ homs(w(X), Homg(F, G)) ~ homg, (X, «(Homg(F, G))).

Proposition 8.4.21. Il existe dans F ® Fsle un isomorphisme

g1 (Homgn](f](F), X)) ~ Hom]_-®]_-§wj (F, gy (X))

naturel en les objets F de F @ FL . et X de For,1-

suryj

Démonstration. Cette propriété s’obtient a partir de la proposition 6.3.17 et de la commutation du
foncteur £; au produit tensoriel, par un raisonnement formel analogue aux précédents. O

La proposition suivante généralise la description tres simple des foncteurs hom internes de la
catégorie p,[gr,)Mod aux foncteurs pseudo-constants de Fg p.

Proposition 8.4.22. Soient n € N et M un Fo[GL,]|-module fini. Les endofoncteurs - @ p,(M*),
Homg, »(pn(M),-) et (- : pp(M)) de Fgrn sont naturellement isomorphes.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que - ® p,(M*) est adjoint & gauche & - ® p,(M), lautre
adjonction s’en déduisant par dualité.

On définit un morphisme naturel homg, »(X,Y ® pn(M)) — homg, (X ® pp(M*),Y) en asso-
clant & f: X - Y ® p, (M) la composée

f®pn(M™) Y ®pn (u)

ouwu: M®M* — Fy désigne le morphisme canonique. Les propositions 6.3.12 et 3.2.8 montrent que
c’est un isomorphisme lorsque X est un projectif standard. Le cas général s’en déduit par passage
a la colimite. O

Corollaire 8.4.23. Soient n € N et M un Fo[GL,]|-module fini. L’endofoncteur -® p, (M) de Fgr.n
commute naturellement aux foncteurs hom internes et aux foncteurs de division.
8.4.3 Le morphisme /3 : w(Homg,(.(F), X)) — Homg(F,w(X))

Nous donnons d’abord la définition et quelques propriétés générales d’un morphisme hx naturel
en un objet X de Fg, et F' de F. Notre objectif principal est d’établir que hfl est un isomorphisme.

Définition 8.4.24. Soit
hy : w(Homg, (u(F), X)) — Homz(F,w(X))
le morphisme naturel en les objets F' de F et X de Fg, adjoint a

w(up,x)
—_—

w(Homg, («(F), X)) @ F = w(Homg, («(F), X) @ u(F)) w(X),

ot la premiere fleche est I'isomorphisme de la derniere assertion de la proposition 6.3.7 et up x la
colinité de ’adjonction.

Notation 8.4.25. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Dans ce paragraphe, nous noterons
7y Pépimorphisme canonique ¢(Iy) - x(Iyv) de Fgy.

Remarque 8.4.26. L’épimorphisme 7y peut se lire comme la projection canonique

v)~ @B Ivw) > Ive = kv)
wegr(V)

(cf. propositions 6.3.14 et 6.3.12); il est donc scindé.

Lemme 8.4.27. Pour tous objets V de £f et X de Fg,, le diagramme

w(Homyg, («(Py), X)) —§>w(A‘g,TX) = w(X : k(Iy))
h;gvl/ w(X:my)

~

Homyz(Py,w(X)) Ayw(X) —— (w(X) : Iv) —=w(X : ¢(Iy))

commute, ou :
— les fleches supérieures sont les isomorphismes fournis par la proposition 8.1.5;
— les fléches inférieures sont les isomorphismes fournis par les propositions 4.2.5 et 8.4.10.

Démonstration. Le morphisme

X

DAY X) = w(Homg, («(Py), X)) 2% Homs(Py,w(X)) = Ayw(X)
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est l'adjoint du morphisme Py ® w(Ay"X) — w(X) donné, sur l'espace vectoriel A, par
[f]®a — X(if)(a) pour f € homg(V,A), B € Gr(A) et a € X(A, B), ou l'on désigne par
if: (V& A,B) — (A, B) le morphisme de composante f sur V et id4 sur A.

hX
Par conséquent, la fleche w(A{" X ) =~ w(Homg, (¢(Py), X)) —V, Homy (Py,w(X)) ~ Ayw(X)
est donnée sur ’espace A par l'inclusion

w AT X)) = P XVeaB — @ XVaAB)=Avw(X)A).
Begr(A) Begr(VaA)

La conclusion s’obtient alors par la proposition 8.4.12. O
Proposition 8.4.28. Pour tous objets F de F et X de Fg., le morphisme hi est injectif.

Démonstration. Le lemme 8.4.27 montre 'assertion lorsque F' est un projectif standard Py. On
en déduit (par commutation de w aux limites et de ¢ aux colimites) que hyx est également injectif
lorsque P est une somme directe de projectifs standard. Le cas général s’en déduit en considérant
un épimorphisme p d’un tel projectif P sur F' et en considérant le diagramme commutatif

w(Homg, (4(P), X))CL> w(Homg, («(P), X))

h?l v[hif

Hom s (F,w(X)) —— Homz(P,w(X)).

O

Remarque 8.4.29. On peut préciser ce résultat : il existe un endofoncteur Tr de Fg,, un isomor-
phisme naturel Homgz(F,w(X)) =~ w(Tp(X)) et une transformation naturelle injective
jr : Homg, («(F), ) — Tr telle que hp s’identifie & w(jp). On le voit par un argument ana-
logue, en considérant une présentation de F' par des sommes directes de projectifs standard (cf.
lemme 8.4.31 ci-apres).

Notation 8.4.30. Soient V et W deux objets de £/. Nous noterons, dans ce paragraphe, TV,W :
homg(Py, Py) — homg(Iyw, Iy') I'isomorphisme composé de homz (P, Py) — Fa[homg (V, W)]
(donné par le corollaire 3.1.23), Fo[home (V, W)] = Fa[homg (W*, V*)] (induit par la dualité de
ET), et Fylhome (W*,V*)] = homg(Py-, Pw-) — homz(Iw, Iy) (fourni par le corollaire 3.1.23 et
la dualité de F).

Lemme 8.4.31. Soient V et W deuz objets de Ef et Py % Py — F — 0 une suite exacte de F.
1l existe un diagramme commutatif auz lignes exactes

w(X:k(Tv,w (u)))

0 — w(Homyg, («(F), X)) —= w(X : k(Iy)) w(X : k(Iw))
hfw(l/ W(Xiﬂv)l/ W(Xiﬂw)l
0 — = Homz(F,w(X)) W(X ¢ o(Iy)) —E WD) ()

naturel en l'objet X de Fg,.
Démonstration. Par naturalité de h, le diagramme

w(Homg, (¢(u),X))

0 — w(Homyg, («(F), X)) — w(Homyg, (:(Py), X))

I -]
Hom# (u,w(X))

00— Homg(F,w(X)) —— Homz(Py,w(X)) Hom £ (Py,w(X))

(A}(HOII]QT(L(P[/V)7 X))
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commute ; ses lignes sont exactes par exactitude des foncteurs ¢ et w et exactitude a gauche du
bifoncteur Hom.

On applique alors le lemme 8.4.27 : il suffit d’identifier les morphismes Homgz(u,w(X)) et
w(Homg,(t(u), X)) & w(X : t(rv.w(w))) et w(X : k(rv,w(u))) respectivement. Par linéarité, il
suffit de le faire lorsque u est le morphisme associé & une application linéaire V' — W (que nous
noterons encore u par abus).

Dans F, le morphisme naturel Ay+«G — Ay«G (ot G € ObF) induit par ‘u est adjoint &

Pu)* QA+
Py @ Aw-G (o) @8w-G, Py« @ Aw+G — G (la derniere fleche étant la cotinité de I’adjonction) ;
en dualisant (utiliser la proposition 4.2.8), on en déduit que le morphisme naturel Ay G — Aw G
induit par u est adjoint & G — Iy ® AwG wRAWE, Iy @ AwG. Appliqué & G = w(X), cela
procure I'identification entre Homgz(u, w(X)) et w(X : ¢(mv,w(u))).
De facon analogue, dans Fg,, le morphisme A‘g/TX — A%TX induit par uw est adjoint & X —

ur QAT
w(Iw) @ AYF X Bow X w(Iv) ® AYF X, d’ott I'on déduit lidentification de Homg,(¢(u), X) &
(X : k(tv,w(u)) et le lemme. O

Proposition 8.4.32. Pour tout entier k € N*, la transformation naturelle

g, Py : w o Homg,(¢(qx(P)), ) — Homz(qx(P),) ow

9k

est un isomorphisme.
En particulier, hyi est un isomorphisme.

Démonstration. On part de la suite exacte
PEk+1 u—k>P_>qk(P)_>0

dans laquelle uj, est le morphisme correspondant a > [t] € P(Ek+1) viale lemme de Yoneda.
t€EL+1\{0}

On en déduit par le lemme 8.4.31 et la proposition 6.3.14, pour tout objet X de Fg,, un diagramme

commutatif

0—— w(Homgr(L(qk(P)), X)) ——w(X k() —————w(X : k(IEg,,,))
)

0 —— Homg(qx(P),w(X)) ——— w(X : (1))

~

w(X : t(Igy0))

X
. 7Gr D . 7Gr
WX I, 5) —> Owegro, () VX L wy)

0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes (pour les colonnes, appliquer la proposition 6.3.14).
Une chasse au diagramme montre que h;i (P) est un isomorphisme si a;¥ est un monomorphisme
(ou encore, si la fleche en pointillé est nulle). Nous allons en fait voir que la composée
X
.79 Dk . 79 . 79
WX TG ) = D X I W) eX T )
WeGrs1(Ert1)
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est injective pour tout v € Gri(Ek+1). Pour cela, on constate que, par le lemme 8.4.31, la fleche af

est induite par la somme sur v € Eg41 \ {0} des morphismes i, : Ig,,, — I représentés par v. Or
. g G o

la composante I(§k+1,v) — I(]FZJF2) du morphisme

(iv)  tp,,,) ~ @ I(gbehW) —(I) ~ I(g]F;]Fz) @ k(1)
Wegr(Er41)

est le morphisme induit par 'unique fleche (Fo, Fo) — (Ej+1,v) de 557,. Cette fleche admettant une
rétraction (car v # 0), elle induit un monomorphisme scindé w(X : I(g]FZ F) WX I(gbfk+1 W)

Cela acheéve la démonstration.

Remarque 8.4.33. Plus généralement, la transformation naturelle hp est un isomorphisme des que
F est localement fini; cet isomorphisme s’étend aux foncteurs dérivés de Hom. Ce résultat est
établi dans [Dja06a], en utilisant les propriétés du foncteur w données dans le paragraphe 8.5.2.

Corollaire 8.4.34. Soient n et k des entiers naturels et I une partie de N du type < n, > n oun.

Les foncteurs wr o Homg, 1(t1(qr(P)),-) et Homg(gx(P), ) owr de F vers Fgr1 sont isomorphes.

Démonstration. Ce résultat se déduit des propositions 8.4.32 et 8.4.5. O

Nous terminons cette section en donnant un corollaire des résultats précédents qui décrit notam-
ment l'image par un foncteur Homz (g (P),-) d’'un G(n)-comodule simple (cf. propositions 6.3.7
et 8.2.10).

Corollaire 8.4.35. Soient n et k des entiers naturels. Il existe dans F un isomorphisme
Homy (¢ (P), wn (kn(F) @ pn(M))) = wy (kn(Homg (qi(P), F)) @ pu(M))

naturel en les objets F' de F et M de ]FQ[GLR]Modf,

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant les corollaires 8.4.18, 8.4.23 et 8.4.34. O

Ce corollaire jouera un role essentiel au chapitre 10, ou I'on emploiera le foncteur Homz (Al ")
pour étudier la structure des G(2)-comodules finis.

8.5 Propriétés cohomologiques du foncteur w

Le foncteur d’intégrale en grassmanniennes w : Fg, — F possede un comportement assez
différent des autres foncteurs fondamentaux entre Fg, et F ou F ® Fyyrj. Notamment, il ne préserve
pas les objets localement finis, et caractériser leur image dans F par le foncteur w s’avere un
probleme profond étroitement lié a la conjecture artinienne.

Nous avons déja observé, au paragraphe 5.4, que le foncteur w permet d’exprimer des versions
plus précises de la conjecture artinienne, a la suite des travaux de Powell, qui en a démontré des
formes affaiblies (sur lesquelles nous reviendrons dans la partie III). Il n’est donc pas étonnant
que le foncteur w, qui généralise le foncteur w, permette d’aller plus loin dans cette direction. Le
paragraphe 8.5.3 précisera ces considérations. Il énonce des conjectures extrémement puissantes sur
la structure de la catégorie F, qui constituent une motivation essentielle a ’étude des catégories de
foncteurs en grassmanniennes.

Avant d’en arriver 1a, nous aurons besoin d’une propriété cohomologique fondamentale du fonc-
teur w (théoréme 8.5.11), que nous établirons au paragraphe 8.5.2 apres avoir présenté des lemmes
grandement formels. Elle s’inscrit dans la lignée de nombreux résultats antérieurs d’algebre homo-
logique sur les catégories de foncteurs, qui reposent presque tous sur une utilisation judicieuse de
foncteurs adjoints, a 'aide du corollaire 1.2.8. Le théoréme 8.5.11 simplifie de maniere tres efficace
de nombreux calculs cohomologiques dans la catégorie F.

Combinée a un isomorphisme de dualité inattendu, il nous permettra également, au para-
graphe 8.5.4, de démontrer et généraliser la proposition 5.6.4 et d’ainsi compléter le chapitre 5.
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8.5.1 Préliminaires

Dans ce qui suit, 0 : F — Fgyr; désigne comme au chapitre 5 le foncteur d’oubli; on conserve
également la notation Fo=* de la section 5.5 (notation 5.5.8). '

Les résultats de cette section reposent sur la structure du foncteur constant Fo = I5""7 de Fyyr;
donnée par le corollaire 5.5.9. On rappelle que ce foncteur est unisériel.

Lemme 8.5.1. Il existe dans Feyur; un unique monomorphisme ngl — o(I_).

Démonstration. Par 'assertion 8 de la proposition 5.4.3, il existe dans F,,; un diagramme com-
mutatif

O(I()) = o Igurj

]

o(Is,) —= I"" @ I}

En identifiant les conoyaux des fleches verticales, on obtient un isomorphisme entre o(I) et I];;"j .
Par conséquent, hom (ngl, o(I)) ~ ngl(Fg)* = [F,. L'unique morphisme non nul est injectif,

car sa restriction au socle de Fo=!, I'objet simple S5 (cf. corollaire 5.5.9), est non nulle, 'inclusion

Sf"Tj < Fy=! induisant un isomorphisme par évaluation sur Fy. Cela démontre le lemme. O

Remarque 8.5.2. On peut établir ce résultat de maniere directe et explicite comme suit.

Si V est un objet de &, notons zy D'élément de I(V) ~ Fy¥ M donné par la fonction
V*\ {0} — Fy constante en 1. Pour toute application linéaire f : V. — W, I(f) envoie xy sur
la fonction indicatrice de W* \ ker (*f) (o tf désigne la transposée de f), donc sur xy si f est
un épimorphisme. Cela montre, puisque xy = 0 si et seulement si V' = 0, que les xy définissent un
monomorphisme Fy”? < o(I) de Fourj-

Remarque 8.5.3. Le foncteur Fo=t est idempotent pour le produit tensoriel : (IE‘ng)®2 ~ F,=t

Avant d’exploiter le lemme 8.5.1, nous aurons besoin d’introduire des catégories de foncteurs
auxiliaires (qui n’interviendront que dans ce paragraphe).

Notation 8.5.4. — Nous désignerons par 55;ng la catégorie (Sér)\gr, ou l'on désigne encore
par Gr, par abus de notation, le foncteur composé

égr 2, ¢f o, Ens,

qui est donc donné sur les objets par (V, W) — Gr(V).

Autrement dit, les objets de 5&_@ sont les triplets (V, B, W) formés d’un espace vectoriel de
dimension finie V et de deux sous-espaces B et W de V, et les fleches (V, B,W) — (V', B", W)
de Sgiigr sont les applications linéaires f : V' — V' telles que f(B) = B’ et f(W)=W".

La catégorie de foncteurs Fct(é’lfifgr, £) sera notée Fpi—gy-

— Nous désignerons par 5{7DT la catégorie (Sgr)\gr’7 ot 'on désigne par Gr' le foncteur

557, B,ogf o, Ens,
qui est donné sur les objets par (V, W) — Gr(W).
La catégorie de foncteurs Fct (Szfipr, £) sera notée Fo_py.

— L’inclusion naturelle de foncteurs ensemblistes B — O identifie 5{7DT a une sous-catégorie
pleine de E&_gr. Nous noterons ip, : Fpi—gr — Fo_p, le foncteur de précomposition par
I'inclusion.

On dispose donc, conformément aux résultats du paragraphe 6.1, d’'un foncteur de plonge-

ment Yg, : Fgr — Fpi—gr et d’un foncteur d’intégrale Qg, : Fpi—gr — Fgr. Sur les objets, on a

Tg (X)(V, B, W) = X(V, B) et Qg,(A)(V, B) = . ?(V)A(W B,W).
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Remarque 8.5.5. — La catégorie Sgiigr s’identifie canoniquement a 5{(@7“,@7“) : c’est la catégorie
des espaces vectoriels de dimension finie munie de deux sous-espaces. Nous avons préféré
donner la présentation ci-dessus « dessymétrisant les deux bases » de maniere a introduire
plus naturellement les foncteurs Yg,, Qg, et ip,.

— L’indice 2 —Dr utilisé est une abréviation de 2-drapeau. On pourrait naturellement généraliser
les considérations de ce paragraphe a des catégories correspondant aux espaces vectoriels munis
de drapeaux de longueur fixée arbitraire.

Définition 8.5.6. Nous noterons N la sous-catégorie épaisse de Fy;_g, noyau du foncteur exact
ipr. Explicitement, N contient les objets X de Fpi_g, tels que X(V, B,W) = 0 pour tout objet
(V,B,W) de Sgiigr tel que W C B.

Remarque 8.5.7. La catégorie Fa_p, n’interviendra pas en elle-méme, c’est la sous-catégorie N de
Fri—gr qui nous intéressera.

Lemme 8.5.8. 1. 1l existe un foncteur ( : Sgiigr —&f

surg tel que BV, B,W) = W/(W N B)
pour tout objet (V, B,W) de 5{7;—gr'

2. 1l existe dans Fpi—gr un épimorphisme du foncteur constant Fo vers le foncteur 5* (]ngl) (ot
B+ Fsurj — Fri—gr désigne le foncteur de précomposition par 3); N est la sous-catégorie
pleine des objets X de Fpi—gr tels que la projection canonique X — X ® B* (ngl) qui s’en
déduit est un isomorphisme.

3. La sous-catégorie N est un idéal de Fy;_g, : le produit tensoriel d’un objet de N et d'un
objet de Fpi—gr appartient a N.

4. Le foncteur 3*(Fo=1) se plonge dans Y g, (k(I)).

Démonstration. Toute fleche f : (V,B,W) — (V' B, W') de ngifgr induit un épimorphisme
W — W' — W'/(W' N B’), parce que f(W)=W'; la restriction de morphisme & W N B est nulle
puisque f(W N B) c f(W)n f(B) = W' N B. Ainsi, f induit un épimorphisme
W/(WnNnB)—-» W' /(W' NB'), ce qui établit le premier point.

Le second vient de ce que la projection Fy —» Fo2! de Fourj (cf. lemme 5.5.9) induit un
épimorphisme Fy = 3*(Fy) — §*(Fo=1) dans Fyi_g, dont I'image est nulle sur Pobjet (V, B, W) si
et seulement si S(V, B, W) est nul, i.e. si W C B. La troisiéme assertion s’en déduit aussitot.

Pour le dernier point, on remarque que le foncteur composé 5£—gr 2, ESJ:LTJ- — &F se plonge

O.s
& r,gT . . N
dans le foncteur 5£—gr ° 5§r £ gt (on rappelle que le symbole O est introduit a la

notation 1.1.15), via l'inclusion canonique 5(V,B,W) = W/(W N B) — V/B = &(V, B). Comme
les foncteurs de F préservent les monomorphismes, on en déduit que le foncteur de précomposi-
tion f* oo : F — Fpi—gr s'injecte dans Yg, ok : F — Fpi—gr. Le lemme 8.5.1 fournit alors un
monomorphisme *(Fy=') < 5*(o(I)) — Yg,(k(I)), ce qui achéve la démonstration. O

Lemme 8.5.9. Soient A un foncteur analytique de Fg, et X un objet de N'. Le groupe d’extensions
Ext, (A, Qgr(X)) est nul pour tout i € N.

Démonstration. Un argument de colimite filtrante (cf. [Jen72], th. 4.2, déja utilisé de la méme facon
dans la démonstration de la proposition 2.5.8) permet de se ramener au cas ou A est polynomial,
qui se traite grace au corollaire 1.2.10.

Notons F I’endofoncteur - ® x(I) de Fg,, G = AY", H : N' — Fg, la restriction & A" de Qg,, et
K Tendofoncteur de A induit par - ® Yg,(x(I)) (on utilise que A" est un idéal de Fy;_g,). Alors :

— tous ces foncteurs sont exacts;

— G est adjoint a gauche a F' par le corollaire 8.1.6;

— la proposition 6.1.8 fournit un isomorphisme F'o H ~ H o K ;

— grace au lemme 8.5.8, il existe un monomorphisme idy — K.
Le corollaire 1.2.10 donne alors la conclusion. o
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Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

On rappelle que Isy est une autre écriture pour S;“"7 (cf. notation 5.1.4). Le corollaire 5.5.9
fournit une injection Isy < Fa, dont on déduit un monomorphisme canonique X ® *(Isg) — X
dans Fpi—gr-

Proposition 8.5.10. Soient F' un foncteur analytique de Fg, et X un objet (quelconque) de Fp;—gi .
Le morphisme naturel gradué Exty_ (F,Qg.-(X ® *(Iso))) — Extfx, (F,Qq,(X)) induit par le
monomorphisme canonique X ® 5*(Isg) — X est un isomorphisme.

Démonstration. On écrit la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte
0 - X ®B3(Isg) — X — X ® 3*(F2=') — 0 et I'on applique le lemme précédent & D'objet
X ® §*(Fo=1) de N (cf. lemme 8.5.8). O

8.5.2 L’isomorphisme Ext}(w(F),w(X)) ~ Extg,. (F,Z(X)) (F analytique)

Rappelons que I'endofoncteur Z de Fg, et la transformation naturelle 7 : 7 — w ont été définis
au paragraphe 6.3.3.

Théoréme 8.5.11. Soient F' un objet analytique de Fg, et X un objet quelconque de Fg,. Le
morphisme naturel gradué (%)« : Extg, (F,T(X)) — Extg, (F, w(X)) est un isomorphisme.

En particulier, les adjonctions des propositions 6.53.7 et 6.53.34 fournissent des isomorphismes
gradués naturels

Exctix(w(F), (X)) ~ Bxtg, (F,T(X)) ~ Ext: (3(F),3(X)).

Démonstration. Notons Y. : Fgr — Fpi—gr la composée de Yg, et du foncteur de précomposition

par Iendofoncteur Slfifgr « échangeant les deux bases » , i.e. donné par (V,B,W) — (V, W, B) sur
les objets et sur les morphismes par 1’égalité

homfifi_gr (V,B,W),(V',B" " W'")) = homfifi_gr (V,W,B),(V',W' B").
Autrement dit, on a Tg, (X)(V, B,W) = X (V,W) (tandis que Yg,.(X)(V, B,W) = X(V, B)).
Alors les endofoncteurs g, Yg,. et w de Fg, coincident. De plus, il existe un isomorphisme
I(X) ~ Qg Y, (X @ B*(Isp)) naturel en X, par lequel j% s’identifie a la transformation naturelle
induite par X ® 5*(Isp) — X. Ainsi, (j% )+« est un isomorphisme, par la proposition 8.5.10.
Les autres fleches considérées sont des isomorphismes par le corollaire 1.2.8. O

En utilisant ’adjonction entre foncteurs de restriction et de prolongement par zéro, on peut en
déduire un résultat analogue dans les catégories Fg, <. Ce méme principe est mis en ceuvre dans
le corollaire suivant.

Corollaire 8.5.12. Soient k et n deuz entiers naturels, F' un objet analytique de Fgr et X un
objet quelconque de Fgy p.
- Si k <n, alors Extz(wi(F),wn(X)) = 0.
- 8i k = n, alors le morphisme gradué naturel Extg, ,,(F, X) — Extz(wn(F),wn (X)) induit
par w, est un isomorphisme.

On rappelle que les foncteurs de restriction R et de prolongement par zéro P qui interviennent
dans la démonstration ci-dessous ont été définis dans la notation 6.3.2.

Démonstration. Le théoreme 8.5.11 fournit un isomorphisme naturel gradué entre les groupes d’ex-
tensions Ext’r(wi(F'),wn (X)) et Extg, (Pen(F),Z Pnn(X)). On remarque que Z P, n(X) appar-
tient & I'image de la catégorie Fg, >, dans Fg, par le foncteur de prolongement par zéro. Comme
Eér’Zn est une sous-catégorie complete a gauche de Egr, la proposition 3.3.8 (et le corollaire 1.2.8)
montrent que ce groupe d’extensions est canoniquement isomorphe & Extg,. 5, (Ry,>nPrn(F), Ry, >n L Pnn(X)).
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Sik < n, Ry>nPrn(F) est nul, ce qui établit la premiere assertion. Si k = n, cet ob-
jet s’identifie & Pp >, (F'). Puisque 5£T}n est une sous-catégorie complete a droite de 5£T}>n, la
proposition 3.3.8 montre cette fois que ce groupe d’extensions est canoniquement isomorphe a
Extg, ,,(F, RynZ Pan(X)). Pour conclure, on constate que le monomorphisme naturel
X — RynZIPpn(X) obtenu par restriction de j%mN( x) est un isomorphisme, puisque
Gr,(W)={W} pour dimW = n. O

Dans le cas k = 0, ce corollaire s’exprime ainsi, avec la terminologie de la définition 1.4.14.

Corollaire 8.5.13. Pour tout n € N* et tout objet X de Fgrp, le foncteur w,(X) de F est
F.-parfait.

Remarque 8.5.14. 1. Les premiers résultats d’annulation cohomologique dans des catégories de
foncteurs remontent & Pirashvili. Ainsi, le lemme 0.4 de [FLS94] (dii & Pirashvili) s’est avéré
I'un des premiers outils efficaces pour simplifier des calculs de groupes d’extensions dans F.

2. Comme nous le verrons au paragraphe 8.5.4, la proposition 5.6.4, due a Suslin, est un cas
particulier du théoreme 8.5.11.

3. Le corollaire 8.5.13 constitue une généralisation du résultat (énoncé d’ordinaire dans sa va-
riante duale) di & Franjou selon lequel Ext’-(F, P) = 0 si F est un foncteur fini de F (cf.
[Pow98a], appendice, pour une démonstration due & Schwartz). Les lemmes techniques de
[Pow98a] illustrent I'intérét de ce genre de résultat cohomologique pour aborder la conjecture
artinienne.

Gaudens et Schwartz ont établi (cf. [GS05]) une généralisation du résultat de Franjou que le
théoreme 8.5.11 recoupe partiellement.

4. La démonstration de Schwartz du théoreme de Franjou et celle de Suslin de la proposi-
tion 5.6.4 utilisent essentiellement des considérations explicites sur des foncteurs finis (puis-
sances symétriques ou divisées). A l'inverse, ’approche de Scorichenko du théoréme de Sus-
lin et notre théoreme 8.5.11 reposent sur une méthode plus globale, consistant a étudier des
groupes d’extensions entre certains foncteurs a partir de catégories et de foncteurs plus « gros » .
Ainsi, la démonstration du théoreme de Franjou fournie par les considérations du para-
graphe 8.5.1 consiste & observer que le foncteur P se plonge dans P® I, tandis que la méthode
de Schwartz n’utilise que des foncteurs co-localement finis.

5. Nous n’utiliserons la plupart du temps le théoreme 8.5.11 que par l'intermédiaire du corol-
laire 8.5.12. Autrement dit, nous nous placerons souvent dans les catégories Fg, , et non
dans la catégorie globale Fg,. Dans une version préliminaire de ce travail, nous établissions
le corollaire 8.5.12 sans passer par la catégorie Fg,. Cependant, la démonstration était moins
conceptuelle et nettement compliquée techniquement par 'inexactitude de I’adjoint a droite au
foncteur wy, : Fgr,, — F pour n > 1. La catégorie Fg, apparait ainsi tres utile théoriquement
pour les calculs d’algebre homologique, y compris dans des catégories plus petites.

8.5.3 Le foncteur w et la conjecture artinienne

Tous les foncteurs de type fini de la catégorie F ne sont pas I'image par le foncteur w d’'un
foncteur fini de Fg,.. Il en est ainsi du foncteur ky(P). Cependant, nous conjecturons que ’on peut
obtenir tous les foncteurs de type fini de F par un nombre fini d’opérations de type extension, noyau
ou conoyau a partir des images d’objets finis de Fg, par le foncteur w. Le théoreme 8.5.11 joue
un role fondamental pour manipuler les foncteurs ainsi obtenus, que nous avons nommeés foncteurs
oméga-adaptés. 1ls nous permettront d’énoncer la conjecture artinienne extrémement forte, qui
décrit la filtration de Krull de la catégorie F. Cette conjecture compare la filtration de la catégorie
For par les sous-catégories Fgr <, et la filtration de Krull de F, affirmant que le foncteur w induit
une équivalence entre les quotients associés.
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Foncteurs oméga-adaptés
Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons a la propriété suivante d’une sous-catégorie pleine A
de F :

Hypothese 8.5.15. Pour toute suite exacte courte 0 - A — B — C — 0 de F, si deux des objets
A, B, C appartiennent & A, il en est de méme du troisieme.

Remarque 8.5.16. — Une sous-catégorie pleine de F est épaisse si et seulement si elle vérifie
8.5.15 et est stable par sous-objet (ou par quotient).

— Il existe une notion de plus petite sous-catégorie pleine de F vérifiant 8.5.15 et contenant
une sous-catégorie donnée C de F¥ : c’est I'intersection (qui ne pose pas de probleme en-
sembliste puisque F% est essentiellement petite) des sous-catégories pleines vérifiant 8.5.15
et contenant C.

Définition 8.5.17. — Nous désignerons par F«~% la plus petite sous-catégorie pleine de F
vérifiant 8.5.15 et contenant I'image de la restriction a la sous-catégorie ]:ér,k des objets finis
de Fg,  du foncteur wy, : Fgr p — F pour tout k € N.
Nous dirons qu'un foncteur F' de F est oméga-adapté s'il est objet de Fw—o¢,

~ Soit n € Z. Nous noterons F~~% la plus petite sous-catégorie pleine de F vérifiant 8.5.15 et

contenant 'image de la restriction a la sous-catégorie fgr’k du foncteur wy, : Fgr 1 — F pour
tout entier k < n.
Nous dirons que F est oméga-adapté de hauteur au plus n s'il est objet de F«~2

Proposition 8.5.18. 1. Si X est un objet fini de Fg,, alors w(X) est oméga-adapté.

2. Si X est un objet fini de Fgr.<pn, o n € N, alors w(X) est oméga-adapté, de hauteur au
plus n.

3. Pour tout foncteur oméga-adapté F', il existe n € N tel que F' est oméga-adapté de hauteur
au plus n.

4. Le produit tensoriel de deuz foncteurs oméga-adaptés F et G est oméga-adapté. De plus, sa
hauteur est inférieure a la somme des hauteurs de F et G.

5. Les sous-catégories F*~% et Fo=% sont stables par le foncteur différence de F.

6. Tout foncteur oméga-adapté est pfy.

Démonstration. Les assertions 1 et 2 résultent de 'exactitude du foncteur oméga et de la proposi-
tion 6.3.3.

La sous-catégorie pleine |J F~% de F contient tous les wi(X) (k € N, X € Ob]—'ér_k) et
neN /

vérifie I'hypothese 8.5.15, elle contient donc F«~, d’ot1 'assertion 3.

Si X est un objet fini de Fg, , alors le produit tensoriel de wy (X) et d’un objet oméga-adapté de
hauteur au plus n est oméga-adapté de hauteur au plus n + k. En effet, la sous-catégorie pleine des
objets de F dont le produit tensoriel par wi(X) est oméga-adapté de hauteur au plus n+ k contient
les w;(A), pour A € Ob}'fm et i < n, par la proposition 8.3.12, et vérifie I’hypothese 8.5.15. On
démontre ensuite par le méme raisonnement ’assertion 4.

La proposition 6.3.14 montre, par exactitude de w, que w transforme un objet pf,,, donc en
particulier un objet fini (cf. corollaire 8.2.8), en un objet pfs. Cela montre, en utilisant la propo-
sition 2.2.13 (grace a laquelle FP/:°° vérifie 'hypothese 8.5.15), que F*~%? est incluse dans FPH>°,
d’ou 'assertion 6.

Pour ’assertion 5, on considere la sous-catégorie pleine C,, des objets F' de F tels que AF ap-
partient & F*~% Les propositions 8.4.10 et 8.4.12 montrent que C, contient w;(X) pour i < n
et X € Ob fém.. D’autre part, 'exactitude du foncteur différence montre que C, vérifie I'hy-
pothese 8.5.15, ce qui acheve la démonstration. O
Ezemple 8.5.19. Les projectifs standard Py = w(P(g‘/fv)) = w(p(P""7)) de F sont oméga-adaptés,
de hauteur dim V' (le fait que cette hauteur n’est pas strictement inférieure & dim V' découlera des
considérations du chapitre 9).
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Remarque 8.5.20. La troisieme assertion permet de définir la hauteur de tout foncteur oméga-
adapté.

Nous utiliserons, dans ce paragraphe, le théoreme 8.5.11 par l'intermédiaire du résultat d’annu-
lation cohomologique suivant.

Proposition 8.5.21. Soient n € N, X un objet de Fg, >n et F un objet de fr‘;’:{’d. On a
Ext’r(F,w>n (X)) = 0.

Démonstration. Cette propriété s’obtient a partir du corollaire 8.5.12 et de I’observation que la sous-
catégorie pleine de F formée des objets F' tels que Ext’z(F,w>, (X)) = 0 vérifie 'hypothese 8.5.15.
O

La conjecture artinienne extrémement forte

Conjecture 8.5.22 (Conjecture artinienne extrémement forte, version globale). Pour tout n € N,
un quotient d’un foncteur oméga-adapté de hauteur au plus n est oméga-adapté de hauteur au
plus n.

Remarque 8.5.23. 11 est naturel de considérer la conjecture affaiblie consistant a supposer seule-
ment que tout quotient d’un foncteur oméga-adapté est oméga-adapté. Cependant, cet énoncé (qui
implique déja la conjecture artinienne sous sa forme minimale en raison de I’assertion 6 de la propo-
sition 8.5.18), n’implique pas facilement la forme extrémement forte ici énoncée. En effet, la question
de savoir si un sous-foncteur oméga-adapté d’un foncteur oméga-adapté de hauteur n est de hauteur
au plus n semble tres délicate.

Proposition 8.5.24 (Conjecture artinienne extrémement forte et filtration de Krull). Supposons
la conjecture 8.5.22 vérifiée.

1. Pour tout n € N, la sous-catégorie F*~% de F est épaisse. Elle est égale a la sous-catégorie
FNT(n) des objets noethériens de type n de F.

2. De plus, le foncteur wy, : Fgrn — F induit une équivalence de catégories entre ]:fr,n et
FNT(n)/ FNT(n—1)-

3. Selon les notations de la section 2.5, désignons par F£ = la plus petite sous-catégorie épaisse
de F stable par colimites contenant F<~. C’est aussi la catégorie des foncteurs qui sont
réunion de leurs sous-foncteurs noethériens de type n. Alors la filtration de Krull de F est

donnée par K, (F) = F2=%, et le foncteur w, induit une équivalence de catégories entre

FY et Kn(F)/Kp_1(F).

r,mn

Démonstration. Comme les sous-catégories F“~%¢ de F sont par hypothese stables par quotient et

qu’elles vérifient 8.5.15, elles sont épaisses. La description de Fy, ~4 comme sous-catégorie pleine
des objets réunion de leurs sous-objets oméga-adaptés de hauteur au plus n provient de la propo-
sition 2.5.1 et de ’assertion 6 de la proposition 8.5.18.

On note ensuite que F@~% est I'image réciproque par le foncteur canonique F — F/F~ "} 4 de

I'image C,, du foncteur ]—'fr n = F/F:_fd induit par w,. En effet, la sous-catégorie des objets de

F dont I'image dans F/F*~¢ appartient & C,, vérifie 8.5.15 et contient bien les w;(X) pour i < n

n—1

et X € Ob j:ém” donc elle contient F2~%4. Réciproquement, si F est un objet de F isomorphe &
wn(X) dans F/F2=0% avec X € Ob}'é

- les propositions 8.5.21 et 1.4.11 prouvent qu’il existe

r,n’
dans F un morphisme F' — w,(X) dont le noyau et le conoyau appartiennent a ]—'T“;:{‘d,
entraine que F' appartient & F@—9,

On établit les autres résultats par récurrence sur I'entier n. Ils sont clairs pour n = 0. On suppose

donc n > 0 et la proposition vérifiée au rang n — 1.

ce qui
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Le foncteur wy, induit une équivalence entre fér’n et la sous-catégorie épaisse Fo—d/ F¥=ad de

FJFe7 et aussi de fé’;n vers la sous-catégorie épaisse Fiy~ "/ Fe=4 de F/F2= (cf. corol-
laire 2.5.9). Cela montre en particulier, compte-tenu de I’hypothese de récurrence, que ces images
sont respectivement incluses dans Fnr(n)/FNr(n—1) €t Kn(F)/Kn_1(F).

Si X est un objet fini non nul de Fg, , avec k > n, alors wi(X) est limite de ses quotients
appartenant & F“~% et n’y appartient pas lui-méme, par la proposition 8.5.21. On en déduit que

son image dans F /]—'T“::fd est infinie, donc que wy(X) n’est pas noethérien de type n, puisque

fﬁ:{ld = FNT(n—1) Par 'hypothese de récurrence. Cela entraine qu’il n’y a pas, dans F, d’objet
noethérien de type n qui ne soit pas oméga-adapté de hauteur au plus n. On a donc Fnrn) = F;; —ad,

Comme on suppose que I'énoncé 8.5.22 est satisfait, la catégorie F est localement noethérien-

ne, par la remarque 8.5.23. La proposition 2.8.9 donne alors K, (F) = Fnr(n) = Femud don la
proposition. O

Conjecture 8.5.25 (Conjecture artinienne extrémement forte, premieére version locale).
Soit n € N. Le foncteur exact

Form =2 F — F/Kn_1(F)

induit un isomorphisme
G (Form) = GH(F/Kn-1(F))

qui préserve les classes des objets simples.

Conjecture 8.5.26 (Conjecture artinienne extrémement forte, seconde version locale). Soit n € N.
Pour tout objet simple S de Fgy n, le foncteur w,(S) de F est simple noethérien de type n. De plus,
un foncteur de F est simple noethérien de type n si et seulement s’il est isomorphe a un quotient
non nul d’un tel objet.

La proposition 8.5.24 procure le corollaire suivant.
Corollaire 8.5.27. Les conjectures 8.5.22, 8.5.25 et 8.5.26 sont équivalentes.

Corollaire 8.5.28. Si la conjecture artinienne extrémement forte est satisfaite, alors F'J est la
plus petite sous-catégorie pleine de F stable par sous-objet et par extensions et contenant wy(X)
pourn €N et X € Ob}'frn.

Démonstration. La conjecture artinienne extrémement forte entraine que tout foncteur de type fini
de F s’obtient par extensions de foncteurs simples noethériens. Or les foncteurs simples noethériens
de type n de F sont inclus dans un w,(S) avec S € Ob Fg, ,, simple, d’out le corollaire. O

En considérant les objets simples pseudo-constants des Fg, ,, dans la conjecture 8.5.26, on obtient
le résultat suivant.

Corollaire 8.5.29. La conjecture artinienne extrémement forte implique la conjecture artinienne
tres forte 5.4.16.

Remarque 8.5.30. I est clair que la conjecture 8.5.26 implique la conjecture 4.3.12.

Nous terminons ce paragraphe en montrant que la conjecture artinienne extrémement forte
implique également les conjectures 4.3.13 et 4.3.15.

Proposition 8.5.31. Si la conjecture 8.5.22 est satisfaite, pour tout foncteur F de type fini de F,
il existe n € N* tel que Hom(T™, F) = 0.

Démonstration. Grace au corollaire 8.5.28 et & l’exactitude & gauche du foncteur Hom(7™, ), il
suffit de démontrer l'assertion lorsque F' = w(X), ot X est un objet fini de Fg,.

Pour cela, on emploie itérativement la proposition 8.4.32, ce qui fournit un isomorphisme
Homr(T",w(X)) ~ w(Homg, (¢(T™), X)) pour tout n € N.
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Par ailleurs, si X est de degré polynomial k (cf. proposition 8.2.5), on a Homg,(¢(7™), X) = 0
pour n > k, car T" est un quotient de P®", de sorte que la conclusion s’obtient en combinant les
isomorphismes (3.6) (page 87), (6.2) (page 157) et le corollaire 8.1.5. O

Remarque 8.5.32. Un raffinement de cette démonstration permet de voir que si F est un foncteur
oméga-adapté, alors Hom (7™, F') = 0 pour n assez grand. Il convient & cet effet de généraliser la
proposition 8.4.32 aux foncteurs dérivés de Hom.

Proposition 8.5.33. Si F' est un foncteur oméga-adapté de F, pour tout i € N, I’ensemble
{A| Ext(Sx, F) # 0}
(ot \ est une partition réguliére) est fini.

Démonstration. 11 suffit de montrer la propriété pour F de la forme w,(X), ot n € N et
X € Ob fér,n. Pour n = 0, cela vient de ce que les objets finis de F sont co-pf., ; pour n > 0, tous
les groupes Exti}-(SA, wn (X)) sont nuls par le corollaire 8.5.12, d’out la proposition. O

8.5.4 Retour sur la catégorie F;,;

Les résultats de ce paragraphe reposent sur la proposition 8.5.35, qui fournit un isomorphisme
de dualité que 'on exhibe directement. Cet isomorphisme est relatif a la composée du foncteur w
et du foncteur d’oubli Fg, — Fg,. Nous en donnons ensuite quelques conséquences directes sur le
foncteur Fa[Gr].

Mais la principale application de la proposition 8.5.35, donnée dans la derniere partie de ce pa-
ragraphe, concerne la catégorie F;,; : I'isomorphisme de dualité susmentionné et le théoreme 8.5.11
se conjuguent en un résultat d’annulation cohomologique puissant dans la catégorie F;,; (proposi-
tion 8.5.42). Son intérét est illustré par le fait qu’il contient la proposition 5.6.4, due & Suslin, que
nous avons rappelée sans démonstration au chapitre 5.

Propriété de dualité du foncteur w

Notation 8.5.34. Nous désignerons par w : fgr — F le foncteur composé

For 2 For 5 F.

Ainsi, pour tous objets X de .%gr et Vde&f ona

sX)(V)=0(X)(V)= @ X(V.B),
Begr(V)

et pour tout morphisme f : V — V' de &f, la composante X (V, B) — X (V', B') de &(X)(f) est
Papplication induite par le morphisme (V, B) — (V’, B’) induit par f si B’ = f(B), 0 sinon.

Proposition 8.5.35. Le foncteur @ commute a la dualité : il existe un isomorphisme
a:@oD = Do
tel que pour tout objet X de j':gr, le diagramme suivant commute

H(D2X) =25 DG(DX)

TDO(X

5(X)— D%w(X),

ot les monomorphismes non spécifiés sont les unités de l’adjonction.
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Démonstration. Définissons un foncteur &’ : Fg, — F par

W) =ax)(V)= @ X(V.B)

Begr(V)

et tel que pour tout morphisme f : V — V' de £/, la composante X (V, B) — X(V', B") de @' (X)(f)
est I'application induite par le morphisme (V, B) — (V’, B’) induit par f si f~1(B’) = B, 0 sinon.

Les foncteurs @ et @' sont duaux en ce sens qu’il existe des isomorphismes canoniques
a:DoD S Do etb:& oD = Do&. En effet, si f:V — V' est un morphisme de &, W
un élément de Gr(V) et W’ un élément de Gr(V'), les conditions W+ = tf(W'L) et W = f~1(W’)
sont équivalentes.

Nous allons maintenant montrer que les foncteurs @ et @’ sont isomorphes.

Soit uyxy : @(X)(V) — @'(X)(V), pour X € ObFg, et V € Ob&’, I'application linéaire
linéaire dont la composante X (V,W) — X(V,B) (ou W, B € Gr(V)) est induite par 'inclusion
(V,W) — (V,B) si W C B, 0 sinon. Alors ux,y est un isomorphisme d’espaces vectoriels, car si
lon munit Gr(V) d’un ordre total < tel que W C B implique W < B, on obtient pour ux y une
matrice triangulaire par blocs, avec des blocs diagonaux identiques.

De plus, pour toute application linéaire f : V — V', le diagramme

SX)(V _ S

l

commute. En effet, la composante X (V,W) — X (V', B') de 'application w(X)(V) — &'(X)(V)
obtenue en suivant la composée supérieure est la somme des applications induites par le morphisme
(V,W) — (V',B’) induit par f indexée sur les W’ € Gr(V’) tels que f(W) = W' et W' C B’.
Autrement dit, cette composante est Papplication induite par le morphisme (V,W) — (V' B’)
induit par f si f(W) C B’ et 0 sinon.

De méme, la composante X (V, W) — X (V'  B’) de lapplication @(X)(V) — &'(X)(V’) obtenue
en suivant la composée inférieure est ’application induite par le morphisme (V, W) — (V’/, B’) induit
par fsi W C f~1(B’) et 0 sinon, d’ott la commutativité recherchée.

——w((X)(V)

luw,
50

——='(X)(V)

Par conséquent, les applications linéaires ux i définissent un isomorphisme ux : @(X) = (X))
de F, qui est naturel en X, d’ott un isomorphisme de foncteurs u : & — &'. Compte-tenu du début
de la démonstration, on en déduit un isomorphisme o : wo D ~ D o @.

On remarque méme que les deux composées

~/ Du ~
w

oD % Do

et
oD M2 'D % D&

fournissent le méme isomorphisme (car si W et B sont deux sous-espaces de V € Ob &7, les condi-
tions W C B et B+ C W+ sont équivalentes). La condition de compatibilité entre I’isomorphisme
a et le foncteur de dualité s’obtient alors en observant que le diagramme

5(D*X) 225 DI (DX)
TDbX
5(X)—— D%(X)
commute. O

Avant d’utiliser cette proposition dans la catégorie F,;, mentionnons-en quelques conséquences
qui possedent un intérét intrinseque.
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Premieéres conséquences
Corollaire 8.5.36. Si X est un objet auto-dual de j':gr, alors W(X) est un objet auto-dual de F.

Corollaire 8.5.37. L’objet F3[Gr] de F est auto-dual.

Démonstration. En effet, Fo[Gr] = @(F2), et le foncteur constant Fo est auto-dual dans For. (|

Remarque 8.5.38. 1. La structure auto-duale de F3[Gr] munit son algebre d’endomorphismes
Ag, d’une involution; celle-ci est en fait triviale. Par le corollaire 5.6.11, il suffit de le vérifier
pour 'endomorphisme 7 décrit dans la remarque 5.6.12.

Pour cela, on note que la structure auto-duale de F2[Gr] est donnée par les formes bilinéaires
by : Fa[Gr(V)] x Fo[Gr(V¥)] — Fy  ([W],[H]) — 1si HC W=,0 sinon.

On calcule alors, pour W € Gr,(V),

bv(r(WI),[H) = > bv([BL[H]) =

BeGr,_1(W)

Card{B € Gr,,_1(W)|H C B*} = CardGr,,_1(W N H?").

En utilisant le lemme 5.6.8, on voit que cet élément de Fy vaut 1 si dim(W N HL) > n —1,
ie. dimW — dim(W N HY) < 1, et 0 sinon. Comme cette condition est symétrique en W et
H (modulo lidentification de V' & V**), on obtient le résultat annoncé.

2. Le corollaire 8.5.37 fournit, en dualisant le coproduit du foncteur en coalgebres de Boole Fy[Gr],
une structure d’algébre sur ce foncteur. En reprenant la démonstration de la proposition 8.5.35
et en notant que B C Wit et B C W3t équivaut & B C (W1 + Wa)L, on voit qu’elle est donnée
sur un espace V par

Fo[Gr(V)] @ Fo[Gr(V)] — Fa[Gr(V)]  [Wi] @ [Wa] = [Wh + Wal.

On constate que la structure de coalgebre de Boole sur Fo[Gr(V)] est compatible avec cette
structure d’algebre. Ainsi, Fo[Gr| est un foncteur en algébres de Hopf auto-dual.

3. On déduit de cette structure d’algebre de Hopf une nouvelle structure d’algebre sur Ag,,
donnée comme suit. Si u et v sont deux éléments de Ag,, leur produit u.v est le morphisme
composé

F[Gr] — F3[Gr] @ Fa[Gr] “2% Fy[Gr] ® Fo[Gr] — Fa[Gr]

ou la premiére fleche est le coproduit et la derniére le produit (cf. [Kuh95], §5).

Dans l'isomorphisme Ag, =~ FoN de la proposition 5.6.9, le produit . est le produit usuel
d’algebre de Boole de 'anneau produit Fo™. Pour le voir, il suffit de reprendre la démonstration
de la proposition 5.6.9 et de constater que, en conservant ses notations, le produit de s’ et de
s? (pour la structure d’algebre de Boole de F2[Gr(E,)]) est si sii = j = 0, et que sinon le
coefficient de s dans sa décomposition dans la base sf, ..., s? de Fo[Gr(E,)]% " est nul (en

fait, on a si'.s} = sp . ). Avec la description du corollaire 5.6.11, on a ri7d = pmaz(ig),

4. Si X est un objet de Fg,, on peut munir naturellement le groupe abélien homg, (w(X),F2[Gr])
d’une structure de module sur Dalgébre de Boole (Ag,,.), en utilisant la structure de
F3[Gr]-comodule de w(X) et en procédant comme au point précédent. Cela suggere une
structure algebrique tres riche sur ces objets, qui sont également, comme tous les groupes
homg, (F,F2[Gr]), des modules sur 'algebre de séries formelles (Ag,, x) ~ Fy & Fa[7]].
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5. La proposition 5.6.5 et 'adjonction entre @ et o (cf. proposition 5.4.3) fournissent un isomor-

phisme

homx(Fs[Gr], F) ~ lir%F(En)GL“
ne
naturel en F' € Ob F. Par auto-dualité de F3[Gr|, on en déduit des isomorphismes naturels
hom z(F, F2[gr]) ~ homz (F2[Gr], DF) ~ lim DF(E,)%tn ~ (conan F(E,)cr,)"
ne ne
(intérét de la derniere écriture est de remplacer la limite par une colimite filtrante, exacte).

En dérivant les foncteurs considérés, on en déduit des isomorphismes naturels

Exti-(F, Fy[Gr]) ~ (cohan Hi(GL,,F(E,)))"
ne
pour tout ¢ € N.

Application a la catégorie F;,;
Corollaire 8.5.39. Les endofoncteurs w;in;0in; et wk de F sont isomorphes.

Démonstration. On utilise le foncteur @’ de la démonstration de la proposition 8.5.35 et le foncteur,

que nous noterons K : F — fgr, de precomposmon par le foncteur de réduction R:E f —&F. Ona
des isomorphismes canoniques @in;0in; ~ @' 0K et wk ~ w o K, de sorte que I’ 1som0rphlsme W' ~w
de la proposition 8.5.35 donne la conclusion. O

On introduit maintenant un foncteur tres analogue a 7.
Définition 8.5.40. On définit un endofoncteur 7 de Fg, par
JX)(V.B)= (D X(V/W.B/W),
Wegr(B)

Papplication linéaire J(X)(f) : J(X)(V,B) — J(X)(V',B’) (ou f : (V,B) — (V’',B’) est une
fleche de Sér) ayant pour composante X (V/W,B/W) — X(V'/W', B’'/W') lapplication linéaire
induite par le morphisme (V/W, B/W) — (V//W' B'/W') induit par f si f(W) = W', 0 sinon.

Proposition 8.5.41. Il existe un isomorphisme de foncteurs wrkw ~ wJ .

Démonstration. On Uobtient par la suite d’isomorphismes naturels

wrw(X)(V)= @ wX)(V/W)~ @ XWV/W,B/W)~ P JTX)V,B)=wI(X)(V)
Wegr(V) WCBCV Begr(V)

déduits de l'identification entre Gr(V/W) et {B € Gr(V)|W C B}. O

Proposition 8.5.42. Soient X un objet localement fini de Fg, et Y un objet de Fg,. Il existe un
isomorphisme naturel gradué Ext’r, (0im;jw(X),0mjw(Y)) ~ Exty, (X,ZJ(Y)).

Démonstration. Le foncteur o0;,; étant adjoint & gauche & w;y,; (proposition 5.4.6), les corollaires
1.2.8 et 8.5.39 puis la proposition 8.5.41 procurent des isomorphismes naturels gradués

Extr,  (0injw(X), 0in;(w(Y))) ~ Ext(w(X), @in;j0injw(Y))
~ Extl(w(X),wkw(Y)) ~ Extr(w(X),wT (Y)).
La conclusion provient alors du théoreme 8.5.11. O

On rappelle que la proposition 5.6.4 affirme qu’étant donnés deux objets F' et G de F, avec
F localement fini, le morphisme naturel gradué Extz(F,G) — Extz, (0in;(F),0in;(G)) est un
isomorphisme.



8.5. Propriétés cohomologiques du foncteur w 209

Démonstration de la proposition 5.6.4. On applique la proposition 8.5.42 au cas ot X = Py n(F)
(avec F € ObF) et Y = Pyn(G) (ot G € ObF) pour obtenir un isomorphisme naturel gradué

Extyz,  (0inj (F), 0inj (G)) ~ ExtZ, (Pon(F),ZJ(Y)) =~ Extz(F, Ry o(ZJ (Y)))-
On conclut en observant que ZJ (Y)(V,0) = J(Y)(V,0) = Y (V,0) = G(V). O

Remarque 8.5.43. Ainsi, pour obtenir un énoncé relatif & la catégorie F;,;, nous avons transité
par la catégorie Fg,, dont I’étude requiert celle de Fiyrj. Cela explique pourquoi nous avons di
introduire les deux catégories Fin; et Fourj.

Plus généralement, on a le corollaire suivant.
Corollaire 8.5.44. Soient k,n € N, X un objet localement fini de Fgr 1 et Y un objet de Fgy p.

= Sik <n, alors Exty, (0injwk(X),0imjwn(Y)) = 0.
— Si k =n, le foncteur exact ojnjwy induit un isomorphisme naturel gradué

Extr,,  (X,Y) = Extl, (0injwn(X), 0injwn (Y)).

Démonstration. On déduit ce résultat de la proposition 8.5.42 de la méme fagon que 'on a déduit le
corollaire 8.5.12 du théoreme 8.5.11. En effet, si A est un objet de Fg, de coniveau au moins égal a n,
I'inclusion canonique A — J(A) induit aprés application du foncteur Ry, <, un isomorphisme. O

Ce corollaire nous amene a formuler la conjecture suivante sur la filtration de Krull de la catégorie
Finj (dont le théoreme 5.6.17 a montré une partie pour n = 0).

Conjecture 8.5.45 (Conjecture artinienne extrémement forte pour Fi,;). Pour toutn € N, le fonc-
teur Oinjwr, * Fgrn — Finj induit une équivalence entre les catégories fé’;’n et Kont1(Fing )/ Kn(Fing)-

Si la conjecture artinienne extrémement forte est satisfaite, cet énoncé équivaut au suivant.

Conjecture 8.5.46 (Conjecture artinienne extrémement forte pour F;,;, version 2).
Pour tout n € N, le foncteur 0i,; induit une équivalence entre les catégories KCn(F)/Kn—1(F)

et ]CnJrl(}—inj)/]Cn(}—inj)'
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Chapitre 9

Foncteur w et V-nilpotence

Nous exposons dans ce chapitre les avancées les plus significatives que I’étude des catégories
de foncteurs en grassmanniennes et du foncteur w nous ont permis d’obtenir sur la conjecture
artinienne. Le caractere noethérien de type 2 du produit tensoriel du projectif standard Pg, et d’un
foncteur fini en constitue le principal résultat « concret » . Il est déduit d’un théoréeme de structure
qui donne une version affaiblie de la conjecture artinienne extrémement forte. Ce théoreme affirme
que, pour tout entier naturel n, le foncteur w,, induit une équivalence de catégories entre les objets
finis de Fg, , et une sous-catégorie épaisse d’'un quotient F /J\Til@n de la catégorie F, construit
A partir des sous-foncteurs V,, du foncteur différence dont Powell a déja montré le grand intérét.
La conjecture artinienne extrémement forte est ainsi ramenée a comparer la filtration de F par les
sous-catégories J\Til@n et sa filtration de Krull.

Apres avoir rappelé les propriétés des foncteurs V,, dans la section 9.2, nous établissons une
propriété cohomologique du foncteur w,,, variante des résultats du paragraphe 8.5.2 adaptée aux
sous-catégories W@n (§9.3). Nous donnons ensuite les estimations techniques nécessaires a la ma-
nipulation des foncteurs V,, sur les foncteurs du type wn(X) (§9.4). Cela nous permet de démontrer,
dans la section 9.5, le théoreme de structure évoqué ci-dessus, qui généralise le résultat principal de
[Pow98c] (théoreme de simplicité), article qui le premier a mis en évidence le role essentiel des G(n)-
comodules dans la structure de la catégorie F. Notre théoreme de simplicité présente I’avantage,
comme le théoreme de Powell qu'il étend, de fournir des renseignements globaux sur la structure de
la catégorie F.

La section 9.1 expose la démonstration de ce théoreme pour n = 1, afin de donner un apergu
des arguments de la section 9.5 dans ce cas qui se trouve considérablement simplifié, d’un point de
vue technique, par l'identification de V; au foncteur exact A.

Nous terminons ce chapitre en montrant comment le théoreme de simplicité généralisé permet
d’aborder la conjecture artinienne extrémement forte, moyennant la connaissance de résultats sur
les foncteurs V,, encore hors de portée dans le cas général, mais connus pour n < 2. C’est ainsi que
I’on obtient que le produit tensoriel entre P®2 et un foncteur fini est noethérien de type 2.

Les résultats de ce chapitre sont repris dans [Dja06b].

Convention 9.0.1. Dans tout ce chapitre, n désigne un entier strictement positif.

9.1 La catégorie F/F,

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant :

Théoréme 9.1.1. Le foncteur
w1 Fgr1 — F — F|Fo

induit une équivalence entre la catégorie des objets finis de Fgr1 et une sous-catégorie épaisse de
F/Fw. En particulier, il envoie un foncteur simple de Fgr1 sur un objet simple de F/F,,.

213
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Une autre fagon de formuler ce théoreme est de dire que la sous-catégorie Fy’ —d de F est épaisse
(cf. proposition 8.5.24).

Le théoréme 9.1.1 redonne les résultats principaux de 'article [Pow00b] de Powell et les précise.
Nous y reviendrons en fin de section (cf. remarque 9.1.9).
Remarque 9.1.2. 1l semble en revanche tres difficile de prouver que tous les objets simples de F/F,
sont de ce type sans avoir démontré une version forte de la conjecture artinienne.

Avant de démontrer le théoreme 9.1.1, nous établissons des résultats préliminaires décrivant
le comportement du foncteur différence sur I'image par w; d’un foncteur fini de Fg, ;. Le lecteur
constatera, dans toute cette section, la grande analogie avec le paragraphe 5.6.3.

Notation 9.1.3. Soit X un objet de Fg, 1. Nous désignerons par nx : Awi(X) — wi(X) le
morphisme donné sur V € Ob £ par la composée

Awi(X)(V) = Awi (X)(V) = wi(X)(V & Fy) = D X(V e, (vt)
(v:)E(VER)\ (0}

—»@XV@]FQ,'U]. @XVU—Wl( V),

veV\{0} veV\{0}

ou la derniere fleche est induite par la projection V @ Fy — V.
Si k est un entier naturel et X un objet de Fg,1, nous noterons 7% : Afwi(X) — wi(X) le
morphisme 7x o Amx o --- 0 A*=lxx : par convention, Wg( =idx.

Ces notations seront utilisées uniquement dans cette section.

Lemme 9.1.4. Soit X un objet de Fg,1.
1. On a un isomorphisme naturel Awy(X) ~ 01 (X) @ wi (A9 X) @ wity01(X).
2. A travers cet isomorphisme, Tx : Awy(X) — wi(X) se lit comme la composée de la projection
01(X) @ wi (A9 1 X) @ wit101(X) = wit1o1(X) et du morphisme obtenu en appliquant wy @
la cotinité de ladjonction 1101(X) — X.
3. Le morphisme mx est surjectif.

4. Si X est fini de degré d > 0, ker mx est la somme directe d’un objet fini de F et de l’image
par wy d’un objet fini de degré strictement inférieur a d de Fgy 1.

5. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, | une forme linéaire non nulle sur V et x =
(To)vev\{o} (To € X(V,v)) un élément de w1 (X)(V). Notons a, : Py — wi(X) le morphisme
de F représenté par x. Alors U'élément (y,) de wi(X)(V) représenté par le morphisme

2B B[V {0} © P~ APy 295 Ay (X) T w0 (X)

Py
est donné par y, = 1(v)x,

Démonstration. La décomposition ensembliste
Gri(V @ Fa) ={(0,1)} U{(v,0)|[v e V\{0}} U {(v,1)|v e V\{0}}

et I'isomorphisme naturel

P Xx(VeF.,(vl)~ @ XVaF,(©01)
veV\{0} veV\{0}

induit par les isomorphismes (V @ Fy, (v, 1)) = (V ®Fy, (0,1)) (2,t) — (z + tv,t) fournissent un
isomorphisme naturel

Awi (X) ~ 01 (X) ® w1 (A9 X) @ w01 (X).
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L’inclusion canonique wy(X) < Aw; (X) se lit dans cet isomorphisme comme
w1 (X) = wi(AY1X) < 01(X) @ w1 (A 1X) @ winio1(X),

d’ou le premier point.

Pour tout v € V' \ {0}, la composée X (V @ Fo,(0,1)) = X(V @ Fa, (v,1)) — X (V,v), ot la
premiere fleche est I'inverse de 'isomorphisme utilisé précédemment et la seconde est induite par
la projection, est induite par V@ Fy — V' (x,t) — x + tv. Le début de la section 7.2 montre que
ce morphisme est bien la colinité de ’adjonction, d’ou ’assertion 2.

Le lemme 8.1.19 et I'exactitude du foncteur w; permettent d’en déduire les assertions 3 et 4.

Pour établir la derniere assertion, notons z I’élément de Aw; (X )(V) C w1 (X)(V &F2) représenté

par le morphisme
u—[l|Qu Ay
Py TS m v\ {01 @ Py ~ APy 2% Aw (X).
On a z = (wi(X)(@))(z) + (wi(X)(@))(z), on i : V — V & Fa est l'inclusion canonique et
i;: V. — V ®Fy le morphisme de composantes idy et [.
On en déduit que la composante z, 1 (v € V' \ {0}) de z égale X (i;)(zy) si l(v) =1, 0 sinon. La

conclusion provient donc de ce que la composition V -5 V @ Fy — V est I'identité. O

La proposition suivante fournit un argument de stabilisation décisif relatif aux morphismes 7% .

Proposition 9.1.5. Soient X un objet de Fgr1 et F un sous-objet de wi(X). Pour tout entier
k>0, on note Cy = 7% (A*F).
1. La suite (Ck)k>o de sous-objets de wi(X) est croissante ; nous noterons C, sa réunion. Si X
est un objet noethérien de Fg, 1, cette suite stationne.

2. Pour tout k > 0, le foncteur Cy, est engendré par les éléments du type

(li(v) .. (V)0 ) vevyfoy € w1 (X)(V),

ot V' parcourt les espaces vectoriels de dimension finie, x = (z,)yev\{0} les €léments de F(V)
et (I1,...,lx) les k-uplets de formes linéaires sur V.

3. Le foncte_ur Coo est le plus petit sous-P-comodule de wq (X) contenant F. Si F est lui-méme
un sous-P-comodule de w1 (X), on a Cx, = F pour tout k > 0.

4. 81 X est localement fini, pour tout objet U de Fgr 1, on a hom (Cso/F,w1(U)) = 0.

Démonstration. L’assertion 5 du lemme 9.1.4 et la préservation des épimorphismes par le foncteur
différence montrent le second point pour k£ = 1. Le cas général s’en déduit aussitot par récurrence.

On en déduit que la suite (Ck)r>o est croissante. Si v est un élément non nul d’un espace
vectoriel de dimension finie V, soient l1,...,l; les éléments de V* tels que [;(v) = 1. Alors la
fonction polynomiale [y ...l : V — Fy est égale & l'indicatrice de {v}. Si 'on note F9"(V) le plus
petit sous-espace vectoriel V'\ {0}-gradué de wy (X )(V') contenant F(V'), ce qui précéde montre que
Cs est le plus petit sous-foncteur de wy(X) tel que F9"(V) C Cuo(V) pour tout V€ ObE' ; en
particulier, Coo D F.

Soit Y le plus petit sous-objet de X tel que Y (V,v) contienne les composantes dans X (V,v)
des éléments de F(V) C w1(X)(V). La proposition 6.3.7 montre d’une part que wi(Y') est le plus
petit sous-P-comodule de w;(X) contenant F. Le paragraphe précédent montre d’autre part que
Co = w1(Y), d’ot le troisieme point.

Soit f : Cs/F — wi(U) un morphisme de F. Si X est localement fini, il en est de méme pour
Y, donc le corollaire 8.5.12 montre que la composée g : w1(Y) = Cop - Coo/F ER w1(U) est induite
par un morphisme u : Y — U de Fg, 1. Comme la composée F < w(Y) L wi(U) est nulle et que
w1 est exact, F' est inclus dans wq(keru). D’apres le troisieéme point, on en déduit keru =Y, donc
u =0, puis g =0 et f =0, d’ou la derniére assertion.

Par ailleurs, si X est noethérien, alors Y est de type fini, donc Cy = w1(Y) est de type fini.
Cela montre que la suite (Cy)r>o est stationnaire, et achéve la démonstration. O
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Début de la démonstration du théoréme 9.1.1. Le théoreme 8.5.11 entraine la pleine fidélité de wy
et la stabilité par extensions de I'image, notée C, de sa restriction aux objets finis de Fg, 1. Il suffit
donc d’établir qu’un sous-objet d’un objet de C est isomorphe a un objet de C. Pour cela, on procede
par récurrence sur le degré polynomial (cf. proposition 8.2.5). On se donne donc un objet fini X de
For1 de degré d > 0 et I'on suppose que 'hypothese suivante est satisfaite.

Hypothése 9.1.6 (Hypothese de récurrence). L’'image par le foncteur wq : Fgr1 — F/F, du
théoreme 9.1.1 de la sous-catégorie (fgfryl)d—l des foncteurs de degré < d de fgfr,l est une sous-
catégorie épaisse de F/F,,.

Notation 9.1.7. Dans cette section, nous noterons Ay cette sous-catégorie épaisse de F/F,, et
Q. la catégorie quotient de F/F,, par A,;. Nous noterons également X la sous-catégorie pleine des
objets T de F/F, tels que hom (T',@;(U)) = 0 pour tout objet U de Fg, 1.

Lemme 9.1.8. 1. Le foncteur différence A induit un endofoncteur exact et fidéle de la catégorie
F/Fo. Il induit également un endofoncteur exact des catégories Aq et Qq.

2. La sous-catégorie X de F|F,, est stable par le foncteur induit par le foncteur différence.
3. L’intersection des sous-catégories X et Ay de F/F,, est réduite a 0.

4. Pour tout entier k > 0, le morphisme w’;'( induit un isomorphisme dans la catégorie Qq.

Démonstration du lemme. Le foncteur A est exact et conserve F,, il induit donc un endofoncteur
exact de F/F,. La suite exacte 0 — po(F) = F(0) — F — I ® AF naturelle en 'objet F' de F
montre la fidélité de ce foncteur exact. En effet, le foncteur constant F'(0) est analytique, et, comme
I est analytique, si AF est objet de F,, il en est de méme pour I ® AF.

Le lemme 9.1.4 montre que A préserve 'image A, de (fér,l)d*1 par wy, il induit donc un endo-
foncteur exact de Ag et Qg = (F/F,)/Aq- Cela acheve de prouver le premier point. Le lemme 9.1.4
montre également que le noyau de ’épimorphisme 7y appartient a Ay, puisque X est supposé de
degré d. Cela établit, par récurrence sur k, la derniere assertion.

L’isomorphisme d’adjonction homz(AF, w; (U)) ~ homz(F, w1 (U®t1(I))) (cf. propositions 4.2.5
et 6.3.7) donne le second point, puisque le corollaire 8.5.13 permet de remplacer les ensembles de
morphismes considérés dans F par des ensembles de morphismes analogues dans F/F,,.

Le troisieme point résulte de la définition de la sous-catégorie Ag. O

Fin de la démonstration du théoréme 9.1.1. Soit F un sous-objet de w1 (X) ; on conserve les notations
de la proposition 9.1.5, et I'on se donne k € N* tel que Co, = C (qui est donc de la forme wy (V)
pour un sous-objet Y de X). Alors A*F et A*C,, ont la méme image Co, par 7%, qui induit
un isomorphisme dans Q, (derniere assertion du lemme 9.1.8), donc I'inclusion A*F — AFC,,
induit un isomorphisme dans Q. Ainsi, 'image dans F/F, de A*(Cw/F) est objet de A,. Mais
c’est aussi un objet de X' par la derniere assertion de la proposition 9.1.5 et la deuxieme assertion
du lemme 9.1.8. La troisieme assertion de ce lemme montre alors que I'image de A*(Cy, /F) dans
F/F, est nulle, donc aussi 'image de C,/F (par la premiere assertion du lemme). Cela acheve la
démonstration. O

Remarque 9.1.9. Comme larticle [Pow00b], le théoréme 9.1.1 signifie que les foncteurs P @ F
(F fini) sont noethériens de type 1 et donne des renseignements sur leur structure. La méthode
qu’emploie Powell dans [Pow00b] repose fortement sur les propriétés des foncteurs V., et certaines
considérations explicites sur les représentations des groupes symétriques. La notre reste tres générale
et clarifie les calculs d’algebre homologique entre les différents objets dont on démontre le caractere
simple noethérien de type 1, entierement ramenés a des calculs d’algebre homologique sur des objets
finis de Fg, 1, qui peuvent théoriquement se comprendre a partir des représentations des groupes
symétriques.

Le théoreme 9.1.1 fournit également une construction plus simple de 'objet simple noethérien
de type 1 et F,-parfait associé & une partition réguliere A (cf. exemple 7.2.12). Nous pouvons ainsi
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montrer, sans calcul, 'égalité Xy = K conjecturée dans [Pow00b], § 4.5 : avec nos notations, elle se
réduit a dire que I'image de I'unique morphisme non nul ¢; (Sx) — ¢1(S5), ou A=(A+1,.. ., A +1)
si A est de longueur r, est x1(S)). En effet, cette image contient k1(S)) = cosoce1(Sy), et lorsqu’'on
applique le foncteur exact et fidele oy au morphisme précédent, on obtient I'unique morphisme non
nul (cf. théoreme B.3 de [PS98]) Sy ® ASy — S5 ® ASy, dont I'image est Sy = o161(S)).

Nous terminons cette section par quelques remarques orientées vers les « pathologies » de la
catégorie quotient F/F,,.

Remarque 9.1.10. — Les objets finis de la catégorie F/F, donnés par le théoreme 9.1.1 (il
n’y en a pas d’autres si la conjecture artinienne extrémement forte est vraie) possedent un
représentant F,-parfait dans F. Il n’en est pas de méme pour tous les objets de F/F,.
Considérons par exemple le noyau A de I'unique morphisme non nul P®? — P. A partir de
la suit